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DEFINITIONS ET AXIOMES

FORMES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES : E“__’f__+ F

- J} symétrique si, pour toute permutation ¢  dans EN :
0 o :?=:f ow ( ¥ (300~, )) = (1{9(30;)) Pour 4',.—_1,2,,...,11
4/

- ¥ antisymétrique si ;f(/xol) =&, :? (x;)

ORIENTATION

'y
On dit qu'on a orienté 1'espace vectoriel E si 1'on a dis-

—
tingué 1'une des classes de bases ordonnées de E comme étant
la classe positive ou directe, (et 1l'autre comme étant la classe
négative ou rétrograde).

FORME DIFFERENTIELLE

On appelle forme différentielle de degré /(" sur un ouvert (L
d'un espace affine £ , & valeurs dans un espace vectoriel nor-
mé l? , une application w de () dans 1'espace %; (E?;F) des
appligftions '1, — linéaires antisymétriques continues de E?
dans F.

ORIENTATION ET ORIENTABILITE

- On appelle systéme d'orientations % d'une variété V un
choix, pour chaque a de V , d'une orientation de
1'espace vectoriel tangent T(a; V) .

- On dit qu'il est continu en un point @4 , relativement &

une carte  dont le but recouvre & , si la fonction 8
(qui vaut + 1 selon gqu'ad la classe positive de IRR™ cor-

respond par ® la classe positive ou négative de T (a;V))
-1
est continue au point & = 6] () .
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- On dit gu'une variété Y , de classe (' , de dimension 1
est orlentable, si elle possede au moins un systéme con-
tinu d'orientations. On dit qu elle est orientée siion a
fixé un tel systéme continu, qui s appelle alors une
orientation de V .

- On dit qu'un systéme J6 d'orientations transversales d'une
variété )| est continu en un point A de Y, si, pour tout
champ de vecteurs X :a _— X(oc) défini sur Z continu
au point a et transversal, le signe du vecteur X (),

par rapport & l'orientation transver'sale NIC () » est une
fonetion continue au point @ , c'est-A-dire constante
dans un volisinage de a .

PARTAGE EN REGIONS

- On dit qu'un espace topologlque connexe E est partagé par

:b:) ensemble A en % régions, si le complémentaire de A a
composantes connexes

VECTEUR TRANSVERSAL RENTRANT

> hypersurface de classe ¢' d'un espace affine E ,(V ouvert

de E tel que 3} N soit fermé et partage 1 en deux régions ‘Uf,

et fU/z . Soit & un point de J) adhérent & la fois & ‘171 et IU:L'

—_— —
- On dit qu'un vecteur X de E , transversal en a & 2
est rentrant par rapport & la région VU, de UV s'il est

le vecteur "vitesse initiale" pour une trajectoire de
classe C' ,M:t . M({') , 0<t £ F,,entitrement située
dans la région U, de U pour t >0 , avec M (0) =

INTEGRABILITE D_' UNE FORME DIFFERENTIELLE
~N
Si V est une varidté de dimension M. et de classe (’

b

orientde, et si (,3 est une forme différentielle continue, de
degré n, sur V , on dit que W est intégrable sur V si, [6](7

—_—
étant la mesure de Radon associde & V et 0 , 4 est intégrable

b &

par rapport a [_(B]’\N/ 3 on note alors 1'intégrale J” w
%
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HOMOTOPIE

- On dit que deux applications sont homotoPes s'il existe
une déformation continue de 1l'une dans 1'autre.

- On dit qu'une application est homotope 4 0 si elle est
homotope & une application constante.

ESPACE SIMPLEMENT CONNEXE

On dit qu'un espace topologique X est simplement conneie,
si toute application continue d'une circonférence du plan dans X
est homotope & Q.
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VI
CALCUL DIFFERENTIEL EXTERIEUR

§1 APPLICATIONS MULTILINEAIRES ALTERNEES

Soit J un ensemble fini,GS]fensemble de ses permuta-
tions, c'est-a-dire des bijections deJ sur lui-m€me.

Si 1'on appelle T la composée 5o T des permutations
60 et T, on sait que la loi de composition(d}t’) T
fait de un groupe, appelé groupe des permutations de J .

Théoreme 1 - J1 existe une application ¢ et une seule,au—»éb,

du;gpoupe(g des permutations d'un ensemble fini J , dans

1'ensemble & deux éléments {+ 1, =1 } , ayant les
propriétés suivantes :

2° ) &, = +1 , si I est la permutation identique
de J H
3 ) & =-— 4 , si ¢ est une transposition, c'est-

a-dire une permutation laissant tous les éléments inva-

riants, sauf deux qu'elle échange 1'un avec 1'autre.

L'ensemble des deux éléments +4, -4 , muni de la
lol de multiplication, est un groupe dont 1 élément + 4
est 1'élément neutre. La condition 1°) et la condition 2°)
expriment alors que 1 'application € respecte les struc-
tures de groupe de et de {+1 ,._4} . Elle respecte en



y

effet la loi de multiplication et 1'élément neutre; elle
respecte alors aussi le passage a 1'inverse, car on a
nécessairement :

(m";1) ea""1 60" - &6-—10- = 8I = 4+ 4 s

ce qui prouve que g, _4et €, sont inverses 1l'un de 1'autre
¢c'est-a-dire égaux).

Démonstration - Tout d'abord 1l'unicité de la fonction g

est évidente; elle est en effet connue sur tous les ¢léments
0 qui sont des transpositions de J ; comme alors toute

permutation est produit d'un nombre fini de transpositions,

la condition@§°) montre que & est connue pour tous les

éléments de , et par conséquent unique, Il nous reste

donc & démontrer l'existence de la fonction & .

Pour cela, nous pouvons toujours supposer que 1'ensemble
J est 1'ensemble {4,2,...,N} .

Considérons alors le prodult :

(II‘,1;2,) P:::TT (J"b)
. h,jc]‘,«ma
Si6° :4 —G = 0 (+),est une permutation de J , nous
poserons :

(T,1,3) c(P) =TT (g-6)=TL(c(j)-ci))

1e7,i<) ¢ 23
On a alors évidemment la relation

v(o)

(¥L,1;4) o (P) = s P , avec eo.=(-1) ,

ol v (6°) est ce qu'on peut appeler le nombre d'inversions
de la permutaticn ¢ , ¢ est-&-dire le nombre de couples

(4',,} )telsque1sL<j'sN et que ¢ > 6]

On en déduit alors que, si f est une application quelcon -
que de l'ensemble des N premiers entiers =1 dans lui-
méme, on a aussi :



(¥L4;5)

(¥L,1;6)

3’(1;_ G ©6)-4(5)) = 552({»(})—1@))

Si alors ¢, 7T, sont deux permutations, on a les relations :

P

(o) (P) =,T5((€t)4‘(€7);> =T (”(TJ)‘G(tL)>
¢ < t(l}

. o x

6‘5'”(6‘(3)-6‘(4/)) =&t,0~(‘P)=5,C &O‘P’
v <4

d'ou 1'on déduit la relation 1°).

La condition 2°) est trivialement vérifiée.

La condition 3°) 1'est aussi. Si en effet o est une
transposition échangeant les deux entiers o et‘ﬁ et
laissant tous les autres invariants, et si 1'on suppose
par exemple of ﬁ , on voit que o~ n'introduit pas
d'inversion pour le couple ( L,; ) s1 L et | sont tous
les deux = & ou tous les deux Ez‘ﬁ 3 11 introduit
une inversion pour le couple (& ,*a) et pour le couple

(’& ,ﬂ)) siq < & < p . Tout ceci, jusqu'ici, intro-
duit 'donc un nombre pair d'inversions; si, enfin, nous
considérons le couple «, , 11 subit exactement une °
inversion puisqu'il devient le couple (ﬁ & ).

Il existe donc au total un nombre impair d'inversions,
et €5 vaut bien—-1 , si 0 est une transposition.

La quantité €, s'appelle la signature de la permuta-
tion & . C'est donc un nombre égal a £ 1 3 11 vaut

+4 ou —4 , selon que 6 peut s'exprimer comme
produit d'un nombre pair ou d'un nombre impair de

* En prenant tous les termes du produit du ler membre,
on obtient en effet une fols et une seule tous ceux du
produit du 2éme membre, au signe prés; le nombre des
changements de signe est précisément v (o7) .

** En appliquant (VI,1;5), & condition d'y remplacer:¥
par 0 et 6 parT .
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transpositions; ce qui prouve que la parité du nombre de
transpositions dont la composition donne 6~ est, pour 6
fixée, toujours la méme * ., Si g =4+ 4 {resp ~ 1 Vs

on dit que G est une permutation paire (resp impaire)

T A o

,1;7)

Soient £ et F deux ensemblequuelconques, N un entier
=1, et f une application de E~ dans F . &1 alors J°

est une permutation de 1'ensemble d'entiers 1, 2 ...,N,

on appelle transformée de;¥ par d l'application&?¥ de EN
dans F , définie par la formule :

6T¥(ao1,acz,...)ooN)=='¥ (acq. ,acd; yoror Xgy )

Cn a

IYI,157 bis) 6‘(7%) = (6‘1’)%

(¥I,1;8)

(M,15;9)

On dit que l'application‘¥ de EN dans F est symétri -
gue, si elle est invariante par toute permutation ¢~ ;
autrement dit, si, quelle que solt 0 € @5 » 0‘% = % 5

de E, et

ou_encore si, quels gque soient oc, y Iy peey Xy

6 € @5 ,» ON_a :
&(xaz ) Xgy ,...,:r/o.N)=;f (e, ,wz,...,xN) .

—
Si maintenant F est un espace vectoriel, on dit que
l'applicationg' de EN dans F est antisymétrigue, si

l'on a la relation

6‘} = ed_-;-?. , quelle que soit 0 € g H

* Cela n'est pas du tout évident a priori; il n'est pas
évident qu'on ne puisse pas obtenir 1'identité comme
produit 4'un nombre impair de transpositions convenable -
ment choisies; c'est seulement le théoréme 1, c'est-a-

dire 1'existence de la fonction signature & , qui le

prouve |
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ou encore, ,sl 1l'on a, quels que soientg%,g; , XN dans |

et O € © , la relation zrte
— —>~
(¥1,1;10) %(xq'x@”"’xU‘N)=E’O’3?(x:’xz1'°'73°N)‘

— —_—
Cela revient & dire que "4 = - ], pour toute
transposition 0~ . Car alors, 'sid" edt une permutation —
quelconque, elle egt un produit de transpositions, et d
est le produit de par une puissance de (—1 ) égale au
nombre de ces transpositions, c'est-a-dire précisément

par 8€ .

On appelle symétriséeﬁ§} d'une application de EN
’

dans un espace vectoriel la fonection définie’ par

(ur,1;11) ) = > 6“:& ,

ou ercore

(¥,1;12) (Si ) (:’01 » Ly 7""”?1) =G‘¥‘@ %(w()'; s""o‘z r-"7x0'N) :

On appelle antisymétrisée de 1l'application ff , la fonc -
tion Ag, définie par :

¥,1:13 =
;1) M= 2 &1
ou encore
T,1;14 A = .

Théoréme 2 - Pour qu'une application de EN dans un espace
vectoriel E solt symétrique (resp. antisymétrique), i
faut et 11 suffit qu elle soit la symétrisée (resp. 1.
tisymétrisée) d une application de EM¥ dans F .

an-

Démonstration - Donnons par exemple la démonstration dans
le cas antisymétrigue. Tout d'abord une fonction antisymé-

trique est égale & fois 1'antisymétriséed'elle-

4
méme. Nt
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On a en effet, pour toute permutation ¢ , la relation
(Vi,1;9), d'ou, en additionnant les formules correspon-
dant aux N ! permutations, la formule

(¥L,1;15) A? = NI % .

Montrons ensuite que l’antisymétrisée d'une fonction est
toujours antisymétrique,

Si en effet T est une permutation de 1'ensemble des
N premiers entiers, on a la formule :

*%

(w8 T (AJ—{’) =o_>;® te T (6‘}) =t 2., Eep ((r€)¥)=a,c A;Q’

ge

ce quil prouve notre affirmation.

On dit qu'une application de EM dans F est alternée,
sl elle prend la valeur 0 pour tout systéme de N édléments

X, ,,,..., , de E , dont deux colncident.

N
e N ' ., N —
Theécoreme 3 - Pour qu une application multilinéaire de E~ dans
QEE e_g? sont des espaces vectoriels sur le corps JK
des réels ou des complexes, soit antisymétrigue, il faut
et i1 suffit qu'elle soit alternée.

4

Démonstration - Montrons d'abord que toute application

antisymétrique de g® , o E est un ensemble quelconque,
dans un espace vectoriel F s est toujours alternée, Si

en effet 2, ,3C, sei, Xy , sont des éléments de E ,

et si o%; = aoé , alors on a nécessalrement la rela-
tion :

—
(u1,1;47) ;?(:xo.’ ,xg,...,xo_N)=;fi(oo1,w,/,...,:cN )

* L'opérateur ___"tﬂ est linéaire, donc
T E. .G =
(3 teod) =S e t(0})
** Car, lorsque ¢ parcourt @ , T O parcourt @ une
fois et une seule.
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st 1" on appelle 0° la transposition échangeant les deux
éléments 4 ctg et laissant les autres entiers invariants;
mais, d'apris‘la relation d'antisymétrie, on doit avoir

aussi

)=— (%, ,5¢,,..,cy) -

-
(¥, 1;18) J(xg g oy

ce qul prouve que les deux membres sont nuls,

Montrons maintenant que toute application multilinéaire

alternée de E dans F , Ou E etF7 sont tous les deux des
espaces vectoriels, est nécessairement antisymétrique.

Si en ef’fe’c_’X, y Xy peees Xy ,
quelconques de E , on a, en vertu de la multilinéarité de*,

sont des vecteurs

la relation (ou » < j ) &
e — — — — —3 — — > — b 4
mm 40X, Xy e X, X tX5 X aeens X, X0 Xy ,xJ+ s Xy)
e - - — N e — —- —
= :‘P(x1)x\z,...,xa.u-,XL,...,XN) +X(x1 ,X",...,XL,...)XJ',...,XN)

+ :P( 1 z,no, 3,...,)(“...,)( ) ;?(X xz,..., J’ j"")XN)

Mais, puisque{ est supposée alternée, un certain nombre
des termes écrits sont nuls, et on en déduit la relation
— e =

> e > — — - — —p-
@120)  F (X, Xy e Xy e X X)) ¥(x,,xz,...,x3-,...,x-b,.../,xN)=o)

qul prouve que change de signe quand on fectue une
transposition sur les variables, donc que est antisymé-

trique, ce qui démontre le théoreme.
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Si E et F sont des espaces vectoriels, et siu est

une application /fu -linéaire antisymétrique de _E:'f' dans F,
on prendra souvent 1'habitude d'inscrire le nombre /[t
au-dessus de 4 , et de la noter ailnsiaw , On dira

- ,
aussi que 4 est une H -forme extérieure, ou forme,
. =gl s PR e tue
de degré b , sur E , & valeurs dans * .
T

SiE et.}?sont normés, 1'ensemble Ao@,ﬁ(Er;F)des
applications f -linéaires antisymétriques continues de
_vadans? est évidemment un espace vectoriel, qui _gst,
un sous-espace vectorlel de l'espace vectorieloﬁ,}”(ﬁh, F)

de toutes les applications J}v - linéaires continues de
Eldans F .

Dans le cas particulier oﬁFest le corpsK des -
scalaires, au lieu de AJ/‘[” (E}f";]}{;_) on écrit aussi /\FE’;
pour ‘rv_—_ 4(_, N E’ n'est autre que E’, dual de E_’. Un
¢1ément de E’ s'appelle aussi un co-vecteur surE .

Ug élément de /\Tv E’ s'appellez;a alors un)_rv -covecteur

sur £ ; un élégent de Aoﬁ,ﬂ(—E’V; F)un 4 -covecteur surE
& valeurs dans F . i

Pour 4 = 0 , on conviendra que A&, (E%F)est

1'espace vectoriel F lui-méme, et par conséquent le corps

—

des scalaires si F = K

Théoréme 4 - Soit E un espace vectoriel de dimension N, de

N . Solt (X,, X, ,..., X ) un
élément de EN , et _appelons X, j la 4 -i2me coordonndée
—_— = » 7

du 4 -iéme vecteur X, .

— —_

base €, €y 5.5 €

* forme est ici un abus de langage, pulsqu'une forme est
habituellement & valeurs scalaires. Pour b =1 ,ngla
revient & dire qu'on appelle 41 -forme ou forme sur £ &
valeurs dans F un élément de oL (E ; F ). Noter aussi qu'on
dit 4 -forme .... sur E , et non sur EI, ce qul est aussi
une simplification de langage.
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Alors l'antisymétrisée de la forme N -lindaire (scalailre)

(15 21) (X, Xppes X)) == X, Xy Xy

n'est autre que la fonction déterminant, qui, & chaque
systeme de N vecteurs, fait correspondre le déterminant de
Teurs coordonnées par rapport a la base considérée,

Démonstration - Cette antisymétrisée est définle par la
formule :
— —p=
(m;4;22) (X1)x2, TEEREY Z & x 1 Xo- 20 .X
TG@ G a, 27 %,N )

gui est la définition méme du déterminant, donnée en mathé-
matiques speciales. Dans la sulte, nous noterons ce détermi-

nant par det( L
4<1<N ,J
Théoréme 5 -~ SiEI et?’ sont des espaces vectorlels, si E est _de

dimension finie N et muni d 'une base, une applicationt& deEj
dans F_est h-1inéaire antisymétrique, si et seulement si elle
s exprime sous la forme

—

(T 1;25) XX, X)) =3, @ ;A X
D w( ),L) 1é}1<}1'"<jt§N 31,31,...,‘“ 31,}2‘,...,)[%?()(1; z,,...,X

—= —
15 Moty P

X X . x 1
4;31 4'31, 4)31‘*
X.,. X, - ) S
\ s nho Tuh Tuh | g (x,
ou 34)3’_: )j( 12 2,) ru) _1‘&’&&1‘,( &,32))
---------- R R L 4&2&1’\«
X X : LI ] .X N
1"'21 rl’jp
et ou les quantités a,3 j sont des éléments de F o
4 b
Cette expresslon est alorszuniqﬁg, et on a
(¥1,1; 24) a. o= ule e ,...7?:. )
By i &gure T4
Les A, ,; , jk forment donc une base de 1'espace AT’
——— 1 b 24 L |

des formes p-linégires antisymétriques_sur E?P
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- =4 I 4 b
SiE_et F sont normés, la correspondance qui, au systéme

—

des a,a. . . eF (en nombre (“’) = C:{v) fait corres-
— STy - —_—
pondre1l'appl cationu définiepar (VI,1;23), est une bijec-
tion linéaire de (F )(1:) sur AJ/'I" (_E”v s F ) , continue

ainsi que sa bijection réciproque.

Démonstration - Le caractire multilinéaire de tt permet
d éerire :
(1,1 24 bis) .u,(x X,_,.,x y=>1 X, -:X ,,w(e,,e, ..,Z,),
RS X el il

ou la somme est étendue & tous les systémes (j',j;,-~-,j%)'
1

Mais, sl deux de ces indices Jk sont égaux, l'expres-
sion trouvée est nulle puisqueil est alternée,

Donnons nous alors une suite ol deux quelconques de ces
indices sont inégaux et rangés par ordre de grandeur crois-

sante }1 < jz - e s <:3T’ . Réunissons alors tous

les termes pour lesquels j(,}l ....}%, est une permuta -
tion de j1 ’3L> ’é ; compte tenu de la relation (VI,1;10),
tous les termes trouvée constituent la somme

(W,1;25) :E::
e®

TEY

thn xz)jf,_”. xf”}}t? uw &jz,’””e«ﬁv)

=~u(e}1,eh,,,, e-) ﬁ (X%»h)
1& (r

En failsant ensulte varler le systéme (} }l,...,f ), on
obtient bien la formule (VI,1;23), avec la relation (VI,l;24).

Inversement d'ailleurs, toute fonction de la forme (VI,1;23),
ol les q: sont arbitraires, est évidemment

-linéalre antigymetrique : elle est en effet une somme
de fonctions,dont chacune est proportionnelle & un déterminant,
et nous avons vu plus haut que le déterminant est une fonction
multilinéaire antisymétrisée donc antisymétrique.

* ol @r est le groupe des permutations de { "'2’"°"1°} '
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Enfin une expression telle que (VI,1;23) est sfirement
unique, autrement dit on a nécessairement(VI,1;24).. S1,

en effet, dans (VI,1;23) on fait-yz = Z:&. pour
v
L=1,z,...,)rv ('k, < &2’<-~-<'Pe,rv), on voit que

Bio s (P Sy €00 = B 4By e 5

(symboles de Kronecker), ce qul donne bien

‘r"&#

—y - —

,u(—e’&1,e&2’,...,e&1v)=aye 1 Je, ? c'est-a-dire (VI,1;24).

12 g 000

- — —
Supposons E et F normés. Conmsz_gst de dimension finie,
toute application multilinéaire de EtT dans F_est continue
(page 104 du Cours de 2éme Division) . Donc u € AJ,TV(EP-’ F).

Le nombre des E?i’J Y est le nombre des parties a
p éléments de {11zf... @P , done Cr'== (N .U
' N g =\ )
est donec un élément de (F) I
-

et la correspondance entre le systéme des EE- " et M
31)1},‘"“)#1‘v

systéme de a/1,éb,,”

>

N —_ -
est donc bien une bijection de ( F)(P) sur Aé%v(Eiv;F)

Cette bijection est trivialement linéaire,

F.lle est continue, car

msasvey Nl Sup (X, X, X< 200 a0l
“R:"E" ( 1 2 v j,..é,,)-n,jtv Jl 22 )JT’ 31,32,...,31v
ou “ A; ] Ilest la norme de la forme r--linéaire
Jodareeesdp

A : ; cette norme est finie, car i1l s'agit
Jordare s by .

d'une forme ¢,—11néaire sur ETV , de dimension finie,

done continue,

On a donc une majoration du type

(m,1;25er) | % | < constante x > [ a.

oo

donc la bijection est continue.
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La bijection réciproque est aussi continue, car

. - = |z z |...]e | w
(1[,1,25quarl“o) ” an’Jz"“’ajv " " i, “ " @32’“ " 31‘/l “M ”

=< constante x “M “
et le théoréme est démontré.

Remarque - Nous venons done de montrer que, si 1l'on
identifie & au systime de ses coefficients Zf} } ’jr ’
- 1! '24‘_;"”

on définit une identification entre Ac£?(E“{f) ggF*”

qui respecte leos structures vectorielles, et les normes
& une équivalence prs,

Naturellement, cette identification n 'est pas canonique,
elle dépend du choix d'une base dans E .

Exemple - Prenons le cas f/- 2; en changeant les notations,

on voit que 1'expression la plus générale d'une application
bi linéaire antisymétrique de E*dans F est, si & est muni
d'une base :

- -

> — = — -— -
(x,1;26) (XY )= > a;!(XLYJ--X&YL),aV = ).
1sv<asN 2i ’J g
Corollalire 1 - Toute application o4 -lindaire alternée
de Eldans F F est nulle, si f > mn 3 alors 1l'espace
ACS (Er F ) se réduit & 1'élément 0 .
Corollaire 2 - Toute forme N -1linédaire antisymétrigue de

ENdans F' est le prodult du déterminant (défini au théo-
remégh) par un vecteur fixe de F'. La ronction "determinant
d'un systéeme de N vecteurs par rapport & une base est la
seule application N -linéaire antisymétrique de EZ dans le
corps des scalaires, gqul prenne la valeur 1 pour le sys-
téme des N vecteurs de la base,

La dimensicn de 1'espace ANE' est égale & 1.
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Corollaire 3 - La dimension de 1'espace A&if’ est celle
(t) Nyt
Q_e_]KT' , done (\"’):—CN

-
Ainsi les dimensions successives des espaces NE =K ,
1

/\1E’= E’,,,,, /\)VE',,,_,/\NE:,.,sont les nombres 1= C: yN=2Cp e
N
) Cl:’,.c' 4= CN ’O’ 0,..-

1 M R

Supposons d'abord queFi soit le corps des scalaires.

—

Solent wm, , w, ,..., MWr 1@ formes linéaires sur E .

On peut construire, & partir de_ces formes, une forme
-1inéaire antisymétrique sur E , & savoir 1'antisymétri-
sée de la formef»—linéaire

—

(@A;27) (“)'('1 , Xz’-")x‘tv) —_ M/1(X1) ML(XZ)...AAV,W(X?).

Cette antisymétrisée est définie par la formule

(w,1;28) (%, X X ) = 20 € (X) aay (X)) oo (X )=l (X))
Te® 1 2 pooases
1\, nv(r;
On conviendra de désigner cette forme par la notation de
"produit extérieur ** . Aw, A, Auw , d'ou 1la
formule L
-> > - -
(X 1529) (1, A uyg Ao A uh) . (X, ,XZ,...,X&) =4ZL?E#<%¢(X})) .
e

* Nous avons utilisé, pour démontrer le corollaire 3, une
base de E , mals aucun changement de base;donc uniquement
les propriétds résultant immédiatement de la définition des
espaces vectoriels. Donc le corollaire 3 peut servir & démon-
trer que toutes les bases ont le méme nombre d éléments;

Cﬁ“§qmbre, la dimension N , est le plus petit entier tel que
BE'= .

** (Ce produit s'%?pelle produit extérieur, car 1l n'est
pas_dans 1'espace E’ des facteurs, mais dans un autre espace

NE”.
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Qg_a, en particulier, pour 2 formes linéaires 4y , 1 ,
sur £E , la formule :

(¥I,129bis) (MA'\J’)-(—)Z,V) =M(_)Z)U(V)—u(_\7)v(—)z).

Considérons maintenant ,ﬁ +q formes linéaires
W, , My yeee Wy 5 Y, » Uy yeee Vq
On peut alors définir les trois produilts

g

9

M= w1/\w,_/\..-/\u(,, f1r==4.§/\@rzl\...l\v;1 » et
h+q

We=m, Auw, Ao A Yo Av,Av, (.. A Mﬁ .

D'aprés la définition, on a :

1"“‘ - - -> - —

(W,1;30) W(X,,Xz,”,Xr,Xr+1,”,,Xk+q)
=33 epu (X )y (X ooy (g Yoy (K ) o (X )
o€ 61”‘1 1 2 v P+ h+q

] »n
Appelons (9/ (resp @ ) le sous-groupe de @+eonstitué
par les permutations qul laissent invariants 11%5 9 derniers
nombres entiers, et ne permutent entre eux que les¢@ premiers
(resp. le sous-groupe de celles qui laissent invariants les
1» premiers entiers, et ne Permutent entre eux que les

derniers), On dira alors qu une permutation ¢ aPpartient

4 la classe d'une permutation T , si e%}e peut s écrire

c= TG ¢",ou: 0'e © , 0"e &".

Chaque classe ainsi constituée comprend 4vl qf permuta -~

tions; alors la somme‘§: peut aussi s'écrire Z: 5. 0U

, , o ; T, 00"
0’ parcourt G§ , 0~"'parcourt &", et ou T parcourt un
ensemble T de permutations, contenant une permutation et une

seule dans chague classe,
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Mais alors on peut écrire, d'apres la définition
mEme de la formefv-lrnéaire w et de la forme q -linéaire ar;

(m,1;31) w( X
>, Er ( B My (Xr(0‘1'\)"’"z(x‘c(0;'))"' M’.r,()(‘(,'(ozrv’)))

( 22 6 Y, (x“"}l.)) VL(X’C(O;':Z)) A (Xt(a_..))>

q
—_— > > > v - -
=2, M,(x,q ’x"z""’xﬂv) v <th‘*': t1M‘,...,Xﬁwq).
Mais w , étant antisymétrique, vaut l% fols son

antisymétrisée, et V' vaut aussi %T fois'son antisymétrisdée,
On peut donc écrire :

Xﬂ,r""xqu) =

14 = - v
™ —2¢, (geo.,w(x,cm.),Xt(d;.),...,xt(o_.)»

1\/

(m € gV (xr(%, Keg v xt(%q)»] -

—
(T 1;32) w (X,

S22 e w(X Xy X ) w (X X ,
0'&6’ q! @ ( % %" 61." ( 0}\«-#1, 01:+q)

2n utilisant de nouveau toutes les permutations,

Cela prouve que w est 1'antisymétrisée de la forme
(,h + q ) linéaire
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(¥1,1;33) (X,, X, ,....X

,1 — — —
A (KX X 0 (X XX ).

Nous sommes donc amenéds & poser la définition suivante

Siw (resp &r ) est une formgj?—linéaire (resp¢1-linéaire)

antisymétrique sur ET’(resp EY) , alors on appelle produit
extérieur de ces formes, et on note w A A , la forme

( + 9 )-linéairew , définie comme 1'antisymétrisée de
la fonetion (VI,1;23), c'est-a-dire définie par la formule
(VI,1;%2). Par convention, si = 0, donc si M est un

scalaire de]K , w A v est la forme m o , produit de
la forme vy par le scalaireaw ; de méme pour q =0 .
Il résulte de cette définition que, si M est un prodult
wy Ay, Ao A , et siv est un produitm/\ﬂf,_/\.../\’l)'q,
alors 4 A & est tout simplement le produilt, défini dirce-
tement, MHA ”%,A“‘A‘”r,A/U’A/UiA"'A/U

q -
De la mémre manizre, si M , Vv, W, sont respectivement

des formes -linéaire , o -linéalre , N -lindaire, anti-
symétriques,on définira leur produit extérieur 4 A v A w ,

comme la forme (h+g+A ) -lindaire, antisymétriséde de la
9

fonction
—_- > — =3 — —_ - —_—
(T,1;34) (x1,XL,...,x,rv s Xy ’X1»+2”“’X1*+‘1’x'r”‘1+4 ,...,Xquwb)

_ 4 - —
g u(X“Xz ""’X’r”)v(xhﬂ""’x1*+‘1)w(xquﬂ)”‘)xwp

— — — - —
’L\”

et par conséquent définie par la formule

- - o
(¥I,1;35) (X, ,XZ,,,,,X)MG“)V) S
/1 - -> - b ol —>
o, (X X X ) v (X L, X )
'TL“‘I"I/' GE@?‘*‘{”"( g % ’ q»») ( O%M g O_:fqu
WXy X

1-»+q+1 ? %-{—qi»lu
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Supposons que E soit de dimension finie N , et soit
-3

e , é;,),,,, ZL une base de E . Appelons alors(gi) la

1
forme linéaire "i-éme coordonnée", qui falt correspondre,
—

4 tout vecteur de E , sa i-2me coordonnée, Alors on voit
que le produit extérieur (E}\/\(EJQ/\...A(E ) n'est autre
1

i

que la forme1v—linéaire antisymétrique A.’é j de
1 2
la formule (VI,1;23), qui, & chaque systeme deﬁv.%ecteurs

- >

—_
X, Xw,...,x1v,fa1t correspondre le déterminant de leurs
coordonnées de rangs 4 ,4 ..., b, ¢

31 rhy ’(f‘lv

(VT 1;35bis) (EJ?A (EL)A"'A(E}p)(X1’ 200 h)_ﬂ<k< %é&)

La forme Tr-linéaire, représentée & la formule (VI,1;23),
peut désormais aussi s'écrire :

(T, 1336) =2 “’3’«51’---’@(’5;.’ A (53) oA (EM)

On dit qu'une forme de degretﬁ est decomposable, si
elle est un produit extérieur de T,formes linéaires; on
a alors :

Théoréme 6 - Si E est de dimension finle, toute forme ju-liné-
aire antlisymétrique sur Et* est une comoinaison linéaire
finie de formes décomposaoles. Si les E* forment une base
deE,les ) :
forment une bése d Arvgp g&@ 31 jh > j4<j,2 '-.<41V

Désignons par J une partie quelconque a4 h éléments de
1'ensemble d'entiers {4 2,..., N } . Appelons ( E ) le

produit extérieur (%')A(% YA« N (B ) , avec
1 %
31< éz<"‘< é@ , tous éléments de J ; et appelons aussi

ajle coefficient a. . - ; la formule (Vi,1;3f) peut

jl ’31/)""‘)11,
s'écrire sous la forme ¥

(¥, 1337) w ?e%({1’sz}) a; (&)

* ol 33 (A) est 1'ensemble des parties a,@ éléments
de 1' ensemble A .
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Théoreme 7 - La multiplication extérieure des formes multiliné-
ailres est une opération multilinéaire et associative.

Démonstration - Quand nous disons que l'application est
multilinéaire, nous voulons dire, par e@;mple, que 1 ppli-
cation (w,v,w ) — Wy V) w  de (/\ x NME’x ")

dans le corps des scalaires B( s €st une application trili-
néaire; autrement dit, que l'on a les relations

[ (M, + w YA T AW = M AVAW S u, A UA W,
MA(V+HU) A W = w AU AW+ w A v, A\,
(1,15 37bis)
M A (W W) = RAVAW A UA W,
AuAprAyw = AuV(urvAw);A,p, v
scalaires,

Cette propriété est évidente,

Quand nous voulons parler de l'associativité de 1la
multiplication extérieure, nous voulons dire que 1l'on a,

par exemple, six»,ar,uf,ﬁ , sont des formes multilinéaires
antisymétriques, des formules du type suivant :

A A w = =
(V1,136 aw A (M«A'U’A'\U)Afé M,A(a.r/\uﬂ\»é)

=(WAV)A(WA'5)=(uAv)AWA*5= /w/\(v’/\w)/\’/a
= u AVA (wA){,)

Cette formule est évidente si MV, W 5 ,» sont des formes

décomposables, c'est-&-dire si chacune est un produit
extérieur de formes linéaires du type

(¥L,1;39) = M, A, A "'Aw‘l" »

M
v='xr1/\1r,vl\.../\47‘1 ,
W= W, A W, Aevt A W, ,

ol TR TR P
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En effet, dans ce cas, tous les termes écrits dans
(VI,1;38) sont égaux &

(¥,1;40) My Ay Ao AU AV AW, AL A T A W AW A AW, Al A% Ay

Mals par aillleurs nous avons vu au théoréme 6, dans le
cas ou E est ae dimension finie, que toute forme multili-

néaire antisymétrique est une combinaiscn finie de formes
décomposables; or les différents membres de (VI,1;38) dépen-
dent tous multilinéairement de u v 5 ; étant égaux

lorsque ces formes sont décomposables, ils sont aussi égaux

dans tous les cas., Nous ne donnerons pas la démonstration
lorsque E est de dimension infinie; on se raméne tres faci-
lement au cas de la dimension finie,

Théoréme 8 - Le produit extérieur des formes multilinéaires
antisymétrigues est anticommutatif : si uw est T,-linéaire
et siwv est q -1inéaire, alors on a la formule

4
(¥r1,1;41) u/\v=(—1)qv/\ux

Démonstration - Le premier membre est défini par la for-
mule (vI,1;30). Mais, si1 nous appelons 7 la permutation

qui fait passer de 1,2,...,4v, t+1,..,h+q,89+1,4+2,..,q+4 1,2,
, on voit que cette permutation a la signature (- 1 )P

{)q;
»

car elle possede g Iinversions.

Il en résulte que 1l'on peut aussi définir le premier
terme de (VI,I;4#1) autrement, en tenant compte de ce que

si 6 parcourt @5?+q , T le parcourt une fois et une
seule :
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(m1;42) (mn ). (X, ,3(:,, ‘,S(b,rwq) =
1 — — -
Far fe 2 Vo) Xo ""’Xfr(rr))
T+
v (X X
o(rj{mv % Mﬂwq‘)
- 'S W@ X LX)
7” q g€ G%H OZ]+2, ? GZ]M]»
— —- 1“”}-—.-
v (Xg s Xy v X )
1\«q —rp— —rn —
=(-1) (1YAMJ-(X1,XLVH,XF+q).
Corollaire 1 - Siu et v sont des formes linéaires, ou

plus généralement si ce sont des formes b -1indalre et
q -linéaire, oh1v SE.Q sont impairs, on a la formule :

»*
(¥,1543) MANV =—- VA M .

Si, au contraire, 1'un au moins des entiers4p,q , est
pair, on a la formule :

(UIL,1; 44) M Ay = YAuw .

Corollaire 2 - Soient m, , M, ,..., 4, , 4 formes linéaires,

et solt 0~ une permutation de l'ensemble‘gz,,_,)ﬁv . Alors
on a la formule :

(¥L,1545) uO_Auo.z/\.../\u%=66.w1/\wz/\.../\u)fv.
4

* Pour +,== q = 4 , c'est une conséquence triviale de
(VI,1;29 bis).



(X,1;46) My A wQ_A.../\ w, Aug, A Au

-~

(¥I,45 47)

(¥L,1;48)
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Démonstration - Supposons d abord que 6 soit une transpo-
sition de deux entilers consécutifs. Alors la formule
(VI,1;45) s'éerit

== Ay A A A A At

T

et elle est alors évidente, car, en vertu de 1l'assoclativité,

elle revient a«ui+4A My = - M, A,

autre que la formule (VI,1;43%).

.4 o ce qui n'est

On passe alors au cas d'une permutation quelconque 6 ,
en remarquant qu'elle est toujours composée d'un nombre
fini de transpositions de deux éléments consécutifs, et que
la parit é du nombre de ces transpositions est précisément
la pariteé de 6~ . Le corollaire 2 complate le théordéme 7,
en exprimant que la multiplication extérieure des formes
linéaires est une opération antisymétrique. Flle est donc
alternée (théoréme 3), donc :

Corollaire 3 - Un produit extérieur de plusieurs formes
1inéaires, dont deux sont proportionnelles, est néecessalre-

ment nul.

Naturellement ce résultat ne subsiste pas si 1'on a
alffaire & un produit extérieur de formes de degrés == 1l.

Par exemple, sl nous consldérons un espace de dimenslion
N = 4, ayant pour base Z;, Z; , E; R Z: N
appelonsu la 2 -forme déflnie par :

et si nous

w= (E)A(E)+(E)A (L),

son carré extérieur n'est pas nul, ¢t l'on a :

wAMm = Z(E‘) /\(Ez)/\ (§5\A(§4)

<
D'ailleurs, pour le degré 0 , A° E’ est le corps des

scaleiresﬂ{, et le carré d'un scalaire n'est pas toujours
nul ,
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Théoréme 9,- Pour queﬁ» formes linéalres sur un espace vecto-
riel.E soient indépendantes, il faut et 1l suffit que

leur produit extérieur soit == 0 .

Démonstration - 1°) Supposons d'abord que ces formes

Ay, My e s W , solent independantes. On peut alors

trouver 4 vecteurs X, , Xz ye vy Xf/ , de E tels que
l'on ait les relations :

(3,15 49) w, (Y ) = 81’ R

ou 8 est le tenseur de Kronecker., On a alors, d'apres
(v, 1129), la formule :

-
X sevrs

(T,1;50) A, A “’zA-°'A""1‘, (_X>1 , X

1.,)‘:4 ’

qul prouve que le produit extérieur est %= 0 .

2°) Supposons, au contraire, les formes
dépendantes. Alors 1'une au moins d'entre elles, par
exemple w, , est une combinaison linéaire des autres, a
savoir : t

I,1;51) ,r—c Wy + C,m, +ooet c 1’» .
On a alors, d'aprés la formule de linéarité,
1-»—1
(v1,1352) WA A...Awﬂ-z O M A M A Ay Ay,
1=1

et chacun des termes est nul, en vertu du corollaire 3 du
théortme 8.

A A A

S1 maintenant nous supposons que/u/est une application

-linéaire antisymétrique de Ef’dans F y vV une appli-
cation q -linéaire antisymétrique de Eq dans q s on peut

effectuer leur produilt extérieur m A(B) , relativement



-y —
VI,1;54) u Ay v (X, X,
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4 une application bilinéaire B de F x ¢ dans un espace

vectoriel H ; c'est une application ( + 9 ) -linéaire

—
ge E M9 dans H , définie comme 1l'antisymétrisée de la
fonction :

,1;53) (x,,xz,...,xﬁw\ ,B(w(X',X,,, ) 'U( l{nu 2 X1t+q))

pa:

¢c'est-&-dire définie par la formule :
’X11.+<1 ) =

8¢ B Au/(X X ), VW - ;
3’ FXEXS ) X ‘e X ) .
6‘6@ \ % OI" pet” % +q )

I1 n'est ﬁgus question ici, en général, d'associativité, ni
de régle d'anticommutativité de ce produit Il en sera
cependant ainsi dans les deux cas particuliers sulvants,
qui sont les plus importants dans la pratique :

1°/ 81 E est un espace vectoriel sur le corps des réels R,
> o
F,G,H sont le corps des complexes € , considéré comme

espace vectoriel de dimensicn 2 sur 2, et si 1'application
linéaire B est 1la multiplication ordinaire du corps des
complexes, alors on a 1 associativité et 1' anticommutativite
comme précédemment; les produits extérieurs d'un nombre fini
quelconque de formes multilinéaires antisymétriques a valeurs

.

dans € , satisfont & toutes les formules précédentes.

En outre, la multiplication extérieure est méme multili-
néaire par rapport au corps des complexes, en ce sens que
la derniere formule (VI,l;37 bis) est encore vraie pour

A, po,v o complexes,

— -l
2°/ Supposons que G soit le corps des scalaires [K, que H soit

identique & Fr, et que l'application bilinéaire B soit 1la

multiplication habituelle d un vecteur par un scalaire. On
voit alors qu'on peut effectuer un produit extérieur de
plusieurs formes multilinédaires, 1'une d'elles étant & va-
leursdans F , toutes les autres étant & valeurs scalaires,
et que les produits ainsl formés satisfont aux formules
précédentes.
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Exemples - Donnons un exemple du premier cas, en prenant
—

—

pour E£E , aussi blen que pour F , le corps des complexes €,
considéré comme espace vectoriel & deux dimensions sur X .

31 alors on appelle § et 11 les formes "premiére et
deuxiéme coordonndes”", c'est-a-dire celles qui font cor-
respondre & un nombre complexe 5 = 2 + U?/ respectivement

sa partie réelle o et sa partie imaginaire ,» on peut
aussl considérer les applications R -linéaires dans Q@ :
U=t + hl et E =X - Lq , qui sont définies par les
formules :

(¥L,1555) Ty =4 T(g) =4

On a alors les formules sulvantes :
,1359) Enn (4,5) = %y’ = gl
EAT = (E+in)A (3 - ip)==2iFny

§/\E(”5,f5') = »5%' - )5’}5-= - 2 (x/\j'—ajx’).
[ ieionl AS A e .

B <= -—
Nous avons défini AT E’ , pour E’ dual de E . Mais,
si E est un espace de dimension finie, il peut etre con-.

sidéré comme le dual de E? ; on peut donc définir A E
(qui sera 1l'espace des formes fp—linéaires antisymétriques

sur EV ). La structure algébrique de 1 algébre extérieure
de E est analogue & celle de E’ ., Un élément de A?Ef
s'appellera un h —vecteur.

Il y a lieu toutefols de porter une tres grande atten-
tion au corps des scalaires. Si E est un espace vectoriel
sur ¢, 11 définit a fortiorl un espace vectoriel EpsurR

Mais le dual E? (espace des applications C-1linéaires de
E dans C) n'a pas de rapport avec {( ER)' , (espace des
applications |R -1inéaires de E dans [R ). Donc AYE et

* ¢ est aussi C-linéaire, mals { ne 1'est pas.
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AT E ne sont pas ldentiques, et mémg leurs dimensions
ne sod% pas les mémes; par exemple, si E a la dimension

—

complexe 1. , donc la dimension réelle 2n , A*E ala
dimension complexe Iiﬁ%;jl—
n (n-1), alors que A E;R. a la dimension réelle
M—i} = mn {2n-4) . D'ailleurs, si ZeE , 2
et 1 & sont dependants sur ©, donc e Ag Le — 0 (théo-
reme 9); mais ils sont indépendants sur IR , donc

AJR 4«6?&0

donc la dimension réelle

On utilise systématiquement les F formes, mais peu
les r, —vecteurs,

§ 2 ORIENTATION D'UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION
FINIE SUR R

Rappelons que,.si # est une application lineaire d'un
espace vectorielE de dimensionn dans lui-méme, on peut
parler du determinant de w ; si on considére une base quel—
conque de E , 1l'application m est définie, relativement a
cette base, par une matrice, et le déterminant deum est le
déterminant de cette matrice, quelle que solt le base choislie,

Le déterminant du produit (ou composé) de 2 applications
linéaires est le produit des déterminants; le déterminant de
1'application identique est 1, et les déterminants de deux
bijections réciproques sont inverses.

Tout ceci est valable, quel que soit le corps des scalaires,

Dans ce paragrapheEﬁ est un espace vectoriel de dimension
N sur le corps des reelsﬁi S'il est donné comme espace
vectoriel de dimension m sur le corps des complexes ¢ , on
le considérera comme espace vectoriel de dimension N = 2n
sur le corps des réelsR.

Rappelons qu'on appelle base ordgnnée deEf une application
¢ de l'ensemble {4 240y N} dans E , & savoilr w-———»ea R
-—n

telle que les vecteurs (_e:);_” N soient indépendants dans E .
RN |

Nous etablirons alors, dans l'ensemble de ces bases, une
relation d'équivalence. Nous dirons que la base &’ est
équivalente 4 la base ¢ , si le déterminant de €' par rapport
a4 e est =0 ; ce determinant_gst le ¢éterminant de
1' unique application linéaire _Ge E dans £ , pour laguelle
1'image de chaque et soit e' . I1 s'agit bien d'une

relation d'équivalence.



En effet :

1°) Elle est réflexive : si ¢' = €& , le déterminant
est 1> 0.

2°) Elle est symétrique : le déterminant de la base ¢' par
rapport & la base ¢ est 1l'inverse du déterminant de lg
base e par rapport & la base ¢', pulsque ce sont les déter-
minants de 2 applications réciproques; si 1'un est >0 , il
en est donc de méme de 1'autre.

3°) Elle est transitive; si e, &', ¢" , song trois bases or -
données de E , 1l'application linéaire de E dans E qui am&ne

E} sur Zw est le produit de 1'app119§tion linéaire qui

améne Za sur 31 et de celle qui améne e{ sur e! ; done
le déterminant de e" par rapport & ¢ est le produit du
déterminant de ¢' par rapport = € , et du déterminant de e"
par rapport & e'. Si donc ces deux derniers déterminants
sont > 0 , 11 en est de méme du premier,

La relation d'équivalence précédente ¢tablit, dans l'en-
semble de toutes les bases ordonnées de E , exactement deux
classes.,

Tout d'abord, en effet, on peut trouver 2 bases e,e',
, —— b s -~ - N
non equivalentes (31,62,",,eN , et e;,e;,",,zz ); si ensui-
te e'est une »éme base,les déterminants de ¢"par rapport a
€ et ¢' ont pour quotient le déterminant de ¢! par rapport

& €, quil est < ( , donc l'un au moins de ces deux déter-
minants est >0, érest équivalente, soit & e , soit
a e’

—h
On dit qu'on a orienté 1l'espace vectorielE si l'on a
distingué 1'une de ces classes de bases ordonnées de F
comme ébant la classe positive ou directe, et 1 autre comme
etant la classe négative ou rétrograde.

Remarques 1°) Il existe deux orientations possibles de E .

S1 une orientation de E est choisie, 1'autre orientation,
celle quil consiste & appeler positive la classe de bases
qu'on appelait négative dans la premiérg, s'appelle 1'orien-
tation opposée. Il est assez couramment dit, daps les livres
élémentaires, que le choix de 1l'orientation de E est arbi -
traire, mais "qu'il est préférable, dans le cas d'un espace
vectoriel de dimension 2, de choisir pour classe positive
celle des bases ordonnées ol le deuxiéme vecteur est placé

& la gauche du premier"

* C'E%%,la qu'intervient le fait que le corps des scalaires
es .
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I1 est bien évident qu'il s'agit 1a d'une stupidité par-
faite. La notion de droite et de gauche est une notion pure-
ment physique, ayant.un sens dans une région relatiyement
restreinte de 1l'univers ol nous vivons * , mais, .étant
donné un espace vectoriel & deux dimensions sur le corps des
réels, 11 n'exikte dans cet espace ni droite ni gauche.

Si, par exemple, on considere 1'espace vectoriel & deux
dimensions des polynomes en oc de degrés = 1, 11 est ev}demment
impossible, si 1l'on considére le systéme des deux polynOmes
o, 1 +a2¢ , de dire si le deuxiéme est & la gauche ou a la

droite du premier,
2°) S1 0~ est une permutation de 1l'ensemble d'in-
dices i, 2, ....,N} , la classe de la base L — Z}: est
v

celle de la base i———+.:'/mult1pliée par la signature €
de la permutation o .

3°) Si4 est une bijection liréaire deE sur lui-
méme, et si (eg). est une base de E , la base

= i,2,.00,N
“&(é:))&__ 19 N est de méme classe ou non, sulvant que
- b 'lc,
le déterminant de w est > 0 ou < 0 . On dit souvent

que c'est 14 une "interprétation géométrique" du signe du
déterminant; c'est assez inexact, car 1'orientation n'est

pas une notion géométrique qui va de soi, elle résulte
justement des propriétés des déterminants des applications
linéaires.

00

Considérons d'abord un espace vectoriel de dimension 1
sur le corps des réels; alors deux éléments quelconques = 0
sont proportionnels , et leur rapport est = ( ou << 0

On peut donc évidemment partager le complémentalre de 0
dans 1l'espace vectoriel, en deux classes, en disant que
deux €éléments sont équivalents ou de la méme classe, si
leur rapport est > . Orienter 1'espace vectoriel c'est
cholsir une de ces deux classes pourn 1'appeler la classe
= 0 ., On remarque alors que, sl E est un espace vectoriel
de dimension finie N Quelconque,_i'espace AVE’ des formes

N -1inéaires antisymétriques sur E est de dimension 1
(corollaire 2 du théoréme 5), et gu'il peut en conséquence
€tre orienté, Une orientation de E est alors, par définition,

-
une orientation de 1l'espace vectoriel de dimension l,/NNE?.

* Si nous communiquions avec des Polytechniciens d'une
planéte distante de la ndtre de 1 milliard d'années-lumiére,
comment leur indliquerions-nous ce que nous entendons par
drolte et gauche ?



(,2;1)

(1,2,2)
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Orienter E , c'est fixer celles des formes N -1linéai res
antisymétriques =« 0 , qu'on considérera comme positives.

Montrons qu'il y a bien équivalence entre les deux méthodes
indiquées pour orienter un espace vectoriel.

Soit en effet € une base; elle définit des fonctions coor-
données (g. s et par conséquent uneN forme produit exté-
rieur (EJ A(E )A...A(§ ) . De la méme maniére, si ¢' est

une autre baFe, on peut lui associer canoniquement une autre
N -forme (§1) A (§ JA---n (%), Désignons par A le déterminant

de la deuxiame base par rapport & la premiére. D'aprés la
définition méme du produilt extdrieur des formes (formules
VI,1;25 bis)), on a les deux formules :

B a (B nn(8) - (€, e, ep) =A

(F) a (B a.n(Ey). (22 ... e =1

Cecl prouve que l'on a, entre les N -formes (nécéssairement
proportionnelles) associées aux deux bases, la relation :

() A E ) aen () = - (E) A (B0 a ().

Alors deux bases sont équivalentes, au sens de la relation
d'équivalence établie plus haut entre les bases,si et
seulement sl les N -formescorrespondantes sont de rapport
> ( , donc équivalentes, au sens de la relation d'équi-
valence établie ultérieurement dans 1'espace des N -formes.

Orienter 1'espace,au sens du choix de la classe positive
des bases, revient donc & l'orienter, au sens du ch01x de

la classe positive des N -formes; la N forme(gﬁ .. g )
associée & une basee: ¢ e Z’ appartient a la

12 2°°°2 N
classe positive des N -formes, si et seulement si e appar-

tient & la classe positive des bases.

gp.u,est une N- forme = 0 , positive pour 1'orientation
de E , on pourra écrire m >0 . On écrira alors w = 0 ,
si t=0 ou M4 >0 . Cette notion de signe d'uneN- forme

——

sur E n'a de sens que si E est orienté.

Nous avons vu plus haut quesurun espace vectoriel, il
existe deux orinntatlons possibles, aucune n'étant privilé-
wlee par rapport a 1'autre; au contraire nous allons voir
qu'il n'en est pas ainsi sur un espace vectoriel sur le
corps des complexes,
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Théoréme 10 - Soit E un espace vectoriel de dimensionm sur le
corps des complexes (@ . Soit é:, E;,..‘)gzv , une @
-base de E . Alors e, ,ie ,€,,1e,,..., &, , &, est une R

(¥1,253)

(V1,2 ;4)

-base de'E'(considéré comme espace vectoriel de dimension

2T sur le corps des réels). La classe de cette [R -base est
indépendante du chnoix de la C-base initiale.

Avant de donner la démonstration du théoreéeme, nous
voyons qu'il signifie bien 1'existence d'une orientation
privilégiée sur un esgace vectoriel sur le corps des
complexes; & partir d'une ¢® -bagse on peut former une
-base, et, la classe de toutes les P -bases ainsl formées
€tant toujours la meme, on peut la définir comme étant
la classe positive, L orientation ainsi définie s appelle
orientation canonique de 1 espace vectoriel sur le corps
des complexes, Cela revient naturellement a donner a un
espace vectoriel de dimension 1 sur le corps des complexes,
1'orientation dans laquglle la base Ez JE, est positive,

ziétant un vecteur = 0 quelconque de 1'espace vectoriel;
en particulier, l'orientation du corps des complexes Q
lui-méme est celle dans laquelle la base formée du nombre

1 et du nombre 4 est positive.

Démonstration - La @ -base considérée définit des fonc -
tions coordonnées complexes, nous les appellerons
R G Y Lal®-base associée définit des
fonctions coordonnées réelles, que nous appellerons
§1 7']1) EZ )'1L)"') ny ,q1t o
On a d'ailleurs . =k, +in, ,§. =§. ~in, .
PTST T ST

'
9,39y

N - -
Solt une deuxieme base complexe ¢/, e

z;,définissant
des coordonnées g} ,qg A
‘ ¥

Nous voulons alors démontrer que

LR A LAY SN LN I S

(E,)A(Wx)A(Ez)A(Qz>”‘A(§n)A(’hv) D

D étant le déterminant de la deuxizme]®-base, associée
& la deuxieéme (P -base,par rapport a la premiére.

Or, on peut 1l'écrire, d'aprés (VI,1;56) :

(TA (508 (T)
(T A (T,)na(8)

A(E;)A( "A(EL) .
/\(E1 T

2
) 2 (3,) e n (T,)




(¥,2;6)

(W,2;7)
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Mals 11 se trouve que les formes linéaires . sont
non-seulement ¥ -1inéaires, mais @ -linéaires; il en
résulte alors que les formes prodults extérieurs

(EZ)A (gg)A...A (C;) et (§1\A (CZ)An.A (§n) sont proportion-

nelles, avec un rapport de proportionnalité complexe : le
calcul qui a été fait & la formule (VI,2;1) peut encore se
refaire, en raisonnant maintenant sur le corps des com?lexes
comme nous avions raisonné sur le corps des réels,et 1l'on
voit que :

(ED A (T A n ()= = (B A () hea (B,

—

ol A est le déterminant de la (®-base des e} par rapport
& la (®-base des e. ; on a donc finalement la formule

J
1 1 N
Fz_g__z_ ou D =AA = |Al>0 ,

gqui démontre notre affirmation.

2
Remarque - La formule D = | A|"  s'étend naturellement

aux déterminants Jjacobiens. Soit;¥ une application d'un
espace affine E , de dimension m sur le corps des complexes,
dans un espace affineF , de dimensionmu sur le corps des
complexes; et supposons que soit dérivable, par rapport
au corps des complexes. Elle est alors aussi a fortiori
dérivable par rapport au corps des réels.

Si, dans E et dans F ,on a choisi des référentiels par
rapport au corps des complexes, cela donne automatiquement
des référentiels par rapport au corps des réels, d'apres
la méthode que nous avons définie pour associer une R -base
& une @-base. Alors on peut considérer, d'une part le
déterminant jacobien J. de en un point a , par rapport
aux référentiels sur le corps des complexes, et d'autre
part son déterminant jacobien J , par rapport aux réfé-
rentiels sur le corps des réels, Ces déterminants sont
les déterminants des imagegs par %’(aq des bases de E ,
par rapport aux bases de F ,

Ce que nous venons donc de démontrer s'éerit ici :

*

Jx =|J.|"=0.

* Notre calcul antérieur était fait dans le cas ;&'¢ 0.

Mais, st J. = 0 , l'application f’(a) applique E
— —

sSur un sous-espace vectoriel de F , distinet de F ,
alors J_=0 .
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(11,2;8)

Soit € une base orthonormale positive de E .

Flle définit unen-forme (§ ) A (§1)A...A(§N). 8i e' est

une autre base orthonormale positive de E , la formule
(VI,2;1) montre que l'on a :

(E:)A(E;)A”.A(gL)==(§)A(EZ)A”‘A(gn).

En effet, le déterminant de la deuxiéme base par rapport
a la premiere vaut nécessairement * 1, puisgu il s'agit
de deux bases orthonormales, done + 1, puisqu elles appar-
tiennent tuutes les deux & la classe positive.

Autrement dit, la N -forme (¥ )A (E)A-HA (%), associée
1

& une base orthonormale positive del , est indépendante
de cette base, Cefte N -forme, déterminee une fois pour
toutes par la Seule_gonnee de la structure euclidienne et
de 1 orientation de E , s'appelle laN -forme fondamentale

de E . Nous 1l'appellerons £ . I1 est d'ailleurs facile

de préciser sa valeur sur un systéme de N vecteurs
—_ - —

Xy ;Xy5.0-5, Xy . Cette valeur est en effet, d'apres

(VI 1;35 bis), le déterminant des N vecteurs par_ rapport &

n 1mporte quelle base orthonormale positive de &L . Sa
valeur absolue n'est autre que le volume du parallélépipide
de sommet origine défini par ces N vecteurs (corollaire

5 bis du théoréme 102 du chapitre IV); et, si ce volume
n'est pas nul, son signe n 'est autre que la classe de la
base définie par ces N vecteurs, par rapport & 1'orientation
donnée de . On dit souvent que cette valeur egt le -
volume algébrique du parallélépipéde défini par X | X XN,

dans E oriente (mais un tel volume algébrique ne peut se

aéfinir u'aprés une définition correcte de la notion
d'orientation).

L'existence de la N -forme fondamentale va nous permettre

d'établir des correspondances remarquables entre vecteurs
et formes
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1°/ On peut établir une bijection linéaire _de 1'espace des

N -formes sur E sur le corps des réelsI® ; 11 suffit
de faire correspondre a toute N -forme le rapport de
cette forme et de la N -forme fondamentale, On associe
ainsi le nombre réel X et le N -covecteur X § .

e e —
2°/ A tout systeme de N vecteurs X , Xy seooy Xy , on peut
faire correspondre un nombre réel, appelé produit mixte
de ces vecteurs; c¢'est tout simplement la valeur
—

f (X Xz,\..,XN),sur le systeéme de vecteurs donnés, de
la N -forme fondamentale; c'est encore le déterminant du
systéme des vecteurs par rapport & n'importe quelle base
orthonormale positive, ou volume algébrique du parallé-

lepipede deg N vectgurs. L'application "produit mixte"
qui, a X Xz,..., X fait correspondre leur Rroduit

mixte, est une N -forme suI'E,qui n'est autre que %

)

Plus generalement, étant donné un systéme de¢h vecteurs,
Y}, Xz, .);? de E » on peut lui faire correspondre une

(N~ # Y-forme A« 7 — définie comme suit :
XXy e X

La valeur de &y X, T sur un systéme de (N-fv)
- - w.,rvtv
vecteurs Y Y R YN b est le produilt mixte des N

1 ? 2, -
vecteurs Y |, \; - y Np X Xz’ . )i *

-

— -

N - .
= B (Y, Y, Y X X K, ).

i
=<{

(E[,’L;Q) « v ""(Y1)Y9,)~~-
1

X Xy seens

1

La fonction oy ¥ ’;' alnsi définie sur EVMest
17 21"

bien une forme (N-4 )- lineaire antisymétrique, donc

= = - est blen un élément de AN T'E’
Xy Xy yuney

En outre, 1l'application & qui, aux v vecteurs

X, XL,“.,Y%/ fait correspondre la forme associée, c'est-

—_ -

a-dire l'application X X, x,w %%,
application -lineaire antisymetrique de E? déns AN- PE/

Y est une

- —

* On aurait pu choisir 1l'ordre ;},XL," X, - LY,
Cela reviendrait & multiplier par (-1)“(" P’ . Ce choix
sera payé plus tard, par la présence de pulssances de-1

dans certaines formules;mails 1'autre choix donnerait des
puissances de-{dans d'autres formules .
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Pour J. = N , on obtient bien une application N -

linéaire de Ew dans A° E’ , qul n'est autre que le corps

des scalaires : c'est la correspondance qui d N vecteurs,
failt correspondre leur produit mixte, c¢ 'est-a-dire 1'appli-
cation fondamentale % . 31 ¢ est une base orthonormale
positive de , et si 1'on prend, pour,r vecteurs, les

-
vecteurs e

ot 2 Bhng s Cy de la base elle-méme, la
forme correspondan e est définie, comme on le voit aisé-
ment d'aprés (VI,2;9),par

(@,2;10) s . =(E1)A(EL)A"°/‘<EN-11,)'

N-p+t” 7 5N
siJ est une partie de { 1, 2,...>N } , d'éléments
3‘1< jz<”'<}1~'et si K =CJ , d'éléments%1<¥ez<.-.<¥e

alors :

| e
(T,2.311) g . o ..o =% (EK)=i(§k)’\(§%)"---A(§?¢N_ )

1v

N-4 2

ou ¥ est la signature de la permutation qui transforme

1, 2)""N7 en %1’k’-""’leN'f",Lljz,"--’:H".

En particulier, pour @/z: 1 , on a la formule :

(2;1bs) o = ( —1) (E Ya (§,)A "'A(EJ”
4
Si alors Y' est un vecteur de coordonnées X: , On a :

3
(T2, ftler) 0(; = é (('ﬂN-}x‘i(E) /\(EL\A"'A(%’_,) A (52}1)’\"'/\ (EN))
3:1

Cette formule montre que 1l'application o est, pour h,= 1,
une bijection linéaire de E sur AR

\A(§j+1)A"‘<‘§N) .

Remarque - Les correspondances 1° et 2° ne dépendent pas,
en fait, de la structure euclidienne et de 1 orientation,
mals de la donnée de 1a forme fondamentale g . S8i, sur

un espace vectorielEZ de dimension N , on s'est donné une
forme fondamentale g #= 0 (c'est-a~-dire une mesure des
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volumes et une orientation sans structure euclidienne)

1° et 2° subsistent. Si on multiplie le N-covecteur fonda-
mental par un nombre réel-&,,*on multiplie 1'opérateur «
par £ . Si onya choisi dans E un réféprentiel guelconque,
et si on pose E .(e“ez,...,eN) = A, ou §=A(§1)/\(§z);\.../\(§“\,
les formules (VI,2;11;11 bis, 11 ter) restent exactes,a
condition de multiplier le 2éme membre par & .

%°/ On sait qu'il est possible, dans un espace vectoriel eucli-
dien orienté & trois dimensionsg, de faire correspondre, a
tout systéme de deux vecteurs X ,Y , un troisicme vecteur,
appelé produit vectoriel des deux premiers, Cette propriété

se généralise comme sult :

St E'est un espace euclidien orienté de dimension N , on
peut faire correspondre & tout systéme deN-1 vecteurs,

b — —

X4, Xyseers XN.1 »  un nouveau vecteur Z}appelé produit vectori

des N -1 vecteurs, et que 1'on pourra noter par

E=[TnT,heen Ty, ] "

Il se définit de la maniére suivante : Au systeme des
N -1 vecteurs correspond, d'aprés la correspondance ind}quée
a4 2°,une 1l-forme, c est-a-dire une forme linéaire sur E ;
et nous avons vu au chapitre II {formule (III,1:19))qu’'on_’
peut alors faire correspondre & toute forme linéaire sur E

ou élément du dual E', un élément bien déterminé Z de E . C'est

cet élément 55 qu'on appelle le produit vectoriel des N -1 vec-
teurs. L'application qui, & N-t vecteurs, fait correspondre leur

produit vectoriel, est (N-1) -linéaire antisymétrique de E"”
—

dans E .
La_£orme<¥;‘;;“”;; ) est ici déf{gie de la maniére suivante :
S1 Y est un vecteur quelconque deE , on a :
—_— N — — —
s 5%, (D = ELEL T T ).

Or le vecteur'—i est défini par le fait que, si V est un
vecteur quelconque de E , on a la formule (III,1;19) :

(T2 543) Xy Xy yeeny X YY) = (ZlV) .
e Ry

Cette formule signifie que la produit_mixte de'VZYZ,...,X
coincide avec le produit scalaire de Y avec 1le produilt

— e —
vectoriel Z = {X} Ao A X _1].En mocdifiant les notations,
et compte tenu des reégles g'anticommutation, on a

* Cette notation est assev peu correcte. On ne doit, en
pringipe, utiliser'le produit extérieur A que pour des produits
ne dépondant pas d une structure euclidienne et d'une orienta -

tion .
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E X, X X=X =8 R oK)= (Ko Xa] | K)-

Donnons une construction géométrique de ce produit
vectoriel., Tout d'abord, si les N -1 vecteurs considérés

sont dépendants, la forme q;-;— 7 s'annule, car
1209, 0%

le deuxi®me membre de (VI 2;12) est nul quel que soit V ;
dong, dans ce cas, Z s annule aussi. Et réciproquement,

si 7 est nul, ¢'est que gy 3 3 est nulle * , et
1’ 22" > AN-1
alors les vecteurs X sont nécessairement dépendants; si,

en effet, 1ls etaien@/indépendantsi_on pourrait trouvegr
une base de E formée des vecteurs X; et d'un vecteur Y;alors
le second membre de la formule (%I 2;12) serait=<0 |,
ce qul serait contradictoire avec le fait queo(X )72 ’XN
1 I -1

est nulle. Ainsi le produilt vectoriel deN -1 vecteurs est
nul, si et seulement si ces vecteurs sont dépendants.

—>

Supposons donc les vecteurs Xj indépendants.

Si Y est dans le sous-espace vectoriel qu 'i1s engendrent B

alors N~ 7 Y (V) est necessairement nulle, 4 apres
(VI,2; 12), éonc alsst (Z | 2 ) ; done Z_gst orthogonal
au sous-espace vectoriel défini par les Xj .

Choisissons alors le vgcteur V orthogonal au sous-espace
vectoriel défini par _ les X de longueur 1, et de telle

maniere que la base v ,X1 Xz,...,x IR solt positive

par rapport & l'orientation de E . Le déterminant de cette
base (par rapport aux bases orthonormales positives), qui
est donc = ( > est_alors le volume du parallélépipéde
défini par V et les X: (corollaire 5 bils du theoreme 102
du chapitre IV); ¢ es@ donc aussi le produit de 1l'aire de

la base par la longueur de la hauteur (théoréme 104 du
chapitre IV). Comme,par hypothese vV est unitaire, ce déter-
minant_g est autre que 1'aire de la base. Or ce déterminant

vaut (Z ];;) ;ce qul montre que E?fast égal au produit

de-$ par un nombre = 0 , égal & la (N-3)_-aire du
parallélépipede défini par les vecteurs X} R

S1 nous considérons dans[i une base orthonormale posi-
tive quelconque, 11 est faclle de trouver les composantes
du produit vectoriel de N -1 vecteurs., Si on désigne par 7.

ces composantes, et par \3 les composantes d'un vecteur
quelconque Y , si da' autre part, comme toujours, on appelle

Xiiles coordonnées de X , on a la formule :
’ N N oes >
(vr,2;14) 3=21 ZJY (ZlY)-—Q(-' ;(’z’ )')-(’N 1(Y =§ Y, X, y Xy pene XN~1)5

* Nous avons vu, page 179 du Cours de 2&pe Divislon, que
la correspondance entre x5 7 e et Z est bijective,
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ce qui montre que Z?/est le coefficient de n' dans le

développement du déferminant
Y1 YL ® & o YN
X, 1 X1,z‘ te x1,N
(I2;15) in Xz,z" . XL’N
N-11 TNttt XN-—1)N

suivant les éléments de la premiére ligne. On a donc 1la
formule :

X1,1 X1,2_ ve x1,(}-1 X1)(}'+1 o- X1,N
41 xz; ng,”' de»1 de+1' s Xz,N
(T,2;16) Z:=(-1)
XN-1,1 XN-1,z"' XN-1,J-1 XN-1)J'+|"' XN-1,N

Tous les résultats de 3° dépendent & la fois de la struc-
ture euclidienne et de 1 orientation de

On peut résumer ce qui précéde comme suit

Théoréme 11 - Si E est un espace euclidien orienté de dimen—

sion N , il existe dans une N -forme fondamental° ,

qui s'exprime par (¥,)a (¥,)A...n (&, M ol les (¥;)sont les
formes coordonnées par rapport an "importe quelle base
orthonormale positive. Il existe une bijection 1linéaire

de l'esgace A E’ des N -formes, sur le corps des sca -
laires,gui fait correspondre & toute N -forme son rapport
avec g Il existe une appllcatlon 4 -lin€airc antisymé-
trique de Ei" dans AVT E’ |, dérinie par (VI,2;9),
(V1,2;10), (vI,2;11). 81 X, , X, ,..., X, sont

N vecteurs de-E-, leur produit mixte est un nombre réel,
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N - — —
égal & % (X1)XZ,...,XN), ou encore au déterminant des

vecteurs par rapport & toute base orthonormale positive;

1'application prodult mixte est une forme linéaire anti-
symetrique sur gV, qui n est autre que g . Le produit
—_—n - —

vectoriel de X1,XL,“.,Xqust un vecteur Z‘={X1AXLA'”"XNﬂ])

nul si et seulement si ces vecteurs sont dépendants; s'ils

sont indépendants, Z est orthogonal au sous-espace vecto-

riel qu'ils définissent, dans un sens tel gue if) ?:,5Q,.“,XN4

soit une base positive, et sa longueur est 1'aire du
parallélépipéde définl par les N-1 vecteurs, L'application

produit vectoriel est une application (N-t1)-linéaire anti-
symétrique de pv'dans E . Les composantes du produit
vectorlel, par rapport & une base orthonormale positive,
sont données par (VI,2;16).

Remarques 1°) Si, par exemple,ghest un espace vectoriel
de dimension 2 euclidien orienté, on peut faire le produit

— _—
vectoriel [ X ] d'un seul vecteur X ( N-4{ =1); d'apres
la définition, c'est simplement un vecteur Z obtenu par

rotation de X de - %— *

2°) Ce qui a été défini dans ce paragraphe dépend,
en général, non seulement de la structure euclldienne dekE ,

mais aussi de son orientation. Si on remplace 1l'orientation

csz par son opposée, on change de signe la N -forme fonda-
mentale, le produit mixte de N vecteurs, la (N—{u)—forme

associée & f vecteurs, le prodult vectoriel de N-1

vecteurs. Au contrailre, l'assqgiatiqg,entre vecteurs et
formes (bijection linéaire de E sur E’, vue page 179 du
Cours de 2éme Division)ne dépend que de la structure

euclidienne, et non de 1'orientation; de méme, plus simple-
ment, le produit scalaire de 2 vecteurs . On dit souvent que
le produit scalalre de 2 vecteurs est une grandeur polaire,
ou droite, ou d'espéce paire, tandis que le produit mixte de
N vecteurs est une grandeur axiale , ou tordue (sic .), ou

d'espéce impaire,

* Attention : la notiop d'angle orienté repose sur 1'orien-
tation | Si 2 vecteurs U v, d;un plan euclidien orienté
sont orthogonaux, on dit que 1 angle (U,V) est +-%F , si

la base U  V | est positive,
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On dit qu'une -forme différentielle est m fols
dérivable (resp dé classe C™ (m 20 ) ), si & est une

fonction m fols dérivable (resp de classe C™) sur () ,
4 valeurs dans 1'espace vectoriel normé ALI (EM;F).

Théoréme 12 - Si E est de dimension finie N et muni d'un
référentiel, et si 1'on désigne par ( I ) la forme
linéaire "i-éme coordonnée', alors tuute u-forme diffé-
rentielle s exprime d une manitre unique par une formule

(ﬂ,?};’l) ) , ou

1\(}1<ij<“'<j1§N w}‘l 73’2,)""}1‘/(§J1) A ( EJL) ( §J1w
W (x) = Z W . () YA(E: ) E ), ou
ety ) E e

ZL)"'-:Z ZJJ(EJ) ’
Jeﬁnjhgrwnﬁ

dans laquelle les a%- sont des fonctions sur () & valeurs

—

dans F . Cette h-forme différentielle est m fols dériva-

ble (resp de classe (™), si et seulement si les fonctions
C% , définies sur & valeurs dans F , sont v fois

dérivables (resp de classe C™ ),

Démonstration - Il suffit d'écrire, pour tout point o ,

N

que @ (2¢) est un f -covecteur & valeurs dans F , et

d'appliquer alors les formules (VI,1;23) et (VI,1;36).
Ces formules, et la remarque qui suilt le théoréme 5, _
montraient précisément que 1'espace vectoriel Acsf( EKFW

peut &tre identifié au prodult de ( z,) espaces vectoriels
normés identiques & F; or on salit, d'aprés le théoreme

8 quarto du chapitre III, qu'une fonction & valeurs dans
un produit d'espaces vectoriels normés est de classe (™,
si et seulement si chacune de ses composantes est de
clagse C™ ; cela signifie exactement que 1'application )
de ) dans ALY ( ET’;F ) est de_elasse ™, sl et seule-

ment si chacune des fonctions Wy , définies sur L &
—
valeurs dans F , est de classe C™. En outre, toujours
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Alors 1l'expression la plus générale d’uneiv-for-me

—

différentielle w sur ) C E , a valeurs dans F , est
la suivante
£
(m‘/z.-,e) w=2 : Ol/JcAd/.r, Avooh doc

451}'((}.2(""}15"‘ 3“32 by i I

4
w (x) = 2
“}.‘jz‘""jr‘“

que 1l'on écrit aussi

()doc/\doc/\ A doc;

3132'3 12 21«/’

=>, W, doc
Je cpfv{tz)-")N} J 7

(V1,357) {

|

A A

1°/ Sur la droite réellel® ,une forme différentielle de
degré 0 =st une fonction surlR a valeurs dans F . Ung,
forme dlpferentlelle de degré 1 s ecrit A dnc , ou A est
une fonction sur]R & valeurs dans F , et 1'on a, pour
tout vecteur X de ], la formule

e &l

(¥I,358) X(w\dm.)(—_—:xx(ac\*

2°/ Sur 1l'espace & deux dimensions E@ , une forme différen-
tielle de degre 0 est une fonction; une forme différentiel-
le de degré 1 s'éerit

(¥r,3;8bis) A(ac,«j)dao+-§(ac,4})d/\j . K(m,«g)e?, E(x,«é)e-l::.

2
Sa valeur au point (oc,@} ) de ], sur le vecteur(x Y)deH{ﬁ
est donnée par : ’

(¥1,3;9) (m%vwm+§ﬁ%HMﬂy XV)_ xgﬂ+3(n3)v

* Produit de A(x)€ F par le scalaire réel X . Si
F = I , corps des scalaires, c 'est simplement XA(OG)EIR

—————
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3 N
Sa valeur au point (mav},6 ) de'EQ,sur le systeéme de deux

3
vecteurs (X, ,Y, ,Z ), ( X, , Y, ,Z, ) de I, est donnée
par la formule :

[A'(x,«w dAj A "% + ﬁ(x,«j ) &g 4 dac + E(x,'vj "6)d/xl\dlj] .((X‘,\q ,z),(x“Yz,'zz))

(m,3,16) { = K(x,«\a,rs)(Y1ZZ~YZZ1)+g(x,«},'{))(Z1XZ-ZZX1)

+ E(oc,f\j,:-t))(le,_‘sz1).

On a naturellement les régles d'anticommutation

.(m,3;17) d/)c//\d/ig=—d43/\dm,dlgl\c{)§=—%/\d,«j’d){)/\d/x=—d/)o/\d/5.

Enfin nne forme différentielle de degré 3 est donnée par
la formule :

(YI,3;18) K(x,«g,'é)doc/\dx\}/\dﬂa ,K(:o,wj,*z))e?.

Sa valeur au point Cx,v,)ﬁ) de IR’ , sur un systéme de trois
vecteurs :

(v, Z ) L XY, 2, (X, Y, 2 ae R,

est donnée par la formule

(XL,3 ;19) K(x,ﬂj,)ﬁ)d/xl\ ”\’;} A abé.(()(1 Y.z, (XL,YI,ZZ),(X3,Y3, 23))

X, Y, \
= A(x,4,%) X, Y, Z,
x3 Y‘5 ZZ
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On voit méme que, dans la formule (VI,3;6), une expres-
sion telle que ub s obc A dxg Aviu A dxa peut bien
12 4%

s'interpréter comme un prouuit extérieur de ¢,+1 formes

—>

31’31’

,forme différentielle vectorielle de degré 0 , et
I dx .ev,doc; , formes différentielles scalaires de

degré f Ainsi les di%ferents symboles de somme et de prodult
employés dans la formule (VI 3;6) sont maintenant entierement
Justifiés, alors que jusqu'd présent ils n'avaient qu'une signi-
fication purement formelle., Par contre le symbole d ne sera
vraiment justifié que plus tard (§ 4). Naturellement 1la
multiplication extérieure des formes différentielles est une
opération multilinéaire associative, et satisfaisart & la
regle d'anticommutativité (théorémes 7 et 8 et formule

(VI,1;41) ).
. 3
Exemples - - Dans 1 espace vectoriel & trols dimensions R,
on a les formules suivantes
(¥,3;22) (A doc + BdAj+Cd)b)/\(A’doc+B'ohj+C’cbﬁ)

= (BC'-cB) dy A g+ (CA-AC)dy A dac +(AB'-BA’)dmAd3;
(AdAJAd)éJrBdJ{)Ad/Ju-CoLonLL})A (A'dee + B'dy + c'd»é)

= (AA" + BB' +CC") doe A dy a d”b ;
(Ad/x-f'BdAa+Cd/‘é)A(A‘d/x+B’dAj+C'd)5)A(A"d/x+B"d4~g+C"0‘)é)

A B c
= Ay B' C' d/x/ A d/\j A d){) .
A" Bn Cll
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el+

(IL',3;25') (Oj1 ’jz"")jib d¥1 § d%gl’v/\.“/\ d/b‘r“' ’

<

ol %1 ’£z)""¥N , sont des fonctions scalaires dérivables

>
b

--<31§.N

sur £ , dont les dérivées en chaqug,pbint soient des
formes linédaires indépendantes sur £ .

Théoreme 13 - Si ¥ * vee ¥ sont des fonetions scalaires
— 47 %) )11,'
dérivables sur () , alors la forme différentielle
d¥1A d%LA...A 4¥P peut,par rapport & un référentiel def ,
s exprimer sous la forme

(L,3;26) d&/\ d /\...AOQ =2 i
jz i Jhed, (3.1, R

Démonstration - I1 suffit en effet d'appliquer la formule

(Vi,1;2%), en remplagant A. . . par dﬁc'f\dw‘z/\--.l\»dm‘

(formule (VI,1;35 bis) ); %hf%?fﬁigrd'aprés (VI,I;QQ) : b

(@332 ag sy =(d] =) o%(x).../\ d«%(x)).(é}, , ij eees Zj‘r')

d'ou le résultat.

On peut d'ailleurs le réobtenir directement : on remplace

TV .

d*& par -%il— dacz , et on effectue 1lé produit en
=1 o¢

appliquant les régles d'anticommutativité .

* D'aprés la définition méme de la multiplication exté-
rieure des formes, formule (VI,1;29).
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définir une image réciproque par H , soit H* %:: 0 H

qui est une fonction sur ), & valeurs dans cet ensemble * .,
Mals, plus généralement, nous allons definir, pour toute
forme différentielle &J de degré.r,sur‘fL & valeurs dans

F , une image réciproque H oo , forme différentielle
de degré 4 sur ), & valeurs dans F . Cette forme sera
entisrement définie par _sa valeur en un point x de (), ,sur

un systime de vecteurs X1 ,XZ,,,,,X/}Ab , de E . Cette

valeur sera, par définition, celle de?ﬁ au point image

H(2¢), Sur le systéme des images des X par l'application
dérivée H'(ac) :

m,3;30)  (H'@)e). (X, ,XL,...,X,P)=5(H(x)).(H’(x).X1 ,H’(x).xz,...,Htx);Xr).

Vérifions qu'on définit bien ainsi H* W comme une forme
différentielle de degré h sur L), & valeurs dans F .

— —>

Fixons ¢ . Si X X sont des vecteurs de Eo s

1 2 2,)"‘)
le second membre a bien un sens, on dég}nit donc bien

—

( H™ & ) () comme une fonction sur E;h . Cette fonction
est manifestement 1v—11néa1re antisymétrique, parce que

Zs(ﬂ*ga>)) est une fonction —linéaire antisymétrique

sur EI, et que 1' application H' (o) es%t une application
linéaire de E, dans E .

On a donc bien défini ( H* & ) () comme unix-covecteur

sur (), & valeurs dans , et par conséguent on a défini

¥ —n

H W e —» (H a)) (2¢) , comme une forme différentielle
—

de degré f sur (), & valeurs dansF .

Pour = 0 , on considére conventionnellement que
cette formule se réduit &

(m,3;31) H*% (%) = 4} (H(20))

* Pour cela, H peut &tre une application quelconque.
Mais pour pouvoir calculer 1'image réciproque d'une forme
différentielle de degré > 0, H doit €tre dérivable,
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. . ¥ —e ¥ —
Théoreme 14 - L' application H :w— H w est__une
opération_linéaire (autrenent dit respecte |'addition
des formes différentielles et leur nultiplication par
les scalaires). [pli '

extérieure des fornes différentielles.

autrement _dit .

% *
(¥,3 ;34) H*(wAv)=HM,Aan.

En outre, si , est _une fonction dérivable sur L
si_1'on appelie d pffé '
définie par sa dérivée, H commuie avec
autrenent dit

, et

la différentiation,

(¥,3:35) H df =d H*% .

Enfin, si H est une application de cl asse C’ de Q)

dans Q, K une application de cl asse c’ de_ _(), dans ﬂ
et s1i®@ est une forne différentielle sur .Q, , ona
¥ * %
(¥I, 3; 35bis) (KoH) @ = H (K &)
Dénonstration - La linéarité de |'opération H* est
évi dent e;

dente; nontrons que H* respecte la mnultiplication
ext érieure,

en nous bornant,pour sinplifier les notations,
au cas des formes & valeurs scalaires. Oh a les formules

suivantes, si w (resp.a ) est de degré v (resp. q



ce qui prouve notre affirmtion.

résulte | meédi at emrent du cal cul

* Dapres la définition méne de la forme différentielle
de 1, formule

e * Daprés le des conposees, théoréme
11 du chapitre 111.
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Enfin, pour dénontrer (V_I.,B;}B bis), on remarquera que,

Si x ¢ Q, cet.osi Xo, Xy, X4v sont )f-/ vect eurs
de E1 , on a :
* - - -
(T3, 37bis) (ke )'@) () (X, , X, 000, X, )

—w((KeH) () ~((HoH)’<x)-Z ,(KoH)'(x).}:,...,(KoHY(a’cS.S(;)

_ zs(K(H(oc)))-(K'(mx)).(n’(w).ﬂ K (x)):(u’(x;.i’),

,K’(H(x))-(ﬁ'(x)-?}))
=(K*a)(H(’-’C3)-(H'(:x:)--)z,H’(x).;(:l,...,H’(x)._)Fh)
=(H*(K*c—5))(3c)~ (S(: ’Yz’”"?’f" ) )

d ou la conclusion.

—
Corollaire 1 - S| une forne différentielle W s'exprine sous
la forme (VI,3;25),0u les 4, sont des fonctions scal aires
dérivables, son Inage réciproque s'exprine sous la forne :

5 * . d, . ; >
(W,3538) H (jf*%__% s 431A ,flh A 0%1”
= Ho. . ->ot H2 Yad(HE noaldH2: ).
<Z<:<( wjﬂ}z,"'"% ( %’1),\ ( *})A A( ;FM’
31 3’- jr»
r* w . et H*;{lL sont | es Images r éci proques des
fonctiohg“’;M; j et 4. , c'est-a-dire sont sinplement
1 1,) A 1""

les fonctions

o H et ;ﬁg

’31. ’j-p



Corollaire 2 - H une application d un ouvert
par |les formules

L' i mage de la forne

par H est donnée par

la

- Cette image reciproque s'écrit en effet,
conpte tenu du corollaire sous la forne

mais, ici, alors — . On
passe de la 2éme & la formule par la fornule

On déduit de toutes ces remarques la regle suivante,
pour former |'image réciproque d une forme différentielle

une fornme différentielle sur un ouvert

de E , exprinée en fonction des coordonnées et de
: Pour prendre son image
| eurs expressions en fonc-
et les par |es -
de ces expressions. Dans le résultat trouvé,
on utilise les d et
vité des produits Cette regle assure un carac-

tére sinple et automatique a |'opération
des formes
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Remarques 1°/ On dit couramment, par abus de [angage,
coome on 1'a déja fait dans la théorie du changement de

variables (page 217 du Cours de 2énme Division ), que

H*W est la méne forne différentielle que & (sic &),
mais exprinmée a |'aide des variables.ae L Lieu desvariables
Y;. AU lieu d'image réciproque d'une’forme différentielle,
on” dit sauvent "transformée de la forme différentielle par
| e changenent de variables "j = H{(oe)"

2°/ Quand nous écrivons, par exenple, en coordon-
nées polaires, que |'on a la formule (VI,3;29),cel a peut
mai ntenant signifier deux choses

a) ou bien que, dans cette formule, on considere comme nous
|"avons dit, A,8, ¢, come des fonctions surlR’et

dv, db ,dq?,comre leurs différentielles; 11 en est d'ailleurs
de méme de s, A, % ;

b) ou bien que doca dy A a pour image réciprogue
nFaim 6 dv A dba d¢, par 1'application P de R? dans R’
définie par les formilles P (4,,9,(?)=(x,«j,’5)=(hbm& cas @, A B.im (p)mame).

Le langage de la remarque 1°/ unifie ces deux significations,
et par la néme se justifie.

Théorene 14 bis - Sl Hest de classe Cm_e'c—d; de classe Cq, alors
H¥W est_de classe ™™ ™*"% (saur_pour le dearé 0, ou
H¥& est de classe ¢ ™nm{(™q)y

Dénonstration - Le cas du degré On'est autre que | e théoréme

19 du chapitre 111 (théorene des fonctions conposées). Pour
les autres degrés on remarquera, en utilisant ge qui a ét§
dit a la fornule (VI,3;33), que |'application Hdeﬂoxg‘rv

dans () «x —E”r‘ , définie par (VI,3;32), est seul enent de

classe ™', par suite de |'existence des dérivées H' dans
cette formule% i1 suffig alors d appliquer a nouveau, pour
les fonctions w ‘et w , e theoréne 19 du chapitre I11I.

: : . 1
_On se rappellera en particulier que, si_Hest de classe C
i * i P ?
w continue, alors H* w est continue; si_H est de
classe (% et «d de classe C“) H¥o est de classe C,




une variété, au moins de classe , de di nmen-

sion contenue dans un espace de dinension N,
ou nmérne abstraite. On peut alors définir sur cette

e notion forme différentielle on sait en
effet ce que sont les vecteurs tangents cette variété.
En nous par exenmple au cas d une variété de :
on voit qu' on peut encore un en un
poi nt de V, & valeurs dans comme u e application

de dans F ,

ou est |'espace vectoriel tangent au
ala V. On peut définir de la néne
une fornme différentielle de sur VvV, & valeurs
dans un espace vectoriel norngé commeun chanp de+-
covecteurs sur V & valeurs dans F , c’est-u-dire comme
une application qui, & vV , fait corres-
pondre un au de v.a

valeurs dans F

n"y a aucune difficulté a définir alors la some
et le produit extérieur des fornes
la plupart des propriétés antérieurement vues s'étendent

sans grande Nous parlerons souvent, dans |a

suite, de formes différentielles sur une Variété

spécifier sa pourra se borner & supposer V

dans un espace affine E et les fornes définies sur un
de V dans

Donnons nous, dans un espace euclidien E, une forme
réelle de degré 1; c'est un chanp de
covecteurs. Mais on a vu, page 178du Cours de
peut faire bi - uni voquenent,
a tout un él énent de ; on peut donc faire
correspondre, & la forme différentielle de degré 1, un
chanp de vecteurs. Par rapport & un référentiel
mal, si la fornme est définie

| e chanp de vecteurs est défini

Cette correspondance dépend seulement de la structure
eucl i dienne de et _non de son orientation
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2°) s maintenant Eest orienté, on sait (théoréme 11) qu'on
peut établir une correspondance biunlvoque entre les N-
covecteurs et les scalaires. On peut donc établir une
correspondance biunlvoque entre les fornes différentielles
scalaires de degré N et les chanps de scalaires, c'est-a-
dire les fonctions scalaires. Par rapport & un reéférentiel
orthonormal d'orientation positive, la forne différentielle

4 doc, A doc, Aeei A dae est associée & la fonction 2

3°) Enfin on peut établir wune correspondance bl univoque
entre les (N-1)-covecteurs et |les vecteurs de E (formule
(vi,2;11 ter)) donc une correspondance biunivoque entre
les formes différentielles réelles de degré N-4 , et
| es chanps de vecteurs. Par rapport & un référentiel ortho-
normal positif, la forme différentielle

N
(¥I,3;41) _3Z=:. 003 C[A)C,,l\ docz/\...l\ dm’j-il\d/xj*“i/\”'l\dmN’
est attachée au chanp de vecteurs
N-1 N-1 g
(I, 35 42) oc——»((”‘) W, (2), (-1) wz(so),...,(-1)N ’wa-(oc),... wN(oc)).

Dans | e cas particulier de |'espace & 3dinensions, & |a
forme A d"j A d’é +B d)bf\doc + Cdoc A dAé est attaché le champ

de vecteurs de composantes A, B,, C.

Les correspondances 2° et 3° ne dépendent pas de la
donnée d'une structure euclidienne et d une orjentation,
mai s de la donnée d'unN -covecteur fondamental § = 0, sur

(mesure des volumes et orientation). Les fornules précéden-

tes sont alors valables dans tout réf érenti el Z,ZL,,,,,ZN ,
- -

tel que § ., ( é: y €o 5enn ,gN)_-: 1 .51 on pl'f;end un référentiel
N = -
quel conque, onaura ¥, (g Z ..., &)= 4,0u ¥= A dac A e, A dee,

alors , a ‘12 est associée la forne 1BL\0\/3::1/\0|/J<:2,I\...l\ doc,N ;
et au chanp (VI,3;42) est associée la forme

N
(¥, 3 ; 42.bas) Azwj dac, A doc, A ... A dac /\dochA...Adm

)= 3“‘ N
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o _ de noter par ~* les correspondances
ainsi établies entre formes différentielles et champs, on
a:

N-z
Renar ques La correspondance commut e
avec la par _une fonction scalaire. Par
exenpl e,
une fonction réelle sur c

Il peut étre utile, dans certains cas
correspondance en prenant, pour
point de t, une base variable avec ce point; c'est ce
que nous ferons en coordonnées polaires, page

Ces correspondances

caract ére la fols acrobatique et El I es rendent
Souvent de grands servi ces—ha+s—AorAs—gu—on-ne le croit,
car elles sont aussi des _ _ [a
des formes n'existait pas encore.
* La n'est pas courante, nous |'enployons ici,
sans souci de Cette notation peut étre
dangereuse; si 2 , donc la

et la formule feront toutes |es deux correspon-
dre & une forme de degré 1 des chanps de vecteurs, sont
orthogonaux, et qu'il serait peu recommandé de noter de

[a méme mani ére.
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§ 4 COBORD OU DIFFERENTIELLE EXTERIEURE
D'UNE FORME DIFFERENTIELLE EXTERIEURE

(3L, 454)

Solent {),__un ouvert d un espace affineE de dinension
fimieo N, et W 'me forme différentielle dag degré 4 ,
dérivable,définie sur L , & valeurs dans ;  supposons
choisi un référentiel& de E, elle peut alors s'expriner
par une fornmule (VI,3;7).

Nous appellerons différentielle ou cobord de ©
relativement au référentiel &R , la forne diffeérentielle
de degré 4 +1, définie sur&L a val eurs dans F, par

la formul e :

- a‘—'JJ' -
d(Rw =J§,:°.( Yooy obx,o(/\d/xJ-—J_Z cl,wJ)\doc,I s Ou

=_ 28
d&w-zul ol/ac,d A >

Dans cette fornule, on rappelle _Que wJ est une fonction
définie sur £ a valeurs dans F ; et par suite de a

un sens, comme |la forne différentielle de degré 1 asso-
ciée a la dérivée de cette fonction; dans ces conditions,

dEfJ A dooJ, est un produit extérieur d une forne de

degré 1 et d une forne de degré )rv , et c'est donc bien
une forne de degré f + 4 .

Bien noter qu'on a écrit doce( A d/ocJ , et non |'opposé

c{/nc A doc .On aurait naturellenent pu |le faire; mais il

est necessalre de faire un choix une fois pour toutes,l'un
est aussi bon que |'autre, et il y a lieu alors de se
conformer aux habitudes courantes |

La déconposition ainsi obtenue n'est pag |'expression
canoni que (VI,3;7)relative & la forne dw de degré pta,

parce que les difféerentielles des coo_rdonnees ne sont pas
rangées dans leur ordre habituel; mais c'est ensuite une
opération qu'il est facile de faire.

Donnons tout de suite quel ques exenples

Tout d'abord s'il s'agit d'une forme différentielle de

degré 0, c'est-k -dire d une fgnction alors d n' est
autre que sa différentielle ct;la * dﬁ
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mai ntenant une fornme différentielle de

degré 1 sur un ouvert . On aura :
S ensuite, nous une forme différentielle
de 2, on aura :

Naturel lement e cobord d une forme de degré

étant de degré + 4 , est nécessairenent identiquenent

Théor éne = la formul e
possede |es pro sul vant es

1) ___une fonction , considérée comme
forme differentielle de 0
de degré 1, associée a la




63

2°) L' opération doz est linéaire :

(T4 4) dm(a)'1+&>'z)=d&51+ d&fo'z;
d(R(‘Ye(_A)’) = ft CLG?, @ ) ’Yﬁ scalaire.

3”) 81 W et v sont_des fornes différentielles de dearés
respectifs et_oq sur fL , dérivables, & valeurs respec-
fives dans des espaces es vectoriels normés P et G , et si B

estpplication bilinéalre continue de F «x dans un
espace vectoriel norne H ,_alans_aa_a_la_to.tmxﬁﬂ_d.e_c_o_b_ar_i

du prodult :
t - ¥ —
(VL4;5) dg (» AgyV) = dgti Ag) vV

¢ L =
+('1) M d(B)’U/.&

En particulier, siwu et v sont des fornes différentielles
scalaires, on a la formule :

p e
(¥L,436) d(k(u/\v)=d&t/\v +(—1)‘}L/u//\ dav*.

4°) si w est une forme différentiel 17 2 fois dérivable
sur (), on a la formile :

-

(¥, 457) dg d&zo’:o

* On retient facilement ce signe (-1)1V , en renarquant
qu'on a fait "sauter" d’(R, par dessus une forne de degré 14/



- Les et sont évi dentes.

Avant remarquons que la fornule de

. si |'on suppose aue
8st une suite dé
non nécessairenent & en ef et, dans ce cas,
nous par . la suite des nénes

mai s par grandeur croissante,
et si noua appel ons signature de la pernutation de
| " ensenble d ' a ' qui amene ces

3 ) respectivement sur
necessal r enent

L'application directe de la fornule donne alors
le résultat

encore s'écrire

ce montre notre affirmation.
Démontrons mai ntenant 3"). des fornes diffé-
rentielles sur respectifs et

et s'écrivant sous'la forme

Al ors A , qui est de degré , sous
la forme
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En vertu de la remarque faite ci-dessus,

| 'opération dg
s'effectue trés sinplement sur

. _ ce produit, bien que, quand
on considére le produit dxy A dax, , la suite des €lé -
nents 44, da0 0 4y 1,!@‘22,-.-,&q , de J UK , ne soit
pas rangée par ordre de grandeur croissante. On a, de
tnute facon,la formule :

- - D2 —
(¥r,4,13) daz(“’/\(a) b)) = J’ZK}“ bde(wJ , VK) dac, A d,xJ A dox, .

Ceci s'écrit alors, en appliquant la formule de dérivation
d'une fonction bllinéaire continue (théoreme 12 du Chapitre
1y

(¥4 ,14) JZKL“ _B' (bu-d , If:) da, A de A A.x,K

Vx o

£ 20 B(ﬁ: ,bv")dm,‘/\dx.]/\dx,,(
J K, Y

_ (Jé% DU doc, A de>/\(s) ; Uy docy

daxc,
1 - YU,
+ (—1) (%.. de:x:J> A(B) (% de’a /\d:x:K)

- — 1"—’ -
= dau./ Mgy vV + (- ) WA (g) dg¥ ,

et ceci dénontre 37).
Dénontrons maintenant 4°),

Soit @ une forme différentielle de degré

: , deux fois
dérivable surd) : on a alors successivenent [es formnules
(V1,4515) d . w = }’_"54 dxy N dx
v (3 Ja .

- D,

* Le signe (-1 vient de ce que deAdxd:(J)?dx“/\de
(formule d'anticommutativité (VI,1;41).
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Naturel | enent, dans cette somme, ONn ne conservera que

| es systenes . J , pour |esquels et pour
| esquel s aucun des deux élénents o , , n"appartient

sans quoi A A =0 : pour un néne
syst enme A |, avec & < , nhous réunissons |les ternes
en A A et A nous obtenons une
expression qui est nulle, en I a de
symétrie des dérivées partielles — 9

o

(théoréme 16 du chapitre II11). Ceci achéve |a dénonstration

du t héorenme * .

Corollaire 1 - w, sont des fornes différentielles
scal aires de degrés . , :

On obtient en effet cette formule en posant
= , et en appliquant 2 fois la propriété

du
Corollaire 2 - est une forne dérivabl e sur
s exprimant _sous la forne | es
sont dérivables, et les — sont des fonctions—scalaires
2 fois dérivables, alors on la formule
* Par des pl us délicates, on dénontre la formule

quand 2 fois dérivable,
pourvu que et soi ent toutes de cl asse
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Dénonstrati on

On a en effet

A1) Ao = do . Ad) AR AN 4L
e (Rw 31‘42<---<j1‘{ wﬂﬁﬁz""'h/\ ?3" %2 %1»
‘r" by —
N . o df AL Adl /\ddll\dll\.../\d.];
i Z;( I RFVRE N %1" " gm-, ® %& gaaﬂ ﬁu

d aprés les propriétés 1°, 2°, 37

dénmontre le corollaire.

mais ON a en néne tenps
d' aprés | a propriété 4°, ce qui

Théoreme 16 - (Réciproque du théoreme 15) - L' opération c{L_LR ,
qui fait correspondre_a toute forme différentielle @ ,
dérivable, définle sur {1 , % valemrs dans 1 espacep
ri.el. normé ¥ , de degré 4 ,uUne_forne différenti’el’l’e de
degré p+1, est [a seule opéeration & posseder les proprié-
téds 1°, 2° , °, 4" du théorene 15.

Démonstration - Soit en effet 3

que possédant ces propriétés., Si
rentielle ex(gri me
)

, une opération quel con-
w est une forme diffé-

e sous la forne (VI,3;6),par rapport au

référentiel on a nécessairerment, d apres la linéarité

(propriéete 2"

18 Vo = 2. M . dxAdx A-.Adx, ]
( IL} ) 31<»3,<...<31‘ [ }1.492,...,91" 1 32 31~

Dautre part, dapres la formule relative au produit
(propriété 3°), ceci peut nécessairenent

s' écrire
: PO = > [bTS_ . . Adx, Adx. A--- N doc.
(m,/ﬁw) w éfj'fm(h‘v 31,32,...‘}1‘ }1 j'z }1"
1’t ,&_1_.
+ Z_,(-1) w. . dx Ao ANdxe Addx, Adx /\v--/\doc‘j‘-
&=1 91'3’2"”’31\' 31 3&_1 }'& 1&-}1 '}1\



D apres |la £ - sont les formes

différentielles o de 1 associ ées aux
dérivées des fonctions ; de méme —
Enfin, d aprés la les - sont

nulles. On en déduit bien que |'on a nécessairenent
— , Ce qui dérmontre le théorene.

Corollaire - , définie & partir du référen-

tiel i 2 of & iel; ¢

opér ati on a toute forne différentielle
sur C E a val eurs dans

de correspondre une

finie sur val eurs dans

sati sfai sant ['es du

t héorene 15.

= Donnons nous deux

Chacune des , satisfait aux
propriétes - -3 - du théoreme 15; or le_ theore-
me 16 dit qu'il n'existe qu une seule o satisfai-
sant & ces propriétés, on a donc bien -

s' appel | e ou
opération cobord des formes Une forne de
cobord nul_s appelle forme fernee ¥
cocycle.

Theoreme 17 - un ouvert de un ouvert de E, H
une application 2 fois de
une forme différentielle dérlvable sur ; alors on a la
formule de commutation de [ inage et du
d
» est connexe, une forne de degré  est Si
et seulenent si elle est une fonction constante
22 du chapitre 1I1l). Une forme déerlvable de degré N . dinen-

sion de , est toujours
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Dénonstration - Siw est de degré 0 , la fornmule n'est

autre que (vIi,3;%5); elle est alors valable nméma si H
n'est qu une fois dérlvable.

Soit alors w une forne différentielle de degré 4 dériva-
ble quelconque. Elle peut toujours s'écrire sous forme d' une
some (VI,3;25), ou les 4, sont des fonctinns scalaires 2

fois dérivables, et 1les ’6- 4 des fonctions dériva-

— 19 1t
bles & valeurs dans, F 11}'sﬁff|t 2(1|5ar exenple, de prendre
pour . les %, fonctions coordonnées relatives a un
référchtiel de' & . Aors on a la formile (VI,3;38).

On en déduit
(420 A3 = 2 {u\" 3 NAH D AAdW)
a‘<32<...<31‘ 31'32""’31” 21 31»
>y AW AH') A ddH ') A dH" AdH'f
Ha . . dH ANdH YA . Y W -t
+14=1 wa"?f?""'ﬂ‘ i«/\ ! fé%-x %%A %’L“ 3?}
Mais AW G C_Hd®@. . , uisque W. ; ..
31'}2'”-131\._ Yordar o e » P 4 R PR I
est une fonction dérivable,et d dH*f, = 0 (les 1?} et H,
donc H*i{ , sont 2 fois dérivables),d'ol |e résultat.
4

Extension au cas abstrait

-
On peut démontrer, nméne si une forme « de degré 4,
est seulenent définie sur une variété V de classe (* | de
dimension n ,contenue dans un espace affine nornmé E , ou
meme si c'est une variété abstraite de classe C?* , qu on
peut définir une opération cobord ci , qui, a toute forne

différentielle @ définie sur V, de degré 4v, fait corres-
pondre une forne différentielle d & degré h+1 , et

vérifiant les quatre propriétés du théoréme 15 (I'une des
propri étés suppose c de classe C%, donc V de classe C3;

il y ala une difficulté apparente sans inportance). Nous

ne détaillons pas cela ici, mis c'est ce qui fait un des
plus grands intéréts de la théorie des formes difiérentielles,

G adient, divergence, rotationnel, dans un espace affine eucli-
dien orienté £ de dinension N.

1°) L'opérateur gradient, grad.

si st une fonction réelle dérivable, elle possede un
cobord dg ; a celui-ci est associé un chanp de vecteurs,
d aprés 1°) page ; c'est le gradient de f . Cette

opération ne dépend pas de l'orientation, mais seul enent
de la structure euclidienne de E°, et elle a déja été
vue a la formule (III.?:23).
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La divergence d un chanp de

SI I'on considere un chanp de vecteurs _
peut attacher une forme différentielle derivable
de -1; celle-ci alors un cobord, est

une forme différentielle de degré N 4 laquelle on peut
enfin faire correspondre une fonction scalaire.

Cette fonction, multipliée * s'appelle la
di vergence du chanp de vecteurs.

~La divergence ne dépend de la structure euclidienne,
ni de T"orientation, elle est directenent a la
structure affine de £ . Pour la construire, on effectue
en effet 2 du choi x
f ondanent al 0 sur , et ces 2 opérations se
neutralisent, comre nous |e verrons la formle
Par rapport un quel conque  si |es conpo-
santes du chanp de vecteurs sont les fonctions
=1 . 2 N la fornme différentielle associée
est d' apres bis), par
= A
| a val eur de sur le
— . = A

(On pourra se borner au cas ou E est euclidien oriente,
et le orthonormal positif, alors A =1

Son cobord est donné par

* La raison de ce est dans le désir d obtenir
la fornule sans signe - .
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d'ou résulte la fornule de Ia fonction di vergence :
SO _ DA M,
V%, 3 = -‘bx ; b 7)302 LEM

(YI,L',%) dW(A1,A2 Jor > = 1 Az

3") Rotationnel d'un chanp de vecteurs, dans le cas de la
di mensi on 3.

Il existe une autre opération renarquable qu'on ne peut
définir que dans un espace euclidien orienté de dinension
N = 3,

Partons d'un chanp de vecteurs dérivable A On peut | ui
associer une forne différentielle de degré 1; le cobord de
cette forme est une forne différentielle de degre 2; mais
comme alors 2 = N 1, on peut & nouveau |ui associer un

chanp de vecteurs * .

On définit ainsi un opérateur qui, « un chanp de vecteurs
dérivable, fait correspondre un chanp de vecteurs, et qu' on
appel | e [ opérateur rotationnel , nNoté st . Soi ent

A,B, Cc les trois conposantes de [y par rapport & un

r‘efer‘entiel orthonormal positif. La forne de degré 1 asso-
ci ée a A est

(¥4, 25) Adx + BcluJ t Cd?a

Son cobord est donné par (VI,":2). Dong, _d'apres (VI,3.
42) (pour N= 3), le chanp de vecteurs ac¢t &  a pour
conposantes :

oC 2B VA 2C B DA **
ey A = —— - — B _—— (, = — - .
(M1, 4 ;26) ; bnj 5”3 . b% <% ! ] g W

Remarque - On étend souvent ces formules aux fonctions et
chanps corrpl exes. Si f est une fonction conpl exe, /f = g+ i ,
on appel le a/ua,ol f le chanp de vecteurs corrpl exes %na.d%+ uj,md

s1h _est un charrp de vecteurs corrpl exes A = V.4 iW , on pose
OLWA = ol.er+4,d,W’W MbA = /w)f/V+ b/LOtW

* lci il n'y a qu une opération dependant de |'orientation,
e passage d une forne de degré 2 & un chanp de vecteurs ;
donc le chanp obtenu est polaire, il déepend de |'orientation.
Et il dépend, bien entendu, de [a structure euclidienne.

** Le rotationnel neérite tout particulierement qu' on |ui
applique la renarque 3° de la.page




18 - Sur un ouvert d'un espace affine euclidien

oriente de dimension 3, e rotatlonnel du gradi ent d une

fonction 2 fois dérivable est nul, Ta divergence
du dun chanp de vecteurs 2 fois derivable
est nulTe.

est une fonction 2 fois dériva-
bl e sur un ouvert d un espace affine euclidien

de dinension N , on a la formule :

Il

A est un différentiel du ordre
dans tout or t honor nal

o est un chanp de vecteurs 2 fois
ble défini sur un ouvert d un espace affine euclidien
orienié de dinension 3,0n a la fornule suivante, relative

au nene | apl aci en

i medi at enent de —

et 3”)sont évidentes, il suffit de
prendre un orthonormal (positif si E doit
étre oriente), et d appliquer les formules de définition
du gradient, du rotatlonnel et de la divergence.

Remar que Pour ce que nous avons vu

a) la divergence d un chanp de vecteurs dépend de la struc-
ture affine de E;

b) le gradient d une fonction dépend de la structure affine
eucl i di enne de :

OIIe | apl aci en A dépend de |a structure affine
e E;

d) le rotatlonnel d un chanp de vecteurs n'existe que _
a la dimension 3, et dépend de la structure affine eucli-

dienne orientée de E
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et ek

_Considérons 1'écoulenent d un fluide dans un espace
affine euclidien, & 3 di nensions, que nous Ildentifions

5 o "y . .
& IR en choisissant un référentiel orthonormal. La "parti-
cule'! qui, & I'instant t, , occupe la position (x,,y,, % )

de TR’ , occupe, a I'instant t , la position

(e, 288) 2 = x(%,, Yo, %0, L) Y= ‘j(xo»‘jo»'jo:t) v 5= 3% Yo 30 b)

La vitesse de cette particule & un instant donné t
de son parcours est U = (%Ef,lg_,ﬂ—

in

LY: >=(§T] t) 5 elle
est fonction de =x, , Yo+ %o . Mais on pourralt aussi
expriner x, , 11}0, %o 1 pour t donné, en fonction de
X,4,% * ; en portant ces valeurs dans %, ¢ on

définirait, a |'instant considéré t |e chanp des Vi t es-
ses, en exprimant ¥ ,v,Y , en fonction de x,y, 3.

Consi dérons |'ensenble des particules occupant, a

|"instant t, , un ouvert donné ), . A l'instant t , il
occupe un ouvert £, , dont la mesure volunetrique est
(9, 4;28ten) Vt= Sﬂo{x d\jd}} = J” D(x dxo d.ljo d}o ,
Q, 0y D(x""j“'%o)

d apres la formule du changenent de variables des intégra-
les nultiples (corollaire 3 du théorene 102 du chapitre 1V).

La dérivee par rapport au tenps de cette nesure volu-
metrique est tout sinplenent

| e

— d d ,

d/t Bt ‘D(xc'ljo»§0> Xy ‘30 d/}o

* On suppose toujours que |e passage de |'instant b, &

|"instant t est un hondonorphisme (et méne en général un
¢! -difféonorphisne).



par une dérivation sous |le signe , mani f est enent

| égitime est et cl asse

par t out O (corollaire du theorene 115

du chapitre 1V).

Cal cul ons cette pour b = On a alors

les fornules suivantes, pour t voisin

1+ — L - + ...

(t-t,) + ...

0

En ne retenant que les termes en , on

d' ou

0

voit que
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Oh a donc finalement la formule

at

iy (2] =[5 im0,

(ﬂ L ;29 noveno)

{¥1,4;29 déum)

&,

Mis |'instant {, ne joue aucun réle particulier; la

formule (VI,4;29 octavo) se transporte |nmédiatenment 2
un instant t quel conque

DV

rra HL“‘”“W@/ - |

b £

dw U drt
t
dtrétant |a nmesure des vol unes dans |'espace euclidientE,
On appelle dilatation du fluide, en_un point M de E ,
al'instant t , la linmte de la dérivée |ogarithm que
_\_1/_ i'_\t/_ _prise & cet instant t
| orsque |'ouvert £ considéré "converge uniforménent”
vers ce point M .

)

du vol une,

La dilatation enM a |'instant bt est donc donnée par

m dw T dt »
Q-m v dt QM “ dr
o’

Cest de 1a que vient |e nom de "divergence". On exprinmera
que le fluide est inconpressible en écrivant qu'w _chague

instant t |e chanp des vitesses a une divergence nulle.

Ces reésultats nontrent bien de nouveau que |a divergen-
ce ne dépend que de la structure affine de E . Car les
vol umes sonf connus-des qu'on s'est fixé une forne fon-
danentale ¥ sur E , mais celle-ci s'élimne pour la

consi dération de -G\L/—V

* Rai sonnenent déja vu au corollaire 6 du théoréne 102
du chapitre 1V.



Les vecteurs ont été calcul és page

’

du Cours de D vi sion, et ala formule (1v,
Gardons les mémes notations. Soit alors une
fonction scal aire de cl asse | " on appelle
, les dérivées partielles en de
| a conposée , Ce sont aussi tout sinplement |es

dérivées de suivant les trois

En effet, le théoréeme des fonctions conposées donne,
par exenple

Mais alors ces ne sont autres, | a
formul e que les produits scalaires

avec les vecteurs considérés: de sorte que finalenent on
ala formle

et par suite |'expression du en
pol ai res:



(VT ,4,33)

(w1,4 ;34)
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Cherchons nmaintenant |es formes différgntielles, de
degré 1 associées aux chanps de vecteurs 4+ , 4 , , par

la structure euclidienne de £ . Les fornes d/uu, de,dq), *

- s - . . —— —
sont associ ées, par définition, a grada , grad 6 ,

grad ¢ , c'est-a-dire, d apres (VI,4;32), a 1,13,
v A simB
on a donc :
dq’Nt' /"d'e"”} ) /b/i;wvedk{)ruz ,

le synbole ~n désignant |'équivalence entre forme diffé-
rentielle de degré 1 et chanp de vecteurs, définie par
la structure euclidienne de R?®

- - v
Comme alors Y4, E est une base orthonornale posi-
tive ** de 1'espace R®, I'association entre les chanps

de vecteurs et les fornes différentielles de degrée 2,
définie par la fornule (VI,2;11 ter), s'écrit ici

Do n pim B 4B A ay, ;fv n s B dQA dr, ﬁm a dv A dD.

Enfin |'association entre les fonctions scalaires et
les fornmes différentielles de degré 3 s'écrit ici

(¥1,4;35) 1o dac A dx(,} Adg = R 48 dn A dO A de .

(¥, 4,36)

(W0,4,37)

Donnons-nous mai ntenant un chanp de vecteurs par sis
trois conposantes en coordonnées polaires, c'est-a-dire
défini par

—A-’:A?+B-5+C-g'

Il Tui est associé,d'apres (VIL,A4;34), la forme différen-
tielle de degré 2 :

AA 4imB aLQ/\ale + B A pmb dq)/\dn + CA drAdO .

* On entend ici par dr, db, d¢ les différentielles
des fonctions n, 0, U{ sur R . Par exenpl e, (.F est |

fonction M—— 3% coordonnée de P-'(M , qui, & chaque point

fait correspondre sa |ongitude.

J

a

)

M

** Nous |'adnmettons ici. Voir plus loin, note * page 137.



Son cobord est donné par

dou la * en utilisant la correspondance

Cal culons maintenant le laplacien d une fonction
scal ai re.

On ala formule : alors d appli -
quer | es formules et
pour trouver

On voit que les méthodes Indiquées ici sont beaucoup plus
commodes que celles qui ont été indiquées au chapitre I1]
(Cours de D vision, page 230); cela tient & ce qu'ici
nous calculons le laplacien en utilisant son caractere

I ntrinséquenent a la structure euclidienne.

Soi t une forme différentielle continue de sur
E a val eurs dans A quelle condition existe-
Gl une ext érieure dé , c'est-a-dire une forne
de degré -1 sur a val eurs dans
, au noi ns de C , telle que ?

cela n'est possible que si le degré
de est 1.

* Le facteur , qu'il faut prendre pour cal -
culer la divergence (page 70 + pour
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Supposons que & soit |e cobord d une forne @ , non
seul ement de classe C,nmais de classe C° : alors on a
nécessairement |la condition d$=dd5=a‘;5 doit étre
fermée. Cette cgndition apparalt donc au moins comme néces-
saire pour que w soit le cobord d une fornez de classe

C Elle est automati quenent vérifide si = N, dinen-
sion d.f (*. Nous allons nontrer la réciproque suivante

Théoréne (de Poincaré) 19 - Soit w une forne différentielle

de degré # = 1 sur un ouvert de & , & valeurs dans
1 espace de Banach F , de classe (', fermée, c est-a-dire

telle que do = 0 . Supposons qu'il existe un référen-
tiel de E , par rapport auquel £ ait Ta propriété suivante
toute paralléele & ["un quelconque des vecteurs de Ta base
de E rencontre () suivant un segment ouvert qui, s'il
n'est pas vide, contient. au noins un point dans 1'hyper-
plan nené par l'origine parallelenent aux autres vecteurs
de |la base.

Aors il existe des formes différentielles @ , de

degré 11,- 1, sur £ | & valeurs dans T?" , de classe C1
telles que d& = @ ; on les obtient toutes en
ajoutant_& l'une d'entre elles une forme'différentielle
arbitraire de degré # -1, sur ), & valeurs dansf,g

cl asse C‘, fermée, c'est-a-dire de cobord nul **

Sl w est de classe ¢, nfini ou infini = 1, on

. —
peut choisir @ de cl asse Cm el pour‘*p= 0, @ est
nécessai renent de classe ¢™*'

* 310 est de classe C' seulenent, et si elle estcobord
d' une forme @ de classe C'seul emant on a encore dw=10,
-

a4 cause de la note (*) page 66 . Par contre, siw est

seul ement continue, il n'existe plus aucune propriéte de
ce genre; cependant, pour chercher si @ est le cobord

d' une forme @ , %L est naturel de supposer @ de classe-c'
mls il ny a aucune raison de supposer w dérivable.

Nous verrons conmment la théorie des distributions |eéeve
ces difficultés .

** Une telle forne fermée est donc une fonction constan-
te, s f-1=20, un cobord dune forne arbitraire de degré

A - 2et de classe ', si -
**¥* Mais toutes les solutions ne sont pas de classe ('
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Les conditions que nous donnons sont tres
restrictives; elles sont satisfaites, par exenple, est
un ouvert dont les cOtés sont paralleles aux vecteurs de

base d'un référentiel. ou si c'est une boule ouverte
ment & une norme raisonnable sur E .

On volt en tous cas facilenent que, s'il est vrai que
les restrictions sont beaucoup trop
certaines restrictions de nature sont

ndi spensabl es.  Supposons par exenple que E soit le plan
que soit la forme différentielle de degré 1
différentielle de |'"argunent ou angle

polaire". c'est-a-dire

est une forme différentielle de degré 1 de

dans |e conpl énmentaire de |'origine. Par ailleurs
elle est fermé'e : = 0 . Cependant on volt -
ment qu'elle n'est pas, dans , Te cobord d une fonction
(autrement dit la différentielle ordinaire d une fonction
de cl asse sur Soit Aun point de . Pour tout
de appel ons & A ~ I"angle dont il
faut faire _ autour de |'origine, pour |'anmener
sur la dem-droite OM , il est de
uni que on lui Inpose la restriction « M)<m
des de pour | esquels
- < < ; c'est un voisinage ouvert de A
Dans ce voi si hage de A , y a des primtives de ,
a savoir les fonctions t : 3 sont
seul s, étant connexe. Mais il a Das de
tout entier, il n'y a pas de déterm nation
de T"angle En effet, primtive
est a fortiori une primtive dans ; donc
est dans de la forne o lorsque Mtend, en
restant dans vers un tel que
mais de part et d autre de la dem-droite AM ,
tend vers et + respectivement, ne

peut pas se prolonger en une fonction continue sur

voit, par cet exenple, que dénom nat i on est
une erreur, puisque n'est pas le cobord d une fonction;

cefte denomi nation n'est valable que dans un ouvert plus

etit, tel ou une est définissable.

turel |l enent, ne vérifie pas des propriétés suffi-
santes pour |'existence d une prinmtive de la forme
différentielle on peut toujours affirmer que tout
poi nt a. un voi Si nage , dans | equel
une telle prinmtive existe; il suffit en effet de prendre

pour Vvoi sinage un pavé ouvert ou une boule ouverte.



(I, 4;42)

(WL, 4 543
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Dénonstration - Sil existe une primtive extérieures,
il est. tout & fait évident qu' on gbtient toutes les autres
en lul ajoutant une forne fernée % arbitraire, car alors

d (@ +_§) =dT= D . 11 y aura donc une infinité de prini-

tives (car il y a une infinité de fornes fermées : toute
forme différentielle & coefficients constants est ferngée.
Pour |e degré 0>comme () est connexe, |les seules fonctions
fermées sont les constantes; pour |es degrés supérieurs ,
il y abien dautres formes fermées ! ).

Nous allons dénontrer le théoréme par récurrence sur la
dimension N de E . L'énoncé est trivialement exact pour
N = -4, cat alors la forme @ est nécessairenent iden-
tiquement nulle puisqu' elle est de degré 1» > N+4 .

Supposons donc |e théoréne dénmontré pour tous |es espaces
affines de dinension 1,2,..., N-1 , et denontrons |e pour
| es espaces de dinmension N . Bien que, dans |'énoncé, Ile
corps des scalaires puisse &trel® ou ¢, nous ne donnerons

ici la démonstration que si c'est R, Le cas de € ne pourra
étre étudié qu apres la théorie des fonctions de variables
conpl exes.

Nous pourrons naturel]ement choisir dansE un reférentiel,
et identifier ainsiF a IRV,

Dans la forne w  exprimée sous la forme (VI,3;6),mettons
en évidence tous les'ternes qui contiennent& . On peut
alors |'ecrire

(:3: C{DC’A—I:‘*'M,

ou L et M sont des fornmes différentielles de degrés
respectifs ?-1 et v, et qui, lorsqu on les exprine sous
la forme (VI,3;6), ne contiennent pas la différentielle doc, .

Nous allons alors considérer une forme différentielle A,
de degré Pt vérifiant |'eéquation

)N =
) dae, =L
Pour cela, nous renmarquerons qu'il suffit de la définir,

en vertu des hypothéses relatives & L , par |'intégrale



Cette integrale posseéde bien un sens. En effet, pour tout
| e segnent joignant ce point

au point , ), appartient entierenment a ,
et en est parfaitement définie et continue.
, fixés, la quantité qui figure
au 2éme nenbre sous |le signe est une fonction continue
de a valeurs dans A ( ) . Comme est
supposé conpl et est un Banach, donc |"inté-
grale a un sens, et définit bien
un de , donc A conmme une fornme
différentielle de a4 val eurs dans F .
On volt bien alors que admet une partielle
par rapport & , qui n'est autre que L
On voit en outre que, estde cl asse il en
est de néne de . En effet, toute dérivée
partielle de , ne faisant pas intervenir la dérivation
partielle , se fait directement sous le signe
en du corollaire du théoreme 115 du chapi-
tre Toute dérivée partielle contenant |a dérivation
partielle s'obtient en dérivant par rapport aux
vari abl es 1 , sous le signe , tandis
qu' au contraire la dérivation partielle par rapport &
se fait en utilisant la d' une par rap-
port & sa borne supérieure du chapitre V).
En étant toujours de cl asse C,
est aussi de classe C , et admet un cobord :

qui calcule par la formle
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ou d’est une opération cobord "par rapport a - 73%;:
c'est-a-dire un cobord partiel qul vaut d'= Z} dac. A aa

On a donc aussi : = xy

(YI,‘P}‘“) (d/A ) (3"’1 » Xy yeery xN )= d/x_, AL (:)c1 y Xog peren xN)

+r'((d'f>(§ Jey ey )) A

0

Mais w n'est pas arbitraire, puisqu'elle est fermée.
On a donc la relation :

(W, 4;47) 0 = deo=d (dee, AT ) + d?ﬁ

= (dde, n dT - doc, 1 dT) + dM

—>

IM
dac

—dae A 'L+ doe, A o + W

Si en particulier nous réunissons tous les termes qui
contiennent doo » puleg tous ceux qui ne le contiennent
pas, nous devons obtenir chaque fois 0 , donc :

D3
(¥L, 43 48) dac, A (~d T+ ax =0; &’M=0

La parenthese de la lere égalité ne contient aucun terme
en da, ; donc son produit extérieur par da, ne peut &tre

nul que si elle est nulle elle-méme, D'ol :

—p

(¥L,4 ;48 bis) d'f: oM . d'ﬁ-,_ 0

dx ’
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On a donc, et la. preniére formle
48 bis) :

Donc, non seul enent est de classe mai s aussi
est de classe qui ne nul | ement que A soit
de : cobord ne fait Intervenir qu'une
partie des dérivées partielles de . Par exenpl e une
fome de degré maimum et de cl asse est toujours fermée.
donc son cobord, nul, est de classe , Ce qui ne prouve
rien sur l|la forne eleméme)

On a donc |'égalité suivante cause de et
S nous pouvons prouver est le cobord d une forme
différentielle de degreé coomme il en est de de
cobord de , 11 en sera de néne de . De plus, ét ant
de cl asse nous devons nmontrer qu'il est le cobord d' une
forme différentielle de classe

est une fornme ou n'interviennent
ni& ; en effet, dans , , Nintervient pas, et
on prend sa valeur en n"intervient.

pas non pl us. est fermee, car, la formul e
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On peut donc considérer P come une forme différentiel-
le fernée, de classe C™, de degré { , sur un ouvert (Y,
de 1'espace RV, ayant les némes propriétés que |'ouvert
initial ), dans 1'espace R" : & savoir la trace de.) sur
| "hyperplan =, = 0 . |l résulte alors de 1'hypothtse
de _récurrence qu'il existe bien une forne différentielle

8, de degré f—41, de classe C™, sur cet ouvert.),,

adm_%ctant pour cobord P , et ceci dénontre |'existence
de .

Cette dénonstration nous donne en néne tenps une maniére
pratique de procéder. Par récurrence, on se ranenera & des
formes différentielles contenant un nonmbre de plus en plus
petit de variables. A partir d un certain nonent, on arri-
vera & une forme différentielle a fv variables et de degréﬁ

Naturel l ement le pas suivant nous menerait a une forne
de degre -1 donc identiquenent nulle. En fait, il n'est
pas inuti 1€ de voir exactenent comment |es choses se
passent & ce noment. Supposons donc que nous SOyons parvenus
& une forne différentielle & , de classe C', de degré s
dépendant de TSV vari abl es que nous appellerons, en changeaht
légérement | e notations,g1,/%z,...,A} . Alors on peut

|*écrire sous la forme (VI,4;42), avec dm au lieu de doc,;
mais ici M= 0 , autrenent dit on a :

(¥, 451 bis) W =¥0\4j1 A ohgzl\.../\ dﬁﬁ: dzt?1/\(?d%/\.../\d«%v)=d%/\—f

—
Il suffit alors de déterminer A par la nethode précédente,
et main_t,enant le problene est termné, car on a exactenent

S = dA .

Pour 4 = 4,onvoit que, siw est de classe C™, la fonction

obtenue @ = ;FT est trivialenent de classe C™'", pui sque c' est
une fonction définie sur{y & valeurs dans F , et dont |a
dérivée est une application de classe C™ de&) dans (E;?),
Ainsi le théorene est completement dénmontré, Nous énoncerons

d ailleurs le cas particulier /}\, = 1 sous fornme d'un
corollaire :



Corollaire 1 - Pour que des fonctions

classe : sur un d' un espace affine
de dinension Nayant la propriété énoncée dans |e théoreéne,
& val eurs dans un espace de , soient les
partielles = 2 d' une fonction de classe
définie a val eurs dans , Il est nécessaire et
suf fi sant vérifient les relations de conpatibilité
' N
Dans ce cas, la est détermnée & une constante
1 . -
,_et de classe . En outre, si les fonctions
sont de cl asse la fonction-est de classe *

Eest un espace euclidien affine oriente de dimension
en utilisant les chanps de vecteurs, le corollaire

sui vant
2 - un ouvert d' un espace affine euclidien
oriente de di nension ayant Ta propriété énoncée dans Te
Pour qu'un chanp de vecteurs, et de classe
, soit le d' une fonction réelle de classe ,
il faut et il suffit que son soit nul; dans ce

cas, la fonction / est définie & une constante
pres. L

* Comme nous |'avons dit, note * page il nest pas
naturel du tout de supposer |es de cl asse , Nous

verrons, en des . qui renplace la
condition de conpatibilite si elles sont seu-

| ement conti nues.
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2°/ Pour qu'un chanp de vecteurs, défini surf) et de classe

¢ , soit le rotationnel d'un chanp de vecteurs de classe

¢t, il faut et il suffit que sa divergence soit nulle,
dans ze cas, le chanp dont il est le rotationnel est
défini_ & un chanp de vecteurs preés, qui_est le gradient
d' une fonction arbitraire de classe C?¥

%°/ Toute fonction de classe ¢', définie sur £, , est la
di vergence d'un chanp de vecteurs de classe C ; ce chanp
de vecteurs est défini a un chanp de vecteurs pres, qui

soit de classe (' et rotationnel d un chanp de vecteurs de
classe (!

§5 ORI ENTATI ONDESVARI ETESDI FFERENTI ABLES SUR
LECORPSDESREELS

e 2 1
Soit Vune variété, de dimensionm , de classe C , contenue
dans un :space affine Ede dinension N.

Q' entendons-nous par orientation de la variété V ?
Soit a un point de V; alors V possede en a un sous-espace
vectoriel tangent de dinension m , que nous avons noté
="

Tla; V) ; c'est un espace vectoriel sur le corps des
réels; il est donc susceptible d une orientation.

VSt A e il

Mous appeil erons alors_systtme d' ori entati ons é de la
vari été vun choi x, pour chaque a de v, d" une orientation
—

de son espace vectoriel tangent T(a;V)., Un systéme d'orien-
tationsde Vv est donc une fonction , détjnie sur v, qui ,

en chaque point a de V , w.end sa valeur §(a) dans un ensem
ble, & deux éléments, a savoir |les deux orientations possibles
de T(a; V).

Nous evons nmaintenant dire ce que nous entendons par un
systéme g continu d orientations de V (ou d' une partie de V ).

On congoit tout de suite que ce n'est pas la la notion habi-
tuelle de fonction continue, car un systene d' orientations

n'est pas une fonction du type habituel. puisque |'ensenble
dans Tequel elTe prend sa vai eur, en cﬁaque point a, dépend

du point a .
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une représentation

trique vraie, de classe C , de dinension d' un ouvert
Soi t | e point de tel que — a.

Nous savons que |'application établit une
bijection linéaire de en
qu' elle met en correspondance |es deux cI asses de bases

, et les deux classes de bases de *
Nous appel l erons alors — quantité
égale a Si met en correspondance |la classe positive
de (pour son canoni que habituelle) avec
| a cl asse positive de pour , et égale
a-1 dans le cas contraire. Ainsi la carte définit une
fonction & -— définie sur |"ouvert , B
valeurs dans |'ensenble = deux éléments + 1 - 1. La
connai ssance de cette fonction sur
conpl etenent |le systeme d' orientations sur la
partie . Mais, cette fois ci, la fonctionO

prend ses valeurs dans un ensenble & deux élénents qui est
toujours le nméme, a savoir |'ensenble { -

On dira alors qu'un_systéme d orientations de V est

un point a , relativement & uns carte dont
I'image recouvre a , | a associ ée a ce
d orientations et & est continue au point . Comme
cette fonction prend ses valeurs dans |'espace discret a
deux él éments - , dire qu elle est continue au

point & , c'est dire qu' elle est constante dans tout un
voi si nage de «

On dira que | e systeme est continu,
relativenent a sur tout |'ouvert , SI la
fonction8 a est continue sur tout |'ouvert

#* || est en clair linéaire d" un
espace vectoriel E sur un transforme 2 bases e',

de mérme classe (resp. de classes opposees) en 2 bases

’ méne classe (resp. de classes opposées).
En effet, le de par rapport & est

égal a celui de par rapport a e
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Cela signifie que tout point de(¥ posséde un voisinage dans
| equel O est constante; ou encore que @ est constante sur

tout ouvert connexe de (& , et en particulier sur 6 lui-
méme, s'il est connexe. En effet, chacun des deux points

+1 , -1 est un ensenble a la fois ouvert et ferné dans
1'ensemble a deux él énents considéré, et par conséquent |a
continuité de 8 revient & dire que |'inmage réciproque de

chacun de ces deux éléments est & la fois ouverte et ferngée
dans |'espace topologique (9 .

Théoréme 20 - Si_un systene d' orientation6 _de Vest continu en

un point a , relativenent & une carte® dont |'|nage recou-
vie a, il est continu en a ,—par—fapport & toute autre
carte dont |'inmge recouvre a .

Dénonstrati on
Soient en effet @ : Oy — @.(0,) et §,: G, — 3,(G) ,

deux cartes dont les images recouvrent a , avec P (%) = a .

Comme il s'agit de la continuité au point o |ui-nméne, nous
pouvons nous restreindre a des ouverts plus petits que &,
et U, . Comme il existe un nméne voisinage ouvert de a dans V,

qui est recouvert & la fois par les Images de ces deux cartes,

nous pourrons nous borner aux |mages réciproques de cet ouvert,
en |es appel ant encore O, et (, cela revient & nous placer
dans | e cas particulier ou les inmagés ¢, (0, ) , D, (%),

sont le néne ouvert de V. On sait alors, d aprés |le corollai-
re 1 du théoreme 33du chapitre 111, que |'application

‘1’;1 ° Cbl = @211 est un difféonorphlsme de classe C
de O, sur O,

Consi dérons alors une base de T(a; V), positive pour
%) : il lui correspond deux bases de IR“, par les appli-
cations (@, ()" et ($,(%,)) ", dont les signes sont,
pour |'orientation canonique de IR™ , respectivenment ceux
de 6.(x) = 6,5 &,) et 8,(x)) = O(xr, ; §,) . Mals on
passe de cette premére base de RrR" a la deuxiene par la
dérivée @2'1(o~1) : application linéaire de R" dans rR"



Donc elles sont de nene signe ou de signe contraire, suivant
que le est > 0 ou

Miis le signe du déterninant jacobien est cons-
tant au voi sinage du point , puisque la fonction

est de classe et que son j acobi en. est
donc s'annule pas. Si donc le signe de reste

constant au voisinage de . celui de reste aussi
constant au voi sinage de , ce dénontre le

Ceci nous autorise alors & poser la définition suivante
gu' un d orientations de V est continu

\

au_poi nt s il est continu au point a relativenent a

toute carte de Ta variété, dont [ image recouvre a ; un
d orientations de V est continu sur une

A V ou sur V elle-méne, s il est continu t out

Consi dérons deux systemes d'orientations 2, d une
Alors, en tout pointu , on ] du
rappor t ces deux systenes d' orientations, égal & + 1 ou

selon que | es deux orientations :

, définies par ces deux systemes, sont
égal es ou opposées.

Le rapport de deux d orientations d' une
est donc une fonction définie sur la variété, a valeurs
dans |'ensenble a deux él énents -1).
Théoréne 21 = d' une
V_sont continus au point —le rapport de ces
systenes d'orientations est une fonction constante dans
tout un voisinage de a * . Si__ce rapport

est une fonction constante dans un voisinage de
["un des deux systenmes d orientations est continu ,
["autre est aussi en a.

* Ce n'"est pas aussi_ évident qu'il le parait : un systeme
d orientations continu n"est pas une fonction continue au
sens habituel, puisque sa valeur, en a est dans un
variable avec a . On ne sait donc i meédi at ement  que
le rapport de 2 telles "fonctions continues" soit continu.
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Si en effet nous considérons une carte ¢ dont |'inage
() contienne le point a , le rapport des deux systimes
d orientations au point x de vn est autre que
- -1
(WI,52) 61(431(1:);43) ez(d)(ac);d))

6, et O, étant les fonctions attachées a @ et aux 2
systémes d'orientation. On en déduit |médiatenent |es
concl usi ons.

Corollaire 1 - Si__deux systemes d orientations d' une variété
Vv sont continue en a. et coincident en a , ilS coincident
dans tout un voisinage du point_a .

Corollaire 2 - Si_la variété V est connexe, deux systemes
continus d orientations de V sont identiques sur V tout
entiere, ou opposés surV toute entiere.

En effet, leur rapport est une fonction ccntinue sur V,
& val eurs dans {+ 1, _1} ; |"image réciproque, par cette
fonction de {1} ou de {-1} est ala fois ouverte et
fermée, donc vide ou identique & V .

A A e et

Définition «- On dit qu une variété V , de classe C', de
dinension n , est orientable, si elle posséde au noins un
systene continu d orientations. On dit qu'elle est orientée,
si_ "on a fixé un tel systeme continu, qui s'appelle alors
une orientation de V . Si vy est connexe et sI elle est
orientable, elle possede deux orientations possibles, et la

fixation de |'orientation de |'espace vectoriel tangent, en
un point particulier, fixe |'orientation de la variété toute
entiere. Par exenple, un espace affine est une variété orien-
table : orienter |'espace affine équivaut d' ailleurs ici
orienter son espace vectoriel associé, puisqu il est [|'es-
pace vectoriel tangent en n'inporte quel point de la variété.

Dans ce qui suit, nous allons donner certains exenples de
variétés orientables, et de variétés non-orientables.

Par convention, si une variété est de dinmension 0 , c'est-
h-dire si c' est un espace de points isoles, ON conviefidra

quorienter lTa variete signiile affecter chacun de Ses
points du signe + ou du signe o




Sl la variété est connexe, . ~ @ un seul
point, elle possede bien encore deux orientations opposées

est une orientable, on pourra noter par
surnmont é d' une I a muni e d' une
ori entation. convention, V désigneta alors V nunie

de |'orientation opposée.

Soi ent et 2 cartes d un atlas d' une .
On dit qu' elles sont co-orientables, si, ou bien leurs im-
ges sont disjointes, ou bien |'application de

sur (ou est |'inage réciproque par de |"inter-
section = ) a un déterm nant

partout > O

Théoréne 21 bis - Pour qu'une variété V soit orientable, il faut
et 11 suffit [T _en existe un atlas fornme de carfes deux a
deux co-orientables, la dun tel atlas fixe une orien-
tation de
Denonstration - Supposons V orientée. Soit une carte,
telle que soit connexe. La fonction § relative a est
alors constante sur . Si cette constante est + 1 .
changeons rien et posons = ,Si elle est - 1, consi-
dérons la nouvelle carte définie par

elle applique un ouvert de (qui
n' est plus , mais son transforme par
sur le nméme ouvert de V , et sa fonction 6 est minte-
nant identique & + 1. Le systeme de toutes ces cartes est
en vertu de Comme | es -
forment encore un recouvrement de V elles fornent bien

un atlas de cartes deux a deux

I nversenent, supposons donné un tel atlas. Pour un point

x nous consi dérons une orientation de
, alors, pour toutes les cartes ~dont |'image
recouvre , la quantité associ ée est la
méme, an vertu de et de |'hypothese de _
des cartes. On peut donc choisir de nani ere

que cette quantité soit toujours + 1. Alors on a défini



93

un systéme d' orientation € de V; il est continu puisque
0 est toujours t 1, donc on a bien orienté Va partir
de |"atlas.

A A e b i

Théorene 22 - SoitV une variété de dinmension m. , nunie d' un

systene d orientations ¢ . Soient . | (,‘2 poey O € U_” tx e [j,b(x)),
n chamgs de vecteurs définis sur V,les U, (x) étant tan-

gents & la variétéV en_ oc_,_eLLndﬂpendaan__Sl_Le_s;LsLemJ_

d orientations &st continu au point a, alors, quel que
soit Te systene denn chanps de vecteurs consi dere, pourvu
gquils soient continus en a , Ie signe de Ta base

U1‘°°)'Uz‘°°) yeesy Uty , pour l'orientation G(x) , est cons-
tant pours assez voisin de a

Réci progyempoiur siun _ systéne de m chanps _de vecteurs
particuliers, continus en a, ce signe est constant au voisi
nage du point a , alors Te systeme ¢ dorientations de V
est continu au pointa

Démonstration - Soit @ une carte dont |'image &(O)
recouvre un voisinage de a, . Soient x = $(%), a = d@).

Au vect eur Ui(x) correspond, par |'application (CIJ'(";'))_1

un vecteur A, (§) de R" . o définit donc & partir du

systéme des m chanps de vecteurs indépendants U% considérés,
un systéme de n chanps de vecteurs indépendants <7T1'~b sur 6.
Le corollaire 6 du théoréme 33 quarto du chapitre Il nontre
que, si U} est continu au point a = &(a),le champ

corr espondant °U,v sur ( est continu au point o« . Le
signe du systéne des n vecteurs 4l (x) en un point x de 6
(pour |'orientation canonique de IR™) n'est autre que le
signe du détermnant de ces m vecteurs; nais ce déterm nant
est continu en « (puisque les chanps sont continus) et
toujours =% 0 s donc son signe est continu, c'est-a-dire
constant, dans un voisinage du point O le signe du

systene des U,(x) , pour ‘6(::) , est égal au produit
du signe précédent par © ( ).

Il en résulte bien que Ie signe du systene des U, (x) est
constant, pour « voisin de a , si et seulenment si la

fonction § est constante au voisinage du point a c'est-
a-dire si et seulement si le systéme § d orientation; de V
est continu au pointa relativement & la carte ® | donc

sinmplenent continu au point a , d aprés le théoréme 20.
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Remar que - exi ste toujours un systene de chanps de

vecteurs tangents indépendants, : ; continus

au point a de V. suffit de carte :

dont |'inmage recouvre a , et de prendre pour | i mage
= , du vecteur de base

On construit ainsi, sur un systéne de chanps

continus indépendants. Mis, on ne peut pas

construire un systene de n chanps continus indépendants
sur V tout entiere, ni nméne toujours un seul chanp continu
de vecteurs tangents partout . Vorr

Théorene 23 - Vune vari été de cl asse , de
Supposons munie d un systeme d orientations6é , Considé-
rons une forme différentielle réelle , de degré = ,
définie sur Vv , et dont Ta restriction, en chaque point x
, définisse une forme -linéaire non
nulle sur ., S e systene d orientations

de V est continu au pointa, alors le signe du

oar au oint x sur relativenent 4
[Torientation de est constant pour
assez voisin de a , que soit Ta fornme conti nue

Inversenment si, pour une forme particuliére conti nue
, alors Te
au_ poi nt a.

Dénonstration - soit un systene de chanps
de vecteurs tangents & v , indépendants, continus en a ;
nous avons vu, & la remarque qui précéde, que de tels
chanps existent. Alors la fonction réelle

C est continue et 0 au pointa,

donc de signe constant dans un voisinage de a« . O son
signe est e produit du signe du m et
du signe de | a base , de :
par rapport a |'orientation de . Le signe
de la fornme est donc constant au voisinage de , Si et

_ signe du systéne de  vecteurs |'est, _
h-dire, le théorene 23, si l|le systeme d orientations

de Vest continu au pointa .
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Renmarque - Si, pour un systéne d' orientations de V,une
forne %Ilf'férentiel le réelle w de degré n . définie surV,
est telle que, en chaque point x deV , le m-covecteur w(x)
sur T(x; V) soit 20 (voir définition d un n-covecteur

> 0 page ), on éerira w 2 0 . Cette notion de
signe d'une forne différentielle de degré maximum m sur une
variété V de dinension n,n'a de sens que, par rapport &

un systene d' orientations de V.

1 e e el e I

On obtient une ceinture habituelle en partant d'un rectan-
gle ABB A , €t en unissant les deux cOtés extrénes

AB et A’B’ | Avenant sur Aet B venant sur B' .

La ceinture de Mbius est tordue; elle s'obtient bien
en unissant |les deux bords extrémes comme _précédement,
mais aprés avoir tordu la ceinture, c'est-a-dire en unissant
A aB'et B & A, M venant sur Msi AM = B'M' . On peut

e . . . o0
d_efl nir une telle csel nture come surface de classe C et
dimension 2 dans TR*®.

e . X
- 4 \/

On prendra pour cercle noyen de 2Ia ceinture, le cercle T
éfini par les équations =2, 1}2 =a, 9%=0, 6 et déquations

paramétriques 5 = a cvd , Yy = asim g ’}=0

En appelant m(¢)=mle point correspondant au paranetre
de ce cercle, on définira sur la ceinture une fibre, seghent

ouvert de longueur £ < a-, perpendiculaire au cercle noyen,
par la fornule

(v1,5;3) M(&.P,p) = m(({))—()AmiP—a+Pcoo—giz -1 <() <4 ,

2 ER



<étant | e vecteur de | ' axe des et | e vect eur

unitaire de |'axe j . Pour , ce
segment est vertical; quand augnmente, il "tourne autour
de la tangente au cercle noyen', de |'angle exact enent
quand revient a sa position initiale, avec , le

segment est aussi revenu dans sa position initiale, mais
s'est "retourne".

Ceci donne la représentation paramétrique de la ceinture
de par les fornules

donnés, < { < a

On renarque bien que, ' on change
on retombe sur le néne point de la ceinture. La
représentation est donc une "représentation

_ inmpropre"; mals, localenent, c'est une repre-
sentation parametrique vraie, au sens du chapitre III,
a faire varier
, défini par
définit un
“, de sur un ouvert de la

ceinture. Il nous suffit de démontrer que |'application
de en n'inporte qu

pour avoir prouve que la repr

est vraie.

O la de la formle par rapport &
nous donne
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elle nous nontre, comme il était évident, que le vecteur
DM est # O (ses conposantes sur 2 axes rectangu-
Ialges sont-4m rR e jamai s simultanément nulles),
et dirigé suivant le segment nobile. La dérivation par
rapport a ¢ donne

(V|,5;6) W - ( ()/SVYU )dLF zm?u,-.z_./jm.z_es
On vérifie bien, comme on pouvait le voir geonmétriquenent,
que | e vecteur obtenu %ﬂ- est perpendiculaire au précé-
dent (c'est immédiat, en utilisant le fait que W,u, 5
sont 2 & 2 orthogonaux), et, dautre part, qu'il" gst +0,

—

pui sque ses conposantes  surlet e ne sont jamai s
simul tanénent nulles,
Ainsi les vecteurs -m ’ %— , sont bien indépendants,

et la représentation pararretrlque ® est vraie; la cein-
ture de Mobius est bien une surface de dinension 2 et de

classe (® dans R?®

Théoreme 23 bis - La ceinture de Mbius n'est pas orientable -

Dénonstration - Nous allons nméne nontrer qu'il n'existe
pas de systene € d'orientations de V dont la restric-
tion au cercle moyen T soit continue {c est-a-dire qui
varie continuenent Te Tong de T" ). Supposons qu'il existe
un tel systéme ¢, nontrons qu on en déduit une contradic-
tion.

Considérons la carte ¢ ci-dessus correspondant a

—

| ' ouvert Q{, . Aors M| ‘M , forment un systéne

de 2 champs continus de vecteurspindépendants sur <b((7’)

par rapport au systene ¢ dorientations de V , supposeé
continu sur la courbe connexe T n ®((O), il doit donc

avoir un signe_constant (théoreme 22). Autrenent dit, la
base M ) M , au point M(¢,0), aun signe

LAY

constant lorsque { varie dans |'intervalle ¢ - T <¢< @ +m.

Comme est quelconque, elle a un signe constant pour ¢
reel . ceci est inpossible, car M(g+2m,0) = M(¢,0),

l



, les 2 bases correspondant a et
ont des signes opposés. Nous aboutissons donc
bren a une coniradiction. Ceci traduit le fait que, si
|"on _ dorienter la ceinture de en fixant
['orientation en un point : , et en la déeterm nant
ensuite "par suit le cercle 0
un tour (au 0 sur le point
avec une orientation opposée a |'orientation
ce rend inpossible une orientation de V
La ceinture de & d autres propriétés

remarquabl es. Par exenple, si on la coupe |ongitudinal enent
suivant le cercle noyen, elle reste en un seul norceau.

revient encore 2 dire sur V. e«
du cercle est . et nénme connexe par

ce qui serait pas vrai sur une ceinture ordinaire.
Cette propriété est évidente. On trouve en effet facilenent
un chemn joignant. dans | e point au point

. , 0 : il suffit de faire
varier contindment de & de a
passer par 0 , si et ont |e mémesigne;, ou, au

de & , et de a - sans passer

sont de signes contraires.

Exercice- Dénontrer directenent les propriétés précédentes,

sur Ta ceinture de définie comme vari été abstraite.
On considérera le rectangle AB ~;on identifiera les
poi nts de AB & ceux de , en identifiant deux points
M situés respectivenent a la nénme distance de A et
de . On'nontrera qu'on établit facilenent, sur |'ensenble
quotient, wune structure topol ogi que et mémeune structure de
abstraite, de dinmension 2, et de classe p

montrera, d'une part, que le conplénmentaire de 0 0
connexe, et, d autre part, qu'il n'existe pas de systéene
d orientations de la variété, varie continuenent |e

Nat ur el | enent existe au contraire des exenples

nonbreux de variétés orientales. Par exenple une sphere d'un
espace affine euclidien est orientable, les

des orientables. Nous |e dénontrerons plus loin
(corollaire 2 du théoréene 30). On pourra utilement |e dénon-
trer dés maintenant a titre d'exercice.
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el i bl

Théoreme 24 - Toute variété V de cl asse (' sur |le corps des
conplexes € , _est_orientable, et adnet'une_orrentafion

canoni que.

Dénonstration - Soit m la dimension complexe de V , 27
Ssa dinmension réelle. L' espace vectoriel tangent T(x;V)

est un espace vectoriel sur le corps des conplexes, de
di mension conplexe m  ,de dinension réelle 2m D apreés

le théor2me 10, il a donec une orientation canoni que ©(x);
on a donc,sur V, un systéne d'orientations canonique G .
Tout revient a prouver qu'il est continu;, il définira

alors bien une orientation canonique de V.

O, de la néne maniere que dans la remarque qui suit le
theoréme 22, on peut trouver un systene de m chanmps de
vecteurs U, , U,,..., U_,tangents a V, continus au pointa

deV , et partout_jndépendants_’ par rapport au corps des
conplexes. Aors U,, iU, ,U,,tU;,...; Uy, iU, forment U N

1 1!
systéme de 2m chanps de vecteurs tangents, continus au
pointa , partout indépendants par rapport au corps des
réels., Sa classe est partout positive, d apres la défini-
tion mémede |'orientation canonique G(x) de |'espace

conplexe T(x;V) donc elle est de signe constant au
voisinage de a ; d aprés le théoréne 22, |le systeme d' orien-
tations est donc continu au pointa ; et ceci quel que
soit a , ce qui démontre le théorene.

R A

Consi dérons, dans un espace affine E, de dinmension N
sur le corps des réels, une hypersurface 2. de classe C',
c'est-a-dire une variété de classe ¢' , et de dinension

" = N -1, Mus avons une notion intuitive de ce que sont
"l es deux faces" de cette hypersurface. On voit bien par
exenple qu'on pourrait peindre ces deux faces, |'une en

rouge et |'autre en jaune (aucune supériorité n'étant attachée

spécialement & |'une de ces couleurs). Il s'agit naintenant
de donner une signifieation précise & cette notion.

Donnons-nous d' abord un point @ de 2. . Son espace tan-

.4 g
gent T(a; 2) est alors un hyperplan de £ ; donc il
partage £ en deux deni-espaces ouverts; autrenent-dit 11
définit 2 classes dans |'ensenble des vecteurs de E qui
sont transversaux en a & 25 , c'est-a-dire qui ne sont pas

dans T(a; &)



100

[Si |'équation de cet espace tangent est =0,

est une forme ~sur E alors ces deux dem -espaces
seront définis respectivenent | es inequations

et < 0 . Ces deux dem -espaces ouverts sont
donc les Images réciproques, par |'application :
des ouverts >0 et < 0 de , donc ils sont
ouverts dans et aussi dans le conplénentaire de

[ hyperplan. Ce n'est donc pas connexe. Au

contraire, chacun des 2 deni-espaces ouverts est
et mene connexe par arcs. Si en effet deux points Y et z

apparti ennent méne dem - espace, segnent les joint
ne rencontre pas |'hyperplan;, car, F étant linéaire, on a
la relation

= t + (I‘-t) ;1 0 £ [‘; <y

qui prouve que F garde un signe constant sur le segnent
consi dére] .

On dit alors qu'on a orienté transversal enent au
ou |'"on a l'es signes respectifs

deux faces de au pointa , si T"un des deux dem -espaces,
définis par dans | ' espace ,,a été affecté du
signe + et |'autre affecté du un vecteur trans-
ver sal a de la classe positive, on dira aussi "qu'il
traverse vectoriel tangent & en a "dans le
sens positif, ou qu'il est sur la face positive de en

Naturel lement cela revient aussi & dire que |'on considere
| " espace vectoriel quotient de par |'hyperplan

Cet espace vectoriel quotient est un espace a une dinension
sur le corps des réels;, et dire que |'on a

salement Vau point a, c'est dire que I'on a orienté cet
espace vectoriel quotient, au sens antérieur.

On appel I e systene ‘** d'orientations transversal es

, une application qui, a chague point x de , fait
correspondre wune orientation transversale de au
point x . C est donc unefonction définie sur , qui,

en chaque point x , prend sa valeur dans un ensenble

deux él énments (dépendant du point =« a savoir |'ensenble
des deux de |'espace vectoriel quo-
tient de g par

Quand dira-t-on maintenant qu'un systénme d'orientations
transversal es est continu en un a de ?

. Tangentiel et transversal comrencent tous deux par |a

lettre L Nous avons renplacé transversal par normal, et
un systéme d' orientationstangentielles et

un systeme d'orientations transversales ou nornales;

te de normales que s'il y a une structure euclidienne.
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On dit qu' un chanp X de vecteurs de E, définl sur 2,
est transversal, si pour tout point x de Z, X(x) est

transversalh enx a 2., Il existe évidemment des chanps
transversaux continus en un point a de Z . En effet, il

exi ste un voisinage du point aou la variété admet une
équation du type x, = g(oc?_,---,xN) ) g de classe C',
par repport & un référentiel convenable, A ors, dans ce

P

voi sinage, |e chanp de vecteurs canstant égal & &, est
continu et transversal.

Définition. - On dit qu un systéme 9% d' orientations trans-
versales de 2 est continu en un point a_’dg__Z , Si, quel
gue soit le chanp de vecteurs X : x — X(x), défini gur 5,

continu au point a et transversal, le signe du vecteur
X (x),par_rapport & l'orientation transversale 9U(=) ,

est _une fonction continue de x au point a , c'est-&dire
constante dans un voisinage de o .

Théoréme 25 - Si |'on s'est donné sur 3. deux systémes d'orien-
tations transversales continus au point a , Teur rapport
{fonction définie sur > ,partouf égale & + 1 oua -1 *
est_continu au point a, c est-a-dire constant dans un
voi si hage de a .

Réci proquenent, si ce rapport est continu, et si |'un
des deux systénes d'orientations transversales est continu,
il en est de néne de |"autre.

Evi dent .

Corollaire-Si |'hypersurface 3, est connexe, deux systenes
d orienfations transversales de vy , tous les deux continus,
ou bien sont parfout Tdentiques sur Vv , ou bien sont partout.

opposes sur V.

* En un point de V, ce rapport est + 1 si les classes
positives de vecteurs transversaux définis par les 2 sys-
ténes d' orientations transversal es coineident, -1 dans
le cas contraire.



En effet, leur rapport est continu sur et ne peut
prendre que les valeurs -1:  V étant i
est constant.

O _dit | ' hypersurface de est _transversal ement
ori ent abl e, admet  un confrnu d orrentations
transversales: elle est dite transversal enent Sl

un tel systenme est donne.

est connexe, et si_ elle est transversalenent orien-
table: elle adnet deux orientations transversales possibles,
|"une & |'autre, et une orientation transversale

de est entiérement fixée par ['orientation transversale
en un point particulier de *
Donnons mai ntenant quel ques théorémes sur |'orientation

transversale des hypersurfaces par ['orientation de leurs
normal es dans un espace affine euclidien.

26 - une hypersurface de cl asse un
espace affine euclidien £ . Pour tout point a .
existe, dans un voisinage de a sur , un continu
de vecteurs unifaires nornmaux.

Un systéne d' orientations est

nu au point a , si et seulement si un tel a un si ne
constant dans un voisina e de , ort a 1 orientation

transversal e

Dénonstration - Daprées le corollaire du bis du
chapitre IIT, existe un voisinage de | " hypersurface
est définie par une équation normale = o , ou est
une fonction de classe C | e chanp de vecteurs
défini par = _—  est un chanp continu de
vecteurs unitaires normaux. Si un systene d'orientations
transversal es au voi sinage de a, alors,
dapres la _ méme, un tel chanp, qui est continu,
doit avoir un signe constant un voi si nage de , par

* L'orientation tan d' une vue

ment, est une t i la _ peut étre
abstraite. L'orientation transversale est relative & la
situation de la dans |'espace ambiant. On peut

mner les 2 faces d une courbe dans le plan; mals pas d' une
courbe dans , ni dune courbe abstraite.
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rapport & 9% . Réciproquenent, supposons qu'un tel chanp ait
un si gne constant au voisinage de a , par rapport & un
systéne d'orientations transversales 9L de 2. au voisinage
dea . Soit X n'inporte quel chanmp transversal continu defi-
ni dans un voisinage de a. Aors le produit scalaire

(X (= [ —v’(x)) est continu en a; il est toujours # 0 , donc

son signe est constant au voisinage de a , ce qui signifie
que, au voisinage du point a, X (x) €t J¢x) ont, ou toujours
le néme signe, ou toujours des signes contraires, par rapport
a ninporte quel systéme d'orientations transversales, continu
ou non. Si alors |e systeme d'orientations% considéré est

tel que le chanp v ait un signe constant au voisinage de « ,
i1 en est de nméme du chanp X , et ceci, d aprés la définition,
entraftne que le systene d orientations transversales considéré

soit continu au point a .

Corollaire 1 - Pour qu'un systéme Ji _d orientations transver-
sales de & soit continu en un point a, Il faut et 1l suffit
que |l e chanp ‘\7"+ des vecteurs unitaires nornaux a x ,
positifs par rapport & 9,soit continu au point « .

En effet, si le chanp des vecteurs unitaires nornaux,
positif pour% est continu en a,nous avons un chanp continu
de vecteurs unitaires normaux qui est de signe constant,
donc JL est continue en a . Réciproguenent, supposons que
l e systeme% d' ori entations transversales soit continu ena ;
nous avons vu qu'il existe un champYde vecteurs unitaires
normaux continu; ce chanp garde donc un signe constant par
rapport & au voisinage de a ; donc le chanp des vecteurs
unitaires normaux positifs est, ou bien celui-la, ou bien
son opposé, et il est bien encore continu au point a .

Corollaire 2 - Pour que |'hypersurface 2. de |'espace eucli-
dien E soit transversalenent orientable, 1|l faut et 11
suffit qu il existe sur 3> un champ continu de vecteurs uni-
Talres normaux., S1 > est transversalement orientée, le champ
de vecfeurs unitaires normaux, positifs pour 1 orientation
Transversale, est continu.

S en effet il existe un chanp continu v de
vecteurs unitaires normaux , et si, en chaque point

« de la variété, nous fixong |'orientation transver-
sal e N(xyde facon que | e vecteur v(x) soit positif pour

Jb(x) , LL résulte du théoréme que le systéene 90 d'orienta-
tions ainsi défini est continu, donc que 2>, est transversale-
ment orientable.
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Réci proquenent,  si est transversalenent orientée, le

chanp des vecteurs unitaires normaux positifs est bien continu,
d' apres corollaire

Corollaire - Toute hypersurface de cl asse d' un espace
affine E de dinension finie, définie globalenent par une
seul e équation nornale = 0, de cl asse dans E

est transversalenent orientable. Toute hypersurface fermée
de classe dun espace affine est (ransversalement orienta-
ble. L[es sphéres d un espace euclidien sont transversal ement
orientables.

Dans |a hypot hese, ~existe, si |l'on nmet sur E
une structure euclidienne arbitraire,
vecteurs unitaires normaux, & savoir

suffit donc d' appliquer le corollaire 2.

Nous avons vu (Cours de di vi si on, page remar -
que ¥ que toute hypersurface fermée de classe C pou-
vait étre définie par une seule équation nornmale; elle est
donc toujours transversalement orientable. On dénontre que
le résultat subsiste pour la classe

~ Les. _ d'un espace euclidien et  quadriques
oint singulier) sont transversalenent orientables,
es ont une équation normale. Pour |a sphére d'équation

- - = 0, |l e chanp comre précédenment
est x —  » champ nornmal "sortant", dirigé
suivant |le prolongement du rayon vecteur Issu du centre. On

dit encore qu'on a orienté transversalement |a sphere de
que les vecteurs sortants soient positifs.

Corollaire 4 - un systéene d'orientations transversa-
'es sur une hypersurface d" un espace affine quel conque

de . S, au voisinage du point a , Il existe au
moins un chanp particulier continu de vecteurs transversaux,
qui soit de signe constant au voisinage de a par_rapport

[e systene est continu au pointa

Dénonstration - Fi xons- nous arbitrairenment sur une struc-
fure euclidienne, par exenple en identifiant E a l e
choix d un référentiel. Soit un champ continu de vecteurs
unitaires de a . l e signe du pro-
duit scalaire est lui-nénme continu, et par

* || s'agit Ib dun résultat tres difficile & démontrer

et nous |'avons adnis .
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quent, conme nous |'avons ddja vu dans e theoreme, le

chanp X et le chanp v sont, ou toujours de méne signe,

ou toujours de signe contraire, par rapport a n'inporte quel
systeme d'orientations transversales, continu ou non, au
voisinage de a . Miis comme |e chanmp X est de signe constant
par rapport a9 au voisinage de a, il en est de néne du chanp

v et le théoreme nous dit bien que le systene 90 d orien-
tations transversales est continu au point a .

Remar que - Quand on parle, en physique, des 2 faces d' une
hypersurface connexe > d'un espace euclidien, on imgine

que Z est 'épaisse", autrenment dit on lui substitue un
volunme 4L linté par 2 hypersurfaces X', 22" "paralléles

a 2, ", obtenues en portant, sur |a normale a 2. en chaque
pointa, de 2., 2 petits vecteurs * &£V (a) , de part

et d autre de ce point. Localement, il n'y a pas de diffi-

culté * . Mais, globalenent, est-il sur que 3'et Z" soient
bien "distinctes" ? Hles le sont, autrenent dit le bord de
AL a bien 2 conposantes connexes et non 1 seule, si et seule-
nment si2, _est transversalenent orientable. Si elle ne |'est
pas, a + £vy(a) et a - ¢V(a) peuvent étre joints par un

chenmin (ne restant pas au voi sinage de a ),

Nous avons ici renplace |'épaisseur de QL . ptoJ'étude
des points & ¢ J(a), par |'étude plus commode du
chanp des normales Vy .

P 1 S

Nous allons donner une autre deéfinition des deux faces
d une hypersurface de E en faisant appel, de maniere plus
directe, au partage de |'espace en deux régions par 1'hyper-
surface.

Supposons, pour fixer les idées, que 2 soit sinplenent
une sphére de |'espace euclidien. Alors elle partage |'espace
E en deux reéglons, appelées communénent, de fagon_assez

inpropre, |'intérieur et |'extérieur de la sphere. On peut
alors dire que les deux faces de la sphere sont d'une part
celle qui 'regarde vers |'intérieur', et d autre part celle

qui "regarde vers |'extérieur". Miis, bien évidemrent, cette
situation ne se présentera pas dans le cas général.

* Encore faut-il que les points o % &€ Y(x) décrivent

bien des variétés. On le dénontre, si 2. est conpacte de
classe ¢? .
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Supposons, par exenple, que, dans le

face soit |le segnent ouvert J de | " axe
est bien evident que cette hypersurface est encore trans-
versal enent orientable, mais ne partage pas |'espace en

deux regions, et la nethode enployée pour |es spheres ne
peut plus réussir.

Par contre, localenent, un tel segment partage encore
| " espace en deux autrenment dit, si prend un
poi nt quel conque du segment 1 consi déré, et un
petit voisinage de ce point, ce petit voisinage est bien,
s'il est convenablement choisi, partagé par le segnent en
deux régions.

- On dit qu'un es
par un ensenbl e

SI Te conplenentalire de a connexes; et ce
sont ces conposantes connexes | es
défini es dans E . Dans-les nous
consi dérer, sera |ocal ement connexe espace affine norné
ou ouvert d'un espace affine normé, varieté), et Asera
fermé dans . Dans ce cas, est ouvert dans E , et
| ocal enent connexe; alors nous avons vu, dans |es conplénents
de topologie sur |es espaces connexes (théorénes et
remar que le suit) que chaque conposante connexe de
est ouverte dans donc dans E pui sque A est ou-
verte dans ; alors revient a dire que est
réuni on de parties non vides, ouvertes, connexes, disjoin-
tes.

Théorene 27 - une hypersurface de classe C dans E
Quel que soit le point a de il existe un voisinage
ouvert a E, sui vantes :

est honkonor phe uns boul e ouverte;

est ferme |l e partage en 2 réglons
; chaque point de est adhérent & chacune
de ces'2 *
dans une nor mal e 0
les 2 régions sont respectivenent définies par |es
>0, 0.

O est bon d'avoir derniére S
considérons 1 ensenble ferné A
de la figure, il partage le plan
en 2 opwxomes MAIS il y a des
points de A , qui ne sont

adhérents qu a une de ces 2 régions.
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Dénonstration - Daprés le corollaire 2 bis du théorene
32 du chapitre IIl, il existe un ('-difféomorphisme ¢

d' un ouvert (Y de BN sur un voisinage $(0) de a dans E,
de maniére que S n P@)soit I'imge par @ de |'intersec-

tion de ¢ avec |'hyperplan w, = 0 . Si alors ¢@)=a,

il suffira de choisir dans ( une boule ouverte de centreo:
c'est bien un ouvert de 6 , partage par |'hyperplan w, = 0
en deux régions.

Si alors on prend pour 4 |'inage de cette boule par @ ,
on a bien, puisque & est un homéonorphisne, un ouvert
répondant a la question. La fonction est ici la transfor-
mée par ¢ de la fonction w — w, suf RN, c'est donc

&,x_) - lére coordonnée de @ ‘(x) .

Voici Mai Nt enant un théoréne global, valable quand 2. est
f er mee.

;
Théorénme 28 - Toute hypersurface fermée non vide 3. , de clkasse C
d un espace affine £, le partage en au moins 2 régions, et

exactement 2 si_ 5" est connexe.

Dénonstrati on =

1°/ Nous adnettrons que () = C >% a au noins 2 régions.



contre, est relativenent sinple de voir que,

est connexe, il y a au plus 2 régions. en effet
| es conposantes connexes de - .

Mont r ons | " ensenbl e des points , qui sont
adhérents a 1 une d' entre elles , est a la fois
ouvert et ferné dans . Il est évidenment ferngé :
puisqu' il est I'intersection de avec |'ensenmble ferme

de Montrons qu'il est ouvert dans . soit

en effet un poi nt adhérent a . Soit

un voi sinage de a dans £, ayant les proPriét és indiquées
au 27. Puisque a adhére a , |'un au noins
des 2 ouverts , , rencontre ; Si, par exenple

rencontre u est de 2 parties
connexes d'intersection non vide, donc est connexe d' apreés
l e bi s des conpl énents de topol ogie surles
espaces connexes. Mis est une conposante connexe
de , donc, il ne peut exister aucune partie de :
connexe, strictement plus grande que ; donc

_ C . Mals alors tous

3

les points voisins de a (ceux de n ) sont adhé-

\

rents a , donc a

Comme al ors est supposé connexe, tout point
est a , OU aucun poi nt de

Mai s est inpossible ne soit adhérent a
aucun point de . Soit en effet un point de )

on sait D vi sion, page gu'il existe un point a;
, dont la distance a est mnim. Aors le
segnent , et sont connexes, d'intersection

non vide puisqu'ils donc encore une fois
| eur est connexe, et, encore une fois parce que
est une conposante connexe de , On a nécessairenent
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la, ,mbl cC Q. . Mis alors a; € X est adhérent

a Jai, myi] ,doncéd L, . Op en déduit que tout
ouvert Q. est adhérent & chacme point de .

Mais un point de > ne peut pas étre adhérent a plus
de deux de ces ouverts. En reprenant en effet un point a
de 22 et 1'ouvert A déja considéré, partagé par X AV

en 2 ouverts 4, , 4, , nous avons vu que, sia adhére a

L , Lun au moins des ouverts AU, , @, , est tout entier
dans (), , ce qui nontre bien notre assertion.

Finalenment, un point a de 2, adhdre a tout £, , mais ne

peut adhérer & plus de 2 d'entre eux; donc il n'y a pas
plus de deux regions dansa . Ainsi le théoréme est dénon-
tré.

Remarques - 1°/ On peut étendre le théoreme a des hyper-
surfaces non difféerentiables, mis c'est encore plus déli-
cat.

Par exenple, un ensenble d un espace affine £ de dimen-
sion. N , homdanmv.nhe. a une sphere de RN , sans condition
de différentiabilité, partage £ en 2 reégions (pourN=z2,
c'est Te théoreme de Jordan : une "courbe fernée, sans point
double", c'est-a-dire un ensenble homéonorphe a un cercle,
partage le plan en 2 régions; pour N=3,cCc est le théoréne
de Lebesgue?

2°/51 Y, n'est pas fermée, son conpl énentaire
dans E peut étre connexe. Cest le cas, par exenple, S, 2
est le segment ouvert 30,1[ de ["axe réel dans R*.

2°/ 81 2, connexe, n'est pas conpacte (par
exenple si c'est un hyperplan) aucune des régions définie
par >, n'est privilégiée par rapport a |'autre.

Mai s supposons >, connexe conpacte dans E . Al ors 2 est
bornée. Soit B une boule fernée contenant >, . Le com-
Elémentaire de B est un ouvert connexe de e, sans point
commun avec 2 , donc tout entier dans |'une des 2 régions
Q, , L, , définies par 2 dans E; soit (), cette région.

Elle est indépendante du choix de la boule B . Si en effet
B' était une autre boule fernmée contenant 2> , et Si [: B’

était contenu dans £y, on voit que, si B" était une
boule fermée contenant a la fois B et B', (B" devrait
étre a la fois dans £, et L, , ce qui serait absurde.
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La région s' appellera région des points & I'"infini,
ou conposante connexe de T'infini dans
est pui sque Contenue dans
toute boule cont enant

Oientation transversale d une hypersurface et partage de |'es-

pace en
Il nous est possible naintenant de . une nouvel l e
sorte transversales, & |'aide des deux régions
par | ocal ement dans
Définition - hypersurface de classe d' un
espace affine , et un ouvert de E, tel que n
soit fernée, et qui partagé par en deux régions
et . un poi nt de , adhérent & la fols a
et . On vect eur , transversal

, est rentrant par rapport & la ,
S est le vecteur "vitesse Initiale pour une trajectoire

de classe , t , entiérenent
située dans | a région de pour L >0 , avec =
est une de classe C" , rappel ons
vecteur vitesse en un point [ est vect eur :
on suppose donc a, = Un vecteur
sortant par rapport & est, par définition. un vecteur
rentrant dans n'est pas évident qu' un vecteur trans-
versal ne puisse pas €étre & la fois sortant et rentrant, ou
aucun des deux . Nous le verrons plus loin, 29,
Voici une autre des vecteurs rentrants et
sortants
Théor ene 29 - une hypersurface de cl asse d' un espace
affine E. un point de __un volsinage ouvert
ayant |es dans le 27.
Pour vecteur transversal? en un point 2 n
soit rentrant dans : faut et Il suffit que, pour t » ©

assez petit, soit dans
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2°/ 81 fxy=0 est une équation normale deS dans U, telle

que ¥, soit définie par |'inéquation ,ﬁ(x) -0 , un vecteur
X est transversal enxweX n% _et rentrant dans ¥, , si
-—p

et seulement si f'(x) . X > 0.

o -
3°/81 X est transversal en x , rentrant dans “\71 , alors, pour
t out e fonction({) réelle, de classe (' , définie dans @ ,

nulle sur 2, > 0 sur Y, , onaq(w).S(';O. Récipro-
quement_si X _est transversal et si, pour_une fonction ¢

—tp
particuliére de ce type, on a Q(x) . X >0, X est

rentrant dans GU1 en x .

4°/ En chaque point x de 2, n U, 1'ensemble des vecteurs trans-

versaux rentrants dans 9, et |'ensenble des vecteurs trans-
versaux rentrant dans 4, sont exactement les 2 classes de
vecteurs transversaux deéfinies par ['hyperplan T(x, 3)

-—n
dang & . S on appelle positive la classe des vecteurs

rentrants dans ay, , v definit sur 2% A 4 un systene
continu d’ orientations t ransver sal es.

Démonstration = 1°) a) - Soit 3(’ un vecteur transversal
en x &2 , tel que x+t X soit dans °U'1 pour t > 0.

Alors nous avons une trajectoire dans ‘U1 , conforménent §

la deéfinition_preécédente, dont X est la vitesse initial e,
de sorte que X est bien rentrant dans Y, . Nous verrons la
réciprogue tout a |'heure.

3°) &) - 51X est transversal en x & 2,
rentrant dans Y, , et si ¢ est de classe ¢' nulle sur 2,2

dansGU montrons que ('(x) . X =0 . SoitM une trajec-
toire dans °U1 , dont X soit la vitesse initiale. Alors o M
est > 0 pour t > 0, nulle pour t = o ., de classe C';
donc sa dérivée pour t =0 est >0 ; or, d apres

l e théorene des fonctions conposées, c'est justenent q?(ac) X

2°) a) - La fonction{ est une fonction

t{? particuliére. Donc, Si X est transversal rentrant en x
dans ¥, , on a nécessairement §'(x) . X >0 ;mls

f(oc) .Y = 0 est |'équation de |'espace vectoriel
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tangent, Ol X ne pas puisqu'il est supposé trans-
versal, donc .oX >0
- Réci proquenent, un vec-

teur tel que >p . Aors |la fonction

est de cl asse , nulle pour t - 0O , de déri-
vée >0 pour t =0 ; donc elle est > o
t > 0 assez petit. Donc le point o est dans
pour t >0 assez petit, donc, d' apreés a), est
rentrant dans . Ainsi est dénontré.

_ En changeant en en- on
voit. d' apres que tout vecteur transversal est, ou
bien rentrant dans rentrant dans deux
propriétés s'excluant X est rentrant en dans

dans ) si >0 < 0 L' ensem
ble des vecteurs transversaux rentrant dans et
des vecteurs transversaux Entrant dans sont |es deux
dem - espaces définis par ) dans , pui sque

x ; ) a pour équation =

Appelons positive la classe des vecteurs transversaux ren-

trant dans , qui un systeme% d' orientations
transversales. Si X : , est un chanp continu de
vecteurs transversaux, . est une fonction
réelle continue sur n , o] , donc de signe
constant au voi sinage de chaque point; prouve que

est de signe constant ; donc est continu, et

est dénontré.

b) - est rentrant en g dans ,
on a : >0 d' apreés a). Donc est
dans >0 assez petit, d apres ce qui a été
dénmontré & . Ceci achéve de denontrer

- Soit une fonction réelle de
cl asse , hulle n , 0 , et telle
que . X >0 est transversal * ; donc

est rentrant dans , d'apreés dans le
second cas, on aurait, d apreées a) , o
* (n d ailleurs facilenent que

oblige X &
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, “ >
§ qui est contraire a 1 hypothése; donc X est rentrant dansOUU
et ceci achéve la dénonstration de 3°/ et du théoreéne.

Remarque 1") - s1 Y est un ouvert quel conque de £ , dans
lequel = A QD soit fernée, et qui soit partagé par 2 AU

en 2 reégions v, ., ¥, , & chacune desquelles adhere tout
point de > A 9@ , tout ce qui est dit dans 1°) 3") 4°) du
théoreme reste exact; et il en est de nméne de 2°) s'il

exi ste une équation nornale f(ao) =0 de 2 n9 dans 4.

Supposons que E soit euclidien, et que 2 soit une
sphére d équation normale [x - 0~ R*:=0. on convi ent

d' appeler "région intérieure" de E - 2. celle qui contient
le centre 0 , et "région extérieure" |'autre; leurs équa-

tions respectives sont ||x-0° < R* et |[x-0]" > R’.

On convient d' appeler vecteurs sortants (resp. rentrants),
en un point de la sphére ceux qui sont sortants (resp.
rentrants) par rapport & la région intérieure. On appelle
orientation transversale canonique de la sphére celle pour
laquel le les vecteurs sortants sont positifs.

2°) si X, est une hypersurface fermée connexe
de E , elle le partage en 2 régions (), , Q, (théoreme
28) ; 5> est donc transversalement orientable, et on pourra,
par exenple, appeler positifs |es vecteurs transversaux
rentrant dans 4k, . On retrouve ainsi le corollaire 3du
théoréeme 26. sSi 3 est conpacte, |a remarque 3°)page 126
nous nontre que £, et &, ne jouent pas le méme réle,{l,
étant la région intérieure (ou bornee) et £, la région
extérieure (ou région de I'infini). On pourra donc, avec
la renmarque 1°), définirune orientation transversale
privil égi ée de 3, : celle pour [aquelle 1les vecteurs

rentrants par rapport a £}, ou sortants par rapport a4 Q, ,
qu' on appellera sinplement |es vecteurs sortants, sont

positifs,

Relation entre |'orientation transversale et |[|'orientation
tangentielle -

Théoréne 30 - Pour qu'une hypersurface >, d' un espace affine
soit orientable, il faut et il suffit qu'elle SOit trans-
versalenent  orrentable. SI, de prus, 1'eSpace€ E _est orienteée,
iT definit une correspondancé canoni que enire |es—orrentations
rtangentielTes de y , et Ses orientations transversal es.
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Dénonstration - NOUS pouvons supposer tout de suite E
orienté. Considérons alors un systene d orientations
tangentielles de V.

On en déduit un

comre suit. Nous dirons qu'un vecteur transversal en x
est positif (resp. négatif) si, pour une base
, positive , |l a base

de E est positive (resp. pour |'orientation
Si cette est vraie pour une base positive particu-
liere de , €elle est vraie pour toute autre base
posi tive.

En effet, u: est une base de
et : : e e une autre base, |e déterm nant
de par rapport U est égal a celui de |la base
de par rapport & |a base . Ansi la
définition que nous venons donner est indépendante de la

base positive choisie dans

Ce que nous venons de définir est bien une orientation

transversal e de au poi nt Si en effet est un
autre vecteur transversal quelconque au point «x on peut

. — -
écrire Y= X+ + U ;alors Y et X sont

. ’ . . l

ou non dans le néne dem -espace défini dans E par
sui vant que est > 0 ; n'est autre
que le du systénme de vecteurs vy,
par rapport a | a base , . Donc tous |es'
vecteurs d' un des deux dem -espaces sont du nméne signe pour
la classification _ et deux vecteurs de _
ces sont designes contraires, ce qui prouve bien
ue nous venons de la une orientation transversale
e V au et par conséquent un systéne%d orienta -

I nversenent, Si nous partons d'un

transversal es de , hous pourrons dire qu' une
de , est positive, si la
est positive par rapport a |'orientation de , lorsque

est un vecteur transversal positif par rapport a
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Un raisonnement anal ogue au précédent-nontre que cette
définition est Indépendante du choix de X , positif pour
%_(x), et que nous venons bien de définir la une orien-
tation tangentielle de ¥, au point x , donc un systéne ¢
d orientations tangentielles. En outre les correspondan-

ces ¢ — 9 et N —» ¢ sont réciproques |'une
de |'autre; et, si X est transversal en x & ¥ , et si
u,, Uz,...,UN_1 est une base de T(x; 20) , le signe

de Y U Uy ,o.c; Uy_,  pour |'orientation de E , est
le prodwt du signe de X pour 9U(x) par le signe de
U1 ? Uz prevy U N-1 pOUI’ ﬁ(x)

Il nous reste & nontrer que, sSi un systene ¢ d orien-
tations tangentielles est continu, le systéeme associé 9
d orientations transversales est continu, et vice-versa.
O, au voisinage d'un point a de 2. , LL est possible de
trouver un systéme de N-1 chanps de vecteurs tangents a
la variété, continug,indépendants en tcut point de |a
vari été, soit x — Ux), ©=12,., NI; il est possible

aussi de trouver un chanp contlnu de vecteurs transversaux
x> X(x) . Aors le systéme de vecteurs X(x), U, (), Uu

est un systene de N chanps de vecteurs |ndépendants, et
continus en a . n resulte que son signe, par rapport

a |'orientation de—E f. congfant au vol sinage de a, ,
et, en changeant, si necessaire, de signe, le champ ¥ ,
on peut supposer qu'il est constamment positif au voisina-
ge de a par rapport a |'orientation choisie dans T .11
resulte alors de ce que nous venons de voir que le signe
du systéme des N - 1 vecteurs U,(x), Uy=y,..., U, .4(X),par
rapport a |'orientation tangentielle c(’,(x),est Ie mene

que le signe du vecteur X«x) par rapport & l'orienta-
tion transversale associée 9L¢x) . O ce premer signe
est constant au voisinage de a , si et seulenent si le
systeme ¢ dorientations tangentielles est continu ena.,
d apres le théoréme 22, et |e deuxiéne signe est constant
au voisinage de a , si et seulement si le systeme 90 d' orien-
tations transversales est continu en o , d aprés le corol-
laire 4 théoréme 26.Donc € est continu, si et seul ement si
Jb est continu. Ceci fournit bien |es conclusions de

| ' énoncé.

(x)

1

Remarques  1°) Si nous considérons, comme hypersurface z,
"hyperplan x; = 0 |'orientation de cefte variéte,

dans |aquelle le systkme de vecteurs 22,..., ey 5 bst
pOSItIf est en correspondance avec 1l'orientation transver-

sale ol le chanp de vecteurs e  est positif.
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Si nous mai ntenant comme hyper surf ace,
= 0 , I|'orientation dans laquelle le systene
de : est positif, est en
pondance |"orientation transversale ou le de
vecteurs est positif.

= , une base de

yert

. =h . . . ’ ’ . .
. Si est euclidien orienté, on peut définir un

produit vectoriel RES 11).
qui est normal en x a . Dautre part, la base
est positive pour |'orientation de - Donc. U
est une orientation tangentielle, et
__si est positif pour |'orientation transversale

associ ée.

Soi ent une carte de la variété, dont |'inmge recouvre
l e , avec = a , un systene

Le systene des vecteurs i = N-i,

est |'inmage, par , du systeme des de la base
canoni que

~est la fonction associée (page 88) au
d orientations tangentielles

Donc le produit vectoriel de ces vecteurs est du méne signe
par rapport |"orientation transversale associée; autrenent
dit, 1 orientation transversale% associée a une orientation
tangentiell e donnée celle pour laquelle le vecteur

est un vecteur normal, touts carte et tout

3) Consi dérons le cas particulier de la
dimension N = 1, et soit ¢ un point de E, come
hypersurface. La correspondance entre orientations tangentiel-
les et transversales se définira conventionnellement come
sui t.
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Oienter ¢ , tangentiellement, c'est |'affecter du signe +
ou du signe - ; % orienter transversalement, c'est onner
les signes-+ et -~ aux deux dem-droites définies par |'ori-
gine dans £ , c'est-a-dire sinplenent orienter £. Si

al ors on suppose £ nuni d'une orientati on donnée, nous
établirons la correspondance entre |'orientatioo..da ¢ ,
dans laquelle 11 est affecté du signe + et 1l'orientation
transversale de ¢ , qui corresponde & |'orientation donnée

de E .

Corollaire 1 - La ceinture de Mbius n'est pas transversa-
[ement orientable dansIR3.

En effet, nous avons vu qu elle n'est pas orientable
(théoréme 23 bhis). On ne peut donc pas "fixer les deux
faces" de cette ceinture. La ceinture de Mbius est une
hypersurface de JR®, "a uné seule face".Si, par exenple,
on part du point ¢y =0, p=0 , et qu' on appelle face
positive, en ce point,celle qui est tournée vers |'origine,
si I'on fait varier 4 continuenent, et qu' on revienne a
| "origine avec les paranetres ( = 271, g =0 I a

face positive, suivie par continuité, est devenue celle qui
regarde en sens Inverse de |'origine. En un point donné,il
y a bien toujours 2 faces, mais pas globalenent, puisqu' on
peut passer continuenent de |'une des faces en un point a
|"autre face au néne point, en se déplacant sur la surface *

Corollaire 2 - Toute hypersurface de cl asse C1 d'un espace
affine de dinension finie, définie tout entiére par une
équation mormalle J(x) = o, est orientable. —Feutehypersurfa-
ce fernee de classe C' d'un espace affine de dimension finie
est orientable, Les spheres d'un espace affine euclidien de
dinmension finie sont orientables.

* On dit gqu' un barbu, ne sachant s il devait, la nuit,
mettre sa barbe sur ou sous le drap, s'est acheté un drap
en ceinture de Mbius, donc n'ayant qu'un seul cO6té. Visi-
blement, c'est 1& une solution inexacte du problene, car la
barbe ne couvre pas la totalité du drap, et, _|localenent,
c'est-a-dire au voisinage d un point, toute hypersurface est
transversal ement orientable, et a toujours 2 faces



suffit d appliquer le corollaire du théoréene = .

En particulier, si est "ne hypersurface conpacte de
C, admet "ne orientation transversale privilégiée
(ou les vecteurs sortants sont positifs. remarque 2') page
donc "ne orientation tangentielle privilégiée, si
E est orienté. Daprés la définition de |a correspondance

entre orientations transversale et tangentielle dans
la dénonstration du théorene, on voit qu' un systéne de N
vecteurs tangents en un point de et est
positif pour cette orientation si, quand on
fait précéder ce systene de vecteurs par un vecteur "sortant:'
on obtient hase positive pour |'orientation de

Si, en particulier, on fait Nn= 2, cela redonne bien |'orien-
tation "directe" habituelle d une courbe conpacte de

dans un plan |"orientation "directe" du cercle
trigononétri que

Remar ques En résumant |le théorene 28 |e
~ théorene 26, et le corollaire 2 du on
voit que toute fermée, connexe, de cl asse
, d'un espace affine g de dI finie, Te partage
en 2 et est tangentiellement et transversal ement
orientable. €St com acteé [es 2 régions jouent des
— (res différents 1 "ne des deux est i a
"ne orientation transversale canoni que (vecteurs so_t_xt_r ants

et "ne orientation tan,
est oriente.

Se donner "ne orientation tangentielle
d' une courbe de classe est se donner un sens de
parcours de cette courbe. On considérera come sens de
parcours positif celui pour |equel, en chaque point, le
vecteur vitesse, s'il est , est positif pour
['orientation en ce point.

* La ceinture de Mbius, par

fermée (on a pris une stricte

Si on avait pris une | arge - -

n"aurait plus eu une il y aurait eu un "bord").

Mais il peut naturellenent exister, dans un espace affine
de dinension N des variétés fermées et néme conpactes,

de < 1 (donc qui ne soient pas des

surfaces), non orientables.
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3°/ Qrienter une variété V a deux di nensions,
c'est se donner un sens de parcours pour |es courbes
conpactes, au Vol S nage de chague point. En effet, sI,
ar exenple, nous prenons une structure euclidienne dans
‘espace anmbiant £, la projection orthogonale de la
vari été sur son sous-espace tangent au point « , restreinte
a un voi sinage9 assez petit de a , est C'-difféomorphisme;
par conséquent un sens de parcours sur |es courbes conpactes
de la variété, contenuesdans |e voisinage ¥ dupoint a,est
équivalent a un sens de parcours sur leur projection dans
le plan tangent en a a la variété. O, d aprés |'orientation
de Vv, le plan tangent est précisénent muni d' une orienta-
tion, et nous venons de voir qu' une orientation d un plan
oriente ses courbes conpactes,donc définit sur elles un
sens de parcours ¥ .

4°/ Soit V une variété de.classe £, de
di nension m et >, une hypersurface, c'est-a-dire une
sous-variété'de dinension n- 1, de classe (' , de V.
Alors tous les résultats |ocaux dénontrés depuis e
t héoreme 25 subsistent. Si Vest orientable, 3"  est
tangentiellenent orientable, si et seu:.ement si elle |'est
transversalenent; si V est orientée, il y a correspondance
bi univoque entre les orientations tangentielles de 3 et
ses orientations transversales.

Mais |les théorémes globaux d'orientation ou de partage
en réglons ne subsistent pas. Si X est fermée dans v ,
elle peut trés bien avoir un complémentaire connexe. Par
exenple, sur un tore, un cercle paralléle ou un cercle
meridien est une hypersurface conpacte qui ne partage pas

le tore en plusieurs réglons ; il en est de méne du cercle
noyen dans la ceinture de Mbius (voir page 98 ). Dans
le conplémentaire V de |'origine dans R?! , une demi-

droite Issue de |'origine est une hypersurface fermée, qui
ne partage pas V en plusieurs régions. Dans chacun de ces
cas, |"hypersurface n est pas définissable par une seule
équation normale £(x) = 0 (sans quoi, come |'a prouvé

| a dénonstration du théoréme 28,elle partagerait Ven au
moins 2 régions) ; le cercle moyen de la ceinture de
Mobius est tangentiellenment orientable, mis non transver-
sal ement. Les théorémes gl obaux énoncés sont trés particu-
liers aux hypersurfaces fernées d un esphceoaffune.t e s
ces propriétés constituent ce qu on appelle de la topologie

al gébri que.

* Ce résultat est purerment |ocal : pour tout a de V,on
peut trouver un voisinage 9 de a , tel que |'orientation de
v définisse un sens de parcours des courbes conpactes conte-
nues dans 4 . Mais, si une sphere de R® est orientée, cela

ne donne pas un sens de parcours privilégié sur les 'grands
cercles" de cette sphare,




Notre univers physique est-il une variété orientable ?

Lai ssons de coté le de vue qui nous
oblige a considérer un univers & quatre dinensions, mals
qui n'introduit pas, pour |'orientation, de conplications
essentielles.

Prenons come nodéle du nonde dans |equel nous vivons,
uns vari été & troi s dinensions de classe est-elle
orientable, et peut-on, d' aprés certaines de la
Physique, la nunir d'une orientation canonique ?

Supposons, pour fixer les idées, qu'elle ne soit pas orien-

table. Cela signifierait qu'il existe certains chemns,
anal ogues au cercle noyen de |a de Mobius, tels

partant d' une orientation initiale au point de
départ, et en prolongeant cette

le long de ces chemns, on arrive a |'orientation opposée
en revenant au point Initial * . Un étre humain qui
suivrait un tel chemn , et. reviendrait sur terre, se
trouverait, a son retour, avoir son coeur a droite, et
son foie & gauche; les livres qu il aurait enportés avec

en langue francaise, seraient & son retour, écrits de
droite & gauche; et , s'il avait enporté avec lui de |'acide
tartriaue gauche. il reviendrait avec de |'acide
droit Et naturel | enent, sans avoir subi ,
en un point quelconque de son chemn, aucune transformation.
Il se d ailleurs comme absolument normal et
inchangé, et c'est lui qui trouverait Inversés tous les

qu'il reverrait sur terre. |1l suffirait de

faire un deuxi éne tour pour remettre tout en équilibre.
Ce sinple exenple suffit & nontrer quel | es-bases fragiles

reposent toutes Tes notions d orientation données dans Tes
[Tvres d enseignenent élenentaire de nmthénatiques et de

physi que .

* On peut denontrer en effet que la circonstance rencontree
dans la ceinture de est générale : SI une variete
pas orientable, il existe des "chenins de
courbes conpactes le lon n' exi ste aucun
continu d orientations de la

XX Procédé de fabrication sans valeur industrielle.
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La régle du bonhonme d' Anpére, telle qu elle est énoncée,
est valable dans une variété & 3 dimensions orientée,mais N a
ri goureusenent aucun sens si 1'mn'admet pas UNe gauche et une
droite wuniverselles, c'est-a-dire une orientation. En regardant
d' un \oeu plus pres ce point de vue, on s'apercoit qu'il existe,
dans la d4“inition du chanp magnétique, une inperfection.

L' ére humain dont nous avons parlé plus haut, et qui ferait
un trés long voyage pour se desorienter, reviendrait, s'il
avait enporté une boussole, avec une boussole inversée, dont
le pble nord serait marqué : "5 , et Le pole sud marqué : N

(la définition de ces pbles est relative & la terre, qu'il
n'aurait pas enportéeavec lui), Si cet homme avait enporté
avec lui un fi1 électrique parcouru par un courant, , et une
boussol e, rien n'ayant changé, pour lui, dans sa pérégrina-
tion, nous constaterions, & son retour, que sa boussole est
orientée, apparenment, en sens inverse de la régle du bonhome
d Anpére; nais ce ne serait qu' une apparence, puisque |'indi-
cation des pbles Net S de sa boussol e serait erronée. Fina-
lenent on voit que le chanp magndtique n'est pas un véritable
vecteur, c'est un vecteur axial , 2nalogue & un produit vec-
toriel. |l en résulte que notre voyageur, aprés son trajet

de deésorientation, ne trouverait quand néne pas changéesles
lois de |'électromagnétisme . Ces lois n'obligent pas |'espace
physi que & étre orientable * .

Il existe cependant certains phénomenes reécemment découverts
de la physique, relatifs a |la désintegration radioactive
qui senblent Indiquer que 1 espace est orientable.

Consi dérons un noyau atom que ayant un spin, c'est-a-dire
une rotation propre donnée. Son vecteur nonent cinétique est
un produit vectoriel, donc un vecteur polaire, c'est-a-dire
dépendant de |'orientation. Supposons ce noyau radiocactif.et
supposons prouvé par |'expérience que, dans sa désintégration
, il ait une probabilité plus grande d'éjecter un électron
dans 1'un des 2 deni espaces définis par le plan perpendicu-
laire a |'axe de sa rotation que dans |'autre; un tel phénonene
est indépendant de toute orientation de |'espace. A ors on
peut définir une orientation privilégiée de |'espace, par exem
ple celle pour laquelle le deni-espace a probabilité plus faible

* La relativité ne pernet pas de séparer |e chanp él ec-
trique et le champ magnétique. Il y a un 'chanp électromagné-
tique", tenseur antisymétrique du 2 ordre (donc “a”6 conposan-
tes fondanentales), qui est, en realité, une forme différen-
tielle de degré 2, dans |"univers d' espace tenps & 4 dinensions.
On peut, dans un reéférentiel galiléen, faire correspondre &
rette forne un vecteur Polaire (le chanp électrique), et un
vecteur axial (1e champ magnétique).
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d"émssion est celui qui contient |e nonent cineétique

du noyau (c'est cette orientation qui correspond, sur

terre, & |'orientation droite-gauche basée sur l|le corps
| "expérience faite avec le cobalt 60 par la

physi ci enne Wi sur les suggestions théoriquesde Yang
et en

Néannmoi ns ce phénomene physique n'est pas convai nquant,
car rien ne prouve que, dans des régions de tres
él oi gnées de la nbtre, n existe pas un cobalt 60
trique" par rapport au notre, pour lequel ce soit le
phénonene i nverse se produi se. Ajoutons & tout cela
que |'idée que nous pouvons nous faire de |'univers global

est peut-étre tellement loin de la realité, que |la question
n a peut-étre aucun sens.

D’UNE FORME SUR UNE
Mesure de définie par une forme différentielle , de degré
~, continue, sur une variété de classe . de_dinension
ori entée.
une variété de classe C de di nensi on sur le
corps des réels, orientée ~ou contenue dans un
espace affine dénonbrable a |"infini ..
soit : une carte de V . Soit une
forne du degré , continue sur V,a

val eurs dans un espace de Banach

Consi dérons al ors Iimage r éci proque de par :

Cest une forne différentielle continue sur |'ouvert de
parce est continue, et de classe (theorene bi s).
Elle a donc pour degré |a dinension de sorte qu'elle

sécrit sous la forne

* Nous supposerons, dans ce paragraphe, que toutes |es

dont on parlera sont _ a l"infini. Une
variété cont enue dans un espace affine est dénonbrable a
" infini.
On pourra, pour sinplifier, prendre pour l e corps des

scal ai res.
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Associons 1ui la mesure de Radon, & valeurs dans F  *
définie sur |'ouvert (¢ par

-

(4,6;2) ﬁ ou F/‘P ou P:C?,Q = f(u“u,z,...,w“)e(u“uz,...,ww;‘i’)%@d%@...@dun’

ol O est la fonction associée a |'orientation de V par la
carte ® . come @ est un honéormorphisne de O sur (), r"é
possede une image CP[L'¢ qui est une nesure sur |'ouvert
¢(F) de v

Ainsi la donnée de la variété V  dune orientation de
cette variété, de la forme différentielle @ sur la
variéte, et de la carte ¢ , definit une mesure de Radon

cb!:,’@ sur & ().

Théoréne 31 - Soient ¥V une variété orientée, et @ une forme
différentielTe continue définie sur y **

Soient & : U, — & (0,) et @, : 0, — &(0,)
deux cartes de V , dont les inages $,(0) et d,(6,)

ont une intersection £ non vide.

Alors les deux nesures &, Fv1 et &, g, définies par &,
et ,,a partir de la variété orientee '\7 et de la forme
différentielle (3 , coincident dans |'ouvert £ .

Démonstration - Soient .Q1 et Lk, les images réciproques de
Q  par & et d, respectivenent. Abandonnant U, et U,
nous nous restreindrons désormais & (L, et £, . Conme
-1

d autre part Cbm = 492 0 (ID1 est un C' —difrféomor-
phisme de L2, sur Q, (corollaire 1 du théoreme 33 du chapitre
I11), 11 donne a la fois des inmges directes et réciproques
pour les fonctions, fornes différentielles, mesures, etc.....

11 sera commode d'enployer le synbole ~ pour des étres mathé-
mati ques, respectivenment” sur £k, et Lk, , qui se correspondent

par &, , .

* C est parce queF est supposé conplet que (VI,6;2) définit
une mesure & valeurs dans F , produit de la mesure de Lebesgue

duw,®@ dw,®. . . ®dw, par la fonction continue a valeurs dans
T 29 + la définition est donnge a la formule (Iv,5;6).
Nous ne répéterons plus désormais que ¥ est un espace de
Banach.

** Tros souvent , Vv sera dans un ouvert d un espace affine,
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on a = ° , On aura certainenent

c'est ce que nous allons nontrer.

On a vu que est de cl asse
définie par

- 1 = = ou :Y

L'image par de la formedifférentielle
du, A... Adu, est (formle

Par ailleurs
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De (VI,6;6) et (VI,6:8) on déduit, par division

fw :

(mlslg) y
(det @, ,(w)

~n Z(V)

Entre les fonctions 6, et 6, , associées a 1 orientation
de Vet a et ® , ona daprés (VI,5;1) :

(¥1,6510) Qeuy agn (det B, (W) v B(»)

Alors (vI,6;9) et (VI,6;10) donnent, par multiplication:

(w0, (w)
Ide',t q)zln ("")\
Mais, d aprés la fornule du changenent de variables dans

les intégrales nultiples (corollaire 1 du théorene 102 du
chapitre "1V), |'image directe par &,, de la nesure de

[t ®, , (w) | dw  est la mesure dw

(T,6;11) ~N %(U) 92(1})

(TL,6 12) ‘de',t @;'1(w)"du1®chg®m® du dq@dm@---@dun

En nultipliant menbre a nenbre (VI,6;11) et (VI,6;12),
on obtient

(1,6 43) ?(u) 0,(w)du, ® du,® -+ @ dus, v ] ) 8,0) dv, ® d, ® - O v,
1

. . . , —_ ~
ce qui est bien la relation cherchee p o~ o

. N s 1
Corollaire - 81V est une variété de dimension m,de_classe C ,
orientée,et si ¢ est une forme différentielle de degrée m
continue sur v, a valeurs dans un_espace de Banach F , il

existe sur v une mesure de Radon [&], = [&]. **
v

* Pour des fonctions,~n signifie que |'on a = , si I'on
renplace v par @, (u) .

** Ce renvoi se trouve & la page suivante.
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et une seule, a valeurs dans F , telle que, pour chaque
soit égale, dans |'ouvert ,
| mge de la nesure __associée sur v
- En effet, lorsque parcourt toutes
cartes possibles de V , les forment un recouvrenent
ouvert de V . A chacune de ces cartes est associ ée une nesure
dans |'ouvert , et, | "intersection

de deux de ces ouverts, les nesures qui |eur sont associées
suffit alors d appliquer le théoreme (e
recol l enent des morceaux, théoréme 17 du chapitre [V

Remarques La trouvée est 3 0 , et seul enent
[a forme différentielle scalaire est 0 rapport &
|"orientation de V .
“En effet, pour voir est positive, il suffit de le
voir dans chaque ouvert ; 1l suffit aussi, puisque
est un honéonorphl sne, de | a nesure est

* Renvoi de la page -
n'est qu' une notation abrégée, car la mesure

par |a donnée de , et de la variété V.
En some, la de définir une mesure de Radon
_a partir de et dune de
néme de définir de sur V

vient de ce que |e changenent de variables dans une forme de

~utilise le détermnant jacobien, que le changenent
de variables dans une miltiple utilise le mdule du
détermnant jacobien, et que le signe du déterm nant jacobien
est a |'orientation.

Bi en noter nous avons utiliser le 102
du chapitre |V {changement de variables dans les integrales
nmultiples), et que la présente theorie _NE permet dONc de

fournir une variante de la dénonstration du théoréme 1072 du
chapitre IV.
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Pour cela, il faut et il suffit que la fonction fﬁ
soit 20 *

Cela revient exactement a dire que la forne différentielle
£6M1Ad’u’2/\"'/\d’uw est > 0 , par rapport & |'orien-

tation canonique de R™ ; mais { du,A. . . Adu, =® @,
alors,d'apres la définition néme de 8  cela revient bien
a dire que w est 3 0 par rapport'a |'orientation

de la variété Vv .

_ 2°) Si I'on ne fixe pas d orientation de
la variété V , 1la forme différentielle 73 ne définit pas
de nesure sur Yy *on peut encore que Ta fornme @ définit

une mesure polairé sur V, c'est-a-dire qu elle associe a
chaque orientation deV une nmesure de Radon bien définie,
et, & deux orientations opposées de V , deux mesures de
Radon _opposées.

_ - 3°) S Weest un ouvert deV et sion_le
munit de ['orientation w définie par? , |a mesure [u)]w

définie par @ sur W est larestriction & |'ouvert Wde
la mesure [55],\;

Soit en effet @ une carte telle que P(0) ¢ W .
Aors ['(3]@ et la restriction de \;:(Z)’]g a w
colncident, dans P(G) , avee P (g ) . Donc elles
coincident (théoréme 13 du chapitre IV) dans la réunion

des ouverts tels que & ((§) , c'est-a-dire dans W .
4") La mesure [&)y dépend Iinéairement
de la forne différentielle &

I

(1.6,13.6in) W, + W, ],,
v \% \

QzSJ - &[3},, /Ee constante scalaire.
v

* En réalité, il faut et 11 suffit, d apres le corollaire
du théoréme 52 du chapitre IV, que {8 soit presque

partout > 0 (presque pat rapport a la mesure de Lebesgue).
Conme /6 est continue, cela équivaut a dire qu'elle

est partout > 0
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Définition - " est une de et de
cl asse Si est une fornme différentielle

continue, de degré sur v on dit que est integrable
sur v Ssi, de Radon

1 est intégrable par rapport a ce cas,
s'appell e i ntégrale de , et se

L'intégrale de exi ste toujours est & support conpact
sur , et a fortiori est conpact e.

Elle existera si la nornme de est finie  de
dimension finie (Corollaire du 54 bis du chapitre 1V).

L'intégral e change de signe |'on renpl ace; , la
nméne variété nunie de |'orientation opposée.

L"intégrale dépend de

constante scalaire;

* Cest |'integrale de 1 ou nesure par raPPort ala
mesure vectorielle Nous supposons qu'elle a un
sens sui vant nesur e soi t

de base 0 C est toujours vrai est le corps des
scal aires, ou dimension finie (théorene 54 du chapitre 1V).
Mais on peut méne dénontrer que c'est vrai ici que soit
est contenue dans un espace affine, on peut choisir
dans ce dernier une structure euclidienne, et le théoréeme 32
nontrera que ] est de base , mesure des aires
sur V .
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| ' exi stence du deuxiene nenbre entrafne celle du prenier,
pour la premere fornule, et lui est équivalente, pour |a
deuxi éme (sauf si & = o, OU elle 1l'entratne mais ne | ui

est pas equivalente !).

Il suffit en effet dutiliser (VI,6;13 bis), et, pour
intégrer 1 par rapport aux mesures qui |nterviennent dans
ces fornmules, d appliquer la formule (Iv,5;16) (théoréne 54
ter du chapitre |v§‘

A e

Supposons w 2 support conpact K . On considérera un
systeme fini de cartes d’z, , tel que les ouverts éi(ﬁ)
v

forment un recouvrenent de K

On désignera par «; une partition de |'unité subordonnée

Onaalorsa)’zzm,zs) , et par suite la fornule
T 4+
4 A
N v

Il suffira donc de calculer chacune des Intégrales du dernier
menbre. Pour cela on remarquera qu'elle peut s'écrire, d apres
| a définition mémede la nesure K g, par (v1,6;2), sous |la
forme de I|'intégrale mltiple habituelle

(W,611)

o W = | oc;(:) =J°‘b (CI’{(UL)) )F(u,) G(u;(P) du.,1 ® clu-2® e ®du, -
v ey 0,

Au lieu deila partition de I|'unite, on peut naturellenent
aussi déconposer la variéte V en une réunion (finie ou dénom-
brable) Y v, densenbles disjoints [&]s - mesurables, et

suffisamment petits pour que chacun d eux soit contenu_dans
|"image d' une carte. Sl alors V, est contenue dans & ((,).
on aura la formule v

]n=Z{ ﬁ,e-vdzuq@---@du.% ,
V. v v d’;{(VL)

£
I
o
T



qui  nous encore au calcul dintégrales nultiples habi-
tuel l es. Nous donnerons plus |oin des exemples pl us
et suivantes).

Remarque - Prenons |e cas particulier ou |la V est
de dinension 0 , c'est-h-dire formée de-points
de degre O se réduit a une fonction ; la mesure sera

alors, par Convention

l e signe + ou - correspondant a |'orientation de chaque

poi nt nous avons vu qu'orienter un point c'est
|'affecter d'un signe. L'intégrale est alors donnée par la
formul e
Majoration de |'intégrale.
Théorene 32 - est une vari été de classe C
contenue dans un affine euclidien E
muni—d un référenti el _orthonormal, Si est
une ftorne de , et continue
(oUJ I €en-
senbl e de [es parties de
alors la nesure par est de base
nesure des aires ;on a:
conti nue ,
e Dans le cas de la dinension et a2e degré , ces Signes =+
parai ssent, a un enbarras qu'autre chose; sur
sans_orientation, w définit une om.eom= par
avec + partout, et a une intégrale avec + partout.
Mal s | es conventions = 0 sont inévitables
pour la formule de que-nous verrons plus loin

oremes 37 et
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Dénonstration - Soit ® : w— x = (w) une carte

deV . Alors % est une forne différentielle de
degré m sur un ouvert 6 de R™, qui s'écrit

% —
(W6;22) ¢ T = fdu,Adu, A du,
— Die; yx; o0, x5 )
1& ?‘1<12<...('§n\<N ?1’32,--.;3‘“‘ D(u1 ’uZ PR wn)

dit, A de, Ao A duy

d apres le corollaire 2 du théoreme 14.

- — ’, S bl ~
La mesure de Radonfi=ji.,associée & o par V et ¢

est donc définie sur “paf”
(¥L,6;23) dF =6 = > . Doy, iy )
1€ 44 <4< 4 S N Bohrdn Dlw,, wy ., W)

dw, ® duw, ® ... ® du
Dautre part la mesure de Radon correspondant a |'aire
T -dimensionnelle sur V, s'écrit, sur ¢, 6 D(w) du , ou
D(w) est la n-aire du parallélépipede defini par les n
vecteurs %é (W), et dw = du, ®@du,® -+ @du, .
w

1

Cette aire est au noins égale a celle de sa projection
orthogonale sur |e sous-espace engendré par les vecteurs

6-,?,...,2’- de la base de E * , donc on a :

IE 2 I

(w,6,28) D(w)y > D(xﬁt’xéz""'xin)l
D(w1yw2,...lwn)|

* Ceci reésulte du théoréme 100 du chapitre IV (projection
des aires hyperplanes) si v = N-1 Cel a résulte, pour
M quelconque, de |'exercice (non dénontré) donné page 880
du Cours de lére Partie, puisque |'aire du parall él épi pede
est égale & la racine carrée de la sormme des carrés des
aires de ses projections sur |es sous-espaces définis par
1 vecteurs de la base. De toute fagon, le résultat énoncé
ici est évident, par récurrence sur n , en exprimant |'aire
coome produit de ['aire de la base par la |ongueur de la
hauteur (théorene 104 du chapitre 1V).



on peut alors écrire

avec

La fonction  est continue sur et adnmet , d'aprés
la majoration

A ors, un honéonor phl sne de sur on
peut écrire sur |'ouvert de V :
La fonction- est bien continue et bi en
La est ainsi sur rel ati vement
a4 la carte . Mis, si et sont 2 cartes, et si
_ et ont une non vide, |es
fonctions correspondant es sur
Pour le voir, nous devons nontrer que, si |'on restreint
i mages réci proques et de , on a, avec

les notations de |la dénonstration du théorénme 31
1
[}
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ou D, etD, sont les facteurs definissant les aires m -dimen-
sionnelles, relativenent aux cartes & et &, . O c'est

” 1
évident, car on a :

ez(v) ~ 91(u,) Aqn (d,e',t @;’1(w)) (d'apres (VI,6;10))
D(och,x}z,...,x}.n) N D(ocj1, xj,""'xjn) 1’
D(v,,v, ,...y V) D(wy,ty, e ) det (2, W)

' D(v,,v,,..., V,
(avec det B (w) = Y, ) )

D(u“u,,“,,_ ) W)

D, (w)

N *
' d' apres (Iv,10;9)
‘d},t (1)2,1 (u’)l

D(v) w

Alors les:fv: correspondant aux diverses cartes d, aérinig-
sent une méme fonctlnn sur V , continue & valeurs dans F ,
adrettant la najoration '(vi,6;28). Dautre part la mesure

[®] - 7[’» dS est nulle dans la fanmille d ouverts ¢, (©;),

qui forment un recouvrenent.da VvV , donc nulle sur V (théoreme
13 du chapitre 1V), et le théorzme est dénontré.

* Cette dénonstration de |'"égalité de _4:1 et Tv, dans Q) ,

par (VI,6;30), peut étre renplacée par une application
directe du théoreme de Lebesgue-N kodym (théorene 52 du
chapitre 1V). En effet, on dort avoir, dans &, [&]=fydS=4dS,

donc /_1;1 et /F'z doivent étre dS-presque partout égales; conme

elles sont toutes |es deux continues,ela Inplique qu'elles
soient partout égales.



Corollaire 1 - Dans les conditions de |'énoncé du

si les coefficients sont bornés en norne ,
a une aire finie. alors 1 de

un sens, et 1 on a la mjoration

ou est |'aire de V.

Dénonstration - 1 est - par rapport =
si et seul enent _
formul e cela résulte alors du corollaire 2 du

39 du chapitre IV.

Corollaire 2 - est une de V , de dinension
el[Te est de nmesure nulle |a nesure associ ée &
la forne différentielle sur

sinplifier, supposons V contenue dans un espace
affine E de dinmension finie. Minissons E d une structure

eucl idienne quelconque. 1l résulte du corollaire 3 du
théoreme 107 du chapitre 1V est de mesure nulle pour
la n-aire
Soit & calculer 1 intégrale dune forme différentielle
conti nue de sur une sphére de centre origine
et de munie de son orientation canonique
(correspondant a |'orientation transversale ou les vecteurs
sortants sont positifs; corollaire 2 du théoréme 30).
L' équat eur =0 est une varlete de dimension strictenent
inférieure a ceIIe de la sphére, par conséquent, d' apres le
corollaire 2. il peut étre dans
est donc |a sommedes deux ral es correspondant respecti ve,
ment & |'hénisphére supérieur . et a |'hémsphére inférieur
est par >0 < o0 (l"existence
de de (parce est conpacte)

celle de ses Intégrales sur toute
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Qccupons nous par exenple d'abord de I|'intégrale sur .
1 hémsphere supérieur. On posséde une carte de cet hém sphe-
re, |'application & définie par
(YIG-&S) (x,,ocz,...,xN_,)——> (%, ,cy,. .-, xN) , avec
" TN = \/Rz--:JL:f_:::,:_..._o<:zN_1 ’
N N-1 -
ou (¢ est la boule ouverte 2. x < R de R"" . o devra

donc d abord chercher 1 image réci progue de w par cette
carte. Pour cela i1 suffit d' écrire w sous la forne (VI,3;6),
et de renplacer respectivement ocy et dx, par la relation
(VI,6;33) et la relation obtenue par différentiation, soit

- X, dx1—x2dx2— - cL::cN_1

2 [y 2 2
\/R—ra_x2 -"'_xN_j

(¥5,6, 34) chN =

*-»
On obtient ainsi une forne différentielle @ & ayant
la forme

(¥1,6,35) ,g(oc“xz,...,xN_‘) d:r/1/\ dle\---/\dx,N_1 y

ouf est une fonction continue sur la boule ouverte g .

Il faut ensuite calculer la fonction O(x,, Ty Xy, 5 D)
Le systeme de vecteurs € ,%¢,,..., ¢, , est positif pour

' : . . : 2z S !

|'orientation canonique deR"'; son image par D (ox,, ¢, Xy0)

est constituée par le systene des vecteurs tangents &
| * héni sphére supérieur au point (x,, x,,...x,_,,x,),ayant

Z z . . -> -, -9,
les precédents come projections. Appelons les ¢ ,& ,..,¢ -
Nous renmarquons que |e vecteur ¢y, en chaque point de
| hém sphére supérieur, est sortant, Le signe de l|la base

- N . . .
¢, ¢, ..., ¢, dansIR" (qui est aussi le signe de la
Lol - , s N-1
base €, €, . . ., €y, * c'est-a-dire (-1) ) est

_’l II H
»r---y &y_q pour |"orien-

donc aussi |le signe de | a base 70:'1, s
tation tangentielle de Jia sphére. Finalenment la fonction ©

est donc égale a (- 1)"~ ; on aura donc la formle :
— N-1 rs
(1,6 ;36) w = (-.-1) tf(oc“x:z,..., Xy, )dx dz, . .. d.xN_1;
5, v
ranenant le calcul de |'intégrale de la forme différentielle

& celui dune intégrale nultiple usuelle.

|'une des bases par rapport a |'autre vaut 4.

* On a _":;: - _e,..,v+_ 2y E’N , donc le déterm nant de



Les calculs sont |es mémes en ce qui concerne |'hém sphére

inférieur , mals, dans les formles :
on doit écrire un signe- , a savoir

, t -
Dautre part, en un point de |'hémsphére inféerieur, le
vect eur est rentrant et par conséquent la fonction

correspondant e
Etudions le cas particulier de la dinension N= 3.

Supposons que soit de la forme
Avec les formules et s'écrit
4
L= A
I ci = + 1 ., donc
Ensuite

On aura :
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Il est bien entendu que, dans (VI, 6-40) (resp. (VI,6;41)),
on doit, dans les expressions de a C , €en fonctlon

de o« P Y Y renpl acer % par VR? ,xi-lj (resp. - VR- % )

En outre, on possede, par |es coordonnées polaires, une
carte particuliére @ = P de | a spheére, dérinie par
(Iv,9;33). Ici ¢ est le rectangle de R? défini par

0<8<w, O<¢Y<am . (War=R). Le conplénentaire

de I'image P(U) de cette carte est un dem-cercle méridien,

il est donc encore de mesure nulle pour la nesure [@]
associée ¢ 2 , d'apres le corollaire ?récédent. L'intégrale
peut donc simplement se cal culer sur frage-ué-1a carte.

O renplacera alors, dans (VI,6;38), <, y, } par |eurs
expressions (IV,9;33), et dx, oh} oln, par leurs
dlfferentlelles (avec ~ =R, dv = , Ce quil pernettra
d écrire @ sous la forne

*® e
6, 42) P 3 = f(e,q)dﬂ/\dug
Il faut maintenant calculer la fonction d orientation @ *
Pour cela, il nous faut en un point déternminé (6,¢) du
rectangle (7, , cal cuI I orientation du systéne des deux
vecteurs 25-(8 ), (9 ,4) sur la sphéere; or leur situation

geomatrlque (et udlg page 672du Cours de | ére Partie {**)
montre precisement que le systéme de ces deux vecteurs est
positif pour |'orientation de |la sphére, donc la fonction
d orientation vaut 4 1. On est donc finalenent ramené au

calcul d'une intégrale double usuelle

(W 6;43) S @w = SS f(e,ke)d,e dA.F .
$ (64
* ||l s'agit ici de la fonction d orientation §(w, ),
sans rapport avec la colatitude 6 | 'une des coordonnées
polaires T Triste conséquence du' petit nonbre de lettres
de |'al phabet !

(**) Ce renvoi se trouve page suivante.



Renvoi de |a

A ce nonment, nos lecteurs étant encore innocents et non

Initiés aux de |'orientation, nous n'avons

gardé si le triedre , pour -
qguoi nous avons seul ement nontré que valait + 1,
ce nous suffisait | e changenent de variables des

intégrales nmultiples.

lere dénonstration : On calcule directenent, par
Y , le jacobien, et on trouve +
donc est une base positive. L'inconvénient de cette

mét hode est de perdre tous |es avantages acquis lors de
la determnation, par voie géonétrique. du nodule du
j acobi en.

2ene denmonstration : Raisonnons d'abord en
, D apres le choix néme du sens

pol aires pl anes _ . D, _ €
positif de cercle trigononétrique dans un plan orienté
(sens des angles), par |'orientation tangentielle de ce
cercle associée & |'orientation transversale ol les vecteurs
sortants sont positifs, |a base , , ou U est normal
sortant, et tangent dans le sens direct. est positive.

Si nous passons a canoni quenent orienté, on voit
que le rapport a |l a boul e,
que le vecteur ¢ est le vecteur de
base et €& = signe de . | es
vecteurs et étant tangents a la sphére, la

a le néne signe que la base ¢ - mal s
ci est de néne signe que ¢ , , OuU encore o

sont les projections horizontales de et
a des facteurs positifs pres, et

(suite de ce renvoi page
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' Prenons enfin, comme exenole tout-a-fait particulier,
1l'intégrale

xdy —ydx
(1,6 ;at) %2 ‘}2 !
o xty
T

/4]
ouT est le cercle trigonométrique, nuni de son orientation
canoni que. On_possede évi denmment une carte de ce cercle
définie par @ : ¢ — (w0 , bim ) ; ici @ est |'ouvert
0 < ¢ < 2X de ladroite R, L image P(O®) est,sur T,

le conplénmentaire d un point, donc d un ensenble de nesure
nulle pour [&) O voit alors que |'image réciproque de

la fornme différentielle n'est autre que la forne dq) sur R,
Par ailleurs, 11 est Immédiat que la fonctlon 6 d' orientation
est égale & t 1, autrement dit que an||cat|on d transpor-
te le sens de parcours positif %{ sur le sens de parcours
positif du cercle trigonométrique on a donc la formule

x dy - %dso

(m,6;4%) Lt L = d‘{) = 2T
A ki

Ceci naturellenent était trés intuitif a |'avance ! Avec un
peu d' habitude, on manie rapidenment |es opérations précédentes.
Tout ce formalisme a un caractere a la fois intuitif et

aut onat i aue trés agréable. '

porter une certaine attention aux questions de signe dles
aux__orientations.

Jo.on|

Suite du renvoi de la page 138

— L, .
w4 et8 étant associés aux cogrdonnées polaires dans le
plandesx,x}.Flnalemant L,/},Zaleagnede

Eu, T, e¢, dansR,oudefb,{;,%dansR,ou

de &, ¥ dans R®, donc est positive. Ce résultat, démontré

seul emrent pour 2 # 0, reste val abl e par co_r)tinuité pour % =0.
Conme alors i est normal sortant, 4 , k& est bien

une base positive pour |'orientation tangentielle de la
sphere.
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les conditions du une

continue , _converge pour_ v Infini
VErs _une forne , unitormement_sur_Tout
conpact_de V, Ta mesure 3 CONVET QE,
rocalement _en norne, et a forfrorl vers Ta
mesur e associ ee &
Dénonstration - MNous disons que converge vers Si,
dans |'expression chaque fonction converge
vers la fonction . (Cette supPose V donnee
dans un ouvert d' un espace et continue

dans cet ouvert).

| a . & -
montre la fonction?, . a vers |a
fonction associ ée & , uniformeénent sur tout conpact

de V . Donc, pour tout conpact Kk de v,

converge bhien Vers 0 . Le theorene de Lebesgue (theorene
35 du “chapitre 1V) donne d'ailleurs des conditions bien
moins restrictives pour que_ cette conclusion subsiste

(voir |"exenple, page 550 du Cours - lére partie) :
converge sinpl ement partout vers , et adnet
une majoration , ou est une fonction

0, |ocal enent sur V, alors converge
| ocal ement en norne vers . Par ailleurs, si est
bornée sur V dare finie, le de
Lebesgue nontre que converge vers .

Nous allons calculer explicitenent |a de la
formul e o dans le cas d' une hypersurface d un
espace euclidien.

Theoréne 33 - un_espace affine euclidien orienté de
armension N , huni_d un orthonormal positif.

une hypersurface de classe
alors est une forne continue de deqré
N-1 dans E, par la tornule :




141

N
(W,6;47) ®w = 3Z=; C)’j(oo) alao4 Adaczl\m/\daj:,lA dac.+ AooA dxy

3 1
n

la nesure associée W) sur 3, est définie par la formile :

N }-1 _
(W0,6,49) [_(I)] = }Z=1 (- 1) & () o0 o(j(ac) ds

ol o (x) est |"angle du j -iémevecteur de base de E avec

la normale positive a 22 au point 2 (pour |'orientation

transversale associée a |'orientation tangentielle par
["orientation de | ).

Dénonstration - Soit® une carte de V. On connatt, d' apreés
(VI,5;7) un vecteur porté par la nornmale et positif pour
|'orientation transversale. Le vecteur wunitaire correspondant
de la nornale est défini par la formule :

(1m,6;49) Y = had [ (w) A (W) A e A E(u.) '
D (w) du, du, u,
o o0 Dcw) est précisément |'aire du parallél épi péde des
20 (w) , c'est-a-dire la longueur de leur produit vecto-
Bw;,
riel.

Daprés la formule (vI,2:16), ses coordonnées sont

0u; D) j' Dlx, ,Xgpe Xt s Xjprreey X))
. ) - 3 -1 199 1 1 ) 441 N
(wess) 0o X, TR (-1)

DQu, u, ey vy )

La formule (VI,6;26) donne donc

-1
(We:5)  qu) = ng(@(u))(-ﬂ} co0 ot

d ot |'on déduit aussitét (vIi,6:48) d aprés (VI,6;28).

Corollaire - Dans_les conditions de 1'énoncé du théoréne

|'intégrale / PR se calcule comme une Intégrale. de
surface
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b}

| "existence de |'un des nenbres étant equivalente a celle
de |'autre

Exenpl e - on a la fornule

- O souvent écrire , quand elle est
de degre N-I, sous la forne

cause de la formule

Oh a alors
vari étés orientées
: un
transportant _ sur celle de  * .
est une forme différentielle continue de degré o
son |1 nage , la nesure assocl ee
est |'image par H de la nesure associ ée ;

et 1'on a, entre les Intéqgrales, la formle":

¥ On entend par la que |'"inmage par d' une base
positive pour ['orientation , est une base de :
positive pour

_ étant un y a des Inmages directes
aussi bien que réciproques.
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(]U,fi-,51+) ‘ H(_L), = S ZAS )
nt L)
V! v
| "existence de |'un des menbres étant eéequivalente a celle
de |'"autre.
Dénonstration - Il suffit_de considérer une carte@relati-

ve a V. , de sorte que Ho ® est une carte relative a v'.
Oh a alors inmmédiatenent les fornules suivantes

»*

(TL.6;59) P 5 = P HHD = H-D)Y(HD) ,

donc 1le f du, A dw,N... Adu, de (VI,6;1) est le meme
pour W surV et Ha sur V' | et

(TT,6;56) (G(w;CP))V = (O(u-,HOCP))V, ,

pui sque H conserve les orientations.

-> —
Donc |la nesure }L‘_J‘q) et la mesure r"HG,HoQ
colncident, d'apres (VvI,6;2). Alors

o) (HO] = (o @) L, = (e, = W@ J ) =nlE]),
V! ! ) ’ v

rg'onc on a bien [H [N ] ~, (Mesure associée a HS  sur
v') H([w] ) (image par Hde |a nesure associée & W

)
sur V). Alors les intégrales de 1 pour [w] et [H w]

sont | es mémes (théoréenes 60du chapitre 1V), ce qui donne
bien (VI,6;54).

On peut aussi partir dune fornme différentielle @
conti nue de degré m sur V,et alors on aura :

SH*(;' :ﬁ’a’

A v!

(VI,6: 58)
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Les deux nenbres de cette formule conservent un sens,

si H est seulenent une application de classe et _non un
di fféomorphisme; MalS alors la formule cesse d étre vraie,
es 2 nenbres sont en distincts. (Ils le sont
est_un mai S ne_conservant pas
orientations Par exenple, si = est Te
[ de avec son orientation
est = , et = , alors H =
Oh a:
= (@]
!
Y
Consi dérons, dans un d' un espace affine de
dinmension finie, une singuliére ou paramétrique
de classe C , de _ par une application H
de classe C d'une vraie V cl asse
Nous représenterons par cette
singuliere. est nmunie d' une

on dira qu'on a affaire a une variété singuliére orientée,
et on la notera H

Soit alors une forne conti nue
de degre , & valeurs dans un espace de Banach. Elle a
une |mage reéciproque forme conti nue
de degrén sur celle-cl une nesure de Radon
sur v , associée ["orientation s il
sera comode de la noter ou néne ,

aucune confusion n'est & craindre.

O de sur la variété singuliere
orientée HV, si elle existe, de |'image
r éci proque sur la variété orientée V. n a donc

la formule de définition

Naturel |l ement cette intégrale existe toujours |'i mage
par Hdu support de est un conpact de V.
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Cel a se produira sfirement si @ est a support conpact et H
propre (voir leéere Partie, page 536); ou si V est conpacte.

Exenpl e - Reprenons |'exenple de la formile (VI,6;65).

L'intégrale: H'e = 0 est, par définition, |'intégrale
\'2
de @ = chj sur la variété singuliére définie par |"'applica-
. 2
tion H : x,__.v-_-xde ]-1,4.1[ dans [R. . On_a donc
touj ours
(321660) 0 = 2 x do = oLl} 3
1 W17, A

mais, dans le 2émenenbre, 11 n'y a aucune raison de renplacer
H1)-1, +1] variété singuliére,par la variéter-1, t 1[

Théoréne 35 « Les intégrales d une forne différentielle, sur deux
varietés singulieres orientees équivalentes,existent en
menme _tenps et sont égal es.

Dénonstration - Soient Vet V,deux variétés de dinension m

et de classe C Hy et H, des applications respectives deV,
et V, dans E , defini ssant deux variétés si ngulieres de £ .

- On s_ui)pose que ces variétés sont équival entes, autrenent
dit qu' il existe un C('-difféomorphisme K de V, sur V, , tel
que ['on ait H =H,. K.

Dautre part, V,etV, sont supposées orientées; et, pour
que nous ayons deux variétés si ngulleres orientées équiva-
lentes, on suppose que K transporte |'orientation V sur
| “ori entation N, au sens du theorerre 34.

Soit alors & une forme différentielle contlnue de degré-n
sur E; elle admet une Image r éci proque H w sur V; qui,
V, étant orientée, définit sur V,une rresure de Radon [ ]ng .

4

1

TN * , . .
De | a méme mani ére H2 @ définit une nesure de Radon

~—

[w]HH‘/z sur

En outre, de la relation cl-dessus, on déduit que |l'on a :
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= = ) 5 ou =
Mais alors le 34 nous prouve que la mesure
1 est |'imge directe de la mesure
k et la formule nous dit bien que
J = , donc - 3 , ce qui dénontre
l e
Corollaire - une application de classe d' une
variere —dans un espace affine
une Singuliere S |'image
est _elTe-nene une “de_classe de
E est_unm . alors
sur_Ta varié _
differentiellTe continue de E
que de Sur 11 nage » munie de T orrentation
) par H
- Lla  singuliere est en effet
~la varieté S|n%ullere ou 1 est
| dentique; ici on pren , alos H = 1 o K
L intégrale change de signe, I"on renplace |'orientation
de la variété singuliére par |'orientation
dire par :
L'intégrale dépend
Le .32 est valable dans les conditions Suivantes.
La singuliere H| V (H étant une
dans E %_a_une mesure des aires
est euclidien; cette mesure 0
(chapitre 1V, 107). Aors , mesure
, continue

sur v , est de base , égale a
sur v,avec la ;
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Il en résulte, en particulier, que [ @ exi ste
— . nly ,
siirement si les coefficients w; de w sont bornés et

stV a une m -aire finie.

Sl maintenant V , de dinmension m,a une Image H(V)
contenue dans une sous-variété de classe €' de dinension
<n de t , donc de m -aire mnulle (corollaire 3 du

théoréme 107 du chapitre IV), |'intégrale de @ sur la
variété singuliére H|Y est forcément nulle.

On généralise aussi sans peine |le théorene 33.

15l

Consi dérons, par exenple, 1'ensemble X de |'espace }{3,
réunion du disque d'équation

(Y[,G;63) 6 = 0 , I? + ‘jﬁ £ 1 ’
et de la surface conique de révolution d'équation

(¥1,6;64) x + 1{ = ( e5-1)2, 0 <% <1

Cet ensenmble compact 2. est représenté par la figure suivante

~

'(ooo)k ------- Dooa -y

Bi en entendu Z n'est pas une hypersurface de classe C 3
elle est la reun| on d'un disque ouvertZ, hylp,nrsurface
de classe C¥, d'équation 3= 0, x*+y’ <1 , "d'une surface

con| que (sans sonmmet ni base) définie par 1'équation
oc + 1} (% - 1)2 1 0<3<1, qui est aussi une hypersurface
de classe ¢(® , et enfin d un point de coordonnée (0,0,1),



et du cercle, variété de classe et de dinmension 1 définie

par les equations = 0, =1 . Il y a donc des "points
singuliers”, le sommet du cbne et les points du cercle, qui
détre une variété. On peut dire est

une "variété avec points singuliers, ou pseudo-variété", de
cl asse , de dinension 2.

Tentons de donner une dit
qu'une partie d'une variété de est

di mensi onnel | enent négligeable, si elle est la d' un

nonbr e ou d une dénonbrabl e de sous-variétés

(de cl asse di nensi on = . Pour = 1, une partie
est sinplement un ensenble fini

ou dénonbr abl e; 0, une partie O-dinenslonnellenent

négligeable est vide. L'intérét des parties

négl i geabl es est que, si est une forne

|l e continue, de , son intégrale sur toute partie -

di nensi onnel | ement d'une variété V de classe

et de est nécessairement nulle (Corollaire 2 du

t héoréme 32). Soit alors une de cl asse de

di mensi on quel conque. On dit qu'une partie V de est une

seudo-vari été ou une variété & points

ouverte relativement & , est une sous-variété de
de cl asse et de dinension et l'e conpl émentaire
Vv de dans Vest negl i geabl e
Naturel |l enent | e choi x de cet ouvert V, est assez
arbitraire, puisque, |"on en a un, on peut en
un plus petit en retranchant une sous-variéte
fermée de di nension . 11 existe cependant un qui
est plus grand que tous les autres; |'ensenble des points
de Vau voi si nage est une véritable vari étée de
cl asse et de di mension Cet ouvert s'appelle la
partie réguliére de V, est la partie singuliére.

On gqu on a orienté |la pseudo-variétée V,sil'on en a
orienté la sous-variéte

le cas de la pseudo-variété cl - dessus,
; la partie singuliére - est
réunion d'une circonférence et d un point.
Nous pourrons, par exenple, orienter comre suit.

En chaque point du disque |l e sous-espace vectoriel
tangent n est autre que le défini par les
deux premers axes de coordonnées; nous prendrons comre
orientation |'opposée de |'orientation canonigue. En tout
point de la surface conique ., nous orienterons |'espace
vectoriel tangent, en disant que deux vecteurs fornent une
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base de signe. positif, si leur projection horizontale, sur
1'espace R* des deux prem eres coordonnées, est une base qui

a le signe positif pour |'orientation canonigue de R* . n
voit que 2, partage |'espace en deux régions, qui peuvent
étre appelées la région intérieure (bornee) et la région
extérieure (ou région de 1'infini);1'orientation transversale

de 2%, , associee & |'orientation précédente, est celle pour
laquel le sont positifs les vecteurs rentrant dans la reégion
exterleure (ou sortant de la region intérieure); le vecteur
¢, , seme vecteur de la base, esttransversal négatif en
tout point de 2. transversal p05|t|f en tout point de 2., .

Comme 1l est d|t plus haut, on ne définit |'orientation,
transversale ou tangentielle, que sur la partie réguliere
de >, . Aucune orientation n"a ete definie aux points du
cercle, ni au sonmet du cone, ou Il Ny a pas de plan tan-

gent .

On appelle alors intégrale d une fornme différentiel12 @
de degré m sur V', 1 intégrale sur |a partie réguliére ai;
c'est assez légitime, puisque V - U est m-dimensionnelle-
ment négligeabl e.

Dans 1'exemple dejd étudié, ce sera donc |'intégrale sur

Z, U 22 . S @ est continue sur un voisinage de ¥ dans

R?>, elle est bornée sur |'ensenble compact 2>, , et, comme
2,1 et ZQ ont une aire finie, 1 Intégrale a slOrement un sens.

Soi ent maintenant \/ une pseudo-variété de classe C et
de dimensionmn , de partie réquliere AL, et Hune application
continue de V dans un ouvert £} d'un espace affine. On dira
que H |v est une pseudo-vari été singuliére de classe C™ de{},

s'il existe un ouvert ALy de U , sur lequel H soit de
classe ¢™ ,et tel que 4 - U, soit n-dinensionnellenent
négligeable. Ici encore on peut choisir 4L, assez arbitrai-

rement, maisil y en a un qui est plus grand que tous |les
autres, c'est ensenbl e des points de 4L au voisinage des-

quel s Hest de cI asse (™ . Si alors Vest orientée, on
appel l era |ntegrale de & sur H( v , 1 intégrale, si
elle existe, de « sur HI”\LH , C'est-a-dire |'intégrale
de H'® sur - U, .

[EHRBEAA A

- . s . s T .
Soitw une forne différentielle de degré 1, définie et
continue sur une variété, qui sera en général un ouvert &
d' un espace affine £ de dinmension finie N. On peut |'intée-
grer sur une courbe parametrique orientée de classe C



par exenple, cette courbe est de Iongueur finie,
et w borné sur cette courbe.

& un référentiel arbitraire de E, la forme

ou les A;sont des fonctions sur62 & valeurs dans F .

orientée définie comre suit.
un intervalle conpact de la droite

de signe quel conque,

soit un chemn sur
M de cl asse de

l e sens de parcours o ce revient a lui
donner |'orientation de si a , et
opposée _ . Aors _ J ~est une pseudo-variéte

de dinension 1, de partie réguliere et
est une
tée de dinmension 1 , de longueur finie. ,
| es de }
D apres la on a

Expliquons en détail ces formules. Nous avons a chercher

la forme différentielle nmenbre de la fornule
Elle est définie par la fornmule qui
donne
—_— ( 1 ’
ou ,de sorte qu' on obtient
bien aux 2 menbres de des él éments =
« Rappel ons que, dans ce paragraphe, est a

val eurs dans un Banach
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L'image réciproque cherchée est donc la forne différentielle
sur ]ot,ﬂ)[ , & valeurs dans? , égale & w ( M(t)).M’(t)dJ:.

En utilisant ensuite Ie référentiel, on obtient bien le
dernier menbre de (VI,6;73).

Dans ces formules, dbt est considérée comme une forne

différentielle sur IR , et I'intégrale se calcule sur
P v . ,
J oA [ orienté . _
La fonction d orientation § est 1el + 1, si « < [5 , et
Z -1 , s a > fp . Lintégrale est donc %
ulb[

ou, cette fois, dt est |a mesure de Lebesgue sur R . mis
finﬂ’alement ceci n'est autre chose que 1'intégrale définie

) v dt , relativement & la nesure de Lebesgue dt sur R,

définie en Mathématiques Spéciales, ou a la formule (IV,9;1) * .
On a finalement :

B

- ‘CS (M) M) dt ‘

o

A
(¥,6,74)

(ﬁ R, (20,2, (6) e (1)) ao;a))ou

_j)\—€¢—~

* Il y a inévitablement une grande confusion dans |'écri-
ture de ces fornules, a cause de |'habitude (regrettable o)
de noter, par |le méme synhw.e 4L , daux choses entierenent
différentes : une forne différentielle de degré 1( la
différentielle de la fonction identique t ~» t ), et

une nmesure de Radon (la mesure de Lebesgue surR ). Si

['on effectue la transformation t — _ t , La lare se
change en son opposée, |la seconde reste invariante. La
seconde est d'ailleurs associée a |la premiére,suivant |e
corollaire du théoreme 31, par |'orientation canonique delR .

On ferait meux d' appel er\&l | a mesure de Lebesgue (en
conformté avec la formule du changement de variabl e
(Iv,9;72), synboliquement dz = |g'(b)|dk , qui s'écri-

rait mieux | dx | =| %' (t)[|dt]) . On voit aussi que le
synbol e J est déja 1 intégrale d une forne différentielle

de degré 1 sur une variété orientée.



Cela rejoint bien le concept habituel d' intégrale
tel qu'il a été vu en Mathématiques Speciales. On
retrouve le fait qu uns telle intégrale curviligne ne peut
se calculer que sur _"ne courbe orientée. c'est-a-dire munie
d un sens de parcours. et @q" un changement de |'orientation
de la courbe change le signe de |'intégrale * .

Une intégrale curviligne peut se calculer sur un chemn de

cl asse ; elle peut aussi se calculer sur un chemn de

cl asse par norceaux (par exenple "ne l|igne polygonale

Nous appel | erons ainsi "ne application

de dans , telle qu on puisse trouver un nonbre
de points - : fi,

suite finie (croissante ou décroissante, selon que a <

ou ) de mani ére que soit de cl asse dans chaque

intervalle n- | . En chaque poi nt

Mest donc continue, mais a "ne derivée a gauche et "ne
dérivée a droite, non nécessairenent égales. Aors ] .

est encore "ne pseudo-variété singuliere. suivant la defini-
tion de |la page ; l e conpleénentaire de

, dans . L'intégrale curviligne

sera alors, par définition

M

chaque terne éetant "ne Intégrale sur "ne variété paramétrique
orientée de classe C'. Le calcul fait a la formle
pour chaque Intervalle nous redonne |es némes expres-

si ons qui conservent bien un sens, la fonction
étant définie partout sauf en un nonbre de points, donc
dt - presque régl ée, donc (et
nmeme

Définition - chemn défini par "ne application
continue du segment de dans un ouvert dun
espace affine de dinension finie E . On suppose que ce chenin
(non nécessairement de classe C ! ) est de longueur finie,
c'est-a-dire que la est & variation bornée
partie, page 618). Soit d'autre "ne forne .
le de degré 1 continue sur On definit alors |'intégrale
de sur le chemn M a l'orientation

\

défini e page ) par la formule

* Cela revient, dans a changer en
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p g
B (M).dM = S?S(M(t)).dﬁ(t)

- x “

—

w =
]

(¥5,6;77) S
M| [, p

Il s'agit d une expression !B(?,dp) définie &

(IV,5;13). Iei [ —» & (M) est une application continue!
de [«,p] dans af(E;F); dM:d? est la mesure sur [a,p] dont

la fonctionM est 1'intégrale indéfinie (théorenme 88 du
chapitre V), mesure & valeurs das E . Quant & B , ciest
|"application bilinéaire continue canonique de L(E;F)x E

dans?, définie par (uw,X) - w . X

Si1 E est nuni d' un référentiel par rapport auquel; adnet
| " expression (VI,6;72),et |a fonction M adnet |es conposantes

t— x, ( t) , alors I'int égrale cl-dessus peut s'éerire sous
la forne
n ﬁ...
(¥,6:18) Y = Z‘s Aj(M(b)) J.ocj( t)
MI[&:‘N ) & '

il s'agit des intégrales des fonctions continues!— A (M(t»,

défintes sur [a,f] , a val eurs dans T, pac rapport = aux
mesures daoé sur [«,p], associées aux fonctions & variation

bornée t—»x}(t) par le théoréme 88 du chapitre IV. Sil

se trouve que Msoit de cl asse C', _ou de classe Cl par
norceaux, on peut écrire dM(t) = M(E) e, dx (b)) = 2 (b dt

d aprés le corollaire 1 du théoréne 89du chapitre IV, on
retrouve ainsi la formile (VI,6;74), ce qui prouve que la
définition, que nous venons de_ donner, de |'intégrale d' une

forme différentielle continue & de degré 1, sur un chenin
de lonqueur finie, généralise 1'1ntééra1e,dé,jé connue, sur
un chemn de classe C'ou de classe par nor ceaux.
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- L'intégral e adnet, est
normé, |a majoration
variation totale de M , C'est-a-dire la |ongueur
du chemn de |'espace nétrique E . En effet,
le corollaire 2 du et sa
on peut écrire = ou est | a mesure des
| ongueurs relative au “chenin. nesure v sur ,
et ou a la-norme 1;1e chemn a -presque partout une
tangente, et est |le vecteur unitaire de |a tangente
au le sens des [ croissants (donc
en sens Inverse du parcours du chemn, si o »
Alors, d' apres la définition on a :
p
—_ 1
M|
comme =1,
dédui t bien Cette majoration est & rapprocher
de
Si E est euclidien, on peut appeler | es
cosinus directeurs de la tangente au point ©on a
donc . Alors, sous la forne

on a la majoration

qu'on peut, d' apres de maj or er
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3°/ Calcul par passage a la linite.
Soit enfin A une subdivision to = o , t, , t2 Sy

vt = ﬁ de [0‘,/5] ,de finesse ) .

b b1

Calculons la différence entre |'intégrale (vI,6;77), et

(¥1,6,;33) é Z’)(M(O;.)) . (M(t’&u) - M“a)) ’ ez,e[twtm] :

L' expression (vI,6;83%)peut s'écrire :
p

(L6484 Ja(t) CAM(t)
d
ou_’fﬁ:’ est une fonction sur [oc.PJ , a valeurs dans
L(E, F), égale, dans |'intervalle ]tw t«m[ . A w(M(Gi))-
Oh a donc :
n-1  ——
(YT,B;S'S) . -‘:) = éaa(M(ei)) : (M(LLH) —M(t"'))
CIRtw

p
S(a(mm) - B(b)) LdM(E)

o

_

<

Soit &€ > 0 donné . Sion choisit T asser petit pour que

]t'_t"ls 1 entraine "5’(’4“"\1\} 8 (M(t"))“ £ "1&:_ » L

l ongueur du chemin (ce qui est possible, car la fonction

t — & (M(t)), continue sur le conpact [a,p], est unifor-

nénent continue), on aura“ZS(M(t))-{U'(t)H < f , et le

dernier menbre de (VI,6;85)sera majoré par &£ . L —¢.
, . . , — . N

On en déduit que lI'intégrale de w sur |le chemn M][a,ﬁ]

est limte des sommes de R emann (V1,6 83), lorsque la
finesse de A tend vers O . Sous cette forme la, on

voit bien qu'elle est indépendante de |a paramétrisation

du chemn, deux paranétrisations équivalentes donnent I|a
néne intégrale, ce qui étend |le théoréme 35 au cas oU M est
seul ement de |ongueur finie. On peut résuner tous ces résul-
tats commesult



d' une forne de
et _continue sur un

sur_un de cl asse de ,

S' exprine sous forme On peut la
par les formles et [orsque e chemn, non
nécessairenent de classe est _de lTongueur finie. Cette

est Indépendante la parametrisation du chemn
2 chemns donnent Ta nEne Intégrale. Elle
adnet | es nmjorations 8l. 82.Elle est lalimte
de Ta soomme de R emann lorsque Ta finesse de
| a déconposition tend vers o

FORMULEDESTOKES

Nous allons d'abord Introduire la notion de variété
avec bord. Le prototype d' une telle est une boule
fermée d'un espace affine euclidien, son bord est la
sphére correspondant e.

On appel l e vari été avec bord, de classe C'et de

, une d une variéte de classe et de
: Identique a |'adhérence son
V = , et dont la = soi t
une hypersurface de V sous-varieté de classe et de
di mensi on -1. Cette s'appelle alors le
bord de v, et se note .V est en particulier
une pseudo-vari été de cl asse d un
type trés spécial. La pseudo-variété de classe ¢ |, de
dinension 2, définie a et 64) n'est pas une

avec bord. Certaines des propriétés topologiques

relatives au cas ou V est une boule d' un espace euclidien,
la sphere correspondante, s'étendent au cas

Si est vide, alors est tout sinplenent une variété
ordinaire ou sans bord. Qccupons nous donc du cas ou
n'est pas vide. Son dans est
| a de deux ouverts disjoints,
et le , de V Aucun de cas
deux ouverts ne peut étre vide. Si en effet était vide.
alors V = serait nécessairement vide aussi. S d autre

(Vv était vide, alors serait ldentique a vV | et
par suite sa frontieére serait vide. en résulte que
, réunion de deux ouverts disjoints et non vides,

n' est pas connexe. |l contient au noins deux
r égi ons.
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Si nous appel ons ('Q“")Lel | es conposantes connexes ou

régions de (=, chacune d'elles, si elle a a la fois des
poi nts communs avec V et avec [V , a des points communs

avec >, d'aprés le théoréne 36 du Chapitre Il, ce qui est

i npossible puisqu elle est dans le conplénentaire de P h
donc nécessairenment chacune des régions £; est tout entiére
dans v ou tout entiére dans (Vv . Autrenent dit on peut

partager |'ensenble 1 en réunion de deux ensembles complé-

mentaires J et K, et 1'ona ¢ _ U (.Q.),etCV = U O,
ieJ Y ek

|"intérieur et |'extdrieur de V sont des réunions de régions
du conpl énentaire de 5, . Sil se trouve que 2. partage V en
exactenent deux réglons, alors ces deux reéglons sont nécessai-
renent ¢ et (v . Le méne raisonnenent que celui qui a été

fait au théoreme 28nontre aussi que, Si '\7 et 7, sont connexes,

2. partage nécessairement Ven au pl us deux régions *
mai s come, dans |es présentes hypot héses (Z bord de V)il
y a aussi au mpins deux réglons, 2. partage ¥ en exactenent
deux régions, v et (V.

Soit & un ouvert de Vv . Alors I|'intersection VvV n U est

encore, dans (& , une variété avec bord, et son bord n'est
autre que X, n &

[Cest 1&a une propriété de pure topol ogie générale, résul-
tant de ce que (¥ est ouvert. Dire qu un point a de O est
intérieur & VA O relativemrent & O, c'est dire que Vn
est un voisinage de a dans (', Mais comme ( est ouvert, cela
revient exactenent a dire que V est un voisinage de a dans ¥ ’
et que par suite a est dans |'intersection de |'intérieur ¢
de Vv , et de (§ ; autrenent dit (V. a 0)° =V n ¢
D autre part, ?our qu'un point a de( appartienne & la fron-
tiere de Va ,il faut et il suffit que tout voisinage
de a dans (J contienne des points de V, et des points de CV

Cela revient exactement & dire que tout voisi hage de a, dans V
a la meéme propriété, puisque O est ouvert; c'est-a- dire quea
est dans la frontiere de V, donc dans _7'. n@G . Ona

donc (V n O)' = Va0 = > n O

Mis = n O est une variété de classe € et de dinension
n -1 ; enfin tout point de V a (b est adhérent, dans
V,é.\?,donc,dans(?,aVn@' ; donc Vv n (Y est
dans O , |'adhérence de son intérieur.]

* Dans |la dénonstration du théoréne 28, V était un espace
affine, on pouvait utiliser un segnent de droite joignant un

point d une région & un point de > . Iei ¥ est connexe, donc
connexe par arcs (conplénents de topologie sur les espaces connexes,
théoréme 36 septlnp); on peut donc toujours joindre par un che-

mn un point d une région a un point de >, et cela suffit.



alors il se trouve que part age en deux

r égi ons sont n et n )
Nous avons vu, au 27, que tout point a de possede
des voi si nages ouverts qui sont
en deux a chacune desquelles a est il en
donc que tout point a de est adhér ent

ala fois a Y e a .

On aura besoin, pour la fornule de

sont seul ement des avec pseudo- bord.

On dira que V est une avec pseudo-bord de,
de dinension _ c'est une partie d variete V | de
classe C', de dinension , fermee dans V _ a

~de son et dont la frontiere soit une pseudo-
vari éte de classe C', de

'Si, par exenple, nous considérons dans I" ensenbl e des
poi nts , ) qui vérifient les Inéquations
il constitue une variété avec cl asse et de
dimension 3, dont |'intérieur est |'ensenble des points

vérifiant les inéquations

+ 0 £

et dont la frontieéere est |la pseudo-hypersurface définie a
et 64). De néne, si nous considérons, dans un plan,
un pol ygone convexe, il constitue une variété avec pseudo-bord,
de classe et de dinmension 2. |"intérieur est la région
du polygone, et dont la frontiére, contour du polygone,
la réunion d un nonbre fini de segments de droite,

dire une de cl asse et de dinension 1. Plus
un vol une polyédral est une avec pseudo-
bor d.
Une avec pseudo-bord est encore une pseudo-variété
d un type particulier (la surface définie par et 64)
n'est pas une avec pseudo-bord; mais nous venons de voir

qu' elle est pseudo-bord d' une avec pseudo-bord).
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Si V est une variété avec bord, son bord Z est une véritable
vari été, sans bord. On a donc 4§V = ¢ . Par contre, si V
est une variété avec pseudo-bord , son pseudo-bord 3 est

seul ement une pseudo-vari été.

En résumé, on a les implications suivantes *

V est une V est une
vari éte vari été avec
\\//af?tét léne. avec bord : .| pseudo-bord; . |V est une
' BV est une BV est une Pgs_ug?é
bV = vari éte pseudo-varié- varl
? bV = @ té.

Si maintenant V est une variété avec pseudo-bord de classe
C™ , de dinension n, et ,siH est une application de classeC™
d'un voisinage de V dans V.dans une varidété £ (qui sera ici,
général ement, un ouvert d' un espace affine) alors H | v est
une variété singuliere ou paramétrique avec pseudo-bord de (),
de classe €™, de dimensionm . Son pseudo-bord est la pseudo-
variété singuliere H|4V , de classe C™ et de dl menslonn-1.

A A

Soit d agbord Vc V une variété avec bord de classe .
Supposons v orientée. Alors V est orientée, au sens de
|"orientation des pseudo-variétés : sa partie réguliére v,
ouvert de V,est orientée. Mais en outre on peut NUNir canoni-
quement le bord $ d'une orientation.

On peut en effet e nmunir de |'orientation transversale
dans laquelle les vecteurs sortant par rapport a V sont
ositifs (théoreme 29); aprés quoi on peut le nmunir de
"orientation tangentielle associ ée, puisque 2 est une
hypersurface dans ¥ orientée (théorene 30,et remarque page

). Une base de |'espace vectoriel tangent en un pointwx

* On nintroduit pas toutes ces notions barbares pour son
plaisir ! La pratique la plus courante introduit la formle
de Stokes pour des espaces anal o%ues a des polyedres, c'est-
b-dire des variétés avec pseudo-bord.
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de est positive pour cette orientation, si, précédée d'un
vecteur sortant par rapport a Vv elle donne une base
positive pour |'orientation de . O que la

ori ent ée est | a vari été orientée-avec Vv,
et I'on écrira = . Si I'"on renplace V par V ,

munie de |'orientation opposée, on renplace
par 11 est bon de remarquer que est aussi une
vari été avec bord, d'intérieur , et de néme bord
oriente par |'orientation de ' orientation
comme bord de est opposée & son orientation comme bord
S, par est une boul e fernee R

espace affine euclidien, |'orientation de comme bord de

est |'orientation canonique des sphéres de |'espace euclidien
); |"orientation de conme bord de = est

opposée.

on consi dére une avec
ori ent ée , definie par une application H de classe C d' une
orientée avec bord bord de cette variété
la restriction H | = H de | ' application H

au bord de

Si est seulement une variété avec pseudo-bord orientée,

on peut, par la néne méthode, orienter la partie régulieére
du pseudo- bord ; c'est cela néne que nous appel é (page )
orienter , donc lci encore le pseudo-bord d une variété
t éeavec pseudo-bord est une pseudo-variété orientée. Par exenple,

est un polyédre, |'orientation de V définit une orientation
des faces du polyédre. Sl est |'ensenble défini par

de |'orientation canonique de son

bord des formnul es et
munie de |'orientation que nous avons définie a ce nonment.

On peut faire de néme pour une variété paranétrique avec
pseudo- bor d.

Une variété (sans bord) orientée s'appelle aussi un .
Par exenple une sphére orientée d un espace euclidien est un
cycle conpact. Une application H d un cycle est un cycle

ou singulier. le bord d une variété
variété singuliere) avec bord est un cycle cycl e singu-
lier). Un cycle de dinension 1, s'appelle aussi un circuit.
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Théoreéne de Stokes

~ ~ . , .
Soit V C V une vari été de classe C _,’orlentee de di nen-

sion m , avec bord ou pseudo-bord; soit & une fornme différen-
tielle de degré n-1, de classe C', sur V.

La formule de Stokes s'écrit

(¥,7,3)

Y
v LV

dw = 5&3
Il y a échange entre |'opération "bord" sur |a variété,

et 1l'opération "cobord" sur la forne (Cest de la, dailleurs,

que vient le nom de cobord, celui de bord étant tout naturel

pour les variétés ) . On.lntéoge. . ,forne différentielle

de degré n-1, sur £V , pseudo-variété orientée de dinension

n -1; da& , forme différentielle de degré , sur
4
V , pseudo-variété orientée de dimensionm .

Ce théoréne n'est applicable que dans certaines conditions

assez restrictives. On peut naturellement ['etendre aux
variétés paranetrlques avec bord ou pseudo-bord (voir fornule
(VI,7;:4)).

Théoréne de Stokes élénentaire

Théoréme 37 - Soit V ¢ v une variété avec bord >, , orientée
de classe C?) de dinmenslonn . Soit Hune application de
classe ¢c? , dun voisinage deV dans V , Qagswuﬂne variété )
de classe (2 definissant aingl une variéteparamétrique
orrentee avec' bord H | ¢ de £2 ¥ S0it3 une forne diffé-

rentielTe de degrén-1, de classe C' , définie dans O , &
valeurs dans un espace de Banach ¥ .

* Général enent, dans la suite de ce cours, {2 sera un
ouvert d'un espace affine de dinension finie. Cest aussi ce
qui se passera si Vest dans un tel espace affine et si H
est |'identité.



coupe r éci proque du

sui vant _un conpact (ce se t ouj ours
et H
— —
= w
Ce théorene est dit él énentaire de parce
a un bord, est une vrale variete.
cas -
= =V = [ donc = H =
est a support conpact. On muni de son orienta-

tion canoni que.

Supposons expri mée sous |la forme habituelle

suffit évidenmrent de nontrer que, pour "ne somme
reduite a un seul c'est-a-dire pour "ne forme

= A A. .A , formul e

est vraie. Cest ce que nous allons faire.
n

_ = nmuni de son orientation canonique, |a fonction
d orientation 8 de |a page 88 vaut t et

intégral e Les intégrales écrites ont
un sens, puisque w est continue a support comnpact.

sl
Come est est nulle, et la
formule & dénontrer s'écrit

* Cest le cas que nous rencontrerons le plus souvent.
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W
———’A,:Jc1 dxz...dx'/n = 0

dx,
]R‘n. 3

Appliquons le théoréme de Fubinl (théoréeme 77 du chapitre

wo -

(m7,9) ” L% dx dox, v doc,

—
VW,
_ _ . .
= $ S dx1 dxg---d,xj_16t33+ 1"'&32/“L—Dx.(x11x21"' xn) o{'xa’
]R’n“l J’
Le théoréme de Fubinl Indique seulenent que |la derniére
intégrale a un sens pour (dx,-.. dxj-l d‘r’jn - dx, )-presque
toutes les valeurs de.x..og,.....3, Fery - Toft quelle
définit une fonction (dx....dx, SSTE . ) -intégrable,

Miis de toute évidence, la derniére intégrale existe toujours,
et elle est nulle, car, @ ayant un support conpact

0,
(3, 7,10) WQ (e, 2y, vy xn) dx,}
R | ¥ v
=[O (e i By )] = 3
3 ¥ J Fe-co
2&me Cas

V est |le dem -espace ferne x, <o de V=Q=]ﬁ",Hest
|"identité; w est & support conpact. On supﬁose R™ nuni

de |'orientation canonique; alors 3, est 1 hyperplan

x, =0 , et, comme nous |'avons vu page , |'orien-
t_gtion de_Z_,est |'orientation canonique, ou |a base

€y g0, €4 est positive. Come dans le ler cas, nous
supposons & de'la forme (VI,7;6), avec une sommez réduite
a un seul terme. Le premer nenbre de (VI,7;4) est |'intégrale
ui est au premer nenbre de (VI,7;8).gaIs cal cul ée sur V,
em -espace X, = O ., au lieu de R™, Le deuxi éme menbre
de (VI,7;4) se calcule come suit. On prendra pour la variété
2. la carte identique; |'inage réciproque de « , forme sur

R%est la forme sur R™-', obtenue en renplacant, dans &,
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et par o ; c'est donc la forne différentielle
(o, ) . e )
Comme ‘a |'orientation canonique de , la fonction6
d'orientation vaut encore + et
. dz,Aadz, A .. LA = .
|
La formule de donc
’ =0
- ] . . . dz,
La premiere formule se comme celle du premer
cas. (formule peut écrire
H
et la derniére est nulle.
Pour |a formul e, on enploie encore . ce.
avec cette fols des bornes dintégration diffeé-
rentes :
Mals | a dernieére vaut

( ) =

1
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en portant dans (M,73 15),o0n obtient bien (VI,7;13).

3eme Cas -
~n

.V quelconque, £ := Vi, H est I'identité; le support
de w coupe V suivant un compact.

o
Soit alors a un point de V. Sl ce point se trouve dansV ,
11 posséde un_voi sinage connexe 4, dans v, qui soit 1'image

d' une carte &, de V; &, applique un ouvert (¢, de R™

dans v ,avec @_(0,) = U_.
S1 au contraire a appartient a 2, , alors, dapres le
corollaire 2 bis du théorene 32 du chapitre Ill, on peut

trouver un~t -difféomorphisme dba d' une boule ouverte U,

de R"sur un ouvert 9, de Vcontenant a , de maniére que
|'intersection >, n 9, soit |'inmage par &, de |'intersec-
tion de U, avec |'hyperplan w, = 0 de R™ . Cet hyperplan

coupe la boule en 2 régions, w,< 0 et wuy > 0 , dont les
images par &, sont deux régions définies par ¥, dans ¥,

3
7 . (2]
nous avons vu, page . que ce sont nécessairement V n Ve
et (:V n W@ . En renplacant au besoin M, par - W,

(ce qui signifie évidemment un changenent de carte), on peut
supposer que w, < 0 a pour image, par ¥, , V a 4

L' ensenble de tous les ¥, ainsi formé est un recouvrenent

de V , donc a fortiori de |'intersection, supposée conpacte,
de Vet du support de @ . 11 suffit donc d un nonbre fini
des 4, , soit (4,),¢; . correspondant a des a, ,

pour recouvrir cette Intersection. Soit (Ay)ier une parti-
tion de |'unité subordonnke, et fornée de fonctions de clas-
se C* ce qui est possible d aprés le théoréne 11 du chapitre
|V, puisque ¥ est supposée de classe C°

La formule de Stokes s'éerit :

(x,7:17) Sl d@@) = 2| aw
vel |, 1€l ~ v
AV
car Z;[ - vaut 1sur |'intersection deV et du support
e

de @ . Nous allons nontrer |'égalité de chaque terne de la
premiére some avec |le terne correspondant de |a deuxiéme.
Comme . est un (’-difféomorphisme, i1 conmute avec le oobord
d (théoreme 17) et &7 (x, &) est de classe C' dans O,

(théoreme 14 bis), donc s




Pr ol ongeons ) , qui n'est définie que dans ,

dans ; en fait, elle est alors nulle dans
, étant |le support de . La forne
ai nsi prol ongée est encore de cl asse ; car elle
|"est dans les 2 ouverts , , de réunion sion
convient de continuer & , la forme
prol ongée, on peut, dans et par
L'orientation & prendre . | "orientation canoni-
que ou |'opposée (suivant le signe de la fonction
. signe constant, parce que est
suppose

De toute facon, c'est sans Inportance, et on peut prendre
| "orientation canonique car cela conserve ou change
les signes a la fois dans les 2 nenbres.

Mais alors des 2 lignes de résulte
du cas dénontré, |'ée des 2 lignes de du
2eme cas. Ainsi , donc le cas, est dénontreé.
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4eme Cas : Cas général -

Hest mai ntenant quel conque. D aprés |la définition de
|"integrale d'une forne différentielle sur une variété para-
métrique, la fornule de Stokes est équivalente &

(11,7 ;20) EH*GLG - SH"’J
S v

Comme H est supposée de cl asse _C2 H* comute avec le
cobord 4 (théorbme 17), donc cela revient a :

(I, 7, 21) E(M H*@) = JH*
v e

Mals, daprés les hypothéses faites sur H , Le support

de H* & coupe V suivant un conpact, et cette fornule

n"est autre que celle du 3&me cas, relativenent a H* &
et le théoréne élénmentaire de Stokes est ainsi dénontré.

Remarque : Dans beaucoup de cas, on peut se borner a supposer
Het  de classe C' au lieu de ¢? . Nous ne donnerons pas
d' énoncé précis a4 ce sujet. Parfois cela n apporte aucune

difficulte suppléenentaire sérieuse; parfois |e passage de C*
a C est, alu seul, toute une théorie nouvelle et délicate.

T e e

On ne connait pas de bonnes conditions d'applications de
|la, formuTe de Stokes, Torsque V a un pseudo-bord 3. , de facon
5 Bire sdr de couvrir tous |es cas rencontres Temedans | a

pratique la plus courante.

Nous nous bornerons Ici a donner un cas d une genéralité &
peu prés satisfaisante.

Soit 2. une pseudo- hypersurface fernee de classe C ge R’
d' une boule ouverte de R™ . Pour n); appel ons3
| e sous-espace vectoriel de R" gendre par 'les vecteurs de base

e,,ez,...,@'}_1 ’ej*l,”.l eﬂ_ .

Soi t P I"opération (x, yx,, %)= (x,%,,...% %

— TRl
sur T'} parallelemen’c & ¢€; "; c'est une operatlon linéaire
conti nue de R"™ sur _i‘} N . Soit & un point de F .
Supposons qu'il existe un voi si nage B de & dans F‘J- , dont

. -1 N ,
le cylindre pro& et ant. 5’ A noupe 5, en un_nombre fini (éventuel -
| ement nul) e compdsantes connexes, 25, , )q =1,2,..., 4,

ayant chacune une équation explicite en x. 3: = Fp(x,x,,.., X, %, ),
Py de classe csur G . Cel a inplique que P’ G%nZ soit

dans la partie réguliére Y de T . On dira alors que le
point & de F est 'g —regulier pour 3
2

x. ), "projection
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dirons que réguli ére pour la )
tout point de est -régul i er pour ,
étre ensenbl e excepti onnel de :
nmesure nulle pour la nesure de Lebesgue , et dont le
cylindre projetant coupe la partie
suivant un ensenbl e nulle .
Parm |es points de cette
ceux du "contour apparent” de c'est-a-dl? les points
de ou 1 hyperplan tangent est paralléle a (et tous les
points d'intersection de le cylindre du
contour apparent); |'ensenble de ces points du contour
apparent est donc en supposé avoir "ne
nulle (Ce ne sera pas le cas, si, exem

ple, est |le pseudo-bord d un cube a arétes

aux axes. Cependant, le théoreme de Stokes est applicable a
un cube . masun sinple changenent de référentiel rendrait
| e pseudo-bord du - ré pour tout = o
et c'est ce qui nous suffira

38 - "ne avec oseudo-bord de cl asse
d "ne de cl asse , de , Orientée.
pour tout point a de
du pseudo-bord , I existe un
d' une boul e ouverte de (ou | ui -néne) sur un
VOi Si hage ouvert de a dans V, tel que
soi t -réguliere dans , pour tout =
de partie réguliere daire
finie.

"ne application de classe C” d'un voi si nage ouvert

dans?, dans "ne variéte de cl asse

Soi t "ne forme différentielle de classe ¢
a valeurs dans un espace de .S T'inter-
section et de 1 iInage par

est conpacte, on a la formule de Stokes

entendu, ce contient comme cas particulier
le précédent. On aurait pu le dénontrer tout de suite. Nous
avons donner d'abord "ne él émrentaire

du cas élénmentaire. De |a memenani ére que pour le
donnerons "ne dénonstration seulenent dans le

cas considérablement plus sinple ou est renplace partout
par
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Dénonstration -

ler Cas - Q/’ est une boul e ouverte de Rﬂ ou ]R lui-méme ;
pour sinplifier quelques détails techniques de |a_ démonstra-
tion,nous prendrons V = R™ , La pseudo-bord 2, de V est

E; -régulier pour tout /j_ 1, 2,...,n, et sa partie régu-
liére U est d aire (n-1)- dimensionnelle finie O = ,

H - tdentité, Le support dew est conpact. Dans ce Ier cas,
il n est pas plus conpliqué de supposer-seul ement AL de
classe C' . Nous supposerons toujours « donnée sous |a
forme (VI,7;5), avec un seul ternme &, dans la somme 2 .

Il suffit, pour tout i: 1,2,...,mn,de nontrer que
- Bw
(- ) H J v dx, dx, ... dx .,
v 4
(YL'I;ZZ)
=|d, dx/\dao/\/\dx, /\dx A A dac ,
3 1 2 3-1 ,)+1 n
b
étant entendu que L vaut ! , U Etant la partie réguliére
b2 I
de 20.
Les différentes val eurs de Jouent ici le memerale et,
il nous suffit de faire la dénonstration pour /3:1 ., par
exenpl e.

A - Le premer menbre se calcule toujours d aprés Fubini, et
vaut

(0,729 ‘.--So{x, doc, ... dx, S 51(361 oo Xy Ydx,
V(xz"“’xﬂ_)
ol V(x, ,..., n) est |'ensenble deR forné des =,
tel's que (x;,x,,...,x,.) € V(trace de vsur la parallele &
l'axe des x;, dont |es autres coordonnées sont =az,--., Xn)

(formule (Iv,8;35)). Le théoréme de Fubini nous dit seul enent
que la derniere intégrale a un sens pour (dx,dx;...dz)-
presque toutes les valeurs de x, ,x,,..., x., et définit

une fonction (dx,dx;...dx )-intégrable; ici, on ne pnurra pas
dire meux, comme cela se produisait dans le ler ou le 2eme
cas de la dénonstration du theorenme 37.



Appel ons donc J la derniere elle

est et par suite la mesure
dz,... , sur de norne finie; appelons9
cette mesure. Le premer menbre de vaut donc

Ecrivons donc

\

-Consi dérons maintenant la forne différentielle Elle
definit sur la partie (orientée come bord
de une nesure . est continue
et & support valeurs dans F , sa dorme est bornée,
comme d autre est supposee d' aire
finie, le théoréne nous dit est une nesure de
norne finie, de base , elle-méne nesure o de norne
finie. Aors, : ,
étant continue, |'image directe = P existe, et
elle est, elle mesure de nornme finie sur
(théoréme 59 du chapitre IV, et son extension au cas des
mesures vectorielles, Cours de partie, page 545 * .
Le menbre de vaut

* Contrairement a ce qui-est dit page 545, nous navons
besoin, ici,

savons
<t <.
Par contre, nous ne savons pas si |'inage de par
est encore de base 0 donc on ne peut pas lui appliquer
la théorie du prol ongenent Lebesgue partie. page 531).
et nous devrons donc faire attention a ne pas |"appliquer.
Mais |l est fortement reconmandé au |ecteur de ne pas s' appe-
santir sur Tes provenant eventuell enent de |a

dinension infinie ou néme de la nature vectorielle de
En utilisant d autres néthodes (Intégrale faible, théorene de
Hahn- Banach), on ranene immédiatenent le cas d' une forne a

val eurs vectorielles au cas d une fornme & valeurs scalaires |
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. . =2 n-1 , .
C/ - Soit J&:(J&Q,...,!}“) un point de F, = R B ~ réqgulier

’ 1
pour ¥ , et soit® un voisinage ouvert connexe de 4 dans ¥,
ayant les propriétés indiquées page 167 .

Mont rons que FZ =V dans B .

Si on ne s'occupe que de la valeur dans B de |'inmage
de [w]‘ﬁ, par B , on peut renplacer [& J« par [,. ],,103,,.{1 )
mesure associee & W par 12 variété or| ent ée P ®B an *

M3.|SP65(\%=ZUZU UZ{

-

e
Consi dérons | a nesure associ ée a w par ZJZ« , Soit [5]a

La restriction F , de § a 2, est un C'- difféomorphis-
e de 2 sur 03 | puisqu elle admet une application réciproque
-1

(TI,7;26) P. :(x

41& 21"'!x’n)“'—’ <x1=}};(x2|...,x'),x’zy-“yx“,)

T

de classe C¢' de ( dans R .

On peut encore dire que P)Zq O — Z& est une

carte de 225 . D aprés ce que nous avons vu dans la. definitinn
néme de la nesure associee a une fornme sur une varigté orientee
par une carte de cette variété (formile (vI,5;2)), [&

est |'image par _B:;, de la nesure :
(w,7;2M F& = 6&53 (F&(oc 2,..‘,xﬂ),x2,...,xn> dx, . .. dx

définie sur & 0, est la fonction d orientation liée a la
carte .F;Q-‘ , elle est une constante (égale a * 1), puisque &

sl

™

est supposée connexe, Donc 1 inmage par F, de [w] 2 1 est
Ki Et finalement |'inage par B de [33]?-16,, n& . c'est-a-
dire la restriction de yuaG’a est la nesure §FL& . On
a donc, dans 0% :
* Ce n'est pas si évident qu'il paraft ! Nous avons vu, page
- . . . -1

que [G]p1 o 1o est la restriction a F & al de

| a nesure [I:)']"a . Dautre part, on peut dénontrer aiseénent

une propriété des nesures inmges, Que nous n'avons pas nention-
née au chapitre IV, § 6: si P, est une application continue A-
propre deX = q dans ¥ - R*™", et si @ et un ouvert de Y , la
restriction de la nesure image B A a |l"ouvert (& coincide

avec |'image par P de la restriction de A a |'ouvert 113'10%.



Pour achever ce cal cul de; dans , précisons

Consi dérons, en un de ,
de |' hyperpl an tangent ), dont |es projections
sur sont : v , vecteurs de la base de

[ Commre 1 hyperpl an tangent a |"équation
(formule bis)):

n
= C - Cc===%* .4y ,
et que est |le vecteur de composante 1 et dont
toutes les autres sont nulles, la preniére
conposante de asera , et on a :
s , + '
Par définition, est le signe de |a base n
de A
Par ailleurs, la de nméne slgne que
| a base canoni que , & cause de
donc est positive. Donc est-aussi |le signe de pour
["orientation transversale de associée a son
orientation tangentielle. Mls de bord
; donc est + 1 , Sl est sortant de aux

points de -1 s'il est rentrant dans aux
poi nts de ; la formule est maintenant conple-
tement explicitée.

Et udi ons mai nt enant dans . Pour
| a = a 1 axe des , passant
par ce point, coupe et = suivant. des

ouverts. Les seuls points frontieres possibles de ces ouverts
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sont des points des D a 2. ~(0u de~Dg\7, V étant la
sphére frontiere de laboule V , siVv était une boule. Comme
nous |'avons dit plus haut, nous donnons |a dénonstration
lorsque ¥ = R™ ). Inversenent, si ApeD n =, , et
si W, est un voisinage de Ay dansP"'® , vérifiant les pro-

priétes du théorénme 27, relativenent éZgﬁ | es deux régions
définies par Uy dans Zj sont, commenous 1'avons vu page

YyaW, et (vn W, ; D, transversale & 2.y en Ay ,passe
de 1'une & |'autre région en Ag,(théoréme 29), donc Ay  est
bien un point frontiere a la fois pour D n ¥ et pour

Dnlv » Rangeons les Ay par ordre de grandeur crois-
sante de |a coordonnée x,.

Soi ent A'1 JA, o Ay | es points obtenus.
Il's partagent13 en £ +1 intervalles ouverts (dont 2 sont

des dem -droites). Mais alors D nv e Da(CyV sont,

chacun, reéunion de certains de ces intervalles (raisonnenent
de |la page ); 2 intervalles consécutifs sont, |'un dans

DNV , l'autre dans Dn (V, sans quoi leur extrémité
conmune ne serait pas point frontiere., Si on convient d' appeler

1 . . .
A__. le point de coordonnée x = - o de la droite achevée D,
on voit donc quer D nv est la réunion des intervalles

(A AT TAG AT, [A',F, AS), ... , oula réunion des
intervalles [A, A*,],[AY, AL], - .
Aors le calcul de J(axc,, - »2xy) (formule (vI,7;24)) est
mai ntenant inmmediat. Si [A,L’A"\,-m] est un intervalle
de sz,... x . , on aura :
(w, ;3 L (xl,xz,...,xn)clx.,
v,
. ] —_ +
= ®,(x,  ,x,,...x)- W, (x; , 2,000, X))
* Nous avons vu, page que VnU,[va0U, a0,
sont |'intérieur, 1 extérieur, et la frontiere de V n0

relativement & 0,si U est ouvert; propriété de pure topologie

générale. Ici n est pas un ouvert; mais la propriété subsiste,
comme nous venons de | e voir,parce que |les 2.4 sont des hyper-

surfaces de classe €' auxquelles53 est transversale.



étant |a coordonnée du poi nt

, puisque 3, est a support conpact).

En sommant pour les divers intervalles, on obtient exac-
t enent

)
ou vaut si D franchit en passant de a
| or sque c'est-a-dire si le vecteur est sortant
de en et -1dans le cas contraire; on a donc
= d'apres ce que nous avons plus haut; et la
conpar ai son-des formul es et montre
bien que dans
- Alors, d apres le théorene du IV, la mesure
nulle tous les ouverts de
est leur réunion. Mis cette est |'en-
senbl e ouvert des points de sont
réguliers .
Donc , dans cet ouvert : -3 est nulle.
Al ors, dans , est de base
en est ainsi de . On peut  applique? la theorie du
prol ongement de Lebesgue et |'intégrer sur et I'on
a, puisque est |'inage :
Mal s al ors va nous permettre de la formule
de En = _ est de nesure
pui sque est -reéguliére;
) et!
v
De méme. n est daire (n-1) =
est conme est de

base , = , de sorte que



(mlqi?’s)

@], = |[®], = |d ;
U

; U
ﬁ'O’n”U. a“ v

et alors, en portant (vI,7;34% et 35) dans (VI,7;33), on a
bien (VI,7;3).

2enme _cas - V quelconque, =V, H= identité; |e support
de & coupe V suivant un conpact.

Alors, pour chaque pointa de V ou de la earti e reguliere
U de2,, on peut trouver un ouvert (J, de R™ et une appli -

cation ®, ayant les propriétés indiquées dans |a dénonstration
du 3&me cas ‘du théoréme de Stokes élénentaire. Si a est un
point singulier de X, , on peut trouver une boule O, de TR"

et une application ¢, ayant les propriétés données dans 1'énon-
cé du présent théoréeme. On achéve alors la dénonstration, a
|"aide d une partition de 1'unité, comme dans |le 3&me cas

du théorene élémentaire; avec cette différence qu'ici on est
ramené au ler cas (pour a € V) ou au 2éne cas (pour a e )
du théoréme €lénentaire, ou auler cas du présent théoréme
(pour a e 2;-).

3eéme Cas ~ Cas général - Comme le Yéme cas du théoréme
¢lementaire. Ainsi le théoréme gzénéral de Stokes est complé-
tement dénontré (au noins si |'on renplace partout C'par C* ).

Exercices - 1°) Montrer qu' un pol yedre conpact Vd' un espace
affine de dinension finie vérifie les conditions données dans
| énoncé (On se ramene aussitét au ler cas de |la démonstration,
en choisissant un référentiel dont aucun vecteur de base n'est
paralléle a |'une des faces du polyédre. On peut d'ailleurs,
dans ce cas, faire une dénonstration directe, néme avec un
reférentiel ayant des vecteurs de base paralléles a des faces
du polyedre : prendre, par exenmple, pour V , un cube a arétes
parall el es aux vecteurs de base, et vérifier que le théoreme
de Stokes est alors immédiat par Fubini,

2°) Supposons queV soit une vari été avec pseudo-
bord conpacte d'un plan § = E ,ayant pour pseudo-bord une
courbez "de classe C' par norceaux"; on entend par |a une
pseudo-variété 3. de classe C n'ayant qu'un nonbre fini de
points singuliers, au voisinage de chacun desquels ¥, soitl|a
réuniond un nonbre fini d' arcs de classe ¢' se coupant en ce
point. Alors on se trouve dans les conditions d application du



théoréme ( pour chaque point singulier
il suffit de prendre un référentiel dont les’
axes ne soient pas paralléles aux tangentes

en ce point).

d'un d'un espace affine £ de dimension finie,
té suivant le sens de parcours o une
fonction de classe , a_valeurs dans un espace de
Banach ., on a Ia formule de Stokes.
*
variété v est 1 intervalle C muni de
I'orientation correspondant au sens de parcours o« H

est l'application M de

Nous voyons que l'orientation transversale du bord
s'obtient en considérant comme positifs en d les vecteurs

de sens a , et positifs , les vecteurs de sens
_ L'orientation tangentielle d’apres

qui a vu page ~, consiste a affecter le point

du + le point & du signe- variété

bord de donc .

sur cette variété singuliere n’est alors autre! d'apres la

définition le second membre de 1 égalité

Démonstration - Cette formule n'est pas un cas

particulier de la formule de Stokes. car. dans ce

cas = 1 il s’'agit (théoréme 36) de d'une

forme sur un chemin qui n’est pas neécessaire-

ment de classe méme de classe par morceaux, mais

seulement de longueur finie.

*# En somme, la formule de Stokes est une généralisation
de la formule bien classique = -

pondant a E M = Ildentité.
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. . -
Choi sissons dans E une norne quel conque. Appliquons a la
fonction la formule des accroissenents finis, (corollaire 1

du Théoréme 13 du chapitre |11), relativenent au point oc = M(t")
et & I'accroissement A = M(t")- M(t') . on obtient alors la
formule :

(W,7:31) “ (M(E)- _{?’(M(t‘)) - {"(M(t‘)) . M(E") - M—<—t")\‘ <9 ||M(t") - M(t‘)“

oud admet la maj oration :

@y b < M(t' MEY] “f(P (M)

Si alors &€ > oest donné, on peut trouver un nonbre § 70,

de mani ére c1ue| |negaI|te“P M(t") H t @ ® [dfi], Peld)
entrafne |'inégalité :

(W1, 17:39) H f'(P) - g(M t") “ < ?&I: , L = longueur du chenin M .

Cela résulte du théoréme de 1 uniforme continuité des
fonctions continues sur un conpact (Théorene 31 du chapitre 11,

sous la forme renforcée qui a été donnée & la note ## de la
page 355 du cours de remeére Partie ) & la fonction

conti nue g definie sur le compact M ([«,pn]) , i mge par M
de [a,p] , de I'espace nétrique Q .

En appliauant ensuite & la fonction continue M,sur le
conpact [ «, f3 le thdoreme 31 ordinaire du chapltre I, et
d autre part le théoreme 36 du présent chapitre, on peut
trouver Y >0 de manieéere que :

1°) l t"- t.‘ | < 7 entraine ”M( ) o M| t')” £
2°) | a différence entre le premer membre de (VI,7;36)
et (v1,6;83),avec 0; =t , & = J?' , soit £ # , pour

toute subdivision A de [«, ], de finesse g 1

Si alors nous choisissons une telle subdivision A de finesse

S 1’1?éga11té (VI,7:37) sera val abl e pour t'= t | t'= ti“

avec 5\< 7L



On aura alors

Cela montre que la différence entre les deux nenbres
de est & &€ est arbitraire, ces deux

menbres sont bien égaux, et le théoreme est denontre.

une conpact e avec pseudo-bord
Al ors est un ouvert borné de Nous supposerons que
le bord est une courbe , de classe C par norceaux
(exenpl e page sera par exenple nuni de
canoni que de , et de |'orientation canonique
de pseudo-bord de VvV . On pourra prendre deux exenples
définis sur la figure; avons hachuré V , i ndi qué

|l e sens de parcours de comme pseudo-bord de V .
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(Dans le prem er exemple:V est connexe, mais non dans le
deuxiéme (OU V & 5 conposantes connexes,et V en a2). On
peut d'ailleurs prendre pour V la réunion des 2 ensenbles
de la figure; alors wva6é conposantes connexes, etV en a 3).

soit w = Adx +B une forme différentielle de classe
C' défini-e dans un ouvert  deIR® , contenant V , &

—

val eurs dans un espace de Banach F .

Alors la fornule (VI,7;3) s'écrit ici, conpte tenu de
(VI,4;2) (adaptée aR* au lieu de R®

(W,7; 1) “ (%%— - %) dac/\oh} = &Kdac + TB’ch} .
[ b3

Dapres la définition néne de 1 intégrale d une forne diffé-
rentielle, JL e oo dx /\dlj/ peut se renplacer par |'intégrale

doubl e ordinavire “ d,xduj (la fonction d'orientation ©
v

de la page 88 vaut+ 1, puisque nous avons orienté vV suivant
| "orientation canonique aeR" ; on peut écrire indifférement

”o ou H , puisque X est de nmesure nulle pour dx dl} Y.
\ \

Dou la formule de R emann, cas particulier de la fornule de
St okes

(@, 7;42) H(%;B- - T)dxchj = §K4x+§d.\}
v . ki s

On pourrait chercher & étendre cette formule, |orsque 2.
est seul enent une courbe de longueur finie, et non plus C
par norceaux. On obtient alors des théorémes spéciaux relatifs
au casm=2,n-1=1,ne rentrant plus dans |le cadre du

théorene genéral de Stokes, mais il y a beaucoup de complica-
tions, nous n en parlerons pas ici; si nous rencontrons des

cas particuliers, ils seront traités par des nethodes appro-
priées.

Prenons naintenant pour V |'"exenple de la flgure sui vant e,
ou v, est muni de |'orientation canonique de R et \/_, de

1'orientatinn opposée, >, ayant toujours |’ orientation de
pseudo- bord
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La fornule reste valable, mais la fonction
d orientation vautt ++ 11 dtams et - 1 dans , de sorte
vaut Co. , et
AR i .
vaut - , et la formule de R emann s'écrit

Travail d'un charnu de vecteurs le long d une courbe orientée
d un affine euclidien.

soit : . un chanp de vecteurs continu
sur un ouvert d un espace affine euclidien Ede dinension
finie. Soit? une courbe orientée , de classe C'
mor ceaux. On appel le en un point de , le vecteur
unitaire de la tangente, pour |'orientation CA
On appelle travail ou circulation du chanp le long de
["integrale
ou est |la nesure des | ongueurs sur , mesure 0
Souvent on par |l a : sur I
A val eurs : d' apres
C est |'application de Ala conti nue
A val eurs dans , A la nesure (de base 20
‘A valeurs . et Ala forne _ B produit
scalaire euclidien sur Ex E . SI Eest nmuni d'un
et nous appel ons : j= .. N, les
cosinus directeurs de |a dem -tangente positive a et | es

conposantes du chanp, on a :



(ﬂ17i45)

(¥I,7:47)

181
G = 5‘(; Xz.ooootj>d,o

Siw est la forne différentielle (a valeurs reéelles) de
degré 1 associ ée au chanp X par la structure euclidienne
de E :

w@ . Z = (i'(x,)\Z)
N
W = %X} doo} ’

on a | nmédi at emrent

(¥0,7;48) ¢ = W

La forme w s'appelle, en nécanique, travail élémentaire
du chanp de vecteurs. On voit que le travail elenentaire
n"est pas une quantité infinitésimale, mais une forme diffé-
rentielle. On a tort de 1 écrire,trop souvent, d¢, car

ce n'est pas,,en général, la différentielle d une fonction
scalaire. S X est de classe C!' , pour qu il _en soit ainsi,

il est nécessaire que dw= 0 (c'est-a-dire rot X = 0

si E est de dinension 3), ce qui se traduit par les conditions

cl assi ques (VI,4;52) (o0 les A; sont renpl acés par des X;i);
et cette condition est suffisan?e, d aprés le théoréme 197 de
Poincaré, si £ a la forne |Indi quée dans ce théoréme, Lorsqu'il
en est ainsi, on pose W = - dU ,ou3("____7.,—3ILU ,et

la fonction scalaire U , définie & une constante additive
prés, est |le potentiel du chanp de vecteurs (corollaire 2
du théorene 19).

* Pour le voir, il suffit de nontrer que |es nesures de

Radon [w_]?‘ et (X I—t. )ds , sur T, colncident.

Daprées le principe du recollement des norceaux, 11 suffit
de le voir au voisinage de chaque point deT . Au voisinage
dun tel point, si t — M(bt)est une carte (ne pas confondre
| e paranetre t avec I e vecteur unitaire T ), dont on peut
toujours supposer qu' elle conserve les orientations (fonction
d orientation § = 1), ces deux nesures sont égales a |'image
par Mde |la nesure surlR : 3 X, x! db dr étant la

mesure de Lebesgue surR.. o
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On peut étendre les reésultats précédents, en renplacant
,de longueur finie, come

par un M
au ~ 36.On peut alors appliquer ce theorene directenent,
en défi ni ssant par Si on appelle la mesure
est |'intégrale Indéfinie, mesure & valeurs dans , on
aura, d aprés les résultats du 36 :
La formule de Stokes s écrit alors,
d' apres

Flux d'un chanp de vecteurs a travers une hypersurface trans-
ver sal enent dans un espace affine euclidien de dinension

finie.

toujours le méne chanp de vecteurs X et soit
~ hypersurface avec bord de classe
, et munie d une orientation transversale.

En chaque point 3 de unitaire
positif de la normale
On définit alors le flux du a travers par |a

formul e :

* On integre en U sur , donc veut
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ou I"intégrale est prise par rapport a la mesure superficielle
dS . S 1'on a pris un référentiel orthonorné, cette formle
peut aussi s'ecrire sous la forme

N

(VI1,7:50) ¢ - (Z X cos &, > ds

izt ¢
cw .o est |'angle du4 -iéme axe de coordonnée avec |a normale
positive & >, . |l est souvent commobde de désigner par dsla

nmesure vectorielle _\7(::) dS portée par la surface 2, . Dans
ces conditions, le flux du chanp de vecteurs & travers =

transversal enent orientée peut s'écrire aussi

(s, 7,5%) d - 5 (X]43)
b

Ceci est alors une intégrale au sens de la formule (IV,5;13) :
= . . g -
X est une fonction continue sur2’, a valeurs dans & , dSest

une mesure sur 2, & valeurs dansFE , et B est une forne biliné-
aire, le produit scalaire sur £ x € . La définition (IV,5;13)
nontre alors imrédiatenent que (VI,7:51) n'est autre que
(VI,7;49).

Enfin, si nous appelons w la forne différentielle de degré
N-l associ ée au chanp de vecteurs en vertu de la fornule
(VI,*%:43), si E est orienté, alors, on voit, en utilisant
les formules (VI,3;4%) et (VI,6;52),que le flux du chanp de
vecteurs & travers. 2, , munie de son orientation transversale,
n'est autre que (-1)N=-1 fols |'intégrale de la forne différen-
tielle associéew sur 2o, nunie de |'orientation tangentielle
associée a son orientation transversale par |'orientation choisie

dans E .
N-1
(w,7;51 bis) $ - 51 LW
z
La formule de Stokes, si 2, est le pseudo-bord d un 'volune"
(vari été avec pseudo-bord) Vde V = E |, nous donne alors,
conpte tenu de (VI,4;24) :
—- N-1 N-1
(¥1,7;52) S(x|v)d5 = (-1) Sw. = (-1) gdw
b 5 v
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Cest la formile . Par rapport a
orthonornmal, on aura

b
i
s i
est la "normale extérieure", sortant de V cette
formle _ ne depend pas de . de E ,
car celle-cl est intervenue 2 fois : une fois pour passer
_une fois pour repasser de Nat ur el | emrent
la fornul é de Rienmann est un cas de celle

d Ostrogradsky, correspondant a N = 2, nais avec des
différentes, puisqu elles ne sont autres toutes les deux que
la formule de pour une variété avec pseudo-bord Vv d un
espace affine v= E de dinension N.

Formule originelle de pour une surface par une
courbe dans un espace euclidien oriente 3 di mensi ons.

une variété avec pseudo-bord d'une de

classe C d' un espace affine euclidien orienté Ede
dimension 3. Soit son pseudo- bord, cl asse par
mor ceaux. Supposons E euclidien orienté et
aussi transversal enment Soit? un chanp de vecteurs
de classe sur E

Appelons w la fornme de degré 1 associée a par la struc-
ture euclidienne de E ; a do est associé€e, puisque E est
euclidien et orienté de dimension l e chanp de vecteurs

page Des fornul es

le travail le | ong est le flux de a travers

on prend un or t honor nal et si on
appel | e Y, . les conposantes du chanmp x , et

, les cosinus directeurs de la normale positive
on aura :



(W,7559) s X doe + Ydy + Zdy

Cest cette fornule qui a été démontree par Stokes, et
a donné son nom a la formule générale de Stokes (VI,7;3).

Nous resunerons les résultats de 1°, 2°, 3°, conme suit,
sans préciser les conditions d application :

O A A

1°) La variation d une fonction d' un point & un_ autre, dans
un_espace affine euclidien, est égale au travall de son
grafiehcvlie Tong d un arc joignant le premier point au
deuxieme (fornmule (VI,7;48).

2°) Le flux d'un chanp de vecteurs & travers une surface >
bordant un volume V traversée dans e sens sortant deV,

dans un_espace affiné euclidien,est égal & 1 intégrale de
a_divergence du chanp dans V .

3”.) Lle travail d'un chanp de vecteurs le long du bord (orjienté)
T _d une surface orientee d'un espace affine euclidien
orrTenté de dinension 3, est égal au flux du rotationnel du
chanp & travers , munre de T "orrentafion transversale asso-

cide a son orienfation tangentielle.

O peut répéter ici ce que nous avons dit & la renarque
3°) de la page 60 : |'usa?e systématique des formes diffé-
rentielles et de 1a fornule de Stokes est préférable a
cette multiplicité de formulessur |es chanps.

Voici quelques autres fornules, ou les notations se .
conprennent  d'elles-ménes, en fonction de ce qui a été dit
anterieurement . E est un espace affine euclidien orienté de .
di mension N :
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Les dénonstrations sont évidentes, en prenant un
orienté. Prenons, par exenple, la

deuxi énme. Elle s'écrit, pour la conposant e

= = - Z 3
c'est un cas particulier de la formle ou
|"on a , par Y

Voici enfin les fornules de Geen, d un usage constant
en meécani que et en physique :

- une vari été avec pseudo-bord de cl asse

de ouvert d" un espace affine eucli -
dien E de dimension N . des fonctions réelles,
En | e pseudo-bord de V ,

et | e vecteur u'nitaire sortant de V
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. d
Dans ces formiles, A est le | apl aci en, et = est
| a dérivée suivant le vecteur y (notée D;,. ala formule

(III,3;4).

Diémonstration - Dénontrons d' abord la formule (VI,7;59).
T1 suffit pour cela d appliquer la fornule d'Ostrogradsky  _.
(Vi,7:;52), relativenent au chanp de vecteurs défini parU%w{W.

Oh a en effet imnmmédiatenent (formule (111, 3;21)) :

(1,7,62) (UW&W“—J) = U(WW‘?) = U% ’

et d autre part, comme on le voit en prenant un référentiel

or t honor nal
(Umiw) = ST b [y AW
(m,7;63) divr (U qad W) = ;Z=1 ey <U \Ox}>
= ZN: _b_U_ L + ; U bQW
it dx, dx, =1 D x.

vt ¥

= (g U | quad w) + U AW,
donc Ostrogradsky donne bien le résultat.

La fornmule d'Ostrogradsky suppose |le chanp U gad W de
classe C , ce qui aura lieu sI U est de ciassé et W
de classe C? .

En appliquant (VI,7;59) a U= 1, on trouve inmédi at enent
la formile (vI,7;58).

Si maintenant on |'applique a W =u , on trouve la formu-
le (VI,7;60), siU est de classe (?

Par ailleurs si on applique la fornule (VI,7:59) en
intervertissant les ré6les de U et de W, et si on soustrait,
de la formule initiale, la nouvelle, on obtient (VI,7;61)
siuet Wsont de classe ¢? .

On applique souvent les fornules qui précédent dans le
cas de fonctions & valeurs conplexes, come il est dit a
| a remarque page 71.Alors, dans (VI,7;59), on renplace
habituel lenent W par W . S on renplace Wpar 0 (au

lieu de U ) dans (VI,7;59), on obtient une égalité anal ogue
a (vi,7;60), mais ou | g&m ull? est renplacé par

U
?)05}

N

(V1,7,64) (@Ul@@: > W i

KL = 0
j=1 \O'xz} Y)oc} i = !
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On déduit de ces fornules un trés grand nonbre de
dans la théorie des aux dérivees
partiélles. Par exenple, on en | e théorene suivant,
que nous reverrons ultérieurement, pour des fonctions har-
nmoni ques, et qui peut s'énoncer comme suit : Si U est une

fonction de classe dans E , harnonique, c'est-&dire
| équation de Laplace AU = o , et si elle est
nulle sur |le bord de , alors elle est Identiquenent
nulle dans V .
Il suffit en effet d appliquer la formle _ ~ou
est renplacé par U . L de surface disparait,
pui sque est supposée nul |l e sur
Le ternme contenant AU pui sque U est
har moni que, et reste final enent
Comme |l a fonction qu' on intégre est 0, résulte
du théoréne 26 du chapitre |V, que son intégrale ne peut
nul | e sans ﬂu' elle soit presque nulle (pres-
que partout pour la nesure de Lebesgue ; comme elle est

continue, cela ne peut se produire que si elle est
nulle, ce qui notre affirmation.

APPLI CATI ONDELATHEORI EDESFORMESDI FFERENTI ELLES

Intégrales des formes fermées sur les
conpactes sans bord.
Rappel ons qu' on appel | e un ouvert

affine E de dinension finie N une forne .
de classe C, fernge, telle que = . On

qu' une forne conti nue est un
cobord, s'il existe une forme , de
de classe telle que = o1 de la rela-
tion ° qu' un cobord, si c'est encore une forme dif-
féerentielle de classe est nécessairenment un cocycle
le de Poincaré Indique que, si |'ouvert vérifie

certaines conditions topologiques tres particuliéres. alors,
un cocycle est un cobord.

. toujours, Il s'agit de for es a

val eurs dans un espace de Banach

o * seul enent continue; elle a beau étre
un cobord. elle n"est pas cela n'a pas de sens

de voir elle est un cocycle |
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Nous avons appel 6 (page 160) c™ -cycle singulier de
1l'ouvert () de E , une variété singuliere sans bord, orlen-
tée, de classe (™, de ) , c'est-a-dire une application H
de classe C™d'une vari été Vorientée de classe ™, dans

O =
Mai s, dans tout ce paragraphe, nous n'eétudierons que des
cas ol V est conpacte. Nous abregerons par C™-cycle de £,

une variété singuliére H|V de { , de classe C™, orientée,
conpacte, c¢'est-a-dire telle que V soit conpacte.

D autre part, nous appellerons C™ -bord de L, de dl men-
sion n, une variété singuliére orientée conpacte, de dlnen-
sion m, qui est le bord d une variété singuliére avec bord,
or}fntée, conpacte, de dinension m +4 , de classe C™, de

* 3%

Un C“E—cycle (resp. ,C™-bord) est a fortiori un Ct-cycle
(resp. c!-bora) pour & <m .

Un bord est nécessairenent un cycle; par contre un cycle
n'est pas nécessairenent un bord. Par exenple, dans |'ouvert

conpl énentaire de |'origine dans un espace affine eucli-
dien, considérons le cycle défini par une sphére de centre
origine, orientée. Il est manifestenment un bord dans |'espace
entier E, soit le bord de la boule fermée, munie d' une orlen-
tation convenable. Dans |'ouvert £ , 11 serait bien encore
le bord de la boule fernée privée de son centre, mals cette
vari été avec bord n'est pas-conpacte; au sens précédent, |a_
sphére, dans (), , n"est pas un bord ##*

Dans ces définitions, nous avions toujours SUppost m=1.

Nous n'avons jamais défini |es variétés topol ogi ques ou
variétés de ciasse €° , ni a fortiori leur orientation.
Néannoi ns  nous nous, permettrons, dans la suite, de parlerde
C®-cycles et de C’-bords; pour cela, nous appellerons
variété singuliére avec bord, orientee, compacte, de classe
C°, une application H continue d'une variété V de classe
C', avec bord,orientée, conpacte. La classe C°de N | V
correspond & la classe C° de H ; V est toujours de classe (.

* Rappel ons que la variété singuliére H|V est dite dans{)
si rimage (V) est dans () ; V est n'inporte ou (éventuel-
| enent abstraite).

** Dans ce paragraphe, nousne parlerons Jamais de variétés
avec pseudo- bord.

*##% Ceci nous nontre qu' un cycle def) peut trés bien étre
un bord dans E sans |'étre dans (), . Nous venons seul enent
de voir que la sphére n'a pas |'alr d étre un bord dans () ;
pour une dénonstration, volr plus loin, corollaire 2du théo-
reme 58.




Le bord de variété singuliere est la restriction
de H au bord de V , nuni de |'orientation bord. Alors un

est une P-variété orientée, conpac-
te, sans bord; et un _ est le bord d' une -variete
singuliere, avec bord, orientée, conpacte. Les opérations
bord étroitement &
la formule de Stokes; d'autre part, on a
d-o.
Théorene 41 - L'intégrale d un cocycle sur un est null e;
d un cobord sur un est nulle. A
["integrale d un cobord sur est nulle,
Dénonstration - Cela résulte i mmédi at ement du t héoreéene 37
de Stokes.
| est un il existe une variété
orientée, conpacte, | , H
S alors est un cocycle, on a:

est un cobord, alors il

telle que = , si alors
est un = , on a :
Un bord étant a fortiori un cycle, resulte de
Renar ques Les hypothéeses de conpacité faites ici sur
es cycles et les bords sont inévitables, parce que nous
n'avons fait aucune hypothése de conpacité sur |es supports
des formes différentielles (dans |'énoncé du de
Stokes. on suppose que |le support de |'image réciproque de
la forme par H coupe la V suivant un conpact).
Naturel lement il existerait une anal ogue, ou |'on

ne ferait pas d hypothése de conpacité sur les cycles et les
bord_s,llet ou on en ferait sur les supports des fornes diffé-
rentielles.

. 2") L'intégrale d un cocycle sur un cycle n'est
pas nécessairenent nulle.

~ Considérons, par exenple, dans le plan, la forme différen-
tielle de |'angle polaire, définie & nous avons vu
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2 . iz
que c'est un cocycle de classe €~ dans IR -0 . Considérons
d autre part le cercle trigonométriqgue muni de son orien-
tation canoni que; c'est un C*¥-cycle de™R — 9. O 1 in-
tégrale de ce cocycle sur ce cycle est + 21 0 . CecCi
d ailleurs, conpte tenu du théorene que nous venons de
dénontrer, nous nontre a nouveau que la forme différentiel-
l e considérée n'est pas un cobord; N
méne_tenps, au moins pour |la dimensionN =2, ce que nous
avons affirnmé plus haut, a savoir que, dans |'ouvert conplé-
mentaire de |'origine dans un espace euclidien de dinension
N , Le cycle défini par une sphere orientée n'est pas un
¢! -vord.

La dénonstration donnée au corollaire2 dithéoréme 58 Sera
une extension de celle-ci a N quelconque. Ce résultat est
typique de ceux que nous étudierons dans ce paragraphe
le fait que |'"intégrale d un certain cocycle sur un certain
cycle n'est pas nulle, prouve a la fois que le cocycle
n“est pas un cobord et que le cycle n est pas un bord.

S 3°) siwW est un cobord, son intégrale sur,une
vari été singuliere, orientg¢e, avec bord, compacte, H |V,
ne dépend que du bord H | 4V et non de {|y~ elle-nene.

En effet, puisquUon a @ = d @ , la formile de Stokes
donne :

: N0 =] 4 T .
(2,8;3) L]v C JHI&V

Bien noter que cette propriété est vraie _si w est un
cobord, et ne |'est pas nécessairenent si w est seul ement
un cocycle. Le cas particulier ou le bord de V est vide
nous dit dailleurs que, dans ce cas, |'intégrale de W
est nulle; or nous avons preécisénent vu que c'est vrai si
w est un cobord, mais pas nécessairement si elle est
seul ement un cocycle.

4"y On n'a naturellenent aucun résultat rela-
tif aux C°-cycles ou CObords, |'intégrale n'ayant d'ailleurs
alors aucun sens. Rappelons aussi que nous n'avons donné
| a _démonstration du théoreme de Stokes que pour les variétés
de classe CZ% ,et |'avons adms pour la classe C

~ Nous allons maintenant nous attacher & étudier certaines
réciproques des théoremes précedents. D abord voici une
réciproque de la lere partie du théoreme 41




42 - Soit une forne de
cl asse ouvert d' un espace affine de
de tous |es -bords de
dans , est nulle,

Dénonstration = On a en effet, pour toute vari été avec

bord , de classe . orientee, conpacte, di mensi on

, contenue dans , = 0
affirmation i medi at ement  du théoreéne suivant
(appliqué a = #1) qui nontre qu'une forme

. continue est entierenent deétermnee par |a
connai ssance de ses Intégrales sur les variétés avec bord,
orientées. conpactes, de classe

d une forne différentielle continue par ses

grales sur Tes avec bord ori entees compactes.
~un ouvert d'un espace de di nension
Soi t TOTTE _QarTTerentierte continue sur
g pour
conpacte, de dinension de classe
est nulle, alors est nulle.
Y
Dénonstration - Soient X,, Co vecteurs de
et poi nt . Nous allons nontrer
Soit F  sous-espace affine de E, para et-les
On peut le supposer de dinension , sans quoi les
serai ent dépendants, et
dans Fle . La forme W
fornme de :
al ors A On a
* En nettant nous prenons une hypothese
faible qu'en nmettant C' -bords; nous arrivons cependant
[a bonne notre
verra, dans la renarque qui le

faire des hypothéses encore plus faibles.
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—
Orientons F en considérant sa base conmme p05|t|ve La

mesure de Radon{&)l? est alors 4@ dac, . ,fd;x,

Si nous prenons, pour Y , une boule B (R) (pour la norme
euclidi enne définie par le référentiel), de centre q et

de rayon R, de F, de volume V (R), on a donc, par hy-
pothese :

(¥L,8;5) ”J zj(gc) doe =
B(R)
O on a la majoration :
ydeo
(¥T,8;6) || ” JB(R‘“x —f (o) ‘

I

B(R)
/l —_— __>
< | “Lm | Fo —fter [ o
< Su -—b(x)"—’(@) ’
<l|x-aP|I$R " ¥ 4 “

——

qui tend vers 0 avec R , en vertu de la continuité de ;f

au point & . De (VI,8;5) on déduit_donc__bien, parpassage
alalinmte, }'{a): , donc @ = (.

Remarque - Les boules euclidiennes ne {[ouent ici aucun
role particulier. Il suffit que, pour tout point a de (),
et tout sous- espace affine F de dinension n de C contenant
a , 11 existe une suite de variétés orientées avec bord

ou pseudo-bord,,V: i—l F , de dinmension n ,
convergeant uni f“’orneme t vers a pour 4 Infini, et telles
que @ =0 4 pour que la conclusion @ = 0 soit

-~
valable.d Si |es pseudo-bords sont tels qu' on puisse |eur
appliquer le théoréme général.38 de Stokes, 1 hypotheése

—_—

~ W = F pour tous |es V[’ , entrafnera aussi

—

| a concl usi on du théoreéne 42 : dco = 0




Voici nmaintenant une réciproque de la 2eme partie du
théoreéne 41 :

44 - Si une forne différentielle de cl asse
dun d un espace affine, a une intégrale
600 600G  eq e . dans
elle est un cobord. S en de classe _
on peut en trouver UN€ primiti ve soit aussi
de cl asse

Le théoréne de De Rham est un des résultats les pl us
prof onds de la topologie algébrique; est a la source
de tous |es dével oppenents nodernes de cette partie des
mat hémati ques. Sa dénonstration est trés délicate,

n'est pas question de |a donner De toute fagon,
ne nous en servirons pas dans la suite. Bornons nous a
montrer explique d une naniéere nouvelle le théoréne
de Poi ncaré. une forne de classe
de |'ouvertO de 4 fermée, alors il
réesulte du gue son sur tous les
bords est nulle; maiscela n entraine pas nécessairenent
qu' el le un cobord, faudrait pour cela pouvoir
affirmer plus, a savoir que son sur tous les
-cycles est nulle. Sl alors se trouve que, dans |'ouvert
tous les -cycles de dinension sont aussi

des C¥-bords, alors cette propriété sera vérifiée , et
sera bien un cobord; de sorte que, dans ce cas la, dans

| ' ouvert tous les de degré > ¢ seront
aussi des et le théorene de sera
dans . Nous verrons plus Toin que cette des
F-cycles. d' étre tous des est préci sénent,
& une petite nodification prés (voir corollaire 5 du
t héor éne 54 pour |es ouverts vérifiant les
conditions trés restrictives de du

v mai s en existe d autres ou elle est aussi
vraie. La propriété pour un d' un espace affine
(ou une variété de classe tout de
degré 0 soit un cobord, est evidement
par (un tel

# \Voir note *

Le théoréne de Poincaré est donc un cas particulier
du théorene de De Rham Mais |a dénonstration du
de De que nous ne donnons pas ici, utilise le

de Poincaré, est donc un internmédiaire inévitable.
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commite avec ¢, théoréme 17); on démontre, et c'est la un
résultat trés curieux et tres remarquable,. qu' elle est

méne _conservée par sinple homéomorghisme, sans condition de
différentiabilite. Nous en verrons des demonstrations par-
tielles (Corollaire 1 du théoréme 53)

Nous allons dénontrer le théoreme de De Rham et en exa-
mner certaines conséquences, dans |le cas particulier des
formes de degré 1. Nous allons néne faire des hypotheses un
peu plus faibles que celles qui précédent, et donner une
dénonstration qui n'utilise pas |e théoréme 19 :

Théoreme 45 - 8oient L) un ouvert d'un espace affine de dinension
finie,w une forne différentielle continue de degre 1 sur <),
& valeurs dans un_espace de Banacn F , de classe C™ m >0.
S1 1'intégrale de @ sur tout C™cycle, défini_par une appli-
cation H ;—de—elasse C*, du cercle ‘crigonométrigue orienteé
de IR¥,dans () », est nulle_alors i existe une fonction -
de classe C™*1, sur () , & valeurs dans b, telle que dJL W

ST ) est _connexe, Z"est défermnee _a une constante_additive
pres.

Noter que, pour am = 0 , NOUS supposons ) continue et non:
de classe C' Dans le théoreme 19 de_ Poincarg, I était
nécessaire de supposer @ de classe C! pour pouvoir parler
de ) ; nous avons signalé & ce nonent'la qu'il n'était pas
naturel de supposer une forme de classe C' pour voir st elle
était la difféerentielle d une autre forne. us avons ici une
condition degature intégrale et nondifférentielle,qui pernet
de supposer w seul ement continue.

Denonstration - Le fait que, sif), est connexe * »soit déter-
mnee a une constante additive pres, résulte du ‘théorene 22
du chapitre 111.

. , —
lere étape -~ Dénontrons que |'intégrale de w est encore
nulTe, sur toutes les pseudo-variétes singulieres orientées
compactes,définies par des applications H,6de_classe C* par
nmorceaux, du cercle trigonometrique orienté, dans L .

Paramétrons en effet le cercle trigonométrique par |'angle
polaire 8 , que nous ferons varier de o& 27 . Nous suppo-
serons alors qu'on peut subdiviser 1'intervalle[o0,27],&

|"aide de points § =0, 0,,..., 9;,...,9“-211, de maniére
que Hsoit de classe C* dans chaque intervalle [9. , eiH ]
Mntrons qu'il existe une application q..de |"inferval le

[6; ,6,,,] de]®sur lui-néme, qui soit ‘de classe C, stricte-

nment croissante, et dont toutes les dérivées successives soient
nulles aux extrémités® et @ 44 decet Intervalle.
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construi sons drabord telle fonction,
correspondant a |'intervalle . On va utiliser les
méthodes de |a dénonstration de la partition
de 11 du chapitre 1V). Construisons
fonction de la formule correspondant &
correspondant & 1
Elle est de classe 0 null e
pour t et £ 31 . Appelons la fonction
nelle a égale a 1. Aors
répond & la question. Elle est de classe
d' une fonction de classe croi ssante dans
pui sque sa est O, nulle pour + ¢,
égale a ; toutes ses sont
On définira alors par
Ces fonctions étant construites, considérons |'applica-
tion K, de 1 . définie par la
fornule :
K e pour
Elle est alors encore de classe chaque intervalle

comme toutes ses dérivées successives sont
nulles aux extrémtés de cet intervalle, on volt que les
dérivées a droite et les dérivées a gauche de K en chacun
des points , et par conséquent, K est
application de classe dansa




(¥TL,8,9)
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comme en outre K (0) = K(2 ), et que toutes les dérivees
successives de Kau point 0 et au point 21 sont nulles,
on peut considérer que K définiy uire application de classe
C*®du cercle trigononétrique ' dans

D, autre part, il esg facile de voir que les intéegrales
de W sur W | Mret K ] ™ sont |les mémes. En effet, ces

intégrales so espectivement %ﬁ_sgmmes des intégrales
sur les H[TH K178, "8+, ) ; mais les

applications Ket H de[et, a+1] dans LY , définis-
sent deux chenins de classe C*® équival ents; nous savon5
%i W sur

par conséquent que les intégrales de ‘@ ces deux chemns
sont bien éga’rl?es (Théoréne 35). commeal ors |'integrale
de w sur K

est nulle_par hypothése, il en est de néne
de |'intégrale de wsur H|T .

2ene étape - On peut évidement se borner a faire Ia

dem)nstra%lon en supposant £ connexe, car, s'il ne |'est
pas, On raisonnera séparénment sur chacune de ses conposan-
tes connexes. Choisissons alorg, une fgils pour toutes, un

point a de () , et la val eur o (a) de au point a .
Definissons la fonction %? par la formule :
- - -
ta,x]

["intégrale étant une intégrale curviligne sur n'inporte
quel chemin, de classe C® par norceaux, Situé dans JS) ,
d'origineaet d extréemté =, Il existe slirement un tel
chemn; car {} est connexe, et comme, en outre, c'est un
ouvert d un espace affine, il existe certainenent une ligne
pol ygonal e joignant a a =c (voir conpl énents de topol ogie
générale sur |es espaces connexes, page ), et un tel
chemn est bien de classe C* par norceaux. Mntrons que
le résultat est indépendant du chemin choisi. SI, en effet,
nous considérons deux de ces chenmins, rien n enpéche , par
un changenent éventuel de paranetres, de supposer que |e
premer est défini par une application M,de classe C*
par norceaux, du segment [0,7 ] de IR dansJ() , et que le
deuxi éne est defin ar une application M, de classe C*
par norceaux, [ 27, ] dans ()

Al ors I‘appllcatlon M, définie sur |'intervalle [0,27],

& valeurs dans ()L  par les deux fonctions précédentes,
(elles prennent Ilaméme val eur au point J , de sorte que M
est continue'), définit une appl|cat|on de classe C% par
mor ceaux, de [O 27} dans L), ¢ ‘est-a-dire, pui sque

M= M(2T) = a, une application H , de classe C” par




nor ceaux, du cercle trigononétrique orienté ..

Il résulte alors de que |'intégrale de sur la
_ _ singulieéere ainsi constituee est nulle, ce
qui nontre bien que-les deux Inteégrales corres-

pondant a ces deux chemns, sont égales.

étape - nous reste & nmontrer que la fonction
len a la question.
Choi sissons un référentiel dans E . Aors admet 1.
représentation

Si nous nontrons que est ' et
que I'on a :
sont supposées conti nues, sera de classe
15 du IIl, et on aura
donc |l es sont de classe

sera en outre de classe , et le théoréne

de | a succession d un chemn fixe du
chemin rectiligne On a donc

* On voit pourquoi nous d' abord passer des appli-
cations aux applications mor ceaux_: d'une part
une |igne polygonale est morceaux, d'autre part nous
obtenons ici une application du cercle

qui est seul ement nor ceaux. Naturellement une fois
e dénontr é, nous gue =

| "application du théorene la fornmule mon-
trera . sur P est nulle des q

de longueur finie; et on peut aussi
par |'intégrale sur_tout chemn

Y

finie joignant a a

i 0
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Alors le théoréme 89 du chapitre 1V, donnant |a dérivée
d'une intégrale indefinie par rapport a sa borne supérieure,

donne Immeédiatenent, au point =¢, , la formule
dae; ’ 1

ce qui denontre le theoreéne.

Corollaire 1 - siX est un chanp de vecteurs continu sur
un _ouvert ) d un espace_euclidien de dinension finie. _dont

e travail est nul sur tout cycle, défini par une applica-

tion de classe C* _du_cercle trigononetrique oriente, alors
X derive d'un potentiel dans .

1A el s

(ux,8;15)

2
Dans un ouvert{) du conpl énentaire de |'origine dans IR,
on appelle- fonction-argument toute fonction ¢ :M— ¢ (M7,

qui, en chaque point M, soit égale a |'une des détermina-
tions de |"argunent (02c OM) en ce point (détermnations
qui sont en nonbre infini) la différence entre 2 dentre
elles étant un multiple entier de 2mw). On ne s'intéresse
dvli demment qu' aux fonctions-argunent qui sont continues.

Corollaire 2 = Si une fonction-arqunent, dans-un ouvert (),

de JR*- 0 , est continue, elle est de classe C® , et sa
différentielle est Ta forne w de (VI,4;31) (I nproprenent
notée 4§ ) Jour_qu Il _existe une telle fonction dans <L),
I1 Taut €t 11 Suffit que, pour toute application H, de clas-
se (>, du cercle trigonométrique I dans () , 1 intégrale
dew sur H [ soit nulle ou que la forme w soit un cobord
dans (). Dans ce cas, sl ) est connexe_ || y a une infinité
de Tonctions-argument, |a dlfférence enire deux d entre elles
est un nmultrple enfrer constant de 2x , et la fixation de
[“argunent en un point dedf) e fixe dans L tout entier.

Dénonstration 1°/ Soit A un point ded) . Introduisons |la
fonction M—-(b(A;M) de la page 80;elle est C*

lorsque M est dans |'ouvert L@ (A;MY<Tr, et elle y est
une prinmitive de w . Pour que ¢ soit une fonction-argument,

11 faut et il suffit que la différence

@ (M) — g(A) - P(A;M)




soit, en tout point , un nultiple entier de , et

un soit |'un des arguments
.+ S alors est une fonction-argunent continue
ce multiple entier de est continu pour M dans un voi sinage
de constant; donc est aussi au voi sinage de A
et y coomme différentielle; ceci étant pour tout
A est et de cobord ; est bien
un cobord

Pour que soit un cobord _
est bien nécessaire (d apres le 41) et suffisant
(d"aprés le 45) que =0 , pour toute

application H de classe du cercle trigonométrique

Il reste donc a nontrer que, Ssi est
un cobord , Il existe des
ar gunent encore on eut supposer ~ connexe.
Il n'y a aucun raison pour que soit wune fonction-argumnent.
Mai s appel ons | " ensenbl e des points M de pour |esquels
est |'un des argunents de M Nous nmont rer
est a4 la fois ouvert et ferné Alors sera
ou ou |dentique supposé connexe. Si donc on
nodi fie d'une constante, de naniére qu'en un_point parti-
culier de elle pour valeur 1 un des argunments de
ce point, cela deviendra vrai pour tout point de ; ce qui
montrera bien qu'il existe des fonctions argunent
continues. Il y en aura alors une infinité; la fixation
d' une fonction en un point

tout entier; la différence entre deux d' entre sera une

constante, et, en chaque point de , un nultiple entier
donc elle sera un nultiple entier constant de

Ainsi le théorene sera dénontré dés que nous aurons prouve

que est ouvert et ferné dans

A € voi si nage ouvert connexe
de A tel que; pour M dans (A ] . Aors,
dans l es fonctions et M sont deux
primtives de égales en A ; come connexe, elles

dans entier.
d aprés ce que nous avons dit & propos de
est une fonction-argument dans Si, en un point parti-
culier de elle a ['"un des argunments de ce.
point. Autrement dit, contient au noins-un point de

tout entier dans% . Alors :
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a) A ebh entrafne ’U/cﬁ; '& est ouvert dans ();

p) Ae O - b  entratne vcﬂ—j@;ﬂ-test ouvert

dans ) donct est fermé dans £), et le corollaire
est dénontré.

En néne tenps nous savons cormment déterminer ¢ (M),
sl I'on a choisi @ (A) pour unpoint Aparticulier, lors-
que L) est connexe. On aura :

! [A,M] ’
|"intégraie étant prise sur n'inporte quel chemn de lon-
gueurfinle d origine Aet d extrémté M.

En fait, nous verrons plus loin qu on opére autrement

¢ (A) étant choisi, on suit, par continuité, la détermina-
tion de |'argunent, le long de n"inporte quel chemn Jjoi-
gnant AaM. Cest la une notion assez intuitive, mais pas
si facile a.expliciter rigoureusement; nous en reparlerons
au chapitre VII.

61 00

Avant d'entrer a proprenent parler dans les considérations
d hormol ogle, nous allons définir une certaine opération d' ad-

dition sur les cycles.

~ ~N
Consi dérons deux C™-cycles H, |V, et Hz] V, de ) ,

de néme dinension. Supposons d'abord que V, et V, soient
deux ensenbles sans point commum. Si alors nous appelons YV
| eur réunion, on peut facilement munir y d une structure
d’espace t opol ogi que, dans laquelle V, et V, sont & la fois
ouverts et fermes. Il suffit d aepel er ouvert de V tout
ensenbl e coupant & la fois Viet V,suivant des ouverts.

On peut ensuite nunir V d une structure de variété de clas-
se C™orientée (si m =0, de classe C') (en prenant, pour
cartes de \, , toutes les ractes.da V,, , ot les cartes de V,
Si alors nous appelons H 1'application de Vdans () ,prenant
la valeur H, sur V.et la valeur H,sur V,, on a défini un
nouveau cycle dans L) , qui peut étre appeﬁG some _des deux
cycles consi dérés.

Sl au contraire 11 se trouve que V,et V, soient des
parties d un méme ensenble et aient des points comuns,
il peut méne arriver que V, et V, soient identiques), on
evra appeler V , non pas |a réunion, mais une sonme de V,

.
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et n"inporte quel ensenble de deux
parties mses en correspondance
uni voque respecti venent avec V,et . On renplace alors

et par et , en transportant sur celles-ci les
structures de variétés et les applications

et grace aux correspondances on procé-
dera ensuite de la néne que précédemrent avec

u . Le some n' est
du choix de V ; toutefois il est toujours

défini_a une équivalence prés, en ce sens que deux cycles
définis de cette maniére sont toujours au sens
des variétés singulieres orientées (voir page

145). On _peut donc, dans tous les cas, définir |la some de
deux cycles comme_un cycle, défini_seulement a une équiva-
[ence pres. SI d aillTeurs on renplace Tes deux cycles donnés
par deux cycles équivalents, tout cycle égal a leur some

est renplacé par un Au fond, ce que nous avons
ce n'est pas la sorme de deux cycles, mais la sonme
de deux classes de cycles, est elle-nénme une classe de

cycles, une classe de cycles etant une classe . .
pour la relation d' équivalence entre les variétés singuliére

- écrira une relation du + ou
, seront des cycles, on par :
& une équivalence prés, est |la somme de et de On
peut évi dement de néme la somme d'un
quel conque de cycles; on peut donc aussi un nultiple
entier d un est un entier. 1
étant |a cycl es a :
ment, r sont tous des cycles de néne
parl er | a +
sont des entiers . On pourra
méne convenir de prendre éventuellement des entiers nuls
& condition de que le cycle est le
ou cycle vide. En définissant toujours les cycles
pres, 1'"addition des cycles est associative et

conmmut ati ve.

On va définir des cycles, en Introduisant
une nouvelle relation d'équival ence, dans laquelle on né-
gligera et les bords. On qu' un
-cycle H |V , de , d'un ouvert d' un espace
affine E, est s'il est vide, dans le cas de la
di mensi on 0, et dans le cas de 3 1,

| 'image de Vpar est un ensenble fini *

e On ne verra l'intérét d ces cycles dégénérés qu' au
corollaire 2 du
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-~
Onh dit alors qu'un Cm-C){Cl T de ) est C™-homolo-
gue alddans (), s 11 existe 2 C™bords
cycles degénérés Atet B™, tous dans ), tels que l'on ait
la relation :

~5 ~

~h\ 7~ 7~
(YI,8549) N+ A + V= B + B

II résulte de cette definition qu un cycle dégénéré et
un C™bord sont C™-homologues & & Ih ryele équivalent a
un cycle C™-honol ogue a 0est C™ —homologue & 0 .Un cycle

C™ -honologue a 0 est & fertitofi < +honologue & 0 ,
pour ¢ § v .

Théorene 46 - Si les eycles l" sont homologues & 0, et sl les )[v
sont des entiets = 0 ‘}, le cycle > " p _t_h_tm%‘ggg_
a 0 . sif est homologue & 0 H_iJ_}_(-mj—zsj?Ldse_meme_clg_ .
Evident (une somme de bords est un bord, et une somme de
cycl es dégénérés est un cycle déegenéreé).

~ A
Théor éme 47 - si I" est__un (‘,m-cycle guel conque, le cycle P + T
est_un C™-bord.

Dénonstration -~ Nous allons pour cela utiliser le |emme
sul vant
Lemme ~

si1 VC V est une variété avec cd_orientée de dimen-
sion n, de classe C™, alors[0,1]xVc B xV est_une

vari été de dinmension mv + 48falasce S ™ avep ,,geudo —hordk,
la partie réquliere de son Eseudo-b rd est la réunion d,g‘s
3y_¢nig1.és orientées disjointes . ] 0,10 x &V, {1} xV et

{0} x o

Dénonstration - S1i V est une vari été aveec bord de V (de
dimensionm ), [0,1] x V est une partie de la variété

IR «xV de dinension m + 4 , et on volt |médiatenent
qu'elle en est une variété avec nseudo-bord. Le pseudo-bord
est la réunion de[(),ﬂx?;V,{O xv,{1}xv;la partie

réguliére de ce pseudo-bord est la réunion de]o,1[ « frV,
o
{o} xVv, {4};(\0/ , et sa partie singuliére est la réunion

* Bien noter les orientations .
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X et de X . Tout ceci se voit
géométriquement sur la figure

un disque fermé hachuré. Alors
latérale du cylindre” O}X Y%

et se démontre immédiatement.

On orientera

de la facon suivante : en
chaque point I'espace
vectoriel tangent est somme
directe de la droite

espace vectoriel tangent
a en et de l'espace
vectoriel &V en

On considérera comme positive
une base de cet espace tangent,

au point ( de XV, si
elle est formée de
o d’un de
et d'une base positive , s . De la
maniére on définira l'orientation de Y , puisque
est elle aussi
Quant aux Yy V , on définira

leurs orientations de fagon de

) _alors ce qui est Indiqué dans le lemme pour
les orientations.

de Jo [ x soit un vecteur
tangent a Vv , sortant de . Soit \
base positive de ; ,
est une base positive de y v . Donc >
est une base positive de (t X , par suite

est une base négative. Comme est
sortant de , au point , cela veut dire
que la base . ye s est négative pour

; [ x ) , alors qu’elle

est positive pour l'orientation [ x . Cela
montre que, comme partie du pseudo-bord de

x V X doit avoir [ x
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Soit maintenant s un point de V | et soit a VE,: e vy €,
une base positive de T (:x; V) Al ors e e , Z‘n est

positive dansT((t )} R x v), quel aue 30|t ta . Comme &

est sortant relativenent a]01[x \_/_b,sit=_l,et ren -

trant si L = 0 on en déduit que €, ,€,,...,&, ,est une
base positive de Tr" (1,2¢) ;¢4 x V) et negative de

?((O,x); 0} X V) , pour 1l'orientation comme bord de

0.1 v V : on doit donc considérer que, comme parties
régulieres du pseudo-bord, {1} x Vo et {0} x V dolvent
avoir |es orlentatlons{ {} v Vet {o} x V , ce qui achéve
| a dénmonstration du lemme.

Nous sommesmai nt enant en nesure de donner | a dénonstration
du théoréme,

Tout d' abord renarquons que, dans |e lemme »s1 V est une
vari été sans bord (l,v = @)alors] 0 4‘[ x V' est non seul enent

une variété avec pseudo-bord nmais une variété avec bord, puisque

la partie singuliere du bord, {o,4 } v &V, est vide, et que
son bord est |a réunion de {4} nY; et de { } x V
Si mai nt enant T' est un cycle H ]V le cycle? est H ]V

Considerons la varieté singuliere orientee, avec bord, conpacte
définie par |'application K de [0 1] x V., ou

(¥I,820) K(t,o) = H(s)

Ce que nous venons de voir nontre que le bord de cette variété
singuliere n'est autre que

—~ ~— ~ —~
(YT, 8:21) K[ 4&([0,1] xv)=K|({1}xV +{o}xv)
—u o~
qui est hien un cycle équivalent & [ + [' , ce qui dénontre
| e théoréne.
—\ —~ ~
Corollaire - Si I et ” sont deux C -cycles, et si T} et

1 2
TT + 'I:,'_‘ sont C™-homologues a 0 , alors T',' est C™-honol ogue
ao.

Dénonstration - On a en effet la relation

-

(V1,85 22) R+(F,+E}=(T“:+E\+Q



206

Le second nenbre est |a somme de deux cycles honol ogues
a 0, donc il est a 0, donc aussi le premer. On
a donc :

+ bord + cycle dégénéré

= bord + cycle dégénéré.

Comme | e nous i ndi que + est un bord,
on voit bien que est honol ogue & 0

des cycl es.
Théor ene - Larelation binaire entre
ao est une rel a-
tion avec |'addition des cycles,
et Teur miltiplication des entiers>
a 0, ondira
sont dans . Une classe
de tous les C™honol ogues a |'un d' entre
eux, s"appelle une classe de dans
- La est
est un bord donc a
La relation est symétrique : Si
est 0, il en est de méme du cycle d orientation
+ .
La relation est Soi ent
i ~n e~
, trois cycles, et supposons que et
soient honologues a O . Il en est alors de méme de |eur somme.
de |la somme, cette
La est honol ogue a 0
alors de son corollaire
est honologue a 0 et ceci la transitivite. s' agi t
donc bien d' une d' équi val ence. est
conpatible avec |'addition et leur
par des entiers 0 : si est homnol ogue
, et si les sont des entiers

est honol ogue a
t hormologue & O d' apres le
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Théoréeme 49 - Si co est une forme différentielle de classe ¢,
fermée, dans un ouvert L) d un espace affine F , de dimen-

sion finie. son inteégrale sur tout cycle (! -homologue & (
dans;Zx est nulle, ses intégrales sur deux cycles C'-homolo-
gues dans:gz sont égales.

Deénonstration - Rappelons d' abord (théorenme 35) que les
Tntégrales de w sur 2 cycles équivalents sont égales. On en
déduit inmmediatement que |'intégrale de w,sur une some de
2 cycles, est Ia somme de ses intégrales Sur ces 2 cycl es.

Sléloposons que,J",..soit hormol ogue a 0 , et soient A, B des
bords, et A" ,B’, des cycles dégénérés, tels que 1*n ait
la relation(VI,8; 19) On a alors :

— —r — — —_—
(WL,8;24) Lw+J«w+Lw=Lw+de .
r A A’ B B’
Il resulte du théoreme 41 que les Intégrales du cocycle ©
sur % et B sont nuLLes* d autre part, ses intégrales sur A
et B sont nulles d'apres |a remarque 3°), page 146-147; i |
en résulte aI ors que son Intégrale sur T est nulle. S1 main-

o~

tenant T. sont deux cycles C'-homologues, I, + T, est
¢! homoi ogue a 0, et |'on a par conséquent
— —- — —
(YL, 8;25) j,_ - =10 » donc Lw =de .
nr . 1y

H]

SI maintenant nous considérons, dans |'ensenble des cocycles

ou formes différentielles fermées de classe_ (', %ans NOAPE:}
valeurs dans F , la relation binaire : " W, — w, est un

cobord", c'est encore évidemment une relation d'eéquivalence.
(Oontral rement a ce qui vient de se passer pour |'honologie,
est lci tout-a-fait évident)

2 formes de la méme cl asse seront dites cohonol ogues (une
forme cohonol ogue a 0 est sinpl ement une forme de classe C*
qui est un cobord). Une classe @' equizélence s' appel l e une
cl asse de cohonol ogi e a val eurs dans La cl asse de
cohonol ogie d'une fornme fernmée de classe C'est |'ensenble
de toutes les fornes qui lui sont cohonol ogues.

On a alors

Corollaire - L'intégrale d un cocycle sur un d-cycle ne dépend
gue de Ta classe de cohonblogie du cocycle, et de |la classe
de C' homologie du cycle.




208

Dénonstrati on - Soi ent et cocycl es
et et

On a alors les relations

[ e théorene
parce que est un et-r, & C honol ogue-a 0
et la deuxi eme parce que - est un cobord et un
(théorene
Remarques - 1") Pour les fornes nous
n"avons introduit que les cocycles et cobords, alors qu' on
aurait aussi pu introduire |es et
C est dans un but de que nous ne |'avons pas
fait.
2") Dans le néme but de nous
aurions pu ne pas le faire pour les cycles et les bords !
Mai s nous avons absol unent besoin des et
bords, faute de quoi |'intégrale, sur ces cycles, d'une forne
différentielle, serait dénuée de sens. Mils nous dénmontrerons
certaines ou que les applications

sans hypot hése de
_ _ ) . Pour les avoir, et
c'est utile dans la pratique, nous aurons besoin des

et CObords. Il est donc indispensable d avoir les GC-cycles
et au moins pour les 2 valeurs = 0 et :
alors c¢a ne pas plus cher de prendre 0]
aura des théorenes intéressants feront passer d'une
val eur de a une autre (par exenple corollaire 4 du théorene 54)
3) Le quotient de vectoriel des

sur cE a valeurs dans F, par |le sous-espace vec-
toriel de ceux sont des cobords, | ' espace vecto-
riel de & valeurs dans F [ ' ensenbl e
des classes de & val eurs dans adnet une struc-
ture d espace vectori el ou est un

espace vectoriel
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Si en effet « et o, sont deux classes, et si Tl et [}
sont deux cycl es quel conques appartenant a ces classes,

F + r' appartient toujours a la méme classe , qu' on peut
aﬁpeler o, + A, . Cette addition est associative et
commutative. Il y a un él errent neutre, la classe 0 du cycle
vide (ensenble de tous les Cl-eyecles C™-homologues a ().
Si o est une clagsse, et si [ est un cycle de cette classe,
la classe ' de " vérifie § +o'= O (théorene 47 ), donc
of' est |'opposée - « de & ; et |'ensenble des classes de
C™ homologies de () est bien un groupe abélien, appel é
groupe de C™homologie de ) #*.

ACeci suggére d'ailleurs une nouvelle notation. S les

['J- , 4 =41,2 ,..., 1, sont des cycles, et 1les j des entiers
de 'sf gne queleonque, on appel lera 3 Jh l}' le cycle
| ‘r l (défini, commetoute somme, a une eqw val ence
}?7 T S| £ = T
es ou |. = . . = '
F ) by > 0 e ) ’l” <0.

L' addition et la multiplication par des entiers de si gne
quel conque deviennent alors possibles et vérifient |les
regles habituelles, & condition de considérer le résultat,
non plus & une équivalence pres (au sens de |'équival ence
des variétés Si ngul ieres), maisa une homologie prés :

_ , L. a
Z /h i + Z_'. q n'est pas égal ou équival ent

2(&» q)l" malsll |ui__est honol ogue; on calcule en

peélité no pas sur des cycles, maissur des classes de c™
homologie, Ou encore dans [e groupe de C™-homologie (A nsi

T (- ™=T.+T est honologue a 0 , mals non
équi val ent au cycle vide.

4") Soit ()! un ouvert de E , contenu dans () ,
Toute forme différentielle & sur _Q, est a fortiori une

forne différentielle sur £’ . S c'est un cocycle sur 2 ,
c'est un cocycle sur ()’ ; sSi c'est un cobord sur (), , c'est
un cobord sur £)'. Au contraire, le passage de ()’ a () ne

peut pas, en général se faire. Un cocycle sur ()’ ne se

prolonge pas nécessairement en un cocycle surn, (par exenpl e,
siﬂ,:%&, Q) = TR* -0, la forme w de (VI,4;41) est

* \oir ce renvoi page 210
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un cocycle , mais a une singularité a |'origine
et ne se prolonge pas en un cocycle sur il peut éga-
| ement arriver qu' un cocycle sur |'ouvert

sans étre un cobord sur (par exenple, si

- 0 , et est le conplénentaire,
d'une dem-droite Issue de |'origine, la méne forne de
est un cocycle dans cobord dans

non cobord dans , comme nous l’avons vu aprés

Pour les cycles, c'est la situation inverse. Un cycle dans
est a fortiori un (car une application H,
d une variétée orientée Vv a fortiori une appli-
cation H dans cycl e honol ogue a 0 est
a fortiori honologue a 0 dans . Cest | e passage de
en général ne sera pas possible. Un cycle de
n'est pas nécessairenent dans Et pourra égal ement
arriver qu' un cycle dans soit honol ogue dans
dans . Par exenpl e, et
est le cercle trigonométrique orienté, il est
bord dans mais ne |'est pas et n'est pas honologue a 0
Page

* Renvoi de |a page -

- Notre de et du groupe d' honol ogi e

n'est pas celle de la topologie algébrique moderne,
qu' il serait hors de question de traiter Aussi n'est-il
pas garanti que, pour tous , on trouve l|les "bons"
groupes d' honologie. C est sans inportance pour la suite.
Nous cherchons seul enent

a utiliser I'"intégrale des formesdifférentielles
et la fornule de de maniére a définir |'indice et le
degré topol ogique (voir pages et
quel ques théorenes spectacul aires come

68, ou | e

_ & posséder un bon cadre pour traiter les fonctions
anal ytiques de variables conplexes et leurs Intégrales.
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[l
Definition - Soient i, et , deux applications _continues
d un espace topologique X d4ns un espace topologique Y . On
dit que ces deux applications sont honbtopes, s il existe

une déformation continue de 1 une dans 1 autre. clest-a-dire
s’ 11 existe une application F d un produit [o()f:] X ¥ dans

Y, on[q,ﬁ] est un segment de ] , telle que |'on ait,
pour tout oc’de X :

(m,8 ;27) Foqa, o) =4 (), F (B,x)=14%, (=)

Si alors, pourb e[o, ]5] ,on considere |"'application
partielle F& tx— F(t,»x),de X dans Y , on voit que, pour

t = q , elle est identique & |'application % de X dans
Y, et que, pour ! = , elle est identique & 1'applica-

tion f de X dans Y Come elle "varie continfiment" avec t ,
puisqué F est continué de [«,p] x X dans Y, on a bien

une "déformation continue" qui— passe de 1 &
SI dailleurs X estconpact et Y métrique, le t héoréme 66
du chapitre iV dit que t—— F, est continue de [« ﬁ]

J
dans (Yx )c& ; on a donc un point de cet espace ( Yx)cg

qui varie continuement avec t , et va de %1 s pour t X,
a i , pour t=p . On peut dire aussi qu'on a un _
chetin joignant }}1 & 4, dans (Y )C& , et que deux appli-

cations continues homotopes de X dans Y sont deux points

de (Yx)c[’, qu'on peut joindre par un chemn. Tous les cas
que nous rencontrerons dans ce paragraphe correspondront
effectivenent a X conpact et Y métrique.

Une application telle queF s'appelle une homotopile
passant de . a . Naturellement, si 1 on a une telle homo-
topie relat vement & un segment [« , B] de IR_’, on peut en

trouver une autre, ol le segment est’ remplac€é par n'impor'ce
quel autre segment de]R par exemple par le segment [0,1].

11 suffit en effet de renplacer F par F; défini come suit

(m,8;28) R(t,be)=F (o +t(p-w),2), Ost<1 .

14 11



Toutefois on aura besoin, de l'in-
tegrale des forme.: différentielles ou interviennent toujours
des variétés de classe 1, d’'une notion un peu Plus

restrictive, celle de

Définition - Soient et deux variétés de classe
ou Infini. On dit que deux applications
classe de X dans sont s il
une application F de x dans , de classe
vérifiant *
Bien entendu, deux applications de qui sont
sont a fortiori de et
pour . Alors veut dire
Théoréme 50 - SI sont deux de classe
de classe X Y , qui sont
une sont aussi entre elles. Autre-

L

ment dit Ta relation qui exprime que deux applications sont
est une relation déquivalence dans I'ensemble

des applications de classe dans . Une classe d’équi-
valence s’appelle classe de

Démonstration - Soient , , , trois applications de classe
dans , a , a . Soient
sant de
a ces sont
et , . Si = 0 (et alors on X et , _prendre
des espaces guelconques, et non nécessairement des
on définira ITmmeédiatement une homotopie F
et correspondant a de
= pour 0 t 4, H | 4 b 2,
pas une mals une variété
. On peut dire sans difficulté
d'une de x X gu'elle est de classe
en utilisant la note 187 du Cours de partie.



(m,8;30)
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(ce qui donne F (1,x) = {@ (2¢) ), ce qui ddnontre |e théo-
réme pour m =0 . 'Si d alileurs X est conpact et Y nétrique,
cela revient & dire que 2 points, quipeuvent étre joints par
des chemns a un troisieme dans |'espace topol ogi que (Yx)c/@ :

peuvent étre joints entre eux par un chemn; c'est tout a fait
évident, et nous |'avons bien considéré conmme évident , page
90 du Cours de lere partie. La dénonstration n'est manifeste-
ment pas si sinple pour ™= 1., Sl en effet nous appliquons
la formule (VI,8;29§), | "application F que nous fornons n'est
pas de classe C™, car sa dérivée partielle par rapport & t
n'exi ste pas au point correspondant a b = 4 ou existent
seul ement une dérivée & gauche et une dérivée a'drolte par
rapport a t (Cela revient a dire que la juxtaposition de
2 chenins de classe C™est seulenent C™par norceaux; nous
devrons donc procéder comme dans |a dénonstration du théorene
45, pour substituer un chemn C™ a un chemin C™par norceaux).
Appel ons g, une application de 1'intervalle[0,1] dans lui-
méme, strictenent croissante et de classe C” ayant de plus
t out es ses deériveées successives nulles aux extrémités O et 1
de I'intervalle. Désignons par ¢, une application du néne type
de |'intervalle [1,2] dans lui-néne (Voir dénonstration du
théorénme 45). Nous definirons alors la fonction F, par |la
formule nodifiée suivante

F(t,w):G(ﬂo(to)):c)pour 0 <t =1 ,‘H((ji(ﬁ))oc) pour 4 <t =<2

Cette fois ci, la fonction F est de classe C™. Elle est
en effet de classe C™dans[041] x X et [4,2) xX . Mais
ses diverses déerivées prennent la néne valeur, a gauche et a
droite,, payr f =4 .. SL en effet nous considérons une dérivée
telle que (_L)’I‘D?’;{LQ]N ’zl“e N™ ( m = dinmension de X; pour
v
enpl oyer ce [angage de dérivées partielles, on doit supposer

que X et Ysont des ouverts d' espaces affines.Comme on rai sonne
seul ement au_voisinage de chaque point, on pourra toujours, par
des cartes de X et Y, se ramener a cette situation), & gauche
coome & droite, elle prend |la nméne val eur : si ,}u._.o, Dzi’ ,

1

et0 si = 4 , en vertu des propriétés des fonctions 30 et

, » Nous avons donc bien lformé une homotopie de classe’c™
passant deiﬁ° a ‘}h, ce qui démontre |e théoreéne.

Nous allons voir maintenant que -,ai |'espace objet est
conpact et si |'espace image est un ouvert d'un éspace affine
norme, les applications "assez voisines" d une application
| ui__eont”_honof opes
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51 = ouvert d'un espace affine norné
est en s'il est convexe
= ou s il possede les proprlétes
dans le 19 de 2 applications quel conques,
de classe d une partie K gquelconque d une variéeté y
de classe s d un espace K quel conque |
0
est une application de classe K
d une y_de classe C'(ou d' un

* On ne peut (sauf cas exceptionnels, signalés a la

note e« page 187du Cours de Partie) parler d appli-
cation dans le cas de variétés, ou de parties ouvertes
de vari ét és. Kest une partie de V, nous appellerons
a K d' une appli-
de Kdans E (On
contenant K, et appli -
Si alors nous disons que 2 telles applications et de
K dansa sont nous entendons qu
exi ste une honot opie entre et dans , application
continue de x dans avec qui se prolon-
ge en une honot opi e de cl asse entre et dans E
appl i cation de cl asse X dans (ou,
veut, dans .~ Dans les eénonces de on devrait
et en néne tenps que K et on ne
parl era que et pour ne pas | es
et les
Nous avons ms ; 1l s'agit bien de ,

I es n'interviennent pas. Il s'agit bien de
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Demonstration - On utilisera un |enme

Lemme - Soient et deux applications de classe C™
d"une partie K de ¥ dans.( , telles que, pour toutx de K,
tout le sezment [42e), ()] de E soit dans (). Alors
7? g_gg sont C™nomotopes ‘Ladnsy() .

On définira en effet 1 honotopie passant de 12 a % par

(17,8;31) F(t,x)=;f(0c)+t(g(’x)—$(;)>3

elle est bien une application de cl asse C"de [0,4] x K
dane &) , et F(0,%) = fo),F(‘l,x) = (x),) ce qui dénontre
le lemme. a

O cette propriété du segment Ut(x), (g{x)]d'é‘tre dans
&L pour toutoc de K se produira quets qle soient ;? et g
si ) est convexe.

On dit qu'une partie A de E est étoilée par rapport
a un point a , si, quel que soit= de A , tout le
segment [a,2 ] est dans. A . \ha npartie est dite étoilée
s'il existe un point a telle qu'elle soit étoil ée par
rapport & o, Un convexe est étoilé par rapport a chacun
de ses points.

S1() est étoilé par rapport a a, toute application &
de Kdans{),de classe C™est, d aprés ce qui précede,C™
homotope a |'application constante K —= {a , donc
2 applications €™ sont C™-honotopes a celle-ti et par
suite C™homotopes entre elles

si K est conpact, jf(K) est un conpact de_E._ et
on sait (cours de lére partie, page 82)que §- d({(K),fﬂ)>0.

Si alors || &-q ll <8 . le segnent H('x—), g(oc)]est
toujours dans £} pour =c € K ;fet g sont C™-homoto-

pes.

Supposons enfin que () possede les propriétés énoncées
au théoréne 19 de Poincaré. Si, pour tout = de ), nous
appel ons P, (2¢) la projection deoc parallélenent au vec-
teur de base &, sur le sous-espace F, engendré par |'ori-
gine et les velteurs de base &,,¢,,..,&, ., on volt que,
pour toutx de K  1le segment[ % () P (}(%)) ] est dans

L ; alois les .applications de classe C™, J'et?, of
sont C™-homotopes. De méme, si q est une autre application
de classe C™de K dans.Q) , et P, og sont ¢™homoto-
pes. Raisonnons alors par ¥Yécurrence.’le théoréne a démon-
trer, relativenent &£, , est évidemment vrai si la dimen-
sion de E est 0 (ou 1). Supposons-la nontrée si Ea la

dimensionN-1.
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Aors et sont des applications K dans
n , qui a encore les proprié-
tés énoncées au theéorene donc elles seront . .
d aprés |'hypothese de pui sque & la dinension
Alors on aura, dans , des ;
et | e théoréme 50nous prouve
bi en que et sont C si Ea la dinension N,

ce qui dénontre par récurrence notre affirmtion.

Nous allons maintenant donner un inportant théoreéne
d' approxi mation d' une application continue par des appli-
cations de classe

Théor ene 52 - un conpact d'une vari été Vde classe
de E , telle que
Dénonstration - < , ou est la distance

et de Pour

on peut tro ver un voisina e _ ' '
que, pour de K o s On ait l|'inegalité
comre K est conpact, un nonbre ~ des ouverts  suffit
a le recouvrir, ; Soi ent | es points
correspondants. Soit une partition de |'unite
subor donnée, ou |es sont de cl asse sur V, ce qui

est possible, come nous |'avons vu au théoréne de |a
partition de |'unité (théorene 11 du chapitre 1V),
V est de cl asse

# Naturell enent, est un voi si hage de K,
et appl ique encore tout ce voisSinage ouvert
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Si alors O est un point quelconque de E, et si nous
formons la fonction définie par :

(Ir,8333) (j(w) =0 '*'_2 o(t(x’)(f(aq‘)— 0) s
vel

elle est bien de classe C' ', de V dans £ , puisque
les ; sont de classe C™; on a,d'autre part, les relations :

%(x)= 0+‘”§ O(L(oc)(,{(ao)- 0) pour ce K,

(T,8534)

[0 1] <53 i [ e, oo =<k

donc < ¢ , d'aprés le choix de & ; comme en outre
£ < § , 0.(oc) est nécessairement dans )} pour tout x
de K , ce qui démontre le théoréme.

Ce théoréme va nous servir & donner une relation entre
les diverses C™ -homotopies

Théoreme 53 - SOitK un_compact_d'une variété V de classe Cm
et soient % deux applications, de classe C"l de
danss um owy rt._(), “'un espace afrine normé £ . Si 'e‘t%
sont (C°-homotopes, alors elles sont aussi ("- homotopes!

Démonstration - Soit en effet F une application de [0 11 x K
dans (), , définissant une homotopie topologique entre;? et!}

Alors nous voyons que F est une application continue

d'un compact de la variété ﬁ x V dans ¥ ; d'apres le

théoreme 52, quel gque solt le nombre & > 0 , 11 exis-

te une application 2 de [0,1]1x ¥ dans , qui est de classe

C™, et telle que 1 bn ait I'F - Gl sé. Nous choisirons

le nombre & < 0§ , ou § est la plus petite des distances
et 8:. de 41 (K) et fz(K) a (:I), . Remarquons

alors que ( est une homotopie de classe C™ entre les deux
applications 91 et ¢ de Kdans {) définies par

(W,8;35) ?1(1',) == G(O)oc) R gz(x) = G (1,2¢)
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& partir d'une entre et on
a une entre et : sont
de et ,
Mais en vertu du théoreéene 51, comme et sont
| es deux de classe C* et que |I'on a
sont
De | a néne et sont
Ainsi on a successivement trois passant de

Corollaire 1 - Soient K un conpact d'une vari été Vde cl asse

un ouvert d un espace affine normée E . S, un entier
appli cati ons de
classe C K sont honotopes alors t out
sont Cette propriété ne depend que de
[a topologie de ; autrenent dit elle reste vraie on_
renpl ace tout autre ouvert d un espace affine norne,
homeonor phe a
Dénonstration - Prenons d' abord = 0 . Soient et
deux applications continues de . Soit & un nonbre

strictement plus petit que les distances de

Prenons mai nt enant Deux applications de
de cl asse , sont continues, donc
d' apres nous venons de voir; elles sont donc C
pes d' aprés le
La propriété relative aux applications de classe n'a
aucune raison, a priori, de se conserver par
elle ne se conserver que par C

puisqu el le est equivalente a [a néne
elle se conserve bien par honeonorphl sne.



219

Corollaire 2 - Soit £ un ouvert d un espace affine norng,

honeonorphe & un ouvert convexe ou étoilé,ou a un_ ouvert
ayant les proprietes du theorene 19 dePoincare. Al ors deux
applications quelconques, de, classe C™, d un conpact K
d une variété de classe ¢m, dans (), , sont C™-homotopes.

En effet, le corollaire 1 indique que la propriété est
conservée par homeonorphlsme, et il suffit alors de se
reporter au théorene

1\mmwmﬂm\||Hﬂﬁmﬂmnm|nmmmwwwmm1umnmmmmww

Théoréeme 54 - Soi ent?, m‘,-\“ feus.cycles de classe C™d'un ouvert

[,8:36)

N de E si ces deux_cycles_sont honotopes dans (2 , alors.
11s sont C*honol ogues dans (), .

Démonstration - Tout d'abord, on dit que deux C cycles

sont honotopes, s'il sont définis comme applications H et Hy,
de classe C™, d' une néne variété ’\9 (sans bord), conpacte,
orientée, et si H, et-ont honotopes. D apres |e théorene
53, elles sont alors aussi C™-homotopes.

Soit K une G honotople, C™-application de [0,1]
pernettant de passer de 1 une a |’autre.

Daprés la fornule (VI,8; ), pui sque frV ¢ ,
— T
b(K[lo,41xV) = HyV e i IV
= F’_ + T
~h A

Donc [; + [ est un, C™-bord, et par suite est C™hono-

logue a O, et' [} et [" sont bien C™-homologues,
~h

Renargue - La réciproque est inexacte; deux cycles H1]V et

H, l\/ peuvent étre honol ogues, sans étre honot opes, come

on”le volt aisénent. En outre, on ne peut parler d'honotopie
de 2 cycles, que si ce sont 2 applications d' une méme variété
alors qu'il n"en est nullenment ainsi pour |'honologle.
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En effet, si H| v est un C= -cycle deﬂ, il est C~
homotope & tout autre C™-cycle H) IV , ou H, est une
application Clde Vdans&), en prenant H, const ante, on
voit que H \V est homotope 4 0,done C™honol ogue & 0
sim >0

—
Alors |"intégrale de tout cocycle w sur un tel cycle est
nulle. Le théoréme 44 de De Rham nous apprend alors que |,
dans ¥ , tout cocycle de degré > O est un cobord : le
théoréme 19 de Poincaré est valable dans cet ouvert. On
voit ainsi quil est valable, non seulenent pour l|es ouverts
ayant les propriétés eénoncées dans le théorene 19, mals
aussi pour les ouverts convexes ou étoilés, et aussi pour
tous ceux qui |eur sont homéonorphes. Nous avons, il est
vrai, adms |le théoréme de De am Notre conclusion est
en tout cas dénontré pour le degré m =1, d aprés le
t héoréme 45.

Corollaire 4 - Tout ¢* -cycle d un ouvert £ d' un espace

affine F de dinension finie  (° homologue a § , est (' -
honologue a O : |'intégrale, sur Ce cycle,de tout cocycle,
est nulle.

La dénonstration que nous allons donner n'est pas exten-
sible a la classe C™, malgré |'analogie de cet énoncé
et de celui du théoreme 53, Elle est valable a cause d'une
circonstance particuliére : une (°-variété singuliére est
définie comme une application continue H d une variétée de
classe C'; on ne peut pas, ici, renplacer C' par C™.

Démonstration - Soit H \V le C'-cycle considéré. Dire
qu il est C° -honologue & 0 , c'est dire, daprés la défi-
nition (VI,S8; )>qu'on peut trouver une variété orientee

W, de classe ', et une application continue K de W
dans L) , avec les propriétés suivantes A W est réu-
nion de 3 parties ouvertes disjointes, v A B A est le

bord d' une var| été avec bord (L de cl asse C K coincide
avec H sur V; K est prolongeable en une app||cat|on

conti nue de & dans (2 ; et Kk est dégénérée sur R (autrement
dit K (B) est un ensenble fini, si la dinension est > O,

et vide si elle est nulle; naturellement K est de classe C
sur B , car elle est constante sur_chaque conposante connexe

deB ); alors K |W=H|V + K|J W+ K|F,

B) W_. est d'une
autre maniére,réunion de 2 ouverts disjoints A, A’

est le bord d une variété avec bord @ K est prolongeable



fait que H est honol ogue & Ovient alors de ce
qu'on a :

Soi t un O , strictenment Inférieur aux distances
des conpacts K et K a . Daprés le théo-
reme 52, sont de classe C', on peut trouver
des et , et de cl asse
telles que g et - _ s dapres le
t héoréne 51, elles sont a4 Ket K respectivenent.

On a alors des des cycles suivants

H\i;+ K

K + K

Mais |e premer et |e dernier menbres de ces
sont des cycles de classe ; étant .
sont 53. D aprés |e,

sont alors
= et | A" = sont
K et sont dégénérés, donc tous
a est bien a , d apres le
47.
est un cocycle le fait que - soit seule-
nment GO honol ogue a 0O pas, a priori,
mai nt enant, pui sque est

o X&h
* sont pas dans W .

Nous avons énoncé |e theoréme 37de Stokes pour |a
classe C* ; mals nous avons a ce que la dénonstra-
tion délicate, et nous ne |'avons donnée que pour |a
cl asse Nous nous appuyons donc ici sur une propriété
adm se. _

de . . comme les corollaires 1. 2.4
est de nontrer que |'intégrale d un cocycle sur un c

dépend que de propriétés du cycle
a .
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Corollaire 5 - soitd) un ouvert d un espace affine E de
dimension finie. Il est éguivalent de dire que, dans Q) ,
fous les ¢c°- cycl es sont c°-homologues a 0 ,_Qu_quww
C'-cycles sont O -honologues a O . Si ces propri€tés sont
vraies pour £, , elles sont vraies pour tout ouvert homeo-

mor phe a (), .

Dénonstration - 1°/ Supposons jue tout C°-cycle soit c° -
honol uiee 2 0 . Aors un O-cycle, étant C'-honologue & 0
est C'-homologue @ O , d aprés le corollaire 4.

2°/ Supggsons que tout C'-cyele soit C'
honol ogue @ 0 ., Soit H|V* un C°-cycle. S1_ H, est une

apglication C'de V dansd) , telle quel| H — H Il <d(H(v) (:Q),
HIV est C°- homotope & HJV done C° —homologue, d'apreés

1'hypothese, H,]V , de classe C', est ,C'-homologue &0 ,
donc a fortiori (C°-homologue & O , et H|V est alors
aussi C°-nomologue a O .

La propriété relative & C° est évidemment conservée par
horreom)rphlsme donc aussi la propriété relative & C' |
puisque c'est la méme. Pour tous |les ouverts ayant cette
propriété, le theoréene de Poincare est valable. Voir ce que
nous avons dit & ce sujet, page , sur la conservation
par honéonor phi sme des ouverts ou le théoréne de Poincaré
est val abl e.

Corollaire 6 - Soient @ un cocycle de degré 1 d' un ouvert £
d un espace affine £ de dinmension finie, et §|T un ¢° -
cycle de longueur finlie C°-homologue a O . Alors I'intégra-
[e de @ _sur H|T% est nuille.

Dénonstration -  Poup, simplifier des détails techniques, ,
nous supposerons que ;l::“ est I'e cercle trigononétrique de

Nous saurions évidenment que 1 1 qur ale est nulle, si H
était de classe C',et le cycle %‘ c%nonol ogue a 0,

d aprés le corollaire 4. S nous supposons seulement |e
cycle de longueur finie, et utilisons la définition de
["intégrale donnée au theorene 36.

1°/ Soit & la distance de H(C M) a t.ﬂ , pour une norme

eucl i di enne quel conque sur E. CommeH est continue sur le
conpact? , elle est wunifornénent continue; si on suppose
paranétré par € € [0,2I7 ], on peut trouver 71 > 0 de 8
mani ére que |[0'-6"|< 7 entratne || H(6’) — H (6" || < =
soit A :6=0 ,8,0,,..,8,,...,86,= 2 une subdi-
vision de [0,277],de f| nesse < 7] . La boule ouverte B, , de




de centre H , et de rayon s

conditions du théoreéne de Poi ncar é;
ext érieure dans , =
dépend de |'indice . Tout le chemn M

est dans cette boule ouverte, et on a donc

d' apres le théorene

Appel ons de I' dans définie par

H, est sinplenent une application polygonale, ayant pour
sonmets successifs les

Al ors on a. pour

H -

donc, pour tout

§ ; donc
Cela prouve. d'aprés le théoréne 51, que H | et
sont donc -honol ogues d' apres le théorene
54. Comme H | est supposé -homologue a 0 , il en est

donc de méme de H,
| e :

Par ailleurs on a, encore d apreées

9

donc les Intégral es de H et H, sont égal es.
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2°/ Pour dénontrer le_ghéoréme , 11 suffit donc de montrer
que |'intégrale de w sur H, |Test nulle; mis H |T

est maintenant un cycle de_classe ¢' , et meme ici C*
par norceaux, et C° -honologue & O .

O a construit,dans |la dénmonstration de la lere étape
du théorene 45, une application szef‘dans {) , de classe

C% et non plus seulement C par norc.ux, telle que |les
intégrales de w sur les 2 cycles H1] P et Hz|‘ﬁ soi ent

|l es ménes. Dans chaque intervalle [ 8. 6 7, on a une

expression (VI,8; ) :Hz(6)=H1.(%t. (re)ﬂj‘“- Alors le
segment [ H, (8), H,(8)] est contenu dans le segment [H(s;),H (8, )]
donc dans L) : le leme du théoréme 51 nous dit donc que H,

et H, sont homotopes, donc H, [F et H,,\? C °-homologues;
donc H,|[" est encore C°-homologue a 0

3°/ 11_nous suffit donc finalement de nontrer que |'intégrale
de W sur le C®-cycle H.J,[" , C* hormologue a 0 est nulle;
mais ceci reésulte du corollaire 4, car alors H, 1’|3* est (C!'-
honol ogue & 0 .

1 i o

On dit qu un espace topologique X est sinplenment connexe,
si toute application continue d une circonference du plan
dans X est homotope & 0 . Naturellenent on peut toujours
supposer' que cette circonférence est le cercle trigononmétrique
de T®*., La sinple connexité est une propriété topologi que de
X , invariante par honéonor phisne.

Appelons A le disque unité de [®*,

L' application ( t ,m) — tm de I' dans A est continue.
Tout point de As'écrit, d_une maniére unique, tm ,0< t< 4,
™ e, sauf I'origine 0, qui s écrit Omv, ™ arbitraire
dans I .

Théorene 55 - Pour qu' une application £ du cercle trigonométrigue
dans [' espace topologique X_soit homotope_a 0 , Ll .faut et
il _suffit que pui sse _se prolonger en une application conti-
nue ¥ du disque unité A dans X .
4
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Supposons d abord que adnette un tel
- . Alors nous pouvons définir une honotopie F,
entre et une application constante de dans X en posant

F est bien continue de dans X ; on a
= = s et =

Donc est bien ao0.

_ Supposons maintenant que  soit
et soit F une honotopie correspondant a une application

de x dans X = a constant.
O alors commesuit |e prol ongenent
Cette formule ne_ présente pas car, pour le centre
du disque, on peut prendre t = 0 arbitraire, mis
F( prend toujours la néme val eur € X,
D autre part, la fonction définie ci-dessus, est conti-
nue. Pour le voir, supposons, 'pour
fonction F étant continue sur le o xr est
continue; alors, & 0 il
, tel quel
, F( £
Si alors est un point de A , distinct de |'origine,
| " ensenbl e tels un

voi sinage de ce point, dans |lequel on aura

donc est continue en

Dautre part, |'ensenble des tels quel con-
est un voi sinage de ["on a :
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~s

ce qui démontre | a continuité de J,’ en 0 , donc partout.
Comme f = ;¥ sur [ { est bien un prolcngement de;% a A

Corollaire 1 - Un_espace topologique X est sinplenment
connexe, SI et seulement siI toute application continue d'un
cercle " , bord d un disque A dans X , admet un prolonge-
nment _en une application continue¥ de A dans X

Signalons que la sinple connexité n'a rien a voir avec
la connexlte. Un espace peut étre connexe,et non sinplenent
connexe; par exenple nous verrons pade 233 * que |le complé -
mentaire (), de |'origine dans [P*n est pas sinplenent connexe
(parce que le cercle trigonométrique ne peut pas se reéduite a
un point, dans ) , pat une déformation continue) alors que

pourtant il est connexe. Inversement X peut étre sinplement
connexe sans étre connexe. Par exenple, si nous supposons que
Xn'est pas connexe, mais quil est la réunion de deux ouverts

disjoints X, et X,, alors X est sinplenent connexe, si et
seulenent si X et X, le sont. En effet, toute application
continue d'un cercle ou d un disque dans X , a certainement son
image dans |'un des deux ouverts, X, ,X, ,car cette image est
connexe (théorene 33 du chapitre 11). & peut d'ailleurs, pour
tout entier m = 0 , Introduire la notion de n -connexité, Un
espace topologique X sera dit  -connexe, si toute application
continue de I'a sphére unité de JR™"" dans X est homotope & 0,
ou encore prolopgeable en une application continue de la boule
unité de [P™*" "dans X . Cest encore une propriété purenent
topologique de X. X est alors sinplement connexe, s'il est

1 - connexe. Comme | a sphére unité de]l? est |'ensenble & 2

él érrents{-l .+ } , et la boule unité le segment[-1 + 1],

on voit immedi atenent que Xest 0-connexe,si etseul enent si
2 points quel conques de X peuvent étre joints par un chemn ,
c'est-a-dire siXest connexe par arcs. C est donc la 0 -con-
nexité qui est en liaison avec la connexlté étudiée au § 10
du chapitre Il, et non la sinple connexité ou 1 -connexité.
Les m -connexités, pour les diverses valeurs de m. , sont tout
a4 fait Independantes |les unes des autres. SI, ici, nous ne
parlons que du cas m = 4 , c'est a cause du role exceptionnel
que joueront les intégrales curvilignes de formes différentiel-
les de degré 1, dans le chapitre VII. Le théoréme 51 donne

i mrédi at ement

Théor éme 56 - Un ouvert.) d un espace affine E , convexe, ou étoilé,
ou satisfalsant aux conditions du theoreme 19 de Poincaré ,
0U _homéomorphe a wun espace d&&_Ce type, est n -connexe pour toutn=0,

* Corollaire 3 du théoréme 58
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Théorene 57 - Une sphére, le

dans un espace
ITs sont donc sinplenment connexes pour

aussi trivial ement pour = 4 * , donc Tfinalement pour

Par contre, nous verrons au corollaire 3 du théorene 58
qu'ils ne sont pas (N1) -connexes; en particulier, un cercle

d un plan euclidien n'est pas sinplement connexe.
Dénonstration - Donnons d'abord la dénonstration pour
|" espace 0 étant un point de E Soi t la sphere
uni té de : application continue de S dans

On peut |'approcher-par une application de cl asse , qui
| ui est (théoremes 52 et 51).

Mais, dans E , est a 0(théoréene 51);
soit  une entre et wune application constante,
application C de x S 2dans E. x S est de dinmen-
sion N ; alors _ xS)est de mesure nulle,
pour la mesure de Lebesgue relative & un _ quel con-
que (corollaire 1 du theéoreme 102 chapitre V). Donc,
pour presque tous les vecteurs de ne contient
pas 0 ; |"application C + : , de

dans E , est en fait une application dans
Al ors , est & 0 dans
elle est a dans
51). donc ao
et est bien
Remarque - La sphere S peut étre par n'inporte
quel e vari été conpacte de di nensi on N -1; et
ou est un ensenble ferné dénonbrable de E (dans
ce cas, On saura que, pour presque de E
ne contient pas un point A le théoreme 21 du
chapitre IV (relatit & une dénonbrabl e de
presque sdres) , on saura que, pour presque tous |es :

ne contient aucun des points de A , donc
est encore & 0 dans A

* Car, chacun de ces 3 ensenbl es est réunion de 2

ouverts disjoints sinplement connexes.
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2°/ Maintenant considérons le_ cas d' une sphere2. .
On peut toujours se ramener au cas oulest |a sphére unité
de E. Soit$ une application continue de Sdans 2} . D apreés
ce que nous venons de voir a 1°/, il exi ste‘dans"[T)‘ s une

honotopie F (application continue de [0)4] x S dans CB’)
de ‘}, sur une application constante.

i
F{t,a)
—
HF (L, )]
sphére unité 5% , entre , €t une application constante.
pone 3¥ est bien -k - connexe.

est une honotopie, sur la

Aors (t)oc)

—

— 3°/ Considérons enfin, dans E  une couronne ) de
centre 0 .” Si$ est une application continue de S dans. Y ,

et si 33 est une sphére, de centre O_et de rayon R, contenue

dans (), , le segnent [%(ac),R —{(i)——] est dans () ,

I 4 oer]
pour toutx de S; donc ;?es_'g homotope, dansa, & 1'appli-
cation continue oc ——s= "_’(30) Age S dans Z _ Mais nous
() I

venons de voir, a 2°/, que cette application est homotope a0
dans 3% ; donc elle |'est a fortiori dansa, qui est bien
k - connexe.

Il est clair que |'application identique, du cercle trigo-
nonétrique de & , dans |e conplénentaire CO de |'origine ,
n'est pas homotope a 0 . Sans quoi, |e cercle trigonométrique
canoni quenent orienté serait C° -honologue a 0 dans (0

(théoréeme 54), donc C' -honologue a O (corollaire 4 du
théoréne 54);or 1'intégrale sur ce cercle du cocycle

dq) de (vI,4;41) vaut 237 == 0 . Donc, a fortiori, un
cercle n'est pas homotope a 0 dans un sous-espace du plan ,
contenant ce cercle et ne contenant pas son centre. A nsi
une circonférence ,une couronne circulaire R<i®-a|| <R,

le conplénentaire d'un point ou d'un conpact non vide, un
sous- espace quel conque d un plan euclidien, contenant un
cercle et ne contenant _pas son centre,ne _sont pas_sinpl enent

connexes.

Nous allons étendre cette propriété a la (N=-4) connexion
dans un espace affine euclidien de dinension N .



Nous allons, pour cela, introduire, dans un espace eucli-
dien de dimension N , orienté, une forme différentielle
remarquable de degré N =1 , |'angle solide, qui sera
celle de relative a N—= Z. SOIT _E un espace
affine euclidien de dinension N soit O un poin

une hypersurface de cl asse de E, ne passant

pas par 0 , transversalenment orientée. cette

tion est telle que, en chaque point M , le rayon

vect eur soit transversal et positif, il sera naturel

d' appel er angle solide algébrique sous |lequel de 0 on

vol t , |"angle solide 0 défini au chapitre 1V, par
["intégrale (ou Vest renplaceé ). Dans
cette formule, rappelons que est la distance OM, 6

" angl e de OM avec la normale; 6 est aussi |'angle

de OMavec le vecteur unitaire normal positif3 , en vertu
des hypothéses particulieres faites sur |'orientation trans-

versal e de . Cette intégrale peut, d apres (M, 7 ;
s'exprimer come flux, a travers , du chanp de vecteurs
]

ou est le vecteur unitaire de la dem-droite OM.

Alors, plus pour n'inporte quelle
hyper surf ace - 0 , de classe , munie d une
orientation transversale quelconque, nous appellerons
angl e solide al gébrique * sous |equel du point O
on voit , le flTux a travers du chanp de vecteurs

ne dépend que de , de son orientation transver-

sale, et de la structure euclidienne de

Par rapport a un référentiel orthonormal de E
d'origine 0 , les conposantes du chanp sont données

par

* L'opposition entre |"angle solide algebrique (de
signe quel conque) défini ici, dépendant de |'orientation

transversal e de . et |'"angle solide absolu du chapitre
IV (toujours ~ Indépendant de toute orientation,

. S est la de 2 spheres de
centre 0 , dorientations solide absolu

vaut 2 , |"angle solide algébrique vaut 0.
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- 81 mintenant E est orienté, on peut associer au chanp

X une forme différentielle d apres (vI,3;42); en la mul -
tipliant par (- 4)N~7  on obtiendra une forme différentiel-
le angle solide w=wyde degre N— 4 , dont |'intégrale

sur & , munie de |'orientation tangentielle assoclde

par E' a son orientation transversale, sera égale a |'angle
solide algébrique sous lequel, de 0 , on voit 2% (formule
(vI,7; 51 bis) ); dans un référentiel orthonormal positif

d origine 0, on aura

N -1 : *
(7,8;51) W =§(-4)2 %a—dm,Ad/sz.../\c{mé_1/\d/xjH...AclmN.

Pour la définir, on doit, redisons-le, supposer E
euclidien, orienté. S, sans changer la structure eucli-
dienne, on change T'orientation de E, le chanp de vecteurs
(VI,8;49) n"en reste pas moins invariable, et par conséquent
la forne différentielle w, doit étre changée de signe.

Exenples particuliers : 1°/ Supposons que E soit |le planeucli-
den orienté IR~. Alors la forme différentielle n'est autre
que celle qu' on appelle couranmrent, et comme nous |'avons
vu, inproprenent, dgy définie par (vI,4;41). La forne W

est celle qui, pour une dinmension Nquel conque, généralise dqi.

. 2°/ Supposons nmaintenant que E
soit IR, et nunissons |e de ses coordonnées polaires,
N8B, _ Conpte tenu de la correspondance entre chanps
de vecteurs, et fornesdifférentielles de degré 2, définie
ala formule (VI,4;34), au chanp de vecteurs (VI,8;41)
correspond la forme différentielle définie par

(IL,8;52) W= 4%m 6 do A dQ ,
qui est la forne cherchée, puisqu'ici N 4=zl(~1)N‘_—1_ 4.

3°/ Pour N =1 | w¢ est une

forme de degre 0 ou fonction : la formule (VI,8;51) nmontre
que cette fonction vaut Agmoe, +4 pour x > 0, =~ 4 pour
<0 .

* Nous | a donrmons ici dans un référentiel, mis w,

ne dépend que de la structure euclidienne et de |'orien-
tation, puisque x , donné par (VI,8;49),ne dépend que de
la structure euclidienne.



Théoréne 58 - est un espace euclidien orienté de dimension
N, un
est de classe
En outre son intégral
centre o ,

est égale a ., aire (N1) de Ta
sphére

Dénonstration - Le fait que soit de classe
résulte de son expression Son cobord s'obtient
i mmedi atemrent, et |'on a

ce qui nontre bien que est fermée.

~Dautre part, si nous considérons son intégrale sur
n"inporte quelle sphéere de centre
de son orientation canonique, alors
du chanmp de vecteurs qui  vaut
c'est-a-dire |"aire de la sphere unité «

- Pui sque fermée dans 0 son intégrale
sur deux cycles de 0 est
la méne; par contre, il est naturellenent inpossible de
renplacer E- 0 par E, la forne différentielle présent e
une singularité a l'origine come |le nontre
la fornule
. | *angl e solide al gébrique est a |'angle solide

absolu, puisque le rayon sortant est transversal positif;
et alors ce résultat est une conséquence immeédiate de la

poi nts partie, remarque
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Corollaire 1 =
Le cocycle w

n' est pas un cobord dans F ~0 .

Y .
En effet, s'il ['était, son intégrale sur le cycle >
serait nulle.

~Cette propriété etend celle que nous connaissions
déja pour la fornme de (VI,4;41).

si nous considérons la formule (vI,8;52), on a
w = d[-cosb dq]; mais | es fonctions 6 et {§ sont

définies et dérivables, par exenple dans le corml énentaire
du dem -plan néridien fermé passant par /5’5 et 0x , mis
pas dans IFR3- 0.

Corollaire 2 - Une sphere orientée d un espace affine
euclidien de dinension finie n est pas honologue a 0
dans le conpléenentalire de son centre, et a ftortiori pas

homotope a 0.

Si_en effet elle |'était, le corollaire 4 du théoréene 54
dit que, sur ce cycle, I'intégrale du cocycle woserait

nul | e.

Corollaire 3 - Dans_un _espace euclidien de dinension N,
une spheére, le complémentaire d un point, une couronne
sphérique, ou plus généralement une partie contenant une
sphere et ne contenant pas sonomtre, ne sont pas (N-1)
connexes.

En effet, la sphére n'est pas homotope a 0 dans un tel
sous-espace, puisqu' elle ne |'est mémepas dans le conplé-
mentaire de son centre.

Ceci conpléte ce que nous avions indiqué au théoréme 5T7.
Cela laisse ouvert l|le probléme de |a% connexion d' une
sphere d'un espace de dinension N, pour = N: c'est
| a unprobl éne tres délicat, et pas encore définitivenent
réglé.

Corollaire 4 - 11 n'existe pas d application continue d'une
boule B d'un espace euclidien de dinmension finie sur la
sphére § qgui Ta borde, égale a ['identité sur ceite sphere.




S’il en existait, cela voudrait dire que |'application
identique de la sphére S sur elle-néme se prolongerait en
une application continue de |a sur |la sphéres ,
donc (théoréne 55) serait a 0 dans Sdonc a
fortiori dans |le conplénentaire de son centre, ce qui serait
contraire au corollaire 2.

Corollaire 5 - 2 spheres euclidiennes de dinmensions finies
differentes ne sont pas honeonorphes. 2 espaces affines de
dinensions finies différentes ne sont pas honmeonorphes.

Soient en effet N et entiers = 0 différents,
Une sphere d' un espace affine euclidien de dinension est
(théoréme sphére d'un espace eucli-
dien de dimension N ne |'est pas (corollaire elles ne

peuvent donc pas étre honéonorphes.

mai nt enant 2 espaces affines de dinensions et
étaient honéonorphes, |es conplémentaires d un point dans
ces espaces |le seraient aussi, ce qui est inpossible, car

['un est encore et pas |'autre.
Ces résultats avaient été annoncés page du cours de
lere partie. On volt conbien de théorémes ont été utilisés
les dénontrer . 'Si on renplagait "homéonorphe" par
C ce serait 1 de la dinension
tres élénentaire, et déja vue au chapitre Il (corollaire 4
du théoréne 11, et note page .

Nous pouvons maintenant apporter un conplénent au
de Pol ncaré

Théor éne - est un ouvert sinplenent connexe d' un espace
affine di nensi on une fornme différentielle
fermee de degré 1 sur de cl asse —_—
dans espace de Banach la différentielle
d une fonction , de classe
dans
Dénonstration - Nous allons appliquer le du théo-
reme H une application du cercle
orienté I Come est supposé sinplement connexe,
H est a 0, donc ao
donc H| I est - honol ogue a et alors

H est nulle; le théorene nous

dit donc bien que est un cobord.
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Remarque - Ce résultat va évidement beaucoup plus loin
3ue e theoreme 19, Par exenple, dans le conplénentaire
"un point dans un espace affine de dinmension N> 2, le
théoréne de Poincaré est valable pour le degré 1 parce que

[10 est sinplenment connexe (théoréme 57). Pourtant un
tel ouvert n a aucun rapport avec ceux du theoréeme 19 .
Les ouverts du theorene 19 étaient 4% -connexes, pour tout

&= 0 (théoreme 51), alors qu'ici C 0 , pour N # 2, est
bi en sinplenent connexe, mais pas (N-4)-connexe (corollaire
3 du théorene 58). Dailleurs nous ne donnons ici |'existen-

ce dune primtive extérieure que pour le degré 1, en
liaison avec la sinple connexité; mais, dans {0 , w, est

un cocycle de degré N - 1 qui n'est pas un cobord (corollaire
1 du théorene 58%; l e théoréme 19 était valable pour tous

les degrés = 0 . Le théoréne 59 ne s'eétend pas ayx degrés

1; un ouvert & d' un espace affine peut étre -cunnexe,

sans que tous les cocycles de degré % ssoient des cobords.

Le théorene 44 de De Rham nous pernet de dire que tous les
cocycles de degré 3& seront des cobords, si tout cycle de
di mensi_on jc est homologue a O , ce qui n'est pas eéquivalent

a la 4 -connexité.

Pour N =2, (O n'est pas sinplenent connexe et nous
avons vu que le théorene de Poincaré n'y était pas valable
pour le degré 1 (formule (VI,4;41)).

——p
Corollaire 1 - Soit X un champ de vecteurs de classe C" (n1>1)

»

défini dans un ouvert Q. simplement connexe d un espace
affine euclidien E de dimension N . On suppose que , par
rapport & un référentiel orthonormal, leg composantes X,

de ce champ de vecteurs vérifient les relations (VI,4;5§) :

2 %% k=12, ,N.
bac% Docj

(gui expriment, dans le cas de la dinmension N = 3, que le

rotationnel du champ de vecteurs est nul). Aors ce chanp
de vecteurs derive §'Uﬁ potentter* U , de cllasse C™*.

. 2
Corollaire 2 - Si£) est un ouvert sinplenent connexe de IR-0,
Il _existe dans &, des fonctions-argunent de classe C* .

Si.) est sinplenent connexe, |e cocycle w de (VI,4;41)
est un cobord d apres le théoréme, et alors nous savons
qu'il y a dans () des fonctions-argument continues, d'apreés
l'e corollaire 2 du théorene A45.



Nous avons vu (Corollaire % du théoréme 54) que, dans

ou dans un ouvert étoilé de E , tout C'"-cycle de dinen-
sion = ¢ est a 0 . Nous nous proposons,
dans ce qui suit, d' étudier dans |e conpl é-
mentaire d un ensenble fini d un espace affine E de

Nous avons déja indiqué, sans dénonstration, qu'une

sphére orientée n'est pas honmologue & 0 dans |e conpl énen-
taire de son centre

Théor éne 60 - un ouvert d' un espace affine Eorienté , de
di nensi on sur le corps des réels; A =
ensenble fini de ~ soit c = une variété avec
de dinension N,
de | 'orientation par , et telle que €V,

La cl asse de
- A, est indépendante

Dénonstration -  Introdui sons sur une structure
quel conque, et désignons _ boule fernge, de
centre , assez petite pour ne contenir aucun poi nt's

et pour étre contenue dans |'ouvert
par |'orientation de : =

mai nt enant ne contient plus , c'est une variété avec

bord, orientée (par |'orientation de E conpacte, de

cl asse , de — , de bord ; donc, dans
est - honol ogue & S alors onconsidére

deux de ce et si |'on désigne

par une boul e assez petite étre la fois

dans | es ouverts et correspondants, alors

sont toutes |les deux honol ogues, dans - a

sont bien par conséquent honol ogues entre elles.
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Remargues - 17Quelle que soit la classe C™ considérée, |e
eyele 07 défini par une sphere euclidienne de centre a;
parcouriue dans |e-sens direct, est toujours C”.

°/ Le theoreme n'aurait pas de sens pour m = 0,
pui sque nous n'avons pas defini les variétés avec bord de
classe C°

4
Consi dérons toutes |es hypersurfaces 3>\ de classe C*

du type énoncé dans le theoreme (par exenple des spheres
eucl 1 di ennes telles que”™§ Elles sont, 2 a 2, C”-homo-
| ogues dans - A one aussi hornol ogues pour tout
fini, vy comprf El | es définissent donc une
néne cl asse ‘e C homologie de () - A , que mous appelle-
rons( a e

4

—

Si d'ailleurs ) est seulement de classe Cﬂjm,; 1 et
vérifie les conditions de, 1 'éngncé, elle est aussi danskla
classe de Cm;,-homologie ( t‘"‘z et dans la classe de C
homologie ( ) , pour &k < ; ceci nayant pas
de sens pour m = (),

- o~
Naturellement, les 6 ou |es ! sont des bords dans_Q,

donc sont C™-homolo ues & 0 dans - donc tous les ¢c™
cycles de la classe a,“" Jde & - A sont C™-honol ogues

a 0dans sx2 ; et ils ne le sont pas dans{)-A (corollai-
re 2 du théoreme 58).

I Attt

N
Théoréme 61 - Soit ) un ouvert d'un espace affine orienté E de
dinension N._Soit A =a, ,0, ,...,0p| UNE partie firie
de) . Soit f un C™ -cycle (m 0) de CL-A C™ homolo-

gue & Odans ) .81 sa dinension est < N-4 |, il est encore

C™ -homologue 4 0 dansQ-A.Si sa dimension est < N-1, i1
est_encore C™-homologue & 0 dans (), -A . Si sa dimension
est N-1 , il n en est plus ainsi en generaI mais 11
existe des entiers P o frasees y s de signesguelconques
déterminés d une maniere unique tels qu 11 appartienne a
la classe de C™ -homologie ﬁ#., q("”’)de O - AL

En outre, si E est euclidieny’si ww " est la forme
différentielle a.ngle solide relative au point a, (formule
(VI,8;51)), et si 7' est de classe (' , ou de classe Cc*®
et de longueur finie pour N=2 , on a :




, consi déré conmre
espace a 2 dinensions euclidien oriente sur o
est de classe et de longueur finie

Avant de dérontrer ce théorene, renmarquons qu'on doit.

pour aboutir au dernier résultat , considérer seul ement
l es cycles de honol ogues & 0 dans ;
venons en effet de que tout cycle de Ta
est honol ogue a 0 . Les cycles de dinension N-1
de A qui ne sont meme pas honol ogues a 0
ne srenment pas sous |a forme précédente. sj
est convexe, étoilé, <ceci n'est pas une restriction et
sera val able pour tout cycle de A . Dautre part,
|"addition des classes est prise au sens de la loi de
gr oupe définie a la remarque apres le
t héor eme
Dénonst ration - Dans une partie, nous étudierons
le cas difficile, celui de la dimension N- 1 |, et dénon-
trerons |'existence des ; dans une deuxiene partie,
[ eur unicité; dans une troisieme partie, |e cas des
<

Prem ére partie - Etudions d abord le cas difficile, ce
de 1a dimension N = 1 , et nontrons |'existence des ,

Cas : Nous sup()foserons que le Ccycle
singul i er i mensi on -4, est de

est une variété avec bOI‘d,
orientée, conpacte, de dinension N , de classe
cl asse Si =0 H une application de classe
de cette variété V dans de nani ére que | es

* Dans cette formule, + a 2 significations différentes
c'est un Indice entier dans , C'est

Rappel ons que? est supposé & o
nous |e supposons . d'un type treés
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i mges réciproques de chacun des points a; de A par H soient
des poings «; , de V(ils ne peuvent pas étre sur bv,
puisque ¥ est dans Q ~ A ), en nonbre fini, que chacune
de ces images réciproques %, y_, at un voisinage dans V
ol H soit au noins de classe’ 'C' (ceci pour le cas oUu -
m =0 ) et enfin que |"application_dérivée H (o, V)

soit injective de T (X, V)dans E , autrenent dit

soit exactenment du rang maxi num N, ou bijective; alors
(théoréme 29 et corollaire 2 Ju théoréne 31 du chapitre JII)
11 exi ste un voi si nage ouvert connexe ‘U;,\, de &, , dans vtel

que H(UL v)soit un ouvert de E, et que la restriction de
Ha %, soit un C"-difféomorphisme ( C'-difféomorphisme

si m=0"") de vy sur H(WV; ,) . Certainenent U, ,

: . N )
ne contient aucune'autre image réciproque de a, que «; »
nous pouvons le choisir assez petit pour qu'il ne contienne

aucune | nmage réciproque des a, , 3% L+ . Désignons alors
~J

par f. 3 une variété avec bord de ﬁ; 9 = €V, y de classe c™
(de classe C'sim = 0) contenant’ «; , , et compacte. Il

suffira, pour en obtenir 'une, de prendre” pour f. ., |'inage
réciproque, par la restriction de H a '1,7 w, dune boule
B, , decentre a,, contenue dans H (‘Ue’; y ) - ‘Comme V.

est connexe, |le C' -difféomorphisme H, transportant . ;
o

sur son inage, conserve partout 1' orientation ou ipverse
partout |'orientation (1 orientation de Vet de E ); nous

appel lerons €. , la quantité égale a + 1 ou & - 4,

) . [N
selon qu' on se trouve dans le premer ou dans le deuxiene=
cas. Cela revient & dire que &, est le signe, dans E,

H

d' une base, image, par H'(« ; ) d'une base positive de
— e

T(e(i v >V ). S, par des Cartes locales conservant |es
orientations, on ramene U, , et H(V; )aétre des ou -

verts de RN, ¢,y est le signe du dét er ni nant Jacobien
de H ‘

Y

Nous orienterons [: , par |'orientation de V, B,

par celle de . Alors' H| "B est une variété singu-
~a )v,

v
liere équivalente & B, , ou B;,, selon que &, ,=+1
ou -~ 1; le cycle (H‘?Jﬁ; ,) est équivalent au cycle
N . . "
&, %B” , qui appartient a 1la classe de C™ -homologie

by (af™)dans @ - A

12

-}
- s e 1
Alors la variété aveec bord V—,’Uvﬁ;_‘, de classe 0,4

avec 1'orientation de V , a pour'bord la réunion de &V et
des ?rﬁ;‘, ; donc la variété singuliére H!V‘H’ﬁiv »_contenue
dans (), - A, a pour bord le cycle HI + 2 Hlm~ .
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Donc
différence entre le nonbre des inages de
ou Hconserve |'orientation et le des inmges
ou inverse |'orientation.

Le théorene est bien dénontré dans le cas particulier

considéré, et en outre on a une interprétation géométrique
des coefficients

Deuxi ene cas; est un C cycl e quel conque de
& 0dans 1.
On a, dans , la formule
cycles H , H| sont dans
non nécessairenent dans et H sont des
ensenbles finis (qui peuvent contenir certains des
D autre part, ou H et
sont des ap _ variétés avec bord orientées
de dinension N, dans ; les proprie-
tés trés particuliéres du cas ne sont plus supposeées
vérifiées.
un vecteur de E la place de |"appli-
cation H, considérons |'application H # , définie par

dans E . Nous allons nontrer que,
yue soit |e nonbre > o, pour presque tous |les
tel s que H " (pour une norne quel conque choi si e sur
une fols pour toutes) |'application + de  dans_
vérifie les propriétés supposées dans le ler cas.
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Choi si ssons une fois pour toutes, dans E , un réferentiel,

et considérons |la nesure de Lebesgue associ ée & ce référentiel.
Soit alors o un point quel conque de 4 ; choisissons un_voisi-
nage ‘U de & dans V', qui soit I'|rTage par une carte Cb

d un ouvert (9 de IRD Alors H o CPQ( est une application de

classe C™, de O, dansa. Il est equal ent de dire qu'en
un point § de‘U le rang de W’ (’g) est =< N, ou de

dire que le déterninant jacobien de H o <I> est nul au point

—1

§) I1 résulte alors du theéoréme 102 bis du chapitre 1V
que, si nous considérons |'ensenble des points de £ ou le

~ ~

déterm nant jacobien de H o @q est nul, son image par He q)o(
est de nesure nulle dans E, par rapport & la mesure de
Lebesgue. Cela signifie que, si nous Consi dérons |'ensenble
des points § de U, ou le rang de H'est <N, son inage parH
est de nesure nulle dans E ,

. . 0 N ..

Al nsi tout point o de \y possede un voisinage ‘Uu , tel
que |'ensenble des points de ce voisinage ou .H'soit de rang
< N , ait une Image par H de mesure nulle. CommeV est

conpacte, on peut la recouvrir par un nonbre fini de _ces
voi Ssi nages; et, par conséquent, |'ensenble des points § de

tels que H’ ‘g) soit de rang < N, a une image par H qui
est de mesure nulle dans E .

Y \ —>
Sl donc nous considérons |'ensemble des w , tel que
|| w ” < £, On voit que, pour presque toutes ces valeurs

de #, le point o, - M N appartient pas & cette Inmage; cela

revient encore a dire que pour presque toutes les valeurs de W |,
—_— .

dans | L] =<e ., le point a. est un_point dont toutes les

images r éci proques, par |"application H + u, sont des points
y de Y o0 | ' application dérivée de H + 4 a un rang

égal & N. Ces images réciproques sont alors nécessairenent
| sol ées (dans un voisinage V; , de chacun d'eux «; ,,H est un
honéonor phi sne, et a;, n a pas' o autre i mage reC| progue que «; , ),
donc en nonbre fini pUI sque ‘U est conpact ( H™ (w ) est discret
pui sque les points sont isoles, et fermé dans 1Y, donc cgn&:act

un conpact discret est fini * . Dautre part,H(v)= ),
* SIK est conpact et discret, chaque point est un ouvert, ces
ouverts forment un recouvrenent; il en existe un sous-recouvre-

ment fini, donc Kest fini.
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est |'inmage, par "ne application @' noins de classe :

d' une variété de dinension N1 . elle est donc aussi de
mesure null e dans . Donc, presque tous |es de

nornre & , n'est pas dans cette image, ou
conti ent et réci proques de ,  par
H sont dans de .

est vrai pour tout de A .

Alors "ne application immédiate du théoréeme 21
IV nontre que, pour presque toutes |les valeurs de telles

que ["un quel conque des points :

a toutes ses inmges réciproques par + en dehors du
bord de en nonbre fini, et qu en chacune de ces |nmages
le rang de (fi + est égal a N. On se trouve

alors exactenent dans les conditions d' application de | a
du théoreéene.
Cel a dénontre des entiers
tels g"e(H + (H | soit un dans

cl asse de
¥*

Ce que nous venons de faire pour le H de

peut étre fait aussi pour le cycle H . Dautre part |,

néne si le cycle dégénéré H| ou | a "ne |mage contenant
certains des points , le translaté par ne |es contient
lus, pour toutes les valeurs de sauf fini, c'est-

a-dire pour presque toutes les valeurs ; ce translate est
al ors un cycl e déegénéré - A, honologue a O dans

En appliquant encore "ne fois le théoréene 21 du chapitre 1V,
on voit que :

presque toutes les valeurs telles | <
transl at es des sont dans - A,
appartiennent a des classes de C qui__sont des
conbi nai sons finies du type ’
et les translatés de , | cycl es dégénérés
A
Alors, pour presque toutes ces valeurs de , le translate
du cycle est dans - A, et sa classe de
dans - A , =
| ' expression de " .
* H + peut s'appel er translate par du cycle

et peuvent dépendre de
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_ Mal's, si & est choisgl strictenent inferi eur
di stance § de 1'image de’]i (qui est dans () - A i(ﬂ A),
le transl até de I" par w esg, C™-homologue & r' dans £ -A

(theorenes 51 et 5&) Donc " , lui-aussi, appartient & une
cl asse 1«v a . et le theoréne est encore démontr& dans

ce cas.

Oh ne possede pas ici dinterprétation géonetrique
directe, des 4, . Miis une translation w assez petite du
cycle TF nous'pernet d'en retrouver une, pour presque
toutes les valeurs de o

. Troisieme Cas, cas general - Il ne nous reste
& traiter aque le cas m..= o, soit al ors = ﬁ\l SV un C*-
cycle de Q& -A, C° -homologue a 0 dans .Q . 3 ‘est de

classe ', mis H seulement continue. Soit H, une appli-
-~ ——e .

cation de classe C'de 2 dans {3 - A, telle que [|H ~H, ||

Lty

<d (H(Z), ((\Q—A.)) (théoreme 52); alors le C'-cycle H, | 20
est (°-homologue & H| 32 (théorénes 51 et 54) dansa- A,

et a fortiori dans&) . Il est donc C°-homologue a 0 dans
Ly ; come c'est un O-cycle, il est C'-homologue a O
dansQ (corollaire 4 du théoréene 54); le 2enme cas nous indi-
que qu' |I est C' -homologue,dans £} -~ A , & une conbinaison
L N
Z o o‘f , ou o; est un C” -cycle de la classe a,
e}
Alors H{Z C° hom)logue aH| 3 aans 0 -A est C°-
homologue a 3} 4, 0, ,donc sa classe de C° -homologie
est bien 'f” (3}”) , ce qui acheve la dénonstration du
4

4 .
théoréme, pour la- di mensi on N-1

Dans le cas = = 0, pour interpréter les 4, , on doit
donc d' abord approcher H par une application H de cl asse C,
ce qui ramene au 2eéme cas * .

Deuxi éme partie -  Toujours pour la di rrensi on N -1, nontrons
T unicité des i et les formules (VI,8;56 et 57).

Pr’_gnons sur E une structure euclidienne arbitraire.

soit ¢; une sphere de centre a,; , bord d une poule contenue

dans(), et ne contenant aucun des p0| nts o , 4% t . Alors
6; est dans la classe (“L ) , pour tout M.

1°/ Supposons d'abord m = 1; ou N=2 m 0 etF de | ongueur
finie.

*  Rappelons que 1l'ima e continue .d'un segment peut renplir
tout un cube (lére part page 92) . -cycle est une
chose affreuse; il 'est mracul eux d' obtenlr de tels théoreénes

sur les COcycI es
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Puisque la forme différentielle de classe C
et fernée, dans - , elle a fortiori

Comme alors le cycle est supposé honol ogue au cycle

les intégrales de ces
deux cycles sont neécessairenent les ménes (corollaire du
t héor ene Si 21 ; corollaire 6 du theoreme 54
N = longueur finie) . O I'intégrale sur
est égale a , daprées la formile et I'inté-
grale sur |'une quel conque des sphéres nul | e,
car une telle sphére est bord d une boul& ans -
Ceci ~ d'une part, la formule et, dautre
|"unicité des coefficients  lorsque [ est de

cl asse _puisque le intégrales définies dans
cette sont bien détermnées par |la seule connais-
sance de

Dans | e cas particulier ou E = , on a :

4 4
étant la forme (M, 4 * . Comme ~ est

une , sa a une intégra-
le nulle sur (fornule de Stokes speciale au ,
t héor éne Al ors de on aussi t 6t

* On a, directenent,

Mai s et ne pas des fonctions bien définies,
et ce raisonnenent denmanderait une spéci al e.

Cette justification n'est pas bien terrible, mais plus |ongue
que le calcul ci-dessus.
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2°/ Une dénonstration spéciale de |'unicité est nécessaire,
~
si " est un cycle de classe ¢°; Nest quel conque (et,
-4
si N =2, nest plus nécessairement de |ongueur finie).

I1 n'est plus question ici de calcul de 1'intégrale ?w"’"
12

Mai s supposons que |'on ait pu trouver des entiers 4, et

~\
des entiers g, , tels que I' soit C°-nomologue, dans{}-A,
~ ~ _
a2 p, 6 eta 2. q; 6 . Aors ces deux derniers
v 4 . . . .
eyeles sont C°-homologues. Mais,come il s'agit de

deux cycles de classe C' et méme (C* (puisque |es sphéres
euclidiennes sont des hypersurfaces de classe C* ), le
corollaire % du théoréne 54 montre que ces 2 derniers
cycles sont aussi C'-homologues. Ce que nous venons alors
de voir dans 1°/ nontre que |'on a o =9, , et ceci

dénontre encore |'unicité pour m = 0 ,

Troisieme partie

Ces des dinensions £ <N-4 . on peut suivre les
memes etapes, mals tout est beaucoup plus facile

- ~
Premier cas - " =H|&V , o0 Het Vsont de
classe C™( V de classe C'si m=0), et ot H(V)cQ -A.

Le résultat est alors évident : " est C™homologue a 0
dans ) - A

—_ —4\
Deuxi ene fjs - M= le, H est au noins de
classe C . Comme H|3X est supposé C' -honologue & 0 dans
£ , on a (V1,8;58). Comme al ors U est de dinension < N,
ﬁ l’U’ est de nesure nulle; pour presque tous les

W deE s H+ 4 (1) est dans Q - A , et on est
ramené au ler cas.

Troisiene cas - On se ranmene au 2eme cas,
coome dans la lere partie.
i
Renarques - 1°/si " est un C°-cycle, les entiers f ne
peuvent en général pas se calculer par des intégrales sur
~

" ; miis ils peuvent toujours se calculer par, des inté-
grales sur un (C'-cycle de , » assez voisin de [" pour |ui
etre C°~homologue.
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- 11 est renmarquabl e se calcule des
qu'on connait ' et a;, sans que la connaissance des autres
, soft
change |'orientation , la classe
de I' dans - ne change pas; mais les

. servent de référence changent de signe,
car on doit changer |'orientation des boules donc des

spheres; donc les  changent de signe. Cela se voit aussi
dans pui sque est renplacée par son oppo-
+
Corollaire = ‘un espace affine de dinension N ,
et = Apaetie finie de F
de E - A
conprises entre o N -
la dinmension O , il est isonmorphe au groupe additif
des entiers de quel conque; [a dimension N = 1,

IT est 1sonorphe & Ia pulssance

un Ccycle de E- A, de dinension

0 . Il est 4 0 dans E
(corollaire du theoréne 54);donc dans E-A d apre
I e theoreéme Le groupe de de

est donc bien réduit a '

Oientons E Dans | e groupe de
dinension N - 41, figurent les classes de la forne

; deux de ces cor r espondant
pas au méme systeme d'entiers sont distinctes. Par
ailleurs, d aprés le theorene, il a pas d autres
classes que celles-la, car tout cycle de est hono-
logue 2 0 dans E (corollaire 3 du theorene 54). y a
donc entre le groupe d
et |'ensenble des systemes de en-

Par ailleurs de la
et de la classe est
la classe cl asses

. dans
conme groupe produit X X ... X .
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I1 faut remarquer que la corres,tignd.ance entre le groupe
d' honol ogfie de dinension N -4 et Z n'est pas canoni que;
elle ne 1'est que si on a orienté E . Si, poyr une orienta~
tation E , une classe corr?ﬁpond a /tv € Z , alors,

pour |'orientation opposée E ,la néme classe correspond 3
_T, =(—14/4) —/}VZ,OI"—,}/VL).

3”) Nous | aisserons au lecteur le cas de |a dimension 0.
On nontrera successivement

a) que tous les cycles {ax + ; ,x ¢ £~ A, sont de la néne
classe d' homol ogie. Appelons 4 cette classe (Cela résulte
de ce que E - A est connexe par arcs)

T
b) que tout cycle HI 3, de dimension 0 , est dans une

classe 41 ‘fu e Z (Cest évident, car 3} est un ensenble
d'un nonbre' fini de points affectés de signe £ . Aors ?
est le nonbre des signes t , dimnué du nonbre des signes = )

c) que les classes )rv/ﬂ , )r,’/ﬂ , e coIncident que si

t = t (La constante 1 est un cocycle de degré ( ., son
intégrale sur 2 cycles honol ogues de dinmension 0 est |la
meme;” son intégrale sur 4 {ee,+ } est 4 ).

Alors il y a correspondance biunivoque entre |e groupe
d' honol ogie pour la dinension O et le groupe Z des entiers
de signe quel conque; et cette correspondance respecte |es
lois d addition. lci, contrairement a 2°),la correspondance
est canonique, elle ne dépend pas de |'orientation de E .
Le résultat 3°) est val able, non seul enent pour E-=A,
mai s pour tout ouvert connexe d'un espace affine.

kst s il

i

I

l

Définition - Soit E un_espace affine orienté, de dinension
finie N , o un point de E,"un cycle de dinension N-1 de E-q.

On appelle indice de ce-cycle par rapport & a , |l e nonbre

entier 4 s de signe quelconque, déterminéd ‘urie nani ére
unique, ' par la condition que T ait |a classe de C°-homologie

p (a')dens E -a.

i

Cette définition est légitine, parce que, dans E, I'

est toujours C°~homologue & O , et on peut appliquer le
t héoréme 61.



est cet indice, il est naturel de dire que le cycle
entoure al gébriquenent+, fois |le point a, ou encore

fait al gébriquenent fols e tour du point En effet,
S est une sphere de centre d' orientation
il est naturel de dire qu'elle fois :
al'indice .  résulte alors du-théoreme 61 que, si A
est une partie finie de , et si ' est un cycle
hormol ogue & 0 dans | es nonbres qui interviennent
sont les indices de rapport aux points Il en
~aussi que, outre nuni d une structure
euclidienne, et si le cycle " est en outre de classe
(ou de classe finie, son
indice est égal a8 —— fols 1 Intégrale sur de la forme
différentielle angle solide , OU encore a 4
fois ['angle al gébri que [ equel du point on
voit le cycle M. est | e corps des conpl exes :
| "indice vaut aussi d' aprés
Nous désignerons cet indice par -a); il dépend
essentiellement de |'orientation de E et change de signe
si 1'on change cette orientation. si K
est un de sur un ouvert de E
r espect ant Inversant) les orientations,
de dét er m nant 0 0 le cycle Inmage
(si est K a pour indice
par rapport au |"indice (resp.
de |'indice) de par rapport & Q. , En effet, soit le ~
bord d'une boule euclidienne B de centre
est le bord ; K conserve I nver se)
les orientations dans al'orientation
" orientation opposée), a la classe de
). Comme K honmeonor phi sne,
conserve |es donc, est &
a

on a bien I (K

Remarque - Il n'était nullement évident a priori
que f Ot nonbre entier ;
que cette f Gt de la structure
eucl i di enne ﬁdont_ depend pourtant et ne que
de , de |'orientation de a . Cest naturelle-
ment intuitif, et on trouvera _ de anci ens
de mathénmatiques, ou tout cela est adms d nous avons

cependant vu toutes les difficultés qui devaient etre vaincues
pour le nontrer.
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Pour N=2, N-1=1, w=dq "différentielle” de I|'angle
polaire, on 'sent bien" que le nombre algébrique de fois
que r entoure |'origine vaut A4 dy , et est un

nonbre entier. 2w 7

0t

Nous allons d'abord ddnmontrer que |'indice d un cycle?
de £ , par rapport & un point a de E, ne change pas quand

et a varient contipuement, sans que jamais a apparti en-
ne arlimage du cycle ™ . De fagon précise on a :

d ~
Théorkme 62- Soient H| ., H'!Xdeux cycl es_de dinensi on
"~ N-41 dun espace affine norme oriente §_de dimension\N,

gta,a, 2 points de £, a ¢ H(Z) .

st e+ MW ll<d(H(Z),a )  alors o ¢ H(EY,
et |'indice de H'[Z'par rapport & o' est égal & |'indice

de H |§j par rapport a a .

Démonstration - Par translation (qui est un C'-difféomor-

phl'sne de jacobien > o ), |'indice de IZ par rapport
3 a' est I'indice du cycle translaté H+ a-a' \Z, par
rapport & @+ a-a' = a . O, les deux cycles

He d-d' |2 et H |3, sont homotopes dans (a , car

ona [[(RH'+&=a&")-H]| < d(H(Z),a)(théoreme s51); donc 1ils

sont honol ogues dans (a,(théoréme 54),donc ont |le néne
indice en a.

A

Corollaire 1 -~ Soit E un espace affine, de dimensionN |,

orienté. Soit $ une variété conpacte sans bord, de

dinension N1, orientée. Soit d autre partA un espace
topologique, et soit Hy une application continue de =

dans £ , dépendant continuement du parameétre A de A,_c est-
a-dire telle que A —» H, solt continue de A dans (F_z)

* Cela signifie que, quand 2 tend vers A, dans A, Ha

converge vekswMe,, , 'Wifornenent sur 2, . On suppose prise
une norne quelconque sur E.



Soit d autre part : une application continue
dans E_._ S alors, pour toute valeur de p

pas , l'indice du cycle

par rapport au pointa, varie continuement avec

Tout possede un vol si hage

cet indice reste constant; en particulier il reste constant

sur toute conmposante connexe de A | et sur A tout entier
est connexe.

Corollaire 2 = une dap -
continues dedans , convergeant,

infini, vers une application H , uni forménent sur X

soi t a, , uUne suite de points de E ,

convergeant vers un point a , infini.

al ors, pour assez grand, ,_et |I"indice de

est égal a l'indice de

Corollaire H un cycle de - 1 dun

espace affine orienté . Aors l|'indice de ce cycle par

rapport a un point a , appartenant & E - , est le

méme | Or sque a parcourt une conposante connexe de cet ouvert;

il est le nméne en deux points peuvent étre joints par un

chemin ne rencontrant pas |'inage . Si_en deux

poi nts , I'indice& H n'est pas le

n' exi ste aucun chenin ces 2 points sans rencontrer

| "image H2).

Ce corollaire, qui résulte inmmédiatenent du corollaire 1,
est un des plus puissants outils pour nontrer que 2 ensenbles
ont un point conmun.

Soit, par exenple, & traiter |'exercice suivant (dont une

directe délicate). Soient § une

2 dianetres perpendiculai-
res. Appelons « ) un joignant A a A (resp.
BabB en restant (sauf en ses extrémtés) toujours dans
la région intérieure y . Mntrer que ces chenins Seé ren-

contrent nécessai renment .
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_ Considérons le chemn o comme défini par une applica-
tion continue H du segnent [o,'rr] de R, dansTR? ;

H(O) = A ) H(ﬂ) - A
Soit d autre part y’ une circonférence passant par A

et A -+ appelons y; (resp. X'), sa portion située dans
la région intérieure (resp. extérieure) de ¥ .

“Nous fornerons une application continue H du cercle
trigonométrique T dans R*, comme suit : HzH Cant

connu pour |e dem-cercle O £ 8 ¢ W, nous prendrons;,
dans ™ ¢ B g 27, comme la restriction a [x,2x] d' un

~
honéonor phi sne  évidenf H',du cercle trigononétrique sur
le cercle ', tel que H'(n) = A H'(27) = A .

Cherchons les indices de B et B par rapport au cycle
H ] T . e cycle est homotope 2 ﬁ']ﬁ dans R’-B -B',
parce que chaque segnent [’ﬁ(e) ) ﬁ'(e)] est dans cet ouvert
(c'est évident pour W ¢ @ g 2% ; pour 0<@ < 7, ﬁ(e) et
ﬁ'(e) sont tous deux dans |e disque ouvert bordé par Y.

et ce disque est convexe). Donc les indices cherchés sont
nécessairement aussi les Indices de B etB par rapport a

H! ]?‘ ,ou par rapport au cycle équival ent '%‘ , oriente
dans le sens rétrograde. Ce sont donc respectivenent -1



et 0 ne sont pas égaux, Donc le chenmin j oi gnant

B a rencontre |'image . Conme il ne peut pas
il rencontre a | ce que

voulions dénontrer.

Corollaire 4 =

d un espace affine orienté eucl‘l‘m—e?n_g_de— ,
contenu dans une Doul€ ouverte centre 0 et de
Alors son Tndice par rapport & tout point a

qui n'est mm%m?pm—cessalrme%t_nul.
est un point par rapport auquel I"indice du cycle

IT n existe aucun chemn générallsée *
et ne rencontrant pas T"i1nage du

Denonstration = Le cycle, appartenant a la ouverte
qui est convexe honol ogue 2 0
cette boule ouverte (corollaire 3 du théoréme 54) et

par conséquent dans - , SI a n"appartient pas a la

boul e ouverte. en résulte bien que son indice,

rapport & a , est nul. Il était dailleurs intuitif gu' un

tel cycle ne pourrait Pas "entourer" a .

Supposons qu'il existe un chemn généralisé M[
j oi gnant a I'infini dans E , et dont Trimage ne rencon-
tre pas |Il'image du cycle; alors, nécessairenent.
| "indice du cycle Par rapport au point doit étre
constant lorsque t varie de 0 & . O, & partir de ¢t
suffisamrent grand, cet indice est nul; donc |'indice par
rapport au est également nul. Cela nontre bien que.
["indice au point& n est pas nul, ne peut exister
de chenin j oi gnhant a I'infini et ne rencon-
trant pas H

Noua venons de que |'indice d un cycle au
ne peut varier que quand a traverse |'image du cycle.
la traverse en un point suffisamrent reguller nous allons
qu' on peut savoir comment varie indice a la

sée.

. chenmin géneralise joignant & ['infini est une
conti nue d' une dem-droite Par

avec Mo = ; et = .
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Soi t H[i un cycle de dinension NI , dans un espace
affine orienté € de dimension N . Soit a, un point de

H(Z) . On dira que a, € H(X) est régulier sur |'inage

du cycle, s'il n'"a qu' une seul e imageréciproque «, par H ,
et s'il existe un voisinage ouvert U de ao dans E et un
voi si nage ouvert U de «, dans 2., tels que H ' (V) = U, et

que H soit un C'- dlfféonorphisnme de U sur une hypersurface
de classe C', H(W)=2,ded . En utilisant |es théorémes

des fonctions réciproques et du rang constant (théorene 29
et 33 quinto du chapitre Ill) et la conpacité de & , on
dénontre que ces propriétés sont_veérifiees, dés que a, n'a
qu' une image réciproque o, dans 2 ,que H est C' au voisina-
ge dea, , et que H'(x,)__ est une application injective,
ou de rang NI de T(«, ; 2.) dans

s

Alors H transporte |'orientation de AU (définie par Z )
sur une certaine orientation de la variete 2 - H(‘u) :

d'ot une orientation transversale de cette hypersurface,,
associée & son orientation par |'orientation donnée dans

On pourra alors dire qu'un point variable a traverse le

cycle en &, dans le sens positif, s'il décrit une trajec-
toire de classe C , t— a(t), t,s ts b, alt)=a,, a(t)¢n(Z)

our t # to , &t si le vecteur vitesse a |'instant t, est
ransversal positif pour 2., .

w2

~
Théoréme 63 - Soit H|l> un cyele, de dimension N-1 dans un
espace affine orienté & de dimension N . Lorsqu'un pointa
de £ traverse 1 image du cycle en un point régulier dans
Te sens positif, 1 indice du cycle par rapport 3 a diminue
d une unite.

Démonstration ~ Conservons les notations introduites avant
["énoncé du théoréne. Considérons les 2 extrénités a, = a(l,),

a, = a(t,) , de la trajectoire considérée. Nous voul ons
nontrer que

(,8;60) I(H Ig ; Gp) = I(HIZ i a,1)—1 ou




En utilisant des translations, cela revient & dire que

Nous avons mai ntenant & conparer |es indices et
de 2 cycles différents, par rapport au nérme point a,

Mai s exi ste une Equi fait passer d'un
cycle & |'autre : de X dans

définie par

= +
On peut, pour calculer les Indices et [, ,
e t H \ par les cycles équivalents
et X , et appliquer la
formul e ) est renplacé par [t, ,
La différence cherchée étant |'indice en a, du

cycle du premer nenbre.

Mai s nous nous trouvons exactenent dans les conditions

d application du premer cas de premére partie de la
dénonstration du théorene 61.
Le cycle écrit au 2éne nenbre bord dans E.En
outre, 1 image de par H est |'unique point
de gue
— i ]
c'est-h-dire le point = la tra-
jectoire est supposée rencontrer au seul point , cor-

respondant & |'instant . Au voisinage de ce point, est
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de classe C' , puisque la trajectoire est de cl asse, (',
et que Hest ¢' au voisinage de «, . Dautre part, H'(t,,o,)

se calcule aisénent; en nctation différentielle, elle
s'écrit :

=

(dt, dE) — '(to,,ao)d,t + %%'(to,o(o)- c[_g

b
(V‘lgies) —>
—_ = a'(t())d/t + H’(ao) e di

Comme H'(ua) est de rang N~_1, H'(ao)transforrre

:F("‘os S )en T(ay,; 2 ) ;come d'(t,) est transversal
3 T(%;Z) , ﬁ'(to,ao) transforme?((to,ao);[h,Lz]x Z) en E,
donc elle est bienderang N.En outre, elle transforme le
vecteur unitaire positif tangent & [t“tz] en le vecteur
-2 (t,) , transversal négatif par rapport a 2., ; et
_une base/Positive de i’.(oco ; i) en une bise positive de
T(a,; Zo) , puisclye |"orientation de 2, est trans-

portée de celle de 2, par H . Donc elle transforme une

—_ A ~-
base positive de T ((t, :“0)" [t t

b ] Z> en une base
négative de E .

Ce qui_a été dit, dans le Resultat & la fin du ler cas
de la lere partie de la dénonstration du théorene 61, nous
indique alors que le cycle écrit au 2éne nmenbre de (VI,8;63)

appartient, dans E - a , a la classe de C°-homologie
_(a,f")) ; donc son indice par rapport & a, est — 1,
et comre cet indice vaut [, - [, , le théorene est
denontr é.

ol NIRRT A

Consi dérons, par exemple,le cycle défini par la figure qui
suit. Nous le considérerons comre un cycle singulier, inage
dun cercle trigonométrique. Ce cercle trigononetrique ayant
|'orientation canonique habituelle, le cycle peut étre consi-
déré comme une courbe ayant un sens de parcours indiqué par
les fléches. A ors, danS chaque région de son conplénentaire,
|"indice est une constante: naturellement cet indice au point
a n'est pas bien difficile & connaitre, en calculant%i Jdt{’w




ou la variation de |"argunment (d' origine Mai

de maniére particulierenent rapide, en renarquant

la conposante connexe de |'infini, c'est-k-dire
poi nts suffisamrent éloignés, |'indice est
sant le fait
Le sens positif (resp. négatif)

['indice augnente
( +

- Les fléches indiquent le sens
de parcours, les fléches
| e sens transversa
(Rappel ons qu'un vecteur
positif, suivi d un vecteur
tangent positif, donne une base
positive du plan orienté ! )

nous suffira dans le cas de la figure, pour

dans |es ~d'application du théorene, d'éviter
la courbe en des points singuliers.

s on le fait
que, dans
pour |es

nul, et en utili-
chaque fois qu' on traverse |a courbe dans

de -1

nous trouver
de franchir
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Corollaire 1 - Soit le Un cycle d' un espace affine
orieraité £ , et a un point n'appartenan®t pas a son image.
Supposons qu'onsse construire un chemn allant du

point « & ['infini, qui ne renconire qu un nonbre fini de
fois |'inmage du cycl e, que chacun de ces points de__rencon-
tre soit régulier pour ['image du cycle, et que’le chemin
[a traverse transversalement. Alors T'indice I(a) du cycle

par_rapport au point a est |le nonbre algébrique d'inter-
sections du chemin et du cycle, en appelant’; nombre algebrique
de point dintersections, le nonbre des points d'intersection

ou le chemn traverse le cycle {(en allant de a & 1' e ) dans_
€ Sens positif, dimnué du nonbr € des points d'intersection

ou e chemn traverse le cycle dans le sens neégatif.

La chose est évidente, puisqu a chaque traversée, |'indice
augnente de + 1 ou - 1 dans les conditions indiquées par le
theorene, et que, pour les points suffisanment éloignés |,
|"indice est nul. S donc + est le nonbre algébrique dinter-
sections, on a I(a)- 41 =0o0u I(a) = 4+ . On peut traduire

ce procédé préciseément en calculant, sur la figure, |"indice
du point &, a |'aide du chemn nmarqué en traits gras, allant
de o a I'infini. Le résultat est évidemment indépendant du

chem n choi si.

Corollaire 2 - Soit 3% une hypersurface connexe, conpacte,
orientable, de classe (’ d'un espace affine E de di mensi on
finfe. ANors 5 partage |'espace en 2 régions; | une, la
conposante connexe de ['infini, ou I'Indice de $ est nul
["autre, bornée, ol I'indice de Z vaut + 1, suivant ['orien-
tation de >, et de E

Daprées |la rerrarque 3° aprés |e théoréne 28,2, partage
bien Een 2 reégions, une reliée a |"infini et |"autre bornée.
Si v est la région bornee V=Vu3X est une variété
avec bord, orientée si on oriente . , dabord & . Si on
appl i que Ie theorene 60.. on volt alors que 2. est dans |a

clagse de ¢’ -homologie d defE-a:05lae CV(@)SI aeV et

SL 2. a_ |'orientation kV, -(a") si a e V et si

2 = )?rV . Donc tout résulte de ce qui a Bté dit bien
aupar avant .



dans le fait partageait E en 2 réglons,
nous avons dénontré, au théoreéne
qu'il y avait au plus 2 régions; pour nontrer qu'il y en
avait au moins 2, nous avons utilisé le fait que avai t
une équation nornmale, d' apres une non dénontrée
et. en fait tres difficile a du cours de
nous avons de quoi mai nt enant une
qui S appui € pas cette

Nous garderons, de |a dénonstration du ce
qui a été i a savoir qu'il y a au
2 régions. A etant de classe C , et supposée
orientée E orienté, elle a une orientation transver-
sale, et on peut la traverser transversalenent en |'un
guel conque de ses points. On fait alors changer |'indice
de d' une unité. y a donc au 2 val eurs de
"indice pour les points a . Donc il y a au

2 régions. donc exactenent 2. Le raisonnenent de
| a page montre al ors bien qu'il a une région conte-
nant |e conplénentaire de toute boule fernée
ou conposante connexe de |'infini; I'indice y est nul,
d apres le corollaire 4 du 62. L' autre région est
alors bornée et |'indice y vaut + 1.

Nous avons ce que nous avions adms
auparavant; nous supposons i cCi conpacte et orientable,
nous 1la seulement fer mée
nous qu' elle était orientable. On fait ce qu' on

T

peut .

| orsque est conpacte et non seul enment fermee,
on peut parler dindices, et notre résultat actuel,
les Indices O et + 1 des 2 régions, est conpl énent
i nt éressant.

d asses résiduelles d un cocycle & i sol ées

. . 5 d
un ouvert d' un espace affine orienté Ede _,
A= } un ensenble fini de ,

un cocycle de degré n-1 de , @ valeurs dans un

On appelle alors classe résiduelle de poi nt
de A |"intégrale n"inporte quel GCcycle de |la
cl assé de dans A ces
cycles étant I a
Cette classe résiduelle est un vecteur (un scalaire,
est & valeurs scalaires). Elle dépend de |'orientation
de E , et change de signe en nénme tenps que cette orientation.
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Cette cl asse ne dépend naturel | ement que du comportement
de la forme @ au voisinage de a; , puisqu'on peut trouver

de tels cycles d; arbitrairement voisins de a; . On voit
en particulier que si @ est bornée au voisinage du point a,,
ou plus généralenent si_sa norne Il w ()l est__infininent

petite devant n———1—l,,,l orsque x tend vers a, (pour n'im-
porte quelle norme dans E ), sa classe résiduelle est
necessairenent nulle au point a.

En effet, si nous prenons une sphére o‘ de centre a; et
de rayon p, nunie de son orjentation canoni que, on a, pour
assez petit (pour que &, soit dans la classe (a"))),

la fornule de majoration (VI,6;3L)

N N-1
(V1,8;66) ” Snw ” < ( Ma:"c I (x)“) v P
[

Nz Sli=p

i

Cette formule nontre, en vertu des hypothtses faites sur le
comportement de w au voi sinage de a; , que |'intégrale sur
g, tend vers O lorsque p tend vers O ; or elle est cons-
tante et égale & la classe résiduelle ,donc cette classe
résiduelle est bien nulle. Si nous prenons commre forne dif-
férentielle w la forme différentielle wWa définissant |les
angles solides relativenent au point & , alors sa classe

3

résiduelle en a est |'aire Sy des sphéres de rayon 1 danskE.

"
Théoréme 64 - Soit E un espace affine orienté de dimensionA .
Soit L) un ouvert de E, A un, ensenble fini de points def).
Soit d aufre part @ un cocycle de degré N-1 dans L — A

et solt  un C'-cycle de .O.—A, ou_un (c° -cycle de
Tongueur finie si N-2(N-1=1), hcmologue & 0 dans &L
Alors, si |'on appelle R, la classe résiduelle de @

au point a;, et f, ndice du cycle f par rapport &a,,
on a la formile '

- L *
(v1,8;67) j w = 2 p R,
s v *
r s’
Dénonst rati on - Daprés le théoreme 61, T est (°-homologue
. . ~
& une conbinaison X 4. a dans QO - A . Comme

— 7 A Z ~
alors w est fermee, son |ntegrale sur T est égale & son

Intégrale sur le ™ cycle 2 (2 G.b (d"apres le corollaire
4 gu théoreme 54, si T est de classe C',et le corollaire 6
siT est un C°-cycle de |ongueur Finie et Nz 2), et

d apres la déefinition néme des classes reési dueIIes cette
Intégrale est égale au deuxitme nembre de (VI,8;67).

* Si on change 1! orientation de E , on change de signe 1es

-A1 e e o e L mam o SN WA N SN
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g}

VvV C une variété de classe , avec bord
compacte, oOrientée de soit M une applica-
tion continue de v "dans un espace affine orienté de
ménme dinmension N. On appelle degré de :

E, n'appartenant pas a
du bord de V , Il'indice du cycle par rapport
au point a * |l résulte du théorene cas de la

partie de la dénonstration) qu' on possede une
_ _ sinple de ce degré topologique,
si 1 Image réciproque du point a ne contient qu' un nonbre

fini de points de au voi sinage de chacun desquels
H est de cl asse , et en chacun desquel s

dérivée de H est du rang maximum N . Dans ce cas, en
effet , le degré de |'application est le

nonbre des images reéciproques de a , au voisinage des-
quelles H conserve |'orientation, dimnué du nonbre des

i mages reéciproques de a au voisinage desquelles H Inverse
' orientation. Il n"existe aucune interprétation de ce
genre dans les autres cas. Toutefois, ce degré topol ogique
est constant lorsque a varie sans rencontrer

O, d aprés ce que nous avons vu dans |a dénons
t héor éne cas de la partie) si
['on suppose sinplement que H est de classe C
est un point quel conque n'appartenant pas a H :
pour tous les points suffisament voisins de a l e
degré topol ogi que est | e meme pr esque ces
points, il admet |'interprétation géométrique précédente.
est seul enent on |'approche par une appli-
cation et on retonmbe dans la situation

’

Dautre part, un point inportant reste toujours vrai

* S on une des deux orientations, celle de V
clle de E , le degré change de signe;
on change |es deux, ne change pas.
Sivna pas de - , le t opo-

est forcénment nul.
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Théoréne 65 - Si a n'est pas recouvert par |'inage H\V),alors
| e degré topologlgque de Hau poi nt a est certainement nul.

En effet, dans ce cas |a, HI LV est le bord de Hl\(,
et par conséquent C°-homologue a 0 dans le conplénentaire
de a ; donc son Indice au point a est nul.

La réciproque est évidemment fausse. Il suffit, par exenple,
; ) que a ait 21 nmges réciproques, au Vvoisinage de chacune

desquelles H soit C' et de dérivée de rang N, et que H
conserve les orientations au voisinage de |'une et les in-
verse au voisinage de |'autre, pour que |e degré topologi que
de Hen a soit nul. Dailleurs, si vVn'a pas de bord ,

£V = ¢ , le degré topol o%i que est nul en tout pointa ,
méme Sid est dans H¢y) peut d'ailleurs arriver, pour
un degré topol ogi que quelconque et en particulier nul, que a
ait tout un continu d'inmages réciproques !

Par contre, d aprés le théore&me, si__le degré topologique

en a est & 0, a possede une image rdciproque non vide

| " équation Hx)= @ a au noins une solution dans6 (Si le
degré topol ogi que est m £ £1,et=£ 0 , Il se peut que
cette équation n'ait quand neme qu'une seule solution o,

qui est alors en quel que sorte "multiple"; si H est C' au

voi si nage de « |, H'(xy est alors certainenent de rang< N)-.

L' exi stence d' un degré topol ogi que =+ 0 est _un_puis-
sant _outil pour nontrer ['existence de solutions d une
éguation., Nous en verrons des exenples plus loin,

Le degre t opol OPI que de |'application H deV dans E ’
au point a s'appell e aussi nonbre al gebrlque de fois que
l'image de_y par‘ H recouvre a , & cause de I'interprétation

géométrique donnée ci-dessus.

Théoreme 66 - Si |'application Hy dépend d' un parangtr.e 2 , et .
varie continuenent avec A dans Ies conditions indiquées au
corolTaire 1 du thdoréne 62, si le point a, dépend du néeme
paranetre 9 et varie conti nuenent avec A , et_si, pour
aucune valeur de A , le point aa n appartient _
ar H, du bord AV, alors Te degré topologi que de | appli -

ion H, de ¥ au p0| nt a, dépend continuement de A ; 1il
reste const ant Sl A varie dans une partie connexe.

Conséquence évidente du théorcme 62.
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Voyons conment, pour H et o fixés, le
degré dépend . On se rend conpte que,
si on fait varier Vdans V de naniere que
r éci proque dans Vne varie pas, le degre

| ogi que ne varie pas.

H une application continue d' une

orienteée , de dinmension N , dans un espace affine

oriente de dinension N Soient Vet V deux vari étés
avec bord, conpactes, de . | e5 r écl proques
n et ne

, alors les degrés
des applications H

Dénonstration - W = . K
W est un conpact de et sont des conpacts
de come de conpacts par § le
des distances (pour une norire sur )
de a K, et Si nous renplagons |'application
H du conpact E par une autre et a par
un autre point a, , < § I <,
al ors W - ) et ne contiendront
toujours pas a, ; donc W, reste dans
N ; ou encore, |es inmges par ,
Mals, dans ce cadre, on peut choisir de cl asse
sur W de mani ére que soi t
un ensenble fini, et qu en chaque point de cet ensenble,
soit de rang N cas de la partie de
la dénonstration | expression
des indices de e t au poi nt , par
le cas de la partie de la du
méme théoréme, comme nonbre de de réci -
proque par , de , dans et , ou
conserve ~ du nonbre de points de
|"image réciproque ou elle |'inverse, nontre que

ces deux indices sont égaux. Les Indices de

| en a, sont les némes que ceux de H|
et en a (théoréme 62); et ce pr éci sénent
| es degrés topol ogi ques de et en a
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Théoréme de Rouché - 68 = Soit Hune application continue

(v1,8,68)

d une variété compacte orientée avec bord - , .de dinension
N s dans un ouvert £ d"un espace affine normé orienté €

de dinension N . Soit d autre part K une application continue
de vdans 1'espace vectoriel associé F_. 51 limage Par H
du bord AV ne contient pas a —et—=st en tout oinp = du
bord, on al'inégalité :

Kl < || feo o |

alors (H+ K)(AHV) ne contient pas a , et |'application

H+ K adnet, au point a , |e mémedegré topol ogi que que
| "application H.

Si _on a seulenent une inégalité (VvI,8;68) avec < au

lieu de < , Il n'est plus certain que(H+K?(i’rV) ne
contienne pas &« , mais, si_c est vrai, la conclusion subsis-
te.

Dénonstrati on Supposons d'abord une inégalité stricte < .

D apres (VI,8;48), pour tout « de &V , le segnent
[H(x), H(x) +ch)] est tout entier dans (& ; le |leme
“u theorerre 51 nous nontre alors que les cycles H|frV et
H+ KI%V sont honot opes dans Cw , donc honol ogues, et
ont méne Indice en a, dou le résultat.

Supposons nai ntenant une inégalité large. < . Aors
(H+K) (JZrV) peut contenir a (exenple : E est un espace
vectorlel @« = 0. K=-"h), et alors le degré topologique

n"a plus fe sens. Mais,s'11 ne le contient pas, le degré topo-
| ogi que est le memeque celui de H + (1- L) K pour £ >0

assez faible (théoréme ©6), et, avec (1_5)K , on a |'"inéga-
lité stricte = , donc le degre t opol ogi que est encore le
méme que cel ui de H .

Corollaire 1 - Théoreme de d' Al embert -
Tout polynone d'une variable com)l exe, &a coefficients com
plexes, de degré m_, adnetm racines, si_|'on conpte chacune

avec son ordre de mulEiplicitE

Avant de denontrer ce corollaire , nous voyons bien que,
come il est indiqué plus haut, nous appliquons la theorie
du degré topologique & la démonstration de |'existence de
raci nes d'une eéquation.



Démonstration -  Comme toujours, il suffit naturellenent
de dénontrer que le admet au moins une racine,
. On peut trouver un R> o tel que, si
est le coefficient du terne de plus haut degré du
pol ynére, on ait, pour | R, l'inégalite

Le théorene de est donc applicable,
= - a . Il nous nontre que |"'application,

définie par le polynéme P , du disque R dans le plan

conplexe, a le méne degre topologique, au point 0  que
|'application -a, . O, d apres la définition
méne de ce degré. celui-ci est |'indice, par rapport & o

cycle par |'application cercl é

= , de son orientation canonique, dans
Cet 1ndice, vaut

1 1
T’!
fois |'indice de , donc
Nous avons donc que |'application définie

du di sque | R, dans | e plan conpl exe

degré topol ogi qguenau point0 . Comme , 1l existe
bien au noins une racine dans ce Une récurrence
pernet, & partie de 1 existence d' une de nontrer

| ' exi stence de racines; nmais nous avons bien aussi le
soupcon qu'on peut directenent aboutir & ce résultat,
utilisant Te fait que le

C est bien ce que nous verrons au théorenme 2 du
chapitre VII.

Corollaire 2 - E un espace affine norné de dinension
finie sur Te corps des réels. Toute application continue,

d une boule fermee de cet espace dans elle-néne, adnmet au
noins un point fixe.

_ encore, nous avons une application du degre
gique a la dénonstration de |'existence de racines d' une
équat i on.

Dénonstration - que la nornme de E
soit euclidienne.
| “application continue donnée, de |a B de
et de rayon R, dans Oientons E
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te comment, ce qui orlente E gt B. Appe'lons H |"appli-
cation o — x-a de 8 dans E de degré topol ogique 1
en o \caro a une seule |magereC| proque, a., ou le jaco-
bien deW est 1 >0), et® I"application x— - (f(x)-a)

de B dans? *

- AR . CL
O a avec Het K ,et da=0et , |'inégalité (VI,®;68)
avec < , pour x ¢ & B, pusuegappllque Bdans B :
”f(oc)—a,nsR= x -a ... lci, (H+lz>(x): x - f(x)

Donc: d'aprés |le théorime de Rouché : -

a) ou bien rimage de %’ B par H+ K
contient O« ptuil existe un point o de , donc de B ,
tel que (H+K) (x)=0 ou x = f(x);

b) ou bien i1 n'en est pas ainsi, alors
| e degré topol ogi que de (H+K)(=¢) en 0 est +1, et il
existe un point x de 8 donc de B, tel que = = f(=).

Dans les 2 cas, le corollaire est dénontreé.

2°/ Supposons naintenant la norne de E
arbitraire. La néthode précédente n'est plus applicable,
car la sphere n'est plus nécessairement une variété ** .

On remarquera alors que la propriété & dénontrer est
de nature purenment topologique. Vraie pour une boule eucli-
dienne, elle |"est pour tout espace topologi que honéonorphe
& une boule euclidienne. O les boules relatives & 2 nornes
quel conques de E sont honeonor phes, donc toute boul e est

hondonor phe & une boul e euclidienne. Soi ent en effet| |,

et I |}, 2 normes quelconques de E . Considérons | appli-
cation J de E dans E:

(v1,8,1) % — b (%) = = X pour 324: 3, O pour X = O .

* Les degreés topol ogi ques sont,ici, indépendants de
|'orientation choisie pour £, car, si on change celle de
T , on change en méne tenps celle de €& donc de B.

** Pour la norne (s, , 2., %) = Mase x| dns R la

boule est un cube. Mils elle peut encore etre bien plus
conpl i quée



C est une application continue en tout point
car les normes sont continues et e

teur n'est pas nul. Elle est aussi continue & |'origine,
car 2 nornes quel conques de

du chapitre I1), alors est borné
reme 12 du chapitre 11) et tend vers quand
tend vers , On a:
donc applique la boule unité , pour la nornmne
I 11, , dans la boule pour la norne |
Mai s a une application réciproque
qui est aussi continue et applique dans
, donc est un de sur , ce
qui acheve la du corollaire dans le cas
général .
Remarques -  Cette _ . suppose
ment que F soit de dinension finie, d' une part pour
1 _ d autre
dans pour que toutes les nornes soient equiva-
lentes. On peut dénontrer qu'un anal ogue serait
i nexact si est un espace affine norné, de dinension
on a le remarquable Sui vant. que
Théoréne 68 bis - du point fixe de

Boit E un Banach. Toute application continue d un com

pact _convexe de E dans | ui-néne _adnet au_noins_un

fixe.

est de dinension finie, les boules sont bien com
pactes convexes.

e

* pour le voir, de nontrer que o et
sont O on a , par exenple
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2%/ Ce tneoréme du point fixe est sans rapport
avec le théorene 46 du chapitre 1l. Il suppose des
conditions bien noins restrictives, earH n'est pas
nécessairement une contraction. Par contre, évidennent,

il montre |"existence d un point fixe, mais non pas son
unicité; dailleurs, si west |"application identique,
tous |'es points de la boule sont fixes.

Théorene 69 - Soit X : ,x,__,}’(x) , un_chanp continu_de
vecteurs tangents sur une sphére d' un espace euclidien E
de dinension finie n o Alors, si N est 1npalr, 1l existe
au moins un point 2 de la sphére, 0-L |e vecteur X(a) €st
nul.

Dénonstration « Orientons En'inporte comment. On peut
toujours supposer que > est la sphere unité de E . Oome
la sphére 2% est une variété conpacte de’E,que nous pouvons
minir de son orientation canonique Jdans F, X peut étre
considéré comme définissant une application contimmﬁde
cette sphére”™> dans ¥ , donc un cycle X |3 de €

Supposons que |le chanp X ne soit jamaisnul; alors |'inage
de ce cycle ne contient pas |'origine, et il a un indice
en’® . Désignons par Y |le chanp des vecteurs unitaires
normaux sortant de Jla sphere. Il definit 1lui aussi un
cycleY'z de E, et I'on sait que |'indice de ce
cycle par rapport & |'origine est égal & + 1, pui sque Y
est |'application identique de> dans g , Par ailleurs,
quel que soit t , tel que 0 £t <1 , le vecteur

EX &)+ (1- ty Y&yest £ o . 81 done on considére |'appli-

cation de [0,1] x = dans E , définie par

(vi,8; 74) (t,a?;) — ¢ S(’(B'c) + (1-t) Y(?c,) ;

elle définit; une honotopie entre le cycle x[z et le

cycle YIZ dans Co «.I1 en résulte que |'indice par
rapport & 0 du cycle X I Z est aussi_égal a + 1,

Appel ons maintenant 7 le chanp continu des vecteurs
unitaires normaux rentrant dans la sphere. L' application??
de 5 dans E définit encore un cycle. Son indice peut se
calculer par |'intégrale de |'angle solide w, ,par rapport
au pointO , sous la forne :

{v1,8;15) I(Z‘i,6> = 4 W, = J—SZ*@



Mai s n'est autre que la synétrie par rapport

a |'origine. La formule montre al ors i nmedi at enent
que = , de sorte que I'on trouve la relation
Alors si, maintenant, on utilise définie par
+

le raisonnement déj h fait ci-dessus nontre

a indice, au point O, que le cycle

S-dire Si N est supposé inpair, on peut

avoi r Nous aboutissons donc &a une contradiction, ce
qui signifie que, contrairement & ce que nous avons supposé
au début de la | e chanp s' annul e

I en au moins un point de la sphére, ce dénontre

e

Remarque - Cette dénonstration ne serait pl us
val abl e pair, car alors |e chanp sortant Y et le
chanp rentrant déf i ni ssent deux cycles et

de meme I ndice + 1 au point . Dailleurs, dans ce cas,
le théorénme n'est plus vrai, et il existe des chanps de
vecteurs continus, ne s'annulant jamais sur le sphere. Si,
par exenple, on considére le cercle trigononétrique (N =

et si, en chaque point du cercle, on construit |e vecteur
unitaire de la dem-tangente un
chanp de vecteurs continu partout = o sur le cercle. Par
des néthodes beaucoup plus conpliquées, on peut construire
de tels chanps sur les spheres, dans des espaces euclidiens
de dimension paire quelconque.

Corollaire - une application continue d une sphére
a un espace affine euclidien E de dinension N
est inpair, au nbins un p de
i p x | e point
& x
Dénonstration - Considérons |e chanp de vecteurs

Ce n'est naturell ement pas un chanp de
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Mais si, en chaque point ae |la sphére, nous projetons
orthogonal enent le chanp sur le plan tangent, on définit un
chanp continu de vecteurs tangents & |la sphére. Comme alorsN
est inpair, 11 existe au moins un point ou cette projection
est nulle, c'est-&dire ou |le vecteur ?bc)— < est normal .

Comme  f(x) est un point de la sphere, cela ne peut se
produire que si ce point est, ou bilenx , ou bien le point

di anétral ement opposé a x

10 e

On peut faire une extension considerable de la theéorie
du degre topol ogi que.
~ 8}

Soient V et W deux variétés de néne dinension N , toutes
l es deux orientées, Veétant éventuell ement avec bord, nals
toujours conpacte, et wsans bord. Soit H une application
continue de V dans w , telle que rlimage par H de 4V ne
rencontre pas le point a de W .alors il est possible de
définir le degré topologique de'l'application ¥ , &u pointa;
ce degré topologique possede des propriétés analogues a celles
que nous avons vues plus haut. Un cas intéressant sera celui
ou Vv est une variété conpacte sans bord. A ors on peut, sans
restriction définir le degré topologique de |"application H
de v dans W , en tout point a de w .ce degré topol ogi que
varie continuement avec a et par suite' est constant sur toute
conposante connexe de W .
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VI

FONCTIONS DE VARIABLES COMPLEXES

§ 1 DERIVABILITE PAR RAPPORT AU CORPS DES REELS ET AU CORPS
DES COMPLEXES

Tout ce qui a été traité dans le chapitre Il du calcul
différentiel était valable aussi bien par ragport au corps
des réels que par rapport au corps des complexes,d |'ex-
ception de la théorie des maxima et des mnina (et en
particulier du calcul des variations), qui supposait es-
sentiellenment la fonction considérée a valeurs réelles.

D autre part, dans le chapitre V des équations différen-
tielles, on considére toujours des fonctions d une varia-
ble réelle, c'est-&dire définies sur un _intervalle de
4 valeurs dans un espace de Banach F sur le corps des
réels ou des conplexes.

Comme nous |'avons dit, au début du paragraphe du Cha-
pitre Ill, si1E et F sont des espaces affines nornmes sur
C, ils sont a fortiori des espaces affines normés surR,
et toute application d un ouvert.) de Edans F, dériva-

ble par rapport & €,est & fortiori dérivable par rapport

aR ; mais, dans ce cas, |'application dérivée $ (a) en

un point a de XL se trouve étre une application de E

dans F , non seulement R-1linéaire mais aussi c-linéaire.

Inversenent d'ailleurs, si est une application ded)
dans F, qui, en un point a, eSt]R-dérivable, et si sa
dérivée $'(a) est non seulement R-1linéaire nais aussi C-
linéaire, elle est@dérivable de néme dérivée P'(a :
c'est ce que nontre immédiatenent |a définition? (IIT,3;13),

Théorene 1

Soient E etf deux espaces vectoriels sur le corps des



conpl exes. Pour qu' une de E

linéaire, soit@linéaire. il faut et il suffit que, pour
t out de E . on ait
est _de dinension finie, et ;- es
de suffit, en soit ainsi, que

["on ait, pour chacun des élénents de cette base, Ta
t1on

Dénonstration

Les conditions eécrites sont évidemment nécessaires, et
nous devons dénontrer qu'elles sont suffisantes.

est et 4+ 4 est un
hre conpl exe quel conque, on aura bien

ce qui prouvera bien

part, pour que

soit realisee est de dinmension finie, est
suf fi sant, qu elle soit

pour les élénments . O si elle est
réalisée pour les élénents elle est aussi
réalisee pour les élénents ;ocar s'écrit

7
et |'ensenble bi en de E ,
6 !
Corollaire 1
et F sont des et est une
d un E

a Pour que soi t @deri vabl e au point




(¥L,4;4)

(m)135)

(m[)'l)' 6
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il faut et il suffit que |'on ait la relation

Pia). (4X). V(@ . X pour ... XeE -
Renarque. Reprenons le cas ou E est de dinension finie

et soit 0, &,..., €,

un @référentiel. soitXe F ; soien’c%
ses coordonnees (ccmplexes) par rapport aux ; ,-alors
% J“ZA\ (x; €. +4h(oe )),donc | es % 0{6% et
% Sm )” sont Ies coordonnees deX par rapport 4 lalR-
base des A€, . On peut dire que, si on appelle o et
e} 4 p q pp 1 @j}

les fonctions coordonnées par rapport auR-référentiel

formé de Oet des ¢ be} , alors 1es)§}-.-.~.. xwuﬁ sont

.’}/1 }

les fonctions coordonnées par rapport au Qréférentiel

forme de Oet des Z : Si¥ est R-dérivable, elle a des
dérivées partielles f (ay. e —i (a), {(a w = —é—(a«)

au sens réel; mais si elle est(ﬂ’ dérivable, on a adssi,

au sens conpl exe, ?(a) e} _{(w 4(@ ve. _¢/f(a) e_ol(a,)

2
Autrenent dit, d'aprés (VI ,?)} i

Corollaire 2. Si E est de dinension finie, et si. les'e;

sont unef-base deE, alors 1) —» F, supposée R-dériva-.

ble au point a de _Q, est @—dérivable si et seul enent si
Dans ce cas, onja t

) _:!;_()=__’f_( )=—4,——/{—(a,) *(a,) 6
}

}=1,2,...,11,.
%




Remar que. On peut autrement : pour

de quelques précautions, qui rendent sa justification
conmode que la nmethode preécédente.

Corollaire 3

S est_une d' un ouvert d un
affine E dans |le corps des conpl exes et si Pet
sont la partie et la partie inaginaire de -
+ alors , si P sont des
bl es la_condition nécessaire et suffisante pour

gue soit@dérivable, est que |'on ait, pour

S E = cette condition s'écrit ( en prenant
si venent sous la forne des conditions de
[
. . : ) . ,
Cest évident, il suffit de prendre la partie réelle et
la partie imginaire de
Corollaire 4
un ouvert connexe d' un E ., si

est une val eurs conpl exes,
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et si sa partie réelle est constante dans().alors ,p elle~
meme est constante

"En effet, la partie inmaginaire o de § a une dérivee
qui, Aa'aprés la relation (¥m{;6bs) est nulle; alorsfl
étant connexe, Q est constante d"aprés le théoréme 22
du Chapitre I11I.

Corollaire 5.

si § est une fonction@dérivable. définie sur Qcon-
)

nexe C E & valeurs complexes, et si son module £ | est

une constante dansJd) alors ,2 el |l e-méne est constante.

(h aen effet, pour tout X € E:

Dy le: D;’(Pz+ Q") = PDy P + Q DeQ

=PD3yP-QD,»P =0

En renpl acant? par ¢X , ona aussi
QD3P + POz P =0

En un point a € , nous avons 1l& 2 équations linéaires
a 2 inconnues Dy P(a) , D;y P (a) , de déterm nant
P'a) + Q"(a). S la constante P Q*= u \7’ est nulle
le corollaire est démontré; sinon, on aura Dy P(a)= 0 ,
D,z P (ay= 0, pour tout a et tout X alors Pest nulle

sur Q et de nméme Q donc *' est constante puisque.) est
connexe.

Introduction des synbol es ab R 3%
Soient E un espace de dinmension finie sur *(I}' et, (_e})}_‘

- =yt
uneC-~ base de £ Si alors, comme précédenment, on consi-
dere les fonctions coordonnées réelles x} , %, on peut
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prendre leurs différentielles y

De nénme |es conpl exes sont des fonc-

tions a valeurs conplexes sur E et adnettent des

On a alors les fornules ; en prenant
l es fonctions conplexes conjuguées on a

- - . une d' un
ouvert de dans un espace F |l e corps des
conpl exes. seul enent que _
en un point a . _ s'exprine avec la
not ation du Chapitre I1l, sous la forne

R o

Si nous exprinons

on obtiendra la nouvelle expression

On est ainsi amené 6 poser (pour une fonction qui est
rappel ons le une fois ) :

de sorte que |'application dérivee (encore une fois, au
sens reel s'exprime sous la forme particuliéerement sinple
en notation différentielle



(¥ ,1512)

etEQ dérivable

(3,15 13)

(¥, 15 44)

27T

— n T 5’“ _
-Efay 5 )
Les synbol es ainsi m’trodmts P 2 ’ ‘2__ , sont d"une

%,
mani pul ation trés pratique. Les oo!tditions‘}(mi 5)
donnent i meédi aterment

Corollaire 6

Pour_Qu' une application J_de I'ouvert Q de € dans F
_soit@derjvable, il faut et il suffit

24 7
2 4
., _dans ce cas, ses dérivées partielles par rapport

corps des conpl exes _,L_ défini es Qar [a formulegm,1.6)

?
coTncident avec les Zﬁantltes %}%— défini es par (¥I,4;4) .
Théoréne 2 d

Soit @ une forne différentielle de degré 411/ __définie

sur_1'ouvert £} de l'espace@ & val eurs dans —*E etR-déri-

vable, Alors son coborddc est donné par la formule

sui vante, analogue_a la deuxi éne formule (¥, 43;4) :

E)’: (d)ﬁk _+d)54 35)

Démonstration

En utilisant en effet la formule (¥,4,1), on aura
i édi at enent



3
une deux d" un

ouvert de F. S alors elle est une fols

elle est harnonique, autrement dit

est & valeurs dans le corps des conpl exes et

réelle et sa partie \

et sont aussi har noni que.

Dénonst rati on

A s'exprinme avec |les notations (v,
sous la forme :

ce qui donne inmediatenent |le premer résultat, d apres
le corollaire

relatif aux parties réelle et imaginaire
, est évident,

AP et AQ réelles.
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Renmarque : Dans le cas de |a dinension conplexe n =1,
nous verrons au théoréme 10 que toute fonction une foisC-
dérivable,de ) c @ dans F, est nécessairement indeé-
fininent dérivable; de sorte que, sans autre hypothése
que la@dérivabilité dordre 1, on peut dire que f , et
par conséquent Pet Qsi F= €, sont harmoniques (corol-
laire 1 du théoréme 10).

On peut donner une certaine réciprogue du théoreéme
précédent. Soit P une fonction réelle définie sur un
ouvert £, de @, que nous opposerons deux foisR-dérivable
et harnonique; est-elle alors la partie réelle d une fonc-
tion C-dérivable définie surf) & valeurs conplexes.

Théoréene 4

Soi ent £) un ouvert sinplenent connexe du corps des

conpl exes @,et P une fonction réelle de classe C*sur.Q

et harnonique, c'est-a-dire vérifiant |'équation de La-

pl ace AP= 0 : alors P est, d une infinité de nani éres

la partie réelle d une fonction  , & valeurs conplexes,
¥

C-dérivable sur () ; S L est connexe, la partie imagi~-

naire Q est détermnée & une constante additive prés, et

par conséquent . est déternminée & une constante additive
purement 1 naginaire pres.

Dénonstrati on

Nous devons détermner Q de fagon & ce que soient
vérifiées les relations de Cauchy (VII,1;7) (pour m=1 )3
cela revient & se donpner les dérivees partielles du ler
ordre de Q, supposéeR-dérivavie,

Pour que |'on puisse déterminer une telle fonction 0O,
nous avons vu (corollaire 1 du théoréme 59 du Chapitre VI)

que,£) étant sinplement connexe, et les quantités- gl
et + % étant de classe C1, une condition nécessaire et

ffisante était donné D (- 0P D _(oP
suffisante était donnée par i ( )4}) 54 bao)



c'est-a-dire par AP = 0 condition est donc

est supposee de classe et harnoni que.

est donc possible de déterminer Q ; le résultat est

unique & une constante additive connexe
(car la différence entre 2 solutions est une fonction de
prem eres nulles, donc d aprés le thé-

oréeme 22 du Chapitre 111).

Remar que. Ce ne pas du tout pour une
fonction conpl exe sur .

La partie réelle et la partie d' une

. a valeurs conpl exes, sont ap-
pel ées deux fonctions réelles harnoni ques conjuguées.

On voit que, si ["on s"est donne une fonction harnoni que
dans un ouvert sinplenent elle a une infinite
de fonctions harnoniques a une
constante additive prés si 1 ouvert est connexe.

[l est & remarquer que est la fonction harnoni gue
conjuguée de P, alors une fonction conj uguée
de Q est

DeEs FONCTIONS
VARIABLE COMPLEXE : FORMULES INTEGRALES DE CAUCHY

un affine normé sur F un espace de

BANACH (on ne serait pas de suppo-
se-7 vectoriel et conplet mais la plupart du tenps,
parce qu' on integre des continues a valeurs dans

Nous | e supposerons vectoriel et conplet, et
ne le dans les énoncées). n
appel l e fonction - hol onor phe sur un de
a valeurs dans une fonction de classe rapport
au corps des conpl exes.

Nous verrons au 10 que, si a | a dinmension

hol onor phe i npli que hol onor phe.
Nous étendrons cette propriété bien plus tard & quel -
conque ?) Jusqu'au théoreme 10, nous ferons soi-
gneusenent la distinction. Ensuite, nous écrirons sinple-
ment hol onorphe, sans préciser, et quel que

Cela voudra dire cette hypothése sera vi-
SI bl ement dans certains miis ce sera sans

i mportance saura a posteriori l es diverses
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holomorphies sont identiques.Bien entendu, au théoréme nous

Une grande quantité de résultats seront seulenent re-
latifs a E=C mais certains d entre eux & E quel con-
que.

-
Théoréme 5. Pour qu' une fonction 4 sur ) cC ,& va-

F, de cl asse_C par rapport & R, soi t C
-holomorphe, il faut et, 1l suffi% que la forne differen-

, 1 . L,
elre de degré 1. de eclasse C , 0= \ soit fernée.

Dénonstrati on

Oh a en effet immédiatenent, d aprés (MI, 1; 14):

Y
(m)2}1) dw = —i—- d)é A dJ}
Conme d)g/\ d25= 24 d,:cAd:i#-o il est équivalent d'écrire
quedw est nulle, ou d écrire que_}i__o , Ce qui dénontre

le théoréeme d aprés le corollaire 6’du t héorene 1.
Remargue. Si () < C;”nquelconque, ? est C'-holomor-

phe si et seulenment si lan —forme /‘f 0b5,/\ dsz/\.../\ d@w

est fermée; mais cela n'a pas autant d' applications,
Théoréene 6

(Premere fornule intégrale fondanentale de Cauchy)

Pour que 1' &pplication) def)c C dans F,supposée de clas-
Se C'par rapportau corpsdes réelsR, solt_C'-holomorphe




faut et il suffit que, pour *_de dinmension 3
alt [a relation

S en

un (théoréne et _
tre Vi i ndique bien que son intégrale sut
tout C-bord est nulle.

est une forne différentielle de
classe C dont |'intégrale sur tout
du Chapitre VI nous indique que c'est un co-cycle,

ce qui d aprés le théoréme 5 prouve
Remar ques

On peut aneéliorer considérablement |'énoncé de ce

1") alors d aprés le corollaire

du théoreéne du Chapitre Ill, on a encore la relation

est sinplement une variété singuliére, conpacte,

dimension 1, de l|ongueur finie, soit un
dans
Toutes |les que nous enploierons |es expressions
bord, bord, ce sera intégrer une forme
et aux con-
ventions § 6 chapitre M, t ouj ours des
nous l e pl us | es I ci
donc est d' un? conpact e
D autre | es ser ont di mensi on

| es et les 1.
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2°) D apres | e théoréne 42 et sa démonstration, il
suffit, pour oueffoolt Clholomorphe,aue la f'ormule

—
J ;?()5) d)ﬁ _ 0 soit vraie pour toute circonférence
n =
orienté I' bordant un disque A entiérenent contenu dansa
ou méme que, pour tout point a def) , elle soit vraie
pour une suite de tels cercles T, , de centre a , de
rayon tendant vers 0 .

Nous deémentrerons meme plus loin (voir corollaire 3
théordéme 1C) qu'en ce qui concerne la condition suffisante,

ce résultat subsiste si |'on suppose la formule (VII,2;2)

-
vérifide, sur de telles circonférences. T , et;f si npl enent
conti nue et non nécessairement R-dérivable,

3°)Par contre, il est absolument essentiel, dans le
t héorénme 6,que I’ soit un bord.

Voici un contre-exenple évident lorsqu'il n'est pas
un bord :

Prenons la fonction * (»5)— —% 5

elle est holonorphe dans |'ouvert ) = CO .

Par ailleurs appelons [' une circonférence de centre
et de rayon R, orientée dans |le sens direct dans C .

Cette circonférence est eévidemment un bord dans C ,mais
nous avons déja signalé qu elle n'éetait pas un bord

dans fo (corollaire 2 du théoréne 58du Chapitre M).
G on* a i mmédiatenent, en posant 4= Re*,
la formle

(¥IL,233) J[ %_ 2017 .

Cette formule jouera d ailleurs un rdéle fondamental d'un
bout & TTauire de Ta theorre des fonctions honol orphes.
ElTe est Ta base du theorenme des résidus,théoreme 1
Ellemontre d ailleurs que I' n'est pas un bord dans |0Q.
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si est sinplenent connexe

alors la formule est vraie Pour

de | onqueur finie

En si npl ement connexe t out est
un bord (corollaire 2 du théoreme 54 du Chapitre V).
Mais on pourrait aussi dire étant sinplement connexe,
|l e cocycle est un cobord (théorene 59 du Chapitre W),

donc son intégrale sur tout cycle est nulle (théoreéne
ou du Chapitre V).

Primtive d une fonction holonorphe

Théor ene

S est une fonction hol onorphe dans si npl enent

val eurs dans de Banach * glors

elle admet des prinitives F, c'est-a-dire des

hol onor phes a4 val eurs dans telles
est _en outre connexe. ces primtives sont

une constante

differentielle

est un co-cycle; come est supposée

connexe, il théoreme 59 du Chapitre VI qu'elle
est un cobord. Soit F une fonction primtive extérieure
de ; on a alors la formile

c'est-a-dire
adnet déri vée

par rapport au corps des conplexes

* Nous appel ons | e Banach au lieu comme d' habi t ude,

pour pouvoir appeler Fles primtives de
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La fonction? étant de._classe C', Le théoréme 59 du
Chapitre VI nous dit que F est de classe CZ; elle est
unique & une constante prés sif) est connexe,sinplenent

d apres le théoréne 22 du Chapitre Ill. Ce théoreme 59
du chapitre VI nous indique en méne tenps un noyen pra-
tique de déterminer F . Si I'on choisit arbitrairenent

sa valeur F(a) en un point a de ) , alors elle est

détermnée en un pointy de |la néne conposante connexe
de £ par la formule intégrale

—— . )ﬁ .l
(I, 25) Figy - Fla) =-J %(I)M
o
|"intégrale étant prise sur n'inporte quel chemn de
| ongueur finie, dorigine a et dextrémté X dans () .
Remar gue
ici encore il est essentiel de faire une hypothese du

type de la sinple connexité pourd{) . Si.() = [O et si

,)f(’é)= 4, il est bien évident que J n'admet pas de

primtivsd dans ), car il n'existe pas de détermination
aéfinie et continue du logarithme dans le conplénentaire
de lI'origine. (Cest intuitif . Mis nous -le voyons
justenent ici en toute rigueur. Sil en existait une,

on aurait, T désignant le cercle trigonométrique

oriente, 2L7r=jr%7—=er(&n})b)=0).

Ceci nous amene & étudier les déternminations continues
du logarithme. On appelle détermnation continue (resp.
hol onor phe) du logarithme dans un ouvertJ) de € une
fonction continue (resp. holomorphe) J{) qui, en chaque

point, soit une des valeurs de ﬁ’é’ ou encore telle

que 6%5): /5

Théor ene 8.

Soit flun cuvert de 0 .Toute déternination ntinue

du logarithme dans (2 est (®holomorphe.5'il en existe et

si ) est connexe, la différence entre deux d'entre elles




est _un entier, , et la d' une
telle détermnation en un la fixe dans

entier. existe de telles déterm nations toutes
les rois que est sinpl erent connexe.

Supposons d' abord que soit une détermnation continue

du dans . En posant -
des fonctions (corollaire 4 du 11
du Chapitre |11, valable eégalenent, rappelons le, pour

les dérivations par rapport au corps des conplexes) nous
dit que I'on a

aut r ement est primtive
de dans . Si alors est connexe, la différence
entre deux déterm nations. ayant une déerivée nulle.
est une est un
entier de
. est sinplenent connexe, a des primtives
d' apres le theéorene
Choi sissons alors une primtive en point a
de fagon que (a) | " une des
Alors, du fait que la dérivée de est . on déduit
) J

gue les fonctions et ont meme dérivée | ogarithm que
dans , et connexe, on en que |eur
rapport constante (voir page du
Ce rapport etant égal & 1 au point a il est al
dans . et est bien une déterm nation
du logarithme dans
Remar gue

n'est nullenment nécessaire sim
pl ement connexe pour qu'il y existe des

du logarithme : par _ dans une couron-
ne ) Sl , , 1l en existe, pui s%' il
exi ste I e disque (sinplenment

D | e theorene du Chapitre VI. appliqué a la for-
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ne différentielled—)ﬁ— , il est suffisant quej %?— soit
I

nulle pour tout C*-cycle I' de {2 donc en utilisant

ce qui a été dit page 247 du Chapitre VI, qu'il n'existe

pas dans . de CZ cycle ' 'faisant le tour de |'origine :
c.a.d. d'indices=(0 par rapport a |'origine.
40
2°) Puisqu'on a l)og ~logr + 10 pour = Hre |,
|"existence d'une déterhmination continue du logarithme
est équivalente & celle d une détermnation continue
de |'angle polaire

Or le theoréme 45et le corollaire 2 du theoréne 59
du chapitre VI donnent précisénent, pour () , les condi-
tions que nous venons d'indiquer.

Dans |a pratique, pour déterm ner dans (), une deter-
mination hol onorphe du logarithne par fixation de sa va-
leur en un point a de £, on la détermnera en chaque
point 4 deJ2 en suivant un chemn allant de a a % , et
en faiSant varier de facon continue la détermination du
| ogari t hne.

La détermnation obtenue au point 4 sera independante
du chemn suivi sif) est sinplenent connexe.

On peut de néne éetudier les déterm nations continues
(et par conséquent hol omorphes) de certaines "fonctions

: o Lo
miltiformes' < telles que 75).__./5"‘—_- e vt . (n peut
i
encore définir une telle fonction en posant % o= nhe
et on a alors, 15« = At ewg , Alars,dans fout

ouvert {2 ol |'on peut fixer |es déterminations continues
de I'angle polaire, on peut fixer des détermnations
hol onorphes de toutes les fonctions

On sait au contraire que de telles déterm nations
n' exi stent pas nécessairenent dans un couvert auelcongue;
dans le conplénentaire de |'origine dans € , wméme pour
la fonction |/x" , on sait quil n'est pas possible de
numéroter de maniére continue |es deux déterninations.

Si en effet on part de |'une des deux ddterm nations
en un point donné a , et qu on tourne une fois autour de
|'origine et revienne au point a , en faisant varier de
fagon continue la détermnation de la racine carrée, on
arrive au point a avec la ddternination opposée a la dé-
termination initiale. (Cest intuitif; mis de toute



288

rigueur, on voit que a augnmente de? donc

a bien été miltiplié par e

du théorénme de sur les primtives
extérieures des fornes différentielles dans le cas corps
des conpl exes.
En dérmontrant |e théoréme de (théoréme du
Chapitre VI) nous avons supposé qu'il s'agissait de

formes difféerentielles sur le corps des réels ( cette
restriction est indiquée au cours de |a dénonstration,

page

~Supposons qu' il s'agisse maintenant d une forne
différentielle de par rapport au corps des
conpl exes, définie sur un ouvert de a valeurs
dans un espace de Banach F.

On suppose ait les propriétés indi-
guées dans |'énoncé du théorene et que est fernge,
de degré

En fait, on peut supposer vérifie des condi-

tions un peu plus générales que celles de |'énoncé du
t héor ene

Desi gnons base canoni que de
On va supposer que si, par un point quel conque

on nene le plan_ & deux dinensions réelles
espace affine & une dinmension conplexe) parallele aux

vecteurs g il suivant un ouvert a la
fois connexe et sinplenment connexe qui, s'il
n'est pas vide, contient t un point dans
sous- espace a 2 di nensions réelles ou di nen-
sions conpl exes, par |'origine parallelenent aux
vecteurs de base et l eurs produits par

On effectue ensuite la néne dénonstration par récur-
rence que dans le cas du théoreéme [l faut naturel -
| ement une forne A par rapport

comme dans cette O il suffira pour
de prendre une formule anal ogue 2 qui

sera ici
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ou | |ntegrale est prise dans |'ouvert connexe et sinple-
ment connexe )5“)52/) %), suivant n'inporte quel

cheminc‘joignant (0,7, , ’5»4) 3(5“%,--';%)

L'intégrale est bien indépendante du chenin parce qu'{),

est sinplenment connexe. Le reste se poursuit sans no-
dification.

R ol
Théoreme 9

_’
Soit Pune [onction Clholomorphe dans _un_ouvert ._Q_, dec,
)

-
a valeurs dans un espace de Banach F .

Si_Vest une variété avec bord de de classe C

avant |'orientation canonique du plan conplexe, et de

pord® V=T nunie de |'orientation canonique de bord,

alors on a la fornule

7 op
=

(III,2;8)

si a &V, et

(¥T,2;9) zin L %“’a’ Ay = #(“)

]
siae V ,

(L intégrale n'a pas de sens pour a el ).

Dénonstrati on,

1°) Soita & V. La fonction 6——+u—estC holomorphe

dans [ a or cha, donc T est un bord d.ns [ a, et le
Xo¥ To% do¥
t héor éne 6donne aussitdt |l e résultat (ViI,2;8).

o
2°) Soit maintenant..a € V rai sonnenent n'est plus
applicable. En effet )5_+ ﬂ% est toujoursClholomorphe

g
dans[w,rmis V;t[a; on a si |'on veut(:af:[:a/,
do} o) v a



et est le de , Mais n'est pas
de sorte qu'au sens du paragraphe 8 du
Chapitre M n'est plus un bord dans Dailleurs

le résultat ne subsiste plus, on ne trouve

Appel ons un cercle ayant pour centre  parcouru dans
le sens direct, et tel que le disque A qu' il borde soit

"]
enti érenent contenu dans V. Al ors-r sera |le méne cercle
parcouru dans |le sens rétrograde.

Dans est bord, & savoir le bord de

in peut donc appliquer le 6, ce qui donne

Ce reésultat est indépendant du rayon du cercle

Pour dénontrer le théorene, il nous suffit donc de

dénontrer que |'intégrale
v v

est égale a ~ou néne, puisqu elle est indépendante
du rayon A il nous suffit de dénontrer qu'elle
tend quand le rayon de tend vers 0
cette est somme de deux termes

Le premer terme est bien égal a (d" aprés la

Il nous suffit donc de dénontrer que |e deuxiénme

0 quand | e rayon de tend 0 . pui sque

est supposée
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est nmajorée par un nonbre fixe M quand le rayon A de ¥
tend vers O .

La deuxiene intégrale de (M1, 2; 11)
admet alors la majoration
s
1 J Jxy - d(a) %\éLM_ZTm___ Mo
21T ¥ )5—0, 27

et ceci nontre bien qu'elle tend vers 0 quand |e rayonh
de rbr’etend vers 0 , et achéve la dénonstration du thé-

(v, 2.;12)

creé
Remar que
1°) Il est souvent conmode de changer les lettres
enpl oyées, et d'écrire : .
1 AR dy 104) pour eV
r )j 0 Pour\ 5 ¢ 3

2°) On peut dénontrer un resultat beaucoup plus géene-
ral

si est un Ccycle singulier de longueur finie dans [a,
L

et si c'est un c-bord dans ) , alors on a la fornule

—_—

1 JM =$_(;)I(T‘;a,),,
r

(UL,2; #4) 2% Jp B0

ou I(T ;a) est |'indice deT' par rapport au point a
(page 247 du Chapitre VI). Cette formule nous donnera
bien (ViI,2;8 et 9); si en effet ag v ,T est un bord

*

dans {: a- , donc son indice par rapport & a est nul;

Q
siaeV , ' est honol ogue dx dans [ a , donc son in-
dice est +1 . Q

La dénonstration de (VII,2;13) résulte inmédiatenment du

théoréne 64 du Chapitre VI; la classe résiduelle de
—_—
o =2 M)_d)ﬁ estJ(a) , come le montre le précédent
2470 )5—61/ )

* Rappel ons que cet indice suppose T orienté, et () orienté
(orientation canonique de C).
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rai sonnement, consistant a faire tendre vers 0 le
du cercler , et suffit d' appliquer

Le théorene a une conséquence remarquable
dansa, et si ses valeurs sont
el les sont nécessairenent connues dans

pui squ' el l es sont données par |'intégrale,
(M1, 2; ne fait intervenir que les valeur
sur
On pourrait se demander s'il est possible de choisir
arbitrairement les valeurs de (pourvu que ces

val eurs deéfinissent une application continue de

Il est facile de voir qu'il n'en est rien. En effet,
on par exenple que la néme Intégrale

Partons d' une fonction arbitraire,
a valeurs dans F. Il est facile de voir que |'intégrale

définit alors, aussi bien

r
dans que dans des fonctions
Comme en effet |'intégration a lieu sur |e conpact
et que la fonction ( est continue par
a , par rapport a , pour

et que sa dérivée définit une fonction

continue par rapport le
du théorene 115 du Chapitre |V nous nontre bien
que |'intégrale est une fonction de classe r apport
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a relativenent au corps des conplexes; ‘la néme dé-
moristration nontre qu'elle est o #

L'intégrale n'est pas définie pour5 €T . Mis on
peut se demander si elle a une limte quand A tend vers
un point x,de r.

On peut en effet montrer, si § est donnée de classe C"
sur ', que si % tend vers un point %o du contour, en res-

—_—

tant dans V . l'intégrale posséde une limte 21 ('5,) .et

que si 4 tend vers X , en restant ‘QV, elle tend vers

une autre limite 1’2' ()50) , et qu'enfin la différence

D —d

entre ces deux limtes est preécisénent égale & {(7’,):

(@ 2; 1) 1080 = 10> = J50)

Dans le cas particulier ou on était parti d une fonec-
D

iy 1
tionf,)C—holomorphe dans Q,la val eur ;fz (50) était nulle,

— , —— . .
et la valeur 7?1(%) etait f()ﬁ) ;3 Si l'on est parti d' une
fonction ;‘Z quel conque, il n'en sera plus en genéral ainsi.
. . hryad
Par contre on voit que, Si |'on sait a |'avance que;f,
de classe C, vérifie I'infinité de conditions
—
! J&(C)d{ =0 pour & ¢V alors on peut bien affirmer
2.7 §—)§ .
o d °
que |'intégrale définie par ! J %C) S ,3¢v >
24T Ip T4
* Le corollaire du theorene 115a éteé éenoncé pour |'intégrale
par rapport & une nesure> ¢ ; ici la mesure dy surT est compl exe.

Mai s 4 = %_d/s,d/s étant | ' abscisse curviligne sur T, mesure >0,

¥

¢t on peut raisonner sur la fonetion (% ,{)— (%) dg
50— 10 48
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une dans et prenant
la val eur sur

Soit$ scalaire. Nous verrons ultérieurement, dans

_ des fonctions harnoni ques, est la
partie réelle de la fonction -, Cc'est-a-dire
d'une fonction harnonique, on peut choisir arbitrairenent
ses valeurs | a ) de classe défini ssant
une fonction continue reelle; alors la est
bien détermnée d' une naniére unique dans V . sera
ensuite possible . sa fonction harnoni que
conj uguée dans v , a une constante additive pres,
au noins est connexe et sinplement connexe; et par

est elle-néne a4 une constante purenent
prés. En ne sont ainsi déterm nées
que dans V ; nais on nontre elles ont des limtes
aux points , étant toujours de classe
est . On conprend nieux maintenant pourquoi on
ne pouvait pas choisir arbitrairement{ et la
prol onger en une fonction dans ; on
peut choisir sa partie sur et alors sa
partie imaginaire est _ a
pres, pour V connexe et sinplenent connexe.
3 CONSEQUENCES DE LA 2e FORMULE INTEGRALE DE

La formule integrale de Cauchy (M1, 2; 9) est
formule essentielle de la théorie des fonctions
phes; elle pernet d' en trouver les principales
Theor ene
Tout - dans un ouvert de
& valeurs dans un espace de Banach est nécessai renent
de classe sur le corps des conpl exes. est une

C' avec bord, conpacte, nunie de |'orientation

canoni que de et de = (munie de 1'orienta-

tion de bord), les dérivées de sont données
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—_—

. o R .
en tout points de V , & partir des valeurs de .! sur T,
par les fornules !

F- k| 1) 4

: — ou
247 Jo (8- 53"
(¥I,351) T’ —_—
Top gj J(3) dg
n! 24 A (§_5)n+4

11 suffit en effet de dériver (vII,2;9) sous le signe
dintégration, ces dérivations étant 1égitinmes d' apres
la dénonstration qui a été donnée & la page 292,3i alors
a est un point quel conque, on pourra,pour Y , prendre

un disque Ade centre a contenu dans (), ,pour I', son bord,
et voir alors que 4 est infininent dérivable dans A -
ceci etant vrali au voisinage de chaque point a, elle
est bien indéfininment dérivable dans

Ce théorene est treés remarquable et absol unent contrai-
re a tout ce que nous connaissions anterieurenment pour
les fonctions de variables réelles une application d' un
ouvert de]R dans un espace de Banach, vpeut tres bien étre

de classe (™ sur le corps des réels, sans étre pour cela
de cl asse "81; mis il suffit quelle soit de classe C'
dans{lc C, sur le corps des conplexes, pour étre, d'un
seul coup, de classe C™

Corollaire 1

Toute fonction C? hol onor phe dans un ouvert () C @ est
harnonrque; SI ellTe est a valeurs conplexes, sa paftle
reelle et sa partie 1naginalre sont harnoni ques.

En effet nous avons vu qu'il en était ainsi dans 1'hy-

—

pothese particuliére oud était de classe C*, et nous
voyons mal ntenant quecette hypothése est toujours réalisée,
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Nous verrons que ceci reste sur

Corollaire 2

fonction harnoni que sur C a valeurs

réelles ou conpl exes, est nécessairenent de classe
par rapporf au corps des

suffit évidemment de la dénontrer pour une fonction

harnonique  valeurs reéelles. S alors est une telle
fonction, et si a est un point de un disque de
centre contenu dans  , il est sinplenent connexe,
et par suite, dans ce disque, on peut trouver une fonc-
tion harnonique conjuguée Q , telle soit une
fonction . Elle est alors de

et par suite en est de néne de
Remarques.

o nous voyons que le fait, pour une fonction, de
verifier certaines eéquations aux deérivees partielles,

telles que =), entraine |'existence des dé-

rivées successives de tous les ordres. Ceci au fond ne

doit pas étre a priori tellement fait pour nous étonner,
Lés équations aux dérivées partielles sont les générali-
sations, au cas de plusieurs variables réelles, des équa-

tions différentielles, nous avons vu, au Chapitre V,
que toute fonction de classe solution d' une équation
différentielle cl asse est nécessairenent
de cl asse (corollaire du théorene 8 du Chapitre V).

Nous voyons maintenant que certaines fonctions de

ou solutions de certaines équations aux dérivées par-
tielles de classe C', sont nécessairenent de classe
Toutefois. dans la théorie des équations aux dérivées

partielles, ce résultat que nous obtenons n'a pas du
tout le que dans la théorie des
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différentiel 1es, il est relatif & une certaine catégorie
particuligére d' e(iuatl_ons aux dérivées partielles, celle
des équations elliptiques, dans laquelle rentre les équa-
tions aux dérivées partielles 33%_—-=0,AJ; =0 ; alors que
pour d'autres équations aux derrvees partielles, come

par exenple |'équation des ondes, que nous étudierons
ul'térieurement, cette propriété ne subsiste absol ument

pas.

2°) La propriété, pour les fonctions de classe C*
harnoni ques, d'étre C¥, n'est ici dénontrée que sur R,
et pour des_fonctions harnoniques & valeurs reelles ou
conplexes. Elle s'étend, come nous le verrons plus tard,
aux fonctions harmoniques sur R™, & valeurs dans un
Banach quel conque F ., De néme toute fonction C sur €™
est C'. En particulier, toute variété différentiable
de classe C*'sur € est de classe C~.

Corollaire % (Théoréne de Mbrera)

Tout e fonction}f définie dans |'ouvert Q de €, a

val eurs dans |'espace de Banach a continue et telle

—_—
que 1'intégrale J :¥(/5) d’f) soit nulle pour toutCZbord
T ! L
de {2, est nécessairement hol omorphe. Le théoréme 4s

du Chapitre VI nous indique en effet que la forme airré-
rentielle continue Id}ﬁ est le co-bord d' une fonction T-"
de classe C', définie dans A a valeurs dans E On a
alors la formle ﬁ:ﬁ) d
donc ’F e )F 7
e

»

S

|



qui signifie une part que et d autre
est la dérivée de F ausens du corps des com

plexes. Mis alors d aprés le théorene, la fonction F

est nécessairenent de classe et par conséquent
sa dérivée preniere, est elle-méne de cl asse sur
I e corps des conplexes, hol onor phe.

Renar ques

Cest ce théorene que nous avions annoncé a la
remarque 2 apres |le theoreme 6: on peut définir la pro-
priété d' hol onorphie pour des fonctions continues, sans

Y

supposer & priori aucune
2") On peut aussi nontrer que toute

a priori non nécessairenent de classe
est hol onor phe.

Corollaire 4

a

Toute fonction & valeurs conplexes, holonorphe, et

sans zéros dans un ouvert si npl enent connexe de :

| a forme = ou est

fonction conplexe hol onorphe dans

On peut évidement supposer connexe puisqu'il suffit
de raisonner dans chacune de ces conposantes connexes.
Pui sque ne s'annule Jamais, et quelle est de classe C’,

la fonction est elle-méme bien définie et de classe

c' est-a-dire hol onorphe. Comme par est sim
pl ement connexe, elle adnet une primtive d aprés le

théoréne 7.Alors les fonctions et e ont la nméne

vee |ogarithm que Conre est connexe, |eur rapport
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est constant d' apres la remarque de la page 713 du
Chapitre IV, on peut alors faire rentrer cette constante
dans |'exponentielle, ce qui dénontre le corollaire.

Remarque Ceci revient a dire que si 4 hol onor phe
ne SYamaule pas dansJS{) sinpl ement connexe, 11 existe

des déterm nations hol onor phes de ]otaL{, dans () .

Corollaire 5, (Lnégalités de Cauchy).

soit ] une fonction hol onorphe dans ) C €, Soit M(a;p)

-_’ -
| e maximum de IIM sur le cercle )‘(-a.LppourPgd(a,lﬂ)-

Oh a les inégalités suivantes
n) . . -
"ff(n?"“)u prs M (a;p);en particulier “47(0,) ||é M((L;P).

Dénonstrati on.

Il suffit d appliquer (VII,3;1) pour le cercle I :

|5-a]=p: .
o= 172 ) ey o5 |
( 21, Jp (§-a)°
n! . ! .
< ’?W M(a,p)JPdA = 27t()““ M(a,,())zfrf
!
= —— M(a;p)-
” (a5 p
Remar ques.
1°) Si |'on effectue | e dével oppenent de Tayl or de}f

)
la norne de ‘?“’("”( -2)"  sur le cercle |ré—a|=(> est

pricisément " ‘“7('0) “ p™. On peut donc aussi énoncer
m

. T’
ce corollaire en disant : le terme de taylor :f" (‘")()ﬁ-o.)"'
n!
est majoré, en norne, sur le cercle lx-a| =p , par
v V

=+
| e maximum M({a;p)de | 4 I sur ce cercle.
{




2") Naturellenent il faudrait se garder de croire

qu' en tout point de la circonférence, la norme

soit au moins €ga e & la norne de chaque terne de or'
Si par exenple nous considérons |a fonction

donnée par

on n'a pas, pour = - <0,

avons seulenent dit que le de la norne de

circonférence surpasse la norne (constante) de &
chacun des termes de

ne plus tard ce qui dans E =
| es ~de CAUCHY (M1, :
mai nt enant étendre4 E quelconque | es
0 tel que
| a boul e B de centre et de soi t
dans
_ , on peut ecrire la fornmule de
(voir (I, 7;2) dont |e terme de rang
terme de rang se cal cul
dans |e sous-espace . di nensi on
par aussi le terme de rang
le de pour 1, ,
tion n peut donc |ui
appl i quer ce qui donne ;
ou est maxi mum de le cercle
de centre et de rayon dans ;a fortiori
ou M est la borne supérieure de

de centre et de dans
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borne supérieure et non naximum car cette sphére n ‘est pas
conpacte si E est de dinmension infinie, et|f i n' atteint
peut-étre pas sa borne supérieure; elle n'est™peut-étre ne-
me pas bornée, M(a;p) <+ o0 -

Rappel ons que (m! a) est une application mlineaire
continue-symétrique ‘de dans F. On a donc, pour tout
vecteur Y de E de ngrme P _ Jbar suite, par raison d' ho-

nogénéité, pour tout X de E l inégalité :

(I3 ; 4 quarto) I _ME'“_’ X“" “ < M(a, P)(“? “)

Soi ent )_(’1 )(2 . ,X o veeteurs arbit.aires de E de norne
il . Pour t, t, 0 -tm conpl exes de nodul es < 1,1le vecteur
tX+tX y.--+t, X, @ une norme < m; on sait que

f‘""(a) (7,x“ )est I"e coefficient de t, tz . ..t dans
::fa’)-(h X1+tLX,.+-~-+l,;n_)Zn‘)m(voir chapitre 111, dénonstration du
| emme du théoréme 21 bis).
Mais |'espace vectoriel des polyndénes en t,t, ,..., L. ,de
degré <« m, est de dimension finie; sur un espace vectori el

de” di mensi on finie, toutes les forrres linéaires sont conti-
nues (début du § 13 du chapitre 11). Si donc on appelle&P)

le coefficient de t, t, .,.t,, dans un tel polynome P, w
est une forme linéaire, donc on a une inégalité:

(WL, 3 ; hguinto) |« (P | <cC {\g?xilP(t“\: poecer b )]
ou C est une constante convenable. Nous verrons en fait
ultérieurement que cette constante vaut 1 (page com
me elle n"aura pas d'inportance réelle, prenons-la tout de
suite eégale a 1. On en déduit donc I' |negaI|te

—_ — m
(WL,3; 4 Sexto) " ;g"‘(m.(x,,x,,,. X )"< M(a; p)( )

En prenant |a borne superieure pour X1 :
nornes < 4, on aura la généralisation chercﬁee des 1n13gali-
tés de CAUCHY.

Corollaire 5 bis

- -
soit 4 wune fonction hol onorphe sur.Q ¢ E & val eurs dans

F. S _la'bouleB (& p) est _dans (L.on a les inegalités SUi-

vanfes, ou M(aj;p) < +o0o  est l'a borne superieure de ||¥’||



Remarque. Ces inégalités sont bonnes que
car >

Corollaire 6 (Théoréme du naxi mum strict)

Soi t un_espace affine norme sur un_espace
vectoriel norne sur . Soit un ouvert de E et Soit
une fonction sur a val eurs dans hol onor phe.
AI}]ors il est inpossible que ait en un
un maximum relatif strict.
S Eest le corps des conplexes, résulte ime-
diatement de |la mgjoration pour
cette inégalité prouve que, si : existe
sur le cercle , au nmins un que
H “ “ . alors, E est quel conque,
il suffira de considérer n'inporte quel sous-espace
fine & 1 dinension conpl exe ; Soit
, l'a bijection
au corps E, un
et donc pernet de considérer la restriction de
comme une fonction sur ; On en
pour tout < , d un
tel que }! “ H donc d' un

dou le résultat.
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Remar que

I1 est normal de se demander si |le néme corollaire
subsiste, avec "nmaximum relatif large" au lieu de "maxi num
relatif strict"; en excluant alors évidemment |es fonctions

constantes. S F est quel conque, il n'en est rien. Soit

- n
par exemple F= C7 m >2, muni de |a norme

(um,3;5) “(5,,/51,...,)5”) " MaX("ﬁJ;“éz‘r--;"ﬁn”.
Soit alors ;{13 fonction définie sur (D:_)é_,(a,)a,,,,,a))é),a.%o.

Cette fonction n'est pas constante, nais sa norme est
constante, égale & |al pour | Bl=< la].

Mais 11 y a bien une extension possible si F est le
corps des conplexes (ou plus général ement, évidemment,
s'il y a la dinension 1). Cest ce que nous verrons plus
tard, apres les propriétés d analyticité (corollaire 1
du théorénme 12 ).

A0t

Théorene 11

Soituf une fonction hol onorphe dans 1'ouvert.() de €,
i

—
4 valeurs dans |'espace de Banach F , et soit g un point

de {). Appelons Ale plus grand disque ouvert de centrea

contenu dans {2 ; scitR son rayon. Alors ) admet le dé-
1

vel oppenent de TAYIOR

L J———

(m,};G) M=M+(5-@)%-&—...-}_(_”3?1’—_;}_),’?'(“)((1)-#...)

absol unent convergent dans A , et nornal ement convergent
dans tout disque de cenite a et de rayon < R,

Dénonstrati on

On a en effet le dével oppenent

. A s G-
(T0,3;7) = z_’,o oo )

val abl e pourvu que ')5_“! < §_ o .



Soi ent nonbres, avec O R

Ecrivons la fornule intégrale de

relativenent a , cercle centre a et de rayon R.
La formule (VI1, 7)
nous incite a écrire

reste naturellement a justifier cette interversion
du et du signe
peut renplacer partout

une intégrale par rapport & une

Cette interversion peut alors se pourvu que, |ors-
qu'on renplace toutes les fonctions intervenant par |eurs
normes, |'un des deux menbres ait une valeur finie (thé-
oreme 37 du Chapitre 1V),

Si nous appel ons [ e maxi mum de |a norme
sur la circonférence de centre et de on aura

la majoration

qui nontre bien que |'opération dinterversion était
time dans les ol nous sommes placés. Ensuite,
nontre que équi vaut a

En outre, la série trouvée est bien nornal enent con-
vergente pour _ puisqu' elle est alors majorée
par une série nunérique géometrique convergente.

Fonct i ons Dans |l e cas du corps .. .....,
nous avons vu qu'il peut arriver que la série de _. _..
d' une fonction soit pas convergente au

du point a, et que, méne si elle-est convergente. elle

ne r pas nécessai renent exenpl e,
A
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Par contre, nous venons de voir que, si Eest le corps

-
des conplexes C, et si ) est C-dérivable, alors la
convergence et la représentation de la fonction par sa
série de Taylor, sont vraies nécessairenent. Nocus voyons
méne beaucoup plus, puisque nous trouvons un ninimum du
rayon de convergence : |l a série de TAYIQR €St convergente
dans tout disque ou la fonction est hol onorphe.

soi t ‘? une fonction sur un ouvert{) d'un affine norngé

E , & valeurs dans un affine normé F, sur le corps =R

ou C. On dit que l'f estl{- analytique si elle est C"
et si, quel que soit a , il existe un voisinage UV de a

dansa, tel que dans vV, #soit représentée par sa Série
de taylor

(n)
(1,3 10) *‘x)= «,f(a)’r f'(a% -0+t ;“fa) (ma)t+ -

Une fonction@anal ytique est & fortioriR - analytique
Alors

Corollaire 1.
Soient Eun affine normé sur € ., F un Banach sur C .

—
Toute application § holonorphe sur (), < E & valeurs dans
1

—

F est C -anal yti que.

Denonstrati on.

Soit—ﬁ (a; p)une boul e ouverte de centre a contenue
dans ) . Alors, pour x € B(a;p),)é——»%a, + 4 (x-a))-4(a)

est une fonction a’ définie pour"él( I—L— (quantité >1)

e~ a

4 valeurs dans F , et de cl asse C*® par rapport au corps
Ce¢.a.d. holomorphe, Le théoréme 11 dit que sa série de

Tayl or suivant |es puissances defé converge pour /5—_-.4 :



sur un

de Le pour une . réelle; elle
est, partie d' une
tion
cette subsi ste pour toute
un espace euclidien
dimension 4 val eurs dans un
3
un ouvert connexe
de , & valeurs Fet nulle ainsi que toutes ses
successives en un point a , est
Pui sque est de
sa de elle null e
un de a .
Appel ons | ensembl e des points ou s' annul e,
toutes ses successives. Cet ensenble

mani f est ement comme intersection des ensenbles
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Mai s nous venons précisément de voir qu'il est aussi
ouvert
Comme alors il contient au moins un point a et queJl)

est connexe, c'est L)L tout entier.

Plus particuliérenent

Corollaire 4

Toute fonction hol onorphe dansa connexec (€ .,et nulle

dans un ouvert non vide de ), , est nulle dans.) tout
entier.

Les corollaires 3 et 4 ont un certain nonbre d'exten-
sions. Par exenple :

Corollaire 5,

1) Soient Eet Fdes affines normés sur un corpslK= IR

ou C, N un ouvert connexe de E,4 une fonction]K- analy-
i

tique surd) a valeurs dans F.SiJd a toutes ses dérivées
]

successives d'ordre> 1 nulles en un point a de ), ou

si J est constante dans un sous-ouvert non vide de ),
1

Psis constante dans £

2) Soit E norné sur C’j_-: Banach sur € . CE connexe.

Tout e appl i cati on hol onorphe £ de (), dans F ayant tou-
i

tes ses dérivées successives nulles en un point a de )

ou constante dans un sous-ouvert non vide de ) , est

constante dans ().

3) Soit V une vari été hol onorphe, de dinension comple-

Xe s+ ,connexe. Toute fonction holomorphe}sur Va val eurs
1

—
dans un Banach F , constante dans un ouvert non vide w de

V, est constanto sur V.




4) Soient V et Wdeux variétés hol onorphes de di nen-

si ons \Y appli cation hol onor phe
dans dans un ouvert non de V,est cons-
tante sur

La dénonstration de est en fait celle a éete
donnée pour le corollaire car nous avons alors seule-
ment Wilisé le fait que toute fonction sur
un ouvert de était c-analytique. 2) résulte alors

de 1) et du corollaire 1.

et 4) se dénontrent de nani ére anal ogue Consi dé-
rons par exenple 4). | "ensenble des points de V
ayant un voi si nage ou est constante et égale a

ors est ouvert par définit on, non vide par hypothese.

Montrons qu'il est ferne. Soit ‘une suite de points
t endant pour Infini vers un point ‘
des cartes de voi si nages de dans ¥ et de

on se ranmene au cas ou Vqgst un

affine normé E, Wun Banach , Eet F de dinension
finie.

- En supprimant & ce nonent |'hypothese de dinension
finie, on en nméne tenps Soit B ( )
une boule de centre cont enue dans . Pour

dans la boule al ors, ét ant
égale a ( W) au voi sinage de 1'est dans toute 'boule

de centre ; contenue dans d apres le corollaire 1,
donc dans ; donc aussi dans |a
boule B ( cB : , s
montre que ferngé; ét ant connexe, , ce qui
dénontre et 4).

R en d'anal ogue, bien sdr, aux parties du corol -

laire 5 si on renplace par

Par exenple, nous avons précisement forne, au théorenme
11 du Chapitre 1V, des fonctions indéfininent dérivables
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& support conpact sur R™. Elles sont alors bien nulles

sur un ouvert non vide de IR™, sans étre cependant iden-
ti querment nulles.

Corollaire 6

si_J est une fonction holonorphe dans un_ouvert connexe
|

{) de , et si elle s'annule en une suite de points

distincts a, . a,,- , . convergeant pour m_infini vers
un_point _a de L), alors f est identiquenent nulle.

Dénonst rati on

Il suffit de démontrer que toutes les dérivées suc-

—»
cessives de } u point a sont nullas, .et on est alors
ranmené au corol alre 3. Supposons qu'il n'en soit pas

-

ainsi. 42 est, au voisinage de a , de lLa fornme

- A dot — —

C%()ﬁ—a) + 0 ( |)5—a| )pour /é—>a,), Cp == 0

% est 1e rang de la premére dérivée non nulle en q.

Alors _M—)JE tend vers ¢, quand %4 tend vers a , donc
(5-a)

ne s'annule pas pour |)é—a | assez petit, ce quiest
contradictoire.

Renmar que

La méme conclusion subsiste sion suppose seul enent
que.‘fa, Y= 0, pour une infinité de point a, de () connexe

contenus dans un conpact K de.Q., nar, al.ors on peut en

extraire une suite partielle convergente, Ce sera aussi
le cas si s'annule sur un arc de courbe contenu dansJ),
par exenple sur un segnent de |'axe réel.

Contrairenment awcorollaires >et 4,la présente con-
clusion ne s'étend absolunent pas si on renplace  par

N A
C™,n >2 . Par exenple la fonction (4, %,)—%.de C
dans C,est holomorphe,nulle Sur |e sous-espace vectori el

%,= 0, mais non identiquement nulle.



| e pPremierterne non nul de la série de

au poi nt on dit queI présente au pointa
un zéro nultiple . Toute fonction hol onorphe
dans un ouvert connexe et nulle en a alors
un multiple d ordre , fini, a4 nmoins

gu elle n'y soit identiquenent nulle.
Théoréme 12 (Théoreme de |a noyenne)

est une fonction hol onorphe, définie dans

a val eurs dans , ou une fonction harnonique réelle

ou conmplexe, alors sa valeur, en un point a quel congue

de . est la noyenne de ses valeurs n'inporte

de centre telle que le dis-

que welle bord . .

La fornule relative a une fonction hol onorphe est
tout sinplement la formule intégrale de Cauchy

appliquée a
Si en effet, dans , hous posons

on obtient inmédi aténent

réelle P
imaginaire Q , on obtient

0 6

- Ceci est valable pour toute qui est, au voi-
sinage de. , la partie réelle d une fonction hol onorphe,
c'est-d-dire, d aprés le théoréme 4 une fonction harno-

nique réelle arbitraire sur ; donc aussi si c'est

fonction harnoni que conplexe arbitraire sur
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Remar que

Le theorénme subsiste pour n'inporte quelle fonction
harnoni que sur un ouvert d'un espace affine euclidien
de dimension finie sur IR, a valeurs dans un espace

de BanachF sur IR ; les cercles et disques sont renpla-
cés par des sphéres et boules. Nous |le verrons au
Chapitre IX.

_ On peut d'ailleurs dénontrer inversenent que ce theo-
réeme caractérise les fonctions harnmoniques

_. . .
S £ est une fonction continue sur un ouvert ) d' un
1

espace affine euclidien de dinension finie, & valeurs

-—’
dans un espace de Banach F , et si sa valeur, en tout

point a de () , est égale & sa valeur noyenne sur n'im

porte quelle spnére. de centre a,de rayon assez Petit,

—
alors nécessairement 4 est de classe C%(par rapport au
[}

corps des réels) dans L) , et elle est harmonique A )= 0.

Ceci donne une définition des fonctions harnoni ques
qui ne fait mérme pas intervenir |'existence d' une seule
dérivée,

Du theéorene de la noyenne, nous pouvons deduire le
théoréme du maxinum relatif |arge

Corollaire 1

41 P est une fonction harnonique réelle, dans un

ouvert (. ccnnexe de R* alorsP ne peut, en un point a,

adnettre de maximum ou mninmum relatif |arge, que si
elle est constante dans .() .

Dénonstrati on.

Supposons par exenple queP admette en o un maxi num

relatif large. Cela signifie qu'il existe un nonbre p
tel que, pour l’{)—a|$ p, on ait |'inégalité
?(%)sP(a)



par ailleurs|e théorénme de | a noyenne peut s'écrire

Al nsi nous avons une et dont |"in-
tegrale est nulle. résulte du théoréne 26 du chapi-
tre ivqguelle est d - presque partout nulle; nas

ailleurs, elle est continue, elle est néces-
sairement nulle quel que soit § ; ceci vaut quel que

soit h donc P est constante au voisinage de a.

Mai s P est -anal ytique (corollaire 2 du théoréeme 11)

donc elle est constante dans (corollaire 5 du théore-

me 11).

Remarque. Le subsi ste

Corollaire 2. Soit Eun affine sur .__0uU une
hol onorphe.  Si est une fonction hol omor phe

_ connexe E . & conplexes, et si en
poi nt partie ou sa partie imaginaire adnet

un nmaxinmum ou un mninum relatif large, alors est
une constante dans. & !

En E = sa reelle ou sa _ .
est constante, d aprés le corollaire mai s Si
["une est constante, |'autre |'est aussi, | e
reme 4.
est norné on considérera les

espaces affines a 1 dinension conplexe contenant a |,
come par exenple au corollaire 1 du théoreme 11; on en
déduira que  est constante dans toute boule de

cont enuedans , donc dans par le corollaire 5du

t héoreme 11.

est une vari été on se ranene une
carte d'un de ; ensuite on utilise le
5 du 11.
Corollaire
Soit Eun affine nornmé sur une vari été
norpha. Si { est une fonction hol omor phe dans  con-

nexe, & CO[!Q| exes, et SIl en
nmodul e admet un maxinmum relatl arge, alors es

constant e. I
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Dénonstration. Soit d' abord E =C.

Supposons que|}| admette au point a un maximm rel a-
tif large. Sif(a)=o0 , alors cela entraine que it
nulle au voisinage de a , donc identiquenment nulle
d aprés le corollaire 4 du théoréne 11. Sinon on peut

trouver un disque de centre 4 contenu dans Y , et dans
| equel 42 ne solt jamais nulle.

Alors,comme ce disque est sinplement connexe, on peut
y trouver une détermination hol onorphe de ¥ o
(corollaire 4 du théoréme 10) * mais il résulte alors
de 1l'hypothése que la partie réelle de cette fonction,
qui est foq | (%) |, adnet au point a un maxi mum relatif
large. On én deéduit que cette fonction 2(73% est une
constante dans |e disque, et que par conséguent JL est
aussi constante dans le disque, et par suite dansJ{)
tout entier, d apres le corollaire du théoréme 11.
On passe & E quel conque comme preécedenment .

Corollaire 4.

Soit E un affine normé sur € ou une variété holomorphe

Si 4 est une fonction conplexe, hol onorphe dans {1 connexe

< IE, etsi son nodule adnet en un point @ de ), un mni -
mum relatif Targe, alors ou bien ) (ay= 0 , ou bien ] est
constante dans (D, . I J

Dénonstrati on.

'S en effet f(a«)% 0, on peut, comre dans |le corol-
| aire précédent, considérer la fonction&;g (8) , et en dé-
duire la mme conclusion, & savoit- que } constante
dans ) .

Remar que.

L' hypot hése }(a/)=0 n' est pas & exoclure; dans ce cas
il est bien évident que_|¥l a un mnimumlarge en a j cela
n'entratne pas que% soit' constante.

Corollaire 5. Théoréme de d'AILEMBERT,

Tout polynéne de degréwm & coefficients conplexes d' une

*# Cest dailleurs évident directement. si A est assez petit!



racines dans ., si |'on conpte chacune
delles son ordre de nultipliciteé.

Dénonstrati on

Conme fait au du Chapitre 11,
Il suffit de dénontrer qu'il existe au noins une racine,
pour . De la néme maniere qu au Chapitre Il, on pourra
trouver un cercle de centre 0 et de rayon R, tel que |'on
ait 1'inégalité | | | pour . Aors, dans
a nécessalrenent un nininum et c'est,
comre 1 avons vu au Chapitre Il, un mninum pour tout

e plan conpl exe

le corollaire 4, comme? n' est pas

constante, on a ce qui démontre le
t héor ene.

Remar quons que nous venons de
donner, d'apparence extrénement courte. est trés voisine
de celle que nous avons déja donnée au Chapitre Il; la métho-

de par laquelle nous avons en effet dénontré & ce nonent
point a ne pouvait étre un mninum du nmodule, est une
la dénmonstration du corollaire 4 qui précede,

la formule deTaylor au lieu du théoréme de |a
moyenne.

Corollaire 6

soi t dans ,
nie et continue sur . On suppose en outre bor né.
on a fes ;
est de dinension finie, atteint son nmaxinum en au

noinS un point de Ta

d' abord _ est donc conpact
maxi mum Si ce maxi num est
, hous avons soit a un point

est nmaxinum Le théoréme 12 de |a noyenne donne,
centre a et de rayon est contenu ‘dans :



315

"i(a) “ j “1?(G_+p€ )“ a0 ow
(v, 3 ;12 ter)
LA )
{ (“(a-rpe )“—M) dé >0
vus @avons | a une fonction < 0 dont |'intégrale est >0 ;

i
le raisonnement déja fait au corollaire 1 nontre queHII
dans tout disque de centre a contenu dans ) .

Soit 4 I'ensenble des points de £ out] Z(%) "
est trivialenent fermé, non vide, et nous vr

qu'il est ouvert, donc il conti ent toute la composante con-
nexe {Y, de a dans £ . Mis alors| 7] =M aussi_sur &, ,
par continuité. Or (), n'est pas vide, sans quoi € connexe

serait réunion des déux ensenbles ouverts non vides di sjoints
0, et C.Q, [ﬁa n'est pas vide puisque () est borné). Un
point & deﬂ est aussi dans ﬂ , et on a " «1?(}2’ “ . Le

maxium de | § | dans £ est donc, néne s'il est atteint en
un pointa/ de.) , atteint aussi en au moins un point 4 de

la frontiére Q0 . Cela nontre évidemment les égalités (VII,

3; 12 bis). En effet, tout point de L2 éetant limte de points
de () , on a nécessalrement Su§l< Su_g mails aussi Sup < LR

puisque le maximum est atteint en un point de ﬂ, ; et Su?t

n'est autre que le plus grand des deux autres, donc leur est
aussi égal .

. S1E est de dinmension finie, ) est encore compact, et
“:g [ atteint encore son maximumen un point a . S a € ,
on’pourra couper par tous |es sous-espaces_affines de di men-
sion conplexe 1 passant par a, et donc | ;A vaudra encoreM
sur toute boule de centre a contenue dans donc encore
dans {),, et le néne raisonnenment nontrera que |e maximim
est attéint en au moins un point un point { de () .

Si par contre E_est de dinension infinie, la situation est
toute différente : ) n'est plus conpact, les Sup ne sont plus
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des a peut-étre plus bornée et ils
peuvent + 00 . . Mais si
on peut couper par un sous-espace affine de dinen-
si on 1 par et trouver dedans un point
de I I 3] : :
ce qui dénontre bis) dans le cas général.
Remarque 1
résulte de que, connexe et
| non constante (donc, pour F= , pour non

la borne supérieure ne peut pas étre atteinte en un point

2
peut en donnant un qui ne suppose
pas sur . En tout point de , posons
Alors on a, pour de cl asse dans bor né
dansa et a M
_ _ o donc, pour-
E = ou de dimension finie, elle admet un maxi mum dansa
_ se poursuit de la néne maniere.
si est donnee continue sur est a | ,
et on retrouve bis) comre cas de (M1,
3,12
Renmar que 3
Le corollaire repose essentiellenent sur la conpacité de
pour de dinension finie et il n' est pas exact p
non borné. Considérons, par dans [ ouvert
La 9 pas bornée qu' el le est de
modul e 1 :

peut obtenir une égalité vraie come suit.



317

pas borné, introduisons un"point & 1'infinirnw de L)L , et
posons

(32 quine M(©) = hom. sup. I *(oc) | = L, - Sup | J(=) "

=2, | — el Eed i

°

On a alors 1l'égalité
(@3, 5e) _Bup | 4o | = Max< Sub M), M(w)>

, Pour Le voir, on raisonnera encore surE=C,etalors
[u {w} » pour une topologie convenable, sera corrpact et
on repétera ce qui a été dit a la remarque 2.

Ainsi dans |'exenple e que nous venons de donner,

’éeufzu()ﬁ)l T Ei“ﬁlf(’é)lﬂ’ M(w) =+ oo

Remarque 4

Il en résulte que la quantité M(a,;p) condidérée déja
plusieurs fois, borne supérieure de | £ sur la sphéere de
centre a et de rayon p , est égale 4 B borne supérieure de
| £ 1 sur la boule de’ centre a et de rayon ¢ ; il devient
dont clair qu'elle est une fonction croissante dep .( Ele
est méne strictement croissante pour E de dinension fi-
nie et F=C , sauf si est constante dans |a cormosante
connexe de a dans )L ;. si en effet Mﬁa,, =M (a;

il existe & cause de la conpacité de la sphéere, un p i'nt de
la sphére de rayon £ qui est un maxi mum rel atlf large pour
[£1 don0¥ estt constante d'aprés le corollaire 3

Corollaire 6bis

Méme énoncé que le corollaire 6,avec Mn. ou Inf au lieu

de Max OU Sup , pour F= @ , €l en supposant Qque J} ne s 'annule
Janai s. ISUTTTT en effet de Tarsonner sur

S1 4 s'annule en un point a de L , le résultat ne sub-
siste évidemment pas, car |41 adnet un nini mum absolu nul
en a , alors que, sur () sa borne inférieure est général enent

—

S F# C, néne si ;? ne s'annule janmais, le résultat ne
subsi ste pas non plus.

Consi dérons par exenple la fonction 3 —( 'y ,})



i ndi quée page , dans , ou est le 2

Elle atteint le _ sa norne en tous |es du
| laf|, mis nulle la frontiere :
e et u vaut
Corollaire 7
une connexe et conpacte. Toute
sur , a valeurs dans un F, et
est
Dénonst ration
, continue sut I e\ V , a un
. . des points de V ou | | vaut M est donc
non vide, évidemment ferne, et |a dénonst donnée au co-
des cartes, qu'i
constante \Y

Remar que

montre que toute variéte hol onorphe de dinension >
conpacte, connexe, est "abstraite", elle ne peut pas étre une

sous-variété d'un sans quoi chacune des fonctions coordon-
nées _ ) . sur V, serait constante
et V serait te & un point.
Corollaire 8 des dérivées de a Dar-
tir d une najoration sur ).
une fonction E & valeurs dans

et continue sur ;0N suppose borné. Aors
a Ies inegalites (pour :

ou est | a distance ala
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Dénonstrati on

soit p < d(x). Aors la boule B(a;~) est dans(),
et on aura |"inégalité (M1, , ) ou (
si E = @ (ou a est renpl acé par o< )

KN

Mais, d aprés le corollaire 6, M ci a;p )= M ,d'olu
le résultat, en faisant tendre pvers (x).

Renargue 1

' Corme dans le corollaire 6, que nous utilisons, )
doit' étre borné.

Remar que 2

—

La maj oration de",{i | sur la frontiére ) ne donne des
maj orations intéressantes-'pour |es dérivées successives, que
pour les points de (% qui ne sont pas trop proches de |la fron-
tiere( d™(=)au dénominateur! ). || n'existe pas de majoration
uniforme des dérivées dans ) tout entier.

Consi dérons par exenple la fonction définie par
5?“3):; %- dans ) = {)5 € @5|)§|<1} . La convergence

normale de la série assure la continuité de 4y dans .Q-, la
convergence normale de la série dérivée dans'tout disque

llb|< p <4 assure | hol onor phie de ;?dans&l={’5€c}l)ﬁ‘<4}‘

had n-1
Mais on a J' = i RN 1-%Y, qui n' -
:?(’5) “;4 — % %3( ){)\ qui n'est pas bor
née dans 2 ( son nodule tend vers |"infini quand tend vers 1).
On ne doit pas étre trop exigeant; il est déja assiéz renarqua-

ble que des mmjorations de } donnent des nwjorations de ses
dérivees!

Corollaire 9
. _* .
soit 4 une fonction hol onorphe dans un ouvert 2 de @,

! -

a valeurs dans un Banach F , ou une fonction harnoni que dans (),

a valeurs réelles ou conplexes. Soit A un disque de centre a,

de rayon R , contenu dans L) . Al ors$(a; est | a noyenne des
T



val eurs de dans A :

Dénonstrati on.

Cest évident, car la 2éme intégrale vaut

Ce corollaire parait bien noins avantageux que |e

| ui -méne; nais parfois il est plus utile. Par exenple

s' étendra évidenment aux fonctions harnoni ques un es-
pace euclidien E de finie a valeurs dans
un Banach quel conque, , comre le théorénme 12 |ui-néne; et

la aussi la réciproque sera vraie, toute fonction ayant cette
propri été des moyennes dans |es boules sera harnonique. Mis

| ' exi stence de cette ne nécessite que

ocal € par rapport & la nesure de On pourra
['es fonctions harnoni queS en [es supposant seu-

| enent | ocal enent La théorie des distributions

donnera d'ailleurs des résultats encore neilleurs.

Voici une autre conséquence immédiate du corollaire

Corollaire bi s

dans les conditions du corollaire On

ala




.
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Si_une suite de fonctions I?q converge vers Q locale-
nent dans I_.)rb c. &, d. dans L*‘dmdu K F)pour tout conpact K de() ,

elle converge aussi |ocal enent unifornénent vers 0

Dénonstrati on

11 suffit d'appligquer & (M1, 3; 14), considérée
comme i nt égral e de ¥ — f « 4 bar rapport ‘4 la nesure

|"inégalité de HYOIDER (IV,k;
dr’ J,(R,_cloccb)de masse 1, g ( ;

61) (corollaire 3 du théoréne 46).

_ Consi dérons maintenant une suite de fonctions& sur ),
Si elles convergent |ocalement uniforménent veys 0 , elles
convergent a fortiori vers O |ocal enent dans 'L?, car

(I Rt g Y < e ] s (00)*

Cest ici la réciprogque que nous devons nontrer, les 4 étant
hol onor phcs ou harnoni ques. Si K est un conpact, soit
un nonmbre strictenent inférieur a la plus courte distance de

K et de |.Q (voir Chapitre Il, page 8 ). Appelons H |'en-
senbl e des’ points dont |a dist ance a K est <R ;H est encore
un conpact, contenu dans (), . Et I'on a

Max " %n(’j\ “ (JTR2 ” “ %n %) "1" dox d?)

d' apres (VII, 3; 14 quarto), d'ou le résultat.

Remar que

Bien entendu | a convergence dans I,)rb(d/ac 5L ; F)
n'entratne pas la convergence uniforme dans () 5 mais seul e-
ment la convergence uniforme locale; on~a pas 1e droit de
s' approcher des bords !
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affines normés sur un ou

On appelle fonction entiére sur g valeurs dans F , une
, dont |e dével oppement de Tayl or,
autour de tout pointa de E , est convergent et représente

en tout E. Il résulte du corollaire
toute fonction holonmorphe sur
a valeurs dans F est entiere. Pour toute fonc-
tion harnoni que sur euclidien de dinension est

Désormais, entiére voudra dire c-entieére.

Théorénme 13. (Théoréne de LIOMLLE).

Toute fonction entiére sur Eaval eurs dans F,
et _bornée. est une constante

2") Sl existe entier . 0 tels que,
pour || [ assez grand,

<
=1l

alors est un polynonme de degré

Dénonstrati on

Montrons d' abord 2".

Les inégalités | mrédi at enent :
~ Faisons tendre on trouve
La série de Tayl or autour de a,
t out , Se réduit a un polynone de degré ce qui nontre

En faisant mo, on trouve le

Corol laire d' Al enbert)
(Denonstrations de plus en plus courtes!)

Soit en . un pol ynone de sur et
supposons qu'il n'ait pas de zéros, Alors  serait une fonc-
tion entiere. tend vers |"infini >
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donc il existeR tel que|P(y) | > 1 pour|f |>R ; alors|%‘

serait borné par Max (1, Max ,donc constant d'apres

"I
iR My )
Liouville, ce qui est absurde.

Corollaire 2

©
Bj_exg_ﬂc,xm R*. Silp) est bornee,. ou Si est reelle et
ornée supérieurement ou inférieurement, elle est constante.

2°) Toute fonction J entiére sur E, & valeurs com

plexes, & partie réelle ou inmaginaire bornee supérieurement
ou inferieurenent, est constante.

Dénonstrati on

Montrons d'abord 2°). Soit,4 entiere sur Eavaleurs
conplexes, =P + 1+Q , et supposons P bornge superieurenent,
PsM . Abrs gt est encore enti‘erg?, mai s de nodul e borné,
lef|= eP g e _,lilouville dit que g7 est constante, donc
aussi .. 81iP est bornée inférieurenent, P2=-M,on consi-
dérera’e™1, Si c'est Q qui est bornée supérieurenent ou in-
férieurement, on renplace4 par 4f

Passons a 1°), dans le cas de R* siP est har moni que,
elle est partie réelle d une fonction hoionorphe (théoreme 4);

si P est bornée supérieurement ou inférieurement,’nous venons
de voir que } est constante, donc aussi P

_ Ce corollaire adnet des généralisations diverses rela-
tives aux fonctions harnoniques ou hol onorphes en dinension
gue 1c onque; nous les verrons plus tard.

Le théoréme de Liouville a des applications inportantes
a la théorie du spectre d un opérateur dans un espace de Banach.

Soit y une application linéaire continue d un espace de
Banach F (sur le corps des conplexes) dans lui-méne. On dit
que le nonbre de conplexe A appartient au spectre de w , Si
1'opérateur u-A I n'est pas inversible.

De mérme on définira |le spectre d'un élénent& d' une
al gébre de Banach @ sur € (Chapitre 1IIl, page 120

D aprés ce que nous avons vu au théoréme62 du Chapi -
tre Il , |'ensenble des élénents inversibles de(l est un ouvert,



et par conséquent, donné, |'ensenble

val eurs de pour est inversible, est un ou-
vert du plan conplexe : |e spectre est
Part nous avons vu 1 du théorene
ue est de classe (par au corps
es conplexes); il en résulte que _
est de classe le des conpl exes), c'est-a-dire
hol onmor phe de a val eurs dans
(Cel fand)
Le spectre d'un d' une al gébre de Banach

est un ensenble conpact non vide du plan conplexe.

Dénonstrati on.

Le spectre étant pour dénontrer qu'il est com
pact, nous devons dénontrer est autrenent dit que,

| assez est inversible. | es suf -
fisamment voisins de I sont -
tend vers I, donc il est inversible assez

- Plus précisénent, |e theéorene Chapi -
tre Il , nous dit que : , est inversible dés

. ﬂ |] ; le spectre de est contenu

o

avons maintenant & denontrer que le spectre n'est
pas vide. donc qu'il soit vide, et nontrons que nous
aboutissons a une

. lLa fonction serait alors une fonction
entiere, o a valeurs dans |'espace de Banach
O il est eV|dent quelletend vers 0 a l"infini.

a en effet

. O, lorsque tend vers tend vers 1 et

d apres la continuité de |'inverse, aussi
vers 1, de sorte que |e deuxiene rrenbre et par
le premer, est nagjore, tendant vers par le pro-
duit de une constante.

I

Le Théorene de montre donc que fonction

consi dérée serait une constante, et, comme elle tend vers 0
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a l'infini, elle serait identiquement nulle. O, pour tout},
sa valeur est |'inverse dun élément, €t I'inverse d'un élé-
ment ne peut jamais étre nul.

Remar que

Soit E un espace vectoriel norné sur C, de di nension
finie > 0. Alorsol (E:E) (1 est une algébre de Banach. Un
él ément w de (Lestinversible siet seulementsiiL est injective
de Edans E ocu encore,si elle n'a pas la valeur propre 0,
w Si son déterm nant detm est £ 0. Alors |e spectre de w
est |'ensenble de ses valeurs propres; il est fini, donc com-
pact, Il est .nan vide, car les valeurs propres A; sont les
racines de 1'équation algébrique det(u-3AL )= 0 |, et |le théo-
rene de d Alenbert nous apprend qu'il en existe au nmoins une.

P-ais nous avions bien renmarqué que |a méthode qui dé-
montrait que le spectre n'était jamais vide, c.a.d. le théo-
réeme de Liouville, servait aussi a dénontrer le théoréne
d" Al enbert!

Corollaire. (Théoréne de Mazur-Ulam)

Tout corps de Banach est canoni quenent i sonorphe au
corps des conpl exes.

) Un corps de Banach est ¢l une al gébre de Banach ou tout
élément £ ( est inversible.

L'application A— AT est une application de C dans
@, conservant les opérations d addition et de mltiplication,
ainsi que les nornmes. Son image est toujours un sous corps
de @ isonorphe au corps des conpl exes . Il nous suffit donc
de dénontrer que ce sous-corps est @ lui-méme.

Cela revient a dire que, quel que soit |'élément& de@,
il doit exister un élément A de @, tel queu = AT, or nous
avons vu que le spectre n'est pas vide, il existe donc un élé-
ment A de €, tel que w —AI ne soit pas inversible; et puis-
que (L est un corps, un élément non inversible est nécessaire-
ment nul, ce qui dénontre le corollaire.

Théorene de convergence de Wi erstrass.

Théor éne 15

—_ —

Soit ;?o s { ,...,;fn sees Une suite de fonctions holo-
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dans un ouvert borné de conti nues dans son
., & valeurs dans un

S la suite des uni forménent vers une
T

tion limte , sur la alors elle converge
I

forménent vers une limte dans tout entier. Cette limte

, continue dans est dans et pour tout

dériveées ., ' convergent vers la P,
[ocal enent dans

guantité - , borne de la

de dans est d' aprés ce que nous avons
au corollaire 6 du 12, égale 3

de la norne | a frontiére O-celle-ci con-
verge vers o pour infini, puisque |és sont
conver ger vers une limte
i existe tei que, pour n

sur pour m Ensuite les forment une

suite de Cauchy , dans ajs Cet
espace est un pui sque F est (U&ns~tout 1e

2 du théoreéne

donc aussi les  convergent vers une

conti nue unifornménent dans

Soit ensuite sa Pour
, On a
formul e 3; nontre alors que |es dérivées
une suite de dans ) . donc,

cl
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comme précédenmment, les J.Q'converqent vers une [limite ¢,
uniforménent dans B (a3;p'; les 4™ convergent finalenent
vers Jocal enent uniformement dans () . Le théoreme 111

du Chdpitre |V dit alors } est de classe C® (sur C) et
que %‘m)s% pour tout m ,7 ce qui démontre le théorene.
m

Remar ques

1°) (), doit étre supposé borné (puisqu on applique les
corollaires 6et 8du théorénme 12). Considérons |e meme
ouvert Q= {%e@ ; Re s >0} que dans la remarque 3 qui suit
™%
€
n
elles convergent vers 0 uniformément sur £ , mais ne con-

vergent pas vers une linmte dans .Q , £t convergent vers
["infini en tout point de |'axe réel >0 .

le corollaire 6, et la suite de fonctions ;fn()é)=

2°)Nous avons bien indiqué au Chapitre IV que la con-
vergence d' une suite de fonctions n'entrainait paslaconver-
gence de leurs dérivées. Cest parce qu'a ce nonent nous
rai sonnions indifférement sur ou €. Mis nous voyons
mai ntenant que, pour les fonctions C* sur  , la convergen-
ce des fonctions entraine bien celle des dérivées,

Corollaire 1

—

S une suite de fonctions J_ hol onorphes dans £ (non.
nécessairenent _borng) C E , &'valeurs dans ¥, CONVErge pour
m_ Infini_Vers une tonction J , local ement unifornenent dans

T

v

Q e b . c (m)
L , alorsd est hol onorphe dans () et les deriveesf con-

P (m) . ,
vergent vers la dérivée 2 |ocal enent uniforménent dans ).

Dénonstration

Soient en effet @ un point quelconque de ), B (a; p)
une boule de centre a, contenue dans () ,sur laquelle les
,—*

convergent unifornménent; | n'y a qu'a appliquer a
le théoréme,

Corollaire 2

o 2]
Si une série > W, de fonctions hol onorphes sur{)CE,
=

a valeurs dans Banach , converge |ocal ement unifornément




alors sa somme est

_ hol onor phe et la peut étre
dérivée terne a terne

) )

toutes les séries dérivées convergent elles-nménes |ocal enent
uni f or mMénent __dans

Si un produit infini

de fonctions hol onor phes
conver ge

a val eurs conpl exes, | ocal enent uni f or né-
nent vers une limte
et on peut

est hol onor phe.
[ogarithm quenent terne & ferne

"
!

La série conver gent

elle-méme | ocal enent
f or ménent dans

Dénonstrati on

La propriété relative aux séries resulte inmmediatenent
du corollaire précédent.

S mai ntenant on

le produit infini, et si ['on
N
pose = , onvolt que, d apres le corollaire
| es vers | ocal erment
est . D autre part, convergent vers | oca-
| ement wunifornénment (voir pages du Chapitre 11) par
conséquent |es

convergent bien ver$!' |o-

Corollaire 3

un ouvert de E, un Banach.

L' espace des fonctions hol onorphes et

a val eurs dans
est _conpl et.

bor nées

muni del a norne
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On sait en effet que I'espace('"—ﬂ )c{’r des fonctions

——n
continues et bornées sur) & valeurs dans F est complet(corol-

Taire 2duthéoréne 65 du ChapII);orl'espace dgs fonct\ons holo-
morpnes bornées est ferne dans( F e apres |e theéo-
rene.

Corollaire 4

—

Soi ent (), un ouvert de E . F__un_ espace de Banach.

L' espace des fonctions continues bornées sur £) , hol onor phes

—_— —
dans {) . a valeurs dans F , nuni_de | a norne || :ﬁ Ill_a.o
est _conpl et. ’

En effet il est lui aussi fermé dans (.Fﬂ’ )c& .

De néne :

Corollaire 5

L' espace des foncti ons hol onor phes dansa a val eurs

dans F , bornées ainsi que |leurs dérivées d ordre €-m , muni

de la norne |||_’ l est conplet; |'espace des fonctions conti-
€¢ 4 norne .. &

— ’ —
nues sur £ , hol onorphes sur (), & val eurs danst, bornées sur

£, ainsi que leurs dérivées d ordre <m sur (), muni de la

—
norme || f W, .. - est conpl et .
=/ -

§ 4 FONCTIONS MEROMORPHES. POLES ET POINTS SINGULIERS
ESSENTIELS- THEORIE DES RESIDUS. CALCUL DES INTEGRALES
PAR LA METHODE DES RESIDUS

Dans le § 3,on pouvait dénontrer des égalités de Cauchy
relatives a des fonctions hol onorphes sur des ouverts de T,
de la des inégalités qui, elles, pouvaient s' étendre a des
fonctions CTou C=sur des ouverts d un affine normé (sur @)
E quelconque. Dans le § 4, rien de tel ne sera possible. On
etudiera en effet des fonctions présentant un point singulier
isolé ae€ ¢, c.a.d. hol onorphes da[:ls a ; exemple *

-a
O nous verrons ultérieurement que, dans C"pour M >9;



toute fonction se prolonge en une fonction

hol cnorphe dans |'espace entier : 11 n'existera
a singularité isolée. sera donc le corps des conplexes
@lans tout par agr aphe.

Ce dével oppenent converge absolunent dans |a
nor nal ement dans touf € couronne

Les coefficients de la série de LAURENT sont déterni-

nés d'une uni que, et donnes par fa formule
) ,
T
ou est n'inporte de | ongueur finie dans ,
enfourant une fois dans Te sens direct.

Remarquons ce qu'il y a dinteressant dans cette
mile. Le dével oppenent de Laurent généralise |e dével oppenent
de Taylor; cependant il n'est pas valable au voisinage de
nai s seul ement dans une couronne a une certaine distance
En il est évidemrent d" expriner |es,
coefficients par des dérivees de au point a, puisque

n'est pas définie au voisinage de a

par ) le cercle de centre a et

. z . ]
orienté dans le sens direct.

Alors, dans |'ouvert le cycle est le
orienté d'une couronne ayant |'orientation
et on peut par suite lui appliquer la formule
Cauchy .

’
ntégral e de
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rund ;f(g) dft ) _ < \
(mw43) J0p = o= JX W ) R <|g-al<R,.
4 4
- ZLHJB.Z YR ¢ J&

Consi dérons d'abord la prenmiére intégrale.

On peut la traiter exactement de la néne maniére qu' au
théoréme 10, en développant sufvant |es puissances

croi ssantes de ){) — a . On obtient ainsi le dévelcppement

1 J {(?) d? _ = Ud
: ‘ = 2. C, (B-a
(E~4-)4‘) » Z,LJT 5% E"’é ; n )é >
avec- |es coefficients ¢ _,n>odonnés par (M1, 4; 2), |'inté-
grale étant prise sury, *. La seule différence ici, come

nous |'avons déja di't,” c'est qu'il-n"est plus possible d' ex-
priner les ¢, par des dérivées de J; au point a . Le rayon
de convergence de la série écrite'est manifestement> R“L

putoae [€] < 2 meuou _ M{a;iRY) on M(a39)

N+ = %
R'L Rz,

-
est le maximumde |J| sur le cercle | 7-a | = ¢ ; noter
qu'ici, contrairementau§’,M D) Nest plus égal au
maximum de | || dans |e "disque ] al € ,ou p n est méme
pas définie en partl culier t serie est nornal ement con-

ver gent pour' | 8- a |'s

Consi dérons naintenant |a deuxiéme intégrale.

Nous allons cette fois la devel opper suivant |es puis-
sances négatives de h-a Oh ala formule

y y A 4 Ya_ (3-a
(YIL,"?,'” sa’——

. o (1) (n-aytt
§ % T (Ca)- 'é"“) )5—0, 4—33 Ao (4-a) (-0
=_i ( —ay®

<§ _a)n+1

mn=-o
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la série nor mal ement convergente pour

L)

Si alors on peut intervertir le et le signe
on pourra écrire

ou ") est encore donné par (M1, 4;

étant prise sur .,

Cette interversion sera possible si, lorsqu on renplace,
dans les néne conditions que dans |la dénonstration du théorene
10, les quantités _ par leur nornme, |'un des

O on a la majoration

; ) )

terme général 0 d' une série convergente, puisque

et qu' on sonme de

_ Ceci que était la sé-

rie obtenue est nornal enent convergente pour

En réuni ssant et on obtient bien

avec la valeur des coefficients _ cal cu-

| és par des intégrales et , selon le signe

Des deux séries trouvees, |'une est normal ement conver-
gent e _ et |"autre pour , dou il
réesulte bien la est nor nal ement

dans | a couronne ’ a 1

Pour les valeurs des coefficients, nous avons
des intégrales sur certains cercles de centre a ,

dans | e sens pour 0, pour -1; mais
coomme il s'agit dintégrales de fonctions hol onorphes dans |a
cour onne donc d'intégral es de fornes de
degré 1 fermées, on peut renplacer ou

.CO-cycle de |ongueur qui | eur est O honol ogue
(corollaire 6 du théoréne 54 ). O, si un Ccycle de l|on-
gueur finie dans une fois le tour de dans le sens
direct, c'est-a-dire sid admet par rapport & ce cycle |'in-

dice + 1, cela veut exactenent dire (renmarque suit le
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théorénme du Chapitre M) que ce cycle est ?-honologue a un

cercle de centre a situé dans L) et parcouru dans le sens
direct.

Dans Ie cas de la série de Taylor, on savait de fagon
élémentaire_gp'il n'y avait qu'un dével oppement possibl e,
— "ay - . \
avec C, = T .en effet, une série de puissances a
exposants > 0 est toujours dérivable ternme a terme dans son

di sque de convergence, on peut donc calculer 4’(“)(5) par
] . ) —
une série, et en faisant )'5: a on ‘crouve,f(11 (@) =n'c

Ici, pour prouver |'unicité des ¢, , on procedera comme suit.
Puisque la série converge uniforpement gans une couronne, on
peut intégrer terme a terne sur un cercle ¥

( - a[) +1
de centre a , situé dans la couronne, parcouru dans |le sens

direct. Mis J(’é—a)nmmd)é vaut 0 pour m-ms£ 0, car elle
s'éerit JM s intégrale d un cobord sur un cycle,

n -1 ,5
et 2470 pour m-m=0,6 car elle s'éerit J ;3 11 reste fi-

-a

nalement j ..’“_'5)_:‘9;1— = 9177 'c’m , ce qui est la formule
a

trouvée pour les coefficients.

En cal cul ant |es E:» par des intégrales sur un cer-
cle de rayon p:

Corollaire 1

_ Les coefficients de la série de LAURENT adnettent la
maj orat i on

(VL 4;8) [T p™ < M(asp), Ry<p< Ry

autrenent dit chaque terme ¢ = (% -a)" de |a série de |,
TAURENT est _nmjore, en norne, sur ‘n'inporTe quelTe circonfé-
rence_de cenire a et de rayon p situee dans la couronne Jfu,

par Te naxi Mum M (a ;p) de Ta norne de § sur _cette circon-
ference. i

_ Cas o0 R, =0, La série de TAYLOR est un cas parti-
culier de Ta série de LAURENT, celui ou la couronne est



o | al et ou les coefficients
dant & <0

Si fonction est dans la
0 < , on sait a |'avance qu'elle admet un
pement de LAURENT, nornal enent convergent dans toute couron-
ne o = Sil se trouve que tous les co-
efficients _ sont nuls, la fonction est
en une fonction dans le disque ,
en lui donnant |a val eur au point a puisqu'elle est
représentée par une série de fonctions holonorphes pour
< , local enent uni forménent convergente. On dit
alors que est un point régulier.
On dit est un péle d ordre-, ie m
n‘est pas nul, et si tous les pour
nuls. Sil existe une infinité de de n
pour lesquels  n'est pas nul, on dit que présente, au
point a , un point singulier essentiel.
Le coefficient toujours résidu en a.
et Se note
On dit qu une fonction un
de val eurs dans un - de Banach F , _s‘ﬁI existe un
ensenbl e fini ou infini, i sol és dans ,
tels hol onor phe -2, , et que
chaque poi nt soit un p6le pour

Corollaire 2

Si est une fonction hol omorphe pour § < < o

si lorsque tend vers a, || est infiniment petit de-

, alors est un point régulier

» les majorations si I'on fait tendre
vers 0 , nontrent que tous les coefficients nul s
pour < 0.

Corollaire 3

est _hol onor phe pour ! et si | [



335

m+1 .

est infiniment petit devant l_%1 ,m_entier >1
—

lorsque x tend vers g , J adnet au point aun point régulier

ou un pole d ordre swm . '

Méme dénonstration.

Corollaire 4

Pour que—f hol onor phe _dans 0<w—a[<Rzadmettemoint aun__

pdle J OTUre “m entier >1 ,il fautfet” i{*"suffiT qu'il existe
une constante T# Oqui_est exactenent |le coefficlent C.m)
— —_—
telle que J soit équivalente & ~—&— lorsque 4 tend vers a.
- O - ay" n
Ce corollaire exprinme, si |'on veut, que sif a un pole

en a son dével oppenent de LAURENT donne un dével oppenent
asynptotique tout commel e dével oppenent de TAYLOR pour a
regulier,

Dénonstrati on

La condition est suffisante; car, si elle est réalisée
A m
-~

quand % tend vers « , donc adnet d'apres le corollaire pré-
cédent, un dével oppenent de LAURENT avec exposants > = 1 +1,

;f_(%) - ();.:.a)m ” est infiniment petit devant 1

et }’ admet bien un p6le d ordre -m avec E’_m= o
-—, — ~
| nver senent, si f adnmet au point a un pdle d'ordrem , la
T 1
. , g 1 A
di fférence /,f(g\ ( -a,)"“ est la somme d' un pol ynéme eng?a

de degré <m-4, qui par conséquent, lorsque % tend vers a ,
™
est Infiniment petit devant \ —/’—— , et dune fonction holo~
-a

mor phe qui reste bornée lorsque %4 tend vers a, donc |la con-
dition est bien reéaliseée.

Cas ou R2=+oc .

Supposons nami ntenant que soit une fonction holonorphe
pour R1<| -a | . BElla atinet' alors un dével oppenent de LAURENT
val abl'e dans 1l'extérieur de la circonférence, et nornal enent
convergent dans toute couronne R, < R: < \)é-a,| < R'z< 4+ o0,
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Dans ces conditions, il sera dire que le point

["infini est un point régulier , Si tous les coef-
ficients sont > que | e point ["infini

est un pble d ordre% si le coefficient pas
nul. et si tous les nul s,

l e a l"infini est un singulier essentiel

, S il existe une infinité de , qui ne

Par exenple une fonction entere, C' est-a-dire
dans tout le plan conplexe, adnet, si elle n'est pas un poly-

nome, le point & |'infini comme point singulier essentiel.
Pour des seront vues o

|l e coefficient- s résidu de a l'infini. et se
not e
Corollaire 5

est , et si i n-

, [/
petit devant | | | tend vers o , le
v
point & |'infini est un point régulier; si est
] ]
petit devant 4, alors |le point
al'infini est régulier ou pbéle d ordre et, si c'est
un poéle d' ordre est équi val ent
I nfini. [

[

Corollaire 6

Pour que @ soit un point essenti el pour L
faut et suffit que la fonction
que toute puissance de ' lorsque p tend vers 0 que
'e point & TTinfini un p0|nt singulier essentiel, 11
faut et il suffit M vite que toute

pul ssance de p I orsque p tend VEers+ oo .

~ Le dernier corollaire nontre que voi si nage n point
singulier essentiel a, la fonction est suscepti bI e d une
croi ssance treés rapide.
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Si I'on extrapole ce que |'on sait pour |les pdles, il
serait méme normal d'inmginer que, lorsque/j egd vers un,
poi nt singulier essentiel @ , la norma de63 tende uniforme-
ment vers 1'4-nfini, plus rapidement que tdute puissance de

\ 1 l Q. il n'en est nullenent ainsi.

-

68'11 est vrai que le maxinumde la norme M (a_; £) tende
f trés rapidenent versoo quand p tend vers (., nous allons

voir quell 7 _lne tend méme pas verseo lorsaue % tend vers a.
si F= @ .

Théoréne 17 de Wlerstrass

Soit 4 une fonction hol onorphe pour o < !’é—wl <R, & va-
leurs conplexes, adnettant a comme point singulier essentiel.

Alors, lorsque %4 tend vers a , 4 (%) approche arbitrai-

renent pres de toutes les valeurs;'autrement dit, |'iImage

par 4 de n inporte quel disque de centre a4 (percé en a, ) :

0< [£-a < P <Ry , est dense dans Te plan conpl exe.
v

Dénonstration

Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi, et nontrons
que nous aboutissons & une contradiction. Supposons qu'il
existe un point C, tel que% n' approche pas de ¢ , pour

0<|n-a | < 9

Aors la fonction X— =l est hol omor phe pour 0<|4-a|<p;
en outre elle est bornéetdbone, d aprés le corollaire 2,
elle se prolonge en une fonction hol omorphe dans |e disque
[4-al<p , Cette fonction holonorphe s"annule peut-étre
au point .=a, mais elle n' est sdrenent pas identiquenent
nulle, et par conséquent elle admet a comre zéro d' ordre fi-
nim . On peut donc |'écrire

GDI’#;Q) /1— = - Qa 111.‘?"
e =5 ) (s)
ou4 est une fonction holﬁmorphe pour [4-a| < et# 0
au point o . La fonction|f]|est par conséquent ‘bornée infé-

rieurement par un nonbre « > O dans tout un voisinage de a .
On peut donc écrire, dans ce voisinage

meo || < Ry




au pointa/ un point .
est contraire & |'hypothése,

1
Nous voyons ainsi que |le conportenment, au voisinage d' un
point singulier essentiel, est totalenment _ du com
portenment au voisinage d un p6le et qu' un point
essentiel ne pas le nom de pole d ordre
de LAURENT n'a ~ plus rien a voir
un dével oppenment Qsynptotique, qui suppose un prenmer ter-
me, Ou partie principale). le méme
est lorsque le point singulier essentiel est |'in-
fini, il est & chaque fonction entiére qui n'est
pas un pol ynomne.
Consi dérons par exenple la fonction et veéri-
fions dans |'ouvert | [>p, elle
de toutes les valeurs. Nous méme nontrer
plus : elle prend une infinité de fois toutes les valeurs,
a de la valeur 0 . Si en effet nous considérons
e = el l e admet de
, ol est |'une des déterm nations
a |'extérieur du disque considéré, il existe bien une inf -
de telles solutions.
S maintenant nous consi dérons
ou , on gue, dans de
n disque, elle prend une infinité de
| es sans
en effet, quel que , Iinfinite de
2 ou est |'une des

de

Le théorenme de Wierstrass dit seul enent
[ es

Un theorenme beaucoup plus puissant et beaucoup plus

le théoreme de PICARD, dit voi sinage d'un pojnt
prend une de Tois toutes Tes
valreurs (frnres, brenm sauf une au plus, cette excepiron
étant possible, dans le cas Te par exenple.
Remar que 2
n‘est pris  une . & valeurs dans F ayant
en un point singulier essentiel, peut treées

ger en norme vers |'infini tend vers Prenons



339

1

—_— ‘4 -5_‘7
Prenons par exenple F = C , €L 12 fonction—{ra € )»

elle admet a comme point essentiel puisqu'il en est’a NS de
sa deuxi éne conposante; mais 4 | tend vers |"infini pour
tendant vers a , puisque la pr€miere conposante tend vers
["infini.

Théoréene 18

Soi t _i une fonction hol onorphe dans.(u: 0< ]_.’5"_‘?l< Ry ¢

La clhsse_résiduelle de la forme différentielle fernmée

3 (% )_d))_,relative au point a , est égale au produit deX
par fe"résidu™ de T au pointa, c.a,d. € coefficient de
TAURENT €%, '

Dénonstration

Soi t une circonférence de centre a et de rayon ¢ <R, .
parcourue dans |le sens direct.

Daprés la définition ménme (VII,4;2) des coefficients
de LAURENT, on a E J%\ﬁ(,) dﬂa = 2T e, , et cette integra-

| e est bien la définition de la classe résiduelle (théorene64
du Chapitre V) relative a une forne différentielle
dans Ca/ o

Q

Théoréne 19 des résidus

Soit )lwt}' un_ensenble ferme * de peints
tel

* Nous inposons & |'ensenble des «; d' étre ferme, pour la rai-
son suivante. Nous voulons é¢carter le cas d' une suite a,tendant
vers un pointu de £ . On pourra rétorquer que, si les a; sont
singuliers, a le sera alors aussi, et ne sera pas une singulari-

té isolée; |'hypothése "isolés" senble suffire a écarter ce cas.
Mais nous ne voulons pas obliger |esa,a étre des singulariteés;

en supposant ;I hol onmor phe  dans {a;}, nous en faisons
seul enent des?singul arités éventuéll'es'’‘FI' ne faut pas écarter
la bonne surprise ou certains des a, seraient réguliers. Nous
consi dérons toujours des espaces vectoriels de fonctions;, o |a
some de 2 fonctions singulieres en a; geut étre régulieéres

1

(exenpl e j’- f——- 0 ) . Voila pourquoi hypot hése : "ferme"
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* d' un de et soit une fonction
dans , & valeurs dans un espace de
Banach

| S alors V ~est un
. de ., hunie de 1'
son ne contient au

la est étendue a tous les points qui se trouvent

Nous allons en fait dénontrer une pl us
général e.

_ en effet a par rapport aux
poi nts de V, et |'indice (0 par rapport aux polnts

60 du V)
On a alors :
Si est un singulier de de longueur finie,

et si _son image ne contient aucun des , on ala
formul e

I est |'indice de par rapport a . Ce théo-
rene résulte inmrédi atenent du théoréme 64 du

et du sur cl asse résiduelle de
en

¥ Cela veut dire, rappelons le t out

: est centre d'un
di sque ne contenant aucun

dans cette formule, 2 sens différents

- , c'est un
i ndi ce, ou c'est dans 2

Les Etant isol és dans , sont en nonbre fini dans
le ; sans quoi on Pourrait en extraire une

. _ ] serait dans |'ensenble singulier mais
ny serait pas isolée.
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Néanmoi ns, €étant donné |'inportance du résultat
lier tel qu'il est énoncé dans le théoréne 19 nous & |coRs -
en _donner une dénonstration qui, tout en étant exactementcelle
du théoréne '64 du Chapitre VI, adaptée a nos conditions
particuliéres, ne fait pas appel a lui,

o
Dési gnons par Y. pour ., & \ Je bord, d un disqua A
de centre a; , entiérenment contenu dans V ; comme ces a,
sont en nonpre fini, on peut faire en sorte que les A, soient
deux & deux extérieurs.

Aors le cycle "= > Y est un bord dans {a{“i}
o

1

a savoir le bord de [V(QA‘;)'

Il résulte alors du théoréme 6 de CAUCHY (prenieére
formule intégrale) que |'on a :

veI

(¥, 4;13) j M) d/é =0 , ou
P-?U}
~ Tix) dx = V=Y 2inm R . J .
(314 M%)% %ZJ“%M 2, i R
Renmar que

La 2éme fornule intégrale fondanentale de CAUCHY a servi
a etablir toute la théorie, en particulier a trouver le dé-
vel oppenent de LAURENT donc & definir les résidus; mais elle
est a postériori une conséquence du théqreéme des résidus.
En effet la fonction )5 mf, pour% hol omor phe dans (), ,

- A
adnet _a comme singularité possible., Son résidu est évidement
(a3 a est en effet point régulier ou pole sinple, et, si
on cherche un dével oppenent limté au voisinage de a suivant
le_s,puiﬁnces de A—a , en utilisant TAYIOR : . 4
42()5)=](ob)+()l)—av)$’ (@y+ -+ 5 le ler coeffgﬁent, cel ui de——g;
est %(a) . Alors (M1, 4;11), applique a_«ﬁ’%dome (VII,258et9);

de la méne maniere, il donnerait les formules( VII,3;1).

Corol laire

Supposons reéalisées |es hypothéses du théorene, et en
outre JSL simplement connexe. Pour que J ait des primtives
1




hol onor phes dans {1L- il faut et il gue

tous ses reésidus *
a une primtive celle-ci est une prim-
la 1 = forne (voir raisonnement
pour dénontrer
, et son intégrale tout cycle de
est nulle; en choisissant pour cycle un-cercle entourant un
_ voit que chaque résidu de est nul. |nversenent,
s'il en est ainsi, nous allons nontrer ue le critére
du chapitre VI est réalisé. Soit donc H]
une application (au sens reéel) du cercle
de dans Pui sque est sinplement connexe,
H est en une application continue du disque
unité A dans (rmai s pas, bien dans
qui n'est sdrenent pas sinplement connexe : un ent ou-
rant un des  n'est pas pas a l e theéo-
reme des reésidus, sous sa forne nontre,
pui sque tous |es sont nuls, que 1

ce qui est exactenent le critere
a des primtives dans

sonnenent du 7 montre que ce sont des primtives
hol onmor phes  de On sait ensuite que, si est connexe,
donc aussi ( du Chapitre

primtives different d' une constante.

Le théorene s'appel le aussi théorénme inteérieur des ré-
-.  existe un autre théorene. egalenent utile dans la
pratique, t héor éne des reésidus.
une fonction hol omor phe - . Hle
alors dével oppenent de _ nous avons
l e o & la quantite- c'est-a-dire
le coefficient de changé de signe.
* Ce qui pas |'absence de singularités : le

du n"est que _ ;les peuvent étre
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Néanmoi ns bien évidenment, il existe une propriété ana-
logue au théorene 18, et qui est la suivante :

31 X est une circonférence situce dans, | a couronne
da~-a >R, et parcourue dans Te sens rctrograde,on a la

formule
(¥, 4545 ) j {(5%5:—2;7(5:4: 2T J?woog;
v

Notongs bien ici qu on prend.la précaution de faire par-
courir y dans I e sens rétrograde. Nous verrons plus loin
la rarson d eire de ceS nanoeuvres a priori burlesques.

Remar que

Noter qu' une fonction ne posséde un résidu= 0, en un
point o A distance finie, que si_a est effectivenent sin-
ulier, alors qu'elle peut posseder un residu a [ infinr,
méme SI° 1"infini est un point régulier. La régularite a |'in-
fini signifie en effet que |e dével oppenent de LAURENT ne
contient que des exposants = 0 , cA qui n'enpéche pas |'exis-
tence de |'exposant - 1 . On en verra |'explication page
On voit alors que, si T est ninporte quel CZcycle, de
longueur finie, contenu dans j(5x-a]> R, , et entourant a
une fois dans le sens rétrograde, 1'intégrale} %)5’, %

r

est égale & son résidu a |'infini.

En effet, comme nous |'avons vu dans la dénonstration du
théoréne 19, I' est C homologue, dans | »é—al >R,, anim
porte quelle circonférence de centre a , “parcourue dans le
sens reéetrograde. Ceci nontre que le résidu a |'infini est
i ndépendant du point a choisi pour faire |le dével oppenent
de LAURENT, et ne depend aque du gonportenent deﬁ al'in-
fini. Autrement dit, sid = a, fest aussi  hol amor phe pour

”5— Prl) R.+ |0L—3v| , le coefficient de4—‘r dans son dével op-
penent de LAURENT relatif & b est le nehe que le coefficient
de 1 _ dans son dével oppenent relatif a a,

Le théorenme extérieur des reésidus s'énonce naintenant
comre suit

Théoréne 19 bis

Soit 2 un ouvert de C , conplénentaire d un conpact.
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un _ensenble ferné borné de points isolés

de , et soit une fonction dansa

val eurs dans espace de

Soit Wcontenue dans _ une variété de classe avec
bord, nunie de |'orientation de , _telle que soi t
dans et que e bord de Wne contienne aucun des
points

O _nuni t | 'orientation de bord de

a-dire de |'orientati on opposée a celle de bord de w,
encore on a la formule

Bien noter que dans cet énoncé, tout fait intervenir

ri eurenent ! : -
cycle est un bord 3 du du chapitre V).
Dénonst ration
Deésignons en effet par un disque ouvert quel conque
mais assez grand pour contenir et tous les points a;
(qui fornment, comre nous |'avons supposé, un ensenble bor-
né), et également |'ensenble . Il est alors possible
d appliquer le théorem intéerieur des reésidus 19,
relativenent au cycle A ( orienteé
comme bord, donc dans |e sens direct, come

ou rétrograde), bord de A '

On obtient la formule

* Dans cette formule, |es cal cul ent comme toujours
par des intégrale sur des cercles parcourus dans le sens di-
rect, alors que se calcule par une intégrale sur un cercle

parcouru dans |le sens rétrograde.
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Cette fornmule peut encore s'écrire
N Tor S Jon dx
(w45 18) J {%(5)%_%7{“26% d%aé 4 S&Aﬂ’é d’é

et conpte tenu de ce que la derniére mteRraIe n' est gutre

que 2 + R fois le résidu & I"infini, theorene est denon-
tré.
Corollaire
Soit -{w } un _ensenble fini de points de @ . Soitf’
tel

une fonction hol onorphe sur [ '{a/} 4 valeurs dans F .
¢ 1el

Aors |la somme de tous |es résidus de '42 aux points a. et
au point & I'infini, est nulle.

Dénonstration

Soit Vune sous-variété & bord de C , dont le bord ne

contienne aucun des @, . L'intégrale de ‘2 ) sur ce
bord, orienté comrg bord de V , est 21 S la somme des
résidus des a,« V : I|'intégrale sur ce bord orienté comme

bor d de[V , c.a.d. €en sens inverse, est 2+ W la some des

résidus des a; e gv et du point @ .d'ou le résultat. Le
choix de V et rbitraire; on peut'par exenple prendre Vv
vide, gt on trouve sinplenent que Ia formle (VII 316)
donne O au premer menbre, puisqu intégrale d' une 1-forme
sur le l-cycle nul. On peut au contraire prendreV assez
grande pour contenir tous les a, ; l"integrale sur son bord
parcouru dans |le sens direct donnie 2y fols la sonme des ré-
sidus des a, , tandis que 1l'intégrale dans le sens rétrogra-

de est le résidu a |'infini', puisque ;?’ est alors hol onmorphe
dans |V (voir page 75).

Exenpl e

- —_
SoIt Z_ une fraction rationnelle, c.a.d. une fonction-de
Iaforrre_QP:, , ou P est un polynone & coefficients dans F,

Q un polynone & coefficients conplexes. Les residus aux dif-
férents poles a, ont été introduits tres élénentairenent,
dans la théorie "de |la déconposition en élénents sinples.



Cette nmontre que la some

des residus est ~coefficient de dans |e dével op-
pement (de LAURENT) suivant |es .. 8 a l'infin;
d' apres ménme, ce coefficient est |'opposé du
résidu & |'infini (voir page Ce raisonnenent direct
(n"utilisant aucune théorie de fonctions de variables com
pl exes), sera plus loin (page et
une autre dénonstration du corollaire.
Soi t une fonction hol onorphe dans
est un contenant a,.
Soit H (par rapport au corps des
de un du plan conpl exe
H =
Al ors est la

est la forne différentielle

—3

Les fonctions et sont donc treés différentes. Toutes
deux sont o dans , mais leurs
en sont distincts. Aors

2G
Il est de dire : de forne
, poi nt , est

de Ta forne =

Soit en effet une sous-vari été avec de de

classe C’ munie de |'orientation canonique de
que a
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Alors T‘_!}V ent oure a. une fois dans 1_% sens direct,
et, d apres | a définition feme du résidu de 44, On a

(VL4 19) J Jogo dy, = 2w Resg

Al ors H(s\/) v, est elle aussi une sous-variété avec
bord, de classe ¢ de ).

2

D autre part, d apres la formule (
le déterminant jacobien de H est nécessairenent > 0,
autrement dit H conserve les orientations.

Aors |'orientation de H (V). , wransportée par H de
celle de V,, n'est elle encore autre chose que |'orientation
de V, induite par C.

Il en résulte que H (T, )= TL entoure une fois a, dans
le sens direct.

[l en resulte alors que |I'on a
(Y, 4320 JT 0, %5,) dgy = 247 ﬁ%% 9
2

Mais par allleurs, les premier's membres de (VII,4;19) et
(VII,4; 20) sont égaux d' aprés le théoréme du chapitre VI
qui exprine |'invariance de |'intégrale d une forme diffe-
rentielle par difféomorphisme, et ceci dénontre |e théoreéne.

~ Ce théoreme subsiste si |'on considere le résidu & 1'infi-
ni. Considerons, par exenple, |'application H ;/§__.. 5 =1
1 2
)

de!)éJ <A dans[’é2|>4 ; elle transforme alors Y, définie par

) P 4
|51|<19en V, =H (V, )définie par 1)62]>_p_.

Par ailleurs, elle conserve encore les orientations comre
nous |'avons vu précédemment.

Elle transforne alors le bord de V , c'est-a-dire le cer-
clebf de centre 3 et de rayon p, parcouru dans le sens direct,
dansV | e bord de V, , ¢d-est-a-dire le cercle Y. de centre 0

et de rayon z,— parcouru dans_le sens retrograde Cest
dallleurs c€ qu'on voit aussitot directement.



ce qui que le résidu de a |l'origine est égal au

a |'"infini, Justenent parce qu' on a défini le
résidu & l'infini en utilisant des cercles parcourus dans
e sens

Nous avons appel é |e coefficient du
au voisinage de a , le résidu de |la
tard, le résidu de la forme différentielle

Le t héoréne nous nontre que c'est la un abus de
| angage qui est dangereux dans [es changenments de variabl e,
pui squ”en exclusivement 1e de Ta fornme
differentielTe qui SE CONSEerve par changement de variabl e;,
c est Tui sedl qui a un Sens conmme e nonire deja
daifTeurs des résidus 18 ou 19.

Ceci n'est dailleurs pas fait pour nous étonner. a la
, hous avons seulement defini la classe
en un point dune forme différentielle de N- 4
dans un espace affine, le corps des reélrs, de
étant alors un espace de dinension 2 sur le corps des
réels, on ne peut parler que du résidu d une forme
non d'une fonction. La correspondance
entre fonctions holonmorphes et [|-fornes
hol onor phes donna t des idées fausses!

de R emann, sphére de R emann, résidus des formes

4 singularité 1solee.

les résultats précédents encore meux en
termes de variétés hol onorphes. Une variété hol onorphe W
de dinension conplexe 1 s'appelle surface de R emann (sur-

faces ~ de dinmension réelle2) une teflTe surfa-
ce, les fonctions holonorphes ont déja eté definies, come
| es cl asse (donc par rapport 3

dans un Banach F ,
pour toute carte locale
, ou un ouvert de , la

fonction = est hol onor phe sur

-a
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Si par ailleurs CU/ es'c un ouvert de V , domaine d'une
carte 9,1 O — & (@)Y= U ., et si une 'fonct i on sur U

est telle quejf CID soit holomorphe sur U , il en est de

ménme pour toute autre carte |locale CID @, — Cb ((92) v
du domaine U (théoreéne du Chapltre VI) et fest donc
hol omor phe sur

Soit maintenant S une-forne dlfferentlelle de degré 1
sur W avaleurs dans F. Soit ®:0—— ne carte
locale, 'et "W |"image réciproque-de @ ar Cﬁ .C'lest
une |-forme sur (? donc de la forme A dee +B%, ou A et B_
sont des fonctions sur (¢ . l\/als alors on —peut aussi écrire

Cdﬁé+ Dd)»b ,avecC_A B ,D=¥_ ; et in-
versenent. On dira glors quew est hol ormrphe sur W si,
pour toute carte,a@ W est de la forne C(fla d% , ou C est
hol gnor phe sur &_, (donc cela exprine que 8 est hol onor phe
et D %Ile Si w -est une I-forme sur.q . domaine d'une
carte ®, , et si D5 est de La forme C, . » C,hol om)rphe,
al ors, pour toute- autre carte. @ du_nénme ouvert
est de la forme C d){, C holomorphe dans ©, , et @ ést
par conséquent une “For me* hol onorphe dans ¥ . En effet

. CE est un dlffeoerphl sne (par rapport au corps € 5

des  sur G, et @:&3’ est la transformée de |a formed)f&j

par 4511 ® ;¢il suffit alors d appliquer le calcul déja fait
page
. —_—
31 {l est une fonction hol onorphe, son cobord d’a est une
| -forme hol onorphe; car sur toute carte locale si |'on pose

(T=©*I , on-a d§>= 97(6)% Toute |-forme hol omor phe

est fermée, comme le nontrent des cartes locales. Donc on a
| a lére formule intégral e fondanental e de CAUCHY, sous la
forme suivante(appl ication i meédi ate de STOKES, théoreme
du Chapitre VI)



Théor ene-22 a.

L'intégrale d une |-forne sur_tout
est _nulle.
Mais rien d anal ogue n'existe pour les fonctions ]
Le théorene 7 s' et&nd_ . (puisqu'on se re-
fére au théorene du Chapitre VI) :

Théor ene 22 b.

Si la variété est si npl enent | -forne

nor phe sur W, a valeurs dans F, a des prinitives,

des fonctions hol onor phes tell es que ;
de ces primtives d' une constante',
est _connexe.

n'y a pas de généralisation directe de la 2enme formle
intégrale fondanentale de CAUCHY, ni du théorene de |a
moyenne. Par contre, ces fornules peuvent étre considérées
comme des cas particuliers du théorene des reésidus (voir
la remarque qui le suit) qui, lui, se géneralise parfaite-
ment come suit.

Soit d' abord une
est un voisinage ouvert de a sur W '
fonction ayant a conme singularite i sol ee. Sur

a un devel oppenent de LAURENT
a . Les coefficients de LAURENT dépen-

dent entierenent de la choisie, et n'ont aucun sens

intrinséque. Toutefois on voit imeédiatenent que, si a est
pour sur une carte, il en est de nénme sur toute

autre carte, et qu alors Ivordre du premer coefficient de

TAYMR non nul , |"ordre du zéro de ™ en

indépendant de la carte; on |'appellera |'ordre du

en Si X est un Pdle , Ceci subsiste

toute autre carte, et on dira que pble d ordre

en . De méme pour un point _ essentiel. peut

enfin procéder de méme pour ,
3 sur une carte elle
est et a un zéro d' ordre, C a un d ordre
ou un ceci sur chaque carte,
et on dit que a la méne propriété en a sur
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il n'existe pas de nction de reésidu_d' une fonction ayant

un point singulier |sol% Mai s soit & une |-forne, holo-
morphe dans |, Q, est un voisinage de a domaine
d'une carte locale; @ a donc a come sinqul ar te (éven-

tuelle) isolée, Dans upe carte quel conque eV, ®:0— U,
P®)= a ,w s'éerit C , et, comme le rmntre | e thég-
réme 20, le coefficlent C. , du développement de LAURENT deE

au point singulier isoléy est |ndependant de la carte lo-
cale choisie. On 1l'appelle résidu de W au point singulier a.
Il a une interprétation intégrale; siV est une sous-variété,
de dinmension 2 avec bord de classe ¢, -de 4 (consigérée
comre variété de dinmension 2 sur R ) telle que a €V ,SiV
est nunie de |'orientation induite,par Q@ , et son bord T
muni de 1'orientation bord, alors j w vaut 213 fois le ré-
sidu de wena . Aors : T

Théoréme 22. ¢
Soient. W une surface de R EMANN, {a, } un_ensenbl e

1e1l
fermé de points isolés de w , @ une |-forne hol onorphe

—

dans (: {a,. } a valeurs dans un Banach F , V une sous-
w rel

v

vari été avec bord, de dinension réelle 2, de classe C1 (*)
de _W, nuni e de I'.orlentatlon Indurte par W , TI" son bord,
muni de ['orientation bord, et ne contenant aucun des a; .

Al ors -
(W4322) jw= 2177 Z (Rw .
T

wEV

Oh pourrait étre tenté de généraliser la formule (VII,4;
12); mais la notion d indice n'a été définie au Chapitre VI,
et ne peut &fre définle, que pour des ouverts d un espace
vectoriel de dinension finie, non pour des varieétés général es.
Elles reposait essentiellenent sur le falt que, sur un espace
vectoriel de dimension réelle N sl e groupe d' honologie du
conpl énentaire d' un point, pour 12 di mensi on N- , était
|som)rphe aZ ; fait qui ne subsiste absolunent pas sur une
variétgé generale Il existe toutefois une généralisation
utilisant |a notion de degré topol ogi que; maisnous ne |a
donnerons pas ici. La dénonstration de ce théorénme des résidus
sur une surface de R EMANN est exactenent analogue & celle
du théoreéne . De 22 c et du critére donné au théorene
du Chapitre vI, on déduit, exactement par |e mérme rai sonnenent

* Conmme toujours, V est conpacte.



qu au corollaire du théoréme 19.

Théoréeme 22 d

Dans les conditions du théoréne 22 c, est sinpl enent
forme |-forne a des primtives hol onorphes

des fonctions hol onor phes telles

¥

que = , Si et seulement si ses résidus en tous les a;
sont d

[l n"existe pas un théoréme des résidus intérieur et un
autre extérieur, mis un seul, plus haut. Cependant,
supposons Wconpacte abstraite, voir remarque
apres le corollaire du 12). .
est une sous-variété avec bord, mais ;. on [ ui
appliquer le nméne théoréme; nais , comme bord de v
al'orientation opposée 4 celle de bord de ; cette
nouvel | e |"integrale de donner a 3.
Ce ne pas | a deux théorénes différents,
et |'autre dit extérieur, mais 2 applications du méne
me a Vv respecti vement ! Naturellement |eur conbinaison

une du corollaire du théoréene Lis

Théoréene 22 e

est conmpacte, et si  est une |-forme hol onor phe,
sauf en un nonbre fini de points singuliers, la somme de ses
est nulTe. On T obtiendra directement en appliquant

[e a4 V= W , de bord vide!l On pourrait
étre tenté de généraliser le théorene 19 bis; mais il a
pas de bonne notion de résidu & |I'infini une vari été.

contraire le théoréne 19 bis qui-est, sous une forne
une application pure et sinple du théorene genéral

unique des reéesidus. Il faut, pour Te voir, introduire Ta sphere
de R ENMANN

On appel l e de RIEVANN | ensenble forme de , corps

et d un point l"infini" On la note-

ra _ . Ce n'est un mais le sous-ensenble est
|l e corps des - D au& part, pour
cation . définie hatf&t uel l enent dans
pr ol onge en une bIJEC'[IOI’] de sur |ui-néme, en

= 0; et oo 0 . Minissons ma

t opol ogl e (de trés anal ogue a ce qui
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a &té fait pour la droite acheyée, page 58 du ChapitreIII).
Oh dira qu'un ensenble (¢ de ¢ est ouvert si, ou bien il
ne contient pas 00 et est al ors un ouvert de C , ou bien
il contient o €t son conplénentaire est alors un conpact

de @

On voit inmédiatenent que les ensenbles U ainsi définis
satisfont aux axionesdes ouverts d'une_ topologie;, cecl
d'ailleurs serait vrai en renplacant C par n'inporte quel
espace topol ogi que X.

L' axi ome de séparation de HAUSDORFF est vérifié aussi;

si a et 4 sont deux points distincts, il est évident qu'il
existe un volsinage de |'un et un voisinage de |'autre qui
sont disjornts, sTils sont tous deux dans C, si |'un, a

par exenple, est dans € , et |'autre ¥ est = , c'est en-
core vrai en prenant un volslnage conpact de a dans ( ,
et son conpl émentaire dans @ conme Vvoisinage (ouvert) de oo
Ceci est valable, non seulement pour € , nmais_pour tout
espace |ocal enent compact
A

Dans |'espace X ainsi obtenu en rajoutant un point & 1'in-
fini a X ,hasusteor. fandament al de voisinages de oo est
formé des complémentaires des compacts de X , X est fow-
Jours conpact et s'appelle le conpactifié d'ALEXANDROFF de X ;

en effet, si ( O)ie1 est un recouvrenent ouvert de ¥ ,
|"un des (; contient” so et son conplénmentaire est alors un

compact K de X et un nonbre fini des O, suffit a recou-
vrir K | donc il"exlste bien un sous-recouvrenment fini.

A
Les suites de ©  convergeant vers un point de €@  sont
les usuelles (saf qu un nomhre fini de leurs éléments Peuvent

étre oo ); une suite 4. de converge versa, , si |4 |
(en prenant|se | = + oo ) tend vers +e surR . Enfin ‘on,
voit que la bijection fé——';é-z—i est un homéonor phi sne de C

sur | ui-néne.

.

Introdui sons maintenant sur € une structure de surface
de RIEMANN, ou variété holonorphe a 1 dimension complexe, ~
Une lere carte sera |'identité ¢ :%—wx de 0= € sur@ c C
Une autre carte sera g P — A el - QC sur Ce{o}c,c_

Pour vérifier.que nous définissons bien |a une structure
hol onmor phe surr(ﬁD , nhous, devons, confornénent a ce qui a
été dit page JBduy chapitre Ill, varifier que | es homéomor-
phi smes %?Wa , U CB,IIJI% W, ,sont hol omorphes. or & o,




; toutes sont

23
La de R ENVANN est une surface de
ou de dinension conplexe 1, conpacte
La projection stéréographique H '’ un
par rapport au corps des ., _entre et la

avons déja dit ce qu' était cette projection
sphere de

, d'" équation
ses deux 1)
de po6-
définie par les for-
nmul es suivantes dans , , ., dans
v o= 1
1
— 1
aussitot que c'est un
* Sue dépende continuenent de et tende
(0 ) quand ) tend vers I'infini de@, c'est évident
sur ces fornules. En sens inverse, on voit *
est sauf peut-étre, pour mais on ne volt pas au
coup que, vers I'infini de
pas sont pas
Jonc d autres formules dans le sont possi bl es).
| e plan tangent en Nest un in-
du 2é de ce qui
tre ce d ailleurs connu toute
facon, étant conpacte, est continue et

c'est un !
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Nous devons nontrer que c'est un CZ difféomorphisme (far
rapportau corps IR ). Pour cela, nous devons appliquer le
crifhne glo Lo page X1 du Chapitre |||. Prenong deux cartes,

etuf=1po='5-—>7 de C ; et deux cartes Py="P et
CDS=P;1 dr. Y. . Elles nous suffisent, puisque, dans chacque
cas, |€S domaines de ces deux cartes recouvrent la variété,
et que les cartes d une variété ont des dommines qui corres-
ondent exactement aux donai nes des cartes de l'autr'PhpaI‘H .
| reste alors a nontrer que les applications ®y° H°(I3

-1 o 2 z L
et OeHoe sont €7 ge R sur . O la preniére est

P'eReI= I ,identité. La deuxi éme est B- P ¥ ; Mais
on voit aussitét que P;° Py est I'inversion par rapport au
cercle trigonométrique] tandis que W est |'inversion suivie

. -1
d'une symétrie par rapport & |'axe O« ; donc P o P~° Y est

finalement cette symgtrie. Ces deux transformations sont
trivial ement C* de R" sur :

Remar que

Par contre, la projection svéréographique n'est pas un
di ff éonorphisme par rapport au rorps € , car Y, n'a pas de
structure conplexe, R’ lui-méme n' étant pas un espace vecto-
riel conplexe. Dailleurs s étant conpacte, est "abstraite",
et ne saurait étre plongée dans un espace vectoriel sur
(remarque suivant le corollaire 7 du théoréne 12). Mis on
peut, au contraire, transporter, pgr projection stéréogra-
phique , la structure conplexe de ¢ sur, , et faire ainsi
de > une variété holonmorphe ( nais pas en tant que sous-va-
riété de B>, qui n'est pas conplexe).

Nous pouvons maintenant interpréter les notions de résidu
a 1'infin 1 yues page 336,en termegs de résidus sur |a surface
de RIEMANN C au point <o . Soit 47 un voisinage quvert de oo
dans @, c.a.d. Jle conplénentaire d un conpact de € . posons
V= (o0 = NC. Soit une fonction hnlonorphe su. 4 ,
donc ayant, sur U , oo cO singularité (éventuelle) isolée.

si-00 est un point régulier pour ou un pole dordre m,
ou un point essentiel, en utilisaht'une carte d'un voisinage
de I'infini , par exenple ¥ . 1 et ,&n regardant si la fonc-

tion transformée,c.a.d. P 4
voul u au poi nt 0’ _ g 5——»;? (? ) » & le comportement

D apres ce que nous avons dit {’lus haut, on reconnatlt




| es coefficients de LAURENT de
reliés a ceux de au point a l"infini,

aura oce conme point
=  pour ,
et comme point régulier
=O
ce que nous avions dit

pour
page

Il en va tout
dans Oh a alors

la fornme )

La
et de

Donc

el | e devient

au voi si nage de 0 entre

de de a l'infini
sera
seul enent si,

, Si et par

réguliere au point O pour
; et de néne

oo de
0 pour

ou un pole

La forne a donc

au

regulier, si et

a |'origine est,

définition,

aura un point

un pble d ordre 2 au point ,

0 sont
seul enment
; ¢ est

hol onor phe

carte
qu' on doit

| es coefficients

cette
au

est
, Ou
régulier

pour

la for-

me % un d ordre

un pbéle d ordre

si une fonction
un pole d ord
pble d' ordre :

une carte ==

O la fonction pole d ordre 1 a

en un point a
sa
le nmontre

|"infini, donc

sa un pole d ordre 2.
L'identification de dans condui t, dans
aux pires erreurs, a_un I"infini. La

soi gneuse [-fornes évite donc beau-
coup d'erreurs. Neannoins. sur ce n"est pas telle-
ment nécessaire, €t la theorie des fonctions de variables com
pl exes de la situation particuliere dans Par
exenple par la formule intégrale fondanentale qui n'a Pas
d' extension aux variétss.
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pE——

s1 maintenant nous cherchons le résidu de QL au _point oo,
c'est par définition (page31) le coefficient (c) c.a.d.

- T, (4) sc'est bien la définition donnée page)36 La for-
me 4% a un pole d'ordre 1, il n'est pas étonnant qu'elle ait

un résidu, qui est -1. L'interprétation intégrale du résidu
est la suivante. (Res @ est, par définition, fes,( C("{))d"é):
—/}— j C()ﬁ)d)j , ol J est un petit cercle de centre 6

25T y
parcoupu dans fe sens direct = TR j W= ZMTJ *('5)4)5
ou B‘ , transformé de X par 6_—>"— s, est un grand cercle

parcouru dans le sens reégrograde; nous retrouvons |a défini-
tion adopt ée pour paqe3h3 ( & tort dailleurs parce
qu'il aurait fallu dir'e d)?) et non (Rés, ? »qui

n'a pas vraiment de sens).

Interprétons enfin le theoréne exterieur des residus, théo-
rene 19 bis. Adoptons toutes |es notations de ce théoreéne.

Posons f)___ O u {00} , donc £) =[ﬁoo=ﬁ nC . Q est,

dans € , 1¢ conpl énentaire d' un compact, donc () est un
ouvert de @ , contenant eo . Puisque J est holonorphe dans

[ {a/.}teI W = % d’j) est hol onorphe dans L{ a; eI w}}

On peut donc ,1;11 a’ogllquer‘ | e théoreme 22 c des résidus, re-
IatIVPn:PnT £ (qui est conpacte, come il se doit;
pour 1' appllca’cio du théoréme 22 c) et a son bord T' .
.doit étre parcouru dans le sens rétrograde, puisqye bord
de V Les points singuliers (éventuels) de w dans (L sont
exactenent les a; et oo . Pour chacun d eux on devra calculer

le résidu de @ = (%) d’é - s Qui est ce que nous avons appe-
1é ( & tort) le résidu de aux points a, suivant la défi-
nition page 334,et pour oo ivant la définition page 336.

L' appl i cation du théoréme 22 ¢ donne alors exactement le ré-
sultat du théoréme 19 bis. Comre qu0| m)yennant la considéra-
tion de la sphéere de RREMANN, il n'y a bien qu un seyl théoreé-
me des reésidus, |e théoréme 22 c; et |le point oo de @ est un
point comme les autres. On arrive toujours a tout expliquer,



en fonctionner suffisanmment sa matiére grise.
["on veut véritablement ne Jamais commettre d' erreurs on

doit, une fois encore : ne se pernmettre

et que dans , sans point & iinfini, Sans
faire de difféonorphismes. Dans tous les autres il fau-
dra soigneusenent |es distinguer, et ne parler de
notamrent de résidu a |'infini) que pour . Le reésidu

‘une |-forne a un sens, pas celui d une fonction. Nous
comettrons quand néme souvent des abus de l|angage dans la
suite, mals 1l faudra les manier avec prudence.

est bon de dire que RREMANN a introduit la sphére de
R EMANN justement pour débrouiller les conplication apparen-
tes du point & |"infini. et d autres considérations ana-
| ogues & celles que nous avons vues antérieurenent |'ont
conduit a distinguer les fonctions et les |-formes
puis a définir en général les surfaces de RIEMANN et & les

. B c'est HERVAWN qui, en donnant le prenmier une
definition vrainent des surfaces de RIEMANN (Die |dee
der Flache, a Introduit "en régle" les

cartes locales, dou la définition noderne des variétés

en général. De cette difficulté du point oc sont
donc sorties, par des chaines de découvertes, certaines des
notions les plus inmportantes des mathénatiques nodernes.

Théor ene

Pour fonction ou |-forne soit néronorphe dans tout
le plan conplexe, infini conpris, c'est-a-dire sur la sphére
de Rienann , Il faut et il suffit qu elle soit rationnelle.

Dénonstrati on.

Soi t une fonction rationnelle, —
a coefficients dans F , Q conpl exe; bien évidem
ment elle est méronorphe sur . Nous devons la

Soit donc une fonction méronorphe sur . Les

singularités de f un ensenble fermé de
points isolés; est conpact, il n'y en a qu' un nonbre fini
Soi ent | es points singuliers a distance finie. Pour cha-
cun d' eux la "partie polaire" de ,

| a some des termes d' exposant 0 du dével oppenent de
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Laurent de :—F’au voisinage de a; . La différence

'3'- J- (Z{ ) est une fonction entiére sur C , car
ses seules singularites possibles, les a; , sont des points
réguliers. Al'infini, ? a un p6le, mais les parties po-

laires :P: y sont réguliéres et néne nulles, donc _g' a en-
core un pdle. Daprés e théoréme 13 de Liouvllle, q est

donc un pol ynore, et cf est bien une fraction rationnelle,
obtenue néne sous forne déconposée en él éments sinples.

Sil s'agit,d une |-forme, on |'écrit ;ﬁ(fg) dg et on
rai sonne sur }'

0 i oo i oo

Théor ene 25

Soit& . un ouvert de € . et soit une fonction méromor-
Ehedans 0, , a valeurs conplexes. Soit V une variété de
dinension réelle 2,compacte,avec bord, de cl asse C!' dans

munie de |'orientation canonique de (@ .

Soit ¢ un nombre conplexe, et supposons que le bord T

oz © Ao | (OA —

ni par aucun des poélesde 4 . Alors on a. si T est parcou-

ru dans le sens de bord de'V . la formile
: 1 1%(5) _ v V0o
(ms;24) ror— | W = NV - NV )

QU N(¥ V;¢) est le nonbre des racines de | ' équat i on
_ J((_m = ¢ contenues dans V chacune conpt ée autant de
fois quel'indique son ordre de multiplicite et ou N(4;V;o00)

est le nonbre des poles 4 dans \ , conptés chacun autant

de fois que |'indigue son ordre de nmultiplicité. Si_en Parti-
i " vaut N( ;V;c).

)



Dénonstration

La fonction : hol oror phe
dans |'ouvert obtenu en retirant de les racines de
tion = c , et les pbles de

Soi t une racine de |'équation
d' ordre . Aors on a, au
du type
ou est une fonction hol onorphe et non nulle dans un
nage de

sinple au point :

ou est une fonction hol omor phe sans zéro, dans un
de a .

On a donc cette fols-ci

ce qui prouve que au point a , est-m

. |'ordre du pole a de Alors le théoreme des
résidus donne immeédiatement le

Corollaire 1

Pl agons- nous les conditions du théoréeme, en
en outre hol onor phe dans . Aors T application

de la variété conpacte orientée avec bord. V , dans ,

adnet, en point C de qui_n'appartient pas g |'inage
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]P ( ") du bord, un degré topol ogigue égal au nonbre des
racines de 4 (#4)= ¢ , chacune conptée suivant son ordre de

multiplicité, et en outre a |'intégrale
. o A A 0Ny,
m4529) d(F]Vse) = JP 4‘<6)‘°% = N(4;V;¢)

Dénonstrati on

Dapres la definition méne qui a été donnée page 260 du
chapitre VI, le degré topologique n'est autre que |'indice,,
par rapport au point ¢ , du cycle T . Cet indice est
alors aussi I|'intégrale (page 248 ali chapitre VI)

d
(¥IL,4330) I(41T5¢) = 21“1 L”‘ I:i/

Dapres la définition nméne de |'intégrale sur un cycle singu-
lier (formule (VI,63;60) ), cette intégrale n'est autre que
(VII,4;29), ce qui dénmontre le corollaire.

Remarque.- Ce corollaire nontre que |le degré topologique de

relativenent a la variété conpacte V , orientée, a bord, s
calcule de facon trés sinple, grace a |'hypothese d'holomor-
phie, néme lorsqu'il existe des racines nultiples.

Reconsi dérons | e calculdu degré topol ogi que, donné page
260 du chapitre V. On était alors anené a prendre |es images
réciproques de ¢ , c'est-a-dire ici les racines de |'équation

()= ¢ . 81 ces racines étaient isolées, et si en cha-
cune d'eflfes e dWéternmnant jacobien était (¢ , le degré
topol ogi que était la différence du nonbre des racines & déter-
mnant jacobien > N , of. du nonbre des racines a déterm nant
Jacobien <« 0 (le_déterminant jacobien devait étre calculé par
rapport au corps JR ), ,Nqus savons que, pour une app.ication
hol onorphe, |e déterminant jacobien (par rapport a ) est
toujours > 0 (formule (VI,2;7); le détermnant jacobien réel

dei est l/f”(»g) |* ), ce qui nontre bien pourquoi on est
amené ici aadditionner sinplement |e nombre des racines.
Miis en outre, la méthode indiquée au chapitre VI ne s'appli-
quait pas aux points ou il existait un détermnant jacobien
nul ; nous voyons que, dans le cas d' une application holonorphe
%, si, en certains points, la dérivée de est nulle, il
s'agit de racines multiples, et agu' on fait intervenir,  dans
te calcul du degré topol ogique, 1'or-d1i-e de multiplicité de
telles racines. Rien d aussi sinpl*e n'existe pour des applica-
tions seulement R — dérivables, Ceci nous permet & nouveau
dinterpréter la dénonstration du théoréme de d' A enbert, don-
née au corollaire 1 du théorene du chapitre VI; nous avions




t opol ogi que du

, que 0 ~ prouvai t - d"au noins "ne
racine, nous savons maintenant qu'on peut interpreter ce fait
de facon précise en disant que |e polynéne a exactement

chacune conptée autant de fois que |'i
ordre de multiplicité.

Corollaire 2

"ne suite de fonctions

phes & val eurs conpl exes, sur |'ouvert de ,
infini, localenment wunifornmément vers "ne fonction
Si alors C est "ne vari été de dinension réelle 2
avec cl asse , et si |'équation = | n'a
as de racine sur , alors. assez grand,
as de racine sur et le

nonbre des racines de dans est nonbr e

des raci nes de c dans , Chague raci ne étant
avec son ordre de multiplicité.

Dénonstration

Tout d'abord |'affirmation relative a" contour est inmmeé-

diate. en effet, si |'équation n'a pas de racine

v , la quantite ¢ | admet un m ni num 0
conpacte, S alors nous prenons assez grand

que la différence ' o soi t w1 s e

| " équation n'a pas de racine sur .1 osuffit

alors de calculer |"expression intégrale de N

donnée par et deffectuer le passage a la limte

intégrales (cas trivial de la convergence uniforne

un conpact).

- Conpte tenu du corollaire précédent, ce
n est autre que 66 du chapitre V1.
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Soit 4 une fonction hol onorphe & valeurs conplexes sur
un ouvert () de € ; on dit gue est 4 - valente si,
pour tout point ¢ de C, 1 'wyu. 1on = ¢ a au plus
raci nes dans () (en conptant chagu@ f»g?mg Agtant de fois
(T[Je ["indique son ordre de nultiplicite;, cela inplique que,f
ne soit pas constante).

Corollaire 3

SI_des fonctions ;fn hol onor phes _dans {2 connexe, & valeurs
conpl exes, convergent vers une ||m|te£ | ocal enent unifor-
mement _dans_ (), , et si toutes les foncti ons % sont +-va-
lentes, ou bien la linite JJ est une fonction constante, ou

bi en elle est elle-méme Ak — valente,
1

Dénonstrati on

Remar quons d'abord qu'une fonction constante n'est mani-
festenent pas h - valente, puisqu il existe une valeur qu'elle
prend une infinité de fois.

Supposons donc que la linmte ¥ ne soit pas une constante.

Les racines de :F()%)_c sont alors nécessairenent des
points isolés de () o en avait un nombreq>1 (qs+oo)
on pourrait trouver une varlete avec bord Veumpaciey

contenue dans J) , dont le bord ne contienne aucune de ces
racines, et telle que Y en contienne ‘ﬁ' = q si

est fini). Aors le corollaire 2 nous appre dralt que, pour
M assez grand, |'équation *n(?) = ¢ aurait elle-nménme au

noins q, racines situées dans V, ce qui serait contraire
a | ' hypot hése suivant laquelle |es :ﬁn sont /tv—ValenteS, ce
qui dénontre le corollaire.

Remarque.~ Naturellement e cas ou la limte «f est une cons-

tante est parfaitenent possmg- il suffit de considérer la
suite des fonctions 4 (%)=L lorsque n > 4 tend vers oo;

el es convergent uniformement vers_ 0 sur tout conpact de @
elles sont wunivalentes, c'est-a-dire 1- valentes, et la

limte 0 ne |'est pas.

Corollaire 4

Soit, J§ une fonction holonorphe a val eurs conpl exes, dans

un volsikage d un point a de @, Supposons que les dérivées




de au soient nulles, et que

sa dérivée d ordre ne soit pas nulle. existe alors un
de . et un voisinage ouvert de = ,
tel appl i que sur et que recouvre
1
Quand nous voulons dire que ( = recouvre , fois,
nous voulons dire que, pour tou point c de , 1" équation
¢ adnet exactement raci nes dans , (chacune

conptée avec sa multiplicité).

Dénonstration

Appel ons d'abord A un disque de centre dans | equel
| * equat i on = n"ait pas d autre raci ne que ,
est racine nultiple d ordre exact erment .

Alors le degré t de de A
dans  , au point . 3 | e degre topologique en
un point ¢ qui varie continunent, est constant, pourvu
se deépl ace sans franchir |'image par du bord de A
(théoréme 66 du chapitre VI, ou corollaire 2 précédent).

Donc exi ste un ouvert contenant& tel que, pour C
dans , le degré topol ogique de | A au point c soit
Si al ors nous appel ons |"intersection

on voit que , et que, pour
tout point _ c a raci nes
dans , ce qui

Corollaire

soi t une fonction a val eurs sur
un ouvert de et n"est constante dans

connexe de ; alors |'"application de
est ouverte, et en particulier |'inage est un ouvert;

est c'est un
]

Dénonstrati on

[

Soi t Comme pas constante dans la conpo-

sante connexe de a , il résulte du 3
du théoréme 11 que |'une au npins de ses dérivées n est pas
nulle en Alors |"application du corollaire précédent «
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la restriction de,}f & n'inporte quel voisinage ouvert de a
montre que |'image™ par de ce voisinage est un voisinage

de =,£(0'); donc est’ ouverte d' agrés le tableau de la
page 297 du chapittre IIl1. Si alors 4 est injective, elle

est bien un homéomorphisme de () surf(L£2) +,en outre en tout
point sa dérivée est s ( , donc, d'aprés 1le théorénme des
fonctions réciproques (sous sa forme trés élénentaire, puis-
qu'il s'agit d une fonction conplexe d une variable conplexe),
c' est un difféonorphisne.

Renarque 0, - Le résultat ne subsiste évidement pas pour

constante.
Remarque 1,- Ceci naturellenent n'inplique absolunent pas en
general, comme nous |'avons vu au chapitre IIl, que g soit
un honeonorphisnme local; ce qui dailleurs est bien evident,
puisque, si |'on se place dans les conditions du corollaire

précedent, avec =2, J n'est sGrement pas un homéomor-
phi sme | ocal .

Remarque 2.- On peut préciser cet énoncé, et en néne temps
géméraliser |le théoréne des tTonctions réciproques, théorene

29 du chapitre Il1. Soit % une fonction hol omprnhe au voisi-
nage de @ € ¢ , a valeurs complexes, 4 (a) = . Si on ap-
plique le théorene 29 du chapitre 111~ par rapport au corps (E’,
on voit que, si 2'(a) =0 , il existe un voisinage @ de a
et un voisinage Y¥ de 4 tels que soit un (®-difféomorphis-
me (de classe C= ) de @ sur& S )(a)y=-0 ) e
chapitre Il ne permet plus de rien prévdir (sauf par des

méthodes spéciales, telles que celle_de la page 291). Ici,

lorsque le corps des scalaires est © et la dimension 1, on

peut toujours conclure. Supposons que les dérivées d ordre

l,2,...,m~1de é’ soient nulles en o, mais non sa déri-
n

vée d ordre m . peut écrire

M

(@ 4:3) J0) ~ &= (5-a) Ay,
ou la fonction a ne s'annule pas en a , Alors il existe un
voi sinage ouvert @, de a o0 on peut choisir une détermina-
- } ~ T %Jwr”» :
tion hol onorphe de tog & donc de ' h ™ = ¢ ;on
peut méme obtenir ternme a terme |e développenent de Taylor
de &A™ en a,en utilisant celui de 4 et le dével oppenent

du binlme : si JA(»@): ;9»(@)(4+--») , on aura

(%(75)))’“ =&(4+...)4“"“ . 4 étant 1'une quel conque des dé-
4 A A

t erm nations de(‘ﬁ(a))"‘ , et (4+,..)™ 1se développant sui-

vant la formile du bindme. Alors ( 4~ b) admet elle-méme

* Le corollaire précédent |e redémontre.



une détermnation hol onorphe,

En outre fonction , .qui prend la
mai nt enant dans |es conditions d application du
des réci proques a point car sa dérivée en a
n'est pas nulle (elle vaut [l existe donc un voisinage
ouvert de et un voi si nage ouvert de 0
soit de sur
ces on peut toujours supposer que est un disque

de centre 0

soi t sur . Si
nous voul ons

c' est un disque de centre ); cela revient a résoudre
expression qui a di stinctes

; les dans sont ;  sauf
pour ou elles sont toutes confondues en l es sol u-
tions sont toutes distinctes. On peut encore dire que la fonc-
tion au voisinage de s'inverse "fonc-
tion nultiforme dét erm nati ons” ‘

est fonction hol onorphe de

zéro d' ordre au a, est | ocal enent une fonction
hol onor phe de . En prenant pour simplifier a- -L O,
Si = est hol onor phe au voisinage de 0 , et aen 0
un zéro mltiple d ordre est, au voisinage de
foncti on hol onor phe de (donc fonction

Théor éne 26

|'on se place dans les conditions du théoreéne et si
est Uns fonction hol onor phe dans , alors on a la for-
nul e
1
. a AY
sont_|es racines ; dans , et ou les
sont les pdles de dans chacun ét ant au-

tat ' fois que |'indique son ordre de
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Dénonst rati on

Nous avons vu dans |la dénonstration du théoreme 25 que la
fOI‘ICtIOI‘In—j—— adet en chaque point &, un pSle simple de
rési du &:f, ordre du zéro ¥, de g— ¢ ; alors la fonction
$ - admet un pdle si rrple de résidu + @(0( )

De méme, si p; est un pole de{ , dordre m
admet un pdle simple de résidu — nv , par conséqu

adnet un pole sinple de résidu —m @ (H;), ce qui donr‘é
le résultat en appliquant |e théoreéne de’s! résidus.

0

Certains des résultats précédents s'eétendent aux surfaces
de Ri emann.

Théorene 27

Soit W_une surface de Riemmnn. _ une fonction neronorphe
sur W & valeurs conpl exes, Vune sous-variétés de classe C'
de aimension réelle 2 avec bhord T" (conpacte); T sera muni
de |'orientation bord de V., nunie elle-nénme de |'orientation
induite par W . On suppose que {-_c n'a ni zéros ni pbles

Sur T‘ et n'est constante dans aucune ("OITIDOQBFITF‘ connexe

de W. Soit d' autre part & une fonction hol onorphe sur W

4 valeurs conplexes. Alors on a :

L d s Vie) = Nufs Ve
2ix jr ¥—¥c =N({;5Vse) = NifsVie)
MTJ@_L Z@(«)-Z@(ﬁ}

ou N (lﬂ Vic) est le nombre des racines &, de 1'équation
(/‘5)_ ¢ dans V N(l V ooo ) le nombre des pdles ﬁ

de J dans v°, chacun corrpte avec son ordre de multiplicité.
|

Dénonstrati on

Cette fornule n'est autre que la formule des PéSigis
(théoréme 22¢c) appliquée a la {1 — forne neronorphe 4 5

(VL4 33)




le calcul des résidus est local, donc peut se

cartes, et, sur "ne carte,
de sorte que les résidus sont ceux qui
theoremes 25 et 26.

Les conséquences sont |les ménes que pour |es
Un cas particuliérenent intéressant est
celui ou W est connexe conpacte, et ou |'on peut alors
, donc vide < . Alors on
donc le nonmbre N ( ; s ) est indépendant de

Corollaire 1

Une fonction néromorphe non constante connexe conpacte,
a valeurs prend Te meme nonbre fini de folS toufes
[es valeurs. Ce nonbre est d ailleurs facile a Interpreter.
mer onor phe sur définit "ne application
dans , prenant |a tout pdle de
est alors de W dans ; en effet, si
un pol e, 1 est hol onor phe a val eur dans a"
Voi si nage de (par par application du corollaire 2
du théorene 16) (et nulle en a ce qui, | a
carte sur 0 nmontre bien
notre affirmation (théorene du chapitre I11). parti -
culier, en tant qu' application continue de Wdans , elle

un degré topologique, qui est le méne pour tous les points
d aprés la derniere phrase du chapitre VI; et le corollaire 1

du 25 nontre que ce degré est | ustenent
le nonbre de fois qu' elle prend toute .
On écrira sinplenent ou N ~ et on |'appellera le
degré de la . Il n"est dailleurs pas

de prendre

Corollaire 2
Une application hol onorphe non constante d'une surface

de compacte connexe W ; I |

* ce cas, la formule n"a pas dintérét, car
hol onorphe sur W, est constante (corollaire 7 du théorene 12).
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et a le méne degré topologique d () > 0 en tous les points
de W', qui est aussi Te nonbre dé fois N{}) qu elTe prend
toute valeur de W’. !

Supposons en particulier que soit une fraction ration-
nelle, non constante, fonct%)n mér_omorphe sur @, ou applica-
tion hol onorphe de % dans . Soi't- d'abord 2= P , polynone

de degré mm> 0. Pne prend la valeur oo qu' au pointee ; en
prenant, pour la variable et la fonction, la carte {—» A

de (¢ = @ sur [4{0 , on voit, puisque 1~ !
¢ } _ _ P(%) 4, 5
que P (5) = oo a une racine nultiple d ordre m au
point oo -°donc son degré est m., et P prend m fois toute
valeur; c'est & nouveau le théorene de d Alenbert. Si naintenant
% _ P , P et Q de degrés respectifs 4 et gsans Zéro
commun , prend | a valeur oo aux zéros de Q, en nonbre q , et
en outre au point oo Si 4 > g, avec |'ordre de trmltl pil icite
~q ; son degré est donc q+ (h-9)= sipn>qge S <q
c/hestq-a-dire dans tous les an$15<d.'=Maa(t(/ q)))r/.. gi d':lilleuts on’
veut résoudre |'équation 7?:0 € @ ondoit résoudreP-c Q=0

ui a bien toujours d = Max(4,q) racines dans C (si 4= et
qs| c est tel Jque P-cQ ailrtvzcun degré qui s'a‘bal(sse, ;f“qpr’end
la valeur ¢ au point oo ),

T A A

Soit ‘{a’é }LeI un ensenble fermé de points isolés de €,

Pour chacun des points a, , donnons-nous une fonction p, ,

pol ynonme en 1 R & coefficients dans un Banach F :

- e RN
Le premier probléme de Cousin pour le_,plan complexe con-
siste_2 trouver une fonction méromorphe dans , & valeurs

dans F , ayant les points a, ggur;p'dles,avec les parties
singuliéres P, en ces plles : jF_ P, doit &tre régulidre au
point o, .

S la série 32 P, converge unifornménent sur tout conpact
ne contenant aucun des poOles, |e probleme est évidement réso-
lu, car la somme de cette série répond a la question. Ele
représente en effet une fonction hol onorphe dans |'ouvert com
pl émentaire de |'ensenble des a. (corollaire 1 du théoréme 15
de Wierstrass). Dautre part, si |'on considere un point oy



que converge uniformément

une circonférence de centre et par conséquent, )

l e théoreme de dans tout |e disque bordé par
cette circonférence, donc tout conpact ne contenant aucun
des

Elle représente une fonction hol onorphe

ce prouve que aur a comme-partie singuliére au point
, Mais en général la ne convergera pas,
et il nest donc pas évident a priori qu'il existe une solu-

tion de la question.

que soient la suite des points et parties
singuliéres , il existe des fonctions méronorphes dans@
a valeurs dans F |, ayant les Poles et les parties
__donnees ; on obtient la solution de ce
problene. en ajoutant & une solution particuliere une fonc-
tion arbitraire, a valeurs dans

Dénonstrati on

* un point quelconque n'appartenant pas a |'en-
senble des a; . Soit une suite de nonbre que la

Consi dérons alors In série

Général enent, on mais il se peut que 0 soit |'un
~+  dans ce cas, on d' abord le problénme de
Cousin relatif' au systéme des en et on

au resultat la partie singulieére
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D abord elle converge normalement sur tout conpact K ne
contenant aucun des pdles a; . En effet, un tel ensenble K
est contenu dans un disque|#-§ | <R ; sl alors on choisit

un entier 4 tel que la%—&|> R pour n >$,0on aura,pour n >4,

1'inégalité | P, () - Q’n()é) Is € pour)éeK . Alors la
fonctionf , sonmme de cette série, est holonorphe dans |'ou-
vert complémentaire des a; ,, d'aprés,le théoréme de wWeierstrass.
Par ailleurs, la fonction _(P%_Qk) est la some d' une
série qui, d'apres la méme dénonstration que préoédement,
converge uniformement dans le conplénentaire de |'ensenble

des a,= ay , par consequent elle est holomorphe au voisi-
nage de af , ce qui signifie bien, 6& étant un pol ynone,

que f adnet conme pble ap , avec la partie singuliéreP&,
et le théorene est dénontre.

Remarque 1

Le théoréme subsiste si ['on renPI ace C par_un ouvert
quel conque _()6 de € .Mais |la dénonstration, quoique de mnéne
nature, est bien plus délicate.

Renmar que 2

On peut étendre notablement |e probléme précédent.

Donnons-nous des points a; et pour chacun d' eux un déve-
| oppenent de Laurent & exposants [imtés dans |es deux sens,

. - qv — !
mesvs  Bop=3% Toiga) , peZ,9cZ, 90> 4

Cherchons alors une fonction méromorphe 4 sur € ,telle
que, pour chaque + , son devel oppenent de Laurent au Voisina-
+ 00

. i = n a4
ge de a; soit de la fornewg, G (5-a, ) . les ¢, jStant

les coefficients de P, pour_ tout m = q;

Alors la fonction W est, ici encore, holonorphe
- . 1

dans | e disque |)§| < I"w] ,t donc on peut trouver un polynomeb:



En chaque est réduit a

une constante € on une fonction

~osur F , prenant les valeurs
aux points

tous les sont donnés
chacun d'eux, est donnée la
. ;. d
si dautre part, la série — est convergente,

[

on peut prendre come . On a en effet la
maj oration

qui nous nontre que la série considérée converge normal ement
sur tout conpact de |'ouvert conplénmentaire des
ment de la page précédente).
Si, toujours
pas convergente,

Ipou_r un certain entier , alors on peut prendre comre so-
ution

dans le on
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En effet on a la najoration

wam) | 2 (%j%f L “ = 3%
— % ros ‘ ||
< “ C, “ l a-‘{, < “ “ 1?4 13012.1‘ ‘ < v
‘ o, l A _\_g;_ l . ‘ I)é 2

de sorte qu'ici encore la série considérée est nornal enent
convergente dans tout conpact du conpl énentaire des a, . Sil

1<

L *° _ < +oe ,0n prendra
1 l/L‘M

n' exi ste aucun entier A tel que Z,

un A; variable avec + , tendant vers+oe pour | & a | $endant
Vers +e . On étendra facilement a des poles multiples.
Exenpl e

Donnons-nous comre pdles les entiers, (n€ Z), et prenons

2

comme partie singuliére au voisinage de A=m la quantlte( 4««,)'
+ 0o 9 -

Alors la serie¥(6)=2 ()54 ) est nani festenent norma-
TM=-00 -

lement convergente dans tout conpact du conplénentaire des

poles, car on a la mjoration

(I, 4;39) 4 |Pe 4 our

T )5‘11 = “2/ P l@ I

Nous voyons méne que |a convergence est normal e dans
toute bande de la forne ]mls A (%= t 4+ 4 ), aprés soustrac-
tion des termes correspondant au 0l es c¢éntenus dans cette
bande car Ia msu oration (VII,4; 398) vaut encore pour x| < 721:

onalié n | = 30+¢Y_n'>|x,—4x|
Renmar quons que% est peériodique de période-i
2
Mais |a fonctiozél ___,_Jr_ a |l es mémes pOl es et |es nénes
S

parties singulieres (elle est périodique de période 1, il
suffit donc de le verifier pourm=0; or elle est équivalente
a — pour * tendant vers § , et paire, donc sa partie singu-

liere est bien/jT ).

L
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Donc la différence

est une fonction hol onorphe entiére.

Par ailleurs si nous faisons tendre |'ordonnéey

restant en valeur absolue, la fonction converge
vers 0 . En effet, nous avons vu que la série st unifor-
menent convergente dans |a bande , et de ses
termes séparénent tend vers 0 de sorte que notre conclusion,
pour du théoreme chapitre 11

Dautre part la fonction | ' équi val ence
de sorte tend aussi vers 0 dans |les mémes conditions.

Il en résulte que la différence converge aussi vers 0

On peut donc, pour A donné, trouver un nonbre B tel que
la relation | B
Comre par ailleurs dans le conpact\
fonction est bornée, on en déduit
Mais come elle est périodique et de pé-
riode 1, on en déduit qu' elle est bornée dans tout le plan
conpl exe.

Le théoréne de Liouville nmontre alors que c'est une cons-

tante; et comme elle tend vers 0 |orsque, fixé t end
vers |'infini, elle est identiquenment nulle.
Comme on peut ensuite renplacer par on a dénon-

tré la propriété suivante.

Théor éne 29

O a les identités
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Prenons maintenant les primtives

Corollaire 1 * . On_a les identités/

y Yo 4 A
(WI4;43) 1@ OO’tj K’§=-,5T+Z« ( * ,n)

n = -00 5"“’
+00 TVFEQ y A
¢ t% = 1;;0 (6-“—%+“*j§j)

Dénonstrati on

o

La série E' qui est au deuxi éme nenbre de la preniere

TL:—

formule (VII, i3 43) converge en effet trivialement pour% =0
(elle est nulle), et sa série dérivée - E : (—-)

n =-% ,‘ n
converge localement uniformément dans 1' outrer’c connexe
O - {'nGZ,n:& o} | e théorene 111 du chapitre |V
nous apprend donc qu' ell e converge ell e-nméne localementuni -

forménent dans (), , et que sa some est une primtive de
2

T . 1
Lim* T 1*
ces deux fonctions sont nulles 4 |'origine (nousl'avons vu

pour la serie; et mceolg WA est |rrpa|re) donc elles
sont identiques. Remar uons q-@ nous n"avons pas pris n'im=-

, donc T(ootgn"é-j— 4 une constante pres. Mis

1

H-m H-m
nous aurions obtenu une serie divergente. Nous avons pris
les primtives 4+ 4 | nullesa |'origine, de facon &

porte qu'elle primitive de —

) ; en prenant

-n m
avoi r convergence en au noins un point, |'origine, et a pou-
voir appliquer le théorene 111 du chapltre IV: mals alors
nous devions nettre de cétéle terme 4 singulier a |'ori-

T
ine. Finalement le résultat obtenu est exactenent conforne

la formule (M, 4; 37)avec A~ =1 et au procédé indique
dans |la note (*) de la page 370 .

* Ces corollaires sont démontrés d'une autre maniéere dans le
fascicule "Fonctions speciales", p. 22 - 24



Mene néthode pour la deuxiene formule (MI, t ous
les termes étant alors traités de la néne naniére, car 0
n"est plus un pdle; on a encore |'éegalite des deux menbres

a l'origine, ou ils sont trivialement nuls.

Remarque
On écrit souvent, en groupant les termes

Sous aucune des fornes (M, ou (M1,
n'est immeédiat que |le deuxi éme menbre soit périodique de

période 1. On le verra & titre d exercice facile.

La fonction - est pour
et donnée comre some d' une de fonctions hol onorphes
| ocal ement uni fornénent convergente. Donc on sait qu'il vy

aussi convergence uniforne |ocale des séries dérivees (corol-
laire 1 du théortme 15 de Wierstrass), et en particulier
passage & la limte pour les coefficients de Taylor a

Le de Taylor de n -
donc avec |a some des de Taylor des
fonctions

O on

O en la formle

définies a la formule (I, 16; du Chapitre I1I.
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O le dével oppenent de Laurent de cot )5 sui vant 1les Puis-
sances de , s'obtient immédiatenent pdr°division du déve-
| oppenent de cod% par |e dével oppenent de dwm % ; Cc'est un
dével oppenent’ dont tous |es coefficients sont rationnels,
et dont les premers ternes sont |es suivants

VR B L S |
(w48 oolg g = S - 5 - 5 - S T e

On en déduit que _S(2p

est un nonbre rationnel, et on peut calculer ces nonbres de
proche en proche

(m4;49) ) = g ,‘:2, = Terz
o0 "

{ (&)= n;: % = —%—

c =y e

(6) = ﬁ\:: — = s

(o m S o = ul

= "= nS 9450

On sait que §(4)tend vers 1 lorsque (Re 6 tend vers + oo

en effet la série > ;”5— converge unifornénent pour
n=1
Res> 1+ & >4 ., et chaque terme%LT tend vers 0 pour

dfe;ﬁ_—»«o-qo; sauf le prenmer toujours égal a 1 (encore une
application du théoreme 66 du Chapitre I1). Donc |es nonbres

2 4 6 8
N ) S T
—_ — —,.--tendent vers 1.
6 " % 7 945 ggso”
Les?;(21»+4),pour des entiers 2)[‘,.,.4 impairs,sont inconnus.

Conpte tenu de ce qui a été dit a la fornmule (11, 16319)

du chapitre Il, on en déduit, pour les séries alternées ¢ (29),
les fornules _— 2 &

§ 2) _i (-1) bi¢
(¥, 4,50) @ m T mr Ty

o: n-1 4
=S et o
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D autre part on remarquera que la "partie entiéere" de 1la
deconposition, qul pourrait 1cli etre une fonctlon entié;‘\e
arbitraire, est reduite & sa plus sinple expression, gréace
a un argument tiré du théoréme de Liouville, page =74,

10t

On peut faire sur une surface de R emann arbitraire W ce
que nous venons de faire dans |le plan conplexe € . Soit

a; }un ensemble ferme de points Isolés de W.
Lel
On ne peut pas se donner, au voisinage de a; , un pol ynome
en 4@ , cette expression m'a pas de sens. Miis on peut

v —_ . .
se donner une fonction méromorphe F, au voisinage de a, , et
—_

chercher u f,g;\cti_on mér onor, phe i sur W telle que, pour
chague ?@_ > SO0t holomorphe au vol Si nage de a; ; ce
sera le prémier probleme de Cousin sur W.

On peut d'ailleurs supposer qu on se donne, au voisinage
de chaque a; , une carte locale : &:c C— $(©),P.(x)=10a,,
et P est alors donnée, au voisinage de «; dans U , par un

pol ynome en ou la somme d'un tel polyndéme et d' une

Teo
fonction holomorphe qui ne jouera aucun rdle; un changenent
de carte, c.a.d. un © -difféomorphisme 3, ¢, O — ] ,

4
A en un polyndme en-—f—-—,—
- A | §-u;
mais transforme bien la some d'un polyndme ' et
. p .y en Tow;

d' une fonction holonmorphe en une fonction anal ogue. On peut
d ailleurs poser le méne Probl ene pour les |-fornmes méromor-
hes aussi bhien que pour les fonctions. Mils tous les résul-
ats sont tres différents de ce qu'ils sONt _sur Q@ ou sur_un
OUVETT _de (& .Te probleme ma pas toujodrs une solution
Nous alTons anal yser plus en détail ce qui se passe pour une
surface de Remann conpacte W; les a; sont alors en nonbre
fini. Supposons qu'il s;_:ggis; g de forimes et fonctions scalal-
res, pour sinplifier : = é . 4°) .Cherchons d' abord | e pro-
bleme de Cousin pour une |-forme « . Pour chaque o, , P

est alors une |-forne neronorphe donnée au voiSinage de a. ;
elle définit donc un résidu. 'S ¢ existe, w -P, est holo=

morphe en a,, donc @ a le mmerésidu que ¥ . Pour que le

v

ne transforme pas un polyndme en
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- I1 existe une généralisation de ce type de dua-
lité, qui constitue le théoreme de Riemann-Roch, et dont
| es generallsatmns nodernes font partie des pI us profonds
theoremes des mathématiques.
A

Prenons pour cas particulier la sphére de Remann C

1°) Le genre 4 est nul, car | a sphére de ]Pt3 est sinple-
ment connexe (theoreme 57 du Chapitre VI), donc son groupe
d honologie est reduit a (0) (tout cycle de dinension 1
est homologue & 0 , et méne homotope & 0 ). Donc |'espace H
des |-formes hol omorphes est réduit & {0}. Cest dailleurs

;\

ici évident; wune I-forme holonorphe sur € est entiére sur

5 Mis anrs elle a obligatoirenment un pble dordre >2
au po%n‘c o si elle n'est pai |denthuerrent nuIIe (rappel ons

e a un pdle d ordre + ; VOoir page356), Alors,
pour les” I-formes, |e problene de Cousin est résoluble des
que la sonme des résidus est nulle, et sa solution est uni-
que. On le voit aussitot directement comme suit. Pour chaque
olnt a,# o= , @n peut se donner comme partie singuliere
=A, d)(r) , ou A; est un polynone er sans térme cons-

—

tant; posons C, );zﬂe'/s%& ) Pour | e poirt;: oo , 0N Sse donnera
la partie singuliéreP=c +Bd}5 ol Best un
pol ynéme (rappel ons-nous en effet que i’k.et d)j sont singu-
lidres);-c_ —jﬁ% P,. s A= ZA . la forme cher-

chée w est necessalremant de la forma W = Ad)5+ ]?A
R polynone. On doit alors av0|r en regardant-? e pointoo

c. Y4 |

% t B d/% a'#w C iy '5 + Rd/s ce qui donne
d abord la condition C i+ (- L)=20, la some des
residus doit étre nulle, puis B R , ce gui déternmine R

de mani ére unique. Unhe condition de possibilité, aucune indé-
term nation.

A
2°) Passons au probléme de Cousin sur (& pour des fonctions.

Pour chaque a;5= oo , la partie singuliére est un nome P
en _A1 : sans terne constant; pour 00 , un pol ynone{ en/}
v

sans” terme constant. Posons P=31 P, . Aors on doit
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cette intégrale est le produit de?2+«x par une somme de résidus
de 4 . is tous les résidus de ,h sont des entiers; donc
la différence entre 2 val eurs q4e en un point est un
miltiple entier de 2im , donc ¢ a_une valeur bien deé-
termnée. La fonction e® ainsi définie est hol onor phe et

sans zéros dans [ {"“‘}iez j soit en effet % un point

de cet ouvert, et A un disque de centre 4, contenu dans
cet ouvert: pour % dans. A, on pourra cholsir la détermi-

1 L
nation de Hdéfinie par H('{,)=J)é +j , ou la premere
. , 1
intégrale est calculée suivant un chemig choisi une fois
pour toutes, et la deuxiéme suivant un chemn contenu dans;
come est sinplement connexe, cette seconde r?abtcgrale
est une fonction hol omorphe de é (primtive dans A
donc au§S| la détermpation cor respondante de s et par
suite e® est holonmorphe et sans zeros. Sa valeur en /50 est1,

ou%

est hol omorphe au voisinage de a; , Les diverses det4erm na-
tions de Hix) peuvent s'écrire J.)é ?A+ J’S%(E)df
ou encore . }Qg(}( ") + K )é) ,)b en pr'enant lgs diverses

Consi dérons naintenant un des points a,

déterminations du logar;f.thme et de K (5)= j? (§)dv

d'oll ¢ % =< 5 Z )ﬁ K()j) . Mais mainténan’c eK est holo-
morphe et sans zeros au voisinage de a; , 4' apres la démons-
tration donnée ci-dessus pour le voisinage d'un point H
de sorte que ¢ admet bien a, comme zéro avec 1l'ordre
multiplicité p; . Cette fonetion {’_e“ est donc une solu-
tion du probléme de Cousin., Comme {a,; _ est connexe,

e
une fonction est determnée, dans cet-ouvert, & un facteur
constant pres par sa dérivee | ogarithm que; {nest :%f)nc
seul e fonctlon hol omorphe de dérivée |ogarit i que

telle que ¥ %0)= 1

Regardons de plus prés sa forme, en utilisant |a méthode
de résolution de Mttag-Leffler pour la détermnation de
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plusdéfinie a un multiple entier pres de 247, parce que
le théoréme des résidus n'est applicable que si T' est hono-
| ogue a 0 ce qui n'est sfir que si () est sinplenment con-
nexe. On dispose ,cependant d'une marge de nanoeuvre, parce
que le choix de 4 n'est pas unique; on peut montrer que,
pour un ouvert L de @ , le probléne a toujours une solu-
tion. Mais il n'en sera pas de mérme pour des surfaces de

R emann, néne si le premer probléne de Cousin aune solu-
tion; nous verrons un exenmple plus loin.

Remar que 2
—

—-
On aurait pu chercher ;P & valeurs dans un Banach F
satisfaisant aux némes conditions. Mais c'est |a une géne-
ralisation triviale; car il suffit de multiplier une fonc-
tion scalairg ayant |es zéros donnés par un vecteur fixe
non nul de F .

Remar que 3

Si, au lieu d exiger que % adnette les zéros a, avec les
ordres 4, , on exige qu'elle ait au noins les zéros A, (mis
d autres eéventuellenent), d ordres au_noins_ 4. ,c.&.d. que,
dans |'anneau des fonctions entiéres,;? soit'divisible par

chaque()g-aq)?", alors la fonction # construite dans la dé-
monstration repond encore & la question, et on obtient tou-
tes les autres en la mltipliant par une fonction entiére
arbitraire (ayant ou non des zéros).

Cas particuliers inportants

Supposons que la série > g"l
on aura la solution sui vat'nzl’&l 1

(Y4 ; 59) Jop = 1T (4 - —;’—) ,

le produit écrit est en effet |ocal ement unifornénent conver-
gent dans |le conplénentaire des zéros, d aprés |le théorene
70 du Chapitre 1I1.

soit convergente, alors

L. , . . . L b,
Sil n"est pas ainsi, mais si la sériez |a«_|m est
v :

convergente, alors on pourra prendre tine solutif;vn de la forme
s % %j + T?:V te 7;)5;&— be
(mae) gy =TT ((1-5) e & - )
v=0 0
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u_exj_sLLun.Lmﬂmm_rmm_ﬂ sur €, & valeurs

lexes, ayant les a, pour zeros' avec les _ordres Py et
1es 7 comme pdles avec Ees ordres (deuxiene pro:oleme
de Cofisin general); si est_une e’lle fonction, on obtient
toutes les autres fonctlons S ayant_les mémes proprt etes en

1a _multipliant par une fecnetion entiere sans zéros arbitraire.

Dénonst rati on

001513 -E;) une fonction entiére ayant les zéros a;
(hes avec les ordres b (Aesh. q;) 3 alors 9 répond
a la qugstion. ¢ H
Corollaire 3

3

Toute fonction méromorphe _2 sur ¢, a valeurs dans un
Banach & , est _quotient d'une fonction entiere a valeurs
dans § par une fonction entiere & valeurs complexes.

Dénonstrati on

—

Soi ent «fr |.es poél es de 4 , dordres ¢, eX| ste une
fonctign scalaire entidre A ayant-les zéros '(7 d'ordres q, ;
alors fl., est une fonction entieére ‘j a val eurs dans F et
on a bien

Corol laire 4

Soit i un ensenble fermé de points isolés de ¢®

‘}teI

et soit 4/-—+c une application de I dans |e Banach F o Il
exi ste une fonc’cion entLére I’ sur @, a valeurs dansF ,

- - .
prenant au point a, la valeur ¢, . S8t 4 est une fonction
répondant & | a question, cn obtienttoutes |es autres en
lul ajoutant une fonction entiere arbitraire s'annulant en
tous les a; .

Dénonstration

Soi t ’£L une fonction scalaire, a ant les @, comme zéros,
simples(deuxiéme probleme de Cousi n3. Al ors, sif exi ste, {f

est une fonction néronorphe ayant pour poéles sinples les a;

-

= A . ()
pour lesquels C; # 0, avec |e résidu_—+ en un tel pointa,.

(@)
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alors si les a. sont ses zéros, multiples d'ordres p; , la

série z: P . est _convergente dés que le nonbre réel-k
a.#0 l |E

duit de facteurs de Weierstrass !

2 n .
(s
1 1 1 )

est > g Y.osi D <ht1, A entier>0 ,ladmet 1'expression en
pro

P{3)
) fip-e 0t TT

| ocal enent uni f orménent convergente dans [ {a-}_ >
'y v)iel

oub, >0 est |'ordre du zéro & l'origine., et Pun polyndne
de degré _gA_. La dénonstration de ce théorene est tres diffi-
cile, et nous ne |la donnerons pas; Cc'est un des premers théo-
remes dénontrés par Hadamard (1892, il avait 27 ans) et un
des plus spectaculaires (le nénoire ou ce théorene et plu-
sieurs autres, égalenment tres remarquables, furent publies,
lui valut le Gand Prix des Sciences l\/athermthues décerné
par |'Acadénie des Sciences).

On veit conbien ce théorenme peut étre précieux. Si par
exenpl € nous considérons la fonction Jim T4, elle admet bien
une najoration du type précédent avec*l exposant p= 1.

car on a l |
3 - L% ™| A
. e ‘-e
. = —— | =
(ML 43 64) Amﬂ"é l ’ Y \ e
. , . . 1
Il en résulte que |'on a nécessairenent Z —x <o
n3y1 M
pour '% >1 (ce que nous savions déja), et, en prenant A=A,
| " expression _%

(Y, 4 65) Amnig = «’5+ﬁ/5 Wz_w(< _-?L_)en )

ol & et P sont des constantes |nconnues Mais |la fonction
Sivuest inpaire, et d autre part au second nenbre3 est Hg-ﬁ
pair et le prodmt infini est pair, donc nécessairenente ¥3*
est une fonction paire, d ou |'on déduit =0 . I1 suffit

alors de remarquer que dm 1 tend vers JU | orsque tend
vers § , et que tous les ﬁ-d!,l produit infini vadent 4
pour %4 = 0 , pour en dédui re e = IT , d'ou a nouveau |'iden-

tité (VII. 4: 61). Sans_connai ssance d'aucune formile préa-
lable, (VII 361) se"deduit r1mmed atenent du théoréme de
Hadanard
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SOltR._ -P—- une fraction rationnelle de 2 variables

conpl exes, P a coefficients dans un Banach T , Q a coef-
ficients conpl exes Soit a intégrer

(v;5;4) R (080, 3in8) do .
Jo
On effectue le changement de vari abl es e -)5 © on obtient
formel | ement

I 5;2) J‘. ( (%5 + ’5) 4 2/L (jé ) i};ﬁ_
_T‘ étant le cercle trigononétrique parcouru dans le sens
direct. Et en effet, 31 on veut calculer cette intégrale de

f or me différentielle, on peut justement paramétrer ' par

? , et an obtient bien (VII,5 1) d" aprés (VI,6;74).
Mais alors (VII,5;2) se calcule d apres le thdoréne Int érieur
19 ou extérieur 19bls des reésidus.

Soit w calculer par exenple

2x
{ws;s) JO %}3— , a€e C, a ¢[—1,+4 ]
On obtient
1 4 B _j 2 dy
\JIL5;4) ] a+_‘%(.‘§+”?) 1 % - . )5"+2a//}+1

le trinone %*+ %ax + 4 a deux racines, dont |e produit
est 1; une dentre elles est donc dans |le disque trigonome-

triquee. A bordé par T AppelonsI&O(‘-—a,+]/az-'l ’
correspondant a une détermnation convenable du radical;
par exerrpleaest réel >1, c'est laracine >0 qu||

faut prendre, s'il est < « 4 , c'est laracine € . Le
résidu en « est ...2_ 4 , Ce qui donne
ar 4 26+ 2
de 27
- " e T an
( ) Jn A+ C0 Va*-1
On pourra, a titre d ex%rche utiliser la néthode usuelle,
qui consiste & poser [ -—=1L On renmarquera bien que la
présente néthode calecude un résidu en « , mis ne calcule
Y
as de primtive A titre de vérification,
pas e |, e

pour a tendant vers oo , 1'intégrale est trivial enent équi-

in
valente Y J d9= 214
, a a
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Mais |'intégrale J doe est nulle dés quig >
2 (e-a)e_ Uk > 2,
car elle vautl : i &_1] =0 . Calcul ons donc
+oa d 1- 4 (00_0,1./) - 00
Uh J .;c%__ . Soit dabord 9m a, >0 . On peut intro-

duire une détermination continue de la fonction '5——> br?(/é—aqﬂ
pour jm < Jm a;, ou gm( -a, ) <0 , en cholsissant
- < An (4~a;) <0 . Alors’ce logarithme est ®-dérivable

et de deérivée x ~ -2 (voir théoréme €), donc la
fonction q;_._>£g (x-a;"ys définie sur R 4 valeurs dans Q
est IR - dérivable et de dérivée _1 . Donc :

+A - Ay '
: doe ooy o hg. A-a.l, . } .
(m,5;8) L ETJU%A a;) 1”3( A’”"@}Tﬁ +4,(An3(A "-;)‘AM} (-A ab)) .
Le premer terne tend vers 0 pour A iniini parce que 'a';i .
tend vers 1, le second terne tend vers 47 . Avecuncalcul

i dentique pour Jm a; <0 , et évident pour Im a, = 0
(voir formile (Iv,9;119) ) :

+00
(ws;9) Vh j wd/f’aél?r Si Fmoa;>0,-wsi Ima,<0,08 Imoa; =0,
J~00 4

d ol le résultat cherché

400 = = , -
| P o (2 Risy B -0 is, )
m5, '0) U%} j“u Q d/x L 5%{’)0 a,b ,Q, Frm a‘;<° CL;' Q
Nous avons bien utilisé ici la fonction 20’9 en variabl es
conpl exes, ce qui est normal puisque les a; sont conplexes;
par contre nous n'avons nullenent utilisé dintégrale curvi-

l'igne JM) d’j dans | e plan conpl exe, maisseul enent une

intégrale d' une fonﬁi on & valeurs conplexes ou dans un Ba-
nach conpl exe, sur , bar rapport « la mesure dec , rentrant
dans le cadre du chapitre |V sur 1l'intégration;il n'y a pas eu
de résidu, et nous sommes passés par des primtives. Nous al-
lons naintenant obtenir le mérme résultat par des intégrales

dans le plan conplexe, calculées par résidus. Soit d' abord
d,&g_’Q, 2 de ?4.2, , et tous les a; non riels, L'intégrale .
J _P_d)b le long d'un demi-cercle_Y, : ];5]=A, 0<Arg %<,
teng' vers 0 pour A infini, car est majoré par const.--,_
sur ce denmi-cercle, et que sa longueur est WA . On peut donc
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al'infini est nul puisque deq Q__}d P +2 . Supposons
mai nt enant seul enent d/’r?Q > daﬁlg P+ mais toujours les
a; non réels. L'intégriale su’ ¥y n'est plus négligeabl e;
é.r'lnflnl, on a,.

[P

P( ) c‘”,_ —_—
(Y5 ;44) Q(:;) = i L boo (%)

avec -C_ = Rus P et H%) | < comot. —4—-,_ pour {)ﬁ | infini.
Donc J tend vers 5;_1 i/ﬁ_ = i7 g , ce qui
donne Ia - ! , )5 ©0,-4
+o0 P . A +A . Tﬁ
(m,5;15) — Q. A— -A A—oo ["A,*’A] Q,

—P’ >' - - $ . l‘._P)
R S A
X'A Q_ % oo, =1 Jma,°>0 a; Q 00 Q
L'utilisation de 1'autre demi-cercle donnerait

oo —= — —
(55 16) vh j —E—dx = -2 >, (Réaa_—z— - 10 Res <
- 00 Jm a.-<0 *

et ici encore les 3 résultats" (VII,5;10,15 et 16) sont
égaux, puisque |la some des résidus (y conpris 03&500 ) est

nul | e.

~ Supposons maintenant qu'il y ait un seul zéro a; deQ
situé sur R . La valeur principale est la limte d une in-
tégrale sur 1le conplénentaire de |'intervalle symetrique

[a;- 6,0,,;+r:], lorsque & tend vers 0 . Ajoutons alors
un dem-cercle 5’;’& : lij -a; | =8,5m)‘é >0, parcouru de

@, - & & a; +¢& ; compte tenu du dével oppenent
LIC I S g : Xt
T + jt()ﬁ) , “(Jt (’j) |  borné 1orsque % tend
vers" a;, , |'intégrale sur - ce dem -cercle tend vers
- .”TEL,—4=‘ AT deééa: P lorsque ¢ tend vers O . Sil y a

v U‘ A 1
plusieurs poles sur R , “on fera de méne pour chacun d' eux,
de sorte que finalenent
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deux noitiés, affectées aux dem-plans supérleur et inférieur.

Un argunent essentiel a été utilisé, dans tous ces raison-
nenent s

Le mme

Si, sur un secteur S d' un cercle de rayon R, une fonc-

tion j(@ est maj , alors

est nmj oré par const. _ 2 : il tend donc

LTy |
vers 0 pour R infini si & > 4 .et tend vers 0 pour R ten-
dant vers 0 si & < 1

'RO(- 1

Nous retrouverons souvent cette najoration evidente.

Nous pouvons résuner les résultats obtenus en un théorene

Théor éne 32

_soit P_ une fraction rationnelle d une variable,? &

.
coefficients dans un Banach F , § a coefficients conplexes,
les zéros a, de ) étant non réels, ou réels d ordre 1, et

d@gQZU$+4 . Alors .
(v,5519) ”’PJ P gy —2im (Z Res, LA Z Res,,
Q@) i Q

%a—o % Q’

Jma<o % 2’5m¢;=o A
i pr P
+ —i"- ﬁw‘” Q
’ Eey ! —P.
=‘L7T(Z meéw-—%——z Wwa_—Q-)
I a;>0 v I a <o ¢
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[ » 4T I a>0, Im b >0,
x-a x - & sc-a-4

(¥0L,5;22) { —_—L”r__ o1 jﬂlﬁ-((),g‘ll‘lg(O)
x-a-f

=0 & Ina etImb sontde Sugnes conbraes

Par dérivation, conpte tenu des relations entre dérivation
et convolution, on en déduit :

Corollaire 1

O a
™! n! + (m +n)!
. ¥ = | - p
(]ZI[,5,25) (x - a)y™ (= — e+l oug 21T (- a- &)1114»11-4-1

(+1, -1 , ou 0 suivant les signes de Jm a. Iml ).

Si alors on veut calculer |e produit de convolution de
2 fractions rationnelles nulles & |'"infini et sans poles
réels, on pourra, soit appliquer directement |e théoréeme 32,

soit la déconposer en élénents sinples et utiliser (VII,5;22
et 23) en convolant terme a terne.

Un exenple utile en calcul des-probabilités (loi de Cauchy)

. a A L 1 2
est | a convolution = e ¥ T R aet 4 réels >0.

. N x*+
. On aura lci : a

* 24 a ___4 * &— ! = 1 ( 4 T ! >
(m)5,2 ) -‘r[ xZ+a% T x'z’.',&z' 2/';/]( a0 - AL x + at
x — 4 ( 4 _ 4 )
24 x - by x + bi
-1 24 -1 -2
T ARt x-ai-e + AW x4 ar + be
a+ b

4
T xrft{atd)?
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Cest la différence de 2 produits de ccnvolution identiques;
mis le ler est calculé en considérant =B conme & support
%

x/_

conpact, le 2ene en considérant les 2 fonctions comme dans L .
O le produit de convolution de 2 fonctionsde L* est défini
par' |'intégrale 2 du fascicule "Convolution"; et le produit
de convolution de 2 distributions, lorsque |'une est & support
compact et qu'elles sont toutes les deux des fonctions, est
aussi défini par la méme intégrale, donc la différence pré-
cédente est bien nulle.

2? Voici un autre procéde, qui donne en outre la valeur du

résultat. La formule (IV,9;121) du chapitre |V donne
Yoo () dac TG (x)da .
(10,528 £—+0,E50 j_“ x-a+ & vp j_m % -a -4 (a)
pour () € €D, donc
1 1 v b
. ] = 4T
(ws;29) 5_’3«3—’%” x—a +ie 'U{o x - a (@) )
la limte étant prise au sens des distributions. Nous |'écri-
rons
WS5;30) W L = i ! TS ) ”
( Y ) /P a—a £E—>0.£)>0 X - a+ i1 é (a)

. . 4 1 . .
Mai s | a convol ution A+ it < - existe, puisque I es

deux ternes sont des fonctions de L , et elle est donnée
par le théoréne 3%.Nous poserons alors par définition

4 i _ - 1 A
(w5531 (""Px-a,)* - e—-%",?w (m—av*“ i ”"2’>

Py

* S a nest pas réel, 1 converge au contraire
x-a + 1
vers - , unifornément sur R donc dans €D’'. Elle con-
- 2 L
verge aussi dans L” par le théoréne de convergence de
. 1 2
Lebesgue, car elle est majorée par —= e . € L
[/(x,~03ea)+(-£;—"—’)
l Jm al
pour &g € —8——

2
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. On peut opérer de méne si a et f sont tous les deux
réels. Par exenple on aura, par définition

. 4 4
U)P x - A * %P -~

. 1 1 - 1
- a:g:‘?w (WP :>c>—a,Jk x-&+%&)+ v 'u}f) x-a-

?

1
x -a - ¥

e. -4 .
- €-0,€%0 5 g + 1B Toem ‘U‘!D

2
= - T 8(a+fr)‘
On peut donc conpl éter |le théoreme 33 par:

Corollaire 3
S a est réel et 4 non réel, on a :

. 4 4 . 47 e
(M5;34) Vb Lk e = e S Im b >0,
x-a-

si a et & sont tous les deux réels :

4 1
(W5;35)  Th ——— *x vp ——— = -, 4,

En particulier

1 4 %
(W,5;36) Wh —— ¥xwp —— =-TN § .
Remarque - Pour a réel et & non réel, le résultat colncide
+ oo
avec |'intégrale vfj dt donnée par
o (t-a) (oe-t-¥)

le théoréne 32; suivant le calcul fait dans la dénmpnstration
du théoréme 33;si a et & sont tous deux réels, i1 en est

de méme dans |'ouvert [{ b , oU les deux quantités sont
a +

nulles; mais cela n'était pas evident a priori,Let cela ne

pouvait 'de toute fagon pas donner le terme - 77 Y¢a+fy -
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avec ”?(5) ” £ conot. —%; , et, pour X == 0 :
- B 4.0(3/
(¥0,5;38) Lom j Pt =C. ., bm J
— o0 ¥a Q()j) d)é . 2”1 A—ioo a /5 d)?
- -LO(A 1o A ““5
=Clw - &Aﬂ/ ( .+€ +J ——.e %)———O
A—+oo —L1x A YA 1 X /ﬁ’v

On aura donc la fornule suivante, pour & > ¢ :

. e —ﬁ(x) LM@’ 4,0(
(¥1,5;39) ‘Uf) J_m F(—x_) é - -QM’\’L/ Jr 52/%)) %d)é
AE

5-—,0
— 1,0(
+iT > @éé (—5— )5)
art'EIR Q('ﬁ)
1L 1'0(
=2un> R, (3(—5—6 5)+mz Res,, (f—(ﬂ )b)-
Jm oa >0 Q()é) 511'\.@ 0 Q(%)
On voit que, pour o 0 , le résultat ne fait pas interve-
nir de résidu a |'infi ini, contrairenent au cas ¥—= 0 . Re-

marquons que oo est alors un point singulier essentiel
pour _E‘_'L “% ot non un pole (ce qui ne |'enpéche pas

d avoi Ir én résidu a I'infini). Mis on remarquera surtout
ceci: on ne peut pas, pour® > 0 , utiliser |les deni-cercles
inférieurs, donc il n'y a pas a priori de formule du type

(VII,5;18),; en effet, surﬂ':|f§|=A,Jnm)§ < 0, et ™7

n"est plus borne, mais a croissance exponentielle, car
ixn *«Umfj . :

e = € 5 .Par contre, il reste vrai que la some

des résidus de —La et est nulle, en conptant le rési-

du a I'infini; dong, de (VII,5;39) on peut déduire une_for-
mul e du type (VII,5;18) (ce qui revient & appliquer a T, .
le théoréne extérieur Igbis des résidus) : !

‘ P(ac) P( ‘““5
(Yﬂ,s,é,o) ‘UJPJM Q(oc) 6 dfac-——hﬂija(D df% (Q_;%_ie )

* Nous avons appliqué ici une integration par parti es, et
la formule de Stokes, triviale pour les degres 0 et 1 :

jdF= F-A) —F(+A).






(5, 43)

kot

+on—-B' vo(x
U?J —(i))-e _2/4.11’(2 0?@6 +"-

e R(x Jmare %

_-zLJr(Z. (ﬁw_+ dfééwi--tz Res .

%w‘O ‘ 2 5m.a-‘:=0

= (?mzwo (s _Z &Bésaim @ééw)

a, In a.0.<°

=m<‘[_l (Refow— (ke )

pour & = 0 .

a.=-o

Ris,. )

)

| powr & >0 ;
, 4 Res . >
B (Jma;)o (R%“’J * dtw i 3§‘°
Jma <o Imaz=o
(Z anoa, + 02&0 > OE“ >
Twa. >0 ﬂnxa 0
our X <0;
. 1 ; A Re
= b (ﬂmz%'w e 2 Swazo 08%“4"+ £ daw“>
: 4 '
=_2L7{‘(Z m%a_. + Tz a a,;+'jz,— mééx)
Jma,{'(o « Jma,d-o
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mer 2147 (4-"’()“1'50

+ o0 eidwdw .qa,
@s;es) | ™!  ——r

(c-a)

our  Jm a >0 X >0 ;

9

Xa

) Lo
=- 2T (1d) e

pour Jm a<0, X<0 ;

=0 pour Jn a et & de sigmes conbraives

OU our o = 0 .

Démonstration.- De toute évidence, ces fornules s'obtiennent

en dérivant sous le signe J . par rapport a a , les formles

antérieures. Encore faut-il |légitimer cette dérivation. Il
n'y a pas ici de singularité & distance finie, puisque nous
avons supposé a ¢ IR . On remarquera alors que, si. |'on

avait une intégrale sur un intervalle borné, |a dérivation

d B ed}e(:x/ B ei,o(x/
) za?( J_A —x_—a:““)= Jm"'m

serait triviale, en vertu du corollaire du théoréme 115 du
chapitre V. On peut alors faire tendre A et B vers |'infi-
ni; la parenthése du premer nmenbre, et |e deuxiéme menbre
de (VvII,5;46) convergent respectivement

+oo e&e(x +oo
vers J — dac et J
- o0 oo

x - a

e'w(:o
(x-a)?

uni forménent |orsque a décrit un conpact de la région% #+9,
la premere & cause du théorene d' Abel, la deuxiene plus s4m-

pl ement par convergence absolue; alors le théorene 111 du cha-
pitre IV affirme que la deuxiéne limite est bien la dérivée
par rapport a a de la preniére; et de néme pour |es dérivations
suivantes, la convergence absolue étant alors valable pour
toutes. Ce que nous venons de faire la est d ailleurs simple-
ment |'application du théorenme 117 du chapitre IV.
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Corollaire 4
On a (théorene 118 du chapitre 1V)
5;48 J+~M°‘“ = 3,
] , = e = 3~

Dénonst ration

o - too . to L tee . )
. Sumx 1| Admx g 4 e 4 ey _an-(-im)_X
mﬁ)“g) jo Td”‘::’{"_m x dm"“ UPJ_‘” dac 43 %}m x doc = 2

Remarque,- En cours de démonstration, on doit utiliser unwb
pour Ta singularité a |'origine, alors que ce n'était pas *
nécessaire avec |'intégrale donnée.

A1

Dans les conditions du théorene 34 on peut définir une
distribution mp _P__ s par :
Q

- too = ,

{ P = Pi=)

(v,5450) <vp o Q> v?Jm e P(x)de , (€ )
Hle est visiblement tempérée, puisqu elle est, a I'infini,
une fonction-tendant vers 0 . Donc elle a une imge de
Fourier. sit n'a pas de pbles reels, et sidng>d,e9P+z,
c'est une fonetion i_ntégrable,surR , et son imge de Fourier
est la fonction continue bornée

— +o0 '?P;’( ) ~21TA
(¥I,5;51) M = J _6(3:5 e dec

qui est donc facile a calculer par |e théoreme 34, C est ce
que nous venons de faire au corollaire

X

Mal's si du} Q=du}$+1 , elle nest plus 1ntégrab_Fl_?e,

et si elle a des pbles réels, c'est une distributionvp I

et non plus une fonction; on peut quand néne espérer raison-
nabl enent que son image de Fourier est la fonction définie

par voo = .
. P(CE) - 2inmdx
Pour fout A . appelons S, la distribution définie par

+A

(III,’S;52) <§A,(P>=U/PJA %{%Q(x)d&) (-?é/éjx .






+oo +A _ -A e-zirr?iac
(w5 ;56) vh J.m_% J_A u < " Coo, - “ JW — doc
+00 e-ziﬂrhc,
N N
A Il 2A,
- P Sim o A
< “C.,. -1 "2 J MVETAX  doe| + comst. A
’ A x Ao
+oo .
= “_C:; - " 2 J din t dt | + conot. A
? 2 T|A|A t °
£ const
ce qui nontre bien notre affirmation.
On a donc bien -
’ — +o00 .
, P Plec) ~rimase
(WL5357) (ﬁw ——)M)=v J — e doc
%) Q ) /” o Q(,x) J
le second nmenbre étant une fonction de A , continue

pour A # 0; la formile (VII,5;43) nontre bien qu'elle peut
étre discontinue pour A=20 mais elle est en tout cas bor-

née pour A réel.
On peut donc énoncer

Théor éne 35,

>

L'imaoe _de Fourier de la distribution 'U’)P 0
condi tions du théoréne 34,est la distributi'on définie par
une fonction bornée. continue dans ( }o , el donnee pour

, dans les

A;opar |'intégrale )
m C (2 jw P(x) -2umAx=
(MI,5;58) ) _ ‘U/P e doc

cal cul ée dans ce théoréene *

* Puisqu' on s'intéresse & C,'comme distribution, son
calcul pour A= 0 est ici sans intéret.






415

Re x >— 1 (intégrabilité & |'origine) et ero{+de3$— da?Q
<— (intégrabilite a I'infini).
s gz | , - 'y )
Cons? dérons |'intégrale JTX,E,R%)):) d)@ sur le con
tour suivant T ¢

La partie (1) est le segment |e + ie, A + Le]

La partie (2) est le segment [A— te, & - 16 |

La partie (3) est |'arc de cercle |f§ |_—_ |/A1+ g er)ﬁ €A
La partie () est I'arc de cercle |4 |= )2 e, Qe %< E;

le sens de parcours est indiqué par les fleches (sens direct).
La fonction & int egrer corre‘&pond a la dé ,ermination de

'5 & X rg‘?
la fonction multiforne »/) e~ = )5| e avec
0 <Arg/5 < AT ; cette fonction )é“ est ainsi holo-

morphe dans le_plan corrplexe privé de la dem- droHeR ,
et par suite R fé)/g, y est méronorphe.

M a les nejorations suivantes. Pour | 4 [tendant vers 0






Lorsque & tend vers 0 et A vers Foo, X (x)R(oc-le)(:x:—ie)"‘
. - ol 2tmo )
converge en tout point vers Ri(ax) o™¢ , parce que
| "argunent de x - 1E teﬁd VErs 2, X% s4=alle est majorée
&eq d@ﬁ?
par comst.x ) de sorte que le théoréne de
conver gence- de Lebesgue montre que I intégrale sur (2) tend

24MoA .
vers - ¢ 1 * Fi nal enrent, on a :

@ps5;62) fm Jr' Rvﬁ))édzé
At

ztnu

)I.

— 400,80
&

ii en resulte que la connaissance de . pernmet de calcul er
ALk,

I si ¥ n'est pas entier (pour que 1 - ez”ﬂ‘ %= 0). O T}H

est un chenin de classe C™ par norceaux, et il est |le pseudo-

bord de la région hachurée, variété avec pseudo-bord; nous
sommes dans un cas oul'on peut appliquer Stokes (theorerre de
St okes général 38 du chapitre VI, exercice 2° page 175). Le

théoreme 1G des résidus nontre alors que . est égale a

. K3
247  fois la sonme des résidus des pdles de R(fé)’éx con-
tenus dans cette région, c'est-&dire, si_’Aest assez grand
et & assez petit, tous les pdles a; deR()é),

Ces pOles sont les zéros a, de Q ; en chacun d'eux, pour
- : ¥
le calcul du résidu, on devra bien tenir conpte de la valeur defé,

4 savoir “ °‘})7

* Fréquemrent on "sinplifie" cette dénonstration en supposant

que (1) et (2) sont des chemins d' ordonnee nulle, '<l'un sur la
face supérieure et |'autre sur la face inférieure de " Le

contour T, . est alors le suivant
»
O

Mais cela suppose |'utilisation d' une ﬁ)ncti%% " pr.enant
des valeurs différentes sur les 2 faces de ", nc Pdes “outi | s

t opol ogi ques plus conpliqués.
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Le cas o« entier échappe au théoreme précéedent. Dans ce
2L ' .
cas, 1 - & =0 . et en méme tenps |'integrale

i
est nmlle (car alors R { )»5 > est une fraction rationnelle,
la some de ses resuius nulle, en conptant le résidu &
["infini, mais celui- est nul en vertu des hypothéses faites

sur o ), €t on trouve T M peut faire le calcul, dans
ce cas, par les nethodes u_gelles puisqu'il s'agit d une frac-
tion rationnelle. On peut aussi le faire pour « non_entier et
passer ensuite a la limte. Ceci est légitime, car I (x) est
mani festement une fonction continue de & , pour«, < (e x < &,,
X, et «, réels vérifiant les conditions de |'énonce. En ef-

fet R(oe) =¥ est continue en & pour tout >« == 0 , et on a la
maj or ati on "R(x)x“ | < |RGol (o™ + =%%)  dou la conti-

nuité de I Te théorene de convergence de Lebesgue (théo-
reme 114 du c apltre V).

On calcule alors _&Z‘L’%—Z Res,,. (X (5)5"‘) pour
& non entier, et on passe a Ia 1imite pour- o« entier, en
"levant |'indétermnation% . C'est facile par la régle de
L'HSpital. Pour « entier,

ws;es) T =, Lm I(p) = i""’v i Z Res ( '5’3)

P"Wh« eniwv -—’ 1-€ L’t

_ ling _fj’;w T b, Ryl gy
—- 3 fis, (Rig) 5% 0oy 5) .

- Mis il existe une autre mét hode. Considérons 1'intégrale
sui vante :

(wm,5;4]) j‘ W ,5"( ,[Ugm“(’j) d)é

A, &
ol § verifie toujours |es mémes conditions (entier ou non)[
et o0 m est un entier >0 , Les intégrales suivant (3) et (&)
convergent encore vers 0 pour A infini et & tendant vers 0 .

L'intégrale suivant (1) tend vers
J‘I'OO——»-

R (=) 2% ,Qo? (:c)d/ao ,

um,5;68)
0
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O la nouvelle intégrale est encore convergente d' apres

les ménes criteres, et avec les majorations anal ogues, de sorte
que le théoréme 115 du chapitre IV nontre la légitimté de cette

dérivation fornmelle. Plus généralement :

d/mI f'too_)
5. 7s —_— = v o m )

Or  —w& Ppeut se calculer d aprés le résultat obtenu au

théoreme.36 ce qui fournit une néthode de calcul du 2ene menbre
de (vIiI,5;75), pour m entier > ¢, par :

+°°—» m

2+X ‘ By X

(35 76) j R () "™ doo = L (4__22”“ 2. fas, (RTp) 5 )>,
(résultat direct pour & non entier, indirect par |evée de -
1'indétermination.g_ pour o entier).

Par exemple, pour (o < erié <A1
%
s Jig) = doc

o 1+x

d (r“_x_élam):_d;_ =_’r=>
= 7}-{}— , 1= d)‘} ,5;,",)1»3
Y cos T 4
SV T %
Exenple 4. Applications aux fonctions eul ériennes

[l existe un grand nonbre d' applications du calcul des
résidus & toutes les fonctions spéciales. Nous nous bornerons

& donner ici une fornule intéressante relative aux fonctions
eul ériennes, qui d ailleurs est plutdét une application de la

lére formule intégrale de Cauchy que du théoreme des résidus.

La fonction T est définie, pour e « > 0 , par

b+ oo

- -
(m,5;78) T(«)=| e o 'da
Jo
Peut-on nodifier la ligne d'intégra_tion,_ la dem-droiteeréglle
>0 , et la renplacer par la deni-droite d'argunent ans

[ é plan conpl exe
etVoo
- o1 =1 §-1) ;
e ) A dz) X 6( &73 ) , Ar

_ g7
y A= g =0"

(¥m,5;79)
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lO

(um,5;82) T(«) = Je —)b 0( 4d’§

+oo —/Le‘o -1 10 x
=J e AT e d
o .
T -ret? - h
Fai sons mai nt enant 9-_—.2-7-, donc e = & . L'inté-

grale écrite est sem-convergente a |'infini en vertu du critére

d' Abel pour Bx < 4 (il 'y a toujours Integrab|I4|te a l'origi-
ne pour R >0 ). En effet la fonction A% est alors

a variation bornée a |'infini car sa dérivée (o - 4)/»0‘ “est
intégrable a |'infini, voir th %reme 7du chapltre V), et

tend vers 0 pour A infini et jA e dv
En outre, 1' intégrale est uni f or ménent convergente a l'infini,
pour ( € 0 < ____ (cela résulte du théoréme d'bel pour
04905941;_ . On a en effet :
R-2 “Acod 8 1
2 )

+|(6

-)»cobe v 1
(VIL,5;82bis) |(e vy 'tx 1

d ou, par (IV,9:;23):
)Voo/je of~1
(582t V([A+ool 5 e A

+ o0 ~Acob Ro~1
<fA (a1 a8 (e )"»» Y dn
o =1 Rox=1 Rox-1
< W A + A
alors, par (IV,9;102)
+o  _rcosh o -1 -1k S §
X ) (e Jin | <

= const A 5

(¥T,5 82 quarts) (e A

o ~1 -uuéme

const A Su% |

£ const. Am- % .
San B

Mais, pour 0<8 <8, , la convergence gbsol ue_ a 1 1nf:h(} est
uniforme par la majoration dlrectele )v°”‘4

Donc il y a bien convergence uniforne a |'"infini pour
Ro <4 ,0s 0 < 2). Donc le théoréne 116 du chapitre |V

nontre qu'elle est une fonction continue de § , et comme elle

o |
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Dénonst rati on

En faisant =0 dans la 2éme formule (VII,5;85) on obtient

(T () im “;" )%_o; mai s, pour & tendant vers 0,T(%) ~ .o’:_ ,

‘ o T
et,ém"‘f Nd;f , doulavaleur J.

Les formules de la 2ene |igne s'obtiennent en/lfai sant &=
dans (VII,5;83 et 85)et en tenant conpte de T (T) =V7T

(formule 15 du fascicule "Fonctions eul ériennes"). La 3ene

i gne se déduit de la 22mepar | e changenent de variable =1
Ces fornules s'appellent fornmules de Fresnel (utilisées en
théorie de la diffraction). Voir chapitre |V, formules
(Iv,9;110bis et 113).

§ 6 FONCTIONS ELLIPTIQUES (Phot ographie du cours de M
Paul LEVY).

L
2

2

§ 7 COMPLEMENTS DE TOPOLOGIE GENERALE. THEOREMES
D’ASCOLI ET DE MONTEL

R e Al

Au chapitre Il, nous avons d' abord introduit |es espaces
metriques, puis les espaces topologiques. Tout espace métrique
est topologique, mais sa structure métrique est plus riche que
sa seule structure topologique, et permet de considérer d autres
propri étés ou probl énes (suites de CAUCHY et espaces conplets,
ensenbl es bornés, applications unifornmément continues, etc...).
Un espace topol ogique dont la topologie peut étre définie par
une netrique est métrisable; les différentes nétriques défints.
sant sa toPoI ogie sont dites "écuivalented', nmais ne sont pas
"dentiques", et par exenple |'espace peut ®tre conplet pour cer-
taines d entre elles et pas pour d autres.

Dautre part il y a des topologies non nétrisables.
On peut étendre considérablenent |a notion d espace metrique.
On appelle sem-distance (ou écart) sur un ensenble E une

application ddeE x E dans Ta dem-droite réelle > 0 R
ayant les propriétés suivantes

+ 2
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ma Jore diﬁ ,d“z,...,d;

. (axione de filtration)et si g=Mn (¢ ¢,,..£,)
-

19V2 0% m

| a semi-boule B (a,e) est dans & , qui est donc bien ouvert.
On peut encore re qu'un ensenble est ouvert si et seul ement
s'il est réunion de semi-boules ouvertes. Les semi-boulesB;(a,t)
de centre a (lorsque & et + varient) fornent un systéme “fon-
danental de voisinages de a .

Cette topologie est séparée (axiome d ) de HAUSDORFF) si
et seulement si :

(V1I,7;2bis) Quels que soient x et 4 distinctsde F . il exis-

te un 1€ tel que d;(x,y4)>0,

L' espace sem-nétrique est dit séparé si sa topologie est
séparée. MLL&.&JMN_DMM&M&DL&U_
[ours que Ta structure sem-netrigue est separee.

Les fonctions semi-distances d. sont trivialenment continues
de E x E dans R

+.

11 peut arriver que toutes les sem -distances d; soient,
en fait, des distances; |'espace est quand néme appelé semi-
netrique et non metrique, des lors qu' il a plus d"une distance

dans la famlle.

On dira qu un espace topol ogi que est semi-métrisable si sa
topol ogie peut étre definie par une famlle de semi-distances.

~Théoréne 38. Pour gu'un_espace topplo%ique Esoit semi-
nmétrisable, 1 faut et il suffit quil ait la propriété suivan-
te

_ Quels que soient a € E et |le voisinage ouvert £ de a |,
il existe une fonction continue Y.sur E & valeurs reelles >0 .,
gui_est > gen a et nulle dans'| .0 .

v

Dénonstration

1) Soit E sem-nétrique, (d;);.; sa famlle de semi-dis-

tances .Puisque () €st un voisinage de a , il existe un 4+ €1
et m > 0 tel que |a semi-boule B, (a,t) soit dans () ,Aors
la fonction égale & xx—s1«d fx-;n) " dans B, et a 0 en
dehors, répond & la question. C'est exactement 1la construction
qui  a été faite au lemme 1 du théoreme 11 du chapitre IV (par-
tition de ["unité); on supposait a ce nonent |'espace neétrique
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appl i cation de E dansF est alors continue (notion pure-
ment topol ogitque) si

(w73 VYaeE,Ve>o0, V} eJ 3 n>0, Jiel ¢(d4(x‘a)$'1#Bi(f(x),ﬂa))é&)-

_ Mais en outre on pourra dire qu'elle est unifornenment
continue (ce qu'on ne peut pas faire avec seulenment des struc-
tures topol ogi ques) si

(m7;4)  Vedo,vjeJ, In>0,3iel H(d ()< = 8 (), JxM) <8).

~ Théorene 39, Toute application continue d'un conpact semi-
metrique F dans un sem-netrique Fest unifornmement continue.

Dénonstration

Cest |'extension aux espaces sem-metriques du théoreéme
31 du chapitre Il. Miis |la dénonstration donnée alors ne s'é-
tend pas, puisqu elle était basée sur WE ERSTRASS-BOLZANO ce
qui supposait |'espace netrisable; donnons en une nouvelle,

qui bien entendu est aussi valable pour le cas particulier me-
trique.

Supposons donc que ce ne soit pas vrai, et nontrons que
nous aboutissons a une contradiction.

I1 existe donc un }e Jetun & > o tels que, pour tout

+ &I et tout M >0, %11 existe un couple(:r,',x“)e ExE
vérifiant

(TL7; 4bis) d, (<, ="V sy, 83- (4e=n, =) >e .

Fi xons ai nsi } et € ., Pour tout L et tout_g » 1'ensem-
ble E, , des (x,x"e E x E vérifiant (VII,7;! bis) est ferné

(parcg_’quué_e y i, o) sont continues), et non vide, sur le com
pact “ExFE .

Comme la famlle des sem-distances est filtrante, toute
intersection finie des E _ nnotient encore un tel ensenble, donc
est non vide. Donc 1'intersection de tous |es ELH est non vide.

)

Si(ac',2c") est dans |'intersection, on a, pour tout + € I,
d, (x',2") = 0 ,.donc, E étant séparé,’'= x"; et cependant
g.u(x') , f(ao"))%ﬁ , Ce qui est bien contradictoire.

¢
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ensenble E sera la donnée d'une fanille de parties de E x E,
appel ées entourages., et verifiant les propriétés suivantes

1) _Toute partie de E contenant un entourage est un
entourage;

2) Toute intersection finie d'entourages est un entou-
rage;

3) si w<cE yFest un entourage. il en existe un autre
Q. tel que (=, 4Y€ VU entralne(y,xx)€ W (swmetrie);
(VIL,7;4 quarto) 9 %) S W ¢ E x E est un entourage, il en existe -
’ 7 tre tel que (x,w)eV,W,A)E sentraine (x %€
TInégalité %rl anqulaire). ™ °
5) Pour tout entourage W . et toutx€l (x,x)est dans
U

6) Axiome de séparation : |'intersection de tous les
entourages est la diagonale de E x E ,c.a.d. ['en-
semble des (o¢c,x),>€ E .

L

Les entourages indiquent des sortes de degré de proxjmteé;
si (m,«})e%, on dira aussi que = et v sont™ voisins d ordre%

Une structure uniforme definit a fortiori une topologie;
une partie (y de E  est dite ouverte pour cette topologie si,
pour tout a € (¢, il existe un entourage Wc E «E tel que
(@,x)€ W entraine = € . Un espace toPol ogique est dit uni-

formsable si sa topologie peut étre dérinie par une structure
uni f or me.

~Si alors_E et F_sont deux espaces uniformes, une appli-
cation 4 de E dans F est dite unifornénent continue si, quel
que soit |'entourage U deFxF, il existe un entourage W de
E xE tel que(x,y)€ W entraine(;}(vc),f(g))é v . le est
alors a fortiorit Continue.

. SiE est un espace senmi-netrique, de seni-distances d;ﬂ,
4 €I, un ensenble U de E v E sera appelé ‘entourage s 'r|
existe + €I et € >0 tels que d; (x,y) & ¢ entraine(x,4)€ .

Ainsi une structure sem-metrique deéfithi t bien une structure
uniforme. Mis alors qu une structure topologique ne peut pas
toyjours étre définie par une famlle de sem-distances (voir
théoréne 38), on démontre que toute structure uniforme, au
sens général qui vient d'étre indique, peut étre définie par
une famlle de sem-distances; il est donc équivalent, pour

un espace topologique, d étre uniformsable ou semi-métrisable.
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1

Théorene 40

Soit Eun espace seni-nétrique, défini par un nonbre fini

ou une infinité dénonbrable d ,d . de__Ssem -di stances.

N 1,-o|dw)nl

Il existe alors une structure netrique sur E, unifornénent

équivalente & celle-Ta. En particulier 1'"espace topologique E
est métrisable.

Dénonstrati on

Tout d'abord, remarquons que la famlle de sem -distances
d,,d,+d,,...,d+d, +...d ,..est uniforménent équivalente a

la famlle donnée. On peut donc supposer, sans rien changer au
probI eme, que la fanmlle de seni-distances est croissante
" d ., pbour tout m .

Ensuite, si on renplace chaque dﬂ par

_ %P(d“,f!) ,c.a.d.
(¥L,7;6) SW(oc,«})=Min (d“(ac,v),/l),

on a encore une famlle uniforménent équivalente; on peut donc

encore supposer qu'on a une suite croissante de distances § <1.
Posons al ors n

mpp b - S (), e oy - b (DGR

n=0 2™

Sﬁv rrmqnum existe bien, car, pour :x:et 2eE, la suite
des 1.(30& tend vers () pour m infini. e§t bien évident

que § est une seni-distance; c' est méne une di stance, car, si

;3 existe m tel que 8_,,, 4,))0 4 cause de 1'hypothése
éparatlon donc § (= “)’>°‘

Montrons que |a structure nétrique définie par § est uni-
formément équivalente.& la structure donnée.

Soient dabord melN, et &0 .Aors trivialement § g %
) e :
1mplique2_':L = -2-1; ou né E .

Soit maintenant § >Q . Il existe m tel que .% =& :

- )
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Quel _que soit |'ensenble fini JcT il
que | I, majore toutes 1les | l}, }e J .

Cnh supposera en outre, méne sans le dire explicitenent,
que la structure est sépareée

existe £ tel

(W) Quel gue soit X = 0 . il existe uni eI tel quel<li=0
(3
Si est une seni-norne, alors (=, .
di stance,’ particulieérement adaptée & 14 -structuré vectorielle:
invariante par translation, et nultipliée, dans une homothétie,
par |e nodule du rapport d' homot hétie. Un espace vectoriel

Y— b (x=y)est une semi-

normé est donc aussi un espace topologique. En outre

Théorene 41,

Un espace vectoriel sem-norne est un espace vectori el
topologique : |es applications (i@—»(’aiﬁg)de E x E dans E
et (A, )0 A delKxE dans E sont continues.

Dénonst rati on.

Soient en effetaeE, beE ,iel, et ¢>0. Aors les
inégalités] x-af; < —E—’- : ||;(1;-71;||.0£ -, entratnent |'inégalité

||(x+ ) (a+fr)|| €&, Ce qui prouve la continuité (et méne |a
?cinuité‘ uniforme) de |'addition. Soit

mai ntenant & e J{

01 a l'inégalité

(UL 7 i) | AZ - o@], < | A-x| =], + || |Z-F ] ;
on aura slrement " A ~ NE“ < €& sion aM—a,[ Icc" <-fz’- ,
et] o ] "ac._ ali < %% 3 la 2& inégalité est réalisée dés que
—_— - & . . _

_da d‘,‘/ < -ﬂ_&_lu’__la fr"'e :jt r“éaali;Te dés qu:lA o(l < “mL )

c.a.d. des que x —al. <1,[2- -
| ‘ 2(laf; +1)
onc e

ng;?;hm IA—-N‘ <-3—F§T:Tv ll\ Min. (f, 2|N|))

“2:::;—0(61,“ < ’

ce qui montyre la,continuité du produit par un scalaire au point

(X, a) de K x E par contre, ce produit n'est pas unifornénent
continu; voi'T page 116 du Cnapltre ).

semi-
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Les deux famlles de sem-nornes définissent alors |la nénme
structure uniforne et la néne structure lipschitzienne.

I1 suffit,en effet d appliquer le théoréme & l'applization
i dentique. de E , nmuni de chacune des deux structures, dansE
muni de l'autre. Ce corollaire généralise |e théorene 12 du cha-

pitre Il, qui est aussi, commenous |"avons indiqué a la remar-
que suivant le théorénme 47 du chapitre II, un corollaire de ce
t héor éne.

Ce corgllaire nontre en particulier gue, pour un espace
vectoriel E semi-normé, les structures uniforme et lipschit-
zienne ne dépendent pas des semi-nornes, nais seulement de la
topologie. On peut d ailleurs voir que,h,Epar exenple, la conti-
nuité uniforme d une application { de dans un espace semi-
métrique F , de semi-distances(&}'))‘el , s'exprinme uniquenent

—

a partir de ia topologie de E et non de ses sem-normes : quels
que soientje J et e >0,i1 existe un voisinage W de 0 dans E

tel que X'- o' € b entraine d; ({ (= {('55")) L¢e,

!
De méme,une suite de points =, de E_, est de_Cauchy, si et
seul ement si, pour tout voisinage W de 0 dans E , il existe

un entier p tel quem>p n >p, entrafne = -3, € W.

Dailleurs tout espace vectoriel topologique, défini ou
non par des sem-normes, est uniformsable, en défjinissant une

structure uniforne comme suit : une partie W de E, « est un
entourage s'il existe un voisinage U de 0 dans E tel que
X -4 C entraine(:o,nj) € U ; si E est semi-normé, cette struc-

ture Uniforme est cell'e’qui est définie par les semi-normes.D'a-
prés ce que nous avons dit a la page %#31,celd prouve que tout espa-
ce vectoriel topologique est semi-métrisable; maiscelda ne prou-
ve pas qu'il soit semi-normable., Toutefois, presque tous les es-
paces vectoriels tolopogiques de |'analyse sont semi-normables,et
| eur topologie est nméne définie par |la donnée des sem -nornes.

Aussi la notion d'espace semi-normé, a peine plus conpli-
quée que celle d espace norneé, rend-elle des services inappré-
ciables. Elle va nous servir tout de suite a définir certalnes
topol ogi es que nous n'avions pas pu aborder jusqu'a naintenant,
et donner des exenples d' espaces topologiques sinples non métri-
sables, ou d' espaces vectoriels topologiques non nornables.
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ou les «; sont des points arbitraires de E et les U; des

voi sinages arbitraires des f(x;)dans F . Dailleurs FEest
un ensenbl e produit de E facteurs identiques & F | nous avons
défini la topologie produit au chapitre II, seulement pour un

produit fini, mason peut |a définir pour un produit arbitrai-
re et la précédente topologie est alors la topologie produit.

Néannoi ns il sera souvent comode d' avoir un F semi-métrique,
et de considérer alors F& commesemi-métrique.

soit a € E . L'application ¥ 'f(a) qui, a chaque fonction
sur E & valeurs dans F , fai'c correspondre sa valeur ena,
est lipschitzienne deF?® dans ; en effet, pour tout jeJ
on a précisément o (§.9) = @(a) gw) aonc & fortiori “= .
?'“

) , E
Elle est donc unifornménent contl nue. En considérant ¥~ comme
un produit infini, cela généralise ce que nous avons dit au § 6

du chapitre Il : dans un produit topologique, |es projections
sont continues.

S en particulier F esf un espace vectoriel sem -norneg,
de semi-normes | |. , 3&.) F¢ devient |ui-néme un espace vecto-

riel semi-normé, de semi-normes m \“le définies par
(m’hﬂus) m f mi,A = i";‘i‘ “ ?‘x) “ i

. = E ad 3
Mene si F est netrique, ou F norme, F~ ou F_n'est que
semi-métrique ou semi-normé., Si F= € , |'espace C*¢ des fonc-

tions conplexes sur |'ensenble E est un espace vectoriel topo-
| ogi que seni-norné, de seni-nornes | IIA défini es par

(1, 7;13) |41, = Megl|t=]-

Rappel ons que, sur |'espace & X) des mesures de Radon sur
| " espace |ocal ement conpact X nous avons utilisé la topologie

vague (chapitre 1V, 7 ); c'était précisément celle de la con-

vergence sinple sur (X),définie par |es semi-normes

bi artie fini .
(YH'7;13‘) “P'“A = +561/A/F “,L(({’)I , AP rlie finie de 60()

De méme, la topologie sur 1'espaceﬁ)' des distributions
est celle de la convergence sinple sur &, la topologie de
| ' espace& des distributions tenpérées est celle de [a conver-
gence sinple sur .
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une norne et déja g, ne |'est pas, puisque ¢, <1 et que,l'on
n"a donc pas 4, (Aac)=1a 1g, () pour A scalaire. Il résulte
de ce que-nous venons de v&‘r que les boules relativenent a la
distance § tout en constituant un systéme fondanental de voi-
sinages de O,contiennent toutes des sous-espaces vectoriels de
dinension infinie; elles sont trés loin d etre des boules défi-
nies par une norme. La rnétrisabilité de €~ pour E dénonbrable
ou, plus généralement, de FE pour E dénonbrable et Fsemi-mé-
trique & infinité dénonbrable de sem -distances, sera tres utile
pour pouvoir appliquer les théorémes de topologie générale qui
nécessitent |'hypothese de métrisabilité (par exenple le théo-
reme 16 du chapitre Il, ou le theoreme de Veierstrass-Bolzano
du néme chapitre, pour caractériser les parties conpactes deFF).
Maiis on préférera la plupart du tenps utiliser, dansC® | la
famlle dénonbrable de sem-nornes, bien liées a la structure
vectorielle, plutdét que la distance précédente.

Exemple 2. (Topologie de la convergence uniforne)

Au chapitre Il, nous avons défini la convergence uniforne
d'une suite de fonctions {, sur E & valeurs dans F , vers une
limite , seulement pour’ F- nmetrique. On peut le faire main-

tenant pour F semi-métrique; - converge vers ,f pour w infini,

si et seulement si, pour tout |, 8} (41‘ 1) =£S:;LR: 8}({"(30)’/{(90))@-00
converge vers 0 . Autrement dit, sur l'espace(F.E)b des appli-

cations bornées de E dans F la structure sem-nmétrique dite
de la convergence uniforme est'définie par les sem-distances
. S — .
(¥I,7;44) i (4,9) =Sup b, ({(=), g (=)< + o

Si F est métrique, on retrouve bien la distance (II,15;3)
introduite au chapitre 11.

La convergence uniforne d une suite d applications de E
dans F ne dépend pas seulenent de la topologie de F, mais
ne dépend que de sa structure uniforme. Cependant, si on renpla-
ce la structure sem-métrique de F par une autre unifornénent
équi val ent e, ork change |les parties bornées de F , donc on chan-
ge |'espace ("F)y 1ui-nméne. Cest pourquoi, si on ne s'intéresse
qgu' aux structures topologique et uniforme, non aux semi-métrigues
el l es-ménmes, on_pourra toujours renplacer |es sem-distances j
de Fpar les. Jnf(§; ,1), uniforémément equi valentes, alors F
devient borné,(F ')L devient® F~, Iui® aussi borné, et les strgc-
tures topofogi'que et uniforne de la convergence uniforme sur F
sont définies par |les sem-distances Snﬁ(ij(’f’?)’”’
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. si E est_un espace |ocalement conpact denonbrable 3z
|"infini, et F sem-nmétrique & |nE| n|te dénonbrabl e de semi-

di stances, |'espace topologique ( F~ ). est nétrisable; en
effet, si A est une suite de conpacts de réunion [E B, une
suite de vol sinages conpacts de A,, tout compact K’ de E

est contenu dans B, pour I-L assez grant *  -&t °|'infinité
dénonbrabl e des semi-distances §; ,B,. ©st Lipschitz-équi-

valente & la famlle de toutes |es &y , X conpacts de E,
de sorte qu'il suffit d appliquer le "ﬁheoreme 40. si E est
| ocal ement conpact non conpact, |e raisonnenent déja faét a
|"exenple 1 nontre que I'espace vectoriel métrisable (C

n'est pas nornable, car tout voisinage de 0 contient une
semi-boule By ( 0, ¢) . donc le sous-espace vectoriel de

dinension infinie Jog des fonctions nulles sur K , arbi-
. . * ¥
traires ailleurs

Exenpl e 4 - (Espaces de fonctions dérivabl es)

n —
Soi ent maintenantO un ouvert de IR e , F un
Banach, et considérons |'espace ( F“)c.m des fonctions

de classe C™ sur() a val eurs_}dans F . On note aussi
5 (L;F) . et B si F=C . O peut le nunir des

semi-normes :

(w7317 ) m;f l"mK M a | D’f”%(oc) I
[ [<€m

Une suite de fonctions f; de 4™ (Q ;F) converge, pour J i n-
- ) .

fini, vers %9 , pour la topologie correspondante, si et seu-

lement si., pour tout indice de derivation f d'ordre |p] <

| es D)P convergent vers Dig i uni fornément sur
t out éct de Q. . Cette topologié s'appelle donc topol ogie

de Ia convergence conpacte pour les dérivées d ordre AL

On peut aussi considérer 1'espaceb(;F)=5"(Q;F)(6Q)siF=C

* Voir dénonstration du théoréme 11 du chapitre IV (parti-
tion de |'unité), page 4yl

** 51 E est conpact, (C )Cg, = % (E) est un Banach.

*#** Nous prenons R pour sinplifier, on peut prendre un
vectoriel de dinmension finie quelconque.
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, 2n .
lement la structure réelle, avec O = IR . Mais on

appel l e 76 (D,)—F?) l'espac_ti des fonctions hol onorphes sur ()
a valeurs dans |le Banach F (sur le cor ps des conpl exes).
Cest un_sous-espace fermé de G (£, F) pour tout m et de
Jé(.(), F) daprés le théorene 15 de Veierstrass; et en
outre sur %(ﬂ F) les topologies induites par les

E™(Q l") et ’fa(\ﬂ F ) coincident. C est un espace vec-
torlel sem nor mé rretrlsable non normable. Ici encore, il

n'est pas évident qu'il n' est pas nornmable. En effet touteg,
| es seni-normes ll "m)k sont des normes sur J4(Q;F)
dés que K a un intérieur non vide, si 2 est connexe. Car
si une fonction hol onorphe ? est nulle sur K elle est

nulle sur £ connexe d aprés le corollaire 5 du'théorene 11.
Alors |es boules correspondantes ne contiennent pas d autre

sous-espace vectoriel que QO} , et le raisonnenent de
|"exenple 1 n'est plus vala, Nous |e verrons a la remarque
suivant le corollaire du théorene

Remarque - On a les inclusions suivantes

(F), cF°, (FFyp ¢ FF LB P e ML)

c(FY), cF%, BW;F)c b(0;F)

et les

injections canoniques correspondantes sont continues.

Théorenme 43
Si F ouT—: est séquentiellenment conplet, |es espaces
FE ( E ensemble), ( FF ), (E_ensenble) F’E)c ( E_espace

t opol ogi que | ocal enment compact),fgn(ﬂ; F ) (0 ouwert deR)
B (5 E) , FWQF) (O ouvert de €™ ) sont séquenti el | enent

conpl ets,

Dénonstration

. . E
1) soit 4 Une suite de Cauchy de F ( conver gence

sinple). Aors;, pour tout > de £, les J,. {(x) fornment une
suite de Cauchy de F, supposé sequentiel' enment conpl et
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5) On sait que b (£ 5 F) est un_sous-espace ferng,

donc séquenti el | ement ferne de & (s F) sequenti el | ement
complet, donc il est |ui-mnméne sequentl el l enent conpl et
(généralisation évidente du théorene 43 du chapitre Il aux
espaces sem-nétriques).

mar que Comne nous I'avons dit page x> , "sdquentielle-
ment corrpl et" peut aussi s'appeler complet" dans le cas
d' espaces a infinité dénonbrable de semi-distances. Cest le
cas pour 1) si E est fini ou denonbrable, pour 2), pour 3)
Si est dénonbrable a |'infini, dans chacun de ces cas
a condition que la structure seni - métrique de F soit défi-
nie par une infinite dénonbrable de seni-distances; c'est
aussi toujours le cas pour 4)et 5),carf) est r éuni on

dénonbrabl e de conpacts, avec la néme hypothése sur F .

En outre, dans tous les cas 1-5, si F est conplet (notion
que nous n'avons pas définie ici), on nmontre que |es espa-
ces considérés sont aussi conplets.

160t A e

Nous avons donné page 434l a définition des ensenbl es
bornés dans un espace semi-métrique. Pour un espace vecto-
riel semi-normé de semi-normes b, , L € I , elle revient
a ceci : M es$t borne sis, pour tout la seni-norne .,
est bornée sur B . Toutefois, alors qu en général les en-
senbl es bornés dépendent corrpl etenent de la structure lips-
chitzienne, dans un espace vectoriel sem-norme, ils ne
dépendent que de la topologie, & cause du corollaire du
théoreme 42. Et on peut dire directement que B est borneé

dans un espace vectoriel topol ogl que E , si et seul ement
si, pour tout voisinage V de 0 il existe un nonbre m>0
tel que 1 B ¢ 1Y I ndi quons ce' que sont |es ensenbles

bornes dans les différents exenples précédents

-— -
Exenple 1 - B est borné dans FE ( E ensenble, F espace
vectoriel semi-normé),si etseul enent si, pour tout x € E,

| ' ensenbl e B(x)—- i(x est borné dans F.
(On dit encore que sont bornées dans |eur en-

E
senbl e en tout point de E ). En particulier, B C Q" est
borné si et seul ement si, en tout point o« de E , les

t(gc,)' B ,sonn bornés dans leur ensenble (la borne
dépbndant ¢ 1demment de ¢ ).



Exenple 2 - Dans |'espace des fonctions bornées

sur |'ensenble 2 valeurs dans |'espace vectoriel

nor né est borné si et seulement si |'ensenble des
’ est. borné dans F(On dit encore que
sont bornées dans |eur ensenble sur E En

dans , B est borné et seul enent si
| fini.
TEE :

Exenple 3 - Dans |'espace des applications con-
tinues de |'espace topologique dans |'espace vectoriel

F, est borné si et seulement si, pour tout
conpact de , | ensenbl e
borné dans F (On dit encore que |es dont bor nées
dans |eur ensenble tout conpact K de E En parti -
culier, dans ( . B est borné et seulement si. pour

tout conpact K de E , est fini; ou

encore Sl, pour tout compact K , exi ste 0 tel
)
Exenpl e 4 - Dans B est et
seul enent si, pour tout conpact K de
est encore si. pour tout K , il
tel que
, ' pour K, B
Dans |'espace B est borné et
seul enent si, tout conpact K de et tout entier
pour tout K et tout , il existe 30 tel que
Exenple 5 - étant un sous-espace

ou de , on est
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a |'exenple 4. Ces exenples nontrent une différence essen-
tielle entre le cas des espaces vectoriels normés et celui
des espaces semi-ncormés. Dans un norng, les boules sont &

la fois des ensenbles wornés et des voisinages de ( . Un
ensenble est borné s'il est contenu dans une boule, et c'est

un voisinage de 0 s'il contient une boule. Mils dans E
sem -norng, un enserTbIe est un voisinage de s'il existe

veI tel quil contienne une sem-boule relative &1 “L’
et il est borné si, pour tout + € I , Il est contenu
dans une seni-boule relative a | R "b . Dans |es exenpl es
1 a 5 précedents, un voisinage de 0 n'est jamais borné

(sauf dans les cas dégénérés, dans 1 si Eest fini et F
normé, dans 2 si F est norné, dans 3si E est conpact

_h 7 7 .
et F nornmé). On peut dénontrer que si, dans un espace vec-

. . ’ . . . . -> 7
toriel semi-nornmé, il existe un voisinage de 0 borné, alors
cet espace est nornabl e.

o 1l o o

Soit E un espace topol ogi que, F un espace semi-métri-
qgue de sem -distances (8 c . Rappelons qu' une applica-
tion de E dans F estécontlnue au point a de £ , =i,
quel e soit € J et quel que 50|t @, >0 , il existe un
voi sinage W de a dans E tel que §; (oo) i(a})<e oour
tout o« de W . Considérons maintenaA un ensenbfe & d
foncti ons, tout es continues, et supposons que, pour tout Je
et tout ¢ >0, on puisse deter'mlner' un méme voisinage U
de a dans £ tel u on ait (4’(«;) (@)Y <& pourax € W
et pour toute € . On dltJalors que les € J sont
également continues au point a de E , ou qué 1'ensemble
est équicontinu en_a ., On dit que les { € F sont également
continues ou que F est équicontinu, si ceci est vrai pour
tout point a, de E. Tout ensenble fini de fonctions conti-
nues est équicontinu; la réunion de deux parties équiconti-
nues, est équi conti nue.

si E est aussi seni-nétrique, de semi-distances(d; )tel ,

on dira que J* est uniformément équicontinu si, pour tout fEJ
et tout ¢ >0, il eX|ste¢€Ietq>0 telsque NERS
entraine Sj (:f(x,’) ’Wx” ) <& pour toute :f €



Par exenple,. si sont toutes

et si, pour tout € I , il existe un néne 1 € I et une
nméne constante _ 0 tels que
. . ~alors est o _
on dira mém qu'il est . Ai nsi, si
sont des espaces vectoriels nornés, |'ensenble
tel s que ][ (boul e de rayon M ) est
(on | ) donc
uni f or ménent  équi continu . et F sont
. . ~eéquicontinu si et seulenent s'il
est équicontinu a |'origine, et alors  est équilipschitzien
donc uniformément équicontinu, pour qu il en soit ainsi, il
t out €J, il existe et
pour du

t héorene 42).

Soient E et F des espaces affines nornmés, & un ouvert

de E , et un ensenble d applications __de
dans F , | es nornes | | des dérivees
(E; F)soient toutes bornées par un méme nonbre
Al ors est équi conti nu.
En effet, la formule des accroissements finis nontre que
Il | | pour toute € , pourvu
que tout . soi t : donc
et si & > 0 est donné, il suffira une boul e
tout point a de s exi ste voi si na e ouvert
et tels que 1 on ) M
et subsiste, car il suffira de prendre
| a cont enue dans
En particulier, en revenant & ce que nous avons dit des
ensenbl es bornés dans , et
tenu de dans |' exenple 5, ensenbl es bornés sont
les nménes que dans 4, voit que toute partie bornée de
de est un ensenbl e équicontinu
d' applications dans F .

44 (ler theéorene

‘Soient E UNn espace et F _un espace
nmétrique. Soit un ensenble d' applications de E
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ésui continu au point a de E . plers |'adhérence f de F

dans'F ©- (espace de toutes les applications de E dans F,
muni de la topologie de la convergence sinple) est encore
€qui conti nuE_au pol nt_a .

Démonstration -« Donnons- nous une des sem -di st ancas ‘sur'F

et& >0  Puisque est équicontinu en a, .il.erdsté un
voi si nage’ %",e = W de a dans E  tel que me%«;eﬁ entrai ne
(T, 75 %0) 53- gia), g(=)) < £

Soient alors 2 wn point quel conque de W , et ,{& une
fonction quel conque appartenant &J . Parni les semi-dis-

tances sur F© figure O définie par

83,{0, a} (u,v) = Sup [5 (#(a), V (0')) 2(%(30), 'U’(x))].Donc , # étant
adhérente af]" |I existe 9e5 4 dépend de f a o, i,¢)
telle que el &

wm,7;21) 53‘ (;f(a),g(a))é% s 85 ({(x) 9 () < _%_ i

On voit alors que, pour oce€ W et ;ef , on aura
(¥, 7;22) SJ(f(m,{m)é Sj(yw,g(a»»t8}(3@),3@))1»8#3(@,{@))&%% £ =¢;

donc, pour tout ] € Jet tout € >0 , on a trouvé un voi-

sinage W de a dans E tel quexeW, :[’e@" entraine _
83 H(a), :Iy(gc)) 6 &£ , Ce qui prouve bren |'équicontinuité

de Jv au point «a .

Corollaire 1 - Dans les conditions du théoréne, toutes |es

fonctions 4 de 9—: sont continues au point a . Toute linite
simple.; d une suite de fonctions J de & est contl nue au

point &

Remarque : Ce coruilaire apporte un conplénent inportant au
eoremne 65 du chapitre Il; celui-ci dit quune limte |oca-
| ement unifornme d une suite de fonctl ons continues J, est
encore continue; Nous voyons qu'une limite simple d'Une
suite de fonctions continurs 3(“ pait. eacare etre continue,
si les i; sont non seulement' individuellement conti nues,
mai s égaf enent conti nues.

En fait, le théoréene 65 du chapitre Il et le théorene
précédent sont tres apparentés. En effet



Si "ne suite de ] continues au point a
converge |localenent wunifornménent v une limite -

sairement continue aussi a" pointa
continues au point
soi ent en eJee>o . En vertu de la
conver gence locale, on peut trouver un voisinage
de a dans E et un entier 3 0 tel
ensuite les fonctions
sont continues a" point
de a tel que x ¢
ce qui prouve bien de |'ensenble des o
au point a.
2) Inversenent, a" corollaire 1 du
suivant que, si Eest |ocalenment conpact, toute suite
de fonction, équicontinue sur tout entier et sinplenment

convergente, est localement uniforménment convergente.

si les fonctions sont continues
| ocal enent conpact et convergent sinplenment vers )
équi val ent de supposer qu'elles convergent

uni formenment ou qu'elles sont éegal enent continues ; et
dans chacun .des cas, leur limte

est vrai que le .. 65 o .
dent theéoreme sont ainsi théoriquenment équivalents, ils
donnent, dans la pratique, deux criteres
pour reconnaitre que la limte est continue.
Corollaire 2 - On_a des énoncés anal ogues avec _
nuit.6 E tout entier, uni for ne
est aussi
Théor énme t héor eme

Soient E un espace et F un espace

métri que équi conti nu d' applications de E
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dans F, les structures semi-métriques de 1la convergence
Sinple sur un sous-ensenbl e dense t,de E , de la conver-

gence si erI e sur B, et de la conver gence uni forme sur toute

parti e corrpact e de E, sont uniTtornmenent equl val ent eSAau,_
rement dit, [es Structures unitornes corr espondant eS sont

1 denti ques, et en partl culrer Tles t0p0| 0ogl es correspondant es

colncident).

Deénonstration. ~ La structure sem-métrique de la convergence
sinple sur E est définie par |es seni-distances

(WL,7;25) j’Ao(f,g\:xMeago 8}(f(x))§(a¢)) , Apartie finie de E_

Celle de la convergence sinple sur E est définie par les
sem - di stances

(MILZ:26) SJ‘,A(%Q) =i427,x 81' (:f(ﬂc),?(oc)) , A partie finie de E .

Enfin celle de la convergence uniforne sur les parties com
pactes de E est déefinie par |es sem-distances

(¥IL,7;21) 83’,“{»3’:9&42’,‘( 5}@”’%?(*)) , 'K partie compacte deF.

La 2éme structure uniforne étant internédiaire entre la lere
et la 3éme, il suffit de nontrer que celles-ci sont unifor-
menent ~équival entes. Par ailleurs toute semi-distance de la
| ére est une sem -di stance de la >&me (en ?renant K = Ao
finie c E, ); c' est donc une réciproque qu 1t ‘Taut nmontrer.

Ce n'est évidemrent pas exact sur |'ensenble (F )c, de
toutes les applications continues de E dans F ; mais il
s'agit ici des structures induites sur une partie égquicontinue

I de ( FE)C. soit donc K un conpact de E , je\] et € >0 .

Nous allons nontrer qu'il existe une partie finie A, de

E, et n>0 telle que A ) £ entratne
1 y £ € pour ,K}’et(gjf ans 9'], Or cecl est tres

-

smplé Pour tout point a de K , Ll existe un vmsmige W,
de a dans E tel que o € W, , -h € J entratne § (h(a) (ac))Q &,

en vertu de |'équicontinuité deg/ Un nonbre fini des Wg
recouvre K , soit ‘wav , \7_4 2,...m . Chacun de ces ‘Llp,,,‘J

contient un poi nt b, de E, ., pui sque E, est supposé dense.
O a alors, pour } e et q dans F, et x € w"'v ;




Corollaire 1 - Si une suite de fonctions

sur u dans F converge vers une fonction
convergent vers et
nent sur tout conpact de E.En effet, |'ensenble des
et de est sur , et il suffit d appliquer le
théore e.

Notons que. pour appliquer |e théoréme dans |a dénons-
tration de ce corollaire, nous devons considérer
Mai s supposons que nous sachions seul enent

X pour de dense, les convergent vers
3 est continue s d apres |e theéorene
peut - étre pas en une fonction
sur E ; alors la conclusion ne subsiste pas, et nous ne
pouvons pas affi rner que les conver gent Vers
une limte en tout point de E . y a cependant deux cas
ou la conclusion subsiste. D abord si pui squ' al ors,
comre nous venons de le voir est sdrenent contlinue

et le corollaire 1 s'applique. Dautre part, si F est
conmpl et, ou, plus general enent, si, pour tout

E , |'ensenble € est contenu
dans une partie o conpl éte de F.En effet,
pour-m et «infinis, A finie c :
tend vers ( , donc aussi pour toute partie
finie A de d apres |'identité des structures uniformes
induites par F et F sur ; donc. pour tout de E,

- fornment une suite de Cauchy, donc convergent
fait |'hypothéese précédente, et de nouveau la limte

est continue sur et on peut appliquer le corollaire 1.
Donc
Corollaire 2 - Si les sont continues et conver-

ent sinpl enent vers E est continue et la conver-
gence es% uniforme sur tout
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Corollaire 3 - S une suite équicontinue d' applications aen
d' un espace topol ogi que E dans un espace semi-métrique F
converge vers une limte en tout point d un sous-ensenble

dense E, de E, et si, pour tout = de E , I'ensemble

'97(30)2 ;fn(oc) ',nsN} est contenu dans une partie sé-
quentiellement conplete de F , alors la suite 72'1 conver ge

en tout point de E, lalimte est continue surf , et la
convergence est uniforme sur tout conpact de E .

1101 et

Nous avons donne au chapitre IV le théoréne de Baire et
e théoreme de Banach-Steinhaus; nous allons |eur apporter
ici quel ques conpl énments.

On_appell e espace de Baire un espace topol ogi que E ou
toute intersection denonbrable d' ouverts denses est encore
dense En passant aux conplenentaires, cela revient o« dire
que toute reéunion dénonbrable de fermés sans intérieur est
encore sant intérieur. Le lenme du théoréene 65 du chapitre |V
revient a dire que tout espace nétrique conplet est un espace
de Baire. Il faut noter qu il y a la un nélange d' une proprié-
té purenent topologique, le fait d étre un espace de Baire,
et d'une propriété liée a une structure métrique. Il est donc
plus juste de dire : si un espace topologique E est tel que
sa topologie puisse étre définie par une métrique pour |a-
quelle il est conplet, il est de Baire. Par exenple, si E
est un espace sem-nétrique, a infinité dénonbrable de semi-
distances, et conplet, il est de Eaire; car, d aprés |le théo-
réme 40, sa structure est uniformément équivalente a une
structure neétrique, pour laquelle il est encore conplet puis-
que les suites de Cauchy, ne dépendant que de la structure
unifornme, sont les nénes. Tout espace de Banach est de Baire.

Les espaces | FE)C , pour F semi-métrique & infinité dénom-
brabl e de semi-distances et conplet, et E réunion dénombra-

ble de conpacta; fam(_(),;_i-:),pour F semi-normé a infinité

dénonbrabl e de semi-normes et complet, & (L ;F)etIB(Q;F)
dans les nénes conditions, sont de Baire. On dénontre aussi,
mais nous ne |'utiliserons pas, que tout espace |ocalenment

conpact, est de Baire. Par contre, le corps @ des rationnels,
pour |la topologie induite par , n"est pas de Baire, puis-
qu "Il est réunion dénonbrable de fernes sans intérieur, ré-



~aun point; yn vectoriel normé non conpl et
en géneéral pas de Baire. (Considérons par exenple |'es-

pace E = C o , et muni de la norne induite par
) * o n'est alors pas conplet, puisquil

est dense ; nontrons qu'il n'est pas de Appe-
| ons la boule unité relative . |a norme habituelle de

(- | ) Soit son adhérence dans
(donc pour |a topologie ). C de toute suite convergen-
te dans on peut extraire une suite partielle & presque
Partout convergente (théoréne 38du chapitre est en-

ti érenent conposée de fonctions & presque partout bornées

en nodule par 1, donc partout puisque continues,
B est fermée dans E . Mis elle n'a pas dintérieur, car

ell e contenait la coule (pour |a norne ) de centre
j € et de rayon , l"inégalité ‘
devrait f ] 1, ce est absurde. De
méme, pour tout fermé dans E sans intérieur.
Cependant, du fait que B est la boule unité de
pour sa norme habituelle, la réunion des est

tout entier, donc En'est pas de Baire (pour |la

norme )

Soit E un espace de Baire. Une partie A CE estdit
ell e est contenue dans une réuni on dénonbrabl e

de parties fermées sans intérieur. Une dénonbr abl e
de parties nmaigres est encore maigre. Le Ilait que | ' espace
soit de Baire exprine que toute partie maigre est sans i nté-
rieur. Au contraire, dans un espace qui n'est pas de Baire,
une partie maigre peut étre |'espace entier, et la notion
est sans intérét. On pourra dire qu' une propriété relative
a des points de est - presque partout vérifiée (B
['initiale de Baire) |'ensenbl e des points de ou elle
n'est pas vérifiée est Les ensenbles naigres sont
une catégorie d ensenbles négligeables", analogue a celle
des ensenbl es de mesurenul |l e rel ativenent & une
Mais c'est une notion purenent topologique, sans rapport

avec une théorie de la sera le Plus
souvent un espace de non | ocal enent donc ne
pouvant pas porter de mesures de Le presque par-
* est seul erment et non séparé;, nais sa

nornme i nduit sur une norne, car unefonction continue
h-presque partout nulle est partout nulle.
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tout et le - presque partouf, pour une nesure o, sont
sans relation directe. nsi dérons par exenple ld droite
réelle R . Soit a,,a,,...,a,,... un ensenbl e dénombrable

dense de IR . Rappelons @ f3 1'intervalle ouvert de centre
a, et de |ongueur _2_5;_ , et O la réunion des 61»,5 , pour

¢ donné et m=~0,1,..... Aors (, est un ouvert dense, et
oo

ae nesure £ Z% .;'_ = 2¢ ( £ et non== , parce que les in-
n=

tervalles U, ., ne sont pas disjoints). Aors |'ensenble A

intersection 'des ¢, (on peut prendre g =1'i""’?/1_""'>
est intersection dénonbrable d' ouverts denses, donc son com

pl émentaire est naigre;, cependant A est de k-nesure nulle.
Ainsi Aest un "presque partout” au sens de Baire, et son
conpl émentaire un "presque partout” au sens de la mesure

Qu encore : A est un " B -~ presque partout" maisde dac-mesure

nullte; Aest un "h-presque partout",mais maigre. Qu encore : la

réunion d'une infinité dénombrable de parties maigres est mai-
gre, la réunion dune infinité dénonbrable d ensenbles de
dac-mesure nulle est de b-mesure nulle, mas |a réunion

d' une partie maigre CA et dune partie Ade k-nesure nulle
peut étre IR tout entiére; les deux notions ne doivent jamais
étre mélangées! On peut cependant dénmontrer qu'un B - presquc
part out deQ_IR , qui n'est sfirement pas dénonbrable, a exacte-
ment |la puissance du continu.

Théor éne 46 de panach-Steinhaus *

—

Soient E et F des espaces vectoriels topologiques, E de

Baire, _F séguentiellement conplet. Soit w, une suite d appli-
. . ’ . . —> s o

cations linéaires continues de E dans F , convergeant vers une

[imte pour w infini, en tout point d un sous-ensenble dense
E. de E . Aors :

1) ou bien la suite des w, est B-presque partout diver-
- N z
pente sur E . et néne B - presque partout non bornée.

—
2) ou bhien elle est partout convergente sur E | la limite

A est lindaire continue, les u sont équicontinues, et la

* CGenéralisation du théoreme 65 du chapitre 1V, avec dail-
l eurs | a mémedénonstration.



-

le sous-
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-_—
(théoréme 43),donc de Baire; prenons F=C . On obtient la
Proposi tion 10 du fascicule "Distributions". D autre part,
e corollaire 3 pernet d' étendre certains théoréemes de la
convergence vague des mesures (c'est-a-dire la convergence
sinple sur C (x) ) a la converqgence des distributions (c'est-
a-dire la convergence sinple sur&(Ly) ). Cest ainsi quele
corollaire 2 du théorene 65 du chapitre 1V est valable pour
une suite de distributions T, * convergeant vers T dans 9

et une suite de {f. convergeant vers ( dans g . Le corol -

| aire 3du théorefie 66du chapitre IV s'etend en renpl agant
les w, par des distributions T , et () continue par
indéfiniment dérivable. Le théoreme 80 du chapitre |1V es
alors valable pour la convergence d un produit tensorielS.®T

¢ ¢

de distributions. Mis ensuite on peut utiliser le fait que,

si Hest une application C* propre, et si des T; conver-
gent, les H T convergent trivialement; en prex{}ant pour H
n

J
|'addition ( ¥,nq)— & + de R™ ™ dans . on en
déduit le t(héora% de gontﬁnuité séqaerﬁ{lelle du]%roduit de

convolution (proposition 5 du fascicule "Convolution").

Cest ainsi que les principaux théorémes topologiques de
la théorie des distributions sont des conséquences de Banach-
Steinhaus. Mais en outre, ces theoremes pernettent de relier
entre elles des convergences différentes. A nsi

Soit w: une suite de nesures, convergeant dans$'(Q)

1 , . . . .
(0, ouvert 'de R™ ) vers une nmesure W pour jp infini. Pour
[) - 7
gue les w; convergent vaguenent vers w , il faut et 41 suf-
: f . .
fit que, pour tout compact K , les I F,} lx SO ent __bornées
dans leur ensenble, autrenent dit que la suite des l/L(} soi t

équl continue sur tout C, (L) .

SI en effet les W, convergent vaguenent vers fl« | es

| i sont bornee‘é d aprés Banach-Steinhaus (théoreme 65
du chapi}tre IV, tedémontré Ici). Inversement, si les 1 I
sont bornées, cela prouve que, pour tout K , les Wi dont

des fornes |inéaires égal enent continues sur C,(Q) . Mais,

H 1 1 Y
pui squ' el l es convergent au sens de &)’ vers » cela veut
dire que les fonctions ., , définies sur rVCK(J),) , sont
équicontinues et converﬁﬁt vers la fonction pw en tout poi nt

7 . . n
* NOUs ecrivons T} et non Tn , m etant la dinension aeR"!



du sous-ensenble . n'est pas dense

dans , mais, de facon, d' aprés le corollaire
convergent vers sur toute de |'adhérence
dans . Ceci est val able pour
tout K. Miis, si est une fonction de si H est
un voi si nage conpact de son support K, je
( proposition 1 du fascicule "Distributions"
nontre que est , donc conver ge
s converge vaguement vers c.g.f.d
; conver gent
0 dans ;en pour toute
des accroi ssenments montre que &
Mais les ne convergent pas vers 0
effet nous , €égale g4 3 au voisinage
on voit que , qui tend vers . Dailleurs
formul e ) qui tend vers

Donnons au contraire d' autres applications, utilisant

| ' éventualité 1) du théorene Considérons la suite des
formes |inéaires sur C ;
vers - : ,
| e sous-ensenble dense des fonctions dérivables au point
Mais la norne de , est elle
tend avec . Donc |'ensenbl e des C
pour |esquelles convergent est nmigre; dit,
non seulenment toute fonction continue n'est pas au
oi nt , Ce que nous savions . ___toutes
es fonctions continues non-derivabl es au point ; Ceci

noral ement satisfaisante de notre
fonction continue n'est pas

est une partie dense de
. dérivables en a € R etant
;a reéunion ces ensenbl es est mei gre, donc

est
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point de R . (On a mére, en fait , un peu plus : pour
B- presque toute ¢ ¢ C [o,1] ., la suite des 4 _ ,(¢) n'est

bor née en aucun point a de R, ). Par contre, 11 ne senble
pas exact ou pas évident que B . presque toute fonction con-
tinue soit partout non dérivable.

Mai s renmarquons une autre chose. Dans |la dénonstration
du théoréme 46, la linéarité des u, et la convergence surf_
dense n'apparaissait pas dans |la premére éventualité : nénme
sans _ces hypothéses, si, pour au noins un 4, tous les ?&
sont sans intérieur, |'ensenble des poi nts ' de conver gence ' des

w, est toujours maigre, Cest ce qui se passera si, en tout
point oc d'un ensenble E, dense dans E , les wn(‘{c’) _ne

sont pas bornés, et si F est normé. Dans ce cas, il n'y a
qu'une gq; que nous noterons | | , et nous écrirons sim
pl enent A)gQ et Aau lieu de A: 5 et A, . Pour tout =
h — ’ , —_—
de E, , les w _(~c) ne sont pas bornes, cfonc < & A ; donc
A ne contient aucun point de E, donc n'a pas d'intérieur
donc aucun des Ay n'a dintérieur: et A sera maigre : les
w, seront divergentes et néme non bornées en B- presque

tout point de E

., Soit alors R, un ensenble dénonbrable dense de [0,1
S)'t (¢ une fonction telle que, pour tout a € R,, les
Uy o Q) soi ent non bornés; nous avons vu par applica-
tion du'théoréne 46, éventualité 1), que ces ( fornent un
" B- presque partout” de C [0,1] . Pour ¢ ainsi fixée,

considérons la suite des fenctions { définie par

1
9, (2¢) = (P(XJF{“)_W’G) . Cest unesuite de fonctions con-

e g %4 -—
tinues (non linéalres.) sur |'espace de rfaire [OJJ y qul
n' est bornée en aucun point de 1'ensemble dénonbrabl e dense

R, ; donc par une nouvelle application du théoreme 446, dven-
tualité 1) elle est non bornée en B-presque tout point o

de [0 ,11 . En particulier{ est B-- presque partout non déri-
vatle. Ainsi B = presquetoutes | es fonctions continues
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sont B = partout non En |angage quantifié:

"(3 L M mai gre

( n'est pas dérivable Bi en entendu, M
de ; et C peut étre renplacé par

Voici une autre application. On en théorie des
series trigonometriques, que, est une fonction continue
périodi que de période T sa sér e de Fourier n'est pas néces-
sairenent convergente. | a suite de raisonnenents
utilisant successivenent |e théoreéme pour |'espace de Baire
des fonctions continues sur le cercle et pour |'espace de
Baire on trouve que, pour B- presque toutes les fonc-
tions ues. la série de Fourier est B pres-
que partout divergente \Voir: sur la série et
|"intégrale de Fourier). Il existe une quantité d autres
énonces anal ogues.

Voici un théoréme qu' on pourra traiter en exercice. Soit

E un espace de Baire, une suite d applications conti-
nues de dans un espace metrique F , convergeant sinplenment
vers une limte . Aors |'"ensenble des points de disconti-
nui té de est maigre.

Par exenple soit  une fonction réelle dérivable .

La suite des fonctions : =

al ors sinplement convergente sur ~Donc la déri-
vée  est continue en B-presque tous les points Une

fonction 'derlvee n"a donc que "tres peu” de points de

Théor éne t héor éne
Soi ent E un espace topol ogi que, un espace
trique, un ensenble d' applications continues de E dans F.
Pour soit relativenent conpact * ( (es-

pace des applications continues de dans F , muni de la

« Rappelons (oubli de la topologie générale) qu une partie A
d'un espace topologique X est dit relativement conpacte dans

X  si son adhérence dans X est conpacte. revient
au méne de dire que A est contenue dans une partie conpacte
B de , car alors A est fermée dans un donc

conpact e.
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topologie de la convergence conpacte), il suffit que |es deux
conditions sulvantes solent verifiees

1) J est équicontinu;

2) Pour toutoe € E, I'ensenble Fa) ___H?(x),¥65735
est relativenent conpact dans F .

Si E est localenent conpact, ces conditions sont aussi néces-
saires.

Dénonstration - 1°/ Mntrons que 1) et 2) sont suffisantes.
Supposons les donc reéalisées. || existe une dénonstration

tres genérale et tres courte, maisutilisant |e théorenme de
Tychonof, que nous n'avons pas &« notre disposition. Le théorene
de Tychonof dit qu'un produit, fini ou infini, de conpacts,

est conpact; sa dénonstration utiTise Ta notion dultrafiltre

et le théoréne de Zorn. Pour tout XxE E, 1'adhérence F(x)
de F(«) dans F est supposée conpacte; donc, d' apres Tychonof,

I3z 9 (=) est conpact. cela veut dire que |'ensenble des

E
e F~ telles que, pour tout o~ € E , 4(::-,) soit dans
,i('x/} , est conpact dans FE ; donc notre ensemble
contenu dans un conpact, est relativenent conpact dans FE
(sans aucune hypothese d' équicontinuité), son adhérence J
dans F est conpacte. Miis 5"_e_st encore équicontinue (ler
théoréme d'Ascoli); alors, sur Jf , _a topol ogie FE et la
t opol ogi e ( FE)C coincident, donc < est un conpact de(FE)o
et & est bien relativenent conpact e dans (FE)c .

Pour n'utiliser que des théorenes dénontres anterieure-
ment, nous serons obligés de donner une autre denonstration
un peu plus conpliquée, et de faire sur E et F des hypo-
théses particuliéres (maistrés général ement vérifiées). Nous

supposerons que la structure de F est définie par une in-
finité dénonbrable de seni-distances §., = 0,1,2,..45 €t

que E est sdparable, c'est-a-dire possede un ensenble dé-

nonbrable dense E, = { a,,a,, a, ,.. }E Méme en ignorant
Tychonof, |'ensenble des fonction§ de' F qui, pour tout=xé€E,

prennent leurs valeurs dans J(a) est fermé, come intersec-
tion de fermés; il contient & donc & , adhérence de F

dans F ; donc I'ensenble J(x)={;f(x);;}c\9'} est



dans donc aussi rel ativenent conpact dans

~ est encore Donc ales
propri étés que , mais est fermé dans E_E et a fortiori
dans ( F'), ; nous allons dénontrer que est compact dans

, et alors sera bien relativenent conpact.

D apres le théoreéne la topologie induite

est identique a la topol ogie induite par -
c est-a-dire par |a convergence sinple sur dont |es
sont données = y donc une

infinitée dénonbrable de (  est
aussi |'ensenble de ses finies). Donc,

d apres le théoréme 40, |a topologie met ri sabl e.

Pour nontrer alors que est nous pouvons appliquer
| e théorene de ; nontrer que,

de toute suite Co de , on peut extraire
une suite convergente. L'ensenble (a, ) est conpact

donc on peut extraire de la suite des une

suite partielle convergente au point a, la noterons
donc un entier

avec > ensuite |'ensenbl e
dans donc on peut extraire

est
de la suite précédente une nouvelle suite partielle conver-
gente au point ,_donc & la fois au point et au poi nt

, que nous noterons en-
core, un entier 0 , ona > H
et, puisque est. une suite partielle de pour

il existe tel _ Et
de suite, de proche en proche. 'La suite sera notée

) N . est une suite partielle de

autrenent dit, pour tout _
La suite

en chacun des points , , . On peut, SI veut,

ces suites les unes sous les autres :
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2(0’0) 3 4(0,4) ) 4 (O’Z) y 11 %(Ol‘l’l.) 3L

ﬁ“,o) ’ *(1,1) ’ 4(4’2) se e 4y 4(1’“’), o

4(‘"‘,0) ’ %’“,1 - ’f(m,z) ’raty "f(ﬂl,‘n) yrees

L T L . L 5 5 - .-

Considérons alors la suite diagonale S;;{l(“),%H):--wﬁ(nny"
J ] ’

Chaque suite est une suite partielle de la precédentw: alors,
pour mu donné, pour tout m g , il existe m'>m tel que

(v, )=(n,n) 3 (m,n), et en outre (n,m) > (7, n-1)2>(n-1,1-1),
autrement dit les ;?(n’w) ; a partir de n >m , fornent une
suite partielle de Sm ; la suite diagonal e .converge donc

au point a,,, . Donc la suite Sest convergente en tout point
de E, . soit , lalimte, application de E, dans F .

Al ors 7?0 est prolongeable en une application continue‘}; de E

dans F et la suite S converge vers ;f? en tout point de E
et uniforménent sur tout conpact de E'. Cela résulte du

corollaire 3 du theéorene 45; on peut |'appliquer, car chaque

partie Y (o ) est contenue dans J (), qui est conpacte

donc séquentiellenent conpléte Nous avons démontré au théo-
réeme 41 du chapitre Il que tout métrique conpact est séquentiel-
lement conplet. Il en est de néme, par |le méme raisonnenent,
de tout espace sem-métrique conpact, & infinité dénonbrable
de semi-distances. En effet cet espace est neétrisable (théo-
réme 40), et alors si o, est une suite de Cauchy, Weiers-

trass-Bolzano hontre qu'on peut en extraire une suite par-
tielle convergente, donc la suite toute entiére est convers
gente, par le théoréme 40 du chapitre Il . Come egguitef

est fermé dans FE _ la Iim'te% de la suite .de I est né-
cessairement dans &% . Nous avons donc extrait de la suite
donnée des %L dansj’ une suite partielle S convergeant
dans(FE)O vers un éelenent , de J= ; donc F est bien
conpact pour |a topologie induite par (FE ., et I est bien
relativenment. conpact dans (F‘E)c,-




| nversenent; supposons rel ati vement

compact e ( , donc son adhérence * conpacte.
Son i mage par |'application continue

(ou ) dans F est donc aussi conpacte, donc

C est bien relativement conpacte dans F

Ceci ne suppose aucune condition sur ou F
Soi t mai nt enant un conpact de . Appel ons | a

d' une fonction au conpact K ; |'application

est évidemment continue (et néne
dans ( (les de sont

| es " i mage par cette applica-
tion est donc encore une partie conpacte de . Soi ent
al ors et £€>0; j| existe ensenbl e d' él érment s

, Il existe un Ytel que
Mais un ensenble fini de fonc-

tions continues - est toujours équicontinu. Donc, pour
t out de : un voi si nage de dans K tel

pour tout et tout
donc, pour tout € et toute :
* Nous et non  comme pr écédement ; était
| * adhér ence de dans est son adhérence dans
A ils sont distincts. Mis dune part trivialenent

D autre part |"injection de dans est

conti nue, donc , conmpact de ( , est encore
pour |a topologie 28 du 1), donc fer-
e donc donc — ce qui per-
nettrait de pas introduire

En outre nous voyons que et » que nous a-
vons distinguez plus haut, Car nous
avons que c ; va
donc fermé dans . et il contient donc

le résultat.
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mre) @), fe)< 8 (@, fy @)+ iy f) i m leke

ce qui prouve que |'ensenble g‘;{o de fonctions continues
)

sur_K est équicontinu. Mis cela ne prouve nullenent que

5'; soit équicontinu sur . F . S par contre nous supposons
E local enent conpact, alors, pour tout a € E il existe
un voisinage conpact K de a dans_F , .alors |é W trouvé
plus haut, voisinage de a dans Kest aussi voi sinage de a
dans F (theoreme 6 ¢ du chapitre II)et (VII,7;30) nontre

ciue ‘7‘ donc 9 » €8t équicontinu en a . .Les conditions
) et 2) sont donc bien nécessaires si E est | ocal enent
conpact .

Corollaire 1

Soit Eun espace | ocal ement conpact (par _exenple un
espace vectoriel topologigue de dinension finie), et soit
F_un espace vectori el topologique de dinension finie (par
exempl e B™ ou C" ). Pour qu' une partie & de ( _FJ"E)O soit
relativement conpacte, il faut et il suffit que les deux con-
ditions suivantes soient vérifiée

1) I est  équi continu:
2) Pour tout x de E, |'ensenble f(x),:ji(’c’;}e 37} .

est borné dans F .

En effet, les parties relativement conpactes de F ne sont
autres que ses parties bornées. Ceci ne subsiste évidenment
—

pas _si_F est de dinmension infinie.

Corollaire 2

soit.) un ouvert deR" . F_ un Banach de dinension
finie, Pour qu une partie JF de % (£ ,F) soit relativenent

conpacte il faut et il suffit que les 2 condifions suivantes
soient verifiees

1) Pour tout indice de dPI‘IVHTI()n w_d ordre lh | € m,

| ' ensanbl e ﬁ; d.es_D*',L J’ € 9 ensenble de fonctions
sur.Q a valeurs dans F_, eSt équi conti nu;
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2) Pour tout

semble =

Démonstration - =0 c'est un cas particulier du
Corollaire preéecédent. Soit quel conque. Supposons d' abord

rel ati venent dans . L"application
linéaire : y de dans
conti nue. en effet on considére une
de Jonintroduira la
et on aura justenent |'inégalité

m, K

Alors |'image du conpact de est un

conpact de . cet ensenble contient = ,
qui est donc relativenent conpact. doit alors vérifier les
conditions du corollaire 1, ce qui donne précisénent et 2)
relatives & . Donc ces conditions sont bien nécessaires.

I nver senent 1) et 2) réalisées. Soit | " adhé-
rence de dans vérifie encore 1) et 2). En
' ensenbl e des tell es gque € - pour

d ordre est conti ent donc , donc
ou . Sl alors est
|'est aussi d apres le donc & fortiori
4, ; dautre part, si est borné, son adhérence

aussi, donc a , donc a for-
tiori
Montrons al ors que est conpact dans '
comme il est suffit de nontrer
Soit donc une suite de , Pour

tout d ordre vérifie les conditions du

corollaire 1,. donc est relativement conpact dans
donc de la suite on peut extraire une suite Partielle

telle que | es correspondantes conver gent

sur tout conpact donc | ocal enment
te continue: soit — celle qui correspond 0 . Dapres
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le nménme procédé que pour |la dénonstration du théoreéme, on
pourra ranger |es , ‘Ij"| s m » dans un ordre quel conque,
et faire que, pour Cet ordre, chaque S, soit une suite par-
tielle de la précédente; alors la derniere écrite (il n'y en
a qu' un nonbre fini) est une suite partielle S telle que,

pour tout /Tv d ordre |’f"l £ m, 1esD1‘<£Vm cor r espondant es
aient une limte |ocalenent uniforma?{ . Daprés le corol-
laire 1 du théoréne 111 du chapitre 1v, ¢ est alors de clas-
se ™ ,et§=Dr_’ R Alors la suie partielle S con-
verge vers g dans €™ ;F ). Comme & est fermé dans

‘%m(Q;F) ,0—’ est dans & et ainsi F est bien conpact ,

donc & est ‘Dien relativenent' conpact.

Corollaire 3 .-

si F est de dinension finie, toute partie bornée de
-—tp
4™ (0 ; F) est relativement conpacte dans €™ (L 5 F).

En effet, elle est d abord bornée dans 4™ «Q;¥), donc
la condition 2) est sirement réalisée. Ensuite, d'aprés les
propri étés des parties bornées ((VvII,7;19)), pour tout 44.

dordre [p]<m-1, F. est un ensenble de-fonctions sur &2

a valeurs dans F qui est borné dans _%’_(.Q-,?) donc équi-
continu (voir page 450 ) doncla condition 1) est aussi

réalisée.

A

Dans un espace vectoriel topologique de dinmension finie,
il y a identité entre les parties conpactes et 1les parties.
fernmées bornées, ou encore, puisque 1 adhérence d'une partie
bornée est bornée, entre les parties relativenent conpactes
et les parties bornées (théorene 2% du chapitre I1). Dans
un espace vectoriel topologique quelconque, les parties com
pactes sont toujours fermées et bornées (fermées & cause du
théorenme 23 du chapitre 1I; bornées, c'est évident dans un
espace semi-normé, car toute sem-norne definissant la struc-
ture est continue donc bornée sur un conpact, et c'est encore
vrai méme dans |les espaces vectoriels topologiques non semi-
normes). Mais, en général, la réciproque ne Sera pas vraie;
nous avons méme vwu qu elle n'est jamais vraie dans un espace
vectoriel norméde dinension infinie, dont |la boule unitée
n'est jamais compacte (théorene 45 bis du chapitre I1). GCepen-
dant, dans un espace vectoriel topologique _non norne, _il peut



arriver que la soit vraie, n'entre pas en

contradi ction avec |le théorene bis du chapitre 11l
voisinage de O n'est borné (voir page ). On dit

au un vectori el a la propriété de Mntel

S'i] Y a identité enire ses p et ses parties

bornees, ou encore entre ses parties relativenent conpactes
et ses parties bornees. Alors :

Corollaire 4

. mn . .
Si est un ouvert de un Banach de dinension

finie, |'espace = ala de
Mont el

Dénonstration - Nous devons nontrer que toute partie fernge

bor née de est conpacte. Comme |'espace est

sable nous appl i quer Soit donc
: : une suite de . Pour tout , |'en-

senbl e — est encore borné dans donc

vérifie les conditions 1) et 2) du corollaire 1 donc est re-

| ativenment conpact dans . ) le corollaire 1.
On peut donc extraire une suite partielle qui converge

| ocal enent vers une fonction continue

cel l e qui correspond 0 Comme au corollaire
2, 1 ensenble des indices est donc' dénonbrabl e  donc
nous pouvons |'ordonner totalement en le nettant en
pondance avec et choisir ensuite chaque suite
coomme suite partielle de la précédente, et prendre la

te diagonal e comme dans |a ~ du théorene.
de la initiale, telle

correspondants convergent |ocal ement uni-
du chapitre IV dit alors que
Al ors converge vers

fermé dans est
Corollaire 5
Bans |l es conditions du corollaire 4, K
de , | " espace ala propriété de  En

ef f et est un sous-espace fermé de donc
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toute part|e fermée bornée de .._‘iD (L F‘) est fermée bornée
dans &(Q; T’) donc conpacte.

Corollaire 6 (Théoréne de Montel)

Si Q est un ouvert de €" et si I_-"’ est un Banach com-
plexe de dinmension finie, |'espace F (L ;F) des fonctions
hol onorphes sur £} & valeurs dans F , muni de la topologie

de la convergence conpacte (ou de l|la convergence conpacte
pour toufe derivée) a Ta propriefe de Wontel © TT y a 1den-
tité entre Ses parties conpactes et Ses parties Ternees bor-
NEES, OU encore enire ses parties relatlvenent compactes et
Ses parties Dbornees.

Dénonstration - '}&(.Q-,F’) est un sous-espace ferme de

€(Q;F) g aprés le théoréne de \eierstrass, corollaire 1
du t héor éne 15, c'est donc trivial commele corollaire 5,

Remar que - Comme nous |’ avions annoncé Dbage by 45, ceci

montre bien que .ﬂ) (£; F ) et %(.Q F‘) ne sont pas nor-
mabl es, car un espace nornmable n'a jamaislapropriété de

Montel, sauf s'il est de dimension finie.

Le corollaire 6 est fondamental dans la théorie des fonc-
tions de variables conplexes. Dans la dénonstration précédente,
il est la suite de plusieurs corollaires en chaine; il n'est
pas inutile de voir dlrectenent qu'il est une consequence
triviale des théorenes a Ascoli Soit ¢ une partie bornée de

B0 ;F) ., Pour tout x de & , F(X) est borné donc
-

relativement conpact dans F de dinension finie. Dautre part,

pui sque F est borné, si B(a; R) est une boule de centre

d contenue dans.Q fermée donc conpacte, il existe un
nonbre M2 0 tel qu'on ait |'inégalité
(m,7;31) "?(SE)” <M, pour X e B(a;R), ?e—g.
D apres 1'inégalité de Cauchy _ ona donc :
(v, 7;32) H(ac)“ -—nMpour < € B(a.,-—), { e
dou, par la formule des accroissements finis, |'inégalité

H(;)-f&a)\l <nM pour X e B(3;2) fe F

Cela prouve |'équicontinuité de F surfd au Point a .



Donc |l es conditions du

donc est conpacte dans ;. mais

comme est fermé dans | par le théoréme

de (corollaire 1 du théoreéne | * adhér ence
de dans ( est dans

est bien relativenent conpacte dans
On peut généraliser

Corollaire 7

Si west une vari été un de i
nensi on finie, ] des fonctions

a valeurs dans F, nuni de |la topologie (induite par
de la convergence conpacte, a la propriété de

Dénonstration - bor né D abord, pour

tout € est borne dans  , donc relativenent com
pact. Ensuite, voi si nage de a dans qui

soit |le domaine d' une carte

Pour appel ons son image
foncti on hol onor phe sur = valeurs dans Fet soit
| " ensenbl e des

Le raisonnenent ci-dessus (inégalités et
nontre est équicontinu sur au point ;
est équicontinu au poi nt Donc ici encore est
rel ati venment conpact dans | , donc dans
fermé dans ,

Remarque : Dans tous les corollaires précédents, |'hypothése
" de dinension finie" était évidement essentielle.

un de dimension Infinie; on sait que sa boule unité
n'est pas conpacte. On peut donc trouver une suite

de vecteurs de norme 1, sans suite par-
Alors la suite de fonctions hol onorphes

: , est borné ( 5 mai s
suite partielle convergente; n"a pas la propriéte
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Applications du théoréne de Montel.

- Ce théorene sert a nontrer que certaines quantités, as-
sociées a des fonctions de variables conplexes, sont bornées.
Donnons un exenple constament utiliseé.

Théoréne 48 -

Soit £ un ouvert de @ . K un compact de (), . Si & chaque
4, fonction conplexe holonmorphe sur ), . on associe f(; K )€+,
nonbre des zéros de 4 sur le conpact K , chacun conpte'avec son
ordre de rrultiplicité, la fonction J—,N(%K) est semi-con-
tinue Ssupérieurenment sur 1'espace 9&7(&) (a val eurs dans
N=Nu(+00) .

Dénonstration - Soit Je€ Q). S le nonbre de ses zéros
sur K est infini (auquel cas elle est identiquenent nulle
sur une conposante connexe de () ), il n'y a rien & nontrer.
Supposons donc qu'elle ait <+ oo zéros sur K , chacun
conpté suivant son ordre de' multiplicité. Soient a; , i€l
fin, les zéros de ff sur K . Soi ent Aa;, des disques
ouverts de centres a; tels que les Aa, solient dis-

. , . ;s A4 . .
joints. Leur réunion en général ne recouvre pas K.Mis si,
pour tout £ de Kqui n est pas un zéro, nous considérons

un di sque ouvert Ag’ de centre & tel que Z(’r ne contienne
aucun zéro de ¥ , K est recouvert par les A"‘L et les Ap,
donc un nonbre fini dentre eux suffit & le recouvrir, soit
les A,. et les Ayp. ,__}leini. Soit Hla réunion des

p o —

A . %“el et aed Ay. , j'eJ 3 c'est un voisinage

(2% )
comgact de K. Dapres 1le cox;'ollaire 2 dsu th\éogén;e 2 (, <;1’|1< q
peut trouver > 0 tel que 1'inégalité oup %)~
entraine que Tl yEH ? 3

1) 9 n"ait aucun zéro dans les disque Zg,, R jeJ;

2) Dans chaque Ka_ , +€ 1, le nonbre des zéros de 9
soit exactement égal a celui de ;l[ , c'est-a-dire |'ordre de
miltiplicité 4, du zéro a; de 4)

t
Alors, 1les Aw. étant disjoints, le nonbre de zéros
v
= H i le
de % sur H est exactenent %3 'h“'«; Jrv ; et Par suite
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nonbre de de g S KcH est qui dénontre
| a

est un voisinage de dans

Remarque : On voit i meédiat ement Hest n'inporte
quel voi si nage conpact de Ktel que n‘ait pas d autres
zéros dans Hque ses zéros dans K , 1 existe

"1 entraine N H 3

. Cest ce qui nontre bien qu' on
et non continuité. Supposons par

un seul pointa ; et supposons

zéro de . S est
Porte quel disque de centre a , ne contenant
zéro de gque a, on aura, pour assez Vvoisine de sur H,
_ mis le zéro de dans le disque Hn'aura
aucun raison d' étre et on aura seul enent

Voici un autre exenple peut-étre plus

suggestif. Supposons que K soit un disque. Supposons d' abord
tous |es zéros de dans Ksoient dans son intérieur

On devra alors

general, et on ~ seul enent

et en effet, les fonctions voisines

tains de zéros dans H pres du bord K de K nais en
dehors.

Si Fest seulenent un ensenble ferng, |la fonction
n"a plus aucune

Supposons mai nt enant ouvert . Supposons que
n"ait dans que des zéros isolés, en nonbre fini ou in ini
un nonmbre fini, quel con?ue Si :
. Soi ent 1 I fini, des zéros de
, dont la somme des de

. des disques ouverts de centres
tels | es soi ent et soit H |e conpact
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entrainera que g alt exactement a: zeros dans A

4
done N ( ; donc la fonction (9) sera
semi-con inue inferieur'ement sur 'J@(ﬂ) au poin ,jk Meis
supposons que soit identiquement nulle sur une'composante

connexe (%, de’ ( . Parmi les fonctions voisines de £ , il y
en a qui, dans (9 » sont des constantes=+ 0 ; leur nombre

de zéros dans 9, est nul; la f‘onction N(@;§) n'est
plus semi- continue inférieurement sur % ((9) en gn tel point /4.
On pourra donc seulement dire que la fonction —»N(!i 9)
est semi-continue inférieurement sur le sous -ensemble de

b () formé des fonctions qui ne sont constantes sur aucune
composante connexe de (¢ .

Corollaire (Montel). Soient ) un ouvert connexe de © ,M un
nombre >0 , K un compact de) , @ un point de ) , & un
nombre réel >0 , Il existe un entier fini N(Q ,M,K,a,x)

tel que, pour toute fonctionAi holomorphe sur £). , bornée en
module par M, vérifiant[i'”’(afr)Lgo( , on ait N(%;K)(Nﬁ(ﬂ,M,Klaﬁ)

Démonstration - L'ensemble des fonctions holomorphes sur {}
bornées en module par M , et ver‘ifiant].j (a,)‘ , est

fermé et borné dans 9@(&1) donc compact (corollaire 6 du
théoréme 47). Donc la fonction ¥———+ N(4;K) admet un maximum
sur cet ensemble. Ce maximum est fini, ca si réalisait ce
maximum et avait une infinité de zéros sur K s/on pourrait

en extraire une suite convergente, et alors serait identi-
quement nulle dans () connexe (corollaire 6 du théoréme 11),

ce qul est impossible puisque |-f’(a,,) I;q >0







Compléments sur la convergence simple et uniforme
de la série et de 1l'intégrale de Fourier






Les théorémes énoncés dans la suite comprendront toujours
une partie relative a une fonction ou a la convergence en un
point, et une autre relative a des ensembles de fonctiocns et a
la convergence uniforme sur des ensembles de points; celle-ci

toujours notablement plus délicate, et on pourra la passer en
nrpmip'r'p 'Ipot'nr-p_- dans la mpt:nrp nu elle sera dissocide de

Ceeal STLiS \-.-wwvv‘vv A=

l autre., Par exemple, si 1'on ne s'intéresse qu'a 1la partie
"convergence simple" de la série de Fourier (théoréeme 3){
suffira de lire_la partie du théoréme 1 ne concernant qu une
seule fonction , de méme pour le corollaire, de méme pour
le théoreme 2; ensuite on considérera dansﬂ}e corollaire du

théoréme 2, 1e cas d'une seule fonction, } =7 ’ avec A=H;
ensuite on n'aura a4 considérer que la lére 'partie de la démons-
tration du théoréme 3, débouchant au corollaire 1.

Théoréme 1 -

Soit § une fonction intégrable surB » & valeurs dans
-1
un Banach F . Alors 1'intégrale de Fourier

- - - ~24MA e
m TN =T@ = Jﬁwe” doe

, qui tend vers 0 pourA— i o

est une fonction continue
—f
L_gbesgue) En outre, cette convergence vers 0 est uniforme

-—
lorsque 3, parcourt une partie relativement compacte de:L‘I{dmpF}

—_—

Démonstration - La continuité de C est évidente (convergence
dominée de Lebesgue).
— —_
On a d'autre part“ C 2)“ < l "L’ , donc C

est bornée. Montrons qu'elle tend vers 0 pour A infini.

C'est connu si ¥ est de classe (C' , 1nté%?igif ainsi
-2

gque sa dérivée premiére, car alors C(?\) J *’(x)%y_r_a. doe R
R

done H C-(ﬂ) n < CO"AL'TXT , d'olu le résultat.






hred —_—
Conditicn 1) : La fonction Jer- & est _intégrable au voi-
sinage de 1 origine * . ¢

—

Celd se produit en particulier si f a une limite a droi-
te 2 (0 +0) a l'origine, et vérifie au voislnage de l'origine

une condition de Holderl{l(oc)—:f(0+ O)I C =7 , Cetux >0,
en particulier si } est dérivable & 1'origine.
1

En outre, la convergence de J(?\ %) vers Jo‘ pou
A—» +00 , est uniforme, lorsqgue ,2 et G~ varient, de

maniére gue la condition soit vérifiée par chague ( & ol ) >

que 47 parcoure une par‘tie relatlvement compacte deL(R doc; F)
F une partie bornée de F , et que (x) &~

converge

- —

vers 0 lorsque § tend vers 0 Luniformement par rapport & J,0%
322

Condition 2) : La fonctlon I; est & variation bor'nee au _volsi-
nage de 1l'origine, F est de dimension finie et 0’—;,9 (0+0) -
Cela se produit en particulier si } est réelle, mﬁnotone et
bornée au voisinage de 0 . En outre, la convergence deJ(?\ L
vers JO_" est uniforme lorsque ,E et 6‘ varient, de maniére que
}3 décrive une partie relativement compacte de L' (IR , doc _;;)

—

(0 + 0) une partie bornee de F , et que la variation

totale ,? ] 0,98 [ ) de 4 dans ] 0,6 [ tende vers {

lorsque 8 tend vers ( , uniformément par rapport a } .

Démonstration - Supposons d'abord 1) réalisée. On peut écrire:

J(;\;}’)-J&’=J:“—¥(—x) b Ax do
X (JS S A doe. — j)
jsi%—imum.

* Cela n'entraine pas que J tende vers G~ quand x — D
—
mais, si;? a une limite, ce ne peut €tre que 6‘ ; et 6‘ est

T 4

déterminée par;; R carE n'est pas intégrable au voisinage del.






T,(0) =0 ; pour o = 0 , T, () — J pour A — 4 400,
en restant bornée, On aura

400 T
(3bs) J(X;;)— J;.(O):Jg i_i_zi)_,,dm Az doe

§ — e -
j ¥(x)/\5 x/ﬂ:r., dw—J;f(o)

+ o0 )
— J {?(w) S Axe doe
5 v

T8 T(5 - T Jw@

y
- J Ti(x) dw (=)

i

x

J {(x') /6m Ax doc
§

y O (JO-o)

+ (rxm—J)};‘(o)

) -
- J Ty () d p ()

La variation totale de / dans LO & l: (ou da.ns] 0 {)‘L
puisqu'on 1'a supposée continue) vaut d. , et est
}x

/l:g(ﬁ) - ;f(o) ‘ ; puisque T, est borné, on peut
fixer 0 >0 pour que le 2&me et le Léme termes soient bornés
en norme chacun par Z , uniformément lorsque ;p varie dans

les conditions indiquées. Ensulte, %(0) restant borne, on

peut choisir A assez grand pour que le 3>&me terme solt < —i—)






La fonction 0(_4?:)_ _%_ est mesurable et bornée sur R
En effet, elle est bornée en dehors de tout voilsinage de 0

Et, au voilsinage de 1l'origine, la formule de Taylor montre que

2
¥ (%) - 2= «(2) = «(0)— 2 «'(0) ~ = x"(0) pour x —> 0
(théoréme 21 du chapitre II), de sorte que
1 o 4 ==X ieng vers —4—-0("(0)
¥ () x x X (2) 2

quand > — 0 , et est donc encore borné au voisinage de 0.
Donc, d'aprés le théoréme 1, la lére intégrale tend vers (

pour ——>+0co 3 en outre, si{ parcourt un compact de
1 . F a Y 1 1
L'(R,dec; F), il en est de méme de la fonctionf(x)(@-z

parce que y————»‘%-%-) ; est continue de .U(R,dw;}'_)

dans lui-méme; done la convergence est uniforme par rapport
——)
a ,F . Ceci achéve la démonstration du corollaire si on se
- —
borne au cas #’:9’ A= .

3(:’&):’; ’“x) est intégrable, car ?— 1

Ensuite
est nulle au voisinage de 0 ; la 2éme intégrale tend donc

vers 0 pour _p — oo d'aprés le théoréme 1; en outre, la
fonction 4 parcourt un compact de L‘( [8,+ oo [ , dee 3 F )
oc

guand ;f et § parcourent des compacts de 1! (R,dm cF) , et
-
le 2&me terme est une intégrale sur [3 , + oo [ dsi /f et %’
colncident dans [0,8 J ; donc le 2&me terme tend vers 1'in-
>
fini pour P—> +oo uniformément par rapport a ,4? , g dans
les conditions indiquées.

Si 1'on se borne au cas A_ , la démonstration est
achevée. Mals supposons seulement |'p — A ] borné, L'application
{:JF, (}) —_— ¥3 est bilinéaire continue, de norme £ 4 , de

S R - .
I (]R, de ; F) x (C )CP, dans L4(R,d/x,;f'-) ; l'appli-
cation ¢ — (fonction 2 T X ) est continue et méme
B
lipschitzienne deR dans ( ‘BR)C%, car

. n_a
/bAM,,K—:"gx o

b T' > AW"C'” _ 2
S [SmT  SnTe ) sy g |2 T e T

< |v-7' |







p 400

En outre 1'intégrale J ==J éﬁgézi— doc  vaut %} *
[s] —_—

Si1 A est un ensemble fermé de R , si J est continue

]R ** . 1 !
sur en tout point de A , et si 1'une des deux conditions

suivantes est vérifiée

Condition 1') f’vérifie, sur un voisinage A" de A , une
condition de Holder

”;—f’(x)-:—?)(g)“é(l‘xﬂjlu, pour :r,eA,«)eA'-, C etx>0.

—
Condition 2') est & variation localement bornée sur un voi-
sinage A’ de A , et F est de dimension finie;

alors la convergence de Sy ()) vers J pour N infini est
uniforme sur A . o '

Démonstration - On a T
— = ik “*T - hela-®) o
(6) cy (e m=j ; 1(Be -dT_E_
@~
de sorte que
— — ‘“’%—. A% N wt
@) sN(a;w=ja_l245<§)RN(a—z)—T—,RNm:%:_Ne

Calculons donc'RN . C'est la somme des termes d'une progres-
sion géométrique, de sorte que

* ('est une nouvelle démonstration de la formule (IV,11;51).
**¥ Cela implique plus que la continuité de 1la restriction_ge

—$ ,
& A ; par contre, cela n'implique pas la continuité de f
suL

un volsinage de .

*%%* (C'est un cas particulier de la formule 33 du fascicule
—’ R
"séries de Fourier", appliqué & une fonction * . Il s'agit 1la,

rappelons-le, de la convolution sur le cercle T , qui se tra-
duit, pour des fonctions périodiques sur |® , par Ene formule

: +T
intégrale sur un intervalle-période:( { * %)(JS)=J&-f(xf§)j(§)dE.

La formule (6) est évidente directement,
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Avant de démontrer le résultat concernant la convergence
uniforme, donnons un corollaire évident du résultat relatif a
la convergence simple

Corollaire 1 - Si ? vérifie 1'une des deux conditions suivantes:

1) La fonction 4 a une limlte & droite J(a + 0) et
7 ]
une limite a gauche IZ(Q,- 0) au point a , et les fonctions
= = i) = =
! L Ja+t)-J(aro t ;ﬂa-t)-;;(aw)
o t
ur E{+ au voisinage de (0 ; celu se produira en particulier si
— - «
47(::0) —42(0,+o)“éC | x - a,l
— —
pour ¢ > a , et ";f(:c)-—/f(a,—o) l< C ’:x;-—a,'“ pour ¢ € @ ;
en particulier, si ! est dérivable au point a ;
]

sont intégrables

18]

|

vérifie des conditions de H¥lder,

-ty

—_—
2) La fonction { est a variation bornée au voisinage
—_— 'J
de a et F est de dimension finie; cela se produira en parti-
culier si J est réelle, monotone, et bornée au voisinage de a;
F—

—
Alors la série de Fourier de ) converge, pour oc = a ;

) - —
en valeur principale de Cauchy, vers —%—(4(Jx-+0) + ¥(a/—0))-

Passons maintenant au cas de la convergence uniforme.
—_— —r
ans les conditions olu l'on se place,fSN(ag ) converge vers

{KQJ pour N infini, pour tout a- de A , et nous devons mon-
trer que cette convergence est unifor@g_pourCLG;A . Il suffit

pour cela de montrer que la fonction <ik, vérifie les conditions
données au théoréme 2, permettant d'affirmer la convergence de

ng(t)%(l;—/—t—d/t vers J&"=I(a,) pour A —s> + oo

a

uniformément pour a dans A .
-

Nous allons d'abord vérifier aue, lorsque ; reste fixée
*
mais que a varie sur T , les fonctions <$g, forment un
4 —
compact de L' (IR, dt;F ). appelons W, 1'application linéaire,

* Nous identifions systématiquement les fonctions sur le cer-
cle T' , et les fonctions sur R. , périodiques de période T .
Cela méne « certains abus de langage, quil seront aisément com-
pris.
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84 bis du Chapitre IV), et sa variation dans Ez -4 + ]
“ mn

w 1)

tend donc vers (0 pour m infini; donc V ((I)

)

a3~

tend vers 0 pour m infini, ce qui contredit (lObls)

Done 11 est bien vral que la variation de &;’ dansW,SI
tend vers 0 avec § uniformément pour a € A, donc la condition
unifogpe 2) du théoréme 2 est vérifide, et 3} (;3 converge
vers % pour N infini, uniformément sur A .

De cette convergence unoforme, on déduira le corollaire:

Corollaire 2 - 8i 24 est a4 variation localement bornee surﬂiﬁ
et F_de dimension 1nfinieJ la convergence de 5 (})4 vers {
pour N infini est uniforme sur 1'ensemble A des points de
continuité de 7 ., Si 2’ est holdérienne (donc continue) surR
c'est—a-direggérifie ﬁ;é condition

—_ -— 0(
(10 ter) " ;F(w)-;{(«j)"é Clx«-«jl , C et x>0
ou sl elle est a variation localement bornée et partout continue

avec F de dimension finie, SN (*) converge pour N infini
vers 2 , uniformément sur R .

Remargues - 1°/ Les conditions 1) et 2) relatives a
?(a/+b) +:¥(q/ t) sont moins restrictives que les conditions
séparées relatives a :¥(a-+ t), {((L, t) énoncées dans le
corollaire 1. Par exemple, prenons a={ et 1 impaire . Alors
f(t) + ;¥( t) est identiquement nulle, dcne 1) et 2) sont
réalisées avec 4= 0 ; la série de Fourier est d'ailleurs une
série de sinus, les EPmmes E;Q(O;,y) sont toutes nulles, et
la convergence vers 0 est triviale; il serait ridicule d 'im-
poser a % des conditions telles que 1'intégrabilité de-iétl
ou la variation bornée de }ﬂ

2°/ Nous avons blen spécifié que la sérii convergeait

en valeur principale de Cauchy, c'est-a-dire E . conver-
. -0 + oo /k=—N
geait vers <5 ; mais les séries z: , E: peuvent

f=-1 f=0 7
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Mais elle n'est pas non plus suffisante., Il n'est pas
trivial du tout de donner un exemple d'une fonction continue
dont la série de Fourier n'est pas convergente. Mais le théo-
reme de Banach-Steinhaus va nous permettre de montrer le méme
résultat, sans avoir & exhiber d€ contre-exemple.

Supposons que, pour toute fonction ¢ continue sur T,
la série de Fourier de Q converge au point 0 , c'est-a-dire
gque %ﬁRN , converge vaguement vers ) pour N infini. Le
théoréme de Banach-Steinhaus entralnerait que les normes des

mesures %RN dx soient bornées par un nombre fixe M >0:

+ L
1 2 dx
(2) I TRNdxu = E_IIRch)I T s M.
Or on a immédiatement 2
+3 doc +3 M(N+%)woc, doc
j lRN(x)—;r—l = —
L1 T s 5% T
1 2
- 1Y .- wE

Lorsque N tend vers +oco , la fonction a intégrer
sur R , ¥ , produit de A - pim @ ¥

T ws
2(N+ %)

par la fonction caractéristique de 1'intervalle

_ INT 1T 0 |oim w%
[ (N +2\) 2 ’ + (N+ Z) 2] tend vers —T- -—a-)—?' ’ dont
1'intégrale sur R vaut + 9 , Posons gfnJ‘ZZ1ﬂf(£m)£m+1pn)£n)7
n >m, g«n;= i%ﬁ; Ym,n (limite d'une suite décrois-

. i wE
sante); on a é@ﬁﬁ% . ==-%‘ Az:g \ , limite d'une

suite croissante. D'aprés le théoréme de Fatou (théoréme 36
du chapitre IV), J/%«n tend vers + 00 pour m infini;

comme %ﬁ gm pour m =2 m, f&‘, aussi tend vers + oo ,
d'ou la contradiction avec (12); et ainsi la continuité de(f

n'est pas suffisante pour la convergence simple de sa série
de Fourier.

Mais l=2 théoreme de Banach—steinhau§, sous sa forme
générale donnée au § 7 du chapitre VII (théorime 46) nous per-
met d'approfondir ce résultat. Il nous dit que, pour B-presque
toute fonction complexe continue f sur ' , les sommes par-
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5°/ Nous avons vu que, si :E € LZ(T', doc ), 1la série
*
de Fourier de f converge vers £ dans 1/ . Cecl subsiste

pour /.P € L’r, 1< fr < +0o0 , mais la démonstration est difficile.
Par contre c'est faux pour =1 ou+00 ., Celd résulte de ce
qul précede pour ‘r» = oo (puisque, si f est continue, elle est

©0
dans L » et les SN(I.{)) ne convergent pas uniformément ver-s:£
donc ne convergent pas dans L vers }); montrons-le pour-T»:L

D'aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, si, pour toute fel_? (T,
les SN(f) = %RN * 1? convergealent dans L1 vers £ ’
. 1 1 1 . 1
les opérateurs TRN* de L' dans L' : ;?—» ,—T-RN * :? ’
1

auralent des normes m "FRN * “l bornées dans leur ensem-
ble. Fixons-nous N . Soit p. "une sulte de fonctions conti-
nues > 0 sur I' , de support tendant vers l'origine, d'inté-
grale 1; d'aprés l'exemple 1 aprds le théoréme 67 du chapi-
tre IV, les §; d=c convergent vaguement vers 8 sur T pour
j infini. Donc, d'aprés le corollaire 3 du théoréme 66 du

1
chapitre IV, les T Ry % F;j , définies par x —

% erN (=< - E) G () 4% convergent pour 4§ infini
vers %RN , uniformément sur [T : donc l%.—RN * Pj ]

converge vers il%RN‘ pour j infini. Donc on a 1'inégalité,
sur T

; ELSA Y ,
@ 7R > e, = | FRa= gy | dome SIEaE
et comme Jr I%‘RN| tend vers +0 pour N infini d'aprés ce

que nous venons de voir aprés (13), nous aboutissons bien a
une contradiction. Ici encore, en utilisant la notion,d'en—
semble maigre, B - presque toutes les fonctions de L' (T)
ont une série de Fourier divergente dans L . On connait un
exemple d'une fonction de L' (T) dont la série de Fourier
diverge en tout point.

Par contre, si |¥ | 1"2 (1+1¢9]) est intégrable

sur I' , on démontre que la série de Fourier de £ converge
vers 4 dans LY (T, dx)

— —

* On peut étendre a :9 e ! (T,dc ; F ), si F est de dimen-
sion finie; mais pas si? est quelconque,
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On est donc encore ramené « une intégrale de Dirichlet et au
théoreme 2, mals dans des conditions encore plus simples que
pour la série de Fourier, car il n'y a pas le facteur
e - '
¥ (t)= —5—— qui nous obligeait dans la formule (9) a
2
appliquer le corollaire du théoréme 2, au lieu de ce théoreme

lui-méme, De ce fait on a immédiatement les résultats analogues

Théoréme 4 -

Si ) est intégrable sur B, le théoréme 3 et ses 2
N
corollaires sont valables, en remplacant la convergence de

e

—
SN par celle de :Z:L , la convergence uniforme sur A ouR

par la convergence uniforme sur tout compact de A ou deﬂ{

Mais en outre, le corollaire du théoréme 2 nous permet

¥*

de comparer les séries de Fourler et les intégrales de Fouriler

de fonctions différentes, pourvu qu'elles coIncident sur un
ouvert

Théoreme 5 -

—

Soit ) une fonction périodigue sur R de période 1,

1 .y ,
localement intégrable, et ¢ une fonction intégrable sur ¥
g

* L'interversion des intégrations est 1légitime, parce que

p—
" ff(x) I est (dx ®dA)- intégrable sur R x [—L , + I__.]
(Fubini). (Par contre elle n'est pas intégrable sur R x R

+

d'ailleurs le résultat avec J

-0

dénué de sens, et en général, comme nous l'avons dit,

+00

H

ean"A(a,-—-x,) a2

J -C’(}\\ ez'vn’?\a da

ey

—_—
de Lebesgue, C n'est pas dA\ - intégrable).

** Cette petite distinction entre la série et 1l'intégrale
de Fourier est claire. SurT , un fermé A était compact; ou
encore, si A édtait fermé périodique sur JR. , la convergence
uniforme de fonctions périodiques sur tout compact de A en-
trainait leur convergence uniforme sur A .

serait

n'a pas de sens comme intégrale
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formule (VII,4;43) du chapitre VII, obtenue a cet endroit par
utilisation du théoréeme de Liouvilile.

+ oo
La formulej ﬂ"g’—dm=—ni- qul joue partout ici
-]
un role essentiel, a été obtenue en cours de route au théoréme

3, en utilisant le fait que la convergence de la série de

Fourier était évidente pour une constante {=4 ; il est bon de
remarquer qu'elle est exactement la formule de réciprocité de
Fourier pour 4== fonction caractéristique de 1'intervalle,

L_ 1., ]
27 ? 27 4 .
—Zer?(:c/ é/VYL/A

N
(7) C(R)=Jf" e doo = —o——

A%
et la formule de réciprocité (14) pour a = 0 donne

+oo . + oo .
S A Sur A =
(’18) 1 = J A dA ow jo o) dA z







Espaces hilbertiens

Ce chapitre se trouvera ainsi désigné
dans 1'édition augmentée et refondue du cours d'analyse
qui paraitra & la suite de cette premidre publication
reproduisant avec quelques corréctions
les cours polycopiés de 1'Ecole Polytechnique






§1 FORMES SESQUILINEAIRES

Définition : On appelle application semi-linéaire ou anti-
1indaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F
une application m vérifiant :

u(‘£+'~}\=u(x)+ u«(«}), pour E,—«;GE ;
(2 xxu,4;1)

Si le corps des scalaires est.E{ , semi-linéaire coin-
cilde donc avec linéaire.

Soit E' un espace vectoriel. Une fonction scalaire B
sur E x E est dite sesquilindaire 1 , s1 elle est linédaire
par rapport & la premiére variable et semi-linéaire par rap-

port & la deuxiéme

a) pour _4? rixé, 22— B (X, %) est lindaire ;

b) pour ¢ fixé, 7;-—»15(;.—:1,) est semi-lindaire.

Cela se traduit donc par les relations :
B(Z,+%,,§)=BE, D+ BET , %%, FeE;
’B(;E) 71"' Th) = B(E‘:, _’.1) + B(a’.’r—";z) b —‘;"’451 a_‘jze E;

(2,10, 1;2) \ ) -
B(AZ, %) =2B&E ), %, 5¢eE ,1€K;

|B(X,2%) =2 B (%9, <, 5ef,2ekK.

Si le corps des scalaires est ]R , cela veut dire qu-eB
est bilinéaire.

1 TI1 semble qu'on écrive avec un trait d'union semi-linéaire,
anti-lindaire, et sans trait d'union bilinéaire, multili-
néaire, sesquilinéaire !






DEMONSTRATION :

Si B est hermitienne, B (55,,55) est son propre com-
plexe conjugué, donc est réel.

—

Inversement, s'il en est ainsi, B (> +—«;,3E:+ ),B(SE,-JE)
et BGJ.:-‘}.) sont réels, et alors

B(%+9,2+9) =B(X2)+ B(.%)
(@1 136) 1T 1
+ B(X,¥) + B(«'}',a?.)

montre que

(4.1xr;5) B(’:E,T}') + B(g,’iz) = & réel ;

en changeant = en 1> , on voit que

(2XXI0,1;6) L ( B(i’ﬁ}’) - B(Xj,‘a’c))= P réel ;
donc

eomun  BEY) = °‘—;—‘J—5— , B R)= -5-‘%-1'%—
sont complexes conjugués, et B est hermitienne. Cqfd

REMARQUE : Il n'y a rien d'analogue lorsque K= IR .

THEOREME (2,XXII,1;2)

Si K est le corps € , une forme sesguilinéaire B

= =
sur E x E  est entidrement déterminée par ses valeurs sur
la diagonale de Ex E , autrement dit par la connaissance

— —
de la fonction > ——+B(x,%) . X €E . Ce résultat

ne subsiste pas si [K = R , mais reste vrai si B est sup-

posée symétrique.







_ [Remarquons aussi que B (7\35,7\55) - A2 B (?c,;) R

A2 2> 0 ; c'est ce qui permet de falre cette hypothése de
positivité, au'on ne pourrait pas faire pour une forme

ritinéaire lorsque K=C car alors B(Z%,?\?{;‘)—: B (5,;,)
ne resterailt méme pas toujours réel (voir déji ce qui est
dit aprés (2,XXII,1;3) )] .

La forme sesquilinéaire hermitienne B est dite définie
positive s1 B (3,X)>0 pour X £0 .

THEOREME (2',XXII,1:3) (Inégalité de Schwarz)

S1 B est une forme sesquilinéaire hermitienne > 0

—

Pilas~
sur E x E , on a 1'inégalité

— — 42. — - 1
(2,50I11;10) ’B(SE,‘«}) I S (B(:’c,:&))/ (B(g,«;))/";

on a méme 1'inégalité stricte < , si B est définie posi-
tive, & moins que X et Tf ne soient dépendants.
g

DEMONSTRATION :

Supposons d'abord simplement B >0 .

On a :

QI BE+A] % +0)=BE,2) + 2 Ae(ABGE YN+ A" BE Y > 0 .

- 10 —— 10
Soit B(X,Y)= re , )"=IB(°°»“j)| . PosonsA = le ,
t réel ; alors

(2,3A0,4312) gf(t)= a+abt+ct' = B(Sc',Sc’)+2t\B(5c’,TJ')| + tzB(;j,g)>0.

Nous avons donc un trindme du deuxiéme degré & coeffi-
cients réels quil est toujours > 0 ; done i1 n'a certai-

nement pas deux racines réelles, et par sulte ac—&"} 0,
ce qul est exactement (2,XXII,1;10).






Cela équivaut donc & montrer que
— | - —_— = o — Yo
(2,YXTT 2;3) Re (2|¥) =(3x]|x) (y]ly)" .

C'est donc une conséquence immédiate de 1'inégalité de
Schwarz. En outre, on a nécessairement < 1lorsque la forme
est définie positive, sauf si, d'une part, on a 1'égalité

de Schwe»z, c'est-a-dire s1 X et Yy sont dépendants, et si
— - -— |~ — —
d'autre part I(x’l‘J)l = Re (x ,14), c'est-a-dire si (x |AJ)

est réel > 0 ; c'est-a-dire si Tj =0 ou X = &T\g
krédel >0 . C.q.f.d.

Ainsi un espace préhilbertien E est semi-normé; nous

— ) = Ay — -
éerirons (]2 )*= 12¢ |l. E est normé si et seulement
s'il est séparé ; cela se produit si et seulement si

(X |£)>0 pour 4 0 , c'est-a-dire si la forme hermi-
tienne est définie positive.

L'inégalité de SCHWARZ s'écrit donc :

L Bd — -
(2,XXI %34 |(a:|'g)l < |= “ "’5 | .
REMARQUE :
Soit E un espace vectoriel muni d'une semi-norme
notée || | . Alors on peut reconnaltre si cette semi-nor-

me provient ou non d'une forme sesquilinéaire hermitienne, et
celle-ci est alors positive et unique. En effet, pour cela,

i1 faut et 1l suffit, d'aprés (2,XXII,1;8), que la fonction
—

—

sur £ x E :
aaEmys  EP— (1B EE G R-T1)
R 5 b AR 4 7

*

pour “(::Q: , ou d'aprés (2,XXII,1;9), que la fonction sur

—

Ex E:
(100 16) &) — LUEF -1 - 15 1)

pour K =R , soit une forme sesguilinéaire hermitienne,
et c'est alors la forme cherchée. Autrement d4it, on peut






Un espace de Hilbert est donc encore un espace de
Banach, dont la norme provient d une forme sesquilinéaire
hermitienne, nécessairement définie positive et unique.

THEOREME T (2,XXII,2;2).

Soit E un espace préhilbertien séparé. Alors son com-
A
-~

plété E est un espace hilbertien et son produit scalaire
prolonge celui de E ,

DEMONSTRATION :

Nous avons vu au corollaire du théordme (2,XI,4;1)

—
que E a une structure canonique d'espace de Banach. Mais
alors la fonction continue définie par (2,XXII,2;5 oy 6),est

sesquilinéaire l}erm{.tienne sur E x E dense dans _F: X E
donc aussi sur E x E  par continuité. C.q.f.d.

§ 3 LE THEOREME DE PROJECTION

On a défini (Chapitre IX, § 2), dans un espace métrique
E , la distance d'un point @ & une partie fermée F par

d(a;F) = Inf d(a,x).
xeF

Définition : Soit F une partie fermée de E et a € E . Une
projection de o sur F est un point ¥ € F tel que
d(a;o) = d(a;F).

En général un point n'a pas forcément de projec-
tion sur un ensemble fermé, ou peut en avoir plusieurs.

Nous avons déja donné des exemples de ces possi-
bilités aprés le théoréime (2,IX,3;2); celui-ci en méme temps
nous indiquait qu'il existe toujours au moins une projection
si, dans E , les boules fermées sont compactes. Dans un es-
pace hilbertien de dimension infinie, les boules fermées ne
sont slirement pas compactes donc le théoréme (2,IX,3;2) ne
s'applique pas ; 11 existe toutefoils un autre théoréeme, basé
sur la notion de convexité :
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elle est convergente ; comme F est fermée, sa limite ¢ est
dans F ; comme la distance est une fonction continue,

d‘@t,?)-;d,, & est une projection de @ sur F . Il ne peut
exister qu'une projection ; car, si x et ﬁ) sont deux pro-

jections, la sulte «, —jb.,?( ,E,Q s —ﬁ’ s e v vy est minimisante,
donc convergente, et &= A . C.q.f.d.
REMARQUE :

Si F n'est pas fermée ou n'est pas convexe, ou si E
n'est pas complet, la conclusion ne subsis ue en général pas.

Toutefois elle subsiste manifestement pour E préhilbertien
si 1l'ensemble convexe F est supposé séparé et complet.

Nous allons donner maintenant une caractérisation de 1la
projection :

THEOREME (2,XXII,3;2)

Soit F _une partie fermée convexe non vide d'un espace
powry —
hilbertien E . Alors si & est la projection de R € I-f sur F

— - e S
on a pour tout x € F : Re (A-X|X-o¢) <0 ; et ceci
est caractéristique de la projection.

DEMONSTRATION :

—

Par translation, on peut supposer & = 0 ; la relation
s'éerit alors Re (@) <0.

S1 Re (@ 1=)<0 pour tout X eF , on aura

— —_ - & — — 2 — 2

-2 =l a -2Re@ )+ > ||
pour tout | §||=/=-6 de F et X — 0 est blen la projection

de @ sur F .

Inversement, si X =0 est la projection de & sur F ,
on doit avoir, puisque F est convexe et que par conséquent
t—oE, 0O<t<q, est dans F dés que ¢ est dans F:
|l 2-tx|I'> "K,"” pour tout 3 € F et tout tefo,1];

— - 2 - :
dore -2t Re(a|X) + t*|c | >0 pour X €F ette [0,1].
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L REP) —d T+ aTp) 24 F, LB
(%,K51T,333) =< d* (];,o.(’) — A -P;) F)

sui(f;,?f) + d(a,F)N* = ct"(@,F)

Mais, d'apres (II,8;1) (actuellement au Chapitre IX. § 2),
aF. )= Ad@,F) - d@,b)
si d(a,F) = d(2, %) , on aura
aamsh A @ P < (D) + 4@, P =4d@ D
si d(@,F) = d(a,b) . on aura

— 2

(2x01,3:5) ;_ &P < A@P) +d@h)-@@F)-da, b))t
= 4d(@,F) d(a,b);
dans tous les cas, d,(&’}]%") tend vers 0 , pour a fixé,
lorsque b tend vers @ , ¢.q.f.d.
Faisons maintenant varier F
THEOREME (2,XXII,3;4)

soit F, , F, ,...F, ,... une suite décroissante d'en-
sembles fermés convexes d intersection F non vide, 4 un

—

espace hilbertien £ . Désignons par Yn la projection d'un

n

point a sur £ . Alors, lorsque m tend vers 1'infini, les
-—

points &  convergent vers la projection ;(" de 7;, sur 1'in-

tersection F ; et d (R,F“) tend vers d(d,F ).
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n'en était pas ainsi, les d, seraient bornés, donc auraient
encore une limite § finie, comme dans la démonstration ci-
dessus. La méme méthode montrerait alors que les ¥, ont une
limite Q € F , ce qul serait absurde puisque F est vide.

THEOREME (2,XXII,3;5).

Soit F, , F,

~ . R ,...,F.,.-- , une suite croissante d'ensem-

—_

bles fermés convexes non vides d'un espace hilbertien E

2

et solt F 1'adhérence de leur rdunion. La projection ;(’n

d'un point 3, € E sur F“ converge, pour m tendant vers + o

vers la projection & de a sur F , et d,(a:,Fn) tend vers

d(a,F) |

DEMONSTRATION

Cette fois-ci, la suite d, =d (d,F ) est décroissante,

et a donc une limite § == d<d(d ,F). Mais ici on voit direc-
tement que § = d . En effet, soit x la projection de @

sur F . Puisque F est 1'adhérence de U F, » il existe,
nao

pour tout & >0 , un entier m et un point —:En de F_ tel

que | %-%, | <€ 5 alors d, < d(@,%) = d(F,3)4e=d+e;
donc §< d+¢e , et, & étant arbitraire, § < 4 donc §=4d .
Ensuite, le lemme de la médiane montre, comme au théoréme
précédent, que les ¥, ont une limite ¥ . Tous les g, sont

—

dans ‘f(U Fi , donc § est dans L'adhérence F de cette
>0

réunion. Et comme d (@ ,X) est la limite desd (a,%)= d,,

c'est d ., donec x est la projection de @ sur F , c.q.f.d.
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DEMONSTRATION

—

—_)
Si F est dense, un vecteur orthogonal & F est ortho-
gonal & 1'espace entier, donc & lui-méme, donc nul. Si F

— , — - = —
n'est pas dense, F est fermé = FE ; sia €F , et si &

est sa projection sur F o, o -& est un vecteur non nul or-
—
thogonal & F .

DEFINITION

On dit qu'un vecteur > est orthogonal i une partie F

de E s'il est orthogonal & tous ses éléments. On dit que
deux parties F, , F, , sont orthogonales, si tout élément de
1'une est orthogonal & tout élément de 1l'autre. On appelle

+
orthogonal d'une partie-F' , et on note F , 1'ensemble des
éléments orthogonaux a F .

> —
L'orthogonal d'un élément & de E est le noyau de la

forme linéaire > —» (—:{:LR); c'est donc, d'apres le théoreme
, un hyperplan fermé, sauf si cette forme linéaire

est identiquement nulle, ce qui ne peut se produire que si
a = 0 (puisque (o lR): 0 entratne @ =7 ). L'orthogonal

F* 3'une partie F est donc toujours une intersection d'hy-
perplans fermés, donc est un sous-espace vectoriel ferme de E .

Par ailleurs un vecteur orthogonal & des éléments est
orthogonal & leurs combinaisons linéaires, donc tout vecteur
orthogonal & F est orthogonal au sous-espace vectoriel engen-
dré par F ; mais aussi & son adhérence, par passage 2 la

1imite. Finalement 1'orthogonal F ' de F colIncide avec

= =
1'orthogonal G'+ de (; , adhérence du sous-espace vectoriel
o~ engendré par F .

THEQOREME (2,XX11,4;2).

—
Soit F un sous-espace vectoriel fermé d'un espace hil-

—

—ge —
pertien E . Alors F et son orthogonal F* sont topologique-
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DEMONSTRATION

—

Puisque F = C:‘"" , ona F**=G"" , et nous avons
simplement é_r’nontrer que, si F est un sous- eSpave vectoriel
fermé, on a F ' = . Or bien évidemment F contient F
d'autre part tous deux sont supplémentaires de F donc 1ils
coincident. C.q.f.d.

COROLLAIRE 2

—
Soit (F;), v+ € I , une famille de sous-espaces vectoriels

—— —
fermés de £ . L'orthogonal de la réunion \J F. est 1'in-
verl

tersection (\ F *°  des orthogonaux ; 1'orthogonal de
vel

1'intersection 'QI E est 1'adhérence du sous-espace vec-
A

toriel engendré par la réunion 'UI E" des orthogonaux.
1+ €

DEMONSTRATION :

Dire que X est orthogonal & 'UI F, , c'est dire
— L€

qu'il est orthogonal & chaque Fv , donc appartient & chaque

—

+ =\t =+
F. ; donc trivialement (,U E ) = N F Ceci
L €1 €1t

serait méme vrai si les E é-aient des parties quelconques

-

de E .

- —
I1 en résulte que 1l'orthogonal de |J F' est N_F**
LET ¢ rel

—

c'est-a-dire 'l?l F;_ si les F: sont des sous-espaces vec-
4

— —
toriels fermés (corollaire 1) ; autrement dit, si F = L¢J F;*
€1
-— — + —
on a QI E = F* 3 alors( ﬂ ) F+* est bien

1'adhérence du sous-espace vectoriel engendré par F (corol-
laire 1). c.q.f.d.
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REMARQUE

En prenant G IK » on velt que le théordme de Hahn
Banach (par exemple corollaire 2 de (T 2,XIX,5;1) est trivial
pour les espaces préhilbertiens séparés. Voir aussi la
remarque 1 qul suit le corollaire 12 du méme théordime.

Bien entendu, le prolongement Ab n'est pas unique en

général, si T n'est pas dense dans g .

0

Un sous-espace vectoriel fermé F d'un espace
hilbertien E est hilbertien quand on le munit de la forme
sesquilinéaire induite, puisqu'il est séparé et complet

Corsidérons maintenant le quotient E:// F ; le
théoreme T (2,XVII,6;4) nous indique qu'il est un espace de
Banach relativement & la norme quotient. Nous allons voir
qu'il a une structure hilbertiennc, dite structure hilber-

tienne quotient. Soilt, en effet F'+ 1'orthogonal de F H

il est supplémentaire de F: , donc la projection canonique K
de £ _sur E/ est une bijection linédaire de F* sur

E// F elle permet donc de transporter la structure hilber-
tienne de F*sur E/ . Autrement dit, pour :x: e E /F
nous poserons par définition (:r/ I 11,)_ (a&l Y) ol =& (resp. ? )

est 1'unique élément de F+ appartenant & la classe:x: (respé).

fEn fait on aura méme (§5|7g)__(3¢a|%), méme si un seul des
deux ilements X! e:x:, /g'e '13' est dans F* ; soit en effet
%' v ; alors x'- 3¢ est dans F  donc orthogonal & F*‘

done (X' - ’ 3,)__ 0 et par suite (ac’l Y= (X | f?) ]

Muni de ce produit scalalre, Ef/ F est hilbertien, puisqu 11
est exactement isomorphe & F* . Ia norme > | a@)‘b de

cette structure hilbertienne sur E./ F est exactement la
norme quotient “ x ” définie par le théoréme T (2,XVIII,6; 4)
en effet “oc " est la borne inférieure des normes des:x.e a
c est donc la distance de 1'origine au sous-espace affine J:

de E , paralléle & F ; d'aprés les théordmes T (2,XXII,3;1)






2>

sur E x E U une application antilinédaire continue

—r
de E dans E , la correspondance entre M et U est définie
par :

{2,%01,5; 1) w@E g =V 2 = <2, U@

le dernier produit scalaire étant celul que nous avons défini
entre un eSpace vectoriel normé et son dual : 5E EEEE

?e E U(‘j)€E .Partons de w pour "j donné , U(g) sera la for-
me linéaire continue:z»u&x )Su1 E c'est donc bien un élément
de E" Comme, pour:x:, fixé, u(n,«})depend anti-lindairement de 4

et que <o, U('\j))depend 1ineilrement de U (4)) , U(ﬂj) doit
dépendre anti- lineairement de 7 , donc U est une applica-
tion antilindaire de E dans E' . En outre, en fixantEE,E;,
on voit que MU ——= |J est linéaire ; et nous savons que

[wl =1fuf.

Pour que U soit injective de E _dans [ » 11 faut et
i1 suffit que L)(y)--Oimplique 3;— 0 ; mais Ll(%)._
signifie _Que u,(cc v):: 0 pour tout  ; donc U est injec-
tive de E dans E si et seulement si 1e seul element &

de E vérifiant w (==, "J)" 0 pour tout & de E est 'g= 0,
c'est-a-dire si w est’non dégénérée. On peut alors se deman-
der quand |y est bijective

THEOREME (T 2,XXII,5;1)

S1 4L est une forme sesquilindaire continue non dégénérée

sur un espace vectoriel normé ET , 1'application linéaire
continue U de E dans E qu'elle définit par (2,XXII,5;1)
est une bijection antilindaire bicontinue (c'est-a-dire un

1 lLa remarque 2 aprés le théoréme ( 2,XIII,5; 1) nous in-
dique qu ' il y a deux manieres de définir une bijection
telle que YU — U ; clest précisément la deuxiZme que
nous prenons ici
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-
une fols pour toutes sous la forme E;._+ y ; cela s'éerit

(2XXT5;2) (x|ylp =<2, 4>c , *,yet;
bien distinguer ( | ) , prodult scalaire sesquilindaire

sur E x E , de < , > » prodult scalaire bilinéaire sur
g <+~

E x E'.

COROLLAIRE 1

Un espace hilbertien est anti-isomorphe 2 son dual (en
tant qu espace de Banach).

COROLLAIRE 2

-

Toute forme linédaire continue of sur un espace hilber-

=
tien E s'dcerit d'une maniére et d'une seule sous la forme

du produit scalaire avec un élément fixe : x —s (¢ | %;):
-~ pumeg - —_—

ona% =y, et | K[=17].

COROLLAIRE 3

—

Le dual E' d'un espace hilbertien estv lui aussi hilber-
tien, Son produit scalaire est le complexe conjugué du
transporté par 1 anti-isomorphisme canonigue :

a2t

(2,1001,5;3) (‘i | )'E- = (> l g)—é

DEMONSTRATION :

—

Puisque, en Egnt qu'espaces de Banach, E et E' sont

anti-isomorphes, E' est hilbertien comme E . Son produit

scalaire est défini & partir de sa norme par la formulg_ -

(2,XXI1,2;5) ; on a donc, compte tenu de ce que 55+’Jj=?c -i—j:
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canonique, produit de deux anti-isomorphismes, est un iso-
morphisme. Donc

COROLLAIRE &4

I'injection canonique de E dans E" est un isomorphis-
me, produit des anti-isomorphismes canonigues de E sur E'
et de E' sur E" ; un espace hilbertien est réflexif.

COROLLAIRE 5

—
les anti-isomorphismes canonigues de E sur son dual
—>

L e e
E’ et de E' sur son dual E sont réciprogues 1'un de 1'au-
tre.

COROLLAIRE 6

La boule unité d'un espace hilbertien est faiblement
compacte.

8) I1 suffit d'appliquer le théor&me de Banach (T 2,X1X%,
7:9).

REMARQUE :

Les propriétés antérieures sur 1'orthogonalité se dé-
duiraient alors i nouveau faclilement de celles du chapltre
XIX, § 7 : les corollaires 1 et 2 de (T 2,XXII,4;2) se
déduisent du corollaire 2 de (T, 2, XIX,7:3). En effet,

d'apres (2,XXII,5;2) & et 75 sont orthogonaux dans E si
et seulement si 5 € E' et m € F  sont orthogonaux ;
si alors A est une partie deE son orthogonale dans E
est 1'image de son orthogonale dans Ef par la bijection
canonique de B sur E{ : c'est aussl 1'orthogonale dans E
de son image K dans E? ;ﬂglors sa biorthogonale pour la
structure hilbertienne;ge E"Fst aussi sa biorthogonale

pour la dualité entre E et E’ .
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h
hermitienne usuelle | 2 | -—(Z |2 | ) n'est autre que la

somme hilbertienne de m espaces identiques & € , muni de
sa norme canonique " LR " l)é | » qui provient du produit
scalaire (x| "2})@-— 30‘}

A O

Mais on peut aussi définir des sommes hilbertiennes
—
infinies. Soit (E;/ )LeI une famille guelconque d'espaces hil-

bertiens E, , I ensemble d'indices guelconque . Appelons o€ une

famille (ao )

ac{he EL telle gue la sornm2 Z“o_r:v ”; soit finie

v

LCI ’
(ce qui entraine qu'au plus une infinité dénombrable des ac
solent = 0 ). Appelons E 1'ensemble de ces familles 2¢
Defir_x}ssons 1'addition et la multiplication par les scalailres

sur E par :

(2,XX1,6;3) 5_54-'_\5 =(§’L+T}L)Lel Ax = (ﬂ:o ):

)
On dérinit ainsi E comme un espace vectoriel sur JK . Posons

1
maintenant “ > “ = (ZI “ ;c,,', "L )/L . Montrons qu'on définit
1€

-
1% une norme sur E . La seule chose non triviale est 1'iné-
galité de convexité, alors ce sera une semi-norme, et

" =0 entrafnant trivialement ?o = 0 , ce sera une norme.
Or, siJ est un sous-ensemble fini de I , 1'inégalité
(2,1,2;5) donne

e (21543 e (S0 0050 )

veJ VEJ

1eJ

(= izr)" . (=175 )"
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THEOREME (T ,2,XXII,6;1).

La somme directe hilbertienne d'une famille d'espaces
hilbertiens est hilbertienne.

DEMONSTRATION :

-l
Mous devons montrer que £ est complet ; nous applique-
rons le critdre (T ,2,XIV,2;2), en montrant que toute série

-y
normalement convergente de E est convergente. Soit donc

o0

L= -]
> =, une série d'éléments de E SVl < + 0o .
n=0 n=0

Pour tout m ,30'“= (—32“,.”)‘;‘_:1 . Comme " :TE“,L “E < ” 5‘:“_ ”§

oo
on a pour tout t&l, 2= “ wn,@”i} < +o0 ; comme E, est
o _ — ~»
complet, la série > 2, ; converge ; soit x; € E; sa
n=0 -
somme. Appliquons (2,1,2;5) & une somme de N termes au lieu
de 2 ; soit fini € I ; alors

Y
(2,%XIL,659) (t% <||§°,¢||EV+ i 3«»"5"'* ||53N).b ”_E:;)z) v
o 4/1 9, ’/L 2 1/21
= x Lli= > — . . -
< (2 1=ale) Sz ) (515, 1)
JEIN N NN

In prenant la borne supérieure pour tous les J finis et tous
les N

(2,Xx116;10) ( 2 (i I 30'“).0 “E )z )4/zS i:: E3 "g

&I \ a0 L n=0
— <0
et comme, pour tout u, ux; “E = Z | SE’n »“E ’
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verge vers 0 . D'ailleurs, dé&s que I est infini, ]T E
t

n'est pas normable (page XVIII,19), alors gue GBI E est
i &

hilbertien. D'autre part E n'apparaft pas comme un _sous-
espace vectoriel de E ; toutefois, si 1'on appelle E{J}

—

1'espace des (D-E;V )Lel tels que 53;= 0 pour L*j,E{}} est

manifestement isomorphe, en tant qu'espace hilbertien, a E
un isomorphisme entre les deux est défini par ”§—*§ Y eF,

3 ;
— 2,

ou £ est 1'élément (5:%,%:? pour ¢¢} de E{-

) il
Plus généralement, soit J un sous-ensemble de | ; appelons

EJ le sous-espace fermé de E formé des (3,);

Le1 bour les-

—_ -— . —
quels 2¢;=0 pour t¢J . E.T est isomorphe & ® E; . S81J
LE‘.J

et K sont deux sous-ensembles disjoints de T, EJ. et EK sont
orthogonaux ; si J et K sont exactement complémentaires,

chacun des sous-espaces EJ R EK , est exactement 1'orthogonal

de 1'autre. Pour ¢ = (ac ). appelons :x',J 1! element(«; );

1el’ 1€l

avec 9l= —"E«l pour Lﬁj,g;‘: 0 pour t ¢ J ; alors>; est la
projection orthogonale de x sur EJ . Pour J=1 , on a

—

EI" E’;’I = 203 pour J = U }, on retrouve l'espace E{“

y E; £ 2= (%) X est 1
isomorphe a I et, pour = ¢ her > {aies a projec-
- - — —s
tion orthogonale de o¢ sur EU} . x{j} n'est pas ocj mais
{5—(;’3 5 m’-._o pour 4 & }} . En fait, la plupart du temps, i1l

rd b ——’ ~ =g i Y —
n'y a aucun inconvénient & identifier E; A E x;: a x{ﬁk’

4 {55 74
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Montrons que Z ?o; est sommable et converge vers
v€1
X = (%) ¢p- Solt €>0 . Soit J un sous-ensemble fini de
— 2 4/’1
I tel que (% I x, “g)é& . Pour tout K ,JCcKcC 1
veJ

—_— — .
on a, en posant Xk = E x, *

vex "
2
<t

= ( % I =, ||2)4/Lé<% E3 "2) <

ce qui prouve notre affirmation (voir définition suivant
(T ,2,XIV,3;2)). Bien entendu, cecl prouveralt & nouveau que _

—_

(2,X31,6;13) “ > -~

8l

le sous-espace vectoriel engendré par les EL est dense dans E,
car > est limite de sommes finies Sc'K , appartenant a ce
sous-espace vectoriel.

Enfin soit (:}.{,)LeI une famille de vecfteurs, Tj.i, € EL s

telle que >, _4;;/ soit sommable et de somme o = (3£;);
v€e1l

— —
La projection orthogonale de E sur EL est lindalire continue,
donc elle commute avec le signe >°, , autrement dit peut

s'opérer terme i terme ; elle donne X, — —":}’L . C.q.f.d.
REMARQUE :
Par contre la série Z = . n'est en général pas norma-
.LCI v ” {—’ 2’
lement convergente. En effetf, on a suppose Z, |. x; “ < +o00 ,
v€l
— ——p
et non > I3, | < + o . Prenons par exemple I=N | E; =R
LET

81 (3¢). en est une suite de nombres réels telle que

4
; lxnr<+w ’g,l:x:n|=+oo(exemp1e S =-1—{_+_T-) ’

alors, en prenant x = (x,) ¢n € E=9ZNR,1a série
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On ne devra pas non plus confondre t* avec l'espace,ﬂw
défini au Chapitre XV, § 1, exemple 5°. lNous avons vu, A

1'exemple final du Chapitre XIX, § 7, que { n'était pas
réflexif ; * , hilbertien, est réflexif.

THEOREME (T ,2,XXII,6;3).

2
Pour que (*(I) et 4 (J) soient isomorphes, il faut et
suffit que I et J soient équipotents.

DEMONSTRATION

Si ] etJ sont égulpotents, 11 existe une bijection
de 1 surdJ , qui définit trivialement un isomorphisme de iz(l)

sur £Z(J) .

Supposons inversement qu'il existe un isomorphisme

2
de L°(I) sur £*(J) , et montrons que I et J sont équipo-
tents. C'est évident si I ou J est fini, car la dimension

de £*(I) est égale & cand I si ce nombre fini, et infinie
dans le cas contraire. Supposons donc I et J infinis. (1)

Eerivons {*(1) = @®E. , ot E= K . Le sous-espace E{‘;}
rel v v
de %t(l) est appliqué, par 4 , sur un sous-espace de dimen-
sion 4 de 4* (J) ; les coordonnées des différents points de
w (E{‘;i) sont toutes proportionnelles ; au plus une infinité
dénombrable sont = ( , soit celles qui correspondent & un
sous-ensemble J; dénombrable de J .
%
Identifions, pour AC I , 1'espace 4 (A) au sous-es-

pace de {*(I) formé des () tels que oc, = 0 pour

el
L ¢ A, &'est-aA-dire au sous-espace fermé noté antérieurement

(I,L(I))A . De méme pour BCJ . On a donec u(ﬂz({i}))c B"(J'{,).

Soit maintenant x € Qz(I) ; 11 appartient & 1'adhérence du sous
espace vectoriel engendré par les Bz({i}),donc M (x) est dans
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DEMONSTRATION
Soit (¥,), oy un élément de F — @ F tel que tous les
vel

5?-3‘; solent nuls sauf un nombre fini ; falsons-lui corres-

pondre 1'élément 3 : de E . On définit ainsi une appli-
+€1 —
cation linéaire w du sous-espace vectoriel de F engendré

—

—_ —
par les F, , dans E . Comme les F,

cette application conserve les prodults scalaires et les
normes ; elle est en particulier injective et continue, et

son image est le sous-espace vectoriel de E engendré par

sont orthogonaux dans E

les !-; . Comme le sous-espace engendré par les E est dense
—

dans F , et que E est complet, le théorizme de prolongement
(T ,2,XI1IT,2bis;2) indique que cette application se prolonge

de maniére unique en une application linéairve continue w
de F dans E ; comme une application lindaire continue trans-
forme les séries sommables en séries sommables, 1l'image de
) er = 2 57:{;} € F  est la somme de la série sommable

v

Z —OE«;, de E ., Par continuité . conserve encore les pro-
v€1
— -—
duits scalaires et les normes ; alors ,u,_’(F) est complet donc
-
fermé dans E , donc c'est l'adhérence E; du sous-espace

-

vectoriel engendré par les F, , c.q.f.d.

REMARQUE :
Nous avons employé des lettres différentes, E et F ,
pour conserver la notation antérieure F = @® F; , quil peut
L el

— — .
8tre identifé & Ep mais non 3 E . En général i1 sera commode

-

— —_
de poser y = identité, et d'identifier F a Ey ;5 et, sila

—h - —
famille hilbertienne est totale, F{, = EL et d'identifier E

a @ E;
€1
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Inversement, si (5%);61 est une famille de vecteurns

g 2
des F , telle que ) . l]ao;, |

- vel -

unique de E; , de projection x,; sur F;, pour tout ¢ ; c'est

s

< + oo , 11 existe un vecteur

— o bud
la somme de la série > EEL , sommable dans E .
+1€1

La famille hilbertienne est totale, si et seulement si,

pour tout X , on a 1'égalité de Bessel-Parseval, ou si et

— —
seulement si, pour tout a;,‘zj 5&; converge vers X ,

DEMONSTRATION :

Tout résulte trivialement de 1'isomorphisme de_@I Fs
L€

-
avec Ep , du théoreme (T ,2,XXII,6;2), de ce que = et g

ont les mémes projections EEL sur les F; , et de ce qu'enfin

Z: "?Ei“l=;“5$I“=“5?"%- "36 - SZI"L (théordme de Pythagore:
V€I

51 et > — 31 sont orthogonaux) < “ > “L c.q.f.d.

A A M

’

Définition : On appelle systdme orthonormé d'un espace hilber-
tienif' une famille(zl) vel de vecteurs unitaires, deux a

deux orthogonaux. On dit qu'il est total si le sous-espace

vectoriel engendré par les 2. est dense 5 11 est total si

1
et seulement s'il est maximal, c'est-a-dire s'il n'existe

aucun vecteur non nul orthogonal & tous les e» . Un sxstéme

orthonormé total s'appelle aussil une base hilbertienne deEf 1
1 Une base hilbertierne n'est pas une base ! En effet, ur
vecteur ¢ va s'exprimer comme série E: x; €; , et non

vel
comme somme finie de ce type!
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et la série_E:: 2, Ei{ est sommable, et converge vers la
v el

projection orthogonale SEI de &; sur Ei .

On a 1'égalité de Bessel-Parseval

— g2
(2,XXIL6; 4]) e =11,
1€1

et la série D x, E:; converge vers x , si et seulement si
v €1

— —
x € Ey ; et alors c'est la seule série de la formez_'. \J

I/L)

ﬂi € K qui pulsse converger vers ¢ .

Inversement, Si(ai)bel estiune famille de scalaires,

2
telle que ;E% lﬂ;|< +00 , alors 11 existe un vecteur unique
T 4L€

— —>
2¢ de EI ayant les 2' comme coordonnées orthogonales sui-

vant le systime ; c'est la somme de la série}iiﬂ eb dans E.
L€

Le syst2me orthonormé (Zf) LEL est une base hilbertienne

si et seulement si, pour tout ¢ de £ , on a 1'égalité de

Bessel-~Parseval, ou si et seulement si, pour tout 3 , la sé-

-—’
rie 2! x; e converge vers o¢ .
-

REMARQUE :

Ces longs énoncés sont des ramassis de trivialités ; nous
ne les donnons sous une forme extensive qu'a titre de souvenir,
parce qu'ils ont joué un rdle important, sous toutes les for-
mg:efonnees ici, dans la théorie des séries orthogonales, anté-
r

rement & la découverte des espaces de Hilbert,
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DEMONSTRATION :

g -~
Soit Kje F . Alors = -—-»(u%\ 4})? est une forme lindaire

— -
continue sur £ , de norme <£ "LL" ”4:; ” . I1 existe donc un

—»

élément unique Y de E tel que (“;lg)»r—(;‘\{)?_’ pour tout;
F

appelons le u,*f_tj' . Alors on a bien (2,XXII,7;1). Cela mon-
tre aussitdt, en fixant == , que 4— u* 7 €St lindaire. En

outre | u* _'g | < || "_«5 | » done ” VL*"S " w " . Mais en fait
oayra) | owtl=Sw fuy = 3 (& w Al
T T e
- 9 W |4y | = Sw uX |=]un
nsu!:fuﬁll«‘ L ‘«} |1:c||w§4l “ “ “
done | Wl={ w|-Ensuite (2, XXII,7;1) montre bien que W o

est anti- lineaire de Qki(E F) dans ;ﬁ(F E) w+v)*= w s v*

(Au)___ 7\”, . Montrons en détail cette derniére égalité :

(2 3L7;3) (35{<Au)*r})=<<hw)£|’«§)=(a(uzn'«}):;\(u‘é]?})

= (u2y) = (Z| W AT)) = ([T ) ~ Z]@un#).

11 résulte de la conservation des normes que U — u* est
injective. Pour voir qu'elle est surjective, il suffit de

montrer que u w , car alors toute application linéaire
—

7

continue v de dans E sera 1'adjointe m ™ de m = v*.or:

$

* 3

(2,T0L7; 4) (u 36}4} -'\:} M,:x‘/ldj)"’ ,dome M = M.
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topologie. mais non proportionnelles ; les structures_hilber-
tiennes sont différentes ; le tranSpo_s;é tw : Fre, B
—

n'a pas changé, mais l'adjoint u* ; F—- E n'est plus le
méme ).

Le théorcme precedent peut alors se déduire des proprie—
tés de la transposée ; étant donné la simplicité de sa démons-
tration directe, nous avons préféré la donner. Le fait que

M____>M* soit surjective est, dans ce cas hilbertien, évident;
mais celd résulte aussi de ce qui est dit page XIX, (2bis, car
un espace hilbertien est réflexif.

THEOREME (T 2,XXII,7;2).

— -4 -
L'orthogonal de w{ E ) est u* ({0 } ) , 1'orthogonal

de w'({0}) est 1'adhérence de w” (F) . Pour gque m soit

injective, il faut et il suffit que u iF) soit dense dansE
pour gue M (E ) soit dense dans F il faut et il suffit que

*
W soit injective.

Celd rdsulte immédlatement de (T ,2,XIX,7;6) et de son
corollaire . Mals on peutJe revoir directement Pour que

i
Y soit orthogonal 3 %(E) 11 faut et il suffit que(uooln})
soit nul pour tout X de E , donc que (oc,u 4}) soit nul pour

tout 26 , donc que 4 43-.0‘ ou que \36,1,{, ({0}). Donc 1'or-
%=1 —
thogonal de M (E ) est bien u” ({0}). Alors 1'orthogonal de

%, = .
({0 }) est le biorthogonal de w ( F) c'est-a-dire son
adhérence, d'aprés le corollaire 1 de (T 2,XXII,4;2). C.q.f.d.

-

L=
CAS ou E = F.

Alors M —— w* est une bijection antilinéaire iso-
-,
métrique de él(E s E ) sur 1ui-méme.

Par ailleurs, si w ei(f;f)on peut définir la
forme sesquilindaire U sur E x E par
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Celh revient exactement a4 dire que la forme sesquilinéaire
associdée U comme plus haut est hermitienne, en effet,
(2,XXII,7;9) revient a

(2,XXT,7; 10) U(‘g,_‘o‘o)=w9|£)= ('i\ug>=(w’£|g) = U(&,‘«J’)

I1 résulte alors de (T 2,XXII,1;1) que, pour K= C# AL €St

hermitien si et seulement si, pour tout . ,(wzla‘:) est
réel.

La multiplication par A € K est hermitiernne si et_seu-
lement si A € ‘R . Les opérateurs hermitiens forment un ]R-

sous-espace vectorliel de i(E;E). Par contre, si u et v sont
hermitiens, wv ne l'est pas en génédral ; i1 1l'est si et seu-

* * *
lement si W et U commutent, car (UV) =T W = v .

Définition :

~— e d
On dit que w € éﬂ(E;E ) est anti-hermitien (ou anti-
symétrique si K =R ) siwu*—- w ; celk revient i dire que,
pour tous 3_5,756 E :

(2,XXT,7;11) (uo‘élg) =_(o—5]w:j).

Pour celd, il faut et il suffit que la forme sesquilinéaire
soit anti-hermitienne, c'est-h-dire vérifie

(2,37 12) U@,2)=-U(Z,%)

pans le cas =R , on sait que cecl est équivalent a U (3 3¢)=0
pour tout 3 , done (u3 | %)= (0 pour tout > ; il n'en est rien

dans le cas =€ , au contraire on sait que U (3 x)=0 en-
tratnerait U= 0 , d'aprés (2,XXII1,1;8).
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(parce que | §+7‘5“ = | ;c“ +“;}:“ + 2(}{&(5’0,7}>),etc...).
SMTEY LTS

ey U = | U (55,73’) l< 2w,

3¢ <4 E«)l €1
ce qui donne (2,XXII,7;13).

Supposons maintenant U hermitienne, =R ou @ .
au lieu de (2,XXII,1;8), on utilise (2, XXII 1;3 quarto) :
(la partie Re est 2 supprimer pour K = tout étant réel) :

Alors,

- - — ‘

e | Re UGED ] = - | U@+, 240 - U (=9, % -4)
< o (l=egre 12-31) =1 (=12 1T

(=g

Mals, pour aon <4 I}? < 1,1'ensemble des valeurs de U(x, 9)
dans ( est équilibré onc 12 borne superieure des modules €st
aussi celle des valeurs absolues des partles réelles ; donc

aoriff U= _Sw_ (R UEHIsFt-2 =,
EJRRHTRY

ce qui donne (2,XXII,7;14).

REMARQUES:
1) Pour { =R, la formule (2,XXII,7;13) ne peut pas

-
subsister, puisque, si M est antisymétrique, on a(4b55|&:)=:0

. On retrouve les circons-

pour tout >¢ , sans avoir =10
dont celul-ci est simplement

tances du théoreme (2,XXII,1;2),
une forme plus précise.






REMARQUE :
De méme M w* est hermitien = 0 de F dans lui-méme,

et fJu w* =l =] w|”

THEOREME (T ,2,XXII,7;5)

Soient E , F , deux espaces hilbertiens,M € Y (E 5 F)

Pour que 44 soit inversible & gauche, il faut et il suffit
gu'll existe une constante & > 0 telle que

(2,5X0,7;20) lcw )12 & 3]

Ie maximum de ces constantes f? est alors aussi le maximum
-4 .
des " 'U’L ~, pour tous les inverses a gauche v .

DEMONSTRATION :

8

Supposons d'abord w inversible & gauche, et soit v un

inverse a gauche : VW = IE' Alors
(3, 5K 7520 [l =lfvaT = T luxl |
donc on a bien (2,XXII,7;20), avec b = “ v “~4 ; et la

borne supérieure ?{'o des % possibles est au moins égale a
la borne supérieure des | v |77,

Supposons inversement 1l'existence d'une constante % telle
que 1'on ait (2,XXII,7;20). Appelons /Peo la borne supérieure
de ces & ; on a alors aussi (2,XXII,7;20) avec la constante %o,
c'est donc un maximum. Posons -a= iy (E ) . Al_L‘ors (2,_2(XII,7;20)
prouve que . est une bijection linédaire de E sur_’G, ; la
bijection réciproque w est continue, car, siij eq, Té’:u(wxj),
et
g |

(2,8, 7;22) lwy - luwy 1= 115

\‘ko
—t

~1
et sa norme est &£ ‘&e . Alors G , dont la norme est équiva-






55 -

priété classique d'algdbre) que 44 est inversible (car
. *
V= Yuv=v, donc v* =1 est inverse bilatdre) ; et son

inverse ¥ est hermitien. Donc a) entraine b), de méme b)
entraine a), et tous deux entrainent 1'inversibilité. Le
théor2me précédent montre alors que c) entrafne 1'inversibi-
1ité & gauche, donc 1'inversibilité. Il y a alors un seul
inverse & gauche, w , d'oll le résultat final. C.q.f.d.

COROLLAIRE 2.

— -

Soit 44 un opérateur hermitien de E dans E . Pour tout

o complexe non réel, 1l'opérateur L + Al est inversible, et

”(MA— Al )-1 ”1'5—12 F Fm 2 ] . Si 4. est hermitien= 0,

M +A] est aussi inversible pour 1 réel > 0

f{u+2D)" 7" >2.

, et alors

DEMONSTRATION :

Posons A= 0 +14 T ; alors

o) lu+aDZ | |2 | > Hwenz2)]| =

(o)l Z)+iz |2 1) 1l 120"

donc 4 + 4] est inversible & gauche ; mais 11 en est de méme

de w +AI , donc w+ Al est inversible & droite (1'adjoint
d'un opérateur inversible & gauche est inversible & droite),

done inversible ; et alors le théoréme donne le résultat

I cu+21)Y ' IM"2l2l= 1Im2a |.

Si w est hermitien > 0 , et si A est réel > 0
a de méme

comrze) lw+al) 2 1 1212 (e s)R1Z) 202 |,

d'olu 1'on conclut de la méme manidre. C.q.f.d.

s ON

1 parce que({a+ )| x ) est réel, 4 étant hermitien.
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Définition : On dit qu'un opérateur lindaire continu u, de E

dans E est normal, s'il commute avec son adjoint :uw*u —uu’ Y

Un opérateur hermitien, antihermitien, unitaire, est
normal. La multiplication par un scalalre arbitrailre est
normale.

L'intérét aes operateurs normaux est le suivant. On dira
qu'un opérateur u de E dans E est ortho-diagonal, si 1l'on

peut decomposer E _.en somme directe hilbertienne de sous-

espaces , @E E , tels que chaque E¢ soit stable par w
L €

-

et que, dans chaque EL » 4 soit la multiplication par un

. 'opé '&ori Ry
scalaire A; . L'opérateur i peut s écerire ( 1)1€I (Z¢acckeI
Un tel opérateur n'est continu que si SLW’IZLl est fini, et

vel -
cette quantité est précisément ||Lb " s S1 aucun des Ei, n'est

—
réduit & {0 } ; en effet, trivialement||u |< S\épri l7\,~v' :
1

. -
d'autre part, pour tout 4 , Ek, n'étant pas nul, la norme de
la restriction de w & E; est ML’ , done | uf > ?‘é‘& |7(;,

Quel que soit le choix des ﬂ; , 1l'opérateur w ainsi défini

.o * o> =
est normal, et son adjoint est m :(X,);¢y — (1,2 Vier
—

En effet, quels que soient 2o etZE dans E , on a

xmpae w3 e = (3D |<3’;);€I)E=,Z (7\;55;"4};)3

- 2 & MG )e=(E) M) = (E1):

rel

1 Comme les notions d'adjoint et 4' opérateur hermitien, la
notion d'opérateur normal est liée a la structure hilber-
tienne.
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—

compacte, s'il existe un voisinage U de 0 dans E dont

1'image par s est relativement compacte dans F 1

Un opérateur compact est evidemment continu ; soit en

effet V un voisinage de ( dans F ; comme m (U) est rela-
tivement compact, il est borné, donc 11 existe un scalaireh¢=0

tel que AmU)CV ; alors AU est un voisinage de 0 dansE
dont 1' image par 41 est dans V ; donc & est bien continu,
Mais la réciproque n 'est évidemment en général pas vrale, les

operateurs compacts sont trés particuliers ; par exemple, si

E est de dimen§}on infinie, 1'identité n'est pas un opéra-
teur compact de E , pulsque celd entrainerait 1'existence
d'ug’voisinage de 8— relativement compact dans E . Par contre,
si F est de dimension finie, toute application linéaire con-
finue SF-E dans F est compacte ; en effet,ﬁt a un vo;i;nage
vV deﬂp compact, alors w ' (V) est un voisinage U ge 0

dans E , dont 1'image w (U) par w est dans V , donc rela-
tivement compacte. Les operateurs compacts sont donc la plus
immédiate généralisation des opérateurs linéaires continus

dans les espaces de dimension finie., Plus generalement tout

opérateur lindaire contlnu de rang fini de E dans F est

compacb ; en effet u,(E ) étant un sous- espace de dimension

finie G de F , 1 image réciproque U=auw'(v) a un voisi-

nage compact V de 0 aans G , est un VOlsinuge de O dans E
dont 1'image par AL est relativement compacte dans F .

— —
Si W, et M, sont compactes de E dans F, M, + u, 1l'est

-—

—
aussi. Soient en effet U, , U, des voisinages de 0 dans E

tels que ¢+4( U4) et u, ( Uz) soient relativement compacts ;

si U= U n U, ,(w +4)(V) < u, (U) +M,,_(J) qul est compact

dans F , doncau, est compacte. Les applications linéaires
compactes de E dans F forment donc un sous-espace vectoriel

de i@(\E F).

1 relativement compacte, non nécessalrement compacte. I1 seralt
plus correct de dire : opérateur relativement compact.
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—_

continue de E dans JK . donc compacte puisque K est de di-
mension finile ; et nous avons Justement vu que w (B) n'est
pas compact, puisque | 44| n'a pas de maximum sur B ( + 4 est
adhérent 2 W (B) sans &tre dans «w (B) ).

THEOREME (T ,2,XXII,8;2)

Soient E et F des Banach.

Dans &Z (E ;F), 1'ensemble des opérateurs compacts est
fermé.

DEMONSTRATION :

- =
Comme & (E ;F)est normé, il suffit de voir que, si
o, Wy e ,M,/%)”, , sont des opérateurs compacts, convergeant

pour 4 infini vers w , alors a est compact. Pour celd, nous

S
devons montrer que 1'image w (R ) de la boule unité B de E
est relativement compacte. D'aprés le critére de Welerstrass-
Bolzano, nous devons montrer que de toute suite de uw (B)

on peut extraire une suite partielle, convergente dans F

(voir (T ,2,VIII,2;5)) ; c'est-a-dire que, six,, x,, c X

est une sulte guelconque de points de B , 11 en existe une
suite partielle dont les images par w convergent dans F .

Tout d'abord u, est compacte. Donc 4, (B) est relati-

—
vement compacte dans F . Donc on peut extraire de la suite

—— . s - - -
des =c, une suite partlelle, que nous écrirons ao: ,x:,...,x",...,
n

—

pour laquelle les u, (35:') convergent dans F . Ensuite u,

» -—>
est un opérateur compact ;3 donc, de la suite des x:L , on peut

extraire une nouvelle suite partielle, ! 3?;: e SEJL ,

s eey
- —

telle que les M, (oc:‘/) convergent dans F ; de sorte que

maintenant, pour la suite partielle des ;E:m , les deux suites

——
MWy (—i",:t ), u, (ot::L ) convergent. Et ainsi de suite. Pour tout k

k: <"‘/Y’(

on peut ainsi trouver une suite partielle . x . )nélN’






elle est convergente ; et ceci démontre que u,(B) est rela-
-

tivement compacte dans F , donec que 1'opérateur u est bien
compact.,

REMARQUE

On aurait évidemment évité la suite diagonale en utilisant
un ultrafiltre U sur B , et en montrant que m (W) dtait un
—n

filtre de Cauchy dans F ; nous avons préféré rester élémen-
taires, les espaces dtant de toute fagon métriques.

COROLLAIRE

Toute limite d'opdrateurs lindaires continus de rangs
—

——

finis de E dans F  est un opérateur compact.

En effet nous avons vu qu'un opdrateur de rang fini dtait
compact, et il suffit alors d'appliquer le thdor:-me.

Dans le cas hilbertien, on peut montrer la réciproque

THEOREME (T ,2,XXI1I,8;3)

Si Ef et F sont des espaces de Banach, F hilbertien,

pour gqu 'une application lindaire continup W de E dan%f: s50it
compacte, 11 faut et 1l suffi%t qu Telle soit limite d'opérateurs
de rangs finis.

DEMONSTRATION

Nous n'avons donc a montrer que la nécessité de la cordi-
tion. Soit donc w un opérateur compact. Alors m (B) est rela-

I

de m(B) tels que les boules de centres _&- et de rayon g vre-

tivement compact dans F , si B est la boule unité de E_,. .,

Donc, & étant donné, il existe un nombre fini de points & ¢0,,.

couvrent w(B) . Soit M 19 sous-espace vectoriel engendré par
les 3’ , et soit%teéf( F) 1'opérateur de F , projecteur
orthogonal d'image M . Co”51derons 1'opérateur hmu ; 11 est

de rang fini, puisque hu,(E_)CLBA . Gvaluons la diftérence

" Mmo— )[LLL " . Pour tout x de B) “u (—35) est & une dlstance £ &
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-

la contlnuiuc de tu  ae F’ dans E' . Appelons B’ la _poule
F

wité de F' . C'est une partie équicontinue de F’Cl(n< )

(Chapitre XX, § 1). Done, sur B' , la topologie de la con-
vergence uniforme sur les parties compactes de.F est ident]l
que a la topologie de la convergence simple, induite parlKF
pour laguelle B' est compacte (theoreme de ganach (T 2,X1X,

7:7). Alors, P4 étant continue de E; dans E' , 1'image

t <
w (B') de la partie compacte B' de E; est une partie com-

pacte de E' . Ainsi, 1'image de B' , boule unité de F'

s

-
par M« , eip compacte dans E’ , done 'l est un opérateur
. —

compact de F’ dans E’ .

Le cas hilbertien se ramdne & 1l'autre par (2,XXII,7;€)
et la remarque correspondante.

REMARQUE :

Nous avons méme démontré, par un argument analogue &
celui du théoreme (T ,2,XX11,8;1), que, si 4 est un opérateur

compact de E dans F. , c'est-a-dire si u (B) est relative-
-— -
ment compacte dans F , alors te (B est compacte dans E' .

A O i e

-
Soit E un espace vectoriel, s une application

—

lindaire de E dans E . On appelle valeur propre de a4 un

scalaire A tel que a-Al ait un noyau non réduit 2 {6-}'

autrement dit tel qu'il existe o = 0 tel que we = Az

Un tel vecteur = E; s'appelle vecteur propre ‘correspondant
& la valeur propre A . Le noyau Ea(kb) E:A de mu - A1,
pour A quelcongue, s'appelle sous-espace vectoriel propre
relatif 8 4 ; si A est Valeurgpropre, Efa n'est pas réduit

a {3'} , €t le sous-espace propre EA; est alors 1 ensemble
formé des vecteurs propres relatifs a A et de 0 . 81 E
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REMARQUE :

C'est essentiellement pour démontrer ce théor>me que
Fr. RIESZ avait démontré le théorsme général (T 2,XVII,7;1).

THEOREME (T ,2,XXII,8;6).

Soit AL un opérateur lindaire continu normal d'un espace

hilbertien E dans lui-méme. Si E, est le sous-espace propre

de . pour la valeur A , il est le sous-espace propre de u,*

pour la valeur _Z. . Deux sous-~espaces propres de w pour deux
valeurs A et w distinctes sont orthogonaux.
L

DEMONSTRATION -

— —p
w* 1laisse E, (1) stable ; en effet, sioe € E,(uw),

* =
"X  est encore dans E?\ (w) , car u,(u*—oé):.w*wi:’ =AW

Alors w et w” laissent tous deux EA(W) stable ; dans
—
1'espace hilbertien EA (W) , les restrictions de u et u*

sont encore adjointes l'une de 1'autre, car ils vérifient
toujours(uﬁ’c\ﬁ): (= | M,*—/\;) pour ¢ )—43 € E;(w) . Mais,

dans E, (u), w est la multiplication par A ; donc u*  est
-_— —
la multiplication par A , donc EA(M) est contenu dans le
—
sous-espace E3 (w . Mais de la méme maniére on démontre

P —_—
que EX (M/*) C Ea(u,) , d'ol le premier résultat.

—
Soient ensuite %, € E(u), X

n € —E]L(u),h +p.Alors

(2,XXIT8; 4) (wi’A\Sc’,u)-:Mi}lSc' D, (%, lu*;y)=(5c’alﬂ£{b)=H(;:)];P);

done (?\-H)(;Al—:{fﬂ) — 0 ; comme A w o, ona bien(zaiztb)=0.
C.q.f.d.
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Autrement dit, ou bien A est fini, ou bien 11 est dé-
nombrable, et peut €tre rangé en une suite de nombres com-
plexes tendant vers 0 , O faisant ou non partie de A .

DEMONSTRATION =

Supposons que ce soit inexact. Alors on pourralt trouver
une suite A, A4, ,4,,...,A ,..., de nombres distinets,e A,
situés en dehors du disque de rayon & ; mals comme A est
contenu dans le disque de rayon ||w | , ces A, sont dans la
couronne compacte § s:l% Iéélbb" , €t on pourrait en extraire
une suite partielle convergente, que nous appellerons encore
(7‘11, )nelN , la limite étant A 0 . A chaque A, on

—_— —
pourrait associer un x. € Eﬁ , de norme 1 ; les o
"

" seraient

deux & deux orthogonaux, d'olu résulterait que, pour m =£ n,

" _Oo.m-_az“ "=ﬁ .Mais les w}:% sont dans 1'image w (B) de 1la

boule unité B , relativement compacte par, hypothise ; donec
on pourrait extralre encore une suite partlelle, gue nous

< -—
appellerons encore de la méme maniére, pour laquelle les,uzx:n

- — —>
alent une limite v, . Alors les a;n==iL uogn'auraient la

n

limite ’_—'j , ce qul est impossible, pulsque leurs distances

mutuelles sont VF‘ . C.q.f.d.

REMARQUE :

Par une méthode un ?eu plus compliquée, on gourrait éten-
dre ce theoreme au cas d'un opérateur compact, d 'un Banach

guelcongue E dans lui-méme ; le fait que E soit hilbertien
et W normal donne uné démonstration plus simple, mais n'a rien
d'essentiel.
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mais (-«5 lo_c:“) a méme limite que (mag, |, ), c'est-d-dire 1,
car |(75 - uf.—x",“|55n)|$||3’-w.—f;:l | “&:‘“ qui tend vers ( . Donc
(2,¥X171,8;5) tend bien vers ¢ , et _::E:’n converge vers ?,; . Alors

— — -_—
o, et e, convergent tous deux vers ”‘J , et la continuité

de a4 donne u,—“ = est un vecteur propre pour la valeur
propre 1, qui mo tre bien notre affirmation pour 4L her-
mitien, K = ]R ou . I1 n'a pas été fait usage du théoréme

de d'Alembert.

Supposons maintenant W normal compact, mais |K =C
Alors M,*u, est hermitien = 0 , de norme fl w | =4 (T 2,XX11,
7;4)). D'autre part, « d&tant compact, w’* e 1! est aussi
(page XXII,46). Donc le sous-espace propre E (u” w) relatif

4 la valeur propre 1 n'est pas réduit & {0 } . Ce sous-
e — % *
espace F = E (uw w) est stable par 44 et A , qui

tous deux commutent avec m*m - I (remarques apres (T ,2,XXII,
—
8:;6)). Alors F est un sous-espace hilbeg.‘_cien de dimension

flnle H 1es restrictions de . et ¢b 3 F sont adjointes
1'une de 1l'autre, donc normales. D'aprds le résultat connu

dans un espace vectoriel de dimension finie, & admet dans F
au moins une valeur propre A (théoreéme de d'Alembert), et un
vecteur propre 3::'3 correspondant ; d'apres (T,2,XXII,8;6),5EA

est vecteur propre de w™ pour la valeur propre -ﬁ— . Alors

X = umuwe = A2 , donc' ﬂl;—.’l 1, donc . a bien la
valeur propre A de module 1= | 4w | . C.q.f.d.

-
1 On peut encore dire : dans F , w est unitaire puisque

m®u = 1, donc il conserve les normes, donc Ses va-
leurs propres sont nécessairement de module 1.
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valeurs propres de w est fini, ou peut etre rangé en une
suite convergeant vers 0., 0 faisant ou non partie de A; A est
contenu dans le dlsque de rayon " u/“, et a un élément de mo-
dule l Il . Pour chaque R e A, sauf peut-8tre A0, Ea_g_s_tg
de dimension finie ; les Eh sont deux & deux orthogonaux.

E est la somme directe hilbertienne des Ea ,Aeh ; la dé-

—

composition £ - & E?\ s'appelle décomposition spectrale
Ac—_/\

de E relativement & 4 . Ainsi 1'opérateur w est orthodiagonal

t e = - ¥*
et peut s'éerire (xl)‘AEA — (A x’&)ae/\ , tandis que u

5'éerit (362 Jaen —— (Axy)aen

REMARQUES :

1) On peut remplacer ® ar E , puls-
) p P AEn Ea P aegc Ea P

que E?\ {0} pour A €A .

2) La réciproque est trivialement vrale : si1 u a la
forme cl- dessus, nous avons déja vu qu '4]1 est normal ; mon-
trons qu'il est compact. Soit € >0 .

Alors N est réunion de deux parties disjointes,
L finie, formée des A de module > & , M — [',

A
Alors, sl nous posons, pour > = (33)26/\
(Z,XXE,G‘,()) U(—&;): Z! 257‘ > ’LU'(&):Z aiﬂ >
2el AeM

— —
v est de rang fini, puilsque 'U(E)C &® E?t s de dimen-

Ael
sion finie, et | w | = ¢& puisque |7\ l < pour Ae M.,
alors (T 2,XXII1,8;3) montre bien que tL est compact.
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spectre, qui est le compact [0,1] dge € ; car u - Al est
1'opérateur de multiplication par oc - A , qui est inversible

(et son inverse est 1'opérateur de multiplication par =

si et seulement sioc- A n'est jamais nulle sur [0,1] , c'est
4 dire s1 A € [0,1] .

Mals supposons E hilbertien et u normal compact. Pour

tout A, € €, u-2,I est 1'opérateur qui par rapport & la

——((A-2,)x,

décomposition spectrale de w s'éerit (x,) )
A A2eA

A€l

. A -
I1 est inversible et d'inverse \x ) —_— (——x
A72eA A —2A,  aen

4
— A - 7to .
pour A, € A . Le spectre de u est donc 1'adhérence A

[}

de A dans C ; donc en particulier contient 0 si E est de
dimension infinie.

si et seulement si reste borné pour A € A | c'est-a-dire

133
[}
Z,

Ouf !






