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DEFINITIONS ET AXIOMES 

FORMES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES : E' j F 

4 symétrique si, pour toute permutation G dans EN : 

CO c. 
4 t 

OU/ 

-4 
antisymétrique si 

ORIENTATION 

On dit qu'on a Orienté l'espace vectoriel2 si l'on a dis- 

tingué l'une des classes de bases Ordonnées de E comme Gtant 
la classe positive ou directe, (et l'autre comme étant la classe 
nÇgative ou rétrogradej. 

FORME DIFFERENTIELLE 

On appelle forme différentielle de degrÇ ,tG, sur un ouvert J 2 ,  

d'un espace affine E  ,  2  valeurs dans un espace vectoriel nor- 

mé F , une applications? de fi dans l'espace 

applications /V - 
9; (Ëq; F) des 

linéaires antisymétriques continues de ËT 

dans 7. 

ORIENTATION ET ORIENTABILITE 

- On appelle systeme d'orientations % d'une variété V  u n  
choix, pour chaque CL de V  ,  d'une orientation de 

l'espace vectoriel tangent T+(a; V I  .  

-  On dit qu'il est continu en un point CL ,  relativement à 
une carte 3 dont le but recouvre GL y  si la fonction 0 
(qui vaut & 1 selon qu'à la classe positive de RR cor- 

respond par @ la classe positive ou négative de?(&;v)) 

est continue au point M = CD-'(k) .  
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- On dit qu'une variété V de classe C4 de dimension 1% 
est orientable, si elle pksède au moins 
tinu d'orientations. 

& système con- 
On dit qu'elle est Orient&e sic on a 

fixé un tel système continu, qui s'appelle alors une 
orientation de 11 .  

-  On dit qu'un systèmefi d'orientations transversales d'une 

variéte 2 est continu en un point A de c si, pour tout 

champ de vecteurs F: x  _ -  ? ? C ~ C )  defini sur c ,  continu 

au point a et transversal, le signe du vecteur F(Z), 

par rapport à l'orientation transversale 3% (~1 est une 
fonction continue au point d ,  c'est-à-dire constkte 
dans un voisinage de a .  

PARTAGE EN REGIONS 

- On dit qu'un espace topologique connexe E est partage par 

Y 
ensemble A en -& régions, si le complémentaire de A a 
CompoSanteS connexes .  

VECTEUR TRANSVERSAL RENTRANT. 

x hypersurface de classe C’ d'un espace affine E  , v  ouvert 
de E tel que c nvsoit fermé et partage v en deux regions %$ 

et Uz * Soit a un point de x adhérent à la fois à 1 et uz. 

- On dit qu'un vecteur F de Ï? transversal en d a Z 
est rentrant par rapport à la kgion v, de v s'il est 

le vecteur 'vitesse initiale" pour une trajectoire de 

classe C.' , M :  t  - +  M(-k) ~ 0 $ t < to, entièrement Sit&e 
dans la région 'lJ, de u pour t 1 0 , avec M (O)= b, 

INTEGRABILITE D'UNE FORME DIFFERENTIELLE 

Si 7 est une variété de dimension n et de classe (!' ,  

Orientée, et si z est une forme différentielle continue, de 

degré Q, sur v ,  on dit que z est intégrable sur V si, [z]~. 

étant la mesure de Rc!don associée à V et w ,  4  est intégrable 

par rapport a [Z-J; ; on note alors l'intégrale 
1 
-Z: 
V 
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HOMOTOPIE 

- On dit que deux applications sont homotoves s'il existe 
une dÇformation continue de l'une dans 1 autre. 

- On dit qu'une application est homotope a 0 si elle est 
homotope à une application constante. 

ESPACE SIMPLEMENT CONNEXE 

On dit qu'un espace topologique x est simplement connexe, 
si toute application continue d'une circonférence du plan dansx 
est homotope à 0  .  4  
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CALCULDIFFÉREiiTIELEXTÉRIEUR 

$$1 APPLICATIONS MULTILINÉAIRES ALTERNÉES 

Soit J un ensemble fini, G l'ensemble de ses permuta- 
tions, c'est-&-dire des bijections de.J sur lui-même. 

Si l'on appelle r? la Composée TO 7J des permutations 

6 etT, 
G 

on sait que la loi de composition(cT',+C )- (TT 
fait de un groupe, appelé groupe des permutations de J . 

l'héoreme 1 - Il existe une application 6 et une seule,C-6 o-' 
CiU grou e p 6 des permutations d'un ensemble fini J , dans 

l'ensemble a deux éléments + 1 , -1 
i 

, ayant les 

propriétés suivantes : 

1 est la permutation identique 

3’ I Efl =- 1 , &cT est une transposition, c'est- 

a-dire une ermutation laissant tous les eléments inva- 

&Change l'un avec l'autre. 

L'ensemble des deux éléments +-l , - 1 , muni de la 
loi de multiplication, est un groupe dont 1 élement + 4 
est l'élément neutre. La condition 1“) et la condition 2') 
expriment alors que l'application E respecte les struc- 
tures de groupe de 6 et de {+{ , _l} . Elle respecte en 



4 

effet la loi de multiplication et l'élément neutre; elle 
respecte alors aussi le passage & l'inverse, car on a 
nhessairement : 

PM J E~-lfir - &c-lr = &y +1 , 

ce qui prouve que BV_l 
c'est-à-dire égaux). 

et e& sont inverses l'un de l'autre 

Démonstratlon - Tout d'abord l'unlcité de la fonction & 
est evidente; elle est en effet connue sur tous les cléments 
6 qui sont des transpositions de J - comme alors toute 

permutatfon est produit d'un nombre fini de transpositions, 
la cofidition 
éléments de 6? 

') montre que 0 est connue pour tous les 
, et par conskquent unique. Il nous reste 

donc à démontrer l'existence de la fonction & . 

Pour cela, nous pouvons tou,jours supposer que l'ensemble 
J est l'ensemble 1,~ 

i 9.a.9 N . 
1 

Considérons alors le produit : 

(J!r,1 ;SI P =.n .Q &,j*ST,L~ 
-it) 

sic? :i +r&= F(G) ,est une permutatlon de J , nous 

@r,l;3~ 

poserons : 

On a alors évldemment la relation 

@L,1;4) 6 (P) = &P , avec 

où V(6) est ce qu'on peut appeler 
de la permutation c , c est-&-dire 

( i,j ) tels que 1 ei -c j < t4 et 

On en dédult alors que, si4 est 
que de l'ensemble des N. premiers 
meme, on a aussi : 

une applicatioi quelcon - 
entiers 2~4 dans lui- 

b +,y, 

le nombre d'lnversions 
le nombre de couples 

que 6 > 5 
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Si alors c,z-, sont deux permutations, on a les relations : 

b< 3 
d'où l'on dÇduit la relation 1"). 

La condition 2O) est trlvlalement vérlfiée. 

La condition 3’) l'est aussi. Si en effet cr est une 
transposltlon échangeant les deux entlers 4 et fi et 
laissant tous les autres invariants, et si l'on suppose 
par exemple d L J3 , on voit quec n'introduit pas 
d'inversion pour le couple ( LJ 1 ) SI i et j sont tous 
les deux c q ou tous les deux z J; Il introduit 
une inversion pour le couple (H ,k) et pour le couple 
(-k,f ) si M -= k L fi . Tout ceci, jusqu'ici, intro- 
duit donc un nombre pair d'inversions; si, enfin, nous 
considérons le couple w,p , Il subit exactement une ’ 
inverslon puisqu'il devient le couple (/,q ). 

Il existe donc au total un nombre impair d'inverslons, 
et 6c vaut bien- 1 , sic est une transposition. 

La ouantite Efl ’ ppelle la signature de la permuta- 
tion 6 . C'est don: & nombre Çgal a f 4 4 il vaut 

+1ou-1 , selon que 6 peut s'exprimer comme 

produit d'un nombre pair ou d'un nombre Impair de 

* En prenant tous les termes du produit du ler membre, 
on obtient en effet une fols et une seule tous ceux du 
produit du 2eme membre, au signe près; le nombre des 
changements de signe est précisément 9 (o-) . 

** Zn appliquant (VI,l;F), A condition d'y remplacer 
par cr et 6 par7 . 4 
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transpositions; ce qui prouve que la parité du nombre de 
transpositions dont la composition donne a est, pour b 
fixge, toujours la même * . Si & = + 1 (resp - 4 ), 
on dit que r est une permutation paire (resp impaire) 

Soient E  et F  deux ensembles quelconques, N un entier 
2 1, et 4 une application de E N  dans F  .  S i  alors 6 

est une permutation de l'ensemble d'entlers 1, 2 .  .  . . N  ,  

;;n;p;elle transformée de 4 parcY l'appllcationr] de E N  
,  définie par la formule : 

On a 

On dit que l'application,! de E N  dans F  est symétri - 
sue, si elle est invariante par toute permutation T ; 

autrement dit, si, quelle que Soit(7 E @ Jr$ = +; 
ou encore si, quels que soient z, ,a~~,..., scN & E , & 

CT& ,ona: 

Si maintenant F 
l'application 

T 

est un espace vectoriel, on dit que 
de EN dans Test antisymétrique, si - - 

l'on a la relation 

* Cela n'est pas du tout évldent a priori; il n'est pas 
évident qu'on ne puisse pas obtenir l'identité comme 
produit d'un nombre impair de transpositions convenable - 
ment choisies; c'est seulement le théorème 1, c'est-à- 
dire l'existence de la f'onction signature & , qui le 
prouve ! 
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ou encore, si 
et cc6 

l'on a, quels que 
,.la relation 

soient=,,,= L...., ocN dans E 

- 

* 
Cela revient ti dire que c = - $ 

7 pour toute 
transposition 6 . Car alors, SI~ e?5t Le permutation 4 
quelconque, elle e t un produit de transpositions, 

f 

etrj 
est le produit de par une puissance de (- 1 ) égale au 
nombre de ces transpositions, c'est-&-dire précisement 
par &r . 

- 4 
On appelle symétrisée d'une application S de EN 

dans un espace vectoriel , la fonction définie par 

ou encore 

ou encore : 

Théorème 2 - Pour qu'une application de EN dans un espace 
vectoriel F soit symetrique (resp. antisymetrique), il 
faut et il suffit qu'elle soit la sy-métrisée (resp. Tan- 
tisymétrisée) g'une application de EN dans F . 

Démonstratlon - Donnons par exemple la démonstration dans 
le cas antisymétrique. Tout d'abord une fonction antisymé- 

trique est egale à fois l'ancisymétriséed'elle- 
même. 
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On a en effet, 
(vI,l;g), Ci’GU, 

pour toute permutation c , la relation 

dant aux N ! 
en additionnant les formules correspon- 

permutations, la formule 

Montrons ensulte que Yantisymétrisée d'une fonction est 
toujours antisym6trlque. 

Si en effet T est une permutation de l'ensemtile des 
N premiers entlers, on a la formule : 

ce qui prouve notre affirmation. 

On dit qu'une application de EN dansF est alternee, 
si elle prend la valeur 0 pour tout syst&me de N éléments 

X 
1 ’ X&,..., =fq , de E , dont deux cobcident. 

Théorème 3 - Pour qu'une application multilin~aire deËN dan.sF, 
&r et7 sont des espaces vectoriels sur le corps K 
des réels ou des complexes, soit antisymétrique, il faut 
et il suffit qu'elle soit alternke. 

D6monstratlon - Vontrons d'abord que toute application 

antlsymc5trique 
dans un espace 
en effet X, 

et si 35. = ti 
tlon : 

de EN , OÙE est un ensemble quelconque, 
vectorielr , est toujours alternée. Si 

,=a >**O>=N , sont des Gléments de E , 

33. 
2 

, alors on a nécessairement la rela- 

* L'opirateur est linéaire, donc 

** Car, lorsque 6 parcourt G ,70- parcourt (3 une 

fois et une seule. 
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SI 1' 09 appellec la transposition échangeant les deux 
616ments + et' 

1 
et laissant les autres entiers invariants; 

mais, d'aprha la relation d'antisymétrie, on doit avoir 
aussi 

ce qui prouve que les deux membres sont nuls. 

Montrons malntenant que toute appl.ication multili&aire 

Uternée de Ë’ dansF , o& Ë etr sont tous les deux des 
espaces vectoriels, est nécessairement antisymétrlque. 

Si en effet , sont des vecteurs 
quelconques de Ë 

K , Fz , l . . , TN 

on a, 
la relation (où 1 < j 

en vertu de la multilinéarité de , 
) : 4 

O!r,+; 19) 

Mais, pu3.squer est Supposée alternée, un certain nombre 
des termes Çcrits sont nuls, et on en dédult la relation 

qui prouve quer change de signe quand on fectue une 
transposltlon sur les variables, donc que est antlsymé- 
trlque, ce qui démontre le thhorkme. 



10 

,SiË etF sont des espaces vectoriels, et kïiZ est 
une application + -1inéaire antisymétrlque de zf+ dans.7, 
on prendra sozent l'habitude d'inscrlc le nombre p 
au-dessus de &L , et de la noter aInsi& . On dira 

aussi que Z est une 
d.e degré & , SurË 

-forme exterieure, ou forme, 
, à valeurs d2ns --T-*. 

, 

* - 
~i E et F ~~IIL normes, l'ensemble A &p(r’;F Ides 

applications p -1ineaires antisymétriques continues de 

Ëj'dansF est évidemment un espace vectoriel, qui esL 
un sous-espace vectoriel de l'espace vectorielJ?(Ë! F) 

% toutezles applications f - lineaires continues de 
Epdans F . 

Dans le cas particulier OÙFest le corpsK des 
scalaires, au lieu de A& on écrit aussiA P&J E ; 

n'est autre que E’ , dual de E . Un 
élement deE' s'appelle aussi un CO-vecteur SurË . 

Un element de A’p s'appelle= alors un+ -covecteur 
sur ËT ; un elesent de AxV(zr;F)un+ -covecteur surE 
C valeurs dans F . 

Pour += 0 , on convlendra que AgO (?;F) est 

l'espace vectorielr lui-même, et par consequent le corps 

des scalaires sl F= K 

Soit Ë- un espace vectoriel de dimension N,de 

Z 

élément de ËN , et appelons X- la j -l&me Coordonnée 

du i -icme vecteur ?; . 
*> d ” 

- 

* forme est Ici un abus de langage, puisqu'une forme est 
habltuellement a valeurs scalaires. Pour +, = 4 , cela 

revient à dix-2 qu'on appelle 1 -forr_ne s forme sur Ë & 
valeurs dans F un 6lémeQt de & ( E ; FJ. Noter aussi qu'on 
dit + -forme . . . . sur E , et non sur gp, ce qui est aussi 
une simplification de langage. 



Alors l'antisymetris6e de la forme t.l -1inéaire (scalaire) 

n'est autre que la fonction détermlnant, qui, a chaque 
systeme de N vecteurs, fait correspondre le déterminant de 
leurs coordonm rapport à la base conslder6e. 

Démonstration - Cette antisymétrisée est définie par la 
formule : 

qui est la définition mème du déterminant, donnee en mathé- 
matiques sp,éciales. Dans la suite, nous noterons ce détermi- 

Théorème 5 - SIË et7 sont des espaces vectoriels, .sJr est de 
dlmensiorfinzN et muni d'une base, une applications? derp 
dansr est+-linéaire antisymétrique, si et seulement si elle 
s'exprime sous la forme : 

tt où les quantites zj,,iL,,.,,jJ ;Ont des eléments de r_. 

Cette expresslon est alors uniq e, e on a 

MA forment donc une base de J'espace ,q'F' j, 
&s formes_ /L-lin64aires antlsymetriaues sur rP 



1 2  

S i Ê  e t 7  s o n t  n o r m é s ,  l a  c o r r e s p o n d a n c e  q u i ,  a u  s y s t è m e  - -  
c o r r e s -  

e s t  u n e  b i j e c -  

t i e n  l i n e a i r e  d e  ( F ) r { )  E  A & ?  ( Ë ? ; F  )  ,  c o n t i n u e  

a i n s i  q u e  s a  b i j e c t i o n  r é c l p r o q u e .  

D Ç m o n s t r a t i o n  -  
d ' é c r i r e  :  

L e  c a r a c t è r e  m u l t i l i n é a i r e  d e z  p e r m e t  

o ù  l a  s o m m e  e s t  Ç t e n d u e  t i  & U S  l e s  s y s t è m e s  ( "  j , , & * * * , & ~ ~  

N a i s ,  S I  d e w  d e  c e s  i n d i c e s  s o n t  e g a u x ,  l ' e x p r e s -  

s i o n  t r o u v e e  e s t  n u l l e  p u l s q u e z  e s t  a l t e r n é e .  

D o n n o n s  n o u s  a l o r s  u n e  s u i t e  o ù  d e u x  q u e l c o n q u e s  d e  c e s  
i n d i c e s  s o n t  i n e g a u x  e t  r a n g e s  p a r  o r d r e  d e  g r a n d e u r  c r o l s -  
s a n t e  :  j ,  s  j s  e . .  l e  i v  .  R é u n i s s o n s  a l o r s  t o u s  

l e s  t e r m e s  p o u r  l e s q u e l s  

t l o n  d e  
+ t 
' i ,  ” ,...,i’ e s t  u n e  p e r m u t a  -  

c o m p t e ' t e n u  d :  l a  r e l a t i o n  ( V 1 , l ; l O ) ~  
t o u s  l e s  c o n s t i t u e n t  l a  s o m m e  

E n  f a i s a n t  e n s u l t e  v a r i e r  l e  s y s t è m e  ( j ,  , . j L , . . . , j $ ,  o n  
o b t i e n t  b i e n  l a  f o r m u l e  ( V I , l ; 2 3 ) ,  a v e c  l a  r e l a t i o n  ( V I , l ; 2 4 ) .  

I n v e r s s m e n t  d ' a i l l e u r s ,  t o u t e  f o n c t i o n  d e  l a  f o r m e  ( V I , l ; 2 3 ) ,  
s o n t  a r b i t r a i r e s ,  e s t  é v i d e m m e n t  

:  e l l e  e s t  e n  e f f e t  u n e  s o m m e  
p r o p o r t ! o n n e l l e  a  u n  d é t e r m l n a n t ,  

e t  n o u s  a v o n s  v u  p l u s  h a u t  q u e  l e  d e t e r m I n a n t  e s t  u n e  f o n c t i o n  
m u l t i l i n é a i r e  a n t i s y m é t r i s e e  d o n c  a n t i s y m é t r i q u e .  
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Enfln une expression telle que (VI,l;23) est 
unique, autrement dit on a nécessairement(V1 - 

sthement 
,1;24).. Si, 

pour en effet, dans (VI,l;23) on fait -X-i = zjc. 1, 

(symboles de Kr&ecker), ce qui donne bien 

,ü(ë- , ë-k 
1 L 

Supposons Z et? normés. CommeË est de dimension finie, 
toute application multilinéaire de Ë* dansr est continu! 
(page 104 du Cours de 2ème Division) . Donc z cz Aap(!!f";F 1, 

Le nombre des d. - 
JpjzV**,j+. 

est le nombre des partles h 

p él6ments de {I,%, .., NJ 1 

syst&me de zi,, j&,,.,,j? est donc un 

et la correspondance entre le systkme des zs 

est donc bien une bijection de i F) f" "' sur A&+(Ff;F) 

Cette bijection est trivialement llnéalre. 

Elle est continue, car 

Où 11 A ~,&*~**,jp Il est la norme de la forme P -1inéaire 

A* 
j,~l%****~ & 

; cette norme est finie, car Il s'agit 

d'une forme +, -lin&aire sur ËY , de dimension finle, 
donc contlnue. 

On a donc une majoration du type 

donc la bijection est continue. 
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La bijection rÇciproque est aussi continue, car 

< constante X Il& 

et le thborème est demontre. 

Remarque - Nous venons donc de montrer que, si l'on 

Il iT Il 

identifie c au système de ses coeffîclents ai,,; 
*. ,**., L ’ 

on définlt. une Identification entre A&?(Ë{$;?i &T(F)" 

qui respecte las structures vectorielles, et les normes 
B une equivalence prS.5. 

Naturellement, cette identlficatioa n'est pas canonique, 
elle depend du choix d'une base dans E . 

Exemple - Prenons le cas += 2; en changeant les notations, 
on volt que l'expression la plus génexale d'une application 
bi-lint5aire antlsymetrique de pdans F est, SI E est muni 
d'une base : 

Corollalre 1 - Toute application _+ -1ineaire alternée 

deË?dansF est nulle, SI b > n ; alors l'espace - 4-6 
AA,,(Ef;F ) se redult à l'élement 0 . 

Corollaire 2 - Toute formeN -lineaire antisymétrlque de 
-N 
E dans F est le produit du déterminant (déflnl au théo- 
rème 7 par un vecteur fixe de F. La fonction "deteE;;n;;t 
d'un système de N vecteurs par rapport à une base" 
seule application N -1inéaire antisymétrique de FN dans le 
c-u1 prenne la valeur a,our le sys- 
tème des N vecteurs de la base. 

La dimension de l'espace ANË! est égale à 1. 



La dimension de l'espace A+Ë' est celle 

- 

Ainsi les dimensions successives des espaces A0 Élj = K , 

A’Ë’= Et,,_., ApË',..,,ANËi,,,sont les nombres l= Ci , N = Ci,,,.. 

, c;,... I= CL ,o, o,... 

Supposons d'abord quel soit le corps des scalaires. 

Soient a,, a%,..., q,, + 
1 

formes linéaires sur E . 

On peut construire, à partir de-ces formes, un: forme 
+-lirkaire antisymétrique sur E? , à savoir 1 antisymétri- 
sée de la forme+-linÇaire 

Cette antlsymétrisée est déflnie par la formule : 

On convlendra de déslgner cette forme par la notation de 
'produit extérieur ** hi/, A ti% II#... h%t/ 

P 
, d'où la 

formule : 

* Nous_avons utillsé, pour démontrer le corollaire 3, une 
base de E mais aucun changement de base;donc uniquement 
les propriités résultant immédiatement de la déflnltlon des 
espaces vectoriels. Donc le corollaire 3 peut serVIr .k dÇmon- 
trer que toutes les bases ont le mgme nombre d'éléments; 

ce nogbre, la dimension N 
AN+' E'+]. 

, est le plus petit entier tel que 

wt Ce produit s' pelle produit extérleur, car il n'est 
pas-dans l'espace F ' des facteurs, mals dans un autre espace 
II?E'. 
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On a, en particulier, pour 2 formes lIneaires 4,4 ,IY , 
sur Ë  ,  la formule :  

Consldérons maintenant Jo + q  

I A .  
1 ’ az ,.*- 4+ , v, ,cz ,... 4 

On peut alors defInir les trois 

formes lineaIres 

.  

produits 

Appelons G'(resp GM) le sous-groupe de 6 constitue 
par les permutations qui lalssent lnvariants '1%~ q  derniers 
nombres entlers, et ne permutent entre eux que les+ premiers 

(resp. le sous-groupe de celles qui laissent invarlants les 
+ premiers entiers, et ne vermutent entre eux que les q  
derniers). On dira alors qu une permutation o- appartient 
à la classe d'une permutation 7, SI elle peut s écrire 
c= ?G' 0-w , Où : fl’e @Y , rflc w, 

Chaque classe ainsl constltuée comprend F! 4! permuta - 

tlons; alors la somme5 peut aussi s'écrire E ,_ou 
8  

U ’  parcourt @',c'parcourt &', et où 7 par~o%~ 

, #  

un 

ensembleT de permutations, contenant une permutation et une 

seule dans chaque classe. 
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Mais alors on peut écrire, d'après la dÇfinition 
même de la forme ? 

-1inkaire w et de la forme q -1inéaireV; 

= ix C T  A & ( $  
TCT 

Mais %b , 6tant antisymétrique, 

antisymétrlsée, et V vaut aussiL 
(Ii 

On peut donc écrlre : 

vaut fois son 

fois 
; 
ion antisymétri&e. 

(=,1;32) 

zn utilisant de nouveau toutes les permutations, 

Cela prouve quewest l'antlsymétrisée de la forme 

(-t++q 
) linbaire 



Kous sommes donc amenés G. poser la définition suivante : 

Si* (resp W ) est une formeA-linéaire (respq -1inéaire) 
antisymétrique sur ËV (resp Eq ) alors on appelle produit 
extÇrieur de ces formes, et on noie U, A 0 , la forme 

définie comme l'antisym~tris~e de 
est-&-dire définie par la formule 

scalaire deK, fi A Q 
si + = 0, donc si ti est un 

est la forme ,w fl produit de 
la formefl par le scalaire& ; de même pour 9'2 0 . 

Il résulte de cette définition que, site est un produit 

AA/, A tiz A ..,A .4A/ 
F ’ 

et siV est un produitV,~ flzA . ..AQ 

alors ,4b A V 
q' 

est tout simplement le produit, défini diree- 
tement, G, A +, A l ** A w 

Y 

fi O,AeY~A...A,lr 
9 

. 

De la même mani%re, si hb % V,ti, sont respectivement 

des formes +, - 
symktriques,on 
comme la forme 
fonction 

linéaire , q -1inéaire , b-linéaire, anti- 
définira leur produit extérieurw A V A WY , 

(j--+ Cj +b ) -linéaire, antisymétrisée de la 

et par conséquent définie par la formule 



Supposons cpeË soit de dimension finie N , et soit 

è, , &y.*, c 
une base de E . Appelons alors la 

forme linéaire 'i-ème Coordonnée', qui fait correspondre, 

a tout vecteur de2 , sa i-ème Coordonnée. Alors on voit 

que le produit extérieur (ki,j A (Ei>A...A(E ) n'est autre 

que la formep-lineaire antisymétrique A. 
j+ 

la formule (v1,1;23), qui, 
$,&>...,ji_ de 

& chaque systeme de? vecteurs 

~,,~~,.*&. fait correspondre le déterminant de leurs 

Coordonnées de rangs 

La forme -1inéairy: représentée b la formule (v1,1;23), 
peut désorma aussi s ecrire : 

On dit qu'une forme de degré l+ est décomposable, si 
elle est un produit extérieur de ? 

formes lineaires; on 
a alors : 

Thborème 6 - SiË est de dimension finie, toute forme {t-lin&- 
aire antsymétrique sur ËT est une comoinaison linéaire 
finie de formes dÇcomposables. Si les 1 Lorment une base 

les !5 A F A 
%rrki Ü?ïë b&&e d&'~~~, . $y, 

A E. 613. s 
j, pjz?.**j j+ > j,q2~-*<j,_/ 

Designons parJ une partie quelconque a+ éléments de 
l'ensemble d'entiers 4,2.,..,,t4 1 . Appelons ( iJ t 

) le 

produit exterieur (~j,~ A(tjLj A . ..A (tjpj , avec 

tous éléments deJ ; et appelons aussi 

la formule (VI,l;$) peut 

* Où j3+ (A) est l'ensemble des parties b f éléments 

de l'ensemble A . 
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TheorGme 7 - La multiplication extérieure des formes multiliné- 
aires est une opération multilineaire et associative. 

Démonstration 
multilineaire, 

- Quand nous disons que l'application est 
nous voulons dire, par e emple,_que 1' ppli- 

cation (*,V,w)- u4 WA w de (AP& x Aq E'x A%$) 

dans le corps des scalaires K 
néaire; 

, est une application trili- 
autrement dit, que l'on a les relations : 

Cette propriété est évidente. 

Quand nous voulons parler de l'associativite de la 
multiplication extérieure, nous voulons dire que l'on a, 
par exemple, si,w,c,ti 

49 
sont des formes multilinkaires 

antisymétriques, des formules du type suivant : 

Cette formule est évidente si ,Q,,v,~,$ , sont des formes 

décomposables, c'est-&-dire si chacune est un produit 
extérieur de formes linéaires du type : 
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En effet, dans ce cas, tous les termes écrits dans 
(v1,1;38) sont égaux à 

Mais par ailleurs nous avons vu au théorème 6, dans le 
cas où Ë est ae dimenslon finie, que toute forme multili- 

néaire antlsymétrique est une comblnaison flnie de formes 
décomposables; or les différents membres de (v1,1;38) dépen- 
dent tous multilinéairement de ~,v,w, 3 ; étant égaux 

lorsque ces formes sont décomposables, ils sont aussi égaux 
dans tous les cas. Nous ne donnerons pas la démonstratlon 
lorsquer est de dimension infinie; on se ramène très faci- 
lement au cas de la dimension finie. 

Théorème 8 - Le produit extérieur des formes multilineaires 
antisymétriques est anti 
et siw est 4 -l.inealre, 

est défini par la for- Lk$~ristration - Le premier membre 
(VI,l;30). Mais, si nous appelons 7 la permutation 

qui fait passer de 1,2,...,~,l~tl,...,~+q,~ qt~,qt!L,,..,q++,4,2,...,q, 

1 on voit que cette permutation a la signature (- 1 )P' , 

A& . 

car elle possede +q inversions. 

Il en résulte que l'on peut aussi définir le premier 
terme de (~1,1;41) autrement, en tenant compte de ce que 

si 6 parcourt @J -fv+q 9 (7-r le parcourt une fois et une 
seule: 



Corollaire 1 - Si&t, et O' sont des formes linéaires, 
plus ghhralemen~si z sont des formes+,-lin&aire e? 
4 -linéaire, OÙ~Q s q gent impairs, on a la formXë: 

Si, au contraire, 
pair, 

l'un au moins des entiers+, ,q , est 
on a la formule : 

Corollaire 2 - Soient L, ,,4,bz,...,4,t, 
F' + 

formes linéaires, 

et soit(T une permutation de l'ensemblel,!&,,..,.,, . Alors 
on a la formule : 

* Pour + = q z 1 , c'est une conséquence triviale de 

(VI,l;29 bis). 



D é m o n s t r a t i o n  -  S u p p o s o n s  d ' a b o r d  q u e  6  s o i t  u n e  t r a n s p o -  
s i t i o n  d e  d e u x  e n t i e r s  c o n s e c u t i l s .  A l o r s  l a  f o r m u l e  
( V I , l ; 4 5 )  s ' Ç c r i t  

e t  e l l e  e s t  a l o r s  Ç v i d e n t e ,  c a r ,  e n  v e r t u  d e  l ' a s s o c i a t i v i t é ,  

e l l e  r e v i e n t  a  . u . i F d  A  W &  =  -  k k i A  a i + ,  ,  c e  q u i  n ' e s t  

a u t r e  q u e  l a  f o r m u l e  ( v 1 , 1 ; 4 3 ) .  

O n  p a s s e  a l o r s  a u  c a s  d ' u n e  p e r m u t a t i o n  q u e l c o n q u e  G  ,  
e n  r e m a r q u a n t  q u ' e l l e  e s t  t o u j o u r s  C o m p o s é e  d ' u n  n o m b r e  
f i n i  d c  t r a n s p o s i t i o n s  d e  d e u x  é l é m e n t s  c o n s Ç c u t i f s ,  e t  q u e  
l a p a r i t é  d u  n o m b r e  d e  c e s  t r a n s p o s i t i o n s  e s t  p r é c i s é m e n t  
l a  p a r l t e  d e  c  .  L e  c o r o l l a i r e  2  c o m p l g t e  l e  t h é o r 3 m e  7 ,  
e n  e x p r i m a n t  q u e  l a  m u l t i p l i c a t i o n  e x t é r l e u r e  d e s  f o r m e s  
l i n Ç a i r e s  e s t  u n e  o p Ç r a t i o n  a n t i s y m é t r i q u e .  E l l e  e s t  d o n c  
a l t e r n é e  ( t h é o r è m e  3 ) ,  d o n c  :  

C o r o l l a i r e  3  -  U n  p r o d u i t  e x t Ç r i e u r  d e  p l u s i e u r s  f o r m e s  
l i n é a i r e s ,  d o n t  d e u x  s o n t  p r o p o r t i o n n e l l e s ,  e s t  n é c e s s a i r e -  
m e n t  n u l .  

N a t u r e l l e m e n t  c e  r é s u l t a t  n e  s u b s i s t e  p a s  s i  l ' o n  a  
a f f a i r e  A  u n  p r o d u i t  e x t é r i e u r  d e  f o r m e s  d e  d e g r é s  #  l O  

P a r  e x e m p l e ,  s i  n o u s  c o n s i d é r o n s  u n  e s p a c e  d e  d i m e n s i o n  

N = 4, ayant pour base < , z2 , < , z4 , et si n o u s  

a p p e l o n s & L  l a  2  - f o r m e  d é f i n i e  p a r  :  

s o n  c a r r e  e x t é r i e u r  n ' e s t  p a s  n u l ,  e t  l ' o n  a  :  

D ' a i l l e u r s ,  p o u r  l e  d e g r é  0  ,  A o  Ë ’  e s t  l e  c o r p s  d e s  
s c a l a i r e s K ,  e t  l e  c a r r é  d ' u n  s c a l a i r e  n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  
n u l  !  
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T h é o r e m e  2  -  P o u r  q u e +  f o r m e s  l i n é a i r e s  s u r  u n  e s p a c e  v e c t o -  
r i e l Ë  s o i e n t  i n d é p e n d a n t e s ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u e  

l e u r  p r o d u i t  e x t é r i e u r  s o i t  #  0  . 

D é m o n s t r a t i o n  -  1 ' )  S u p p o s o n s  d ' a b o r d  q u e  c e s  f o r m e s  

U , 7  G Z 9 . ' .  9 aY r 
s o i e n t  i n d é p e n d a n t e s .  O n  p e u :  a l o r s  

t r o u v e r + ,  v e c t e u r s  , , ?p...J$ , Cie E , t e l s  q u e  

l ' o n  a i t  l e s  r e l a t i o n s  : 

@C~;M\ hi bai ~ = ~~,~ , 

Où 6.. e s t  l e  t e n s e u r  d e  K r o n e c k e r .  O n  a  a l o r s ,  d ' a p r è s  
( V I , 3 2 9 ) ,  l a  f o r m u l e  : 

( % 1 ; 5 0 )  & , A  2 L . . A t i  ( Z ,  & , . *  
F  

. , % * J = ~  ,  

q u i  p r o u v e  q u e  l e  p r o d u i t  e x t é r i e u r  e s t  #  0  . 

2 ' )  S u p p o s o n s ,  a u  c o n t r a i r e . ,  l e s  f o r m e s  
d é p e n d a n t e s .  A l o r s  l ' u n e  a u  m o i n s  d ' e n t r e  e l l e s ,  p a r  
e x e m p l e  t i  

p  
,  e s t  u n e  c o m b i n a i s o n  l i n é a i r e  d e s  a u t r e s ,  a  

s a v o i r  : 

W,l; 51) 
9 

= Cl w, + czAbz +- -0 + c A& _, 
+-’ + 

O n  a  a l o r s ,  d ' a p r e s  l a  f o r m u l e  d e  l i n é a r i t é ,  

+ - '  
( w , d ; 5 z j  A&,lwzA...A~ ?= xl c; &,A kLzA... A AA/ +_,A% * 

i-l 

e t  c h a c u n  d e s  t e r m e s  e s t  n u l ,  e n  v e r t u  d u  c o r o l l a i r e  3  d u  
t h é o r è m e  8 .  

l l ~ ~ ~ l l ~ ~ ~ ~ ~ ~ l l ~ ~ ~ ~ ~ l l ~ ~ ~ l l  
S i  m a i n t e n a n t  n o u s  s u p p o s o n s  q u e  t i  e s t  u n e  a p p l i c a t i o n  

+ ,  - 1 i n é a i r e  a n t l s y m é t r i q u e  d e  Ê p  d a n s F  ,  v  u n e  a p p l i -  
c a t i o n  q - 1 i n é a i r e  a n t i s y m e t r i q u e  de Ë ?  d a n s  c  ,  o n  p e u t  
e f f e c t u e r  l e u r  p r o d u i t  e x t Ç r i e u r  M .  A  

( B )  w  
,  r e l a t i v e m e n t  



k une application bilinéaireB deF x r dans un espace 

fonction : 

c'est-h-dire dÇfinie par la formule : 

Il n'est pids question ici, en génGra1, d'associativité, ni 
de rhgle d'anticommutativité de ce produit. Il en sera 
cependant ainsl dans les deux cas particuliers suivants, 
qui sont les plus importants dans la pratique : 

l"/ Sir est un espace vectoriel sur le corps des réels w , 

si r,c,E sont le corps des complexes a? , considéré comme 

espace vectoriel de dimension 2 surR, et si l'application 
1inéaireB est la multiplication ordinaire du corps des 
complexes, alors on a 1 associativité et l'anticommutativité 
comme précédemment; les produits extÇrieurs d'un nombre fini 
quz;co$que de formes multilinéaires antlsymétriques ti valeurs 

, satisfont à toutes les formules précédentes. 

En outre, la multiplication extérieure est même multll5- 
néaire par rapport au corps des complexes, en ce sens que 
la dernière 

2'/ Supposons 

identique B 

formule (VI,l;3'7 bis) est encore vraie pour 
complexes. 

que c soit le corps des scalairesK, que; soit 

L et que l'application bilinéaireB soit la 
multiplication habltuelle d-un vecteur par un scalaire. On 
voit alors qu'on peut effec.tuer un produit extérieur de 
plusieursLormes multilinéaires, l'une d'elles étant A va- 
leursdans F , toutes les autres étant B valeurs scalaires, 
et que les produits ainsi f'ormés satisfont aux formules 
précédentes. 
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Exemples - Donnons un exemple du premier cas, en prenant 

pour: ,  aussi bien que pour F , le corps des complexes C', 
considéré comme espace vectoriel G deux dimensions surR. 

Si alors on appelle 5 et 11 les formes 'première et 
cleuxihme Coordonnées", c'est-&-,dire celkes qui font cor- 
respondre a un nombre complexe Z X / - +  

3 ?b respectivement 

sa partie réellex et sa partie imaginaire 
Y 

on peut 
aussi considérer les applications E -lineaires dans @!,: 

( =  ~ . A ~  et T= !J- ~II , qui sont définies par les 

formules :  

On a a lors les formules suivantes :  

Nous avons défini A? E' ,  pour E1 dual de Ê . Mais, 
si Ê est un espace de dimension finie, il peut etre ron-. 

sidéré c o m m e  le dual de É' ;  on peut donc définir A? r 
(qui sera l'espace des formes p -1inéaires antisymétriques 

sur+ ).L a structure algÇbrique de l'algèbre extérieure 

de Ë est analogue ti celle de E' .  Un 6lément de Afr 
s'appellera un +-vecteur. 

Il y a lieu toutefois de port= une très grande atten- 
tion au corps des scalaires. 
sur P., 

si E est un espace vstoriel 
il définit a fortiori un espace vectoriel E~surE 

Mais le dual p (  es ace p des applications c-linéaires de 

Ë dans c) n'a pas de rapport avec ( ÊRI' , (espape des 

applications R-linÇaires de Ë dans R ). Donc Ak E et 

* ( est aussi c-lin&aire, maisT ne l'est pas. 
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AY E 
9 

ne sont pas Identiques, et mêmz leurs dimensions 
ne son pas les mèmes; par exemple, si E a la dimension - -- 
complexe n , donc la dimension réelle 2r~ , A2 E a la 

dimension complexe 1x(,n-lJ 

2 
donc la dimension réelle 

n (n-i) , alors que A' ËR a la dimension réeile 

2ti z ,l+&_d) 
2 

. D'ailleurs, si ëE F , -z 

et iZ sont dépendants sur a?, donc e Ac iz =-Ô (théo- 

rème 9); mais ils sont indépendants sur R , donc 

ê 4R iê#C. 

On utilise systématiquement les,h-formes, mais peu 
les 

? 
-vecteurs. 

g2 ORIENTATIOND'UNESPACEVECTORIELDEDIMENSION 

FINIESURR 

aappelons que -si ti est une application linéaire d'un 
espace vectorielE de dimension?% dans lui-même, on peut 
parler du @terminant de ti ; si on considere une base quel- 
conque de E , l'application ,i& est définle, relativement 5 
cette base, par une matrice, et le déterminant de& est le 
déterminant de cette matrice, quelle que soit le base choisie. 

Le determinant du produit (ou composé) de 2 applications 
llnéaires est le produit des déterminants; le déterminant de 
l'application identique est 1, et les déterminants de deux 
bijections réciproques sont inverses. 

Tout ceci est vslable, quel que soit le corps des scalaires. 

Dans ce paragraphe,Ê est un espace vectoriel de dimension 
N sur le corps des r<elsR. S'il est donné comme espace 

vectoriel de dimension n, &r le corps des complexes Q? , on 
le considèrera comme espace vectoriel de dimension N = 2~ 
sur le corps des r6elsR. 

Rappelons qu'on appelle base ordAnnee deË une application 
e de l'ensemble 4,2,,,.,, N } dans E , & savolr k L 

i 
z , 
*a 

telle que les vecteurs (?Ji_,z N soient indépendants dans E . 
- , ,.-., 

Nous établlrons alors, dans l'ensemble de ces bases, une 
relation d'équivalence. Nous dirons que la base 19' est 
équivalente 2 la base & , si le déterminant de e' par rapport 
à 63 est > 0 * ce déterminantsst le @terminant de 
l'unique applicaiion linéa:ire de E dans E 
l'image de chaque z< soit 8 . 

pour laquelle 
Il s'igit bien d'une 

1 
relation d'équivalence. 
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E n  e f f e t  :  

1 ’ )  E l l e  e s t  r é f l e x i v e  :  s i  e' = & ,  l e  d é t e r m i n a n t  
est 4 > 0 . 

2 ' )  E l l e  e s t  s y m é t r i q u e  :  l e  d é t e r m i n a n t  d e  l a  b a s e  e '  p a r  
r a p p o r t  a  l a  b a s e  e  e s t  l ' i n v e r s e  d u  d é t e r m i n a n t  d e  l a  
b a s e  e  p a r  r a p p o r t  &  l a  b a s e  Q’ , p u i s q u e  c e  s o n t  l e s  d é t e r -  
m i n a n t s  d e  2  a p p l i c a t i o n s  r é c i p r o q u e s ;  S I  l ' u n  e s t  B  0  ,  i l  
e n  e s t  d o n c  d e  m ê m e  d e  l ' a u t r e .  

3O) E l l e  e s t  t r a n s i t i v e ;  S I  6  t ? '  e "  
d o n n é e s  d e l ?  ,  

s o n 1  t r o i s  b a s e s  o r  -  
l ' a p p l i c a t i o k  l i k a i r i  d e  E  d a n s Ê  q u i  a m e n e  

z ;  s u r  3  e s t  l e  p r o d u i t  d e  l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  
a m è n e  Z  s u i  ? ? !  e t  d e  c e l l e  q u i  a m è n e  2 :  
l e  d é t e i m l n a n t * d e  e V  p a r  r a p p o r t  

s u r  z :  ;  d o : ?  
a cz est le produit du 

d é t e r m i n a n t  d e  e t  p a r  r a p p o r t  G  e  ,  e t  d u  d e t e r m i n a n t  d e  e t '  
p a r  r a p p o r t  a  e f  .  S i  d o n c  c e s  d e u x  d e r n i e r s  d é t e r m i n a n t s  
sont 5. 0 , i l  e n  e s t  d e  m ê m e  d u  p r e m i e r ,  

L a  r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  p r é c é d e n t e  i t a b l i t ,  d a n s  l ' e n -  
s e m b l e  d e  t o u t e s  l e s  b a s e s  o r d o n n e e s  d e  E , eXaCtmnc?nt deux 
c l a s s e s .  

T o u t  d ' a b o r d ,  e n  e f f e t ,  o n  p e u t  t r o u v e r  2  b a s e s  e , e ' ,  

n o n  é q u i v a l e n t e s  ( <  , Z z , . _ . , ë N  ,  e t  $ % , Z : , . . . , ë J  ) ;  s i  e n s u i -  

t e  e ' e s t  u n e  3 è m e  b a s e , l e s  d é t e r m i n a n t s  d e  e " i a r  r a p p o r t  
C ?  e t  e ' o n t  p o u r  q u o t i e n t  l e  d é t e r m l n a n t  d e  e ' p a r  r a p p o r t  

a  

ke, qui est -= 0 
m i n a n t s  e s t  

d o n c  l ' u n  a u  m o i n s  d e  c e s  d e u x  d é t e r -  
' 0 )  6 ? j ; e s t  é q u i v a l e n t e ,  soit a e ,  s o i t  

à e1 *. 

O n  d i t  q u ' o n  a  O r i e n t é  l ' e s p a c e  v e c t o r l e l Ë  s i  l ' o n  a  
d i s t i n g u é  l ' u n e  d e  c e s  c l a s s e s  d e  b a s e s  o r d o n n e e s  d e  r  
c o m m e  e b a n t  l a  c l a s s e  p o s i t i v e  o u  d i r e c t e ,  e t  l ' a u t r e  c o m m e  
e t a n t  l a  c l a s s e  n Ç g a t i v e  o u  r e t r o g r a d e .  

R e m a r q u e s  1 ' )  I l  e x i s t e  d e u x  o r i e n t a t i o n s  p o s s i b l e s  d e  Ï ? .  

S I  u n e  o r i e n t a t i o n  d e  E  e s t  c h o i s i e  l ' a u t r e  o r i e n t a t i o n  
c e l l e  q u i  c o n s i s t e  à  a p p e l e r  p o s i t i ; e  l a  c l a s s e  d e  b a s e s '  
q u ' o n  a p p e l a i t  n = & g a t i v e  d a n s  l a  p r e m l è r g ,  s ' a p p e l l e  l ' o r l e n -  
t a t i o n  o p p o s e e .  I l  e s t  a s s e z  c o y r a m m e n t  d i t ,  d a $ s  l e s  l i v r e s  
& l & ? ~ t , a i r e s , , , q u ~  l e  c h o i x  d e  1  o r i e n t a t f o n  d e  E  e s t  a r b i  -  

,  m a i s  q u  i l  e s t  p r é f e r a b l e ,  d a n s  l e  c a s  d ' u n  e s p a c e  
v e c t o r i e l  d e  d i m e n s i o n  2 ,  d e  c h o i s i r  p o u r  c l a s s e  p o s i t i v e  
c e l l e  d e s  b a s e s  o r d o n n e e s  o ù  l e  d e u x i e m e  v e c t e u r  e s t  p l a c é  
à  l a  g a u c h e  d u  p r e m i e r "  

*  C ' e s t  l a  q u ' i n t e r v i e n t  l e  f a i t  q u e  l e  c o r p s  d e s  s c a l a i r e s  
e s t I l ? ! .  
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Il est bien évident qu'il s'agit là d'une stupiditÇ par- 
faite. La notion de droite et de gauche est une notion pure- 
ment physique, ayant.un sens dans une région relativement 
restreinte de l'univers où nous vivons * , mais,.étant 
donne un espace vectoriel 8 deux dimensions sur le corps des 
rÇels, il n'existe dans cet espace ni droite ni gauche. 

Si, par exemple, on considère l'espace vectoriel B deux 
dimensions des polynomes ensde degrés L 1, il est evidemment 
impossible, si l'on considere le système des deux polynômes 
X, 1+3'= de dire si le deuxième est b la gauche ou a la 
droite du preker. 

dlces 

celle 
de la 

même, 

(WG 

2') Sic est une permutation de l'ensemble d'in- 

{ 
1, 2, . . . . , N }  ,+la classe de la base ,i - zflL est 

de la base i-e ; imultipliée par la signature &c 
permutation 6 . 

3 O )  SI& est une bijection liréairz deË sur lui- 
et si (<,)iz, 2  

I  , - * - ,  
N est une base de E , la base 

h= l , % , . , . , N  
est de même classe ou non, suivant que 

le déterminant de k est z- 0 ou-=o. On dit souvent 
que c'est là une "interprétation géométrique' du signe du 
détermlnant; c'est assez inexact, car l'orientation n'est 
pas une notion géométrlque qui va de soi, elle rÇsulte 
justement des propriétes des dÇterminants des applications 
linéaires. 

Considérons d'abord un espace vectoriel de dimension 1 
sur le corps des rÇels; alors deux él&ments quelconques#O 
sont proportionnels , et leur rapport est B 0 ou<o* 

On peut donc évidemment partager le complémentaire de 0 
dans l'espace vectoriel, en deux classes, en disant que 
deux éléments sont Çquivalents ou de la même classe, si 
leur rapport est > 0 Qrienter l'espace vectoriel c'est 
choisir une de ces deu.< ilasses pou2 l'appeler la classe 
50 On remarque alors que, siE est un epace vectoriel 

de dimeksion finie N quelconque, i'espaoe ANEt des formes 
N  -lineaires antisymétriques sur E est de dimension 1 

(corollaire 2 du theorème 5 ) ,  etau'il peut en conséquence 
être Orienté. Une orientation de E est alors, par définition, 
une orientation de l'espace vectoriel de dimenslon l,ANE'. 

*  Si nous communiquions avec des Polytechniciens d'une 
Planète distante de la nôtre de 1 milliard d'annÇes-lumière, 
comment leur Indiquerions-nous ce que nous entendons par 
droite et gauche ? 
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Orienter E , c'est fixer celles des formes N -1inéaires 
antisymétriques # 0 , qu'on consldérera comme positives. 

Montrons qu'il y a bien équivalence entre les deux méthodes 
Indiquées pour orienter un espace vectoriel. 

Soit en effet 19 une base; elle définit des fonctions coor- 
données (5;) , et par conséquent une N-forme produit exté- 
rieur (5,) t, (~%)A...A(~,J . De la même manière, si e' est 

une autre base, on,peut lui associer canoniquement une autre 
N -forme (5:) A (~z)A...A(jjJ. Désignons par A le determinant 

de la deuxigme base par rapport a la premiere. D'après la 
déflnitlon même du produit extérieur des formes (formules 
v1,1;35 bis)), on a les deux formules : 

Ceci prouve que l'on a, entre les N -formes (nÇcessairement 
proportionnelles) assoclées aux deux bases, la relation : 

Alors deux bases sont équlvalentes, au sens de la relation 
d'équivalence établie plus haut entre les basesIs et 
seulement si les N -formescorrespondantes sont de rapport 
=-6 donc equivalentes, au sens de la relation d'équi- 

valenci Çtablie ultérleurement dans l'espace des N -formes. 

Orienter l'espace,au sens du choix de la classe positive 
des bases, revient donc a l'orienter, au sens du choix de 
la classe positive des N -formes; la N -forrne(~,~~~~~~~...*(~~~ 

associee a une base e : è, , zL,...,zN , appartient a la 

classe positive des N -formes, si et seulement ~16% appas- 

tient b la classe positive des bases. 

21ti est uneN-forme # 0 , positive pour l'orientation 
deE , on pourra écrlre w > 0 . On ecrira alors u 2 0 , 

si %L= 0 outi>o . Cette notion de signe d'uneN- forme 

SurË n'a de sens que sir est oriente. 

Nous avons vu plus hautque,surun2space vectoriel, il 
existe deux orientations possibles, aucune n'etant privilé- 
gi6c par rapport 0 l'autre; au contraire nous allons voir 
qu’il n'en est pas ainsi sur un espace vectoriel sur le 
corps des complexes. 



Ihéorème 10 - Soitr un espace vectoriel de dimensions sur le 
corps des complexes @ . Soit < , q,,,,, zm ’ UEE Qz 

:base de i? . Al= z ,i< ,ëz ,iêz,..., ë,,. 9 i-ë,* est uneR 

-base de r (considére comme espace vectoriel de dimension 
27~ sur le corps des réels). La classe de cette Jl?-base est 
independante du choix de la G-base initiale. 

l\vant de donner la démonstration du théor&me, nous 
voyons qu'il signifie bien l'existence d'une orientation 
privilégiée sur un espace vectoriel sur le corps des 
complexes; à partir d une a? -base on peut former une&!? 
-base, et, la classe de toutes. les&!'-bases ainsi formées 
etant toutjours la même, on peut la définir comme etant 
la classe positive. L orientation ainsi définie s'appelle 
orientation canonique de l'espace vectoriel sur le corps 
des complexes. Cela revient naturellement ti donner a un 
espace vectoriel de dimension 1 sur le corps des complexes, 
l'orientation dans laquelle la base z,iz, est positive, 
Zetant un vecteur # ïY quelconque de l'espace vectoriel; 
en particulier, l'orientation du corps des complexes 6! 
lui-même est celle dans laquelle la base formée du nombre 
1 et du nombre 6 est positive. 

Démonstration - La P-base considérée définit des font - 

tiens coordonnÇes complexes, nous les appellerons 

<, , Iz f’..> X,% ’ LaR-base associée définit des 

fonctions Coordonnées réelles, que nous appellerons 

5, 7 ‘1,) !t& > Q***J t,L 97,* - 
On a d'ailleurs 1. = 1 tj+i,q ,p;p%j. 

Soit une deuxième 
des Coordonnées {t 

~,',~~,...,~,',définissant 

Nous voulons alors démontrer que : 

(TI,2;3) 

D étant Te déterminant de la deuxième&!!-base, associée 
& la deuxième @'-base,par rapport & la première. 

Or, on peut l'écrire, d'après (VI,l;56) : 
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Mais il se trouve que les formes linéaires x. sont 
1 non-seulementR-linéaires, mais @? -1inéaires; il en 

rÇsulte alors que les formes produits extÇrieurs 

nelles, avec un rapport de proportionnalite complexe : le 
calcul qui a été fait ù la formule (VI,2;1) peut encore se 
refaire, en raisonnant maintenant sur le corps des coml$lexes 
comme nous avions raisonné sur le corps des reels,et 1 on 
voit que : 

OÙA est le determinant de la c-base des 2 par rapport 
J 

B la c-base des ë. 
L 

; on a donc finalement la formule 

qui démontre notre affirmation. 

Remarque - La formule D = 1 Ai2 s'étend naturellement 

aux déte.rminants jacobiens. soit+ une application d'un 
espace affine E , de dimensionm sur le corps des complexes, 
dans un espace affine F , de dimensions% sur le corps des 
complexes; et supposons que t soit derivable, par rapport 
au corps des complexes. Elle est alors aussi a fortiori 
dérivable par rapport au corps des réels. 

Si, dans E et dans F ,on a choisi des reférentiels par 
rapport au corps des complexes, cela donne automatiquement 
des reférentiels par rapport au corps des rÇels, d'après 
la mÇthode que nous avons définie pour associer uneR -base 
a une @-base. Alors on peut considérer, d'une part le 
determinant jacobien JC de 4 en un point CL, par rapport 
aux reférentiels sur le corps des comple.xes, et d autre 
part son déterminant jacobien JR par rapport aux réfé- 
rentiels sur le corps des rÇels. Cis déterminants SOJJt 
les déterminants des images par '(w) des bases de E , 
par rapport aux bases de F . i? 

Ce que nous venons donc de demontrer S'Çcrit ici : 

* Notre calcul antérieur était fait dans le cas JC+ 0 . 

Nais, si JC=0 , l'application 
$ '(a,] applique Ë 

sur un sous-espace vectoriel de 7 , distinct de F , 
alors J = 0 . R 



Soite une base orthonormale positive de Ë . 

Elle definit une=-forme (f,J A(E~~A...A(E~~. Si c'est 

une autre base orthonormale positive de Ë , la formule 
(VI,2;1) montre que l'on a : 

En effet, le determinant de la deuxième base par rapport 
& la première vaut necessalrement k 1, puisqu'il s'agit 
de deux bases orthonormales, donc + 1, puisqu elles appar- 
tiennent toutes les deux B la classe positive. 

etrement dit, la N -forme \tj h ('E'A*..A (tN), associée 

à une base orthonormale posltivi deE , est indépendante 
de cette base. Cette N -forme, determinée une fois pour 
toutes par la seuledonnée de la structure euclidIenne et 
deJ'orientation de E , s'appelle 1aN -forme fondamentale 
deE ., Nous l'appellerons t . Il est d'ailleurs facile 
de preclser sa valeur sur un système deN vecteurs 

7.. ,TZ,...,FN . Cette valeur est en effet, d'après 

(VI,l;35 bis),le déterminant des N vecteurs par-rapport G 
n'importe quelle base orthonormale positive de E . Sa 
valeur absolue n'est autre que le volume du parallélépipède 
de sommet origine defini par ces N vecteurs (corollaire 
5 bis du theorème 102 du chapitre IV); et, si ce volume 
n'est pas nul, son signe n'est autre que la classe de la 
base defin e par ces N vecteurs, par rapport a l'orientation 
donnee de c On dit souvent que cette valeur estJe 
volume algébrique du parallelepipède defini par X, ,Xz7_,.,zN, 

dansË orlenté (mais un tel volume algébrique ne peut se 
une definition correcte de la notion 

L'existence de la N -forme fondamentale va nous permettre 
d'etablir des correspondances remarquables entre vecteurs 
et formes : 
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l“/ On peut Çtabli. une bijection linéaire de l'espace des 
N -formes sur E sur le corps des réelsR ; il suffit 
de faire correspondre k toute N -forme le rapport de 
cette forme et de la N -forme fondamentale. On associe 
ainsi le nombre réelX et le N -covecteur X 8 . 

2"/ A tout systeme de N vecteurs < , FL ,..,, TN s on peut 
faire correspondre un nombre rÇel, appelé produit mixte 
dz ces vecteurs; c'est tout simplement la valeur 

1 (?,,Fz,...,Q ,sur le système de vecteurs donnés, de 

la N -forme fondamentale; c'est encore le determinant du 
système des vecteurs par rapport a n'importe quelle base 
orthonormale positive, ou volume algébrique du parallé- 
lépipède_deAN vectsurs. L'application 'produit mixte', 
qui, a x,, xz,..., XN > fait correspondre leur produit 

mixte, est une N -forme surÊ,qui n'est autre que 1 . 

Plus généralement, 

?,,~2,...,~~,de~ , 

étant donné un système de b vecteurs, 

on peut lui faire correspondre une 

(N -k )-forme @T 7 x definie comme suit : 
1’ z_J*-*7 y 

La valeur de q~ sur un système de (N-k) 

vecteurs y est le produit mixte des N 

vecteurs * : 

La fonction 

bien une forme 
‘%TT 7 ainsi définie sur ËN_‘est 

?_ 9.‘. , lu 
( NL’p )-linéaire antisymétrique, donc 

est bien un élément de /I~_~Ë'. 

En outre,. l'application fi! qui, aux * vecteurs 

fait correspondre la forme associée, c'est- 

à-dire l'application ?,, 2 2,...,y+-o(+ + z 
est une 

application tu -1inéaire antisymétriqu~ld?'$~'da!k AN-f'E). 

* On aurait pu choisir l'ordre z,,?L,...,?p ,T,Fb,...,yN 

Cela reviendrait à multiplier par (-I)I*(~_~' . Ce choix -Y 

sera payé plus tard, par la présence de puissances de- 1 
dans certaines formules;mais l'autre choix donnerait des 
puissances de-i dans d'autres formules i 
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Pour A+=N , on obtient bien une application N - 

lin6aire Ae FN dans AoF' , qui n'est autre que le corps 

des scalaires : c'est la correspondance qui, A N  v e c t e u r s ,  

fait correspondre leNur produit mixte, c'est-A-dire l'appli- 
cation fondamentale 5 .  S I  e  est une base orthonormale 
positive de r , et si l'on prend, pour? vecteurs, les 

vecteurs ê 

forme correspondan e est définie, comme on le voit aisé- t 
+,, Y”-: G 

, de la base elle-même, la 

ment d'après (VI,2;9),par : 

N_++I 7 e N- 

si3 est une partte de j 1, 2,..,, N\ 
, d'élémects 

,j,c j%<...<&,et si k( = [ J ,  d'élémentsk,-gkz<...< !c~_? , 

alors :  

d ù  2  est la signature de la permutation qui transforme 

1, 2, . . . . N , en &,,-k%,...,J? 
N-f+, , ja >..., jF * 

En particulier, pour + = 1 , on a la formule : 

Si alors 2 est un vecteur de coordonnées Xe 
1 

,ona: 

Cette formule montre que l'application 4  est, pour k = 1 , 
une bijection linÇaire de Ë sur ANs’Ë’. 

Remarque - Les correspondances 1' et 2' ne dépendent pas, 
en fait, de la structure euclidienne et de l'orientation, 
mais de la donnée de la forme fondamentale E . Si, sur 
un espace VectorielË de dimension N , on s'est donné U!J 
forme fondamentale g#o (c'est-h-dire une mesure des 



volumes et une orientation sans structure euclidienne) 
1' et 2' subsistent. si on multiplie le N-covecteur fonda- 
mental par un nombre réel& 
par 4. 

,*on multiplie l'opérateur cX 
Si onNa choisi da;s E un référentiel quelconque, 

et si OA pose 5 .(z,,&...,eN) = h, ou ~=A(~)A(~~~A.~.~(Q, 

les formules (VI,2;11;11 bis.$ 11 ter) restegt exactesI& 
condition de multfplier le 2ème membre par A . 

3'/ On sait qu*il est possible, dans un espace vectoriel eucli- 
dien Orienté a trois dimensions, cJe faire correspondre, a 
tout système de deux vecteurs X ,Y , un trois1ème vecteur, 
appelé produit vectoriel des deux premiers. Cette propriété 
se généralise comme suit : 

SiË est un espace euclidien orienté de dimensionN , on 
peut faire correspondre à tout systeme deN-1 vecteurs, 

un nouveau vecteur z,appele produit vectori 
et que l'on pourra noter par 

Y 

Il se définit de la manière suivante : Au système des 
N -1 vecteurs correspond, d'après la correspondance indAqu&e 
a 20 ,une l-forme, c'est-à-dire une forme linÇaire sur E ; 
et nous avons vu au chapitre 11 (formule (III,l:lg))qu'on~ 
peut alors faire correspondre & toute forme linÇaire sur E 

ou élgment du dual Ë’ , un Glément bien déterminéz deg . C'est 

cet élément ?! qu'on appelle le produit vectoriel des N -1 vec- 
teurs. L'application qui, àN-1 vecteurs, fait correspondre leur 
produit vectoriel, est (N-l) -1inéaire antisymétrique de ËNe’ 
dans Ë . 

La forme o(; 2 x zt"*> ,.JL~ est ICI définie de la manière suivante : 

Si? est un'becteur quelconque de Ë ,ona: 

b!I,2jlZ~ % F 
1' z,*--, 

7 
N-l 

(5 = ; (7, FI ,CL,...&_,) . 

Or le vecteur2 est dexini par le fait que, SI.~ est un 
vecteur quelconque de E , on a la formule (111,l;lg) : 

Cette formule s1gnifle que la produit>lxte deT,r,,...,yN_, 
coXncide avec le produit scalaire de Y avec le produit 

vectoriel Z= [T et dompte tenu dels notations, 
anticommutation, on a : 

* Cette notation est asse peu correcte. On ne doit, en 
principe, utiliser le produit extérieur A que pour des produits 
ne dépondant pas d'une structure euclidienne et d'une orienta - 
tion . 
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Donnons une construction géométrique de ce produit 
vectoriel. Tout d'abord, si les N -1 vecteurs considérés 
sont dépendants, la forme qT 7 

,T_ 
s'annule, car 

le deuxième membrede (VI,2;&r'eit &A~ quel que soit 7 ; 
dons, dans ce cas,2 s'annule aussi. Et réclproquement, 
si 2 est nul, c'est que 0(~ 3 2 

est nulle * , et 

alors les vecteurs 2. 
7_ 9".> - 

son; necess\irement dépendants; si, 
en effet, ils étaien?independants on pourrait trouvsr 
une base deË formée des vecteurs ?* et d'un vecteur Y;alors 
le second membre de la formule ($1,2;12) Serait# 0 , 
ce qui serait contradictoire avec le fait que47 

1 > 
x 
z,*.&-, 

est nulle. Ainsi le produit vectoriel deN -1 vecteurs est 
ns, si et seulement si ces vecteurs sont dépendants. 

Supposons donc les vecteurs xl 
il 

indépendants. 

Si7 est dans le sss-espace vectoriel qu'ils engendrent , 
alors Ny 2 
(VI,2;12)Ii 

; (~)~st_nécessaireme~t nulle, d après 
Gn~'aû%&i (2 1 Y ) ; donc Zzst orthogonal 

au sous-espace vectoriel défini par les Xi . 

Choisissons alors le vscteury orthogonal au sous-espace 
vectoriel défini par_les*Xs&de long2eur 1, et de telle 
manière que la base 9 , X, ~x~,,.,,x~_, , soit positive 

par rapport a l'orientation de Ë . Le determinant de cette 
base (par rapport aux bases orthonormales positives), qui 
est donc z==l est alors le volume du parallélépipède 
defini par v et'les ??. 
du chapitre IV); cIes 

(corollaire 5 bis du théorème 102 
donc aussi le produit de l'aire de 

la base par la longueur de la hautesr (théorème 104 du 
chapitre IV). Comme,par hypothèse,v 6st unitaire, ce déter- 
minantz'est autre que l'aire de la base. Or ce déterminant 
vaut (2 1 T-j ,ce qui montre que zest égal au produit 

de 7 par un nombre P 0 Çgal à la ( N- 11 -aire du 
crallélépipède defini pa; les vecteurs ?. 

d l 

Si nous considérons dansr une base orthonormale posi- 
tive quelconque, il est facile de trouver les composantes 
du produit vectoriel de N -1 vecteurs. Si on designe par 2. 

ces composastes, et par y* les composantes d'un vecteur d 

quelconque y , si d'autre'part, comme toujours, on appelle 
x. * 
Lj.$ 

les Coordonnées de y; , on a la formule : 

* Nous avons vu, page 179 du Cours de 2e4e Division, que 
la correspondance entre ~2 2 et 2 est bijective. 

, ’ 27 2”.-7 N-l 



c e  q u i  m o n t r e  q u e  ! Z ; , e s t  l e  c o e f f i c i e n t  d e  Y .  
d é v e l o p p e m e n t  d u  d é t ! e r m i n a n t  1  

Y, Y2 .*.. YN 

x  x . , . , x  
1 , ’  ‘ , 2  ‘ , N  

x x 
2 , ’  2 , 2 "  '  *  

X  
7 . , N  

d a n s  l e  

s u i v a n t  l e s  é l é m e n t s  d e  l a  p r e m i è r e  l i g n e .  O n  
f o r m u l e  :  

a  d o n c  l a  

T o u s  l e s  r é s u l t a t s  1  d e  3 '  d é p e n d e n t  b  l a  f o i s  d e  l a  s t r u c -  
t u r e  e u c l i d i e n n e  e t  - d e  l ' o r i e n t a t i o n  d e  e  .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

O n  p e u t  r Ç s u m e r  c e  q u i  p r é c è d e  c o m m e  s u i t  :  

T h é o r è m e  1 1  -  S i r  e s t  u n  e s p a c e  e u c l i d i e n  O r i e n t é  d e  d i m e n -  
s i o n  N  ,  E  e x i s t e  d a n s Ë ?  u n e  N  - f o r m e  f o n d a m e n t a l e  6 ,  

f o r m e s  C o o r d o n n é e s  p a r  r a p p  
o r t h o n o r m a l e  p o s i t i v e .  I l  e x i s t e  u n e  b i j e c t i o n  l i n é a i r e  
d e  l ' e s p a c e  A ' % r '  d e s  N  - f o r m e s ,  s u r  l e  c o r p s  d e s  s c a  -  

l a i r e s , q u i  f a i t  c o r r e s p o n d r e  a  t o u t e  A l  - f o r m e  s o n  r a p p o r t  
k l  

avec 3 . I l  e s i s t e  u n e  a p p l i c a t i o n  p - l i n e a i r  a n t i s y m é -  
M  

t r i q u e  u e  ' E ?  d a n s  A N e T  p  ,  d e f i n i e  p a r  ( V I , 2 ; 9 ) ,  

( v 1 , 2 ; 1 0 ) ,  ( v 1 , 2 ; 1 1 ) .  s i  ? ,  ,  T L , . , , , T N  s o n t  -  . _  

_ N  v e c t e u r s  d e  É  ,  l e u r  p r o d u i t  m i x t e  e s t  u n  n o m b r e  r é e l ,  
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FJ’ - ou encore au determinant des 

vectkurs par rapport a toute base orthonormale Positive; 

l'application produit mixte est une forme linéaire anti- 
symetrique sur EN, qui n'est autre que f . Le produit 

vectoriel de ?,,Tz,...,yN_,est un vecteurz=[?,A?zA... A ?J, 

nul si et seulement si ces vecteurs sont dépendants; s'ils 

sont indépendants, z est orthogonal au sous-espace vecto- 
riel qu'ils définissent, dans un sens tel que 2) r,,gz,...,F,,_, 

zoit une base positive, et sa longueur est l'alre du 
parallélépipede défini par les N-l vecteurs. L'application 

(N-l)-llnéaire antl- 
symetrique de composantes du produit Les 
vectoriel, par rapport a une base orthonormale positive, 
sont donnees par (v1,2;16). 

Remarques 1') Si, par exemple,? est un espace Ve.CtOrtel 

ze dimension 2 euclidien Orienté, on peut faire le produit 

vectoriel [ 7 ) d'un seul vecteur ;tN-d=d); d'apres 

la définition, c'est simplement un vecteur zobtenu par 

rotation de: de - 2 * . 

2') Ce qui a été défini dans ce paragraphe dépesd, 
en général, non seulement de la structure euclidIenne deE , 
mais aussi de son orientation. Si on remplace l'orientation 

deË par son opposee, on change de signe la N -forme fonda- 
mentale, le produit mixte de N vecteurs, la (N-+ )-forme 
associée a? vecteurs, le produit vectoriel de N- 1 
vecteurs. Au contraire, l'assosiatioa entre vecteurs et 
formes (bijection linéaire de E sur E', vue page 179 du 
Cours de 2ème Division)ne dépend que de la structure 

euclidienne, et non de l'orientation; de même, plus simple- 
ment, le produit scalaire de 2 vecteurs ! On dit souvent que 
le produit scalaire de 2 vecteurs est une grandeur polaire, 
ou droite, ou d'espkce paire, tandis que le produit mixte de 
N vecteurs est une grandeur axiale , ou tordue (sic !), ou 

d'espèce impaire. 

* Attention : 
tation ! 

la notiscJ'angle oriente =Ose sur l'orien- 
Si 2 vecteurs U V d'un plan euclidien oriente 

sont orthogonaux, 

la base Ü ,T, 

on dit qu& l'angle(fl,y) est +$- , si 

est positive. 
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5 3 FORMES DIFFERENTIELLES SUR UN ESPACE AFFINE 

~ So1t.l-L un ouvert d'un espace affine normé E , et soit 
F un espace vectoriel normé. On appelle forme différen - 
tielle de degré + sur J?. 2 valeurs 
cation Gj G+ deILL dans l'espace A.& 

c~tlons+-linÇaires antisymétriques continues de Ë dans 
F. Cette application fait-donc correspondrs, àJout 
point= de fi , un élément_m (CC) de A&?( EJ; F) , c'est- 
à-dire un p-covecteur sur E , A. valeurs dans F ; on peut 
donc encore aussi dire qu'une forme difféxentielle de 
de 
P 

ré + est un champ de& -covecteurs sur E à valeurs dans 
-3 champ defini surfi . POUr + = 0 , c'est donc un 
champ de vecteurs deF , c'est-&-Aire slm~lement. IX-le 
fonction sur a , à valeurs dans F ; si F= K , c'est 

/ 

un champ de scalaires ou une fonction scalaire. Pour 

Si E est de dimension N 
rentielle de degré +, 
w 

On abrèse souvent 'forme diffÇrentielle de degrék ' 
par forme ie degrÇ + +-forme de sorte que cela'intro- 
duit une confusion en% les .j+ tformes, définies au para- 
graphe 1, et les formes differentielles, qui sont des 
champs de telles~-formes ou applications de 0, dans un 
espace de+-formes. Pour éviter toute confusion, il sera 
en général Dréf6rable d'utiliser la dénominatlon de + - 
covecteurs pour les+-formes rencontrées au paragraphe 1, 
et de+-formes différentielles pour celles qui sont ren- 
contrees au present paragraphe. 

* On met unexlèche sur w 
a valeurs dans F ; 

parce que c'est une forme 
on n'en mkttra pas si F est le 

corps des scalaires. Dans ce cas part!culier & est une 

fonction sur J.2 a valeurs dans /? Ë' , ou un champ 
3e +-covecteurs, défini dans fi . 
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On dit qu'une -forme différentielle est lwfois 
dérivable (resp d classe Cln (IR& 0 ) ), si 3 est une 

fonction mfois dérivable (resp de classe C'*) sur fi , 

à valeurs dans l'espace vectoriel normé A&k(Fp;F) a 

Théoreme 12 - SiE est de dimension finie N et muni d'un 
référentiëï, et si l'on désigne par ( 5. ) la forme 
lineaire "1-&me coordonnée? alors tuuteL+-forme diffe- 
rentielle s'exprime d'une maniere unique par une formule 

dans laquelle les z-T sont des fonctions surfi à valeurs 

dans ? . Cettel%-forme différentielle est -TII- fois dériva- 

e7aes sur iwlà valeurs dans p , son= fois 
de classe c ), si et seulement si les fonctions 

dér<vLbles (resp de classe Cl'* ). - 

DÇmonstration - Il suffit d'écrire, pour tout point X, 

que Z(X) est un?-covecteur à valeurs dans 7 , et 

d'appliquer alors les formules (v1,1;23) et (~I,l;36)- 
et la remarque qui suit le théorème 5 

k%t~~?~~e~~écisément que l'espace vectoriel Asf('?,r) 

peut être identifié &u produit de ( t) espaces vectoriels 
normés identiques à F; or on sait, d'apres le théorème 
8 quarto du chapitre III, qu'une fonction ti valeurs dans 
un produit d'espaces vectoriels normés est de classe Cm, 
si et seulement si chacune de ses composantes est de 
classe Cm ; cela signAfie exactement que l'application LZ 
de fi dans A&p(z?;F)est de classe Cl"', si et seule- 
ment si chacune des fonctions GI , définies sur fi & 

valeurs dans F , est de classe Cm'. En outre, toujours 



4 2  

d ' a E r è s  l e  m ê m e  t h é o r è m e  d u  c h a p i t r e  I I I ,  t o u t e  d é r i v é e  
d e  ( + _ a  p o u r  c o m p o s a n t e s  l e s  d d r l v é e s  c o r r e s p o n d a n t e s  
d e s  W J  ; a u t r e m e n t  d i t ,  
t i o n  d ' i n d i c e -  

s i  D P  e s t  u n  s y m b o l e  d e  d e r i v a -  

d e  d é r i v a t l o n  
p  ( f o r m u l e  ( 1 1 1 , 6 ; 2 6 ) ) ,  a l o r s  o n  a  l a  f o r m u l e  

E n  p a r t i c u l i e r ,  o n  a ,  p o u r  l e s  d é r i v a t i o n s  p a r t l e l l e s L  
p a r  r a p p o r t  a u x  C o o r d o n n é e s ,  l a  f o r m u l e  : ax.k 

z  
Au lieu de (ti ) e ( EJj o n  n o t e ,  p o u r  d e s  r a i s o n s  q u i  

s e r o n t  v u e s  p l u s  t a r d , & i e L & x J .  C e t t e  n o t a t i o n  s e r a  

e m v l o y é e  s y s t é m a t i q u e m e n t .  C e p e n d a n t  I l  f a u t  b i e n  v o i r  
q u  e l l e  p r ê t e  a  u n e  l e g è r e  o n n f u s i o n .  J u s q u ' à  p r é s e n t , d , & .  

d é s l g n a l t  l a  A _ è m e  C o o r d o n n é e  d ' u n  v e c t e u r  z  d e  l ' e s p a :  
c e  v e c t o r i e l  E  a l o r s  q u e  m a l n t e n a n t  & ,  d é s l g n e  l a  
f o r m e  l i n é a i r e  & r  Ê  q u i ,  à  c h a q u e  v e o t e k  d e Ë  f z t  
c o r r e s p o n d r e  s a  l - l e m e  c o o r d o n n e e ;  d e  s o r t e  q u e  l ' o n  a  l a  
f o r m u l e  

E l l e  p e u t  a u s s i ,  S I  l ' o n  v e u t ,  d é s i g n e r  l a  f o r m e  d i f f é r e n -  
t l e l l e  d e  d e g r é  1  s u r  E  ,  d o n t  l a  v a l e u r ,  e n  t o u t  p o i n t a ,  
e s t  l a  f o r m z  l i n é a l r e  s u r Z  f a i s a n t  c o r r e s p o n d r e  à  t o u t  
v e c t e u r  d e E  s a  i - l t i r n e  c o o r d & n é e ,  d e  s o r t e  q u e  l ' o n  a  l a  
f o r m u l e  : 

L a  c o n f u s i o n  e n t r e  l e  p r e m i e r  s e n s  d e  & ; e t  l e s  d e u x  
d e r n i e r s ,  m k n e r a l t ,  d a n s  t o u t  l e  c h a p i t r e  d e s  f o r m e s  d i f f é .  
r e n t l e l l e s ,  a u x  p l u s  g r a v e s  e r r e u r s :  l a  c o n f u s i o n  e n t r e  l e  
d e u x i è m e  e t  l e  t r o l s i & m e  n ' e s t  p a s  t r è s  g r a v e ,  p a s  p l u s  
q u e  n e  l ' e s t  l a  c o n f u s l o n  e n t r e  1 ,  d é s i g n a n t  l e  n o m b r e  1 ,  
e t  1 ,  d é s l g n a n t  u n e  f o n c t l o r  c o n s t a n t e  é g a l e  &  1 .  
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A l o r s  l ' e x p r e s s i o n  l a  p l u s  g é n é r a l e  d ' u n e ? - f o r m e  

d i f f é r e n t i e l l e z  s u r  & I ,  C  E  , A v a l e u r s  d a n s  7 ,  e s t  
l a  s u i v a n t e  : 

l " /  S u r  l a  d r o i t e  r é e l l e R , u n e  f o r m e  d i f f é r e n t i e l J e  d e  
d e g r é  0  z s t  u n e  f o n c t i o n  s u r R  a  v a l e u r s - d a n s  F  . U n &  
f o r m e  d i r f é r e n t i e l l e  d e  d e g r é  1  s ' < c r i t  A  d a c  ,  o ù  A e s t  
u n e  f o n c t i o n  s u r R  L  v a l e u r s  d a n s  F  ,  e t  l ' o n  a ,  p o u r  
t o u t  v e c t e u r x  d e R  ,  l a  f o r m u l e  : 

2 ' /  S u r  l ' e s p a c e  G  d e u x  d i m e n s i o n s  & ,  u n e  f o r m e  d i f f é r e n -  
t i e l l e  d e  d e g r é  0  e s t  u n e  f o n c t i o n ;  u n e  f o r m e  d i f f é r e n t i e l -  
l e  d e  d e g r é  1  s ' é c r i t  :  

S a  v a l e u r  a u  p o i n t  (~,y ) d e R 2 ,  s u r  l e  v e c t e u r ( X , Y ) d e R ;  
e s t  d o n n é e  p a r  : 

*  P r o d u i t  d e  X ( = ) E  7  par le scalaire réel X . Si 

L R ,  c o r p s  d e s  s c a l a i r e s ,  c ' e s t  s i m p l e m e n t  ~A(X\ER 



44 

Une forme dfff'érentielle de degré 2 s'écrit : 

et sa valeur au point (%,y ) deR',sur le couple de deux 

vecteurs (X,,Y,) ~ ( Xl,Yz) de R', est donnh par la 
formule : 

On a nawrellement la relation d'anticommutatlon 

3"/ Sur l'espace S. trois dimenslonsR3, 
de degré 0 est une fonction. 

une forme différentlelle 

degré 1 s'écrit : 
Une forme diffÇrentielle de 

Qr,3;13) 

Une forme différentlelle de degré 2 s'écrlra généralement 
sous la forme suivante, utilisant les permutations clrcu- 
laires : 

* La formule (VI,T:6) conduirait .C utlliser&A 
et dhj fi L3 On préfkre ici utiliser PlutÔt 

.a;a;;eu de C!LG~ d3 , pour des ralsons de symétrie clrcu- 
, 



Sa valeur au point (=,1,3 ) deE3,sur le système de deux 

vecteurs ( X, , Y, , Z, ), ( Xz , Y2 , 2% ) de R3 j est donnÇe 

par la formule : 

On a naturellement les règles d'anticommutation 

Enfin llne forme dlffhrentielle de degrÇ 3 est donnée Par 
la formule : 

Sa valeur au point (%,y,3 ) deR3, sur un système de trois 
vecteurs : 

est donnée par la formule : 



Les formes dlfféren&&elles de degré p sur un ouvertfi 
de E , à valeurs dans F , forment elles-mêmes un espace 
vectoriel. C'est d'ailleurs dans le sens de l'addition 
dans cet espace vectoriel qu'est écrit le signe x dans 
une formule telle que (VI.3:6) 

Siw etGJ sont deux formes différentielles de degré+ 
sur J-L , et siE est muni d'un rfferentiel par rapport 
auquel ces formes s'expriment par x W,kJ ,s sJ dx, , I 
on a les formules évidentes : 

J J 

(If,3 ;20) 2 +G =c(0,+~,)~~,~w=~(k5)“,,9escalaire. 

J 

Mais, en outre, il existe une opération de multiplication 
extérieure des formes différentielles. Nous allons nous 
borner, pour cette multiplication, aux cas qui ont déj& été 
étudiés au paragraphe 1; ou bien il s'agit de formes diffé- 
rentielles scalaires (F est le corps desscalairesa( ); 
ou bien, le corps des scalaires étantW, F est le corps 
des complexes c considéré comme espace vectoriel èi deux 
dimensions sur E; ou bien on effectue un produit extérieur 
de formes différentielles dont une est B valeurs vectorielles, 
toutes les autres étant A valeurs scalaires. 

Nous écrirons les quelques formules suivantes en supposant, 
pour simplifier, les formes différentielles toutes scalaires. 

Soient donc u et L des formes différentielles scalaires 
de degrés respectifs + etq surfi . On définit alors leur . . 

produit extérieur L A 4 comme suit : 

On dit que sa valeur au pointr est le (f ?+ q )-COVeC- 

teur égal au p 
$ 

oduit 

q- covecteur (2): 
extérieur du+-covecteur t& (x) et du 

W.3;21) (AAuvV)(x~=U(r)h~(r). 

On voit que, dans ce sens là, ce que nous avons écrit 

&Xi, A &y . . . /i &, est bien un produit extérieur, si 
dP on considère les &; comme des formes différentielles de 

degré 1 suivant le formule (VI,j;5). 
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On voit même que, dans la formule (v1,3;6), une expres- 

sion telle que q,,àL,.,V,dti &a,~ &d A...A &ip peut bien 

s'interprêter comme un prouuit extzrieur de Jr-+1 formes : 

,forme différentielle vectorielle de degré 0 , et 

formes diffdrentielles scalaires de 

symboles de somme et de produit 
employé; dans la formule (v1,3;6) sont maintenant entiérement 
justifiés, alors que jusqu'à présent ils n'avaient qu'une signi- 
fication purement formelle. Par contre le symbole d, ne sera 
vraiment justifié que plus tard (6 4). Naturellement la 
multiplication extérieure des formes différentielles est une 
opération multilinéaire associative, et satisfaisant h la 
règle d'anticommutativité (theorèmes 7 et 8 et formule 
(vI,1;41) >. 

Exemples - Dans l'espace vectoriel à trois dimensionsR3, 
Gï a les formules suivantes : 

(n,3;22) 

= (BC'-CB') dy A d‘a + (CA'-AC')+ dm +(AB'-BA')hdj; 

+y$ +Bq ~doc+C~~cR)~(A'drtB'Y/jtC'~) 

= (AA' + BB'+CC') &c A dy A dj ; 

(Adr+B(jtC~~)h(A'dz+B'lytC'~)n(A"dr+B"~+C"diá) 

A B C 

A' B' C' 

A" B" C" 



5i-p me fonctixl dérivable sur fi c E , a valeurs 
dans F . Alors ce que nous avons appelé,sa &érivée au 
point d-> j'(h), est un élément. de &( E j F ) , c'est donc 
yyxs,;~ sur~ouàs"~lre~~,adar;Sé~ au paragraphe 1, une forme 

et par suite la fonction 
dérivée{' définit une-forme diffirentielle de degre l-su 
Ln à valeurs dans F , 

(cIeSt bien ainsi 
ou application defi dansA( E; 6 

tion dérivée de f ? 
ue nous avons toujours considéré la fonc- 

) * . Cette forme différentielle $ 
est donc définie par la formule : 

Il est czmmode de note; p?.r q, cette forme différen- 
tielle. SiE est de dirciension finie N.et s'il est muni d'un 

érentiel et de fonctions coordonnées, la différentielle 
admet, suivant (VI,>:G), l'expression : 

7 

On retrouve donc la notation de la formule (111,:;18) du 
c'est ce qui explique la notation 

Avec cette notation l'expression&.apparait comme 
entièrement justifiée. Si l'on appelle*%. la fonction définie 
sur E qui fait correspondre à chaque peint de E sa i-ème 
coordorkée alors la forme différentielle de degré 1 
associée b La fonction dérivée n'est autre que la forme 
différentielle doc;,satisfaisant à la formule (VI,3;5). 
Nous étendrons cela au 5 4. Naturellement cela nous suggère, 
au lieu d'écrire toujours une forme différentielle par une 
formule du type (VI,j;6), de pouvoir éventuellement utiliser 
des formules du type : 

* Par contre, la dérivée d'ordre+3 2 de+ est une appli- 
cation dea dans 
symétriques deË? dans 

des applications + -linéaires 
elle ne définit donc pas une 

forme différentielle. 
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Où ,> $ ;e s ,**a > ;eN ’ sont des fonctions scalaires dérivables 

sur .a dont les dérivées en chaqus point soient des 
formes linéaires indépendantes sur E . 

Théorème 12 - si -p, 9 &,.**& sont des fonctions scalaires 
dérivables sur JJ, , alors la forme différentielle 

&t,~ ~#&A...A qt- peut,par rapport L un référentiel de E, 
s exprimer sous la forme 

Demonstration - Il suffit en effet 
(v1,1;23), en remplaçant 

(formule (VI,1;35 bis) ); 

d'où le résultat. 

On peut d'ailleurs le réobtenir directement : on remplace 

, et on effectue le produit en 

! 

* D'après la définition même de la multiolication exté- 
rieure des formes, formule (VI,1;29). 
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Exemples - Expresslon d'une forme différentielle dans& 
en coordonn6es polaires h,8, Cp . 

Nous nous plaçons naturellement sur l'ouvert fi 
complémentaire du demi-plan 

Y= 0,~30. Nous prendrons 
h>O,Oie<X,O<cp<ZTT.Onpeutconsidérer~,e,~, 

comme des fonction2 de classe C" suriL, et l'on sait 
comment on peut exprimer leurs différentielles A, dO,dq, 
en fonction de &x,q,Lj et vice versa. On a les formules : 

i 

d/x. = ch /s*me ticpt h-w~d ctiqde -h sh0bhq dy 

= C&L CO/S~ - b&8di3 

on a alors, par exemple, la formule : 

Dans cette formule,& A dy A d5 est la J-forme dlffé- 
rentielle fondamentale. 

Dans le troisième membre on a une expression dans 
laquelle L, 8 , q sont considérées comme des fonctions 
de3CpZJ,3 , et dans laquelle &,dO,dC/,sont les 
formes différentielles de degré 1 définies ar les dhl- 
vées des fonctions h, 8 , v de (ce ,,l, yd 7 . Naturelle- 
ment Il Importe de bien respecter 1 o dre des termes 
écrits; ainsi d+. n, d 8 A d q? vaut - de I\ & A dq . 

On remarquera combien facilement s'effectuent les calculs 
sur les formes différentielles Y ils sont automatiques en 
utilisant la multllinéarit~, 1 associavIt et l'anticommu- 
tativith de la multlpllcatlon extérieure. 

lI#~W~Ili#I~C~~~~~lilIWUI~il~~Cllliw#i~~~~~~~l#~Ill~~l~~~lli~~i~~~L~~ 
Soientfi un ouvert de E ,a un ouvert d'un espace 

affine normé E, , et H une appli:ation dérivable de 0, 
dansa. On a alors vu qu on peut, pour toute fonction 
définie sur fi b valeurs dans 

4 
un ensemble quelconque, er, 
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définir une Image réciproque par f-l , soit H* {= -/ o H , 
qui est une fonction surfi, & valeurs dans cet'ensemble * . 
Mais, plus généralement, nous allons définir, pour toute 
forme différentielle z de degré +, sur Sz 6. valeurs dans 

F, une image réciproque H *23 , forme différentielle 

de degré? sur fio & valeurs dans F . Cette forme sera 
entièrement définie par_sa valeur en un poinqs defi,,sur 
un système de vecteurs X, , Y 2 ,"') T(,,, , de E, . Cette 

valeur sera, par définition, celle de3 au point Image 
H (JC), sur le système des images des XL par l'application 

dérlvde H'(x) : 

@I,3;30) (H*++(~, ,~L,...,~p)=W(H(x)).(H'(z).ji;,Hjz).<,..., H[+i& 

Vérifions qu'on définit bien ainsi H* 0 comme une forme 
différentielle de degré + sur 0, & valeurs dans r . 

Fixons x . Si Ti, ,-XL,... ,x v- 
sont des wcteurs de z0 , 

le second membre a bien un sens, on d6finit donc bien 
( H" w' ) (*) comme une fonction sur FOp . Cette fonction 
est manifestement +-linéaire antisymétrique, parce que 

z(H W) est une fonction 
sur EY, et ee l'apgication 

+ -linCaire antisymétrique 
H (x) est une application 

linéaire de E, dans E . 

On a donc bien d6fl i ( H* s 
sur& à valeurs dans ? et 

) (a) comme un?-covecteur 
par conséquent on a défini 

H*ih3e- (H*z) (b> , comme une forme différentielle 

de degré p sur fi, à valeurs dans 7 . 

Pour += 0 on considère conventionnellement que 
cette formule se hduit 6. 

* Pour cela, H peut être une application quelconque. 
Mais pour pouvoir calculer l'image réciproque d'une forme 
différentielle de degré B 0 , H doit être dérivable. 
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et redonne tout simplement l'image rbciproque des fonctions. 

La notio: d'image rhciproque d'une forme diff6rentielle se 
rv&ne d ailleurs toujours è celle d'image rbciproque 
d une fonction. En effet H , application de fiO dansa , 
définit aussi une application G de a, y Ër 
par : 

dansa x Ëk, 

Cu,3;32) (r-,;z,,T,,...,qJ - (~(=),tib~X, , ++Si, ,...> H’(x).?+ 

Si l'on associe à la forme diffërentielle w 

à valeurs dans 7 
surfi, 

, la fonction w 7 dhfinie sur fi x ËT, 
à valeurs dans 7 , par la formule : 

Gr,3;33) 2 (7 ,Y Y , , z ,..., TF, = W($.(Yy,~ ,...> Y& , 

et B son image réciproque, forme différentielle H*z 
définie sur fin, à valeurs dans F , la fonction analogue 
(H*z )” 

alors (H*z)* 

définie sur fi, x Ëop , b valeurs dans 7, 

fonction ~5 

n'e2t autre queJ'image rbciproque de la 

par H:(H*G)*=H($). 

Remarque - SiH est un C’ -difféomorphisme de fiO surfi, 
on peut aussi définir l'image directe par H d'une forme 
diffdrentielle GO définie surfi ; c'est une forme 
diffbentielle sur fi , définie par 

GT,3:33bb) Hzo= (H-')*y . . 

Alors, si JC E fl,,et si ~,,~,,...,x 
k' 

sont des 

vecteurs deË6 : 



*
Theorème  14 - L'application H :'T3-+l-/*s est une

opckatlon  linéaire (autrement dit respecte l'addition
des formes différentielles et leur multiplication par
les scalaires). Elle respecte en outre la multiplication
extérieure des formes différentielles. autrement dit .:

(PI,3 ;34)

En outre, si est une fonction dérivable sur JL , &
si l'on e df- la forme différentielle de degré 1
définie par sa dhivbe,  H commute avec la différentiation,
autrement dit :

m,3;35 1 H* df = d H*+ .

Enfin, si H est une application de classe C' de fi,-
dans fi- - K une application de classe C’ de a, dans fi3,-
et siz'e;t  une forme différentielle sur fis , o n a :- -

(XI, 3; 356s) (KoH)*z  = H*(K*z)

Démonstration - La linéarité de l'opération t-l* est
évidente; montrons que H* respecte la multiplication
extérieure, en nous bornant,pour  simplifier les notations,
au cas des formes & valeurs scalaires. On a les formules
suivantes, si LL (resp.q  ) est de degré -p (resp.  q 1 :



ce qui prouve notre affirmation.

La formule (VI,3;35)  résulte Immédiatement du calcul :

6=,3;37) (H*dj )(T).X=dr(H(3CI).(H'(X).-X)=~'(H(2)).(H1(y).X)  *

= (p'(H(IJ)oH'(r,).x=(poH)l*,.Si'*~~(dH*~)(x).X

* D'après la définition même de la forme différentielle

4 de de& 1, formule (VI.3;23).

l * D'après le thborème des fonctions composées,
11 du chapitre III.

théorème
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Enfin, pour démontrer (VI+,3;35 os), on remarquera que,

si 3c c a, , et. si X, , X, ,.. . , X+ sont+ -k vecteurs

de E, , on a :

((KoHk++(X, ,x,,...,x,)

= (H*(K*~))b+(X(,?,  ,..., FF),

d'où la conclusion.

Corollaire 1 - SI une forme différentiellez  s'exprime sous
la forme (VI;3;25),où  les #; sont des fonctions scalaires
dérivables, son Image r6clbroque  s'exprime sous la forme :

(XL,3;3R)

sont les Images réciproques des
, c'est-a-dire sont simplement

et o H
4 L .
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Corollaire 2 - SS H une application d'un ouvert deR
7%

dansRmdéfinle  par les formules :

(=,3;39) y =H(x)  ,ou

L'image rhciproque  de la forme diff6rentielle

3=c
1 a a l;g;&

~j&,...,j~ (y)dyj,hdye2n...n  dyd+  par H est donnée par
,

(rn,3;40) (H(z))dHj,n  dHg...I\ dHjiu

Dhmonstration  - Cette image réciproque s'écrit en effet,
compte tenu du corollaire 1. sous la forme (~1,3;38);

mais, ici, alors H*$j =H'(zdé) = Hj, . On

passe de la 2ème à la 3ème formule par la formule (v1,3;26).

On déduit de toutes ces remarques la règle suivante,
pour former l'image réciproque d une forme différentielle :

F&$g: Soit2 une forme différentielle sur un ouvert
fi de E , exprimée en fonction des coordonnées +j; et de

Pour prendre son image réclpro-
leurs expressions H; en fonc-
et les dy& par les différen  -

on utilise les
de ces expressions. Dans le résultat trouvé,
rhgles d associatlvité  et d'anticommutati-

vité des produits exthrieurs. Cette règle assure un carac-
tère simple et automatique à l'opération d'image rhciproque
des formes diffbrentielles.
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Remarques l"/ On dit couramment, par abus de langage,
comme on l'a déjà fait dans la théorie du chan de
variables (page 217 du Cours de 2ème Division

H”i2 est la même forme différentielle que w (sic !),
mais exprimée à l'aide des variables 3~' au lieu desvariables
y;* Au lieu d'lmage réciproque d'unedforme  différentielle,

on dit sauvent "transformée de la formz différentielle par
le changement de variables y = H(=I .

2O/ Quand nous écrivons, par exemple, en coordon-
nées polaires, que l'on a la formule (v1,3;29),  cela peut
maintenant signifier deux choses :

a) ou bien que, dans cette formule, on considère CO me nous
l'avons dit, h,B , y, 9comme des fonctions surR,et

h, de ,w,comme leurs différentielles; Il en est d'ailleurs
de m9me de X PjdfJ;

définie par les formules ~()L,~>(O)~(X,Z~,~,=(IL~~S~(P,)L~~~(P,'L~~).

Le langage de la remarque l"/ unifie ces deux significations,
et par là même se justifie.

Théorème 14 bis - SI H est de classe C”et3 de classe Cq, alors
H*z est de classe Cm'n'('n-lBq'(sauf  pour le degré 0 , &
H*ii! est de classe C1nin.(m.~q)  ) .

Démonstration - Le cas du degr6 0 n'est autre que le theorème
19 du chapitre III (théorème des fonctions composées). Pour
les autres degrés on remarquera, en utilisant Le qui a ét'y
dit à la formule (VI,3;33), que l'application H de&,% -oif-~
dans 0 x Ë? , définie par (VI,3;32), est seulement de
classe C"-', par suite de l'existence des dérivées H' dans
cette formule*,&l sufflkalors  d'appliquer à nouveau, pour
les fonctions 0 et H cd , le théorème 19 du chapitre III.

$n se rappellera en particulier que, si H est de classe CI,
0 continue, alors H*Z est continue; si H est de

classe C2 et3- de classe C4, H*s est de classe C'.



soitv  une variété, au moins de classe C’  , de dimen-
sion n, contenue dans un espace affineE de dimension N,
ou même abstraite. On peut alors définir sur cette
varlétb le notion de forme différentielle on sait en
effet ce que sont les vecteurs tangents E, cette variété.
En nous bernant par exemple au cas d une variété de E ,
on voit qu'on peut encore déflnir un k -covecteur  en un
point oo de V , a valeurs dans T comme u e application
p--inéaire  antisymétrique  de (*(X;V))9 dans F ,

où T(x,V) est l'espace vectoriel tangent au pointa=
à la vzrlété V . On peut sors définir de la même maniere
une forme différentielle w de degré  + sur V , à valeurs
dans un espace vectoriel normé F,, comme un champ de+-
covecteurs sur V é valeurs dans F , c’est-u-dire comme
une application qui, a c&aque point-de  V , fait corres-
pondre un F -cpvecteur W(X) au polntr de V . 2

valeurs dans F .

Il n'y a aucune difficulté à définir alors la somme
et le produit extérieur des formes différentielles.et
la plupart des propriétés antérieurement vues s'étendent
sans grande difficulté. Nous parlerons souvent, dans la
suite, de formes différentielles sur une Variété V,sans
spécifier sa nature.On  pourra se borner à supposer V
dans un espace affine E et les formes définies sur un
voisinagefi de V dans 'E .

1") Donnons nous, dans un espace euclidien E , une forme
dif'férentlelle  réelle de degré 1; c'est un champ de
covecteurs. Mais on a vu,
Divlsion,qu'on  peut faire

page 178 du Cours de 2ème
carres ondre bi-univoquement,

a tout covecteur, un élément de 2 ; on peut donc faire
correspondre, à la forme différentielle de degré 1, un
champ de vecteurs. Par rapport à un référentiel orthonor-
mal, si la forme dlfferentielle  est définie parx A;h;,

le champ de vecteurs est défini parx. -(A,(=),Azk4 >...> AN(x))

Cette correspondance dépend seulement de la structure
euclidienne de E et non de son orientation
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2") SI maintenant E est orienté, on sait (théorème 11) qu'on
peut établir une correspondance biunlvoque entre les N-
covecteurs et les scalaires. On peut donc établir une
correspondance biunlvoque entre les formes différentielles
scalaires de degréh et les champs de scalaires, c'est-à-
dire les fonctions scalaires. Par rapport à un référentiel
orthonormal d'orientation positive, la forme différentielle

3- daG,A  dAc,A...A dmN est associée & la fonction $ .

3”) Enfin on peut établir une correspondance blunivoque
entre les (N-i)-covecteurs  et les vecteurs de E (formule
(VI,2;11 ter)) donc une correspondance biunivoque entre
les formes différentielles réelles de degré N-I , et
les champs de vecteurs. Par rapport à un référentiel ortho-
normal positif, la forme différentielle

N

est attachée au champ de vecteurs

Dans le cas particulier de l'espace à 3 dimensions,& la

;;r;ect2ri  y~pa;n"e: yy; " est attaché le champ
> l

Les correspondances 2' et 3" ne dépendent pas de la
donnée d'une structure euclidienne et d'une orientation, '-c
mais de la donnée d'unN -covecteur fondamentalt  + 0, sur E

(mesure des volumes et orientation). Les formules prkcéden-
tes sont alors valables dans tout référentiel ~,~z,...,~~  ,

tel que g.(ê,,  ë%,;.. ,zN,= 4 .Si on P;end un référentiel

quelconque, on aura 5 o ( Z,,Z2,,.. ,<,= A, ou t= h &,A ïLp.4 dJ3cN;

alors , à t , est associée la forme $A&,fi&%h...fi AcN ,
et au champ (VI,3;42) est associée la forme



si nous oon”enons
ainsi établies entre
a :

6 0

de noter par rv * les correspondances
formes différentielles et champs, on

0%3;43) !
N

w =~~Aldr~*A=(A,,AL,...,AN)

;e dr,h  dm,A...A  CLX,  rv 4

w'= & Wjdoc,A dx,A...
j=, (

ndccj~,ndmj+,n...n&, )

N - Z

Remarques l')- La correspondance & prdcédente  commute
avec la multiplication  par une fonction scalaire. Par
exemple, si& WA
une fonction réelle sur fi c E .

2O) Il peut être utile, dans certains cas
d'étudierdette  correspondance en prenant, pour cha&e
point de E , une base variable avec ce point; c'est ce
que nous ferons en coordonnées polaires, page

j") Ces correspondances ont,partiellement,un
caractère 8. la fols acrobatique et archaxaue. Elles rendent
souvent de grands services mais moins qu on ne le croit,
car elles sont aussi des restesde la thborie
des formes dlff6rentielles  n'existait pas encore.

* La notationN  n'est pas courante, nous l'employons ici,
sans souci de généralit6. Cette notation peut h?me être
dangereuse; si N= 2 ,onal-:N-i , donc la
lère et la ?ème formule feront toutes les deux correspon-
dre 6. une forme de degré 1 des champs de vecteurs, qui sont
orthogonaux, et qu'il
la même manière.

serait peu recommandé de noter de
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9 4 COBORD OU DIFFfiRENTIELLE  EXTBRIEURE
D’UNE FORME DIFFERENTIELLE EXTfiRIEURE

Soient fi-un  ouvert d'un espace affineE  de dimension
finie N etW une forme différentielle d degr6 -p )
dérivablk,définie  sur fi à valeurs dans
choisi un référentiel& dé E ,

+ ; supposons
elle peut alors s'exprimer

par une formule (v1,3;7).
-

Nous appellerons différentielle ou cobord de W ,
relativement au référentiela, la forme différe$ielle
de degré 9 tl , définie sur& , à valeurs dans F , par
la formulè :

Dans cette formule, on rappelle que w, est une fonction
définie sur Ln,  à valeurs dans 7 ; et par suite dZJ a
un sens, comme la forme diffdrentielle  de degré 1 asso-
ciée à la derivée de cette fonction; dans ces conditions,
d"3; A hJ est un produit extérieur d'une forme de

degré 1 et d'une forme de degré 1" , et c'est donc bien
une forme de degré p + z .

Bien noter qu'on a écrit Ck4 A chc, , et non l'opposé
clocJ  A dOcg(.On  aurait naturellement pu le faire; mais il

est nécessaire de faire un choix une fois pour toutes,l'un
est aussi bon que l'autre, et il y a lieu alors de se
conformer aux habitudes courantes !

La décomposition ainsi obtenue n'est ps l'expression
canonique (v1,3;7)  relative ii la forme dAm de degré/rySI,
parce que les différentielles des coordonnées ne sont pas
rangées dans leur ordre habituel; mais c'est ensuite une
opération qu'il est facile de faire.

Donnons tout de suite quelques exemples :

Tout d'abord s'il s'agit d!une forme+dlfférentieQe de
degré 0 , c'est-k -dire d'une fgnctiont  , alors dRj n'est
autre que sa différentielle cl$.
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Consid&ons  maintenant une forme différentielle de
degré 1 sur un ouvert deIfP'  . On aura :

Si ensuite, nous consldkrons  une forme différentielle
de degr6 2, on aura :

Naturellement le cobord d'une forme de degré N
étant de degré N + 4 , est nécessairement

surfi ,

nu.
identiquement

Théorème 15 - L'oDeration
possede les auatre

d6finie Dar la formule (VI,4;1)
pro iZ;tés suivantes :

1') Si$ est une fonction dérivable
forme différentielle de degré 0

sur&, , considérée comme

tielle de degré 1, associée à la'
(VI,3,23).



2') L'opération
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d,
est linéaire :

cnr,4;4)

d,(-&Z)  = & cLR 75 , & s c a l a i r e .

3”) Si z et z esnt des formes différentielles de degrés
respectifs
tives dans t 9 sur a

esëspacëFvec
est une application  bilpéa
espace vectoriel norme H
du produit :

L P
da (a ys,;3)  = d,Z  A(,) i?

d

(l?&4;51

+Ml A-b A@,  &d G?

En particulier, si.~ et U sont des formes diffdrentielles
scalaires, on a la foGïule :

-1 _I  - I -

(YI,‘+;6)

4') gw est une forme différentiel17 2 fois dérivable
sur a , on a la formule :-

+ On retient facilement ce signe t-4)' , en remarquant

qu'on a fait "sauter" dbl par dessus une forme de degré k .



pémonstratlon  - Les propriétés  1. et 2O sont évidentes.
Avant cientrer  3”. remarquons que la formule de defi-
nltion  (VI,4;l).est  encore.valable,  si l'on suppose aue
ëst une suite d'élhments j, ,j
non nécessairement croigsante.

2. . . ..'j$
Si en ef et,

dé 1,2;...,N,

nous dhalgnona  par j: . j: ,,.., j;
dans ce cas,

la suite des mêmes

616ments. mais rang6s par ordré'de  grandeur croissante,
et si noua appelons Q .la signature de la permutation de
l'ensemble d kl6menta

h ' a qui amène ces
bléments  respectivement sur
nécessairement

L'application directe de la formule (VI,4;1) donne alors
le résultat

encore s'écrire

ce qui montre notre affirmation.

Démontrons maintenant 3"). Soient; etÜ des formes diffé-
rentielles sur 0,
et s'écrivant sous'la forme

d6rlvables,de  degrhs respectifs + et q ,

Alors ;ct A
la forme :'*'

7 , qui est de degré k+ 4 , s'kcrit sous
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En vertu de la remarque faite ci-dessus, l'opération d&
s'effectue très simplement sur ce produit, bien que, quand
on considère le produit dxJ A dx, , la suite des 616 -

ments #, , il ,..., jP , k,,$2,...,hq  , de J U K , ne soit

pas rangee par ordre de grandeur croissante. On a, de
tnute façon,la formule :

Ceci s'écrit alors, en appliquant la formule de dérivation
d'une fonction bllinéaire continue (théorème 12 du Chapitre
III) :

=

+

et ceci démontre 3”).

Démontrons maintenant 4").

Soit z une forme différentielle de degré? , deux fois
derlvable  surn ; on a alors successivement les formules :

* Le signe (-ljf vient de ce que dx, A dr, = (-l)‘dr,AdzJ
(formule d'anticommutativité (VI,1;41)).
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Naturellement, dans cette somme,
les systèmes u, 1 , J

on ne conservera que
, pour lesquels ti+ j3 et pour

lesquels aucun des deux éléments d , fi , n'appartient
LJ, sans quoi dra A dr, A dr,  = o . si pour un même
système (x, A , avec u L B , nous réunissons les termes
en dr, A dssB  A dr, et dr, A dr,  Adr, nous obtenons une
expression qui est nulle, en vertuSde  la proprié>A  de
symétrie des dérivées partielles &QJJ

- DXP
= 3 *J

-arp-b=k
(théorème 16 du chapitre III). Ceci achève la démonstration
du théorème * .

Corollaire 1 - g u, w, w, sont des formes différentielles
scalaires de degrés +, 9 , & , on :

(Dr  L;d da(tihv~w) = d,u /~rrAur  + (-~)+~A d,,yAtc

r+‘l
+CI) uA vAdRu

On obtient en effet cette formule en posant
UAVAW = (uAv)hw , et en appliquant 2 fois la propriété
3" du théoréme.

Corollaire 2 - sw est une forme dérivable sur .CJ ,et
s'exprimant sous la forme (VI,S, j‘.2' ?OU les w.

sont dérivables, et oti les 4.
d,' a*,..., &

sont des fonctions scalaires
2 fois dérivables, alors on $ la formule :

* Par des methodes  plus délicates, on démontre la formule
d,daW=O , m@me quand 0 n'est.pas  2 fois dérivable,
pourvu que w' et d@G? soient toutes deuk de classe C’ .
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Démonstration

On a en effet :

d'après les

d&dJ.  gp = dR da
dko'ntre le

propriétés l", 2O, 3”; mais on a en même temps

fa% =
0 d'après la propristg  li", ce qui

corollaire.

Thé Or&me 16 - (!Iéciproque  du théoreme 15) - L'opération A& 9
qui fait correspondre à toute forme différentiellez,
dcrivable,definie  sur Sz ,àvaleursv e c t o -
riel norméT de degré + ,une forme differentielle de

la seule opération ci posseder les proprié-
O, 4" du théorème 15.

Ddmonstration  - Soit en effet 3 une opération quelcon-
que possédant ces propridtés. Si z est une forme diffé-
rentielle exprimée sous la forme (v1,3;6),  par rapport au
référentiel R. , on a nécessairement, d'après la linéarité
(propriété 2" ) :

D'autre part, d'après la formule relative au produit
(propriété 3”), ceci peut nécessairement s'écrire
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IP -D'après la propriétel,le~bW~~,~~,,,,,~~ sont les formes

différentielles dz,f,> i* ,...  I if. de de& 1 associées aux
dérivées des fonctions 3

a, '&"" #y
; de même d% = 3zg .

Enfin, d'après la proprieté 4", les SdrJ  = ùbsk sont
nulles. On en déduit bien que l'on a nécessairement

-hiL?  = d&W > ce qui démontre le théorème.

Corollaire - L(opération  & , définie a partir du référen-
tiel& , est indépendante de ce référentiel; c'est
opération intrinseque  d,qui,

une
a toute forme différentielle

G dérivable,définie  sur Ll c E
de degré+,fait  correspondre une

a valeurs dans F"

finie sur a a valeurs dans
formé dlfferentielle,  @i

satisfaisant i toutes les prop~ét%$+2°~::0'  Iia du
théorème 15.

Demonstration  -
deE .

Donnons nous deux reférentielsa  et&'
Chacune des opérationsd@ etdw , satisfait aux

propriétés 1' - 2O - 3" - 4"- du théorème 15; or le théorè-
me 16 dit qu'il n'existe qu'une seule o kration satisfai-
sant a ces propriétés, on a donc bien 8, = dR, .

L'opérationd  s'appelle diffërentiation  exterieure  ou
opération cobord des formes differentielles. Une forme de
cobord nul s'appelle forme differentlelle  fermée *
cocycle. E

Théorème 17 - Soient& un ouvert de E,,n un ouvert de E , g H
une application 2 fois dérivable  de fi, dansa .=3
une forme différentielle dérlvable sur Ll, ; alors on a la
formule de commutation de l'image réciproqueH*  et du cobora
-:d

/&4;20) dH*w  = H*d3

* SiA est connexe, une forme de degré 0 est fermee si
et seulement si elle est une fonction constante (theoiéme
22 du chapitre III). Une forme dérlvable de degré N
sion de E , est toujours fermee.

, dimen-



Démonstration - Si3 est de degré 0 , la formule n'est
autre que (E.3135); elle est alors valable mêma si H
n'est qu'une fois dérlvable.

Soit alors.2 une forme différentielle de degré $J dériva-
ble quelconque. Elle peut toujours s,'écrire sous forme d'une
somme (VI,3;25), où les jk+ sont des fonctinns  scalaires 2
fois dérivables, et fes %4.J >*-a t j+. des fonctions dériva-
bles h valeurs dans T * Il suffit par exemple, de prendre

les 3~. fonctionS  coordonnées relatives à un
référentiel d'e'E
pour lj

. Alors on a la formule (VI,3;38).
On en déduit :

Mais dH*Wl,,j*  #...,  jp = Hxdw’j, ,&  1.‘. , & ’ puisque zj,+. .., jr-

est une fonction dérivable,et  d dH*ja = 0 (les 4, et H ,
donc H"

!i
, sont 2 fois dérivables)id'où  le rhsultat.

Extension au cas abstrait

On peut démontrer, même si une forme 0 de degré + ,
est seulement définie sur une variété V de classe C2 , de
dimension-t%  ,contenue dans un espace affine normé E , ou
même si c'est une variété abstraite de classe C* , qu'on
peut définir une opération cobord ci , qui, à toute forme
différentielle w définie sur V , de degré F, fait correb-
pondre une forme differentlelle  do ck degré +t1 , et

vdrifiant  les quatre propriétés du theorème 15 (l'une des
propriétés suppose o de classe C2 , donc V de classe C"j
il y a là une difficulté apparente sans importance). Nous
ne détaillons pas cela ici, mais c'est ce qui fait un des
plus grands intbrèts de la théorie des formes diff'érentielles.

Gradient, divergence, rotationnel, dans un espace affine eucli-
dien orienté E de dimension N .

1') L'opdrateur  gradient, g?âd.

si I
!
st une fonction réelle dérivable, elle possède un

cobord d + à celui-ci est associé un champ de vecteurs,
d'après 1'5 page i c'est le gradient de f . Cette

opération ne dépend pas de l'orJentation,  mais seulement
de la structure euclidienne de E. , et elle a déjii été
vue à la formule (111,3;23).
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2') La divergence d'un champ de vecteurs,ti.

SI l'on considère un champ de vecteurs dérivable>on
peut lui attacher une forme différentielle dérivable
de degréN  -1; celle-ci possede alors un cobord, qui est
une forme différentielle de degré N B laquelle on peut
enfin faire correspondre une fonction scalaire.

Cette fonction, multipliée par(-l)N-'  * s'appelle la
divergence du champ de vecteurs.

La divergence ne dépend ni de la structure euclidienne,
ni de l'orientation, elle est assoclee directement a la
structure affine de E . Pour la construire, on effectue
en effet 2 optrations,  dépehdant  du choix d'unN-covecteur

fondamental \ # 0 sur Ë , et ces 2 opérations se
neutralisent, comme nous le verrons i la formule (VI,4;24).

Par rapport 6. un reférentiel  quelconque si les compo-
santes du champ de vecteurs sont les fonctions x-. A; (zc),

i = 1 . 2  ,..., N , la forme différentielle associée

est donnee, d'après (VI,3;42 bis), par :

in51;22) o = A 2 <-I)-‘A~ dr,  ndx2A...A  ds/dzc+,  A...Adr1”

;,ùo$sieyt la valeur de laN-forme  5 sur le r6ferentielN

(,pi,4;2&)  A = i.(< ,é* ,..., é,,  ; : = A ds,  A dz+A...ridr,

(On pourra se borner au cas où E est euclidien oriente,
et le rkferentiel  orthonormal positif, alors A = 1 ).

Son cobord est donné par :

= A(-$-‘@ $)dr,~dx-,h...dJC-N  ,

* La raison de ce (-I)N-' est dans le désir d'obtenir

la formule (VI,4;24), sans signe - .
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d'où resulte la formule de la fonction divergence :

@~;a) di+,,A,  ,...,
N IA.AN) = lAx-2 = $ 2 = ?!-! +>$+a-+;+.

A j-1 ""a -1 j 3x, 2 u

3") Rotationnel  d'un champ de vecteurs, dans le cas de la
dimension 3.

Il existe une autre opération remarquable qu'on ne peut
définir que dans un espace euclidien orienté de dimension
N =y.

Partons d'un champ de vecteurs dérivable A On peut lui
associer une forme différentielle de degré 1; ie cobord de
cette forme est une forme différentielle de degré 2; mais
comme alors 2 = N- 1 , on peut à nouveau lui associer un
champ de vecteurs * .

On définit ainsi un opérateur qui, i un champ de vecteurs
dérivable, fait correspondre un champ de vecteurs, et qu'on
appelle l'opérateur rotationnel , noté GT . Soient

A,B , C les trois composantes de A' par rapport h un
référent-iel  orthonormal positif. La forme de degré 1 asso-
ciée & A est

P44;25)

Son cobord
42) (pour N =
composantes :

Adr;+ B&j t Cd$ .

est donné par (VI,4:2).  Dos,$'aprGs  (VI,3.
3),  le champ de vecteurs h<rt A a pour

38 3A bC

5'
-w-

B1 = aa- br;  '
c, =~2!iXX.

a s 9

Remarque - On étend souvent ces formules aux fonctions et
champs complexes. Si f est une fonction complexe, J = g+ik,
on appelle $ P le champ de vecteurs complexes $%+;FR.

SiA est un champ de vecteurs complexes jÏ$ = v+ iw , on pose

did = &,vI;+idti$, ÂJA = jztx+i&~.

* Ici il n'y a qu'une opération dépendant de l'orientation,
le passage d'une forme de degré 2 h un champ de vecteurs ;
donc le champ obtenu est polaire, il dépend de l'orientation.
Et il dépend, bien entendu, de la structure euclidienne.

** Le rotationnel mérite tout particuliérement  qu'on lui
applique la remarque 3" de la pasTe.
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Theorème  18 - la/ Sur un ouvert d'un espace affine euclidien
oriente de dimension 3, le rotatlonnel du gradient d'une
fonction reelle 2 fois dérivable est nul, la divergence
du rotationnel  d'un champ de vecteurs 2 fois dérivable
est nulle.

ipI,L;21)

2O/ si{ est une fonction rkelle 2 fois dériva-
ble definie sur un ouvert d'un espace affine euclidien
de dimension N , on a la formule :

AJ!  = dia+&.{,

& A est un operateur  différentiel du 2ème
laplacien,qui  s'é

ordre #le
crit, dans tout referentiel  orthonormal :

3”/ SLA est un champ de vecteurs 2 fois dériva-
ble défini sur un ouvert d'un espace affine euclidien
orienté de dimension 3, on a la formule suivante; relative
au même laplacien h :

Demonstration  1") resulte immédiatement de Ad = o.

2") et 3”) sont évidentes, il suffit de
prendre un rdférentiel  orthonormal (positif si E doit
être oriente), et d'appliquer les formules de définition
du gradient, du rotatlonnel et de la divergence.

Remarque Pour resumer ce que nous avons vu :
a) la divergence d'un champ de vecteurs dépend de la struc-
ture affine de E ;

b) le gradient d'une fonction dépend de la structure affine
euclidienne de E. ;

c) le laplacien A dépend de la structure affine euclldlenne
de E ;

d) le rotatlonnel d'un champ de vecteurs n'existe que S~E
a la dimension 3, et dépend de la structure affine eucli-
dienne orientée de E .
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Il~~~~~~~ll~~~~~~lll~II#III#l~llll#I#~~~~~~ll
Considérons l’kcoulefi,en’c  d un fluide dans un espace

affine euclidien, à 3 dimensions, que nous Identifions

àw" en choisissant un référentiel orthonormal. La "parti-
cule'! qui, à l'instant t, , occupe la position (x0
de@ ,

J $2 I&l)
occupe, a l'instant t , la position

La vitesse de cette particule a un instant donne t
de son parcours est u' = (gc$,+$)  = (\,T, t) ; elle

est fonction de yo , yO o,a,Ot
exprimer X, , ‘bot  30  J p

din;;fse;fz;;;;o;t  a;zsi

“Jy-j * ; en portant ces valeurs dans <, 7 , c on
définirait, à l'instant considéré t le champ des vites-
ses, en exprimant ‘F+x 9 en fonction de x +o*

Considérons l'ensemble des particules occupant, a
l'instant t, , un ouvert donné fi, . A l'instant t , il

occupe un ouvert Qt , dont la mesure volumétrique est

d'après la formule du changement de variables des intégra-
les multiples (corollaire 3 du théorème 102 du chapitre IV).

La dérivée par rapport au temps de cette mesure volu-
métrique est tout simplement :

dV
dt= d=o  d”ao 90  J

0

* On suppose toujours que le passage de l'instant t, S.
l'instant t est un homdomorphisme (et même en général un

C' -difféomorphisme).
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par une dérivation sous le signe
iii

, manifestement
légitime si62,  est bor&, et %,y,3 ,de classe C* B"ec
D(r,y,>1
Dk. yooao)

partout # 0 (corollaire du théorème 115

du chapitre IV).

Calculons cette dérivke pour t = t, On a alors
les formules suivantes, pour t voisin de't, :

(q;29qu.lrq I
Jz-=J=O 1+ a$ (t-ta)  + . . . = l+ Zo(t  - tJ + . . .

k = -a*=  (t - t,)+

ay0 byobt
= +t - L,), . .

0

It z (t-t,) + ...
0

$t-t.)+..-
0

+$t-t,),
0

D<z,  < )
(=.4;Wnto)  D(a>yO,%o) = b7  t t )+...

‘3x ( - O
,+-(t-t,)+...b’d

à+... ?&J+...

$G-L)+

0
I+$ (Ltq+

0

En ne retenant que les termes en t-t, , on voit que

d'où
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On a donc finalement la formule

Mais l'instant t, ne joue aucun rôle particulier; la
formule (VI,4;23 octave) se transporte Immédiatement &
un instant t quelconque :

dt étant la mesure des volumes dans l'espace euclidienE.
On appelle dilatation du fluide, en un point M de E ,

a l'instant t , la limite de la dérivée logarithmique
dVdu volume, + d , prise a cet instant t ,

lorsque l'ouvert fit considéré "converge uniformément"
vers ce pointtl .

La dilatation enM a l'instant t est donc donnée par :

C'est de lh que vient le nom de "divergence". On exprimera
que le fluide est incompressible en écrivant qu'u chaque
instant t le champ des vitesses a une divergence nulle.

Ces résultats montrent bien de nouveau que la divergen-
ce ne dépend que de la structure affine de E . Car les
volumes sont connus-dès qu'on s'est fixé une forme fon-
damentale 5 sur E ,  m a i s  c e l l e - c i s'élimine pour la

considération de dV
77'

* Raisonnement déjà vu au corollaire 6 du théorème 102
du chapitre IV.



Les vecteurs SP z 7-P
xi-' btJ'aLp '

ont été calculés page

w2 du Cours de 2J%me Division, et on a la formule (IV,
4;94).  Gardons l e s  m ê m e s  n o t a t i o n s .  S o i t  a l o r s  t une

fonction scalaire de classe C' dansW3. si l'on appelle

of 04 14
=G'oB aq '

les dérivées partielles en if, 0, ip de

la composée top , ce sont aussi tout simplement les
dérivées de 4 suivant les trois vecteursi,k

En effet,
par exemple :

le théorème des fonctions composées donne,

Mais alors ces dérivees  ne sont autres, d'aprPs la
formule (111,3;21), que les produits scalaires deg=#

avec les vecteurs considérés:
a la formule :

de sorte que finalement on

et par suite l'expression du gradient  en Coordonn&es
polaires:
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Cherchons maintenant les formes differentielles  de

degré 1 associées aux champs de vecteurs 7, ;jf , g, par
la structure euclidienne de E . Les formes &L", de, dy  , +
sont associées, par définition, a gradh , grad 8 ,

iii'+  , c'est-a-dire, d'après (VI,4;32), à 7, ta, -$--
/LAvne

on a donc :

le symbole ti désignant l'équivalence entre forme diffé-
rentielle de degré 1 et champ de vecteurs, définie par
la structure euclidienne de B3 .

Comme alors Z x est une base orthonormale posi-
tive ** de 1'espa:e R3 , l'association entre les champs
de vecteurs et les formes différentielles de degré 2,
définie par la formule (VI,2;11 ter), s'écrit ici :

a

Enfin l'association entre les fonctions scalaires et
les formes différentielles de degré 3 s'écrit ici :

Donnons-nous maintenant un champ de vecteurs par SIS
trois composantes en coordonnées polaires, c'est-a-dire
défini par :

@, 4;36) A = A:+ B;  + Cr.

Il lui est associé,d'apr&s  (VI,4;34), la forme différen-
tielle de degré 2 :

* On entend ici par dh , de , 64 les différentielles
des fonctions L, 8 , q , sur R3 . Par exemple, y est la
fonction M- 3e coordonnée de P-'(M) , qui, à chaque point M j
fait correspondre sa longitude.
** NOUS l'admettons ici. Voir plus loin, note * page  137.



Son cobord est donné par :

(n,6;38)
!
(*An+/1~~)a~B+(%;u,B+~~nLR-8)~+hùC  r&r\deh  dq,

bY 1
d'où la divergence  *
(VI,4;35)  :

en utilisant la correspondance

Calculons maintenant le laplacien d'une fonction
scalaire.

On a la formule (VI,4;27) . Il sut'flt  alors d'appli-
quer SuCCeSSiVement  les formules (VI,4;32) et (vI,4;jg)
pour trouver :

On voit que les méthodes Indiquées ici sont beaucoup plus
commodes que celles qui ont été indiquées au chapitre III
(Cours de 2time  Division, page 230); cela tient a ce qu'ici
nous calculons le laplacien en utilisant son caractère
Intrinsèquement lié à la structure euclidienne.

Soit 2 une forme différentielle continue de degré? sur
i2c  E à valeurs dans 7
Cil une prlktive  extérieure

A quelle condition existe-
dé 3

dJff&entielle  Q de degré # - 1
, c'est-à-dire une forme
sur CL à valeurs dans

-F 9 au moins de classe C' , telle que d& = W ?

N2turellement  cela n'est possible que si le degré p
de w est 2 1.

* Le facteur (-ljN-' , qu'il faut prendre pour cal-
culer la divergence (page 70 ),vaut  + 1 pour

N =3.
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Supposons que; soit le cobord d'une forme z , non
seulement de classe C’, mais de classe C2 ; alors on a

nécessairement la condition dS = ddi?!  = C; z doit être

fermée. Cette condition apparaft  donc au moins comme néces-
saire pour que 0 soit le cobord d'une formez de classe
c2
sion de E .

Elle*est  automatiquement verifiée si + = N , dimen-
Nous allons montrer la réciproque suivante :

ThLé0-- rème (de Poincaré) 1Q - Soit z une forme différentielle

telle que di5  = ii . Supposons qu'il existe un referen-
tiel de E , par rapport auquel fi ait la propriété suivante :
toute parallèle à l'un quelconque des vecteurs de la base
der rencontre a suivant un segment ouvert qui, s'il
Test  pas vide, contient. au moins un point dans l'hyper-
plan mené par l'origine parallèlement aux autres vecteurs
de la base.

Alors il existe des formes différentielles z , de

degré +- 1 , sur fi , h valeurs dans ? , de classe C' ,

telles que dQ = 0 ; on les obtient toutes en-
ajoutant a l'une d'entre elles une forme'différentielle
arbitraire de degré + - 1 , sur n , h valeurs dansF,&
classe C', fermée, c'est-&-dire  de cobord nul ** .

Sio est de classe Cm, mfini ou infini ), 1 , on-
peut choisir 3 de classe C” *** ;
nécessairement de classe C"" .

pour+=O,  3 *

+ Si; est de classe C' seulement, et si elle estcobord
d'une formes  de classe C’ seulement, on a encore du = 0,
à cause de la note (*) page 66 . Par contre, si; est
seulement continue, il n'existe plus aucune propriété de
ce genre; cependant, pour chercher siw est Le cobord
d'une forme Q Il est naturel de supposer a de classe-c',
mals il n'y a a;cune raison de supposer w dérivable.
Nous verrons comment la théorie des distributions lève
ces difficultks  .
*+ Une telle forme fermée est donc une fonction constan-

te, si+-1 = 0, un cobord d'une forme arbitraire de degré

It- 2 et de classe C’ , si + - 1 3 1 -

*** Mais toutes les solutions ne sont pas de classeCm  !
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Les conditions que nous donnons pourfi sont évioemment  très

restrictives; elles sont satisfaites, par exemple, sisZ est
un pave ouvert dont les côtés sont parallèles aux vecteurs de
base d'un référentiel. ou si c'est une boule ouverte relatlve-
ment à une norme raisonnable sur E .

On volt en tous cas facilement que, s'il est vrai que
les restrictions DrécCdentes  sont beaucoup trop fortes.
certaines restrictions de nature topologi&e  sür& sont
Indispensables. Supposons par exemple que E soit le plan
W' que 0 soit la forme différentielle de degré 1
courakent  appel&
polaire".

dq,"
c'est-à-dire

différentielle de l'argument ou angle

(%L;u) dq  = zdy-yd=.

2
2 + 'd*

Alorso  est une forme différentielle de degré 1 de clas-
SeC", dans le complémentaire a de l'origine. Par ailleurs
elle est fermée : dw = 0 . Cependant on volt Ïacile -
ment qu'elle n'est pas, dans fi , le cobord d'une fonction
(autrement dit la différentielle ordinaire d'une fonction
de classe C' sur G ). Soit A un point de R' . Pour tout
polntkl de R' appelons &(A; M) l'angle dont il
faut faire to&nerA  autour de l'origine, pour l'amener
sur la demi-droite OM j il est détermln~  de manitre
unique sl on lui Impose la restriction - 71 < @(A; M) < T

Appelonsu(Il'ensemble  des pointsM  de fi pour lesquels

- fi c <P(A,M)  c x ; c'est un voisinage ouvert de A dansa.

Dans ce voisinage de A , Il y a des primitives de 0 ,

à savoir les fonctions cp (M)=cp,  t g(A ; M) ; ce sont
les seuls, 'IY étant connexe. Mais il n'.y  a Das de Drimitive
dansa tout entier, il n'y a pas de détermination unll'orme
continue de l'angle Dolaire. En effet, toute primitive
dans fi est a fortiori une primitive dans v i donc elle

*, lorsque M tend, en
.nt IVI, tel que @ (A;M,)=-n,

est dans u de la forme ci-dessu?: Or
restant dans u vers un poj
mais de part et d'autre de la demi-droite AM, ,

ip
(Ml

tend vers Cp.- X et CpO + X respectivement, ont ip ne
peut pas se prolonger en une fonction continue sur J2. .

On voit, par cet exemple, que la dénomination dtf -est
une erreur, puisque lJ n'est pas le cobord d'une fonction;
cette dénomination n'est valable que dans un ouvert plus
petit, tel queW où une fonctionip est définissable.
Naturellement, sl'fi ne vérifie pas des propriétés suffi-
santes pour l'existence d'une primitive de la forme
différentielle Tj on peut toujours affirmer que tout
pointa. dea po.&ède un voisinage w dansa , dans lequel
une telle primitive existe; il suffit en effet de prendre
pour voisinage un pavé ouvert ou une boule ouverte.
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Démonstration - S'il existe une primitive extérieures,
il.est tout & fait évident qu'on abtient  toutes les autres
en lui.ajoutant  une forme fermée 8 arbitraire, car alors
d(i$ +e) =d&  2 . Il y aura donc une infinité de primi-

tives (car il y a une infinité de formes fermées : toute
forme différentielle a coefficients constants est fermée.
Pour le degré 0 >Comme a est connexe, les seules fonctions
fermées sont les constantes; pour les degrés supérieurs ,
il y a bien d'autres formes Yermées ! ).

?J~US allons démontrer le théorème par récurrence sur la
dimensionN de E . L'énoncé est trivialement exact pour

car alors la forme " est nécessairement iden-
FiqZekit  nulle , puisqu'elle est de degré f 3 N+I .

Supposons donc le théorème démontré pour tous les espaces
affines de dimension 1,2,..., N -1 , et démontrons le pour
les espaces de dimension r\l . Bien que, dans l'énoncé, le
corps des scalaires puisse être%?  ou @?, nous ne donnerons
ici la démonstration que si c'est%?. Le cas de e ne pourra
être étudié qu'après la théorie des fonctions de variables
complexes.

Nous pourrons naturellement choisir dansE un référentiel,
et identifier ainsiE & RN.

Dans la forme z exprimée sous la forme (VI,3;G),mettons
en évidence tous les'termes qui contiennent&, . On peut
alors l'écrire :

0~~42) CL &x,llL+  M ,
-+ -

où L et M sont des formes différentielles de degrés
respectifs
la forme "ç

-1 et 1% , et qui, lorsqu'on les exprime sous-
(V ,3;6), ne contiennent pas la différentielle dx; .

Nous allons alors considérer une forme dlfférentielle~,
de degré F-1, vérifiant l'équation :

Pour cela, nous remarquerons qu'il suffit de la définir,
en vertu des hypothèses relatives a fi , par l'intégrale



Cette intégrale possède bien un sens. En effet, pour tout
Point CC, ,x,, ,..., 9~~~ de JJ , le segment joignant ce point
au point (0,~~ I... , 2zN ) > appartient entièrement a fi ,
et en conséquenceL Y est parfaitement définie et continue.
Pour X,,X4>...>?CN , fixés, la quantité qui figure
au 2ème membre sous le signe

1
est une fonction continue

de 5 à valeurs dans A “cp ( Ef’-‘; 7 ) .  Comme ? est

supposé complet, Ad: <Ëf’:  F)
P-4

est un Banach, donc l'inté-

grale a un sens, et définit bien A (z
un élement de A$,J Ë?-‘;F)

,A=&,...> 3cN)comme
, donc A comme une forme

différentielle de degré-+  -.I .surfl  a valeurs dans F .
On volt bien alors que h
par rapport à s, ,

admet une dérivée partielle
qui n'est autre que L .

est
On voit en outre que, siL est de classe C'tn1.31,  il en
de même de h . En effet, toute dérivée

partielle de h , ne faisant pas intervenir la dérivation

partielle & ,

1

se fait directement sous le signe

tre 4.
en ver&  du corollaire du théorème 115 du chapi-
Toute dérivée partielle contenant la dérivation

partielle -&- s'obtient en dérivant par rapport aux
1

variables ocz,..., ocs , sous le signe
1

, tandis

qu'au contraire la dérivation partielle par rapport h oc,
se fait en utilisant la dérivee d'une lntegrale par rap-
port a sa borne supérieure (theorème 89 du chapitre IV).

7
En particulier,~  étant toujours supposee de classe C',
est aussi de classe C' , et admet un cobord dñ ,

qui 88 calcule par la formule :

&4;45) d/j-=dOC,h
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où d’ est une opération  cobord "par rapport ax ,,.,,zN",
c'est-à-dire  un cobord partiel qui vaut d'=&'$ h &*
On a donc aussi : j=2 i

(X!I,4;46  1 (ca bc,  ,x2 ,..., XN )= dot, AL (x,  ,Jiz ,...> x,)

Mals; n'est pas arbitraire,  puisqu'elle  est fermée.
On a donc la relation  :

w,4; 47) TL dz =d(dm,h?-)+di

Si en particulier  nous réunissons  tous les termes qui
contiennent  dx, puis tous ceux qui ne le contiennent
pas, nous devons'obtenlr  chaque fois F , donc :

d’z =?!& ; d’M=â
4

p-5,4; 48)

La parenthese  de la lère égalité ne contient  aucun terme
en dnc,; donc son produit extérieur  par &, ne peut être

nul que si elle est nulle elle-même. D'où :

(m,4;48 bis)
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On a donc,
48 bis) :

d'après (VI,4:46) et la. première formule (VI,4;

w,r;49) dx (=, ,

+

L
Donc, non seulement T est de classe Cm mais dl\  aussi'- -%.

est de classe Cm(ce qui ne sanifie  nullement que A soit
de classeCm+' ! le cobord dA ne fait Intervenir qu'une

partie des dérivées partielles de K ! Par exemple une
forme de degré maximum et de classe C' est toujours fermée.
donc son cobord, nul, est de classe C" , ce qui ne prouve
rien sur la forme elle-même).

On a donc l'égalité suivante (à cause de (VI,4;42) et
(VI,4;49))  :

Si nous pouvons prouver quel est le cobord d'une forme
différentielle de degré b- 1,
cobord de x ,

comme il en est de &me de dh,

il en sera de même de w . De plus, ir étant
de classe Cm, nous devons montrer qu'il est le cobord d'une
forme différentielle de classe C"" .

Mais p est une forme diffkentielle  où n'interviennent
nizl ni&,; en effet, dans M , & n'intervient pas, et

on prend sa valeur en (0,5~%,...,33~ ' ),doncm n'intervient.
pas non plus.
(VI,4;48) :

Elle est fermée, car, d'aprtis la 2\me formule

(ar,4;54) dP = d’M = 0’.
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On peut donc considérer 7 comme une forme différentiel-
le fermée, de classe C'", de degré? , sur un ouvert fi,,
de l'espaceRNe', ayant les mêmes propriétés que l'ouvert
initialfi dans 1'espaceR' : a savoir la trace defi sur
l'hyperplan ZG, = 0 . Il résulte alors de l'hypoth&se
de&récurrence  qu'il existe bien une forme différentielle

(3 , de degré f-4 , de classe Cm, sur cet ouvert&,,
adm&tant  pour cobord P , et ceci démontre l'existence
dem .

Cette démonstration nous donne en même temps une manière
pratique de procéder. Par récurrence, on se ramènera & des
formes différentielles contenant un nombre de plus en plus
petit de variables. A partir d'un certain moment, on arri-
vera à une forme différentielle a -P variables et de degré 'rv .

Naturellement le pas suivant nous mènerait à une forme
de degré

2*
-1 donc identiquement nulle. En fait, il n'est

pas inuti e de voir exactement comment les choses se
passent a ce moment. Supposons donc que nous soyons parvenus
ti une forme différentielle w , de classe C", de degré
dépendant de +, variables que nous appellerons, en changea t'k
légerement  les notations,y,  ,y .,...,T~ . Alors on peut
l'écrire FUS la forme (VI,4;42), avec 3, au lieu de &,;
mais ici M = 0 , autrement dit on a :

Il suffit alors de déterminer 7 par la méthode precédente,
et main&nant  le problème est terminé, car on a exactement
o= dA.

Pour += 4,onvoit  que, si; est de classe Cn, la fonction

obtenue z = F est trivialement de classe C”l+‘,  puisque c'est

une fonction définie surfi a valeurs dans r , et dont la

dérivée est une application de classeCm  dea dans & (F;F).
Ainsi le théorème est completement  démontré, Nous énoncerons
d'ailleurs le cas particulier ,b = 1 sous forme d'un
corollairè  :
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cq4;5z)

Corollaire 1 - Pour que des fonctions A,,Aù,...,AN,E

c l a s s e  C’  , dffinies  sur un ouverts  d'un espace affine
de dimension N ayant la propriété énoncée dans le théorème,
a valeurs dans un espace de Banach  r , soient les d6rivées

partielles X$ = 2
-&

d'une fonction r de classe C'

définie sura a valeurs dans 7 , il est nécessaire et

suffisant qU'elles  vérifient les relations de compatibilité

& aA) .
dXj =dx;;

“,t =1,%  ,..., N .

Dans ce cas, la fonction% est déterminée a une constante
I

additive U~?S
q,

, et de classe C2 . En outre, si les fonctions
sont de classe C”‘, la fonction-est de classe Cm+' *

4

SI E est un espace euclidien affine orienté de dimension
3, on a,
suivant :

en utilisant les champs de vecteurs, le corollaire

corollaire  2 - afi un ouvert d'un espace affine euclidien
oriente
th6orème.

de dimension 3, ayant la propriété énoncée dans le

1°/ Pour qu'un champ de vecteurs, defini sura et de classe

C' 9 soit le gradlent  d'une fonction réelle de classe C' ,
il faut et il suffit que son rotationnel  soit nul; dans ce
cas, la fonction j! est définie a une constante additive
près. I

* Comme nous l'avons dit, note * page 79, il n'est pas
naturel du tout de supposer les A. de classe C' , Nous
verrons, en theorie des distributions,ce  qui remplace la
condition de compatibilité (VI,4;52), si elles sont seu-
lement continues.



2'/ Pour qu'un champ de vecteurs, défini sura et de classe

c' , soit le rotationnel d'un champ de vecteurs de classe

C’, il faut et il suffit que sa divergence soit nulle;
dans ze cas, le champ dont il est le rotationnel est
défini à un champ de vecteurs prbs, qui est le gradient
d'une fonction arbitraire de classe C2 .

3”/ Toute fonction de classe C' , definie sur fi , est la
divergence d'un champ de vecteurs de classe C' ; ce champ
&-vecteurs  est défini à un champ de vecteurs près, qui
soit de classe Cl et rotationnel d'un champ de vecteurs de
classe Cl .

85 ORIENTATIONDESVARIETESDIFFERENTIABLES SUR
LECORPSDESREELS

SoltV une variéte, de dimensionn.  , de classe C' , contenue
dans un -space  affine E de dimension N .

Qu'entendons-nous par orientation de la variété V ?
Soit a. un point de V ; alors V possède en a un sous-espace
vectoriel tangent de dimension n. , que nous avons noté

ii a;V) ; c'est un espace vectoriel sur le corps des
réels; il est donc susceptible d'une orientation.

Mous appeilerons alors système d'orientations & de la
variété V un choix, pour chaque a,de V , d'une orientation
de son espace vectoriel tangent T(d;V)  . Un syst&me d'orien-
tationsde V est donc une fonction 6 définie sur V , qui ,
en chaque point d de V prend sa valeur &(a) dans un ensem-
ble ù deux éléments,
deT(a;  V ) .

à Savoir les deux orientations possibles

Nous evons maintenant dire ce que nous entendons par un
système 8 continu d'orientations de V (ou d'une partie de V >.
On conçoit tout de suite que ce n'est pas là la notion habl-
tuelle de fonction continue, car un système d'orientations
n'est pas une fonction du type habituel, puisque l'ensemble
dans lequel elle prend sa valeur, en chaque point a, dépend
du point& .
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soit  + : (9 + +( 14) , une représentation paramé-
trique vraie, de classe C' , de dimension TL, d'un ouvert

@(fi)  deV . Soit 4 le point de & tel que @(CC) = a.

Nous savons que l'application derivée +'(a) établit une
bijection linéaire de @ surT(a;V) . Il en resulte
qu'elle met en correspondance les deux classes de bases
deRn , et les deux classes de bases de ?(a;V) * .
Nous appellerons alors O(N; a; g) = 8(a;+)=&~)la  quantité

égale a +1 si 4 met en correspondance la classe positive
de R" (pour son orlen+tation  canonique habituelle) avec
la classe positive de T(a;V) pour g(a) f et égale
à-1 dans le cas contraire. Ainsi la carte @ définit une
fonction 0 : a -, @(a; @), définie sur l'ouvert (s , h
valeurs dans l'ensemble a deux éléments + 1 - 1. La
connaissance de cette fonction 8 sur l'ouveit (9 determine
complètement le système d'orientations considére sur la

partie @(o)deV  . Mais, cette fois ci, la fonction0
prend ses valeurs dans un ensemble 6. deux éléments qui est
toujours le même, a savoir l'ensemble { +l, - l}

On dira alors qu'un système 6 d'orientations de V est
cor1t1nu SI, un point a , relativement 2 uns carte S& dont
l ’ i m a g e  r e c o u v r e  a  , si la fonction0 associée tr ce systeme
d'orientations et a 4> est continue au point a . Comme

cette fonction prend ses valeurs dans l'espace discret a
deux éléments t+II - '1 ' dire qu'elle est continue au
point U , c'est dire qu'elle est constante dans tout un
voisinage de d .

On dira que le système d'orientations6  est continu,
relativement à a, sur tout l'ouvert Q, (fi) ) SI la

fonction8 associ6e à Cp est continue sur tout l'ouvert & .

* Il est en effe-t clair qu'une&ijectlon  linéaire u d'un
espace vectoriel E sur un autreF transforme 2 bases e, e',
de même classe (resp. de classes opposées) en 2 bases
U(Q) > u(e'),de  même classe (resp. de classes opposées).
En effet, le determinant  de CL(&') par rapport à U(C) est
égal à celui de P,' par rapport à e .
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Cela signifie que tout point deW possède un voisinage dans
lequel 0 est constante; ou encore que 0 est constante sur
tout ouvert connexe de @' , et en particulier sur 6 lui-
même, s'il est connexe. En effet, chacun des deux points
c 1 - 1, est un ensemble à la fois ouvert et fermé dans
l'enserkble  à deux éléments considéré, et par conséquent la
continuité de 8 revient i dire que l'image réciproque de
chacun de ces deux éléments est a la fois ouverte et fermée
dans l'espace topologique 6 .

Théorème 20 - Si un système d'orientation6 de V est continu en
un point a , relativement a une carte Q-dont l'image recou-
vre a , il est continu en a. , par rapport iL toute autre
carte dont l'image recouvre a .

Démonstration

Soient en effet a, : Ca, - @,(cS,)  et ez : (a24 G,(4) ,

deux cartes dont les images recouvrent CL , avec &i(d;) = a.

Comme il s'agit de la continuité au point & lui-même, nous
pouvons nous restreindre à des ouverts plus petits que 8,
etO, . Comme il existe un même voisinage ouvert de adans V,
qui est recouvert a la fois par les Images de ces deux cartes,
L~~US pourrons nous borner aux Images réciproques de cet ouvert;
en les appelant encore 0: et 0, cela revient ci nous placer
dans le cas particulier ou les imagés a,(@,) , @,(02)
sont le même ouvert de V . On sait alors, d'après le corollal-
re 1 du théorsme 33 du chapitre III, que l'application

4?;4 $,,1
ZZZ est un difféomorphlsme de classe C’

de (9, sur 6, ,

Considérons alors une base de ?(LX; V) , positive pour

fz (CL) ; il lui correspond deux bases de Rn, par les appli-
cations (@,'(a,)-' et (@:(a,))-',dont  les signes sont,
pour l'orientation canonique de w" , respectivement ceux
de 6,(+) = 8(0(,; a, ) et 8,(0(z) = ~(IX, ; a*) . Mals on

passe de cette première base de Rn a la deuxième par la
dérivée @;,(a,)  , application lin4aire de ]R" dans w"



Donc elles sont de mème signe ou de signe contraire, suivant
que le dftermlnant  jacoblen dét @i,ca., est > 0 ou x0.

Mais le signe du déterminant jacobien est evidemment  cons-
tant au voisinage du point a, , puisque la fonction @*,
est de classe C', et que son determinant  jacobien. qui est
donc continu,ne  s'annule pas. Si donc le signe de 8, reste
constant au voisinage de d, , celui de 8, reste aussi
constant au voisinage de c(, , ce qui démontre le theoréme.
Ceci nous autorise alors à poser la définition suivante :
3n dit qu'un syst&me e d'orientations de V est continu
au point a, s il est continu au point G relativement à
toute carte de la variété, dont l'image recouvre a ; un
sYsteme '6 d'orientations de V est continu sur une oame

A e V ou sur V elle-même, Ps il est continu rn tout
pointa-A-V.

Considérons deux systèmes d'orientations G 42 > d'une
varlétév  . Alors, en tout pointu , on pourra'barler  du
rapport be ces deux systèmes d'orientations, égal 6 + 1 ou
21, selon que les deux orientations 6,(a) , '6*(~),de

T(a; v) t définies par ces deux systèmes, sont
égales ou opposées.

Le rapport de deux systkes  d'orientations d'une varlétél'
est donc une fonction définie sur la variété, à valeurs
dans l'ensemble a deux éléments {+l, -1).

Théorème 21 - ~,~fz,,  d'une
varieté V sont continus au point & , le rapport de ces dew.
systèmes d'orientations est une fonction constante dans
tout un voisinage de LL * . Réciproauement,  si ce rapport
est une fonction constante dans un voisinage de a,-
l'un des deux systèmes d'orientations est continu ena ,
l'autre est aussi continu en a.

* Ce n'est pas aussi évident qu'il le parait : un système
d'orientations continu n'est pas une fonction continue au
sens habituel, puisque est dans un ensem-
ble variable avec a .

sa valeur, en Q
On ne sait donc pas immédiatement que

le rapport de 2 telles "fonctions continues" soit continu.



Si en effet nous considérons une carte @ dont l'image

CPW) contienne le point a , le rapport des deux systkmes
d'orientations au point r= de V n est autre que

4 et 0,. étant les fonctions attachées à Q, et aux 2
systèmes d'orientation. On en déduit Immédiatement les
conclusions.

Corollaire 1 - Si deux systèmes d'orientations d'une variété
v sont continue en a. et co'fncident  en CL , ils coTncident
dans tout un voisinage du point d .-

Corollaire 2 - Si la variété V est connexe, deux systèmes
continus d'orientations de V sont identiques sur V tout
entiere, ou 0ppogdstoute entière.

En effet, leur rapport est une fonction ccntinue sur V ,
a valeurs dans j + 1, -1) ; l'image réciproque, par cette

fonction de {1) ou de {-l] est à la fois ouverte et

fermée, donc vide ou identique & V .

Définition - On dit qu'une variét6 V , de classe C' , de
dimension n , est orientable, si elle possède au moins z
système continu d'orientations. On dit qu'elle est orientée,
si l'on a fixé un tel système continu, qui s'appelle alors
ÜÏ% orientation de V . Si V est connexe et si elle est
orientable, elle possède deux orientations possibles, et la
fixation de l'orientation de l'espace vectoriel tangent, en
un point particulier, fixe l'orientation de la variété toute
entière. Par exemple, un espace affine est une variété orien-
table : orienter l'espace affine équivaut d'ailleurs ici
' orienter son espace vectoriel associé, puisqu'il est l'es-
pace vectoriel tangent en n'importe quel point de la variété.
Dans ce qui suit, nous allons donner certains exemples de
variétés orientables, et de variétés non-orientables.
Par convention, si une variété est de dimension 0 c'est-
h-dire si c'est un espace de points isoles, on conv;eniï
qu'orienter la varïéte sïgnlf'ie af'ïecter chacun de ses
Points du signe + ou du signe - .
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SI la variété est connexe, c'est-&-dire  réduite 0. un seul
point, elle possède bien encore deux orientations opposées

SiV est une vari&té orientable, on pourra noter par 7
(V surmonté d'une flkhe couxbe) la vari6t.é munie d'une
orientation. ?ar convention, V désigneta alors V munie
de l'orientation opposée.

l~~agiiilii%~tji,~~;i~~~li~~~  ~U~rll~~~lIIC~CIIIYkuliYi#lill~iliW~',

Soient Q; et @, 2 cartes d'un atlas d'une variétéV .

On dit qu'elles sont co-orientables, si, ou bien leurs ima-
ges sont disjointes, ou bien l'application @*,,= @;'~a,  de
a, sur a2 (où 62; est l'image réciproque par ai de l'inter-
section 0 = +,(0,)n @*C@*) ) a un déterminant jacobien
partout > 0 .

Théorème 21 bis - Pour qu'une variété V soit orientable, il faut
et il suffit qu Il en existe un atlas forme de cartes deux a
deux co-orientables, la donnke d'un tel atlas fixe une orien-
tation de V .

Démonstration - Supposons V orientée. Soit C$ une carte,
telle que c4- soit connexe. La fonction 0 relative à 6 est
alors constante sur 0 . Si cette constante est + 1 , ne
changeons rien et posons y = @ ; si elle est - 1, consi-
dérons la nouvelle carte v définie par ~(u,,u,,...,u,)=

4(-y,u2,...,un); elle applique un ouvert de R" (qui

n'est plus 8 , mais son transformé par (u,,u2,...,u~)-r(-u,,2,...,n3

sur le même ouvert de v , et sa fonction 0 est mainte-
nant identique a + 1. Le système de toutes ces cartes q est
CO-orientable,  en vertu de (vI,5;l).  Comme les y(0) = @((Y)
forment encore un recouvrement de V elles forment bien
un atlas de cartes deux à deux co-oriktables.

Inversement, supposons donné un tel atlas. Pour un point
r deV. si nous considérons une orientation e(z) de
T(r; V) , alors, pour toutes les cartes 4 dont l'image
recouvre z , la quantité ~($'(cc.); @) associée est la

même, an vertu de (VI,5;l) et de l'hypothèse de co-orienta-
bilité des cartes. On peut donc choisir e(l) de manière
que cette quantité soit toujours + 1. Alors on a défini
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un système d'orientation G de V ; il est continu puisque

0 est toujours t 1, donc on a bien orienté V a partir
de l'atlas.

Théorème 22 - SoitV une variété de dimension -ré , munie d'un
systeme d'orientations G . Soient ü, , üz ,..., ü, ( üb : 2; -+ üitz$,

n/ champs de vecteurs définis sur V , les ui(z) étant tan-
gents a la variétév en CC , et indépendants. Si le système
d'orientations 4; -est continu au point a, alors, quel que
soit le système dem champs de vecteurs considéré, pourvu
qu'ils soient continus en a,, le signe de la base

U,(Z),  U2(z),  ,.., Ux(2) , pour l'orientation G(z) , est cons-
tant pours assez voisin de a .

Réciproquement si, pour un système de n champs de vecteurs,
particuliers, continus en a,
nage du point Q, ,

ce signe est constant au voisi,
alors le systeme 6 d'orientations de V

est continu au pointa .

gémonstration  - Soit @ une carte dont l'image @CO)
recouvre un voisinage de a, . Soient 3c = a(t),  LL = @pu).

Au vecteur Üi(x) correspond, par l'application (4'(t))-',

un vecteur (7&,(l) de & . On définit donc à partir du
système des n champs de vecteurs indépendants Üiconsidérés,
un système de n champs de vecteurs indépendants %; sur 6.
Le coroll$re  6 du théorème 33 quarto du chapitre III montre
que, si u; estcontinu  au point CL = @(@.),lechamp
correspondant 6ui sur 0 est continu au point Or . Le
signe du système des n vecteurs q(Z) en un point= de 6
(pour l'orientation canonique de W") n'est autre que le
signe du déterminant de ces n vecteurs; mais ce déterminant
est continu en d (puisque les champs sont continus) et
toujours # 0 donc son signe est continu, c'est-a-dire
constant, danLu: voisinage du point ci du
système des Ub(r)

par
pour 5(J-1 ,

Or le signe
est égal au produit

du signe précédent e(% ; a) .

Il en résulte bien que le signe du système des Üi(x) est
constant, pour z voisin de a , si et seulement si la
fonction 8 est constante au voisinage du point a
à-dire si et seulement si le système 6 d'orientation;

c'est-
de V

est continu au pointa relativement a la carte @ , donc
simplement continu au point a , d'après le theorème 20.



94

Remarque - Il existe toujours un système de n champs de
vecteurs tangents indépendants, u u . ..ü > continus
au point a de V . Il suffit de cc&id&er uk carte @ ,
dont l'image recouvre a ,
par <p'(F), F = @-1x> ,

et de prendre pour Üi(r) l'image
du l-iéme vecteur de base deK.

On construit ainsi, sur +((9-)
continus indépendants. Mais,

un système de IL champs
en'général, on ne peut pas

construire un système de n champs continus indépendants
sur V tout entière, ni même toujours un seul champ continu
de vecteurs tangents partout # 17 . Voir page

Théorème 23 - Sa V une variété de classe C' , de dlmensionn.
Supposons V munie d'un système d'orientations6 , Considé-
rons une forme différentielle réelle w , de degré n ,
définie sur V , et dont la restriction, en chaque point JC
&V , définisse une forme n -linéaire antisymétrloue  non
nulle sur TCx;V) * Si le système e d'orientations
de V est continu au pointa, alors le signe du n-covecteur,
Zflni oar W au oint z sur 7~~; v). relativement à
l'orientation

-quelle q
(r) de cetespace,  est constant pour XL

assez voisin de a. , ue soit la forme w continue
en.

Inversement si, pour une forme particulière W continue
, alors le
au pointa.

Démonstration - soit ü,, ü, ,...,ü, un système de n champs
de vecteurs tangents a V , indépendants, continus en a ;
nous avons vu, b la remarque qui précède, que de tels
champs existent. Alors la fonction réelle z - w(x).

(U,(X),üp4,  . . . > ün(X,) est continue et # 0 au pointa,

donc de signe constant dans un voisinage de G . Or son
signe est le produit du signe du n -covecteur  O(X) et
du signe de la base Ü,(x), Ü*(x) ,... , Ü,(n) de ?(X;V) ,

par rapport à l'orientation e(z) de T(r;V)  . Le signe
de la forme est donc constant au voisinage de Q. , si et
seulementale  signe du système de n vecteurs l'est, c'est-
h-dire, d'apres le théorème 23, si le système d'orientations
de V est continu au pointa .



Remarque - Si, pour un système d'orientations de V , une
forme dif'férentielle r&elle W de degré n, définie surV,

9 5

est Lelie  que, en chaque point x dei , le-w-covecteur  (3(r)
sur T(cc;V) soit 2 0 (voir définition d'un n-covecteur
2 0 page 1, on ecrira .O & 0 . Cette notion de

signe d une forme differentielle  de degrd maxin,um?z  sur une
variéte V de dimension n,n'a  de sens que, par rapport a
un système d'orientations de V .

On obtient une ceinture habituelle en partant d'un rectan-
gle A B B' A’ , et en unissant les deux côtés extrêmes
A B e t  A ’ B ’ , A venant sur A’ et B venant sur 8' .

La ceinture de Mobius est tordue; elle s'obtient bien
en unissant les deux bords extrêmes comme précédemment,
mais après avoir tordu la ceinture, c'est-aldire  en
A $Blet B ù A’, M venant sur M'si AM = B’M’  .

définir une telle ceinture comme surface de classe
dimension 2 dans w".

UIliSSaïlt
On peut
CO0 et

On prendra pour cercle moyen de la ceinture, le cercle r
defini par les équations oc*+ y' = 2, J=O , et d'équations
paramétriques 5 = c~co3Cp  , 7 = aA-9 9 >=O

En appelantm(‘f')=mle point correspondant au paramètre q
de ce cercle, on définira sur la ceinture une fibre, segment
ouvert de longueur 4 < CL<, perpendiculaire au cercle moyen,
par la formule

0-I,5;3) wp,p) =
cp- Q-m(cq)-pnky+py,  1 - Lpc-e,



<étant le vecteur uniqaire  de l'axe des 74 et Ü le vecteur
unitaire de l'axe Om, ; G= aIi . Pour y=0 , ce
segment est vertical; quand 4' augmente, il "tourne autour
de la tangente au cercle moyen", de l'angle $ exactement;
quand nz revient à sa position initiale, avec y= 2% , le
segment est aussi revenu dans sa position initiale, mais
s'est "retourné".

Ceci donne la représentation paramétrique de la ceinture
de Mobius par les formules :

I a, -et donnés, 0 ç e < a.

On remarque bien que, si l'on change q enqt27(  ,etP

en-f, on retombe sur le même point de la ceinture. La
représentation precédente  est donc une "représentation
parametrlque  impropre"; mals, localement, c'est une repré-
sentation paramétrique vraie, au sens du chapitre III,

a faire varier ('p, p)
deR* , défini par
5;4)  définit un homéo-

m , de (P sur un ouvert de la
ceinture. Il nous suffit de démontrer que l'application
dérivee de <b en n'importe qu
pour avoir prouve que la repr
est vraie.

Or la derlvation  de la formule (VI,s;j) par rapport a p
nous donne :
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elle nous montre, comme il était évident, que le vecteur
~
bf

est * 0
laires sont-A& g

(ses composantes sur 2 axes rectangu-
9

,cy 9 jamais simultanement  nulles),
et dirigé suivant le segment mobile. La dérivation par
rapport à 9 donne

(VI, 5;6 )
ic
q= ( f

Lp iLIL

CL- nk2- dcp)

On vérifie bien, comme on_pouvait  le voir géométriquement,

que le vecteur obtenu .k!'!-
ag

est perpendiculaire au précé-
dent (c'est immédiat, en utilisant le fait que dTi/ +

-ayul 23
sont 2 h 2 orthogonaux), et, d'autre part, qu'il est #.fQ,
puisque ses composantes surüet F3 ne sont jamais
simultanément nulles,

Ainsi les vecteurs -ïj$i si
Tq-'T

, sont bien indépendants,

et la représentation paramétrique @ est vraie; la cein-
ture de Mobius est bien une surface de dimension 2 et de
classe C”  dans w3.

Théorème 23 bis - La ceinture de Mobius n'est pas orientable -

Démonstration - Nous allons même montrer qu'il n'existe
pas de système $ d'orientations de V dont la restric-
tion au cercle moyen r soit continue {c'est-à-dire qui
varie continuement le long de F ). Supposons qu'il existe
un tel système G , montrons qu'on en déduit une contradic-
tion.

Considérons la carte @-ci-dessus  correspondant à
l'ouvert Q.+ . Alors forment un systéme

de 2 champs'continus  de sur 4>(r);
par rapport au système 6, d'orientations de V , supposé
continu sur la courbe connexe r n (P(8), il doit donc
avoir un signe constant (théorème 22). Autrement dit, la
base @-,a , aupoint

bY v
WY, 0) , a un signe

constant lorsque q varie dans l'intervalle y0 - 7( <C~G Cp,,+fi.

Comme y0 est quelconque, elle a un signe constant pour )
réel. Or ceci est impossible, car Fl(q+27[,0)  = M(q,o),



avec $y+ zn,o) = $q,q,  e t  i$y+*n,o)=

> les 2 bases correspondant à q et b 4" +2n

ont sflrement  des signes opposés. Nous aboutissons donc
bien à une contradiction. Ceci traduit le fait que, si
l'on "essale" d'orienter la ceinture de M8blus. en fixant
l'orientation en un point (Lp , 0) , et en la déterminant
ensuite "par oontinuité" loriqu'on  suit le cercle r > on
tombe,aprbs  un tour (au po1ntcy-r 2fl,  0 )), sur le point
initiai
inltialel

avec une orientation opposée à l'orientation
ce qui rend impossible une orientation de V .

La ceinture de Mobius a d'autres propriétés topologiques
remarquables. Par exemple, si on la coupe longitudinalement
suivant le cercle moyen, elle reste en un seul morceau.
Cela revient encore 2 dire me. sur V . le (
du cercle moven est encore'connexe

zomplementaire
et même connexe par

*l??S; ce qui ne serait pas vrai sur une ceinture ordinaire.
Cette propriété est évidente. On trouve en effet facilement
un chemin joignant. dans V-F, le point M(q,, p,) au point

M(g, I P*) t p, et p, # 0 : il suffit de faire

varier continûment q de 0, b y?,et  p de p, à f2 SitlS

passer par 0 , si p, et f, ont le même signe; ou, au contrai-
re,(P de q, ti Cp2+ 2x , et p de p, à - p2 sans passer
paro , si p, et p2 sont de signes contraires.

Exercice- Démontrer directement les propriétés précédentes,
sur la ceinture de Mobius  définie comme variété abstraite.
On considérera le rectangle AB B'A' ; on identifiera les
points de AB a ceux de B'A' , en identifiant deux points
M, M' situés respectivement à la même distance de A et
de B' . On'montrera qu'on établit facilement, sur l'ensemble
quotient, une structure topologique et même une structure de
varieté abstraite, de dimension 2, et de classe C" ; eston
montrera, d'une part, que le complémentaire de 0 0'
connexe, et, d'autre part, qu'il n'existe pas de système
d'orientations de la variété, qui varie continuement le longdeoo:

Naturellement Il existe au contraire des exemples
nombreux de variétés orientales. Par exemple une sphère d'un
espace affine euclidien est orientable, les quadrlques  sont
des variétes  orientables. Nous le démontrerons plus loin
(corollaire 2 du théorème 30). On pourra utilement le démon-
trer dès maintenant à titre d'exercice.
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Théorème 24 - Toute variété V de classe C' sur le corps des
complexes c , est orientable, et admet'une orientation
canonique.

Démonstration - Soit n la dimension complexe de-v , 2-n
sa dimension réelle. L'espace vectoriel tangent T(z;V)

est un espace vectoriel sur le corps des complexes, de
dimension complexe n de dimension réelle 2n D'après
le thCor&me 10, il a donc une orientation canonique G(X);
on a donc,sur V, un système d'orientations canonique 6 .
Tout revient a prouver qu'il est continu; il définira
alors bien une orientation canonique de V .

Or, de la même manière que dans la remarque qui suit le
théorème 22, on peut trouver un système de n champs de
vecteurs U, , üz,...,gn,tangents  à V , continus au pointa

deV , et partout indépendants par rapport au corps des
complexes. Alors Ü,,i u, ,ü2,d* ,..., üX,iüm,forment  u n
systéme de 2n champs de vecteurs tangents, continus au
pointa , partout indépendants par rapport au corps des
reels.  Sa classe est partout positive, d'après la défini-
tion même de l'orientation canonique ‘6(z) de l'espace
complexe ?(X;V) donc elle est de signe constant au
voisinage de a ; d'après le théorème 22, le système d'orien-
tations est donc continu au pointa ; et ceci quel que
soita  , ce qui ddmontre le théorème.

Considérons, dans un espace affine E , de dimension N
sur le corps des réels, une hypersurface 2 de classe C' ,
c'est-à-dire une variété de classe C' , et de dimension
m+ = N--l Nous avons une notion intuitive de ce que sont
"les deux fkes" de cette hypersurface. On voit bien par
exemple qu'on pourrait peindre ces deux faces, l'une en
rouge et l'autre en jaune (aucune supériorité  n'étant attachée
spécialement à l'une de ces couleurs). Il s'agit maintenant
de donner une signif'iaation  précise à cette notion.

Donnons-nous d'abord un point CL de c . Son espace tan-
gent ?(a; c) est alors un hyperplan de Ë ; donc il
partage g en deux demi-espaces ouverts; autrement-dit Il
définit 2 classes dans l'ensemble des vecteurs de E qui
sont transversaux en a & Z , c'est-à-dire qui ne sont pas
dans ?(a;C).
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[Si l'équation de cet espace tangent est F(z) = o , F
est une forme iinéaire sur E alors ces deux demi-espaces
seront définis respectivement bar les inéquations F(=) ,o
et F(Y)  < o . Ces deux demi-espaces ouverts sont
donc les Images réciproques, par l'application continueF ,
des ouverts 1 > 0 et 5 < o de w , donc ils sont
ouverts dans Ë et aussi dans le complémentaire de
l'hyperplan. Ce iomplémentaire  n'est donc pas connexe. Au
contraire, chacun des 2 demi-espaces ouverts est co+ni,txe,
et même connexe par arcs. Si en effet deux points Y et 2
appartiennent au
ne rencontre pas
la relation :

même demi-espace, le segment qui les joint
l'hyperplan; car, F étant linéaire, on a

(VI,5,7) F(t? +(1-t

qui prouve que F
considéré].

On dit alors

>z) = t F(q)  + (r-t) F(Z)  > o < t < , ,

garde un signe constant sur le segment

qu'on a orienté transversalement C au
pointa, ou gue l'on a fixe les signes respectifs dz
deux faces de X au pointa , si l'un des deux demi-espaces,
définis par '?(a; 2) dans l'espace Ë ,,a été affecté du
signe + et l'autre affecté du signe;-.D un vecteur trans-
versal en Q de la classe positive, on dira aussi "qu'il
traverse l'eipace vectoriel tangent à X en a "dans le
sens positif, ou qu'il est sur la face positive de z en u.
Naturellement cela revient aussi a dire que l'on considère
l'espace vectoriel quotient de Ë par l'hyperplan T'Ca;z).
Cet espace vectoriel quotient est un espace a une dimension
sur le corps des réels; et dire que l'on a orla transver-
salement V au point a, c'est dire que l'on a orienté cet
espace vectoriel quotient, au sens antérieur.

On appelle système (32 '*
-2 >

d'orientations transversales
une application qui, à chaque point 3~ de ZZ , fait

correspondre une orientation transversale '%(zsC, de C au
point z . C est donc une fonction définie sur Z , qui,
en chaque point I , prend sa valeur dans un ensemble L
deux éléments (dépendant du point x ), a savoir l'ensemble
des deux o+rientat_ions posstbles  de l'espace vectoriel quo-
tient de E par T(s;~ ).

Quand dira-t-on maintenant qu'un système d'orientations
transversales % de c est continu en un noint a de z ?

l Tangentiel et transversal commencent tous deux par la
lettre t Nous avons remplacé transversal par normal, et
designé par4 un système d'orientationstangentielles et %
un système d'orientations transversales ou normales; iln'exis-
te de normales que s'il y a une structure euclidienne.
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On dit qu'un champ X de vecteurs de ?,défini sur z ,
est transversal, si pour tout point x de Z, ?czc) est
transversam  enz à C Il existe évidemment des champs
transversaux continus én un point a de C . En effet, il
existe un voisinage du point aoù la vari-été admet une
équation du type r, = $(s2,...,XN) Y 9 de classe C’  ,

par rapport à un référentiel convenable, Alors, dans ce
voisinage, le champ de vecteurs cnnstant égal a e, est
continu et transversal.

Définition. - On dit qu'un système % d'orientations trans-
versales dez est continu en un point a de 'c , si, quel
que soit le champ de vecteurs 2 : =+?(z, défini SU 2,

continu au point a et transversal, le signe du vecteur*X(x-,par  rapport & l'orientation transversale &%(3c)  ,
est une fonction continue de z au point d , c'est-&-dire
constante dans un voisinage de Q. .

Théorème 25 - Si l'on s'est donné sur c deux systèmes d'orien-
tations transversales continus au point a , leur rapport
Ifonction  définie sur C,partout  égale à tloua - 1  *
est continu au point CL, c'est-a-dire constant dans un-
voisinage de a .

Réciproquement, si ce rapport est continu, et si l'un
des deux systèmes d'orientations transversales est continu,
il en est de même de l'autre.

Evident.

Corollaire-Si l'hypersurface Z est connexe, deux systèmes
d'orientations transversales de v , tous les deux continus,
ou bien sont partout Identiques sur V , ou bien sont partout.
opposes sur V .

* En un point de V , ce rapport est + 1 si les classes
positives de vecteurs transversaux définis par les 2 sys-
tèmes d'orientations transversales corncident, -1 dans
le cas contraire.



En effet, leur rapport est continu sur C et ne peut
prendre que les valeurs +l, -1: V étant c&nexe, il
est constant.

On dit pue l'hypersurface x de E est transversalement
orientable, sielle admet un systze continu d'orientations
transversales: elle est dite transversalement orientee. si
un tel système est donné.

SIC est connexe, et si elle est transversalement orien-
table: elle admet deux orientations transversales possibles,
opposees  l'une b l'autre, et une orientation transversale
de c est entièrement fixée par l'orientation transversale
en un point particulier de C *

Donnons maintenant quelques théorèmes sur l'orientation
transversale des hypersurfaces par l'orientation de leurs
normales dans un espace affine euclidien.

Théortme  26 - Soitz une hypersurface de classe C' dans un
espace affine euclidien E . Pour tout point a dé ;- , G
existe, dans un voisinage de a sur 2 , un champ continu
de vecteurs unitaires normaux. -

Un système d'orientations transversaleszde  C est contl-
nu au point a , si et seulement si un tel char à un si ne
constant dans un voisina e de Q ,gort a 1 orientation
transversale % .

Démonstration - D'après le corollaire du theoFème33  bis du
chapitre III, Il existe un voisinage de aoù l'hypersurface
est définie par une équation normale (X) = 0 ,
une fonction de classe C’

! où j est

défini par
_ yt;:ors le champ de vecteurs

3(Z) = vd
IIas,a"  &)Il

est un champ continu de

vecteurs unitaires normaux. Si un système d'orientations
transversales contlnu%est  fixé au voisinage de a, alors,
d'après la definition  même, un tel champ, qui est continu,
doit avoir un signe constant dan% un voisinage de a- , par

* L'orientation tan entielle  d'une varieté, vue antérieu-
ment, est une propri t+sèque ; la varieté peut être
abstraite. L'orientation transversale est relative à la
situation de la varieté dans l'espace ambiant. On peut deter-
miner les 2 faces d'une courbe dans le plan; mals pas d'une
courbe dans W3 , ni d'une courbe abstraite.



rapport a 56. Réciproquement, supposons qu'un tel champ ait
un signe constant au voisinage de CL, par rapport a un
système d'orientations transversales % de Z au voisinage
dea . Soit X n'importe quel champ transversal continu défi-
ni dans un voisinage de a. Alors le produit scalaire
(X,m  1 3(W) est continu en CL; il est toujours # 0 , donc

son signe est constant au voisin$ge  de a , ce qui signifie
que, au voisinage du point a, x (32) et J(x) ont, ou toujours
le même signe, ou toujours des signes contraires, par rapport
à n'importe quel système d'orientations transversales, continu
ou non. Si alors le système d'orientations% considéré est
tel que le champ 7 ait un Qgne constant au voisinage de CL ,
Il en est de même du champ X , et ceci, d'après la définition,
entrake que le système d orientations transversales considéré
3-L soit continu au point a,

Corollaire 1 - Pour qu'un système % d'orientations transver-
sales de C soit continu en un point a, il faut et il suffit
que le champ T+ des vecteurs unitaires normaux à ,Z ,
positifs par rapport à 377,soit continu au point a/.

En effet, si le champ des vecteurs unitaires normaux,
positif pour% est continu en cL,nous avons un champ continu
de vecteurs unitaires normaux qui est de signe constant,
donc G% est continue en LL. Réciproquement, supposons que
le système% d'orientations transvegsales  soit continu ena/;
nous avons vu qu'il existe un champyde  vecteurs unitaires
normaux continu; ce champ garde donc un signe constant par
rapport a % au voisinage de a ; donc le champ des vecteurs
unitaires normaux positifs est, ou bien celui-là, ou bien
son opposé, et il est bien encore continu au point a .

Corollaire 2 - Pour que l'hypersurface c de l'espace eucli-
dien E soit transversalement orientable, il faut et Il

Si en effet il existe un champ continu 7 de
vecteurs unitaires normaux , et si, en chaque point

z de la variété, nous flxon2 l'orientation transver-
sale %(z)de façon que le vecteur V(z) soit positif pour

32(x) il résulte du théorème que le système % d'orlenta-
tions a;nsi défini est continu, donc que C est transversale-
ment orientable.
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Réciproquement, si .Y- est transversalement orientée, le
champ des vecteurs unitaires normaux positifs est bien continu,
d'après le. corollaire 1.

Corollaire 2 - Toute hypersurface de classe C' d'un espace
affine E de dimension finie, définie globalement par une
seule équation normale ~Cc, = 0, 4 de classe cl dans E
est transversalement orientable. Toute hypersurface fermée
de classe C' d'un espace affine est transversalement orienta-
ble. Les sphères d'un espace euclidien sont transversalement
orientables.

Dans la lère hypothèse, Il existe, si l'on met sur E
une structure euclidienne arbitraire,
vecteurs unitaires normaux, a savoir

suffit donc d'appliquer le corollaire 2.

Nous avons vu (Cours de 2ème division, page 738, remar-
que 2O * que toute hypersurface fermée de classe C-pou-
vait être définie par une seule équation normale; elle est
donc toujours transversalement orientable. On démontre que
le résultat subsiste pour la classe C’ .

Les sphcres d'un espace euclidien et les quadriques (Sans
point singulier) sont transversalement orientables, pulsqu'el-
les ont une équation normale. Pour la sphère d'équation
11% - O/I’ - R* = 0 > le champ defini comme précédemment

est z - X-O ,
R

champ normal "sortant", dirigé

suivant le prolongement du rayon vecteur Issu du centre. On
dit encore qu'on a orienté transversalement la sphère de
manihre que les vecteurs sortants soient positifs.

Corollaire 4 - Soit& un système d'orientations transversa-
les sur une hypersurface 7, d'un espace affine quelconque E,
de d-imension  N . Si, au voisinage du point a , il existe au
moins un champ particulier continu x de vecteurs transversaux,
qui soit de signe constant au voisinage de a par rapport à.%,
le système & est continu au pointa .

Démonstration - Fixons- nous arbitrairement sur E une struc-
ture euclidienne, par exemple en identifiant E à WNpar le
choix d'un référentiel. Soit 3 un champ continu de vecteurs
unitaires normaux-  au+voisinage  de a . Aiors le signe du pro-
duit scalaire (X 19) est lui-même continu, et par consé-

* Il s'agit lb d'un résultat très difficile b démontrer
et nous l'avons admis !
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quent, comme nous l'avons ddjà vu dans le théorème, le
champ 2 et le champ 3 sont, ou toujours de même signe,
ou toujours de signe contraire, par rapport à n'importe quel
système d'orientations transversales,continu ou non, au
voisinage de a . Mais comme le champ X est de signe constant
par rapportà%au  voisinage de a, il en est de même du champ
5 et le théorème nous dit bien que le système %J d'orien-

tations transversales est continu au point LL .

Remarque - Quand on parle, en physique, des 2 faces d'une
hypersurface connexe ZZ d'un espace euclidien, on imagine
que ,Z est 'épaisse", autrement dit on lui substitue un
volume %, limité par 2 hypersurfaces
à c ':

C', c", "parallèles
obtenues en portant,

pointa, de c ,
sur la normzle à c en chaque

2 petits vecteurs i EV(a) ) de part

et d'autre de ce point. Localement, il n'y a pas de diffl-
cuité * . Mais, globalement, est-il sur que ,Z' et Z" soient
bien "distinctes" ? Elles le sont, autrement dit le bord de
6I,L a bien 2 composantes connexes et non 1 seule, si et seule-
ment sic est transversalement orientable. Si elle ne l'est
pas, a + &a) et a - ET(d) peuvent être joints par un

chemin (ne restant pas au voisinage de ct >.

Nous avons ici remplacé l'épaisseur de a et l'étude
des points a * e 3(a) , par l'étude plus cokmode du
champ des normales 3' .

Nous allons donner une autre définition des deux faces
d'une hypersurface de E,en faisant appel, de manière plus
directe, au partage de l'espace en deux régions par l'hyper-
surface.

Supposons, pour fixer les idées, que C soit simplement
une sphère de l'espace euclidien. Alors elle partage l'espace
E en deux réglons, appelées communément, de facon assez
impropre, l'intérieur et l'extérieur de la,sph&re. On peut
alors dire que les deux faces de la sphère sont d'une part
celle qui 'regarde vers l'intérieur', et d'autre part celle
qui "regarde vers l'extérieur". Mais, bien évidemment, cette
situation ne se présentera pas dans le cas général.

+ Encore faut-il que les points x; k E P{~C) décrivent

bien des variétés. On le démontre, six est compacte de
classe C* .
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Supposons, par exemple, que, dans le planl&,l'hypersur-
face Z soit le segment ouvert J O,l[  de l'axe r6elW.
Il est bien évident que cette hypersurface est encore trans-
versalement orientable, mais .Z. ne partage pas l'espace en
deux régions, et la méthode employée pour les sphères ne
peut plus réussir.

Par contre, localement, un tel segment partage encore
l'espace en deux r6gions; autrement dit, si l'on prend un
point quelconque du segment 1 O;l[ considéré, et un
petit voisinage de ce point, ce petit voisinage est bien,
s'il est convenablement choisi,
deux régions.

partagé par le segment en

D6finltlon  - On dit qu'un esp
partagé par un ensemble A ep
si le complémentaire de A a kcomposantes  connexes; et ce
sont ces composantes connexes au'on auoelle les réaions
définies par-A dans E . Dans-les cas‘ ue nous alïons
considérer, E sera localement connexe 't espace affine normé
ou ouvert d'un espace affine normé, variété), et A sera
fermé dans E D Dans ce cas, CA est ouvert dans E , et
localement connexe; alors nous avons vu, dans les compléments
de topologie sur les espaces connexes (théorèmes et
remarque qui le suit) que chaque composante connexe de CA
est ouverte dans CA donc dans E puisque c A est ou-
verte dans E ; alors to;t revient à dire que CA est
réunion de k parties non vides, ouvertes, connexes, disjoin-
tes.

Théorème 27 - Soit c une hypersurface de classe C' dans E .
Quel que soit le point a de c il existe un voisinage
ouvert G)) g a a E , Gant ies proprietés  suivantes :

l"/ q est homkomorphe B uns boule ouverte;

2”/ c nv est fermé dans v,et le partage en 2 réglons
si; vz ; chaque point de z n'-$' est adhérent & chacune

de ces'2 rénions * i

3”/ xpossède, dans 91, une 6quation  normale $(Cc)= 0 ,&
les 2 régions sont respectivement définies par les InéRa-
lités (Z) > 0 , (X) < 0.

l Tl est bon d'avoir cer;r;e dernière BrOpriété. Si nOU8
considérons 1 ensemble fermé A
de la figure, il partage le plan
en 2 régions, mais il y a des
points de A ,.comme (L , qui ne sont
adhérents qu a une de ces 2 régions.
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Démonstration - D'après le corollaire 2 bis du théorème
32 du chapitre III, il existe un C'-difféomorphisme  @
d'un ouvert@'  de RN sur un voisinage @c@) de a, dans E ,
de manière quel n q((9)soit  l'image par Q> de l'intersec-

tion de 8 avec l'hyperplan w, = 0 . SI alors @(@)=a,
il suffira de choisir dans (3 une boule ouverte de centreoc:
c'est bien un ouvert de 6 , partagé par l'hyperplan U, = o
en deux régions.

Si alors on prend pour v l'image de cette boule par 6> ,
on a bien, puisque @ est un homéomorphisme, un ouvert
répondant à la question.
mée par @ de la fonction

La fonction 4 est ici la transfor-

l

u -) t", sur R' , c'est donc

(=) = lère coordonnée de Q-'(X)  .

Voici maintenant un théorème global, valable quand 2 est
fermée.

Théorème 28 - Toute hypersurface fermée non vide c de classe c'
d'un espace affine E , le partage en au moins 2'réglons, et
exactement 2 si C est connexe.

Démonstration -

lD/ Nous admettrons que fi = c c a au moins 2 r&glons.
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2O) Par contre, Il est relativement simple de voir que, six
est connexe, il y a au plus 2 régions. Soient en effet
(fin, )it1 les composantes connexes de fl = C ,Y- .

Montrons que l'ensemble des points dex , qui sont
adhérents à 1 une d'entre elles fin; , est à la fois
ouvert et fermé dans x . Il est évidemment fermé dansx ,
puisqu'il est l'intersection de Z avec l'ensemble fermé

fii de E. Montrons qu'il est ouvert dans 2 . soit
en effet a un point dex adhérent à fi; . Soit 9
un voisinage de a dans E , ayant les propriétés indiquées
au théoreme 27. Puisque a adhère à a; , l'un au moins
des 2 ouverts w, , 9, , rencontre Sz; ; si, par exemple
v, rencontre fi;, 91, u fi; est reunion de 2 parties

connexes d'intersection non vide, donc est connexe d'après
le theorème 38 bis des compléments de topologie sur les
espaces connexes. Mais fi;
de fi

est une composante connexe
, donc, il ne peut exister aucune partie de Sz ,

connexe, strictement plus grande que fi; ; donc

&uV, = SLY , ou 91, c .ai, . Mals alors tous
les points voisins de a (ceux de
rents à U;

c n w ) sont adhé-
, donc à n; .

Comme alors 2 est supposé connexe, tout point dez
est adherent à 0,; , ou aucun point de ,7- .

Mais Il est impossible qu' SZL ne soit adhérent à
aucun point de c . Soit en effet WL& un point de L-l,; ;
on sait (2ème  Division, page 82)  qu'il existe un point a;

de ,.?? , dont la distance à fii est minima. Alors le
segment ]aL , nG ] et a; sont connexes, d'intersection
non vide puisqu'ils oontiennentm$;  donc encore une fois
leur réunlon est connexe, et, encore une fois parce que
fi4 est une composante connexe de 0, , on a nécessairement



1 a; *mL 1 c fi; . Mais alors CL; c c est adhérent

O,,],tthG;;i  adhé;z-g a ck~ue  .  On en déduit  que tout
q point de 2 .

Mais un point de 2 ne peut pas être adhérent à plus
de deux de ces ouverts. En reprenant en effet un point&
de c et l'ouvertvdéja considéré, partagé par c nv
en 2 ouverts V, , V2 , nous avons vu que, sid adhère à

fi; l'un au moins des ouverts v, , v2, est tout entier
dans 'fi; , ce qui montre bien notre assertion.

Finalement, un point a dex adhEire  à tout fi; , mais ne
peut adhérer à plus de 2 d'entre eux; donc il n'y a pas
plus de deux régions dansa . Ainsi le théorème est démon-
tré.

Remarques - l"/ On peut étendre le théorème à des hyper-
surfaces non différentiables, mais c'est encore plus déli-
cat.

Par exemple, un ensemble d'un espace affine E de dimen-
sion N homéomorphe à une sphère de RN , sans condition
de différentiabillté, partage E en 2 régions (pourN=2,
c'est le théorème de Jordan : une "courbe fermée, sans point
double", c'est-à-dire un ensemble homéomorphe à un cercle,
partage le plan en 2 régions; pour N =3,  c est le théorème
de Lebesgue).

2”/  SIC n'est pas fermé.e,  son complémentaire
dans E peut être connexe. C'est le cas, par exemple, si Z
est le segment ouvert 3 Os1 [ de l'axe réel dans F,

3”/  Sic, connexe, n'est pas compacte (par
exemple si c'est un hyperplan) aucune des régions définie
parx n'est privilégiée par rapport à l'autre.

Mais supposonsz  connexe compacte dans E . Alors c est- -
bornée. Soit B une boule fermée contenant C . Le com-
Elémentaire de B est un ouvert connexe de E , sans point
commun avec Z donc tout entier dans l'une des 2 régions
fL, J-L, defkes par Z dans E ; soit fi, cette r6gion.
Elle est indépendante du choix de la boule B . SI en effet
B' était une autre boule fermée contenant c , et si c B’

était contenu dans aq on voit que, si B”
boule fermée contenant a la fois B et B',

était une
CB' devrait

être à la fois dans fi, et fi, , ce qui serait absurde.
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La région fi2 s'appellera région des points a l'infini,
ou composante connexe de l'infini dans
-définie,
reglon.lntérleure;~4 est bornez, puisque Contenue dans
toute boule fermee contenant x .

Orientation transversale d'une hypersurface et partage de l'es-
pace en reglons.

Il nous est possible maintenant de défiair une nouvelle
sorte d'orientations  transversales,
dkflnles  par 2 localement dans E .

a l'aide des deux régions

Définition - Soit xune hypersurface de classe C' d'un
espace affine E , et soit y un ouvert de E , tel que x r> v
soit fermée, et qui soit partagé par x nv en deux régions
% et sr, . Solta un point de 2 , adhérent a la fols à
V, et UV, . On dit gu'un vecteur 2 z Ë , transversal
ena , est rentrant par rapport a la region 9, e 9 ,
s Il est le vecteur "vitesse Initiale pour une trajectoire
de classe C' ,  M:t-M(t),  Os t  6 t,, entièrement

située dans la région "v, de 27 pour k > o , avec M(O) = (L.

(SIM est une traJectoire  de classe C' , rappelons qu=le
vecteur vitesse en un point t est le vecteur dérivé dM ;

TE
on suppose donc lciMco)= a, $J$O) = 2 ). Un vecteur

sortant par rapport a v, est, par définition. un vecteur
rentrant dans v,.(Il n'est pas évident qu'un vecteur trans-
versal ne puisse pas être a la fois sortant et rentrant, ou
aucun des deux ! Nous le verrons plus loin, theorème  29, 4'/).

Voici une autre definition  des vecteurs rentrants et
sortants :

Théorème 29 - $&C une hypersurface de classe C' d'un espace
affine E . =a, un point de C ,v un voisinage ouvert dea
dansE ayant les proprlétes  Indiqu&es  dans le theorème 27.

l"/ Pour au'un vecteur transversal? en un point 2 & 2 n ZI
soit rentrant dans 9; , il faut et Il suffit que, pour t 7 0
assez petit, r+tx soit dans V, .
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2O/ g f(X)=0 est une équation normale deC dans v, telle
que "tfi soit définie par l'inéquation J(Z) ) o , un vecteur

x est transversal enrc,eCn%'.et  rentrant dans zf, , sl

et seulement si p'(z) .T'x > 0 l

3”/ &x est transversal en 3c, rentrant dans s); , alors, pour
toute fonctioncQ réelle, de classe C' , définie dans %' ,
nulle sur C , 2 0 sus V, , on a C~'(S)  .X 3 0 . Récioro-
quement si X est transversal et sl,pour une fonction q
particulière de ce type, on a q'(z) . 2 > 0, x est
rentrant dans T, en 3c .-

4"/ En chaque point x de c n v,l'ensemble  des vecteurs trans--
versaux  rentrants dans "v, et l'ensemble des vecteurs trans-
versaux rentrant dans "v; sont exactement les 2 classes de
vecteurs transversaux définies par l'hyperplan TtJi; C)
dans E Si on appelle positive la classe des vecteurs
rentrant:  dans V on définit sur C n V
continu d orl&tat;ons  transversales.

un systemeI

Ddmonstration  - 1") a> - Soit X un vecteur transversal
en z a C , tel que ic+ t X soit dans 9; pour t > 0.

Alors nous avons une trajectoire dans u, , conformément a
la définition précédente, dont 2 est la vitesse initiale,
de sorte que 2 est bien rentrant dans "v, . Nous verrons la
réciproque tout a l'heure.

3”) a) - SIX est transversal en x à Z ,
rentrant dans q, , et si 9 est de classe C' nulle sur x,20
dan&-,, montrons que cQ'(r) . x20 . SoitM une trajec-

toire dans 9, , dont 2 soit la vitesse initiale. Alors Cpo M

est 2 0 pour t 3 0, nulle pour t = 0 , de classe C’ ;
donc sa dérivée pour t = 0 est 3 0 ; or, d'après
le théorème des fonctions composées, c'est justement ~'(zc).>i  .

27 a> - La fonction -3 est une fonction

9 particulière. Donc, si X est transversal rentrant en x
dans "v, , on a nécessairement f '(X) . x- 2 0 ; mals

f '(X).X = B est l'équation de l'espace vectoriel
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tangent, -
versal,

où X ne se-trouve  pas puisqu'il est supposé trans-
donc p'(x) . x z 0

2O)+b) - Réciproquement, SOI~ ? un vec-
teur tel que p',~). X > O . Alors la fonction
t+ f(z+tx) est de classe C'  , nulle pour t = 0 , de déri-

vée ~b,.X  z 0 pour t = 0 ; donc elle est > 0 POUX-

t 5 0 assez petit. Donc le point 2 +t>7 est dans CU,
pour t z 0 assez petit, donc, d'après 1') a), ? est
rentrant dans vi . Ainsi 2O) est démontré.

voit.
4") En changeant v, en 9f2,etJ en- {, on

d'après Z'), que tout vecteur transversal est, ou
bien rentrant dans v,ou  bizn rentrant dans ‘&,les  deux
propriétés s'excluant : X est rentrant en 5 dans g,
(resp. dans zr, ) si g'(z) .? > 0 (resp. < 0 ). L'ensem-

ble des vecteurs transversaux rentrant dans v, et l'ensamble
des vecteurs transversaux Entrant dans 9, sont les deux
demi-espaces définis par T(z&; z ) dans 7 , puisque

T(z ; C ) a pour équation $'
(3-).X = 0

Appelons positive la classe des vecteurs transversaux ren-
trant dans g, , ce qui dé=finit un système% d'orientations
transversales. Si X : 70+ X(z) , est un champ continu de
vecteurs transversaux, 7c + f'(5) . X,x) est une fonction
réelle continue sur C n "v , toujnurs # o , donc de signe
constant au voisinage de chaque point; celà prouve que 2
est de signe constant pour% ; donc % est continu, et 4")
est démontré.

1') b) - Si? est rentrant en z dans (u, ,
on a j'(r) . 2 z 0 d'après 2") a). Donc xct x est
dans v, pourt  > o assez petit, d'après ce qui a été
démontré a 2') b) . Ceci achève de démontrer 1').

classe C' , nulle
3”)  b) - Soit q une fonction réelle de
sur C n V , > 0 dans si, , et telle

que q'(s) . X > 0 3 est suppos6 transversal * ; donc

xou -2 est rentrant dans v, , d'après 4"): dans le
second cas, on aurait, d après j") a) , L~'(X) .z 5 O , ce

* On v$t d'ailleurs facilement que l'hypothèse  q'ck).?!  #O
oblige X h êtm transversal.
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qui est contraire à l'hypothêse; donc 2 est rentrant dansv,,
et ceci acheve la démonstration de 3"/ et du théorème.

Remarque 1") - Siv est un ouvert quelconque de E , dans
lequel C A 9, soit fermée, et qui soit partagé par Z nV
en 2 régions 9, , Vu, h chacune desquelles adhère tout
point de C n q tout'ce qui est dit dans 1') 3") 4") du
théoreme reste exait; et il en est de même de 2O) s'il
existe une équation normale B(SC) = o de c nV dans zf.

Supposons que E soit euclidien, et que Z soit une
sphère d'équation normale (1 r. - 0(1*- R*=o.  On convient

d'appeler "région intérieure" de E - c celle qui contient
le centre 0 , et "région extdrieure"  l'autre; leurs équa-
tions respectives sont l\=Z5~~'< R*

On convient d'appeler vecteurs sortants (resp. rentrants),
en un point de la sphère ceux qui sont sortants (resp.
rentrants) par rapport a la région intérieure. On appelle
orientation transversale canonique de la sphère celle pour
laquelle les vecteurs sortants sont positifs.

de E
2') Sixest une hypersurface fermée connexe

'k
elle

28) ;
le partage en 2 régions SL, , A?, (théorème

est donc transversalement orientable, et on pourra,
par exemple, appeler positifs les vecteurs transversaux
rentrant dans a, . On retrouve ainsi le corollaire 3 du
théorème 26. Sic est compacte, la remarque 3”)  page 126
nous montre que CL, etfi,  ne jouent pas le même rôle,fi,
étant la région intérieure (ou bornée) et ,CL, la région
extérieure (ou région de l'infini). On pourra donc, avec
la remarque l"), définirune  orientation transversale
privilégiée de C : Celle DOW?  laquelle les vecteurs

rentrants par rapport àS1 2 ou sortants par rapport iit LX, ,
qu'on appellera simplement les vecteurs sortants, sont
positifs,

Relation entre l'orientation transversale et l'orientation
tangentielle -

Théorème 30 - Pour qu'une hypersurface C d'un espace affine
soit orientable, il faut et il suffit,qu'elle  soit trans-
versalement orientable. SI, de plus, 1 espace E est orienté,
il définit une correspondance canonique entre les orientations
tangentielles de v , et ses orientations transversales.
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Démonstration - NOUS pouvons
orienté. Considérons alors un
tangentielles de V .

supposer tout de suite E
système 6 d'orientations

On en déduit un système%d'orlentations  transvqrsales
comme suit. Nous dirons qu'un vecteur transversal X en I
est positif (resp. négatif) si, pour une base ïj,,ü,,...,ü,,
* T(r; C) , positive nour 4~2)

-s , la base T, Ü,,...,;,,
de S est positive (resp. negative)  pour l'orientation de.E.
Si cette przprlété  est vraie pour une base positive particu-
lière de T(r; C) , elle est vraie pour toute autre base
positive.

En effet, si U : v,, ~,,...,~,-,  est une base de 7,~; Z),

et U’ : U: , ü; , . . . , ÜL-, une autre base, le déterminant
de U' par rapport a U est égal à celui de la base 2, Üi,Ü;,...,Üd-,
de Ë par rapport à la base ?,Ü,,Ü2,...,Üi,-,  . Ainsi la
définition que nous venons de donner est indépendante de la
base positive choisie dans T(r;C ) .

Ce que nous venons de définir est bien une orientation
transversale de ç au point a.~. Si en effet 7 est un
autre vecteur transversal quelconque au point J: on peut. - - i.
écrire Y = A X + %,U, + --.+  A,-, W-l  ; alors Y et X sontü
ou non dans le même demi-espace défini dans E- par T(z;Z),

suivant que A est > 0 ,ou <o ; %r "1. n'est autre
que le determinant  du système de vecteurs y, IJ, ,,.., ci,-,
par rapport à la base 2, ü,,... , üN., . Donc tous les'
vecteurs d'un des deux demi-espaces sont du même signe pour
la classification précedente, et deux vecteurs de deml-espa-
ces differents  sont de signes contraires, ce qui prouve bien
que nous venons de definir  la une orientation transversale
de V au point% et par conséquent un système% d'orienta -
tlons transversaies.

Inversement, si nous partons d'un système%d'orientations
transversales de Z , nous pourrons dire qu'une baseÜ,,...,Û,-,,
de T(z;x) , est positive, si la base(T,<,...,Ü,-,),de  Ë
est positive par rapport à l'orientation de Ë , lorsque ?
est un vecteur transversal positif par rapport à %L<X>.



Un raisonnement analogue au précédent-montre que cette
définition est Indépendante du choix de X , positif pour
3hxr  , et que nous venons bien de définir la une orien-
tation tangentielle de c au point 5 , donc un système 6
d'orientations tangentielles. En outre les correspondan-
ces $2 - % et !JL -+ G sont réciproques l'une
de l'autre; et, si 2 est transversal en cc a C , et si

ü,, ü*,..*,  ü,-, est une base de C 3c; C) , le signe

de 2, ü, 3* ,...) ü,-, , pour l'orientation de E- , est
le produit du signe de 2 pour %(x) par le signe de
ü, ,ü, ,*.., UN-, pour 6x) .

Il nous reste & montrer que, si un système 4 d'orien-
tations tangentielles est continu, le système associé 32,
d'orientations transversales est continu, et vice-versa.
Or, au voisinage d'un point a de 2 il est possible de
trouver un système de N-l champs de Gecteurs  tangents à
la variété,
variété,

continu+s,lndépendants enktipoint  de la
soit x -, Upz) ) i=1,2,...,  N-l ; il est possible

aussi de trouver un champ continu de vecteufs  tran_sversaL$,
xc-, X,~, . Alors le système de vecteurs X(Z), u,(~),...,l$-,(z)
est un système de N champs de vecteurs Indépendants, et
continus en a . 113n  résulte que son signe, par rapport
à l'orientation de E est constant au voisinage deo; ,
et, en changeant, si kcessaire,  de signe, le champ X
on peut supposer qu'il est constamment positif au+voisina-
ge de a par rapport à l'orientation choisie dans E .Il
résulte alors de ce que nous vsnons de voiSque le signe
du système des N - 1 vecteurs U,(2), U2(r),...,UN-,("),par
rapport à l'orientation tangentielle d(r1,est le même
que le signe du vecteur %(x) par rapport a l'orlenta-
tion transversale associée !~L(S)  . Or ce premier signe
est constant au voisinage de a , si et seulement si le
système 4 d'orientations tangentielles est continu ena,
d après le théorème 22, et le deuxième signe est constant
au voisinage de a , si et seulement si le système !% d'orien-
tations transversales est continu en CL , d'après le corol-
laire 4 théorème 26.  Donc 6 est continu, si et seulement si
!% est continu. Ceci fournit bien les conclusions de
l'énoncé.

Remarques 1') Si nous considkons,  comme hypersurface 2,
l'hyperplan 3c, = 0 l'orientation de cette variété,
dans laquelle le systkme de vecteurs é L est
positif, est en correspondance+avec  l'i&&k,ation'transver-
sale où le champ de vecteurs e, est positif.
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Si nous considerons  maintenant comme hypersurface, l'hy-
perplan 2~ = 0 , l'orientation dans laquelle le système
de vecteurs-e,,...,ëA-,  , ëh+r,...,eN est positif, est en oorres-
pondance aveq l'orientation transversale où le charnu  de
vecteurs (-l)'-'  TA est positif.

2O) soit u = ü, > ü2 >... , UN-, une base de

T(r;z) . -Si E est euclidien orienté, on peut définir un
produit vectoriel 2 =[Ü,A  Ü, ,-,...A ï?,,-,  ] (theorème 11).
qui est normal en x à x . D'autre part, la base x,

u,,ü* I...,  q.,, est positive pour l'orientation de Ë Donc U- -
est nositive  nour une orientation tangentielle, si et seu-
lement si X est positif pour l'orientation transversale
associée.

Soient 4> une carte de la variété, dont l'image recouvre
le point@ , avec 4(d) = a , et6 un système d'orlenta-
tiens de2 . Le système des vecteurs i = f,Z,... N-I,

est l'image, par @'(a) , du système des Gecteurs  de la base
canonique deRN-'; dokson signe,dans  T(a;V),est @(a;&),
si 0 est la fonction associée (page 88) au systeme 4;
d'orientations tangentielles

Donc le produit vectoriel de ces vecteurs est du même signe
par rapport à l'orientation transversale associée; autrement
dit, 1 orientation transversale% associée a une orientation
tangentielle donnée d,est  celle pour laquelle le vecteur

est un vecteur normal, positif,pour  touts carte <p et tout d.

3”) Considérons le cas particulier de la
dimension N = 1, et soit c un point de E , considére  comme
hypersurface. La correspondance entre orientations tangentiel-
les et transversales se définira conventionnellement comme
suit.
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Orienter c , tangentiellement,c'est  l'affecter du signe +
ou du signe - ; l'orienter transversalement, c'est donner
les signes-+ et - aux deux demi-droites définies par l'ori-
gine dans E c'est-a-dire simplement orienter Ë .
alors on supp;sez muni d'une orientation donnée,nous

Si

établirons la correspondance entre l'orientation de c
dans laquelle il est affecté du signe + et l'orientaiion
transversale de c ,
deË .

qui corresponde a l'orientation donnée

Corollaire 1 - La ceinture de Mobius n'est pas transversa-
lement orientable dansIfP3.

En effet, nous avons vu qu'elle n'est pas orientable
(théorème 23 bis). On ne peut donc pas "fixer les deux
faces" de cette ceinture. La ceinture de Mobius est une
hypersurface de W3, "à une seule face".Si, par exemple,
on part du point 9 = 0, f = 0 et qu'on appelle face
positive, en ce point,celle  qui eit tournée vers l'origine,
si l'on fait varierg  continuement, et qu'on revienne a
l'origine avec les paramètres Cp = 271, f=o , la
face positive, suivie par continuité, est devenue celle qui
regarde en sens Inverse de l'origine. En un point donné,il
y a bien toujours 2 faces, mais pas globalement, puisqu'on
peut passer continuement de l'une des faces en un point à
l'autre face au même point, en se déplaçant sur la surface *

Corollaire 2 - Toute hypersurface de classe C' d'un espace
affine de dimension finie, definie tout entière par une
.7q,e uation normale est orientable.
ce fermee de classe C1 d'un espace affine de dimension finie
est orientable, Les sphères d'un espace affine euclidien de-
dimension finie sont orientables.

* On dit qu'un barbu, ne sachant s il devait, la nuit,
mettre sa barbe sur ou sous le drap, s'est acheté un drap
en ceinture de Mobius, donc n'ayant qu'un seul côté. Visi-
blement, c'est la une solution inexacte du problème, car la
barbe ne couvre pas la totalité du drap, et, localement,
c'est-à-dire au voisinage d'un point, toute hypersurface est
transversalement orientable, et a toujours 2 faces !
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Il suffit d'appliquer le corollaire 3 du théorème 26 * .
En particulier,
classe C',

si ,Z est "ne hypersurface compacte de
,T admet "ne orientation transversale privilégiée

(où les vecteurs sortants sont positifs. remarque 2') page
113 ), donc "ne orientation tangentielle privilégiée, si
E est orienté. D'après la définition de la correspondance
entre orientations transversale et tangentielle donnee dans
la démonstration du théorème, on voit qu'un système de N-l
vecteurs tangents en un point de .X
positif pour cette orientation

et indépenoants,  est
tangéntielle  si, quand on

fait précéder ce système de vecteurs par un vecteur "sortant:'
on obtient une hase positive pour l'orientation de Ë .

Si, en particulier, on fait N = 2, cela redonne bien l'orien-
tation "directe" habituelle d'une courbe compacte de classeC'
dans un plan orienté,et  l'orientation "directe" du cercle
trigonométrique dansR'  .

3 d”
voit que toute hypersu]
C' I d'un espace affine E de dl
en 2 reglons, et est tangentiellement et transversalement
orientable. Sic est com acte
roles tres différents+

les 2 régions jouent des
1 "ne des deux est bornee), il y a

Remarques l"/ En résumant le théorème 28 le corollaire
théorème 26, et le corollaire 2 du thkorème 30, on

rface2 fermée, connexe, de classe
mension finie, le partage

"ne orientation transversale canonique (vecteurs sortants
eosltifs),  et "ne orientation tan,gentielle canonlq"e
-E est oriente.

2'/ Se donner "ne orientation tangentielle
d'une courbe de classe Cl,c est se donner un sens de
parcours de cette courbe. On considérera comme sens de
parcours positif celui pour lequel, en chaque point, le
vecteur vitesse, s'il est
l'orientation en ce point.

f0 P est positif pour

* La ceinture de Mobius,
fermée (on a pris une inegalité stricte

definie par ('~1~?4!,~$e;t pas

Si on avait pris une inegaiitd large - 4 < p < k 9 0x-l
n'aurait plus eu une variete, il y aurait eu un "bord").
Mais il peut naturellement exister, dans un espace affine
E de dimension N
de dimensionn.  <

des variétés fermées et même compactes,

surfaces),
N'- 1 (donc qui ne soient pas des hyper-

non orientables.



3”/  Orienter une variétév à deux dimensions,
c'est se donner un sens de parcours pour les courbes
compactes, au voisinage de chaque point. En effet, si,
par exemple, nous prenons une structure euclidienne dans
l'espace ambiant E , la projection orthogonale de la
variété sur son sous-espace tangent au point CL, restreinte
à un voisinage9 assez petit de a , est C'-difféomorphisme;
par conséquent un sens de parcours sur les courbes compactes
de la variété,contenuesdans le voisinage b\Pdupoint a,est
équivalent a un sens de parcours sur leur projection dans
le plan tangent en a à la variété. Or, d'après l'orientation
de V , le plan tangent est précisément muni d'une orienta-
tion, et nous venons de voir qu'une orientation d'un plan
oriente ses courbes compactes,donc définit sur elles un
sens de parcours * .

J+O/  Soit v une variété de classe C’ de
dimension n et c une hypersurface, c'est-à-dlie  une
sous-variété'de dimension ri- 1, de classe Cl
Alors tous les résultats locaux démontrés depuis

de V .
le

théorème 25 subsistent. SiV est orientable, C est
tangentiellement orientable, si et seuLement si elle l'est
transversalement; siV est orientée, il y a correspondance
biunivoque entre les orientations tangentielles de x et
ses orientations transversales.

Mais les théorèmes globaux d'orientation ou de partage
en réglons ne subsistent pas. Si .Z est fermée dans V
elle peut très bien avoir un complémentaire  connexe. Par
exemple, sur un tore, un cercle parallèle ou un cercle
méridien est une hypersurface compacte qui ne partage pas
le tore en plusieurs réglons ; il en est de même du cercle
moyen dans la ceinture de Mobius (voir page 98 ). Dans
le complémentaire V de l'origine dans We , une demî-
droite Issue de l'origine est une hypersurface fermée, qui
ne partage pas V en plusieurs régions. Dans chacun de ces
cas, l'hypersurface n est pas définissable par une seule
équation normale g(Z) = 0 (sans quoi, comme l'a prouvé
la démonstration du théorème 28, elle partagerait V en au
moins 2 régions) ; le cercle moyen de la ceinture de
Mobius est tangentiellement orientable, mais non transver-
salement. Les théorE:mes  globaux énoncés sont très partlcu-
liers aux hypersurfaces fermées d'un espace affine.T o u t e s
ces propriétés constituent ce qu'on appelle de la topologie
algébrique.

* Ce résultat est purement local : pour tout CL de V , on
peut trouver un voisinage 9 de a , tel que l'orientation de
V définisse un sens de parcours des courbes compactes conte-
nues dans 9 . Mais, si une sphère de R3 est orientée, celà
ne donne pas un sens de parcours privilégié sur les 'grands
cercles" de cette sphere.



Notre univers physique est-il une variété orientable ?

Laissons de côté le point de vue relativiste  qui nous
oblige à considérer un univers à quatre dimensions, mals
qui n'introduit pas, pour l'orientation, de complications
essentielles.

Prenons comme modèle du monde dans lequel nous vivons,
uns variété a trois dimensions de classe C” est-elle
orientable, et peut-on, d'après certaines loi: de la
Physique, la munir d'une orientation canonique ?

Supposons, pour fixer les idées, qu'elle ne soit pas orien-
table. Cela signifierait qu'il existe certains chemins,
analogues au cercle moyen de la ceintlwe de Mobius, tels
qu'en,en  partant d'une orientation initiale au point de
départ, et en prolongeant continuement  cette orientatinn
le long de ces chemins, on arrive à l'orientation opposée
en revenant au point Initial * . Un être humain qui
suivrait un tel chemin , et. reviendrait sur terre, se
trouverait, à son retour, avoir son coeur à droite, et
son foie à gauche; les livres qu'il aurait emportés avec
lui en langue française, seraient a son retour, écrits de
droite a gauche; et , s'il avait emporté avec lui de l'acide
tartriaue gauche. il reviendrait avec de l'acide tartrloue
droit &** Et ceia,  naturellement, sans avoir jamais subi,
en un point quelconque de son chemin, aucune transformation.
Il se consldererait  d'ailleurs comme absolument normal et
inchangé, et c'est lui qui trouverait Inversés tous les
phénomones  qu'il reverrait sur terre. Il lui suffirait de
faire un deuxième tour pour remettre tout en équilibre.
Ce simple exemple suffit 6. montrer qur quelles-bases fragiles
reposent toutes les notions d'orientation données dans les
livres d'enseignement élémentaire de mathématiques et de
physique :

* On peut démontrer en effet que la circonstance rencontrée
dans la ceinture de Mobius est générale : si une variété
no;;  pas orientable, il existe des "chemins de désorlenta-

courbes compactes le long desquelles  n'existe aucun
systèrke  continu d'orientations de la varieté.

XX Procédé de fabrication sans valeur industrielle.
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La règle du bonhomme d'Ampère, telle qu'elle est énoncée,
est valable dans une variété a -j dimensions orientee,maj,s  n'a
rigoureusement aucun sens si l'cnn'admet  pas une gauche et une
droite universelles, c'est-a-dire une orientation. En regardant
d'un peu plus près ce point de vue, on s'aperçoit qu'il existe,
dans la d&?lnition  du champ magnétique, une imperfection.
L'être humain dont nous avons parlé plus haut, et qui ferait
un très long voyage pour se désorienter, reviendrait, s'il
avait emporté une boussole, avec une boussole inversée, dont
le pôle nord serait marqué : 5 et le pôle sud marqué : N
(la définition de ces pôles est'relative  à la terre, qu'il
n'aurait pas emportéeavec lui). Si cet homme avait emporté
avec lui un fil électrique parcouru par un courant et une
boussole, rien n'ayant changé, pour lui, dans sa pékgrina-
tion, nous constaterions, & son retour, que sa boussole est
orientée,
d'Ampère;

apparemment, en sens inverse de la règle du bonhomme
mais ce ne serait qu'une apparence, puisque l'indi-

cation des pôles N et S de sa boussole serait erronée. Fina-
lement on voit que le champ magndtique n'est pas un véritable
vecteur, c'est un vecteur -axial analogue à un produit vec-
toriel. Il en résulte que notre viyageur,
de désorientation,

après son trajet
ne trouverait quand même pas changéesles

lois de l'électromagnétisme Ces lois n'obligent pas l'espace
physique à être orientable ; .

Il existe cependant certains phénomènes récemment découverts
de la physique, relatifs a la désintegration  radioactive fi ,
qui semblent Indiquer que 1' espace est orientable.

Considérons un noyau atomique ayant un spln, c'est-a-dire
une rotation propre donnee. Son vecteur moment cinétique est
un produit vectoriel, donc un vecteur polaire, c'est-à-dire
dépendant de l'orientation. Supposons ce noyau radioactif'et
supposons prouvé par l'expérience que, dans sa désintégration
R il ait une probabilité plus grande d'éJecter  un électron
dan: l'un des 2 demi espaces définis par le plan perpendicu-
laire à l'axe de sa rotation que dans l'autre; un tel phénomène
est indépendant de toute orientation de l'espace. Alors on
peut définir une orientation privilégiée de l'espace, par exem-
ple celle pour laquelle le demi-espace à probabilité plus faible

* La relativité ne permet pas de séparer le champ élec-
trique et le champ magnétique. Il 0 a un 'champ électromagnb-
tique", kenseur.antlsymétrique  du 2 ordre (donc a 6 composan-
tes fondamentales), qui est, en réalité, une forme différen-
tielle de degré 2, dans l'univers d'espace temps b 4 dimensions.
On peut, dans un référentiel galiléen, faire correspondre h
rette forme un vecteurPo&ire(le  champ électrique), et un
vecteur axial (1 e champ magnétique).
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d'émission fi est celui qui contient le moment cinétique
du noyau (c'est cette orientation qui correspond, sur
terre, a l'orientation droite-gauche basée sur le corps
humain,dans  l'expérience faite avec le cobalt 60 par la
physicienne Wu
et Lee, en 1956).’

sur les suggestions théoriquesde Yang

Néanmoins ce phénomène physique n'est pas convainquant,
car rien ne prouve que, dans des régions de très
éloignées de la nôtre,

l'univer:
il n existe pas un cobalt 60 .?,y-&-

trique" par rapport au nôtre, et pour lequel ce soit le
phénomène inverse qui se produise. Ajoutons a tout Cela
que l'idée que nous pouvons nous faire de l'univers global
est peut-être tellement loin de la réalité, que la question
d'orientabllité  n a peut-être aucun sens.

s 6 INTfiGRATION  D’UNE FORME DIFFSRENTIABLE  S U R  U N E

VARIaTE  ORIENTGE

Mesure de Radon définie par une forme différentielle 3 , de degré
71. , continue, sur une variété de classe C' . de dimension n,
orientée.

Soit? une variété de classe C' de dimension n sur le
corps des réels, orientée, (abstraiie ou contenue dans un
espace affine ),et dénombrable a l'infini l .

soit Q, : @ -@((Y-> une carte de V . Soit 2 une
forme diff&entielle, du degré maximum= , continue sur V , à

valeurs dans un espace de Banach 7 ** .

Considérons alors l’image réciproque de w par 0 , Q-2 .

C'est une forme différentielle continue sur l'ouvert fl de XT-,
parce queO est continue, et Q> de classe C' (théorème 14 bis).
Elle a donc pour degré la dimension n der, de sorte qu'elle
s’écrit sous la forme

* Nous supposerons, dans ce paragraphe, que toutes les
varibtbs  dont on parlera sont dénombrables  a l'infini. Une
variété contenue dans un espace affine est dénombrable à
l'infini.
*+ On pourra, pour simplifier, prendre pour F le corps des

scalaires.



Associons lui  la mesure de Radon, a valeurs dans F * ,
définie sur l'ouvert & par

où 8 est la fonction associée à l'orientation de V par la
carte @ . Comme @ est un homéomorphisme de u sur q(e), F+
possède une image @ Fr3 qui est une mesure sur l'ouvert
@(@) de V .

Ainsi la donnée de la variété V d'une orientation de
cette variété, de la forme différentielle w sur la
variété, et de la carte @ , définit une mesure de Radon

4 jG sur @tu).

Théorème 31 - Soient G une variété orientée, et; une forme
différentielle continue définie sur V *+

Soient ah, : 0, - +,CO,) et +, : (4; - d>(O,)

deux cartes de v , dont les images %UT) e t  W(s,)

ont une intersection r0. non vide.

Alors les deux mesures 6, F, et 9, TP définies par 4,
et @,,a partir de la variété orientée v et de la forme-
différentielle z , cofncident  dans l'ouvert fi .

D&rmonstration  - Soient fi, et Sz, les images réciproques de
cl par 4, et a2 respectivement. Abandonnant uî et O2 ,
nous nous restreindrons désormais a fi, et fi2 . Comme

d'autre part G2,, = 4;' o @, est un C' -difféomor-

phisme de .& surfi,  (corollaire 1 du theorème 33 du chapitre
III), Il donne à la fois des images directes et réciproques
pour les fonctions, formes différentielles, mesures, etc.....
11 sera commode d'employer le symbole N pour des êtres mathé-
matiques, respectivement sur a,etfi2  , qui se correspondent
par dy, .

* C'est parce que? est supposé
une mesure à valeurs dans F

complet que (v1,6;2) définit
produit de la mesure de Lebesgue

dwu/,a4dq  . . . 0 dam par 1: fonction continue à valeurs dans

F:: $0 * la définition est donnée à la formule (IV,5;6).
Nous ne répéterons plus désormais que ? est un espace de
Banach.
** Trks souvent , V sera dans un ouvert d'un espace affine,



(W.;3) > ou j5 N F2 ;

c'est ce que nous allons montrer.

On a vu que +?, est de classe C' . Supposons-18
définie par

1 2 4

Comme  on a 4, = @a2 o a2 , , On aura certainement

4-
' P, = +2 6 , si l'on a

(V;G u - 21 = q,(u) = V(u.)  , ou c* = w.(uY , , u, ,...,  IL);  i=1.2  ..,., n.

L’image rhiproque  par @,,, de la forme différentielle

d u ,  I\du, A . . .  A d u , est (formule (VI,j;bO)) :

Par ailleurs

av;7)  p.+du,A...Adu,  ZZZ 4,*3 = (4* 0 4*,,)*  3
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De (v1,6;6) et (v1,6:8) on déduit, par division :

Entre les fonctions 0, et 8, , associées à 1 orientation
de V et à @, et a2 , on a, d'après (VI,?;l) :

Alors (VI,6;9) et (VI,6;10) donnent, par multiplication:

Mais, d'après la formule du changement de variables dans
les intégrales multiples (corollaire 1 du théorème 102 du
chapitre IV), l'image directe par (b2,, de la mesure de

Idét  Q;,, (w) ] du/ est la mesure dit :

En multipliant membre à membre (VI,6;11) et (v1,6;12),
on obtient

ce qui est bien la relation cherchée F,N F2 .

Corollaire - Si? est une variété de dlmensionm,de  classe C',
orlentee,et  sio est une forme différentielle de degre 7~
continue sur v , à valeurs dans un espace de Banach 7 , g
existe sur v une mesure de Radon [WI, = [GI. **

V

* Pour des fonctions,/u  signifie que l'on a = , si l'on
remplace U par Q2,,(u)  .

+* Ce renvoi se trouve à la page suivante.
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et une seule, à valeurs dans F , telle que, pour chaque
carte  0, [O]  soit égale, dans l'ouvert &((4)
1' Image @(F*)

, $

et; par@ .
de la mesure FG associée sur 0 $ V

Démonstration - En effet, lorsque @ parcourt toutes les

cartes possibles de V , les &((Y) forment un recouvrement
ouvert de V . A chacune de ces cartes est associée une mesure
NF*) dans l'ouvert o(0) , et, dans l'intersection
de deux de ces ouverts, les mesures qui leur sont associées
coIncident. Il suffit alors d'appliquer le théorème de
recollement des morceaux, théorème 17 du chapitre IV.

Remarques 1°/  La mesure[w]  trouvée est 3 0 , si et seulement
si la forme différentielle scalaire G, est + o ,par rapport a
l'orientation de V .

En effet, pour voir SI[~]  est positive, il suffit de le
voir dans chaque ouvert @ ((4) i il suffit aussi, puisque +
est un homéomorphlsme, de voir SI la mesure PU,* est 2_ 0.

* Renvoi de la page 125  -

El n'est qu'une notation abrégée, car la mesure
definie  par la donnée de s

e%
, et de la variété orientee  V .

En somme, la possibilit6  de définir une mesure de Radon

même de définir l'intdgrale  de w sur V (formu~ee!V%;~k))
[zl a partir de 2 et d'une orientatio>  de V

vient de ce que le changement de variables dans une forme de
degren  utilise le déterminant jacobien, que le changement
de variables dans une lntdgrale  multiple utilise le module du
déterminant jacobien. et que le signe du déterminant jacobien
est lié  a l'orientation.

Bien noter 9ue nous avons dQ utiliser ici  le theorème  102
du chapitre IV (changement de variables dans les intégrales
multiples), et que la présente théorie ne permet donc oas de
fournir une variante de la démonstration du théorème 102 du
chapitre IV.
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Pour cela, il faut et il suffit que la fonction J0
soit 2 0 * .

Cela revient exactement à dire que la forme différentielle

! ku/&,AL2A..*  A du, est 20 , par rapport à l'orien-
tation canonique de hp" ; mais 1 &,A . . . A &, = @*G) ,
alors,d'après  la définition même de 8 cela revient bien
à dire que ti est 3 0 , par rapport'à l'orientation
de la variété V .

2“) Si l'on ne fixe oas d'orientation de
la variété V , la'focme différentielle 5 ne définit pas
de mesure sur V * on peut encore que la forme ZJ definit
une mesure polairé sur V c'est-à-dire qu elle associe à
chaaue orientation dev u;e mesure de Radon bien définie,
et, -à deux orientations opposées de V , deux mesures de
Radon opposées.

3") Si W est un ouvert dev et si on le
munit de l'orientation w définie par? , la'mesure [ZIG
définie par 0 sur w est la restriction à l'ouvert W de
la mesure [WI;.

Soit en effet + une carte telle que Q(B) C W .

Alors PI% et la restriction de [Z 1; à w

colncident, dans @l(s) ,avec a(F&) . Donc elles
co'lncldent  (théorème 13 du chapitre IV) dans la réunion
des ouverts tels que C$(O) , c'est-à-dire dans W .

4”) La mesure [G]g dépend linéairement
de la forme différentielle z :

74 constante scalaire.

* En réalité, il faut et Il suffit, d'après le corollaire
du thkorème  52 du chapitre IV, que 18 soit presque
partout 1, 0
Comme 40

( res ue par rapport à la mesure de Lebesgue).
es*nue, cela 6qulvaut  à dire qu'elle

est partout 2 0 .
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m
Définition - SiV est une varieté de dimensionn  et de
classe C'

de
orientée,et  si 3 est une forme différentielle

continue, degré IL sur v
sur v si, [GI;

on dit que 0 est intégrable

- étant'lamesuré de Radon associée7 s
ào 1 est intégrable par rapport à [WI ;-dans ce cas,
<on IAtégrale s'appelle intégrale de w g V , et se noteks:

L'intégrale de 3 existe toujours sis est a support compact
sur V , et à fortiori siv est compacte.

Elle existera si la norme de [GI- est finie etr de
dimension finie (Corollaire du théorgme 54 bis du chapitre IV).

16,' L'intégrale change de signe si l'on remplace; par? , la
même variété munie de l'orientation opposée.

2O/ L'intégrale dépend linealrement  de z :

(X,6;(5)

-R: constante scalaire;

* C'est l'intégrale de 1 ou mesure deV par rapport à la
mesure vectorielle [W ]-; Nous supposons qu'elle a un
sens suivant (1v,5;10)  Cela'suppose  quela mesure [WI, soit
de base ? II C'est toujours vrai siF est le corps des
scalaires, ou de dimension finie (théorème 54 du chapitre IV).
Mais on peut même démontrer que c'est vrai ici quel que soit
F; siV est contenue dans un espace affine, on peut choisir
dans ce dernier une structure euclidienne, et le théorème 32
montrera que [f ] est de base dS , mesure des aires ln-
dimensionnelles  sur V  .



l'existence du deuxième membre entrake  celle du premier,
pour la première formule, et lui est équivalente, pour la
deuxième (sauf si & = o , où elle l'entraene  mais ne lui
est pas équivalente 1).

Il suffit en effet d'utiliser (v1,6;13 bis), et, pour
intégrer 1 par rapport aux mesures qui Interviennent dans
ces formules, d'ap liquer la formule (1v,5;16) (théorème 54
ter du chapitre IVP .

Supposons 72 h support compact t( . On considérera un
système fini de cartes ai , tel que les ouverts &i(t)
forment un recouvrement de K .

On désignera par C(L une partition de l'unité subordonnée

On a alors W = C lai z) , et par suite la formule
i

Il suffira donc de calculer chacune des Intégrales du dernier
membre. Pour cela on remarquera qu'elle peut s'écrire, d'après
la definition  même de la mesure prp; par (v1,6;2), sous la
forme de l'intégrale multiple habituelle

Au lieu de'la partition de l'unité, on peut naturellement
aussi décomposer la variété V en une réunion (finie ou dénom-
brable) $J Vi d'ensembles disjoints [L;]? - mesurables, et
suffisamment petits pour que chacun d'eux soit contenu dans
l'image d'une carte. SI alors Vi
on aura la formule

est contenue dans &L(fi'),



qui nous ramène  encore au calcul d'intégrales multiples habi-
tuelles. Nous donnerons plus loin des exemples plus pr&?is
(pages 134 et suivantes).

Remarque - Prenons le cas particulier où la varieté V est
de dimension 0 ,
de degré 0

c'est-h-dire formée de-points isolés.Alors3,

alors, par Convention :
se réduit à une fonction p ; la mesure [a] sera

le signe + ou - correspondant à l'orientation de chaque
point a,,puisque  nous avons vu qu'orienter un point c'est
l'affecter d'un signe. L'intégrale est alors donnée par la
formule :

Majoration de l'intégrale.

Théorème 32 - Si? est une variété orientee  de classe C' , *
dlmension~~, contenue dans un esuace affine euclidien E g
dlmenslonN muni d'un référentiel orthonormal, si rj est
une forme dlff&entielle  de deg&n , definie et continue
EV et mise sous  la forme (VI,3;7) (où J arcourt l'en-
semble de toutes les parties àn Blements  depn
alors la mesure [W]
mesure des aires

definie par ; sur: est de base dS,
n-dimensionnelles sFV  ; on a :

6 continue surV ,

l Dans le cas de la dimension et du degré (1 , ces Signes t
paraissent, a priori,$us  un embarras qu'autre chose; sur
V sans orientation, w définit une mesure, par (VI,6;lp)
avec + partout, et a une intégrale (v1,6;20). avec + partout.
Mals les conventions adoutees  nour n = o sont inévitables
pour la formule de Stokes.
(the

que-nous verrons plus loin
orèmes 37 et 39 ).
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Démonstration - Soit ip : U+ 3ï = <h(w) une carte

de V . Alors 4>*; est une forme différentielle de
degré ?z sur un ouvert 6 de R", qui s'écrit

d'après le corollaire 2 du théorème 14.

La mesure de Radonp=pzO,associée  a 0 par v" et @ ,
est donc définie sur 0' par :

D'autre part la mesure de Radon correspondant à l'aire
m-dimensionnelle  sur V , s'écrit, sur 8, D(u) & , où
D(u,)  est la n-aire du parallélépipède défini par les n/

vecteurs z (\4 , et dw = &,Qc&G~... SA~.
i

Cette aire est au moins égale à celle de sa projection
orthogonale sur le sous-espace engendré par les vecteurs

r. 7 +
3, ' j* 9 .* * J cg, de la base de z + , donc on a :

@,6;24) D(u) a

*. Ceci résulte du théorème 100 du chapitre IV (projection
des aires hyperplanes) si n = N-I Cela résulte,pour
n quelconque,de  l'exercice (non démontré) donné page 680
du Cours de lére Partie, puisque l'aire du parallélépipède
est égale à la racine carrée de la somme des carrés des
aires de ses projections sur les sous-espaces définis par
7~ vecteurs de la base. De toute façon, le résultat énoncé
ici est évident, par récurrence sur n/, en exprimant l'aire
comme produit de l'aire de la base par la longueur de la
hauteur (théorème 104 du chapitre IV).
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on peut alors écrire

(W;25) d7 = qw(hw du)

avec

(%6;26)

1 D(y,, y,...  > y,J

D(U) D(u,, ut,. . . , LL&)

La fonction 7 est continue sur U,
(VI,6;24), la majoration :

et admet , d'après

wL6;@ 119(4 L j Iq (Q(U)) Il

Alors, + htant un homéomorphlsme de @ sur e(v) , on
peut écrire sur l'ouvert @((4) de V :

ter,6  ;Zf) [ 2 ] = j&c) ds , ;i”<x) = ;i(dh>)

La fonction-
lit6 (VI,6;21).

+ est bien continue et v&lfle bien l'lnéga-

La fonctlonF est ainsi definie sur e(e), relativement
B la carte @ . Mais, et si
+,((Jt) et GP, (U,)

si +, et Q2 sont 2 cartes,

fonctions T+ et%
ont une intersectlonfl  non vide, les
correspondantes co'lncident  sur Sz .

Pour le voir,
a, et a2 aux
les notations

nous devons montrer que, si l'on restreint
images réciproques fi, et a2 de 0 , on a, avec
de la démonstration du théorème 31 :

D(z., ,Yxa* >'-'  I =y,,) 1

D(u, ,u+, , LLG ) D, CU)

Dc=y,zj2>... , y-) I

DC-J, 7~s v... > %) D,(v)I
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oùD, etD, sont les facteurs définissant les aires n-dimen-
sionnelles, relativement aux cartes a, et q2 . Or c'est

b-4 =
DN,,~,,...  > vm)
JW++,...  , s)

D*w  eJ D, (~1

p %,, (41
d'après (IV,lO;g) *

Alors 1~s~~ correspondant aux diverses cartes @; définl2-
sent une meme fonctlnn F sur V , continue à valeurs dans P ,
admettant la majoration (v1,6;28). D'autre part la mesure
[W] - jc ds est nulle dans la famille d'ouverts ihi (e;),

qui forment un recouvrement de V donc nulle sur V (theorème
13 du chapitre IV), et le théorémé est démontré.

+ Cette démonstration de l'égalité de F, et q2 dans a,
par (v1,6;30), peut être remplacée par une application
directe du théorème de Lebesgue-Nikodym
chapitre IV). En effet, on doit avoir,

(théorème 52 du

donc F? et TP doivent être

dans fi, [iL]=r;dS=T2dS,
dS-presque  partout dgales; comme

elles sont toutes les deux contlnues,cela Implique qu'elles
soient partout égales.
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Corollaire 1 - Dans les conditions de l'énoncé du théortme,
si les coefficients 3, -W sont bornés en norme sur" ,
etsi a une aire finie. alors 1 integrale de G ~7 a
un sens, et 1 on a la majoration

où 5 est l'aire de V .

Démonstration - 1 est integrable -par rapport à[s] = i;ds,
si et seulement slqest dS -1ntégrable  (definition,
formule (IV,5;10)); cela résulte alors du corollaire 2 du
theorème 39 du chapitre IV.

Corollaire 2 - GW est une sous-varieté  de V , de dimension
<n, elle est de mesure nulle pour la mesure [3]; associée à
la forme différentielle 3 sur 0 .-

Pour simplifier, supposons V contenue dans un espace
affine E de dimension finie. Munissons E d'une structure
euclidienne quelconque. Il résulte du corollaire 3 du
théorème 107 du chapitre IV queW est de mesure nulle pour
la n-aire dS

Soit a calculer 1 intégrale Iw d'une forme différentielle
continue 3 de degréN-1, sur une sphère c de centre origine
et de rayonR dansRN, munie de son orientation canonique
(correspondant a l'orientation transversale où les vecteurs
sortants sont positifs; voir corollaire 2 du théorème 30).
L'équateur zs = 0 est une variété de dimension strictement
inférieure à celle de la sphère, et par conséquent, d'après le
corollaire 2. il peut être néglige dans l'integrale. L'integrale
est donc la somme des deux
ment 6. l'hémisphère supérieur

rales correspondant respective,
l et à l'hémisphère inférieur .Y,

Où.X+ est definie par -c,, > o
de l'integrale  de [31e

etC_par sN c 0 (l'existence
surx (parce queC est compacte)

entrake  celle de ses Intégrales sur toute uartle dS-



Occupons nous par exemple d'abord de l'intégrale sur
1 hémisphère supérieur. On possède une carte de cet hémisphè-
re, l'application @ définie par :

où @ est la boule ouverte c 3~: c R' de RN-' . On devra
donc d abord chercher 1 im& réciproque de w par cette
carte. Pour cela Il suffit d'écrire 0 sous la forme (v1,3;6),
et de remplacer respectivementxN  etdxE1 par la relation
(VI,6;3>) et la relation obtenue par différentiation, soit

On obtient ainsi une forme différentielle @*z ayant
la forme

où est une fonction continue sur la boule ouverte @ .
Il faut ensuite calculer la fonction 0(x,, ~c~,...,T~-,  ; a).
Le système de vecteurs e,,e2,..., ;Nef est positif pour
l'orientation canonique deRN-'; son image par @'(T,,~c~,...,x~-,)
est constituée par le système des vecteurs tangents a
l'hémisphère supérieur au point (3~,,3t~,...~~-,,~~),ayant

les précédents comme projections. Appelons les 2: ,~~,...,e~-;

Nous remarquons que le vecteur é,.,  , en chaque point de
l'hémisphère supérieur, est sortant, Le signe de la base
CN > q , . . . ) -TN-, dansRN  (qui est aussi le signe de la

base eN , z, , . . . , y,,,-, + , c'est-à-dire (-1)N-'  ) est

donc aussi le signe de la base:;, z: ,...,eh-,  pour l'orien-
tation tangentielle deNta, sphère. Finalement la fonction 8
est donc égale à (- 1) ; on aura donc la formule :

(E1,6  ;36) $+c,,s~,..., xN-,)dz,  dz, . . . &NS, >

ramenant le calcul de l'intégrale de la forme dlffërentielle
à celui d'une intégrale multiple usuelle.

* On a Z! = 2. + 1. ZN , donc le déterminant de

l'une des bases pai rapiort à l'autre vaut 1.



Les calculs sont les mêmes en ce qui concerne l'hémisphère
inférieur , mals, dans les formules (vI,6;33). (VI,6;34) ,
on doit écrire un signe- , à savoir

D'autre part, en un point de
vecteur Z, est rentrant et
correspondante est(-ljfr  .

, dz,,= t =,d-=,+x2dx2+...+xN-,  _ .

R’-  g - x;- . -xi-,

l'hémisphère inférieur, le
par conséquent la fonction 0

Etudions le cas particulier de la dimension N = 3.

Supposons que W soit de la forme

Avec les formules (vI,6;33 et 341,  (vI.6;35) s'écrit ici  :

(lzl.6:39)

.+ ?drhdf

= dz  A dy

Ici 8 = (-l)*=  + 1 , donc

(YI.6;ko)

Ensuite

On aura :
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Il est bien entendu que, dans (VI,6;40) (resp. (VI,6;41)),
on doit, dans les expressions de a ,B,C , en fonction

de xJ  y8 ?J
remplacer 5 par d- (resp.-V)a

En outre, on possède, par les coordonnées polaires, une
carte particulière $ = P de la sphère, definie par
(IV,g;33). Ici 0 est le rectangle deW2 défini par

o<e<Tr, o<g<zx  ' (On ah/= R ). Le complémentaire

de l'image P(0) de cette carte est un demi-cercle méridien,
il est donc encore de mesure nulle pour la mesure [s]
associée a 3
peut donc slmpiement  se calculer sur 1 image de la carte.

d'après le corollaire precédent. L'lntdgrale

On remplacera alors, dans (v1,6;38)  J %,y,? par leurs
expressions (IV,g;33), et ~-SC, dy , d+ , par leurs
différentielles (avec n/ =R  , h = 0 ) , ce qui permettra
d'écrire z sous la forme

@V ; 42)
*aP 0

Il faut maintenant calculer la fonction d'orientation 8 * .
Pour cela, il nous faut,
rectangle k ,

en un point déterminé (e,q)  du
calculer l'orientation du système des deux

vecteurs  3&(e,g). T%T(@,q) sur la sphère; or leur situation
géométrique (étudiée page 672 du Cours de lère Partie (**)
montre précisément que le système de ces deux vecteurs est
positif pour l'orientation de la sphère, donc la fonction
d'orientation vaut + 1. On est donc finalement ramené au
calcul d'une intégrale double usuelle :

+ Il s'agit ici de la fonction d'orientation O(U; @),
sans rapport avec la colatitude 8 l'une des coordonnees
polaires !
de l'alphabet

Triste conséquence du'petit nombre de lettres
!

(**) Ce renvoi se trouve page suivante.
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** Renvoi de la page 137.

A ce moment, nos lecteurs étant encore innocents et non
Initiés aux mystires  de l'orientation, nous n'avons pps re-

y-'
gardé si le trièdre L ,J > C'est pour-
quoi nous avons seulement montré que valait k 1 ,
ce qui nous suffisait oour le changement de variables des
intégrales multiples.

lère démonstration :
tiati;nne_z ) y , 3

On calcule directement, par difpéfen-
, le jacobien, et on trouve + hAm,6>0

donc L,j,h est une base positive. L'inconvénient de cette
méthode est de perdre tous les avantages acquis lors de
la détermination, par voie géométrique. du module du
jacobien.

2ème démonstration : Raisonnons d'abord en cocrdonnées
polaires planes , p, q . D'après le choix même du sens
positif de cercle trigonométrique dans un plan orienté
(sens des angles), par l'orientation tangentielle de ce
cercle associée a l'orientation transversale où les vecteurs
sortants sont positifs, la base c , c , où ü est normal
sortant, et ?F tangent dans le sens direct. est positive.
Si nous passons a IF?' canoniquement orienté, on voit

que le vecteur-x  est soriant psy rapport à la boule, ainsi
que le vecteur E e3 ,où es est le Jème vecteur de
base (axe*des ), et
vecteurs et"a

E = signe de 3, %#o . DO~, les $
étant tangents à la sphère, la baset,J,

a le même signe que la base E ë, > &T;
ci est de même signe que c 7, , TO, x0

mals alors+ceJle-
, ou encore -jo, & ~7,.

a 0'
sont les projections horizontales de ,j et x.

, à des facteurs positifs près, EU et Go,

(suite de ce renvoi page 139)
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Prenons enfin, comme exemole tout-a-fait particulier,
l'integrale

(Y46 ; L4)

!

xc+-yd=

r”
2 + < ’

où? est le cercle trigonométrique, muni de son orientation
canonique. On possède évidemment une carte de ce cercle
définie par @ : 9 -+ (CM~ , nyn/g) ; ici & est l'ouvert
0 <y < 27-i de la droite w. L'image @(Y) est,sur r,
le complémentaire d'un point, donc d'un ensemble de mesure
nulle pour [WI On voit alors que l'image réciproque dc
la forme différentielle n'est autre que la forme dq sur R.
Par ailleurs, Il est Immédiat que la fonction 8 d'orientation
est égale a t 1, autrement dit que l'application @ transpor-
te le sens de parcours positif deR sur le sens de parcours
positif du cercle trigonométrique; on a donc la formule :

(W;45)
i

x*-u6dr/  =
x2 +

=27c .

"r T

Ceci naturellement était très intuitif à l'avance ! Avec un
peu d'habitude, on manie rapidement les opérations precedentes.
Tout ce formalisme a un caractère à la fois intuitif et
automatiaue très aaréabk. Jl faut toutefois tow
porter une certaine attention aux questions de signe dQes
aux orientations.

Suite du renvoi de la page 138
Z et8 étant associés aux coordonnées polaires dans le
plan des x , y . Finalement, t ,a , x a le signe de
E ü ,  2, d3 dans R3, ou de z, G, e3 dans R3,0u

de Ü, G dans R" , donc est positive. Ce résultat, démontré
seulement pour % # 0, reste valable par continuité pour 3=0.

Comme alors L est normal sortant, $ , b est bien
une base positive pour l'orientation tangentielle de la
sphère.
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les conditions du theorème. une
continue ,Wy  , converge pour v Infini

Vers une forme diff&entielle  w , uniformément sur tout
compact de V , l a  m e s u r e  [;S,]  associee  B 3 converge,
localement en norme, et a fortiori Vagueme&nt. vers la
mesure L3]  associée à w' .

Démonstration - Nous disons que Ov converge vers 0 si,
dans l'expression (VI,3.7), chaque fonction (w,),
vers la fonction (W)J

converge
. (Cette dé-ition suppose V donnée

dans un ouvert d'un espace afflne,w  definie  et continue
dans cet ouvert).

alors la majorationJVI,6;2l).,applJquée  a wv - 3,
montre quz la fonction?, , associee  a o,,converge  vers la
fonction -Pr associée à W , uniformément sur tout compact
de V . Donc, pour tout compact K de V ,

converge bien Vers 0 . Le théorème de Lebesgue (théorème
35 du chapitre IV) donne d'ailleurs des conditions bien
moins restrictives pour que cette conclusion subsiste
(voir l'exemple, page 550 du Cours - lère partie) : si;,

converge simplement dS-presque  partout vers W , et admet

une majoration .$//(3,)J  (X)(l$  g(s)  , où % est une fonction
3 0, localement dS -1ntégrable  sur V , alors [O,] converge

localement en norme vers [w'] . Par ailleurs, si 4 est
bornée  sur  V d'aire finie, le theorème  de
Lebesgue montre que converge vers 4" _

Nous allons calculer explicitement la fonction+  de la
formule (v1.6;21) dans le cas d'une hypersurface C d'un
espace euclidien.

Théorème 33 - -E un espace affine euclidien orienté de
dimension N , muni d'un referentiel  orthonormal positif.
Soit~ une hypersurface de classe C' & E,orientee.  s
alors 2 est une forme diff&entielle  continue de degré
N -1 dans E > definie  par la formule :
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(B,6;47) Gi = 2 C$(s)  dq I\dzc+..j\drC  A dr,,,  A...I\  dx,.,  >j=’ j-1

la mesure associée [W] x 2 , est définie par la formule :

où d.(s) est l'angle du j -ième  vecteur de base de É avec
- $
la normale positive à C au point x (pour l'orientation
transversale associée à l'orientation tangentielle par
l'orientation de f ).

Démonstration - Soit@ une carte de V . On connaft, d'après
lVI,5;7) un vecteur porté par la normale et positif pour
l'orientation transversale. Le vecteur unitaire correspondant
de la normale est défini par la formule :

o ù  Nu) est précisément l'aire du parallélépipède des

5
atL;(U) , c'est-à-dire la longueur de leur produit vecto-

riel.

D'après la formule (VI,2:16), ses coordonnées sont

La formule (v1,6;26) donne donc

d'où l'on déduit aussitôt (VI,6:48) d'après (v1,6;28).

Corollaire - Dans les conditions de l'enonce du théorème,

l'intégrale / zi se calcule comme une Intégrale. de

surface 2:
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Ql.6;  52)
I

w =

E
fi (-$’  1 i$ cm aà dS ,

.Y

l'existence de l'un des membres étant équivalente a celle
de l'autre.

Exemple - DansR3, on a la formule :

Remaraue - On préf&re souvent écrire w , quand elle est
de degre N-l, sous la forme

(h cause de la formule (VI,j;43)).

On a alors

So1ent.c et?'deux  variétés orientées cle dimenslonn
. =H un C'-diffeomorphisme deV surV',

transportant l'orientatlo~de~  sur celle de îj' * . SiW
est une forme différentielle continue de degré +L

HG son image survf ** , alOrs la mesure
ET,&

[HG]
G'

associée

a HW est l'image par H de la mesure [GI,.
et l'on a, entre les Intégrales, la formule":

associée &~W ;

* On entend par là que l'image par H’(r)  d'une base deT(z;V),
positive pour l'orientation "v , est une base de T‘(H(x);V<)  ,
positive pour l'orlentatlon  "VI.
** H étant un C'-dlfféomorphisme,ll  y a des Images directes
aussi bien que réciproques.
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l'existence de l'un des membres étant équivalente à celle
de l'autre.

Démonstration - Il suffit de considérer une carte@ relati-
ve a V de sorte que H o @ est une carte relative à V' .
On a alirs immédiatement les formules suivantes :

donc leTdu,  A &,A... A d.LL, de (VI,6;1) est le même
pourz surV et Hz s u r  V’ , et

puisque H conserve les orientations.

Donc la mesure ib, aJ et la mesure Hzi,H.<P
co'incident, d'après (v1,6;2). Alors

donc on a bien
"vJ, =

[H z ] 7, (Mesure associée a Hl’o sur

H([a], 1 (image Par H de la mesure aseociée  à 2

sur V ).' ATors les intégrales de 1 pour [Z] et [H W]
sont les mêmes (théorèmes 60 du chapitre IV), ce qui donne
bien (VI,6;54).

On peut aussi partir d'une forme différentielle Q
continue de degré n sur V’, et alors on aura :

(X,6  ; 58)
l

H*z= Q

v l GI
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Les deux membres de cette formule conservent un sens,
si H est seulement une application de classe C' et non un
difféomorphisme; mals alors la formule cesse d'être vraie,

Z1es 2 membres sont en géneral distincts. (Ils le sont de,ja
sin est un Cv-diffeomorphlsme,  mais ne conservant pas
Tés orientations :). Par exemple, si g = 39 est le
segment]-1,  +I [ de W avec son orientation cano$ique, siH
est x - y = 2' , et SI LT = % , alors H GT  = 2sdr.
On a :

h!l,6;59)

! !
H*a = zxdz=  o

Y 1-1,tir

Considérons, dans un ouvert0 d'un espace affine Z! de
dimension finie, une variéte singulière ou paramétrique
de classe C' , de dlmensionn,d~finle  par une application H
de classe C' d'une varieté vraie V ,de classe C';de dlmen-
slonn.dans  fi . Nous représenterons par HIV cette

varieté singulière. SIV est munie d'une orientation3
on dira qu'on a affaire à une variété singulière orientée,
et on la notera H I"v.

Soit alors z une forme diff&entielle  continue dans.0 ,
de degré ?z , a valeurs dans un espace de Banach. Elle a
une Image réciproque H* L? forme differentielle  continue
de degrén sur V> celle-cl definit une mesure de Radon
[H*Z 1, sur v , associée a l'orientation "v ; il
sera commode de la noter [s]g,; ou même [3] , si

aucune confusion n'est a craindre.

On appell:  intdgrale de 0 sur la variété singulière
orientée HIV, si elle existe, l'lntdgrale  de l'image
réciproque H* c

n
sur la variété orientée V . On a donc

la formule de définition

eL6 ;64 iH$ = l;*z  = jyl;
Naturellement cette intégrale existe toujours si l'image
reciproque  par H du support de w est un compact de V .
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Cela se produira sfiremrnt siw est à support compact et H
propre (voir lère Partie, page 536); ou si V est compacte.

Exemple - l'exemple de la formule (v1,6;65).

L'intégrale est, par définition, l'intégrale

deGJ= % sur la variété singulière définie par l'applica-
tion t-i : 3c- y= 3c' de l-1, +I[ dans w . On a donc

toujours

(nr 6.6s), I 0 = ! 2 x  ds =
Ir;itl[

ll-q]-i;l;;  [ 5 i
mats, dans r le 2ème membre, Il n'y a aucune raison de remplacer
H 11-1,  +Il , variéte slngullère,par  la variété -1, t 1 .1 [

Théorème 32 - Les intégrales d'une forme différentielle, sur deux
varletés  singulières orientées equivalentes,existent  en
même temps et sont égales.

Démonstration -
et de classe C'

Soient V,  et V, deux variétés de dimension n.
HI et Hz des applications respectives deV

et V,  dans E , définissant deux variétés singulières de E J

On suppose que ces variétés sont équivalentes, autrement
dit qu'il existe un C'-dlfféomorphisme  K de v, sur V, , tel
que l'on ait H, = H, o K .

D'autre part, V,et.V,  sont supposées orientées; et, pour
que nous ayons deux variétés singulières orientées

on suppose que K transporte l'orientation
équiva-

lentes, 7, sur
l'orientation qv,, au sens du théorème 34.

Soit alors 0 une forme différentielle continue de degré-n
sur E ;

Vl

elle admet une Image réciproque Hy s sur V, qui,
étant orientée, définit sur V, une mesure de Radon [w] HIV, -

*+
De la même manière H, ~3 définit une mesure de Radon

sur V,  .
2

En outre, de la relation cl-dessus, on déduit que l'on a :
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(m,6;6d (; = (H,.K~; = K* (H:  z ) ; ou K(H:  W) = Hz  3 .

Mais alors le thkorème  34 nous prouve que la mesure

F* 8 1 ;, est l'image directe de la mesure H,PI;
par  K , et la formule (VI,6;54) nous dit bien que

J HT i?i = / HI 3 , donc
/

3 = 3 , ce qui démontre
c 5 H, I 7, /H*IC,
le thdorème.

Corollaire - Soittl  une application de classe C’  d'une
variété orien?Xëg  ae dlmenslonn  , dans un espace affine E ,
définissant  une variete  singulière or-.  Si l'image H(v)
est elle-même une varieté  VO , de classe C', de dimensionn,
ae E , et siH est un Cl- v sur v, . alors
TintégG  sur la varié
différentielle 3 continue de degrd n E E ,
que l'integrale  de 3 sur l'image V,  s munie de l'orientation
vo ' transportée  par H * Q .

Ddmonstration  - La variete  singulière HIV est en effet
equivalente  B la variété singulière 11 Vo,  où 1 est l'appll-
cation  Identique; ici on prend K=H , alors H = 1 D K

1°/  L intégrale change de signe, si l'on remplace l'orientation
de la variété singulière par l'orientation opposee, c'est-à-
dire "v par v .

2'/ L'intégrale dépend lineairement  de3 .

3"/ Le theorème  32 est valable dans les conditions Suivantes.
La variéte  singulière H \ V (H étant une applicat::EdeV
dans E ) a une mesure des aires ?a -dimee;;onn;ll;s,
est euclidien; cette mesure dS 3 o

(chapitre IV, theorème  107). Alors [ H” 3 ] F ,  mesure

sur V , est de base dS , égale à T dS , ?;’ continue
sur V, avec la maJoration  :

@,6 ;62) II;i:G)\l  6 ~II~JW))\i t t E ” .
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Il en résulte, en particulier, que
I

i-5 existe

sarement si les coefficients ZJ de w'
I-II;
sont bornés et

SI v a une n.-aire finie.

SI malntenant  V , de dimension n,a une Image H(V)
contenue dans une sous-variété de classe c' de dimension
<n deE , donc de TL -aire nulle (corollaire 3 du

thborème 107 du chapitre IV), l'intégrale de 2 sur la
variété singulière HI c est forcément nulle.

On gCnérallse  aussi sans peine le théorème 33.

Considérons, par exemple,
réunion du disque d'gquation

l'ensemblez  de l'espace d,

(Pr,6;63) $= 0 ,  5+ya 1,

et de la surface conique de révolution d’équation

(YI,6;64) $ + y = ( a-$, o é 5 6 1 .

Cet ensemble compactx  est représenté par la figure suivante

ra

Bien entendu x n'est pas une hypersurface de classe C';
elle est la réunion d'un disque ouvertz,
de classe Ca,d'équatlon  3~ o, ~'+y* < 1

hypersurface
,'d'une surface

conique (sans sommet ni base) définie par 1'8quatlon
OC~<1 , qui est aussi une hypersurface

, et enfin d'un point de coordonnée (O,O,l),
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et du cercle, variété de classe C- et de dimension 1 définie
par les équations 3 = 0, x2 +y* = 1 . Il y a donc des "points
singuliers", le sommet du cône et les points du cercle, qui
empêchentx  d'être une variété. On peut dire quex est
une "variété avec points singuliers, ou pseudo-variété", de
classe C" , de dimension 2.

Tentons de
qu'une

donner une deflnitian  gekrale. On dit
partie d'une variété de classe C' est -7%.

dimensionnellement négligeable, si elle est la réunlon d'un
nombre fini,. ou d une inflnlte dénombrable de sous-variétés
(de classe C') de dimension -G n . Pour 7-L = 1, une partie l-
dlmenslonneIIementnégllgeable  est simplement un ensemble fini
ou dénombrable; pourri= 0, une partie 0-dimenslonnellement
négligeable est vide. L'intérêt des parties n-dimenslonnel-
lement négligeables est que, si w' est une forme différentlel-
le continue, de degrés.  , son intégrale sur toute partie 7~ -
dimensionnellement negllgeable  d'une variété V de classe C'
et de dimensionn  est nécessairement nulle (Corollaire 2 du
théorème 32). Soit alors ? une variéte de classe Cmet de
dimension quelconque. On dit qu'une partie V de v est une
pseudo-variété ou une variété ê points slnguliers,de  cEse
Cm et de dlmenzionn s il existe une partie
ouverte relativement 6. V , sous-variété

de V,.,,

de classe C"
qui est une de v ,

et de dimension n., et si le complémentaire
V -‘LL  de ou dans V est n -dlmenslonnellement  négligeable .
Naturellement le choix de cet ouvert %dde V, est assez
arbitraire, puisque, SI l'on en a choisi un, on peut en
rholsir un plus petit en lui retranchant une sous-variété
fermée de dimension < n . 11 existe cependant un % qui
est plus grand que tous les autres; l'ensemble des points
de V au voisinage desquelsv  est une véritable variété de
classe C" et de dimension 71.. Cet ouvert U s'appelle la
partie régulière de V , V- 21 est la partie singulière.
On dit qu'on a orienté la pseudo-variété V , si l'on en a
orienté la sous-variété Q .

Dans le cas de la pseudo-variété c definie cl-dessus,
~=C,uC* ; la partie singulière C - Lu est
réunion d'une circonférence et d'un point.
NO U S pourrons, par exemple, orienter C comme suit.

E n chaque point du disque c le sous-espace vectoriel
tangent n'est autre que le solsle:paceR'  défini par les
deux premiers axes de coordonnées; nous prendrons comme
orientation l'opposée de l'orientation canonique. En tout
point de la surface conique .YJ2  , nous orienterons l'espace
vectoriel tangent, en disant que deux vecteurs forment une



base de signe. positif, si leur projection horizontale, sur
l'espace]19*  des deux premières coordonnées,est une base qui
a le signe positif pour l'orientation canonique de w' . On
voit que c partage l'espace en deux régions, qui peuvent
être appelées la région intérieure (bornée) et la région
extérieure (ou région de 1'infini);l'orlentation  transversale
de c , associée a l'orientation précédente, est celle pour
laquelle sont positifs les vecteurs rentrant dans la région
extérieure (ou sortant de la région intérieure); le vecteur
z jème  vecteur de la base, est transversal négatif en
to;t ;Oint de C,,transversal  positif en tout point de 2, .

Corrme  Il est dit plus haut, on ne définit l'orientation,
transversale ou tangentielle, que sur la partie régulière
g2.z  l

Aucune orientation n'a été définie aux points du
cercle, ni au sommet du cône, ou il n'y a pas de plan tan-
gent.

On appelle ayors intégrale d'une forme différentiel12 w'
de degré 72 sur V , 1 intégrale sur la partie régulière *U.  ;
c ’es t  assez  lég i t ime,  puisque V - 21 est n-dimensionnelle-
ment négligeable.

Dansnl'exemple  déja étudié,

5," -& *

ce sera donc l'intégrale sur
Si 0' est continue sur un voisinage de C dans

R3 9 elle est bornée sur l'ensemble compactx  , et, comme

C, et C, ont une aire finie, 1 Intégrale a sûrement un sens.

Soient maintenantv une pseudo-variété de classe Cm et
de dimensionn  , de partie régulière a, et H une application
continue de V dans un ouvert L% d'un espace affine. On dira
que H IV est une pseudo-variété singulière de classe C" dea,
s'il existe un ouvert QH de '%.- sur lequel H soit de
classe Cm ,et tel que Q -UH soit n-dimensionnellement
négligeable. Ici encore on peut choisir q,,,  assez arbitrai-
rement, mais il y en a un qui est plus grand que tous les
autres, c'est l'ensemble des points de 4L au voisinage des-
quels H est de classe C" .
appellera intégrale de w

Si alors V est orientée, on
scr Ii( V , 1 intégrale, si

elle existe, de 3 sur  HI%+, , c'est-à-dire l'intégrale
de H”z sur ou., '

SoitO une forme différentielle de degré 1, définie et
continue sur une variété, qui sera en général un ouvert fi
d'un espace affine E de dimension finie N . On peut l'inté-
grer sur une courbe paramétrique orientée de classe C' ,
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SI2 par exemple, cette courbe est de longueur finie,
et w borné sur cette courbe.

z.5
p;'e;;;tOrt  A un référentiel arbitraire de E , la forme

3 = $, A;(+ <x2,... ,z,,)d=<,

où les A; sont des fonctions sur62 à valeurs dans F .

*eXnsune VWiétésingullère  orientée définie comme suit.
Soit [a,P] un intervalle compact de la droite réelleW ,

P-a #O de signe quelconque,

soit t - M(t) un chemin sur il
cation M de classe C' de [a, p] dan; ~z""",'ho"~~i~~~n~"%~
[a,Al le sens de parcours 0: -13 ce
donner l'orientation de R si a <'j

qui revient à lui
, et l'orientation

opposée SI 0: > J . Alors [UT~ J
orienthe  de dimension 1,

est une pseudo-variété
de partie régulière

M 1 [aiipl

]a,fl[L  et

est une pseudo-variéte  parametrique  r orlen-
tée de dimension 1 , de longueur finie. Soientr.(t)  , $=l,Z,...,N,
les coordonnt5es  de M(t). 1

D'après la d&fl.nition.  on a :

@i6;73)
I !
3= M*G =

f Jcfd

Z

I ;(M(t)).M’(tjdL

IdGiAr

Expliquons en détail ces formules. Nous avons à chercher
la forme différentielle M*O (2ème  membre de la formule
précbdente). Elle est définie par la formule (VI.3;30), qui
donne

(pI,6;7!? (M*G)(t).1  = ;(M(t)) .M’(t) ( 1  t w) ,

o ù  ;(M(t)) d(Ë;i:),M’or  Ë > de sorte qu'on obtient
bien aux 2 membres de (yI,6;7j,bis)  des éléments de? *

l Rappelons que, partos dans ce paragraphe, 2; est à
valeurs dans un Banach P .
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L'image réciproque cherchée est donc la forme différentielle

sur Id[ > a valeurs dans? , égale à 0 ( M ( t )) . zj  dL .

En utilisant ensuite le reférentlel,  on obtient bien le
dernier membre de (~1,6;73).

Dans ces formules, dt est considérée comme une forme
différentielle sur w , et l'intégrale se calcule sur
] ~~ [ orienté .
La fonction d'orientation 8 est ici + 1, sioc<p , et

-1 f sia=+. L'intégrale est donc + 1 --. . . dt ,

où, cette fois, d!. est la mesure de Lebesgw?k%  R . Mais
finplement  ceci n'est autre chose que l'lntdgrale  définie

I
P

4%
* * - d/t , relativement à la mesure de Lebesgue dk sur E,

dgfinie en Mathématiques Spéciales, ou à la formule (IV,g;l) * .
On a finalement :

! !

A
G!r,6;74)  s = 0 (MG))  .M’(t)& = ~

i:
d L*

+ Il y a inévitablement une grande confusion dans l'écri-
ture de ces formules, à cause de l'habitude (regrettable !)
de noter, par le même symbole dt deux choses entièrement
différentes : une forme différentlélle  de degré 1 ( la
différentielle de la fonction identique t 3 t ), et
une mesure de Radon (la mesure de Lebesgue surR ). Si
l'on effectue la transformation t -, _ t, la lère se
change en son opposée, la seconde reste Invariante. La
seconde est d'ailleurs associée à la première~sulvant  le
corollaire du théorème 31, par l'orientation canonique deR.
On ferait mieux d'appeler\& 1 la mesure de Lebesgue (en
conformité avec la formule du changement de variable
(IV,9;72)  a symboliquement dz = 1 E'(t)1 &II , qui s'écrl-
rait mieu;  1 &c 1 = 1 $'(t)lI&  1) . On voit aussi que le

symbole J est déja 1 incegrale d'une forme différentielle
d

de degré 1 sur une variété orientée.
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Cela rejoint bien le concept habituel d'intégrale curvi-
m, tel qu'il a été vu en Mathématiques Spéciales. On
retrouve le fait qu uns telle intégrale curviligne ne peut
se calculer que sur "ne courbe orientée. c'est-a-dire munie
d'un sens de parcours. et q" un changement de l'orientation
de la courbe change le signe de l'intégrale * .
Une intégrale curviligne peut se calculer sur un chemin de
classe C' ; elle peut aussi se calculer sur un chemin de
classe C' par morceaux (par exemple "ne ligne polygonale
orientde) Nous appellerons ainsi "ne application M ,contlnue
de [m,fi] dans 0, , telle qu'on puisse trouver un nombre
fini de points t, = cI, t, , t, ,... ,t;,  ti+ ,,.__ t,= fi, formant une
suite finie (croissante ou décroissante, selon que a < j
ou IX 7 fi ) de manière que M soit de classe C' dans chaque
intervalle [tir ti+,],  i=O,l,Z,...,  n-l . En chaque point t;,
M est donc continue, mais a "ne dérivée à gauche et "ne
dérivée à droite, non nécessairement égales. Alors M 1 Cs s fi]
est encore "ne pseudo-variété singulière. suivant la défini-
tion de la page 148 ;

{t,,$,... , r, 1 dans

ici%+,est  le complémentaire de

L~e83 . L'intégrale curviligne

I
z sera alors, par définition :

M(G31

(Y,6 35) i
0 = 3 f

MI Lac31
g!

~llt;!L+,I
chaque terme étant "ne Intégrale sur "ne variété paramétrique
orientée de classe C’ . Le calcul fait à la formule (~1,6;73),
pour chaque Intervalle [t;,ti+,], nous redonne les mêmes expres-
sions (VI,6;74), qui conservent bien un sens, la fonction M1
étant définie partout sauf en un nombre fini de points, donc
dt -presque partoutjet  réglée, donc dt -intégrable  ( et
même intégrable-Riemann).

l"/ Définition - SoitMun chemin défini par "ne application
continue du segment [a.PI de IFp dans un ouvert .Q d'un
espace affine de dimension finie E . On suppose que ce chemin
(non nécessairement de classe C' ! ) est de longueur finie,
c'est-à-dire que la f'onctionM est 0 variation bornée (lère
partie, page 618). Soit d'autre partU "ne forme dlfférentlel-
le de degré 1 continue sur Sz On définit alors l'intégrale
de 3 sur le chemin M orlenté'(où  [a,~31 à l'orientation
définie page 150 ) par la formule

* Cela revient, dans (VI,6;74). à changer [ en 1:.
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I .Y?  -.
Il s'agit d'une expression ]B({,dp)  définie à -z

(IV,5;13). Ici t + ;(M(t)) est une application continue!

de [o(,j3]  dans $(É;F);dM=q est la mesure sur [a,!] dont
la fonctionM est l'integrale  Indéfinie (théorème 88 du
chapitre IV), mesure à valeurs dans E c'est
l'application bilin6aire  zntlnue cano2;quia%  i(P;bx 2
dans?, définie par (u,X)  4 u . x .

SIE est muni d'un réferentiel  par rapport auquel; admet
l'expression (V1,6;72),  et la fonctionM admet les composantes
t -4;w , alors l'intégrale cl-dessus peut s'ecrire sous

la forme

w -878)

il s'agit des intégrales des fonctions contlnuest-

à valeurs dans 7 par rapport

?$(M(t)),

aux
associées aux fonciions  à variation

ar le théorème 88 du chapitre IV. S'il
se trouve que M soit de classe C' , ou de classe C'
morceaux, on peut écrire dM(t)=  M'(t)&, dz.(t)  = cc’.Zdt ,
d'après le corollaire 1 du théorème 89  du chipitre 9V; on
retrouve ainsi la formule (VI,6;74), ce qui prouve que la
définition, que nous venons de donner, de l'intégrale d'une
forme differentlelle  continue z de dogre 1, sur un chemin
de longueur finie, généralise l'intégrale,déjà  connue,sur
un chemin de classe C' ou de classe C' par morceaux.
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2"/ MaJoratlon  - L'intégrale (vI,6;77)  admet, siË est
normé, la majoration

variation totale de M sur  [u,fiJ , c'est-a-dire la longueur
du chemin M( [a,fi] de l'espace métrique E . En effet,
d'apres le corollaire 2 du theorème 90 et sa demonstratlon,
on peut écrire n(t) = q(t)&(t), où do est la mesure des
longueurs relative au chemin. mesure 5 c sur tu,81  ,
et où 9 a la-norme 1; le chemin a & -presque partout une
tangente, et q(t) est le vecteur unitaire de la tangente
au pointM(t) > orienteedans  le sens des t croissants (donc
en sens Inverse du parcours du chemin, si a Y J?I).

Alors, d'après la définition (IV.5;13), on a :

@,6:~0) I ; ZZZ P
M 1 Ca21 k

w’(Mct)). q(t) A(t) ;

comme llW (M(t)).q(t)ll6/l~(M(t))  11 Puisque  /Iq(b)l\  = 1 > on  en
déduit bien (v1,6;79).  Cette majoration est a rapprocher
de (VI,6;jl).

Si E est euclidien, on peut appeler CU3ad(t) les
cosinus directeurs de la tangente au point M(t) ; on a
donc dzj(t)= (mag(t))  do(t) . Alors, sous la forme
(v1,6;78),  on a la majoration :

qu'on
par

peut, d'après l'inegalité  de Cauchy-Schwarz,  majorer
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3”/ Calcul par passage à la limite.

Soit enfin A une subdivision t, = u , t, , t, ,...,

tt t,=& , i+,'"' , J de [a,~1 ,de finesse7 .

Calculons la différence entre l'intégrale (VI,6;77), et

L'expression (v1,6;83)  peut s'écrire :

i

13

(nr,W4) z(t) l G(b)  ,

d

o ù  iz est une fonction sur [a, PJ , à valeurs dans

JY(Ë;F)  , égale, dans l'intervalle ]ii,ti+<[ , & ;(M(@;))a

On a donc :
n-1

; - c z(M(8;)). (M&+,) -M&)
i=o

Il

4 ;(M(t)) - z(t)) l dMW

Il

Soit E 7 0 donné .
]t'-t"l$  ?J entraine /o(M(t  )) -

Si z chotsit V,, (M;;,,$(~  PT, quLe

longueur du chemin (ce qui est possible, car la fonction
t ---, ;(M(t))  , continue sur le compact CdJl' est unifor-
mément continue), on aura(I3(M(t))-8(b)ll  ~5 f , et le

dernier membre de (v1,6;85)  sera majoré par f .L = E .
On en déduit que l'intégrale de 0 sur le chemin M /[a?]
est limite des sommes de Riemann (VI,6 83),  lorsque la
finesse 9 de b tend vers 0 . Sous cette forme là, on
voit bien qu'elle est indépendante de la paramdtrisation
du chemin, deux paramétrisations équivalentes donnent la
même lntdgrale, ce qui étend le theorème 35 PLI cas où M est
seulement de longueur finie. On peut résumer tous ces résul-
tats comme suit :
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L'intearale  d'une forme dlff&entielle  w de
et continue sur un ouwrt,dLdun espacëafIXne
sur un cheminM)[cB] de classe Cl de fi ,

s'exprime sous ;a forme (VI,6,74). On peut la génér~iser,
par les formules (~1,6:77 et 78), lorsque le chemin, non
nécessairement de classe C'
lntkgrale est Indépendante dé

est de longueur finie. Cette
la paramétrisation du chemin

2 chemins equivalents  donnent la même Intégrale. Elle
admet les majorations (vI,6;7g. 81. 82). Elle est la limite
de la somme de Riemann (~1,6;8j), lorsque la finesse de
la décomposition a J$ [a,~31 tend vers o .

5'7 FORMULEDESTOKES

Nous allons d'abord Introduire la notion de variété
avec bord. Le prototype d'une telle variéte est une boule
fermée d'un espace affine euclidien; son bord est la
sphère correspondante.

On appelle variété avec bord, de classe C"et de dlmen-
sion 7L , une partieV d'une variété ? de classe C", et de
dimenslonrr.  , ferme;, Identique à l'adhérence de son
interleur, V = V , et dont la frontiere V = c soit
une hypersurface de V sous-variété de classe Cm et de
dimension ?t -1. Cette f;ontlère  C s'appelle alors le
bord de V , et se note aussiaV . V est en particulier
une pseudo-variété de classe Cm,de dlmenslonn  ,-mais d'un
type très spécial. La pseudo-variété de classe c , de
dimension 2, définie à (v1,6;63 et 64) n'est pas une
varieté avec bord. Certaines des propriétés topologiques
relatives au cas où V est une boule d'un espace euclidien,
et&V la sphère correspondante, s'étendent au cas géneral.
Si E est vide, alors V est tout simplement une variété
ordinaire ou sans bord. Occupons nous donc du cas où x
n'est pas vide. Son complementalre C x dans "v est
la reunion  de deux ouverts disjoints, l'interleur  \o deV
et le complementaire  CV , exterieur  de V Aucun de cas'
deux ouverts ne peut être vide. Si en effet 'Q était vide.
alors V = 5 serait nécessairement vide aussi. Si d'autre

part. C V était vide, alors V serait Identique à V , et
par suite sa frontière c serait vide. Il en résulte que

cz 9 réunion de deux ouverts disjoints et non vides,
n'est sarement  pas connexe. Il contient au moins deux
régions.
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Si nous appelons (Gk);c, les composantes connexes ou

régions de CC , chacune d'elles, si elle a à la fois des
points communs avec '? et avec CV , a des points communs

avec x d'après le théorème 34 du Chapitre II, ce qui est
impossible puisqu'elle est dans le complémentaire de c *
donc nécessairement chacune des régions a; est tout entière
dans v ou tout entière dans CV . Autrement dit on peut
partager l'ensemble 1 en réunion de
mentairesJetK,etl'ona  \I/=

l'intérieur et l'extdrieur de V sont des réunions de régions
du complémentaire de x . S'il se trouve que C partage V en
exactement deux réglons,
rement 0 et CV .

alors ces deux réglons sont nécessal-
Le même raisonnement que celui qui a été

fait au théorkme 28 montre ~uss.1 que, si ? et Z, sont connexes,
z partage necessairement  V en au plus deux régions + ;
mais comme, dans les présentes hypothèses (C bord de V ) Il
y a aussi au moins deux réglons, 2 partage v" en exactement
deux régions, 9 et CV .

Soit 0 un ouvert de 7 . Alors l'intersection V n @ est

encore, dans @' , une variété avec bord, et son bord n'est
autre que C n 0 .

[C'est la une propriété de pure topologie générale, résul-
tant de ce que&  est ouvert. Dire qu'un poIntade@  est
intérieur a V A (4 relativement a 8, c'est dire que V n 0’
est un voisinage de a dans w. Mais comme @est ouvert, tel.
revient exactement à dire que V est un voisinage de a dansV
et que par suite a est dans l'intersection de l'intérieur 9
de V , et de0 ; autrement dit (V n 0)' = 0 n &.
D'autre part, our qu'un point a de(9 appartienne a la fron-
tière de V fl & il faut et il suffit que tout voisinage
de cL dans 0 contieke  des points de V , et des points de CV.

,

Cela revient exactement à dire que tout voisinage de a, dans V
a la même propriété, puisque @ est ouvert; c'est-à-dire quea
est dans la frontière de V , donc dans CnQ . On a
donc (V n @)' = \inû = c n-0 .

Mais z n 0 est une varidté  de classe Cm et de dimension
n- 1 ; enfin tout point de VnO
v

est adhérent, dans
,à6 ,donc,dans@,a  t n6 ; donc V n (9’ est,

dans @', l'adhérence de son intérieur.]

* Dans la démonstration du théorème 28, v était un espace
affine, on pouvait utiliser un segment de droite joignant un
point d'une région à un point de C . Ici 'Li est connexe, donc
connexe par arcs (compléments de topologie sur les espaces Connexes,
théorème 36 septlmo); on peut donc toujours joindre par un che-
min un point d'une région à un point de 2 et cela suffit.
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si alors il se trouve que C partage Ci en deux reglons,ces
deux régions sont necessairement  Y n (P et CV n 0' .
Nous avons vu, au theorème 27, que tout point a de c possède
des voisinages ouverts <2r qui sont precisément  partages par2
en deux regions, à chacune desquelles a est adherent; il en
resulte donc que tout point a de 2 est necessalrement  adhérent
à la fois à Y et à CV .

On aura besoin, pour la formule de stoKes,d'ensembles  qui
sont seulement des varietés  avec pseudo-bord.

On dira que V est une variéte avec pseudo-bord de, classeCm,
de dimension n, si c'est une partie d une variété V . de
classe C", de dimension T-L , fermée dans V *identique à l'adhe-
rente de son interleur, et dont la frontière x soit une pseudo-
variété de classe C", de dimensionn-1.

Si, par exemple, nous considérons dans w3 l'ensemble des
points (XI y , 3 > qui vérifient les Inéquations

il constitue une variété avec pseudo-bord,de  classe C" et de
dimension 3, dont l'intérieur 9 est l'ensemble des points
vérifiant les inéquations

@,7;7) 2' + $ < cl-$, 0 "6 < 1,

et dont la frontière x est la pseudo-hypersurface définie à
(v1,6;63 et 64). De même, si nous considérons, dans un plan,
un polygone convexe, il constitue une variété avec pseudo-bord,
de classe C" et de dimension 2. aont l'intérieur est la région
interleure  du polygone, et dont la frontière, contour du polygone,
ffit la réunion d'un nombre fini de segments de droite, c'est-à-
dire une pseudo-varieté  de classe Cm et de dimension 1. Plus
géneraiement, un volume polyédral est une variete avec pseudo-
bord.

Une varieté avec pseudo-bord est encore une pseudo-variété
d'un type particulier (la surface z définie par (v1,6;63 et 64)
n'est pas une varieté avec pseudo-bord; mais nous venons de voir
qu'elle est pseudo-bord d'une varieté avec pseudo-bord).



Si V est une variété avec bord, son bord z est une véritable
variété, sans bord. On a donc &&V = # . Par contre, si V
est une variété avec pseudo-bord , son pseudo-bord 2 est
seulement une pseudo-variété.

En résumé, on a les lmpllcations  suivantes + :

V est une
V est une variété
variété : - avec bord ;

8V est une
ev =$ variété

eev = fl
1 1 1

V est une
variété avec

- p{;ue;;b;;;; -

l pseudo-varié-té.

V est une
pseudo-
variété

Si maintenant V est une variété avec pseudo-bord de classe
Cm , de dimension -II,,
d'un voisinage

et+,slH  est une application de classeCm
de V dans Vidans une varl6tC Sz (qui sera ici,

généralement, un ouvert d'un espace affine) alors H 1 V est
une variété singulière ou paramétrique avec pseudo-bord de fi,
de classe C", de dimension%  . Son pseudo-bord est la pseudo-
variété singulière H 1 8V , de classe C" et de dlmenslonn-1.

Soit d'abord V c c
Supposons V

une variété avec bord de classe C’.
orientée. Alors V est orientée, au sens de

l'orientation des pseudo-variétés : sa partie régulière 0,
ouvert de v,est  orientée. Mais en outre oneut munir canoni-
quement le bord c d'une orientation.

On peut en effet le munir de l'orientation tranosversale
dans laquelle les vecteurs sortant par rapport à V sont
positifs (théorème 29); après quoi on peut le munir de
l'orientation tangentielle associée, puisque Z est une
hypersurface dans 7 orientée (théorème 30, et remarque page

). Une base de l'espace vectoriel tangent en un point=

* On n'introduit pas toutes ces notions barbares pour son
plaisir ! La pratique la plus courante introduit la formule
de Stokes pour des espaces analogues à des polyèdres, c'est-
b-dire des variétés avec pseudo-bord.
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de c est positive pour cette orientation, si, précédée d'un
vecteur sortant ens par rapport à V elle donne une base
positive pour l'orientation de 7 . On dcrira que la varié%
orientée 3 est l,e boràde la variété orientée-avec bo_rd V ,
et l'on écrira z = &V . Si l'on remplace V par V ,
<est-à,dlre  parV munie de l'orientation opposée, on remplace
C par C. 11 est bon de remarquer que Ct est aussi une
variété avec bord, d'intérieur CV , et de même bord Z .
Si l'on oriente CG par l'orientation de 7, l'orientation dex,
comme bord de Cij est opposée a son orientation comme bord
deV . Si, par exémple,V est une boule fermée IIzII  < R d'un-
espace affine euclidien, l'orientation de .E comme bord de V
est l'orientation canonique des sphères de l'espace euclidien
(page ); l'orientation de 2 comme bord de I~~C/I 3 R est
l'orlantation  opposée.

Sl malntecant  on considère une variete slngullère  avec oord
orientée H/V , définie par une application Ii de classe C' d'une
varieté orientée avec bord "v ,An appells bord de cette variété
slngullè~e  la restriction H ] 8V = H Ix de l'application H
au bord C de g .

Si 7 est seulement une variété avec pseudo-bord orientée,
on peut, par la même méthode, orienter la partie régulière 9L
du pseudo-bord .X ; c'est cela même que nous appelé (page 1
orienter C , donc Ici encore le pseudo-bord d'une variété orlen-
téeavec pseudo-bord est une pseudo-variété orientée. Par exemple,
siV est un polyèdre, l'orientation de V définit une orientation
des faces du polyèdre. SI 7 est l'ensemble défini par (VI,i';l)
dansIR muni de l'orientation canonique de Itp' son pseudo-
bord est'la pseudo-hypersurface  2 des formules [VI,6;63 et 64),
munie de l'orientation que nous avons définie à ce moment.

On peut faire de même pour une variété paramétrique avec
pseudo-bord.

Une variété (sans bord) orientée s'appelle aussi un cycle .
Par exemple une sphère orientée d'un espace euclidien est un
cycle compact. Une application H d'un cycle est un cycle
paramétrique  ou singulier. Ainsi le bord d'une variété (resp.
variété singulière) avec bord est un cycle (resp. cycle singu-
lier). Un cycle de dimension 1, s'appelle aussi un circuit.



161

Théorème de Stokes

Soit; C ? une variété de classe C' orientée de dimen-
sion n , avec bord ou pseudo-bord; soit 2 une forme différen-
tielle de degré n-1, de classe C' , sur V .

La formule de Stokes s'écrit :

m, 7;3)

Il y a échange entre l'opération "bord" sur la variéte,
et l'operation cobord" sur la forme (C'est de là, d'ailleurs,
que vient le nom de cobord, celui de bord ktant tout naturel
pour les varldtés) On Intègre 0 forme diffbrentielle
de degré n-L, sur R)v'  , pseudo-varieté  orlentee de dimension
n -1; dd , forme différentielle de degré72 , sur

G, pseudo-variété orientée de dlmensionn  .

Ce théorème n'est applicable que dans certaines conditions
assez restrictives. On peut naturellement l'étendre aux
variétes  parametrlques avec bord ou pseudo-bord (voir formule
(VI,79+)  >.

Théorème de Stokes élémentaire

Théorème 37 - Soit V c 7 une variété avec bord c , orientée,
de classe-??>
classe C2

de dimenslonn . Soit H une aoollcation  de

de classe Cc
d'un voisinage deV dans 7 , dans une variétéa
définissant ainai une Variété  paramétrique

orientée avec'bord H f V de JI + Soit3 une forme dlffé-
rentielle de degrén-1,  delasse+C' , définie dans fi , &
valeurs dans un espace de Banach F .

+ Généralement, dans la suite de ce cours,fi sera un
ouvert d'un espace affine de dimension finie. C'est aussi ce
qui se passera sIV est dans un tel espace affine et si H
est l'identité.



si alorsV  coupe l'image réciproque par !-l du support
deij suivant un compact (ce "i se roduira toujours sIV
" ynm~~a ;, el: ~$;o;~;!+ cumpact et H propre

@67;4)
! -

dw =
i -

w
H("v "I&V

Ce théorème est dit théor??me élémentaire de Stokes, parce
queV a un bord, AV est une vraie variété.

D6monstration  -

1er cas -

fi = ; = V = En [donc z = 4 ), H = identlte;

3 est à support compact. On s"pposeE muni de son orienta-
tion canonique.

Supposons 3 exprimée sous la forme habituelle (VI,j;41)

Il suffit évidemment de montrer que, pour "ne somme z
réduite à un seul te=, c'est-à-dire pour "ne forme

w = iIja dz, A dz, A . ..A dx$.,A  dza+  ,... dz, , la formule
(VI,T;J) est vraie. C'est ce que nous allons faire.

n
#vec V = R muni de son orientation canonique, la fonction

d'orientation 8 de la page 88 vaut t 1. et

(-7;b)
i

dr,h  dr,~... A dx,  =
i! I

. . dz,  ds,  . . . dx,  ,

R” IF.”

intégrale multipl~habituelle. Les intégrales écrites ont
un sens, puisque w est continue à support compact.

n
Comme z est vide,l'lntGgrale  surx est nulle, et la

formule 6. démontrer s'écrit :

* C'est le cas que nous rencontrerons le plus souvent.
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(p1,7;1)

Appliquons le théorème de Fubinl (théorème 77 du chapitre
IV) :

(q7;9)

= i I. . . dz, dz2...da-,d9+  ,... dz*
Jo’,
--3%. ( z,,r2,..:xn)  dz. -

lr-' 1 b

Le théorème de Fubinl Indique seulement que la dernière
intégrale a un sens pour (dr,-..d3~j_,d~~d+,..'d~,)-presque

toutes les valeurs de x,,&,...  3~.-,,z.+,,...z+,et  qu'elle
définit une fonction (dr,...d~~-,d~~+j...  &, ) -1ntegrable.
Mais de toute évidence, la dernière intégrale existe toujours,
et elle est nulle, car, w- ayant un support compact

2ème Cas i" n
V est le demi-espace fermé x, 6 o de V=fi==W, H est

l'identité; 3 est CL support compact. On suppose R" muni
de l'orientation canonique; alors c est 1 hyperplan
32, = 0 et, comme nous l'avons vu page
tation dex'est l'orientation canonique, où la base

l'orien-

e, ,a.. , zc, est positive. Comme dans le ler cas, nous
supposons W de'la forme (VI,T;h), avec une sommez réduite
a un seul terme. Le premier membre de (VI,7;4) est l'intégrale
qui est au premier membre de (v1,7;8), mals calculée sur V ,
demi-espace 2, s o , au lieu de Rn. Le deuxième membre
de (VI,7;4) se calcule comme suit. On prendra pour la variété
c la carte identique; l'image réciproque de 3 , forme sur
Rh,est  la forme sur R"-' , obtenue en remplaçant, dans J.J,
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3c1
et dz, par o ; c'est donc la forme différentielle

0, (o > x2 > . . > r, ) dr, A ds, . . A d3C-=  .

Comme Z a l'orientation canonique de w"“ , la fonction6
d'orientation vaut encore + 1, et

(TTJ;ll)
I

* . . dz, A dz, A . . . r, dz,  =
i i
. . . . . dz, dz, . . . ds, .

5 PT’
La formule de Stokes s'hcrit donc :

(YI,7$2) !! l
Gj

. . . =Ecp ,... > z-c,)  dn,  dT/% . . dr, = o pour j $ 1,
y"0

et

= . . .

1 i,

Z,(o,  czî  ,... , zn)dz2 . . . dz,
n-t

La première formule se d&montre comme celle du premier
cas. D'aprhs  Fublni (formule (IV,8;35)),on  peut écrire :

. dz,,_,  dz,, . . . dz, 2 dxi ,
=d

et la dernière inthgrale est nulle.
Pour la deuxlhme formule, on emploie encore Fubini, ce

qui doMe. avec cette fols des bornes d'intégration diffé-
rentes :

Mals la dernière intdgrale vaut

(TI,W) g
I
1 ( =,,q,...  q ) dz,  = [G,  (E

1
y 0
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en portant dans (VI,7 ; 15), on obtient bien (VI,7;13).

;Jème  C a s  -

V quelconque, Sz = i H
dew' coupe V suivant un comp8ct.

est l'identité; le support

Soit alors a un point de V. SI ce point se trouve dansY
Il possède un voisinage connexe Va dans 9, qui soit l'lma~e
d'une carte @a de 0 ; @,applique  un ouvert u& deR"
dans V , avec @,(qJ = va.

SI au contraire d appartient à c , alors, d'après le
corollaire 2*bis du théorème 32 du chapitre III, on peut
trouver un C -dlfféomorphlsme  a, d'une boule ouverte (4é
de'1EPnsur  un ouvert vcL de V contenant a , de manière que

l'intersection c n v, soit l'image par Gà, de l'intersec-
tion de o& avec l'hyperplan U, = 0 de Rm. Cet hyperplan
coupe la boule en 2 régions, U,< 0 et a, > 0 dont les
images par @, sont deux régions définies par c dGs 42, *
nous avons vu, page , que ce sont nécessairement 9 n'v,
e t [vncz$. En remplaçant au besoin U, par - U,
(ce qui signifie évidemment un changement de carte), on peut
supposer que ti, ( 0 a pour image, par @a , S n 9a#-

L'ensemble de tous les 9), ainsi formé est un recouvrement
de V , donc a fortiori de l'intersection, supposée compacte,
de V et du support de u . Il suffit donc d'un nombre fini
des ‘&, soit vwi41 , correspondant à des ai ,

pour recouvrir cette Intersection. Soit (C(;);,.I une parti-
tion de l'unité subordonnke, et formée de fonctions de clas-
se C’ ce qi est possible d'aprés le théorème 11 du chapitre
IV, puisque v est supposée de classe C2 .

La formule de Stokes s'ecrit :

car z1 ai vaut 1 sur l'intersection dev et du support

de 2
premlèie

Nous allons montrer l'égalité de chaque terme de la
somme avec le terme correspondant de la deuxième.

Comme @ est unC*-dlfféomorphlsme,  Il commute avec le oobord
d (thé;rème 17) et @‘(a; W) est de classe C’ dans UL

(thborème 14 bis), donc t



Prolongeons
par0 dans Ce;

@;(aLJ  ) , qui n'est définie que dans &; ,
; en fait, elle est alors nulle dans

CKi J Ki étant le support de aL*qG . La forme,

ainsi prolongée surIF?", est encore de classe C’ ; car elle

l'est dans les 2 ouverts 0; , CKh , de réunion w". si on

convient de continuer & appeler qrPJ) , la forme
prolongée, on peut, dans (VI,?;18 et lg), remplaceroi par 6.

L'orientation & prendre pourRnest  l'orientation canoni-
que ou l'opposée (suivant le signe de la fonction d'orlenta-
tien 0s
suppose

UCr;eiej+i  : signe constant, parce que CT; est

De toute façon, c'est sans Importance, et on peut prendre
l'orientation canonique deRn, car cela conserve ou change
les signes à la fois dans les 2 membres.

Mais alors 1'6galité des 2 lignes de (v1.7;18)  résulte
du ler cas démontré, l'é alita des 2 lignes de (VI,7;lg) du
2ème cas. Ainsi (VI,?;17 7 , donc le jème cas, est démontré.
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4ème Cas : Cas général -

H est maintenant quelconque. D'après la définition de
l'intégrale d'une forme différentielle sur une variété para-
métrique, la formule de Stokes est équivalente a

(YT,7;20)

Comme H est supposée de classe C2 H* commute avec le
cobord d (théorbme 17), donc cela revient à :

Mals, d'après les hypothèses faites sur H le support
de H*Z coupe V suivant un compact, et ceite formule
n'est autre que celle du Jème cas, relativement à H" 0 ;
et le théorème élémentaire de Stokes est ainsi démontré.

Remarque : Dans beaucoup de cas, on peut se borner à supposer
H et;5 de classe Cl au lieu de C* . Nous ne donnerons pas
d'énoncé précis & ce sujet. Parfois cela n'apporte aucune
difficulté supplémentaire sérieuse; parfois le passage deC2
à C' est, à lui seul, toute une théorie nouvelle et délicate.

On ne connait pas de bonnes conditions d'applications de
la formule de Stokes, lorsque V a un pseudo-bord CA de façon
à etre sfir de couvrir tous les cas rencontres meme  dans la8-c
pratique la plus courante.

Nous nous bornerons Ici à donner un cas d'une généralité a
peu près satisfaisante.
SoltC  une pseudo-hypersurface fermée de classe C' deRn  ou

d'une boule ouverte de JR" . Pour 4 f5 {l,Z.,...,n)  , appelons3
le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs de base
e, , q , . . . ( z,)-' , Ls.a+' 1'..,  zm .

Soit 3 l'opération (3t, ,x~,...,~~)~  (s;,~~,...,~  ,z, ,...,Q,"pm>;ction
sur Fi parallèlement,à  ëi ';

J-1 JC'

continue deRn sur Fi = IFp-.-'
c'est une opération linéaire

. Soit & un point de Fi .

Supposons qu'il existe un voisinage ITk de 4 dansFd , dont
le cylindre projetant Fr'6 ooupez en un nombre fini (éventuel-
lement nul) 8 de compdsantes  connexes, x4, , .& = 1,2,...,  {,
ayant chacune une équation explicite en x. : zcB = F~(x,,~,...,za-,,~+,,...~“~,

$ de classe C' sur 8. Cela implique qule 7-l 6 fl C soit
dans la parLIe régulière
point h de F est P

a 2

-re,u%b;  Eu;  0g-r  dira  alors  que le
3 .
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NOUS dirons que x-est  régulière pour la prOJectlOn  pi I
si tout point 9t de r. est 5 -régulier pour x , sa"fpe;;-
être les points& d"un ensemble exceptionnel $j de Fj ,
mesure nulle pour la mesure de Lebesgue deF , et dont le
cylindre projetant P-'$i coupe la partie jégullère  91 de c
suivant un ensemble d'aire(n-1)-dlmensionnelle nulle .
Parmi les points de cette dernière interSeCtiOn~figUrent
ceux du "contour apparent" de %, c'est-a-dl? les points
de %, où 1 hyperplan tangent est parallèle à a. (et tous les
points d'intersection de %avec le cylindre plaojetant du
contour apparent); l'ensemble de ces points du contour
apparent est donc en partlculler  supposé avoir "ne alre(n-1)
-dlmenslonnelle  nulle (Ce ne sera pas le cas, si, par exem-
ple, ,Y- est le pseudo-bord d un cube à arêtes paralleles
aux axes. Cependant, le théorème de Stokes est applicable à
un cube 1 Mals un simple changement de référentiel rendrait
le pseudo-bord du cube5 - ré "lier,
et c'est ce qui nous suffira

pour tout g = l,Q,..., n ;
.

Theorème  38 - Soit:  "ne varieté avec oseudo-bord de classe C'
d "ne variété? de classe C' , de dlmenslonn  , orientée.
Suppos-o-que, pour tout point a de lapartie  slnnull~e

du pseudo-bord Z , il existe un Cl-dlfféomorphlsme  @a
d'une boule ouverte (p, de R- (ou deF" lui-même) sur un
voisinage ouvert &&(i4-,)  de u dans V , tel que @:Cc)
soit Pi -régulière dans Cs, , pour tout i = l,Z,...,n,et~ _.
de partie régulière %'i'(u) d'aire (n-1)  dimenslonnelle
finie.

SoltH  "ne application de classe C’ d'un voisinage ouvert
deV dans?, dans "ne variété fi de classe C'-.

Soit w "ne forme différentielle de degrén,l,de  classe C’
dansfi a valeurs dans un espace de Banachr  . SI l'inter-
section deV et de 1 image reclproque  par
est compacte, on a la formule de Stokes

Bien entendu, ce theorème contient comme cas particulier
le précédent. On aurait pu le démontrer tout de suite. Nous
avons préferé donner d'abord "ne demonstratlon  élémentaire
du cas élémentaire. De la même manière que pour le theoreme
précédent,nous  donnerons "ne démonstration seulement dans le
cas considérablement plus simple où C' est remplace partout
par C2 .
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Démonstration -

ler Cas - v est une boule ouverte de l$,ou  Rnlul-même ;
pour simplifier quelques détails techniques de la démonstra-
tlon,nous  prendrons T=IR". La pseudo-bord c de V est

3 -régulier pour tout 4 = 1, 2,...,n, et sa partie ,régu-
lière 91 est d aire (n-1)-dimensionnelle  finie fl = v ,
H = rdentité.  Le support de; est compact. Dans ce ler cas,
il n est pas plus compliqué de supposer-seulement ti de
classe C' Nous supposerons toujoursO
forme (VI,7:5),  avec un seul terme tia

donnée sous
dans la somme

Il suffit, pour tout $ = 1,2,...,7~,de  montrer que :

la
c.

étant entendu que J vaut I Y., Etant la partie régulière

de c.
2 ii '

Les différentes valeurs de j jouent ici le mgme  raie,  et,
il nous suffit de faire la démonstration pour 4 = 1 , par
exemple.

A/- Le premier membre se calcule toujours d après Fublnl, et
vaut

p,1;23) dx, dx, . . . dz, SI ,“’ ,x, )dXl )

où  V(x*  ,... , x,) est l'ensemble deR formé des zc,
tels que (x,,P+,..., xrr) E V (trace de V sur la parallèle à
l!axe des ~1 dont les autres coordonnées sont z~c,...,G,)
(formule (IV,8;35)). Le théorème de Fubini nous dit seulement
que la dernière intégrale a un sens pour (dx, dr, --. dz,)-
presque toutes les valeurs de x2 ,x3,..., x,, et définit
une fonction (dr.,dzs...  dsc,,)-intégrable;  ici, on ne pnurra pas
dire mieux, comme cela se produisait dans le ler ou le 2 è m e
cas de la démonstration du théorème 37.
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Appelons donc J (z,,...,=,) la dernière lnt6grale: elle
est (dz, dz,) -lntégrable, et par suite la mesure

?(r,...~c_\ dz,... ds, , sur R"-:est  de norme finie; appelons9
cette mesure. Le premier membre de (VI.7;23) vaut donc

Ecrivons donc :
I,c, di.

\
B / -Considérons maintenant la forme différentielle w'

définit sur la partie réguliére  % (orientée comme bord
Elle

de 2 une mesure [z] ,= [w 1%
deV )

. somme ; est continue
et h support compact,a  valeurs dans F , sa dorme est bornée;
comme d autre part91 est supposée d'aire (n-l)-dimensionnelle
finie, le théorème 32 nous dit que[w] est une mesure de
norme finie, de base dS , elle-même mesure 2 o de norme
finie. Alors, la projection  1 : (2,, x2,... , z,) - (x2 ,..., rn),
étant continue, l'image directe F = P [W] existe, et
elle est, elle aussl,une  mesure de norme finie sur w"-'
(théorème 59 du chapitre IV, et son extension au cas des

mesures vectorielles, Cours de lère partie, page 545 * .
Le deuxlkme membre de (VI,7:'1)  vaut

i
[G]

‘il û'

* Contrairement à ce qui-est dit page 545, nous n’avons pas
besoin, ici,
savons déj$ quze $plp~sees~  d~"b~~~d"sio~  ~'dé~~i~~'b%e

par III 72, I/l c t - .

P,
Par contre, nous ne savons pas si l'image y[;] de [;] par

est encore de base 2 o donc on ne peut pas lui appliquer
la théorie du prolongement dé Lebesgue (lère  partie. page 531).
et nous devrons donc faire attention à ne pas l'appliquer.
Mais Il est fortement recommandé au lecteur de ne pas s'appe-
santir sur les difficultes  provenant eventuellement de la
dimension infinie ou même de la nature vectorielle de F
En utilisant d'autres méthodes (Intégrale faible, théorème de
Hahn-Banach), on ramène immédiatement le cas d'une forme w à
valeurs vectorielles au cas d une forme a valeurs scalaires :
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C / - Soit k = (&z,...,&,,) un point de 7, = w"-', P, - régulier
pour C et soita un voisinage ouvert connexe de & dans$ ,
ayant le; propriétés indiquées page 167 .

Montrons que F = 3 dans @ .
Si on ne s'occupe que de la valeur dans & de l'image

de [GIG par x , on peut remplacer [O 3,

mesure associé%  a 73 par lanariété  orientée y-'@ n G. + .
Mals y-'@~n% = ,!&ux2  u..." zr .

Considérons la mesure associée a 0 par 2, , soit [W]Q
=c *

La restriction y,& de y à CA est un C'- difféomorphis-

me de c& sur@ , puisqu elle admet une application réciproque

(Pr,7;26) 7; : (CC2  , . . . , x, ) -
,

(2, = r,(% 1 . . . , “n) , x, >..‘!2,)

de classe C' de 6 dans K .

On peut encore dire que 7-i : & - ck est une

carte de c& . D'après ce que nous avons vu dans la. définitinn
même de la mesure associée à une forme sur une variété orientée
par une carte de cette variété (formule (VI,6;2)), [wle,
est l'image par 7-b de la mesure :

(x,7  ;27> FA = e,  q (s(- *,...,  q>,  ZC~,...,X,)  dz2  . . . dr,

définie sur ok
carte 5-i *

; 6~ est la fonction d'orientation liée à la
elle est une constante (égale à + l), puisque 0%

est supboséé connexe, Donc 1 image par 7 de [G] ck est

hi l

Et finalement l'image par y de [wl,-la,  nc , c'est-a-

dire la restriction de F àa , est la mesure 5 7% . On

a donc, dans & :

* Ce n'est pas si évident qu'il paraet ! Nous avons vu, page

que rq-1 Q nu est la restriction à 7-l @I C-I% de

la mesure [WI; . D'autre part, on peut démontrer aisément
une propriété des mesures images, que nous n'avons pas mention-
née au chapitre IV, $ 6 : si P, est une application continue A-
propre deX = ‘Udans y=R"-', et si & St un ouvert de Y , la
restriction de la mesure image 2 'A à l'ouvert 6 coIncide
avec l'image par < de la restriction de A à l'ouvert $'-'a.
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Pour achever
Considérons, en

ce calcul de; dans 6 , précisons 84 .
un point% de 2% ,les vecteurse;  , ë',3...,h

de l'hyperplan tangent T(=; c,& ) , dont les projections
sur 7 sont e* , z3 , , e, , vecteurs de la base de f.

[Comme 1 hyperplan tangent T(x; CA) a l'équation

(formule (111,3;19 bis)):

(%7;29)
m >FA

x, ZZZ c -j=s  bzci c===* I “’ I r--) xj ,

et que yi est le vecteur de d-ième composante 1 et dont
toutes les autres compo;Ftes  sont nulles, la première
composante de ë! sera & (z,,...,~c,) , et on a :

a arj

(&7;30) (", , , rn) é, + ei ] '

Par définition, 0% est le signe de la base 2*s..-, eth >r,
de T(z;  ,Y,&  ) .
Par ailleurs, la basez:,;;,...,%; de Rn,a même slgne que
la base canonique ??,,Z2,,..,e,,  , à cause de (VI.7;10),
donc est positive. Donc 8~ est-aussi le signe de e, pour

l'orientation transversale de c.& associée a son
orientation tangentielle. Mals 3a a'l'orientatlon  de bord
deV ; donc es, est + 1 > SI 27, est sortant de 9 aux

points de CP, ,et -1 s'il est rentrant dans < aux
points de CA ; la formule (~1.7~28) est maintenant complè-
tement explicitée.

Etudions maintenant 3 dans a$ . Pour (z2,x3,...,x,)e  @b,
la parallèleD  = D,%,,,,...,,, à 1 axe des r, , passant
par ce point, coupe $ et V-v = CV suivant. des

ouverts. Les seuls points frontières possibles de ces ouverts



(m,  7 ;30

173
A .

sont des points des D n CA
sphère frontière de la boule v

(ou de DnV , "v étant la
siv était une boule. Comme

nous l'avons dit plus haut, no& donnons la démonstration
lorsque v = R" ). Inversement, si A&  e D n .Zk , et
siW& est un voisinage de A% dansP-'a-k  , vérifiant les pro-
priétés du théorème 27, relativement àC& les deux régions
définies parwk dans 2~ sont, comme nous l'avons vu page

Y n W& et CVn W& ; D, transversale a ,T,p, en A&, passe
de l!une a l'autre région en A%,(théorème  29), donc A& est
bien un point frontière à la fois pour D n g/ et pour
DncV + Rangeons les
sante de la c'oordonnée  =c,.

A& par ordre de grandeur crois-

Soient A: ,A'2 ,... , A’1 les points obtenus.

Ils partagent13 en Ctl intervalles ouverts (dont 2 sont
des demi-droites). Mais alors D n 9 et DnCV sont,

chacun, réunion de certains de ces intervalles (raisonnement
de la page ); 2 intervalles consécutifs sont, l'un dans
Df-4 l'autre dans Dn CV sans quoi leur extrémité
commune ne serait pas point frontière. Si on convient d'appeler

A'-, le point de coordonnee  z,= - 00 de la droite achevée 5,
on voit donc que D n V est la réunion des intervalles

[ A’-, > A:]  ,[A;&]  , [A;,%]  > . . . , ou la réunion des

intervalles [A', , A',] , [Ala , A',]  , . . . .
Alors le calcul de T(zz,..., xn) (formule (VI,7;24)) est
maintenant immédiat. Si [A'; ' A'i.11 est un intervalle

de LT 1..* ,x, , on aura :

* Nous avons vu, page , que QnO,  CVnQ,Cnfi,
sont l'intérieur, 1 extérieur, et la frontière de V n 0

relativement à W,siF est ouvert; propriété de pure topologie
générale. Ici0 n est pas un ouvert; mais la propriété subsiste,
comme nous venons de le volr,parce  que les c% sont des hyper-
surfaces de classe C' auxquelles53 est transversale.



x; étant la lère coordonnée du point A’i(avec  ~(~~,x,x>...,~~,=o.

SiX~=fco  ) puisque 3, est à support compact).

En sommant pour les divers intervalles, on obtient exac-
tement

e
1T,7;32) 5 z* , , cc- ) = ~=, ~3, (F~(~,,..v~J,c =t <... , r_ )

où yp, vaut tl si D franchit Ck en passant de ?I à CV
lorsque 2, croft, c'est-à-dire si le vecteur ë, est sortant
de $ en A&, et -1 dans le cas contraire; on a donc

'7~ = 0% d'après ce que nous avons vu plus haut; et la
comparaison-des formules (VI,7;32) et (VI,7:28) montre
bien que

r-=
3 dans @, .

D / - Alors,
pT7

d'après le théorème 13 du chapitte IV, la mesure
nulle dans tous les ouverts de P telsque aà

est nulle'dans  leur réunion. Mais cette ré&ion est l'en-
semble ouvert C.9, =is, des points k de q qui sont P,-
réguliers pour2 .
Donc , dans cet ouvert fi, , jY -3 est nulle.

Alors, dans @, , p est de base d~-,dr,...dr~o,puisqu'il
en est ainsi de T' . On peut lui applique? la théorie du
prolongement de Lebesgue et l'intégrer sur e, . et l'on
a, puisque p est l'image P, [Wlgi :

Mals alors ceci va nous permettre de d6montrer  la formule
de Stokes. En effet, 9, = Ci', est suppos6 de mesure

puisque .Y est 9 -régulière;
, et, d'aprhs (VI,7;24) :

1 63 = 1 d? = ( dW ,

‘@l
‘p-7

De même. p-'zJ n U
nulle,pulsque  C est 7
base dS ' /y'" n9L

inv

est d'aire (n-l) - dlmensionnelle
-r&gullère,et  comme [w], est de
Y cj > de sorte que
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et alors, en portant (VI,?;34 et 35) dans (VI,7;33), on a
bien (VI,7;3).

2ème cas - v quelconque,fi  ~7, H = identité; le support
de 0' coupe V suivant un compact.

Alors,
‘kdei?,,

pour chaque pointa de Q ou de la partie régulière
on peut trouver un ouvert L?& deRR et une appli-

cation 9, ayant les propriétés indiquées dans la démonstration
du gème cas du théorème de Stokes élémentaire. Si ct est un
point singulier de ,?, , on peut trouver une boule o& de IR"
et une application @&ayant les propriétés données dans l'enon-
cé du présent théorème. On achève alors la démonstration, à
l'aide d'une partition de l'unit&, comme dans le 3ème cas
du théorème elémentaire; avec cette différence qu'ici on est
ramené au ler cas (pour a & Q ) ou au 2ème cas (pour a t %L )
du théoréme élémentaire, ou au ler cas du présent théorème
(pour a l C-U).

3éme  - ca~i,“~;éf,“‘tfiéorè~~mm~n~~a~è~~  ;ykg  ty;r;~;plè-elementaire.
tement démontré (au moins si l'on remplace partout C' par C2 ).

Exercices - 1') Montrer qu'un polyèdre compact V d'un espace
affine de dimension finie vérifie les conditions données dans
l'énoncé (On se ramène aussitôt au ler cas de la demonstration,
en choisissant un référentiel dont aucun vecteur de base n'est
parallèle à l'une des faces du polyèdre. On peut d'ailleurs,
dans ce cas, faire une démonstration directe, même avec un
référentiel ayant des vecteurs de base parallèles à des faces
du polyèdre : prendre, par exemple, pour V , un cube à arêtes
parallèles aux vecteurs de base, et vérifier que le théorème
de Stokes est alors immédiat par Fubini.

2O) Supposons queV soit une variété avec pseudo-
bord compacte d'un plan q = E >ayant  pour pseudo-bord une
courbez "de classe C' par morceaux"; on entend par là une
pseudo-variété C de classe C' n'ayant qu'un nombre fini de
points singuliers, au voisinage de chacun desquels C soit  la
dUniOn  d un nombre fIni d'arcs de classe C' se coupant en ce
point. Alors on se trouve dans les conditions d'application du



théorème (  pour chaque point  s ingu l ie r  deC ,
i l  suff i t  de prendre un référentiel  dont les
axes ne soient pas parallèles aux tangentes
en ce point) .

d ’un ouvertfi  d ’un espace aff ine E de dimension f inie ,  orlen-
té suivant le  sens de parcours n -P , et Test  une
fonction de c lasse cl -0, , à valeurs dans un espace de
Banach F , on a la formule de Stokes.

iTT,7;36) ! d7 = ?(M(b))  - ~(M(N>)  . *

Ic:i”~~  variété  V  est  1  interval le  [a, fi]  c lFC muni de

l ’orientation correspondant au sens de parcours Q - fi, H
e s t  l ’ a p p l i c a t i o n  M  d e  [a,fiJ  dansfi  .

Nous voyons que l’orientation transversale du bord {a,b)
s ’obtient  en considérant comme posit i fs  en d les  vecteurs
d e  s e n s  fi+ a  ,  e t  p o s i t i f s  enp  ,  l e s  v e c t e u r s  d e  s e n s
M+ 13 L ’or ientat ion tangentie l le  assoclee,  d ’après
qui a étZ  vu page ,  consiste à af fecter  le  point E”
du signe  + ,,,et l e  p o i n t  d du signe- .La variété slngulière~
b o r d  d e  Ml[ti,p],est  d o n c  Mjj(d,-),(j,+)}  .  L’integrale  de{
sur cette  variété  s ingulière n ’est  alors  autre!  d ’après la
déf init ion (VI,6;20),que  le  second membre de 1  égal i té
(v1,7;36).

Démonstration - Cette  formule (v1,7;36)  n ’est  pas un cas
part icul ier  de la  formule genérale  de Stokes .  car.  dans ce
cas ?z = 1 i l  s ’agit  ( théorème 36)  de l’intkgrale  d ’une
forme diffdrentlelle  sur un chemin qui n’est pas nécessaire-
ment de classe C’ ni  même de classe C’  par morceaux, mais
seulement de longueur finie.

* En somme, la formule de Stokes est une généralisation
de la formule bien classique

f’
pi=)  da = y(p)  - j$)  ,corres-

pondant a E =R, M  = I d e n t i t é .
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Choisissons dans Ë une norme quelconque. Appliquons à la
fonction rla formule des accroissements finis, (corollaire 1
du Théorilme 13 du chapitre III), relativement au point cc = M(t')
et a l'accroissement x = M(L")-  M(t') . On obtient alors la
formule :

(lI,7;37) jli;(M(t”))-à  - fI(M(t’)) l Wt”) - W-‘)/j < s l[M&‘)  - Wtt)11

où 8 admet la majoration :

@I,7;38)  s 6 5U-f’
Pe[M(t’  ),M(t”)]

11 j’(P)  - f’( M W)ll  -
Si alors E > 0 est donné, on peut trouver un nombre k 7 0,

de manière que l'inégalité 11 P-  M(t’)ll  s < (b l [d,fi] , PC fi)
entraene l'inégalité :

(X,7;39) 11 j’(P)  - f'(M(tl))II 4 & , L = longueur du chemin M .

Cela résulte du théorème de 1 uniforme continuité des
fonctions continues sur un compact (Théorème 31 du chapitre II,
sous la forme renforcée qui a étd donnée a la note *+ de la
page 355 ,du cours de Première Partie ) à la fonction
continue 4 , définie sur le compact M (id,Jj])  , image par M

de b,/fd , de l'espace métrique a .

En appliquant ensuite a la fonction continue M , sur le
compact [u,/3  J le thdorème 31 ordinaire du chapitre II, et
d'autre part le théorème 36 du présent chapitre, on peut
trouver -r) > 0 de manière que :

1°) 1 t"- t' 1 < y entraene M t(I ( ") - M ( t;>li  6 t ;

2O) la difference  entre le premier membre de (~1,7;36)
et (v1,6;83),  avec 8; = bG , iii = dJ ) soit < 4 , pour
toute subdivision A de [d,fiJ  , de finesse 6 7 .

Si alors nous choisissons une telle subdivision h de finesse

(VI,7;37) sera valable pour k'= t;, tr(= ti+,
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On aura alors :

Cela montre que la différence entre les deux membres
de (v1,7;36) est c & .Comme E est arbitraire, ces deux
membres sont bien égaux, et le théorème est démontré.

SoitV  une varieté  compacte avec pseudo-bord de:  =d.
Alors 9 est un ouvert borné de R*. Nous supposerons que
le bord est une courbe x , de classe C' par morceaux
(exemple 2' page 175),V  sera par exemple muni de l'orlenta-
tlon canonique de ï??'  , et c de l'orientation canonique
de pseudo-bord de '4 . On pourra prendre les deux exemples
définis sur la figure; sous avons hachuré V , $,t  indiqué
le sens de parcours de x comme pseudo-bord de V .
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(Dans le premier exemple>'?  est connexe, mais non dans le
deuxihne  (où 0 E 5 composantes connexes,et V en a2). On
peut d'ailleurs prendre pour V la réunion des 2 ensembles
de la figure; alors +a6 composantes connexes, etV en a 3).

soit 0 = ïïdx, +&y une forme différentielle de classe
C' défini-e dans un ouvert a deW*
valeurs dans un espace de Banach F I

contenant V , B

Alors la formule (VI,7;3) s'écrit ici, compte tenu de
(VI,4;2) (adaptée aW* au lieu deX%' ) :

D'après la définition même de 1 intégrale d'une forme diffé-
rentielle , II -a. dx A

e" 9
peut se remplacer par l'intégrale

double ordinaire II . . . dz+ (la fonction d'orientation 8

de la page 88 vaut+“l, puisque nous avons orienté 9 suivant
l'orientation canonique deR* ; on peut écrire indifféremment

II
ou >

v
puisque Z est de mesure nulle pour dr df >.

D'où la form;le de Riemann, cas particulier de la formule de
Stokes :

t=, 7 ; 42)
iii

-0 Ads+$

v .

On pourrait chercher a.étendre cette formule, lorsque c
est seulement une courbe de longueur finie, et non plus C'
par morceaux. On obtient alors des théorèmes spéciaux relatifs
au cas?t= 2,tt-1= i,ne rentrant plus dans le cadre du
théorème général de Stokes; mais il y a beaucoup de compllca-
tions, nous n en parlerons pas ici; si nous rencontrons des
cas particuliers, ils seront traités par des méthodes appro-
priées.

Prenons maintenant pour V l'exemple de la figure suivante,
où 6, est muni de l'orientation canonique deR* , et $, de
l'orientatinn  opposée,C ayant toujours l’orientation dè
pseudo-bord :
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La formule (VI,7;41) reste valable,La formule (VI,7;41) reste valable, mais la fonctionmais la fonction
d'orientation 8d'orientation 8 vaut+ 1 dans 4, etvaut + 1 dans f,f, et - 1 dans 6, , de sorte- 1 dans 6, , de sorte

que ds A$ vautvaut
5, IIII

"
t

. . . drdy , et. . . drdy , et
Il
o.*.drh$o.*.drh$

1, "2"2
vaut - , et la formule de Riemann s'écrit :, et la formule de Riemann s'écrit :

l'/ Travail d'un charnu de vecteurs le long d'une courbe orientée
d un espace affine euclidien.

soit 2 : 3c - X(4 , un champ de vecteurs continu

sur un ouvert a d un espace affine euclidien E de dimension
finie. Soit? une courbe orientée defi , de classe C' par
morceaux. On appelle E(r) en un point z de r , le vecteur
unitaire de la tangente, poLitif pour l'orientation ? . _
On appelle travail ou circulation 4 du champ 'x le long
l'intégrale :

pL7;44)

où d6 est la mesure des longueurs sur r , mesure 3 0 .
Souvent on designe par & la mesure~da , mesure sur
A valeurs dansË . alors,  d'après (Iv,5;lj), (vI.7;44)
s'éarit :

de .f

r

C'est l'application de (IV,5;lj) A la fonctionz, continue
surr A valeurs dans É , A la mesure & (de base do 3 o )
surr A valeurs dansE et A la forme billn6aire  B
scalaire euclidien sur É x E

produit
. SI E est muni d'un réfirentiel

orthonormd,  et si nous appelons C.&aj , j = 1,2  . . . N , les

cosinus directeurs de la demi-tangente positive à r et Xc les
composantes du champ, on a :



SiG) est la forme dlffbrentlelle  (a valeurs réelles) de
degre 1 associée au champ 2 par la structure euclidienne
de E :

on a Immédiatement :

La forme 0 s'appelle, en mécanique, travail elémentaire
du champ de vecteurs. On voit que le travail élémentaire
n'est pas une quantité infinitésimale, mais une forme diffe-
rentielle. On a tort de 1 écrire,trop  souvent, de , car
ce n'est pas,*en  genéral, la différentielle d'une fonction
scalaire. Si X est de classe Cl , pour qu'il en soit ainsi,
il est nécessaire que do = o (c'est-a-dire 7G.k x = 3
si E est de dimension J), ce qui se traduit par les conditions
classiques (VI,4;52) (
et cette condition est

où les Ai sont remplacés par des Xi );
suffisante, d'aprés le théoreme  19 de

Poincaré, sia a la forme Indiquée dans ce théorème. Lorsqu'il
en est ainsi, on pose W = - dU , ou xr =- cjm.du ,et
la fonction scalaire U définie à une constante additlve
près, est le potentiel du champ de vecteurs (corollaire 2
du théorème 19).

* Pour le voir, il suffit de montrer que les mesures de
Radon [WI-, et (2 It )& , sur r , coTncldent.

D'après le principe du recollement des morceaux, Il suffit
de le voir au voisinage de chaque point deT . Au voisinage
d'un tel point, si t - M(b)  est une carte (ne pas confondre
le paramètre fZ avec le vecteur unitaire F ), dont on peut
toujours supposer qu'elle conserve les orientations (fonction
d'orientation 8 = 1 ), ces,,deux mesures sont égales a l'image
par M de la mesure surn : C Xi zl. dt , &iz étant la
mesure% de Lebesgue surR. '=' a
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On peut étendre les résultats précédents, en remplaçant r
par un chen.h crienté  M 1[=2] , de longueur finie, comme
au thborème 36. On peut alors appliquer ce théorème directement,
en définissant 6 par (VI,7;48).  Si on appelle dM la mesure
dontM est l'intégrale Indéfinie, mesure à valeurs dans ? , on
aura, d'après les résultats du théor&me 36 :

La formule de Stokes s écrit alors,

(nrJ;Pj (2  b’)  =  U(“W- U(W))  = !(M(P))  - j(M(d))  ,

d'après (VI,7;36).

2'/ Flux d'un champ de vecteurs à travers une hypersurface trans-
versalement orientee dans un espace affine euclidien de dimension
finie.

Consld6rons  toujours le même champ de vecteurs X et soit
maintenantxune hypersurface avec bord de classe C',compacte
dansa , et munie d une orientation transversale.

En chaque point 3 de c
positif de la normale

,,appelons v(z)levecteur  unitaire
enr ax .

On définit alors le flux du champx à travers c par la
formule :

* On intègre en t sur [cx,fi] , donc veut dire
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où l'intégrale est prise par rapport à la mesure superficielle
dS . Si l'on a pris un référentiel orthonormé, cette formule
peut aussi s'ecrire sous la forme :

(rn,7;50)

o ù  o(* est l'angle du;j-ième  axe de coordonnée avec la normale
posibtive hz . Il est souvent commode de désigner par dS la
mesure vectorielle3(2) dS portée par la surfacez . Dans
ces conditions, le flux du champ de vecteurs a travers Z
transversalement orientée peut s'écrire aussi :

Ceci est alors une lntdgrale  au sens de la formule (IV,5;13) :
2 est une fonction continue surx à valeurs dans Ë , ds est
une mesure surx 2L valeurs dans.2 ,-etB est une forme biliné-
aire, le produit scalaire sur E x E La définition (IV,5;13)
montre alors immédiatement que (VI,7:5i) n'est autre que
(v1,7;49).
Enfin, si nous appelons G) la forme différentielle de degré

N-l associée au champ de vecteurs en vertu de la formule
(VI,3:43), si E est orienté, alors, on voit, en utilisant
les formules (VI,3;4j) et (v1,6;52), que le flux du champ de
vecteurs à travers C
n'est autre que (-ljNil

munie de son orientation transversale,
fols l'intégrale de la forme diffdren-

tielle associéeti  sur C , munie de l'orientation tangentielle
associde à son orientation transversale par l'orientation choisie
dans E .

h!I,7;51  ih) 9 = -1  N-’  (3 .
0 i

“r

La formule de Stokes, sic est le pseudo-bord d'un 'volume"
(variété avec pseudo-bord) V de "v = E , nous donne alors,
compte tenu de (VI,4;24) :
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C'est la formule d'ostrogradsky  . Par rapport à un reré-
rentiel orthonormal, on aura :

! I
(;j;)dS  =

il 1
. . . (&?)dz

(0,733) t

=
l l(

. . . ,& X, ma.  dS -
~ a=’ a

,) - \j-[(&  z)d=,  .  ..A=.,  .

a

Ici; est la "normale extérieure", sortant de V cette
formule d'ostrogradsky  ne dépend pas de l'orientatl~n  de E ,
car celle-cl est intervenue 2 fois : une fois pour passer
de?àti une fois pour repasser de w a 2 Naturellement
la formulé de Riemann (VI,7;42) est un cas p&iculier  de celle
d Ostrogradsky, correspondant à N = 2, mais avec des notatinns
différentes, puisqu'elles ne sont autres toutes les deux que
la formule de atokes pour une variété avec pseudo-bord V d'un
espace affine V = E de dimension N .

3"/ Formule originelle de Stokes pour une surface bordee par une
courbe dans un espace euclidien oriente a 3 dimensions.

SoitC une variété avec pseudo-bord d'une surface2 de
classe C' d'un espace affine euclidien orienté E de
dimension 3. Soit r son pseudo-bord, courbe*de  classe C' par
morceaux. Supposons E euclidien orienté et .Z orient&(donc
aussi transversalement orlentee). Soit? un champ de vecteurs
de classe C' sur E .

Appelons w la forme de degré 1 associée à x' par la struc-
ture euclidienne de E ; à do est associée, puisque E est
euclidien et orienté de dimension 3. le champ de vecteurs
zxon déduit (3",  page 71).  Des formules (VI,7;48).(VI.7;51  bis),

le travail de? le long der est le flux de bat !? à travers
x. SI on prend un reférentiel  orthonormal p_ositlf, et si on
appelle X , Y , 2 , les composantes du champ x , et &Ci, Un,6,

CWY f les cosinus directeurs de la normale positive àx,
on aura :



C'est cette formule qui a et6 démontrée par Stokes, et
a donné son nom à la formule générale de Stokes (VI,7;3).

Nous résumerons les résultats de l“, 2",  3”, comme suit,
sans preciser  les conditions d'application :

1") La variation d'une fonction d'un point a un autre, dans
un espace affine euclidien, est egale au travail de son

d~~xi~~e  (formule (VI,?;4
g dl t le long d'un arc

2O)  Le flux d'un champ de vecteurs a travers une surface c
bordant un volume V traversee  dans le sens sortant deV,
dans un espace affiné euclidien,est  BRal a l'integrale  de
la divergence du champ dans V .

3’ ’ ) Le travail d’un champ de vecteurs le long du bord (orienté)
"r d'une surface orientée 2 d'un espace affine euclidien
orienté de dimension 3, est égal au flux du rotationnel du
champ à traversx  , munie de l’orientation traMVerSale,asso-
ciée a son orientation tangentielle.

On peut repéter  ici ce que nous avons dit a la remarque
3”)  de la page 60 : l'usage systématique des formes diffé-
rentielles et de la formule de Stokes est préférable à
cette multipllcite  de formulessur les champs.

Voici quelques autres formules, où les notations se
comprennent d’elles-mêmes, en fonction de ce qui a btd dit
antérieurement . E est un espace affine euclidien orient6  de .
dimension N :
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Les démonstrations sont évidentes, en prenant un réfé-
.rentiel orthonormal  orienté. Prenons, par exemple, la
deuxième. Elle s'écrit, pour la lère composante :

dT/ d-y  dl z - YCMY  - Z cm)3 dS ;

c'est un cas particulier de la formule d'ostrogradsky,  où
l'on a remplacéX,Y,Z  , par 0,Z ,- Y.

Voici enfin les formules de Green, d'un usage constant
en mécanique et en physique :

Theorème  40 - SoitV  une variété avec pseudo-bord de classe C',
de dlmensEN>d'un ouvert v,fi d'un espace affine eucli-
dien E de dimension N
delasse  C*

. m U,W, des fonctions réelles,
dans!2 . En appelantx le pseudo-bord de V

et J(Z) le vecteur unitaire normalà  x sortant de V
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Dans ces formules, A est le laplacien, et & est
la dérivée suivant le vecteur 7 (notée DT; à la formule
(111,3?+&

D*?monstration  - Démontrons d'abord la formule (VI,7;59).
Il suffit pour cela d'appliquer la formule d'ostrogradsky
(VI,7:52), relativement au champ de vecteurs défini paru CpldG.

On a en effet immédiatement (formule (III, 3;Z!l)) :

et d'autre part, comme on le voit en prenant un référentiel
orthonormal :

=  (jz&lJ&aW)  +  u  nw I

donc Ostrogradsky donne bien le résultat.

La formule d'ostrogradsky  suppose le champ U $dW  de
classe C' ce qui aura lieu si U est de clwse C'
de classe C; .

et W

En appliquant (VI,7;59) à U = 1, on trouve immédiatement
la formule (~1,7;58).

Si maintenant on l'applique à W = U , on trouve la formu-
le (v1,7;60), S~U est de classe C* .

Par ailleurs si on applique la formule (VI,7;59) en
intervertissant les rôles de U et de W , et si on soustrait,
de la formule InitIale, la nouvelle, on obtient (v1,7;61)
si U et W sont de classe C* .

On applique souvent les formules qui précèdent dans le
cas de fonctions a valeurs complexes, comme il est dit à
la remarque page 71. Alors,
habituellement W par 3 .

dans (VI,7;59), on remplace
Si on remplace W par ü (au

lieu de U ) dans (VI,7;59), on obtient une égalité analogue
à (VI,7;60), mais où 11 +Zi. u Il” est remplacé par
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On déduit de ces formules un très grand nombre de

conséauences  dans la théorie des &uations  aux dérivées
partiêlles. Par exemple, on en dédÜit le théorème suivant,
que nous reverrons ultérieurement, pour des fonctions har-
moniques, et qui peut s'énoncer comme suit : Si U est une
fonction de classe C' dans E , harmonique, c'est-&-dire
v&iflant  l'équation de Laplace AU = o , et si elle est
nulle sur le bord C de V , alors elle est Identiquement
nulle dans V .

Il suffit en effet d'appliquer la formule (VIJ;6O), où
U est remplacé par ü . L intdgrale de surface disparait,
puisque U est supposée nulle sur C .

Le terme contenant AU disparait  puisque U est Suppos&e
harmonique, et il reste finalement II..],(p U]FÜ )dr

Comme la fonction qu'on intègre est * 0 , Il résulte
du théorème 26 du chapitre IV, que son intégrale ne peut
&tre nulle sans qu'elle soit presque

P
artout nulle (pres-

que partout pour la mesure de Lebesgue ; comme elle est
continue, cela ne peut se produire que si elle est ldentiaue-
ment nulle, ce qui dbmontre notre affirmation.

SS APPLICATIONDELATHEORIEDESFORMESDIFFERENTIELLES
ALATOPOLOGIEALGfiBRIQUE

Intégrales des formes differentielles  fermées sur les varihtés
Orient&es  compactes sans bord.

Rappelons qu'on appelle cocycle,sur  un ouvert fi d'unzspace
affine E de dimension finie N une forme diffhrentielle  W l ,
de classe C', fermée, c'est-AidIre  telle que do = 3 . On
dit qu'une forme dlff4rentielle  continue 0 de_degré
cobord, s'il existe une forme dlff-irentlelle  m , de t

est un

de classe C' telle que 05 = d/m . Il r6sulte de
egré+-4,
la rela-

tion d 0 d 2 0 qu'un cobord, si c'est encore une forme dif-
férentielle de classe G', est nécessairement un cocycle ** ;
le thhorème 19 de Poincaré Indique que, si l'ouvert fi vérifie
certaines conditions topologiques très particulières. alors,
rBclproqutment, un cocycle est un cobord.

l Comme toujours, Il s'agit de for es dlff4rentlelles  à
valeurs dans un espace de Banach i+.

l * IclZest suppost5e seulement continue; elle a beau être
un cobord. SI elle n'est pas dérivable, cela n'a pas de sens
de voir SI elle est un cocycle !
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Nous avons appel6 (page 160) Cm-cycle singulier de
l'ouvertfi  de E , une variété singulière sans bord, orlen-
tée, de alasse Cm, de fi d c'est-à-dire une application H
de classe Cmd'une  variété V orientée de classe C", dans
bQ4 *

Mais, dans tout ce paragraphe, nous n'étudierons que des
cas où V est compacte. Nous abrègerons par Cm-cycle de fi,
une variété singulière H 1 V de 4?, , de classe CTorientée,
compacte, c'estlà-dire  telle que V soit compacte.

D'autre part, nous appellerons C--bord  de fi, de dlmen-
sion n , une varidté singulière orientée compacte, de dlmen-
sion n/, qui est le bord d'une varldté singulière avec bord,
orientée, compacte, de dimension 7t t? , de classe Cm, de
sz +* .

Un C%ycle  (resp. Cm- bord) est a fortiori un Ce-cycle
(resp. Ce-bord) pour -! GIlt.

Un bord est nécessairement un cycle; par contre un cycle
n'est pas nécessairement un bord. Par exemple, dans l'ouvert
a complémentaire de l'origine dans un espace affine eucll-
dlen, considérons le cycle défini par une sphère de centre
origine, orientée. Il est manifestement un bord dans l'espace
entier E , soit le bord de la boule fermde, munie d'une orlen-
tatlon convenable. Dans l'ouvert fi Il serait bien encore
le bord de la boule fermée privée de 6on centre, mals cette
variété avec bord n'est pas-compacte; au sens p&cedent,  la
sphère, dans fi , n'est pas un bord ++* ,

Dans ces définitions, nous avions toujours supposé 77x2-l  .
Nous n'avons jamais défini les varietés topologiques ou
variétés de classe C" , ni a fortiori leur orientation.
Néanmoins nous nous permettrons, dans la suite, de parlerde
CO-cycles  et de C'-bords; pour cela, nous appellerons

variét4 singulière avec bord, orientée, compacte,de  alasse
C", une application H continue d'une variété V de classe
C' n avec bord,orlent&e,  compacte. La classe Code H 1 V

correspond à la classe C" de H ; V est toujours de classe C'.

* Rappelons que la variété singulière H IV est dite dansa,
si l’image H (V) est dans fi ; V est n'importe où (éventuel-
lement abstraite).

*+ Dans ce paragraphe, nous ne parlerons Jamais de varl6tés
avec pseudo-bord.

*+* Ceci nous montre qu'un cycle defi peut très bien être
un bord dans E sans l'être dans fi ; Nous venons seulement
de voir que la sphère n'a o8.s l'air d'être un bord dans&;
pour une démonstration, volrplus loin, corollaire 2 du thbo-
rème 58.



Le bord de ce&te variété singulière est la restriction
de H au bord de V , muni de l'orientation bord. Alors un

Ce-cycle est une P-variété singuliere, orientée, compac-
te, sans bord; et un CO-bord est le bord d'une C" -variété
singulière, avec bord, orientée, compacte. Les opérations
bord ,&,et cobord,d,sont  étroitement à
la formule de Stokes; d'autre part, on a
do d - o .

Théorème 41 - L'intégrale d'un cocycle sur un C'-bord est nulle;
l'integrale  d un cobord sur un C'-cycle  est nulle. A
fOrt.iOri. l'intégrale d un cobord sur unC'-bord  est nulle,

Démonstration - Cela résulte immédiatement du théorème 37
de Stokes.

le/ SiH 1 V est un Cl-bord,  il
orientée, compacte, H ) w ,
Si alors W est un cocycle,

existe une variété sin ulière,
telle que  H Iv= H /fi.
on a :

(Yr,8;1) do=  0.

2'/ Siu est un cobord,
s>de classe-C'

alors il existe uneforme  dlf'férentQlle

est un cycle,bV = 3
telle que w = du , si alors HIV

) on a :

5"/ Un bord étant a fortiori un cycle, j"/ résulte de 2O/

z

Remarques : 1') Les hypothèses de compacité faites ici sur
les cycles et les bords sont inévitables, parce que nous
n'avons fait aucune hypothèse de compacité sur les supports
des formes différentielles (dans l'énoncé du theorème de
Stokes. on suppose que le support de l'image réciproque de
la forme par H coupe la varieté V suivant un compact).
Naturellement il existerait une theorie analogue, où l'on
ne ferait pas d'hypothèse de compacité sur les cycles et les
bords, et où on en ferait sur les supports des formes diffé-
rentielles.

2“) L'intégrale d'un cocycle sur un cycle n'est
pas nécessairement nulle.

Considérons, par exemple, dans le plan, la forme différen-
tielle de l'angle polaire, définie a (VI,4;41), nous avons vu



que c'est un cocycle de classe Cw dans R2-0 . Considérons
d'autre part le cercle trigonométrique muni de son orien-
tation canonique; c'est un Cg-cycle de R - 0 . Or 1 in-
tégrale de ce cocycle sur ce cycle est + 2~-f+ 0 . Ceci
d'ailleurs, compte tenu du théorème que nous venons de
démontrer, nous montre à nouveau que la forme dlfférentiel-
le considérée n'est pas un cobord; elle nous montre en
même temps, au moins pour la dlmenslonN =2, ce que nous
avons affirmé plus haut, à savoir que, dans l'ouvert complé-
mentaire de l'origine dans un espace euclidien de dimension

N le cycle défini par une sphère orientée n'est pas un
C'lbord.

La démonstration donnée au corollaire2 athéorème  58 sera
une extension de celle-ci à N quelconque. Ce résultat est
typique de ceux que nous étudierons dans ce paragraphe :
le fait que l'intégrale d'un certain cocycle sur un certain
cycle n'est pas nulle, prouve à la fois que le cocycle
n'est pas un cobord et que le cycle n est pas un bord.

3") Si; est un cobord, son intégrale sur,une
variété singulière, orientie, avec bord, c$mpacte,H 1 V ,
ne dépend que du bord H 1 &V etdon de HIV elle-même.

En effet, puisqu'on a z = d d , la formule de Stokes
donne :

Bien noter que cette propriété est vraie sio est un
cobord, et ne l'est pas nécessairement si 5 est seulement
un cocycle. Le cas particulier où le bord de V est vidz
nous dit d'ailleurs que, dans ce cas, l'intégrale de W
est nulle; or nous avons précisément vu que c'est vrai si
3 est un cobord, mais pas nécessairement si elle est
seulement un cocycle.

4") On n'a naturellement aucun résultat rela-
tif aux CO-cycles ou CO-bords, l'intégrale n'ayant d'ailleurs
alors aucun sens. Rappelons aussi que nous n'avons donné
la démonstration du théorème de Stokes que pour les variétés
de classe Cz ,et l'avons admis pour la classe C’ .

Nous allons maintenant nous attacher à étudier certaines
réciproques des théorèmes précédents. D'abord voici une
réciproque de la lère partie du théorème 41 :
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Théorkme  42 - Soit z une forme dlffkrentielle  de degr6
classe C'-'un ouvert fi d'un espace affine de
*N; si l'lnt&rale  de rsur tous les Cm -bords de
alorse~teUniC~c~~l~.,contenus  dans fi , est nulle,

Démonstration - On a en effet, pour toute variété avec
bord v , de classe C" . orientée, compacte, de dimension

P t1 , contenue dans .!J , jYdO=je7 w = 0 . Notre

affirmation r&sulte aLors immédiatement du théorème suivant
(appliqué à m = dw,n= + + 1 ) qui montre qu'une forme
dlffbrentielle  continue est entièrement déterminée par la
connaissance de ses Intégrales sur les variétés avec bord,
orientées. compactes, de classe C" :

Dktermination  d'une forme différentielle continue par ses lnté-
grales sur les varletes  avec bord orientees compactes.

Soitfi  un ouvert d'un espace affineE de dimension
=%&; nrSoit &Une forme différentielle continue sur fin,

g si, pour toute-avectborientée,
compacte, de dimension n, de classe Cy
l'intkgrale

IY
Fi? est nulle, alors ÜF est nulle.

Démonstration - Soient X, , x2 . . . ..z=.n vecteurs de Ë
et aun point defi . Nous allons montrer queü?(a).(~,,~~.~)=O
Soit F ie sous-espace affine de E , engendr6  para et-les X;.
On peut le supposer de dimension m , sans quoi les X,
seraient dépendants, et lex6syltat  serait 6vident. Prenos
dans F le réfhrentiel  &, X,.X,,..., X, . La forme W
d6finit SUIF uns forme diff6rentielle  de degr6 71. , qui
alors s'krlt .j Ai, A da2A...Admm.  On a

+ En mettant C--bords, nous prenons une hypothèse
faible qu'en mettant C’ "-H-bords; nous arrivons cependant
la bonne conclusion,donc  notre énoncd
verra, dans la remarque qui suit le
faire des hypothèses encore plus faibles.
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OrientonsFen  considérant sa baz comme positive. La,

mesure de Radon sc 1 G
est alors + clx,d/3c2  . . . +l=j &.

Si nous prenons, pour V , une boule B (R) (pour la norme
euclidienne définie par le référentiel), de centre d et
de rayon R , de F , de volume V (R) , on a donc, par hy-
pothèse : -

Or on a la majoration :
rr f -L

qui tend vers 0 avec R , en vertu de la continuité de 1
au point fi .
à la limite,

De (v1,8;5~

t

on déduit donc 2ien,  parpassage
(CL)= 0 ,donc  z=O.

Remarque - Les boules euclidiennes ne jouent ici aucun
role particulier. Il suff:
et tout sous-espace affint

Lt que, pour tout point a de a,
; F de dimension n de Ç , contenant

a, ii existe 'une suite de variétés orientées avec bord
ou pseudo-bord Vfl c v. = F

rd 4l
, de dimension IX,

conve,rgeant  uni orméme t vers 4/ pour i Infini, et telles

que J z?=o , pour que la conclusion Z= Osoit
7valable.bSi  les pseudo-bords sont tels qu'on puisse leur

appliquer le théorème général.38 de Stokes, 1 hypothèse

0 pour tous les V'
d

, entra4nera  aussi

la conclusion du théorème 42 : dz = 0.
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Voici maintenant une réciproque de la 2ème partie du
théorème 41 :

Théorkme  44 - Si une forme différentielle 0, de classe c'
d'un ouverta d un espace affine, a une intégrale nullé
s ur tou s le s C--cycles  l contepus dans & alors>L
elle est un cobord. Si en outregest de classe CT 1x31,
on peut en trouver une primitive exterieure  qui soit aussi
de classe C?

Le théorème de De Rham est un des résultats les plus
profonds de la topologie algébrique; Il est à la source
de tous les développements modernes de cette partie des
mathématiques. Sa démonstration est très délicate, Il
n'est pas question de la donner ici. De toute façon, nous
ne nous en servirons pas dans la suite. Bornons nous à
montrer qu Il explique d'une manière nouvelle le théorème
19 de Poincaré. sisest une forme differentielle  de classe

C’ de l'ouvert0 de degrk 9 3 1 fermée, alors il
résulte du theorème'41  que son IntAgrale sur tous les Cw
bords est nulle; mais cela n entraîne pas nécessairement
qu'elle soit un cobord, Il faudrait pour cela pouvoir
affirmer plus, à savoir que son IntGgrale sur tous les C"
-cycles est nulle. SI alors Il se trouve que, dans l'ouvert
.fl!# tous les C" -cycles de dimension + 34 sont aussi

des C ca -bords, alors cette propriété sera vérifiée , et W
sera bien un cobord; de sorte que, dans ce cas là, dans
l'ouvert JI tous les cocycles de degré > 0
aussi des cobords,

seront
et le théorème de Polncark  sera vrai

dans Q . Nous verrons plus loin que cette propriét.6  des
F-cycles. d'être tous des C--bords,  est précisément,

6. une petite modification près (voir corollaire 5 du
théorème 54 ),réallsée pour les ouverts fi vérifiant les
conditions très restrictives de l'énonc6 du thborème 19
*I) ; mais Il en existe bien d'autres où elle est aussi

vraie. La propriété pour un ouvert0 d'un espace affine
(ou une variété fi de classe Cz ),que tout cocycle de
degré > 0 defi soit un cobord, est évidemment ConserVée
par C2 -dlfféomorphlsme  (un tel Cz -dlfféomorphisme

+t Voir note * page 192

+* Le théorème de Poincaré est donc un cas particulier
du théorème de De Rham. Mais la démonstration du theorème
de De Rham, que nous ne donnons pas ici, utilise le th6oreme
de Poincaré, qui est donc un intermédiaire inévitable.
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commute avec &, théorème 17); on démontre, et c'est la un
résultat trés curieux et très remarquable, qu'elle est
même conservée par simple homéomorphisme;sks  condition de
différenti-abilité.  Nous en verrons des d&monstrations  par-
tielles (Corollaire 1 du thborème 53).

Nous allons démontrer le théorème de De Rham et en exa-
miner certaines conséquences, dans le cas particulier des
formes de degré 1. Nous allons même faire des hypothèses un
peu plus faibles que celles qui précédent, et donner une
démonstration qui n'utilise pas le thkorème 19 :

Théorfzi~~; Soient XL un ouvert d'un espace affine de dimension
une forme différentielle continue de degre 1 surfi.

& valeurs dans un es ace de Banach r, de classe C~I-%  30.
*l'intégralele, défini par une appli-

e, alors il existe une

Sifiest connexe, est déterminée a une constante

Noter que, pour rrz= 0 , nous supposonsWconti.nue et non'
de classe C' Dans le Qéorème 19 de Poincaré,
néces aire de'supposer W

il e'tait

d+
de classe C' pour pouvoir parler

de W; nous avons signalé à ce moment'là qu'il n'était pas
naturel de supposer une forme de classe C' pour voir si elle
était la différentielle d'une autre forme. Nous avons Ici une
condition deqature intégrale et non différentlelle,qui  permet
de supposer W seulement continue.

-
Démonstration - Le fait que, sifi est connexe -Q >Soit  déter-
minée à une constante additive près, résulte du théorème 22
du chapitre III.

lère étape - Démontrons que l'intégrale de West encore
nulle, sur toutes les pseudo-variétés singulières orientées
compactes,définies  par des applications H,de classe c-par
morceaux, du cercle trigonométrique orienté, dans SL .

Paramétrons en effet le cercle trigonométrique par l'angle
polaire 8 , que nous ferons varier de 0 a 2Jt . Nous suppo-
serons alors qu'on peut subdiviser 1'intervalle[o,z7r],à
l'aide de points oO = 0 , 8, ,..., 8;,...,~X=2~r de manière

que H soit de classe C” dans- chaque intervalle [QC , ei+, 1.
Montrons qu'il existe une application %;,de l'intervalle
[8; ,ei+,]  deRsur lui-même, qui soit de classe C’, stricte-
ment croissante, et dont toutes les dérivées successives soient
nulles aux extrémlt6s  0; et e;+, de cet Intervalle.



196

Pour cela, construisons d’abord UN telle fonction,
correspondant 6 l'intervalle [O l] . On va utiliser les
méthodes de la démonstration du'théor+me  de la partition
de l'unit6 (théorPme 11 du chapitre IV). Construisons la4
fonction C, de la formule (IV,2;23), correspondant k 7'~.

4correspondant ü d,= 2'

Elle est de classe CI> 0 nulle

pour t SO et t 31 . Appelons a la fonction
nelle a r,,d'intégrale  égale & 1. Alors
répond à la question. Elle est de classe
d'une fonction de classe C-, stricten.ent  croissante dans
[O,,l] puisque sa dériv6e a est > 0 , nulle pour t S 0 ,

égale &nulles p~~=b~p;u'ettt~  ; ; toutes ses d&rlvées sont

On définira alors
9; par :

Ces fonctions
tion K , !op" étant construites, considérons l'applica-

formule :
de 1 ntervalle[0,2n]dans  fi . définie par la

hT,B;B) K (0) = H(a;ie), pour 8, S 8 S 8't+, .

Elle est alors encore de classe C-dans  chaque intervalle

10; ,8*+.,1;  mais, comme toutes ses dérivées successives sont
nulles aux extrémités de cet intervalle, on volt que les
dérivées à droite et les dérivées a gauche de K en chacun
des points 8; , coyncident, et eue, par conséquent, K est
"ne application de classe C” ,[de O,Zn] dansa .



Comme en outre K (0) = K(~/IT), et que toutes les dérivées
successives de K au point 0 et au point 2~ sont nulles,
on peut considérer que K défini& une application de classe
C"du cercle trigonométrique r dans fi .
xautre pgrt, il es& facile de voir que les intégrales

de W sur H 1 r et K ) r sont les mêmes. En effet, ces
intégrales sowpectivement l+zit~mes  des intégrales
sur les H J Le,  , e;+,j et K \ [ 8; , 8;+, 1 ; mais  les
applications K et H , de [ 6; , 8;+, ] dans fi , définis-
sent deux chemins de classe C" équivalents;
par conséquent que les intégrales de w- sur

(Théorème 35). Comme alors
esqnulle  par hypothèse, Il

de l'intégrale de w sur H 17 .

nous savon5
ces deux chemins
l'intégrale
en est de même

2ème étape - On peut évidemment se borner a faire la
démonstration en supposant fi connexe, car, s'il ne l'est
pas, on raisonnera séparément sur chacune de ses composan-
tes connexes. Choisissons alor , une fA1.s  pour toutes, un
point & de a , et la valeur2(a) de # au point R/ .

Définissons la fonction 4 par la formule :
-

(=,8;9) f--oc) = $(a) + Jtzph
z ,

l'intégrale étant une intégrale curviligne sur n'importe
quel chemin, de classe C-par morceaux, situé dans a ,
d'origineaet  d'extrémité s. Il existe sfirement un tel
chemin; car&5 est connexe, et comme, en outre, c'est un
ouvert d’un espace affine, il existe certainement une ligne
polygonale joignant L% à =(Voir  compléments de topologie
générale sur les espaces connexes, page 1, et un tel
chemin est bien de classe C" par morceaux. Montrons que
le résultat est indépendant du chemin choisi. SI, en effet,
nous considérons deux de ces chemins, rien n’empêche , par
un changement éventuel de paramètres, de supposer que le
premier est défini par une_application  M , de classe C"
par morceaux, du segment[O,X]  de R dansa et que le
deuxième est d tion M , dé classe C”
par morceaux,

Alors l'application M , définie sur l'intervalle [O,Zn],
à valeurs dans fi par les deux fonctions précédentes,
(elles prennent la’même valeur au point rT de sorte que M
est continue’), définit une application de ilasse C" par
morceaux, ] dans fi, c ‘est-à-dire, puisque
M(ol=  M(?q)  = LJ,, une application H , de classe C-par



morceaux, du cercle trigonométrique orienté dansa l .
Il résulte alors de 1°) que l'intégrale de w sur la
pseudo-varieté  singulière ainsi constituée est nulle, ce
qui montre bien que-les deux Intégrales (VI,Fl;g), corres-
pondant à ces deux chemins, sont égales.

>ème étape - Il nous reste tr montrer que la
repond bien à la question.

fonction

Choisissons un référentiel dans E . Alors 0 admet 1:
représentation (v1.6:72)

7
:;=A~$  d,.

1,=1 1 .
Si nous montrons que $ est pai-tiellement  dérivable  et

que l'on a :

xI,8;12)

sont supposées continues, sera de classe C'
15 du chapcitre III, et on aura

donc les A'
sera en outre de classe Cm+' t'

sont de classe cm,
, et le théorème

de la succession d'un chemin fixe joignant & 6 w0 ;et du
chemin rectiligne Czo,r]. On a donc

* On voit pourquoi nous &kns d'abord dQ passer des appli-
cations C" aux applications C-par morceaux : d'une part
une ligne polygonale est C-par  morceaux, d'autre part nous
obtenons ici une application du cercle trigonomktrlque  dansa,
qui est seulement C-par morceaux. Naturellement une fois
le thkorème démontré, nous saurons que W = iQj?-jëT-

trera quel'lnt6gralede  z sur H ) r
l'application du théorème 39 et-de la formule (VI;;;:z),nous  mon-

est nulle dès a
0,2n]est  de longueur finie; et on peut aussi

par l'intégrale (VI.8;9). sur tout chemin
finie joignant a à 15 ,.
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Alors le thdorème 89  du chapitre IV, donnant la dérivée
d'une intégrale indefinie par rapport a sa borne supérieure,
donne Immédiatement, au point owO , la formule :

w*~;w
~(,I = Âj(x")  *

b
ce qui démontre le théorème.

Corollaire 1 - Six est un champ de vecteurs continu sur
un ouvertfi  d'un espace euclidien de dimension finie, dont
le travail est nul sur tout cycle, défini par une applica-
tion de classe Cœ du cercle trigonométrique oriente, alors
y dérive d'un potentiel dans fi.

Dans un ouvertfi  du complémentaire de l'origine dans w%,
on appelle.fonction-arnument  toute fonction (fJ :M-+ Cp (MJ,
qui, en chaque point M , soit Cgale à l'une des détermlna-
tions de l'argument (OJC
qui sont en nombre infini)

()M) en ce point (déterminations
la différence entre 2 d'entre

elles étant un multiple entier de 2Yt). On ne s'intéresse
dvldemment qu'aux fonctions-argument qui sont continues.

Corollaire 2 - Si une fonction-argument, dans-un ouvertfi

de R'- 0 est continue, elle est de classe C" , et sa
différentiélle  est la forme W de (VI,4;41) (Improprement
notee dq ) Pour qu'il existe une telle fonction dans &
ilf-aut  et 1; suffit que, pour toute

, il y a une infinit
aefonctlons-argument, la d‘ifférence  entre deux d'entre elle:
est un multiple entier constant de 2~ , et la fixation de
l'argument en un point de.Q,  le fixe dans Jl, tout entier.

Démonstration l"/ SoltA  un point defi.  Introduisons la
fonction M- @ (A ; M ) de la page 80; elle est C"

lorsque M est dans l'ouvert I@ (A;M)l<n  , et elle y est
une primitive de CC~ . Pour que Cp soit une fonction-argument,
Il faut et il suffit que la différence

(E,S;l5) q(M)- q(A)- Q,tA;M)
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soit, en tout point k ) un multiple entier de 2~ , et
d&n un polntM,particulier, 4" (M,) soit l'un des arguments

0 * Si alors l.) est une fonction-argument continue dansa,
ce multiple entier de 2~ est continu pour M dans un voisinage
de A,donc  constant; donc cp est aussi Cm au voisinage de A
et y admet&)  comme différentielle; ceci étant vrai pour tout
A de&, Cp est C" dansa  et de cobord 0 ; 0 est bien
un cobord dansa .

2"/ Pour que W soit un cobord dans&, Il
est bien nécessaire (d'après le

J

théoreme 41) et suffisant
(d'après le theorème 45) que

HI?
w = 0 , pour toute

application H de classe Cw du cercle trigonométrique dansfi,

3"/ Il reste donc à montrer que, si W est
un cobord dansa W=dQ-
argument dansa. ~CI encore on

, il existe des fonctions-

Il n'y a aucun
eut supposer sz connexe.

Mais appelons %
raison pour que % soit une fonction-argument.
l'ensemble des points M de fi pour lesquels

TF(M) est l'un des arguments de M Nous allbns montrer
que% est a la fois ouvert et fermé dansfi. Alors Il sera
ou vide ou Identique afin, supposé connexe. Si donc on
modifie q d'une constante, de manière qu'en un point parti-
culier de fin.. elle ait pour valeur 1 un des arguments de
ce point, cela deviendra vrai pour tout point de .fL ; ce qui
montrera bien qu'il existe dansa des fonctions argument
continues. Il y en aura alors une infinité; la fixation
d'une telle fonction en un point defila fiyera hlw dansfi
tout entier; la différence entre deux d'entre slles sera une
constante, et, en chaque point de fi , un multiple entier
de2Tr, donc elle sera un multiple entier constant de 271 .
Ainsi le théorème sera démontré dès que nous aurons prouvé
que % est ouvert et fermé dans .fl .

soit A E J-L
de A dansa, tel que;

AppelonsC19/un  voisinage ouvert connexe
pour M dans u,I @ (A ;M) 1 <ry . Alors,

dans v', les fonctions IF, et M --+Q(A)+4,(A;M)  sont deux
primitives de W, égales en A ; comme vest connexe, elles
coIncident  dans vtout  entier.

Prlors,  d'après ce que nous avons dit a propos de (VI,8;l5),
lp est une fonction-argument dans 27, si,
culier de v,

en un point parti-
elle a pour..valeur  l'un des arguments de ce.

point. Autrement dit,
Brest tout entier dans% .

si'u contient au moins-un point de 3,
Alors :
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a) A ES entrafne ?Y&; -il est ouvert dans fi;

b) AE&-% entraene WC fi - &;LL - * est ouvert

dansa
est démontré.

donc -e est fermé dansa, et le corollaire

En même temps nous savons comment déterminer Cp (M)  ,
SI l'on a choisi (p (A) pour un point A particulier, lors-
quefi est connexe. On aura :

(m,S;  18) ip(M)=q(A)+
i C$l

~3 ,

l'intégraie étant prise sur n'importe quel chemin de lon-
gueurfinle d'origine A et d'extrémité M .

En fait, nous verrons plus loin qu'on opère autrement :

(p (A) étant choisi, on suit, par continuité, la détermlna-
tien de l'argument, le long de n'importe quel chemin jol-
gnant A à M . C'est là une notion assez intuitive, mais pas
si facile à.expliciter rigoureusement; nous en reparlerons
au chapitre VII.

Avant d'entrer à proprement parler dans les considérations
d'homologle, nous allons définir une certaine opération d'ad-
dition sur les cycles.

Considérons deux C"-cycles H, 17, et H, 17%  de fi ,
de même dimension. Supposons d'abord que V, et V, soient
deux ensembles sans point commum. Si alors nous appelons V
leur réunion, on peut facilement munir V d'une structure
d’espace topologique, dans laquelle V, et V, sont a la fois
ouverts et fermés. Il suffit d'appeler ouvert de V tout
ensemble coupant à la fois V, et Vz suivant des ouverts.
On peut ensuite munir V d'une structure de variéte de clas-
se Cmorlentée  (si m ~0 , de classe C”  > (en prenant, pour
cartes de V toutes les cartes de V et les cartes de Vz
Si alors noui appelons H 1'appllcatloA  ie V dansfi,prenant
la valeur l-i, sur V, et la valeur H, sur V2 , on a defini un
nouveau cycle dans & , qui peut être appel6 somme des deux
cycles considérés.

SI au contraire Il se trouve que V, et Vz soient des
parties d'un même ensemble et aient des points communs,
(il peut même arriver que V, et V, soient identiques), on
devra appeler V , non pas la rdunlon, mais une somme de V,

).
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2
et VQ,c'est-a-dire  n'importe quel ensemble r6union de deux
parties dIs.jointes,  v,’  , vl, mises en correspondance bi-
univoque respectivement avec V, et V, . On remplace alors
Y, et V, par V,' et Vl , en transportant sur celles-ci les
structures de variétés diff&entlables, et les applications
H, et H i, grâce aux correspondances biunivoques; on procé-
dera ensuite de la même maniére que précédemment avec
v- v,' u v' . Le cvcle somme n'est oas unloue.

puisqu'ii dépeRd du choix de V ; toutefois il est toujours
défini à une équivalence près, en ce sens que deux cycles
définis de cette manière sont toujours Equivalents,  au sens
des variétés singulières orientées equivalentes  (voir page
145). On peut donc, dans tous les cas, définir la somme de
deux cycles comme un cycle, défini seulement à une équiva-
lence près. Si d ailleurs on remplace les deux cycles donnés
par deux cycles équivalents, tout cycle égal à leur somme
est remplacé par un Bquivalent. Au fond, ce que nous avons
defini, ce n'est pas la somme de deux cycles, mais la somme
de deux classes de cycles, qui est elle-même une classe de
cycles; une classe de cycles étant une classe d'dquivalence,
pour la relation d'équivalence entre les variétés singulière
orientees.
~ Qandon écrira une relation du type?= T + ?h

r,r:,r, 9

4 où
seront des cycles, on entend;fa  par l&-que r ,

a une équivalence près, est la somme de r, et de r, On
peut évidemment definir de même la somme d'un nombre'fini
quelconque de cycles; on peut donc aussi definir un multiple
entier d'un cycle,=?,  oùn. est un entier. > 1
étant la somme-de TX cycles Equivalents  à l-' . Plkcg%rale-
ment, SI c r a-T sont tous des cycles de même
dimension,.o~  $o&a parler dé la comblnalson+,F  + p,x
+...+ fie re ,où les.,41 sont des entiers 21 . On pourra
même convenir de prendre éventuellement des entiers nuls
a condition de considerer  que le cycle OF est le cycle+?
ou cycle vide. En définissant toujours les cycles à-une
equlvalence  près, l'addition des cycles est associative et
commutative.

On va définir l'homologie  des cycles, en Introduisant
une nouvelle relation d'équivalence, dans laquelle on né-
gligera les&ycles  dégéneres  et les bords. On dit qu'un Cn"
-cycle H 1 V , de dimensionn  , d'un ouvert fi d'un espace
affine E , est degénéré, s'il est vide, dans le cas de la
dimension TL= 0 , et si, dans le cas de dimenslonsn  3 1,
l'image de V par H est un ensemble fini * .

l On ne verra l'intérêt d ces cycles dégénérés qu'au
corollaire 2 du theorème 9.
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On dit alors qu'un C--cycle 7 de fi est C--homolo-
iste 2 C*bords,-Iff  et r, et deux
p, tous dans 0 , tels que l'on ait

Il résulte de cette définition qu'un cycle dégénéré et
un Cm-bord sont Cm-homologues  à 0 Un cycle équivalent à
un cycle Cm7 Un cycle

Cm
homologue à 0 estCm-h;yologue  a 0

-homologue à 0
pour Q S 0.

est a fortiori C -homologue H 0 ,

Théorème 46 -
sont des entiers 0

Evident (une somme de bords est un bord, et une somme de
cycles dégéndrés  est un cycle dégénéré).

Théorème 47 - si? est un (Y-cycle  quelconque,
est unCm-bord.

le cycle T: + F

Démonstration - Nous allons pour cela utiliser le lemme
suivant :

Lemme :4 c
g vcv est une varieté avec bor&antee de dimen--

slon n, de classe Cm, alors[O,l]xVC IF! x V est une
variété de dimension 7~ + l,declasse  Cm,  avec pseudo-bord*
la partie régulière de son pseudo-b~es~l&&nlon4d~~'
3 varlfiéys orientees  disjointes : ] 0,l [ x

t 10 np.
av >{A} xv &

Démonstration - SI V est une variété avea bord de ? (de
dimenslon7t  ), [O,d] x V est une partie de la variété
w x v de dimension IZ + 1 et on volt Immédiatement
qu'elle en est une variéte avk pseudo-bord. Le pseudo-bord
est la réunion de [O,i) x &v,{O}x  V,{I)X V ; la partie

régulière de ce pseudo-bord est la réunion de]O,l[  x &V,

et sa partie singulière est la réunion

* Bien noter les orientations !
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de{01 x &V  et de 11 1 x eV . Tout ceci  se  voit
géométriquement sur la figure
un disque fermé hachuré. Alors
latérale  du cyl indre” , { 0 } x V

et se démontre immédiatement.

On orientera [oI;] x7
de la façon suivante : en
chaque point  (b,% ), l ’espace
vectoriel tangent est somme
directe  de la  droite  réellep,
espace vectoriel
à [0,-l]  en t

tangent
et  de l ’espace

v e c t o r i e l  tanient  a V  e n  r .

On considérera comme positive
une base de cet espace tangent,
a u  p o i n t  ( t,zc)  d e  [O,l] X V ,  s i

e l l e  e s t  f o r m é e  d e  lasuccession
d’un vecteur-positif,&?,

et d’une base positive è; , zz,.  , , , <%
de w

deTC=-;VI . De la
m&e manière  on déf inira l ’or ientation de [O,I]  Y  G ,
IV e s t  e l l e  a u s s i  orient62

puisque

Q u a n t  a u x  variétés{O\  Y  V
leurs orientations de façon
deV .

,  on déf inira
d e  oelle

Demontrons  alors ce qui est Indiqué dans le lemme pour
les  orientations.

Soit  (t,r) un-point  d e  ] 0  ,1 [  x  kV
2

s o i t  ë* un vecteur
tangent  enr à V  ,  sortant de 9 .  Soit I’ L,“., W-I’  unee

base posit ive de 7 (se ; m) .
e’

A1g-s  &,q,ë,  ,..., TX-, ,
est  une base posit ive de 7 (a= ; V  ) .  Donc 5 ,e

est une base posit ive de y( ( t ,r);  ? x 7)
*.<,<9  . ..> em,

; par suite

&,ê,,è,,..., ê+,
sortant de ]O,l  Lx y

est une base négative. Comme ê* est
,  au point  (t,x) ,  cela  veut  dire

que  la  base ë ë ëz ,. ,  ,  ,enq,
tlon-bord,  daAg  ’ ‘7 ((t ,=) ;

est  négative pour l’orienta-
] o,,  [  x  &V )  ,  a lors  qu ’e l le

e s t  p o s i t i v e  p o u r  l ’ o r i e n t a t i o n  ]Q [  x fl . Cela
montre b2n  que, comme partie régullere  du pseudo-bord de
[G] x V  ,] O,I [ x  kV d o i t  a v o i r  l’orientation]O>i  [ x  E.
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Soit maintenant== point&de i , et soit ê, , Zz ,, . .,ë,%  ,
une base positive de T lx ; V) . Alors zO,z,,..., TX est
positive dansT((t,r);T  xv), queloque soit k,, . Comme <

est sortant relativement à]O,1[x V , si t = 1 , et ren -
trant si t = 0
base positive de

comme bord de

: on doit donc
régulikres  du pseudo-bord,
avoir les orientations 1 x vi 1
la démonstration du lemme.

ce qui achève

Nous sommes maintenant en mesure de donner la démonstration
du théoreme.

Tout d'abord remarquons que, dans le lemme,si V est une
variété sans bord (.&V = 93) alors] m[ Xv est non seulement
une varlétd avec pseudo-bord mais une variété avec bord, puisque
la partie singulière du bord, {o,I,\ X, .& V ,
son bord est la r$nion de {4} x V

est Lide, et que
etde o XV.i 1

Si maintenant r est un cycle H 17 , le cycle? est H ]y

Considérons la variété singulière orientée, avec bord, compacte
définie par l'application j( de [O,l] x V p où

(‘PI,8  ;20) K(t,x)= H(x)

Ce que nous venons de voir montre que le bord de cette variété
singulière n'est autre que

qui est bien un cycle équivalent & 7 +F, ce qui démontre
le théorème.

6

Corollaire - Si r et? sont deux Cm-cycles,
7 + T sont Cm-homologues a 0 , alorsy

et si c et

20.
est Cm -homologue

Démonstration - On a en effet la relation :

(PL,8  i 22)
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Le second membre est la somme de deux cycles homologues
à 0 , donc il est nomologue à 0 , donc aussi le premier. On
a donc :

(pL,8!23) ?+(?+Y, + bord + cycle dégénéré
= bord + cycle dégénéré.

Comme le théorèze nous indique que: + y est un bord,
on voit bien que r est homologue à 0 .

Homologie  des cycles.

Théorème 48 - La relation binaire entre Cmcycles defi :

& C'"r-homoloKue  à 0 dans fi ", est une rela-
tion d'&uivalence. ComDatlble  avec l'addition des cycles,
et leur multiplication par des entiers> 0.

52 est Cm-homologue à 0 , on dira que F

sont Cm-homolop;ues  dans fi . Une classe d'éauivalence,
form&e de tous les Cm-cycles Cm-homologues à l'un d'entre
eux, s'appelle une classe de Cm-homologle dans a .

Démonscratlon  - 1') La relation est réflexlve 2. r
est un bord (thborème 47). donc Cm-homologue  à 0 .

2') La relation est symétrique : si r:+ r,
est h?moggue,à  0 , il en est de même du cycle d'orientation
wposee  r, + r: .

3") La relation est transtlve. Soient

F,C,$ 9 trois cycles, et supposons que T+Tz - -et r,+r,
soient homologues à 0 . Il en est alors de même de leur somme.
$ap,r$s l~~soc+tlvlté de la somme, cette somme.peut  sd&?;:;;

La parenthese  est homologue a 0
lé+thioke  4;.'Il'résulte  alors de son corollaire q& '-r'+T
est homologue à 0 et ceci demontre la transitivité. 1; s'agit
donc bien d'une relation  d'équivalence. L'homologie  est trlvia-
lement compatible avec l'addition des,cycles  et leur multi
cation par des entiers 2 0 : si

5
est homologue B

-l,z,...,  !, , et si les +, sont des entiers &IJ
est homologue B c +,

t homologue B 0 d'après le ~h.oiè!i 46'.
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cles C4-homolo-

Démonstration - Rappelons d'abord (théorème 35) que les
Intégrales de z sur 2 cycles dquivalents_csont  égales. On en
déduit immédiatement que l'intégrale deW,sur une somme de
2 cycles, est la somme de ses integrales sur ces 2 cycles.

Supposons que-7
Cl-bords, et A'

-soit homologue à 0 , et soient A ,,B des
,B',des cycles dégén&és,  tels que 1 on ait

la relation(vI,8;ig).  On a alors :

Il résulte du theorème 41 que les Intégrales du cocycle w
surr et?? sont nulles* d'autre part, ses intégrales sur 'A$
et B) sont nulles d'aprés la remarque 3'1, page 146-147;  il

alors que son Intégrale sur r est
et T, sont deux cycles C'-homologues,

Cl homoiogue z 0 , et l'on a par conséquent

donc

SI maintenant nous considérons, dans l'ensemble des cocycles
ou formes différentielles fermées de clanse>'  , dans atà
valeurs dans r , la relation binaire : W, - 0% est un
cobord", c'est encore évidemment une relation d'équivalence.
(Contrairement à ce qui vient de se passer pour l'homologie,
c'est Ici tout-à-fait évident)

2 formes de la même classe seront dites cohomologues (une
forme cohomologue à 0 est simplement une forme de classe C'
qui est un cobord). Une classe d'équiy@lence  s'appelle une
classe de cohomologie à valeurs dans F . La classe de
cohomologie d'une forme fermée de classe C’ est l'ensemble
de toutes les formes qui lui sont cohomologues.
On a alors :

Corollaire - L'intégrale d'un cocycle sur un Cl-cycle ne dépend
que de la classe de cohomologie du cocycle, et de la alasse
de Cl homologle  du cycle.
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Démonstration - Soient 0, et z&deux cocycles cohomologues,
et T et T deuj. Cl-cycles C'-homologues.

On a alors les relations :

Mais  laxemière  intégrile est,nullzd'après le théorème
parce que W, est un cocycl~ et-r, + L C-homologue-à 0 ,
et la deuxième parce que
C'-cycle (théorème 41). 0, - 0, est un cobord et Y, un

Remarques - 1") Pour les formes diff&entlelles, nous
n'avons introduit que les cocycles et cobords, alors qu'on
aurait aussi pu introduire les C" -cocycles et lesCI"-cobords.
C'est dans un but de simplification  que nous ne l'avons pas
fait.

2") Dans le même but de simplification,  nous
aurions pu ne pas le faire pour les cycles et les bords !

Mais nous avons absolument besoin des C'-cycles  et C'-
bords, faute de quoi l'intégrale, sur ces cycles, d'une forme
différentielle, serait dénuée de sens. Mals nous démontrerons
certaines propriktés  où n'interviennent  que les applications

sans hypothèse de différentlablllté
~t~tf"ll2oF&e15  '-69 ) . Pour les avoir, et
c'est utile dans la pratique, nous aurons besoin des CO-cycles
et CO-bords. Il est donc indispensable d'avoir les C-cycles
et Cm-bords. au moins pour les 2 valeurs m = 0 et 11% =4 ;
alors ça ne cofite pas plus cher de prendre mquelconque.  On
aura des théorèmes intéressants qui feront passer d'une
valeur de w, à une autre (par exemple corollaire 4 du théorème 54).

3’) Le quotient de l'espace  vectoriel des cocy-
cles sur Cl. c E a valeurs dans F , par le sous-espace vec-
toriel de ceux qui sont des cobords, s'aepelle l'espace vecto-
riel de cohomologie  dea h valeurs dans F
des classes de cohomologle  è, valeurs dans 7

Ainsi l'ensemble
admet une struc-

ture d'espace vectoriel (surY&? ou a!-, suivant quel'  est un
espace vectoriel surWou  CO,.



Si en effet (Y, et o(z sont deux classes, et si rf et F
sont deux cycles quelconques appartenant à ces classes,

r +$
aipeler  c(

appartient toujours à la même classe , qu'on peut
+ W2

commutatlvk.
. Cette addition est associative et

Il y a un élément neutre, la classe 0 du cycle
vide (ensemble de tous les Cz-cycles Cm-homologues  à 0 ).
Si a( est une clgse, et si r est un cycle de cette classe,
la classe o(' de r vérifie o( +o('= 0 (théorème 47 ), donc
d' est l'opposée - a( de o( ; et l'ensemble des classes de
C""homologles  de 0 est bien un groupe abdlien, appelé
groupe de C*homologie de fi * .

ACecl suggère d'ailleurs une nouvelle notation. Si les

i-j ,p1,2 )...> c , sont des cycles, et 12 des entiers
de signe quelconque, l"j le cycle

F
* 4y T-9I I

on appellera C +d 5

(défini, comme toute'somme, à une équivalence
rès), où r.' =

d
7 SI

+d. ' O et
= Tj SI Fj ,< 0 .

L'addition et la multiplication par des entiers de signe
quelconque deviennent alors possibles et vérifient les
règles habituelles, à condition de considérer le résultat,
non plus a une équivalence près (au sens de l'équivalence
des vaÂét6s singulières), mais à une homologie  près :

CI +j r, +J $7 n'est pas égal ou équivalent 8,

k C+.+q.)r:
rédlitdé kor4

, mais il lui est homologue; on calcule en

hzmolog;e,-
pas sur des cycles, mais sur des classes de C”

ou enzore dans le groupe de C"'-homologie (Ainsi
f+ (4-L ,+r est homologue à 0 ,  mals  non

équivalent au cycle vide.

4") Soit fi' un ouvert de E contenu dansa,
Toute forme différentielle 0' sur Ln est a 7!'ortiori une
forme différentielle sur fi' . Si c'est un cocycle sur CR,
c'est un cocycle surfi' ; si c'est un cobord sur J-2, , c'edt
un cobord sur fi'. Au contraire, le passage defi' à JZ. ne
peut pas, en géneral, se faire. Un cocycle surfi'  ne se
go lgw a% necessairem:nt  en un cocycle sur& (par exemple,

= 53 , cl'= Il? -0, la forme 0 de (VI,4;41) est

+ Voir ce renvoi page 210
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un cocycle surfi  , mais Il a une singularité ci l'origine
et ne se prolonge pas en un cocycle sur Jx ); il peut éga-
lement arriver qu'un cocycle surfi soit in o0b0rd sur l'ouvert

etlt sans être un cobord sur a (par exemple, si
- 0 , et sifi est le complémentaire, dans@':

d'une demi-droite Issue de l'origine, la même forme W de
(VI,4;41) est un cocycle dans fi cobord dans fi'
non cobord dans Jl , comme nous l ’ a v o n s v u  a p r è s

Pour les cycles, c'est la situation inverse. Un cycle dans
fi' est a fortiori un cèle dansa  (car une application H ,
d'une variété orientée V dansa',est  a fortiori une appli-
cation Ii deif dans 0, ); & cycle homologue à 0 dansa est
a fortiori homologue à 0 dans fi . C'est Ici le passage de
fi àfl'qui en général ne sera pas possible. Un cycle de fi
n'est pas nécessairement dans a'. Et Il pourra également
arriver qu'un cycle dans fi' soit homologue àeO dans fi,
sans-l'être  dans fi' . Par exemple, si fi =w ,fi'=w-0, et
si f est le cercle trigonométrique orienté, il est un C"
bord dans fi mais ne l'est pas et n'est pas homologue à 0
dansfi'(voir  Lemarque 2' Page 190).

* Renvoi de la page 209 -

- Notre definition  de l'homologie  et du groupe d'homologie
defi n'est pas celle de la topologie algébrique moderne,
qu'il serait hors de question de traiter ici. Aussi n'est-il
pas garanti que, pour tous les& , on trouve les "bons"
groupes d'homologie. C'est sans importance pour la suite.
Nous cherchons seulement :

1') à utiliser l'intégrale des formes différentielles
et la formule de Stokes de manière à définir l'indice et le
degré topologique (voir pages et
quelques théorèmes spectaculaires comme
theorème 68, ou le thboreme 69:

2') B posséder un bon cadre pour traiter les fonctions
analytiques de variables complexes et leurs Intégrales.
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Definition - Soient .J, et
4

deux applications continues
d un espace topologique X d ns un espace topologique Y . On
dit que ces deux applications sont homotopes, s il existe
une déformation continue de 1 une dans 1 autre, c'est-a-dire
s' Il existe une application F d un produit [a,p] x x dans
,& ;,ùkLjd  ;st un segment de R , telle que l'on ait,

:

Si alors,
partielle FL

pourt E [C.Pl ,on considère l'application
:X--C F (t,~e),de  X dans y , on voit que, pour

t cl
Y ,=et que

elle est identique à l'application -e de X dans
pour , elle est identlque'à  l'appllca-

tlon 4
t = J3

dei dans Y Comme elle "varie continament"  avec t ,
puisquk F est continué de [o(,J] x X dans Y , on a bien
une "déformation continue" qui passe de

#l à +a  l

SI d'ailleurs X estcompact et Y métrique, le théorème 66
du chapitre iV dit que t -

dans (Y')& ;
Ft; est continue de [q,j]

on a donc un point de cet espace ( y"),e  ,

qui varie continuement avec t , et va de $ * pour t = o( ,

aussi qu'on a un
, et que deux appli-

y sont deux points

de (yX)ct qu'on peut joindre par un chemin. Tous les cas
que nous rencontrerons dans ce paragraphe correspondront
effectivement à X compact et Y métrique.

11 suffit en effet de remplacer F par F, défini comme suit :

14 II



Toutefois  on aura <galement  besoin,  dand  l’etude de l ’ in-
tégrale  des forme. :  di f férentiel les  où interviennent toujours
des variétés de classe C’: 17%  3 1, d’une notion un peu Plus
r e s t r i c t i v e , c e l l e  d e  Cm-homotopie.

Déf init ion - Soient  X et  y deux variétés de c lasse C’?
mfini  ou Inf ini .  On dit  que deux applications
c l a s s e  C”. de X dans Y

j, et -),,de
s o n t  Cm-homotopes,  s i l  ex Ste

u n e  a p p l i c a t i o n  F  d e  [*,j] x X d a n s  ‘f ,  d e  c l a s s e  C”‘,
vérifiant (v1,8;27) * .

Bien entendu, deux applications de clafse  C”’  qui sont
C”-homotopes  s o n t  a  f o r t i o r i  d e  classec  e t  Ce  -homotopes,
pour .l 5 m . Alors  homotope veut  dire  C” -homotope.

Théorème 50 - SI X & y sont deux variét,és  de classe C’“, deux
applicatiz de classe Cm% X dans  Y , qui sont Cm-homotopes
a une trolsleme,  sont aussi  Cm-homotopes  entre el les .  Autre-
ment dit la relation qui exprime que deux applications sont
Cm-homotopes,  est  une relat ion d ’équivalence dans l ’ensemble

des applications de classe Cm-X  dans y .  Une c lasse d ’équi-
valence s ’appel le  c lasse de P-homotopie.

Démonstration - Soient #, , $ , IL , trois  applications de c lasse
Cmde  X d a n s  y ,  -$* homotope  B 4, ,  $, homotope  à  $& .  S o i e n t

sant de #G une  homopjie p~~s;~~td~o~so~,~,  s;pp~se,~~eh~Ii’~t~~~~r~~~~es
de&!‘corr&spon%&t  a  c e s  homotopies  s o n t  respectivement[0,1]
et CI , 21 . Si V-L  = 0 (et alors on peut,pour  X et y , prendre
des espaces topologiques  quelconques, et non nécessairement des
varidtes)  on définira Immédiatement une homotopie F assant

et correspondant B l’intervalle[0,2~  de f? , Par

(nr,0;29)

Z

F(t,z)  = c,(t,z) pour 0 < t < I , H ( t,z)  pouy 1 < t 5 2 ,

*Ve,  [;dA]d;  XR x’est  pas une ,varlété,  mals  une variété
.  On peut neanmoins  dire  sans di f f iculté

d ’une applicatlonf  de [Oc  j3]  x X qu’el le  est  de c lasse C’“.
en uti l isant  la  note  (*)  Page 187 du Cours de lère  partie .



(ce qui donne F (1,x) = 4, (w) ), ce qui ddmontre le théo-
rème pour m = 0 . Si d'ailleurs X est compact et Y métrique,
cela revient & dire que 2 points, qui peuvent être joints par
des chemins à un troisième dans l'espace topologique (yx),e  ,
peuvent être joints entre eux par un chemin; c'est tout à fait
évident, et nous l'avons bien considéré comme évident , page
90 du Cours de lère partie. La démonstration n'est manifeste-
ment pas si simple pour -2, 1 . SI en effet nous appliquons
la formule (vI,8;29),  l'application F que nous formons n'est
pas de classe Cm, car sa dérivée partielle par rapport B IT
n'existe pas au point correspondant à t = 4 où existent
seulement une dérivée a gauche et une dérivée à'drolte par
rapport à t (Cela revient à dire que la juxtaposition de
2 chemins de classe C""est seulement C"par morceaux; nous
devrons donc procéder comme dans la démonstration du théorème
45, pour substituer un chemin C m à un chemin C"par morceaux).

Appelons g0 une application de l'intervalle[O,I] dans lui-
même, strictement croissante et de classe C”, ayant de plus
toutes ses dérivées successives nulles aux extrdmitds  0 et 1
de l'intervalle. Désignons par 9, une application du même type
de l'intervalle [1,2] dans lui-même (Voir démonstration du
théorème 45). Nous definirons alors la fonction F , par la
formule modifiée suivante :

(TL,8;30) F(t,5)=~~410(t~),r)pour  0 st fl ,'H(fl(t),=)  pour 4 d t =52.

Cette fois ci, la fonction F est de classe C”“. Elle est
en effet de classe C"dans[O,l] x X et Cl,%]  xX . Mais
ses diverses dérivées prennent la même valeur, à gauche et à
droite,, pour t = 4 . Si en effet nous considerons  une dérivée
telle que (&-)~J)~,~e~ ,TE N" ( N = dimension de X ; pour

employer ce langage de dérivées partielles, on doit supposer
queX et Y sont des ouverts d'espaces affines.Comme  on raisonne
seulement au voisinage de chaque point, on pourra toujours, par
des cartes de X et Y , se ramener à cette situation), à gauche
comme a droite, elle prend la même valeur : si + = 0 ,
et0 si + 2 4 , en vertu des propriétés des fonctions 30 et

Nous avons donc bien formé une homotopie  de classe C"
pA&aAt de$a a -# , ce qui démontre le théorème.

Nous allons vc?ir maintenant que ai l'espace objet est
compact et si l'espace image est u; ouvert d'un espace affine
normé, les applications "assez voisines" d'une application
lui eont homotopes :
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Theorème  51 - Soitfiun  ouvert d'un espace affine normé E .

1°/ g.Q, est étoilé, en Particulier  s'il est convexe (ou
G fi = E ), ou s il possède les proprlétes enoncées
dans le théorbme 19 de Poincarg, 2 applications quelconques,
de classe Cm, d une partie K quelconque d'une variété V
de classe Cm(ou d un espace topologique  Ks iquelconque
n%= 0 7, dansa,

2”/ ti$ est une application de classe C"'d'une  Dartie K
ComDacte d'une variete V de classe C"(ou d'un esDace toDo-

* On ne peut (sauf cas exceptionnels, signalés à la
note l page 187 du Cours de lère Partie) parler d'appli-
cation C"'que dans le cas de variétés, ou de parties ouvertes
de variétés. si K est une partie de V , nous appellerons

estriction  4 à K d'une appli-
de K dans V,dans E (On

C"'de% dansa i.-car
contenant K , et 4 appli-

Si alors nous disons que 2 telles applications # et 2 de
K dansa sont Cm-homotopes  dansa, nous entendons qu 11

existe une homotopie F entre $ et 9 dans 0 , application
continue de [q,)] x K dans fi avec (VI,fi;27)L  qui se prolon-
ge en une homotopie de classe 'Cm entre + et 9 dans E
application de classe Cmde [q,J]  x .% dans E (ou, si'l'on
veut, dans fi) .- Dans les énonces de theorèmes. on devrait
préciserx et S; en même temps que K et
parlera que deK et $

-Mais  on ne
pour ne pas

enonces et les déznstktions.
alour exagerement les

** Nous avons mis 111 Ill ; il s'agit bien de 111 Illo >
les dérivees n'interviennent pas. Il s'agit bien sGr de
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Demonstration  - On utilisera un lemme :

Lemme - Soient 4 et
9

deux applications de classe C'"
d'une artie K de rd ns fi, telles que, pour toutx de K,

'*-homotopes dansa.
tout le se ment-[+  (x) , g(r)] de E soit dans a. Alors

On définira en effet 1 homotopie passant de t à y par :
L

F(b) - j(=) + t (j(x) - +,, ;

;;;a,st ;;e;y;e=Tpplication  de classe Cmde [O,d]  X K

le lemmé.
7 =

p7(
%x),F(l,~)  = (x, ce qui démontre

a )

a
Or cette propriété du segment [$(z),  %(z)]d'être  dans
pour tout% de K se produira quels que soient

si G est convexe. + et %

On dit qu'une partie A de E est étoilée par rapport
à un point & si, quel que soit% de A
segment [&,ocj est dans A

tout le
Une partie ést dite étoilée

s'il existe un point a telle'qu'e'lle  soit étoilée par
rapport à a. Un convexe est étoilé par rapport à chacun
de ses points.

Si.!& est étoilé par rapport à d/,
de K dansfl,de  classe Cm,est,

toute application +
d'après ce qui précède,Cm-

homotope  à l'application constante K d
2 applications Cm sont C'" bb , donc

-homotopes à celle-ci et par
suite Cmhomotopes  entre elles .

siY est compact, 3 ( K) est un compact de E , et
on sait (cours de lère partie, page 82)  que 6= d(~IK),[~)>O.
Si alors 11 $?I]i < S , le segment [f(s), %(3c)]est
toujours dansa pour x E: K
pes.

, (. et 9 sont Cm-homoto-

Supposons enfin que fi possède les propriétés énoncées
au théorème 19 de Poincaré. Si, pour tout 3c dea, nous
appelons ?, (,x1 la projection de% parallèlement au vec-
teur de base e, sur le sous-espace 5 engendré par l'ori-
gine et les vecteurs de base ï?2,ë3,...,Z?N  , on volt que,
pour toutx de K

a*
, le wwnt[ -J (3~) ,p,(+)] est  dans

alors les applications de classe C"",
sont'cmhomotopes. De m ê m e ,  s i  9

et?, 0
est une 3eapplication

de classe C"de K dansa ,
pes. Raisonnons alors par 9

et P, 0 sont Cm-homoto-
écurrence. % Le théorème a demon-

trer, relativement à&$ , est évidemment vrai si la dimen-
sion de E est 0 (ou 1). Supposons-la montrée si E a la
dimensionN-1.
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Alors p,Oj et P,".% sont des applications Cmde K dans
l'ouvertP,  (fi) =sZ n k, deF, , qui a encore les proprié-
tés énoncées au théorème 19; donc elles seront Cm-homotopes,
d'après l'hypothèse de recurrence,  puisque 5 à la dimension

N-1. Alors on aura, dans L-l , des Cm-homotopies  :

e+ y v/-p(d+j, et le théorème 50 nous prouve
bien que 4 et 9 sont C 'n-homotopes si E a la dimension N ,
ce qui démontre par récurrence notre affirmation.

Nous allons maintenant donner un important théorème
d'approximation d'une application continue par des appli-
cations de classe C”‘.

Théorème 52 - SoitK un compact d'une variété V de classe Cm,

de V dans E , telle que

Démonstration - soit 6, < M;n (&,i) , où 0‘ est la distance
-compact)0  et de [;
on peut tro ver un voisina e ouvert 21

Pour c?dz rii.i:Vd;  te;

que, pour tout= de K A  a > on ait l'inégalité

comme K est compact, un nombre fini des ouverts 6 suffit
à le recouvrir, soit(flL)lEI ; soient ~GL les points &
correspondants. Soit (o<;  );eI une partition de l'unité
subordonnée, où les o(; sont de classe Cm sur V , ce qui
est possible, comme nous l'avons vu au théorème de la
partition de l'unité (théorème 11 du chapitre IV), PUiSqUe
V est de classe C’-.

* Naturellement, g-'(a) est un voisinage ouvert%  de K ,
e t 9 applique encore tout ce voisinage ouvert dansa .
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Si alors0 est un point quelconque  de E , et si nous
formons la fonction définie par :

elle est bien de classe C"" de V dans E
les q1 sont de classe Cm; OA a,d'autre part:

puisque
les relations  :

(YL,8;34)  (

donc 4 & , d'après le choix de E, ; comme en outre
Ed
deiK ,

, (1.'"' est nécessairement  dansa pour tout 3ç
ce qui démontre le théorème.

Ce théorème va nous servir à donner une relation  entre
les diverses Cm-homotoples  :

Théorème 53 - SoitK  un compact d'une variété V de classe Cm,
et soient+ et tz deux applications,  de classe Cl?, de K
dans un ou ertQ,, d'un espace affine normé E . g + et
sont CD-homotopes, alors elles sont aussi Cln-homoto  es.p"a

Démonstration  - Soit en effet F une application  de [O,i] XK
dansJ2, définissant  une homotople  topologique  entre $1 et$&*

Alors nous voyons que F est une application  continue
d'un compact de la variété R x V dans a ; d'après le
théorème 52, quel que soit le nombre &hO , il exls-
te,xne application  G ,de[O,l]x x dangfi , qui est de classe

C , et telle que 1 on ;it 111 F - C, ]116&. Nous choisirons
petite des distances

. Remarquons

alors que 4 est une homotople  de classe Cmentre les deux
applications

% 1 et f, de K dans fi définies par

PW;55) g,w =
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Ainsi, h partir d'une CO-homotopie  entre 4, et +a: on
a trouve une C1!nomotople entre
voislnes" de 4, et qz ,

9, et tt , qui sont "tres

Mais en vertu du théorème 51, comme f, et Lj, sont toutes

les deux de classe C’“, et que l'on a
sont Cm-homotopes.

De la même manikre f, et jt sont C-homotopes.
Ainsi on a successivement trois CV'-homotopies,  passant de

Corollaire 1 - Soient K un compact d'une variété V de classe C"!
etfi un ouvert d'un espace affine normé E . Si, our un entier
z 5 me particulier,deux  applications quelcon$es  de
classe C ode K dansa sont homotopes alors
7~ n-LjdGu=pllcations  quelco;ques,

our tout giïtier
dePclasse CE ,&K

dansa sont Cc -homotopes. Cette propriété ne dépend que de
la topologie de fl ; autrement dit elle reste vraie si on
remplace fipar tout autre ouvert fi' d'un espace affine normé,
homéomorphe à fl .

Démonstration - Prenons d'abord 1 = 0 . Soient -J, et $,
deux applications continues de K dansa . Soit E un nombre
L=O> strictement plus petit que les distances de f,(K)  et

Prenons maintenant e
tt dansa de classe Ce

< ?II. quelconque. Deux applications de

d'après ce'que nous venons de voir; elles sont donc C
, sont continues, donc homotapes

-homoto-
pes d'après le théorkme 53.

La propriété relative aux applications de classe Cp n 'a
aucune raison, a priori, de se conserver par homéomyrphisme;
elle ne devralt,semble-t-il,  se conserver que par C -dlfféo-

puisqu'elle est équivalente à la même proprié-
, elle se conserve bien par homéomorphlsme.



Corollaire 2 - Soit fi un ouvert d'un espace affine normé,
homéomorphe a unvert  convexe ou étoilé,ou  à un ouvert
ayant les proprietes du theorème 19 de Poincare. Alors deux
applications quelconques, de, classe Cm, d'un compact K
d'une variété de classe Cm, dans 0 , sont Cm-homotopes.

En effet, le corollaire 1 indique que la propriété est
conservée par homéomorphlsme, et il suffit alors de se
reporter au théorème 51.

Théorème 54 - Soient? et ? deus cycles de classe Cmd'un ouvert
.Q de E; si ceS.deux  iycles  sont homotopes dans a , alors
Ils sont Cm-homologues dans fi .

Demonstratlon  - Tout d'abord, on dit que deux C-cycles
sont homotopes, s'il sont définis cosme applications H, et Hs,
de classe Cm, d'une même variété V (sans bord), compacte,
orientée, et'si H, et-ont homotopes. D'après le théorème
53, elles sont alors aussi Cm-homotopes.

Soit K une C-homotople, Cm-application  de [O,l] x V,
permettant de passer de 1 une à l’autre.

D'après la formule (vI,~; ), puisque 3 = 8 ,

L,8;36)

Donc 7
logue à 02,

+Y
et' 7

est un Cm -bord, et par suite est Cm-homo-
et 2 sont bien C*-homologues.

d
Remarque - La réciproque est inexacte; deux cycles H, 1 V et
H 17 peuvent être homologues,

on21e volt aisément. En outre,
sans être homotopes, comme

on ne peut parler d'homotopie
de 2 cycles, que si ce sont 2 applications d'une même variété,
alors qu'il n'en est nullement ainsi pour l'homologle.



En effet,7 et c sont alors C'-homologues  dans fi ,
et il suffit d'appliquer  le corollaire  du théorhme 49.

Ce corollaire  exprime encore que l'intégrale  d'un cocycle
sur un C'-cycle, n'est peut être pas nulle (voir  page 190, rem.23),
mais ne varie pas quand ce cycle se déforme de façon continue.
Il est commode d'introduire  la notion particulière  d'applica-
tion homotope  à 0 .

Définition  - Si# est une application  continue d'un espace
topologiquex  dansun espace topologique  y , on dit qu'elle
est homotope tr 0 , si elle est homotope A une application
constante. Comme on sait alors que toute  application  constan-
te d'une variéte compacte de dimenslonx  dansaest néces-
sairement un cycle homologue à 0 , si la dimension  m est
>o ** on voit que :

Corollaire  2 - SI- est un cycle de dimensionn>o  de classe CI
d'un ouvert&  de E , alors ce cycle est Cm-
homologue  à 0 et, sim% 1 , 1 intkarale sur' ce cycle de

homotope + 0

tout cocycle fldedegré  1~ est nulle.

Naturellement  ceci ne subsiste pas pour la dimension  n= 0
(car une application  constante n'est plus un cycle dégénéré).
Si 117-= 0 , l'intégrale  dezn'a pas de sens.

Corollaire  j - Si-CL est un ouvert convexe ou étoilé d'un
espace affine decilmension  finie  E , ou un ouvert ayant les
proprletes enoncees dans le theorème 19,~ un ouvert homeo-
morphe a 1 un de ceux-la,~ tout cycle de classe Cmde  JL de
dimension  ?-~>O.est  Cv'-homologue à 0- et, si V%X 1 j;'-
tégrale
tllllle.

sur un tel cycle de tout cocyclé de degré 7, est
Tout cocycle X?, de degre 1% >o sur.Q,$st un cobord.-

* C'est Ici que sont utiles les cycles dégénérés, introduits

page 160 dans la définition  de l'homologle.
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En effet, si H 17 est un Cmcyc* defi, il est C’-
homotope  a tout autre Cm-cycle  Ii, \ V , où H, est une
application Czde V dansa; en prenant H, constante, on
voit que H \V est C"'-homotope  à Ojdonc Cm-homologue à 0
Si?l.~O .

Alors l'intégrale de tout cocyclez sur un tel cycle est
nulle. Le théorème 44 de De Rham nous apprend alors que ,
dansa tout cocycle de degré > 0 est un cobord : le
théorème'19  de Poincaré est valable dans cet ouvert. On
voit ainsi qu'il est valable, non seulement pour les ouverts
ayant les propriétés énoncées dans le théorème 19, mals
aussi pour les ouverts convexes ou étoilés, et aussi pour
tous ceux qui leur sont homéomorphes. Nous avons, il est
vrai, admis le théorème de De Rham. Notre conclusion est
en tout cas démontré pour le degré n = 1 , d'après le
théorème 45.

Corollaire 4 - Tout C' -cycle d'un ouvert a d'un espace
affine E de dimension finie, ue a 0 , estC1  -
homologue a 0 ; l'intégrale, sur ce cycle,de tout zgcle,
est nulle.

La démonstration que nous allons donner n'est pas exten-
sible à la classe Cm, malgré l'analogie de cet énoncé
et de celui du théorème 53. Elie est valable a cause d'une
circonstance particulière : une CO-variété  singulière est
définie comme une application continue H d'une variété de
classe C1 ; on ne peut pas, ici, remplacer C' par Cm.

Qémonstratlon- Soit H I;i le Cl-cycle considéré. Dire
qu'il est C" -homologue a 0 , c'est dire, d'après la défl-
nition (vI,~;
%Y

),qu'on peut trouver une varlétd orientée
de classe Cl,

dans'fi,
et une application continue

avec les propriétés suivantes
nion de 3 parties ouvertes diLjointes,T,Â,B  ;T est le
bord d'une variété avec bord & de classe C' ; !( collnckde
avec H sur V * K est prolongeable en une application K
continue de &$dansa ; et K est dégénérée surB (autrement
dit K (B) est un ensemble fini, si la dimension est > 0,
et vide si elle est nulle; naturellement K est de classe C’
sur  B  , car elle zt consdante,sur  chaque composante connexe
deB  1; alors K\W= HjV  + KJ&?(+  I<@-

'Fi4
B) IV* est, dA,e

autre manlère,réunlon  de 2 ouverts disjoints  A', SI g AI
est le bord d'une var%été avec bord a'; K est proloigeable



le fait que H 1;
qu'on a :

est homologue à 0 vient alors de ce

Soit & un %Ombre > 0 i strictement Inférieur aux distances
des compacts K (fi, et K’ (a#) à [fi . D'après le théo-
r è m e  52, ,,,,,azJW  sont de classe C’ , on peut trouver
des appljcatizns!,.  et K: , dea et a’dansfi,  de classe C’,
telles que 111 K,- K 1116 E et 111 K; - F' /jls E _ ; d'après le
théorème 51, elles sont Ca-homotopes  a K et K' respectivement.

On a alors des CD-homotoples  des cycles suivants :

H\i;+ K,IÂ+ K Ix--+ Hlr;+  KIÂ+Klr;
w,8;M)

=I<I??=  K ht'+  K$'- K: 1% + K 1%

Mais le premier et le dernier membres de ces égalltes
sont des cycles de classe C' : étant C”  -homotopes, Ils
~théthéorème 53. D'après le,sont
thé$rèmQ4, Ils sont alors C'-homologues.
ZZZ K, I ha et

K [Ê et KI $
K: 1 A' = K, I%i?!  sont des":'s-b::d:,

sont dégénérés, donc tous C'-homologues
à 0 ;\donc H) v est bien C'-homologue  à 0 , d'après le
theoreme 47.

Slw est un cocycle surfi,  le fait que HI V soit seule-
ment CO-homologue à 0 n'lmpllqualt  pas, a priori,

Il l'lmpllque bien maintenant, puisque HI 7
J HIY

o'= 0;

est C'-homologue
ào l *.

* a eta'ne sont pas dans W .
** Nous avons énoncé le théorème 37 de Stokes pour la

classe C’ ; mals nous avons dit à ce moment que la démonstra-
tion était délicate,
classe C’.

et nous ne l'avons donnée que pour la
Nous nous appuyons donc ici sur une propriété

admise.
L'lmoortance  de oroorlétés  comme les corollaires 1. 2.4

est de montrer que l'intégrale d'un cocycle sur un c
dépend que de propriétés topologiques  du cycle
a l'ouvertfi .
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Corollaire 5 - Soit& un ouvert d'un espace affine E de
dimension finie. Il est
tous les CO-cycles sont
C'-cycles sont Cl-homologues a

vraies pour fi ,
morphe a 0 .

Démonstration - l"/ Supposons lue tout CO -cycle soit C" -
homologue à 0 Alors un Cl-cycle, étant C“-homologue a 0 ,
est C'-homologue  a 0 , d'après le corollaire 4.

homologue à 0 .

est alors
aussi CO-homologue  à 0 .

La propriété relative k CO est évidemment conservée par
homéomorphisme, donc aussi la propriété relative a c' ,
puisque c'est la même. Pour tous les ouverts ayant cette
propriété, le théorème de Poincaré est valable. Voir ce que
nous avons dit à ce sujet, page , sur la conservation
par homéomorphisme des ouverts où le théorème de Poincaré
est valable.

Corollaire 6 - Soient w un cocycle de degré 1 d'un ouvert&%
d'un espace affine E de dimension finie, et H 1 'r' un C" -
cycle de lon ueur finie,
le de 0

CO-homologue  à 0. Alors Fintégra-
est nul1.c.

Démonstration - Pou&slmplifier  des détails techniques, 1.
nous supposerons que r est le cercle trigonométrique deR.

Nous saurions évidemment que l'i tkgrale est nulle, si Ii
était de classe C',et le cycle H # C%homologue à 0,
d'après le corollaire 4. Mais nous supposons seulement le
cycle de longueur finie, et utilisons la définition de
l'intégrale donnée au théorème 36.

l"/ Soit 6 la distance de H( r) à c fi , pour une norme
euclidienne quelconque sur E . Comme H est continue sur le
compact? elle est uniformément continue; si on suppose T
paramétré bar 8 E [O,~T(']  , on peut trouver '1 > 0 de s
manière que [e'-e"\$q  entrake I[ H(8’)  - H (6”) 11  < 5.
soit n : eo=  0  ,e,  ,e2 )..., 8;  ,..., 8, =  fLr, une subdl-

vision de [O,z-Jr],de  finesse 5 71 . La boule ouverte B; , de
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de centre H (6;) , et de rayon -& > satisfait aux

conditions du théorème 19 de Poincaré; dgnc w
tive extérieure z dans B, , w = d,t; .aNk%~ef:~tknt

A dépend de l'indice i . Tout le chemin M [[e, ,tjL+, ]
est dans cette boule ouverte, et on a donc

Hl[jljel+,l

Z = +&J) - $$i(e;))  >
c

d'après le théorème 35.

Appelons H, l'appmati0fi  de r dans fi définie par :

H, est simplement une application polygonale, ayant pour
sommets successifs les H (0;).

Alors on a. pour 8; e 8 5 6.

*+'

:

11 H(B)  - H(B+ +
iII,8;4i,

jIH,(@J  - H~~~~s/~-ki~~+,)  --~<e;Tlj~  ;

donc, pour tout e :
.-_

(m,8;42) 11 H(B)-H,(ej-I[<  8 ; donc III -i-y Ill -L 8 .

Cela prouve. d'après le théorème 51, que H 1 7 et H,I 7

sont C'-homo
w
vs, donc C"

54. Comme H 1
-homologues d'après le théorème

est supposé C" -homologue à 0 , il en est

donc de même de H, / 7 . Par ailleurs on a, encore d'après
le théorè!ne 33 :

Pv;43)
J ", 1 [e,,I

0 = ;p:(H,('&))  - &(H,@$)  >

donc les Intégrales de w sur H 1 7 et H, -7 sont égales.
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2'/ Pour démontrer 1eAhéorème  ,$ suffit donc de montrsr
que l'intégrale de W sur H, 1 r est nulle; mais H, 1 r.
est maintenant un cycle de classe C' , et même ici C" ,

par morceaux, et C" -homologue à 0 .

On a construit,dans  la démonstration de la lère étape
du théorème 45, une application H,defdans  J?, , de classe

C”4  et non plu%seulement  C” par morc.ux, tellsque  les
intégrales de W sur les 2 cycles H,I r et H2( l' soient

les mêmes. Dans chaque intervalle [$ ,6;+,]  , on a une
expression (vI,~;
Segment[ H,(e), H,(e)]

> :H,(6)=H,(g.(@)) . Alors le
est contenu daks le segment [H(9;),H(64+,)

donc dans a : le lemme du théoeme  51 no4 dit donc que H,
et tj, sont4homotopes,  donc H, 1 r et H,jP CO-homologues;
donc H,\r est encore CO-homologue  à 0 .

3”/  Il nous suffit donc finalement de montrer que l'intégrale
de 5 sur le C"-cycle  H,I Y
mais ceci résulte du corollaibe

CO- homologue à 0 est nulle;
4,

homologue à 0 .
car alors H, IF est Ci-

On dit qu un espace topologiquex est simplement connexe,
si toute application continue d'une circonférence du plan
dans X est homotope  Èr 0 . Naturellement on peut toujours
supposer'que cette circonférence est le cercle trigonométrique
de &!?'. La simple connexité  est une propriété topologique de
x > invariante par homéomorphisme.

Appelons A le disque unité de TEP' e
L'application ( t ,ZJ - t,n de r' dans fi est continue.

Tout point de A s'écrit, d'une manière unique, tz,og ts 1,

7ki-y sauf l'origine o,qui s'écrit 0X, % arbitraire
dans r .

Théorème 55 - Pour qu'une application $. du cercle trigonométriquer
dans l'espace topologlquex soit homotope  à 0 il faut et
il suffit que puisse se prolonger en une appiication  conti-
"""7  du disq unité a dans X .
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DémonstrationG
. . !nt s *

l"/ Supposons d abord que $ admette un tel
Alors nous pouvons définir une homotopie F ,

entre # et une application constante de r dans X en posant

&8;44) F(t,lA)=fjt%)  > O=StL=Sl , mer

F est bien continue de [0,11x  F' dans X ; on a F(I,;)

= pc,  = q<Gq  > et F(O,%)  = T(z),

Donc f est bien homotope à 0 .

ào
2"/ Supposons maintenant que $ soit homotope

et soit F une homotopie correspondant à une application
de [8,?] x T dans X , avec F(l,;i;)  = {(zI),  L( O,TZ)= a constant.
On definira  alors comme suit le prolongement $ de$ :

(Jli,8;45)

Cette formule ne présente pas d'ambiaité,  car, pour le centre
du disque, on peut prendre t = 0 et?jï arbitraire, mais
F ( O,G)  prend toujours la même valeur CL E X ,

D'autre part, la fonction définie ci-dessus, est conti-
nue. Pour le voir, supposons, pour slmplifler,X metrique.

La fonction F étant continue sur le Compact[0 i] x r
uniformement  continue; alors, E > 0 Btant donne: il exisie

est

7 20 I tel que ( t'- t"I < 11 ,Ilm)Zi+n,entraine

(FI,8;46) d( F(t’,m’)  , F (  t”, m” ,) G E

Si alors t, X, est un point de A , distinct de l'origine,
l'ensemble dest< tels quelt-t,  ~~~,~ïïï-~O(~~~,est  un
voisinage de ce point, dans lequel on aura

donc est continue en t,II;,  f 0.

D'autre part, l'ensemble des tïï? tels quelt \hl, m quelcon-

que, est un voisinage de l'origine,où  l'on a :
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ce qui$émontre  la cont>nuité  de a en 0' , donc partout.
Comme 4 = $ surr, $ est bien un prolcngement  de f à A.

Corollaire 1 - Un esoace topologique X est simplement
connexe, si et seulement si toute application continue d'un
cercle r
ment en une

bord d'un disque A
application continue

dans X , admet un prolonge-

F h dans  ⌧ l

- -

Signalons que la simple connexité  n'a rien à voir avec
la connexlté. Un espace peut être connexe,et  non simplement
connexe; par exemple nous verrons page 233 * que le complj -
mentaire& de l'origine dans W%n'est pas simplement connexe
(parce que le cercle trigonométrique ne peut pas se réduite à
un point, dansa par une déformation continue) alors que
pourtant il est cokexe. Inversement X peut être simplement
connexe sans être connexe. Par exemple, si nous supposons que
X n'est pas connexe, mais qu'il est la réunion de deux ouverts
disjoints X, et X, , alors X est simplement connexe, si et
seulement si X, et X,le sont. En effet, toute application
continue d'un cercle ou d'un disque dansX , a certainement son
image dans l'un des deux ouverts,X,  ,X2,car  cette image est
connexe (théorème 33 du chapitre II). On peut d'ailleurs, pour
tout entier n 3 0 Introduire la notion de n -connexlté. Un
espace topologique x sera ditn -connexe, si toute application
continue de la sphère unité de R"" dans X est homotope  à 0,
ou encore
unité de Il?!

r#oggeable en une application continue de la boule
dans X . C'est encore une propriété purement

topologique de X . X est alors simplement connexe, s'il est
1 - connexe.
éléments -1 , + 1 ,{

Comme la sphère unité dem est l'ensemble a 2

\ et la boule unité le Segment[-1,+  11,

on voit immédiatement que X est 0 -connexe,&  etseulement si
2 points quelconques de X peuvent être joints par un chemin ,
c'est-à-dire six est connexe par arcs. C'est donc la 0 -con-
nexité qui est en liaison avec la connexlté étudiée au 6 10
du chapitre II, et non la simple connexite  ou 1 -connexlté.
Les tu -connexltés,  pour les diverses valeurs de 7~ , sont tout
à fait Independantes les unes des autres. SI, ici, nous ne
parlons que du cas n = 1 , c'est à cause du rôle exceptionnel
que joueront les intégrales curvilignes de formes dlfferentiel-
les de degré 1, dans le chapitre VII. Le théorème 51 donne
immédiatement :

Théorème 56 - Un ouvertfi  d'un espace affine E , convexe, ou étoilé,
ou satisfaisant aux conditions du théorème 19 de Poincare  ,
ou homeomorphe  à M espace&  ce type, est n -connexe pour toutn>O,

* Corollaire 3 du theorème 58
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Théorème 57 - Une sphère, le CO
-, dans un espace euclidi

0e-k sN-2. Ils sont donc simplement connexes pour Ni2
aussi trivialement pour N = 4 * , donc finalement pour

N#2 ).

Par contre, nous verrons au corollaire 3 du théorème 58
qu'ils ne sont pas (N-l) -connexes; en particulier, un cercle
d'un plan euclidien (N=2) n'est pas simplement connexe.

Démonstration - l"/ Donnons d'abord la démonstration pour
l'espace CO
unité de k*"

0 étant un point de E Soit 5 la sphère
, #une application continue de S dans [O .

On peut l'approcher-par une application
9 de classe C" , qui

lui est homotope  (théorèmes 52 et 51).
Mais, dans E , 9) est C'

soit q une homotople  entre
-homotope a 0 (théorème 51);

application C'de [0,21 x S a
et une application constante,

dans E. [o,i] x S est de dimen-
sion < N ; alors 1'1mage C,  (CO,41  x S 1 est de mesure nulle,
pour la mesure de Lebesgue relative a un reférentiel  quelcon-
que (corollaire 1 du théorème 102 bis,du chapitre IV). Donc,
pour presque tous les vecteurs U de E,~([o,I] xS) ne contient
pas 0 -z ; l'application Ç + z : =CV ç(zc)+;Lt , de

IYo,IIxS  dans E , est en fait une application dans
Alors +*i ,

9
est homotope  a 0 dans

elle est homotope  à 9 dans [O
51). donc gelle-mêrreesthomotope  à 0
et CO est bien *-connexe.

Remarque - La sphère S peut être remplacee  par n'importe
quelle variété compacte de dimension < N - 1 ; et [o p*r[A,
où A est un ensemble fermé dénombrable quelcozque  de E (dans
ce cas, on saura que, pour presque toutz  de E ,(C,+~)(CO,llxS)

ne contient pas un point &;de A ;,d'après le théorème 21 du
chapitre IV (relatif a une Infinite dénombrable de propriétés
presque sûres) , on saura que, pour presque tous les C(I ,

ne contient aucun des points de A , donc

%
+4L est encore homotope  0 0 dans A ).c

* Car, surïi?, chacun de ces 3 ensembles est réunion de 2
ouverts disjoints simplement connexes.
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2"/ Maintenant considérons le cas d'une sphèrex.
Onsut toujours se ramener au cas oùxest  la sphère unité
de E . Soit$ une application continue de S dans& D'après
ce que nous venons de voir à l"/, il existe dans CO P une
homotopie F (application continue de [O,l] x S dans CO)

de 4 sur une application constante.
1

Alors (t,o~)e
Fc t pc)

II qt,4
sphère unité x , entre et une

DoncE est bien -pe
4

-connexe.

est une homotopie, sur la

application constante.

dansË une couronnefi de
centre U . Si$ est une application continue de S dans fi
et si c est une sphère, de centre Oet de rayon R , contekae

-R 3”/ Considérons enfin,

dansa , le segment est dansa ,

pour toutx de S ; donc

cation continue x -

ey(;motope, dansa, à l'appli-

114*bd II'
de 5 dans x . Mais nous

venons de voir, à 2'/, que cette application est homotope  à0

dans c ; donc elle l'est a fortiori dansa, qui est bien

k -connexe.

Il est clair que l'application identique, du cercle trigo-
nométrique de R' , dans le complémentaire c 0 de l'origine ,
n'est pas homotope  a 0 . Sans quoi, le cercle trigonometrique
canoniquement orienté serait C" -homologue à 0 dans (0
(théorème 54), donc C’ -homologue à 0 (corollaire 4 du
théorème 54); or l'integrale  sur ce cercle du cocycle
C!V de (vI,4;41) vaut 21t # 0 . Donc, a fortiori, un
cercle n'est pas homotope  à 0 dans un sous-espace du plan ,
contenant ce cercle et ne contenant pas son centre. Ainsi
une circonférence ,une couronne circulaire R,<I)?c-&lJr  R, 7

le complémentaire d'un point ou d'un compact non vide, un
sous-espace quelconque d un plan euclidien, contenant un
cercle et ne contenant pas son centre,ne  sont pas simplement
connexes.

Nous allons étendre cette propriété à la (N-4)  connexion
dans un espace affine euclidien de dimension N .



Nous allons, pour cela, introduire, dans un espace eucli-
dien de dimension N , orienté, une forme différentielle
remarquable de degré N - 1 , l'angle solide, qui sera
celle de (VI,4;41) relative à N = 2. Soit t un espace
affine euclidien de dimension N .et soit 0 un point deE .
SoitE une hypersurface de classe C' de E , ne passant
pas par 0 , transversalement orientée. SI cette orlenta-
tion est telle que, en chaque point M dex , le rayon
vecteur OM soit transversal et positif, il sera naturel
d'appeler angle solide algébrique sous lequel de 0 on
volt c , l'angle solide 2 0 défini au chapitre IV, par
l'intégrale (1v.10;25) (où V est remplacé parx ). Dans
cette formule, rappelons que h, est la distance OM , 6
l'angle ale;u de OM avec la normale; 8 est aussi l'angle
de OM avec le vecteur unitaire normal positif3 , en vertu
des hypothèses particulières faites sur l'orientation trans-
versale de c . Cette intégrale peut, d'après (VI, 7 ; 49 ),
s'exprimer comme flux, à travers c , du champ de vecteurs

w,e ; 49 ) x= z
h

N-4 '

où z est le vecteur unitaire de la demi-droite OM.

Alors, plus géneralement,  pour n'importe quelle
hypersurface C e E - 0 , de classe C' , munie d'une
orientation transversale quelconque, nous appellerons
angle solide algébrique * sous lequel du point 0
on voit x , le flux à travers x du champ de vecteurs
(vl,E;‘w).

11 ne dépend que de x , de son orientation transver-
sale, et de la structure euclidienne de E .

Par rapport a un référentiel orthonormal de E
d'origine 0 , les composantes du champ a sont données
par :

xi = 5 , j =4,2  ,..., N .

* L'opposition entre l'angle solide algébrique (de
signe quelconque) défini ici, dépendant de l'orientation
transversale de x , et l'angle solide absolu du chapitre
IV (toujoursest très clai~e 0 ), Indépendant de toute orientation,

. Si x est la reunion de 2 sphères de
centre 0 , d'orientations opposées,l'angle solide absolu
vaut 2 s, , l'angle solide algébrique vaut 0 .
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si maintenant E est orienté, on peut associer au champ
T une forme différentielle d'après (VI,3;42); en la mul-
tipliant par (- I)N-' , on obtiendra une forme dlfférentiel-
le angle solide O=Ocde degré N - 1 , dont l'intégraleY.
sur C , munie de l'orientation tangentielle assoclde
parr à son orientation transversale, sera égale à l'angle
solide algébrique sous lequel, de 0 , on voit C (formule
(VI,7; 51 bis) ); dans un référentiel orthonormal positif
d'origine 0 , on aura :

48 ;51)

Pour la définir, on doit, redisons-le, supposer E
euclidien, orienté. Si, sans changer la structure eucll-
&enne, on change l'orientation de E , le champ de vecteurs
(vI,8;49)  n'en reste pas moins invariable, et par conséquent
la forme différentielle Lc)o doit être changée de signe.

Exemples particuliers : l"/ Supposons que E soit le planeucli-
&en ofle.nt.éRz.  Alors la forme différentielle n'est autre
que celle qu'on appelle couramment, et comme nous l'avons
vu, improprement, dcp définie par (VI,4;41). La forme W0
est celle qui, pour une dimension N quelconque, generalisedy.

soit W3
2O/ Supposons maintenant que E

, et munissons le de ses coordonnées polaires,
%v!  l

Compte tenu de la correspondance entre champs
de vecteurs, et formesdifférentielles de degre 2, définie
à la formule (VI,4;34), au champ de vecteurs (VI,8;41)
correspond la forme différentielle définie par

(W;5Z) Cd = ,&A% 0 de A dq ,

qui est la forme cherchée, puisqu'ici N- 1 =2,(-1jN-L 1 .

3”/ Pour N = 1
forme de degré 0 ou fonction :

w. est une
la formule '(v1,8;51)  montre

que cette fonction vaut ~97coc,+l pour x > 0 , - 1 pour
x<o.

* Nous la donrons ici dans un référentiel, mais W,
ne dépend que de-la structure euclidienne et de l'orien-
tation, puisque X , donné par (vI,8;49), ne dépend que de
la structure euclidienne.
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Théorème 58 - gÊ est un espace euclidien orienté de dimension
N , 0 un point‘de F‘,
W. est de classe C"
En outre son intégral
centre 0 ,
est égale à 3 , aire (N-l)
sphère uni.té  de E :-

-dlmenslonnelle  de la

(n56;53)

(W;P)

12
CO,  = SN

Démonstration - Le fait que 0, soit de classe C-dans E-0
résulte de son expression (VI,8;5l). Son cobord s'obtient
immédiatement, et l'on a :

ce qui montre bien que Wo est fermée.

D'autre part, si nous considérons son intégrale sur
n'importe quelle sphère de centre 0
de son orientation canonique, alors

du champ de vecteurs (VI,8;49), qui vaut
c'est-à-dire l'aire de la sphère unité + .R

N - I

Remaraue - Puisque woest fermée dans E- 0 son intégrale
sur deux cycles C'-homologues  de E- 0 est &essalrement
la même; par contre, il est naturellement impossible de
remplacer E - 0 par E , la forme différentielle 00 présente
une singularité à l'origine comme le montre immediatement
la formule (v1,8;51).

l Ici l'angle solide algébrique est 6gal a l'angle solide
absolu, puisque le rayon sortant est transversal positif;
et alors ce résultat est une conséquence immédiate de la

points (lère  partie, remarque 5” page  6%).
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Corollaire 1 -
Le cocycle CL)~ n'est pas un cobord dans E-0 .

e
En effet, s'il l'était, son intégrale sur le cycle2

serait nulle.

Cette propriété étend celle que nous connaissions
déjà pour la forme de (VI,4;41).

si nous considérons la formule (v1,8;52), on a

0 = dp50 d'p] ; mais les fonctions 6 et q sont

definies  et dérivables, par exemple dans le complémentaire
du demi-plan méridien fermé passant par $'$ et 0% , mais
pas dans R3- 0 .

Corollaire 2 - Une sphère orientée d'un espace affine
euclidien de dimension finie n'est pas homologue à 0
dans le complémentaire de son centre, et a fortiori pas
homotope  à 0.

Si en effet elle l'était, le corollaire 4 du théorème 54
dit que, sur ce cycle,
nulle.

l'intégrale du cocycle OCserait

Corollaire 3 - Dans un espace euclidien de dimension N,

~Jo~ep~~a~~~~s8~é~~n~'~~epp~~~;eu~~nt~~~t"Une
sphère et ne c'ontenant  pas sonœntre, ne sont pas(N-1)
connexes.

En effet, la sphère n'est pas homotope  à 0 dans un tel
sous-espace, puisqu'elle ne l'est même pas dans le complé-
mentaire de son centre.

Ceci complète ce que nous avions indiqué au théorème 57.
Cela laisse ouvert le problème de la%-connexion d'une
sphère d'un espace de dimension N , pour k 1, N : c'est
là unproblème très délicat, et pas encore définitivement
réglé.

Corollaire 4 - Il n'existe pas d'application continue d'une
bouleB  d'un espace euclidien de dimension finie sur la
sphère s gui la borde, Cgale à l'identité sur cette sphère.
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S’il en existait, cela voudrait dire que l'application
identique de la sphère S sur elle-même se prolongerait en
une application continue de la bouleB sur la sphères ,
donc (théorème 55) S serait homotope  à 0 dans S donc a
fortiori dans le complémentaire de son centre, ce qui serait
contraire au corollaire 2.

Corollaire 5 - 2 sphères euclidiennes de dimensions finies
différentes ne sont pas homéomorphes. 2 espaces affines de
dimensions finies différentes ne sont pas homéomorphes.

Soient en effet N et N'2 entiers z 0 différents, N’> N.
Une sphère d'un espace affine euclidien de dimension N' est
(N -l)-connexe  (théorème 57),une  sphère d'un espace eucli-
dien de dimension N ne l'est pas (corollaire 3); elles ne
peuvent donc pas être homéomorphes.

si maintenant 2 espaces affines de dimensions N et N’
étaient homéomorphes, les complémentaires d'un point dans
ces espaces le seraient aussi, ce qui est impossible, car
l'un est encore (N-l)-connexe  et pas l'autre.

Ces résultats avaient été annoncés page 92 du cours de
lère partie. On volt combien de théorèmes ont été utilisés

tour les démontrer : 'Si on remplaçait "homéomorphe" par
C' -difféomorphe", ce serait 1 invarlance  de la dimension

très élémentaire, et déjà vue au chapitre III (corollaire 4
du théorème 11, et note (*) page 218)  .

Nous pouvons maintenant apporter un complément au théorène
19 de Poincaré :

Théorème 59 - SISE est un ouvert simplement connexe d'un espace
affine E de dimension finie,3 une forme différentielle
fermée de degré 1 sur fi de classe
dans un espace de Banach 7,

C'"vrs
alorssest la différentielle

d'une fonction , de classe
dans r.

Démonstration - Nous allons appliquer le Critère du théo-
rème 45.Aoit H une application C" du cercle trlgonom6trique
orienté r dansa. Comme .fL est supposé simplement connexe,
H est Qmotope à 0 , donc C" -homotope  ~3 0 (th6orème 53),
donc H 1 r est CM -homologue à 0 (thborème 541, et alors

l'lntdgrale  decsur H 17 est nulle; le théorème ‘15 nous
dit donc bien que w est un cobord.
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Remarque - Ce résultat va évidemment beaucoup plus loin
que le théorème 19. Par exemple, dans le complémentaire
d'un point dans un espace affine de dimension N =- 2, le
théorème de Poincaré est valable pour le degré 1 parce que

CO est simplement connexe (théorème 57). Pourtant un
tel ouvert n a aucun rapport avec ceux du théorème 19,
Les ouverts du théorème lÿ étaient & -connexes, pour tout
&'z O(théorème 51),  alors qu'ici [ 0 , pour N # 2, est

bien simplement connexe, mais pas (N-I)- connexe (corollaire
3 du théorème 58). D'ailleurs nous ne donnons ici l'existen-
ce d'une primitive extérieure que pour le degré 1, en
liaison avec la simple connexité; mais, dans CO, tiO est
un cocycle de degréN - 1 qui n'est pas un cobord (corollaire
1 du théorème 58); le theorème 19 était valable pour tous
les degrés Z- 0 . Le théorème 59 ne s'étend pas aux degrés
# 1; un ouvert fi d'un espace affine peut être &, -connexe,

sans que tous les cocycles de degré+  ssoient des cobords.
Le théorème 44 de e Rham nous permet de dire que tous les
cocycles d

8
degré % seront des cobords, si tout cycle de

dimension est homologue à 0 ,
à la -Pe -connexité.

ce qui n'est pas équivalent

Pour N = 2 , c 0 n'est pas simplement connexe et nous

avons vu que le théorème de Poincaré n'y était pas valable
pour le degré 1 (formule (VI,4;41)).

n 22

:

IL

(gui expriment, dans le cas de la dimension N = 3, que le
rotationnel du ch1 Alors ce champ
de vecteurs dérive d un potentiel U , de classe C"'+l.

Corollaire 2 - Sifi est un ouvert simplement connexe de IFpt0,
il existe dans E des fonctions-argument de classe c" .

Sia est simplement connexe, le cocycle w de (~1,4;41)
est un cobord d'après le théorème, et alors nous savons
qu'il y a dans &% des fonctions-argument continues, d'après
le corollaire 2 du théorème 45.



NOUS avons vu (Corollaire 3 du théorème 54) que, dans
E ou dans un ouvert étoilé de E , tout C""-cycle de dimen-
sion > 0 est C""-homologue  a 0 . Nous nous proposons,
dans ce qui suit, d'étudier laC'n-homologle  dans le complé-
mentaire d'un ensemble fini d'un espace affine E de dimen-
SIO~N. Nous avons déjà indiqué, sans démonstration, qu'une
sphère orientée n'est pas homologue a 0 dans le complémen-
taire de son centre .

Théorème 60 - Soit.12  un ouvert d'un espace affine E orienté , de
dimension N sur le corps des réels; & A = a,,~,,...,s,~\  -

t-
ensemble fini de a soit v c 'v = C;L une variété avec
bord,compacte. de dimension N, C"(V+ a*),munie

--7--
d e  l ' o r i e n t a t i o n  p a r  Ê , et telle que a~ E V ,

. La classe de Cm-homologie
0 - A , est indépendante

Démonstration - Introduisons sur E une structure eucll-
dienne quelconque, et désignons parB;une  boule fermée, de
centre 0.. ~ assez petite pour ne contenir aucun d0es points

et pour être contenue dans l'ouvert V,

par l'orientation de Ê . posons x = &B$‘-ii,
maintenant ne contient plus a; , c'est une variété avec
bord, orientée (par l'orientation de E- ). compacte, de
classe C"" , de fi - A , de bord y +T ; donc, dans

fi--A 3 est Cm -homologue à TA. Si alors onconsidère
deux hybersurfaces  de ce type,2 c,, et si l'on désigne
par Bt une boule assez petite po;; être contenue2  la fois
dans les ouverts $, et tL correspondants, alors x,,etz&
sont toutes les deux homologues, dans 0 - I! a 6,,et
sont bien par conséquent homologues entre elles.
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Remarques - 1yQuelle que soit la classe Cmconsidérée,  le
cvcle ??? défini Dar une SDhère euclidienne de centre CL.
p&ou&e dans le-sens direct, est toujours C”.

1.

2"/ Le théorème n'aurait pas de sens pour m,= 0,
puisque nous n'avons pas défini les variétés avec bord de
classe CD .

Considérons toutes les hypersurfacess de classe C"
du type énoncé dans le t%orème  (par exemple des sphères
euclidiennes telles que 0‘ ). E~$?S sont, 2 à 2,Cw-homo-
logues dans fi- A,
k fini, y comprig

ont &ssi C -homologues pour tout
= 0 . Elles béAfinissent  donc une

même classe de C -homologie de fi , que nous appelle-
rons

( CP'c *

Si d'ailleurs?  est seulement de classe C>~L> 1 , et
vérifie les conditions de elle est aussi dans la

, et dans la classe de Coz

de sens pour 11%  = 0.

cycles de la classe

à 0 dans fi et ils ne le
re 2 du thkorèie 58).

; ceci n'ayant pas

e
les f, sont des bords dansa,
dans J2, ; donc tous les C"'-
0-A sont Cm -homologues

sont pas dansa-A (corollai-

dimension N .zoit A = CL,,CI,~,...,CL~
1

une partie finle

defi .- Soit f un Cm-cycle  (III~~) de CL-A, C” homolo-
Rue à 0 dansa.Si sa dimension est < N- 1 , il est encore
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, considéré comme
espace à 2 dimensions euclidien orienté sur W , on
aussi~est de classe ~0 et de longueur finie :

Avant de démontrer ce théorème, remarquons qu'on doit.
pour aboutir au dernier résultat , considérer seulement
les cycles de fi- A homologues à 0 dans fi ;
venons en effet de VO~; que tout cycle de la class?(?im')

est homologue à 0 dansa  . Les cycles de dimension N-l
de fi- A qui ne sont même pas homologues à 0 dansa,
ne s'exprirkent  sûrement pas sous la forme précédente. si 0
est convexe, ou étoilé, ceci n'est pas une restriction et
sera valable pour tout cycle de fi- A . D'autre part,
l'addition des classes est prise au sens de la loi de
groupe d'homologie, définie à la remarque 3" après le
théorème

Démonstration - Dans une premlL:re partie, nous étudierons
le cas difficile, celui de la dimension N - 1 , et démon-
trerons l'existence des +; ; dans une deuxième partie,
leur unicité; dans une troisième partie, le cas des dlmen-
siens 4 < N-3

Première partie - Etudions d'abord le cas difficile, ce
de la dimension N - 1 , et montrons l'existence des f.1 *

ler Cas : Nous supposerons que le C-cycle
singulier r, d=ns JJ -A ,>e dimension

laforme  HlbV ,où?cv
N - 1 , est de

est une variété avec bord,
orientée, compacte, de dimension N , de classe Cm(de
classe C' si m = 0 ), H une application de classe C"
de cette variété v dans fi ** de manière que les

lui

* Dans cette formule, 6 a 2 significations différentes :
c'est un Indice entier dans 1"; ou aL , c'est fi dans2kX

** Rappelons que? est supposé Cm-homologue  a 0 dans& ;
nous le supposons iciCm-bord  , d'un type très particulier.



239

images réciproques d$ chacun des points a; deA par H soient
des PO~I&S O<t,,, de V (ils ne peuvent pas être sur 8V,
puisque P est dans ,Q, - A ), en nombre fini, que chacune
de ces images réciproques o(; ,, ait un voisinage dans V
où H soit au moins de classe’ C’ (ceci pour le cas où w
1-n = 0 ) et enfin que l’application dérivée H’ ( W; ,, ; V )
soit injective deT(C(;,+  ; G)dans  Ë , autrement dit
soit exactement du rang maximum N, ou bijective; alors
(théorème 29 et corollaire 2 ;lu théorème 31 du chapitre $11)
Il existe un voisinage ouvert connexe v;,3 de IX; ,, dans V tel
que H (vi ,)solt un ouvert de E , et que la restriction de

H à ‘-t9’.  ’ soit un C'n-difféomorphisme  ( C'-difféomorphisme
si-m=<")  de v; 3 sur H ('IpL ,,) . Certainement Vi $
ne contient aucune'autre image rkclproque  de a/; que 04; : j
nous pouvons le choisir assez petit pour qu'il ne conti'enne
aucune Image réciproque des (x*j> a+ Désignons alors

Par Pi 3 une variété avec bord de pi ,, = v; ,, de classeC=
(de classe C' sim= 0 ) contenant ~cl 3 , et'compacte. Il
suffira, pour en obtenir une, de prendre pour J%;,, l'image
réciproque, par la restriction de H à fl; 9 'd'une boule
B*u.v de centre aL , contenue dans H (vi v’) . ‘Comme vi 3

,
est connexe, le C' -difféomorphlsme  H , transportant uL J
sur son image, conserve partout 1’ orient&ion  ou Qvers’e
partout l'orientation (1 orientation de V et de E ); nous
appellerons &; j la quantité égale à + 1 ou à - 4 )
selon qu’on si trouve dans le premier ou dans le deuxième=
cas. Cela revient a dire que EL,, est le signe, dans E ,
d'une base&image, par H'(W 1 y) d'une base positive de

T(O(; 3 ;? ) . Si, par des Cartes locales conservant les
orientations, on ramène ?Y; 3 et H(v;,,) à être des ou -
verts de 'IIPN, &; ,, est le signe du déterminant jacobien
de H . ,

Y
Nous orienterons p; ,, par l'orientation de V ,B; 3

par celle de ?? . Alors' H 1 TGV-est une variété singu-
lière équivalente a -x,, ou ' Bi,, selon que E/h,,=+4
ou - 1; le cycle ( H I q'3 > est équivalent au cyclk

qui appartient à la classe de Cm -homologie

dans .Q, - A .

Alors la variété av2 bord V-yv i; ,, de classe C' ,

avechorientation de v , a pour'bord la réunion de 6 et

des b!;,, ; donc la variété singulière
dans JJ,- A , a pour bord le cycle H 1
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Donc :

différence entre le nombre des images reciproques  de a-;

où H conserve l'orientation et le ::Ombre  des images réci--
proques  où H inverse l'orientation.

Le théorème est bien démontré dans le cas particulier
considéré, et en outre on a une interprétation géométrique
des coefficients -/Y .

Deuxième cas; F est un C-cycle quelconque de
fi-A,Cm-homologue  a 0 dans fi,,% Z 1 .

On a, dans fi , la formule :

les cycles H 17 , H 1 G, HI? ,HIT'  -sont dans JJ, ,
non nécessairement dans fi-A. H(W) et H (WJ) sont des
ensembles finis (qui peuvent contenir certains des a,
D'autre part, HIy= #I$%, HIV,= F;I$: '

).
où H et HI

sont des ap licationsCmde  variétés avec bord orientées
compactes,+,v  de dimension N , dans 0 ; les proprié-
tés très particulières du ler cas ne sont plus supposées
vérifiées.

Malsalors  soit; un vecteur de E ;,à la place de l'appli-
cation H , considérons l'application H + z , définie par
t-tH(E)+z,de  ?Y dans E . Nous allons montrer que, quel

yue soit le nombre E > 0 , pour presque tous les vecteursZ
tels que /( z (/ 6~ (pour une norme quelconque choisie sur E
une fols pour toutes) l'application G + z de u dans 0- ~
vérifie les propriétés supposées dans le ler cas.
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Choisissons une fois pour toutes, dans E , un référentiel,
et considérons la mesure de Lebesgue associée a ce référentiel.
Soit alors o( un point quelconque de v; choisissons un voisi-
nage TN de o( dans v , qui soit l'image par une carte @d

d'un ouvert @d de RN. Alors H o a, est une application de

classe Cm,
un point 5

de BE( dansa.
de vd ,

Il est équivalent de dire qu'en
le rang de H'(EJ est d N , ou de

dire que le déterminant jacobien de l-j 0 ati est nul au point

(o,l<s,. Il résulte alors du théorème 102 bis du chapitre IV
que, si nous considérons l'ensemble des points de fi où le

déterminant jacobien de Ha ao( est nul, son image par Ho Go(

est de mesure nulle dans E , par rapport a la mesure de
Lebesgue. Cela signifie que, si no2.s considérons l'ensemble d
des points 5 de vM où le rang de H’ est -K N , son image parH
est de mesure nulle dans E ,

Ainsi tout point@ de c possède un voisinage 210( , tel
que l'ensemble des points ds ce voisinage où-H’  soit de rang
LN, ait une Image par l-l de mesure nulle. Comme v est

compacte, on peut la recouvrir par un nombre fini de ces
voisinages; et, par conséquent, l'ensemble des points 5 de w
tels que H '(5) soit de rang L N , a une Image par G c&
est de mesure nulle dans E .

SI donc nous considérons l'ensemble des z , tel que

1 T 11 < & , on voit que, pour presque toutes ces valeurs

de *L , - Z n'appartient pas à cette Image; cela- le point ai

revient encore a dire que pour presque toutes les valeurs de U ,
dans 11 XII q & , le point a; est un point dont toutes les
images réciproques, par l'application i + z,sont des points

cl ;,J de v où l'application dérivde de H + z a un rang

égal a N . Ces images rGciproques  sont alors nécessairement
Isolées (dans un voisinage Zr, ,, de chacun d'euxd;,,,H  est un
homéomorphisme, et di n a pas'd'autre image réciproque que o(; ,, ),
donc en nombre fini puisque v est compact ( H-‘((z’;)  est discrét,
puisque les points sont isoles, et fermé dans v, donc c o m  a c t ;
un compact discret est fini * . D'autre part,H(V)=  G( %f),B

* SIK est compact et discret, chaque point est un ouvert, ces
ouverts forment un recouvrement; il en existe un sous-recouvre-
ment fini, donc K est fini.
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est l'image, par "ne application a" moins de classe C' ,
d'une variété de dimension N-1 . elle est donc aussi de
mesure nulle dans E . Donc, pou; presque tous les z de
norme < E , a;-z  n'est pas dans cette image, ou encore(H+ù)(V)
ne contient p,as "; et les,images  réciproques de a; , par
H +z sont dans l'Intérieur  lj' de v .

ceri est vrai pour tout CL,, de A .
Alors "ne application immédiate du théorème 21 du+chapitre

IV montre que, pour presque toutes les valeurs de &L telles

que lu: I/LE, l'un quelconque des points a; , &=1,'L,...,L,

a toutes ses images réciproques par Tî + 'iz en dehors du
bord de %? en nombre fini, et qu'en chacune de ces Images
reciproques:  le rang de (fi + z)' est égal à N . On se trouve
alors exactement dans les conditions d'application de la
oartie 2'/ du théorème.
Cela démontre dsc qu.'il existe des entiers q,,qL,...,qe,

tels q"e(H + z)l bu== (H +zi,  1 V soit un C--cycle dans
classe de C'%-nomo-x

Ce que nous venons de faire pour le Cmzcycle  H 17 de (VI,8;58)
peut être fait aussi pour le cycle Ii IV: . D'autre part ,
même si le cycle dégénéré H 1 G ou H 1 W' a "ne Image contenant
certains des points &; , le translaté par Z ne les contient
plus, pour toutes les valeurs de z sauf unnombre  fini, c'est-
à-dire pour presque toutes les valeurs de& ; ce translate est
alors un cycle dégénéré defi - A , homologue à 0 dans fi-A.
En appliquant encore "ne fois le théorème 21 du chapitre IV,

on voit que :

pour  presque toutes les valeurs deÜ telles q"eIIÜ  I( S 5, %Z
translates par& des cyclesHI?$  HI?' sont dans J-L - A 9 E?L

appartiennent a des classes de C -homologies  qui sont des
combinaisons finies du type c q;(Lr') Ch;(at;') ** >
et les translatés de HI '3 , IH 1 k?I soit dgs cycles dégénérés
~a.- A.

Alors, pour presque toutes ces valeurs de c , le translate
par.Z du cycle 'C' est dans .0, - A , et sa classe de C""-
homologie  dans fi - A est? +l(a\*')  , k; = hi- q;, d'après

l'expression (v1.8;58) de 7 .

x Ie cycle H + 217 peut s'appeler translate par Z du cycle Hi;.

*+ 9; et A,; peuvent dépendre de ti .
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Mals, si 6 est cholAi strictement inférieur a la
distance 6 de l'Amage de r (qui est dansa-  A) à [(O-A),

le translaté de f paru esfi Cw2-homologue  à p dans &%-A
(théorèmes 51~&,54).  Donc r, , lui-aussi, appartient?à  une
classe 5 pi c , et le theorème est encore demontre dans
ce cas.

On ne possède pas ici d'interprétation géométrique
directhdes  +; . Mais une translation LL assez petite du
cycle r nous permet d'en retrouver une, pour presque
toutes les valeurs de 2 .

Troisième Cas, cas général -
a traiter que le cas 7ï-L = 0

ILne nous,reste

cycle defi-A,
soit alors r = !jJ C unC'-

C" -homolog;e à 0 dans 0,. C est de
classe C” , mais H seulement continue. Soit l-j, une appli-
cation de classe C' de x dans ,fJ - A , telle que ]IImlHrl(l

< d (H (z},C<fi-k))  (the4rème 52); alors le C'-cycle  H,]%
est CO-homologue  à H 1 c (théorèmes 51 et 54) dansa- A ,

et a fortiori dansa . Il est donc CO-homologue  à 0 dans
La- comme c'est un Cl-cycle, il est C'-homologue  à 0

dans'0 (corollaire 4 du théorème 54); le 2ème cas nous indi-
que qu'il est C’ -homologue,dans  Sz- A , à une combinaison
c fv; T ,-OG 2
Alors

est un C"-cgle  de la classe a" .

H 1 c. c"h omologue à H,I C dansa-A , est CO-
,donc  sa classe de C" -homologie

est bien ce qui achève la démonstration du
pour la dimension N-i .

Dans le cas I~L = 0 , pour interpréter les +; , on doit
donc d'abord approcher H par une application H, de classe C',
ce qui ramène au 2ème cas * .

Deuxième partie - Toujours pour la dimension N -1, montrons
1 unicité des jvtc ' et les formules (v1,8;56 et 57).

Prenons sur E une structure euclidienne arbitraire.
soit c une sphère de centre a;, bord d'une poule contenue
daAsSz , et ne contenant arc?" des points a/.

r', est dans la classe (ay ) , pour toutqw.

l"/ Supposons d'abord 11x2 1 ; ou N= 2,m 0 et7 de longueur
finie.

it Rappelons que l'ima e continue d'un
tout un cube (lère part e,P page 92) ! Un

se ornent
8

peut remplir
-cycle est une

chose affreuse; il est miraculeux d'obtenir de tels théorèmes
sur les CO-cycles 1
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Puisque la forme différentielle W,.est de classe C'
et fermée, dans fi - a; , elle l'es\ a fortiori dans&-A.

Comme alors le cycle r est supposé homologue au cycle

les intégrales de ~,~sur  ces
deux cycles sont nécessairement les mêmes (corollaire du
théorème 49, si rn 21 ;
N = 2 ,w~,=(~,Tde longueur

corollaire 6 du théorème 54 p%r
finie) . Or l'intégrale sur F;

est égale a S, , d'après la formule (v12;53), et l'inté-
grale sur l'une quelconque des sphères 0‘
car une telle sphère est bord d'une boul&

,i+t,est  nulle,
ans .0 - a;

Ceci demontre, d'une part, la formule (VI,8;%), et, d'autre
part, l'unicité des coefficients

iP
lorsque p est de

classe C"', pourmà2.  puisque le intégrales définies dans
cette forp@e sont bien déterminées par la seule connais-
sance de r .

Dans le cas particulier où E = c , on a :

OK,8 ;59)

i

1 x-dX+q 1 xliq-%d/Jcl
=ziJy ""'y" += x2+

"a"

= i-- d(hj(~)+++o
2iT

W, étant la forme (VI,4 41) * . Comme
une fonctlonC'dans CO , sa

!jC est
a une intégra-

le nulle sur r (formule de Stokes spéciale au casrr=l ,
théorème 39). Alors de (v1,8;56) on dedult aussitôt (vI,~;
57).

* On a, directement, -+=d(%q~)-d-EOjj’j/+idiD*

Mais bj 3 et Cp ne So;t pas des fonctions bien définies,
et ce raisonnement demanderait une justification  spéciale.
Cette justification n'est pas bien terrible, mais plus longue
que le calcul ci-dessus.
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2'/ Une démonstration spéciale de l'unicité est nécessaire,
si? est un cycle de classe C" ; N est quelconque (et,

si N = 2,? n'est plus ndccssairement  de longueur finie).

Il n'est plus question ici de calcul de l'integrale J fiti('r
Mais supposons que l'on ait pu trouver des entiers F; et

des entiezs 9; , tels que: soit CO-homologue,  dansa-A,

a l$ p; @; et  à C q; 6‘; . Alors ces deux derniers
cycles sont CO-homllogues.  Mais,comme il s'agit de
deux cycles de classe C' et même C*(puisque  les sphères
euclidiennes sont des hypersurfaces de classe C" ), le
corollaire 4 du théorème 54 montre que ces 2 derniers
cycles sont aussi C'-homologues. Ce que nous venons alors
de voir dans l"/ montre que l'on a l+& = 9; , et ceci
démontre encore l'unicité pour 31. = o ,

Troisième partie

Ces des dimensions 4 L N - 4 On peut suivre les
mêmes étapes, mals tout est beauciup  plus facile :

Premier cas - ?=HI&; , où H et V sont de
classeCm(  V de classeC'sim=O),  et où H(V)CO-A*
Le résultat est alors évident : 7
dans ~3, - A.

est CEhomologue  à 0

Deuxième cas - -?= H Ifs, H est au moins de
classe C' .

ca
Comme H IX est supposé C' -homologue à 0 dans

fi, on a (VI,8;58).  Comme alors v est de dimension 4 N,

est de mesure nulle; pour presque tous les

:,'?Y) est dans Sz - A , et on est
.

Troisième cas - On se ramène au 2ème cas,
comme dans la lère partie.

Remarques - 1°/ si r: est un C"-cycle, les entiers it; ne
peuvent en général pas se calculer par des intégrales sur/y

r‘ ; mais ils peuvent tou.@urs se calculer par, des inté-
grales sur un C'-cycle  de 7 , assez voisin de r pour lui
être CO-homologue.
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L'/ 11 est remarquable sue +; se calcule dès
qu'on connait F et a;, sans que la connaissance des autres
ai , j+ i, soft nbcessaire.

3"/ SJ,on change l'orientation deE , la classe
d'homologle  de P dans fi - A ne change pas; mais les
classes(&!*))qui  servent de référence changent de signe,
car on doit changer l'orientation des boules donc des
sphères; donc les +; changent de signe. Cela se voit aussi
dans (~1,8;56), puisque W,. est remplacée par son oppo-

sée. ‘

Corollaire - SoltE  un espace affine de dimension N surW ,-.et soit A unepartie finie de F
~d'homologie de E - A
Fi&t comprises entre o -eJ N -

la dimension 0 , il est isomorphe au groupe additif z
des entiers de signe quelconque; our la dimension N - 1 ,
il est isomorphe à la puissance "a;& B z .

1') Soit? un C-cycle de E- A , de dimension

k, 0 -= k-=N-1 . Il est Cm-homologue  a 0 dans E

(corollaire 3 du theorème 54); donc dans E - A d'aprè
le theorème 61. Le groupe de Cm-homologie  de d&ension 4%
est donc bien réduit a {O } +

2') Orientons E Dans le groupe de Cm-homologie
d% dimension N - 1 , figurent les classes de la forme

; deux de ces classes,ne  correspondant

pas au même système d'entiers f; sont distinctes. Par
ailleurs, d'après le theorème, il ;'y a pas d'autres
classes que celles-la, car tout cycle de E-A est homo-
logue ~3 0 dans E (corollaire 3 du theorème 54). ;l y a
donc corresponda?$ce  biunivoque  entre le groupe d homologie
et l'ensemble Z des systèmes j~=(*,,j~,...,Jp.p)  de 1 en-

Par ailleurs la,somme de la
et de la classe x 91 (a!-)) est

la classe l'additik'des  classes

dans z'. consideré
comme groupe produit z x Z x . . . x z .
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Z
Il faut remarquer que la correspondance entre le groupe

d'homologie de dimension N -1 et !&n'est pas canonique;
elle ne l'est que si on a orienté E . Si, po r une orienta-
tation'c  , une classe correzpond  a + E 'Li Y , alors,
pour l'orientation opposée E ,la même classe correspond à

3”) Nous laisserons au lecteur le cas de la dimensiono.
On montrera successivement :

a) que tous les cycles {z,+ 1 ,3c e E- A ) sont de la même
classe d'homologie. Appelons 2 cette classe (Cela r6sulte
de ce que E- A est connexe par arcs)

b) que tout cycle H ] 3 , de dimensionA,  est dans une
classe +II
d'un nombre'P

E z (C'est évident, carx est un ensemble
ini de points affectés de signe i

est le nombre des signes t , diminué du nombre dés
Alors +
signes - ).

c) que les classes +a #+'a ' ne corncident  que si

k 'E
'(La constante 1 est un cocycle de degrb 0 .

1 t:g ale
son

sur 2 cycles homologues de dimension 0 ést la
même; son intégrale sur fi=, + i est + ).

Alors il y a correspondance biunivoque entre le groupe
d'homologie pour la dimension 0 et le groupe z des entiers
de signe quelconque; et cette correspondance respecte les
lois d'addition. Ici, contrairement a 2"),la correspondance
est canonique, elle ne dépend pas de l'orientation de E .
Le résultat 3") est valable, non seulement pour E - A,
mais pour tout ouvert connexe d'un espace affine.

Définition - SoitÊ un e*ace affine orienté, de dimension
finie N ta, un point de E, l'un cycle de dimension N-l de E-Q,.
On appelle ir$ice de ce-cycle par ra
entier -f-unique,

de signe quelconqua
ppor; a,&, le nombre

détermin  d une manière
par la condition que r ait la classe de CO-homologie

f, (a'"')dans  E -a.

Cette définition est légitime, parce que, dans E , 7
est toujours C"-homologue  B 0 , et on peut appliquer le
théorème 61.
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si+ est cet indice, il est naturel de dire que le cycle
T entoure algébriquement+, fois le point a, ou encore
fait algébriquement
SI 7

F fois le tour du point a. En effet,
est une sphère de centre a-, d'orientation directz,

il est naturel de dire qu'elle entoure+1  fois (L- , et+6
a l'indice fi . Il résulte alors du-théorème 61 que, si A
est une partie finie de Sz , et si r est un cycle deO--,
homologue à 0 dans .Q,, les nombres 1"; qui interviennent
sont les indices de r,par rapport aux points a,;.  Il en
r6sulte aussi que, S~E est9 outre muni d'une structure
euclidienne, et si le cycle F est en outre de classe C'
(ou de classe C" et$e longueuf  finie, siN =s), son
indice est égal à -

%
fols 1 Intégrale sur r de la forme

différentielle angle solide W, , ou encore à 1
5,

fois l'angle sAlIde algébrique sou: lequel du point a on
voit le cycle P . SiE est le corps des complexes (?? ,

l'indice vaut aussi d'après (VI,8;57).

Nous désignerons cet indice par L(? ;a); il dépend
essentiellement de l'orientation de E et change de signe
si l'on change cette orientation. Plus'généralement, si K
est un C' -dlfféomorphisme  de fi sur un ouvert fi' de E
respectant (resp. Inversant) les orientations, c'est-A-dire
de déterminant jacoblens 0 (resp 4 0 ), le cycle Image

KF ( s i  ?= HI?!, K? e s t  K  OHIc) a pour indice

par rapport au pzlnt image&'=K(a),  l'indice (resp. lbpposé
de l'indice) de r par rapport .& CL o En effet, soit c le -
bord d'une boule euclidienne B de centre d. Alors?lrK(cT)

est le bord des'=K <B>
les orientations dans ?

; ymme K conserve (resp. Inverse)
BP a l'orientation deÊ (resp.

l'orientation opposée), donc 6~ a la classe de C'-homologle
(a" ) (resp-(CL")  ). Comme K estAn homéomorphisme, Il
conserve les CO-homologles;  donc, SI~ est C"-homologue  b.

hz,+=1 (r,$,K?est  CO-homologue  A + K?=p;',donc
on a bien 1 (K 7 ; K(a))  =+ (hq.+ .

Remarque - Il n'était nullement évident a priori :
1') que l'intbgrale  A.- *cl. fût un nombre entier ;

2') que cette int6grale fût Independante  de la structure
euclidienne (dont dépend pourtant 0, ), et ne dépendrt  que
de 7 , de l'orientation deT ,et de a . C'est naturelle-
ment tr&s intuitif, et on trouvera beaucou?  de trait& anciens
de mathématiques, où tout cela est admis d embléei nous avons
cependant vu toutes les difficultés qui devaient etre vaincues
pour le montrer.



Pour N= 21, N-4=1,  cd=
polaire, on 'sent bien"

kq "différentielle" de l'angle
que

que F entoure l'origine vaut
le,nombre algébrique de fois

J
dcp , et est un

nombre entier. Bn.?

l~1#l~~lllllll~~~n#ll~~ll~~~~~~~ll~~ll
Nous allons d'abord ddmontrer que l'indice d'un cycle?

$eE , par rapport Q un point a de E , ne change pas quand
r et 6 varient contiguement,  sans que jamais a appartien-
ne B l’image du cycle F . De façon précise on a :

Théorkme 62 - Soient H 12 H’l%  deux cycles de dimension
N-3 d'un espace affine norké orienté f de dlmenslont4,
eta,d ,- 2 Points de  E , a # H(C)  .

S I  I\&F- , alors- a’II+ III=j’bI < d(H(r) > a ) a $ qm,
et l'indice de H’IC  par rapport B a,' est égal Q l'indice
de H  Ic par  nwport  à a .- -

D6monstratlon  - Par translation (qui est,un C'-difféomor-
phlsme de jacobien > o ), l'indice de H’ IC par Fpport
a CL' est l'indice du cycle translaté l-4'+  dZ%'  1 C par
rapport a d+ d-d' = a . Or, les deux cycles
f-i'+ d-d' 1 c et  HIC sont homotopes dans COI, car

on a III(H'+a,-' )-HI11  < d(~(l),a)(théoréme  51); donc ils
sont homologues dans C&,(théorème 54),  donc ont le même
indice en a.

Corollaire 1 'a Soit Ê un espace affine, de dlmenslonN ,
orient&. Soit 2 ÜïÏëvari6té  compacte sans bord, de
dimension N-l , orientée. Soit d'autre partA un ezace

+ Cela signifie que, quand 71 tend vers a,., dans A , HA
converge vers HI uniformément sur C . On suppose prise
une norme quelco&ue  sur E .
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Soit d'autre part aa : ;I -a% une application continue--l-.*A dans E . Si alors, pour toute valeur de a,a>n'a  p
pas ài'image

artlent
H,(X) J l'indice du cycle H, 1;

par rapport au pointa s varie continuement avec 1 ;par
aonseauent,  tout point 1 possède un voisinage 4ans leouel
cet indice reste constant; en particulier il reste constant
sur toute composante connexe de A , et sur A tout entier
dA est connexe.

Corollaire 2 - Soit H, ,n,,n,,..., H,,..., une sute d'ap -
plicatlons  continues de 5,dans i , convergeant, pour TL
infini, vers une application H , uniformément sur x ; &
soit a,,a,,a, ,...>  a, >... , une suite de points de E ,
convergeant vers un point a , pourri infini. sa& H(x),

alors, pour n, assez grand, a7L + H,(x) , et l'indice de

H,l .% SE an est égal ~3 l'indice de H( 2 "a.

Corollaire 3 -Soit H 1% un cycle de ùimensionN - 1 d'un
espace affine orienté Ê .- Alors l'indice de ce cycle par
rapport a un point a , appartenant R E - H(Z) , est le
même lorsque a parcourt une composante connexe de cet ouvert;
il est le même en deux points qui peuvent être joints par un

chemin ne rencontrant pas l'image H(C) D Si en deux

points & et& , l'indice& H /?- n'est pas le &ne, u
n'existe aucun chemin .joignant ces 2 points sans rencontrer
l'image H(Z).

Ce corollaire, qui résulte immédiatement du corollaire 1,
est un des plus puissants outils pour montrer que 2 ensembles
ont un point commun.

Soit, par exemple, à traiter l'exercice suivant (dont une
d&monstratlon  directe TATa;; t&+,s  délicate). Soient i une
circo'nf6rence  dew, 2 diamètres perpendiculai-
res. Appelons d (resp.  J3 ) un c'hemin  joignant A Q A' (resp.
B & B' ), en restant (sauf en ses extrémités) toujours dans
la région intérieure a x . Montrer que ces chemins se ren-
contrent nécessairement.
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Considérons le chemin d comme défini par une applica-
tion continue Ii du segment [o;T[] de n, dansW* ;
H(O)  = A > H(n)  = A’.

Soit d'autre part ‘6' une circonference  passant par A
et A' * appelons 1: (resp. ‘6' ) sa portion située dans
la région intérieure (resp. kxtérieure)  de 3 8

Nous formerons une application contirn$e H du cercle
trigonométrique T dans II%* , comme suit : H = H Ctant
connu pour le demi-cercle 0 4 8 < 77 , nous prendrons;,
dans TI < 0 6 27t,comme la restriction & [X ,2X] d'un
homéomorphisme évident H1 ,du cercle trigonométrique sur
le cercle i’  , tel que H'(?r, = A' , H’(2X) = A  .

Cherchons les indices de 8 et B' pararapport  au cycle
iqr . Ce cycle est homotope  à ii'1 r , dans lR”-B -B’ Y
parce que chaque segment [H(Q), H’(e)]  est dans cet ouvert
(c'est évident pour IT 6 0 6 271 ; pour 0~8 < fi, H(8) et

H%I  ) sont tous deux dans le disque ouvert bordé par 1,

et ce disque est convexe). Donc les indices cherchés sont
nécessairement aussi les Indices de E3 etB' par rapport à

H’]? ,ou par rapport au cycle équivalent 7' , oriente

dans le sens rétrograde. Ce sont donc respectivement -1
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et 0 qui ne sont pas égaux, Donc le chemin /3 joignant
B A B' rencontre l'image H(r) . Comme il ne peut pas
rencontrerH  ([n.z~l), il rencontre a , ce que *OUS
voulions démontrer.

C o r o l l a i r e  4 - Soit  Hlfi un cycle,de dimensionN-1,
d'un espace affine orienté euclidien E de dimensionN  ,
contenu dans une boule ouverte b ,de centre 0 et de
rayonu, Alors son Indice par rapport A tout point a
qui n'est Pas dans cette boule est nécessairement nul.
g& est un point par rapport auquel l'indice du cycle

il n'existe aucun chemin généralisé * .joi-
So?i lrinfini, et ne rencontrant pas l'image du

Démonstration - Le cycle, appartenant a la ooule  ouverte
B qui est convexe est,nécessairement  homologue é 0
dan; cette boule ouverte (corollaire 3 du théorème 54) et
par conséquent dans E - G , si a n'appartient pas à la
boule ouverte. Il en résulte bien que son indice, par
rapport A a, , est nul. Il était d'ailleurs intuitif qu'un
tel cycle ne pourrait Pas "entourer" a .

Supposons qu'il existe un chemin généralisé M 1 [O,+oo[
joignant k a l'infini dans E , et dont l’image ne rencon-
t r e  pas l ’ i m a g e  H(C) du cycle; alors, nécessairement.
l'indice du cycle Par rapport au point M(t)  doit être
constant lorsque b varie de 0 A +=a . Or, a partir de t
suffisamment grand, cet indice est nul; donc l'indice par
rapport au point8  est également nul. Cela montre bien que.
si l'indice au point& n est pas nul, Il ne peut exister
de chemin genéralisé  joignant & a l'infini et ne rencon-
trant pas H (X.).

I~#w#w#~~~lI~ll~~~~~ll~~ll~~~ll~~ll~ll~~~~lll~~~ll~ll~~~l~
Noua venons de voir que l'indice d'un cycle

ne peut varier que quand a traverse l'image du
la traverse en un point suffisamment régulier,
voir qu'on peut savoir comment varie 1 indice
sée.

au pointa-
cycle. Sia
nous allons
A la traver-

l Cn chemin généralisé joignant 4 a l'infini est une
application  continue M d'une demi-droite da,++m[ Par
exemple,dans  E , avec M(O) = 1 ; et t$mIIM(t)-hll  = +m .
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Soit H 12 un cycle de dimension N-l
affine orienté "E

dans un espace
de dimension N . Soit k, un point de

J-UC) . On dira que a, c H(C) est régulier sur l'image

du cycle, s'il n'a qu'une seule image rdclproque  a0 par H ,
et s'il existe un voisinage ouvert vde a,, dans E et un
voisinage ouvertu de a0 dans c, tels que H-'(V)  = u, et
que Ii soit un C'-
de classe C',

dlfféomorphisme de %Sur une hypersurface
Hi%)= .&,de 9 . En utilisant les théorémes

des fonctions réciproques et du rang constant (théorème 29
et 33 quinto du chapitre III) et la compacité de c , on
démontre que ces proprietés  sont vérifiées, dès que ao n'a
qu'une image réciproque ao dans Z ,que H est C' au voisina-
ge deu, , et que H'(ao) est une application injective,
ou de rang N-l , de T(a, ;C) dans p .

Alors H transporte l'orientation de % (définie par f, )
sur une certaine orientation de la variété c, = H(U) ;
d'où une orientation transversale de cette hypersurface,,
associée Q son orientation par l'orientation donnée dans E .
On pourra alors dire qu'un point variable a traverse le
cycle en 4, dans le sens positif, s'il décrit une trajec-
toire de classe C' s t-* a(t),  t,S t6 t+-dt,)=a,,,  a(t)#H@)
pour t # t0 et si le vecteur vitesse a l'instant t,
transversal positif  pour X0 .

est

D&monstration  - Conservons les notations introduites avant
l'énoncé du théorème. Considérons les 2 extrémités a, = CL(~,),
a2 = 42.) J de la trajectoire considérée. Nous voulons

montrer que

Il" 1% ; a*) = I(HIs  ; a,)-~
ou



En utilisant des translations, cela revient à dire que :

('4,8;61) I(H +qq5;,,) = I(HIC;c+J

de 2
Nous avons maintenant t' comparer les indices 1, et 1,
cycles différents, par rapport au même point a, .

Mais Il existe une homotopie&dans  E qui fait passer d'un
cycle à l'autre : 1'applicationH  de [t,,t,]  x Z dans E
définie par

(YI,f:62) (tr)-+ G(t,z)  : H(x) + a,-a(t)

On peut, pour calculer les Indices 1, et 1

H 1 C
1 ' rwnplacer

H+aZ2jJC e t par les cycles équivalents

Hl{t2} ~3 et KI{L,} x 5 , et appliquer la

formule (vI,~; ) (où[0.11 est remplacé par [t, , t2]) :

La différence cherchée I,- 1,
cycle du premier membre.

étant l'indice en a, du

Mais nous nous trouvons exactement dans les conditions
d'application du premier cas de la première partie de la
démonstration du théorème 61.

Le cycle écrit au 2ème membre est-un bord dans E . En
outre, 1 image r&iproque  de a, par H est l'unique point

(t7 x) de [t,,t,]xY,tel  que

(v1,8;64) H(X) - a(t) = 0 >

c'est-h-dire le point (t, ,a,) (H(ao)  = a,),puisque  la tra-
jectoire est supposée rencontrer C au seul point a, , cor-

respondant a l'instant t, . Au voisinage de ce point, H est
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de classe C'
et que H est ?'

puisque la trajectoire est de classe C'
au voisinage de 0(, . D'autre part, H'(~.:cs,)

se calcule aisément; en nctation  différentielle, elle
s'écrit :

(VI ,8;65)

=- d’(t,)dt  + H’(u,)  - d?

Comme H’c  a, ) est de rang N’-  1, H’(ao)  transforme

T< aoi C) en T(a,; 2,) ; comme ato) est transversal

à i(a,;C)  , Fiq4,) transformei&,,aO~i[t,.t,]x  C) en T,

donc elle est bienderang N.En outre, elle transforme le
vecteur unitaire positif tangent & [t,,t,] en le vecteur

- 72 (Ll ) , transversal négatif par rapport B C, ; et

une base positive de T(a, ; 2) en une base positixe  de

T( ao; CO) ' puisque l'orientation de 2, est trans-

portée de celle de 5 par H .

base positivg de T

Donc eJle transforme une

nép;ative de l? .
((t, ,a.); [ct2]x Z) en Une base

Ce qui a été dit, dans le Résultat à la fin du ler cas
de la lère partie de la démonstration du théorème 61, nous
indique alors que le cycle écrit au 2ème membre de (v1,8;63)
appartient, dans E - a , a la classe de C"-homologie

+1'"') ; donc son indice par rapport & a, est - 1,
et comme cet indice vaut 1, - 1, , le théorème est
démontré.

Considérons, par exemple,le  cycle défi'ni  par la figure qui
suit. Nous le considérerons comme un cycle singulier, image
d'un cercle trigonométrique. Ce cercle trigonométrique ayant
l'orientation canonique habituelle, le cycle peut être consi-
déré comme une courbe ayant un sens de parcours indiqué par
les flèches. Alors, dans chaque région de son complémentaire,
l'indice est une constante; naturellement cet indice au
a n'est pas bien difficile B connalître,  en calculant$X
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ou la variation de l'argument (d'origine a ). Mais on le fait
de manière particulièrement rapide, en remarquant que, dans
la composante connexe de l'infini, c'est-k-dire pour les
points suffisamment éloignés, l'indice est nul, et en utili-
sant le fait qu'k chaque fois qu'on traverse la courbe dans
le sens positif (resp.
! resp. + 1).

négatif) l'indice augmente de - 1

- Les flèches indiquent le sens
de parcours, les flèches pointil-
16es le sens transversal ZO
(Rappelons qu'un vecteur transvep
sa1 positif, suivi d'un vecteur
tangent positif, donne une base
positive du plan orienté ! )

Il nous suffira dans le cas de la figure, pour nous trouver
dans les CQnditions  d'application du théorème, d'éviter de franchir
la courbe en des points singuliers.
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Corollaire 1 - Soi& H 12 Un cycle d'un espace affine
orier llte Ê , et Q- un point n'appartenanlt pas a son image.-
Supposons qu70n puisse construire un chemin allant du

- depoint CL à l'infini, qui ne rencontre qu'un nombre fIni
fo's l'image du cycle, que chacun de ces points de

;ulier pour l'image du cycle, et que'lëchemin
rencon-

tre soit rég
la traverse transversalement. Alors l'indice I(a) du cycle
par rapport au point a est le nombre algébrique d'inter-
sections du chemin et du cycle, en appelant'; nombre algébrique
de point d'intersections, le nombre des points d'intersection
où le chemin traverse le cycle [en allant de a 8 1' 00 ) dans
le sens positif, diminué du nombre des points d'intersection
où le chemin traverse le cycle dans le sens négatif.

La chose est évidente, puisqu'à chaque traversée, l'indice
augmente de + 1 ou - 1 dans les conditions indiquhes par le
théorème, et que, pour les points suffisamment éloignés ,
l'indice est nul. Si donc i est le nombre algébrique d'inter-
sections, on a I((L.)- i = 0 ou I(a) = i . On peut traduire

ce procédd précisément en calculant, sur la figure, l'indice
du point a , à l'aide du chemin marqué en traits gras, allant
de av à l'infini. Le rdsultat est évidemment indépendant du
chemin choisi.

Corollaire 2 - Soit c une hypersurface connexe, compacte,
orientable, de xse C' d'un espace affine E
finie. Alors C partage l'espace en 2 régions;

de dimension
l'une, la- -

composante connexe de l'infini, où l'indice de C est nul,
l'autre, bornée, où l'indice de 2 vaut il 1, suivant l'orien-
tation de C et de E 0

D'après la remarque 3" après le théorème 28, x partage
bien E en 2 régions, l'une reliée à l'infini et l'autre bornée.
Si 0 est la région bornée, V = '? u c est une variété
avec bord, orientée si on oriente E de bord c Si on
applique le théorème 60, on volt alors'que c est dks la
clazse de C'-homologieLe E-a: 0 Si CI,~ cV,(z'j  si a/~ 9 et

si C a l'orientation kV, - (dl’) si a e 0 et si

c = 4s l Donc tout rbsulte de ce qui a Bté dit bien
auparavant.
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Mais, dans le fait queC partageait E en 2 réglons,
nous avons démontré, au théorème 28, C étant cormexe,
qu'il y avait au plus 2 régions; pour montrer qu'il y en
avait au moins 2, nous avons utilisé le fait que Z avait
une équation normale, d'après une renarque non démontrée
et. en fait très difficile a dénontrer.  du cours de lère
partie.  Or Ici nous avons de quoi don& maintenant une
&émonstration  dr? corollaire  qui r.e s appuie pas sur cette
reTT2FQ"e.

Nous garderons, de la démonstration du théorème 22, ce
qui a été compltiteme~t  nontrt!, a savoir qu'il y a au plus
2 régions. Ensuite,C étant de classe C' , et supposée
orientée dar.s Ê orienté, elle a une orientation transver-
sale, et on peut la traverser transversalement en l'un
quelconque de ses points.
de Z d'une unité.

On fait alors changer l'indice
Il y a donc au nains 2 valeurs de

l'indice pour les points a 3e cc . Donc il y a au

n.oins  2 régions. donc exactement 2. Le raisonnement de
la page 109 montre alors bien qu'il y a une région conte-
nant le complémentaire de toute boule fermée contenants,
ou composante connexe de l'infini; l'indice y est nul,
d'après le corollaire 1; du thGor>me 62. L'autre région est
alors bornée et l'indice y vaut t 1.

Nous avons déir.ontré  & <lue ce que nous avions admis
auparavant; nous supposons ici Z compacte et orientable,
alors qu'zvant  nous la supposions  seulement fermée tt
nous démontrlons
peut 2

qu'elle était orientable. On fait ce qu'on

Mais, lorsque Z est compacte et non seulement fermée,
on peut parler d'indices, et notre résultat actuel, sur
les Indices 0 et t 1 des 2 régions, est un complément
intéressant.

Classes résiduelles d'un cocycle t sinwarités  isolées :
n

Soientfi  un ouvert d'un espace affine orienté E de _
dimenslonN, A = {a,, a2 ,...,  a( 1 un ensemble fini de fi , etLJ
un cocycle de degré N-1 de fl -A , hi valeurs dans un
Banach?  .

On appelle alors classe résiduelle de ;j ,,au point ai
de A l'intégrale dez sur n'importe quel C-cycle de la
classé de C'-homologie (a:") dans fi- A (tous  ces
cycles étant c' -honologues, l'intégrale~st  la mème).
Cette classe résiduelle est un vecteur deF (un scalaire,
si,y est U valeurs scalaires). Elle dépend de l'orientation
de E , et change de signe en même temps que cette orientation.



Cette classe ne dépend naturellement que du Comportement

de la forme 8 au voisinage de a; puisqu'on peut trouver
de tels cycles % arbitrairement voisins de a; . On voit
en particulier que, si; est bornée au voisinage du pointa;,

ou plus généralement si sa norme II 42 ( =) II est infiniment

petite devant lorsque r tend vers ai (pour n'im-
porte quelle n&s E ) , sa classe résiduelle est
nécessairement nulle au point a.

+ l

.:-i

En effet, si nous prenons une sphère GL de centre ai et
de rayon 4, munie de son orJentation  canonique, on a, pour
P assez petit (pour que 6; soit dans la classe (a"))),

la formule de majoration (VI,6;31) :

Cette formule montre, en vertu des hypothcses  faites sur le
c.mporterr,ent deG) au voisinage de ai que l'intégrale sur
E tend vers 0 lorsque p tend vers 6 ; or elle est cons-
tante et égale à la classe résiduelle ,donc cette classe
résiduelle est bien nulle. Si nous prenons comme forme dif-
férentielle W la forme différentielle o,définissant  les
angles solides relativement au point CL, alors sa classe
résiduelle en a est l'aire '3, des sphères de rayon 1 dansE.

Théorème 64 - Soit: un espace affine orienté de dimensionN
Soitfi un ouvert de E , A un, ensemble fini de points dei.
Soit d'autre partz un cocyclé de d.egré N -1 dans fi- A ,

A , ou un C" -cycle de
C"-homologue à 0 dansa .

Alors 8 si l'on appelle Ri la classe résiduelle de w
au point a; ,et +& 1 indice du cycle p par rapport *i;a.  ,
on a la formule L

Démonstration - D'après le théorème 61, ^r est C"-homologur
h une combinaison c /r"; "r. 7 dans fi-A . Comme

a
alors W est fermée, son intégrale sur T est égale a son

Intégrale sur le Cy cycle C 1"; 2 (d'après le corollaire
4 C&I théorème 54, SI~ est de clagse C',et le corollaire 6
SI r est un (?-cycle  de longueur finie et N = 2), et ,
d'après la définition même des classes résiduelles, cette
Intégrale est égale au deuxieme membre de (VI,8;67).

* Si on change l!orientation  de E , on change de sigre+las.- 7-3 . . ,- 1~- ---4 _ _^ -La.,.".,-.  n-C ,,, _
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,,
soit  v c G une variété de classe C' , avec bord

c o m p a c t e , orientée de dlmensionN ,et soit H une applica-
tion continue de v
même dimension N .

dans un espace affine orienté Ê de
On appelle degré topologique  de ki ,

en "Il pointade  E , n'appartenant pas b l'inage H(.bV)

du bord eV de V , l'indice du cycle Hl!rV par rapport
au point 0. * Il résulte du théorème 61 (ler cas de la
lère partie de la démonstration) qu'on possède une
inteyprétation  géo&trique  simple de ce degré topologique,
si 1 Image réciproque du point a ne contient qu'un nombre
fini de points de c,
H est de classe C' ,

au voisinage de chacun desquels
et en chacun desquels l'application

dérivée de H est du rang maximum N . Dans ce cas, en
effet > le degré topologique  de l'application est le
nombre des images réciproques de a , au voisinage des-
quelles H conserve l'orientation, diminué du nombre des
images réciproques de u. au voisinage desquelles H Inverse
l'orientation. Il n'existe aucune interprétation de ce
genre dans les autres cas. Toutefois, ce degré topologique
est constant lorsque u varie contirAment  sans rencontrer
H(hV) Or, d'après ce que nous avons vu dans la démons
tration d; théorème 61 (2ème cas de la lère partie) si
l'on suppose simplement que H est de classe C' et'sia
est un point quelconque n'appartenant pas à H <kV) ,
pour tous les points suffisamment voisins de a le
degré topologique est le même, et,pour presque cous ces
points,
SIH est

il admet l'interprétation géométrique précédente.
seulement contlnue,

cation C' )
on l'approche par une appli-

et on retombe dans la situation précbdente.
D'autre part, un point important reste toujours vrai :

* Si on cnange une des deux orientations, celle de V
ou  celle de E , le degré topologique  change de signe;

si on change les deux, Il ne change pas.
Si V n'a pas de bord, kV = $ , le degré topo-

logique est forcément nul.
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Théorème 65 - Si d n'est pas recouvert par l'image H(V), alors
le degrétopologique  de H au point a est certainement nul.

En effet, dans ce cas là, HI fi est le bord de HI;,
et par conséquent CO-homologue  à 0 dans le complémentaire
de a ; donc son Indice au point d est nul.

2
La rdciproque  est evldemment  fausse. Il suffit, par exemple,
.lue a ait 2 images réciproques, au voisinage de chacune
desquelles Ii soit C’ et de dérivée de rang N et que H
conserve les orientations au voisinage de l'une et les in-
verse au voisinage de l'autre, pour que le degré topologique
de H en a soit nul. D'ailleurs, si V n'a pas de bord ,
8v = $ le degré topologique est nul en tout pointa,
meme sid es; dans H(V) Il peut d'ailleurs arriver, pour
un degré topologique quelckque  et en particulier nul, que a
ait tout un continu d'images réciproques !

Par contre, d'après le theorème, si le degré topologique
en a est # 0 , a/p ossède une image  rdciproque non vide :-
l'équation H(z)= CU a au moins une solution dans6 (Si le
degré topologique est m# 51,et  # 0 , il se peut que
cette équation n'ait quand mème qu'une seule solution a,
qui est alors en quelque sorte "multiple"; si.H est C' au
voisinage de o( , H’m, est alors certainement de rang< N)e

Theor

L'existence d'un degré topologique # 0 est un puis-
sant outil pour montrer l'existence de solutions d'une

éguation. Nous en verrons des exemples plus loin.

L*e degré topologique de l'application H dei dans Ê
au point a A s'appelle aussi nombre algébrique de fois que
l’image de v par l-t recouvre a, , & cause de l'interprétation
géomdtrlque  donnée ci-dessus.

*ème 66 - si l'application HI dépend d'un paramètre 3\ et .
varie continuement avec IA dans les conditions lndiqut&s<u
corollaire 1 du thdorème 62, si le point alddpend du même
paramètre $j et varie continuement avec 54 , et si, pour
aucune valeur de 7\ -partlent à l'image
parHX du bord RV , alors le degre topologique de l'appli-
cation tiX de g au point a% dépend continuement de ;1 ; g
reste constant si 'h varie dans une partie connexe.

Conséquence évidente du théoreme 62.
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Voyons melntenant  comment, pour H et A fixés, le
degré topologlque  dépend GeV . On se rend compte que,
si on fait varier V dans V de manière que l'iaa$e
réciproque H-'({a)) dans V’ne varie pas, le degre topo-
logique ne varie pas.

Théorkme  67 - Yolt H une application continue d'une variéts
orientée F, de dimension N
oriente Ê de dimension N

, dans un espace affine

avec bord, compactes, de 'v
Soient V et V deux variétés

s Si le5 Gages réciproques
H-'la]  n V, coincident,  et ne

, alors les degrés topolo-
des applications H g QI 95

Démonstration - Posons w = v,uv, , K, =H(W-$),  K$~(w-+~).

W est un compact de V, K, et K, sont des compacts
de E comme inmages  de compacts par H *appelons 8 le
minlm& des distances (pour une norme iuelconque  sur E )
de a h K, et K,
H du compact W

Si nous remplaçons l'application
dan; E par une autre Ho et a par

sun autre point a, , avecI//H-tiJ c ?i,
alors H,  (W _ 0, )

11 aà-a'll  < 4 ,

e t Ho(w-$2) ne contiendront

toujours pas a, ; donc Hi'({%\),dans  W , reste dans
0, n Q* ; ou encore, les images reciproques  par H, ,

sic ao , dans t, 3 Y, , coIncident.

Mals, dans ce cadre, on peut choisir Ii. de classe c
sur W ;théorèxae 52), de manière que H;'({a,)) soit .
un ensemble fini, et qu'en chaque point de cet ensemble,

Hl soit de rang N. (22~ cas de la lère partie de
la démonstration duAh6orème  61).AAlors  l'expression

des indices de H,I-%V, e t  H, pi, au point a, , par

le ler cas de la lère partie de la demonstration  du
même théorème,
proque par Ho

comme nombre de Po$ts de L'image réci-
, de a, , dans V, et V, , où Hh

conserve l'orientation,diminué  du nombre de points de
l'image réciproque où elle l'inverse, montre bie2 que
ces deux indices sont égaux. Les Indices de H,(&V,-et

Ho 1 bi, en a, sont les mêmes que ceux de H 1 kV,
et HIfi,, en a (théorème 62);

les degrés topologiques de H 17,

et ce sont précisément

et HIV, en a .
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Théoreme  de Rouch6 - 68 - Soit H une application continue
d'une variété Co&!&te  O=tée avec bord 0. , de dimension
N s dans un ouvert fi d'un espace affine normé orienté Ê
de dimension N . Soit d'autre partK  une application continue
de V dans 1 'espace vectoriel associé E . Si  l’image
du bord ,8V ne contient pas a , et si oint 3E%uH
b o r d

, en tout p -
, on a l'inégalité :

h,g;6a)

alors (H-e ï?K)  (LV)
ii-3

ne contient pas a , et l'application
admet, au point a/, le rême  degré topologique que

l'application H .

Si on a seulement une inégalité (v1,8;68) avec < au
lieu de < , il n'est plus certain que (H+K) (&V) Ïîë
contienne pas d , mais, si c'est vrai, la conclusion Su&is-
te-0

Démonstration Supposons d'abord une inégalité stricte < 0

D'âpres (VI,8;48), pour tout 5 de eV , le segment

[ H(x), HC=)  +&z,] est tout entier dans Ca ; 12 lemme

fiu théorème 51 nous montre alors que les cycles
l-4 + K 1 ci

HIkV  et

sont homotopes dans [ti , donc homologues, et
ont même Indice en a, d'où le résultat.

Supposons maintenant une inegalité large. & . Alors
(H+K) (&V)  peut conteni_l:  d (exemple : F est un espace
vectoriel, x = 0, K = - H ), et alors le degré topOlOgiqUe
n'a plus -le sens. Nais,s'll  ne le contient pas, le degré topo-
logique est le même que celui de H + (1-L) x pour & 7 0

assez faible (théorème GO), et, avec (1-6)x on a l'inéga-
lité stricte 4 donc le degré topologique e:t encore le
même que celui dé H .

Corollaire 1 - ThBorème  de d'Alembert -
'lout polynome d'une variable complexe, a coefficients com-
plexes, de degré nz, admetm racines, si l'on compte chacune
avec son ordre de multiplicltb.

Avant de démontrer ce corollaire , nous voyons bien que,
comme Il est indiqué plus haut, nous appliquons la théorie
du degré topologique a la déK,onstration  de l'existence de
racines d'une équation.
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Démonstration - Comme toujours, il suffit naturellement
de démontrer que le polyn8me admet au moins une racine,
Sirn~l ~ On peut trouver un norr.bre  R > o tel que, si
uo est le coefficient du terme de plus haut degré du
polynôme, on ait, pour 1) j 3 R , l'inégalité :

Le théorème de Rouché est donc applicable, avecH())=aQjm,

K(>) = Pq, - a 7- *08 Il nous montre que l'application,

définie par le polynôme P , du disque iq\ -c R dans le plan
complexe, a le même degré topologique, au point 0
l'application 3 -a, "a-

, que
. Or, d après la définition

même de ce degré. celui-ci est l'indice, par rapport à 0
du cycle d6finl par l'application H:a -. Z=aOjm,du cerclé
r : 131 z? R , muni de son orientation canonique, dans
Qi . Cet Indice, d'aprks (VI,B;57), vaut :

(vl,s;lo) 1

--!

dZ ~ m.-a-1
2ilT  y=

HI?
Z-LX 1

i: 3

c'est-A-direm  fois l'indice de ? , donc m.

Nous avons donc demontré que l'application définie pu-P,
du disque 12 1 & R , dans le plan complexe c, a
degré topologiquemau point0 . Comme m+o , il existe
bien au moins une racine dans ce disjue. Une récurrence
permet, h partie de 1 existence d'une racine, de montrer
l'existence de m racines; mais nous avons bien aussi le
soupçon qu'on peut directement aboutir G ce résultat, -
utilisant le fait que le degre topologique  estm .

C'est bien ce que nous verrons au théorème ? du
chapitre VII.

Corollaire 2 - m E un espace affine normé de dimension
finie sur le corps des réels. Toute application continue,
d'une boule fermée de cet espace dans elle-même, admet au
moins un point fixe.

Ici encore, nous avons une application du degré topolo-
gique à la démonstration de l'existence de racines d'une
équation.

Démonstration - l'/ Supposonx  d'abord que la norme de E
soit euclidienne.

Soit.#  l'application continue donnée, de la boul2 B de
centre&  et de rayon R , dans elle-&me. Orientons E n'impor-
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te comment, ce qui oriente E xt B . Appe'lons H l'appli-
cation r; - x-d de B dansT  , de degré topologique 1
en -0 (car5 a une seule image réciproque, a., où le jaco-
bien de7 est 1 > 0 ), etz l'application 3~~ - (sa)
de z dans? *

.

On a, avec H
avec < > pour

-
II&+&R=

et T( e t  âI-=BrT , l'inégalité (VI,F3;68)
z e il3 , puisque j applique B dans B :

II = Il l
Ici, (H+Ï+c) = G

Donc; d'après le théorkme de Rouché :

contient 0
a) ou bien l’image de 8 B par H+z

et il existe un point oc de &B
tel que (H*z) (x)  =b’ou z = t(z) ;

, donc de 6 ,

b) ou bien Il n'en est pas ainsi, alors
le degré topologique de (H + K) (z) en d est +l, et il
existe un point% de 6 , donc de 6 , tel que 3c = p-c>.

Dans les 2 cas, le corollaire est démontré.

2'/ Supposons maintenant la norme de E
arbitraire. La méthode précédente n'est plus applicable,
car la sphère n'est plus nkessairement  une variété ** .

On remarquera alors que la propriété i; démontrer est
de nature purement topologique. Vraie pour une boule eucli-
dienne, elle l'est pour tout espace topologique homéomorphe
a une boule euclidienne. Or les boules relatives a 2 normes
quelconques de E sont homéomorphes, donc toute boule est
homdomorphe b une boule euclidienne. Soient en effet11 11,

et 11 112 2 normes quelconques de Ë o Considérons l'appli-
cation k de È dans Ë :

(W,f;71)  z -x(Z) ='sZpour  Z+ 0, O)pourX=T.
x2

* Les degrés topologiques sont,ici, indépendants de
l'orientation choisie pour È, car, si on change celle de
Ë s on change en même temps celle de E donc de B .

** Pour la norme I(x, , 3cp,...  ,x,)]] = ;y,~.,,~ IzJdans &,la
boule est un cube. Mals elle peut encore être bien plus
compliquée !
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C'est une application continue en tout point + 0
car les normes sont continues et qu"alors  le dénomlna-
teur n'est pas nul. Elle est aussi continue à l'origine,
car 2 normes quelconques de Ë
rème 13 du chapitre II), alors

sy$;,,équivalentes (theo-

tq
est borné (thec-

rème 12 du chapitre II) et L(z) tend vers 0 quand z
tend vers ?i , On a :

donc k applique la boule unité 6, , pour la norme
Il II, , dans la boule unite B, pour la norme /I Ile.

Mais $L a une application réciproque -# :

qui est aussi continue deË dansE  et applique 6, dans
5, , donc x est un homeomorphisme  de 8, sur 0, , ce
qui achève la demonstratlon  du corollaire dans le cas
général.

Remarques - l"/ Cette demo,~stration  suppose essentlelle-
ment que F soit de dimension finie, d'une part pour
1 application& topologique,  d'autre
part. dans 2'. pour que toutes les normes soient équiva-
lentes. On peut démontrer qu'un theorème analogue serait
inexact si i est un espace affine normé, de dimension

is on a le remarquable theoreme Suivant. que
r%E%&e~&rons :

Théorème 68 bis - (Theorème du point fixe de Schauder):

Boit E un Banach. Toute application continue d'un com-
pact convexe K de E dans lui-même admet au moins un Point
fixe.

SI E est de dimension finie, les boules sont bien com-
pactes convexes.

* 12 s%fflt, pour le voir, de montrer que 4% o- X et

‘&OR, sont l'identlte. Or on a , par exemple :
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avec le théorème 46  du chapitre II. Il suppose des
conditions bien moins restrictives, carH n'est pas
necessairement  une contraction. Par contre, évidemment,
il montre l'existence d'un point fixe, mais non pas son
unicité; d'ailleurs, si H est l'application identique,
tous l'es points de la boule sont fixes.

Théorème 69  - Soit X : 3G-J(zc) , un champ continu de

(VIJ;  74)

vecteurs tangents sur une sphère d'un espace euclidien E
de dimension finie N o Alors, S i  N est impair, il existe
au moins un point 3~ de la sphère, 0-L le vecteur X(r) est
n&.

Démonstration - Orientons Ë n'importe comment. on peut
toujours supposer que2 est la sphère un_lté  de E . Comme
la sphère I: est une variété compacte de ,que nous pouvons
munir de son orientation canonique dans x peut être
consld6ré  comEe définissant une appllcatiin  sontinue  de
cette sphère Z damïF, donc un cycle x 1.Z deÊ .
Supposons que le champ x ne soit jamais nul; alors l'image

de ce cycle ne contient pas l'origine, et il a un indice
en 0 Désignons par v le champ des vecteurs unitaires
norma=:  sortant de&a  sphère. Il définit lui aussi un
cycle Y 1.3 de E , et l'on sait que l'indice de ce

cycle par rapport a l'origine est dgal à
est l'application identique de5: dans f

+ 1, puisque Y
, Par ailleurs,

quel que soit t , tel que 0 < t c 1 , le vecteur

tX(Zl+(l-t) T($)est  # 5 . SI.donc on considère l'appli-
cation de [O,l]  x c dansË, definie par

( )t,2 -) t X(Z) + (l-  t> Y,-,, ,

elle dbfinlt une homotopie entre le cycle x(2 et le

cycle ?i,F dans CO
rapport a 0

.-Ilen résulte que l'indice par
du cycle X 1 C est aussi dgal à + 1.

Appelons maintenantz  le champ continu des vecteurs
unitaires normaux rentrant dans la sphère. L'application??
de 2 dans -2 définit encore un cycle. Son indice peut se
calculer par l'intégrale de l'angle solide c3, ,par rapport
au point0 , sous la forme :
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Mais 2 n'est autre que la symétrie T,.?ï par rapport
L l'origine. La formule (VI,8;51) montre alors immédiatement
que z*w = (-1)NW > de sorte que l'on trouve la relation :

Alors si, maintenant, on utilise l'homotopie  définie par

i,Ji,8;11) (t,z) - tx,r) + (1-t) Z(I) >

le raisonnement déjh fait ci-dessus montre que_le cycleX/g
a rrême indice, au point 0 , que le cycle
S-dire (-1)"

Z]c c'est-

avoir 1= (-1)N  .'
or, si N est supposé impair, on né peut

Nous aboutissons donc a une contradiction, ce
qui signifie que, contrairement & ce que nous avons supposé
au début de la d6monstration, le champ z s'annule &Cessai-
rement en au moins un point de la sphère, ce qui démontre
le theorème.

Remarque -
valable

Cette démonstration ne serait évidemrrzt  plus
pourN pair, car alors le champ sortant Y et le

champ rentrant z définissent deux cycles 712 et zj.2,
de même Indice + 1 au point 0
le théorème n'est plus vrai,

. D'ailleurs, dans ce cas,
et il existe des champs de

vecteurs continus, ne s'annulant jamais sur le sphère. Si,
par exemple,
et si,

on considère le cercle trigonométrique (N = z),
en chaque point du cercle, on construit le vecteur

unitaire de la demi-tangente posltlve,-on  dkfinit bien un
champ de vecteurs continu partout = 0 sur le cercle. Par
des méthodes beaucoup plus compliquées, on peut construire
de tels champs sur les sphères, dans des espaces euclidiens
de dimension paire quelconque.

Corollaire - S&f une application continue d'une sphère x
d'un espace affine euclidien E de dimension N
e Ile-meme. SIN est impair,

,&

,,dont Fimage
il e;tiste  au moins un point%.  de

c p
OpDOSe & 32 ar ? soit r OU le point diametralemez

surx.

Démonstration - Considérons le champ oontinu de vecteurs
Ce n'est naturellement pas un champ de
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Mais si, en chaque point ae la sphère, nous proJetons
orthogonalement le champ sur le plan tangent, on définit un
champ continu de vecteurs tangents a la sphère. Comme alorsN
est impair, Il existe au moins un point où cette projection
est nulle, est normal.
Comme 8

c'est-&-dire où le vecteur $0
(X) est un point de la sphère, cela ne peut se

produire que si ce point est, ou biens  , ou bien le point
diamétralement opposé à (x; .

On peut faire une extension considérable de la théorie
du degré topologique.

Soient v et G deux variétés de même dimension N , toutes
les deux orientées, V étant éventuellement avec bord, mals
toujours compacte, et W sans bord. Soit H une application
continue de V dans W telle que l’image par Ii de &V ne
rencontre pas le point d de W l alors il est possible de
définir le degré topologique  de'l'application H au pointa;
ce degré topologique possède des propriétés analo&es  a celles
que nous avons vues plus haut. Un cas intéressant sera celui
où V est une variété compacte sans bord. Alors on peut, sans
resJrictionhdéfinir  le degré topologique de l'application H
de v d a n s  W  , en tout point a de W l ce degré topologique
varie continuement avec a et par suite'est constant sur toute
composante connexe de w .
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V I I

FONCTIONS DE VARIABLES COMPLEXES

9 1 DÉiRIVABILITE PAR RAPPORT AU CORPS DES RdELS ET AU CORPS

DES COMPLEXES

Tout ce qui a été traité dans le chapitre III du calcul
différentiel était valable aussi bien par rapport au corps
des réels que par rapport au corps des Complexes,  a l'ex-
ception de la théorie des maxima et des minima (et en
particulier du calcul des variations), qui supposait es-
sentiellement la fonction considérée à valeurs réelles.
D'autre part, dans le chapitre V des équations différen-
tielles, on considère toujours des fonctions d'une varia-
ble réelle, c'est-&-dire définies sur un intervalle deR
a valeurs dans un espace de Banach F sur le corps des
réels ou des complexes.

Comme nous l'avons dit, au début du paragraphe du Cha-
pitre III, siE et F sont des espaces affines normés sur
c, ils sont a fortiori des espaces affines normés surR,
et toute application d'un ouverta  de E dans F , dériva-

ble par rapport à @,est  a fortiori dérivable par rapport

aR ; mais, dans ce cas, l'application dérivée $'(a) en

un point a de fi se trouve être une application de E

dans7 , non seulementlR-linéaire  mais aussi c-linéaire.

Inversement d'ailleurs, si est une application defi
dans F , qui, en un point a, te tR-dérivable, et si sa 1
dérivée $'(a) est non seulementR-linéaire mais
linéaire, elle est@-dérivable de même dérivée
c'est ce que montre immédiatement la définitiont

FU~S~@-
(a) ;(III,3;13).

Théorème 1

SolentË etF deux espaces vectoriels sur le corps des_-
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complexes. Pour qu'une applicationl  de E dansr ,&!-

linéaire, soit@-linéaire. il faut et il suffit que, pour

tout vecteurx de Ë , on ait
P,1;4) L(5)= ;L(T)

SiE' est de dimension finie, et si(e) _
1 ;1-

est4,2,...>fi -
une&base de Ë,il  suffit, pour qu'il en soit ainsi, que
l'on ait, pour chacun des éléments de cette base, la rela-
tion

Démonstration

Les conditions écrites sont évidemment nécessaires, et
nous devons démontrer qu'elles sont suffisantes.

si (nrr,4;1) est réaliske, et si.2 + i
t* est un nom-

hre complexe quelconque, on aura bien

ce qui prouvera bien queL este-linoaire.

O'autre  part, pour que (pIc,4;1)

soit réalisée siE est de dimension finie, Il est hien
suffisant, puisqueL estR-linéaire, qu'elle soit réall-

sée pour les éléments d'unex-base  deË . Or si elle est
réalisée pour les éléments e. d'unec-base, elle est aussi
réalisée pour les éléments i&.1 , car cela s'écrit

L(*.i~~)= tL (;~) Ou L(--éj)="L(~~'""  L(Lëj)=iL(ë’)  >
1

et l'ensemble dese Zconstitue bien une]R-base  de E ,
6' d

Corollaire 1

SIE et F sont des espacesQo-affines,  et si8 est une
aDDlication  d'un ouvertfiLe  E dansF, R-dériv&hle au
Point  a can, Pour que 8 soit@-derivable au point u,,
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il faut et il suffit que l'on ait la relation

(%4;4) ip�(�)  l  (2)  =  ipw  .Y  ~ pow  t o u t  ⌧&Ë .

Remarque. Reprenons le cas où E est de dimension finie

et soit 0, ê,,..., <, un @-référentiel. SoitjtE G ; soient&

ses coordonnées (ccmplexes) par rapport aux z l alors

x5.$ jb ëj =im,& -
b '

‘bi ‘-

XjCi  +â-j(i%)); donc les ~j=&,jf et

= %,
sont les coordonnées der par rapport h la&

base des ë. z.
1' te

On peut dire que, si on appelle ,etji

les fonctlcns  coordonnées par rapport auR-référentiel

formé de 0 et des e. , LT
k b'

alors lés  $= “d +iyj sont

les fonctions coordonnées par rapport au Q-référentiel

formé de 0 et des x; . Si$ estR-dérivable, elle a des

dérivées partielles

au sens réel;

au sens complexe,

Autrement dit,

Corollaire 2. Si E est de dimension finie, et si. les?

sont uneGhase  deE, alors zfl- F.sup~oséeR-dériva-
1

ble au point CL de fi, este-dérivable  si et seulement si

pLf;5)
k

= 1,2  ,..‘,  w .

Dans ce cas,

WI,,‘;  6)
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Remarque. On peut retrouver(mL.i;6)  autrement : pour

de quelques précautions, qui rendent sa justification
moins commode que la méthode précédente.

Corollaire 3

Si 4 est une app-lication  d'un ouvert fi d'un espaceG,
affine E dans le corps des complexes c, et si P et a

sont la partie reelle et la partie imaginaire de j ,soit

=P + iQ alors , si P et9.  sont des fonctionsR-dérlva-

bles sur&%,  la condition nécessaire et suffisante pour

que 4 soit@-dérivable, est que l'on ait, pour tout?EË:

(pII>~;GW D,P,  --Di;a

Si E = a?", cette condition s'écrit ( en prenant succes-
--A_

sivement X= e; ,ie;)  sous la forme des conditions de
Cauchy-Riemann:d d

m.r:n
bP_dQ ap Xi
aw-

k 3a 3k
C'est évident, il suffit de prendre la partie réelle et
la partie imaginaire de tYIL,f;5)

Corollaire 4

Si.L%est  un ouvert connexe d'un espacea?-affine  E , si b
I

est une fonction@-dérivable  sura B valeurs complexes,
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et si sa partie réelle est constante dansAL.alors  4 elle-
même est constante I

En effet, la partie imaginaire a de
i

a une dérivée
qui, d'aprks  la relation (XlI,l;6b;s) es nulle; alorsfi
étant connexe, Q est constante d'aprés le théorème 22
du Chapitre III.

Corollaire 5.

si 1 est une fonction@-dérivable. définie sur ficon-I

une constante dansa  alors f? elle-même est constante.
I

On a en effet, pour tout X f Ë:

Dz 1~~2=D~(P2+Q',  = -PDzP + Q DXQ

=PDgP-QD;;F= 0

En remplaçant? par ix, on a aussi

QD;P +PD;rP  =O
En un point CL ~0, nous avons l& 2 équations linéaires

à 2 inconnues D; P (a) , D;; P (a) , de déterminant

P2(a) +  Q’(b)  . Si la constante Pz+  Q'= \$ IL est nulle

le corollaire est démontré; sinon, on aura DTP(~)= 0 ,

D;; P (a)= 0 > pour tout & et toutY  alors P’ est nulle

sur fi et de même Q'donc $ ' est constante puisquefi  est
connexe.

Introduction des symboles 3 b
V’ --q

SoientE  un espace de dimension finie sur @ et, (z)

unec-  base de Ë
1 j=i,...,n

Si alors, comme précédemment, on consi-
dère les fonctions coordonnées réelles X.k , *bk , on peut
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prendre leurs différentielles &.
i ' 9j

De même les coordonnees  complexes
'56

sont des fonc-

tions à valeurs complexes sur E et admettent des diffe-
rentielles  Y-i

On a alors les formules %j= hi+ LC$~ j en prenant

les fonctions complexes conjuguées ~~=Xj-*Ya’  on 3

~j - ~j - i~j . Soit S,lOrS  $ une SppliCStiOn  d'un

ouvert fi de E dans un espace
complexes. Suppososns  seulement que

F SUI-  le corps des
soitR-dérivable

en un point a de.fI,  . s'exprime avec la
notation différentielle  du Chapitre III, sous la forme-

Si nous exprimons lesdccjet
par

on obtiendra la nouvelle expression

On est ainsi amené 6 poser (pour une fonction
seulement&dérivable, ! qui est

rappelons le encore une fois ) :

(!uI,4;  41 bis)

de sorte que l'application dérivée (encore une fois, au
sens réel s'exprime sous la forme particulièrement simple
en notation différentielle



Les symboles ainsi introduits ,- ,- , sont d'une
6%' a;a,

manipulation très pratique. Les CO ditionsk (X,1;5)
donnent immédiatement :

Corollaire 6

Pour qu'une application4 de l'ouvert SZ de C'Ldans  F3
etR-dérivable  soit@-derivable, il faut et il suffit
qu'elle vérifie les equations aux derivees partielles

et, dans ce cas, ses dérivées partielles par rapport au
corps des complexes 5 définies par la formule(IuL,i;6)

%
-

corncident  avec les quantités 0%
3j

définies par(J!lL,1;10.

Théorème 2

Soitz une forme différentielle de degré #U , définie<

sur l'ouvertfi  de l'espacec*à  valeurs dans F etR-déri-

vable. Alors son coborddz  est donné par la formule

suivante, analowe  à la deuxième formule(3T.6;~)  :

En utilisant en effet la formule (YI,+;l)  ~ on aura
immédiatement



Th&x&me 3
Soit 4 une application  deux fois]Ee-dérivable  d'un

ouvert fi de @-dans F . Si alors elle est une fols O?-

dérivable, elle est harmonique, autrement dit v&ifie

est B. valeurs dans le corps des complexes c et sIP/-

etQsont  sa partie réelle et sa partie fmaainairs
et 0. sont aussi harmonique.

) a1orsP

Démonstration

La laplacien  A s'exprime avec les notations (VII, 1; 11)
sous la forme :

ce qui donne immédiatement le premier résultat, d'après
le corollaire

Le rfsultat  relatif aux parties réelle et imaginaire

P,Q, pourF=  c , est évident, carA(P+iQ)=AP+LAQ,

AP et AQ réelles.
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Remarque : Dans le cas de la dimension complexe n-1,
nous verrons au théorème 10 que toute fonction une fois@-
dérivable,defi  C @ dans F, est nécessairement indé-
finiment dérivable; de sorte que, sans autre hypothèse
que la@-dérivabilité d'ordre 1, on peut dire que 4 , et
par conséquent P et Q si FP @,sont harmoniques (corol-
laire 1 du théorème 10).

On peut donner une certaine réciproque du théorème
précédent. SoitP  une fonction réelle définie sur un
ouvertfi  de (l?, que nous opposerons deux foisR-dérivable
et harmonique; est-elle alors la partie réelle d'une fonc-
tioncdérivable définie surfi  à valeurs complexes.

Théorème 4

Soient fi un ouvert simplement connexe du corps des

complexes @,etP une fonction réelle de classe C2surJL

et harmonique, c'est-a-dire vérifiant l'équation de La-

place AP= 0 ; alorsp  est, d'une infinité de manières

la partie réelle d'une fonction 4 , a valeurs complexes,I
@-dérivable sur fi ; Si fiest connexe, la partie imagi-

naireQ est déterminée B une constante additive près, et

par conséquent _ est déterminée B une constante additive
purement imaginaire pres.

Démonstration

Nous devons déterminer Q de façon a ce que soient
vérifiées les relations de Cauchy (VII,l;7) (pour ==l );
cela revient à se donner les dérivées partielles du ler
ordre de Q , supposéeR-dérivable.

Pour que l'on puisse déterminer une telle fonction Q
nous avons vu (corollaire 1 du théorème 59 du Chapitre Vi)

que,LL étant simplement connexe, dPet les quantités- -
bP étant de classe C-!

9
et+ G une condition nécessaire et

suffisante était donnée bpar - (
bP

)
b bP- -  =-

hj d-y ( >dx a=



c'est-à-dire par AP = 0 ;,cette condition est donc véri-
fi& puisqueP est supposee de classe CL et harmonique.
Il est donc possible de déterminer Q ; le résultat est
unique à une constante additive prks sifiest  connexe
(car la différence entre 2 solutions est une fonction de
dkrivées  premières nulles,
orème 22 du Chapitre III).

donc constant.e d'après le thé-

Remarque. Ce rksultat ne susiste pas du tout pour une
fonction complexe sur @;, 22 .

La partie réelle et la partie imaginaIre d'une f'onc-
tionc-dfrivable SU~~C c à valeurs complexes, sont ap-
pelées deux fonctions réelles harmoniques conjuguées.
On voit que, si l'on s'est donne une fonction harmonique
dans un ouvert simplement conr.exe, elle a une infinité
de fonctions harmoniques conj.aguees,  déterminks  à une
constante additive près si 1 ouvert est connexe.

Il est 3. remarquer que siQ est la fonction harmonique
conjuguée de P ,
de Q est -P .

alors une fonction harmoni~ur  conjuguée

s 2  THEORIE  CLÉMENTAIRE  D E S  F O N C T I O N S  H~LOMORPHES  D’UNE
V A R I A B L E  C O M P L E X E  :  F O R M U L E S  I N T É G R A L E S  D E  C A U C H Y

soitE un cspece affine normé sur aO F un espace de
BANACH SUT @ (on ne serait pas pertcut'okligé  de suppo-
se-7 vectoriel et complet
parce qu'on intègre des
r

fonctidns
mais la plupart du temps,
continues à valeurs dans

Nous le supposerons foujours vectoriel et complet, et
ne le repèterons  p~~~xkessairement dans les énoncés). On
appelle fonction
à valeurs dans F

- holomorphe sur un ouvertJ2 de E
une fonction de classe C%par rapport

au corps des complexes.

Nous verrons au thfiorème 10 que, si E a la dimension

complexel, C'- holomorphe implique C"- holomorphe.
Nous étendrons cette propriété bien plus tard à E quel-
conque (theorème ?) Jusqu'au théorème 10, nous ferons soi-
gneusement la distinction. Ensuite, nous écrirons simple-
ment holomorphe, sans préciser, et celà quel que soitE.

Cela voudra dire Cm-holomorphe. cette hypothèse sera vi-
siblement exngeree dans certains hnoncés mûis ce sera sans
importance puis-u'on  saura a posteriori que les diverses
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holomorphies  sont identiques.Bien entendu, au théorème nous

emploierons à nouveau CJ -holomorphe et C">-holomorphe.
.

Une grande quantité de résultats seront seulement re-
latifs à E = @ mais certains d'entre eux à E quelcon-
que.

-c
Théorème 5. Pour qu'une fonction 4 sur Sz C 02 .B va-

l
leurs dans F, de classe C' par rapport à R, soit C’
-holomorphe,  il faut et, il suffi% que la forme différen-

*
ttielie  de degré 1, de cJasse C',&J(%\ &. , soit fermée./ 7 a

Démonstration

On a en effet immédiatement, d'après (VII, 1; 14 1:

Comme dp dj= 2,; dz Ad+#O, il est équivalent d'écrire

quedo  est nulle, ou d'écrire que s-0
3

, ce qui démontre

le théorème d'après le corollaire 6 du théorème 1.
Remarque. si fi c @ynquelconque,  T est Cl-holomor-

phe si et seulement si la,= -forme 4 *,A +n..*n  $flv

est fermée; 111ais cela n'a pas autant d'applications,

Théorème 6 ’

(Première formule intéarale fondamentale de Cauchy)

Pour que l'application~de~c@ dans -?,supposée  de clas-
se C'Par rapport au CO?~S  des réelslR,soit  Ci-holomorphe



282

11 faut et il suffit que, pour toutC'-boru  r' de dimension 1
ZISLCL,  on ait la relation

Si en effet4 estC:holomorphe,
est un ,cncgcle, (théorème 5) et
tre VI (5tokes)nous indique bien que son intégrale sur
tout C'-bord est nulle.

RGciprcquement, sim est une forme différentielle de

classe C' dont l'intégrale sur tout C’-bcrd  est nulle k th&

réme 42 du Chapitre VI nous indique que c'est un co-cycle,

ce qui d'après le théorème 5 prouve queeest Ciholomorphe.

Remarques

On peut améliorer considérablement l'énoncé de ce
thforème :

1") si? estclholomorphe, alors d'après le corollaire 6

du théorème 5’1 du Chapitre III, on a encore la relation

même  sir est simplement une variété singulière, compacte,
orientée,de  dimension 1, de longueur finie
C”-  t,ord  dans LL .

, L,>ùi soit un

Toutes les lois que nous emploierons les expressions cycle
bord, v,,riitc avec bord, ce sera pour' intégrer une forme
aifferentielle  et appliquer  STCKE3. confcrm6ment  aux con-
ventions du 9 6 dti chapitre VI, ce'sercnt toujours des com
pacts;
donc r

nous ne le rGpèterons  plus dzns les koncss.  Ici
est comp,2ct,

D'autre pzrt,
boni d'un? variete nvec bcrd compacte

r&lle 2,
les vnri6tGs avec bord seront üe dimension

les cycles et les 'burz~ .ie din.enji-n  ri:~llle 1.



283

2") D'après le théorème 42 et sa demonstration,  il

suffit, peur queFwit Clholomorph13,que  la f'ormule

J, 63) q = O soit vraie pour toute circonférence

orienté7 bordant un disque A entièrement contenu dansa
ou même que, pour tout point d de.0 , elle soit vraie
pour une suite de tels cercles r, , de centre a/, de
rayon tendant vers 0 .

Nous demcntrerons  même plus loin (voir corollaire 3
theorème 1C) qu'en ce qui concerne la condition suffisante,

ce résultat subsiste si l'on suppose la formule (VII,2;2)
-L

v&ifi6e, sur de telles circonférences l'
continue et non nécessairementlfedérivablé.

et 1 simplement

3”)  Par contre, il est absolument essentiel, dans le
théoréme 6, que7 soit un bord.

Voici un contre-exemple évident lorsqu'il n'est pas
un bord :

Prenons la fonction .j ($)= 5 ;

elle est holomorphe dans l'ouvert fi -
c

0 -

Par ailleurs appelons P une circonférence de centre 0
et de rayon R , orientée dans le sens direct dans c.

Cette circonférence est évidemment un bord dans UL? ,mais
nous avons déjà signalé qu'elle n'était pas un bord

dans c 0 (corollaire 2 du théorème 58  du .Cpapitre  VI).
Or on a immédiatement, en posant
la formule 3

= Re" ,

@U;3) 21x .

Cette formule jouera d'ailleurs un rôle fondamental d'un
bout à l'autre de la théorie des fonctions homolorphes.
Elle est la base du théorème des résidus,théoreme  1
Ellemontre d'ailleurs que r n'est pas un bord dans 0.
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si  .j estClholomorohe.et  sifi est simplement connexe,

alors la formule (VII,2:2) est vraie Pour toutC(cycieT

;OU aïe POUr touts-cycle  de longueur finie f ).

En effet,.f2. etant simplement connexe tout cycler  est
un bord (corollaire 2 du théorème 54 du Chapitre VI).
Mais on pourrait aussi dire :.fL étant simplement connexe,
le cocycle G? est un cobord (théorème 59 du Chapitre VI),
donc son intégrale sur tout cycle r est nulle (théorème
39 ou 41 du Chapitre VI).

Primitive d'une fonction holomorphe

Théorème 7.

Si -J! est une fonction holomorphe dans fi simplement

connexeC@à  valeurs dans l'esuace de Banach G * alors

elle admet des primitives F , c'est-à-dire des fonctionsc:

holomorphes surfi  à valeurs dans G,
si.n

telles sueF -$.
est en outre connexe. ces primitives sont determinees

& une constante additive  Pres.
Demonstration

si estCcholomorphe,la  forme  différentiellePest un co-cycle; comme alorsfi  est supposée
connexe, il r6sultecJu  théorème 59 du Chapitre VI qu'elle
est un cobord. Soit F une fonction primitive extérieure
de 5 ; on a alors la formule

@<2;4)

c'est-a-dire queF

admet potir dérivée

par rapport au corps des complexes

* Nous appelons ç le Banach au lieu de7 comme d'habitude,

pour pouvoir appeler F les primitives de



La fonction? étant de classe C' le theorème 59 du
Chapitre VI nous dit que P est de C?asse C2; elle est
unique A une constante près si.fL est connexe,simplement
d'après le théorème 22 du Chapitre III. Ce théoréme 59
du chapitre VI nous indique en même temps un moyen pra-

tique de déterminer F . Si l'on choisit arbitrairement

sa valeur F (a) en un point a de JL , alors elle est
déterminée en un points de la même composante connexe
de SL par la formule intégrale

l'intégrale étant prise sur n'importe quel chemin de
longueur finie, d'origine d/ et d'extrémité $ dansfi.

Remarque

ici encore il est essentiel de faire une hypothèse du

type de la simple connexité  pour&!. . Si& = c
0 et si

$5( )=1
-3

il est bien évident que
dans fi, t

n'admet pas de
primitiv car il n'existe pa de détermination
aéfinie et continue du logarithme dans le complémentaire
de l'origine. (C'est intuitif . Mais nous -le voyons
justement ici en toute rigueur. S'il en existait une,
on aurait,T'  désignant le cercle trigonométrique

oriente, 2cx = I,"= I,d(~li'-U).

Ceci nous amène A étudier les déterminations continues
du logarithme. On appelle détermination continue (resp.
holomorphe) du logarithme dans un ouvertfi  de (c une
fonction continue (resp. qui, en chaque
point, soit une des valeurs de encore telle

que k?@a( 1 = 'a-
Théorème 8.

Soit fiun. cuvert de e{O, .Toute  détermination continut

du logarithme dansaest ~~holomorphe.S~il  -te et

si&?, est connexe, la différence entre deux dtentre  elles



est un multinle entier, de 2bK , et la fixstion  d'une

telle détermination en un peint defi la fixe dans fi

tcut entier. Il existe de telles déterminations toutes

les rois que Sz est simplement connexe.

DCmonstrar,lon

Supposons d'abord que $ soit une détermination continue
du l.ggarithme dans fi . En posant 2 = 4 (a)le  théortme
des fonctions rfciproques  (corollaire 4 du thaorème 11
du Chapitre III, valable également, rappelons le, pour
les dérivations par rapport au corps des complexes) nous
dit que l'on a

autrement dit 4 est certainemente~holomorphp;et primitive

de 1 dans fl .
2

Si alors fi est connexe, la différence

entre deux déterminations. ayant une dérivée nulle.
est une constance,
entier de ~LT-.

qui est necessairement  un multiple

Sia est simplement connexe, 1 a des primitives
d'après le théorème 7. 3

Choisissons alors une primitive $, en un point a defi
de façon que (a) scit l'une des determlnatlons  delo 6~.! ?
Alors, du fait que la dérivée de # est ; , on déduit

que les fonctions ej's)
d

dans 42 ,
et $ ont même dérivée logarithmique

et CommefieSt  connexe, on en dtduit que leur

rapport eSt,une constante (voir 3” page 713  du ChapitreIV),
Ce rapport etant égal zi 1 au point G il est Zgal à 1
dans 'coutil%  et 4 est bien une détermination holomorpne
du logarithme dans Sz .

Remarque

1') Il n'est nullement nécessaire i'e supposerfi sim-
plement connexe pour qu'il y existe des dbterminations
holomorphes  du logarithme : par exemple dans une couron-
ne h< l$-al<R. si (a\LR , il en existe, puisqu'il
e: existe dans le disque (simplement connexe)J$-ai<  R.
D apres le theorème 45 du Chapitre VI. appliqué à la for-
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me différentielle &L
73

, il est suffisant que
J

!?L Soitr ~

nulle pour tout Cm"-cyole r de fl donc en utilisant
ce qui a été dit page 247 du Chapitre VI, qu'il n'existe

pas dans fi de C"-  cycle r 'faisant le tour de l'origine':
c.a.d. d'indice#O  par rapport à l'origine.

Le
2') Puisqu'on a Eh/&%

l'existence d'une u 1ogari)thme
est équivalente a celle d'une détermination continue
de l'angle polaire 8 .

Or le théorème 45  et le corollaire 2 du théorème 59
du chapitre VI donnent précisément, pour fi , les candi-
tiens que nous venons d'indiquer.

Dans la pratique, pour déterminer dans& une deter-
mination  holomorphe du logarithme par fixation de sa va-
leur en un point CL de .G , on la déterminera en chaque
point3 dea en suivant un chemin allant de d à 3 , et
en faisant varier de façon continue la détermination du
logarithme.

La détermination obtenue au point5 sera indépendante
du chemin suivi si&?, est simplement connexe.

On peut de même étudier les déterminations continues
(et par conséquent holomorphes) de certaines "fonctions

multiformes'< telles que v--+
cd Lf 5/501c e . On p;;t

encore définir une telle fonction en posant

et on a alors, Hdq = A"' e
iq 0

l alors dan, Lox
ouvert0 où l'on peut fixer les Aéterminations  continues
de l'angle polaire, on peut fixer des déterminations
holomorphes de toutes les fonctions

a �  l

On sait au contraire que de telles déterminations
n'existent pas nécessairement dans un couvert auelconque;
dans le complémentaire de l'origine dans c , même pour
la fonction fi on sait qu'il n'est pas possible de
numéroter de maniére continue les deux déterminations.

Si en effet on part de l'une des deux ddterminations
en un point donné a , et qu'on tourne une fois autour de
l'origine et revienne au point a, en faisant varier de
façon continue la détermination de la racine carrée, on
arrive au point & avec la ddtermination opposée à la de-
+,ermination  initiale. (C'est intuitif; mais de toute
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rigueur, on voit que Lmj5 a augmente de? 2~Tr' donc

fi= (pu a bien été multiplié par &
+LT

=- 1.

Demonstration  du théorème de pm sur les primitives

extérieures des formes différentielles dans le cas au corps
des complexes.

En démontrant le théorème de Poincare  (théorème 19 du
Chapitre VI) nous avons supposé qu'il s'agissait de
formes différentielles sur le corps des réels ( cette
restriction est indiquée au cours de la démonstration,
page 81.).

Supposons dos qu'il s'agisse maintenant d'une forme
différentielle w de classec'  par rapport au corps des

complexes, définie sur un ouvert a de cN, B valeurs
dans un espace de Banach F .

On suppose touJours  quefi ait les propriétés indi-
quées dans l'énoncé du théorème 19, et que 0 est fermée,
de degré 31.

En fait, on peut supposer que& vérifie des condi-
tions un peu plus générales que celles de l'énoncé du
théorème 19.

Designons par<,<,...,énla base canonique de cN

On va supposer que si, par un point quelconque a-
defi on mène le plan B deux dimensions réelles (sous-
espace affine a une dimension complexe) parallèle aux

vecteurs ë , hë,
d d'

il coupeJL  suivant un ouvert à la

fois connexe et simplement connexe fi' (0,) qui, s'il
n'est pas vide, contient necessaireme rit un point dans le
sous-espace à 2 7%-2 dimensions réelles ou m-1 dimen-
sions complexes, mené par l'origine parallèlement aux
vecteurs de base et A leurs produits par i .

On effectue ensuite la même démonstration par récur-
rence que dans le cas du théorème 19. Il faut naturel-
lement tI%UVer  une forme A primitive  deL par rapport

comme dans cette demonstration.  Or il suffira pour
de prendre une formule analogue à (VI,4;44) qui

sera ici
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où l'intégrale est prise dans l'ouvert connexe et simple-
ment connexe Cn,(~,+..., q,), suivant n'importe quel

L'intégrale est bien indépendante du chemin parce qu'a,
est simplement connexe. Le reste se poursuit sans mo-
dification.

Théorème 9
+

i'&on clholomorbhe  dans un ouvert fi dec$

à valeurs dans un espace de BanachF .

Si V est une variété avec bord de fi , de classe C’ ,

ayant l'orientation canonique du plan complexe, et de

bord%V=T munie de l'orientation canonique de bord,

alors on a la formule

si CL B V, et

1
P,2;9) 2iJ-C

Fi& =;p;ai

SiCLEG

F y-"

TL'intégraie  n'a pas de sens pour a~y ).

Démonstration,

l") Soita+ V . La fonction $* -UV-aestCIholomorphe

dans
c

Q or VC
c

3
a, donc T' est un bord d,ns

n c a, et le

théorème 6 donneâussitôt  le résultat @X1,2$).

2O) Soit maintenant uE G raisonnement n'est plus
applicable. En effet est toujoursC~holomorphe

dans c cL, mais VF
0 c a; on a si l'on veut a r

J-L c c
cc/ ,

V a



et ‘r est le bovd de I,CL , mais [,a n'est pas

ccmpacte, de sorte qu'au sens du paragraphe 8 du

Chapitre VI , r n'est plus un bord dans C*Y D'ailleurs

le résultat ne subsiste plus, on ne trouve plus;  .

Appelons 6 un cercle ayant pour centre LI- parcouru dans
le sens direct, et tel que le disque A qu'il borde soit

0
entièrement contenu dans V . Alors-r sera le même cercle
parcouru dans le sens rétrograde.

Dans [n ,r-y est un bord, A savoir le bord de [ h
Y

in peut donc appliquer le théortme 6, ce qui donne

Ce résultat est indépendant

Pour démontrer le théorème,
démontrer que l'intégrale

du rayon du cercle r

il nous suffit donc de

Y Y

est égale à ou même, puisqu'elle est indépendante
du rayon & dz y, il nous suffit de démontrer qu'elle
tend versFa)  quand le rayon h de a tend vers 0 . Or
cette lntegrûle est somme de deux termes :

Le premier terme est bien égal à
~xoi~mule  (VII,2;3) ;

f$G? (d'après la

Il nous suffit donc de démontrer que le deuxième tend

vel?s 0 quand le rayon h de K tend ve1's 0 . 3r puisque {

est supposée c-dérivable,  1~ ;,uantité
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est majorée par un nombre fixe M quand le rayon,L  de r
tend vers 0 .

La deuxième intégrale de (VII, 2; 11)
admet alors la majoration

+

et ceci montre bien qu'elle tend vers 0 quand
de v tend vers 0 , et achève la démonstration
crème.

Remarque

le rayonb
du thé-

1') Il est souvent commode de changer les lettres
employées, et d'écrire  :

-
(T!II,2;13)  -

-

2O) On peut démontrer un résultat beaucoup plus géné-
ral :

Sir est un C-cycle singulier de longueur finie dans a,
c

et si c'est un c-bord dans fi , alors on a la formule
dl/

oùI(T ;a) est l'indice der *par rapport au point a
(page 247 du Chapitre VI). Cette formule nous donnera
bien (v11,2;8 et 9); si en effet a&v ,F est un bord

dans ~1,c , donc son indice par rapport à u est nul;
4.

SiCLGV
dice est il .

F est homologue &Y dans
c.!? '

donc son in-

La démonstration de (VII,2;lIJ) résulte immédiatement du
théorème 64Chapitre  VI; la classe résiduelle de

5 comme le montre le précédent

* Rappelons que cet indice suppose Y orienté, et fi orienté
(orientation canonique de @).
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raisonnement, consistant à faire tendre vers 0 le rayonk
du cercler , et Il suffit d'appliquer (VI,8;67).

3:)  Le théorème 9 a une conséquence remarquable :
este-hclonorphe  dansa, et si ses valeurs sont

elles sont nécessairement connues dans V
puisqu'elles sont données par l'intégrale,

(VII, 2; 9): qui ne fait intervenir que les valeur de!
sur r .

On pourrait se demander s'il est possible de choisir

arbitrairement les valeurs de surr (pourvu que ces

valeurs définissent une application continue de P dansF).

Il est facile de voir qu'il n'en est rien. En effet,
on remarqu-a  par exemple que la même Intégrale

Partons d'une fonction arbitraire, sur-r

à valeurs dans F . Il est facile de voir que l'intégrale

j-+2- jtS) d<
2LX J7 3-3

définit alors, aussi bien

dans G que dans c,V. des fonctions C?hoiomorphes  de

Comme en effet l'intégration a lieu sur le compact

et que la fonction ( 3 ,{)- $c$ est continue par

mwort 81 (3,X) , dérivable  par rapport a ?j , pour {

flxee,  et que sa dérivée définit une fonction

1jJ-
J(X)
(5 - g'

continue par rapport à(5,g) le corol-

lalre  du théorème 115 du Chapitre IV nous montre bien
que l'intégrale est une fonction de classe C'par rapport



293

relativement au corps des complexes; ‘la même dé-
montre qu'elle est C!" +

L'intégrale n'est pas définie pour5 ET . Mais on
peut se demander si elle a une limite quand 3 tend vers
un point $,de r .v

On peut en effet montrer, si r est donnée de classe C'
sur T , que si3 tend vers un point 3, du contour, en res-

tant dans c , l'intégrale possède une limite 4x) .et

que si 4 tend vers 30 , en restant c&V  , elle tend vers

une autre limite -jj) , et qu'enfin la différence

entre ces deux limites est précisément égale à 440, :

(I?u;2;15) Qj+J - qgg-l=  j@Yï

Dans le cas particulier où on était parti d'une fonc-

tionl,ctholomorphe  dansfi,la  valeur 4x0 était nulle,

et la valeur j,(6)  était fi$ ; si l'on est parti d'une

fonction F quelconque, il n'en sera plus en général ainsi.
4

Par contre on voit que, si l'on sait a l'avance que $

de classe C', vérifie l'infinité de conditions

4
2lYT

, alors on peut bien affirmer

que l'intégrale déffnie par -

+ Le corollaire du théorème 115 a été énoncé pour l'intégrale
par rapport à une mesure> 0 ; ici la mesure

3 surr est complexe.

Mais
4

!L= dd dn,dn êtant l'abscisse curviligne sur r, mesure&(),

21; on peut raisonner sur la fonction(j,3)- fit;) d5
3-3 F.'
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représentesa  une f~nctioliC~holo~orphe dans V et prenant
la valeur

J
sur r .

Soit$ scalaire. Nous verrons ultérieurement, dans
1'Ptude des fonctions harmoniques, siP
partie réelle de la fonction holomoZ$é#

est la

d'une fonction harmonique,
, c'est-à-dire

on peut choisir arbitrairement
ses valeurs sur la courbel'  de classe C', définissant
une fonction continue réelle; alors la fonctionP est
bien déterminée d'une manière unique dans V . Il sera
ensuite possible de,déterminer  sa fonction harmonique
conjuguée QO, dans V , à une constante additive près,
au moins siv est connexe et simplement connexe; et par
Suite$ est elle-même
imaginairs  près. En fait,Q

à une constante purement

que dans V ;
ne sont ainsi déterminées

mais on montre elles ont des limites

aux points de? , si,r étant toujours de classe C',?

est C' sur r . On comprend mieux maintenant pourquoi on
ne pouvait pas choisir arbitrairement{ sur7 et la
prolonger dansV  en une fonction holomorphe  dans 0
peut choisir sa partie réellep sur r

; on
et alors sa

partie imaginaire est déterminbe  A une'constante  additl-
ve près, pour V connexe et simplement connexe.

9 3  C O N S É Q U E N C E S  D E  L A  2 e  F O R M U L E  I N T E G R A L E  D E  CAUCHY

La formule intégrale de Cauchy (VII, 2; 9) est la
formule essentielle de la théorie des fonctions holomor-
phes; elle permet d'en trouver les principales propriétés

Théorème 1C

Tout- fonc.ttC1nolomorphe dans un ouvert fi de ao.

à valeurs dans un espace de Banach 7, est nécessairement

de classe C" sur le corps des complexes. SIVCSL  est une

variété C’ avec bord, compacte, munie de l'orientation

canonique de c, et de bord&V = r ( munie de l'orienta-

tion canonique  de bord), les dérivées de a sont données ,
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en tout points de L/ , à partir des valeurs de 2 sur T‘,
par les formules 1

ou

11 suffit en effet de dériver (VII,2;g) sous le signe
d'intégration, ces dérivations étant légitimes d'après
la démonstration qui a été donnée a la page 292.Si  alors
a est un point quelconque, on pourra,pour  V , prendre

un disque A de centre a contenu dansJj,,pour  7, son bord,

et voir alors que F est infiniment dérivable dans i '
ceci étant vrai au voisinage de chaque point a, elle
est bien indéfiniment dérivable dans fi .

Ce théorème est très remarquable et absolument contrai-
re à tout ce que nous connaissions anterieurement pour
les fonctions de variablesréelles;  une application d'un
ouvert deW dans un espace de Banach, oeut très bien être

de classe Cmsur le corps des réels, sans être pour cela
VI+4

de classe C ; mais il suffit qu'elle soit de classe C’

dansac @, sur le corps des complexes, pour être, d'un

seul coup, de classe CT

Corollaire 1

Toute fonction ci holomorphe dans un ouvertfi C ao est
harmonique; si elle est à valeurs complexes, sa partie
reelle et sa partie imaginaire sont harmoniques.

En effet nous avons vu qu'il en était ainsi dans l'hy-
-

pothèse particulière OÙ
e

était de classe C2 et nous
voyons maintenant que ce te hypothese  est tou;ours  realisée.



Nous verrons que ceci reste vra.i sur c" .

Z

Corollaire 2

Tqute fonction harmonique sur fi C @, a valeurs

réelles ou complexes, est nécessairement de classe C"
par rapport au corps des reels.

Il suffit évidemment de la démontrer pour une fonction
harmonique B valeurs réelles. Si alors P est une telle
fonction, et si a est un point de fi, n un disque de
centre (L contenu dans 0, , il est simplement connexe,
et par suite, dans ce disque, on peut trouver une fonc-
tion harmonique conjuguée Q , telle queP+iQ soit une

fonction C?holomorphe dansA. Elle est alors de classe
Cw et par suite Il en est de même de P.

Remarques.

1O)Alnsi  nous voyons que le fait, pour une fonction, de
vérifier certaines équations aux dérivées partielles,

telles que $&-~ouA+  = o , entraîne l'existence des dé-

rivées successives de tous les ordres. Ceci au fond ne
doit pas être a priori tellement fait pour nous étonner,
Lés équations aux dérivées partielles sont les générali-
sations, au cas de plusieurs variables réelles, des équa-
tions différentielles, nous avons vu, au Chapitre V,

que toute fonction de classe CT solution d'une équation

différentielle d'ordremde  classe Cm, est nécessairement

de classe C" (corollaire du théorème 8 du Chapitre V).

Nous voyons maintenant que certaines fonctions de classec'

ou cz, solutions de certaines équations aux dérivées par-

tielles de classe C", sont nécessairement de classe C?

Toutefois. dans la théorie des équations aux dérivées
partielles, ce résultat que nous obtenons n'a pas du
tout le même caractke  que dans la théorie des équations
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différentiel .les, il est relatif à une certaine catégorie
Darticulière d'équations aux dérivées partielles, celle
ies équations elliptiques, dans laquelle rentre les équa-

tions aux dérivées partielles Z=O,A.j  =O ; alors que
3

pour d'autres équations aux dérivées partielles, comme
par exemple l'équation des ondes, que nous étudierons
ultérieurement, cette propriété ne subsiste absolument
pas.

2')  La propriété , pour les fonctions de classe C2

harmoniques, d'être C!", n'est ici démontrée que SUT~~,
et pour des fonctions harmoniques B valeurs réelles ou
complexes. Elle s'étend, comme nous le verrons plus tard,

aux fonctions harmoniques sur w", 13 valeurs dans un

Banach quelconque F. De même toute fonction C’ sur @"

est C". En particulier, toute variété différentiable

de classe C” sur 6! est de classe C”.

Corollaire 3 (Théorème de Morera)

Toute fonction 1 définie dans l'ouvert a de c, àI --c
valeurs dans l'espace de Banach G, continue et telle

P
gue 1'intéRrale soit nulle pour toute-bord

de a. est nécessairement holomorphe. Le théorème 45

du Chapitre VI nous indique en effet que la forme diffé-

rentielle continue $4 est le co-bord d'une fonction 7

de classe C', définie dans A Q valeurs dans $ . On a

alors la formule

donc



qui signifie d' une part que ktC1-holomorphe et d'autre

part que4 est la dérivée de F au sens du corps des com-

plexes. Mais alors d'après le théorème, la fonction F

est nécessairement de classe Cm, et par conséquent -e'*
sa dérivée première, est elle-même de classe C”,  sur
le corps des complexes, c.a.d. holomorphe.

Remarques

1') C'est ce théorème que nous avions annoncé B la
remarque 2 après le théorème 6 : on peut définir la pro-
priété d'holomorphie pour des fonctions continues, sans
supposer à priori aucune dérivabilité.

2") On peut aussi montrer que toute fonctionc-déri-

vable sur&,c a?,
C',

a priori non nécessairement de classe
est holomorphe.

Corollaire 4

Toute fonction à valeurs complexes, holomorphe, et

sans zéros dans un ouvert fl simplement connexe de @ ,

geut  s'exprimersous  la forme )(A$) = k?f'a' ou q est une
fonction complexe holomorphe dans SL .

On peut évidemment supposer .Q connexe puisqu'il suffit
de raisonner dans chacune de ces composantes connexes.
Puisque # ne s'annule Jamais,

la fonction
f

et quelle est de classe C’,

est elle-même bien définie et de classe C:

c'est-à-dire holomorphe. Comme par ailleursfi  est sim-
plement connexe, elle admet une primitive

%
d'après le

théorème 7. Alors les fonctions
$ %et e ont la même dérl-

vée logarithmique f. Comme 0, est connexe, leur rapport
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est constant d'après la remarque de la page 713 du
Chapitre IV; on peut alors faire rentrer cette constante
dans l'exponentielle, ce qui démontre le corollaire.

RTmarque Ceci revient a dire que si;4! holomorphe
ne s annule pas dansa simplement connexe, il existe
des déterminations holomorphes de ,&YQ 4, dans JL .u -J
Corollaire 5. (Inégalités de Cauchy).

soit 1 une fonction holomorphe dans fi C @. SoitM(a;p)
I

le maximum de II j7l sur le cercle 4-a-ppourp<d(a,fi)." I "
On a les inégalités suivantes :*
IId")(a)l  fms M (d;f);en particulier Il$= 11~ M(a;f)  .

I-L!

Démonstration.

Il suffit d'appliquer (VII,3;1) pour le cercle r :

Remarques.

1") Si l'on ecfectue le développement de Taylor de ,
1

la norme de sur le cercle 1 ta-ai= p est

pkcisément On peut donc aussi énoncer

ce corollaire en disant : le terme de taylor

est majoré, en norme, sur le cercle la-a1 = P , par
0 I

le maximum M (&;PI  de!$! sur ce cercle.I
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2") Naturellement il faudrait se garder de croire

qu'en tout point
' 'p

de la circonférence, la norme deicp,
soit au moins ega e à la norme de chaque terme de Tay or'
Si par exemple nous considérons la fonction holomorpheeg
donnée par

on n'a pas, pour 2j = - p < 0 , e

Nous avons seulement dit que le maximun  de la norme de
SUT la circonférence surpasse la norme (constante) de a
chacun des termes de Tavlor.

Ncus ne vex-rcns ,:ue plus tard ce qui dans E = @'*
6tend les fcrmüles de CAUCHY (VII, 3; 1).  Meis cn p&t
des maintenant étendre4 E quelconque les in6 alit6s

unefonction  holomorphesur-+ET
H.So1enr.d  E .O,et  p > 0 tel que

la boule fermde B (u;p)  de centre d et de rayon p
dans .f).

soit

pour r:~B(d;p) , on peut écrire la formule de
TAYLCI! (voir (III, 7; 2) ), dont le terme de rang nb

-(r-a)  .Ce terme de rang PL se calcul entii:-

rement dans le sous-espace affineL,,de dimension complexe
lpassant  par aet =;C'est aussi le terme de rang m
aans le developpement  de pour
tion
appliquer la

(zq)!; 1 , de 1~ font-
n peut donc lui

2), ce qui donne I

@,3;4bis) < M(a-;=@

où  M(a;==;t) est le maximum de 11?11 sur‘ le cercle
de centre o., et de rayon p dans E,.,  ; a fortiori

@u,3;4ier)

où M (CL;  fi) est la borne supérieure de
suhère de centre a et de râyon p dans



borne supérieure et non maximum,
compacte si E

car cette sphzre n'eue pas
est de dimension infinie, et II f II n'atteint

peut-être pas sa borne supérieure; elle n'est peut-être mê-
me pas bornée, M(cy)  <+m.

Rappelons que +?(m' a)
continue-symétrique de 6

est us application m-linéaire
dans F . On a donc, pour tout

vecteur Y de E de narme p , et par suite, par raison d'ho-
mogénéité, pour tout X de z,l'inégalité :

Soient y, , XL ,...>Tm,mvec.teurs arbiLaires  de Ë,de norme
il 1 pour t, > t, ). . I t, complexes de modules 6 1,le vecteur
t,y,+ t,x,+...+t,r-  a une norme L 112; on sait que
~~~a).(5,x,,...~~~est  le coefficient de t, t, . ..tmdans

+a..+tm?m$voir  chapitre III, démonstration du

lemme du théorème 21 bis).

Hais l'espace vectoriel des polynômes en t,,t,,...,  k,, ,de
degré b m,est de dimension finie; sur un espace vectoriel
de dimension finie, toutes les formes linéaires sont conti-
nues (début du $ 13 du chapitre II). Si donc on appelle&(P)
le coefficient de t, t, ,,. t,, dans un tel polynôme P, ti
est une forme linéaire, donc on a une inégalité:

où C est une constante convenable. Nous verrons en fait
ultérieurement que cette constante vaut 1 (page com-
me elle n'aura pas d'importance réelle, prenons-là tout de
suite égale à 1. On en déduit donc l'inégalité :

En prenant la borne supérieure pour %, , x, ,..'. , X ,de
normes g 1 on aura la généralisation cherchée des in3gali-
tés de CAUCHY.

Corollaire 5 bis

soit -J une fonction holomorphe surfi c E à valeurs dans
F'. Si 1a'bouleB (dj p) est dans J2, ,on a les inegalites  sui-
vantes, oùM(ajp)<  tors est la borne superieure de 1
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Remarque.
Il~ll~~~lI~,ll  M(w)(=jn.

Ces inégalités sont moi& bonnes que pourE=c,
car ni" > 711.!  poul-  nz a û

Corollaire 6 (Théorème du maximum strict)

Soit E un espace affine normé sur Q ,p un espace
vectoriel norme sur @ . Soit LL un ouvert de E et soit

-Y- une fonction sur ,fl a valeurs dans F holomorphe.
7

Alors il est impossible que ait en un pointdde
.f2, un maximum relatif strict. )

Démons,tration.

Si E est le corps des complexes, cela résulte immé-
diatement de la majoration (VII.3;;>) pour n=o

cette inégalité prouve que, si p<d(a,
c
0) , il existe

sur le cercle 15-a /=p , au moins un point~,tel  que

[$Fj i > 1 gz 11 . Mais alors, SI E est quelconque,

il suffira de considérer n'importe quel sous-espace af-

fine E, à 1 dimension complexe deE,contenant  (L ; soit

&EL > A# u,~ la bijection
3-CL+~  (c) identifieE,

au corps U?,~E E, àoe @,a~ E,= fi,à un ouvert.64dec,

et donc permet de considérer la restriction
ci

g de ;qà,,

comme une fonction 3, sur l'ouvertfi,de  @ ; on en deduit

pour tout p =z d(o , [&,)l'existence d'un point$O,I$O(=p

tel que 11 x(jO) 11 a /I z(o) /) donc d'un point~~=at$(c)

defi,Cfl, d(a,c,~=pd(a,b),tel  queI{~~~I/ j(ajI\,

d'où le résultat.
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Remarque

Il est normal de se demander si le même corollaire
subsiste, avec "maximum relatif large" au lieu de "maximum
relatif strict"; en excluant alors évidemment les fonctions

constantes. Si F est quelconque, il n'en est rien. Soit

par exempleF= (II?; n 22 ,muni  de la ncrme

@,3;5) Ik~,,~2,...,~,~  11 =  Ma⌧ ( ljj 1 i $1 7-s  7 lianI)  l

Soit alors Fia fonction définie sur @!*. f-+ fa,a,...,a,~),a$O-

Cette fonction n'est pas constante, mais sa norme est
constante, égale à. lai pourI+Is lb).

Mais Il y a bien une extension possible siF est le
corps des complexes (ou plus généralement, évidemment,
s'il y a la dimension 1). C'est ce que noue verrons plus
tard, après les proprldtés  d'analyticité (corollaire 1
du théorème 12 ).

Théorème 11

Soitp
I

une fonction holomorphe dans l'ouvertfi  de c,

à valeurs dans l'espace de Banach 7 , et soit a,un point

dea. Appelons A le plus grand disque ouvert de centrea

contenu dans fi ; soitR son rayon. AlorsFadmet  le dé-
I

veloppement de TAYLOR

@,3;6)

absolument convergent dans A , et normalement convergent
dans tout disque de centre CL et de rayon cR.

Démonstration

On a en effet le développement

valable pourvu que ppq <k-a.



Soient alorsR'  etR"deux  nombres, avec 0 -cR’i R*< R

Ecrivons la formule intégrale de Cauchy pourI$--a[ <R',

relativement à P , cercle de centre a et de rayon R”.

La formule (VII, 3; 7)
nous incite à écrire

P43,S) j$+j$ '.

Il reste naturellement à justifier cette interversion

du signez  et du signe

On peut remplacer partout d[ pw

une intégrale par rapport ô une

Cette interversion peut alors se fâire pourvu que, lors-
qu'on remplace toutes les fonctions intervenant par leurs
normes, l'un des deux membres ait une valeur finie (thé-
orème 37 du Chapitre IV),

sur
Si nous appelons M (a;R") le maximum de la norme de$
la circonférence de centre CL et de rayonIR", on aura

la majoration

qui montre bien que l'opération d'interversion était légi.
time dans les conditicns  où nous sommes placés. Ensuite,
(VII,;3;1) montre que (VII,3:8) équivaut à (vIIJ;~).

En outre, la série trouvée est bien normalement con-
vergente pour I$-aldR' puisqu'elle est alors majorée
par une série numérique géométrique convergente.

Fonctions analytiques. Dans le cas du corps des P&=~C
nous avons vu qu'il peut arriver que la série de --. -_-
d'une fonction C"rie soit pas convergente au voisin&

- - - - - - -,
Tnvlnr

du point a, et que, même si elle-est convergente. elle
ne r eprésente  pas nécessairement J-, (voir<  car exemple,,,xn ,a_. FL^_Zi.. Ti.\
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Par contre, nous venons de voir que, si E est le corps

des complexes a?, et si.$ est a?-dérivable, alors la
convergence et la représentation de la fonction nar sa
série de Taylor, sont vraies nécessairement. Ncus voyons
même beaucoup plus, puisque nous trouvons un minimum du
rayon de convergence : la série de FA~ME est converaente
dans tout disque où la fonction est holomorphe.

soit +? une fonction sur un ouvertfid'un  affine normé

E , B valeurs dans un affine normé F , sur le corpsK=R
ou @. On dit que 2 estK-analytique  si elle est C",I
et si, quel que soit a , il existe un voisinaRe  vde u

dansa, tel que dans v, 4 soit représentée par sa série
de taylor :

Une fonction@-analytique est à fortiorilE!.-  analytique

Alors :

Corollaire 1.
Soient E un affine normé sur @ .‘run Banach sur c .

4
Toute application 4 holomorphe sur fi c E à valeurs dans

I
F' est az -analytique.

Demonstration.

Soit% (aj p)une boule ouverte de centre a contenue

dans fi. Alors,

est une fonction

à valeurs dans F
@c.a.d. holomorphé.

et de classe C-par  rapport au corps
Le théorème 11 dit que sa série de

Taylor suivant les puissances de5 converge pour $=l .



'icu~e  l'onccicn  rGeiie ou compiexe sur un ouvertLiZde

W', narmanique,  estIR-  nn-iytique.

Il sui'r'it  de Le Jbir  pour une fonction  réelle; or elle
est, d'npri?s  le t1,icrèrr.e  il, 1,~ partie r&lle  d'une fax-
tion holomorphe.

Nçus ve~ror~s  que  cette conciusion  subsiste pour toute
fcncticn  i:nïmcnique, sui' un espace euclidien sur- w do
dimension r‘inie, L valeurs dans un Banach  quelconque.

Coroliniïe  3

l'oute  r'onction  lalomorphe,  aans un ouvert Jl connexe

de @ , ü valeurs uans F et nulle ainsi que toutes ses

a6rivGes successives en un point a de41  , est identique-

rcent nclle nnns 0 .

9tmonstration

Puisque T est représentable  au voisituge  de ué~L
pm sa skie  de Tuylor, elle fast n+cessairement  nulle
dans tcut  un voisinege  de a .

Appelons zlors ^w l'ensemble des points où J s'annule,
ainsi c,ue toutes ses dé?ivies  successives. Cet ensemble
est  manifestement fermb, comme intersection des ensembles

i'eri;:;:;  { hj



Mais nous venons precisément  de voir qu'il est aussi
ouvert .

Comme alors il contient au moins un point a, et quea
est connexe, c'est fi tout entier.

P$us particulièrement :

Corollaire 4

Toute fonction holomorphe dansa connexec c,et nulle

dans un ouvert non vide de fi , est nulle dansa tout
entier.

Les corollaires 3 et 4 ont un certain nombre d'exten-
sions. Par exemple :

Corollaire 5.

1) Soient E et F des affines normés sur un corps&  m

ou U2',  fiun ouvert connexe de E , 4 une fonctionK-  analy-1
tique surfi à valeurs dans F . Six a toutes ses dérivées1
successives d'ordre&1  nulles en un point a/ de fi, ou

si 4 est constante dans un sous-ouvert non vide de fi,1

2.Lest constante dans a ,

Soit E normé sur @.F Banach sure,fiCE  connexe.
-c

Toute application holomorphe 4 de fi dans F ayant tou-I
tes ses dérivées successives nulles en un point a defi

ou constante dans un sous-ouvert non vide de &I,, est

constante dans fi.

3) Soitv une variété holomorphe, de dimension comple-
-+

xe m,connexe.  Toute fonction holomorphe8su.r  V a valeursr
dans un Banach F, constante dans un ouvert non vide&  de

V, est constanto sur v.



4) Soient V et W deux variétés holomorphes de dimen-

sions m.v. V connexe.Toute  application holomorphe deV.

dans W .constante  dans un ouvert non videw de V, est cons-

tante sur V.

Demonstration.

La démonstration de 1") est en fait celle qui a été
donnée pour le corollaire 3; car nous avons alors seule-
ment Utilisé le fait que toute fonction holomorphe  sur
un ouvert fi de @ était c-analytique. 2) résulte alors
de 1) et du corollaire 1.

3) et 4) se démontrent de manière analogue Considé-
rons par exemple 4). Soit & l'ensemble des points de V
ayant un voisinage où ;P est constante et égale a 4 (W).
Alors 4 est ouvert par définit on,
Montrons qu'il est fermé.

non vide par hypothèse.
Soit kJ une suite de points de%,

tendant pour 8 Infini vers un point 8 deV
des cartes de voisinages de & dans V

.
et de

w . on se ramène au cas où V qst un ouvxrt
affine normé E , W un Banach F , E et F de dimension
finie.

En supprimant a ce moment l'hypothèse de dimension
finie, on demontrera  en même temps 3). Soit B ( & ;R )
une boule de centre ,& contenue dans a . Pour R,assez
grand. &Lest dans la boule B (Pr;+

égale à # ( W ) au voisinage de a, l

): alors, 4 étant
'est dans toute 'boule

de centre 4r4 contenue dans fi d'après le corollaire 1,

donc dans B (&l ;&&)c B(&;R)  c &, ; donc aussi dans la

boule B ( 4; +-) c B (ht ; +) , et alors b E ‘0  r ce qui

montre que % est fermé; V étant connexe, Pc =V , ce qui

démontre 3) et 4).
Hemarque

Rien d'analogue, bien sûr, aux parties 2,3,4 du corol-
laire 5, si on remplace @ par R .

Par exemple, nous avons précisément formé, au théorème
11 du Chapitre IV, des fonctions indéfiniment dérivables
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& support compact surWn. Elles sont alors bien nulles

sur IX-I ouvert non vide de IEPr". sans être cependant iden-
tiquement nulles.

Corollaire 6

si F est une fonction holomorphe dans un ouvert connexe
I

fi de Q", et si elle s'annule en une suite de points

distincts C&d . &,,...,a, . convergeant pourri  infini vers
un point a de fi.alors est identiquement nulle.I

Démonstration

Il suffit de démontrer que toutes les dérivées suc-

cessives de J au point a/ sont nulles et on est alors
ramené au corollaire 3. Supposons qutil n'en soit pas

+
au voisinage de CL, de la forme

4 est sang de la première dérivée non nulle en a.

quand5 tend vers CL, donc

contradictoire.
pour 14-a 1 assez petit, ce qui  est

Remarque

Laaême~onclusion subsiste si on suppose seulement
que ca;)= 0 ,4 pour une infinité de point a; de \n connexe

contenus dans un compact K de a l car alors on peut en
extraire u e
le cas si $

suite partielle convérgente. Ce sera aussi
s'annule sur un arc de courbe contenu dansa

par exemple sur un segment de l'axe reel.

Contrairement auxcorollaires  3 et 4, la présente con-
clusion ne s'étend absolument pas si on remplace Qo par

a?" ,a32 . Par exemple la fonction($,,5z)-%,,de @'

dans @,est holomorphe,nulle  sur le sous-espace vectoriel

J&=O , mais non identiquemenL  nulle.
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ack(j-tl)"eSt  le Premier terme non nul de la série de

Taylor  de8 au point CL, on dit que 1 présente au pointa
1

un zéro multiple d'oràre 4 D Toute fonction holomorphe

dans un ouvert connexe fi et nulle en a pksente  alors enn

un zéro multiple d'ordre 4 , entier>4 fini, c moins
qu'elle n'y soit identiquement nulle.

Théorème 12 (Théorème de la moyenne)

Siz est une fonction holomorphe, définie dans fit @

à valeurs dans F , ou une fonction harmonique réelle

ou complexe, alors sa valeur, en un point a quelconque

de fi . est la moyenne de ses valeurs sw n'importe

guelle circonférencer de centre a, telle que le dis-

que A qu'elle borde soit entièrement contenu dans fi D

La formule relative à une fonction holomorphe est
tout simplement la formule intégrale de Cauchy (VII,2;9),
appliquée A 7 .

Si en effet, dans fl , nous posons
te

3=,+pe '
on obtient immédiatèment

(q3 ;jobk)

En pren.W alors la partie réelle P et la partie
imaginaire Q siF=, , on obtient

2y 1r

@,I,);nk) P(o,)-$ P(atpe?dl,Q(a)=&- Q(a+pe"ldtl
0 J6

Ceci est valable pour toute fonctionP qui est,
sinage de CG ,

au voi-

c'est-d-dire,
la partie réelle d'une fonction holomorphe,
d'après le théorème 4, une fonction harmo-

nique réelle arbitraire sur w2 ; donc aussi si c'est une

fonction harmonique complexe arbitraire sur R' .
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Remarque

Le théorème subsiste pour n'importe quelle fonction
harmonique sur un ouvert d'un espace affine euclidien
de dimension finie sur R, à valeurs dans un espace

de Eanachr sur R.les  cercles et disques sont rempla-
cés par des sphère& et boules. Nous le verrons au
ChapitreIX .

On peut d'ailleurs démontrer inversement que ce théo-
rème caractérise les fonctions harmoniques :

-
si a est une fonction continue sur un ouvert cR/ d'un

/
espace affine euclidien de dimension finie, à valeurs

dans un espace de Banach? , et si sa valeur, en tout

point a de fi , est égale à sa valeur moyenne sur n'im-

porte quelle sphèrex de centre a/,de  rayon assez Petit,
-+

alors ndcessairement $ est de classe C"(Par rapport au
I

corps des réels) dans a , et elle est harmonique:a ri e.,
Ceci donne une dcfinition  des fonctions harmoniques

Llui ne fait même pas intervenir l'existence d'une seule
ddrivée.

Du théorème de la moyenne, nous pouvons déduire le
theorème du maximum relatif large :

Corollaire 1

si P est une fonction harmonique réelle, dans un

ouvert fi ccnnexe deR',alorsP ne peut, en un pointu,,

admettre de maximum ou minimum relatif large, que si
elle est constante dans Sz .

Démonstration.

Supposons par exemple quel admette en a un maximum
relatif large. Cela signifie qu'il existe un nombre P
tel que, pour lpal< p , on ait l'inégalité

(q3;M P(j) s -P(a)



Mais par ailleurs le théorème de la moyenne peut s'écrire

!

2lT
(lx13;12) (~(a)-P(a+he”‘))dB  =o, hep.

0

Ainsi nous avons l& une fonotion  30 et dont l'in-
tégrale est nulle. Il résulte du théorème 26 du chapi-
tre IV qu'elle est d 8 - presque partout nulle; mais
comme,par ailleurs, elle est continue, elle est néces-
sairement nulle quel que soit 8 ; ceci vaut quel que
soit h 6 9, donc P est constante au voisinage de a.
Mais P est R -analytique (corollaire 2 du théorème 11)
donc elle est constante dans fi (corollaire 5 du théorè-
me 11).

Remarque. Le rësultat subsiste sw IFe'"

Corollaire 2. Soit E un affine norme sur @ . ou une
variete holomorphe. Si 1 est une fonction holomorphe
Sur fi connexe c E , à va'leurs complexes, et si en un
point &Sa partie reelle ou sa partie imaginaire admet
un maximum ou un minimum relatif large, alors -j est
une constante dans.&. I

En effet,si E = @,
ginaire est constante,

sa partle réelle ou sa partle Ima-
d'après le corollaire 1. mais si

l'une est constante, l'autre l'est aussi, d'ap;ès le théo-
rème 4.

SiE est normé
espaces affines à
comme par exemple
déduira que 4 est
contenuedans fi ,
théorème 11.

quelconque, on considérera les sous-
1 dimension complexe contenant Q ,
au corollaire 1 du théorème 11; on en
constante dans toute boule de centrea
donc dans fi par le corollaire 5 du

SIE est une variété on se ramène àE=COnpar  une
carte d'un voislnage de a ;
laire  5 du théorrme 11.

ensuite on utilise le coroï-

Corollaire 1

Soit E un affine normé sur 6?,ou une variété holo-
morpha. Si p est une fonction holomorphe dans fi con-
nexe, a valéurs complexes, et si, en un point a- sonmodule admet un maximum relatif large, alors 4 est uns
constante. I
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Démonstration. Soit d'abord E=U?.

admette au point a un maximum rela-
alors cela entraîne que SO it

donc identiquement le
d'après le corollaire 4 du théorème 11. Sinon on peut
trouver un disque de centre d contenu dans fi , et dans
lequel B ne soit jamais nulle.

Alors,comme  ce disque est simplement connexe, on peut
y trouver une détermination holomorphe de 9 $ (5)
(corollaire 4 du théorème 10) * mais il résulte alors

la partie réelle de cette fonction,
admet au point a, un maximum reJatif

est une
constante dans le disque, uent 4 est
aussi constante dans le disque, et par suite dansa
tout entier, d'après le corollaire 4 du théorème 11.
On passe à E quelconque comme précédemment.

Corollaire 4.

Soit E un affine normé sur @ ou une variété holomorohe

Si 4 est une fonction complexe, holomorphe dansn connexe
c IE, etsi son module admet en un point d de JL un mini-
mum relatif large, alors ou bien ~(LX,)-  0 , ou bien 0 est
constante dansa . I I

Démonstration.

Si en effet !(&If 0 , on peut, comme dans le corol-
laire précédent, considérer la fonctionb{(q)  , et en dé-
duire la même conclusion, a savoir que 4 est constante
dansa .

Remarque.

L'hypothèse a(a)= 0 n'est pas Èî exolure; dans ce cas,
il est bien évident que 141 a un minimum large en CL : cela
n'entrailne  pas que

$
soit constante.

Corollaire 5. Théorème de d’AIWBERT,

Tout polynôme de degré%  8. coefficients complexes d'une

* C'est d'ailleurs évident directement. si A est assez petit!



Va?lable admet'n racines dans c , si l'on compte chacune
d'elles P"~C son ordre de multiplicité.

Démonstration

Comme ncusl'avons  fait au thsorème 50 du Chapitre II,
Il suffit de démontrer qu'il existe au moins une racine,
pour mal . De la même manière qu'au Chapitre II, on pourra
trouver un cercle de centre 0 et de rayon R , tel que l'on
ait l'inégalité ( P(5)  1 3 1 P(O)  1 pour 131 >R . Alors, dans
le ccmW.ct ( $jGR,IPI a nécessairement un minimum, et c'est,
comme ncus 1 avons vu au Chapitre II, un minimum pour tout
le plan complexe 0Z .

!,:air, alors,d'après  le corollaire 4, comme? n'est pas
constante, on a nécessairementP(a)=  0, ce qui démontre le
théorème.

Remarquons que.cette démonstration  que nous venons de
donner, d'apparence extrêmement courte. est très voisine
de celle que nous avons déjà donnée au Chapitre II; la métho-
de par laquelle nous avons en effet démontré à ce moment c:Ue
le point a ne pouvait être un minimum du module, est une
Variante de la démonstration du corollaire 4 qui précède,
bas;e Sur la formule de Taylor au lieu du théorème de la
moyenne.

Corollaire 0

soit Une aPPliCation  holomorphe  deJl,cc  dans F , défi-

nie et continue sur n . On suppose en outre .fl borné. kl~rs
on a les egalites :

(TiIJ; 42bis)

SiE est de dimension finie, 4
moins un point de la Z'rontiere fi'.

atteint son maximum en au

Dtmonstration

iioit d'abord E=c. Plorsz est fermi borne donc compact
maximum dansa
, nous avons gagné.

Si ce maximum est atteinF.

est maximum.
Sincn, soit a un point

Le théorème 12 de la moyenne donne,
centre a et de rayon p est contenu dans fi :
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- M) de>0

NOUS avons là une fonction G 0 dont l'intégrale est 30 ;
--c

le raisonnement déjà fait au corollaire 1 montre que II4  II = M
dans tout disque de centre d contenu dans a .

Soit % l'ensemble des points de fi oÙIl FI1 = M l

est trivialement fermé, non vide, et nous v nons de voir
il

qu'il est ouvert, donc il contient tcute la composante_con-
nexe J-2,&  de CL dans .!L Mais alors11  $? 11 = M aussi sur 0,)
par continuité. Or&,,k'est  pas vide; sans quoi a? connexe
serait réunion des deux ensembles ouverts non vides disjoints

n'est pas vide puisquefiest  borné). Un

dans .h ,etona[$ll=M .~e

maximum de \( r 11 -dansa est donc, même s'il est atteint en
un pointa/ de& , atteint aussi en au moins un point&  de
la frontière JL Cel& montre évidemgent  les égalités (VII,
3; 12 bis). En e&fet, tout point de fi étant limite de points

aussi égal.

est de dimension finie, fi est encore compact, et
atteint encore son maximum en un point a . Si a CL3 ,

couper par tous les de dimen-
sion complexe 1 passant par a, vaudra encoreM
sur toute boule de centre CL donc encore
dans fi,, et le même raisonnement montrera que le maximum
est atteint en au moins un point un point & de A .

Si par contre Eest de dimension infinie, la situation est
toute différente : JL n'est plus compact, les Sup ne sont plus
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des kax, d'ailleurs/IgJ  a toujoursn'e=t peut-être plus bornée et ils
peuvent velcir + m . Sup.5 sup . Mais si

rEn rÉ.a
aGo,, on peut couper par un sous-espace affine de dimen-
sion coflplexe 1 passant par di, et trouver dedans un point
b de J2 tel we 11 f(&) 11 3 11 j+(a) (1 ; doncz% s 25% ,

ce qui démontre (VII,j;P bis) dans le cas général.

Remarque 1

résulte de la démonstraticn  que, sl~eest  connexe et
11 non constante (donc, pour F = c , pour 4 non constan-
la borne supérieure ne peut pas être atteinte en un point

Kemarque  2

0~ peut amélio-r, en donnant un résu>'cat qui ne
pas $ d6finie sur fi . En tout point de Sz , posons

suppose

M ca) = &yy II 6) # = ?-“. ,czy&ajp)  0 $= u
Alors on a, pour de classe C' dans fi borné :

G 11 - SwaM(=).
dansa et à M dansh

E = U? ou de dimension finie,
donc, pour-

elle admet un maximum dansa
lad+émonstration  se poursuit -suite de la même manière.
si t est donnée continue sur Q, ,M est bgale 6 I( TII SUT&  ,
et on retrouve (VII,3;l2 bis) comme cas particuliér  de (VII,
3; 12 quarto).

Remarque 3

Le corollaire repose essentiellement sur la compacité de
z pour E. de dimension finie et il n'est pas exact p
non borné. Considérons, par kemple,  dans @,

our L-l,
l'ouvert

La fonctione % *n'est pas bornée dans fi aiors qu'elle est de
module 1 SUT fi .

?n peut obtenir une égalité vraie comme suit. Sifin'est
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pas borné, introduisons un"point à l'infini«o de kk , et
posons

Pour le voir,
iiujc+

on raisonnera encore SU~E =C, et alors
pour une topologie convenable, sera compact, et

on repètera ce qui a été dit ?I la remarque 2.

Ainsi dans l'exemple ej que nous venons de donner,

Il en résulte que la quantité M (ait) condidérée  déja
plusieurs fois, borne supérieure de 11 11 sur la sphère de
c;n$e a, et de rayon Q f . .

sur la boule de centre & et de rayon Q
est egale à a borne~s;~;;;~;tde

donc clair qu'elle est une fonction croissante dep .( Elle
est même strictement croissante pour E de dimension fi-
nie et F= (JJ sauf si
connexe de a dans Cn

est constante dans la composante
; en effet M@L;~,)=  ~(dj 4%) >

il existe à cause de la compacité de la sphère,un point de
1; [$frzo;z  pwn p, qui est un maximum relatif lar e pour

est constante d'après le corollaire 3P .

Corollaire 6 bis

Même énoncé que le corollaire 6, avec Min. ou In-f au lieu
de Mar ou Suc, , pour Fe @ , et en supposant que 4 ne s ’ annu le
Jamais. Ilsuffit en effet'de raisonner sur 1 I

-FSsi s'annule en un point CL de &
ui

le rksultat  ne sub-
siste idemment pas, car i# 1 admet minimum absolu nul
en cL , alors que, sur& sa borne inférieure est généralement

>o l

Si 74 @ , même si r ne s'annule jamais, le résultat ne
subsiste pas non plus.

Considérons par exemple la fonction g+@,~,-> %p
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indiquée page , dans E , où J-L est le dlsquelj)<  2 la].
Elle atteint le minimum)alde  sa norme en tous les points du

‘p I s I a I , mais nulle partsur la frontière Sz ,
e cercle),j1=2lal  et où a+ 1 vaut 2Ial

Corollaire 7

SoitV une variétt holomorphe  connexe et compacte. Toute

fonction] sur v , à valeurs dans un Banach  F , et holomornhe,
est constknte.

Démonstration

,  c o n t i n u e  S U T  le act V , a un maxi-

non vide,
des points de V où [)

évidemment fermé, et la démonst
(1 vaut M est donc

ation donnée au co-
des cartes, qu'i

constante su7 V .

Remarque

Ceci montre que toute variété holomorphe de dimension > 0,
compacte, connexe, est "abstraite",
sous-variété d'un QN;

elle ne peut pas être une
sans quoi chacune des fonctions coordon-

nées j,,j2,..  .P p ,holomorphe  sur V , serait constante surV
et V serait rédu te à un point.

Corollaire 8 (Ma,ioration  des dérivées de -f dansa à Dar-

tir d'une majoration de/tTII sur h ).
,

Soit  4 une fonction holcmorphe  SUI- ,Cl,c  E à valeurs dans

F,définie et continue sur E ; on suppose fi borné. Alors
'on a les inégalités (pour z<fi ) :

N,3;13) 1 pw II < M($))lll  (oriM&_  s i  E=c),

où d(z)  est la distance der6.Q à la frontière&, ,et

M = rph 11 $z) 11
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Démonstration

soit p -c d(zd. Alors la boule B (a;~) est dansa,
et on aura l'inégalité (VII, l > ou  (

si E = QJ (où aest remplacé pkr. )

Mais, d'après le corollaire 6, M ( & ; f )S M, ,d'où
le résultat, en faisant tendre p vers d(x).

Remarque 1

Comme dans le corollaire 6, que nous utilisons,0
doit' être borné.

Remarque 2

La majoration delIT] sur la frontière & ne donne des
majorations intéressantes pour les dérivées successives, que
pour les points de 0, qui ne sont pas trop proches de la fron-
tière( d”(m)  au ddnominateur!  ). Il n'existe pas de majoration
uniforme des dérivées dans fi tout entier.

Considérons par exemple la fonction définie par

$(%J=~Z  -$ dans z = {$ E C;{$)<l) . La convergence
-

normale de la série assure la continuité de $ dans fi l la
convergence normale de la série dérivée dans tout disqhe

I$l~ p (4 assure l'holomorphie de $ dansa=

Mais on a J'(j) =z, q = - $-$(1-j), qui n'est pas bor-

née dans J?, ( son module tend vers l'infini quand
On ne doit pas être trop exj$eant; il est déja 2

tend vers 1).
ass

ble que des majorations de -#
z remarqua-

dérivées!
donnent des majorations de ses

Corollaire 9
*

soit $ une fonction holomorphe dans un ouvert 6% de c,
I

à valeurs dans un BanachF  , ou une fonction harmonique dansfi,

à valeurs réelles ou complexes. Soit A un disque de centre CL/,
_t

de rayonR , contenu dans fi . Alors$(a) est la moyenne des
1
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valeurs de 7 dans A :,

Démonstration.

C'est évident, car la 2ème intégrale vaut

Ce corollaire parait bien moins avantageux que le théo-
r&me lui-même; mais parfois il est plus utile. Par exemple
il s'étendra évidemment aux fonctions harmoniques SIX un es-
pace euclidien E de diTnsion  finie SU~E, à valeurs dans
un Banach quelconque, F , comme le théorème 12 lui-même; et
là aussi la réciproque sera vraie, toute fonction ayant cette
propriété des moyennes dans les boules sera harmonique. Mais
l'existence de cette moyenhe ne nécessite que l'intégrabmé
locale der par rapport à la mesure de LebesRue. On pourra
aonc*definlr  les fonctions harmoniques en les supposant seu-
lement localement intégrables. La théorie des distributions
donnera d'ailleurs des résultats encore meilleurs.

Voici une autre conséquence immédiate du corollaire 9;

Corollaire p bis

PlaWns-nouS  dans les conditions du corollaire 9. On
a la mejoration  :

@,3;14ter)
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Si une suite de fonctions J?, converge vers7 locale-

ment dans Lb  ,c. 8.  d. dans +
I

L (dxdy
u
;K;F')pour  tout compact K deC;Z 2

elle converge aussi localement uniformément verso .

Démonstration

Il suffit d'2ppliquer  à (VII, 3; 14), considérée
comme intégrale de -$' x $ x 1 par rapport à la mesure

dy = --& ~LX dy de masse 1, l'inégalité de HOLDER (IV,4;

619 (corollaire 3 du théorème 46).

Considérons maintenant une suite de fonctions& sur &!,.
Si elles convergent localement uniformément vexs 0 , ellesconvergent à fortiori vers 0 localement dans L. , car

C'est ici la réciproque que nous devons montrer, les f étant
holomorphcs ou harmoniques. SiK est un compact, soit "R > 0
un nombre strictement inférieur à la plus courte distance de

K et de C.0, ( voir Chapitre II, page 82 ). Appelons H l'en-
semble des points dont la distance à K est &R ; Y est encore
un compact, contenu dans a . Et l'on a

d'après (VII, 3; 14 quarto), d'où le résultat.

Remarque

'Bien entendu la convergence dans L+(b 9 jfi ;F>
n'entra'îne  pas la convergence uniforme dans fi mais seule-
ment la convergence uniforme locale; on a pas
s'approcher des bords !

1; droit de
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SoientE,F,des  affines normés sur un corpsK=  R ou CO.
On appelle fonction entière sur E à valeurs dans F , une
fonctlonKanalytique  $ , dont le développement de Taylor,
autour de tout pointa de E , est convergent et représente

en tout point-rde  E . Il résulte du corollaire ldu
toute fonction holomorphe sur

F à valeurs dans F est entière. Pour K= R toute fonc-
tion harmonique sur E euclidien de dimension &nle est en-
tiere.

Désormais, entière voudra dire c-entière.

Théorème 13. (Théorème de LIOUVILLE).

1') Toute fonction entière $ sur E é. valeurs dans F ,
et bornée. est une constante

2") S'il existe ae E,m entier >o . C > 0 tels que,
pour II ~CC?C 1 assez grand,

(m73j15) 11 m II 5 c II = Il-

alors 4 est un polynome de degré 6m .

Démonstration

Montrons d'abord 2".

Les inégalités (VII,3,4  septimo)donnent  Immédiatement:

Faisons tendre p vers+a7; on trouve
La série de Taylor autour de a, qui represe
tout SC ,
2O).

se réduit à un polynome de degré 4m, e qui montre

En faisant m-o, on trouve le 1')

Corollaire l.(théorème d'Alembert)
(Démonstrations de plus en plus courtes!)

Soit en effetp un polynome de degrém>l sur c, et
supposons qu'il n'ait pas de zéros, Alors + serait une fonc-
tion entière. Mais( P(a)l tend vers l'infini pour]$\-w B
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donc il existe3 tel que(P(/j) 1 3 1 pour15 \+R ; alors($l

serait borné par Max (l,iqax
IjKR ii& 11-1 ,donc constant d'après

Liouville, ce qui est absurde.

Corollaire 2

1") Soit P une fonction harmonique, réelle ou com-
plexe, sur IR' SilPl est bornée,. ou si P est réelle et
bornée supériekrement  ou inférieurement, elle est constante.

2') Toute fonction 8 entière sur E , tt valeurs com-
plexes, à partie réelle ou'imaginaire bornee superieurement
ou inferieurement, est constante.

Démonstration

Montrons d'abord 2'). Soit,
Ik

entière sur E à valeurs
complexes, =P + ;Q , et supposons

4
bornk supérieurement,

P6M l
A ors ek est encore entièr-, mais de module borné,

I ePl= ep s eM l Liouville dit que eF est constante, donc
aussi4 '$ siP'est  bornée inférieurement, P 2 - M, on consi-
dérera e . si c'est Q qui est bornée supérieurement ou in-
férieurement, on remplace4 par hi .

Passons à l"), dans le cas de R2 Si? est harmonique,
elle est partie réelle d'une fonction hoiomorphe
si? est bornée supérieurement ou inférieure.ment, t

(théorème 4);
nous venons

de voir que 4 est constante, donc aussiP .

Ce corollaire admet des généralisations diverses rela-
tives aux fonctions harmoniques ou holomorphes en dimension
que lc onque ; nous les verrons plus tard.

Le théorème de Liouville a des applications importantes
à la théorie du spectre d'un operateur  dans un espace de Banach.

Soit & une application linéaire continue d'un espace de
Banach F (sur le corps des complexes) dans lui-même. On dit
que le nombre de complexe ;I appartient au spectre de,u,  , si
l'opérateurs-1 1 n'est pas inversible.

De même on définira le spectre d'un élément& d'une
algèbre de Banacha  sur c (Chapitre II, page 120 )

D'après ce que nous avons VU au théorème62 du Chapi-
tre II , l'ensemble des éléments inversibles dea, est un ouvert,



et par conséquent, pour~c (cl.  donné, l'ensemble fiL(ti
valeurs de 2 pour lesa.uels h-11 est inversible, est un ou-
vert du plan complexe : le spectre dea est ferm6. D':Tutre
Part nous avons vu au-'Siicorollaire  1 du théorème >ldu Chap.III)
que l'aFplicationnL-a
des complexes);

est de classe C" (par yapport au corps
il en résulte que l'applications-(LL-~I)-'

est de classe C"(sur le corps des complexes), c'est-à-dire
holomorphe de a(,) à valeurs dans Q, .

Thcorème  14. (Gelfand)

Le spectre d'un élément& d'une algèbre de Banach SU~~.
est un ensemble compact non vide du plan complexe.

Démonstration.

Le spectre étant ferme ), pour démontrer qu'il est com-
pact, nous devons démontrer qu 11 est born6, autrement dit que,
pour\  j\ I assez grand,u -'AT est inversible. Or les Él6ments suf-
fisamment voisins de 1 sont inversibles; pour);ZI-+-,I  - 2
tend vers 1 , donc il est inversible pour/Al assez grand, dznc
aussi& - ;11=-A(I-?). Plus précisément, le théorème 62du Chapi-
tre II , nous dit que 1-x , donc.%- AI , est inversible dès

l ou /AI  > Il  ti u ; le spectre de ,u est contenu

1 I jl u,II

Ncus avons maintenant S. démontrer que le spectre n'est
pas vide. ,Yupposons  donc qu'il soit vide, et montrons que nous
aboutissons à une ccntradiction.

La fonction A-
entière, dlfinie sur @,

(u-a1 ," serait alors une fonction

Or il est évident qu'elle
à valeurs dans l'espace de Banach a.
tend vers 0 à l'infini.

On a en effet

d'après
Or, lorsque 1 tend vers m,I- - tend vers 1 et
la continuité de l'inverse, sor?inverse  aussi tehd

vers 1, de sorte que le deuxième membre, et par cons6quent
le premier, est majoré, pourlA\ tendant vers 03, par le pro-
duit de 1 par une constante.

IA I
Le Théorème de Liouvllle  montre donc que la fonction

considérée serait une constante, et, comme elle tend vers 0
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à l'infini, elle serait identiquement
sa valeur est l'inverse d'un élément,
ment ne peut jamais être nul.

Remarque

nulle. Or, pour tout2,
et l'inverse d'un 616

Soit E un espace vectoriel normé sur c, de dimension
finie > 0. Alors  & ( E j E) a est une algèbre de Banach. Un
élément u/ de aestinversiblesiet  SeUleItEnt  Si LL est injective
de E dans E C\U  encore si elle n'a pas la valeur propre 0 ,
OU si son déterminant dét aest # 0. Alors le spectre de .w
est l'ensemble de ses valeurs propres; il est fini, donc com-

Il est non vide car les valeurs propres 2, sont les
!EEkes de l'équation'algébr%que  détiti-11  )= 0 , et le théo-
rème de d'Alembert nous apprend qu'il en existe au moins une.

P-ais nous avions bien remarqué que la méthode qui dé-
montrait que le spectre n'était jamais vide, c.a.d. le théo-
rème de Liouville, servait aussi à démontrer le théorème
d'Alembert!

Corollaire. (Théorème de Mazur-Ulam)

Tout corps de Banach est canoniquement isomorphe au
corps des complexes.

Un corps de Banach est(St une algèbre de Banach où tout
élément# 0 est inversible.

L'application 3\-;iI est une application de @ dans
Cl.9 conservant les opérations d'addition et de multiplication,
ainsi que les normes. Son image est toujours un sous corps
de a isomorphe au corps des complexes 6?. Il nous suffit donc
de démontrer que ce sous-corps est &lui-même.

Cela revient à dire que, quel que soit l'élément& dea,
il doit exister un élément jt de Q, tel queu = 21 l or nous
avons vu que le spectre n'est pas vide, il existe donc un élé-
ment 2 de a?',  tel que w -21 ne soit pas inversible; et puis-
que aest un corps, un élément non inversible est.nécessaire-
ment nul, ce qui démontre le corollaire.

Théorème de convergence de Weierstrass.

Théorème 15

,... une suite de fonctions holo-
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morphes dans un ouvert fi borné de E,et continues dans son
adherence  .Z , à valeurs dans un Banach~  .

Si la suite des .,converge uniformément vers une fonc-/ .
tion limite 4 , sur la frontière.rL,  alors elle converge uni-

1
formément vers une limite 4 dans fi tout entier. Cette limite

-
, continue dans a, est holomorphe  dans a, et pour tout

entierm.les dérivées n Cm)convergent vers la dér+vée p ,
localement unifcrmementi  dans fi .

Smonstration

La quantité # & - c HI, , borne superieure  de la nor-

mt de A-& dans fi est sussi,  d'après ce que nous avons vu .

au corollaire 6 du thtcrème 12, égale h

superieure de la norme SUT la frontière fi Or-celle-ci con-
verge vers 0 pour 1 et7L infini, puisque lés ;e sont s'lppo-.
sées converger uniformément  vers une limite sur'la frontièrefi.
Ii existe alorsnmEïN tei que, pour 7~ 3 II.

sur A1 pour n >nO. Ensuite les

suite de Cauchy > dans l'e2pace
espace est un Banach  puisque F est

forment une

mais cet
(dans tout le

ChapitreXcorollaire  2 du théorème 65du Chap.II).Cela  prouvebien
?

donc aussi les
i i* convergent vers une limite

continue uniformément dans fi .

Soit ensuite aen, d(a) sa distance àA ou [a. Pour

tout=de  la bmkB=B(a;p),p<d(a)  ,  o n  a  d(z)&d(a)-pr

La formule @II, 3; 13) montre alors que les dérivées

f0rnent une suite de Cauct,y dans (&,(Ë>F ) )B
t!-g

c 1.
, donc,
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comme précédemment, les t
("'convergent vers une limite fm,

uniformément dans B (a;?)'?  les <ml convergent finalement
localement uniforxément gris Crz . Le théorème 111

IV dit alors #! est de classe C" (sur UZ) et
pour toutnt , ce qui démontre le théorème.

Remarques

1") &I, doit être supposé borné (puisqu'on applique les
w;;;;azes  6 et 8 du théorème 12). Considérons le meme

= ec;æepo} que dans la remarque 3 qui suit

le corollaire 6, et la suite de fonctions
4 w
=a.

n n ,

elles convergent vers 0 uniformément sur 2% , mais ne con-
vergent pas vers une limite dans a et convergent vers
l'infini en tout point de l'axe réel'>0  .

2')Nous avons bien indiqué au Chapitre IV que la con-
vergence d'une suite de fonctions n'entraînait pas la conver-
gence de leurs d&rivées. C'est

Ii
arce qu'à ce moment nous

raisonnions indifféremment sur ou c. Mais nous voyons
maintenant que, pour les fonctions C4 sur Q la convergen-
ce àeS fOrEtiOnS  entraîne bien celle des déri;ees.

Corollaire 1

Si une suite de fonctions -j?, holomorphes dans .!& (non.
nécessairement borr-6)  c E , B'valeurs  dansF, converge pour
7t infini vers une fonction r, localement uniformément dans1

-t
a, alOrS  8 est holomorphe dans &!, et les d&iveesJ@) con-,

(tn) 1'y
vergent vers la dérivée p , localement uniformément dans J2,.

Démonstration

Soient en effet a, un point quelconque de&, B (a/j 4)
une boule de centre a, contenue dans LLZ ,sur laquelle les

-b

#
convergent uniformément;

lenthéorème.
il n'y a qu'à appliquer à

Corollaire 2

Si une skie C G,= de fonctions holomorphes surficE,

à valeurs dans Banach F , converge localement uniformément



328

alors sa somme est holomorphe dansa et la série peut être
dérivée terme à terme

(pII,J  ;18 ) (2 rtnym: g ay >

toutes les séries dérivées convergent elles-mêmes localement
uniformément dans .fl .

Si un produit infini J-i- "4, de fonctions holomorphes
n.=b

dansa à valeurs complexes, converge localement uniformé-
ment dans& vers une limite JT,alors  JT est holomorphe.
et on peut deriver logarithmiquement terme B terme

a.3  ;19) 2&go+

- < Tu

La série C 2% convergent elle-même localement uni-
rr=O fi,>

formément dans 0, .

Démonstration

La propriété relative aux séries résulte immédiatement
du corollaire précédent.

Si maintenant on consldére  le produit infini, et si l'on
N

pose TN = TT ti+ , on volt que, d'après le corollaire pré-
n=o

cédent, les STkconvergent vers n' localement uniformément,stn
est l-olomorphe D'autre part, lesi convergent vers 1 loca-
lement uniformément (voir pages 1% du Chapitre II) ?& par

conséquent les i-r'convergent bien vers- lo-
ri

calement

Corollaire 3

Soienta un ouvert de E , etF un Banach.

L'espace des fonctions holomorphes et bornées sui-Q,  ,

a valeurs dans F, muni de la norme &..
est complet.



329

On sait en effet que l'espace cb des fonctions

continues et bornées sur& & valeurs dans 7 est complet(corol-
laire  2duthéorème 65 du Cha&II);o&'espare des fonctions holo-
rns~~pnes bornées est ferme clans Fa
rème. t J ce ’

d'après le théo-

Corollaire 4

Soient fi un ouvert de E , 7 un espace de Banach.

L'espace des fonctions continues bornées sur a, holomorphes

dans fl , à valeurs dans F', muni de la norme 111 4 I/l,,,
est complet.

En effet il est lui aussi fermé dans

De même :

Corollaire 5

L'espace des fonctions holomorphes dansa à valeurs

dans 7 , bornées ainsi que leurs dérivées d'ordre s-m. muni

de la norme /Ii$  Ijln;;st  complet; l'espace des fonctions conti-

nues sur a , holomorphes surfi,  à valeurs dans<  bornées sur

5, ainsi que leurs dérivées d'ordre <m sur 0, muni de la

norme Ill 9 III, .?%  ’ est complet.

s 4 FONCTIONS M~ROi!IORPHES.  POLES ET POINTS SINGULIERS
ESSENTIELS- THEORIE DES Rl%IDUS.  CALCUL DES INTBGRALES
PAR LA MBTHODE  DES RfiSIDUS

Dans le 6 3, on pouvait démontrer des égalités de Cauch
relatives à des fonctions holomorphes sur des ouverts de c-9-
de là des inégalités qui, elles, oouvaient s'étendre à des
fonctions C' ou C““sur  des ouverts d'un affine normé (sur (I? )
E quelconque. Dans le 0 4, rien de tel ne sera possible. On
étudiera en effet des fonctions présentant un point sinylier
isolé a~ @ , c.a.d. holomorphes dans a ; exemple :

c xCL
'5Or nous verrons ultérieurement que, dans @=Pour 1% 32,
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toute fonction holomorphe  dans[a,  se prolonge en une fonction
holcmorphe dans l'espace entier : 11 n'existera pas dr form-
tiens à singularité isolée. EI sera donc le corps des complexes
@dans tout ze paragraphe.

Ce développement converge absolument dans la courwxle,
2t normalement dans toute couronne 3, ÇR: g \j-al sR’,  -C R,.

Les coefficients de la série de LAURENT sont détermi-
nés d'une maniere unique, et donnes par la formule

(XlI,4;2  1 cn= 1 J h) d(
2-LT  7 (3-q ’

où r est n'importe queli-cycle  de longueur finie dans fi ,
entourant une fois LL dans le sens direct.

Remarquons ce qu'il y a d'interessant dans cette fol.-
mule. Le développement de Laurent généralise le développement
de Taylor; cependant il n'est pas valable au voisinage de d,
mais seulement dans une couronne à une certaine distance ded.
En particulier, il est évidemment ossible d'exprimer les,
coefficients C, par des dérivées de
n'est pas définie au voisinage de a .

au point a, puisque 4

Demonstration

Dasignons  par rI (,'A+. r& ) le cercle de centre d et
derayon R;(‘xtifRt) avecR,c R:<R:<R,CRlxR, ,
orienté dans le sens direct.

Alors, dans l'ouvert fi, le cycle Y2-J',  est le bo;d
orienté d'une couronne ayant l'orientation deQ,R~djj--al<R. 9
et on peut par suite lui appliquer la formule intégrale de
Cauchy :
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Considérons d'abord la première intégrale.

On peut la traiter exa?tement  de la même manière qu'au
théorème 10, en développant- suivant les puissances

croissantes

avec- les coefficientszn,n>o,donnés par (VII, 4; 2), l'inté-
grale étant prise surr% . La seule différence ici, comme
nous l'avons déjà dit, c'est qu'il-n'est plus possible d'ex-
primer les cTb par des dérivées de { au point LL . Le rayon
de convergence de lasérie  écrite'est manifestementARI

,où M(q)
z

est le maximum de /lyli sur le cercle 1 Yd;d I= f ; noter

Irn de Ii q- II
Lrement  au $ 3,  M (a; 4, n estogly  ~gg~ta-ême

dans le disque )$-aiGp
Ifinie) et en particulier la serie  es; normalement con--1 ~~ I . I M 77,

qu'ici, contraj
maximl
pas de
vergente pour 1 .3-u,  1 + K%.

sances

Considérons maintenant la deuxième intégrale.

Nous allons cette fois la développer suivant les puis-
négatives de 5-d . On a la formule
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la série considérfie  &tant normalement convergente pour
l<-al=  R: 9 ij-al>R:.

Si alors on peut intervertir le signez et le signe
on pourra écrire

où ?_(pourfiS-1 ) est encore donné par (VII, 4; 2), l'in-
tegrale étant prise sur 8-3 *

Cette interversion sera possible si, lorsqu'on remplace,
dans les même conditions que dans la démonstration du théorème
10, les quantités J<r) (J-d)n

' ({-a)=+'
par leur norme, l'un des

Or on a la majoration

(a ;  R:’  )  (+J%  >

terme général & 0 d'une série convergente, puisque & >1

et qu'on somme de n=-1
1

à-ca.

Ceci montrae  que l'interverslon  était légitime; la sé-
rie obtenue est normalement convergente pour /$-u./>Ri.

En réunissant (VTI,4;4) et (VII,4;6) on obtient bien
(VII,4;1) avec la valeur des coefficients (VII,4;2), calcu-
lés par des intégrales SUT r* et xx , selon le signe dem.

Des deux séries trouvées,
gente pourI$-G~sRR',  ,,

l'une est normalement conver-
et l'autre pour I"~-al&  Ri , d'où il

résulte bien que la serie,(VII,4;1)  est normalement conver-
geante dans la couronne R,< 1 $- d j <Ri,

Pour les valeurs des coefficients, nous avons trouw:
des intégrales sur certains cercles de centre a , orientes
dans le sens direct,bC,  pour n3 0 , J-, pour w < -1; mais
comme il s'agit d'intégrales de fonctions holomorphes dans la
couronne fi donc d'intégrales de formes diffkrentielles  de
degré 1 fermées, on peut remplacer 3',
CO-cycle de longueur îinle,

ou )‘L pnr n'imD0rt.e  quel

i corollaire
qui leur est O-homologue dansa

6 du théorème 54 ). Or, si un C-cycle de lon-
gueur finie r dans fi Ïait une fois le tour de Q dans le sens
direct, c'est-à-dire sid admet par rapport à ce cycle l'in-
dice + 1, cela veut exactement dire (remarque qui suit le
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théorème du Chapitre VI) que ce cycle est ?-homologue à un
cercle de centre a situé dans fi et parcouru dans le sens
direct.

Dans le cas de la série de Taylor, on savait de façon
élémentaires'il n'y avait qu'un développement possible,

l en effet, une série de puissances à
toujours dérivable terme à

disque de convergence, on peut donc calculer

une série, et en faisant

Ici, pour prouver l'unicité des & , on prochdera  comme suit.
Puisque la série converge dans une couronne, on
peut intégrer terme à terme sur un cercle r

de centre fi, dans le sens

direct. Mais vaut 0 pour n-m# 0, car elle

intégrale d'un cobord sur un cycle,

En calculant les zm par des intégrales sur un cer-
cle de rayon p :

Corollaire 1

Les coefficients de la série de LAURENT admettent la
majoration

autrement dit chaque terme 3% (3 -a)'% de la série de
LAURENT est majoré, en norme, sur n'importe quelle circonfé-
rence de centre aet de rayon p situee dans la couronne fi,
par le maximum M (a;~)  de la norme de J!? sur cette circon-
férence. 8

Cas où R,= 0 , La série de TAYLOR est un cas parti-
culier de la serie de LAUP,ENT, celui où la couronne est



dant à ut < 0 sonk~~ls. "
difinie nar 0 < j a 1 (R et où les coefficients correspon-

Si une fonction est holomcrphe  dans la couronne
0 ( lyl<R,  , on sait à l'avance qu'elle admet un develop-

pement de LAURENT, normalement convergent dans toute couron-

ne o L R:  si 1,$--a\  s Ri LR,. S'il se trouve que tous les co-

efficients Tn POU~~  <O sont nuls, la fonction est prolon-
geable en une fonction holoyrphe  dans le disque \$-a\< R, ,
en lui donnant la valeur c, au point a puisqu'elle est
représentée par une série de fonctions holomorphes pour
1,5-a/  -c R, > localement uniformément convergente. On dit

alors que a est un point régulier.

On dit que& est un pôle d'ordre-, si ie
n'est pas nul, et si tous les coefficientsE

coeff'icient?. m

sotlt  nuls. S'il existe une infinité de
pour 7L c-T?%

valeuys de II <CI
pour lesquels c, n'est pas nul, on dit que
point a , un point singulier essentiel. l+ présente, au

Le coefficient c s'annelle toujours résidu de]
et se note Zed,y+,

en a,

On dit qu'une fonction
de c?,A valeurs dans un

est -dans un ouvertfi
ace de Banach F , s'il existe un

tels que7 soit holomorphe dansa - SL

ensemble (&L}iEI,  fini ou infini, de{poi;,s  isolés dans .Q ,

chaque point a; soit un pôle pour 7. ‘ bel '
et que

Corollaire 2

Si 7 est une fonction holomorphe pour Q < ]%-a\ < 3 s .et

si lorsque ,q tend vers a, Il$= 11 est infiniment petit de-

, alors a est un point régulier pour3 .

I
p vers 0 ,

les majorations (VII,4;8), si l'on fait tendre

pour +x < 0.
montrent que tous les coefficients C%sont nuls

Corollaire 3

Sir est holomorphe pour o(Ix-aI i R," , et si Il K) 1
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m+l
est infiniment petit devant

3 l
,7n entier 34 ,

lorsque 4 tend vers CG , 4 admet au point CLun Point &Wlier
ou un pole d'ordre Srn .

I

Même démonstration.

Corollaire 4

Pour quey holomorphe dans O<(s-a\<R,admette  au Pointaun
&le d'ordre m-entier&1 ,il faut et il Suffit qu'il existe

une constante T# O(qui est exactement le coeffici.entZ,)
+ ztelle que 4 soit équivalente & - lorsque 4 tend vers CI/.

I P-a)" 0

Ce ccrollaire  exprime, si l'on veut, que si]é a un pôle
en d/ son développement de LAURENT donne un développement
asymptotique tout comme le développement de TAYMR pour a
régulier,

Démonstration

La condition est suffisante; car, si elle est réalisée

II
est infiniment petit devant

quand 5 tend vers & , donc admet d'après le corollaire pré-
cédznt, un développement de LAURENT avec exposants 3 - nlfl,
et ] admet bien un pôle d'ordre m avec s-,= 3 .

+
Inversement, si admet au point-a  un pôle d'ordrenz,  la

différence z -
t

4 3
CI-
PpT

est la somme d'un polynôme en g-z
de degré <m-d , qui par conséquent, lorsque3  tend vers CL,

, et d'une fonction holo-

morphe qui reste bornée 1orsqÜe 5 tend vers a, donc la con-
dition est bien réalisée.

Cas où R2=+00  .

Supposons maintenant queF soit une fonction holomorphe
pour R,<j

1
-a 1 Elle admet alors un développement de LAURENT

valable da s l'ekérieur  de la circonférence, et normalement
convergent dans toute couronne R,< j?: Q 1$-a,\ Q R:< + 00.
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Dans ces conditions, il sera normaLde  dire que le point
à l'infini est un point régulier pour4  , si tous les coef-
ficients Z% sont nuls pour2 B 0) que le point g l'infini
est un pôle d'ordre% pour& si le coefficient C-n'est pas
nul. et si tous les coefficientsZ* pourn>msont  nuls,

le yoint a l'infini est un poit$. singulier essentiel
, s il existe une infinité de cn,pour  naO , qui ne

Par exemple une fonction entière, c'est-à-dire ho'lomorphe
dans tout le plan complexe, admet, si elle n'est pas un poly-
nôme, le point à l'infini comme point singulier essentiel.

Pour des raisoAs qyi seront vues plus,loin
le coefficient- CA, b aouelle résidu de

4
à l'infini. et se

note Rés
-5

Corollaire 5

Si1 est holomorphe  pourR,<I  $- a( , et si jzj //est in-
, u

finiment petit devant 1 4 1 lorsque\ n, 1 tend vers QO , le"
point a l'infini est un point régulier; si (r) est infi-

llL+< I "
niment petit devant 3 ,mentier  3 1 , alors le point

à l'infini est régulier ou pôle d'ordre <qn, et, si c'est
-

un pôle d'ordre exactement711r, (Y\ est équivalent $
7% *"" pourIT infini. l "

" "
Corollaire 6

Pour que a soit un point siwulier  essentiel pour .j , il
faut et il suffit que la fonction M(a;p)  moTsse  plus'vite
que toute puissance de ' lorsque p tend vers 0 Pour que
le point a l'infini So?t un point singulier essentiel, il
faut et il suffit que M (a j f) croTsse  ,,hS  v i t e  q u e  t o u t e
puissance de p lorsque p tend vers+ m .

Le dernier corollaire montre que+au voisinage d'un point
singulier essentiel a,
croissance très rapide.

la fonction j! est susceptible d'une
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Si l'on extrapole ce que l'on sait pour les pôles, il
serait même normal d'imaginer que, tend vers un
point singu)fer  essentiel a, la norma de tende uniformé-
meni vers 1 Infini, plus rapidement que puissance de

. Or. il n'en est nullement ainsi.

est vrai que le maximum de la norme M (& ; PI tende

très rapidement versoo  quand p tend vers 0 , nous allons1

voir quel] r (1 ne tend même pas versoo lorsque% tend vers a,u
siF4.

Théorème 17 de Welerstrass

Soit # une fonction holomorphe pour 0 < 1$-b/ <R, a va-
leurs complexes, admettant CL comme point singulier  essentiel.

Alors, lorsque +, tend vers cn , 4 (4) approche arbitrai-
rement près de toutes les valeurs;'autrement  dit, l'image
par.$ de n'importe quel disque de centre d (nercé en a, 1 :
o< 'I~--al<  /'< R; , est dense dans le plan complexe."
Démonstration

Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi, et montrons
que nous aboutissons à une contradiction. Supposons qu'il
existe un point C , tel que
O<p$-ap f  l

4
n'approche pas de c , pour

Alors la fonction 3-h est holomorphe pour  0 <I <5-“1  Lt;
en outre elle est bornée,?donc,  d'après le corollaire 2,
elle se prolonge en une fonction holomorphe dans le disque

Cette fonction holomorphe s'annule peut-être
mais elle n'est sûrement pas identiquement

elle admet & comme zéro d'ordre fi-
nim . On peut donc l'écrire

@w9) 1

O ù a est une fonction-IZolomorphe pourI$-a1 < f
dw

et# 0
au point a . La fonction)hlest  par conséquent bornée infé-
rieurement par un nombre 00 0 dans tout un voisinage de a .
On peut donc écrire, dans ce voisinage



edmet au pointa/ un point r$gulier
est contraire à l'hypothèse,

!!emarque  1

Nous voyons ainsi que le comportement, au voisinage d'un
point singulier essentiel, est totalement diffkent  du com-
portement au voisinage d'un pôle, et qu'un point singulir-
essentiel ne mtrite pas le nom de pôle d'ordre infini.(Le
dBveloppement  de LAURENT n'a alors plus rien & voir .îvec
un développement ûsymptotique, qui suppose un premier ter-
me, ou partie principale). Nûturellement  le même résultet
est valable lorsque le point singulier essentiel est l'in-
fini, il est ?ppliceble  B chaque fonction entière qui n'est
pas un polynôme.

Considérons par exemple la fonction entiere ea et véri-
fions que: dans l'ouvert 1 *a 1 > p ) elle ;;pproche ûrbitrai-
rement pres de toutes les valeurs. Nous sllons même montrer
plus : elle prend une infinité de fois toutes les valeurs,
à l'exceptio

3
de la valeur 0 . Si en effet nous considérons

1'6quûtion. e = !r elle admet l'infinit: de soluticn
y)= ao+ 2iziT , où j. est l'une des déterminations deLc
à l'extérieur du disque considéré, il existe bien une z

c;
inf -

nit6 de telles solutions.

Si maintenant nous considérons une fcnction  enti;lye,
lyfle  que&m~ ou ~3% , on mit que, dans l'exterieur  de
n ImporLc quel disque, elle prend une infinité de fiois tou-
Les les valeurs sans excepticn. L'équlticn  3uiL
en effet, quel que soit-C ~ l'infinité de r,,j,z,f  admet
s= 30+ 2 4% T ou X-j,+ 2-kT[,cù  3e est l'une des ditermina-

tiens de UILC hw~ &.

Le théorème de Weierstrass dit seulement
z ~~~o~hel~ebi~en~rt~~~~~p~~  &,;u;;es  les ~~?~u~~,'~~:~~'~

Un théorème beaucoup plus puissant et beaucoup plus dlf-
ficile, le théorème de PICARD, dit quiau voisinage d'un p oint
singe,lier essentiel,# prend une infinitt  de fois toutes les
valeurs (finies, bien' s(k),  sauf une au plus; cette exception
étant possible, dans le cas de l'exponentielle  par exemple.

Remarque 2

SiF n'est pris 6?, une fonction-4 à valeurs dans F ayant
en ae c un point singulier essentiel, peut très bien'conver-
ger en norme vers l'infini quand3  tend vers 0.. Prenons
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Prenons par exemple F= aO et la fonction%-+i&
elle admet CL comme point esseniiel  puisqu'il en est3

, ,+>;
ainsi de

sa deuxième composante; mais 1 1 tend vers l'infini pour+
tendant vers a, Tpuisque la pr mière composante tend vers
l'infini.

Théorème 18
-c

Soit 4 une fonction holomorphe dansa: o< ],)-a]~  R,  s
La cl'asse  résiduelle de la forme différentielle fermée

4x1 3 ,relative au point a,, est égale au produit de2‘bX
P 1 "résidu" de T au pointa,  c.a.d.
LEFi& CE, .

le coefficient de
I

Démonstration

Soit '1( une circonférence de centre CL et de rayon 4 <R, ,
parcourue dans le sens direct.

D'après la définition même (VII,4;2) des coefficients

de LAURENT, on a
i

J(j) k$ = 2i71<, , et cette intégra-

le est bien la défi'nition  de la classe résiduelle (théorème64
du Chapitre VI) relative à une forme différentielle C'
dans CI/ O

csz
Théorème 19 des résidus

un ensemble .fermé * de pcinto

* Nous imposons a l'ensemble des a; d'être fermé, pour la rai-
son suivante. Nous voulons ecarter le cas d'une suite a;tendant
vers un pointu de fi .
singuliers,

On pourra rétorquer que, si les a; sont

té isolée;
a le sera alors aussi,
l'hypothèse "isolés"

et ne sera pas une singulari-

Mais nous ne voulons pas obliger
semble suffire à écarter ce cas.

en supposant
4 holomorphe dans

les a,,à
c, P1J-<CI

être des singularités;

seulement des
nous en faisons

singularités éventuelles; il ne faut pas écarter
la bonne surprise où certains des 5, seraient réguliers. Nous
considérons toujours des espaces vectoriels de fonctions;
somme de 2 Loncqions  singulières en ti'

or la

(exemple : -
4 ;P

=a. QVeut être régulières
Voilà pourquoi 1 hypothèse : "fermé"
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isolGs * d'un cuverta  de c, et soit ; une fonction
holomorphe  dans
Banach r.

fi-{"%jl,y  , à valeurs dans un espace de

i Si alors V CJI est un
C . de Sz , munie de 1'
son bord7 ne contient au

la sgmmex  est étendue à tous les points LLL qui se trouvent
dansV *** .

Nous allons m$me en fait démontrer une oroprlété  plus
générale.

On remarqu?  en effet quer a l'indice+1
points 0.; de V ,

c

et l'indice U par rapport
de V.(thtorème  60 du ct1apitr.e VI)

On a alors :

par rapport aux
aux points d;

Si 7 est un ?-bord  singulier de fi de longueur finie,
et si son image ne contient aucun des piints a; ,
formule

on a la

& 1 (v,,;T)  est l'indice de 7 par rapport à aL . Ce théo-
rème general résulte immédiatement du théorème 64 du chapi-
t=v1, et du thécréme 18 sur la classe résiduelle de

PV% L-en cl..

* Cela veut dire, rappelons le
disque ne contenant aucun a'

,,que tout U; est centre d'un
j 737" *

** ia
indice,

dans cette formule,
;'E 1, ou c'est -1i-,

2 sens différents : c'est un
dans 2 in

x*x Les d; Etant isolés dans a , sont en nombre fini dans
le compactV ; sans quoi on Pourrait en extraire une suiteconver-
gyant vers un?Umit~ &,qui serait dans l'ensemble singulier mais
t- y serait pas isolée.
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Néanmoins, étant donné l'importance du résultat
Y = -lier tel qu'il est énoncé dans le théorème 19 nous a lons

en donner une démonstration qui, tout en étant exactementcelle
du théorème '64 du Chapitre VI, adaptée à nos conditions
particulières, ne fait pas appel à lui,

Désignons par r; pour d. E 8 le bord, d'un disque A*
de centre a; , entièrement cbnten; dans V ; comme ces'&;
sont en nombre fini, on peut faire en sorte que les A; soient
deux a deux extérieurs.

Alors le cycle r1F V;:">U~  bord dans

à savoir le bord de

Il résulte alors du théorème 6 de CAUCHY (première
formule intégrale) que l'on a :

Remarque

La 2ème formule intégrale fondamentale de CAUCHY a servi
à établir toute la théorie, en particulier à trouver le dé-
veloppement de LAURENT donc à définir les résidus; mais elle
est a postériori une
En effet la fonction

du thérqrème des résidus.

$
holomorphe dans L(z ,

admet a comme Son résidu est évidemment
aest en effet point régulier ou pôle simple, et, si

0 cherche un développement limité au voisinage de a suivant

l~~~~e~\-d~~$~{+  en "":??~~",%?$&t,  celui de-&.

est
4--i-Z. Alors (VII, 4;11), applique à mdonne(VII,2,8etg);

de la même manière, va
il donnerait les formules(  v11,3;1).

Corollaire

Supposons réalisées les hypothèses du théorème, et en
outre fi simplement  connexe. Pour que Tait des primitives

l



holomorphes dans [ {IL- \.
tous ses résidus soîent'n;î;  * .

il faut et il suffit que

Dgmonstration

a une primitive
la 1 - forme fermée

celle-ci est une primi-

;:;;I;;F pour démontrer
(voir raisonnement

> et son intégrale sur tout cycle de

est nulle; en choisissant pour cycle un-cercle entourant un
seuldez a;,on voit que chaque résidu de
s'il en est ainsi,

est nul.
nous allons montrer

Inversement,
ue

iTème 45 du chapitre VI est réalisé.
le critère duthGo-

Soit donc r= H / a
une application c' (au sens réel) du cercle trigonométriquer

de w" dans Puisque 0, est simplement connexe,

H est prolongeable  en une application continue du disque

unité A deE dans fi (mais pas, bien SGT, dans

qui n'est sûrement pas simplement connexe : un cei-cle  entou-
rant un des a; n'est pas pas homotope à zéro!).Alors  le théo-
rème des résidus, sous sa forme &nérale  (VII,,4;12),  montre,
puisque tous les rtsidus sont nuls , que 1 integrale  defi)%

ce qui est exactement le critère considére.
a des primitives dans

sonnement du
holomorphes de

7 montre que ce sont des primitives
On sait ensuite que, si fi est connexe,

donc aussi ( du Chapitre VI),ces

primitives diffèrent d'une constante.

Le théorème 19 s'appelle aussi théorème intérieur des ré-
-. Il existe un autre théorème. également utile dans la
pratique, appelé théorème exterieur  des résidus.

Soit? une fonction holomorphe pour/$ - u-1 )R . Elle
admet alors UP développement de LAIJi?ENT,et  nous avons appe-
le residu de& k l’:nflni, la quantité- C-,.
le coefficient de changé de signe.

c'est-à-dire

jx'

* Ce qui n'&lique pas l'absence de singularités
du n'est que C

: le rési-
-1 i les Tm,nQ-ô, peuvent être f S



Néanmoins bien évidemment, il existe une propriété ana-
logue  au théorème 18, et qui est la suivante :
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Si est une circonférence situee dans la couronne
1 ,~,-a,', > R, ,et parcourue dans le sens rétrowade,on  a la
formule

P,4;15)
!
s

PIotons  bien ici qu'on prend.la  précaution de faire Par-
c0urj.r  x dans le sens rétrograde. Nous verrons plus loin
la raison d'être de ces manoeuvres a priori burlesques.

Remarque

Noter qu'une fonction ne possède un résiduf  0 , en un
point o,, & distance finie, que si a est effectivement sin-
p:lier, alors qu'elle peut posseder un residu à l'infini,
meme  si l'infini est un point régulier. La régularité à l'in-
fini signifie en effet que le développement de LAURENT ne
contient que des exposants c 0 ce qui n'empêche pas l'exis-
tence de l'exposant - 1 . On en Gerra l'explication page
On voit alors que, si7 est n'importe quel Cocycle, de
longueur finie, contenu dans jg-c~15 R,

l'intégraie
et entourant d

une fois dans le sens rétrograde,

est égale à son résidu à l'infini.

En effet, comme nous l'avons vu dans la démonstration du
théorème 19, r est CO-homologue,  dans 1 j-a] > R, , B n'im-
porte quelle circonférence de centre d , parcourue dans le
sens rétrograde. Ceci montre que le résidu à l'infini est
indépendant du point R choisi pour faire le développement
de LAURENT, et ne dépend que du
fini. Autrement dl.t,  si&# a,

omportement de

P
t

à l'in-
est aussi holo orphe pour

lj- 81> R,+ la-$1 ; le coeff'lcient  de3G dans son dévelop-

pement de LAURENT relatif & & est le même que le coefficient
de -1 dans son développement relatif à CL.

% -a
Lc théorème extérieur des résidus s'énonce maintenant

comme suit :

Théorème 19 bis

Soit fi un ouvert de c , complémentaire d'un compact.
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un ensemble fermé borné de points isolés

de .O, , et soit -j une fonction holomorphe  dansa
a valeurs dans uh espace de BanachT".

Soit W contenue dans @ une variété de classe Cl  avec
bord, munie de l'orientation de CL , telle que v= I,$J soit
dans fi et que le bord P de W ne contienne aucun des
points a: .

On munit r ae l'orientation de bord de VE

a-dire de l'orientation opposée a celle de bord de W , ou
encore retrograde.Alors  on a la formule

Bien noter que dans cet énoncé, tout fait intervenir V,mais

rieurement !
cycle est un bord (Corollaire  3 du théorkme 54 du chapitre VI).

Démonstration

Désignons en effet par a un disque ouvert quelconque
mais assez grand pour contenir
(qui forment,

[fi et tous les points a;

né),
comme nous l'avons supposé, un ensemble bor-

et également l'ensemble r . Il est alors possible
d'appliquer le théorèm

&
intérieur des résidus

relativement au cycle A +r ( A orienté combe
théorèli  19,
Q

comme bord, donc dans le sens direct, p comme bord'de  1;

ou rétrograde), bord de A A $ 'c
On obtient la formule

* Dans cette formule,
par des intégrale

&

les &&se calculent comme toujours
sur des cercles parcourus dans le sens di-

rect, alors que tiw se calcule par une intégrale sur un cercle
parcouru dans le sens rétrograde.
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Cette formule peut encore s'écrire

@,it;l8)
!r

et compte tenu de ce que la dernière intégrale n'est autre
que 2 i n fois le résidu à l'infini, le théorème est démon-
tré.

Corollaire

un ensemble fini de points de

une fonction holomorphe sur
Ier

à valeurs dansF .

Alors la somme de tous les résidus de z , aux PointS t%L et
au point à l'infini, est nulle. ?

Démonstration

Soit V une sous-variété à bord de c ,dont le bord ne
contienne aucun des a; . L'intégrale de sur ce
bord, orienté comme bord de V ,
résidus des C&;E v ; l'intégrale sur ce bord, orienté comme

bord de $ , c.a.d.c en sens inverse, est 2/~ JT la somme des

résidus des a;' l d'où le résultat. Le
choix de V

et du pointoo
est on peut'par exemple prendre V

vide, x'c on trouve simplement que la formule (VII,4;16)
donne 0 au premier membre, puisqu'intégrale d'une l-forme
sur le l-cycle nul. On peut au contraire prendrev assez
grande pour contenir tous les a; ; l'intégrale sur son bord
parcouru dans le sens direct donne IL,~T  fois la somme des ré-
sidus des a; ,
de es
dans F

tandis que l'intégraledans le sens rétrogra-
le résidu à l'infini, puisque f
V (voir page 75).

est alors holomorphe

Exemple
-b

soit
la forme$ -+Une  fraction rationnelle, c.a.d. une fonction-de

P
xi-

, où P est un polynome a coefficients dans F ,

Q, un polynome à coefficients complexes. Les résidus aux dif-
férents pôles 67,; ont été introduits très élémentairement,
dans la théorie de la décomposition en éléments simples.



Cette d&ccnpcsition  montre immkdiatement  que la somme
des résidus est cigale au coefficient de i dans le dévelop-
pement (de LAURENT) suivant les puissant s de% à l'infini;3
d'après la dkfinition  même,
résidu a l'infini (voir page

ce coefficient est l'opposé du
). Ce raisonnement direct

(n'utilisant aucune théorie de fonctions de variables com-
plexes), sera d'-illeurs  Etendu plus loin (page ) et
redonner3  une autre démonstration du précbdent  corollaire.

Soit 7 une fonction holomorphe dans
est un 0Uvwt contenant a,.

Soit tj unC'-difféomorphisme  (par rapport au corps des
-omplexes) de ~2, sur un ouvertfiiZ, du plan complexe

a1 -$= Hiji). soit H (a,) = a,.

Alors l'image H(i() est la fonctioi~

;+ H-+-j-,H-ij,)),  tandis

est la forme différentielle :

I -c
Les fonctions $L et j2 sont donc très différentes. Toutes

deux sont holomorphes  dans ca i bî \ , mais leurs r4sidüs
en dz sont distincts. Alors :%

ThtSorème 2G

Il est donc nvturei de dire
férentielle  j,($.) j-a*

: Ie r6sidu de la forme àif-
, 3u point

de la forme ciilfërentielle  inaRe  -j
a, , est er~l -1~ residu

(dz(rlz) JJj& au point a&-
Dtmonstrztion

Soit en effet V,
classe C’

une sous-variété avec bcrd de fi
munie de l'orientation canonique de CI

de

que a E 6 .
et'telle
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A l o r s  T’ = k v, entoure a, une fois dans 1.. sens direct,
et, d'après la définition meme du résidu de 3, , on a

Alors H (V,) = V, est elle aussi une sous-variété avec
bord, de classe. C’ , de fi,.

D'autre part, d'après la formule ( 1,
le déterminant jacobien  de H est nécessairement > 0 ,
autrement dit tl conserve les orientations.

Alors l'orientation de H (VI) transportee  par H de
celle de V,, n'est elle encore autre chose que l'orientation
de V, induite par @.

Il en résulte que H ( q )= rz entoure une fois ~~%dans
le sens direct.

Il en résulte alors que l'on a

(VII,4;19) et
(VII,4;  20) sont égaux d'après le théorème du chapitre VI ,
qui exprime l'invariance de l'intégrale d'une forme diffé-
rentielle par difféomorphisme,  et ceci démontre le théorème.

Ce théorème subsiste si l'on considère le résidu à l'ilfi-
ni. Considérons, par exemple, l'application H

delj,/  <1  danslj,j>-l ; elle transforme alors y, définie par

F&I  < f en 5, =H (V,)  définie par 13% 1 ) $.

Par ailleurs, elle conserve encore les orientations comme
nous l'avons vu précédemment.

Elle transforme alors le bord de V, , c'est-à-dire le cer-
cle
dans

r, de centre 3 et,de rayon p, parcouru dans le sens direct,
le bord de V,

et de rayon J- akouru dans le sens rétro rade. C'est
c est-a-dire le cercle äL de centre 0

d'ailleurs c8q;'l&:



ce qui proe~ve  que le résidu de 4; B l'origine est égal au
risidu de!, à l'infini, Justement parce qu'on a défini le
résidu à l'infini en utilisant des cercles parcourus dans
le sens rétrcgrade.

Ilemarque

Nous avons appelé le coefficient ., du
au voisinage de a , le résidu de la
tard, le résidu de la forme différentielle

Le pr6sent théorème nous montre que c'est là un abus de
langage qui est dangereux dans les changements de variable,
puisqu'en realite‘c'est  exclusivement le residu de la forme
différentielle qui se conserve par changement de variable;,
c'est lui seul qui a reellement  un sens comme le montre dejà
d'ailleurs le théoréme des résidus 18 ou 19.

Ceci n'est d'ailleurs pas fait pour nous étonner. à la
Page , nous avons seulement défini la classe residuelle
en un point d'une forme différentielle de de& N - 1
dans un espace affine, SUT le corps des réels, de dimen;ionN  ;
c étant alors un espace de dimension 2 sur le corps des

réels, on ne peut parler que du résidu d'une forme différen-
;;~;;;,dy%yk@ non d'une fonction. La correspondance bi-

entre fonctions holomorphes et l-formes
holomorphes donna t des idées fausses!

Surfaces de Riemann, sphère de Riemann, résidus des formes
differentielles  Y singularité isolée.

les résultats précédents s'interprtteront  encore mieux en
termes de variétés holomorphes. Une variété holomorphe W
de dimension complexe 1 s'appelle surface de Riemann (sur-
faces parceque de dimension réelle 2) .,Sur  une telle surfa-
ce, les fonctions holomorphes ont déjà eté définies, comme
les fonctions_de  classe C” (donc Cm) par rapport à ca.
lJJ; ;~~IIU&I,~, ;ye~séu;e;e;;u;; dans un Banach F ,

Q : 0. 9(WcV  >
pour toute carte locale

où @ es; un ouvert de c , la

fonction ccmpos6c@*$+ = 70 9 est holomorphe sur w .
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ouvert de V , domaine d'une
, et si une fonction d

sur v

sur (4; , il en est de

même pour toute autre carte locale Q2 : WZ-
du domaine v (théorème

@&TJ= Q-,

holomorphe sur u .
du Chapitre VI), et 4 est donc

Soit maintenant O une-forme différentielle de degré 1
sur Iv à valeurs dans F . Soit @:(Y-

'et ah"73
WI

locale, l'image réciproque-de w~3ar 6
ne carte
.C 'es2

une l-forme sur 8' donc de la forme A d/x/ +B%, où A et B
sont des fonctions sur @ . Mais alors on peut aussi l'écrire

; et in-

versement. On dir @lors quez est holomorphe sur W s i ,
pour toute cartej% Gest de la forme c(4) % où C'est
holomorphe Sur fi-
et Ïî

(donc cela exprime que d:
v

es; holomorphe

"df
Ile). Si w *,t une l-forme sur, , doDaine d'une

carte
alors, Go&

et si @cc, est de la forme C,$, , C, holomorphe,
toute-autre carte a du même ouvert v , @zw

est de la forme C!,%,, czholorkorphe  dans tiz , eto est
par conséquent une l-forme holomorphe dans u . En effet
CP,' @, est un difféomorphisme (par rapport au corps @ 3

dea (4; sur w , et @zo2 est la transformée de la forme@:3

par GP: q ;A il suffit alors d'appliquer le calcul déjà fait
page .

-
sx -t est une fonction holomorphe, son cobord da est une

l-forme holomorphe; car sur toute carte locale si l'on pose

, on.a dif= g(j) 3 . Toute l-forme holomorphe

est fermée, comme le montrent des cartes locales. Donc on a
la lere formule intégrale fondamentale de CAUCHY, SOUS la
forme SUiVan’Ce  (application immédiate de STORES, théorème
du Chapitre VI) :



Théorème-22 a.

L'intégrale d'une l-forme holomorphe,  sur tout Cl-bord,
est nulle.

Mais rien d'analogue n'existe pour les fonctions holomor-
phes. Le théorème 7 s'étend immediatement  (puisqu'on se ré-
fère au théorème du Chapitre VI) :

Théorème 22 b.

Si la variété W est simplement connexe.toute  l-forme holo-

morphe w sur W , à valeurs dans F , a des primitives,

c.e.d.  des fonctions holomorphes ,$ telles que a= (3 ;
aeux de ces primitives different d'une constante', siW
est connexe.

Il n'y a pas de généralisation directe de la 2ème formule
intégrale fondamentale de CAUCHY, ni du théorème de la
moyenne. Par contre, ces formules peuvent être considérées
comme des cas particuliers du théorème des résidus 19 (voir
la remarque qui le suit) qui, lui, se généralise parfaite-
ment comme suit.

Soit d'abord
est un voisinage

une îonction  holomo;;;;e;e;;  ~~j;~,,où~
ouvert de a sur W

fonction ayant a comme singularité (kfentuelle) isolée. Sur

a un développement de LAURENT
& . Les coefficients de LAURENT dépen-

dent entièrement de la car.te choisie, et n'ont aucun sens
intrinsèque. Toutefois on voit immédiatement que,
regulier  pour 9 sur une carte,

si a est

autre carte,
il en est de même sur toute

et qu'alors l'ordre du premier coefficient de
TAYMR non nul, c.a.d.  l'ordre du zéro de - en ti
indépendant de la carte; % , ,est

en 0,. Si o( est un Pôle
on l'appellera l'ordre du zero de?

toute autre carte, et on dira que
, ceci subsiste sur

en 4 . De même pour un point
pôle d'ordre 13%

Ier essentiel. On peut
enfin procéder de même pour unel-fo;*me~sufl  , holomorphs
sur cv, i GJ
est regulière  et a un zéro d'ordre,

; sur une carte elle sRecrit C(5) 4 et,siC

*L ou un pointessentiel,
si C a un pôle d'ordre

ceci subsike  sur chaque carte,
et on dit que w a la même propriété en a sur W .



il n'existe pas de nction de résidu d'une fonction ayant
isolé. Mais soitw  une l-forme, holo-
où v est un voisinage de a/ ,domaine
o* a donc Q, comme singularité (éven-

quelconque deu,@:@- 21,
comme le montre le théo-

d; dkeloppement  de LAURENT de?!!
est indépendant de la carte lo-

résidu de g au point singulier a.
Il a une interprétation intégrale; siV est une sous-variété,
de dimension 2 avec bord de classe C’ de v (consigérée
comme variéte de dimension 2 surR ) telle que a, E V ,siv
est munie de l'orientation et son bord r
muni de zorientation  bord, vaui 2iJ; fois le ré-
sidu de cc) en LL . Alors :

Théorème 22. c

Soient. W une surface de RIEMANN, i !la, un ensemble
ier

fermé de points isolés de W , 3 une l-forme holomorphe

dans c, (v )& à valeurs dans un Banach r , V une sous-

variété avec bord, de dimension réelle 2, de classe C1 (*)
de W , munie de l'orientation induite par W , r son bord,
muni de l'orientation bord, et ne contenant aucun des a;,
Alors

(QKzJ--
i
w= 2cx >: l%,q.

%T aq E ; t

On pourrait être tenté de généraliser la formule (VII,4;
12); mais la notion d'indice n'a été définie au Chapitre VI,
et ne peut ëtre definie, que pour des ouverts d'un espace
vectoriel de dimension finie, non pour des variétés générales.
Elles reposait essentiellement sur le fait que, sur un espace
vectoriel de dimension réelle N le groupe d'homologie du
complémentaire d'un point, pour 1: dimension N-I , était
isomorphe àz ; fait qui ne subsiste absolument pas sur une
varié&5 générale. Il existe toutefois une généralisation
utilisant la notion de degré topologique; mais nous ne la
donnerons pas ici. La démonstration de ce théorème des rdsidus
sur une surface de RIEMANN est exactement analogue à celle
du théorème . De 22 c et du critère donné au théorème
du Chapitre Vl, on déduit, exactement par le même raisonnement

* Comme toujours, V est compacte.



qu'au corollaire du théorème 19.

Théorème 22 d

Dans les conditions du théorème 22 c, si.W est simplement
connexe,la  forme l-forme w a des primitives holomorphes

c.a.d.  des fonctions holomorphes 4 tellesI
que do = G , si et seulement si ses résidus en tous les a;
sont riuls.

Il n'existe pas un théorème des résidus intérieur et un
autre extérieur, mais un seul, 6noncé plus haut. Cependant,
supposons W compacte (don= vari6té abstraite, voir remarque
après le corollaire 7 du thkorème 12). AlorsOnon  seulementv
est une sous-variété avec bord, ; on
appliquer le même théorème;

mais aussi[V
mais 7 , comme bord de e

ept lui
V ,

a l'orientation opposée à celle de bord de \' ; our cette
nouvelle rrientation, l'intégrale de z donnera % &A, 3.
Ce ne sont pas là deux théorèmes différents, l'&?dit  intsrieur
et l'autre dit extérieur,
me à V et[S

mais 2 applications du même théoré-
respectivement 1 Naturellement leur combinaison

dorlne une génkralisation  du corollaire du théorème 19 Lis .

Théorème 22 e

Si W est compacte, et si 0- est une l-forme holomorphe,
sauf en un nombre fini de points singuliers, la somme de ses
residus est nulle. On l'obtiendra directement en appliquant
le théor&me desrésidus  à V = W , de bord vide! On pourrait
être tenté de généraliser le théorème 19 bis; mais il n'y a
pas de bonne notion de résidu à l'infini pow une variété.
C'est au contraire le théorème 19 bis qui-est, sous une forme
camouflee, une application pure et simple du théorème général
unique des résidus. Il faut, pour le voir, introduire la sphère
de RIEMANN.

On appelle sahère de RIEMANN l'ensemble formé de @ , corps
desAomplexes, et d'un point "a l'infini" notéw . On la note-
ra CT? . Ce n'est D~US un coxvs. mais le sous-ensemble 6? est-
le corps des cympiexes. D'au& part, pour
cation j-- l définie habituellement dans

a-J- A
prolonge en une bijection de ao sur lui-même, en posantL=w/
L = 0; elleenvoie a suror et 00 sur 0 . Munissons m a  nte-P
n%t @ u'une topologie (de manike très analogue à ce qui
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a dté fait pour la droite ache,vée, page 58  du ChapitreIII).
On dira qu'un ensemble @' de @ est ouvert si, ou bien il
ne contient pas 00 et est alors un ouvert de c , ou bien
il contient 00 et son complémentaire est alors un compact
de @ .

On voit immédiatement que les ensembles @ ainsi définis
satisfont aux axiomesdes ouverts d'une topologie; cec.i
d'ailleurs serait vrai en remplaçant (l2 par n'importe quel
espace topologique X .

L'axiome de séparation de HAUSDORFF est vérifié aussi;
si a et & sont deux points distincts, il est évident qu'il
existe un voisinaTe  de l'un et un voisinage de l'autre qui
sont disjoints, s ils sont tous deux dans @ l si l'un, r;~
par exemple, est dans @ , et l'autre -& est k , c‘est en-
core vrai en prenant un vois,inage  compact de a dans U2 ,
et son complémentaire dans a! comme voisinage (ouvert) deoo .
Ceci est valable, non seulement pour @ , mais pour tout
espace localement compactX  .

Dans l'espace i ainsi obtenu en rajoutant un point à l'ln-
fini à X un système fondamental de volsinages,de  OO est
formé des Complémentaires  des compacts de X X est tou-
Jours compact et s'appelle le compactifié d'AkXAm=eX ;
en effet, si ( W,&I est un recouvrement ouvert de $ ,
l'un des @, contient OO et son complémentaire est alors un
compact K de X et un nombre fini des (4; suffit à recou-
vrir K , donc il'exlste bien un sous-recouvrement fini.

Les suites de 6 convergeant vers un point de @ sont
les usuelles (sati  qu'un nomue fini de leurs éléments Peuvent
être 00 ); une suite 4-
(en prenant]- I=+oo

de c converge versa, , si ]$,l
)

voit que la bijection $-
t?nd vers +a surW . Enfin on.
x est un homéomorphisme de @
3

sur lui-même.

Introduisons maintenant sur 6 une structure de surface
de RIEMANN, ou variété holomorphe à 1 dimension complexear-
Une lère carte sera l'identité a:~!$-$  de (Y= do sure c Q*
Une autre carte sera va :j---+-&  de@ = @ sur [c{o}c@.

Pour vérifierAque  nous définissons bien là une structure
holomorphe sur a? , nous, devons, conformément à ce qui a
été dit age 319  du chapitre III, varifier  que les homdomor-
phismes 8Lva2 pi; @,ai'o va ,sont holomorphes. Or@-Lga



; toutes sont

ïnéorème  23

La sphèl,e  de RIEMANN @ est une surface de HIEMANN
ou variete holomoruhe, de dimension complexe 1, compacte.
La projection stéréographique H 'etablit un Cw-dlfféomor-
phlsme, par rapport au corps des reelsR , entre c et la
sphere unite deR3 .

Demonstration

Ncus avons déjà dit ce qu'était cette projection stéréo-
la sphère unitéx de ]Ee" , d'équation

ses deux pôles,N (0,0, 1 )
stéx$ographique  F,, de pô-

dex su? (l? définie par les for-
mules suivantes (~~,V,u~,coordonnées dans R3
R )

, 5 , y , dans

2s
U =

xl+ y’+  1

@54;23) u= zy
x1+ .y+ 1

,IU = mxL+yx- 1
Xx+ 'd

=+4

Cn,vérifie  aussitôt que c'est un homécmorphisme  dex
S"I‘ a2 (").

* Sue (u,II ,w) dépende continuement de (~,~y ), et tende ver:
(0 ,O ,1 ) quand (",y ) tend vers l'infini de@ ~ c'est évident
sur ces formules. En sens inverse,
est contirxe, sauf peut-être,

on voit sussltot que/u,,L:ti)+x,y)

mQ.er coup d'ceil que,
pour W-1 mais on ne volt pas au pre-

si(u,u,w)tendwl.5(o,o,I),(SC,Y)tend  vers l'infini de
@.iN'cublicns  pas que*L,V,w,ne  sont pas indepen~antes(u2+21't15'=  11
Jonc bien d'autres formules dans le sensx-@, sont possibles).
kis le plan tangent àx en N est horizcntal,  doncl-ulest  un in-
finiment,petit  du 2è crdre en(ti,v)(formule  de TAYI0T3) ce qui >~lon-
tre ce yesultat d'ailleurs bAen connu géométriquement:De  toute
façon, @ étant compacte,
c'est un homéomorphisme  !

SIC-C est continue et bijective,



Nous devons montrer que c'est unC?difféomorphisme  (par
rapport  au corps W >. Pour cela, nous ;;;;;;,a~;rw&q~;;,,';
c itère de la page pldu C&apitre  III.
& etlJf=~:>b-~ de @ ; et deux cartes $=Pi' et '

as=?i' de c Elles nous suffisent, puisque, dans chacque
cas, les domainés  de ces deux cartes recouvrent la Variété,
et que les cartes d'une variéte ont des domaines qui corres-
pondent  exactement  aux domaines des cartes de l'autre:,parH.
Il reste alors à montrer que les applications @No Ho QI

et QS 0 H 0 Vr-’ sont Cw de& sur R'. Or la première est

P;‘oP,,oI  - 1 ,identité. La deuxième est 7"" PN 0 w ; mais

on voit aussitôt queT~'oP, est l'inversion par rapport au
cercle trigonométrique; tandis que w est l'inversion suivie

d'une symétrie par rapport à l'axe 02; donc Ti', P," v/ est

finalement cette symétrie. Ces deux trznsf'ormations  sont
trivialement C-de R' sur Rz .

Remarque

Par Tontre, la projection s-Léréographique  n'est pas un
difféomorphisme par rapport au rorps @
structure complexe, ïR.' lui-pême

carx n'a pas de

riel complexe. D'ailleurs @
n'étant bas un espace vecto-
étant compacte, est "abstraite",

et ne saurait être plongée dans un espace vectoriel sur @
(remarque suivant le corollaire 7 du théorème 12). Mais on
peut, au contraire, transporter, pw projection stéreogra-
N-Que , la structure complexe de Qa surx , et faire ainsi
dex une variété holomorphe ( mais pas en tant que sous-va-
riété de w3 , qui n'est pas complexe).

Nous pouvons maintenant interpréter les notions de residu
à l'infini,vues page 336, en termq de résidus sur la surface
de RIEMANN  Qa au point ~0 .
dans

Soit '??' un voisinage ouvert dem

?Y,
Qo
c
c.a.d. Je complémentaire d'un compact de @ . posons

donc ayagt)
Soit j+ une fonction hnlomorphe sur "Ir

00 comme singularité (éventuelle) isolee:

D'après ce que nous avons dit
si-00 est un point régulier pour

haut, on reconnaet

ou un point essentiel,
ou un pôle d'ordre nl/,

de l'infini , par exemple
t'une carte d'un voisinage

tion transformée,c.a.d.
si la fonc-

voulu au point 0 .
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kis les coefficients de LAURENT de 7 au poQt 0 sont
reliés à ceux de If au point .3 l'infini, ~~TZ~J])~~~($)

DoncJ aura CQ comme point
pour 4. 6-1

régulier, si et seulement si
C&<g) = s , c_.a.d.c ($)=ô qouc,n>l,
et comme point régulier 03 po$ d'or&egmslc&(I))=Ô
pour+ g-m-1 .c.a.d.& ($) = 0 pour v,*nxtd ; c est exac
tement ce que nous avions dit page 336.

Il en va tout
dans v .

nel-formez,  holomorphe
On a alors w= le. carte $- 2

elle devient la forme CT)$=-{t*)$ , qu'on doit 8,u-

dier au voisinage de 0 . La llalso
de LAURENT de $ à l'infini et de 8

entre les coefficients
à l'origine est, cette

c) . Donc 3 sera r@uli&re  au

, si et seulement si, par définition, c est

régulière au point 0 ,c.a.d.  c*(c)= 0 pour -& s-1 , ou

<Js,, =o pourna-1 ; et de même 0 aura un point régulier

ou un pôle d'ordreLmau+  pol:t 00 de $ si z&(c)Co  pour
a<-m-1 7c.a.d. zn(#)= 0 pour n&ln-, .

La forme & a donc un pôle d'ordre 2 au point 00 , la for-

m e % un Pôle d'ordre 1,la forme.çh$ un pôle d'ordre A+z,

si une fonction
W un pôle d'ord

en un point a
sa différen-

pôle d'ordre m+< , le montre

une carte (7 = (i;';)_c..-donne

Or la fonction pôle d'ordre 1 à l'infini, donc
sa un pôle d'ordre 2.

L'identification de dans c conduit, dans 6
aux pires erreurs, a un p61e a l'infini. La dl;-
tlnction  soigneuse l-formes évite donc beau-
coup d'erreurs. Néanmoins. sur C?lul-meme,  ce n'est pas telle-
ment nécessaire, et la théorie des fonctions de variables com-
plexes prc!‘ite de la situation particulière dans c . Par
exemple par la >ème formule intégrale fondamentale qui n'a Pas
d'extension aux Variétés.
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si maintenant nous cherchons le résidu de z au_pointm,
c'est par définition (page351) le coefficient K,(C) ,c.a.d.

;C'est bien la définition donnée page336. La for-
pôle d'ordre 1, il n'est pas étonnant qu'elie ait

un résidu, qui est -1. L'interprétation intégrale du résidu

est la suivante. Rh-0 est, par définition, &$,(($(a)~)=

' est un petit cercle de centre 6

parcouru dans le sens direct =

O ù ‘6- , transformé de a' par

parcouru dans le sens ré rograde*
tion adoptée pour && ?c

&Us retrouvons la défini-

qu'il aurait fallu di?ef
page3 3 ( à tort d'ailleurs parce

O?h,(j+*) et non OtS, $!Y ,wi

n'a pas vraiment de sens).

Interprétons enfin le théorème extérieur des résidus, théo-
rème 19 bis. Adoptons toutes les notations de ce théorème.

Posons A= .Q u (00) ,doncfi= cdl
,=Ando . Li est,

dans a?
ouvert dé

12 complémentaire d'un compact, donc a est un
Q , contenant 00 . Puisque J? est holomorphe dans-8--*J=J$ est holomorphe dans

On peut donc Jui appliquer  le théorème 22 c des résidus, re-
lativement à V=[-  W (qui est compacte, comme il se doit;
pour l'applicatio%  du théorème 22 c) et à son bord r
7 ,doit
de V

être parcouru dans le sens rétrograde, puisqy\é bord
Les points singuliers (éventuels) de w dans .fJ, sont

exactement les CL; et 00 . Pour chacun d'eux on devra calculer

;; $;E,t! z ;&$),ea r ' qui est ce que nous avons appe-

nition page 334,et pour m
aux points a; suivant la défi-

suivant la définition page 336.
L'application du théorème 22 c donne alors exactement le ré-
sultat du théorème 19 bis. Comme quoi, moyennant la considéra-
tion de la sphère de RIEMANN, il n'y a bien qu'un segl théorè-
me des résidus, le théoreme 22 c; et le point- de Qo est un
point comme les autres. On arrive toujours à tout expliquer,



en fz.issnt  fonctionner suffisamment sa matière grise. Si
l'on veut véritablement ne Jamais commettre d'erreurs on
doit, répétot32-le  une fois encore : ne se permettre d'assi-
miler F et 4 % que dans aa , sans point h l'infini, sans
faire de difféomorphismes. Dans tous les autres cas: il fau-
dra soigneusement les distinguer, et ne parler de residus
(notamment de résidu à l'infini) que pour T‘i1 . Le résidu
d'une l-forme a un sens, pas celui d'une fonction. Nous
commettrons quand même souvent des abus de langage dans la
suite, mals il faudra les manier avec prudence.

Il est bon de dire que RIEMANN a introduit la sphère de
RIEMANN justement pour débrouiller les complication apparen-
tes du point à l'infini. Celà et d'autres considérations ana-
logues A celles que nous avons vues antérieurement l'ont
conduit à distinguer les fonctions et les l-formes holomorphes;
puis à définir en général les surfaces de RIEMANN et à les
étudier. Et c'est HERMANN WEYL qui, en donnant le premier une
définition vraiment corecte des surfaces de RIEMANN (Die Idee
der 3lemannschen  Flache, 1923),  a Introduit "en règle" les
cartes locales, d'où la définition moderne des variétés diffé-
rentiables  en général. De cette difficulté du point CC sont
donc sorties, par des chaînes de découvertes, certaines des
notions les plus importantes des mathématiques modernes.

Théoreme 24

Pour CIU'uIX  fonction ou l-forme soit méromorphe dans tout
le plan complexe, infini compris, c'est-a-dire sur la sphère

de Riemann 8 , il faut et il suffit qu'elle soit rationnelle.

Démonstration.

Soit F une fonction rationnelle, j+- -7
Q 3 polynome

a coefficients dans F , Q poJynome complexe; bien évidem-
ment elle est méromorphe sur @ . Nous devons montref  la ré-

singularités de $ sfr 8 f
ciproque. Soit donc une fonction méromorphe sur c . Les

orment un ensemble fermé de

points isolés; 03 est compact, il n'y en a qu'un nombre fini .

Soient ti; les points singuliers à distance finie. Pour cha-

cun d'eux ,~U~,isolons  la "partie polaire" de e , c'est-A-dire

la somme ji des termes d'exposant 4 0 du développement de
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Laurent de r2.u voisinage de a/; . La différence
ij= $5 ix -& ) est une fonction entière sur C , car

ses seules*singularités  possibles, les a; , sont des points
réguliers. A l'infini, F a un pôle, mais les parties po--
laires ;4 y sont régulières et même nulles, donc (a a en-

core un pôle. D'après le théorème 13 de Liouvllle, $
est

donc un polynome, et T est bien une fraction rationnelle,

obtenue même sous forme décomposée en éléments simples.

S'il s'agit d'une l-forme, on l'écrit
raisonne sur

T

4%) $j , et on
.

Théorème 25

Soit&!, un ouvert de c , et soit 3 une fonction méromor-1
phe dans 0 , ti valeurs complexes. Soit V une variété de
dimension réelle &compacte,avec  bord, de classe C!’  , dansa

munie de l'orientation canonique de (f? .

Soit c un nombre complexe, et supposons que le bord r
de V ne passe par aucune des racines de l'équation-!(%)= C,1 u
ni par aucun des pôles de 4 . Alors on a, si ‘r est parcou-

I
ru dans le sens de bord de V , la formule

(n45;  24)
1

2+r J, $$y$  -N(j;V;cb~({;V;m)  >

où N($;V;c, est le nombre des racines de l'équation. 0

&( 5, = CY contenues dans V , chacune comptée autant deI
fois que l'indique son ordre de multiplicité.  et ouN($'FV:W)

est le nombre des pôles 4 dans t , comptés chacun autant
I

de fois que l'indique son ordre de multiplicité. Si en Parti-
culier J! est holomorphe dansa , le 2" membre vautNkf;V;c).I
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Démonstration

La fonction -&--- : $ ----+ *est holomorphe

dans l'ouvert obtenu en retirant de fi les racines de l’équa-
tion ;P = c , et les pôles de

Soit C& une racine de l'équation
d'ordre & . Alors on a, au
du type

u: %~i~~~ement

où 9 est une fonction holomorphe et non nulle dans un voisl-
nage de a.

simple au point (L ,

où a est une fonction holomorphe et sans zéro, dans un vol-
sinage de a .

On a donc cette fols-ci

(YI,‘cW
4'9) - - m

ce qui prouve que !l'yé:idu  dc "')au point a , est-m

métant l'ordre du pôle a de
résidus donne immédiatement le

Alors le théorème 19 des

Corollaire 1

Plaçons-nous dans les conditions du théorème, en supoo-
sant en outre & holomorphe dans fi . Alors l'application 1
de la variété compacte orientée avec bord. V , dans 6! ,

admet, en ~n point C de CO. qui n'appartient pas b l'image
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4 ( r) du bord, un degré topologique égal au nombre des1
racines de 2w cv,c chacune comptée suivant son ordre de
multiplicité, et en outre a l'intégrale

aL4; 29)

Démonstration

D'après la définition même qui
chapitre VI, le degré topologique
par rapport au point C , du cycle
alors aussi l'intégrale (page 248

r
!q4;~0)

a été donnée page 260 du
n'est autre que l'indice,

D'après la définition même de l'intégrale sur un cycle singu-
lier (formule (VI,6;60) ), cette intégrale n'est autre que
(VII,4;29), ce qui démontre le corollaire.

Remarque.- Ce corollaire montre que le degré topologique de#
relativement à la variété compacte V , orientée, a bord, se
calcule de façon très simple, grâce a l'hypothèse d'holomor-
phie, même lorsqu'il existe des racines multiples.

Reconsidérons le calcul du degré topologique, donné page
260 du chapitre VI. On était alors amené a prendre les images

c'est-a-dire ici les racines de l'équation
ré"pqFs~de.S;  ces racines étaient isolées, et si en cha-
cune d'elles le déterminant jacobien était #0

le degré

topologique était la différence du nombre des ra;ines a déter-
minant jacobien > 0 et du nombre des racines à déterminant
Jacobien L 0 (le détérminant  Jacobien devait être calculé par
rapport au corps W ) Nous savons que, pour une ap lication
holomorphe, le détermknt  jacobien (par rapport àik ) est
toujours 2 0 (formule (VI,2;7); le déterminant jacobien réel

ce qui montre bien pourquoi on est
simplement le nombre des racines.

Mais en outre, la méthode indiquée au chapitre VI ne s'appli-
quait pas aux points où il existait un déterminant jacobien
nul; nous voyons que, dans le cas d'une application holomorphe
$3 si, en certains points, la dérivée de est nulle, il

s'agit de racines multiples, et qu'on fait tervenir, dans
le calcul du degré topologique,
telles racines.

l'ordye de multiplicité dt
Rien d'aussi simple n existe pour des aPPliCa-

tions seulement R-dérivables. Ceci nous permet a nouveau
d'interpréter la démonstration du théorème de d'Alembert, don-
née au corollaire 1 du théorème du chapitre VI; nous avions
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tv*vé que le degré topologique du polynômeP  ,au  point0  ,étaitnt;

le fait que nb# 0 wus prouvait l'existence  d'au moins "ne
racine;
de

nous savons maintenant qu'on peut interpréter ce fait
façon P~US précise en disant que le polynôme a exactement

'm rat ines, chacune comptée autant de fois que l'indique son
ordre de multiplicité.

Corollaire 2

"ne suite de fonctions holomor-
phes ir valeurs complexes, sur l'ouvert fl de ao , convergeant,

our n infini, localement
hPolomorphe  ? .

uniformément vers "ne fonction

Si alors V C fi est "ne variété de dimension réelle 2
avec bord,de classe C’  , et si l'équation 4 (4) ZZZ 0 n'a
as de racine sur y , alors. pour x assez grand, l'équa-

as non.plus  de racine sur 3 et le
nombre des racines de L (5) = C dans 9 est égal ai nombre

des racines de 4 (5): c dans 0 , chaque racine étant comp-
'!Se avec son ordre de multiplicité.

Démonstration

Tout d'abord l'affirmation relative a" contour est immé-
diate..' en effet, si l'équation j(j)= c n'a pas de racine
SUT v , la quantité I$(j)- c 1 admet un minimum 6 > 0
S*I‘ V compacte, Si alors nous prenons fi assez grand p,o"r
que la différence ssoit CG 2 sur v l

l'équation n'a pas de racine sur c . Il suffit
alors de calculer l'expression intégrale de N (#,, ;V; C)
donnée par (VII,4;2ÿ) et d'effectuer le passage à la limite
pour ces intégrales (cas trivial de la convergence uniforme
sur un compact).

FITmarque.- Compte tenu du corollaire précédent, ce résultat
n est autre que lt théorcme 66 du chapitre VI.
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soit 1 une fonction holomorphe
un ouverta  de UI!

à valeurs complexes sur

pour tout point C de @ , 1 equ tlon
; on dit yy i est+fa;iptE  .ss,plus

fi racines dans fl (en comptant chaque ra ine autant de fois
que l'indique son ordre de multiplicité; cela implique que#
ne soit pas constante).

Corollaire 3

SI des fonctions
fn. holomorphes dansa connexe, a valeurs

complexes, convergent vers une limite 8 , localement unifor-8
mément dans fi , et si toutes les fonctions
lentes, ou bien la limite 4

fti sont +-va-
est une fonction constante, ou

1
bien elle est elle-même &-valente.L
Démonstration

Remarquons d'abord qu'une fonction constante n'est mani-
festement pas +-valente, puisqu'il existe une valeur qu'elle
prend une infinité de fois.

Supposons donc que la limite # ne soit pas une constante.

Les racines de -pbp= C sont alors nécessairement des
points isolés de 0
on pourrait trouver &e variété avec bord (compacte)V

* s'il y en avait un nombreq>{Q  (q<+oo),

contenue dans Sz , dontOle bord ne contienne aucune de ies
racines, et telle que V en contienne q,>k ( 4, = q si 4
est fini). Alors le corollaire 2 nous apprendrait que, pour
w assez grand, l'équation -#,(;a)  c c aurait elle-même au
moins q, racines situées dans $ , ce qui serait contraire
à l'hypothèse suivant laquelle les & sont +-valentes, ce

qui démontre le corollaire.

Remarque.- Naturellement le cas où la limite 4 est une cons-
tante est parfaitement possible; il suffit de considérer la
suite des fonctions dld5)= &- lorsque n 2 1 tend vers wi

elles convergent uniformément vers 0 sur tout compact de c
elles sont univalentes, c'est-a-dire 1- valentes, et la
limite 0 ne l'est pas.

Corollaire 4

Soit, 4 une fonction holomorphe a valeurs complexes, dans
un voisifiage  d'un point a de a!'. Supposons que les dérivees
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d'ordre 1.2,..., m-4 de $ au Doint (L soient nulles, et que
sa dérivée d'ordre m ne soit pas nulle. Il existe alors un
ouvert a de a . et un voisinage ouvert & de & = $(a) ,
tel sue 4 applique EL sur 33 et que 4 ((SL)I 'LBrecouvre
exactementmfois.

Quand nous voulons dire que ( a) recouvre
point c de 3

58 m fois,
nous voulons dire que, pour tou

^pC5)=  c
, l'équation

admet exactement m racines dans & , (chacune
comptée avec sa multiplicité).

Démonstration

Appelons d'abord A un disque de centre u-, dans lequel
l'équation d(5) = & n'ait pas d'autre racine que a , qui
est racine multiple d'ordre m exactement.

Alors le degré
dans c , au point

t p;l~~;q~ de llapplicatiyn  1 de A
1 ; mais le degre topologique en

un point c qui varie continument, est constant, pourvu quec
se déplace sans franchir l'image par $ du bord yy de A
(théorème 66 du chapitre VI, ou corollaire 2 précédent).

Donc Il existe un ouvert 4 contenant&, tel que, pour C
dans 3 , le degré topologique de 4 1 A au point c soit
tOoujours 1%. Si alors nous appelons (3, l'intersection

AII q-'(d ) on voit que ,J (a)= & , et que, pour
tout point G de'3

ce qui dém~n:~~q'i~",l~r,l~~l~e:  '
a m racines

dans (2 ,

Corollaire 5

soit -j une fonction holomorphe  2 valeurs ComDlexes, sur
un ouvert fi de c et qui n'est constante dans aucune  CCm-

pesante connexe de fl ; alors l'application 4 de fi danse
est ouverte, et en particulier l'image -C, (fi') est un ouvert;
si & est injective, c'est un c-difféomorphlsme defi

1

Démonstration

Soit ae.L!,. Comme n'est pas constante dans la compo-
sante connexe de a fi , il résulte du corollafre  3
du théorème 11 que l'une au moins de ses dérivées n est pas
nulle en d. Alors l'application du corollaire précédent a
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la restriction de
g a n'importe quel voisinage ouvert de a

montre que l'image par
de -&=I(d); donc 4 4 de ce voisinage est un voisinage

est ouverte d'après le tableau de la
page 297 du chapitre III. Si alors 4 est injective, elle
est bien un homeomorphisme  de fi surd(fi) * en outre en tout
point sa dérivée est # 0 , donc, d'après 1; théorème des
fonctions réciproques (sous sa forme très élémentaire, puis-
qu'il s'agit d une fonction complexe d'une variable complexe),
c'est un difféomorphisme.

Remarque O.- Le résultat ne subsiste évidemment pas pour
constante.

Remarque l.- Ceci naturellement n'implique absolument pas en
général, comme nous l'avons vu au chapitre III, que $ soit
un homéomorphisme local; ce qui d'ailleurs est bien evident,
puisque, si l'on se place dans les conditions du corollaire
précédent, avec ma2, SP n'est sfirement pas un homéomor-
phisme local.

Remrque 2.- On peut,préciser  cet énoncé, et en même temps
gen raliser le theoreme des fonctions reciproques,  theoreme
29 du chapitre III. Soit
nage de & E: (l? , 4 une fonction holomorphe au voisi-

ti valeurs complexes,d(a)=  49. Si on ap-
plique le théorème 29 du chapitre III par rapport au corps c,
on voit que, il existe un voisinage (2 de a/
et un voisinage @ de & teis quesi ua) 5 o 3 soit un e-difféomorphis-
me (de classe c" ) de (SL sur& * Si
chapitre III ne permet plus de rien'prév

1(a)5-0 l e
ir (sauf pa; des

méthodes spéciales, telles que celle de la page 291). Ici,
lorsque le corps des scalaires est @ et la dimension 1, on
peut toujours conclure. Supposons que les dérivées d'ordre
152 ,...,m-  1 de soient nulles en Q,, mais non sa déri-
vée d'ordre nz. . n peut écrire

\E#4;31)

où la fonction a ne s'annule pas en A.. Alors il existe un
voisinage ouvert a, de d où on peu: choisi,rI;unekdétermina-
tion holomorphe de a'~% -k donc de Rrn = em '% ; on

peut yême obtenir terme b terme le développement de Taylor
de a* en cL,en  utilisant celui de -k et le développement

, on aura

terminations de(&(a))=

étant l,'une quelconque des dé-

vant la formule du binômé.
et (4 +.-a)"
Alors ( 4 _ &)"e $$~~"~~~~~m~~~-

* Le corollaire précédent le redémontre.
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dans CiIL, une détermination holomorphe,
En outre oe'be  fonction

'd , qui prend la
est  maintenant dans les conditions d'application du théorème
des fonctiûns  réciproques a point a, car sa dérivée en a
n'est pas nulle (elle vaut !IL ). Il existe donc un voisinage
ouvert a C (2, de CL et un voisinage ouvert x de 0 tels
que soit un c-difféomorphisme  de &% sur X.En restreignant
ces uverts, on peut toujours supposer que 3 est un disque
de centre 0 .

soit 9“ deX sur (il . Si
nous voulons
CEdS+.X-

c'est encoy un disque de centre 0 ); cela revient a résoudre
expression qui a 17~ valeur?  distinctes

dans3 ; les solutions  dans @, sont 2j= g'((C-Alm-)  ; sauf

pour c= .!Y où elles sont toutes confondues en CL, les WL solu-
tions sont toutes distinctes. On peut encore dire que la fonc-
tion u= J(3)., au voisinage de dr, s'inverse paria "fonc-
tion multiforme am déterminations"

si h= j(3) est fonction holomorphe de
zéro d'ordre qn. au poJnt a, 3 est localement une fonction

holomorphe de ~LU.-&)" . En prenant pour simplifier a- -L 0,
si LL = J(5) est holomorphe au voisinage de l? , et a en 0
un zéro multiple d'ordre In. -3 est, au voisinage de 0,

fonction holomorphe de aA (donc fonction "mUltifOrme"  deA ).

Théorème 26

si l'on se place dans les conditions du théorème 25, et si
@ est Uns fonction holomorphe dans fl , alors on a la for-

mule
1

(w4;32)  2-z 0
sont les racines I(G) =c dans y , et où les

, "
sont les pôles de 2 dans q chacun étant compté  au-

tant de fois que l'indique son ordre de mUltiDlicite  (*).
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Démonstration

Nous avons vu dans la démonstration du théorème 25 que laI
fonction admet en chaque point w.
résidu &,$kdre du zéro LY; de ]- cc ;"~l!~~ela'~~~~t~k

admet un pôle simple de résidu
est un pôle de -;Q , d'ordre nt ,

de résidu -nt , par conséqu
admet un pôle simple de résidu --WL @(fi.), ce qui
l.e résultat en appliquant le théorème desarésidus.

Illl”illwIRIIlll#IIIll~H#l#fl~li#il#lli~BIllIIIIHHII~~I
Certains des résultats

de Riemann.

Théorème 21

précédents s'étendent aux surfaces

Soit M/ une surface de Riemann, une fonction méromorphe
1

sur W e valeurs complexes, V une sous-variétés de classe C”

*de dimegsion  réelle 2 avec bord r (compacte); T sera muni

de l'orientation bord de V , munie elle-même de l'orientation
induite par W . On suppose que J?- c n'a ni zéros ni pôles

sur r , et n'est constante dans aucune composante connexe
de W . soit d'autre part @ une fonction holomorphe sur W

à valeurs complexes. Alors on a :

um,4; 33)

où N
&J$)= c dans i , N (3 ; V; 00 >I " Q c

de ] dans v , chacun compté avec son ordre de multiplicité.
I

Démonstration

Cette formule n'est autre que la formule des
(théorème 22~) appliquée a la 1- forme meromorphe



le calcul des résidus est local, donc peut se

cartes, et, sur "ne carte, di
de sorte que les résidus sont ceux qui Ont'été
théorèmes 25 et 26.

Les conséquences sont les mêmes que pour les
Un cas particulièrement intéressant est

celui où W est connexe compacte, et où l'on peut alors préndre
V=W , donc T vide l . Alors on trouveN($;W;c)=N($;W;m);
donc le nombre fl ( { ; W ; c ) est indépendant de 0.

Corollaire 1

Une fonction méromorphe non constante s"rW connexe compacte,
à valeurs compleXes, prend le même nombre fini de fols toutes
les valeurs. Ce nombre est d'ailleurs facile à Interpréter.

~a fonc$ion méromorphe p sur w définit "ne application
dew dans a.? , prenant la valeurw en tout pôle d de 8
elle est alors holomorohe  de

un pôle, la fonction '
voisinage de d (par %

est
xemple

du théorème 16) (et nulle en
carte <- de&'= c

W dans @ ; en effet, si d"est
holomorphe a valeur dans c a"
par application du corollaire 2
a ), ce qui, en+considerant  la

sur
c { 10 CC? montre bien
2

notre affirmation (théorème 3jter du chapitre III). En parti-
culier, en tant qu'application continue de W dans @ , elle a,

un degré topologique, qui est le même pour tous les points dec,
d'après la dernière phrase du chapitre VI; et le corollaire 1
du theorème 25 montre que ce degré topologique  est justement
le nombre de fois qu'elle prend toute valeur:d(,f;W;o)-N([;W;c).
On écrira simplement d(f) ou N (4) et on l'appellera le
degré de la zonction  4 . Il n'est d'ailleurs pas nécess.aire

de prendre c : '

Corollaire 2

Une application holomorphe 4 non constante d'une surface

de ~i=n compacte connexe W dkns "ne autre W’ est ouverte

* Dans ce cas, la 2ème formule n'a pas d'intérêt, car (r>
holomorphe sur W , est constante (corollaire 7 du théorème 12).
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et a le même degré topologique  d (1) > 0 en tous les points
de W) , qui est aussi le nombre dé fois N ($1 qu'elle prend
toute valeur de W'. I

Supposons en particulier que -$ soit une fraction ration-
nelle, non constant , fonct
tion holomorphe de 8 dans ii?

on méromorphe  sur ao , ou applica-
Soit d abord

de degré -m > 0 . P ne prend 18 valeur 00 qu'
= P , polynome
u point- ;, en

prenant, pour la variable et la fonction, la carte <- -,

de @ = (f! sur
c6 { 0) , on voit, puisque 1 /v b1

P(3) x7
que P($L - a une racine multiple d'ordre nz au "
point 00 - donc son degré est in, et P prend%  fois toute
valeur; c'est $. nouveau le théorème de d'Alembert. Si maintenant

P et 2 de degrés respectifs + et q sans zéro
prend la valeur- aux zéros de Q , en nombre 4 , et

00 si + Y q , avec l'ordre de multiplicité
f-s ; son degré est donc q+(+-q)=f  si~>~ie~,,9ilS,~u~sQo~,
c'est-à-dire dans tous les cas d=Ma  (l$,q) .
veut rdsoudre  l'équation j=c E Cf? on doit rfiesoudre?-c  a-0

qui a bien toujours d = Maxa($.,  ) racines
SI c est tel que P- cQ 9,

dans,c (si F=q 9 et
degré qui s abaisse,

la valeur c au point 00 ). 3
prend

~II#H~IWd#I#IIlIt#l#ii~~lll#1IW#lllII~~HU#Ull~llll#l##llli#l#llll~~~~~~lI
un ensemble fermé de points isolés de c.

Pour chacun des points ai, donnons-nous une fonction p, J

polynome en

cmr,4;34)

Si la. série CF. converge uniformément sur tout compact
ne contenant aucunOdes  pôles, le problème est évidemment réso-
lu, car la somme de cette série répond à la question. Elle
représente en effet une fonction holomorphe dans l'ouvert com-
plémentaire de l'ensemble des a; (corollaire 1 du théorème 15
de Weierstrass). D'autre part, si l'on considère un point C&A
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que 1conque, converge uniformément sur

une circonférence de centre a*, et par conséquent, d'aprks
le théorème de Weierstrass, dans tout le disque bordé par
cette circonférence, donc sur tout compact ne contenant aucun
des aL# CA&.

Elle représente une fonction holomorphe dans[{&i)l+  ie

ce qui prouve que J aura P+ comme-partie singulière au point
af7 * Mais en général la sériez 7; ne convergera pas,

et il n'est donc pas évident à priori qu'il existe une solu-
tion de la question.

~~~~~~~~i~~‘l~~,lI~~~~~iQi~~~~~
C~elles que soient la suite des points a,: et les parties

singulières x , il existe des fonctions méromorphes z dans@

à valeurs dans F , ayant les Pôles a; et les parties singe-

lières données ?; i on obtient la solution générale  de ce
problème. en ajoutant A une solution particulière une fonc-
tion entiere arbitraire, à valeurs dans F .

Démonstration

Soit. L * un point quelconque n'appartenant pas à l'en-
semble des a; . Soit une suite de nombre &;>Otelle  que la

Considérons alors In série

* Généralement, on prendk=O;  mais il se peut que 0 soit l'un
des CL; ! Même dans ce cas, on resoudra  d'abord le problème de
Cousin relatif' au système des a;#O, en prenant&=0 et on ajou-
tera au résultat obtenu la partie singulière tionnée  pour 0 .
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D'abord elle converge normalement sur tout compact K ne
contenant aucun des pôles d; . En effet, un tel ensemble K
est contenu dans un
un entier + tel que

E(5)-  a,(j) 1s &, pour$cK  . Alors la

somme de cette série, est holomorphe dans l'ou-
des a; théorème de Weierstras;,

Par ailleurs, la fonction est la somme d'une

série qu1
converge
des Cc;#

*, d'après la même démonstration que préoédemment,
uniformément dans le complémentaire de l'ensemble
a4 ' par conséquent elle est holomorphe au voisi-

nage de aA , ce qui signifie bien, CTXse étant un polynôme,

que r admet comme pôle a.49 ,
et le théorème est démontré.

avec la partie singulière$

Remarque 1

Le théorème subsiste si l'on remplace @ par un ouvert
quelconque Q, de 6! .QIais  la démonstration, quoique de même
nature, est bien plus délicate.

Remarque 2

On peut étendre notablement le problème précédent.

Donnons-nous des points a; et pour chacun d'eux un déve-
loppement de Laurent à exposants limités dans les deux sens,

(m,4;35  bis)
9 )It;~~9%~-9,,41~☺r�i  l

Cherchons alors'ke  fonction méromorphe $ sur a? ,telle
que, pour chaque i , son développement de Laurent au voisina-

ge de a; soit de la forme t$F.zm,i ($-a.+ )" , les ZX iétant

les coefficients deF&  pour  tout TL d 4.
,

z
* '

Alors la fonction
(j-ai)q;+"

est, ici encore, holomorphe

dans le disqueljl  < la;!, donc on peut trouver un polynomeg;
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En particuller,ai  chaque développementF&  est réduit à
une constante 3 f F
entibre sur a? i valeurs dans F

on trouzra une fonction holomorpJe

aux points aI .
, prenant les valeurs CC

SI tous les LX; sont donnés
chacun d'eux, est donnée la

si d'autre part, la série c I II. I est convergente, Llors

on peut prendre comme
majoration

solutiondefi  . On a en effet la

qui nous montre que la série considérée converge normalement
sur tout compact de l'ouvert complémentaire des Q; (ralsonne-
ment de la page précédente).

Si, toujours

pas convergente,

pour un certain entier h ,
lution

alors on peut prendre comme so-
A-4

dans le disque15 /<la; 1 iet on prend?&  -T;).
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En effet on a la majoration

de sorte qu'ici encore la série considérée est normalement
convergente dans tout compact du complémentaire des a;. S'il

n'existe aucun entier h tel que >: ""t+, <+oo,on  prendra

'",ur 1 Q-. 1 tendantun h;variable  avec i , tendant vers+-
vers +00 . On étendra facilement à des pôles m;ltiples.

Exemple

Donnons-nous comme pôles les entiers, (TLE z), et prenons

comme partie singulière au voisinage deJ$=w- la quantité

Alors la série](j)Q~~(~~  est manifestement

lement convergente dans toh compact du complémentaire des
pôles, car on a la majoration

Nous voyhs même que la convergence est normale dans
toute bande de la forme I=le  A ( =Z t 4 ) après soustrac-
tion des termes correspondant au1 ôles c1ntkus dans cette
bande; car la majoration
(onaIj-+-LI=I2:tb

(VII,4;39 P

Y -

vaut encore pour]zc)  6%
n19 1%-l%' ).

Remarquons que
$

est périodique de période-i .

Mais la fonction -
3 x3&t3r

a les mêmes pôles et les mêmes

parties singulières (elle est périodique de période 1, il
su fit donc de le vérifier pour%=O;

T
or elle est équivalente

à
3

pour
3 tendant vers 0 , et paire, donc sa partie singu-

lièdre est bienL ).

3"
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Donc la différence

044;40)

est une fonction holomorphe entière.

Par ailleurs
z restant bornk en valeur absolue,

si nous faisons tendre l'ordonnéey vers-+=,
la fonction converge

vers 0 . En effet, nous avons vu que la série st unifor-
mément convergente dans la bande [=\SA , et acun de ses
termes séparément tend vers 0 de sorte que notre conclusion,
pour

$9 resulte du théorème 66'du chapitre II .

D'autre part la fonction sinus.vérifie  l'équivalence

JI2- tend aussi vers 0 dans les mêmes conditions.de sorte quehzXj

Il en résulte que la différence % converge aussi vers 0 .

On peut donc, pour A donné, trouver un nombre B tel que
la relation 1 JC 1 SA ,~y I> B entrafne
Comme par ailleurs dans
fonction

le compact\

9 est bornée,
labande/% GA.

on en déduit

riode 1,
Mais comme elle est périodique et de pé-

complexe.
on en déduit qu'elle est bornée dans tout le plan

Le théorème de Liouville montre alors que c'est une cons-
tante; et comme elle tend vers 0 lorsque, pour= fixé
vers l'infini,

tend
elle est identiquement nulle. 99

tré
Comme on peut ensuite remplacer 5 par $-+,
la propriété suivante.

on a démon-

Théorème 29

On a les identités

@,4;‘W
n2

,hm2 ? ;a
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Prenons maintenant les primitives :

Corollaire 1 * .

@&4;+3) x cq

sy 9

Démonstration
l 4Q

On a les identités

La série 2
n-80ne.

qui est au deuxième membre de la première

formule (VII,4;43) converge en effet

(elle est nulle), et sa série dérivée -

dans ll&%& 'connexe
; le théorème il1 du chapitr Fe IV

MOUS apprend donc qu'elle converge elle-même lOCalement  uni-
formément dans &?, , et que sa somme est une primitive de

donc nc~ty~Tj-+ a une constante près. Mais

ces deux fonctions sont nulle,s à
pour la série; et Yta+) Jt$-

l'origine (nousl'avons vu

-x
est impaire), donc elles

sont identiques. Remarquons q e nous n'avons pas pris n'im-

en prenant

nous aurions obtenu une série divergente. Nous avons pris
les primitives 1~

-VS
+ 2 , nulles&  l'origine, de façon 8

avoir convergence en au moins un point, l'origine, et à pou-
voir appliquer le théorème 111 du chapitre IV; mals alors
nous devions mettre de côté  le terme -+ , singulier à l'ori-

gine. Finalement le résultat obtenu est exactement conforme
à la formule (VII, 4; 37) avec ll/=I et au procédé indique
dans la note (*) de la page370.

+ Ces corollaires sont démontrés d'une autre manière dans le
fascicule "Fonctions spéciales", p. 22 - 24.



Même méthode pour la deuxième formule (VII, 4, 43), tous
les termes étant alors traités de la même manière, car p
n'est plus un pôle; on a encore l'égalité des deux membres
à l'origine, où ils sont trivialement nuls.

Remarque

On écrit souvent, en groupant les termes n. et-T+ :

Sous aucune des formes (VII, 4; b3) ou (VII, 4; 44), il
n'est immédiat que le deuxième membre soit périodique de
période 1. On le verra à titre d'exercice facile.

La fonction T catg 7t$ - + est holomorphc  pour 13 (< 4,

et donnée comme somme d'une skie de fonctions holomorphes
localement uniformément convergente. Donc on sait qu'il y a
aussi convergence uniforme locale des séries dérivées (corol-
laire 1 du théortme 15 de Weierstrass), et en particulier
passage à la limite pour les coefficients de Taylor à l'orl-
gine.

Le -k-%necoefficient  de Taylor de X Cokg X'j - % corncide
donc avec la somme des -&&,coefficients  de Taylor des
fonctions -P-.

Or on a'SCefliéveloppement

- 2q.g...:
On en séduit  la formule

déjà définies à la formule (II, 16; 4) du Chapitre II.
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Or le développement de Laurent de o0k
sances de

3
, s'obtient immédiatement

3 suivant les Puis-
p r division du déve-il

loppement ew.35 par le développement de&w
z

; c'est un
développement dont tous les coefficients son rationnels,
et dont les premiers termes sont les suivants

(pll,b;  48 1 &j j = + - $ - $ - * - -& . * -

On en déduit que -Ly
T

est un nombre rationnel, et on peut calculer ces nombres de
proche en proche

5 (4) = c -$ = 2
n---i 90

On sait que g(-b)tend vers 1 lorsque æe6 tend vers + 00

en effet la série 2 4
-T-L=1  n.

converge uniformément pour

æena 1-k E 31 , et chaque terme 4 tend vers 0 pour
/n

&?,h ++oo; sauf le premier toujours égal à 1 (encore une
application du théorème 66 du Chapitre II). Donc les nombres

Jr2 x4 ;rr6 JT*
-'90'6 945 ’ 9450)

.--tendent vers 1.

Les<(?+tI),pour des entiers Z'r, t4 impairs,sont  inconnus.

Compte tenu de ce qui a été dit à la formule (II, 16;  19)
du chapitre II,
les formules

on en déduit, pour les séries alternées 3,(2t)),

W,4,50)
s,(Z) =c (-lnz' - lTTr2

7X=4 1%

$(4)3 '-"J-J' = 22 )..,
?I=f 720
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Corollaire 2 

On a le d&eloppement 

Il suffit d'exprimer la fonction ' 
fonctionc0 par la formule -ëc7 

Èi partir de la 

@,4;54) 
e%-1 

I 
2 

et d'utiliser les résultats (VII, 4; 43 et 46)_ On peut aussi 
donner une démonstration directe, analogue aux précédentes. 

1:s 
Les nombres rationnelsBp, sont appel&s nombres de BernoulH: 
ont des apylicatlons dans un certain nombre de probl&mes 

d analyse ou d arithmétique. 

Les premiers de ces nombres sont donnés par les formules 

Les formules (VII, 4; 42, 43 et 51) peuvent être considé- 
rées comme des sortes de " 
des fonctions figurant 

décompositions en éléments simples" 
aux premiers membres. Toutefois dans 

la dckomposition en Gléments simples d'une fraction ration- 
pas falre figurer de terme tel que 
est mis ICI pour assurer la convergence. 

* _On introduit, 
qui est l~tile 

assez artificiellement ici, un terme 
dans certaines applications. 

(2+ J!> 
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D'autre part on remarquera que la "partie entière" de la
decomposition, qui pourrait ici être une fonction entieze
arbitraire, est réduite B sa plus simple expression, gract 3

B un argument tiré du théorème de Liouville, page 374.

On peut faire sur une surface de Riemann arbitralrew  ce
que nous venons de faire dans le plan complexe @ . Soit

1 1ai un ensemble fermé de points Isolés de W .
iex

On ne yeut  pas se donner, au vofslnage  de a; , un polynôme
en , cette expression n a pas de sens. Mais on peut

'b - a;se donner une fonction méromorphe? au voisinage de a; , et

ction méromorphe T sur W telle que, pour
soit holomo$phe  au voisinage de a; ; ce

problème de Cousin sur W .

On peut d'ailleurs supposer qu'on se donne, au voisinage

de chaque U; , une carte locale C: @iC Qo-+  $(Q,@i(N;J=a;,

et?  est alors donnée, au voisinage de o(;  dans ui , par un

polynome en 61H. , ou la somme d'un tel polynôme et d'une

fonction holomorihe  qui ne jouera aucun rôle; un changement
de carte, c.a.d. un @ -difféomorphisme  x-.x',  @'-et  i

ne transforme pas un polynôme

mais transforme bien la somme

polynfme  enS,ltij

en -g-.0(;  et
d'une fonction holomorphe en une fonction analogue. On peut
d'ailleurs poser le même problème pour les l-formes méromor-
phes aussi bien que pour les fonctions. Mals tous les résul-
tats sont très différents de ce qu'ils sont sur 02 ou sur un
ouvert de c l le problème n'a pas toujours une solution.
Nous allons analyser plus en détail ce qui se passe pour une
surface de Riemann compacte W ; les CI,;  sont alors en nombre
fini. Supposons qu'il s'ggis e de formes et fonctions scalal-
res, pour simplifier : F = i!! . I“j.Cherchons  d'abord le pro-
blème de Cousin pour une l-forme 0 Pour chaque CQ , p;
est alors une l-forme méromorphe donke  au voisinage de C&L;
elle déftnit  donc un résidu. Si CAJ existe, o-p, est holo-
morphe en a,;, donc 0 a le même résidu que Pi . Pour que le



p r o b l è m e  s o i t  p o s s i b l e ,  i l  e s t  a u  m o i n s  n é c e s s a i r e  q u e  l a  
s o m m e  d e  c e s  r é s i d u s  s o i t  n u l l e  ( t h é o r è m e  2 2 f 5 ) ;  o n  d é m c n t r e  
( m a i s  c ' e s t  t r è s  d i f f i c i l e )  q u e  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  s u f f i -  
s a n t e  :  s i  e l l e  e s t  r é a l i s é e ,  i l  e x i s t e  u n e  s o l u t i o n  d u  
p r o b l è m e  d e  C o u s i n ,  o n  p e u t  t r o u v e r  k ~  .  C h e r c h o n s  a l o r s  
l ' l n d é t w m i n a t i o n  d u  p r o b l è m e ;  o n  o b t i e n t  t o u t e s  l e s  s o l u -  
t i o n s  e n  a j o u t a n t  à  l ' u n e  d ' e l l e s  u n e  l - f o r m e  h o l o m o r p h e  
a r b i t r a i r e  s u d  W  .  N o u s  s o m m e s  d o n c  a m e n é s  à  n o u s  d e m a n d e r  
q u e l l e  e s t  l a  d i m e n s i o n  d e  l ' e s p a c e  a ! - v e c t o r i e l  H  d e s  
l - f o r m e s  h o l o m o r p h e s  s u r  W  C o n s i d é r o n s  l e  g r o u p e  d ' h o m o -  
l o g i e  d e  W  p o u x -  l a d i m e n s l o ;  1  ( c h a p i t r e  V I , p a g e  2 0 9 ) .  O n  

d é m o n t r e  q u ' i l  e s t  i s o m o r p h e  à  z z j  , o?J 9 e s t  u n  e n t i e r  
a p p e l 6  , w n r e  d e  l a  s u r f a c e  d e  R i e m a y 6 e e T e ; ; ;  9  z e ;  y ; $ ; -  
s é m e n t  l a  d i m e n s i o n  c o m p l e x e  d e  H  c  
u n e  n o t i o n  v a g u e m e n t  d é f i n i e  e n  M a t h Ç m a t i q u e s  s p é c l a l e s .  S i  9  

o n  c o n s i d è r e  u n e  " c o u r b e  a l g é b r i q u e "  d a n s  u n  e s p a c e  p r o j e c t i f ,  
l ' e n s e m b l e  d e  s e s  p o i n t s  c o m p l e x e s  ( y  c o m p r i s  s e s  p o i n t s  à  
l ' i n f l n i )  e s t  s u s c e p t i b l e  d ' u n e  s t r u c t u r e  d e  s u r f a c e  d e  
R i e m a n n  W  ( g u i ,  s i  l a  c o u r b e  e s t  u n i c u r s a l e ,  e s t  l a  s p h è r e  
d e  R i e m a n n  P  ) ;  c e  q u ’ o n  ? .  a p p e l é  ( ? )  l e  g e r r e  d e  l a  c o u r b e  
e n  F k t h é m a t i q u e s  s p é c i a l e s  e s t  j u s t e m e n t  c e  g e n r e  
i n d i q u o n s  i c i .  7  

e u e  n o u s  

2 ' )  C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l e  p r o b l è m e  d e  C O U S I N  p o u r  
d e s  f o n c t i o n s .  I l  e x i s t e  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  p o w  q u e  
l e  p r o b l & m k  a i t  u n e  s o l u t i o n .  E n  e f f e t ,  s i m  e s t  u n e  l - f o r m e  
h o l o m o r p h e , C i l  E  H  ,  e t  e  u n e  f o n c t i o n  m é r o m o r p h e  d o n n é e  
a u  v o i s i n a g e  d e  a i  ,  a l o r s  e  G T  e s t  u n e  l - f o r m e  m é r o m o r p h e  
a u  v o i s i n a g e  d e  a ;  ;  s ' i l  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  $  m é r o m o r p h e  

a u  v o i s i n a g e  d e  C G ~  ;  d o n c  
f l d o l t  ê t r e  n u l l e .  C e c i  d o i t  ê t r e  

v r a i  p o u r  t o u t e  C Ü E  H .  C o m m e  i l  y  a  9  f o r m e  h o l o m o r p h e s  
i n d é p e n d a n t e s ,  G ,  G L , . . . ( G  c e l a  f a i t  e n  t o u t  
t i e n s  q u i  d o i v e n t  i & e  v é i - i f i  e s  p a r  l e  s y s t è m e  d e s  p  g '  3  

c o n d l -  
.  i c i  

e n c o T e  o n  d Ç m o n t r e ,  e t  c ' e s t  t r è s  d f f f i c i l e ,  q u e  c e s  z & d i -  
t i e n s  s o n t  s u f f i s a n t e s  p o w  q u e  l e  p r o b l & m e  a i t  u r Ç e  s o l u t i o n .  
Q u e l  e s t  a l o r s  l e  d e g r é  d ' i n d é t e r m i n a t i o n  ?  I c i  c '  e s t  t o u t  
s i m p l e  :  t o u t e  f o n c t i o n  h o l o m o r p h e  e s t  u n e  c o n s t a n t e  ( c o r o l -  
l a i r e  7  d u  t h h o r è m e  1 2 ) ,  l a  s o l u t i o n  e s t  d é t e F m i n & e  a  u n e  
c o n s t a n t e  a d d i t i v e  p r è s .  C e s  r & s u l t a t s  e t  d ' a u t r e s  a n a l o g u e s  
O n t  é t é  C l é m o n t r é S  a u  S i è C l e  d e r n i e r  p a r  R I E M A N N ,  W E I E R S T R A S S ,  
P 5 E L .  O n  r e m a r q u e F a  q u e ,  p o u r  l e s  l - f o r m e s ,  i l  y  a  1  c o n d i -  
t i o n  d e  p o s s i b i l i t é ,  e t  

9  d e g r é s  d ' i n d é t e r m i n a t i o n ,  e t  ~ . u e ,  
p o u r  l e s  f o n c t i o n s ,  i l  y  a  L J  c o n d i t i o n s  d e  p o s s i b i l i t é  e t  1  
d e g r Ç  d ' i n d G t e r m i n a t i o n ; i l  y  a  u n e  s o r t e  d e  d u a l i t Ç  e n t r e  l e s  
d e u x  p r o b l è m e s .  
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Il existe une généralisation de ce type de dua-
lité, qui constitue le théorème de Riemann-Roch, et dont
les généralisations modernes font partie des plus profonds
théorèmes des mathématiques.

Prenons pour cas particulier la sphère de Riemann @ .

1'1 Le genre 9 est nul, car la sphere de E3 est simple-
ment connexe (theorème 57 du Chapitre VI), donc son groupe
d'homologie est réduit a (0) (tout cycle de dimension 1
est homologue à 0 , et même homotope  à 0 ). Donc l'espace H
des l-formes holomorphes est réduit 8 (01.  C'est d'ailleurs

ici évident; une l-forme holomorphe sur @I est entière sur
az* mais alors elle a obligatoirement un pôle d'ordre &2

au po nt 00 si elle n'est pas identlquement nulle (rappelons
que 4 k 4 a un pôle d'ordre &+ 2, ; voir page36).  Alors,
pour les l-formes, le problème de Cousin est résoluble dès
que la somme des résidus est nulle, et sa solution est uni-
que. On le voit aussitôt directement comme suit. Pour chaque

f’r:Â: $#,où'&,  est un polynôme en -a
on peut se donner comme4partie  singulière

sans terme cons-

tant; posons C-, ,;=3-t&;P,  .
3 -Pour le point 00 , on se donnera

la partie singulière Pd=Cm,o où B est un>
polynôme (rappelons-nous en eff&  que sont singu-

lières);-c-,m=fl&w P, . SI A=X 1; , la forme cher-
> CL#"

chée CC) est nécessairement de la forme W= A %+R+IR polynôme. On doit alors avoir, en regardant le point)oo,

C 2k
-l,or, t B $ =aTm c-,,~  a + R dj ,

5 *
ce qui  donne

d'abord la conditiofi  x c-,  i + (-C+)=
résidus doit être null2;'zuis  É=R

0, la somme des

ce qui détermine R
de manière unique. Une condition de bossibilité,,  aucune indé-
termination.

h
2O)  Passons au problème de Cousin sur c pour des fonctions.

Pour ;haque aif OQ ,
en -

la partie singulière est un pol nômet
sans terme constant; pour 00 , un polynôme oo en5

3 -Ci.; 3
sans terme constant. Posons P= 2' 7; . Alors on doit

a+-



avoIr qc? + R 
de R 

R polynôme; soit C le terme constant 
- en émiv& la condition à l'&Yni, on trouve 

P_=S-G ce qui détermine R 
Aucune condition de possibilité, 

a une constante pres. 
1 degré d'indéterminatian. 

soit {% )+GI un ensemble fermé de points isolés dec 
et, pour chaque L , un entier +; 3 4 Le 2eme problème 
de Cousin consiste .4 trouver une fonctik 
b valeurs complexes, 

entier-e sur @, 
ayant pour séros les points ai avec 

exactement les ordres de multiplicltés p; . 

Théorème 30 de Weierstrass 

Guelles que soient la suite des a; et la suite des +i , 
le deuxieme probleme de Cousin admet des solutions; on ob- 
tient toutes les solutions en multiPld.ant l'une d'entre 
elles Par une fonction arbitraire, entière et sans seras, 
c.a.d. de la forme e? , 4 f 
arbitraire. 

est une fonction entiere 

Démonstratlon 

Soit k une fonction méromorphe 5 valeurs complexes dans 
(lz> ayant les a; comme pôles simples avec les résidus +I - 

une telle fonction existe d'après le théoreme 28 de Mittag-' 
Leffler. Soit s0 un point fixe de a? différent des LX; . 

Considérons l'intÇgrale h(j) = j4)dX , Calculée 
* 

suivant un chemin C0 de longueur finie évitant les a,, 
allant de je a 'j . 

et 
Tant que le 

un ouvert simplement connexe fi de 
n varie en resta% dans 
~ {a; }_i.I , l'integrale 

ne varie pas, et represent 
dans fi (théorème 7). Msis 

une primitive k0 holomorphe de R 
{a~\;~~ lui-mgme n'est pas slmplement 

connexe, puisque un cercle Entourant 
homotope à séro, 

l'un des a' n'est Pas 
et l'intégrale précédente a do& 

une infinite de valeurs possibles suivant le 
a priori, 

chemin choisi. 
Mals la diffÇrence entre deux de ces valeurs est 
de A(c) ${ 

l'lnté raie 
suivant un ca-cycle r de longueur finie Yche- 

;;ieferme allant de $0 .& 3__ ); le plan étant simplement con- 
ce cycle p est homotope a 0 donc homologue a 0 

dans' c , et on peut lui appliquer le theorème 19 des résidus: 
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cette intégrale est le produit de2sJt  par une somme de résidus
de -k . Mais tous les résidus de & sont des entiers; donc
la différence entre 2 valeurs de H en un point 3 est un
multiple entier de 2i~
terminée. La fonction ek

donc eH(a) a une valeur bien de.-
ainsi définie est holomorphe et

sans zéros dans ; soit en effet 3, un point

de cet ouvert, et A un disque de centre 3, contenu dans
cet ouvert; pour 3 dans. A , on pourra choisir la détermi-

nation de H définie par H($I  = , où la première

intégrale est calculée suivant choisi une fois
pour toutes, et la deuxieme  suivant un chemin contenu dansA;
comme A est simplement connexe, cette seconde i tegrale
est une fonction holomorphe de /

l?
(primitive de 2, dansA  ),

donc aussi la détermination cor espondante de H et par
suite eH est holomorphe et sans zéros. Sa valeur en $0 est1.

Considérons

est holomorphe

tions de Ht$)

maintenant un des points CL; . On ah=--
4
h +k,ou$-a;

au voisinage de a; 0 Les diverses détermina-

peuvent s'écrire i
3 +1;

?-a.  + '-pc(s)  d3

ou encore

est connexe,

une fonction est déterminée, dans cet-ouvert, a un facteur
constant près par sa dérivée logarithmique;

t
est donc la

seule fonction holomorphe de dérivée logarith
telle que f<$,,=  4 -

ique &,et

Regardons de plus près sa forme, en utilisant la méthode
de résolution de Mittag-Leffler pour la détermination de k .



Déterminons donc à partir d'un point +!Y= i0 diff'érent 
de tous les a;, , une skie (VII, 4; 35) : 

qui converge localement unifoimement dans le complémentaire 

On a vu que Q. est 
mitive de ce polbôme 

un polynôme. Appelons RC l'unique pri- 
qui soit nulle au point $0 ; on a alors 

directement que nous avons la un pro- 
. . L On voit d'ailleurs 

duit inflni, qui prend la valeur 1 au point 
serie dérivee logarithmique 
vers a dans l'ouvert connexe 

verge lui aussi localement uniformément dans le même ouvert 
d'après le théorème 112 du chapitre IV; et il a évïdemment 
les propriétés demandées] . 

En général, 
l'un, 0+ , 

on prendra$O=&= 0 (s'il se trouve que c'est 
des points a; 

correspondant a l'ordre di multiplicité de ce zéro, 
on isolera d'abord le terme 3 pO, 

et on 
s'occupera ensuite de trouver une fonction admettant les 
autres zéros avec leurs ordres de multiplicité donnés). 

forme 

Il est bien évident que le quotient de deux solutions 
est une fonction entière sans Gros arbitraire; d'apres 
le corollaire 4 du théorème 10 , elle est l'exponentielle 
d'une fonction enti&re arbitraire. 

Remarque 1 

Le fait que (IL? était simplement connexe a joue un rôle 
essentiel a un moment donné de la démonstration du théoreme. 
Soit fi un ouvert de c ; 
premier problème de Cousin 

on a vu (remarquelpage 37l)que le 

dans 0, . 
avait toujours des solutions 

On peut donc construire la fonction #,, de la dé- 
monstration précédenteQ Mais alors la quantité H(j) n'est 



plus définie à un multiple entier près de Zir, parce que
le théorème des résidus n'est applicable que si T' est homo-
logue à 0 ce qui n'est sGr que si fi est simplement con-
nexe. On dispose cependant d'une marge de manoeuvre,parce
que le choix de '/L n'est pas unique; on peut montrer que,
pour un ouvert fi de c , le problème a toujours une solu-
tion. Mais il n'en sera pas de même pour des surfaces de
Riemann, même si le premier problème de Cousin a une solu-
tion; nous verrons un exemple plus loin.

Remarque 2

On aurait pu chercher 7 à valeurs dans un Banach F
satisfaisant aux mêmes conditions. Mais c'est là une génk-
ralisation triviale; car il suffit de multiplier une fonc-
tion scalairs ayant les zéros donnés par un vecteur fixe
non nul de F .

Remarque 3

Si, au lieu d'exiger que $ admette les zéros a; avec les
ordres +; , on exige qu'elle ait au moins les zéros a; (mais
d'autres éventuellement), d'ordres au moins 4; ,c,à.d.  que,
dans l'anneau des fonctions entières

Pi

'Tt'divlsible  par

chaque (3 - a;) , alors la fonction construite dans la dé-
monstration repond encore A la ques et on obtient tou-
tes les autres en la multipliant par une fonction entière
arbitraire (ayant ou non des zéros).

Cas particuliers importants

Supposons que la série cfi
on aura la solution suivant& a~

soit convergente, alors

@w; 59) pp = .T1- (4 - ai'; '
4=0 i

le produit écrit est en effet localement uniformément conver-
gent dans le complémentaire des zéros, d'après le théorème
70 du Chapitre II.

S'il n'est pas ainsi, mais si la sériez

convergente,

(~4;60)



c'est en effet ce que donne la méthode prkédente, compte 
tenu de (VII, 4; 37). 

+4 
Si, pour tout ,+L, x , a~ ,\+,= + a2 , on aura une formule 

avec des hi tendant vers l'infini pour a+ ten- 
. 

Corollaire 1 

On a la formule 

WI,~;61) 

oes produits Infinis étant localement uniformÇment con- 
vergents dans 1~ 

En effet,'?! est la seule fonction holomorphe de clki- 

vee logarlthmlqke TT& 
j 5 

~3 -?- et valant I a l'origine; 

il suffit alors d'appliquer (VII,4;43). 

Remarque. 

De même que, page 367, nous avons compara les dÇveloppe- 
ments obtenus à des décomposltions en @lement simples de 
fractions ratIonnelles, nous pouvons comparer (VII,4;Gl) 
au developpement en produit de facteurs premiers d'un poly- 

n ô m e .  Ici encore on ecrit T((,î-&) e%j et non X(,)-X), 

pour assurer la convergence. D'autre part, dans le cas des 
polynômes, il ne restait jamais quI.un facteur constant ar- 
bltraire, parce qu'un polynôme sans z&os est constant 
(d'Alembert); ici il reste une fonction entike sans z&c 
arbitraIre, et il est remarquable qu'elle soit constante 
pour la fonction &. 

Corollaire 2 

soient {a;jLel , {-bj}jcJ , deux ensembles r'er&s 

disJoints de points isolés de c , et i,- +L a $+qjJ CieUX 

applications de 1, J dans l'ensemble des entiers > 0. 



Il existe une fonction méromorphc  1 sur QI! , à valeurs,
complexes, ayant les a; pour zeros'avec les ordres * et

(deuxieme pro %mëtl
le fonction, on obtient

mêmes propriétés en
la multipliant par une fcnction  entière sans zeros arbitraire.

Démonstration

Corollaire 3
3

Toute fonction meromorphe sur @, à valeurs dans un
Banach r est quotient d'uné fonction entière Èi valeurs
dans FpaG une fonction entiére & valeurs comPleXeS.

Démonstration

Soient & les pôles de 7,
n sczlaire entière&

d'ordres q; . Il existe une
ayant-les zéros &i d'oraesq;;

&est une fonction entière y a valeurs dans F , et
.

Corollaire 4

soit i j(L,: kT
un ensemble fermé de points isolés de @

et soit L-Z
existe une

une application de 1 dans le Banach FZ g
fon&ion entiere , a valeurs dansF ,

prenant au point CL; la valeur Z; . a
+
4 est une fonction

&Pondant  & la question, cn obtient toutes les autres en
lui ajoutant une fonction entière arbitraire dannulant  en
tous les a;.

Démonstration

Soit L une fonction scalaire, a ant
simples(deuxième  problème de Cousin3

les a;: c-me  zéros,
. Alors, si $ existe,

4r
est une fonction méromorphe ayant pour pôles simples les Gi

pour lesquels Zi # ô, i?avec le résidu-c  en un tel point+
-K (a;1
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Inversement scit T une fonction satisfaisant 2 ces condl- 
tiens (premier pi-oblème de Cousin); alors TX T&_ répond à 
la question. Il est bien évident qu'on obtient toutes les 
autres en lui ajoutant une fonction entière nulle en tous 
les ai ,  c.2.d. produit de a par une fonction entière ai-bi- 
tr2ire. 

Exemple 

Cherchons une fonction prenant la valeur <% au point 

7~ e Z, avec Z 
?IF0 

-devra avoIr le résidu zn au pointfl ; comme la sérle 
converge, on pou-ra prendre 

Remarque 1 

N~US avions dgjà résolu le problème précédent et même un 
probl&me bien plus général dans la remarque 2 suivant le 
théorème 28. 

Remarque 2 

Si les w sont en nombre fini, 
d'inteFpola<ion de Lagrange. 

on retrouve la formule 

Thécrème 32 de Hadamard 

s o i t  - j  une fonction entière sur U? à vzleurs complexes 
et admettant une majoration du type suivant, pour1 1  
grand :  

3  a s s e z  (.Y44,UJ 
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alors si les Q,,: sont ses zéros, multiples d'ordres j; , J&

est convergente dès que le nombre réel-k

localement uniformément convergente dans
. b0 ~CI est l'ordre du zéro à l'origine, et P un polynôme

de'degre  <k . La démonstration de ce théorème est très diffi-
cile, et nous ne la donnerons pas; c'est un des premiers théo-
rèmes démontrés par Hadamard (1892,  il avait 27 ans) et un
des plus spectaculaires (le mémoire où ce théorème et plu-
sieurs autres, également très remarquables, furent publiés,
lui valut le Grand Prix des Sciences Mathématiques, décerné
par l'Académie des Sciences).

On vcit combien ce théorème peut être précieux. Si par
exemple nous considérons la,fonction  d.in;  T$, elle admet bien
une majoration du type precedent  avec 1 exposant p= 1 ,
car on a

(YU,4;64)

Il en résulte que l'on a nécessairement x 4 <oo

-fi!
n31 I-L

pour >1 (ce que nous savions déja), et, en prenant ,L=l,
l'expression Y

n#O
où a( et fi sent des constantes inconnues. Mais la fonction
131;YLest impaire, et d'autre part au second membre3 est im-
pair et le produit infini est pair, donc nécessairemente '3c( +P
est une fonction paire, d'où l'on déduit D(= 0 . Il suffit

alors de remarquer que &LJrq tend vers TT lorsque tend
vers 0 , et que tous les i?ermes du produit infini

pour en déduire e'= TT
4va ent 1

d'où à nouveau l'iden-
Sans connaissance i'aucune  formule préa-

lable,(VII,4:61)  se déduit immédiatement du th6orème de
Hadamard.



390 

Le thborème de Hadamard montre que, dès que l'on connait 
les zéros d'une fonction avec leur ordre de multiplicité, 
avec en outre une certaine condition de croissance (VII,4;62), 
on connait a tres peu de chos près, la îonction, pulsqu'elle 
est determinee f 5 un facteur e pr+s, OÙ P est un polynôme 
de degré ch . 

Supposons en particulier que l'on ait (VII, 4; $3) avec 
f < l.Alors on peut prendre k=O , et le facteur!=? se ré- 

duit a une constante. C'est ce qui se passe si 
$ 

est un poly- 
nôme. D'ailleurs le thkxeme 32 contient comme cas particu- 
lier une généralisation considérable du thoorème de d'Alembert: 

Corollaire 

si une fonction scalaire entlère sui uz admet la majora- 
tion (VII,4;62) avec P < h + 4 , et n'a pas de zéros, elle 
a la forme gr , ou P 'est un polynome de degré h h ; en par- 
ticulier, si p <l , elle est constante. 

On peut encore dire qu'une fonction # vériflant (~11.4:62) 
avec P d 1, et qui n'est pas un polynôme, a une infinité de 
zeros'(car, si elle n'en avait qu'un nombre fini, elle serait 
un nroduit C q( I  -  & )  don? un nolyn3me1, donc aussi prend 

+ 
une infinité de fois toute valeur c (en considérant 
Le résultat ne subsiste pas pour f? >d 
l'exemple de e? qui ne s'annule jamais: 

comme le 

85 APPLICATIONSDUTHRORRMEDESRI%3IDUSAUCALCUL 

D'INTFGRALESDEFINIES 

D'après sa formulation meme, le théoreme 15 des résidus 
permet de ramener le calcul de certaines intÇgrales définies 
dans le plan complexe a des calculs de résidus, c'est-a-dire 
de coefficients dans des développements limités au voisinage 
de certains points singuliers. Mais en outre beaucoup d'in- 
tégrales sur la droite réelle , ne faisant Intervenir a priori 
aucune fonction de variables complexes, peuvent, par des mo- 
difications convenables, se calculer de la merne manière. 
C'est le plus puissant outil pour calculer certaines inté- 
grales définies pour lesquelles l'intégrale indéflnies cor- 
respondante n'est pas calculable. 

Exemple1 

Intégrale de 0 a 'l,?I d'une fraction rationnelle des fonc- 
tions trigonométriques. 
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Soit RC s-X-- une fraction rationnelle de 2 variables

complexes, P a coefficients dans un Banachr  , Q à coef-
ficients complexes. Soit à intégrer

2A4
bp,5;4) R (coje,.he)de  .

idOn effectue leJihangement  de variables @ -3 ; on obtient
formellement

@U,5;2)

f étant le cercle trigonométrique parcouru dans le sens
direct. Et en effet, si on veut calculer cette intégrale de
forme dli;férentlelle,  on peut justement paramétrer r par

'2
e

Ma S%ors
et on obtient bien (VII,5;l) d'après (VI,6;74).

{VII,5;2) se calcule d'après le thdorème Intérieur
19 ou extérieur lgbis des résidus.

Soit t calculer par exemple

I

27r
(3n55;3)

de
0 Q+c060  T --v'w

On obtient

le trlnome a deux racines, dont le produit
est 1; une d'entre elles est donc dans le disque trigonomé-

trique A bordé par r Appelons-l& N=- a -t j/zT>
correspondant a une détermination convenable du radical; si
par exemple a est réel > 1 , c'est la racine > 0
faut prendre, s'il est < - 1

qu'il
, c'est la racine < 0 . Le

2résidu en o( est T 1 ce qui donne
.2n + 2ot+%a/ '

p.L5;5) I-- d e
n a+02450 =& ’

On pourra, a tltÏ-e d'exercice,
qui consiste a poser t += t

utiliser la méthode usuelle,

4
. On remarquera bien que la

présente méthode calcu e un residu en o( , mais ne calcule

pas de primitive J
cp de

a atco☺-58  l

A titre de vérification,

pour d tendant vers 60 , l'integrale  est trivialement éoui-

valente Y ” de 2~-z-.
a d



Exemple 2 

soit -K = - F 

Q_ 
une fraction ratIonnelle, P ci coefficients 

dans un Banach F sur c , Q i coefficients complexes. Pro- 

posons-nous de calculer 7 R~. Cette lntégrale a un 

sens si, d'une part, Q n’a pas de zéros r&els, si, d'autre 

part, de3 Qa de9 F+L (lntégrabilité & l'infIni). 

On peut considÇrer un cas un peu plus général, en suppo- 
sant que Q possède éventuellement certains zéros réels 
d'ordre 1: dans ce cas, pour chacun d'eux %,, 
l'intégrale en valeur principale de Cauchyt% 

, on calculera 

(Chapitre IV, page 656); on peut de meme suppDse?i%\%ent 

que dyQ>dy F+ 1 . quitte a co;;fdérer une valeur 

principale de Cauchy à l'Infini, &,_ 7 , car - 
Q 

est la somrne d'une fraction rationnelle Impaire qui donnera0 
7 et d'une fraction rationnelle paire o 
00 

pour laquelle 

&f Q. > dq x + z pulsque la différence des degrés est 
& 1 et paire. FlnalemeAt, on cherchera t calculer 

On peut d'abord calculer UP j_- &&c par des mb- 

thodes purement réelles, en décomposant- en éléments slm- 
a 

pies. La partie polynomiale est nulle, t cause des conditions 
sur les degrés. Donc : 

W5;7) 

les a; étant les zéros de Q (réels ou complexes). 
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Mais l'intégrale dm
(s--ai)*

est nulle dès que &Z,JC

car elle vaut 1- 0 . Calculons donc

Soit d'abord %z a; > 0 . On peut intro-

et de dérivée

4 . Donc :

Le premier terme tend vers 0 pour A ini'ini  parce que
A

I l

a-i/
--A--a;

tend vers 1, le second terme tend vers in . Avec un calcul
identique pour .%L CL;,< 0
(voir formule (IV,g;llg) ) :

, et évident pour %IX a,= 0

d'où le résultat cherché

complexes,
fonction &y? en variables

ce qui est normal puisque les a; sont complexes;
par contre nous n'avons nullement utilisé d'intégrale curvi-
ligne dans le plan complexe, mais seulement une

intégrale d'une fonction & valeurs complexes ou dans un Ba-
nach complexe, sur w par rapport a la mesure dx rentrant
dans le cadre du chapiire IV sur 1'intégration;il  n'i a pas eu
de résidu, et nous sommes  passés par des primitives. Nous al-
lons maintenant obtenir le même résultat par des intégrales
dans le plan complexe, calculées par résidus. Soit d'abord

sur ce demi-cercle, On peut donc



8A étant parcouru dans le sens de A 2 -A . Mais alors 
c= [ - A , + A ]  u  r A  e s t  u n e  c o u r b e  c - p a r  m o r c e a u x ,  q u i  

e s t  l e  pseudo-bord d'une varieté avec pseudo-bord, & savoir 
le demi-disque A p; 15 \sA,Lk$ ao . AA é t a n t  orienté 

pa? uz? rA est bien ti paxc'~rir dans le sens direct. Nous 
avons $u au théorème général de Stokes 38 du chapitre VI, 
que la formule de Stokes était applicable dans ce cas (exer- 
cice 2O page 175) donc aussi le théorème des résidus 15. 
L'intégrale correspondante est donc égale & P,.LT fois la 
somme des résidus correspondant aux p6les contenus dans ce 
demi-disque (pourvu qu'il n'y ait pas de pôles sur ). si 
A e s t  a s s e z  grand! cette somme est indépendante d JAA et 

vaut la somme des residus des pôles contenus dans le dem!- 
plan supérieur 3~~1 !j > 0 , s o i t  :  

, a . - . ,  2  

Il en r é s u l t e  d'ailleurs a p&steriori que la forme particu- 
lière du contour dans Q , à savoir PA , était sans impor- 

tance, et que par exemple n'importe quel contour Ca , d e  
l o n g u e u r  f i n i e ,  entourant une fois dans le sens direct tous 

les résidus de? dans le demi-plan supéi-leur, donnerait le 

même resultat. Mais nous devions partir de 

e t  d e b u t e r  p a r  ,  p o u r  ê t r e  . s Q r  q u e  .  

rA 

Cn peut aussi utiliser l'autre d e m i - c e r c l e  
v e r f ;  /  5  \ = A ,  -A < Avg 5 < 0 , toujours yarcouru de + A 

, et on trouve cette fois, ~0mme 5 =~A,+A] u ri 
est d parcourir dans le sens rétï-ograde, donc en sens inVerSe 

Les 3 i+sultats (VII,5;lO,l2 e t  1 3 )  s o n t  b i e n  é g a u x ;  e n  e f f e t  
l a  s o m m e  d e s  r é z i d u s ,  y  c o r , p r i s  l e  r é s i d u  &  l ' i n f i n i ,  e s t  
n u l i e ,  d'apr:,s le corollaire du théo&me lsbis, et le résidu 
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à l'infini est nul puisque de9 Q+>dy? +a . Supposons
maintenant seulement de Q >/dy P + A

L'intég  .ale sur FA1%
mais toujours les

CLt non réels.
à l'infini, on a,

n'est plus négligeable;

et ici encore les 3 résultats" (VII,5;10,15  et 1s) sont
égaux, puisque la somme des résidus (y compris &&, ) est
nulle.

Supposons maintenant qu'il y ait un seul zéro (z; de a
situé surW La valeur principale est la limite d'une ln-
tégrale sur 1; complémentaire de l'intervalle symétrique

ca;- e, a; + 6-J) lorsque & tend vers 0 . Ajoutons alors

un demi-cercle ri,& ; 15 -a; 1 =E,%n$  30 , parcouru de
compte tenu du développement

) , II$, (4) ! borné lorsque ,3 tend

vers" a; , l'intégrale sur ce demi-cercle tend vers

- iL+;,,=- izr WA,. - lorsque &p'
* Q

tend vers 0 . S'il y a
plusieurs pôles surR , on fera de même pour chacun d'eux,
de sorte que finalement



p a r c o u r u e  dans le sens direct, d 
théorème des résidus : 

_----- ------- 

L'utilisation de deml-6ercles lnférleurs donnerait 

Les 3 rbsultats sont encore 6gaFx, puIsque la somme des rési- 
dus est nulle. 

On volt, dans ces formules, que le résidu & l'infini ne 
joue as un rôle diff'érent des rÇsidus des pôles situés 
sur 8. On partage en quelqu6 sorte chacun de ces pôles en 
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deux noitiés, affectées aux demi-plans supérleur et inférieur.

Un argument essentiel a été utilisé, dans tous ces raison-
nements :

Le mme

Si, sur un secteur S d'un cercle de rayon R , une fonc-

tion g<fi est majorée en norme

iij5i,$;'s

I.- , alors

/I est majoré parp~k~~~~  ; il tend donc

vers 0 pour R infini si C% > 1 .et tend vers 0 pour R ten-
dant vers 0 si C( < 4 .

Nous retrouverons souvent cette majoration évidente.

Nous pouvons résumer les résultats obtenus en un théorème :

Théorème 32

soit -5- - une fraction rationnelle d'une variable,? a
Q

coefficients dans un Banachr.  Q a coefficients complexes,
les zéros CL,: de & étant non réels, ou réels d'ordre 1, et
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Appliquons les résultats précédents au calcul de certains 

produits de convolutlon l . Soit t calculer ' 

OÙ G et .f~ ne sont pas réels. Ces deux fonctions appartien- 

rient a LZ 
tion continie 

donc leur produit de convolution est une fonc- 
bornée, donnée pour toutes les valeurs dex 

par la formule 2 du fascicule "Convolution l * 

Q5;ZOJ 
1 

l c.z 
, 1 dk 

CC-O- L * *=J__,(t-u)(x-t-hJ 

Nous avons donc exactement l'intégrale d'une fraction ration- 
nelle sur R . Elle a pour p6les t= a, t = a~- h 
les résidus correspondants sont 

, et 

La somme de ces résidus est nulle, comme il se doit, le 
rÇsidu a l'InfIn etant nul. On obtient donc les résultats 
suivants : 

Theorème 33 

Pour a et 47 non réels, on a : 

* Nous supposons que les fascicules "Distrlbutlons, Convo- 
lution, Intégrale de Fourier,..." viennent & le présent 
chapitre VII dans l'ordre de la rédaction du Cours. Donc 
nous ne parlons de la convolutlon qu'a titre d'exemple, et 
on se persuadera aisément que nous n'utiliserons pas cette 
convolution dans le reste du chapitre. 

** Cette propriété de la convolution, d'opérer contInuement 

de cx Lx dans l'espace des fonctions contInues bornées, 
n'a pas éte démontrée dans le fascicule. 
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Par dérivation, compte tenu des relations entre dérivation
et convolution, on en déduit :

Corollaire 1

On a ;
I-.

@IL,5;23) (x - cp+'

(+1,-d ) ou 0 suivant les signes de .%L a. %& ).

Si alors on veut calculer le produit de convolution de
2 fractions rationnelles nulles à l'infini et sans pôles
réels, on pourra, soit appliquer directement le théorème 32,
soit la décomposer en éléments simples et utiliser (VII,5;22
et 23) en convolant terme a terme.

Un exemple utile en calcul des-probabilités (loi de Cauchy)

est la convolution AY ' 6 1 a et & réels BO.
r On aura Ici :T x2+ aZ * Yi- xz+.bl,'

(Y&5;24)
a
yy- & *

e- 1 4 4
F-xZ+= 2isl 3c-afL-*- 4 c 1

2irr x - 4-i -*>

-1 2iTT -1 -2LcTr=-
4rr2 x - a i - e; + 4l-p x-t ac +

1 a+&

- T- X2t((at.Q2



par application de (VII,5;22), 2 des 4 produits btant 1~1s~ 
On retrouve bien la formule 22 du fascicule "Convolutlon"; 
donc : 

Corollaire 2 

on a, pour a et !?J réels > 0 : 

@lI,5;24) 
d 4 8 1 L-Lt& 
Tf x=+Lxz * FTFFF 

A z- 
77 =cz+(lz+&)L* 

Remarque - SI maintenant a est réel 1 
'TzYL 

n'est plus lo- 

calement in'cégrable, et ne définit pas une distribution. 

Cependant Ub&& définit une distribution par la formule 55 
du fascicule"'Distrlbutions' : 

(q5;25) <%7+ /a >lj > = V+I j_; qLT!2 

On peut aldrs se demander si i'on peut donner un sens au pro- 

duit de convolution Y7+ & * tij ==&&, pour LL réel et & 

non réel, ou pour c& et 4 réels. Ce ne sont plus des fonc- 

tions de L' (ni même des "fonctions", au sens don& dans la 
théorie des distributions, c'est-q-dire localement intégra- 
bles); d'autre part aucune d'elles n'a un support compact. 
Donc aucune des méthodes indiquées au fascicule "Convolution" 
ne permet de définir cette convolutlon. Il existe cependant 
de nombreuses méthodes, qui toutes donnent le même résultat.. 

1) Soit a réel et & non réel. Soit q une fonction dea 
égale i 1 au voisinage de CL. On peut poser, par définltion : 

est a support compact, et le 2ème, noté * , parce que 
d-q A (2) 
z-‘3, et =x-k sont dans Lz . Il reste k montrer que 
le résultat est indépendant du choix de M . Soit donc fi 
une fonction ayant les mêmes propriétés. Nous devons montrer 
que la dlfférence des deux expressions correspondantes est 
nulle; or elle vaut : 

d-P est nulle au voisInage de C& , donc Zk& est dans-s. 
X-L 
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C'est la différence de 2 produits de cunvolution  identiques;
mais le ler est calculé en considérant +-P

X-CL comme i; support
compact, le 2ème en considérant les 2 fonctions comme dans L',
Or le produit de convolution de 2 fonctionsde Lz est défini
par' l'intégrale 2 du fascicule "Convolution"; et le produit
de convolution de 2 distributions, lorsque l'une est a support
compact et qu'elles sont toutes les deux des fonctions, est
aussi défini par la meme intégrale, donc la différence pré-
cédente est bien nulle.

2) Voici un autre procédé, qui donne en outre la valeur du
résultat. La formule (IV,g;121) du chapitre IV donne

(m,5;29) 4h-b
1

k-O,& >o X-‘d  + if5
4Jj.J  ’ - d(,, ,

X-d

la limite étant prise au sens des distributions. Nous l'écri-

Mais la convolution z-ky ie * -& existe, puisque les

deux termes sont des fonctions de
par lti théorème 33.  Nous poserons

L” , et elle est donnée
alors par définition
/

4
x-a+ i&

*
Si cL n'est pas réel, 1

Jc-a+iïs
converge au contraire

1
vers x , uniformément sur]R donc dansg'. Elle con-

verge aussi dans L2 par le théorème de convergence de

Lebesgue, car elle est majorée par E L2

13Tn.  a
pour E G I .
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SI %-L~>O , cela donne, d'après (VII,5;22) 

0 +iTT,c (U) -=&-& = 
i,Jr 

JC-&-& ' 
Où T(G) est la translatée par la translation a , et, SI 

Reste à voir que le résultat alnsl trou& est le mhe que 
celui qui est donné par la première mÇthode. Mais , lorsque 

k > 0 tend vers 0 , N 
,.x-L2_ + Lt, 

tend vers q W?J~+~ -i,~&~, 

dans &h' en gardant son support dans un compact fixe, donc 
N 4 tend vers qv+-* 4 

z-C%+66 *S=?T =-a(l) a=--& -LT* 

( propositiou 5 du fascicule 'Convolution'). 

D'autre part 
A-W 

x-a+&& , tend vers LLz dans L%, 

c*r elle converge ponctuellement (et m@me uniformément) et 

est majorÇe par une fonction fixe de L' ; la convolution 
6tant contlnue de Lz x L’ dans l'espace des fonctions con- 

tinues bornées, 4-LY 
*& 

converge vers 
z-a.+LE 

A-4 1 .d_T unlformément sur n , donc dans$$: 

on a d%,?la k?rnIts Çtant prise danss' : 
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On peut opérer de même si a et & sont tous les deux
réels. Par exemple on aura, par définition :

On peut donc compléter le théorème 33 par :

Corollaire 3
Si a est réel et -& non réel, on a :

si a et J+ sont tous les deux réels :

En particulier

Remarque - Pour u réel et & non réel, le résultat cobcide

avec l'intégrale 21 dt donnée par
(t-a) (=-~-W

le théorème 32; suivant le calcul fait dans la démonstration
du théorème 33; si 01, et & sont tous deux réels, Il en est
de meme dans l'ouvert c Idi)

, où les deux quantites  sont

nulles; mais cela n'était pas évident a priori, et celà ne

pouvait 'de toute façon pas donner le terme - x26 (ace)  '
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Dans le théorème 32, le calcul des résidus étalt un outil 
commode, mais ptiuvait etre évité; o* Temayquera même qu'il 
en fait plus long que la méthode directe. Mais il n'était 
nullement nécessaire de supposer qu'on avait af'l~aire & une 
fraction rationnelle. W3ur que 1’ODéPatiOn i-éUSSiSSe. Et 
alors on obtient fax~lkment~des cas OÙ l'intégrale ne peut 
se calculer que par la méthode des résidus, ou des astuces 
analogues, mais non directement, ’ c est-k-dire des ca.s où l'on 

r+m 
peut calculer l'intégrale définle 1 alors que la primi- 

fi= m 
tive ou intéxrale lndéfinie l n’est pas cornue. consi- 

dérons par exemple l'intégrale (de Fourier) 

OÙ~ est encor-e une fraction ratIonnelle, Q ayant des zéros 
Q  

n o *  r é e l s ,  o u  r - S e l s  d'ordre 1, et de9 Q 2 dy ?+ 1 . La 
valeur principale a un sens pour tout pôle réel, les condi- 
tions indiquées au chapitre IV, théorème 101, étant triviale- 
ment réalisées; pou7 x Infini; la valeur principale de Cauchy 
est nécessaire si H = 0 mais no* pour c+# 0 , 1’intGgrale 
Gtant alors semi-convergeAte, tant pour rx= - + CU que pour 
m--m, p a r  l e  c x i t è r e  d'Abel (corollaire du théor?me 

98 du chapitre IV) : ( ; est & variation bornée G l'infini 

(car sa dérivée,major'ée en noTme par con& & . est intégra- 

ble t l'infini (voir ) ), et elle tend vers 0 & 

( n , g ; m 6 ) )  . ICI le calcul direct n'est plus possible. Uti- 
sons la méthode des résidus, avec les demi-cercles supérieurso 
3n reprendra le contour rA,k de la page . L'int&ale. 

sur un demi-cercle ri,& 
tend encore vers - ;rT-& t 

'UtiN 
a% Q C ~ \  8)) 

p o u r -  la même raison. Quant 2 l'intésrale SUI le grand demi- 
cercle x* : j?]=A,_kaj 2 0 , elle converge évidemment 
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, et, pour CC + 0 :

On aura donc la formule suivante, pour o( > 0 ;

W,5;39)  v+

nir de résidu a l'infini, contrairement au cas a(= 0 . Re-
marquozs  que +oo est alors un point singulier essentiel
pour  2LZ e”‘4

Q(J)
et non un pôle (ce qui ne l'empêche pas

d'avoir n résidu a l'infini). Mais on remarquera surtout
ceci: on ne peut pas, ~OU??~(  > 0 , utiliser les demi-cercles
inférieurs, donc il n'y a pas a priori de formule du type
(v11,5;18),; en effet,
n'est plus borné,

surT1A):I,I=A,kj  G 0, e"'$
mais a croissance exponentielle, car

= ew4'~9,Par  contre, il reste vrai que la somme
des résidus de P(fJ pq est nulle,

d%na) de (VII,5;3g)
en comptant le rési-

du a l'infini;
mule du type (v11,5;18) (

on peut déduire une for-
ce qui revient a appliquer à 7,

le théorème extérieur lgbis des résidus) :

=-2iT  2
;r, a;<0

* Nous avons appliqué ici une intégration par parties, et
la formule de Stokes, triviale pour les degrés 0 et 1 :
jpAdF=  Fj-A) -F(+A).
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- a~.=0 &bai(ge?-2iT &b_ (-geiqq ’ 

Qb 
d'où, en prenant la moyenne arithmÇtique, une formule du 
type (VII,5;10) : 

- i&_ &!La; ( p$ ey- ix &.& pyq . 

Tout +ws passe comme si, & cause du comportement ti l'infin 

de ebqj 
CL% 5 < 0 

pour N > 0, w devait etre compté dans la réglon 
, alors qu'il est compté dans .%n $= 0 SiN=O. 

Si maintenant M < 0 . cm devra utiliser les demi-cercles 

donc compté comme 
dans le demi-plan A_ > 0 . Il n'est pas 

2 rbunlr toutes ces formu es : 

Théorème 34 - 

si ce était 
Inutile de 

7 
&LT est une fraction rationnelle sur UZ , P & valeurs 

dans un Banach F , 0. à valeurs complexes, 1eS r.&OS LL: 

dS Q étant non Aels, ou réels d'ordre 1 et kQ>@F+ ' J 

on a, pour x réel, les formules sulvantes, OIL &b est 1s 

rÇsidu de _-k e 70 +: 

Q(j) 



OLLJ-c(<o;

boul-  o(  = 0 .
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(le wmbole WI n’6tant n6cessaire que how 

q=o ou 9rrLLL.c 0 I. 

Corollaire 2 

Pour cx # IE? , on a : 



our &rba>O,  M>O ;

=- 2ix  (id5
lwcb

pour 3nxa<o, o(-co;

= 0 pow ZkTL a et M de sicjw2  wi&.ak&!9

O U our c( = 0 .
.

Démonstration.- De toute évidence, ces formules s'obtiennent
en dérivant sous le signe J , par rapport à CL, les formules
antérieures. Encore faut-il légitimer cette dérivation. Il
n'y a pas ici de singularité a distance finie, puisque nous
avons supposé CL 92 IR. On remarquera alors que, si. l'on
avait une intégrale SU~ un intervalle borné, la dérivation

@&5;46) dx

serait triviale, en vertu du corollaire du théorème 115 du
chapitre IV. On peut alors faire tendre A et B vers l'infi-
ni; la parenthèse du premier membre, et le deuxième membre
de (VII,5;46) convergent respectivement

i
+- e lw z

et d-=-,
-00 (x - cq2

uniformément lorsque a décrit un compact de la région% +O,
la première ii cause du théorème d'Abel, la deuxième plus 4s m-
plement par convergence absolue; alors le théorème 111 du cha-
pitre IV affirme que la deuxième limite est bien la dérivée
par rapport à & de la première; et de même pour les dérivations
suivantes, la convergence absolue étant alors valable pour
toutes. Ce que nous venons de faire là est d'ailleurs slmple-
ment l'application du théorème 117 du chapitre IV.
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on pourra1t aussi uti1iser la formule d 4 I =-- 

et intggrer (VI 
k 

i--j z x-a (x.-W 
5;44) par partles(d'abord sur un intervalle 

born6, puis sur par passage a la limite, ce qui revlent 
& appliquer le th&r&me 98 du chapitre IV). 

Enfin on nourrait aussi d6monWer dlrectement les formules 
(VII,5;45) comme on a dknontr6 (VII,5;44) en appliquant les 
formules (VII,5;43). Tous ces Asultats sent en relation 
6vldente avec i.es-formules de d&rivation d'images de Fourier 
(fascicule : "Intkgrales de Fourier", formule 68). 

Remaraue - Si maintenant. on a .Q calculerv j_J_+=+$+qx&, 
m 

on pourra soLt utlliser directement le thkor&mi 34, soit 

dkomposer 2 en 616ments simples et utillser les corollaI- 

res 1 et 2. 
a 

Corollaire 3 

On a, pour d > 0 , A r6el : 

@5;47) 

(done, pour A r&l : 
ti4x 

m,S;4~bi5) e 
, + z 

11 suffit en effet d'appliquer (VII,5;43) oti o( est rem- 
plac6 par ZrfA , et de faire successivement~>O,~<O,~=O. 
En fait, une fols qu'on a le r6sultat pour A > 0 , Qn re- 
marque qu'il est chang6 en son complexe con.lugu6 par change- 
ment de 3 en-A done invariant puisqu'il est r6el. et 
qu'il est contlnu & A au point A= 0 par application &vi- 
dente du thkr&me de convergence de Lebesgue, de sorte qu'on 
a le r6sultat pour tout A . On pourrait aussi &Are 

et appllquer le corollai- 

lndlqu6 saris demonstra- 
(*), et qu'il est 

ause. calcu16 dans le fascicule 'Int&grale de Fourierw, 
formule (110). 

l La formule (1~,11;5o)_es~~~rron6e, il faut lire Ze 
-lx1 

et non Xe 
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Corollaire 4

On a (théorème 118  du chapitre IV) :

@p;Se)
Démonstration

Remarque.- En cours de démonstration, on doit utiliser unQb
pour la singularité à l'origine, alors que ce n'était pas '
nécessaire avec l'intégrale donnee.

Dans les conditions du théorème 34, on peut définir une

Elle est visiblement tempérde,  puisqu'elle est, a l'infini,
une fonction-tendant vers 0 . Donc elle a une image de
Fourier. Sip n'a pas de pôles réels,
c'est une foktion  intégrable surR ,

et sidPgQàdk?jP+Z,
et son image de Fourier

est la fonction continue bornée

@5,5;51) ,

qui est donc facile à calculer par le thdorème  34.  C'est ce
que nous venons de faire au corollaire 3.

Mals si dtxjQzdtxjP.1 , elle n'est plus intCgrab2,
Pet si elle a des pôles réels, c'est une distributionuf-
Q

et non plus une fonction; on peut quand même espérer ralson-
nablement que son image de Fourier est la fonction définie
par P” p(&  em mr~~~

- . ’ J-~ Q(x)
PC-OIT-  tnnt  A _ ar>r>elons SA la distribution définie para-w.-  ----  ,,  , --cc  -

@U,5;52) <s* ,cp>=u;p -- .
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~ l l e  e s t  a  s u p p o r t  c o m p a c t  c  [ - A , + A ]  d o n e  s o n  i m a g e  d e  

F o u r i e r  e s t  d o n n e e  p a r  l a  f o r m u l e  6 1  d u  f a s c i c u l e  " I n t e g r a l e  
d e  F o u r i e r "  :  

L o r s q u e  A  

d a n s  . & L  

t e n d  v e r s  l ' i n f i n i ,  ? ? A  t e n d  e v i d e m m e n t  v e r s ~ p g  

,  c a r ,  P o u r  ( J  l & . ,  ,  

D o n e  $ ( v +  e s t  l a  l l m i t e  d e  @  g A  p o u r  A  i n f i n i  
( g  e t a n t  u n e  o p e r a t i o n  l i n e a i r e  c o n t i n u e  d e  
n o n e  :  

, & '  d a n s  2 ' ) .  

l a  l i m l t e  e t a n t  p r i s e  d e n s  & i  .  M a i s ,  p o u r  t o u t  2  

p a r e n t h e s e  c o n v e r g e  p o u r  A  l n f i n i  v e r s  W + J  

p o u r  f i # O  ,  
a . - c u  

e n  v e r t u  d u  t h e o r o m e  d ' & b e l  a p p l i q u e  a  + C . S  e t  
e t  p o u r a  -  

(volr paies et 
0  e n  v a l e u r  p r i n c i p a l e  a  l ' i n f i n i  

) .  L e  c l , i t k r e  d ' A b t ? l  m o n t r e  q u e  l a  
c o n v e r g e n c e  e s t  u n l f o r m e  p o u r  \ A  1  3  A 0  z =  0  m a i s  e l l e  
n ' e s t  p a s  u n i f ' o r m e  a u  v o l s i n a g e  d e  ? , -  0  .  Q u o i ~ u ~ l l  e n  s o i t ,  

+ -  + ! .  
1 1  e s t .  f a c i l e  d e  v o i r  q u e  l a  d i f f e r e n c e  9 ' 9  

j  - c S  
-v+ , J  - A  

q u i  d o n e  t e n d  v e r s  0  p o u r  A  l n f i n i ,  
x  
o u r  t o u t  1  

b o r n e e  i n d e p e n d a m m e n t  d e  ? ,  our A 3 
P C & _  

v e r s  0  p o u r  A  l n f i n i  d a n s  

2 :  l . 0> 0 ,donctend 

E n  e f f e t ,  p o u r  A + =  0  ( l e  c a s  A =  0  e t a n t  e v i d e n t  a  p a r t ,  
p u i s q u ' i l  y  a  c o n v e r g e n c e ,  e t  d ' a i l l e u r s  s a r i s  i m p o r t a n c e  
p u i s q u e  c ' e s t  u n  e n s e m b l e  d e  m e s u r e  n u l l e ) ,  s i  o n  p o s e  

T ( X )  - =  C . - ,  

Q(x) cc 
+ + ) >  ! T w  I I  < c c & .  2  , o n  a  l a  m a j o r a t i o n :  

* gi +R c o n v e r g e  p r e s q u e  p a r t o u t  v e r s  0  p o u r  R  i n f i n i ,  

e t  r e s t e  b o r n & ,  a l o r s  k V =  
c o n v e r g e  v e r s  0  d ' a p r e s  

l e  t h e o r e m e  d e  c o n v e r g e n c e  d  
c o n v e r g e  b i e n  v e r s  0  d a n s  

J , . L e b e s g u e ,  p o u r  q  E , &  ,  d o n c $ =  
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ce qui montre bien

On a donc bien

notre affirmation.

le second membre étant une fonction de A , continue
pour 2 + 0 ; la formule (VII,5;43) montre bien qu'elle peut
être discontinue pour J=O , mais elle est en tout cas bor-
née pour 2 réel.

On peut donc énoncer :

Théorème 35.

L'image de Fourier de la distribution 21 -P
p,,

dans les

conditions du théorème 34, est la distribution définie par
une fonction bornée, continue dans , et donnee pour

;1+ 0 par l'intégrale

PU;581 '(') = *+

calculée dans ce théorème +

* Puisqu'on s'intéresse a Ca 'comme distribution, son
calcul pour j\= 0 est ici sans intéret.
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Corollaire 

L'imageoz; yu;;r d;t~t~$ e;Irl; YTtlon de n egale 

a+iJC P P . 

I1 suffit en effet d'appliquer le corollaire 1 du thee- 
r&me 34, poura=O,q=-2TrA. 

On salt que, dans des conditions convenaules la transfor- 
mation de Fourier transforme la convolution en multiplica- 
tion. La formule (VII,5;36) peut alors se deduire du p&c&- 

dent corollaire, puisque (2 ~JT)'= - 2 . Mals ce cas ne 
rentre pas dans ceux 9 ul ont ete signales au fascicule 
'Integrale de Fourier', pulsque mgme le produit de convolu- 

tlon U+I & * tip -!- n'est pas orthodoxe. Disons seulement 

que cette concordze est. une constatation agreable (on est 
heureux qu'une formule reste valable dans des conditions dif- 
ferentes de celles qul sent offlciellement signalees dans un 
theoreme !), qui prouve le bien-fond6 de notre definition 

de v+$ H+& , ou qui encore fournit une autre defi- 

nltion donnant le mgme resultat.. 

Exemple J_.- Integrales de 0 a + w sur la droite. 

Certaines integrales de 0 a +- se ramenent trivlalement 

a des integrales sur w pour des raisons de parite : 

+- dm 4 

Ce n>st e+ldemment pas cela que nous entendons ici. Mais 

soitR - - 
Q 

une fraction ratlonnelle, w un nombre com- 

plexe, et considerons l'integrale 

de sorte que 1 a un sens si on suppose 
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OleO(>- 1 (intégrabilité L l'origine) et &q+dtgT;- dyQ
<- (intégrabilité à l'infini).

Considérons l'intégrale

tour suivant 7~ e :>

sur le con-

La

La

La

La

le

la

partie (1) est le segment LE + i&, A+~L]

partie (2) est le segment L.4  - 1&, E - d65-J

partie (3) est l'arc de cercle 15 I= //m 8e4 d A
partie (4) est l'arc de cercle 15 I= 6 &, & .!$ 4 & ;

sens de parcours est indiqué par les flèches (sens direct).

La fonction à intégrer
fonction multiforme $'= e

Q<Arg$ < 27-r ; cette fonction 5"
est ainsi holo-

morphe dans le plan complexe privé de la demi-droite R + ,

et par suite x($)3'  y est méromorphe.

On a les majorations suivantes. Pour 14 1
tendant vers 0



L'intkgrale sur (1) tend prGcisi&ment vers 1'lntGgrale I 
que nous cherchons !A caleuler. En effet elle peut s'kcrire 

Or la fonction ~4 int6grer co*verge en tout point vers 

X(zc)& . Nous devons montrer qu'elle est majorge par 
une fonctlon 30 fixe intkgrable, de sorte que le th&r&me 
de convergence de Lebesgue prowera notre affirmation. Or 

il exist%&,, >O , A0 > o , tels que, our 2 +AO, &SE.., 

on ait 11 R (cc + i&) 11 sz OM&I./X+~E~~?‘~~‘~ wnk~~~~-*~ 

et que, pour x 6 A0 , E 6 b. , 1 EC zG+i&) 1 

temps, pour %a& , on a x, 6 

qui est intkgrable 

et fiew+ dg?-ciyQ ~-4 ; cbm 
l'integrale sur (1) tend bien ver I 

Considbrons maintenant 1'intGgrale sulvant (2). Elle S'&Crit 
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Lorsque & tend vers 0 et A vers,+m,xEA <I-,R (r-iqriey
converge en tout point vers R(3C) &Fq ' s parce que
l'argument de

,

Jiecc
-te d vers 2,x * e l l e  e s t  m a j o r é e

par c0rv5t.s (~+CC.;yr - '&'-'y *),de sorie que le théorème de
convergence-de Lebesgue montre que l'intégrale sur (2) tend
vers - e? 2Lnd 1 * . Finalement, on a :

(YE,5;62)  bwv
A++œ,e+o i

?A,E

li en resulte que la connaissance de jTA,,
1 si o( n'est pas entier (pour que 4 - e211r4 + 0 ). Or TAC,

permet de calculer

est un chemin de classe c" par morceaux, et il est le pseudo-
bord de la région hachurée, variété avec pseudo-bord; nous
sommes dans un cas où l'on peut appliquer Stokes (théorème de
Stokes général 38 du chapitre VI, exercice 2' page 175). Le
théorème 19 des résidus montre alors que i
2i~~

rA,&
est égale a

fois la somme des résidus des pôles de R(3) 4”’ con-

tenus dans cette région, c'est-&-dire, siA  est assez grand
et & assez petit, tous les pôles ai de R (3 ) .

Ces pôles sont les zéros cL; de Q ; en chacun d'eux, pour

le calcul du résidu,
à savoir eNeoY% .

on devra bien tenir compte de la valeur de

* Fréquemment on "simplifie" cette démonstration en supposant
que (1) et (2) sont des chemins d'ordonnée nulle, '<l'un zur la
face supérieure et l'autre sur la face inférieure de R . Le
contour G,E. est alors le suivant

Mais cela suppose l'utilisation d'une fonztion  "prenant
des valeurs différentes sur les 2 faces de]R , donc des outils
topologiques plus compliqués.



On peut conclure par le theoreme : 

Theoreme 

? ~'K_~ est une fraction rationnelle d'une varIableA 

a n8leS a6 non reels 2 0 , W un nombre complexe non entier 

tel que RALY > - I et ~?,cw+ dq P-d&a Q < -d,a.~ors on a : 

Corollaire 

On a la "formule des complements" pour les fonctions eu- 
leriennes: 

P&S;641 r($J r(l-+ 
AA$ 

Demonstration. 

On montre, dans le fascicule 'Fonctions eulerlennes", 
page 6. que 

C'est une integrale du type precedent, avec &=5-‘l,R(z)-&, 

-1, et son residu est (-4)3-2 f?i'(j-" , Le seul pale est 
d'oti le resultat 

2bre 
m($-*l 

A-e 
Zht(~-il 

pour o<@, 
eonque, solt par 
anti-per!odiques 

-z-i . On obtient le resultat pour 3 quel- 
un argument de perIodIcIt (les 2 membres sent 
d'antiperiode 1 ) soit par,prolongement ana- _ 

lytlque (les 2 membres sent meromorphes en 3 , 11s ne peuvent 
colncider pour 0 x 6?&5 ~1 saris coIncider partout). 

La demonstration donnee ICI est exactement celle qui eSt 
don&e au fasclcule 'Fonctions eulerlennesw, page 6-8. 



Le cas o( entier dchappe  au théorème précédent. Dans ce
zinqca.s,I-e  =O , et en meme temps l'intégrale

est mille (car alors X(l]  j*
Jr

est une fraction rationiZlle;
la somme de ses résidus st nulli, en comptant le résidu à
l'infini, mais celui-ci est-nul  en vertu des hypothèses faites
sur ti ), et on trouve I=O . On peut faire le calcul, dans
ce cas, par les méthodes useelles  puisqu'il s'agit d'une frac-
tion rationnelle. On peut aussi le faire pour o( non entier et
passer ensuite à la limite. Ceci est Iégitime,  car 1 (00  est
manifestement une fonction continue de a( , pourN,-4 hx<o(,,

N4 et cd2 réels vérifiant les conditions de l'énonce. En ef-
fet G) x"' est continue en q pour tout x + 0 , et on a la

majoration (JG)xd  11 C I\=)l!  (x"'  + xa(')  , d'où la conti-
nuité de 1 par le théorème de convergence de Lebesgue (théo-
rème 114 du chapitre IV).

On calcule alors pour
b( non entier, et on passe-à  la limite pLOur  o( entier, en
"levant l'indétermination%" . CLzst facile par la règle de
L'HSpital.  Pour a( entier,

Mais il existe une autre méthode. Considérons l'intdgrale
suivante :

w45;47)

où @ vérifie les mêmes conditions (entier ou non),
et où m est un entier SO Les intégrales suivant (3) et (4)
convergent encore vers 0 pou; A infini et & tendant vers 0 .
L'intégrale suivant (1) tend vers



P o u r  q  entier et 7TLCO , on en dGduit :  

ThGor&me 37 

Dans les conditions du thhorkme 36, mals pour q entier& 
on a : 

1 est dkrivable en ( M entier ou 

non). En effet une formelle donne 

@u,5;74) 
c&. 
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Or la nouvelle intégrale est encore convergente d'après
les mêmes critères, et avec les majorations analogues, de sorte
que le théorème 115 du chapitre IV montre la légitimité de cette
derivation  formelle. Plu~+~énéralement  :

IlnT
(mr,5;75)

d”1
Or drxm

~ =

d'après le résultat obtenu au
théorème.36 ce qui fournit une méthode de calcul du 2ème membre
de (VII,5;75), pour rn entier 2 0 , par :

(Pn,5;/6)

(résultat direct pour o( non entier, indirect par levée de-
el'indetermination.O  pour M entier).

Par exemple, pour 0 -= &j<4 :

@-45;7y)  q(j) =
,mtq, (j&

I+x”

=- rl”co3flJj  .
/6~~~  J,f

Exemple 4. Applications aux fonctions eulériennes

Il existe un grand nombre d'applications du calcul des
résidus i; toutes les fonctions spéciales. Nous nous bornerons
a donner ici une formule intéressante relative aux fonctions
eulériennes, qui d'ailleurs est plutôt une application de la
lare formule intégrale de Cauchy que du théorème des résidus.

La fonction T est définie, pour & o( 2 0 , par

J o

Peut-on modifier la ligne d'intégration, la demi-droite réelle
20 , et la remplacer par la demi-droite d'argument 8 dans
lé plan complexe :

!

e$?CU -3 N-t
& Jj CLj, 5

w-4
=e

p-d 9%
(pII,5;/9) > Arg  3 = e ?

0
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Pour le volr, nous devons ~ontrer que la difference 
e<.- 

@Ii,5jBO) 

integrable a l'lnfini, c'est-a-dire sl C&O y 0 ( l'integrabi- 
lit& 6 l'orig1ne donne toujours la m&se condition &.&q > 0 J. 
Prenons par exemple 0 G 0 < 3 . 
difference (v11,5;80) s'&rlC a%ssi 

Dans ces conditions, la 

f IA ,aqeA \ 

AJoutons un trajet sur le secteur circulalre 
1 argument 0 & l'argument 6 

15j=A ,de 

circulaire 1% 1 = c 
et un trajet sur le secteur 

de l'ariument 6 & l'argument 0 . 
ajoutons la des intGg;ales qui tendent vers 0 

NOUS 

vers l'infin~~s& vers 0 , 

par con&. e A&X-4 sur le grand cercle 

sur le petlt. La difference est done la limlte de 

est le contour marque sur la figure : 

&- A 

Or ce contour est le pseudo-bard orient& d'une varlete DA t 

orient&e avec pseudo-bard, qui est la region hachuree or&tee 
par Q ; nous sommes dans un cas d'applicatlon du thdor&me de 
Stokes (theoreme general 38 du chapitre IV, exercice 2' page 
175), done de la lere formule integrale fondamentale de Cauchy. 

Or la fonction t lntegrer yst bien holomorphe dans 
un ouvert contenant DA,& , A savolr 1 ouvert-+<A~.5~<$,~+~. 

est nulle, ce qui demontre bien l'dgalite de 
et de (VII,5;79). On a done : 
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b?iU,5;82)

-h&ie
le 6(

= e hqw4  e db

-he
ie

Faisons maintenant 8 2 , donc e
Ib

=- = e- . L'inté-

grale écrite  est semi-convergente à l'infini en vertu du critère
d'Abel pour &N < 4 (il y a toujours lntégrabilité à l'origi-
ne pour &OC > 0 ). En effet la fonction h%-' est alors

à variation bornée à l'infini (car sa dérivée ((X-1 )h'-&est
intégrable a l'infini, voir the$rè!n..  87 du chapitre IV), et

tend vers 0 pour & infini et e
A

est uniformément convergynte  & l'infini,
(cela résulte du théorème d Abel pour
. On a en effet :

d'où, par (IV,9;23):
-km58

(Xr,5;82ter) V(l:A,+-C  ; e 2-l 1

6j;-(jci-,l  h/'q-2+ I(èkde)'  jha'-' ) db

*db%-+  $ *dioc-4 = -t pw
;

alors, par (IV,9;102)

(TU,5  ; 82 quh)

Mais, pour U<84 8, , la convergence absolue a _lhhJin est
-A&- d

uniforme par la majoration directe eI O(--'h I 4 e OAA
H-1

Donc il y a bien convergence uniforme à l'infini pour
Donc le théorème 116 du chapitre IV

montre qu'elle est une fonction continue de 6 , et comme elle



F , n  f a i s a n t  d e  m e m e  a v e r  6  =  -  G  ,  o n  a u 8  u n  t - k s u l t a t  

a n a l o g ~ e  a v e c  c h a n g e m e n t  d e  -  i  e n  i  ,  c ' e s t - a - d i r e ,  e n  c o m -  
b i n a n t  :  

oq5;85) 

O n  p e u t  a l l e r  p l u s  l o i n  e n  c e  q u i  c o n c e r n e  l a  2  e m e  i n t e -  
g r a l e .  E n  e f f e t ,  p o u t  l ' u n e  c o m m e  p o u r  l ' a u t r e ,  l a  c o n v e r g e n c e  
a  l ' i n f i n i  p a r  A b e l  e x i g e  & M  ~ 4  ,  e t  c ' e s t  l ' i n t 6 , g r a b i l l t 6  
&  l ' o r i g i n e  q u i  e x i g e  f ? k M > O  ;  m a l s ,  &  c a u s e  d u  s i n u s ,  l a  2 k m e  
i n t k g r a l e  e .  u n  s e n s  G .  l ' o r i g i n e  & m e  p o u r  &  0  > - d  ,  d o n e  
f i n a l e m e n t  p o u r -  4  C  U L W d  + I .  E l l e  r e p r G s e n t e  u n e  f o n c t i o n  
h o l o m o r p h e  d e  H  d a n s  c e t t e  b a n d e  ( u n e  d G r i v a t i o n  f o r m e l l e  e n  

H  s o u s  l e  s i g n e  

q u e r a  l e  t h & r G m e  1 1 5  d u  c h g p i t y e  I V  p o u r  ,  e t  l e  t h G o + m e  

1 1 7  d u  c h a p i t r e  I V  p o u r  l a  l i m i t e  p o u r  A  e t  c o m m e  

1 1  e n  e s t  d e  m & w e  p o w  r ( t i ) , & w  y  ( q=o e s t  u n  p a l e  
d e  7  m a i s  u n  2 6 1 ' 0  d u  s l n u s ,  d o n e  u n  p o i n t  + g u l i e r )  e t  q u e  
c e s  d e u x  f o n c t i o n s  c o X n c i d e n t  p o u r  0  < i % S c i < 4 ,  S l l e S  C C I n C i -  

d e n t  d a n s  t o u t e  c e t t e  b a n d e .  D o n e  :  

T h k o r k m e  3 6  

O n  a  l e s  f o r m u l e s  ( V I I , 5 ; 8 5 ) ,  l a  l k r e  p 0 u . 0  <  d e , &  < q  ,  

l a  2 k m e  p o u r -  f  L  L R  & @ < + 4 .  

C o r o l l a i r e ~  

x  z -  
z  
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Démonstration

En faisant O(S 0 dans la 2ème formule (~11,5;85) on obtient

(F(N)  /.%WL F)*=*; mais, pour O( tendant vers 0,7(d) d -$-,
. * ocx NXet4S,w%rN-,z

d'où la valeur g .

Les formules de la 2ème ligne s'obtiennent en faisant o(=-$

dans (~11,5;83 et 85) et en tenant compte de r ($)=fi
(formule 15 du fascicule "Fonctions eulériennes"). La 3ème
ligne se déduit de la 2ème par le changement de variable x= k?
Ces formules s'appellent formules de Fresnel (utilisées en
théorie de la diffraction). Voir chapitre IV, fO??mUleS
(IV,g;llObis  et 113).

Q 6 FONCTIONS ELLIPTIQUES
Paul LEVY).

(Photographie du cours de M.

Q 7 COMPLfiMENTS  DE TOPOLOGIE GfiNl!lRALE.  THdORf2MES
D’ASCOLI ET DE MONTEL

II~#ll~l#ll~ll~~~~~~~~~~~ll
Au chapitre II, nous avons d'abord introduit les espaces

métriques, puis les espaces topologiques. Tout espace métrique
est topologique, mais sa structure métrique est plus riche que
sa seule structure topologique, et permet de considérer d'autres
propriétés ou problémes (suites de CAUCHY et espaces complets,
ensembles bornés, applications uniformément continues, etc...).
Un espace topologique dont la topologie peut être définie par
une métrique est métrisable; les différentes métriques définis,
sant sa topologie sont dites <'écuivalent&'ZI  mais ne sont pas
?ldentiques', et par exemple l'espace peut etre complet pour cer-
taines d'entre elles et pas pour d'autres.

D'autre part il y a des topologies non métrisables.

On peut étendre considérablement la notion d'espace métrique.

On appelle semi-distance (ou écart) sur un ensemble E une
application d deE X E dans la demi-droite réelle > OR,,
ayant les propriétés suivantes :



Par contre on peut avolr d(a,y) = 0 mGme pour 2 + 
Y, 

11 ne seralt gu&re int&essant de consld&er un ensemble 
muni d'une seule semi-distance; 11 serait topologlque non &pa- 
r6 (c'est toutefois le cas de l'espace dp , Chapltre IV, page 
5051. 

d'une 
On appelle alors espace semi-mktrlque un ensemble E muni 
famille( di)ieI de semi-distances(oti l'ensemble d'in- 

dices I est de puissance quelconque) v&i.fiant la condition sui- 
vante : 

(VII,7;lbls) La famille (d;)ieI est"filtrante", autrement dit, 

pour toute partie finie .Y de I . 11 existe 4 ~1 tel quetd~&d~ 
0 

pour tout a 
on appelle semi-boule ouverte BiO(@,~) (resp.ferm6eBata.R)) 

de centreae E, de rayon R > o d'iridicei E I 
-=dcE tels que d;(ap) c R (re&.&R). 

, l'ensemble des 

Un espace semi-mhtrique est alors muni d'une topologle, d& 
finle comms suit : une partie (9 de E est dite ouverte si, tou- 
tes les fois qu'elle contlent un point , elle contient une semi- 
boule l'ayant pour centre, autrement dlt si : 

(VII,7;2) va,C @ ,2i ~1 et 6 > o tels que Bi(u,&) c &. 

On v6rifie que les axiomes (11,2;1) des ouverts sent blen 
satisfaits. 

Le seul qui ne soit pas compl&tement trivial est l'axiomeb) 
de l'intersection finie : toute intersection flnie d'ouverts 
est un ouvert. Soient en effet 6, , vL ,..., un , des ouverts, 

et @ leur intersection. Soit a 6 F . 11 exlste alors des fn- 

dices i,,i,%,,.,,i%, et des nombres E ,,~~,..,,&~>a , tels que 

tels que chaque semi-boule B; ~ 
> ( Lx, eq J , solt dans 

(Yv , 9 =l,!L,*..,n . Sl alors 4 est un indice tel que d,& 
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madore d;,d* ,...,1 '2
dl, (axiome de filtration)et  si &=M;,,  (E,,&~,.,.,&,,)

la semi-boule  B
!l

(a/,&) est dans (Y , qui est donc bien ouvert.
On peut encore d re qu'un ensemble est ouvert si et seulement
s'il est réunion de semi-boules  ouvertes. Les semi-boulesB;(a&)
de centre CL (lorsque E et i varient) forment un systéme fon-
damental de voisinages de a .

Cette topologie est séparée (axiome d ) de HAUSDORFF) si
et seulement si :

(VII,7;2bis)  Quels que soient x et q distinctsde E , il exis-D
te un ici tel que dL(z,%J>o.

L'espace semi-métrique est dit séparé si sa topologie est
séparde. M$me sans le dire explicitement, nous supposerons tou-
jours que la structure semi-métrique est séparée.

Les fonctions semidistances  dc sont trivialement continues
de E x E dans w,.

11 peut arriver que toutes les semi-distances d; soient,
en fait, des distances; l'espace est quand même appelé semi-
métrique et non métrique, dès lors qu'il a plus d'une distance
dans la famille.

On dira qu'un espace topologique est semi-métrisable  si sa
topologie peut e"tre  définie par une famille de semi-distances.

Théorème 38. Pour qu'un espace topologique  E soit semi-
métrisable, il faut et il suffit qu'il ait la propriéte  suivan-
te :

Quels que soient ct, E: E et le voisinage ouvert fi de & ,
il existe une fonction continue y-sur  E à valeurs réelles 30 ,
qui est > 0 en CL et nulle dans"1  fi ."

Démonstration

1) Soit E semi-métrique, (d;);eI  sa famille de semi-dls-

tances.Puisquefi  est un voisinage de CL , il existe un 4 EI
et

3
> 0 tel que la seml-~oudlecrc~~~,&~ansi~  dansa Alors

la onction égale à X--c - et a Q en
dehors, répond B la question. C'ek exactement ;a construction
qui a été faite au lemme 1 du théorème 11 du chapitre IV (par-
tition de l'unité); on supposait à ce moment l'espace métrique
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et localement compact ce qui Gtait inutile pour ce seul rGsultat. 

2) Invei-sement, supposons que E soit un espace topo1ogi- 
que ayant cette pi-opri&G. A toute fonction continue j' sur E , 
3. va1eurs 2 0 , faisons correspondre la fonction SIT E x E: 

C'est manifestement une semi-distance, 

En faisant varier r , on obtient une famille de semi-dis- 
tances, done une structure semi-m6trique. Or cette structure 
definit une topologie %' 
topo1og1e initiale % 

*montrons qu'elle n'est autre que la 
&l effet les semi-boules ouvwtes 

B (a,!~) 
Po&% 

ferment un'syst&ne fAndarnenta1 de vcisinages de L 
; mais, chaque r 4tant continue pour la topologie $ , 

ces semi-boules sent des ouverts done des voisinages de d pour 
la topo1ogi.e % done tout $'-voislnage de d est un ‘G- voisl- 
nage. Inwsemen~, sin est un voisinage ouvert de a pow la 

il existe une y qui est > 0 en U et nulle dans 
, aloFs'la semi-boule By (a,~_L$L) , ensemble desx v6- 

tenue dans fi , 
dans % et $1, 

qui est done un voisinage de a pout %' . Ainsi 
tout point a les m6mes voisinages, done on a 

blen % = %', c.q.f.d . 

Remarque 

En fait, ce th4orgme ne donne pas un wit&e tellement pra- 
tique pour reconn&t'tre qu'un espace est semi-m@trisable. Quoi 
qu'll en soit, ~'11 est vrai que beaucoup d'espaces utiles en 
analyse ne son'c pas m6trlsables, presque tous sent semi-mGtri- 
sables; on dkmontre que tout espace compact ou localement com- 
pact est semi-mgtrisable * . 

Soient E et F deux espaces semi-m@triques, dent les fa. 
mllles de semi-distances sont( d; jiGI et ( 8j )jej. . T.Jne 

* Apparemment, pour le volr, 11 suffirait prkis@ment d'ap- 
pliquer le lemme 1 du th6orgme 11 du cha itre IV, qui montre 
que les conditions du prksent th&or&me 3 g sent satisfaltes. 
Mais nous awns admls ce lemme dans le cas g6n&al, et ne l'a- 
vans d6montr6 que pour le cas mhtrique ou semi-m6trique ! 
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application
%

de E dansr est alors continue (notion pure-
ment topologi ue) si :

Mais en outre on pourra dire qu'elle est uniformement
continue (ce qu'on ne peut pas faire avec seulement des struc-
tures topologiques) si :

Théorème 39. Toute application continue d'un compact semi-
métrique E dans un semi-métrique F est uniformément continue.

Démonstration

C'est l'extension aux espaces semi-métriques du théorème
31 du chapitre II. Mais la démonstration donnée alors ne s'é-
tend pas, puisqu'elle était basée sur WEIERSTRASS-BOLZANO, ce
qui supposait l'espace métrisable; donnons en une nouvelle,
qui bien entendu est aussi valable pour le cas particulier mé-
trique.

Supposons donc que ce ne soit pas vrai, et montrons que
nous aboutissons à une contradiction.

Il existe donc un
i EI et tout 7 >o , i E J et un & > o tels que, pour tout

il
vérifiant

existe un couple(s',z=")c  E x E

Fixons ainsi
,,s

et & . Pour tout i et tout
3

l'ensem-
vérifiant (VII,?;4 bi

~&$e'%l$s/jd~~kj~  SokEcontinues),  et non vide,
) ést fermé
sur le com-

pact Ex E .

Comme la famille des semi-distances est filtrante, toute
intersection finie des E. contient encore un tel ensemble, donc
est non vide. Donc l'lnt&%ection  de tous les Es

v
est non vide.

Si(~',z")  est dans l'intersection, on a, pour tout I E 1,
3~")~ 0 , donc, E étant séparé,J;'=  si"; et cependant

ce qui est bien contradictoire.



On dira qu'une appliFs.tion 
sienne sl, quel que solt Jf J~J > 

de E dans F est lipschit- 
11 exlste i E I et& >o tel.3 

que, quels que soient xl,xn~E , on ait 

Une application lipschtsienne est uniformement continue. 

l~~~~~~l!~~~~~~~~~il~l~~~~~~~l~~~~~~~~~~~~~l 
Dew structures semi-metrlques sur un meme ensemble 

sent dites "equlvalentes" 
gie, c.&.d. 

si elks definissent la mGme topolo- 
si 1'applIeation identique de E 

de ces deux structures, dans E 
, muni de chacune 

muni de l'autre, est continue. 
On dlra qu'elles sont"uniformement equlvalenteg, ou encore 
qu'elles dgfinlssent la mgme structure uniforme sur E 
l'application identique de E , 

3 si 
muni de chacune de ces deux 

structures, dans E munl de l'autre, est unlformement continue. 
Deux structures semi-metriques uniformbment Gquivalentes sent 
a fortiori equlvalentes. 

On dit enfln que deux structures semi-metriques sent 
Lipschits-hquivalentes, 
chitzienne, 

ou d6finIssent la mgme structure lips- 
si l'application identique de E 

de ces structures, dans E munl de l'autre, 
, mni de chacune 

est lipschitsienne. 
Deux structures Lipschits-equivalentes sent a fortiori unifor- 
mement dquivalentes. Par exemple, 
semi-distances de E 

sl on ajoute a la famille des 

sommes d'un nombre f&i 
toutes les bornes sup&leures ou les 
d'entre elles 

LIpschits-equlvalente. 
, on obtlent une structure 

Les applications continues (resp.uniformement continues, 
resp. llpschitslennes) de E dans F ne changent pas quand on 
remplace les structures semi-m6triques de E et F 
structures equivalentes (resp. 

par des 

Lipschits-equivalentes). 
uniformGment equivalentes, resp. 

pi E est un espace topologique compact; nous avons vu 
(remarque suivant le thdoreme 38) qu'il est susceptible de struc- 
tures semi-mdtriques; toutes sent uniformement dqulvalentes 
d'apres le thdoreme 39, autrement dit un espace topologique com- 
pact a une structure uniforme unique. 

On peut naturellement se proposer de dGfInlr une structure 
undforme de mani&re plus g&ks.le saris passer par les structures 
semi-mdtriques, cornme on l'a d6ja f’alt pour lesstructures topo- 
logiques. On procede comme suit. Une structure uniforme sur un 
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ensemble E sera la donnée d'une famille de parties de E x E ,
appelées entourages, et vérifiant les propriétés suivantes :

1) Toute partie de Ex E contenant un entourage est un
ent;ourage;

Toute intersection finie d'entourages est un entou-
rage;

S~UCE  XE  est un entourage, il en existesu;ea;p;Ee
V , tel que (=,y)6V  entraîne(y.xs)f 90 ( Y I ;

~i‘u!~  c E x E est un entourage, il en existe un au-
tre u tel que (z,%&V.(y,nlJ~  ?r .entraene(=Wa
linégalité  triangulaire)." V

Pour tout entourage ‘UJ , et toutzCE,(z,=)est  dans
-I!L;
Axiome de séparation : l'intersection de tous les
entourages est la diagonale de E x E ,c.B.d.  l'en-
semble des (x,z),~cG  E .

Les entourages indiquent des sortes de degré de proximité;
si (",y'  E 33, on dira aussi que 3c et Y sont voisins d'ordre%.

Une structure uniforme définit a fortiori une topologie;
une partie 0 de E est dite ouverte pour cette topologie si,
pour tout a E 9, il existe un entourage tic E x E tel que
(Q,Z)E  39 entraîne 3c E @. Un espace topologique est dit uni-
formisable si sa topologie peut être définie par une structure
uniforme.

Si alors E et F sont deux espaces uniformes, une appli-
cation #. de E dans F est dite uniformément continue si, quel
que soit l'entourage 21 deFxF, il existe un entourage ‘UO de
E XE tel que(z,y)E  UP entraîne($(rc),$(y))E  r . Elle est
alors a fortiori continue.

SiE est un espace semi-métrique, de semi-distances C$
ier

;I
un ensemble ti de E Y E sera appelé ‘entourage s il

existe i et E > o tels que d; (90,
Ainsi une structure semi-métrique défix

) 4 6 entraîne(r,y)c  'G.
it bien une structure

uniforme. Mais alors qu'une structure topologique ne peut pas
toujours être définie par une famille de semi-distances (voir
théorème 38),  on démontre que toute structure uniforme, au
sens général qui vient d'être indiqué, peut être définie par
une famille de semi-distances; il est donc équivalent, pour
un espace topologique, d'être uniformisable ou semi-métrisable.



On ne perd done rien 2 ne consid4rer que les structures unifor- 
tries dgfinies & partir de structures semi-m&triques. 

Ouant a.ux structures lipschitziennes, il ne semble pa in- 
rbressant de les dkfinir saris pa..sseF par des semi-distances. 

Si E et F sent des espaces semi-metriques, on peut mettre 
sw E x F diverses sti-uctures semi-m~triques, suivant le proce!- 
dG indiqu6 au chapitre II, page 63; elks sent toutes Lipschitz- 
Gquivalentes. Les f'onctions distances d; sent aloes lipschit- 
ziennes E x E dansR+. 

l~~~~~,~i~‘~~,~~~~,~l l’ig#&$$l~~##ti~M~~~~~ ~‘~d&N#k: 

%it E un espace semi-metrique. 

Les suites convergentes ne d4pendent que de sa tcpclcgie. 
Une suite YS~,~,,,...,X~,... d'Glf?ments de E converge versa,~K, 

que1s que so1enti EI etE>o , il existe un entier 
::i d;(cc,_a)ce 

+ 
‘Gel 

poLr= bjl,. 

Mais on peut en outre d@finir des suites de Cauchy, ce qui 
n'est pas possible avec seulement une structure 
la suite ZC~ est de Cauchy si, quel que soit~~~t~~~l("~~,e~~~ 

converge vers 0 pourmx et31 infinis, ou encore si : 

0%7;5) VieI , V&>O, 3/4i:(wj3, ma+ ===+ d;(zm,x,,a) 
Les suites de Cauchy ne changent pas si on remplace la 

structure par une uniformhment 6quivalent.e (mais elles peuvent 
changer si on la rempkce par une kquivalente). On peut d'all- 
leurs dkfinir directement les suites de Cauchy avec les entou- 
yages de la structure uniforme. La suite%_ est de Cauchy si, 
pour tout entourage % , il existe +>O tel que, pour 3~ a,+ 
et TL> 

l?' 
on ait \X~,Txz~)~ VJ. 

L'espace semi-mktrique E est dit sGquentiellement complet 

Nous disons '&quentiellement complet" et non "complet", pke 
(ou semi-corn let) si toute suite de Cauchy est convergente 

que, comme on peut s'en douter, quand on sort des espaces mgtri- 
ques, la consideration des suites n'est plus suffisante. 11 
exlste une notion d'espace complet, plus forte, dent nous ne 
paylerons pas ici, et qui cokcide avec celle d'espace sGquen- 
tiellement complet dans le cas des espaces mktriques ou unifor- 
mGment kquivalents & un espace mktri~ue. 
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Théorème 40

Soit E un espace semi-métrique, défini par un nombre fini
ou une infinité dénombrable d, , d, P”’ d m/7'.' de semi-distances.

Il existe alors une structure métrique sur E , uniformément
équivalente à celle-là. En particulier l'espace topologique E
est métrisable.

Démonstration

Tout d'abord, remarquons que la famille de semi-distances

d,,d,+ d, ,,..,  d,+d,+  -. .d,,.- est uniformément équivalente a

la famille donnée. On peut donc supposer, sans rien changer au
problème, que la famille de semi-distances est croissante :
d, 3 d,-, pour tout n .

Ensuite, si on remplace chaque d,, par &, = kJ(d%,j)  ,c.a.d.

on a encore une famille uniformément équivalente; on peut donc
encore supposer qu'on a une suite croissante de distances 6,$1.
Posons alors :

Ce maximum existe bien, car, pour oc et '
des g,i5~1))  tend vers 0 pour n infini.

G E , la suite
Il e1t bien évident

2”
que s est une semi-distance; c'est même une distance, S i

=+y, il existe 7~ tel que s,(Jc,y)>O à cause de l'hyz%kse
de séparation, donc ~(?c,Y)>o.

Montrons que la structure métrique définie par ! est uni-
formément équivalente.& la structure donnée.

Soient d'abord neN, et &>O l Alors trivialement 6 4 s

1Soit maintenant & >0 . Il existe 5 tel que -
2-

se;
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a1ors Em< E implique-$ FS&, pour i S= parce que 

LS b- 

2: 

-++,etpour ian Pamequety;s .j et 
ZL 

CL<&. 
TF .2n 

Done les deux structures (8njnem et 6 sent 

blen unif'ormement equlvalentes. Elles sent a fortiori equiva- 
lentes, done la structure topologlque definie par la premiere 
est bien metrisable, c.q.f.d. 

Remarque 

Par contre, la man1er.e mk?me dent nous avons forme&B$, (d 
montre que la structure metrique obtenue n'est pas en g&e ! 

1) 
a?’ 

Lipschits-equivalente a la structure inltiale. 

l~l~~~~~~~ll~~~~~~~ll~~~~~~~~l~~~~~~~ll 
UnensembleA d'un espace semi-metrique E est dit borne 

si, pour tout i <I , 11 es% contenu clans une semi-boule reiat?.ve 
a la semi-distance d; . Cette notion ne depend que de la struc- 
ture llpschitsienne; mais un ensemble peut gtre borne pour une 
semi-metrlque et non borne pour une autre uniformement equiva- 
lente. Par exemple, si nous reprenons la demonstration du the+ 
r&me 39, les structures (dmJweN et(6,,.),,eX , ft=~ji4,~) 

n'ont pas les memes ensembles bornes, et, pour la 2&me, l'es- 
pace entler est borne. 

Les fonctions distances &ant continues, l'adherence d'une 
partie bornee est encore bornee. 

Nous axons deja defini la notion de semi-norme d'un espace 
vectoriel E elle est a la notion de norme ce qu'est celle 
de-semi-distance a celle de distance. C'est une fonctlonp sur 
E , a valeurs dansR+, ayant les proprietes suivantes : 

lo) Semi-posltivlte : +(GJ)>o ; f(T)= 0 

@KX'b~~) 

i 

2") Transformation par les homotheties 
-12 1 +Jw , 2 scalaire; 

: #(AZ) 

3') In&alit6 de convexite : ~(Z+qj<~(Fq+p~L 

Un espace vectorielE est dlt semi-norm6 s'il est muni 
d'une famille de semi-normes(+;);eL (qu'on notera ausslfl 
bien que souvent la notation 11 

Ii, 

mes), 
1 solt reservee pour des nor- 

ayant la propriete de filtration : 
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Quel que soit l'ensemble fini 3 C 1 , il existe -k tel
que 1 Ilemajore  toutes les11R Ilg  , j c J .

On supposera en outre, même sans le dire explicitement,
que la structure est séparée :

(YZKJJ~rto)  Quel que soit ;C. # 0 , il existe un I EI tel queIlZll.#Ou
Si +J est une semi-norme, alors(z,y)--+ lp(zwy)est  une semi-

distance, particulièrement adaptée a la structure vectorielle:
invariante par translation, et multipliée, dans une homothétl.e,
par le module du rapport d'homothétie. Un espace vectoriel semi-
normé est donc aussi un espace topologique. En outre :

Théorème 41,

Un espace vectoriel semi-norme est un espace vectoriel

topologique  : les applications(GLZ)-(%+ Y)deE x Ë dans Ë" u . ,--

et(l,Z)-A z delKxË dans E sont continues.

Démonstration.

Soient en effetaEE, &EE ,icI,  et E )O . Alors les

in&alités(  X-Z!;<+ , jj?-4;j.+&  +- , entraenent  l'inégalité

II (Z+a)-(ac9 II, G & , ce qui prouve la continuité (et même la
la CO tinuité uniforme) de l'addition. Soit maintenant NGJL.
On a l'inégalité

c.a.d. dès que

donc
Wii7seW I A-

entraîne
c AZ
la+continuité  du produit par un scalaire au point

x E: par contre, ce produit n'est pas uniformément
voir page 116  du Chapitre II).
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Pour z.u'une application lineaire LL de E dans 7 soit 
continue, II fat et il suffiL qu'ellz le soit a l'origine, et 
elle est alors unifcrmement ccntinue et meme lipschitzienne. 
Pour qu'il en s,At ainsi, il faut et il s&fit que, *cw tout 
indice 1 de J , il existe un indice L de 1 et une copstzn- 
te &a"0 telles que i'on ait 
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Les deux familles de semi-normes définissent alors la même
structure uniforme et la même structure lipschitzienne.

Il suffit en effet d'appliquer le théorème à 1'applicatAcn
identique de 2 muni de chacune des deux structures, dansE
muni de l'autre.'Ce corollaire géneralise  le théorème 12 du cha-
pitre II, qui est aussi, comme nous l'avons indiqué à la remar-
que suivant le théorème 47 du chapitre II, un corollaire de ce
théorème.

Ce corollaire montre en particulier que, pour un espace
vectoriel 5 semi-ncrmé, les structures uniforme et lipschit-
zienne ne dépendent pas des semi-normes, mais seulement de la
topologie. Cn peut d'ailleurs voir que,,par exemple, la conti-
nuité uniforme d'une application -f de E dans un espace semi-
métrique F , de semi-distances(tj)jel  , s'exprime uniquement

à partir de ia topologie de E et non de ses semi-normes : quels

que soientj.c J et E >O,il  existe un voisinage % de 0' dans Ë

tel que Zfl- XI E VD  entraîne dj (4 (2’) , 4 (S”,)  < & ,

De même,une suite de points q,deË4 est deçauchy, si et
seulement si, pour tout voisinage 'k de 0 dans E , il existe

un entier f t e l  quem>+,n  3P ,  e n t r a f n e  3Zn-X,  6 lb.

D'ailleurs tout espace vectoriel topologique, défini ou
non par des semi-normes, est uniformisable, en définissant une
structure uniforme comme suit : une partie % de z x Ï? est un
entourage s'il existe un voisinage x de 0 dans E tel que
FG- TC 24' entraitne(w*,TJ E 4L ; si E est semi-normé, cette struc-
ture uniforme est celle qui est définie par les semi-normes.D'a-
près ce que nous avons dit à la page 431,celà  prouve que tout,  espa.
ce vectoriel topologique est semi-métrisable;  mais celà ne prou-
ve pas qu'il soit semi-normable.  Toutefois, presque tous les es-
paces vectoriels tolopogiques de l'analyse sont semi-normables,et
leur topologie est même définie par la donnée des semi-normes.

Aussi la notion d'espace semi-normé, à peine plus compli-
quée que celle d'espace normé, rend-elle des services inappré-
ciables. Elle va nous servir tout de suite à définir certaines
topologies que nous n'avions pas pu aborder jusqu'à maintenant,
et donner des exemples d'espaces topologiques simples non métri-
sables, ou d'espaces vectoriels topologiques non normables.



Exemple 1. topologie de la convergence simple 

Soit E un ensembl? quelconque, F un espacg semi-mhtrique, 
de semi-distances 6j , ie J. NOUS avons appel6 F l'ensemble 

de toutes les applications de . Alors, sur FEx F', 
la fonction 5. 

tl= 
d6finie par (&q)_= gj (Y/W> 9 k4),j~J,d, 

est une semi-distance. Lorsque et= varient, la famille de 
ces semi-distances n'est pas fi aussi prendrons nous 
aussi les bornes suphieures 

W,yj‘llJ 

pour toutes les parties finies A de E . On dhf nit ainsi une 
structure semi-mGtrIque, done topologique, sur F 
structure -semi-m&rique de la convergence simple. En ef et, une 

* . On f'appelle 

suite d'applications de E dans r converge vers une appli- 
cation*4 , au sens de cette topologie, si et seulement si, 
pour toute partie finie A de E et tout j de J , 8i,A (dm,t) 

converge vers 9 , ou encore si et seulement si, pour tout z 
de E et tout 4 de J , L?~,= ($_,&)converge vers 0 , ce qui 

revient & dire que, pour tout zc C=c) converge vers/(x), 
ou que & converge simplement 

On remarquera clue les voisinages d'un point, dans cette 
topologie, sont"hormes' , autrement dit que cette topologie est 
tr&s faible et que la Fonvergence y est facile (convergence 
simple ); en effet si k! +J et si A est une partie finie de E 
la semi-bouleB.,A (j,~) est l'ensemble des applications 

3 
deE' 

dans F tre~~es qE;rv&&lent fj (~~~)T$~~)) pour zc l A et sont arbi- 
P A 

La topologie pr&Gdente ne d6pend hidemment que de la to- 
pologie de F et non de sa semi-mbtrique; en effet, un systhme 
fcndamental de voisinages de 4~ FE peut &re dhfini par les 
ensembles 
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où les zoo sont des points arbitraires de E et les r; des
F . D'ailleurs FE  est-voisinages arbitraires des &zti)dans

un ensemble produit de E facteurs identiques à F ; nous avons
défini la topologie produit au chapitre II, seulement pour un
produit fini, mais on peut la définir pour un produit arbitrai-
re et la préc,édente  topologie est alors la topologie produit.
Néanmoins il sera souvent commode d'avoir un F semi-métrique,
et de considérer alors FE comme semi-métrique.

-P
s o i t  a E E
sur E à

est lipschitzienn
on a précisément

qui, à chaque fonction
sa valeur ena,

effet, pour toutaEJ  ,
ont à fortiori z5 .

Elle est donc uniformément continue. En considérant FE comme
un produit infini, cela généralise ce que nous avons dit au 0 6
du chapitre II : dans un produit topologique, les projections
sont continues.

Si en particulier F est un espace vectoriel semi-normé,
de semi-normes  11 Iii , a'eJ,FE  devient lui-même un espace vecto-

riel semi-normé, de semi-normes  Il\ l\\,.,  définies par

(ml  ,7;2)
d111 c 111 j,A =

Même si T est métrique, ou F normé, FE
aE

o u  F n'est que
semi-métrique  ou semi-normé. Si FF= C , l'espace CE des fonc-
tions complexes sur l'ensemble E est un espace vectoriel topo-
logique semi-normé, de semi-normes 11 II,.,  définies par

Rappelons que, sur l'espace e(X) des mesures de Radon sur
l'espace localement compact X nous avons utilisé la topologie
vague (chapitre IV, c'était précisément celle de la con-
vergence simple sur (X),définie  par les semi-normes

De même, la topologie sur l'espacea' des distributions
est celle de
l'espace&

la convergence simple sur oz) la topologie de
stributions tempérées es; celle de la conver-

gence simple
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.5i E n'est PaS dGnombrable, la topologie pinsi d6finie 
SLrCE n est PaS meLrisable; pan exemple, 3' et# ne Sent pas 
metrisables. En effet, on pat voir que toute ktersection de- 
nombrable de voisinages de 0 contient un SouS-eSpace vectoriel 
de dimension infinies (En effet, soit A0 , A , 3 . . . . A n ,... une 

Soit la Suite deS t,,> 0 

,I 

contient l'ensemble ?%A des fonctions 
complexes SW E $ui &nt nulles SW la ?,Gunion A deS A 

et arbitraireS ailleurs; 
brable, 

A Gtant d&nombrable et E non d&&n: 

nie 
%A est un SouS-eSpace vectoriel de aZE de dimension infi- 

0~ dans tout espace m&trique, tout point 
voiS;nageS 

a we Suite de 
dent l'intei-section cSt r6duite & ce point, 

les boules de payon $ l'ayant pour centre. 
& Savoir 

si maintenant E est denombrable, cE 
tu au th6orhme 4Gc et de m$me FE 

est m6trisable en ver- 
Si la Structure de 'T est. d&- 

finiepx une inf'init6 d&ombrakle'de semi-diStanceS). 
n'est n6anmoins pa?, normable, Si E 

i.faiS il 
n'est PaS fini * 

En effet, tout voisinage de 0 contient un SCIUS-eSpace "ec- 
tcriel de dimension infinie (la semi-boule B&( 0,~) contient 

le SouS-eSpace %A deS fonctions $ 
arbitraires 

cwi Sent nulles sur A et 
aillews. Comme A eSt fini et E non fini XAest 

un Sous-eSpace vectoriel de cE de dimension infinie). 

Or dans tout eSpace vectoriel norm6, l'origine a un voISi- 
nage o.ui ne contient aucun SouS-espace vectoriel non r&duit & 

io\ ' 
.3. Savoir la boule unite. 

Ainsi un eSpace vectoriel topologiqw Semi-norm6 pat $tre 
m&triSable mais non normable. Cela n'est pas etonnant; une noTme 
eSt une diStance d'une nztui-e ix&s pai-ticuli+re. PartonS d'une 
Suite de Semi-normes p,. , qu'on peut Supposer ci-oissante comme 
danS la d6monstration du theorkme 4C. 

Si l'on Suit la dGmonst.ration de ce th&orgme, on est amen6 
2 PoSer q_ zInf(+ , I) , PuiS q = &y($) , et la distan- 

, 

ce L definie SW E eSt 8<z.=,y) = q(x-2). &is 4 n'est pas 

* Si E a n 6lGmentS, 6ZE est isomorphe & cn , done noi-mable. 
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une norme et déjà qn ne l'est pas, puisque qn Cl et que l'on
n'a donc pas qR (lsc)=(A 14% (3~) peur 2 scalaire. Il résulte
de ce que-nous venons de voir que les boules relativement à la
distance 6 tout en constituant un système fondamental de voi-
sinages de 0,contiennent  toutes des sous-espaces vectoriels de
dimension infinie; elles sont très loin d'être des boules défi-
nies par une norme. La rnétrisabilité de CE pour E dénombrable
ou, plus généralement, de FE pour E dénombrable et F semi-mé-
trique à infinité dénombrable de semi-distances, sera très utile
pour pouvoir appliquer les théorèmes de topologie générale qui
nécessitent l'hypothèse de métrisabilité (par exemple le théo-
rème 16 du chapitre II, ou le théorème de Weierstrass-Bolzano
du même chapitre, pour caractériser les parties compactes deFE).
Mais on préfèrera la plupart du temps utiliser, danscE , la
famille dénombrable de semi-normes, bien liées à la structure
vectorielle, plutôt que la distance précédente.

Exemple 2. (Topologie de la convergence uniforme)

Au chapitre II, nous avons défini la convergence uniforme
de fonctions $,, sur,E à valeurs dans F , vers une
seulement pour F metrique. On peut le faire main-

ou; F semi-métrique;  $n converge vers f pour 7t infini,

si et seulement si, pour tout j > 8.j c,/?t, 1) =?+JE 6g(@4,;Q~&+-

converge vers 0 Autrement dit, sur l'espace(FE)p,des  appli-
cations bornées dé E dans F la structure semi-métrique dite
de la convergence uniforme est'définie par les semi-distances

si F est métrique, on retrouve bien la distance (11,15;3)
introduite au chapitre II.

La convergence uniforme d'une suite d'applications de E
dans F ne dépend pas seulement de la topologie de F , mais
ne dépend que de sa structure uniforme. Cependant, si on rempla-
ce la structure semi-métrique de F par une autre uniformément
équivalente, o~change  les parties bornées de F donc on chan-
ge l'espace ( F )& lui-même. C'est pourquoi, si on ne s'intéresse
qu'aux structures topologique et uniforme, non aux semi-métri  ues
elles-mêmes, on pourra toujours remplacer les semi-distances ?
de F par les. ,%-$(Ej  ,I) , unifo$mément  equivalentes, alors F

a

devient borne,(FE)h devient F
tures topologique & uniforme de ;a

lui aussi borné, et les strpc-

sont définies par les semi-distances
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qui ne dependent que de la structure uniforme de F * Cn 
peut d'ailleurs definir directement la structure uniforke deFE 
& partir de celle de F : ‘U'C F E  x  FE sera un entourage s'il 

existe un entourage Ihc F  x  F  
entrahz (j,,j)cv. 

t e 1  q u e  ”  V ~ ~ E , ( ~ k + p ) & l b ”  

Exemple 3.(Topologie de la convergence compacte) 

Soit maintenant E un espace topologique, F 
semi-mGtrique de semi-distances 6, +J . 

un espace 
j Considgrons l'espa- 

cze ( F E ) c  des applicatioys continues de E Pour tout 
compact K  de E et toutje J , la fonctiond$$,ie.par 

est finie, car toute fonction continue sur un compact a un maxi- 
mutn, et elk est une semi-distance sur( FEJc 

de la convergence uniform.= sur tout compact 
pacte: 

, ou convergence con- 
la topologie correspondante ne dkpend%e de la topologie 

de E  e t  de la. structure uniforme * F . Si F  e s t  u n  espace 
vectoriel topologique semi-norm6,(FE)G est aussi un espace Get- 
toriel topoiogique semi-norm6, de semi-normes 

@ 5 7 ; 4 S J  1 1  j +  i i ! ’  =  t e a  1 1  j - t = )  1 1  
P a r  e x m p h ,  l"6Ks~~~ ;@) des'fonctions complexes conti- 

nues sur E aura les semi-normeg 

l  Bien entendu, on perd ainsi toute possibilit6 d'hudier les 
parties born&s;et,si 
sur p vectoriel, 

6; sent d6finies t partir de semi-normes 

perd la relation avec 
(t. d)n'ont plus cette propri&G, on 
st Akture vectorielle . 
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s i  E est un espace localement compact dénombrable à
l'infini, et F semi-métrique iz infinité dénombrable de semi-
distances, l'espace topologique \ FE )c
effet, si A,

est métrisable; en
est une suite de compacts de réunion E ,B,+ne

suite de voisinages compacts de A, , tout+compact  K de E
est contenu dans B, pour I-L assez grand , et l'infinité
dénombrable des semi-distances 6-j-A-L est Lipschitz-équi-
valente a la famille de toutes les 6. K K compacts de E,
de sorte qu'il suffit d'appliquer le'khéorème  40. SiE est
localement compact non compact, le raisonnement déja fait a
l'exemple 1 montre que l'espace vectoriel métrisable(@")c
n'est pas normable, car tout voisinage de CI contient une
semi-boule  BK ( 0, e) , donc le sous-espace vectoriel de
dimension infinie %K des fonctions nulles sur K , arbi-

**
traires ailleurs l

Exemple 4 - (Espaces de fonctions dérivables)

Soient maintenant0 un ouvert de Rn
*++

, F un
Banach, et considérons l'espace ( F”  )c;m des fonctions

de classe Cm surfi à valeurs dansF . On note aussi

-r(.n ;?) , et %-;'"(fi) si FI aa . On peut le munir des
semi-normes  :

Une suite de&fonctions de &"(fi;T)  converge, pour j in-

fini, vers -P pour la topologie correspondante, si et seu-

lement si+, pou: tout indice de déevation  + d'ordre(f( d Ii-b,

les Dlp convergent vers DP uniformément sur
tout com ctdefi. Cette topo10 ik s'appelle donc topologie
de la convergence compacte pour les dérivées d'ordre <WL.
On peut aussi considérer l'espace~{nj~)=%œ(~;r)(pC;cn)si~@

+ Voir démonstration du théorème 11 du chapitre IV (parti-
tion de l'unité), page 441 .

** si E est compact, (@'),P, = q(E) est un Banach.
*** Nous prenons Rm pour simplifier, on peut prendre un

vectoriel de dimension finie quelconque.
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des applications c- de J-l dans F , et lui mecLre la famille 

de semi-norme 111 ~~~~Kpo"r tow les TTL entiers 3 0 et tous 

les compacts K de ,Q .' COmme a est toujours rfhni@n dhom- 

brable de compacts (s'il est borne, on peut prendre la suite 

des K,,= {xc&!~j dtz, [a) a+ ] ; sinon, la suite des 

KV ={~~~jd(~,~~~~~,d(~,~)~~~~~es espaces vecto- 

riels semi-normes sent metrisables, mais non normables. si 

alors, pour un compact K de& , *ous appelons3in(a) 

(A&.%~ S+(W)) 1 e sous-espace de 8n(&)(~W.~.'k'(~)) des 
fonctions a support dans K , on peut le munir de la topolo- 

gie induite. 

est aussi induite par la norme 

est trivialement ferme 

il est aussi "n Banach. Par contre aK (a) 

est semi-norme metrisable, mais on peut. montrer qu'il est 
non normable (ce n'est pas evident; la demonstration de 
l'exemple 1 n'est plus valable, car les 11 ]I 

des normes s"raK (a) , 
TL,K sent 

et "ne boule ne contient aucun 

que suivant le corollaire 

soit, on salt qu'on appelle distribution surfi a valeurs 

dans le Banach F , une application lineaire de 9 cfi) 

dans F , dent les restrictions a chaq"esN(fi) sent conti- 

*uSS: puisque SK(a) est metrisable, la continuite exprime 

simplement (theoreme 16 du chapitre II) que, POUT toUte suite 
q. de fonctions deg,<(fi), convergeant vers 0 
1 

, c'est- 

a-dire convergeant unlformement vers 0 surK , ainsi que 

chacune de leurs derivees, lesT( (0.) convergent vers 0 

dans F. 
1 

Exemple 5 - (Espaces de fonctions holomorphes) 
57% 

Boit enfin Jl, "n ouvert de ca , done de R 0r-1 &!- 

finit Les espaces %w(.Cl;71, 43 (0 ; 7) en enwid se”- 
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lement la structure réelle, avec c" = IR!.
2 n

. Mais on
appelle 81 (LX;?) 1' espace des fonctions holomorphes surfi
à valeurs dans le BanachF  (sur le corps des complexes).
C'est un sous-espace fermé de r(iL;a
&2;F)

pour tout wt et de
d'après le théorème 15 de Weierstrass; et en

outre, sur %(CL;r‘,,
fnfL ;F)

les topologies induites par les
et Pc(LLjF) coincident. C'est un espace vec-

toriel semi-normé métrisable, non normable. Ici encore, il
n'est pas évident qu'il n'est pas normable. En effet toutes

les semi-normes 11 IL sont des normes sur x(a;r)
dès que K a un intérieur non vide, si fi est connexe. Car
si une fonction holomorphe T est nulle sur K elle est
nulle sur fi connexe d'après le corollaire 5 du'théorème 11.
Alors les boules correspondantes ne contiennent pas d'autre
sous-espace vectoriel que

6
0) , et le raisonnement de

l'exemple 1 n'est plus vala le. Nous le verrons à la remarque
suivant le corollaire du théorème

Remarque - On a les inclusions suivantes :

VE),  c FE,  (FE)& c  FE,  &(J-L;P)  c  &“(&F)

injections canoniques correspondantes sont continues.

Théorème 43

SiF OUF est séquentiellement complet, les espaces

FE ( E ensemble), ( FE)&  (E ensemble) ( FE)c ( E espace

topologique localement compact),%=(fi; F J ( .fL ouvert deg)

% (fi ; F 1 ,%(a;?) (Sz ouvert de a?" ) sont séquentiellement

complets,

Démonstration

1) soit
+--t-L

une suite de Cauchy de F E ( convergence
simple). Alors; pour tout JC de E , les

-Q
,(x) forment une

suite de Cauchy de F , supposé séquentiellement complet,
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done convergent vers une limite Alors les 
& con- 

est bien s6quentlellement 

2) Soit $,, une suite de Cauchy de ( FE)& (convergence 

uniforme). D'apres l), les #% 
une limite 4. 

convergent simplement vers 
Mais en outre, pour 

te un entier /J tel que m >+,n >+ 

done, pour tout zc de E, tj C~,_(x),j,,(x,))~ & ; en passant a 
la limlte pour- infini, 

cicmc 6; (j,{,, 1 <E ; 

on en deduit ij ($fx)> -$_(m))<&, 

done les 4% convergent uniformement 

vers 
4 

, pour TL lnfini. En outre, 9 I 

lit6 ci-dessus montre que est aussi bornee, 

et & 

~ 4% etant bo;z;: ;e;yg$-, 

converge vers .$ dans (FE)& , qui est bien sequen- 
tiellement complet. 

3) soit &. une suite de Cauchy dans (FE)= (convergence 

uniforme sur tout compact). Alors 
vergent simplement vers une llmlte 

montre que les & con- 
. Ensulte 2), applique 

k un compact K de E au lieu de E lui-mgme, montre que les 
#% convergent uniformement vers d sur K ; le theoreme 65 

du chapitre II (demontre pour F metrique mais evidemment 
;rii pour F semi-metrlque) montre que la restrlction de Y/ 

est continue. Comme tout point de E a un voisinage 

lement complet. 

4) soit 
& 

une suite de Cauchy dans &m(fi;?) F Ba- 

nach. Pour m = 0 , 3) rc2ntre le resultat. Mais, sim+d, 

et si 1 tc 1 < m , les DP Jn ferment aussi une suite ds 

Cauchy dans(F&)c, done COnVergent, uniform$snt SUr tout 

compact deli , SUM .Q ti va- 

leurs dans F 

vers une fonction continue -#+ 

; le cozollaire 1 du theoreme 111 du zhapi;? 

Iv montre alors que $ es-t de classe >= , et qE&,==B 3 
_j E -bm(_Q ;F) et les .j?m conver- 

;?) qui est bien sequentiellement 
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5) On sait que % (fi;F) est un sous-espace fermé,
donc séquentiellement fermé de 'k(fi;F)  séquentiellement
complet, donc il est lui-même séquentiellement complet
(généralisation évidente du théorème 43 du chapitre II aux
espaces semi-métriques).

Remarque - Comme nous l'avons dit page 432 "séquentielle-
ment complet" peut aussi s'appeler "complet"'dans  le cas
d'espaces à infinité dénombrable de semi-distances.  C'est le
cas pour 1) si E est fini ou dénombrable, pour 2), pour 3)
si E est dénombrable à l'infini, dans chacun de ces cas
à condition que la structure semi-métrique de F soit défi-
nie par une infinité dénombrable de semi-distances; c'est
aussi toujours le cas pour 4) et 5), carfi est réunion
dénombrable de compacts, avec la même hypothèse sur F.
En outre, dans tous les cas l-5,, si F est complet (notion
que nous n'avons pas définie ici), on montre que les espa-
ces considérés sont aussi complets.

Nous avons donné page 434 la définition des ensembles
bornés dans un espace semi-métrique..Pour  un espace vecto-
;iE;cjemi-normé  de semi-normes  +; , + c 1 , elle revient

: B est borne si, pour tout L
est bornée sur .B . Toutefois,

la semi-norme +;
alors qu'en général les en-

sembles bornés dépendent complètement de la structure lips-
chitzienne, dans un espace vectoriel semi-normé, ils ne
dépendent que de la topologie, a cause du corollaire du
théorème 42. Et on peut dire directemsnt  que J3 est borné
dans un espace vectoriel topologique E , si et seulement

si, pour tout voisinage v de 5
tel que y B c v

il existe un nombre l>O
Indiquons ce'que sont les ensembles

bornés dans les différents exemples précédents :

Exemple 1 - B est borné dans F-E ( E ensemble, F espace

vectoriel semi-normé),si  etseulement si, pour tout syi E E,
l'ensemble B(x)= est borné dans F.
(On dit encore que bornées dans leur en-

semble en tout point de E ). En particulier, B C CE est
borné si et seulement si, en tout point 3c de E , les

GB sont bornés dans leur ensemble (la borne
djpk%?! )é$idemhent de cr ) .



Exemple 2 - Dans l'espace (FE ),,, des fonctions bornées
sur l'ensemble E 9 valeurs dans l'espace vectoriel semi-
normé F‘ ,B est borné si et seulement si l'ensemble des

T;$ = f E , i'-tB est. borné dans F (On dit encore que
sont bornées dans leur ensemble sur E ). En

rm-tl'u:l:r,  dans (6)~ , B est borné si et seulement si
SypjGBI  ,/ (5x) ! -est fini.

T E E

Exemple 3 - Dans l'espace <iE )c des applications con-
tinues de l'espace topologique E dans l'espace vectoriel
semi-normé  F  ,  B est borné si et seulement si, pour tout
compact K de E , l'ensemble desfir)LxtK,ycB,est
borné dans F (On dit encore que les

$ EB dont bornéesdans leur ensemble SUT> tout compact K de E ). En parti-
culier, dans ( CE), , B est borné SI et seulement si. pour
tout compact K de E

’ ZéK“:+ I+(=)I est fini; ou

encore SI, pour tout compact K , Il existe M, 3 0 tel
que

m,7;18) I+i=) !kMK  pu- XEK > +B.

Exemple 4 - Dans +(a ;F), FBanach, B est borné21  et
seulement si, pour tout compact lt de JL=:K
est flnl; ou encore si. pour tout K

~&$~ Ip (zc) '1
, il e;l&'MK  >O

tel que

Pç7i19) 1 DP &II G M, , 'pour ~CE K , j~)j<-~n,  j-e  B

Dans l'espace &(,;F)c @(fin;?), B est borné SI et
seulement si, pour tout compact K de iiz et tout entier

m bo zEK,,;F~,lcB  I(D? T(X) /\ est fini,  0" more9
Si, pour tout K et tout m , il existe M

K)m
30 tel que

jT$,?;igbis) 1) DP&) 11 G M+ four  TEK,\ )I e=,&B.
Exemple 5 - %(iL;7) étant un sous-espace vect0?2iel

topologique  de 4*(sL ;F') OU de & CG. ,T') , on est ramené
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à l'exemple 4. Ces exemples montrent une différence essen-
tielle entre le cas des espaces vectoriels normés et celui
des espaces semi-nI;rr;lés. Dans un normé, les boules sont CI
la fois des ensembles bornés et des voisinages de 0 . Un
ensemble est borné s'il est contenu dans une boule, et c'est
un voisinage de 0 s'il contient une boule. Mais dans E
semi-normé, un ensemble est un voisinage de 0' s'il existe

i/EI tel qu'il contienne une semi-boule relative & 1 Il;*
et il est borné si, pour tout c E 1 , il est contenu
dans une semi-boule relative ;L 11 11; . Dans les exemples
1 A 5 précédents, un voisinage de 0 n'est jamais born6
(sauf dans les cas dégénérés, dans 1 si E est fini et F
normé, dans 2 si F est normé, dans 3 si E est compact
+

et F normé). On peut démontrer que si, dans un espace vec-
toriel semi-normé, il existe un voisinage de e borné, alors
cet espace est normable.

Soit E un espace topologique,
que de semi-distances (S,).,J

F un espace semi-métri-
Rappelons qu'une applica-

tion
c

de E: dans F esdtjcontin;e  au point a de E si,
quel q e soit J E J et quel que soit & > 0 , il exiLte un
voisinage u? de CL/ dans E tel que 6.(+(30) ,](a))<& Dour
tout = de '& . Considérons maintena  t un ensemble 5 deA
fonctions, toutes continues, et supposons que, pour tout jrJ
et tout & > 0 ,
de a/ dans E

est équicontinu en a .
continues ou que 3
tout point a, de E . Tout ensemble fini de fonctions conti-
nues est équicontinu; la réunion de deux parties équiconti-
nues, est équicontinue.

si E est aussi semi-métrique, de semi-distances(di)ltI,
on dira que 3 est uniform$ment  équicontinu si, pour t?ut’tiJ
et tout E > 0 , il existe 4 E 1 et 9 > 0 tels que d;(z,3~"J  XIt
entraine pour toute J E 5
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Par exemple,.
et si,

si les+? ET sont toutes lipschitziennes,
pour tout E 1

même constante 4 1,d , il existe un même L E 1 et une
0 tels que Lj (,P<S')

alors 3; est uniforméne
(sf'))<kd;(dZi")

on dira mêm
équicontinu:pt

qu'il est équillpschitzien.  Ainsi, si E et-F-
sont des espaces vectoriels normés, l'ensemble des&f&(E;F)

tels que (I&L /I c M (boule de rayon M dans&(Ë; 7) ) est
équilipschitzierr (on aIl CG(%)- L(T) 1-g M 12-5 1 ) donc
uniformément équicontinu SU~E . S~E e t  F  sont semi-
normGs, TCJ(Ë;F)est  équicontinu si et seulement s'il
est équicontinu a l'origine, et alors 9 est équilipschitzien
donc uniformément équicontinu; pour qu'il en soit ainsi, il

tout j E J , il existe i.$I et

théorème 42).
pour touteu  ~S(généralisation  du

Soient E et F des espaces affines normés,& un ouvert
de E , et 3 un ensemble d applications dérivables  de CL
dans F ,
+) E

tellesque  les normes 1 $'<r-) 1 des dérivées
& ( E ; F ) soient toutes bornées par un même nombre

M&O, pourrez etqE.9 . Alors 9 est équicontinu.

En effet, la formule des accroissements finis montre que

II {(xv)- {ix':! CM 1 Jcll- I pour toute $ E fi , pourvu
que tout le segment[z',zc"] soit dansa . si donc CLE fi
et si E > 0 est donné, il suffira d'appeleg‘& une boule dé

tout point CL de .f'L > il existe in voisina e ouvert W dea
'Iet unenFbre  M> ,O  tels que 1 on ait\j'(r)  1 < M PoursEW

et le resultat subsiste, car il suffira de prendre
la a contenue dans W .

En particulier, en revenant h ce que nous avons dit des
ensembles bornés dans 1'eXemple 4. POUr ?n='i , et compte
tenu de ce que,  dans l'exemple 5, les ensembles bornés sont

les mêmes que dans 4, on voit que toute partie bornée de

%'(.fln;F)  ou de %(a;-> est un ensemble équicontinu

d'applications defi dans F .

Théorème  44 (ler théorème d'llscoli)

Soient E un espace toDologique  et F un espace semi-
métrique. Soit 3 un ensemble d'applications de E dansF .
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ésuicontinu au point u de E . Alors l'adhérence 3 de 5
dans'FE* (espace de toutes les applications de E dans F,
muni de la topologie de la convergence simple) est encore
équicontinue au point 6b .

Démons,tration
et& >O

- Donnons-nous une des semi-distances 8. surF;
Puisque 3 est équicontinu en cc

voisinage'%
il existk un

1,'
= ?.b de tu dans E. tel que ~t~‘%,~~~ entraîne

PPrl;20)

Soient alors 32 un point quelconque de% , et
;e une

fonction quelconque appartenant i; F. Parmi les semi-dis-
définie par

$(~W,Y(r))l.Donc,  $ etant
, il existe

telle que
(aes ( $j dépend dej,a,=,j,&)

m,7;211

On voit alors que, pour XE U7 et
f
ET , on aura

(m, 7;22)

donc, pour tout
Ll
' E J et tout g > o , on a trouvé un voi-

sinage ?b de a dans E tel queze%, je% entraîne
1.j ~w, {w) 6 & 9 ce qui prouve bien l'équicontinuité

de 3 au point a .

Corollaire 1 - Dans les conditions du théorème, toutes les-
foncticns  # de 3 sont continues au point a/ . Toute limite

d'une suite de fonctions 1 des est continue au
I Ta.

Remarque : Ce cor-ullaire  apporte un complément important au
theoreme 65 du chapitre II; celui-ci dit qu'une limite loca-
lement uniforme d'une suite de fonctions continues 1% est
encore continue; nous voyons
suite de fonctions continues
si les & ;e

qu'une limite simple d'une
peut encore etre continue,

sont non seulement?ndividuellement continues,
mais également continues.

En fait, le théorème 65 du chapitre II et le théorème
précédent  sont très apparentés. En effet :
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1) Si "ne suite de f'onctions
converge localement uniformément v

continues au point a
une limite

sairement continue aussi a" pointa
continues au point a, .

soient en effet j E J et E > o . En vertu de la
convergence unlforme  locale, on peut trouver un voisinage
%, de a dans E et un entier + 3 0 tel que??&+,rt ti,

.Mais  ensuite les fonctions

sont continues a" point
de a tel que Y 6 u,

ce qui prouve bien l'équicontinulté  de l'ensemble des
au point a. #

,~

2) Inversement, nous Ver>rons  a" corollaire 1 du théo-
reme  suivant que, si E est localement compact, toute suite
de fonction, équicontinue sur E tout entier et simplement
convergente, est localement uniformément convergente.

Ainsl. si les fonctions en, sont continues sur  E
localement compact et convergent simplement vers
set% équivalent de supposer qu'elles convergent

$ , il
1 calement

uniformément ou qu'elles sont également continues surE ; et
dans chacun des cas, leur limite
s'il  est vrai que le thécrème  65 au ChZ~i~Z"PZE  Y~i~Sécé-
dent théorème sont ainsi théoriquement équivalents, ils
donnent, dans la pratique, deux critères tr6s  dllf'érents
pour reconnaître que la limite !

est continue.

Corollaire 2 - On a des énoncés analogues avec l'équiconti-
nuit.6 sur E tout entier, ou l'équicontinuité  uniforme siE
est aussi semi-metrique.

Théorème 45  (Sème  théorème d'Ascoli)

Soient E un espace topologique  et F un espace semi-
métrique. Surunensemble  équicontinu fi d'applications de E
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dans F , les structures semi-metriques  de la convergence
simple sur un sous-ensemble dense E, de E , de la conver-
gence simple sur E , et de la convergence uniforme sur toute
partie compacte de E , sont uniformement équivalentes (
trement àit, les structures uniformes correspondantes ,soiy

-

identiques, et en particulier les topologies correspondantes
coincident).

Démonstration. - La structure semi-métrique de la convergence
simple sur E, est définie par les semi-distances

Celle de la convergence simple sur E est définie par les
semi-distances :

Enfin celle de la convergence uniforme sur les parties com-
pactes de E est définie par les semi-distances :

La 2éme structure uniforme étant intermédiaire entre la lère
et la 3ème, il suffit de montrer que celles-ci sont unifor-
mément équivalentes. Par ailleurs toute semi-distance  de la
lère est une semi-distance de la 3ème (en yenant K = rJI,
finie c E, ); c'est donc une réciproque qu il faut montrer.
Ce n'est évidemment pas exact sur l'ensemble (FE)& de
toutes les applications continues de E dans F ; mais il
s'agit ici des structures induites sur une partie 6quicontinue
9 de ( FE)=  . soit donc K un compact de E , * c Jb et&YO.

Nous allons montrer de
L et 11 > 0 telle que
6y+p 4 E
4

pour
1 a

simpl . Pour tout point a de K il existe un voisin ge %,
de n dans E tel que x Etia, 4 24; entrake 6*(-k(,), w
en vertu de l'équicontinuité de 5.

t
(z))G+-,

Un nombre fini des %,

recouvre K , soit ‘UJ,* , 1=4,2,...,3~  . Chacun de ces uaV

contient un point b3 de E, , puisque E, est supposé dense.
On a alors, pour 4 et CJ dans 9, et x 6 uDaV :



Corollaire 1 - Si une suite de fonctions egalement  contlnues
,~ sur E ti vaLeurs dans F converge vers une fonction conti-

7-

convergent vers et unlformé-
ment sur tout compact de E . En effet, l'ensemble g des Jn
et de est equicontinu  sur E ,
théorè e.

et il suffit d'appliquer le

Notons que. pour appliquer le théorème dans la démons-
tration de ce corollaire, nous devons considérer l'ensemi>le

Mais supposons que nous sachions seulement
pour tout% de E,  dense, les

;;e';;yist;,$(z)  ; $ est continue s
(r) convergent vers

d'après le théorème
st peut-être pas prolongeable  en une fonction con-

tihe sur E ; alors la conclusion ne subsiste pas, et nous ne
pouvons pas affirmer que les

1% (Y)
convergent enc,pre  vers

une limite en tout point 3c de E y Il y a cependant deux cas
ou la conclusion subsiste. D'abord si E,-E puisqu'alors,
comme nous venons de le voir *$et le corollaire 1 s'applique.

est sûrement continue surE,
D'autre part, si F est sé-

quentiellement  complet, ou, plus généralement, si, pour tout
CC de E , l'ensemble ~(X>=($,,(Z)  ; 1% E @J} est contenu
dans une partie séquentiellemen  complète de F. En effet,
pour-m- et IL infinis, A, finie c E, , li,Ae($,,$n)

tend vers 0 , donc aussi pour toute partie

finie A de E
'&A(& 14,')

d'après l'identité des structures uniformes
induites par ‘EF et F CO sur .F ; donc. pour tout z de E,

(XS) forment une suite de Cauchy, donc convergent
fait l'hypothèse précédente, et de nouveau la limite

est continue sur E et on peut appliquer le corollaire 1.
Donc :

Corollaire 2 - Si les Al
sont épalement  continues et conver-

gent simplement vers # x E ,$ est continue et la conver-
gence est uniforme sur tout vomuact.



455

Corollaire 2 - Si une suite équicontinue d'applications 41%

d'un espace topologique E dans un espace semi-métrique  F
converge vers une limite en tout point d'un sous-ensemble

dense E, de E , et si, pour tout x de E , l’ensemble

&G=(&w  ;-PJ) est contenu dans une partie sé-
quentiellement complète de F , alors la suite

f
en tout point de E , la limite est continue suTE

converge
, et la

convergence est uniforme sur tout compact de E .

NOUS avons donné au chapitre IV le théorème de Baire et
le théorème de Banach-Steinhaus; nous allons leur apporter
ici quelques compléments.

On appelle espace de Baire un espace topologique E où
toute intersection dénombrable d'ouverts denses est encore
dense. En passant aux complémentaires, cela revient ti dire
que toute réunion dénombrable de fermés sans interieur  est
encore sant intérieur. Le lemme du théorème 65 du chapitre IV
revient Ù dire que tout espace métrique complet est un espace
de Baire. Il faut noter qu il y a là un mélange d'une proprié-
té purement topologique, le fait d'être un espace de Baire,
et d'une propriété liée ii une structure métrique. Il est donc
plus juste de dire : si un espace topologique E est tel que
sa topologie puisse être définie par une métrique pour la-
quelle il est complet, il est de Baire. Par exemple, siE
est un espace semi-métrique, a infinité dénombrable de semi-
distances, et complet, il est de Eaire; car, d'après le théo-
rème 40, sa structure est uniformément équivalente à une
structure métrique, pour laquelle il est encore complet puis-
que les suites de Cauchy, ne dépendant que de la structure
uniforme, sont les mêmes. Tout espace de Banach est de Baire.

Les espaces ( FE jc , pour F semi-métrique  ci infinité dénom-
brable de semi-distances  et complet, et E réunion dénombra-

ble de compacta; our F semi-normé  a infinité

dénombrable de semi-normes  et complet,
dans les mêmes conditions, sont de Baire. On démontre aU;Si,’
mais nous ne l'utiliserons pas, que tout espace localement
compact, est de Baire. Par contre, le corps (Iz des rationnels,
pour la topologie induite par R , n'est pas de Baire, puis-
qu 'il est réunion dénombrable de fermés sans intérieur, ré-



duits chacun a un point; un eSPaCe vectoriel normé non complet
n'est en général pas de Baire. (Considérons par exemple l'es-
pace E = C [o ,$)  , et muni de la norme induite par
oc'( CO,13  ,dLc ) * . Il n'est alors pas complet, puisqu'il
est dense dan&' ; montrons qu'il n'est pas de Balre. Appe-
lons B la boule unité relative ir la norme habituelle de

C[c,i](  j( { /I =O'~~,i j(z) 1 ) Soit Ë son adhérence dans

(donc pour la topologie &' ). c omme  de toute suite convergen-
te dans &' on peut extraire une suite partielle &-presque
Partout convergente (théorème 38 du chapitre Iv),Ë est en-
tièrement composée de fonctions &-presque partout bornées
en module par 1, donc partout puisque continues, doncBE B

B est fermée dans E . Mais elle n'a pas d'intérieur, car
SI elle contenait la coule (pour la norme ii' ) de centre

j E c pv] et de rayon R , l'inégalité 1' (4-3 1 & < R

devrait entrainer  !$x, ! f(z) [ 5 1 , ce q;i est absurde. De

même, pour tout entiern, nBest fermé dans E sans intérieur.
Cependant, du fait que B est la boule unité de C rO,i]
pour sa norme habituelle, la réunion des nB est l‘>espace
C Io,I] tout entier, donc E n'est pas de Baire (pour la

norme 4 ) ).

Soit E un espace de Baire. Une partie A CE est dit
maigre  si elle est contenue dans une réunion dénombrable
de parties fermées sans intérieur. Une réunlon dénombrable
de parties maigres est encore maigre. Le lait que l'espace
soit de Baire exprime que toute partie maigre est sans inté-
rieur. Au contraire, dans un espace qui n'est pas de Baire,
une partie maigre peut être l'espace entier, et la notion
est sans intérêt. On pourra dire qu'une propriété p relative
a des points de E est j3 - presque partout vérifiée (B est
l'initiale de Baire) si l'ensemble des points de E où elle
n'est pas vérifiée est maitgre.  Les ensembles maigres sont
une catégorie d'ensembles négligeables", analogue a celle
des ensembles de mesure nulle relativement à une meSUre>O.
Mais c'est une notion purement topologique, sans rapport
avec une théorie de la mesure.(D'ailleurs  E sera le Plus
souvent un espace de Banach, non localement compact, donc ne
pouvant pas porter de mesures de Radon). Le B- presque par-

* oc' est seulement semi-normé,  et non séparé; mais sa semi-
norme induit sur c une norme, car Une fonction continue
h-presque partout nulle est partout nulle.
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tout et le p- presque partout,
sans relation directe.

pour une mesure k , sont
Considérons par exemple la droite

réelle w . Soit a, ) a, ,...,a,,... un ensemble denombrable

dense de R . Rappelons &* r. l'interrslle  ouvert de centreI
RrL et de longueur 4 ,

& donné et ?x-o,~,.?.. .
et 6~ la réunion des Dqr,&  ,pour
Alors (9e ezt un ouvert dense, et

de mesure 4 2 *
*1=0 2

= 2E ( L et non== , parce que les in-

tervalles U,',  e ne sont pas disjoints). Alors l'ensemble A,
intersection 'des WC (on peut prendre &=l,~,,..,$;...)
est intersection dénombrable d'ouverts denses, donc son com-
plémentaire est maigre; cependant A est de k-mesure nulle.
Ainsi A est un "presque partout" au sens de Baire, et son
complémentaire un "presque partout" au sens de la mesure d-x.
Ou encore : A est un " B - presque partout" mais de &-mesure

nulle; A est un "h-presque partout",mais  maigre. Ou encore : lac
réunion d'une infinité dénombrable de parties maigres est mai-
a-e, la réunion d'une infinité dénombrable d'ensembles de
&-mesure  nulle est de b-mesure nulle, mais la réunion

d'une partie maigre c A et d'une partie A de k-mesure nulle
peut être IR tout entière; les deux notions ne doivent j~amais
être mélan&es!

R?.
On peut cependant démontrer qu'un B - presque

partout de qui n'est slîrement pas dénombrable, a exacte-
ment la puissake  du continu.

Théorème 46 de Zanach-Steinhaus  *

Soient Ë et F des espaces vectoriels topologiqucs,F  de
Baire, 7 séquentielle.ment  complet. Soit w, une suite d'appli-
cations linéaires continues de Ë dans F, convergeant vers une

limite pour n infini, en tout point d'un sous-ensemble dense
Ë. deE. Alors :

1) ou bien la suite des tihn est B-presque partout diver-
pente sur Ê , et même B - presque partout non bornée.;

2) ou bien elle est partout convergente sur Ë , la lirnit?

* Généralisation du théorème 65 du chapitre IV, avec d'ail-
leurs la même démonstration.



Démonstration  - Pour simplifier, s"pposonsF  semi-norme,  de

semi-normesqd, j EJ . POU~ #E~N , soit Aj,sp l e  s o u s -
ensemble de E défini  ~arAd,~={~~Ë;V~,qj(u,(r))~k).Les~~
étant continues, A 4 est fermé.  par ailleurs. SI,

b? en un
point '3~ , les an (on, ont "ne limite, ils sont bor-
nes, et donc,  pour tout j , z est dans la réunionAà= Aà,&.
SI donc,  pour a" moins un i , tous les A. {0 b> sont d'in érieurt
vide, A. est maigre,t et l'eventualité  1) est réal'sée : pour
s $A,

A’
c'est-a-dire  pourB- presque tout z ., la suite

des WR(z) n'est pas convergente  ni même bornée.  Sinon, cela
veut dire que, pour tout '

a '
Il existe un 4 te1queA.k ait

d>
un intérieur  non vide;  mais,  si A. %

dj
est un voisinage de 2

A+4 l est un voisinage  de a* ; mals A, 91 -x
11

est con-
tenu dans Aj,%k , car, pour tout n E m et tout F$E  A. +-a,
on a ~cb WR(Z+Z)) G 4, qj (%, (2)) 6 k, donc-q, (an (r)) 6 !'A ;
donc *a,,& est encore un voisinage  de 0 . Alors, pour
tout # EJ et tout & 2= 0 , 11 existe un voisinage  e A. 2&

ettoutnde 0 dans E tel que, pour tout 2 de & Aj>d >

on ait  qd ( uu,%  (3~)) d &, donc les a,, sont équicontinues  t
l'origine, donc partout puisque linéaires. Le corollaire  3
du théorème 45 entraine alors toutes les conclusions  de l'é-
ventualité  2) (parce  que F est séquentiellement  complet; la
llnéairité de la limite LL est évidente), C.q.f.d.

N~"S voyons donc que Ganach-Jteinhaus  s'obtient en jux-
taposant Laire et Ascoli. Donnons quelques  applications  aux
mesures et distributions.  Utilisons  d'abord le cas où l'on
sait qu'il y a convergence  partout (seconde éventualité).

Considérons  un ouverta de %?a , K un compact de fi
et prenons pour E l'espaccd)K(fi), qui est bien défini par
une infinité dénombraole  de semi-normes  et est bien Complet
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(thdorème 43),  donc de Baire; prenons F'= c . On obtient la
proposition 10 du fascicule "Distributions". D'autre part,
le corollaire 3 permet d'étendre certains théorèmes de la
convergence vague des mesures (c'est-à-dire la convergence
simple sur C (x) ) a la convergence des distributions (c'est-
à-dire la convergence simple sura ). C'est ainsi que le
corollaire 2 du théorème 65 du chapitre IV est valable pour
une suite de distributions ‘r-

1
* convergeant vers T dans@'

et une suite de q. convergeant vers q dansa. Le corol-
laire 3 du théorède  66 du chapitre IV s'étend en remplaçant
les par des distributions T
indér

et cp continue par
giment dérivable. Le théoxkme'80  du chapitre IV esi!

alors valable pour la convergence d'un produit tensorielS.@T
d dde distributions. Mais ensuite on peut utiliser le fait que,

si H est une application c" propre, et si des T conver-
gent, les H 5 convergent trivialement; en prer!ant pour H

l'addition ( E,y)-c
t+z

deRnx Rn dans IEpn , on en
déduit le théorème de cent nuité séquentielle du produit de
convolution (proposition 5 du fascicule "Convolution").

C'est ainsi que les principaux théorèmes topologiques de
la théorie des distributions sont des conséquences de Banach-
Steinhaus. Mais en outre, ces théorèmes permettent de relier
entre elles des convergences différentes. Ainsi :

Soit w; une suite de mesures, convergeant dansd)'(fi)‘ 1
(a ouvert de wn ) vers une mesure W pour i infini. Pourb 0
que les k; convergent vaguement vers k , il faut et il suf-

I I
fit que, pour tout compact K , les 1 pi  11~ soient bornées

dans leur ensemble, autrement dit que la suite des ' soit

équlcontinue sur tout C, (fi) . Pt

SI en effet les convergent vaguement vers p , les
sont bornées d'après Banach-Steinhaus (théorème 65

du ck-!~~~t!e  IV

f?

redémontré Ici). Inversement,
sont bornées, Aelà prouve que, pour tout K si les llp&l~,

, les pj
des formes linéaires également continues sur c,(a) l Mais,
puisqu'elles convergent au sens de 9' vers celà veut
dire que les fOnCtiOnS

%
, définies sur ~,'wJ, , sont

équicontinues  et converge t vers la fonctionr/  en tout point

* NOUS écrivons T.
k

et non T,, , 1% étant la dimension de&!?!



du sous-ensemble g,(a) . 6, (0)
dans cK <an) , mais, de t.ou;e façon,

n'est pas dense

3, les  pj
d'après le corollaire

convergent vers p sur toute ip de l'adhérence
d)~ (fi) de g,(a) dans C,(a) . Ceci est valable pour
tout K . Mais, si q est une fonction de C<a),  si H est
un voisinage compact de son support K , ie théorkme d'ap-
proxirtatlon ( proposition 1 du fascicule "Distributions"

montre que 'y est dansD"(fi)  , donc pd ((p) converge vers

P(V) ' et P/ converge vaguement vers k,

Exeniple  : Soit /y G(I+,-~,~,)  ~LIT~ .'

c.q.f.d

Les  p convergent

vers 0 dans 9' ; en effet. pour toute q t 23

b

des accroissements finis montre que 1 q(i)-q  (0) (Q-

Mais les ne convergent pas vagueme? vers 0
effet nous , égale 2 3c 3 au voisinage deO,
on voit que , qui tend vers +~o . D'ailleurs

formule (IV,2;7)  ) qui tend vers + 00 .

Donnons au contraire d'autres applications, utilisant
l'éventualité 1) du théorème 40. Considérons la suite des
formes linéaires continues,LLn,a  sur C [0,4] :

Les  au,,,, convergent  vers - 6'
(a) : q- q’(a)  > sur

le sous-ensemble dense des fonctions dérivables au point 12

Mais la norme de aLL,,& est 21%~ (f?rmule (Iv,2;7)  ), elle
tend vers +a0 avec ?1.' . Donc l'ensemble des Cp E C [0,1]
pour lesquelles les  ti,, convergent est maigre; autrecent  dit,
non seulement toute fonction continue n'est pas dérivable  au
point d > ce que nous savions déju?  maisB-presque  toutes
les fonctions continues sorlt  non-derivables au point a. ; ceci

moralement satisfaisante de notre
fonction continue n'est pas dérl-

est une partie ùénombraùle  dense de
l'rnsemole des'fonctions  dérivables en a E R, étant
:a réunion dr ces ensembles est enww  maigre, donc

B _ prcsa~~e  tcute  knctior  ccntlnuc est nan-dériva!)le  en tLut
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point de R, . [On a même, en fait , un peu plus : pour
B- presque toute (4 E C [o,I] , la suite des ~~ a.(q) n'est
bornée en aucun point a de R, ). Par contre, ii ne semble
pas exact ou pas évident que B - presque toute fonction con-
tinue soit partout non dérivable.

Mais remarquons une autre chose. Dans la démonstration
du théorème 45, la linéarité des a,,, et la convergence SU~E,
dense n'apparaissait pas dans la première éventualité : même
sans ces hypothèses, si, pour au moins un i , tous les A p

u i?)P
Sont  sans intérieur, l'ensemble des points de convergence des

wt est toujours maiffre.  C'est ce qui se passera si, en tout
point x d'un ensemble E, dense dans E , les ~~~(2)  ne
sont pas bornés, et siF est normé. Dans ce cas, il n'y a
qu'une 96 que ,nous  noterons JI 11 , et nous écrirons sim-
plement A4 et A au lieu de A. R

1)
etA.  .

b
Pour tout 2

de E, , les ~,,~(s)  ne sont pas bornés, donc z $ A ; donc
A ne contient aucun point de E, donc n'a pas d'intérieur

donc aucun des Ap, n'a d'intérieur: et A sera maigre : les

&tc, seront divergentes et même non bornées en B- presque
tout point de ‘E .

Soit alors R, un ensemble dénombrable dense de 1 1-0,-1
soit q une fonction telle que, pour tout CL E R, , les

u 11 ,W soient non bornés; nous avons vu par applica-
tion du'théorène 46, éventualité l), que ces q forment un
' J3- presque partout" de C [o,I] . Pour cp ainsi fixée,

considérons la suite des fcnctions  Cp,, définie par

y,1(x)= wp(~~ . C'est une  suite de fonctions con-

tinues (non line<ires!)  sur l'espace de Faire O,lc 1 > qui
n'est bombe en aucun point de l'ensemble dénombrable dense
R,; donc par une nouvelle application du théorkrie 46, 6ven-
tualite 1) elle est non bornée en B- presque tout point x

de CO ,A] En particulier  q est B -- presque partout non dér
vatle. p,iriLi B- presque toutes les fonctions continues
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sont B - presaue partout non dérivables. En langage quantifié:

"(3 L maigre dans C[O>I] )(b'tp+L)(3  M maigre dans[O$])(Ar$,j):

( Cp n'est pas dérivable en- 1". Bien entendu, M depend
de Cp ; et C [0,1) peut être remplacé par (cR)c .

Voici une autre application. On dén:ontre, en théorie des
séries trigonométriques, que, si est une fonction continue
périodique de période T
sairement convergente. P&

sa isér e de Fourier n'est pas néces-
la m,ême suite de raisonnements

utilisant successivement le théorème 46 pour l'espace de Baire
des fonctions continues sur le cercle r et pour l'espace de
Baire T on trouve que, pour B- presque toutes les fonc-
tions con;inues périodi ues. la série de Fourier est B- pres-
que partout divergente 7Voir: Complkments  sur la série et
l'intégrale de Fourier). Il existe une quantité d'autres
énonces analogues.

Voici un théorème qu'on pourra traiter en exercice. Soit
E un espace de Baire, u, une suite d'applications conti-

nues de E dans un espace métrique F , convergeant simplement
vers une limite k . Alors l'ensemble des points de disconti-
nuité de & est maigre.

Par exemple soit Cp une fonction réelle dérivable surllQ  .

La suite des fonctions 'p, , (pntr)  =
(P(r.+$)-Q(~C\ est51

,.
alors simplement convergente sur R versy' Donc la déri-
vée Cp? est continue en B-presque tous les points deIFUne
fonction dérivée n'a donc que "très peu" de points de discon-
tinuite 1

Théorème 47  (Tème  théorème d'Ascoli)

Soient E un espace topologique, F un espace semi-mé-
trique, fl un ensemble d'applications continues de E dans F.
Pour eue 3 soit relativement compact * dans ( FE), (es-

pace des applications continues de E dans F , muni de la

l Rappelons (oubli de la topologie générale) qu'une partie A
d'un espace topologique X est dit relativement compacte dans

X si son adhérence A dans X
au même de dire que A

est compacte. Celà revient
est contenue dans une partie compacte-

B de X , car alors A est fermée dans un compactB donc
compacte.
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topologie de la convergence compacte), il suffit que les deux
conditions suivantes soient vérifiées :

1) 9 est équicontinu;

2) Pour tout= G E , l'ensemble 5(x)
est relativement compact dansF .

Si E est localement compact, ces conditions sont aussi néces-
saires.

Démonstration - l"/ Montrons que 1.) et 2) sont suffisantes.
Supposons les donc réalisées. Il existe une démonstration
très générale et très courte, mais utilisant le théorème de
Tychonof, que nous n'avons pas a notre disposition. Le théorème
de Tychonof dit qu'un produit, fini ou infini, de compacts,
est compact; sa démonstration utilise la notion d'ultrafiltre
et le théorème de Zorn. Pour tout XE E, l'adhérenceF(x)
de T(S) dans F est supposée compacte; donc, d'après Tychonof,

=& W=) est compact. Celà veut dire que l'ensemble des

telles que, pour tout ZIG E E
est compact dans F E ; donc'no$r~~~sS~b:ed~

contenu dans un compact, est relativement compact dans FE
(sans aucune hypothèse d'équicontinuité), son adhérence 3
dans F

E -
est compacte. Mais s~st encore équicontinue (ler

théorème d'Ascoli); alors, sur 9 , la topologie F E et la

topologie ( FE>c corncident, donc 3 est un compact de(FEJG
et 9 est bien relativement compacte dans (FE), .

Pour n'utiliser que des théorèmes démontrés antérieure-
ment, nous serons obligés de donner une autre démonstration
un peu plus compliquée, et de faire sur E et F des h po-
thèses particulières (mais très généralement vérifiées5 . Nous
supposerons que la structure de F est
finité dénombrable de semi-distances 6..

définie par une in-

que E est sdparable,
j , f = o,1,2,..a,  et

c'est-à-dire possède un ensemble dé-
nombrable dense E, = { a,,a,, hz,.. ) Même en ignorant
Tychonof, l'ensemble des fonctions de' Fk qui, pour toutxGE,
prennent leurs valeurs dans 3(30) est fermé, comme intersec--
tien de fermés; il contient 3 donc 3 , adhérence de g

E
dans F ; donc l'ensemble s<=> = {j(s) ; # c F j est



contenu dans S(X) donc aussi relativement compact dans F-
C'autre parc.9 est encore éouicontinu.  Donc 3 a les mêmes
propriétés que 3 , Emais est fermé dans F et a fortiori-
dans ( F'), ; nous allons démontrer que fl est compact dans
(F'), , et alors 5 sera bien relativement compact.

-
D'après le théorème 45. la topologie induite SU;$ Par

(FF  )b est identique a la topologie induite par F 0
c est-a-dire par la convergence simple sur E, dont les
semi-distances  sont données " (VII,7;25). Il y a donc une
infinité dénombrable de ces semi-distances  ( E, est dénom-
brable'donc  aussi l'ensemble de ses partes finies). Donc,
d'après le théorème 40, la topologie de9 est métrisable.

Pour montrer alors que 3 est cor,pact, nous pouvons appliquer
le théorème de Weierstrass-Eolzano  : n~us*allons  montrer que,
de toute suite do ,$,,..., -& . . . de 3 , on peut extraire

une suite convergente. L'ensemble 3 (a, ) est compact àansF
métrisabie,  donc on peut extraire de la suite des +?= une
suite partielle convergente au point a, .,Nous la noterons
S.&)> ~(0,w.>~(07L).~.~  CO,%) designe donc un entier

30 avec ('0 1%) > (0 k-q).Mais  ensuite l'ensemble $(a,)
est aksl compact dans F' métrisable, donc on peut extraire
de la suite précédente une nouvelle suite partielle conver-
gente au point a, , donc k la fois au point aL, et au point

a, 9 que nous noterons s,: &))> ~(,,,),..<>~(,,n)>...  (Ici en-
core, (1,n)est un entier > 0 , on a (I,~T) > (A>lv-I)  ;

et, puisque s, est. une suite partielle de S, pour toutn,

il existe n' à 3% tel que(0 n')=(j,q~)&(O,n)).  Et ainsi
de suite, de proche en proche. 'La suite s,, sera notée

fcm,0 1 > $ (n-r,,)  >. . , est une suite partielle de s,,., .,mx,n) > (Tn,n-4)
autrement dit, pour tout ?1 Il existe~~+~tel  que
(?n-<,n')=  ( 1n,n)  2 (WL-1,1-)  . La suite S,, converge

en chacun des points a, > a, >...  7 Q-741  * on peut, si l'on veut,

placer ces suites les unes sous les autres :
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CO,01 ’

4
(l,O) ’

m-e - -

#(m,o) ’

- - --A
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4 (0,l) ? 4 (0,Z) 7 *' * '
#

(0,1⌧.) 7 l -  - .

-9
il,11  9

4
(4,2)  �*  *  �

s

(I>ii)  7 . *  *  �

-- --___ __-_- - - - - _ -- - - *

c

(111,4  ) 9

4
(111,2)  > - l - >

+
(111,11) > � - *  .

----m--m  ----_-  - - - - - -  - - -  -

Considérons alors la suite diagonale S: ).(o,o) > f(44) --&&g.*
Chaque suite est une suite partielle de la précédente;
pour 11% donné,

,
pour tout ?Z 3712 , il existe 12'212. tel que

(m&,= ( 1tp) 3 (m,n) , et en outre (-~,I-L)  1 (TL,II.-I)&(  )2--1,~-4),
autrement dit les Q(l%>l%) p a partir de n &m , forment une
suite partielle de S, ; la suite diagonale S converge donc
au point d,, . Donc la suite S est convergente en tout point
de E, . soit f0 la limite, application de E, dans F .

Alors 4 est prolongeable en une application continue
dans F ’ et la suite3 converge vers $

? de E
en tout point de E

et uniformément sur tout compact de E . Celà résulte du
corollaire 3 du théorème 45; on peut l'appliquer, car chaque
partie T(Z) est contenue dans $(a) , qui est compacte
donc séquentiellement complète Nous avons demontre  au théo-
rème 41 du chapitre II que tout métrique compact est Séquentiel-
lement complet. Il en est de même, par le me^me raisonnement,
de tout espace semi-métrique compact, & infinité dénombrable
de semi-distances.  En effet cet espace est métrisable (théo-
rème 40), et alors si T,% est une suite de Cauchy, Weiers-
trass-Bolzano  montre qu’on  peut en extraire une suite par-
tielle convergente, donc la suite toute entière est conver=
gente, par le théorème 40 du chapitre II . Comme ensuite5-
est fermé dans F E la limite -e de la suite S de 3 est né--
cessairement dans 5 . Nous avons donc extrait de la suite

donnée des #
,t dans3 une suite partielle 3 convergeant

dans ( FE)c vers un élément 4
dejj?;  -donc $ est bien

compact pour la topologie induite par ( FEjG  , et 3 est bien

relativement. compact dans (FEjo  -



2'/ Inversement; supposons .5 relativement
compacte dard ( FEjc , donc son adhérence TT * compacte.
Son image Sc(o=) par l'application continue 6(-,:$ -j(=c)
de ( FEJc  (OU FE ) dans F est donc aussi compacte, donc

LJ (=c) c Sc(2.107 est bien relativement compacte dans F .
Ceci ne suppose aucune condition speciale  sur E ou F
Soit maintenant K un compact de E . Appelons JK la Ees-
trictlon  d'une fonction $ au compact K ; l'application

4-L 4, est évidemment continue (et même lipschitslenne)

de (FE), dans ( FK),= (les ssi-dist-ces de (FN>& sont
les si,K,j  EJ ); l'image $,a de% par cette applica-
tion est donc encore une partie compacte de (FK)o  . Soient
alors j E J et E > 0 ; il existe ut ensemble fini d'éléments

:Couvrz;t 2,~ tyaz;e;e;tb;=;es

G,K .
, il existe un Y tel que

. Mais un ensemble fini de fonc-
tions continues #, K est toujours équicontinu. Donc, pour
tout a de !Z , il'existe  un voisinage ‘& de Q- dans K tel

que, pour tout z EQ et tout L> Lon ait 'j (&,K @%~,,,&>)<~i
donc, pour tout r E ‘& et toute #GTo ,

- - -
* Nous ecrivons  flG et non 3 comme précédemment; 9 était

l'adhérence de 3 dans FE ,gc est son adhérence dans (FE),

FL pria- ils sont distincts. Mais d'une part trivialement

L.g. D'autre part l'injection de (FEJo  dans FE est

continue, donc yc , compact de ( FEjo  , est encore compact

pour la topologie FE -(théorème  28 du Gapize II), donc fer-

mé dans FE donc 9 3 g donc 9 - fl ce qui per-
mettrait de né pas introduire d'écrit& noUVelie.

En outre nous voyons que L?&ac) et S(S) , que nous a-
vons distinguez plus haut, coIncident*alement.  Car nous
avons .,u que g(r) c T(,) ; Mais-$(z) va g=omPact

donc fermé dans F , et il contient S(S) donc F(r), d'ou
le résultat.



ce qui prouve que l'ensemble gKG de fonctions continues
sur K
z

est équicontinu. Mais ceia ne prouve nullement que
soit équicontinu sur E

E
Si par contre nous supposons

localement compact, alors,'pour  tout a e E il existe
un voisinage compact K de a dans E alors lé ‘Ik) trouvé
plus haut, voisinage de a/ dans K est'aussi  voisinage de u,
dans E (théorème 6 c du chapitre 1I)et (VII,T;JO) montre

que 3 donc 3 est équicontinu en a/ Les conditions
1) etc2) Lent donc Bien nécessaires si E ést localement
compact.

Corollaire 1

Soit E un espace localement compact (par exemple un
espace vectoriel topologique  de dimension finie), et soit
T un espace vectoriel topologique  de dimension finie (par
exemple IEe" ou c* ). Pour qu'une partie $ de ( TE]L soit

relativement compacte, il faut et il suffit que les deux con-
ditions suivantes soient vérifiée :

1) g est équicontinu;

2) Pour tout 3c de E , l'ensemble $(~>={$(~l,$e  T),
est borné dans7.

En effet, les parties relativement compactes de7 ne sont
autres 2e ses parties bornées. Ceci ne subsiste évidemment
pas si F est de dimension infinie.

Corollaire 2

soitfi un ouvert deR% , F un Banach de dimension

finie, Pour qu'une partie 3 de sw(fi ;F'> soit relativement

compacte, il faut et il suffit que les 2 conditions suivantes
soient vérifiees :

1) Pour tout indice de dérivation & d'ordre 1s 1 LT-W,+
l'ensamble fl+ des DFX , 4

I I
E 4; ensemble de fonctions

I
sur0 à valeurs dans F ,

I
est équicontinu;
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2) Pour tout
semble +x, =

Démonstration - P0urrn  = 0 c'est un cas particulier du
Corollaire précédent. Soit 4 quelconque. Supposons d'abord
?? relativement compack  dans ‘+!" (a ~7) .
linéaire Il' : 9

L'application
+D"$ > de qrn(a ;F) dans ‘&'(fi;?),est

continue. S+i en effet on considère une semi-norme  111
de *(fi jF > on introduira la semi-norme  (11

%"(sZ:3
III  m , K de

et on aura justement l'inégalité

IIIqlll,,K  5 Ill i !L,K .

Alors l'image DP 3 du compact 3 de %"<a ;F) est un
compact de %"(a;?) . cet ensemble contient Dr.?f = 9, I
qui est donc relativement compact. Il doit alors vérifier les
conditions du corollaire 1, ce qui donne précisément 1) et 2)
relatives a 'r * Donc ces conditions sont bien nécessaires.

Inversement supposoy  1) et 2) réalisées. Soit z? l'adhé-
rence de 4 dans ‘8"(an;r).  3 vérifie encore 1) et 2). En
effet, l'ensemble des 4, telles que DP4 e @? -pour tout?
d'ordre 1?1em, est ermé,et contient 4 donc 8 , donc
Il'3 c.$ O U

t-u, 3f

Z$ C gF . SI alors 9F est équicon-
l'est aussi d'après le théoreme 44, donc a fortiori

4, ; d'autre part, si ??F(~) est borné, son adhérence-
Z+)-l'est aussi, donc a fortiori5$ (x) , donc a for-
tiori 3 (2).

'r
Montrons alors que 4 est compact dans 4-(fi;  7) *

Comme il est métrlsable ,-il suffit de montrer Welerstrass-

Bolzano. Soit donc r0 , j, ,...,$-,... une suite de 2 0 Pour

tout + d'ordre /FIS m , ,!$ vérifie les conditions du

corollaire 1,. donc est relativement compact dans <(fi;?)
donc de la suite on peut extraire une suite Partielle SP,

telle que les Dlr & correspondantes convergent UnifOrmement

sur tout compact donc localement UnifOrmément,  Vers Une limi-

te 7 continue: soit *
? %

celle qui correspond a+= 0 . D'après
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le même procéd6 que pour la démonstration du théorème, on
pourra ranger les + , Ii-1  S m dans un ordre quelconque,
et faire que, pour cet ordre, chaqué S
tielle de la précédente;

soit une suite par-
alors la dernire  écrite (il n'y en

a qu'un nombre fini) est une suite partiefle  S telle que,
pour tout /t" d'ordre I+[ S m , lesD*J, correspondantes
aient une limite localement uniforme D'après le corol-
laire 1 du théorème 111 du chapitre est alors de clas-
se C.” ,etj’=D”‘jT  . Alors la suie partielle S con-
verge vers 9 dans 'ip"(a;r)  . Comme 8 est fermé dans
'd"(a;F) P"$ est dans 8

-
et ainsi 8 est bien compact,

donc @ est bien relativement'compact.

Corollaire 3 .-

Si? est de dimension finie, toute partie bornée de
40" (0; 7) est relativement compacte dans <o*-'(fi  ; FI.

En effet, elle est d'abord bornée dans L<o"-'(fi;d) donc
la condition 2) est sarement réalisée. Ensuite, d'après'les
propriétés des parties bornées ((VII,T;lg)),  pour tout f
d'ordre I+l sm-1,4P est un ensemble de-fonctions sur a

a valeurs dans T qui est borné dans %'(,;F)  donc équi-
continu (voir page 450 ) donc la condition 1) est aussi
réalisée.

Dans un espace vectoriel topologique de dimension finie,
il y a identité entre les parties compactes et les parties
fermées bornées, ou encore, puisque 1 adhérence d une partie
bornée est bornée, entre les parties relativement compactes
et les parties bornées (théorème 23 du chapitre II). Dans
un espace vectoriel topologique quelconque, les parties com-
pactes sont toujours fermées et bornées (fermées à cause du
théorème 23 du chapitre II; bornées, c'est évident dans un
espace semi-normé, car toute semi-norme définissant la struc-
ture est continue donc bornée sur un compact, et c'est encore
vrai même dans les espaces vectoriels topologiques non semi-
normés). Mais, en général, la réciproque ne sera pas vraie;
nous avons mème  vu qu'elle n'est jamais vraie dans un espace
vectoriel normé de dimension infinie, dont la boule unité
n’est jamais compacte (théorème 45 bis du chapitre II). Cepen-
dant, dans un espace vectoriel topologique non norme, il Peut
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arriver que la rdciproque  soit vraie, celà n'entre pas en
contradiction avec le théorème 45 bis du chapitre II pUisqU'
auyn  voisinage de 0
au un esDace vectoriel

n'est borné (voir page 449 ). On dit
topologique  a la propriété de Monte1

s'il Y 8 identité entre ses partles
bornées,

comDactes  et ses parties
ou encore entre ses parties relativement compactes

et ses parties bornées. Alors :

Corollaire 4

Si fi est un ouvert de R
3%
,F un Banach de dimension

finie, l'espace %tLl;F) = %'-CSL ;P) a la proprietd  de
Monte1

Démonstration - Nous devons montrer que toute partie fermée
bornée 4 de ‘&(ac~;r) est compacte . Comme l'espace est métri-
sable nous pavons appliquer Weierstrass-Bolzano.  Soit donc

sd, .$ ,... , $,, , . . . une suite de ti . Pour tout
semble g$ = D'$

+ ' l'en-
est encore borné dans %'(a;  F) donc

vérifie les conditions 1) et 2) du corollaire 1 donc est re-
lativement compact dans Lto(fi;r ) d'aprks le corollaire 1.
On peut donc extraire une suite partielle S

r
qui converge

localement unlformdment  vers une fonction continue
Appe+ons  T celle qui correspond a?= 0 Comme au corollaire
2, 1 ensemble des indices + est N" donc'dénombrable donc
nous pouvons l'ordonner totalement en le mettant en c&res-
pondance bijectlve  avec W

comme suite partielle de
et choisir ensuite chaque suite
la précédente, et prendre la

te diagonale S comme dans la ddmonstratlon  du théorème.
de la suite initiale, telle

correspondants convergent localement uni-
du chapitre IV dit alors que
Alors S converge vers 9

fermé dans %(niF),g  est

Corollaire 5

Bans les conditions du corollaire 4, si K eSc Un COmDaCt

de a , l'espace .$$,((fi;F)  a la propriété de Montel. En
effet &(a;')  est un sous-espace fermé de $?.(a;F),  donc



toute partie fermée bornée de aK(fi;F)  est fermée bornée
dans g(a;F) donc compacte.

Corollaire 6 (Théorème de Montel)

Si a est un ouvert de c" et si? est un B*anach com-

plexe de dimension finie, l'espace %(kF,des fonctions
holomorphes sur fi a valeurs dans F , muni de la topologie
de la convergence compacte (ou de la convergence compacte
Jour toute dérivée) a la propriété de Monte1 : Il Y a iden-
tité entre ses parties compactes et ses parties fermées bor-
nées, ou encore entre ses parties relativement compactes et
ses parties bornées.

Démonstration -$t(&C est un sous-espace fermé de-
%(kF) d' après le théorème de Weierstrass, corollaire 1
du théorème 15, c'est donc trivial comme le corollaire 5.

Remarque - Comme nous l'avions annoncé page444-45,  ceci

montre bien que .&(a;F ) et %(n;P> ne sont pas nor-
mables, car un espace normable n'a Jamais  la propriété de
Montel, sauf s'il est de dimension finie.

Le corollaire 6 est fondamental dans la théorie des fonc-
tions de variables complexes. Dans la démonstration précédente,
il est la suite de plusieurs corollaires en cha'ine;  il n'est
pas inutile de voir directement qu'il est une conséquence
triviale des théorèmes d'Ascol1. Soit $ une partie bornée de
aebkn o Pour tout ;f de fi , g(r) est borné, donc
relativement compact dans 3' de dimension finie. D'autre part,

puisque 4 est borné, si B(a; R) est une boule de centre

z contenue dansa fermée donc compacte, il existe un
nombre M3 0 tel qu'on ait l'inégalité :

b,7;31)
Il Q(

;c
) Il SM, pour z eB(z;R)  , $+A.

D'après l'inegalité  de Cauchy on a donc :

(W;3d II~(;)\\<  +M~OU~  2 6 B(a;$,  Qtg >
d'où, par la formule des aCCFOiSSe!LentS  finis, l'inégalité

~~(r>-f~a)ll <nM pour 3Ct  B(a;g) , fi 4 .

Cela prouve l'équicontinuité de 9 sur0 au Point a l
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Donc $ verifle les conditions du 3èm.e théoréme d'Ascoli  47,
donc $ est r~latlvement  compacte dans (?)o
comme % (.Ld;F)  est fermé dans ( F" ),.

; mais
par le théorème

de Weierstrass  (corollaire 1 du théorème 15),  l'adhérence
(compacte)F de g dans ( F")c est dans @(fini?, et3
est bien relativement compacte dans % (fin;F).

O n  p e u t  g é n é r a l i s e r  :

Corollaire 7

Si W est une variété holomorohe,  7 un 8anach  de di-

mension finie, l'espace % (V ; FJ des fonctions holomorphes
sur2 a valeurs dans F , muni de la topologie (induite par

-+),) de la convergence compacte, a la propriété de Montel.

Démonstration - Soit3 borné dans%(V;F). D'abord, pour
tout x E v F(x) est borne dans F , donc relativement com-
pact. Ensuite, soit a EV, vuun voisinage de a dans V qui

soit le domaine d'une carte 8“ @n&%@((Y),V  soit Q>(M)=&.

Pour rc.F appelons p son image réciproque  +~,=!Jc.+,
fonction holomorphe sur (9 )A valeurs dans F et soit 9‘
l'ensemble des 1".

Le raisonnement ci-dessus (inégalités (VII,7;31 et 32)
montre quz 9* est équicontinu sur (Y au point CX ; donc 5
est équicontinu surfi au point CL. Donc ici encore 8 est
relativement compact dans ( TV )c , donc dans %(V;F)

fermé dans (F"), , o.q.f.d.

Remarque : Dans tous les corollaires précédents, l'hypothèse
' 7 de dimension finie" était évidemment essentielle. SoitF

un Banach  de dimension Infinie; on sait que sa boule unité

n'est pas compacte. On peut donc trouver une suite
de vecteurs de norme 1, sans suite par-

t$e;l$'~onv~r&nte~  Alors la suite de fonctions holomorphes

sur a? : fj --+ jj,> , est borné dan2 % ( c j FJ, mais sar-15

suite partielle convergente; %(@;F) n'a pas la propriété
dt Montel.
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APPlications  du théorème de Montel.

Ce théorème sert a montrer que certaines quantités, as-
sociées a des fonctions de variables complexes, sont bornées.
Donnons un exemple constamment utilisé.

Théorème 48 -

Soit fi un ouvert de c . K un compact de 0 . Si h chaque
-!, fonction complexe holomorphe sur fi , on associe N(i ? j K )<+a>

nombre des zéros de4 sur le compact K , chacun compte avec son
I

ordre de multiplicité, la fonction {-N(fjK)est semi-con-
tinue supérieurement sur l'espace%(a) (ti valeurs dans
KJdhJ(+  00) I

Démonstration - Soit E%(O). Si le nombre de ses zéros
sur K est infini el cas elle est identiquement nulle
sur une composante connexe de J2. ),
Supposons donc qu'elle ait +, < + oo

il n'y a rien h montrer.
zéros sur K , chacun

compté suivant son ordre de multiplicité. Soient &i ,ceI
fini, les zéros de $ sur K . Soient A . des disques
ouverts de centres ai , tels que les soient dis-
joints. Leur réunion en général ne recouvre pas K . Mais si,
pour tout -& de K qui n est pas un zéro, nous considérons

un disque ouvert AP, de centre & tel que Ke ne contienne
aucun zéro de ip , K est recouvert par les Aa. et les A&,
donc un nombre fini d'entre eux suffit & le rec(ouvrir, soit

,-% E J fini. Soit H la réunion des
c'est un voisinage

D'après
peut trouver 7 > 0 tel que
entraene que :

l) 9
n'ait aucun zéro dans les disque A&.-j,  jEJ;

2) D~I-AS chaque À,. , ; E 1 , le nombre des zéros de 9
soit exactement 6gal à cglui de # , c'est-à-dire l'ordre de
multiplicité +ai du zéro a; de 4 l

Alors, étant disjoints, le nombre de zéros

de f sur H est exactement F fcLi = fi ; et Par suite le



nombre de zeros de
l a  semi-continuité

4 sur K c H e s t  <ItJ ce qui démontre
kuperieure,

est un voisinage de -j. dans 8%
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Remarque : On voit immédiatement
quel voisinage compact de K tel que

SI H est n'importe

zéros dans H que ses zéros dans K ,
n'ait pas d'autres

que 7"2a Igq)-&j)  / "1
1 existe

entraîne N (9; H  )=N(.$ $0  N~(>‘;  K)  j

. C'est ce qui montre bien qu'on
et non continuité. Supposons par
un seul pointa ; et supposons

que a soit zéro simple de -+?,N(#;{aj)-4  . Si K est n'im-
Porte quel disque f'ermd de centre a
zéro de j que a, on aura, pour

, ne contenant aucunautre
assez voisine de sur H,

N(
2

;H)=I,
$

mais le zéro de
aucun raison d'être enn lui-mi?

dans le disque H n'aura
et on aura seulement

N(j; {a), ~1 . Voici un autre exemple peut-être plus
suggestif. Supposons que K
qu,e  tous les zéros de $

soit un disque. Supposons d'abord
dans K soient dans son intérieur

On devra alors
général, et on trou&a seulement N(
et en effet, les fonctions voisines

tains de leur9  zéros dans H près du bord K de K mais en
dehors.

Si F est seulement un ensemble fermé, la fonction

?f
----N(j;F) n'a plus aucune semi-continuité.

Supposons maintenant W ouvert C&L . Supposons que
n'ait dans @ que des zéros isolés, en nombre fini ou in Aini

un nombre fini, quelconque si += +.~o ,
. Soient U;,cE  1 1 fini, des zéros de

, dont la somme des ordrés de multiPliCité

> 4 . soient Aa; des disques ouverts de centres a;

tels que les A_. soient disdoints, et soit H le compact



entrakera que 

sont des Constantes# 0 
de zéros dans 6, 
plus semi-continue 

est nul; la fonction ij-+ N( 
inférieurement sur% (0) en 8 

;w n'est 
n tel point 

l 
. 

On pourra donc seulement dire que la fonctlon#- N($;W 
'est semi-continue inférieurement sur le sous -ensemble de 
% (a) formé des fonctions qui ne sont constantes sur aucune 

comoosante connexe de & . 

Corollaire (Montell. Soient JI un ouvert connexe de c .M un 

nombre 3 0 , K un compact dea , U. un $Oint de a , a( un 

nombre réel 10 . 11 existe un entier finiN(c(Z, M, K,a,N) 
tel que, pour toute fonction $ holomorphe sur fi , bornée en 

module par M , vérifiant 
1 

1 $'(a) 1 3 O( , on ait N ($;K)<N(ll,M,K,a,q) I I 

Démonstration - L'ensemble des fonctions holomorphes surfi 
bornées en module parM , et vérifiant1 j'(a) 1 &q , est 

fermé et borné dans %(a), donc compact (corollaire 6 du 
théorème 47). Donc la fonction j?-- N( 

f 
; K) admet un maximum 

sur cet ensemble. Ce maximum est fini, ca , si 
f 

réalisait ce 
maximum et avait une infinité de zéros sur K , on pourrait 
en extraire une suite convergente, et alors 

i 
serait identi- 

quement nulle dansa connexe (corollaire 6 u théorème ll), 

ce qui est impossible puisque 1, #'w I &N>O. 





Compléments sur la convergence simple et uniforme 
de la série et de l'intégrale de Fourier 
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Les théorèmes énoncés dans la suite comprendront toujours 
une partie relative a une fonction ou à la convergence en un 
point, et une autre relative à des ensembles de fonctions et a 
la convergence uniforme sur des ensembles de points; celle-cl 
toujours notablement plus délicate, et on pourra la passer en 
première lecture, dans la mesure où elle sera dissociée de 
l'autre. Par exemple, 
"convergence simple' 

si l'on ne s'intéresse qu'à la partie 
de la série de Fourier (théorème 3) Il 

suffira de 1ireJ.a partie du théorème 1 ne concernant qu'une 
seule fonction J de même pour le corollaire de même pour 
le théorème 2; enskte on considérera dans le iorollaire du 

théoreme 2, le cas d'une seule fonction, 
ensuite on n'aura à considérer que la lère ie ie 

avec2=/Lj 
la démons- 

tration du theorème 3, débouchant au corollaire 1. 

Théorème 1 - 
-c 

Soit.2 une fonction intégrable surR , à valeurs dans --c ., 
un Banach F . Alors l'intégrale de Fourier 

('1 c(7c;~) =Z(,l = 

i 

px)èZ-~ 

est une fonction continue é i\ , qui tend vers 0 pourA -+&m 
(Lebesgue). En outre, cette convergence vers 0 est uniforme 

d 
lorsque 4 parcourt une partie relativement compacte de L'R & ?! 

7 J-eJ 

Dbmonstration - La continuité de C est évidente (convergence 

dominée de Lebesgue). 

On a d'autre part! ?!(A) 11 4 11 7 llLj , donc z 

est bornée. Montrons qu'elle tend vers 0 pour jl Infini. 
-c 

C'est connu si 
-e 

est de classe C' , intégrable ainsi 

que sa dérivée première, car alors C(A)=J,r(X) 
ptAX 

2iJtA dQ=-, 

donc 1 c(l) 1 6 Conbt. -&- , d'où le résultat. 
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D'après le théorème $4 hu chapitre IV, les fonctions 
continues à support compact sont denses danse (R,c.& ;F) 
Ensuite, d'après le théorème d'approximation (proposition 1 du 
fascicule des Distributions, démontré par convolution avec 
une fonction scalaire de d, ou par la partition de l'unsé), 
toute fonction continue & subport compact à valeurs dans F 
est limite uniforme d'une suite de fonctions indéfiniment déri- 
vables ti support dans un compact fixe, donc a fortiori limite 

dans C (E,dcc;F) . Donca(R; F) est dense dansL4(R,&;F), 

Alorsdes applications linéaires u3:r-.+ F(A;T) &L'(R,&;p) 

dans F , dépendant du paramètre i\ E R , convergent, pour jl 
inr'ini, vers l'application linéaire nulle, sur le sous-ensemble 

dense 9 (l!8;F) de L' (&ya;s? 
rdi 

mais elles sont également 
continues, lorsque 2 puisque de norme S 1 ; 

le 2ème théori'me d'Ascoli dit alors qu'elles convergent vers 0 
simplement sur 

+z (a;$ 

L'(R,&;r) tout entier, autrement dit 

converge vers T pour 2 infini, pour toute 
pL(lR,CL.Z;F) ; et la convergence est uniforme sur tout 
compact. 

Corollaire.- SI -f est périodique de période T sur&! et loca- 
1 

lement intégrable, ses coefficients de Fourier zk (z) _ ten- 
dent Verso pour 1 p? 1 infini, et uniformément lorsaue 4 nar- 

court une partie relativement compacte de L’ r, k;F ) . 
En effet, appelons 9 la fonction sur IE? égale a 

le' 
sur une 

perlode et nulle ailleurs. 

pour %Xi\= &W 

Alors z& (i,,c(,;~,=J~~~~)ëlL~~~~ 

, et cel& résulte alors du théorème. 

Théorème 2 - 

Soient 1 une fonction intégrable surR à Valeu 
,- 

dans F' et 2 E F . Alors l'intégrale de Dirichlet 

(2) J(i,;,, = J(A)= o $4 lSh-, = dnc,;l&O , 

* 
converge, pour 2 

J 
+-=AikL 1c 

-te= , versJi?.J= dx 
-A--=----’ 

si Ilune des deux conditions suivantes est satisfaite : 

* NOUS prenozs 2 3 0 pour A A -@, l'intégrale 
tend vers - JO on sait que J= 2 (formule (IV,11;51) ), 
,,,ais on va le redémontrer ici. 
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Conditicn 1) : La fonction &x>- F 
sinage de l'origine * . 

est intégrable au voi- 
35 

Celà se produit en particulier si te a une limite à droi- 
j?(O + 0 > a l'origine 

1 
et vérifie au voisinage de l'origine 

zIeF1condition de Hyder I'~iz>-~(O+ 0) 14 C "Vo(, C et% >0; _ 

en Particulier si 9 est dérivable ti l'origine. I 
En outre, la convergence de y(2 ;$) vers J$ pour 

a - +OC , est unifowe, lorsque r et F varient, de 
J 

manière que la condition soit vérifiée par chaque ( T,F), 
-c 

gue -f parcoure une partie+ relativement compacte dec(R,&;Ft), 
J 6 

0;' une partie bornée de F , et que ,/ I/ nz)-? 
x &Converge 

vers 0 lorsque 1 tend vers 0 , 
+-t 

unifcYrmément par rapport h ,ci: 
I 

Condition 2) : La fonction T est A varlation bornée au voisi- 8 
nage de l'origine, f est de dimension finie etF= T(O+O). 

1 
Celà se produit en particulier si 2 est réelle, monotone et 1 
bornée au voisinage de 0 . En outre, la convergence de?(jl ;z) 

+ 
vers JS est uniforme lorsque -4 

, 
et z varient, de manière que 4 

2 décrive une partie relativement compacte deL'(R,Ch; I 

;Q( 
partie bornée de F que la variation 

toia;e' L\fyîeO, c [ ) de $ dans ]'Ofs [ tende vers 0 -t 

lorsque [ tend vers 0 , uniformément Par rapport à 4 l 

Démonstration - Supposons d'abord 1) réalisée. On peut écrire: 

* Cela n'entraîne pas que - tende vers 3 quand --, J 
x-0; 

mais, si 
s 

a une limite, ce ne peut être que Z ; et T-est 

déterminée par , car& n'est pas intégrable au voisinage deo. 



soit t > 0 donne. On peut d'abord choisir 6 de manière 

que le 3ème terme soit borné en norme par+ , uniformément 
lorsque et z varient dans les conditions 

Ensuite le second terme s'ecrit 

i z restant borné , on peut chol- 

sir ?B ayez grand pour qu'il soit borné en norme par*. Comme 

ensuite est intégrable sur 

appliquer le theorème 1 (avec & 1 z = 

est linéaire4continue de L’-( R, dus;T) dans c( [ F,+o,L,&.;a 

(de norme 4 
L'(R, d-c ;$. 

E([S,+- [ ,a,;a et le ler terme est borné en norme 

par% pour A aases grand uniformément quand 7 varie dans 

les conditions indiquées; ce qui prouve lt théorème si la con- 
dition 1) est réalisée. 

Passons au cas de la condition 2). 

Supposons donc 
-7 

à variation bornée dans [ 0, 8 ],rde 

dimension flnieAF =JJO+O) On peut-supposer 7 continue à 

l'origine avec J(o) =J(O'O) , car ;P (0) ne joue aucun r61e; , - 
on peut de même supposer $ partout continue a gauche, en rem- 

plaçant 
car celàZIé~~uohe',~~-i0n:init~' ~~n~,r~bssn~ed~OTn~;:t~~~c 
ne change pas les intégrales, et ne peut qu'abaisser la varia- 

tion totale de T. 

On sait alors que 4 est l'intégrale Indefinie d'une 

mesure ji de base & 0 d'après le theorèms 88 du Chapitre 
IV. En outie. on peut intégrer par parties (théorème 92 du 
chapitre IV); 

Posons TA (5) = 
J 

6 Aina- dz= 
3c 0 J 0 
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Ta(o) = 0 i pour 3c =+ 0 , TA(~)- J pour i\ -+oo, 
en restant bornée. On aura 

+O” (3 bis) J(x;i, - J?(a) = 
6 

La variation totale de Fdans cO,f [ (ou dans]07tl 

puisqu'on l'a supposée continue) vaut 

,Igw - f(O) 

1: dl jZ1 , et est 

11 ; puisque Ta est borné, on peut 

fixer 6 >0 pour que le 2ème et le 4ème termes-soient bornés 

en norme chacun par -k- , uniformément lorsque # varie dans 
4 

les conditions Indiquées. Ensuite, r(0) restant borne, on 

peut choisir A assez grand pour que le 3ème terme soit& +> 



uniformément par rapport a $ ,%et de même pour le premier 
terme, par application du théoreme 1; 
rème dans le cas de la condition 2). 

ce qui démontre le théo- 

-+_c 
Corollaire - Soient 4 , 4 . deux fonctions intégrables surR, 

/ 0 
éaales dans un voisinage de 0 . Soit c( une fonction complexe 

SurR ,mesurable. bornée inférieurement en dehors de tout VO~- 

sinage de 0 , deux fois dérivable au voisinage de 0 , 

o( (o)=O,G(~u)=l . Posons : 

(3kl.) K(p;j)=jtm+j -"$&- d.m , ,tt > o . 

Alors. toutes le: fois que?(Â ;T) a une limiteJ7 
/ 

a la même limite Jz BP-,+&; 
et < parcourent des parties 

relativement compactes de en restant égales SUT 
un même voisinage de 0 converge vers 

-0 , IBIifOFmément par rapport a 4. r lorsque 1 et & tendent 
fJ 

vers + - , pourvu que i\ -!.L 1 reste borné. 
1 

Démonstration - Il s'agit en réalité d'un pur corollaire du 
théorkme 1 et non du théor&me 2; mais nous le plaçons ici. 
parce que, le théorème 2 perwttant de co_nnaîtr~, moylnnant des 
conditions du type 1) ou 2), la limite Jd deJ(1 ;J) , ce 
corollaire donne la limite, égale aussi à J j 
Bien entendu, il suffit de démontrer la fin de i-énoncé. 

de K (k;J). 
011 a : 
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La fonction 1 - - 4 est mesurable et bornée SU~R 
@J(z-1 = 

En effet, elle est bornée en dehors de tout voisinage de 0 
Et, au voisinage de l'orig-ine, la formule de Taylor montre que 
a((=c)- 2=0((2)- g(o)- 3c O('(O) N -2 dyo) pour*- 0 

(théorème 21 du chapitre II), de sorte que 

4 1 zc-Oc(=> --- = tend vers 
M ix) 3c =Qc (W 

+Oc"(O) 

quand%-+o , et est donc encore borné au voisinage de O+. 
Donc, d'après le théorème 1, la lère intégrale tend vers 0 

-c 
pour p -+oo ; en outre, si 

$ 
parcourt un compact de 

L"(lEt,doc;a, 
4 

il en est de même de la fonction$s)(&-$-- 
1 1 

parce que f - ---) r est continue de L"(R,d?cc; F) ( a( 23. 
dans lui-même; donc la convergence est uniforme par rapport 

àI$ . Ceci achève la démonstration du corollaire si on se 

est intégrable, car 

est nulle au voisinage de 0 ; la 2ème intégrale tend donc 

vers 0 po,ur +p - - d'après le théorème 1; en outre, la 

fonction J-%.& parcourt un compact dep([&,+m[, & ; F) 

quand J et 9 parcourent des compacts de d(R,&;c) , et 

le 2ème terme est une intégrale sur 

coincident dans P’ F 1 
IT 8, + 00 [ dsi j et f 

; donc le 2ème terme tend vers l'in- 
-+* 

fini pour p+ f& , uniformément par rapport à , 
i! % 

dans 

les conditions indiquées. 

Si l'on se borne au cas 'h= k , la démonstration est 
achevée. Mais supposons seulement ) j.l,- Â ) borné. L'application 

est bilinéaire continue, de norme ,C 4 , de 

x (U3R)ce dans L”(R,dOE;F) ; l’wpli- 
cation z - (fonction divvrs 

) 
est 

=k 
lipschitzienne deR dans ( c )c,$, car 

continue et même 
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donc l'application (f, 7)- ) est 

continu-e de L' (R,&;r)xR dans c(R,doc;F) ; si 

alors 1 parcourt un relativement compact de C(]EP, &; F), 

et 7 un relativement compact deR , la fonction 

parcourt un relativement compact de L’(R,dm;F).si donc T 

parcourt un relativement compact de cA(R,&;F) et si&k 

reste borné, la fonction 
4 (33) n-J%- = parcourt un 

relativement compact de L'(R,&TT) . Alors la dernière 
intégrale (3 quarto) converge uniformément vers z pour 

tL+A ---++IX en vertu du theorème 2, ce qui achève de 
démontrer le cor;llaire. 

Théorème2 

Soit -f une fonction périodique de période T sur-ne, 
7 intégrable sur un intervalle-pério- 
? 

soit; E F et sunnosons que l'une des deux con- 
ditions suivantes soit krifiée : 

1) La fonction paire t- $(a+t)+T(a-t) -22 
1 'k 

est intégrable au voisinage de 0 

2) la fonction p aire 
$a+t)+ 

t - 
&a- t) 

2 
est 

a variation bornée au voisinage de 0 , sa limite à droite (et 

a gauche) pour t= 0 est Z , - et F est de dimension finie. 

Alors la série de Fourier de z : T 

14) ,” F&($= , Z&$jJ, {(t)ihkoS $ 
=Cm 

Converge, pour 2= a, vers & , en valeur principale de Cau- 
&-: 

(5) 
N -t +m 



En outre l'intégrale 

9 

Si A est un ensemble fermé deR , si A est continue 
1 

SU~R en tout point de A **, et si l'une des deux conditions 

suivantes est vérifiée : 

Condition 1') vérifie, sur un voisinage A' de A , une 
dition de Holder : 

SC X- 
l Y1 al, pourcr.cA /yA’; C et%>O. 

--? 
Condition 2') J est a variation localement bornée sur un voi- 

sinage A' de A r est de dimension finie; 
alors la convergence de s, (??Vers T pour N infini est 
uniforme sur A . 

Démonstration - On a : 
T 

(6) 
dk *** 

= - 
T 

de sorte que 

Calculons donc RN C'est la somme des termes d'une progres- 
sion géométrique, de-sorte que 

* C'est une nouvelle démonstration de la formule (IV,ll;5l). 

*z Cela implique plus que la continuité de la restriction de -+ 
&A 

l par contre, 
un voisinage 

cela n'implique pas la continuité de 
de A . 

# 

*** C'est un cas particulier de la formule 33 du fascicule -+ 
"Séries de Fourier", appliqué à une fonction 

# 
. Il s'agit là, 

rappelons-le, de la convolution sur le cercle r qui se tra- 
duit, pour des fonctions périodiques surR , par'une formule 

intégrale sur un intervalle-période: ($ x q,cr)=l~i(*-~,gcrl~~. 0 
La formule (6) est évidente directemen.t. 
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(8) 
r(N+l)Ot -1Nwt 

e 

T 

i 

7 

zz 

T _- 
2 

T 

i 

ï 
= 

0 

égale à n’importe quelle constante Z$ 0 ailleurs; o( est 
bien bornée inférieurement en dehors de tout voisinage de0, 
et N(O)= 0 , oc'(O)= 1. 

si vérifie la condition 1) ou 2) du théorème 3, 

vérifie la condition 1) ou 2) du théorème 2 avec 

Z-A3 . car 
ri -- 

(9terj Qtr-ZL +(&+t,+&t,-2q 

et ~,(O+O)=~~(?(a+O)i~(a-O))=~~ 

Le théorème 2 et son ccrcllaire nous disent alors que 
TN ( a ; 1) converge, pour N infini vers JE J$~,J=~*$?$?&. 

Si donc nous démontrons que J= % , le résultat relatif à la 

convergence en un point a sera démontré. Mais ,ll suffit 
d'appliquer ce qui précède b la constante j = 1 , alors tous 
les c$ (j) valent 0 sauf c, (j)= 4 et nécessairement 

s, (Q;l)= 1 tend vers 1, 

donc J-g. 

or il doit tendre vers J+-i , 
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Avant de démontrer le résultat concernant la convergence 
uniforme, donnons un corollaire évident du résultat relatif a 
la convergence simple : 

-t 
Corollaire 1 - Si j vérifie l'une des deux conditions suivantes: 

1 -, 
1) La fonction $ a une limite a droite -$ ( CI, + 0) et 

-b' 
une limite a gauche 1 (a - 0) au point a , et'les fonctions 
t: t $(a+t Lj-(2+0) 

,t- 
jLt)-@bO) 

t t 
sont intégrables 

-c R+ au voisinage de 0 cur ; cela se produira en Particulier si 

-j vérifie des conditions? HUlder, /à -F(~+O)\~&C 1 ~-a/' 
1 

pour ~3. 3 a. , et lJ=)-$a-0) II s c I =- d 1" pour x. d a. ; 
en particulier, si] est dérivable au point a ; 

1 --z 
2) La fonction 2 est a variation bornée au voisinage 

'1 
de a, et7 est de dimension finie; cela se Produira en Parti- 
culier si j, est réelle, monotone, et bornée au voisinage de *; 

I 
+ 

Alors la série de Fourier de 4? converge, Pour 3~= ai 
I 

en valeur principale de Cauchy, vers ' 
Y- 

(jb+o) + $a-0)) - 

Passons maintenant au cas de la convergence uniforme. 
Dans les conditions où l'on se place,sN(a;f -7 converge vers 

t 
(a) pour N infini, pour tout CI, de A , et nous devons mon- 

t er que cette convergence est unif'orm%pouraEA . Il suffit 

pour celà de montrer que la fonction @& vérifie les conditions 

données au théorème 2, permettant d'affirmer la convergence de 

vers Ji? = &a, pour 2 -+oo 

uniformément pour a dans A . 
3 

Nous allons d'abord vérifier eue, lors2e f reste fixée 

mais que A/ varie sur P * , les fonctions Q& forment un 

compact de L'(R,dn;f). Appelons ti4 l'application linéaire, 

* Nous identifions systématiquement les fonctions sur le cer- 
cle T 
Cela mène 

et les fonctions sur R , périodiques de période T . 
tr certains abus de langage, qui seront aisément com- 

pris. 
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continue ~~ de ~jr,dt;F) dansLI(IEe,dt;~)j 
sa norme est bornée par-!-. SI a tend vers CL, , u, ,# tend 

dans L'($,dtjF) SI j est une fonction 
continue, puisque elle converge même vers fi 

% 
uniformément 

et reste nulle en dehors; donc u, converge vers 
simplement sur le sous-ensemble dense (e (rjr) 

2ème théorème d'Ascoli 1c 

pour toute fonction 1 de 
fixée dansd(r,&;?), 

est continue der dans 

de L'(~,dtjr) 

T' est bien un compact 

.-Ceci est uniquement une conséquence de 
l'lntégrabillté de $ sur r . 

Supposons ensuite la condition 1') de l'énoncé vérifiée. 
Soit [, la plus courte distance de A et de rA’ ( voir chaoi- 

tre IÏ, page 81). Pour 6 < S, 
b 

pour mEA: 6 - 
, on aura la majoration suivante, 

(10) J II 
q&(t) - jqw 

0 t Il 
de sorte que le ler membre converge vers 0 pour 6 tendant 
vers 0 , uniformément pour a dans A ; le corollaire du théo- 

rème 2 permet alors d'affirmer que .!?,, (7) 
uniformément sur.4 . 

converge vers 
4 

Supposons enfin la condition 2') de l'énonce vérifiée. 
Montrons que si la condition d'uniformité 2) du théorème 2 
n'était pas vérifiée, nous aboutirions ii une contradiction. Il 
existerait une suite de points a, deA , et un nombre g > 0 

tels qu'on ait toujours : 

Mais, A étant compact sur T' , on peut extraire des d, une 

suite partielle ayant une limite a dans A ; les a, * -$ 

tendent aussi vers & . Ensuite est supposée b. variation 
bornéeau vols-inage de CL , et CO if tinue au point a- ; donc la 

variation &jdat~ [a-)~,a+?] tend vers 0 avec 7 (théorème 
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84 bis du Chapitre IV), et sa variation dans[al-$, ani- $ 1 
tend donc vers 0 pour 7~ infini; donc V (5 ; PLqJ 
tend vers 0 pour n infini, ce qui sontredi?(lCbisr 

Donc il est bien vrai que la variation de z& danslO,sI 

tend vers 0 avec 6 uniformément pour CL eA =donc la condition 

uniforme 2) du théorème 2 est vérifiée, et SN (j+l converge 
vers F pour N Infini, uniformément sur A . 

De cette convergence unoforme, on déduira le corollaire: 

Corollaire 2 - Si Se -- est à variation localement bornee surW , 
b --+ 

et 7 de dimension Infinie, la convergence de sN (&) 
4 

vers 4 * 1 
pour N infini est uniforme sur l'ensemble A des points de 

3 
continuité de ,! . Si r est hgldérlenne (donc continue) surR 

I l 
c'est-à-dire vérifie une condition 

ou si elle est a variation localement bornée et partout continue 

avec F de dimension finie, SN $1 converge pour N infini 
-t 

vers 1 , uniformément surW. 
1 

Remarques - l“/ Les conditions 1) et 2) relatives à 

f@+t) +g a-t) sont-moins resqrictives que les conditions 
séparées relatives à ~(CC+ b), {(a-t) énoncées dans le 
corollaire 1. Par exemple, 

T(b) + g-0 

prenons a=O,et -# impaire . Alors 
est identiquement nulle, donc 1) et 2) sont 

réalisées avec T= 0 ; la série de Fourier est d'ailleurs une 

série de sinus, les sommes TN (0 ;f, sont toutes nulles, et 

la convergence vers Ô est triviale; il serait ridicule <lm- 

poser à f des conditions telles que l'intégrabilité de* -c 
ou la variation bornée de J '. 

2"/ Nous avons bien spécifié que la séri,: convergeait 

en valeur principale de Cauchy, c'est-aTire c conver- 

geait vers 2 ; mais les séries c Jk=-N 
' -pe=o ' 

peuvent 
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diverger. Prenons par exemple pour 4 la fonction Impaire. 

égale à -1 dans ]- s , 0 [ , a + 1 dans 
ficients valent 

] 0, + $[ . Ses coef- 

C~(I) = 0 pour -P, pair, et C,p+,(P) = + 
2 

(II) (zJ"+l)Lx - 

La série est une série de sinus : 

La convergence vers 0 pour x=0 résulte. comme dans la 

remarque 1'. de consid,érations triviales. Mais 

+y 2 "Pé'+):"" 
4% 

C&(B) .i4- 

vaut et les s6riesJg, , g 

sont toutes deux divergentes pour 3~ = 0. 

3”/ Considhons la suite des fonctions ~R+,(,z),sur le 

cercle T . Pour toute Lp éa(r) ,et plus généralement pour 

toute q E&'(r) , ( +RN 
'Lp' converge, pour N infini. 

vers CQCO) ; donc-+ R, converge vers 8 dans l'espace 

.$ (r) des distributions sur r , et même dans l'espace 

a"(r) des distributions d'ordre fl sur r . 

Les +%4 convergent-elles aussi vers 8 vague - 

ment, autrement dit dans a"(r) = C'(T), muni de la topologie 

de la convergence simple surobe(r) t C(r) ? Ou encore, la 
serie de Fourier d'une fonction continue converge-t-elle tou- 
Jours simplement vers cette fonction ? 

Nous allons montrer que la continuité de & n'est ni 

nécessaire ni suffisante pour eue la série de Fourier de 1 

converge simplement vers I. . 

D'abord, SI$ 
1 

est & varlatlon oornee sur la période, et 

si. en tout point a , on a ~(CL) = ;(T(a+21 +F(a-o)),la série 

de Fourier de T converge simplement vers $ , malgré l'existen- 

ce de discontinult6s; la continuité de j? n'est donc pas néces- 
saire pour la convergence. 
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Mais elle n'est pas non plus suffisante. Il n'est pas 
trivial du tout de donner un exemple d'une fonction continue 
dont la série de Fourier n'est pas convergente. Mais le théo- 
rème de Banach-Steinhaus va nous permettre de montrer le même 
résultat, sans avoir à exhiber de contre-exemple. 

Supposons que, pour toute fonction Lp continue sur T, 
la série de Fourier de q converge au point 0 , c'est-à-dire 

que +RN converge vaguement vers 8 pour N infini. Le 
théorème dè Banach-Steinhaus entrakerait que les normes des 

mesures +RNdx soient bornées par un nombre fixe M > 0: 

(12) 11 +RNd+ = 
I 
+)lR,(z)j ds 6 M . 

Or on,: immédiatement -2 T 

+T 

I 1 

,AG,+-~+;)w~ dac 

T 
hw y T -- 

sur IEp 

par la 

-(N+ 

i 

+(N+i); 
2 

n.inti\ dt 

-@+i)T (N+ $b- wt 
2(N+3) / 

T 

Lorsque N tend vers +GO , la fonction à intégrer 

8 
l 

/.Gndw~ , TL ' produit de + (N++in, fi 
? / 

fonction caractéristique de l'intervalle 

’ II. 
2 ) 2 ’ 

+(N+i,; 
3 

tend vers ;\F*I , dont 

(limite d'une suite décrois- 

sante); on a 

suite croissante. 
du chapitre IV), 

, limite d'une 

comme pour -ré am, 
d'où la contradiction avec (12); et ainsi la continuité de 9 
n'est pas suffisante pour la convergence simple de sa série 
de Fourier. 

Mais le théorème de Banach-Steinhaus, SOUS Sa forme 
vénérale donnée au $ 7 du chapitre VII (théoreme 46) nOUS Per- 
met d’approfondir ce résultat. Il nous dit que, Pour B-presque 
toute fonction complexe continue $ 

sur T , les sommes par- 
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tielles S, ( 0, j) d e la Série de Fourier ne sont pas bornées. 
On peut en dire autant pour n'importe quel autre point a der. 
Mais alors, comme une réunion dénombrable d'ensembles maigres 
est encore maigre, si A est un ensemble dénombrable de T 
POUF B- presque toute fonction continue # sur T , lesS,,(aj]) 

en aucun point a, de A . A fortiori,B- presque 
toutes les ont leur série de Fourier divergente en tout point 

ne serait cependant pas du tout trivial d'exhiber 
un exemple d'une fonction # ayant cette propriété: si alors A 
est dense, la méthode indiquée après le théorème 46 du chapitre 
VII montre que toute fonction 
non bornées en tout point Q- 
non bornées en B- presque tout 
toutes les fonctions continues ont leur série de FourierB- pres 
que partout divergente.Exprimons ce résultat avec des quantifi- 
cateurs : 

(3 3, ensemble maigre dans C(r) (A 469) 

(jB, ensemble maigre deR ) : (la série de Fourier de 1 diverge 

en tout point de [B ). 

Comme tout "B-presque partout" der a la puissance du 
continu, il existe donc des fonctions continues périodiques dont 
l'ensemble des points de divergence de la série de Fourier a la 
puissance du continu. Cela ne prouve pas, par contre, que 1 en- 
semble des points de divergence ait une mesure de Lebesgue > 0) 
car un "B- presque partout" peut être de mesure de Lebesgue 
nulle. 

On ne sait pas s'il existe une fonction continue dont 
la série de Fourier soit partout ou même presque partout diver- 
gente. 

Ce fait que les tRN convergent vers 8 dans a"(r), 

mais pas vaguement, est une sorte de "raté" des mathématiques, 
un resultat moins bon que ce qu'on aurait pu attendre; mais il 
a été une source de nombreux travaux qui nt développé beaucoup 
de branches de 1'Analyse. 

4"/ Cn a des exemples de fonctions continues dont la 
série de Fourier converge partout, mais non uniformément. 



5"/ Nous avons vu que, si $ e L'(r, dr 1, la série 
de Fourier de 4 converge vers 4 dans L* * . Ceci subsiste 
pour 4 e LT, 1 c. p < + 00 , mais la démonstration est difficile. 
Par contre c'est faux pour p = 1 ou + 00 . Cel& résulte de ce 
qui précède pour 2" =oo (puisque, si $ est continue, elle est 
dans L” et les S,(t) ne convergent pas uniformément vers 
donc ne convergent pas dans L" vers C ); 

8 
montrons-le pourp=l. 

D'après le théorème de Banach-Steinhaus, si, pour toute {cc(T), 

les S&f’) = + R, JC 4 convergeaient dans c 
les opérateurs A-R, t 

T 
de L' dans L' : ! 

auraient des normes 111 + ' N * 111 bornées dans leur ensem- 
ble. Fixons-nous N . Soit pi une suite de fonctions conti- 
nues 3 0 SUT r de support tendant vers l'origine, d'inté- 
grale 1; d'après ilexemple 1 après le théorème 67 du chapi- 
tre IV, les ej dx convergent vaguement vers S sur r pour 
d infini. Donc, d'après le corollaire 3 du théorème 06 du 

chapitre IV, les ;RN*fj 9 définies par x --, 

+jRN(= -b fj 0, dk 9 convergent pour ;i infini 
r 

vers p R, , uniformément sur r : donc 
. 

converge vers 
II ' +N pour a infini. Donc on a l'inégalité, 

sur T : 

et comme tend vers +OO pour N infini d'après ce 
que nous venons de voir après (13), nous aboutissons bien à 
une contradiction. Ici encore, en utilisant la notion.d'en- 
semble maigre, B - presque toutes les fonctions de L'tr) 
ont une série de Fourier divergente dans L' On connaet un 
exemple d'une fonction de L' (T) dont la séke de Fourier 
diverge en tout point. 

Par contre, si 18P9(1+IW est intégrable 

sur r , on démontre que la série de Fourier de ;e 
converge 

vers &_ dans L'(r,dsc) 
- 

* On peut étendre à s G L' (r,dz ; T'), si 7 est de dimen- 

sion finie; mais pas si7 est quelconque. 
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soit $ une fonction intégrable sur E? . Son intégrale 
de Fourier est définie par (1). Ce qui remplace ici la con- 
vergence de la série de Fourier est la validité de la for- 
mule de réciprocité de Fourier. en valeur principale de 
Cauchy : 

(14e") (a) 

Lx fonction c est continue et tend vers 6 ir l'infini d'après 
le théorème 1, donc le 2ème membre n'a aucune raison en g&é- 
rai d'avoir un sens. S'il en a un. il s'agira en général 
d'une convernence non absolue: c'est-même une valeur urinci- 

pale de Cauchy, parce que nous avons écrit 
r+ 8 

Ln non A,B++= _D (ou e,re : il se peut que (14) soit 

valable, mais que soient des intégrales diver- 
gentes). 

Le calcul du 2ème membre de (14) est aisé : 

+ voir renvoi page suivante 



On est donc encore ramené ti une intégrale de Dirichlet et au 
théoreme 2, mais dans des conditions encore plus simples que 
pour la série de Fourier, 

cl(t)= 
him '"2" 

car il n'y a pas le facteur 

9 
qui nous obligeait dans la formule (9) a 

appliquer le corollaire du théorème 2, au lieu de ce théorème 
lui-même. De ce fait on a immédiatement les résultats analogues : 

Théorème 4 - 
4 

Si -j est intégrable surR , le théorème 3 et ses 2 I 
corollaires sont valables, en remplaçant la convergence de 

z,., par celle de 
% 

, la convergence uniforme sur A ouR 

par la convergence uniforme sur tout compact de A ou deR +* . 

Mais en outre, le corollaire du théorème 2 nous permet 
de comparer les séries de Fourier et les intégrales de Fourier 
de fonctions différentes, pourvu qu'elles coïncident sur un 
ouvert : 

_Théorème 2 - 
4 

Soit p une fonction périodique surR de période 1, 
I 

localement intégrable, et s une fonction intégrable surp. 0 

* J'interversion des intégrations est légitime, parce que 

Il -e(x) Il est (d= @&A)-intégrable sur R x[-L,, +L] 
(Fubini). (Par contre elle n'est pas intégrable sur Wx W ; 

d'ailleurs le résultat avec l 
ZbK'X(cL-¶c) dl 

e serait 

dénué de sens, et en général, comme nous l'avons dit, 

n'a pas de sens comme intégrale 
ice 

de Lebesgue, z n'est pas d'h - intégrable). 

** Cette petite distinction entre la série et l'intégrale 
de Fourier est claire. SurT un fermé A 

était fermé périodique sur ?R 
était compact; ou 

encore, si A la convergence 
uniforme de fonctions périodiques sur tout compact de A en- 
trakaft leur convergence uniforme sur A . 



SuPPosons que 4 et 9 CoIncident sur un voisinap;e A' 
I d'un 

compact A de Il? . Alors la différence s,(J) -zL($) 

converge vers 0 uniformément sur A , lorsaue L et N tendent 

vers + 00 I Pourvu aue la différenceIL-N 1 reste bornée. 

On a déja vu que, lpque_a varie sur un compact, le 
produit de la fonction $(QWtj( - ,) a t par la fonction caracté- 

ristique de[O,+j et la fonction -$(F(a+t) + T(a- t) 

parcourent des compacts de L' ( IF?- ,a; 7) ; et, 

[ A' , 
si 6, est la 

plus courte distance de A et de elles coIncident dans 

rw> pour tout a E. A . Il suffit bien alors d'appli- 
quer le corollaire du théorème 2, avec il= Z,TL , k52r(N+5), 

H<t) = hnt dans [o,+] 

# 0 en deCOrs. 
, prolongée par une constante 

Remarque - Nous azns pris 
2 de période 1, parce que, dans 

la définition de (8 ( i\ ; 4 ) , on prend c?-"~'~, 
-iAWS 

soit e avec 0 = 2 r , F = 4 

a une période T quelctinque, 
. si; 

il faut changer d'intégrale de 

~o,ur~r,pcyj Yf : ou bien garder la même, mais imposer que 
reste borné, de façon que 12 _ p 1 reste 

borné, avec i\ = (N+$U , p= 2JTL. 

Remarque 2 - La convergence simple de la série ou de l'inté- 
grale de Fourier étant le résultat d'un théorème de démons- 
tration non triviale, elle donne presque toujours des formules 
remarquables. Reprenons par exemple la formule (94) du fasci- 
cule J'Sérle de Fourier"; elle devient, si l'on remplace ?! 
par "3 , et SI l'on prend T = 2X donc W=-j , la 
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formule (VII,4;43) du chapitre VII, obtenue à cet endroit par 
utilisation du théorème de Liouville. 

La formule +?-a &- J-r 
3c z 

qui joue partout ici 

un rôle essentiel, a été obtenue en cours de route au théorème 
en utilisant le fait que la convergence de la série de 

zkrier était évidente pour une constante .$?=1 ; il est bon de 
remarquer qu'elle est exactement la formule de réciprocité de 
Fourier pour $ = fonction caractéristique de l'intervalle, 

1 4 -- 
2X ;+ 2Yt 1 zisAr/ 

(47) c (2) = J f$- 

-ILx 
et la formule de réciprocité (14) pour Q,= 0 donne 
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g 1 FORMES SESQUILIN~AIR,ES 

Définition : On appelle application semi-linéaire ou anti- 

linéaire d'un espace vectorielle dans un espace vectorielF 
une application 4.~ vérifiant : 

Si le corps des scalaires est R , semi-linéaire cofn- 
cide donc avec linéaire. 

SoitE un espace vectoriel. Unelfonction scalaire B 

sur È x E est dite sesquilinéaire , si elle est linéaire 

par rapport à la première variable et semi-linéaire par rap- 

port à la deuxième : 

a) pour $ fixé, z- B C;c,%) est linéaire ; 

b) pour x fixé, T- BCG%) est semi-linéaire. " 

Cela se traduit donc par les relations : 

Si le corps des scalaires est R , cela veut dire queB 
est bilinéaire. 

1 Il semble qu'on écrive avec un trait d'union semi-linéaire, 
anti-linéaire, 
ndaire, 

et sans trait d'union bilinéaire, multili- 
sesquilinéaire . 
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On dit Qu'une forme sesquilinéaireB sur Ë x Ë 
hermitlenne, si l'on a 

est 

(plr,f i 3) B G+ = B(j,Z) 

Lorsque le CO~US des scalaires estR , cela revient à 

dire aue B est symétriaue. [ Sur @ , une forme sesquillnéai- 
re,ne pourrait pas etre symdtrique sans être nulle, alors 
qu une forme bllindaire ne pourrait pas être hermitlenne sans 
être nulle ; autrement dit, la notion d'hermiticlté est adap- 
tée au caractère sesquilinkaire, celle de symétrie au carac- 
tère billndaire. En effet, si B est sesquilinéaire, et si 
B(%,3)= B(;d,%) 

fixé, est a la fois 
l'application Z- 

linéaire et semi-llndaire, alors, po r 
B(S ?j) pour 1 

toutS,B(+= B(-i(LT,),j)-+;B(i'C' ,'d' = 01 . 

Si B est hermltienne, le développement de B(Tt+ - 
prend la forme particulière : 

y pc+-1 
Y 

Par ailleurs : 

(Z,mr,~:3lu~ B (=.j,“-$xB(T,S)t Bq$ 

En additionnant et soustrayant, on obtient 

-%&B(3i,$ 

THEOREME (2,XxX,1:1). 

SoitB une forme sesauilinéaire sur un espace vecto- 

rIelE sur le corps @ . Pour qu'elle soit hermitienne, il 

faut et il suffit que, pour tout2 deË. B (2.;) soit réel. 
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DEMONSTRATION : 

Si B est hermitienne, B(x,z) est son propre com- 
plexe conjugué, donc est réel. 

Inversement, s'il en est ainsi, B(T ++,%+j),B (%,z) 
et BqyP7j) sont réels, et alors : 

Y 

(2,xM,l;4) 
B(%+$-,+j) = B(%,;J+ B($,$) 

t B(S&Tl + B(ij,r) 

montre que 

(2,fxIT,1; 5 1 B(S+) + B(ïj,Z) = o( réel ; 

en changeantz en iz , on voit que 

WLXD;1;6~ i ( B(z$ - B(Y,El) = j3 réel ; 

donc 

sont complexes conjugués, et B est hermitienne. Cqfd 

: REMARQUE Il n'y a rien d'analogue lorsque !K- R. 

THEOREME (2,XXII,1;2) 

si IK est le corps c , une forme sesquilinéaire B 4 
sur Exl? est entikement determinée par ses valeurs sur -c 
la diagonale de Ë x E , autrement dit par la connaissance 

de la fonction x- 
A 

B(X,z) .ZEE . Ce résultat 

ne subsiste pas si D( = R , mais reste vrai siB est sup: 

posée symétrique. 



DEMONSTRATION : 

Un développement direct donne, pour K - @ : 

d'où le rdsultat. 

Rien de tel ne subsiste si K = R . Par exemple, 

SI E=&, la forme bilinéaire 

((=%y*' > (%,yb-t'l - "i-yz- =z y, 
est nulle sur la diagonale, mais non 

[Four B( = R 

identiquement nulle 

une forme bilinéaire B nulle sur la diagonale 
s'appelle alt&ée, et on montre aisément que B est alternée 
si et seulement si elle est antisymétrlque, 

B(Z,T$ =- B($& ] . 

Alors 
Mais supposons B symétrique 

(2,XXII,1;4! donne 
sur la diagonale. 

QxlI,1;9 1 2 B(;c’,T) = BCz+ij,Z+$ - B(F+)- B(â,ij) 

ce qui détermine B , cqfd. 

Définitions : 

ËXË 
Une forme sesauilinéaire hermitienne B sur 

est dite positive 30) f 
toutzEË. 

SI B(Z,Z)&o Dour 

Pour IK- C,“B& 2) ao pour tout; EE" entraine 
l'hermiticité, d'aprss ie théorème (2,XXII,l;l), et il est 
donc inutile de mettre cette hermiticité dans 
mais Il n'en est pas de même pour M=R, 

les hgpoth&ses; 
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I Remarquons aussi que B(hz,hz)= 2% B (z,;), 

2x3 0 ; c'est ce qui permet de faire cette hypothèse de 
positivité, au'on ne pourrait pas faire pour une forme 

hIlinéaire lorsque o( =@ car alors B(lS,;l?&)- k B(s,%) 

ne resterait même pas toujours réel (voir déjà ce qui est 

dit apr&s (2,xx11,1;3) )] . 

La forme sesquilindaire hermitienne B est dite ddfinie 

positive si 3 (X,s)So pour 3 60 . 

THEOREME (2',XXII,l;3) (Inégalité de Schwarz) 

Si B es.t une forme sesqullinéaire hermitienne 20 
sur F x Ë , on a l'inégalité : 

on a même l'inégalité stricte 4 , si B est défin-ie nosi- 

tive, à moins que z etz ne soient dépendants. 
0 

DEMONSTRATION : 

Supposons d'abord simplement 830 q 

On a : 

ce 
Soit B(E,$)= hue , h ,IB(SC,Tj)( . Posonsa = te 

;e 
, 

t réel ; alors 

(2JxlI,lj12) j(t)= a+2&t+ d2= B(;c’,?E,+Zt\B(S!,y)I + t’B(y,j)30. 

Nous avons donc un trinôme du deuxième degré à coeffi- 
cients réels qui est toujours > 0 ; donc il n'a certai- 

nement pas deux racines réelles,. et par suite CGC-&'& 0 , 
ce qui est exactement (2,XXII,l;lO). 
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si z et 7 sont. dépendants, ou bien $ = ci , ou 
bien s = k' 
sont alors 8 aux. Nous allons montrer que c'est le seul cas 1' 

&E E ; les deux membres de (2,XXII,l;lO) 

d'kgallté, si B est ddfinie positive. 

Supposons donc 3 + 0 
pour tout 3 E C! . 

et en outre queZ+ 1' * Z 
Alors le Premier membre de 

n'est jamais nul, f(t) 
(2,Xx 1,l;ll) '4 

ne s'annule jamais pour t reel, 
donc ad- -&'z 0 , c.q.f.d. 

g 8 ESPACES PRl%IILBERTIENS 

Definition : On appelle espace nréhllbertien un espace vec- 
toriel muni d'une forme sesauillnéalre hermltienne&O . 

En gkndral cette forme se note(%,q)--, 

ou (Zlj)Ë 
'"&J , 

s'il est utile de spécifier l'espace E . 

THEOREME (2.xX11.2:1) (MINKOWSKI) 

On a l'inégalltd 

Autrement dit, z - (ZI~Pest une semi-norme. 

En outre, si la forme hermltienne est definie positive, 
on a tOUjOUrS l'inégalité stricte 4 , à moins que l'un des 

VSCtSUFS g.'U ne Soit DTOdUit de l'autre Dar un scalaire80 

DEMONSTFiATION : 

Elevons au carré ; nous avons a démontrer 

(2Jxu.2;2) (ztyz+y, a(~lZ)t(jl~)+ 2 (Z I r)hq lj,"" 

Mals le premier membre se calcule par (2,XXI,1;4), avec 
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Cela équivaut donc a montrer que 

(2p,2j3) 

C'est donc une consdquence immédiate de l'inégailtd de 
Schwarz. En outre, on a nécessairement < lorsque la forme 
est définie positive, sauf si, d'une part, on a l'égalité 

de Schwe?z, c'est-à-dire sis et 7 sont dépendants, et si 

d'autre part I(zly) 1 = & (z/y),c'est-h-dire si(r \$) 

e t réel 2 0 
1 

. c'est-à-dire si- -0 ou z, .&' 
réel&0 . 6.q.f.d. ?b 7 

Ainsi un espace prehilbertien Ë est semi-normé; nous 

écrirons (G Iff)"/"= Il z ll.Ë est normé si et seulement 
s'il est séparé ; cela se produit si et seulement si 

c'est-à-dire si la forme herml- 

L'inégalité de SCHWARZ s'écrit donc : 

REMARQUE : 

Soit Ë un espace vectoriel muni d'une semi-norme 
notde 11 1 Alors on peut reconnaître si cette semi-nor- 
me provient ou'non d'une forme sesquilinéaire hermitienne, et 
celle-ci est alors positive et unique. En effet, pour celà, 

il faut et il suffit, d'après (2,xx11,1;8), que la fonction 
surË y Ë: 

(%XX&2;5) G?j’ 
pour IKL Q! , ou d'après (2,XXII,l;g), que la fonction sur 

(2plW6) Gpj, - - ; ( IL+3 112- IF 

pour IK = R , soit une forme sesquîlfnéalre hermitienne, 
et c'est alors la forme cherchée. Autrement dit, on peut 

IF- II 7 ll” > 



changer nos définitions comme suit : un espace vectoriel 
muni d'une semi-norme est dit préhilbertien si cette semi- 
norme provient d'une forme sesquilin&ire hermltienne, qui 
est alors nécessairement > 0 et unique. 

Definition : L'expression(riy) s'appelle produit scalaire 

dei et y . On dit que y est orthogonal à S? si(jc/<)= 0; 
0 

à cause de l'hermltlcité, z est alors orthogonal à q , et 

on dit aussi que 2 et? sont orthogonaux, 
" 

COROLLAIRE : 

Le produit scalaire(~,YI~(~lu)est une forme sesqui- 

linéaire continue ; sa norme est 4 pour E s6paré non ré- 
duit à son origine. 

DEMONSTRATION 

D'après l'in6galité de SCHWARZ, on a I G 1 ?)I 611 XII II~II, 
donc la forme sesqullin6aire est continue, d'après le th6o- 
rème 52 du Chapitre XIII , démontré pour des formes bili- 
néaires et manifestement vrai aussi pour des formes sesqui- 

linéaires. Si E est séparé, 11 11 est une norme, et la 
même inégalltk montre que la norme de cette forme sesqui- 

lin6aire est S 1 ; - si E n'est pas réduit à son origine, 
Il existe z # ii , et alors (alb) = II a 11% montre que 
la norme est exactement 1 . 

Soient S, ,;C, ,...,G,,EË. On a 

II s,+z2+ 
Alors si les z 

“. + s, Il%= 11 2, Ilt+. . ’ +II<, Il%+ Gj <ST& I ;cà ) 
; sont deux à deux orthogonaux : 

II 2, c zz f . . . ~J=~l~,IIL+...+II z, II’ , et ceci est connu 
sous le nom de Théorème de PYTH%AGORE. 

Définition : On apuelle espace hilbertien ou espace de 

Hilbert un espace prhhilbertien Ê , séparé et ?omglet pour 

la metrique d&lnie par la semi-norme ïk-..+ 12 Ii= (;c'lZ j':. 
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Un espace de Hilbert est donc encore un espace de 
Banach, dont la norme provient d'une forme sesquilindaire 
hermitienne, ndcessairement dbfinie positive et unique. 

THEOREME 1- (2,XXII,2;2). 

Soit Ê un espace préhilbertien séparé. Alors son com- 
A 

plété Ë est un espace hilbertien et son produit scalaire 

prolonge celui dec . 

DEMONSTRATION : 

,,+ Nous avons vu au corollaire du théor>me (2,XI,4;1) 

que E a une structure canonique d'espace de Banach. Mais 
alors la fonction continue définie Qar (2,XXII,2;5 0)~ 6),est 
sesquilinéaire $erm$tienne sur E x Ë dense dans LE 
donc aussi sur EX Ë par continuité. C.q.f.d. 

Q 3 LE THfiORl!lME DE PROJECTION 

On a défini (Chapitre IX, 9 21, dans un espace métrique 
E , la distance d'un point d à une partie fermde F par 
~<CL; FI = ‘;fF d(a,z). 

Définition : Soit F une partie fermée de E et (x/ E E . Une 

projection de LL sur F est un pointd E F tel que 
d(a;oc) = CL(~; F). 

En général un point n'a pas forcément de projec- 
tion sur un ensemble fermé, ou peut en avoir plusieurs. 

Nous avons déjà donné des exemples de ces possi- 
bilités après le théorème (2,IX,3;2); celui-ci en même temps 
nous indiquait qu'il existe toujours au moins une projection 
si, dans E les boules fermées sont compactes. Dans un es- 
pace hilbertien de dimension infinie, les boules fermées ne 
sont sûrement pas compactes donc le théorème (2,IX,3;2) ne 
s'applique pas l il existe toutefois un autre théorème, basé 
sur la notion dé convexité : 
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THEOREME (2,XXII,3;1) 

SolentE un esnace hilbertien et F une nartie fermde 
convexe non vide de Ë . Alors chaoue noint de E a une nro- 
jection et une seule sur F . 

DEMONSTRATION : 

Nous nous appuierons sur un lemme : 

Lemme de la mediane 

Soient z, $,e,trois points d'un espace préhilbertien. 
On a, six est le milieu de [x0] : 

La démonstration du lemme est kvidente ; en posant %-;i=s, 
z-x -q ) 

2 on retombe simplement sur (2,XXII,l;3 qnarto). 

Montrons maintenant le théorème. Soit d=&(a.F) . 
Soit 2, ,z, ,..., ï7 *,... une "suite minimisante", c'est-a-dire 

que d(Q,zw)tende vers d, pour n infini. Appliquons le lemme 
de la mddiane aux trois polnts$'Cm,r,, ; on a : 

Les deux premiers termes du deuxième membre tendent vers d 

pour m,n,inflnls ; mais F est convexe, donc 3E,+ r, est 
- - 24 

dans F , et par suite d(Z, -;=y~ a ; donc le deuxiè- 

me membre a sûrement une limite supérleure~c,et, comme Ilesta 
iltend vers 0 pour m et n infinis. Ainsi toute suite minimi- 
sante est une suite de Cauchy. Comme E est supposé complet, 
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elle est convergente ; 
dansF 

comme F est fer&e,sa limite 7 est 
l comme la distance est une fonction continue, 

d(Z,;J)Ld, 2 est une projection de ?% sur F . Il ne peut 

exister qu'une projection ; car, siai etB sont deux pro- 
jections, la suite S,jS,Z,a,<, j$,.- ., est minimlsante, 
donc convergente, et s= p . C.q.f.d. 

REMARQUE : 

SI F n'est pas fermée ou n'est pas convexe, ou SI E 
n'est pas complet, la conclusion ne subsiste en général pas. 

Toutefois elle subsiste manifestement pour È préhilbertien 
si l'ensemble convexe F est supposé séparé et complet. 

Nous allons donner maintenant une caractérisation de la 
projection : 

THEOREME (2,XXII,3;2) 

Soit F une partie fermée convexe non vide d'un espace 

hilbertienÊ . Alors siz est la projection de x ê f surF 

on a pour tout z E F : IRe (Z-XI Z-Z) 4 0 ; et ceci 
est caractéristique de la projection. . 

DEMONSTRATION : 

Par translation, on peut supposer G = 0 ; la relation 
s'écrit alors 0k(SZ) SO. 

Si &(dIz)SO pour tout XEF , on aura 

IIz-q2= u z 112- z of45 cd 1 z, + 11 s 11% > 11 TE 11" 

pour tout II ZII#a de F et ;=Ô est bien la projection 

de 2 sur F . 

Inversement, si 2 =o est la projection de z sur F , 

on doit avoir, puisque F est convexe et que par conséquent 

tX ) o=st<1, est dans F dès que 2 est dans F: 

11 z - tzit II” a 11 2% 1” pour tout Z ET et tout tE[O,I]; 

dort -zt&(aIE)+ t”l~~lfao r>oursEF ettE [O,I]. 
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Fixons 3c: . Si 6% (Zl Z) était > 0 , cette quantite 
serait sûrement < 0 pour t suffisamment p 

6? 

etit ; donc 

&(oilg) est bien G 0 . C.q.f.d. 

P3MARQUES : 

1) Cn peut donc dnoncer : 

Si E est hllbertlen, si F est fermé convexe 

dam Ë , et Si a EË , il existe un Ô? unique dans F tel 
que, uour tout z de F , on ait : 

& (Z-o;1 G-3) SO 

2) Supposons que le corps des scalaires soit R . 11 

est alors habituel de poser GI$) 
=ca50, 

II g II 
0 l'angle des vecteurs z,y . 

II y Il 

et d'appeler 

Alors le théor5me précédent 

s'interprète en disant que l'angle de 2-G - et s-7 est 

obtus (ou droit! pour tout z de F . 

VARIATIONS de la PROJECTION LORSQrJEa OU FvmIEîdT. 

THXOREME (2.xX11.3:3) 

Soient E un esnace hilbertien,F une partie fermée 

convexe non vide de 2 . L'application qui, à chaque point2 

de È , fait correspondre sa projection z S?ur F , est 
continue de7 sur F . 

DEMONSTRATION : 

SolentZ,$EË et Z,$ leurs projections sur F . On 

a, en appliquant le lemme de la médiane au triangle x,$,3, 

et en se rappelant que, 
-Z+j$ 

par suite de la convexité de F, 

-rF donc cw d(z,q)a d(&,F): 
2 
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Nais, d'après (II,g;l) (actuellement au Chapitre IX.,, $ 2), 

d$,F) P d 6,F) - d (a,& 

Si d(a,F)s d(a,$) , on aura 

(2,.XX&3;4) 1 &=(;y,$) s (d(q;> + d(z,F$S 4d2(d,h; 2 

Si d(ifi,F) 9 d(&% , on aura 

(Z,xxn,3:5) + d2(;,1j) G (d(ii’,FJ t d(ajb)‘-(d(a,F.b d6,h2 

= 4 dG,+ d(2.x) ; 

dans touzles cas, wqh tend vers 0 , pour a fixé, 
lorsque k tend vers x , c.q.f.d. 

Faisons maintenant varier F . 

THEOREME (2,XXII,3;4) 

soit Fe > F, >. . . F;, ,... une suite décroissante d'en- 
sembles fermés convexes d'intersection F non vide, d'un 

espace hilbertien Ë . Ddsignons par ?- la projection d'un 

point a sur Fn . Alors, lorsque n. tend vers l'infini, les 

points 7% convergent vers la projection z de a sur l'in- 

tersection F ; et d(d,F,) tend vers d(Z,F). 
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DEMONSTRATION : 

hrswe n augmente, l'ensemble F, devient plus petit 9 

donc la dJstance d n des 2.F Il, eugmente ; cependant elle 

est toujows il,férieure à la distance d de 2 à F ; donc 
la suite des nombres d, est bornée et croissante, et con- 
verge par conséquent vers une limite JE d. 11 en résulte 
en particulier que les différences dm- d,, ccrnvergent vers 
0 lorsque m et 1% tendent vers 00 . Appliqucns alors le 

lemme de la rnédizne aux trois points 2 zwx,? 
xm + 3,; IL , en sup- 

posant 7131~ . Comme le point 
2 appartier,t à l'en- 

semble convexe F, on i: l’inégalité 

et par suite la majoration 

Elle prouve qw? la suite des TK 
dans Ë . 

est une suite de Cetichy 
Celui-ci étant complet, elle cor.verge vers une limi- 

teoi . Comme tous les F sont fermés, 0; 'pp2rtlent 2 

chaque t,, donc Ei F . Alors d(a,Gî) est la limite des 

d(x,i?,J = d,, , donc est égale à 6 ; mais par ailleurs 

o( EF donc d(X,G?)> d 3 6 . CI-: a donc nécessai- 

rement d =’ S , 
c.q.f.d. 

et z est la prc,jection de a sur F , 

REMARQUE : 

Si F est vide, 
n'existe ~1~s. 

le résultat r.e subsiste plus, puisque; 
Toutefois il reste vrai que d,., converge 

vers + 03 > distance de 2 à la partie vide. En effet, s'il 
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n'en était pas ainsi, les d, seraient bornés, donc auraient 
encore une limite 6 finie, comme dans la démonstration ci- 

dessus. La même méthode montrerait alors que lesai, ont une 

limite 2 G F , ce qui serait absurde puisque F est vide. 

TI-EOREl'E (2,XXII,3;5). 

Soit F, > E, , , . l , Fn ,. . . , une suite croissante d'ensem- 

bles fermés convexes non vides d'un espace hilbertien Ë , 

et soit F l'adhérence de leur réunion. La projection;,, 

d'un point; GÊ sur 5, converge, pour n tendant vers +or, 

vers la projection z de z sur F , et d (z, F,) tend vers 

d(%F). 

Dl34ONSTRATION : 

Cette fois-ci, la suite d,= d (a,Fn) est décroissante, 

et a donc une limite 6 2 dz d(&,F). Mais ici on voit direc- 

tement que S= d . En effet, soit 2 la projection de a 
sur F . Puisque F est l'adhérence de U F 

Il.&0 n 
, il existe, 

pour tout & > 0 , un entier rt et un point z, de F, tel 

que 11 z-qx II d e ; alors d, < d(Z,Sil < d (R,< I+&=d+&; 
donc 65 CL + & , et, & étant arbitraire, 6 5 d, donc 6=&. 

Ensuite, le lemme de la médiane montre, comme au thdoréme 

précédent, que les qw ont une limite z . Tous les Fw sont 

dans +$JO Q , donc q est dans l'adhérence F de cette 
/ 

réunion. Et comme d <Ü?,z) est la limite des k(z,z)= d,, 

c'est d, 3 donc z est la projection de z sur F ;' c.q.f.d. 
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s 4 APPLICATIONS AUX SOUS ESPACES VECTORIELS FERMES 
D’UN ESPACE HILBERTIEN 

THEOREME (2,Xx11,4:1). 

Soit 7 un sous-espace vectoriel fermé d'un espace 

hilbertien Ë . Pour tout point â de E , si4 est sa 

projection Sur F,[z,~] est l'unique perpendiculaire abaissée 

de x sur F . 

DEMONSTRATION 

Un sous-espace vectoriel fermé est ferme convexe, on 
peut donc appliquer les theorémes précédents. 

Pour que 0; soit la projection de z , il faut et il 
suffit que, pour touts de 7 , on ait : &(a-2 (s-z)&o. 

Mais, puisque F est un sous-espace vectoriel, 

dans F 

siZ varie 
, % -2 prend comme valeurs tous les éléments de 7; 

cette condition est donc équivalente à 

pour tout 2 de F . 

: æe (Z-Zl5E)=s 0 

Mais, sis est dans F ,-z y est 

aussi ; les quantltds précédentes ne peuvent être toutesGO 

sans être toutes nulles ; enfin2 ne peut être dans F sans 
que ir‘ y soit aussi, de sorte que celà équivaut finalement 
à : (z - 2 2)~ 0 pour tout z de ? . Donc z est la pro- 

jection, 
- - 

si c seulement si a- o( est orthogonal Èr tous les 

vecteurs de F 

nal à i' . 
> ou, comme on dit plus simplement, orthogo- 

REMARQUE : 

Bien sûr, 2 peut être dans F , alors ; = a. 

COROLLAIRE : 

Soient E un esuace hilbertien, F un sous-espace vec- 

toriel de Ë . Pour que F soit dense dans Ë , il faut et 

il Suffit qu'il n'existe pas de vecteur non nul orthogonal 
.F- ar . 
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DEMONSTRATION 

Si7 est dense, un vecteur orthogonal à F est ortho- 

gonal à l'espace entier, donc à lui-même, donc nul. Si F 
--c --ç 

n'est pas dense, F est fermé +E ; siZ 6 F , et si 2 
z 

est sa projection sur F ,Z-ai est un vecteur non nul or- 

thogonal à ? . 

DEFINITION 

On dit qu'un vecteur z 

de E s'il est orthogonal à 
deux parties 5 F, sont 
l'une est orthogonal a tout 

est orthogonal à une partie F 

tous ses éléments. On dit que 
orthogonales, si tout élément de 
élément de l'autre. On appelle 

orthogonal- d'une partie. F , et on note F 
t 

, l'ensemble des 
eldments orthogonaux à F . 

+ 4 
L'orthogonal d'un élément cx de E est le noyau de la 

forme lineaire z--+ (g 2); 
f un hyperp I 

c'est donc, d'après le thdorème 
an fermé, sauf si cette forme lindaire 

est identiquement nulle, ce qui ne peut se produire que si 

a, Ô (puisque (& 1 zd,= 0 entrarne Z =T ). L'orthogonal 

F+ d'une partie F est donc toujours une intersection d'hy, 
perplans fermés, donc est un sous-espace vectoriel fermé de E. 

Par ailleurs un vecteur orthogonal à des éléments est 
orthogonal à leurs combinaisons linéaires, donc tout vecteur 
orthogonal à F est orthogonal au sous-espace vectoriel engen- 
dré par F ; mais aussi à son adhérence, par passage à la 

limite. Finalement l'orthogonal F+ de F coyncide avec 
-* ---, 

l'orthogonal q+ de G , adhérence du sous-espace vectoriel 

7 engendré par F . 

THEOREME (2,XXII,'+;2). 

Soit 7 un sous-espace vectoriel fermé d'un espace hil- 

bertienË. 
-L 

Alors F et son orthogonal F+ sont topologique- 



ment suualémentaires. Le projecteur de E sur F parallèle- 
lement à F’ est l’auplication qui, à tout 2 de E , fait. 

correspondre sa projection sur ? ; on l'appelle aussi le 

pro.lecteur orthogonal de E sur F . Sa norme est 1 si F 

n'est pas r&uit à 401. 

DEMONSTRATION 

L'intersection de F et F+ est réduite à 0 , car 
tout vecteur de cette intersection est orthogonal a lui-même. 

Ensuite, si ;r. E E , et si? est sa projection sur F sui- 

vant le th&@me de projection~(2,XXII,3;1).~-F est or- 

thogonal à F , (T (2,$11,4;')) donc dans F+ , et alors 
la déczposition z={ + (g-1) montre que F -+ et F engen- 
drent E ; donc ils sont algébriquement supplémentaires. Pour 
démontrer qu'ils le sont topologiquement, nous devons montrer 

(théorème T (2,xx+II,1;3)) que le projecteur de È sur 7 pa- 

rallèlement à F est continu ; or c'est le théorème 

(2,xXII,3;3) ; ou encore d'après le théorème de Pythagore, 

IIr II"= nTII"t 11 =G- ij 11' donc I(x 11 g 11 z )( , donc ce 
projecteur est Continu et de norme < 1 . Il est en fait de 

norme 4 , sauf si F est réduit à { 0 } 

on a y= 33. c.q.f.d. 
, car, pour ~CE F 

REMARQUE : 

Ceci montre en particulier que l'application G--+ r. 
qui I à chaque 2 de E , fait correspondre sa projection 

sur F , est linéaire. 

COROLLAIRE 1 

Si F est une partie quelconoue de E , l'orthogonale F" 
= 

de son orthogonal F+ est l'adhérence G du sous-espace vec- 

toriel G engendré par F ; c'est donc l'adhérence de F si 

F est un sous-espace vectoriel, et F elle-même si F est 
un sous-espace vectoriel ferme. 



DEMONSTRATION 

--t 
Puisque F+= G+ 

z 
, on a F++= Cj ++ , et nous avons 

simplement à montrez que, si F est un sous-espace vectoriel 

fermé, +++ onaF ,F . Or bien évidemment F++ contient ? 
-+ 

d'autre part tous deux sont supplémentaires de F donc ils 

coïncident. C.q.f.d. 

COROLLAIRE 2 

soit (q, c Ei , une famille de sous-espacesvectoriels 

fermés de E 4 . L'orthogonal de la réunion ;lJ1q est l'in- 

tersection ;?I F+ des orthogonaux ; l'orthogonal de 

l'intersection .(QI c est l'adhérence du sous-espace vec- 

toriel engendré par la réunion des orthogonaux. 

DEMONSTRATION : 

Dire quez est orthogonal à , c'est. dire 

qu'il est orthogonal 4 chaque donc appartient à chaque 

; donc trivialement Ceci 

serait même vrai si les 5 étaient des parties quelconques 

de Ë . 

Il en résulte que l'orthogonal de& ?;+ estiLQI ?'+ 

c'est-à-dire ;2I c. si les rti sont des sous-espaces vec- 

toriels fermés (corollaire 1) ; autrement dit, si F= U c+ 

ona ;E,c== F+ (;$,K )+= F ++ 

ijix 

; alors est bien 

l'adhérence du sous-espace vectoriel engendré par 6 corol- 
laire 1). c.q.f.d. 
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REMARQUE : 

Ce resultat est normal ; l'orthogonal de 

ne peut pas être ;y1 <+ , ce qui n'est en général pas 

un sous-espace vectoriel et n'est pas fermé. 

COROLLAIRE 3 
-+ 

Soient 2 un eswce Drehllbertien sér>aré, F un SOUS- 

ESDaCe vectoriel, Z un esnace vectoriel tonologipue complet 9 
u une apDllcation lindaire continue de F dans z . Alors~ 

se DrdonKe en me aDDlicatiOn linéaire continue u de Ë 
dans G ; en Outre, si G est normé, on Deut la choisir de 

façon quel tLII = 11 w 11 . 

DEMONSTRATION 

On peut toujours supposer E hilbertlen (car s'il ne 
l'est pas, on démontrera même qu'on peut prolonger 
complétd hilbertien). 

à son 
Ensuite le théorème de prolongement 

(T 2,XI,2;4) (étendu aux espaces vectoriels to ologiques, 
voir compléments à la fin du Chapitre XVII, § fk permet 

d'emblée de prolonger ,LL à F , en conservant sa norme sic 

est normé ; donc on peut supposer F fermé (et dans ce cas 

?f n'a plus besoin d'être supposd complet). 

l'espace hllbertien E , 

Alors, dans 

le sous-espace vectoriel fermé F 

a un supplémentaire topologique ?+ . Donc on peut prolonger 

u.enZ, -+ en donnant à & la valeur 0 sur F (corollaire 2 

de (T 2,XVII,1;51) ; pour (%+ 3)Ei-i ,~EF ++ 

on aura Z (Z+ 
> ;EL 

â) = u(G). Alors, si q est norme : 

(xxlL4;~) 11 z-z 11 52 11 AA-1 

mais comme trivialement 11 U 11 2 II ti 11 

. C.q.f.d. 
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REMARQUE 

En prenant c= IK on voit que le théorkme de Hahn 
Banach (par exemple corollaire 2 de (T 2,XIX,?;l) est trivial 
pour les espaces préhilbertiens séparés. Voir aussi la 
remarque 1 qui suit le corollaire 12 du même théorbme. 

Bien entendu, le prolongement z n'est pas unique en 

général, si7 n'est pas dense dans E . 

ufl sous-espace vectoriel fermé 7 d'un espace 

hilbertien E est hilbertien quand on le munit de la forme 
sesquilinéaire induite, puisqu'il est séparé et complet. 

Corsidérons maintenant le quotient Ê/F ; le 
théorème T (2,XVII,6;4! nous indique qu'il est un espace de 
Banach, relativement à la norme quotient. Nous allons voir 
qu'il a une structure hilbcrtiennc, dite structure hilber- 

tienne quotient. Soit, en effet F' l'orthogonal de r ; 

il est supplémentaire de ? , donc la projection canoniquen 

deË sur Ë/F est me bijection linéaire de F' sur 

E/T; 
, 

elle permet donc de transporter la structure hilber- 

tienne de ?SIX Ë / F. Autrement dit, peurs 

nous poserons par définition ($ 1 ;)= rgl<) 

est l'unique élément de F+ appartenant à la classez (respi$). 

!En fait on aura mëme (z 1 Tj) = ( ZB 1 Yj?),4;ême Si un sed des 

est dans F ; soit en effet 

dans p donc orthogonal à F+ 

Pluni de ce produit scalaire, est hilbertien, puisqu'il 

est exactement isomorphe à F . La norme (z 1 z) 

cette structure hilbertienne sur E /F est exactement la 

norme quotient 11-F oc 11 ddfinie par le thdorème T (~,xvIII,~;~ 
en effet Ii& 11 est la borne inférieure des normes des 2 E g 

c'est donc la distance de l'origine au sous-espace affine x 

de Ë , parallèle à 7; d'après les théoromes T (2,XXII,3;1) 
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etT (2,xxII,4;lj, c'est exactement 
projection orthogonale de l'origine 

la norme // z I( de 1, 

sur le sous-espace af- 
fine SS , c'est-à-dire la norme de l'unique élément z de% 
qui appartienne B F' 
Nous avons donc démontri ceci : 

donc aussi (El %.i/l OU (2 1 z$&. 

THEOREiW T (2,xX11,4:3) 

SoientË un espace hilbertlen, F un sous-espace vec- 

toriel fermé. Le quotient Ë /F , muni de sa structure 
canonique d'esuace de Sanach, est hilbertien ; la bijection 

canonique de F' sur E -/ F 
tures hllbertiennes. 

est un isomorphisme des struc- 

REMARQUES : 

La démonstration a mis en evidence les 2 faits supplé- 
mentaires suivants : 

l"/ D'aprk la definition de la norme quotient, la nor- 
me de 5 E E/F est la borne inférieure des normes des:Es; 
dans le cas présent, cette borne est atteinte par l'unique 
point= de & qui soit dans -i+. 

2"/ Pour z E F 
-++ -.a - 

ona (E 
.yE 1 

1 $=G I 

ou pour S e Ë , T e F', 

9,. 

$4 5 DUAL D’UN ESPACE HILBERTIEN 

Soit Ê un espace vectoriel normé. Le théorÈme (T 2,X111, 
5;l: établit une bijection linéaire continue 1 
l'espace des formes bilineaires continues sur P 

;dpisc&~; de 

l'espace des applications linéaires continues de Ë dans son 

dual El (voir remarque 1 après la démonstration du théorime). 
Une simple modification permet d'établir une application bijec- 
tive lineaire isométrlaue4.6 -+U de l'espace des formes sesqui- 
linéaires continues surE,E sur l'espace des applications 

anti-linéaires continues de E dans F . Redonnons cette 
correspondance. Si 4.i est une forme sesquilinéaire continue 
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sur E XE ,U une application antilinéaire continue U 

dez dans Ë , la correspondance entre AA et U est définie 
par : 

le dernier produit scalaire etant celui que nous avons défini 

entre un espace-vectoriel normé et son dual : LZË. 
Partons de U, pour 9 donné, U(q) sera la for- 

me lin6aire continue~-tu(~-c)sur~ c'est donc bien un dlément 
CL 

dep*Comme, pour z fixé,u.(z)T)dépend anti-linéairement de y, 

et que <z,lJ (y)>dépend linéairement de U (j) , u(a) doit 

dépendre anti-linéairement de 3 
-Y ' 

donc U est une applica- 

tion antilinéaire de r dans E’ . En outre, en fixantZ,T, 

on voit que ti A U est linéaire ; et nous savons que 

I I  A4/ I I  ‘= I I  u I I  l 

Pour que U soit injective de Ë dans E) , il faut et 

il suffit que U (5) =Timplique y= 0 ; mais U (“a)=0 

signifie-que u (z,T)= 0 pour tout= ; donc U est injec- 

tive+de E dans Ê si et seulement si le seul élément- 

de E vérifiant ti(z,?J= 0 pour tout 2 deË est 3= 
Y+ 

0 ) 
c'est-à-dire si ti est non dégénérée. On peut alors se deman- 
der quand u est bijective : 

TREOREME (T2,XXII,5;1) 

Si & est une forme sesquilinéaire continue non déaénér6e 

sur un espace vectoriel normé Ë , l'application linéaire 

continue IJ de Ë dans Ê qu'elle définit par (2,XXII,5;1) 

est une bijection antilinéaire bicontinue (c'est-à-dire un 

1 La remarque 2 après le théorème ( 2,x111,5; 11 nous in- 
dique qu il y a deux manières de définir une bijection 
telle que k4 _3 u ; c'est précisément la deuxi&me que 
nous prenons ici. 



24 

mti-isomorDhisme) deË sur E’ , au moins dans les deux 
cas suivants : 

1) 

2) 

È est de dimension finie ; 
-4 
E est un espace hilbertien, 64, est le DrodUit sca- 

laire de sa structure hilbertienne ; alors U est 

en outre une isométrie de E sur Ê' . 

DEMONSTRATION : 

1) U étant injective, elle est sûrement bijective siE 

est de dimension finie, puisque El a la même dimen- 
sion. Elle est bicontinue puisqu'on est en dimension 
finie. 

2) Soit E un espace hilbertien, et A.& la forme produit 

scalaire &L(X,?) = (ST 17) . Montrons donc que U 
est s2fjectlve. Soit donc (IT un élément #z?? du 

dual E’ . Alors le noyau de la forme lindaire conti- 

nue $ est un hyperplan fermé < de Ê . Puisque Ë 

est hilbert?n, il existe un vecteur non nul7 or- 

thogonal à H (corollaire du théorEme_T (2,XXII,4;1)); 

alors la forme linéaire continue sur E 

a aussi le noyau H , 
:Z+<;CI$ 

àz, 

donc elle est proportionnelle 

ce qui montre bien la surjectivitd de U . Alors CJ 

est bljective de 
est antilindaire 

ment dit IlU($)II~II 

donc! U (y] II> 11 T 
- 

et U est une isométrie de E sur 

est sussi continue. c.q.f.d. 

SI E est un espace hilbertien. 

-, E- et alors U-’ 

le produit sca- 
laire se note une fois pour toutes 

alors l'anti-isomorphisme U de Ë se notera 



25 

une fois pour touteâsous la forme y-5 ; cela s'écrit 

(2,XXlI,5;2) 

bien distinguer ( 1 ) > produit scalaire sesquilinéaire 

sur Ë X Ë , de 4 , > , produit scalaire bilinéaire sur 

Ë x El. 

COROLLAIRE 1 

Un espace hilbertien est anti-isomorphe à son dual (en 
tant qu'espace de Banach). 

COROLLAIRE 2 

Toute forme linéaire continue 2 sur un espace hilber- 

tien Ë s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme 

du produit scalaire avec un élément fixe : 2 -(Llij): 

COROLLAIRE 3 

Le dual E’ d'un espace hilbertien est lui aussi hilber- 
tien. Son produit scalaire est le. complexe conjugué du 
transporté par l'anti-isomorphisme canonique : 

DEMONSTRATION : 

Puisque, en tant qu'espaces de Banach, E et Ë! sont 

anti-isomorphes, El est hilbertien comme Ë . Son produit 
scalaire est défini à partir de sa norme par la formule -c c 
(2,XXII,2;5) ; on a donc, compte tenu de ce que s+ i--X -i-s 

Y- Y* 



-il1 Et$@)= (slr>< , c.q.f.d. 

REMARQUE : 

On ne pourrait pas avoir (5 I;)6=(Z 1 j)r car le 

deuxigme membre est linéaire en2 et anti-linéaire en 5 

donc anti-linéaire en E et linéaire en 
c 

au premier. Y ' 
contrairement 

Fuisque il est hilbertien, il y a un anti-isomorphisme 

canonique 5-7 de Ë’ sur Ë’ ; pour?&'=%eË', $eË 
, on a : 

où - z 
‘6-Y est l'injection canonique de Ë dans son bi- 

dual Ê' . On a donc 7 = 5 ; mais alors l'injection 
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canonique, produit de deux anti-isomorphismes, est un iso- 
morphisme. Donc : 

COROLLAIRE 4 

L'injection canonique de E dans Ë’I est un isomorphis- 

me, produit des anti-isomorphismes canoniques de Ë Sur p 

et deE sur E --II ; un espace hilbertien est réflexif. 

COROLLAIRE 5 

Les anti-isomorphismes canoniques de Ë sur son d>Jal 
C 

E' et de E’ sur son dualS sont réciproques l'un de l'au- 
tre. 

COROLLAIRE 6 

La boule unité d'un espace hilbertien est faiblement 
compacte. 

Il suffit d'appliquer le théorème de Banach (J~,xIx, 
7~8). 

REMARQUE : 

Les propridtés antérieures sur l'orthogonalité se dé- 
duiraient alors à nouveau facilement de celles du chapitre 
XIX, 9 7 : les corollaires 1 et 2 de (T 2,XXII,4;2) se 
ddduisent du corollaire 2 de (T, 2, XIX,7;3). En effet, 

d'après (2,XXII,5;2) ?& et? sont orthogonaux dans Ë si 

et seulement si X E ËJ et + E E 
-3 

sont orthogonaux ; 

si alors A est une partie de E son orthogonale dans Ë 
est l’image de son orthogonale dans Ê par la bijection 

canonique de ?? sur Ë ; c'est aussi l'orthogonale dansE 

de son image A dans Ë' ; alors sa biorthogonale pour la 

structure hilbertienne de E est aussi sa biorthogonale 

pour la dualitd entre ?! et Ë’ . 
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§ 6 SOMMES DIRECTES HILBERTIENNES, BASES HILBERTIENNES 

IIIw###I#wwII#H#~II~~~~~~ll~~ll~~~ll~~~ll~~~~ll 

Soient F, ,Ë z deux espaces vectoriels normés. 

Nous avons vu au § 4 du Chapitre XIII qu'on peut mettre sur 9 - 
leur produit E,x E, , identifié à leur somme directe<@Ë% 

diverses normes, définissant toutes la topologie produit, 

mais qu'aucune ne s'impose plus qu'une autre. Cependant, 

si Ë, et FL sont hilbertiens, auquel cas E, x 2% est 

sûrement complet, 
les autres ; c'est 

il existe une norme plus intéressante que 

Elle provient évidemment d'un produit scalaire 

de sorte que Ë, @ Ë, est lui-même hilbertien. On dit que 

Ë, 8 E, I muni de cette structure hilbertienne, est la 

somme directe hilbertienne de E, et de E, . Sa structure 

hilbertienne est la seule qui induise sur Ë, et Ë,, leurs 

structures hilbertiennes, et pour laquelle ils soient or- 
thogonaux. 

Il n'y a évidemment aucune difficulté à étendre 

à des sommes hilbertiennes finies. Dans ce sens, l'espaceRy 

muni de sa norme euclidienne usuelle 

n’est autre aue la somme hilbertienne de n espaces identi- 
ques à la droite réelleR , munie de sa norme canonique 

(13~ 11 = il scI( , qui provient évidemment du produit scalaire 

De même l'espace cl%, muni de sa norme 



hermitienne usuelle I[ m 11 =(c, iakl'j/Ln'est autre que la 

somme hilbertienne de 7~ espaces identiques à a! , muni de 

sa norme canonique 115 II= 13 1 , qui provient du produit 

scalaire ("IU,)Qo=zT * 

Mais on peut aussi définir des sommes hïlbertiennes 

infinies. Soit ZG)iEI une famille quelconque d'espaces hil- 

bertiens Ë; , 1 ensemble d'indices quelconque . Appelonszm 

(ce qui entraine qu'au plus une infinité dénombrable des 2; 

soient # 0 >. Appelons Ë l'ensemble de ces familles2 ; 

Défi$ssons l'addition et la multiplication par les scalaires 

sur E par : 

(2,BlI,6;3) 

On définit ainsi ,!? comme un espace vectoriel sur IK . Posons 

maintenant 11 2 11 = (& \/~;11'~~ . lYontrons qu'on définit 

là une norme sur Ë , La seule chose non triviale est l'iné- 
galité de convexité, alors ce sera une semi-norme, et 

II z II = 0 entrafnant trivialement Z = 0 , ce sera une norme. 
Or, si J est un sous-ensemble fini de 1 , l!inégalité 
(2,1,2;5) donne 
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d'où l'on déduit bien en prenant la borne supérieure des deux 
membres pour tous les J : 

Donc E est un espace vectoriel normé. Mais sa norme provient 
d'un produit scalaire sesquilinéalre hermitien, donc E est 

préhllbertien sépard. Si en effet r 
tien 

on a la majora- 

de sorte aue ;GI I(~L IT~)Ë, )C + 00 , Si alors on pose 
c 

(%m,6;7) (EIj)~ , 

on définit bien sur E un tel produit scalaire, et[~ll'=(~l~) 

[ D'ailleurs la majoration (2,XXII,G;h) peut se remplacer par 
une majoration meilleure, soit en appliquant (2,1,2;7) à une 
partie finieJ de 1 et en prenant la borne supérieure pour 
tous les J , soit en appliquant l'indgalité de SCHWA32 

(2,XXII,l;lO) puisque nous savons maintenant que E est 
préhilbertien : 

Définition : 

L'espace Ë ddfini ci-dessus s'annelle la somme directe 

hilbertienne des $, , et se note @ E; 
IEI 

Certains des Ë< peuvent être rdduits a (0) . 
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T-HEOREME (T ,2,xx11,6;1!. 

La somme directe hilbertienne d'une famille d'espaces 
hilbertiens est hilbertienne. 

DEMONSTRATION : 

Mous devons montrer que Ê est complet * 
rons le crithre (T,2,XIV,2;2), 

nous applique- 
en montrant hue toute série 

normalement convergente de Ë est convergente. Soit donc 

une série d'éléments de Ë! ,T ljzfiII <+Ce. 
1t=O 

Pour tout 7x ,Zn=(q,i)ceI . Commell Z..l,i 11~ I 11 Ztilljf 
> 

on a pour tout tâ 

complet, la série 

1 , go II q1E; < + 00 ; comme E, est 

c c,i. converge ; 
11' 0 

soit 2; E ï?; sa 

(2,1L2;5) à une somme de E termes au lieu somme. Appli uons 
de 2 ; soit 3 fini C 1 ; alors 

(2,XXE,6;9) 

En prenant la borne supérieure pour tous les J finis et tous 
les N : 

et comme, pour tout L, Il ) 
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Donc 'z;)iCi est un élémentz de 2 . 

Il reste à voir que 2 Zw converge vers z dans E . 
n-0 

Il suffit pour cela de réappliquer (2,XXII,h;lO), en rempla- 

çant 2 
n=O 

par c : 
I%=N +1 

qui tend vers 0 pour N tendant vers l'infini, c.q.f.d. 

Tel qu'il a été défini,Ë =@ 2; est un sous-espace du 
CC1 

produit LE1 Ë; ; il ne contient que les (;CI jLEI tels que 

,2; II ;E, Ik +- . D'autre part il a une topologie plus fine 

que la topologie Induite par le produit et strictement plus 

fine si 1 est infini ; (55;)~~~ converge vers 0 dans le 

produit si, pour tout i , SE, converge vers 0 , alors qu'il 

converge vers Ô dans El Ëi si la somme ,bql II Z; II’ con- 
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verge vers 0 . D'ailleurs, dès que 1 est infini, ;$Il E, 

n'est pas normable (page XVIII,lg), alors qUe,zI Ë; est 

hilbertien. D'autre part f?* 
k 

n'apparart pas comme un sous- 
espace vectoriel de Ë ; toutefois, si l'on appelle -i 

w 
l'espace des (zi );er tels que ";= e pour c#' Ë . 

3 ' iif est 

manifestement isomorphe, en tant qu'espace hilbertien, à E -p 
un isomorphisme entre les deux est défini par:-+1. ,fE E, , 

où <. est 1'6lément (%*=T,Gi=O pour 4,+ de 
(1) f 

1 d b 
“rji l 

Plus gdnéralement,. soitJ un sous-ensemble de 1 ; appelons 
Ê, le sous-espace fermé de Ë formé des(xx=;)leI pour les- 

quels G;'o pour *L+.J . G est isomorphe à $ El . SiJ 

et K sont deux sous-ensembles disjoints de I,EJ et ÈK sont 
orthogonaux ; si J et K sont exactement complémentaires, 

chacun des sous-espaces ËJ ,Ët( , est exactement l'orthogonal 

de l'autre. Pour ?k= (El);,, , appelons 2, l'él~ment(~LL);EI 

avec +Si pour L E J -- $= 0 pour 1. 6 J ; alorsZJ est la 

projection orthogonale de; sur ÉJ . Pour JF L , on a 

E,= Ë,rl = 2; pour J = {j \, on retrouve l'espace Ftji 

isomorphe à E; , et, pour z= (2; )irl ,s est la projec- 
d ta i 

tion orthogonale de x sur Ë 
ij\ ' %j\ 

n'est pas 2. 
b 

mais 

t %j ; 
-t -+ 
oc;=0 pour i* &) * En fait, la plupart du temps, il 

n'y a aucun inconvénient à identifier E. ài? 
cl id; 
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lesdE; sont ainsi des sous-espaces, deux à deux orthogonaux, 

deE . Mais il sera impossible de le faire si, pour deux 
indices différents d et-k; Zi= Ë*+{ô/; car on aura qtiand 

même Ëti\# È{&) . Par exemple, soit 'ic un espace hilbertlen, 

et considérons -la somme directe hilbertienne E = 8 F > où 
ié1 

tous les EL sont Egaux à T . Alors, pour tout : CI 
J ' sjt 

est un sous-espace de Ê , mais tous ces sous-espaces sont 
distincts et même orthogonaux ; l'isomorphisme de F - sur Eijl 

est celui qui, à$EF, associe(Z;);el ,S. + + b- d,Xir 0 pour 

A# j . Sauf mention expresse du contraire, nous ferons tou- 

jours les Identification Ë.=z 2. - z 
j ij\ ' d - 01 . 

THEOREME (-r .2,xx11,5;2) 

Le sous-espace vectoriel engendre par les EL dans 

Ë=@ Ei 
Id 

est dense. Pour tout s = (r;);el de E , h 

série cz- ; c'est la seule 
i E 1 

c est sommable et de somme% 

série i-I T. ,y1 E EL , qui Dulsse converger vers ;O . 

DEMONSTRATION : 

Soit z C:E un kldment orthogonal à tous les EL . si 

r. = (TqT, xi est la projection de s sur Ë; C E 

aonc 2;= 0 . Alors x= Ô . Cela prouve bien, d'après le 

corollaire de (T,2,XXII,4;1), que le sous-espace vectoriel 

engendre par les Ë. ls est dense dans E . 
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Montrons que C 2; est sommable et converge vers 
.sI 

5= (G&. soit & > 0 . Soit J un sous-ensemble fini de 

1 tel que t 

2 y% 
>: II 2; IIE 6 t . Pour tout K , JC KC 1 
;$J J 

on a, en posant 2, = x G; 1 

ce qui prouve notre affirmation (voir définition suivant 
(î,C?,XIV,3;2)!. Bien entendu, ceci prouverait à nouveau que+ 

le sous-espace vectoriel engendré par les EL est dense dans E, 
car z est limite de sommes finies xK , appartenant à ce 

sous-espace vectoriel. 

Enfin soit (?L];~~ une Tamille de vecteurs, 

telle que C,Y; soit sommable et de somme z = ("it;)iEI 

La projection orthogonale de Ë sur Ë; est linéaire continue, 

donc elle commute avec le signe x , autrement dit peut 
s'opérer terme à terme ; elle donne z; = C.q.f.d. 

'REMARQUE : 

Par contre la série c 2. n'est en général pas norma- 
'L c 1 

lement convergente. En effet, 0: a supposé GI \[Z;II"4 +OO , 

et non r, 1 ;c; II 4. + 00 . Prenons par exemple I- IN , Ëp R 
1e1 

si (=A, aM est une suite de nombres réels telle que 

x Isc,JL<+- , ~lzc++-(exemple : 3c, = ,t: , ) 7 
n n 

alors, en prenant x = (z~)~ EIN E Ë=pENlf2,1a série 



sera sommable dans E , de somme z , mais non 

normalement convergente. 
1 

Si tous les Ë!; sont le corps des scalaires IK , muni de 

sa norme usuelle 11 zc 1 = Ixl,Ë =.‘c, IK se note P(I) 

il se note 2' si 1= hJ . C'est donc l'esDace des familles 

s = i=;);Er, -xté IK , telles que cr 132; 12< 00 , avec - 

Cet espace e'(I) généralise les espaces Rn et @" 
correspondant à I+I,% ,..., 1x2 . Il importe de ne pas 
confondre, pour 1 inflnl, e'(I) avec IK1 (pas plus que 

;FI Ë; avec JT Ë. , ). Un éldment de IKI est une fa- 

mille %)iEI quelconque, alors qu'un dlément de l"(I) 

est une famille pour laquelle 
zi 

1s; I'<+w . En outre,IK* 

a la topologie produit et n'est pas normable, (voir page XVII 

lg), alors que !'(I ) est hilbertien. 

1 Ne pas confondre le nombre réel JC% E R , et le vecteur 

5{%\ E -i(?,, = E dont la TT -16me coordonnée est x,, et 

toutes les autres nulles. Ici, comme tous les Ëqx sont égaux 

1. 

àlR, nous n'avons pas identifié En et 



37 

On ne devra pas non plus confondre t2 avec l'espace 1" 
defini au Chapitre XV, 9 1, exemple 5”. lieus avons vu, 5 
l'exemple final du Chapitre XIX, § 7, que t" n'était pas 

réflexif ; 4" , hilbertien, est réflexif. 

THEOREï'~ (-i-,2,XXII,6;3). 

Pour que e"(r) et t’(J) soient isomorphes, il faut et 

suffit que 1 et J soient équipotents. 

DEMONSTRATION : 

Si 1 et J sont équipotents, il existe une bijection 

de 1 sur3 , qui définit trivialement un isomorphisme de R2(I) 

sur L"(J). 

Supposons inversement qu'il existe un isomorphisme 4.6 

de e”(I) sur e”(J) et montrons que 1 et J sont équipo- 
tents. C'est évident $i 1 ou J est fini, car la dimension 

de e'(I) est égale à cmd 1 si ce nombre fini, et infinie 
dans le cas contraire. Supposozs donc 1 et J infinis= 

Ecrivons a'( 1) = ,E~Ê~ , où Ei= IK . Le sous-espace Eji} 
(,) 

de J"(I) est appliqué, par w , sur un sous-espace de dimen- 

sion 1 de j’(J) ; les coordonnées des différents points de 

w 'qi\' sont toutes proportionnelles ; au plus une infinité 

dénombrable sont Z+ 0 soit celles qui correspondent à un 
sous-ensemble JL dénomkrable de J . 

Identifions, pour A C 1 , l'espace R%(A) au sous-es- 

pace de e"(I) formé des {zc;)icI tels que ~1 = 0 pour 

i $ A, h'est-à-dire au sous-espace fermé note antérieurement 

(  e2 (  1) ) *  l 
De même pour BcJ . On a donc n~(l'({i)))c b’(t). 

Soit maintenant Z E l?'(I) ; il appartient à l'adhérence du Sous 

espace vectoriel engendré par les t"({i)),donc UC;) est dans 



l'adhérence du sous-espace engendré par les j'(J;) lequel est 

contenu dans +?2(LyLEIJ,)Or& est surjective, donc ;$II J; _ J 

Mais chaque J; est fini ou dénombrable ; si ? est la puis- 
sance du dénombrable, on a donc c.Lvcck JG J x ca& I= can,d 1 
puisque 1 est infini (TA.. .) . En raisonnant sur *t“ 
on obtient l'inegalité inverse, donc cahd l= condJ. c.q.f.d. 

Passons maintenant a "ne situation un peu diffd- 

rente. SoitÊ un espace hilbertien,(ËL);eI "ne famille de 

sous-espaces vectoriels fermés de 2 , donc hilbertiens, deux 

à deux orthogonaux ; on dit que c'est "ne famille hilbertienne 

de E . Or dit que la famille est totale, si le sous-espace 
vectoriel engendré par les 2~ est dense dans E: ; on dit 
qu'elle est maximale, si elle ne peut pas être agrandie non 
trivialement, c'est-à-dire en rajoutant a la famille un sous- 
espace vectoriel ferme, orthogonal aux précédents, non rdduit 

a {q, . Cela revient a dire qu'un vecteur orthogonal à tous 

les Ei est nul ; d'apr?s le corollaire de (l-, 2,XXII,4;1), 

la famille est totale si es seulement si elle est maximale. 
Frdquemment il n'est pas facile de reconnaître si une famille 
hilbertienne de sous-espaces de Ê est totale. 

THEOREIIE (T ,2,xX11,6:4) 

Soit (FG );CI "ne famille hilbertienne de sous-espaces 

de Ë . Il existe "ne application linéaire continue "nique 

C&?L@~ dans Ë , qui, sur chaque F; , induise son 
ù EI 

injection canonique dans z . Elle est définie comme suit : 

&(";);EI E F , son image est la somme de la série sommable 

;& ;; de 2 . Elle est isomorphisme d'espaces hilbertiens 

de F sur le sous-espace vectoriel fermé ËI de E , adhérence 

du sous-espace vectoriel engendré par les < . 
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DEMONSTRATION 

Soit (QbEI un élément de F, @ $ tel que tous les 
if21 

9 XI; soient nuls sauf un nombre fini ; faisons-lui corres- 
pondre l'élément > 2; de Ë . On définit ainsi une appli- 

iE1 
cation linéaire u du sous-espace vectoriel de F engendré 

par les FL , dans E . Comme les F, sont orthogonaux dans Ë 
cette application conserve les produits scalaires et les 
normes ; elle est en particulier injective et continue, et 

son image est le sous-espace vectoriel de Ë engendre par 

les f . Comme le sous-espace engendre par les G est dense 

dans 7 et que Ë? est complet, le théorème de prolongement 
(r ,2,XI;I,2bis;2) indique que cette application se prolonge 

de maniére unique en une application linéaire continue &, 

de 7 dans Ë ; comme une application linéaire continue trans- 

forme les séries sommables en séries sommables, l'image de 
est la somme de la série sommable 

>: 5; deË . Par continuité ü conserve encore les pro- 
ie1 

duits scalaires et les normes ; 

fermé dans Ë , 

alors G>F) est complet donc 

donc c'est l'adhérence EI du sous-espace 

vectoriel engendré par les r& , c.q.f.d. 

REMARQUE : 

Nous avons employé des lettres différentes, E et F , 

pour conserver la notation antérieure F= ;TI F; , qui peut 

être identifé à Ér mais non à Ë . En général il sera commode 

de poser&, = identité, et d'identifier F à EI ; et, si la 

famille hilbertienne est totale,?; = et d'identifier Ë 



COROLLAIRE 1 

L'espace ;E, t est, à un isomorphisme près, le seul 

esnace hilbertlen admettant les F. * comme sous-espace hilber- 
tiens deux à deux orthogonaux, et dans lequel l'espace vecto- 

riel engendré par les f soit dense. 

DEMONSTRA'TICi\I : 

Si E est un tel espace hilbertlen, nous venons de. mon- 

trer qu'il existe un isomorphisme unique & de @)I Fi sur E, 

ici identique à Ë , 
C.q.f.d. 

qui soit l'ldentitk sur chaaue 5 . 

COROLLAIRE 2 

Soit (FL )ieI une famille hllbertienne de sous-espaces 

deÊ . Poy tout2 de Ë , soit zL sa projection orthogo- 
nale sur Fi ; alors on a 1 égalltk de Bessel-Psrseval 

(2,xxlI,6;44) 

et la serie C 3c; 
ie1 

est sommable, de somme SI , projection 

orthogonale de 'i sur l'adhérence ËI du sous-espace vectoriel 

engendré par les f, . On a l'inégalité de Bessel-Parseval 

et C Z. 
CE1 c converge vers 2~ , si et seulement Z CËI ; cette 

série est alors la seule série de la forme &y; >+g 

qui puisse converger vers S . 
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Inversement, si (E;)lET est une famille de vecteurs 

des c , telle que z 11~~~ 11'c + 00 , il existe un vecteur 
LE1 

unique de ËI , de projection 5; sur F;y pour tout i ; c'est 

la somme de la série x SI , sommable dans E . 
iEl: 

La famille hilbertienne est totale, si et seulement si, 

pour touts , on a l'égalité de Bessel-Parseval, ou si et 

seulement si, pour tout52 ,C Z; converge vers Z. 

DEMONSTRATION : 

Tout résulte trivialement de l'isomorphisme de 8 
LrI 

6 

avec 21 > du théorème (T ,2,xx11,6;2), de ce que= et ZC~ 

ont les mêmes projections Z; sur les 7~ , et de ce qu'enfin 

1g IIzi Il'= lis1 & (l~~['- II?& - x, 11% (théorème de Pythagore: 

5 et Z.-S, sont orthogonaux) G 11 z 11" c.q.f.d. 

Définition : On appelle syst3me orthonormé d'un espace hilber- 
- 3 

tienf une famille (e;) ;eI de vecteurs unitaires, deux à 

deux orthogonaux. On dit qu'il est total si le sous-espace 

vectoriel engendré par les s; est dense ; il est total si 

et seulement s'il est maximal , c'est-à-dire s'il n'existe 

aucun vecteur non nul orthogonal à tous lesz; . Un système 

orthonormé total s'appelle aussi une base hilbertienne deF " 

1 Une base hilbertienne n'est pas une base ! E& effet, un 

2 vecteur rc va s'exprimer comme série C xi ëi , et non 

1 cc1 
comme somme finie de ce type. 
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Appelons F; le sous-espace de E engendré par ëk ;alors 

(< )LE1 est une famille hllbertlenne.de Ë , formde de 
sous-espaces de dimension 1. Pour tout g de Ë , si z. ç est 
sa projection sur F , elle peut s'écrireZi=x; ë;, 
est le scalaire(Z ië;) ; 

où x; 
en effet s; ë; est proportionnel 

à 63; et Z-Z; a; est orthogonal à ë‘ . Les 3~; E o( s'appel- 

lent les coordonnees orthogonales de5 suivant le système 

(ë;)LÉI . Chaque < est Isomorphe a K , en identifiant 

AcK à aë;EFi ; donc?= @ E 
icr 

est canoniquement isomor- 

phe à P'(I)= @ IK . On déduit alors trivialement du théo- 
iEI 

reme prdcédent et de ses corollaires : 

COROLLAIRE 3 

Soit (ë; )Le1 un système orthonormd de vecteurs d'un 

espace hilbertien E . Il existe une application linéaire 

continue unique de l'(I) dans g , qui, pour tout scalaire a 

et a tout i E 1 , associe à Aiii Ei’({i}) C 1% (1) l'élé- 

ment AZ; de Ë ; c'est celle qui, à tout (A;)iG1 de e'(l) 

associe la somme de la serie c a;zi sommable dans E . 
iEI 

Elle est un isomoruhisme d'esuaces hilbertiens de k!'(I) 

sur l'adhérence EI du sous-esoace vectoriel de Ë enaendré 

par les ..5; . 

Pour2 ê. E , soit x;=(?tIz$) ; on a l'inégalité de Bessel- 
Parseval 



43 

et la série x 30; Z; est sommable, et converge vers la 
i BI 

projection orthogonale ZI de x sur ËI . 

On a l'égalité de Bessel-Parseval 

@,X=46; II) 

et la série .r, X, Z; converge vers Z , si et seulement si - e 

2 E ËI ; et alors c'est la seule série de la formez 2d;z;, 
Le1 

9; G IK qui puisse converger vers 55 . 

Inversement, si(~;);er esttune famille de scalaires, -- 

telle que iqI Ilr;12< +OO , alors il existe un vecteur unique 

s deEI ayant les 2; comme coordonnées orthogonales sui- 

vant le syst&me ; c'est la somme de la skrie~&~;~~ dansE. 

Le systzme orthonormé (ëi); EI est une base hilbertienne 

si et seulement si, pour tout z de Ï? , on a l'égalité de 

Bessel-Parseval, ou si et seulement si, pour tout G. , la sé- 

rie ~IX; è; converge vers X . 

REMARQUE : 

Ces longs énoncés sont des ramassis de trivialités ; nous 
ne les donnons sous une forme extensive qu'à titre de souvenir, 
parce qu'ils ont joué un rôle important, sous toutes les for- 

ici, dans la théorie des sdries orthogonales, antd- 
rement à la découverte des espaces de Hilbert. 



Tmomm (2,xX11,6:5) 

Tout esoace hilbertien admet des bases hilbertiennes, 
au1 sont toutes éauipotentes. 

DEMONSTRATION : 

Une base hilbertienne étant un système orthonormé maximal, 
il suffit d'appliquer le thkorème de Zorn, pour en prouver 
l'existence * on voit même ainsi que tout système 
de vecteurs ést contenu dans une base hilbertienne 

orthonormé 

Soient (ë,);e. et (T.). 
11 d’J 

deux bases hilbertiennes ; 

alors E est isomorphe à e'(I) et à i'(J) donc 1 et 2 
sont équipotents d'après (T ,2,xx11,6;3). C.q:f.d. 

Tout espace hilbertien est isomorohe à un esnace e%(I) 
où 1 est determiné a une équipotence ores. 

Si l'on considère comme eauivalents deux espaces hilber- 
tiens iSOmOFDhSS, les classes d'dquivalences d'espaces hil- 
bertlens, sont en correspondance bijective avec les nombres 
cardinaux. 

$7 ADJOINT D’UN OPERATEUR 

THEOREME (T,2,xxII.7;1) 

Soient Ë,F deux espaces hilbertiens, U, une aoolication 

linéaire continue de E dans r . Il existe une application 
unique c(r* de F dans Ë , telle que l'on ait, pour tous 

ZEË , y& : 

(û,==;7;1) (4LZpj)~ = (FG I4q 'Ë 

Cette aopllcation est lindaire et continue, etll.w*ll = 1 *L 11 . 

En outre, LL-LL* est une bijection anti-linéaire continue 

isomdtrioue de&(Ë ;F)surJ(F ;E ). On a.&**=~.: 

si 21 est une application linéaire continue de 7 dans un es- 

pace hilbertlen T , on a Cc70 a)*= ALu+0 V*. 
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DEMONSTRATION : 

soit Alors z -(,Fk\j)~est une forme linéaire 

continue sur Ê , de norme h Il existe donc un 

éldment unique 7 de Ë pour touts; 

appelons le U*T Alors on a bien (2,XXII,7;1). Cela mon- 

tre aussitôt, en linéaire. En 

outre II u* y II . Nais en fait 

donc 11 Lc"ll = 11 ti 11. Ensuite (2,~11,'7;11 montre bien que &++L * 

est anti-linéaire de S(E$) dans ~~~(?;Ë):(u+Y)~A,L*+ u* > 

(?m)*z hu” l 
Montrons en détail cette dernière égalité : 

Il résulte de la conservation des normes que.u- ti* est 
injective. Pour voir qu'elle est surjective, il suffit de 

*if 
montrer que U = u , car alors toute application linéaire 

continue U de F dans Ë sera l'adjointe ti* de &t, = U*.Or: 
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REMARQUE : 

%F=E, l'adjoint de l'identité est l'identité ; 
l'adjoint de la multiplication par 2 E IK est la multiplica- 
tion par> . 

COROLLAIRE 

Si ti est inversible, CL* l'est aussi, etiU*>L (a-')*. 

Car ,*(i-')*= (UT'&)* = I*F = '2 et de même(ti')*u'= 1~ 

REMARQUE : 

Il existe une liaison simple évidente entre l'adjointe 
et la transposée (chapitre XIX,5 7). La transposée ta de LL 
applique F dans Et ; mais FI et E cI admettent des anti- 
sisomorphimes carioniques avec F et Ê . On voit alors immh- 
diatement, en comparant (2,Xx11,7:1) et (2,XIX,!;3bis), que 

Yi 
k 'j = tu ('j ) . En effet : 

Ainsi u*; 7-Ë 
F- - p L -3 

est la composée des 3 applications 

-2 
(C'est là que l'on voit bien la relation entre l'adjonction 

et la structure hilbertienne. 
par des normes Équivalentes, 

Remplaçons les normes de 2 F, 
c'est-&-dire donnant la mêmé 
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topologie, mais non proportionnelles ; les sttctures hilber- 
tiennes sont différentes ; le transpo2é ta-: F'-+ TE) 

n'a 
P 

as changé, mais l'adjoint u* : F- i n'est plus le 
même . 

Le théorzme précédent peut alors se ddduire des proprié- 
tés de la transposée ; étant donné la simplicité de sa démons- 

tration directe, nous avons préféré la donner. Le fait que 

k-a* soit surjective est, dans ce cas hilbertien, évident; 
mais celà résulte aussi de ce qui est dit page XIX, 62bis, car 
un espace hilbertien est réflexif. 

THEOREEE (T2,XXII,7;2). 

L'orthogonal de titi?) est &* -'({o j ) , l'orthogonal 

de &'({Tj) est l'adhérence de LC* (7, . Pour que ti soit 

injective, il faut et il suffit que u* <i ) soit dense dansË; - 
pour que w (E ) soit dense dans F, il faut et il suffit que 

Lb* soit injective. 

Celà rdsulte immédiatement de (r,2,XIX,7;6) et de son 
corollaire , Mais on peutde revoir directement. Pour que 

T soit orthogonal à CC (E 1, il faut et il suffit que(uZl$ 

soit nul pour toutz de Ï? , donc que(GIti" 
Y' 

soit nul pour ' 

tout z , donc que tiuyc)- 0 
Y- 

ou que 
!i 

t2 ,a"i{;j ). Donc l'or- 

thogonal de a(E) est bien ,uLLK “i(B)). Alors l'orthogonal de 

AA--' ({O} ) est le biorthogonal de hL* ( "FI c'est-à-dire son 

adhérence, d'après le corollaire 1 de (T 2,XXII,4;2). C.q.f.d. 

CAS oùË= 7. 

Alors U,LC u.,* est une bijection antilinéaire iso- 

métrique de $\z ;Ë)sur lui-même. 

Par ailleurs, si 4L&(ËjË) on peut définir la 

forme sesquilinéaire U sur Ë x E par 



On voit alors 

que G-U est une bijection linéaire isométrique de 2 (Ëp 
sur l'espace des formes sesquilinéaires continues sur 5, E 
En effet, pour u. donnee, U est évidemment continue, et 

Inversement, soit u une forme sesquilinéaire continue sur z XE, 

Pour-2 donnk,v-U($ 4 
,Y' 

est une forme antilineaire conti- 

nue sur E ; donc il existe un dlément unique uz de E , tel 

que U(S,T) = (~&/;6)~pour tout 7 ; & est linéaire conti- 
nue de U dans lui-même, et, comme ci-dessus, 11 ~11 - II " Il* 
Bien entendu, à partir de U , 
cation a* 

on aurait pu définir une appli- 

de Ë dans lui-même, telle que U<S,T$=(~~~~*T)E;U* 

aurait été exactement l'adjointe de LL. La bijection a AU 
peut aussi se déduire du théorème (T,2,XIII,5;3) ; celui-ci 

dtablit une bijection de l.'espace 2% (Ë, E'; IK) des formes 

bilinkaires continues sur E x Él 

&(Ë;Ë”L d(E;i)(l 

sur l'espace%(E;(e(Ë;IK)) 

es rôles de LL et U sont intervertis 
entre ce théotime et le procddé développé ici) ; l'anti-iso- 

morphisme de E sur E ramène sz (Ëx Ë;IK) à l'espace 

des formes sesqullinéaires continues sur Ëx È . 

Définition : On dit qu'une application linéaire continue LL 

de E dans lui-même est hermitienne (on dit aussi self-adjoin- 
te, ou auto-adjointe ; ou symétrique si IK = ÏR) si w*= AL 

c'est-à-dire si l'on a, pour tout 3o.q~ E : 

brn,7;9) 

1 Comme la notion d'adjoint, celle d'opérateur hermitien est 
liée 51 la struc ure hilbertienne ; si l'on remplace la nor- 

<ne hilbertienne de i 
même topologie, 

par une dquivalente, c.à.d. donnant la 
mais non proportionnelle,uoopérateur hermitien 

ne reste pas hermitien. 
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Cela revient exactement à dire que la forme sesquilineaire 
associée U comme plus haut est hermitienne, en effet, 
(2,XXII,7;9) revient 3. 

Il résulte alors de (T2,XXII,l;l) que, pour IK= @. k est 
hermitien si et seulement si, pour tout z ,(bglz) est 
réel. 

La multiplication par 3\ E /K est hermitiecne si et seu- 
lement si 2 & R . Les opérateurs hermitiens forment un R- 
sous-espace vectoriel de z(Ê.?). Par contre, si u etu sont 
hermitiens, L&V ne l'est pas ef général ; il l'est si et seu- 

lement si Lt et V commutent, car ( Ug)*= V* U* = Vh . 

Définition : 

@n dit que u E %(È;E ) est anti-hermitien (ou anti- 
symétrique si \K =AR ) si ux=- u ; celà revient à dire que, 

pour tous X ,~EE: 

Pola- celà, il faut et il suffit que la forme sesquilinéaire 
soit anti-hermitienne, c'est-&-dire vérifie 

(2,=%7; 12) u ig,a = - u <X,T, 
Dans le cas IK= II?. , on sait que ceci est équivalent à U(G,Gl=O 
pour tout x , donc (ug Ix)= 0 pour tout z ; il n'en est rien 

dans le cas IK=c 
traînerait U= 0 , 

au contraire on sait que U (;C,Z>=O en- 
'd'après (2,xx11,1;8L 



Dans le cas complexe IK=a: , & est antl-hermitienne si et 

seulement si &A, est hermitienne, puisque l'adjointe de Lu 

est - iu* La multiplication par 2 est anti-hermitienne, 
pour il purement imaginaire (donc a= 0 si IK= R 1. 

THEOREME (2,XXII,7;3) 

POU~ IK = C, et pour toute wc.$J(E ;Ë!), on a : 

mq7;13~ ; II 6% II 6 s"p I(4.Lr.I Z) 1 6 II 4.G II 
It = Il 6 ' 

PourIK= If?. ou @.si w est hermitien, on a exactement 

DEMONSTRATION : 

Raisonnons sur U (on aurait aussi bien pu donner ce 
théorème au début du Chapitre). On sait déjà que 

Il faut une inégalité en sens inverse, pour IK= @ 

Appelons o( le dernier membre de (2,XXII,7;15). Alors 

on a, pour tout Z, 
(2,xx11,1;8) : 

1 (J(3E,S)I-C o( 11 Z 11'. Utilisons 



(%m,7; 17 ) II u 1 
= IIXU 

ce qui donne (2,xX11,7; 13). 

Supposons maintenant U hermitienne, K =]R ou Cl!! . Alors, 
au lieu de (2,xx11,1;8), on utilise (2,XXII,l;3 quarto) : 
(la partie & est à supprimer pour K=lR tout étant réel) : 

Q + ( Ilz+y12+ IIJ;--y ‘d 1 ) ==;(2 IEl12+ 2 II$I”> 

Hais, pour iG\/ 44 
dans @ est équilibre, 

<l,l'ensemble des valeurs de U(Z,y) 
supérieure des modules est 

aussi celle des valeurs absolues des parties réelles ; donc 

ce qui donne (2,XXII,7;14). 

REMAR VE.5. . 

1) Pour K =IR, la formule (2,xx11,7;13) ne peut pas 

subsister, puisque, si fi est antisymétrique, on a(UZ)Z)= 0 

pour tout Z sans avoir a=0 . On retrouve les circons- 
tances du théorème (2,XXII,1;2), dont celui-ci est simplement 
une forme plus précise. 



2) Si U, n'est pas hermitien, (2,Xx11,7:14) n'est plus 
nécessairement exact, et le facteur 5 de(2,XXII,7;13) est 
inévitable. Considérons par exemple, dans E = cz , la trms- 

formation 4.4,: (x, , m2)+ (X,,OJ; sa norme est 
elle est trivialement s 1 , et, pour 3c,= 0 
conservée par ti . Or, pour z =(=,,+ on a 

dont le maximum dl2 module pour 13c,12+ II~, 1% 

Définition : 

égale à 1, car 
, la norme est 

L'opérateuru E g(Ë;Ë)est dit hermitien 2, 0 s'il est 

hermitien, et si ( tiz Iz) a 0 DOUT tout 2 de Ë , 11 est 
dit hermitien défini uositif si en outre (u??,Iz) > 0 uour 
tout zp 0 . 

Celà revient exactement à dire que la forme sesquilinéaire 
associée u est hermitienne 2 0 oil hermitienne définie posi- 

tive. D'aprh (T,2,XXII,l;l), si K = CO, l'inégalité(&JzJ&O 

entra?nant(wZlZ) E R pour tout 5 
l'hermiticité de M. . 

, suffit à assurer 

THEOREME (T,2,XXII.7;4) 
--a 4 

Soient E. F des espaces hilberLlens,U.Gg (E;FJ. Alors 
-+ 

a*~. est un O&rateur hermitien > 0 de E dans lui-même, 

et en outre i .~,++a 11 = 1 u, 11% . 

DE~IONSTRATIOiJ : 

Or. a d'abord (u,*,w)*= L* &*ru* u,dom u* b est her- 

mitien. On a trivialement, pour tout r dcE 

(uZ,IuZ) = Il4ZlllO. Alorr 

,(LLu.GJ;c)= 

en utilisant (2,XXII;:;l'I) : 
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REMARQUE : 
4 

De même ti ,tiLy est hermltien > 0 de F dans lui-même, 

THEOREME (-J,2,XXII,7;5) 

Soient E , F , deux espaces .hilbertiens,& E .% (z; F) 
Pour que ti soit inversible à gauche, il faut et il suffit 
qu'il existe une constante 4$ a 0 telle que 

Le maximum de ces constantes k est alors aussi le maximum 

des IIiu II-' , pour tous les inverses à gauche 'U' . 

DEP4OIJSTRATION : 

Supposons d'abord & inversible à gauche, et soit Q un 
inverse à gauche : VLC = Q* Alors 

donc on a bien (2,XXII,'7;2O), avec ; et la 

borne supérieure 8, des -k possibles est au moins égale à 

la borne supérieure des 1 V II-'. 

Supposons inversement l'existence d'une constante -k telle 
que l'on ait (2,XXII,7;20). Appelons 4, la borne supérieure 

de ces 4 ; on a alors aussi (2,XXII,7;20) avec la constante a 0, 

c'est donc un maximum. Posons .<= U, (Ë ) . Alors (2,XXII,7;20) 

prouve que /CL est une bijection linéaire de Ë 
bijection réciproque W est continue, car, si 

et 

et sa norme est ,L -& 
-1 
0 * Alors c , dont la norme est équiva- 



lente à la transportée par U. de celle de E , est complet 

comme E , donc fermé dans F . Soit E l'orthogonal de 3 
on peut identifief:? à lzsomme hilbytienneq @g ; l'ap- 
plication 'Ir, de 5 dans E qui, sur ç , cokcide avec v 
et est nulle sur H , 
gauche de 4 , car 

est alors trivialement un inverse à 

En outre, on a, pour 

ce qui prouve bien que /IV" Il-' & -8, , et que 8. est le maxi- 
mum des ]IV Il-' pour les inverses > ::auche v possibles. C.q.f.d. 

COROLLAIRE 1 

soit un opérateur hermitien de 2 dans ? . Pour qu'il 
soit inversible, Il faut et il suffit qu'il vérifie l'une des 
conditions equivalentes suivantes : 

a) il est inversible à gauche ; 

b) il est inversible à droite ; 

c) il existe une constante 4 2, 0 telle eue l'on ait 
(2,XXII,7;20). 

Et alors u“ est hermitien et le maximum ae ces constantes ri 

est exactement 1) ù' 11-1 

DEMOhTSTRATION : 

Supposons U, inversible à gauche, il existe ?y tel que 

vu=I. Alors on a aussi, en prenant les adjoints, NIY*= 1 
donc ti est aussi inversible à droite ; on sait alors (pro- 



55 - 

priété classique d'algèbre) que U, est inversible (car 
lJ*= WQL u donc ~LI"=V est inverse bilatere) l et son 
inverse V eSt hermitien. Donc a) entraîne b) de même b) 
entrake a!, et tous deux entra?kent l'inversibilité. Le 
théorème précédent montre alors que c) entraîne l'inversibi- 
lité à gauche, donc l'inversibilité. Il y a alors un seul 

inverse à gauche, U, -4 , d'où le résultat final. C.q.f.d. 

COROLLAIRE 2. 

Soitu, un opérateur hermitien de e dans ? . Pour tout 

x complexe non réel, l'opérateur ti + 711 est inversible,,et 

Il(t&.2Ij' IlG I zI&-rLA J , Si u/ est hermitienr, 0, 

44, i-i\1 est aussi inversible pour 2 réel > 0 , et alors 

~p+n>-‘JJ-‘2d l 

DEMONSTRATION : 

Posons A= O+ i Z ; alors 

donc 4, + a1 est inversible à gauche ; mais il en est de même 

de ,LC +a1 
d'un opérateur 

donc u+ill est inversible à droite (l'adjoint 
inversible à gauche est inversible à droite), 

donc inversible ; et alors le théorème donne le résultat 
II (LbthI)-‘ll-‘2lzl= Ml-d 1. 

Si U, est hermitien 2 0 , et si il est réel > 0 , on 
a de même 

d'où l'on conclut de la même manière. C.q.f.d. 

1 parce que((a+G)?&I z) est réel, 6 étant hermitien. 



DE~I,xITIOI~ : 
- - 

Soient E et F des espaces hilbertiens. Un opérateur ~w 
-+ 

de E dans F est dit partiellement unitaire, s'il conserve 
les normes, ce qui implique qu'il soit injectif : 

Celà entrarne, d'apr>s (2,YXII,2;5 et 6!, qu'il conserve aussi 
les produits scalaires : 

(Z,XLUJ;28) CU.21 LL- yb)r +q-, I pour 2, - E E 
Y - 

Comme <u$,( hj), (û ti-~.Izj),*est partiellement unitaire si 
et seulement si ti*u-= IF ; celii entrarne donc que u soit 

inversible .3 gauche. On dit que & est unitaire s'il est par- 

tiellement unitaire et inversible. Alors &*u= 1 implique 

l'inverse de u/ soit u,* ; .ti est unitaire si et seulement 

s'il est inversible et si u,* est son inverse. La multipli- 

cation par un scalaire ;1 est unitaire, si et seulement si 

l;zl=l . Unitaire s'appelle aussi orthogonal si o( = R 

Si Ë est de dimension finie, tout opérateur partiellement 

unitaire de E dans E , étant injectif, est inversible, donc 
unitaire ; mais ceci ne subsiste pas en dimension infinie. Soit 

en effet Ë un espace hilbertien muni d'ue base hilbertienne 

dénombrable (2% )nt,N ; et considérons l'opérateur linéaire 

continu unique LC tel que LL (ën)= e,+, ; il est défini par 

(=0,-c , >...>=clZ,... ) -CO,%, x, ,.. I ,T%,.. ) en coor- 

données orthogonales par rapport à la base. Il est évidemment 

partiellement unitaire, mais non surjectif, puisque a (i) 

est le sous-espace vectoriel fermé engendré par è;,ez,,..,... 

c'est-a-dire l'orthogonal de z0 
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Définition : On dit qu'un opérate:r linéaire continu IA, deÈ 

dans 2 est normal, s'il commute avec son adjoint :U.*A&=M.& * 1) 

Un opérateur hermitien, antihermitien, unitaire, est 
normal. La multiplication par un scalaire arbitraire est 
normale. 

L'intérêt aes opérateurs normaux est le suivant. On dira 

qu'un opérateur w de Ë dans Ë est ortho-diagonal, si l'on 

peut décomposer Ed en somme directe hilbertienne de sous- 

espaces, E = BI E; 9 tels que chaque Ë,; soit stable par& 

et que, dans chaque Ë; , * soit la multiplication par un 

scalaire 3; . L'opérateur & peut ~'écrire(JCL);~~ - ("5&, 

Un tel opérateur n'est continu que si S;i 12; 1 est fini, et 

cette quantité est précisément 11 ,&J, 11 , si aucun des Ë; n'est 

réduit 3. {Ô) ; en effet, trivialement)Iw II& ?y$ [A,[ ; 

d'autre part, pour tout i , Ë; n'étant pas nul, la norme de 

la restriction de AA, à 2; est 11; 1 , 

Quel que soit le choix des A; , l'opérateur U ainsi défini 
- 

est normal, et son adjoint est w*:(~;)ioI + (il;;c; )* +e1 

En effet, quels q-Je soient z et dans Ë , on a 

1 Comme les notions d'adjoint et d'opkrateur hermitien, la 
notion d'opérateur normal est liée à la structure hilber- 
tienne. 



On voit d'où vient le nom d'orthodiagonal ; chacun des Ë; 
est sous-espace propre de& pour la valeur j\. 

4 
de sorte que 

U est"diagonalisé" par la décomposition de E en somme 

des Ei , et les EL sont deux à deux orthogonaux. 

Si: est de dimension finie sur @ et .u, normal de E 

dans Ê , on démontre en algèbre que 1~, est orthodiagonal : 

il a un nombre fini de valeurs propres 2; , et, si les EL 

sont les sous-espaces propres correspondants, ils sont deux 
à deux orthogonaux, et engendrent E . (Si u est un opéra- 

teur quelconque dans un espace hilbertien de dimension finie 

Ë, il a toujours au moins une valeur propre ; mais les sous- 

espaces propres, qui sont toujours indépendents, ne sont pas 
1 nécessairement orthogonaux , et n'engendrent pas nécessnire- 

ment E . Ainsi, en dimension finie, pour IK = c, opérateurs 
;:ormaux et opérateurs orthodiagonaux coincident.(Pour lK=R, 
on sait qu'il n'en est plus ainsi, il se peut qu'il n'y ait 
pas de valeur propre). 

En dimension Infinie, ce résultat ne s'étend pas. Toute- 
fois on peut montrer des propriétés très voisines. Nous allons 
dtudier, au paragraphe suivant, 
et montrer qu'ils 

les opérateurs normaux compacts, 
sont encore orthodingonaux. Le résultat ne 

s'appuiera pas sur un quelconque résultat analogue en dimension 
finie, mais devra utiliser le fait qu'en dimension finie, pour 
dvATem$eit;l y a au moins une valeur propre (thdorème de 

9 8 OPSRATEURS COMPACTS 

Définition : 

On dit qu'une application linéaire LL d'un espace vecto- 

riel topologique E dans un espace vectoriel topologique est 

1 Si l'opérateur& n'a zs certaines propriétés liées à la 

norme hllbertienne de E , comme celle d'être normal, les 
sous-espaces propres n'ont pas de raison d'être orthogo- 
naux. 
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compacte, s'il existe un voisinage U de 0 dans Ï? dont 4 
l'image par w est relativement compacte dans F ’ . 

Un opérateur compact est évidemment continu ; soit en 

effet V un voisinage de 0 dans F * comme AA,(U) est rela- 
tivement compact, il est borné, donc'il existe un scalairea+ 

tel que i\ ti<U)C V ; alors 2U est un voisinage de8 dansË 
dont l’image par &L est dans V * donc h& est bien continu. 
Mais la réciproque n'est évidemmkt en général pas vraie, les 
opérateurs compacts sont très particuliers ; par exemple, si 

Ë est de dimension infinie, l'identité n'est pas un opéra- 
teur compact de Ï? , puisque celà entraherait l'existence 

d'un voisinage de 0 relativement compact dans Ë . Par contre, 

si 7 est de dimension finie, toute application linéaire con- 

tinue de Ë dans ? est compacte ; en effet, F a un voisinage 

V de 8 compact, alors U -‘(VI est un voisinage U de 0' 

dans E dont l'image IA(U) par ti est dans V donc rela- 
tivement'compacte. Les opérateurs compacts sont d;nc la plus 
immédiate généralisation des opérateurs linéaires continus 
dans les espaces de dimension finie. Plus g$?ralemzt, tout 

opérateur linéaire continu de rang fini de E dans F est 

compact ; en effet, U (Ï? ) étant un sous-espace de dimension 

finie G de F , l’image réciproque U = A&-'( VI d'un voisi- 

nage compact V de 5 dans 5 , est un voisinage de> dansË 

dont l'image par& est relativement compacte dans i . 

Si Ah, et uz sont compactes de Ï? dans F, AL, + wu/, l'est 

aus.si. Soient en effet U, , U, des voisinages de Ô dans É 

tels que u, ( U, ) et wz ( U,) soient relativement compacts ; 

Sl - us U,nU,,(Lptl,)(U) c u,(u)+1L,(ü)wi est compact 

dans F , donc ,u est compacte. Les applications linéaires 

compactes de Ë dans F forment donc un sous-espace vectoriel 

deg(Ê;F). - 

1 relativement compacte, non ndcessairement compacte. Il serait 
plus correct de dire : opérateur relativement compact. 



soient~:Ë-. F et v: F--+ c; des applications link- 
alres continues ; si l'une des deux est compacte, alors vu, 

est compacte. Soit en effet, par exemple, ti compact ; alors 

il existe un voisinage U de 0 dans E - tel que u(U) soit 

relativement compact, donc u(U) compact ; alors(vu)( U) 

est contenu dans V(U(U)) , image d'un compact par V conti- 

nue donc compact. 

En particulier, dans l'algèbre 9 (Ë ;Ë ) , les ooéra- 

teurs compacts forment un idéal bilatère. 

Dans la suite,5 et F seront presque toujours des Ba- 

nach, 2t même fréquemment des Hilbert. Si E est normé,F quel- 

conque, une application linéaire LL de 2 dans F est compacte, 

si et seulement si l'image par 2 de la boule unit6 B deË 

est relativement compacte dans F . 

T~O~ME (r,2,xx11,8;1) 

Si2 est un Banach reflexif, et u- compact de Ë dans?, 

alors l'image par *1. de la boule unité B de E est compacte. 

DE!?ONSlRATION : 

Puisque E est réflexif, la boule unit6 B de E est fai- 
blement compacte (théorème (T 2,XIX,7;8) ). Mais LL , étant 
continue, est faiblement continue (théorème (T 2,XIX,7;5)) ; 

donc .U (B) est faiblement compacte, donc faiblement fermée 

dansp , donc a fortiori fermée pour la topologie initiale ; 
étant relativement compacte. elle est alors compacte, c.q.f.d. 

REMARQUE : 

Considdrons au contraire Ë= C (CO,11 ) qui $est pas 

réflexif, et soit u la forme lin6aire continue sur E d6finie 
B la dernière page du Chapitre XIX. Alors LL est linkaire 
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continue de? dans JK 3 donc comxxxte nuisque IK est de dl- 
mension finie ; et nous avons juskment‘vu que u (B) n'est 
pas compact, puisque 1 Ul n'a pas de maximum sur B ( + 4 est 
adhérent a .U (B) sans être dans LL( B) ). 

THEOREME (T ,2,xx11,8;2) 

Soient Ë et F des Banach. 

Dans 9 6 ;FI, 1’ ensemble des opérateurs compacts est 
fermé. 

DEMOXSTRATIOM : 

Comme ce(E;F) est normé, il suffit de voir que, si 
u/ . A/& sont des opérateurs compacts, convergeant 

pZrtil'.infini t;éZ i.& , alors /cc/ est compact. Pour cela, nous 

devons montrer que l’image w (B) de la boule unité B de Ê 
est relativement compacte. D'après le critere de Weierstrass- 
Bolzano, nous devons montrer que de toute suite de ,u (B-) 

on peut extraire une suite partielle, convergente dans F 
(voir (T ,2,VIII,2;5)) ; c'est-à-dire que, siz~~,~,,...,~,,,,.. 

est une suite quelconque de points de B , il en existe-une 

suite partielle dont les images par w convergent dans F . 

Tout d'abord L&,, est compacte. Donc U, (B) est relati- 

vement compacte dans F . Donc on peut extraire de la suite 

des zw une suite partielle, que nous écrirons Zt ,ZJ,...,Z:,..., 

pour laquelle les LL, (z: ) convergent dans ? . Ensuite ,u, 

est un opérateur compact ; donc, de la suite des %L , on peut 

extraire une nouvelle suite partielle,Zg , z" -1 
, ,"', 3cn > *** > 

telle que les .U, (XL) convergent dans r ; de sorte que 

maintenant, pour la suite partielle des sr,, les deux suites 
-cd M/, (%A ),a4(-c,) convergent. Et ainsi de suite. Pour toutk 

011 peut ainsi trouver une suite parti.elle A 



telle que toute suite (,u;, <zt )jnEN converge, pour L < % ; 

chacune des suite ,s R 

A-1 
étxt une suite partielle de la précé- 

dente ,4 . Prenons alors la suite diagonale ,.5 , celle 

des zz : x0 0 JX : ,...,sn,... Alors J est suite partielle de 

,-?u, > à partir de son A-ikme terme ; donc chacune des suites 

(4 (-;é3,1eN a une limite dans F- pour n infini. 

Montrons que la suite desu(zz)est de Cauchy dans F 

Soit 6 > 0 donné. Choisissons 4 tel que /) a-a& 11 5 $L , 

ce qui est possible, puisque ;es u k sont supposées converger 

vers u pour R infini. Alors on a, pour m e.t n quelconques: 

1 II 

Puisque tous les 3cz sont dans la boule unité B 
-- 

de E , le 

premier et le troisième terme du 2ime membre sont ~5 . On 

peut alors, la suite (a~ (Zz))rrEN étant convergente, trouver 

N tel que nx,n> N entraine 

Alors on aura 11 U(s: )-u(zz)[lS& pour m et n> N 

Donc la suite desU est bien de Cauchy. F étant complet, 



elle est convergente ; e+t ceci démontre que cc (B) est rela- 

tivement compacte dans F , donc que l'opérateur LL est bien 
compact. 

RWiARQUE : 

On aurait évidemment Cvité la suite diagonale en utilisant 
un ultrafiltre ti sur B , et en montrant sueu 6tait un 

filtre de Cauchy dans F ; nous avons préféré rester Glémen- 
taires, les espaces étant de toute facon métriques. 

COROLLAIRE : 

Toute limite d'opérateurs linéaires continus de ran:;s 

finis de Ë dans 7 est un opérateur compact. 

En effet nous avons vu qu'un opérateur de rang fini s&calt 
compact, et il Suffit nlors d'appliquer le :;hdor‘Jme. 

Dans le cas hilbertien, on peut noïitrer la réciproque : 

THEOREME (T ,2,xx11,8;3) 

SiË etF sont des espaces de Eanach, ? hilbertien, 
pour qu'une application linéaire continue K de Ë da.nsF soit 
compacte, il faut et il cruffit qu'elle soit limite d'opérateurs 
de rangs finis. 

F~OUS n'avons donc à montrer que la nécessité de la cor,di- 
tion. Soit donc K un opérateur compact. Alors 4&(B) est rela- 

tivement compact dans F si B est la boule ünité de Ï? 
Donc, E étant donné, il existe un nombre fini de points q,e;2,..Jn. 

de a(B) tels que les boules de centres & et de rayon & re- 

couvyt u(B) . Soit M le sous-espace vecto-rie1 engendré par 

les 6~ , et soit+zz(F;?) l'opérateur de F , projecteur 

orthogonal d'image M . Considérzns l'opérateur .PL ; il est 

de rang fini, puisque P(~)C M . Evaluons la. différence 

II a _ ,p 11 . Pour tout FG de B, ti (2) est à urle distiaiice s & 



del'undes& ; alors d(u.(Z&$SE; don+(+-+u(2) II&.. 
Ceci étant vrai pour toutg de B , celà prouve que 
II u - +u II s & . On a donc bien trouvé un opdrateur tw de 

rang fini, à une distance s & den* ; ti est bien adh&ent au 
sous-espace vectoriel des opérateurs de rang fini, c.q.f.d. 

REF:ARQUE : 

Le caractère hllbertien de F est intervenu de façon essew 
tuelle; par le projecteur orthogonal + En fait, &nach a 
émis 1 hypothèse que le théoràme restait'vrai pour F 
arbitraire 

Banach 
; depuis plusieurs dizaines d'années. cette con- 

jecture reste ouverte ! 

TIIEOREMJX (r,2,XXII,8;4). 

Soient Ê,F des Banach . Le transposé d'un opérateur com- 

pact u. de E dans? est compact de F dansf' . Sii etF 

sont hllbertiens, .u,* est compact de ? dans Ë . 

DERONURATION : 

Posons K=u(B) ; c'est un compact de 7 . MunissonsF' 

de la topolog? de la convergence uniforme sur les parties 

compactes de F , et appelons F0 c l'espace ainsi défini. Alors, 

parmi les semi-normes qui définissent cette topologie, figure 
fK , avec 

2,xxJp;3) +$y ==+!$ 1 q,j-> 1 . 

4 

La semi-boule unité correspondante est le polaire K” de K . 

Mais de ti(B)C K résulte ((T,2,XIX,7;6))t~(Ko)~Bo, B'bou- 

le unité de Ë . Celà prouve, les homothétiques de B" formant 

un système fondamental de voisinages de 0 dans E 

est continue de FL dans Ë' . 

, que t, 

C'est là un résultat remarqua- 

ble ; du fait que U, est continue, résulte la continuité 

de 'a de Fr dansË' ; du fait que AL est compacte résulte 



la continuitb de 'AL de 7: dans ËI Appelons B' 
unité de ?' . 

lagoule 
C'est une partie équicktinue deF' c(KF), 

(Chapitre XX, $ 1). Donc, sur B’ , la topologi_t de la con- 

vergence uniforme sur les parties compactes de F est ideni;l. 

que a la topologie de la convergence simple, induite par IK F 

pour laquelle B’ est compacte (théoreme de Sanach (T 2,X1X, 

77;7). Alors, tu étant continue de FL dans et , l'image 

t 
LL (B') de la partie compacte B’ de F,' est une partie com- 

pacte de ËJ . Ainsi, l'image de B’ , boule unité de F1 , 

par t~ , es compacte dans E) , donc tas est un opérateur 

compact de F' dans ËJ . 

Le cas hilbertien se rambne B l'autre par (2,XXII,i;c) 
et la remarque correspondante. 

REMARQUE : 

Nous avons même démontré, par un argument analogue à 
celui du théorsme (T ,2,xx11,8;1), que, si LL est un opérateur 

compact de Ë dans F , c'est-k-dire si u (B) est relative- 
ment compacte dans F , alors tti (B’) est compacte dans E' . 

Soit Ë un espace vectoriel, h(, une application 

linéaire de E dans Ê . On appelle valeur propre de,% un 

scalaire 31 tel que u-11 ait un noyau don réduit à (0) , 

autrement dit tel qu'il existe XC 0 tel que Z = AZ 

Un tel vecteur Z# 0' s'appelle vecteur propre correspondant 

à la valeur propre il . Le noyau Ë$(,u) = 6 de AL - 21, 

pour 3r ouelconque, s'appelle sous-espace vectoriel propre 

relatif à 1 ; si h est valeur propre, FA n'est pas réduit 

9 i l 0 9 et le sous-espace propre ËA est alors l'ensemble 

formé des vecteurs propres relatifs à 2 et de 0 . Si Î? 



est de dimension finie,, on sait que les valeurs propres de& 
sont les racines de det (a- 21). D'aprks le théorème de 
d'Alembert, si 1K-c , le polynome en it : dét(*L=itI) 
admet au moins une racine complexe, et il existe au moins 
une valeur propre. 

Ce résultat ne subsiste pas si K=R , ni si Ë est de 

dimension infinie. Par exemple, dans Ë = R" , l'opérateur 

de rotation + 5 autour de l'origine n'a pas de valeur propre, 

Si Ë est l'espace de Banach C([O,~]) des fonctions complexes 

continues sur[O, 4J , l'opérateur AL de multiplication par= 

n'a pas de valeur propre ; car, si(~-?t)J(3c)= 0 , on a 

$, IIIj:'d~L'~a:'~obt:lu:i~.'I.Io 's:: [,j;: sur 

TI'm3IKE (r,2,xx11,8;5) (Fr.Riesz;. 

Soit 4.~ un opérateur linéaire compact d'un espace vecto- 

riel topologique E dans lui-même. siA est une valeur pro- 

pre =b 0 , son sous-espace vectoriel propre E, est de dimen- 

sion finie. 

DEMONSTRATION : 

Soit U un voisinage de 0' dans E,d'image relativement 

compacte par ti . Soit A+ 0 , 2, son sous-espace propre as- 

socié. Posons U,=Un FA ; c’est un voisinage de e dans Ë2; 

son image par w coïncide avec il U, , c’est donc encore un 

voisinage de 0 de ËA puisque A# 0 ; mais contenu dans l'in- 

tersection de ,u,(U) , compact de Ë avec E2 - fermé dans f 

il est contenu dans un compact deÊA . Donc E, est localement 

compact, donc de dimension finie (d'après Riesz, (T 2,xVII,7';1)) 
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REMARQUE : 

C'est essentiellement pour démontrer ce théorkne que 
Fr. RIES2 avait démontré le théorzme général (T 2,XVII,7;1). 

THEOREME (T ,2,xx11,8;6). 

Soit ti un opérateur lin&aire continu normal d'un espace 

hilbertienË dans lui-même. B Ë, est le sous-espace propre 

de& pour la valeur i\ , il est le sous-espace propre de IA* 
pour la valeur 7i . Deux sous-espaces propres de G pour deux 
valeurs ;I et fi distinctes sont orthogonauy. 

I 
DEMONSTRATION * 

/Lc" laisse ËA (a) stable ; en effet, si si EË#, 
AL*~ est encore dans E, (a) , car ~(~*Z)=L$L&=~(LL*%) 

Alors LL et ,LL* laissent tous deux Ea(u,) stable ; dans 

l'espace hilbertien ÊA (LL) , les restrictions de u et u* 

sont encore adjointes l'une de l'autre, car ils vérifient 

toujours (,Gk\q)=(Zl a*?) pour ",9 E E,(a). Mais, 

dans FA(~), U, est la multiplication par 2 ; donc u* est 
- 

la multiplication par 2 , donc Eh(U) est contenu dans le 

sous-espace E, (a*) . Mais de la même manière on démontre 

que Eh \a*> C Fa (a) , d'où le premier résultat. 

donc (;I-~)(~~l~$= 0 ; comme i\ 

C.q.f.d. 

+r ’ on a bien(E,{s 
P 

)=0. 



Nous avons utilisé deux propridtés générales, qui revien- 
dront plusieurs fois dans la suite ; 

a) si Zr et ‘1.0 sont deux opérateurs de 2 qui commutent 

(M(L& ii1) et x ), 1 e noyau de chacun est stable 

pour l'autre, donc pour les deux. Soit en effet= 

un élément dl; coyau N de TJ' ; alors O(Ws) = 

W(V;)= 0 ,doncW;& ; 

b) si F est un sous-espace vectoriel fermé d'un espace 

hilbertiw -i , stable pour u. et u * (ici ÊA(*L)), 

alors les restrictions de LL et LL* à F sont encore 
adjointes l'une de l'autre ; car on a encore 

(5c",JM,~J Lpj' pour s, < E F' . r$nc, si .lL 
SE > il l'est encore dans F . Remar- 

quons aussi que, 

encore dans 7 

si .u est compact dans Ë , il l'est 
; car, siB est la boule unité de E , 

a(BnF) c u,(B)nF' , compact de F'. 

Soit alorsti un opérateur normal compact d'un espace 
hilbertien Ë dans lui-même. Appelons alors A=A (LC) l'en- 
semble des valeurs propres de LL . Pour 2 6 A 9 Êa est ré- 

duit à {;] ; pour L G A , ËA est quelcofique si Tt= 0 

de dimension finiesi ?I # 0 ; et les différents EJ sont deux 

a deux orthogonaux. Enfin, siuz= 2$,s+~, on ai) ~&Il>)2 1, 

àonc A est contenu dans le disque de rayon II4L I( de a? . 

THEOEYE (T2,~~11,8;7). 

Soit .u un opérateur normal compect d'un espace hilber- 

tien E dans lui-même. 31 dehors de tout voisinaae de 0 dans 

C,A: ie contient cw'un nombre fini de points. 



Autrement dit, ou bien A est fini, ou bien il est dd- 
nombrable, et peut être rangé en une suite de nombres com- 

plexes tendant vers 0 , 0 faisant ou non partie de A . 

DEMONSTRATION : 

Supposons que ce soit inexact. Alors on pourrait trouver 
une suite Â, ,7L,,a2,,..,a,,..., de nombres distincts,E A ) 

situés en dehors du disque de rayon & ; mais comme A est 
contenu dans le disque de rayon II& 11 , ces 1, sont dans la 

couronne compacte & 4J-j I44 3 et on pourrait en extraire 
une suite partielle convergente, que nous appellerons encore 

~'h,,LLE(N ' la limite 6tant Ir # 0 . A chaque 2, , on 

pourrait associer un %% c SI, , de norme 1 ; les 3~1% seraient 
12 

deux à deux orthogonaux, d'où résulterait que, pour m # n, 

Il ST,-- glu /=fi.Mais les UZ, sont dans l'image tiu( B) de la 
boule unit& B , relativement compacte par.hypoth&se ; donc 
on pourrait extraire encore une suite partielle, que nous 
appellerons encore de la même manière, pour laquelle les&% 

aient une limite 
iF= 

Alors les z,%= t J,&~ auraient la 
12 

limite +5, ce qui est impossible, puisque leurs distances 

mutuelles sont 6. C.q.f.d. 

REMARQUE : 

Par une méthode un 
dre ce théorkme au cas 

yeu plus compliquée, on Fourrait éten- 
d un opérateur compact, d un Banach 

quelconque Ê dans lui-même l le fait que r soit hilbertien 
et UI normal donne un6 démon:tration plus simple, mais n'a rien 
d'essentiel. 
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THEOREME (T,~,xxII,~;~) 

Soit 4~ Un opérateur normal compact d'Lm espace hilberclen 
Ëf (of d ans lui-nême. Si IK= C , ou si K = R et tu est 
symétrique, alors il existe au moins une valeur propre de &, de 
module 11 u- 11 . 

DEMONSTRATION : 

On peut supposer une fois pour toute.51 
gupposons d'abord w hermitien, u<=R ou L 

w II = 1 1 
. D'après (2,Xx11, 

7;4), on a swi> I(&I;)1=4 . On a donc ou bien 
II g II $ -1 

Nous allons montrer que, dans le premier cas, + 4 
propre, et dans le deuxième cas, -4 

est valeur 

en- a, 
; par changement de w 

on peut se ramener au premier cas. 

Il existe donc une suite si, ,s 3 7 ~jcL,...,~,,,... de points 

de la sphère unit6 de Ë , telle que (US~, 1 g, ) tende 
vers + 1 pour q% Infini. 

Comme les JC, sont sur la boule unité B de E , les & Ilr 
sont dans .u(B) compacte,donc on peut, quitte à extraire une 
suite partielle, supposer que les u;C, ont une limite + 

Y * 

Comme (a?&, jr,,), )("r, I[ ~4 , il ne peut tendre 

vers 1 que si \I "Jcn 11 tend vers 4 , donc 1) T r-1 . 

Montrons alors que les z,, convergent aussi vers- 'b . 

1 sauf si w= 0 , auquel cas c'est trivial. 
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a même limite que(&,\g,), c'est-h-dire 1, 

car I(j - &~X(3c,)I"ll~-~~ 11 y<\\ qui tend vers 0 . Donc 

(2,YXII,8;5) tend bien vers 0 , et s= converge vers 5 . Alors 

%L et "c, convergent tous deux vers 
s ' 

et la continuité 

&zo~red~ne;~ =? 5 X est un vecteur propre pour la valeur 
qui mo 

mitien, IKLIR ou 
tre bien notre affirmation pour &L hcr- 

de d'Alembert. 
c. Il n'a pas été fait usage du théorème 

Supposons maintenant U, normal compact, mais IK = aa . 

Alors GL*LG est hermitien p 0 , de norme 11~ 112=4 (T 2,xX11, 
7;4)). D'autre part, ti étant compact, w*,u l'est aussi 

(page xX11,46). Donc le sous-espace propre 2, (&L*U) relatif 

à la valeur propre 4 n'est pas réduit à 
i f 0 . Ce sous- 

espace 7 = <, LLLX4L) est stable par ti et u.* , qui 

tous deux commutent avec AA,*A& - 1 (remarques après (T ,2,XXII, 
8;6)). Alors 7 est un sous-espace hilbertien de dimension 

finie ; les restrictions de ti et ti' à F sont adJointes 
l'une de l'autre, donc normales. D'apres le résultat connu 

dans un espace vectoriel de dimension finie, cc admet dans 7 

au moins une valeur propre A (théorème de d'Alembert), et un 

vecteur propre z~ correspondant ; d'aprGs (T,2,XXII,8;ij\,~~ 
- 

est vecteur propre de U* pour la valeur propre il . Alors 
- 

ZL &A&= ai\z , donc 1 2 \ = 1 1 ; donc u a bien la 

valeur propre 2 de module 1 = 11 .LL 11 . C.q.f.d. 

1 On peut encore dire : dans f , U. est unitaire puisque 

M+*&L= 1 , donc il conserve les normes, donc ses va- 
leurs propres sont nécessairement de module 1. 



COROLLAIRE 

Soit& Un ODérZ3tWr IlOl’IWd COmDaCt d'un esDace hil- 

bertien Ë dans lui-même, nour K = c-, ou un onératsur symd- 

trlaue comoact de 2 dans lui-même oour K _ R. Alors les 

SOUS-BSDBCt?S DrODreS ËA , a e ,, , engendrent un sous-esoace 

vectoriel dense dans Ë . Autrement dit, E est la somme dl- 
recte hllbertienne Q Ë2 

?sCh 

DEMONSTRATION : 

Nous avons déjà vu que chaque Ë1 , A E A,étalt stable 
par ,u et M,* . Appelons i ~ A l'adhérence du sous-espace vec- 
toriel engendré par les EA . Comme chaque 72 3 ËA est stable 

para etpar u* . Soit q l'orthogonal de EA . Montrons 

que z aussi est stable par ~6 et u.* . Soit donc 2 E < c'est 

a dire orthogonal à tous les Ê, . Montrons que A.& est aussi 

orthogonal à tous les 2, . Soit donc zA EË~ . Alors 

(u/sl~+(z~u*z,, =(3CIA?Eh> = ;1(i&q=O, 

ce qui prouve notre affirmation. Alors les restrictions de u- 
et 44-I a c sont encore deux opérateurs adjoints, et u, est 

encore compacte. Donc il existe un vecteur propre de ti dans3 
sauf si C;= {OI : or+l'existence d'un tel vecteur propre est 

Impossible, puisque q est orthogonal à tous les vecteurs 
propres, donc c={oi,et Ë = 2, , c.q.f.d. 

Nous pouvons résumer ce qui précède dans le résultat 
suivant : 

TF1EOREPÏE (T 2,XXII,8;9) (Riesz) 

SoitË un espace hilbertlen, u un opdrateur compact 
normal si IK - 6!, symétrique si IK= ]R . L'ensemble A des 
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valeurs propres. de ti est fini, ou peut être rangé en une 

suite convergeant vers 0, 0 faisant ou non partie deh;A est 
contenu dans le disque de rayon l 1 &II.et a un élément de mo- 

dule 11 w 11 . Pour chaque 2 e A , sauf peut-être 71,0, Ë, est 

de dimension finie ; les Ë, sont deux à deux orthogonaux. 

E est la somme directe hilbertienne des ËA, i\ E A ; la dd- 

composition Ë = A$AEA s'appelle décomposition spectrale 

de g relativement à ti . Ainsi l'opérateur ,u, est orthodiagonal 

et peut s'écrire (;C,>,eA - (2 giZ)ae12 , tandis que ti* 

REMARQUES : 

1) On peut remplacer par @ 
aec 

fA ) puls- 

que F, = Ii;) pour î\ 4A . 

2) La réciproaue est trivialement vraie : si M/ a la 
forme ci-dessus, nous avons déjà vu qu'il est normal ; mon- 
trons qu'il est compact. Soit & > 0 . 

Alors A est réunion de deux parties disjointes, 
L finie, formée des 2 de module > & , M=[*L. 

Alors, si nous posons, pour Z = (Z3)1eA : 

(qxu3 $1 U(‘T-,)=X cnza , u1(5LC asa ) 
AEL 2rM 

%' est de rang fini, puisque V(Ê)C fi2L Ë!, ) de dimen- 

sion finie, et 11 w 11 5 & puisque IA 1 C, E pour 1~ M q 
alors (T2,XXII,8;3) montre bien que LL est compact. 
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3) P~ur E de dimension finie, toute application liné- 
aire u de E dans E. est compacte ; on retrouve donc les 
propriétés de la décomposition spectrale des opérateurs Ilor- 

maux dans les espaces de dimension finie. 

4) Si A.G est hermitien, toutes ses valeurs propres sont 
réelles, car ( M jc, 12, ) = 1 l~GA1lER pour un vecteur 

propre SA relatif à la valeur propre A . Si .u, est hermitien 
30 > toutes ses valeurs propres sont reelles z 0 . Si& 
est anti-hermitien, toutes ses valeurs propres sont purement 
imaginaires. Si .u est unitaire, toutes ses valeurs propres 

sont de module 1 puisque IIMG//= 11% 11 , ce qui implique, si 

l'on veut qu'il.soit compact, que Ë soit de dimension finie 
(d'apresT ~,xxII,~;~). Les réciproques, lorsque +L. est sup- 
posé normal compact, sont triviales, d'après l'expression 
de AA. suivant (T 2,xX11,8:9). 

5) soit D(=JR , et 4L normal. 
position analogue, 

Il n'y a pas de décom- 

dansE'> 

comme le montre le cas de la rotation+ 5 

opérateur orthogonal qui n'a pas de valeurs propres 
(les racines de d&( LA-AI) sont ici? k ). On peut cependant 
trouver une décomposition canonique d'un autre type, faisant 
justement jouer un rôle aux rotations dans des espaces de 
dimension 2 ; nous ne la donnerons pas ; le lecteur pourra 
la faire lui-même, en "complexifianth l'espace 2 

6) On appelle spectres+& d'un opérateur AA dans un 

Banach Ë l'ensemble des A eo< pour lesquels u-i\1 n'est 
pas inversible. 

Toute valeur propre 3 de a appartient évidemment 
au spectre, puisqu'alors AA-AI n'est pas injectif. Si 

Ë est de dimension finie, la réciproque est vraie, car toute 

application linéaire injective de E dans E est bijective ; 
le spectre de &L est donc dans ce cas 1 ensemble A des va- 

leurs propres de ,u. Il n'en est ~JUS de même si E est de 

dimension infinie. Par exemple soit Ë = C Lo,~] espace des 

fonctions continues sur le compact[0,4] de R ; soit ti l'o- 
pérateur de multiplication par s . nous avons déjà vu (page 
XxII,gl) qu'il n'a pas de valeur piopre ; cependant il a un 
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spectre, qui est le compact [0,4] de c ; car-Ah- 21 est 

l'opérateur de multiplication par x- 31 , qui est inversible 
4 (et son inverse est l'opérateur de multiplication par - X.-A 

si et seulement six- 2 n'est jamais nulle sur lhl , c'est 
à dire si it C [0,4] . 

Piais supposons Ë hilbertien et& normal compact. Four 
tout a, E a2 , ,u-aOI est l'operateur qui par rapport à la 

décomposition spectrale de ti s'écrit (s,),eA 

Il est inversible et d'inverse iXA)Aê~- 
4 

a -a, % > ACA ' 

4 si et seulement si - reste borné pour A E A , c'est-à-dire 
a- a, - 

pour h,EX. Le spectre de u est donc l'adhérence A 

de A dansc ; donc en particulier contient 0 si E est de 
dimension infinie. 

FIN 

Ouf ! 
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