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Courbes algébriques planes

Sous-ensembles algébriques de C

Dans tout ce cours, les anneaux considérés sont commutatifs avec unité.
Soit K un corps, 1 un ensemble, et pour chaque i € I, ¢; € K[X] un polynéme
a une indéterminée a coefficients dans K. Que peut-on dire de I’ensemble

V((@iier) = {x € K|Vi € I, ¢;(x) =0}?
Tout d’abord, on a
V(@iie) =V(J)={x e KIVf €T, f(x)=0},
ou 7 est I'idéal de K[X] engendré par les ¢;, c’est-a-dire
J=(f e K[X13p eN,3iy,...,i,€1,3g,...,8, € KIX],
f=g86éi+ - +gpdi,}

Contrairement aux apparences, nous avons beaucoup gagne a augmenter ainsi le
nombre des équations. Rappelons en effet que si K est un corps, K[X] est un anneau
principal : tout idéal 7 de K[X] est principal, c’est-a-dire engendré par un seul
élément (il suffit de prendre un élément f € 7 de degré minimum et d’effectuer la
division euclidienne par f de tous les éléments de 7 ; on note alors 7 = (f)).

Si f est un générateur de I’idéal engendré par les (¢;);<;, On obtient

V((@i)ie) = V(f) ={x € K| f(x) =0}

Pour étudier V (f) il faut maintenant comprendre la structure de f ; commengons
par rappeler deux définitions :

Définition 0.0.1 — Soit A un anneau integre (i.e. sans diviseur de zéro) ; un élément
a € A estditirréductible (ou premier) si a # 0, an’est pas une unité (i.e. un élément
inversible), et si chaque fois que a = bc avec b, ¢ € A, ou b ou ¢ est une unité.
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Définition 0.0.2 —Un anneau A est dit factoriel s’il est intégre et si tout élément a #
0 € A admet une unique! factorisation en éléments irréductibles : cela signifie qu’il
existe une unité u et des éléments irréductibles p1, ..., p, telsquea = ups, ..., pr,
etquesia = vq, ..., gs estune autre factorisation, onar = s et, aprés permutation
éventuelle des indices, p; = u;q; ou les u; sont des unités.

Théoreme 0.0.3 — Un anneau intégre et principal est factoriel.
Par exemple, Z est factoriel.

Démonstration : Soit ag # 0 € A n’admettant pas de factorisation en éléments
irréductibles; en particulier, ag n’est pas irréductible, et s’écrit donc ap = a3 - a'1,
ou ni aj ni @’y n’est une unité et ou I’un au moins, par exemple a1, n’admet pas de
factorisation en éléments irréductibles ; on construit ainsi une suite infinie d’idéaux
distincts

(ao) G (a1) G (a2) & ...

((ap) désigne I’idéal de A engendré par ap).

Mais il est facile de voir qu’une telle suite devient stationnaire a un cran fini si A
est principal, ce qui est une contradiction.

L’unicité vient d’un argument bien connu de divisibilité. (Moir Lang p. 71, 72).

Corollaire 0.0.4 —Si K est un corps, K[X] est factoriel
Si f=ul]', £ est une factorisation en éléments irréductibles, on voit que

k k
vin=vu" =Jvium.
i=1 i=1

Il est en particulier clair que la donnée de V() ne permet pas de retrouver f. Si
K =R, I'exemple f(X) = X? 4+ 1 € R[X] montre que la situation est désespérée.
Sur C, tout se passe le mieux possible grace au théoréme de d’ Alembert—Gauss. Avant
d’énoncer ce dernier, énongons une proposition (dont la démonstration est laissée en
exercice).

Proposition 0.0.5 —Soit K un corps, les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(@) Tout polynéme F, de degré supérieur ou égal a 1, de K[X] admet une racine
dans K.
(b) Tout polyndme irréductible de K[X] est de degré 1.

(c) Tout polyndme non constant de K[X] se décompose en un produit de-
polynémes de degré 1.

Définition 0.0.6 — On dit qu’un corps K est algébriquement clos s’il vérifie I’'une
des trois propriétés équivalentes ci-dessus.

111 peut y avoir existence sans qu’il y ait unicité : dans Z[+/—5], on a les deux décompo-
sitions 6 = 2.3 = (1 + +v/—5)(1 — ~/—5); ce genre d’ exemple est a la base de la théorie
des idéaux de Kummer.
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Remarques 0.0.7 — 1. Un corps algébriquement clos a forcément une infinité
n

d’éléments : si K = {x1,...,x,}, le polyndme f = [](X — x;) + 1 n’a pas de
i=1
racine.
2. Tout corps peut étre plongé dans un corps algébriquement clos (voir

Lang : Algebra, p. 169-170).
Théoreme 0.0.8 — (D’Alembert-Gauss) - Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration : Iy en a beaucoup; I’'une des plus intuitives se trouve en exercice
dans le livre d’Algebre de Godement (exercice 25, p. 614); voir aussi « Topologie
algébrique » de C. Godbillon (Hermann) et « Fonctions de variables complexes » de
H. Cartan (Hermann).

Remarquer que ce théoréme équivaut au théoréme suivant :

Théoreme 0.0.8’ — Une fonction polyndme F : C — C est constante ou surjective.

Définition 0.0.9 — Soit f € K[X],x € K. On appelle multiplicité de x comme
racine de f I’entier m = m, (f) défini par la condition suivante :

L f(X) =X —x)"g(X), avec g(x) # 0.

Si K est un corps de caractéristique zéro, ceci équivaut a

2. 5L (x) = 0pouri <m — 1, Sk (x) #0.

On déduit du théoreme 0.8 que tout f € C[X] s’écrit

k
f=a X =D =a] X —x)™

xeC i=1
(ol x1, ..., x¢ sont les racines de f, m; = my, (f), eta € K).
Corollaire 0.0.10 — Soient f et g deux éléments de C[X]. On suppose que
Vx € V(f), g(x) = 0. Alors il existe un entier M tel que g™ < (f).
k
Démonstration: f =« [[(X — x;))™, V(f) = (x1, ..., xx); I’hypothese s’écrit
i=1

donc g(x;) = 0 pouri = 1_,. .., k, ce qui montre que g est divisible par X — x; pour
tout ;. Il suffit alors de prendre pour M le sup. des m;.

Définition 0.0.11 - Soient A un anneau et .o un idéal de A. On appelle radical (ou
racine) de .o, et on note rad .o, I’idéal (vérifier que c’en est un)

rad.&/ = {a € A|3n € C, d" € /).
Si E est un sous-ensemble de K, notons
I(E) ={f € K[X]|Vx € E, f(x) =0}.

C’est évidemment un idéal de K[X].
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Le corollaire 0.0.10 s’écrit encore
Corollaire 0.0.10’ —Si J est un idéal de C[X], on a

1(V(J)) =rad J.

Revenons maintenant sur le polynéme f € C[X],

k
fO =a ] —x)m.

i=1

Le degré de f est attaché globalement au polynéme £, alors que m, (f) est attaché
au comportement local de f «au voisinage de x ». La relation entre global et local
est donnée par

k
m=Y m(f)=) m.
xeC i=1

Nous allons préciser cette relation local <> global; pour cela, rappelons que,
si .o7 est un idéal de I’anneau A, on peut définir un anneau quotient A/.«/. D’autre
part, un anneau tel que K[X] a une structure supplémentaire, a savoir une structure
d’espace vectoriel sur K compatible avec sa structure d’anneau (on dit que K[X] est
une K-algebre) ; en particulier, unidéal ;7 de K[X] est aussi un sous-espace vectoriel
de K[X], et K[X]/J est de facon naturelle une K -algebre, ce qui permet de parler
de sa dimension sur K.

Lemme 0.0.12 — Soit K un corps, f € K[X] un polyndbme de degré m, on a
dimg K[X1/(f) = m.

Démonstration: Si g € K[X], on peut écrire de fagon unique ¢ = ¢f + r avec
un reste r tel que degré r < degréf ; cela montre que les classes des m éléments
1, X, X2, ..., X"1 forment une base de K[X1/(f).

Pour interpréter de facon semblable les m,(f), remarquons que d’aprés le
lemme 0.0.12, 0on a

my(f) = dimg K[X1/(X — x)").

Un moyen de concentrer I’attention sur x est de « rendre inversibles » les poly-
ndmes qui ne s’annulent pas en x. Ceci nous amene a considérer les anneaux suivants:

K (X) = corps des fractions de I’anneau intégre K[X], dont les éléments sont
appelés « fractions rationnelles » ;
@ (K) défini par

O(K) = {g e K(X)lg(x) # 0}.

Onvoitque K[X] C @, (K) C K(X).
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Lemme 0.0.13 — Soit K un corps, f € K[X],x € C, f@,(K) I’idéal de @, (K)
engendré par f; ona

dimg @ (K)/f Ox(K) = mx(f).

Démonstration : Par définition de m, ( f), on peut écrire f(X) = (X —x)"Pg(x),
avec g(x) # 0. En particulier, g est une unité de #,(K) et il reste a voir que
7 (K) /(X — x)"(/) est engendré les classes de 1, X — x, ..., (X — x)"()-1
(utiliser I’algorithme de division suivant les puissances croissantes de X, apres s’étre
ramené par translation a x = 0).

Nous pouvons maintenant déduire de I’égalité m = > m,(f) =
xeC i

m; (valable

k
=1

si k est algébriquement clos) le

Théoréme 0.0.14 — Soit K un corps algébriquement clos (par exemple K = C),
f € K[X]. Soient x1, ..., x; lesracines de f; il existe un isomorphisme naturel de
K -algébres

~ k
KIX1/(f) =[] 7u(K)/f O (K).
i=1

Démonstration : Considérés comme e.v. sur K, les deux membres ont la méme

k
dimension (d’aprés les lemmes 0.0.12, 0.0.13 et I’égalité m = ) m;). Pour voir que
i=1

la fleche est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K, il suffit de vérifier que c’est
un homomorphisme injectif, ce qui est facile; le fait que la structure d’anneau soit
préservée est tout aussi évident.

Bien entendu, un tel isomorphisme ne peut exister pour K = R, comme le montre
I’exemple f(X) = X2+ 1.

Plan du Cours :

Dans le chapitre 1, nous verrons ce qui subsiste des propriétés que nous venons
de passer en revue lorsqu’on remplace K[X] par K[X4, ..., X,].

Dans les chapitres suivants, nous nous limiterons au cas n = 2. Nous démontre-
rons en particulier le théoréme de Bézout sur les intersections des courbes planes, ce
qui nous aménera a parler de I’espace projectif.

Dans la deuxiéme partie, nous interpréterons en termes locaux les multiplicités
d’intersections, et donnerons une autre démonstration du théoreme de Bézout.

Bibliographie
Pour rédiger ce cours, j’ai puisé sans vergogne dans les sources suivantes :

e Sur les rappels d’algébre
R. Godement, Cours d’algébre. Hermann 1966.
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S. Lang, Algebra. Addison-Wesley 1965.
N. Bourbaki, Algebre Chapitre 7. Hermann 1964.
e Sur le point de vue global
W. Fulton, Algebraic curves. Benjamin 1969.
Berthelot, Cours & Paris VII, 1971-1972. (Géomeétrie algébrique élémen-
taire).
B. Teissier, Multiplicités. Cours a I’'E.N.S. 1973-1974.
e Sur le point de vue local
R.J. Walker, Algebraic curves, 1950 (Dover 1962).
F. Pham, cours de 3éme cycle a Paris VII.
Pour ceux qui veulent poursuivre en algébre commutative, je recommande
vivement :
M.F. Atiyah et 1.G. Macdonald, Introduction to commutative algebra,
Addison-Wesley 1969.
Pour ceux qui veulent poursuivre en géométrie algébrique :
Shafarevitch, Foundations of algebraic geometry.
Enfin, pour ceux qui veulent remonter aux sources :
Sir 1. Newton, Méthode des fluxions, Blanchard, 1966.
J. Dieudonné, Traité de Géométrie algébrique, Vol. 1, P.U.F., 1974.
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Ensembles algébriques affines

1.1 Polyndmes & plusieurs indéterminées® : premiéres propriétés

On peut, avec Godement, définir A[X1, ..., X, ] par récurrence par la formule
A[X1, ..., X, = A[Xq, ..., X,—1][X,] et s’apercevoir que la variable X,, ne joue
pas un role différent des autres, ou bien, avec Lang, donner tout de suite une définition
symétrique. Dans tous les cas, on arrive a une écriture formelle Ea,»liz_,_inx’ll X
o seul un nombre fini des coefficients a;,;,. ;, est différent de 0.

Nous venons de rappeler que, si K est un corps, I’anneau K[X] est intégre,
principal, et donc factoriel.

Il est clair que si A est un anneau integre, A[X] est un anneau integre; on en
déduit par récurrence le

Lemme 1.1.1 —Si K estun corps, K[X1, ..., X,,] est un anneau intégre.

Ilestclairque K[X1, ..., X, ] n’est pas principal (considérer I’idéal engendré par
X1, X2 dans K[X1, X2]); nous verrons bient6t par quoi cette propriété est remplacée.
Montrons maintenant le

Théoréme 1.1.2 - Si A est un anneau factoriel, A[X] est un anneau factoriel.
Corollaire 1.1.3 - Si K estun corps, K[X1, ..., X,] est un anneau factoriel.

Démonstration du théoréme 1.1.2 (voir les détails dans Lang p. 126-128).

Puisque A est intégre, A se plonge dans son corps des fractions K etdonc A[X] C
K[X] qui est factoriel (voir 0.4). Le probleme est alors de comparer les notions
d’irréductibilité dans A[X] et dans K[X].

A étant factoriel, on montre facilement que tout élément ¢ € K[X] s’écrit g =
C,-8,0U0C, € K et g € A[X] sont bien définis, & la multiplication prés par une
unité de A, par la condition suivante :

g = Xb; X', p.g.cd. (b)) = 1 (c’est-a-dire que tout élément de A divisant tous
les b; est forcément une unité). L’élément C, s’appelle un contenu de g.

1 yutiliserai indifféremment les mots « variable » ou « indéterminée ».
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En particulier, C; = 1,et g € A[X] & Cg € A.

Soit f € A[X], etsoit f = «-q1-q2,...,q, une décomposition en facteurs
irréductibles dans K[X] (« est une unité de K. c’est-a-dire un élément £ 0).

Onen déduit f = aCy,Cyy, ..., Cyq1, .., qr.

Pour conclure a I’existence d’une décomposition en facteurs irréductibles dans
A[X], on va montrer que

1. aCyCyy...Cy € A.
2. Les g; sontirréductibles dans A[X].
C’est une conséquence des deux lemmes suivants :

Lemmel. -Sia € K, g1,g2 € K[X],ona:
i) Cogy = aCy, .
i) Corg0 = Cgy - Cy, .

Lemme 2. — f € A[X] est irréductible dans A[X], si et seulement si :
Ou bien f € A et f estirréductible dans A,
Ou bien f estirréductible dans K[X]et C; = 1.

Démonstration du Lemme 1. (i) est trivial ; on en déduit qu’il suffit de démontrer
(ii) dans le cas ol Cy; = C,, = 1. S0it g1 = Xa; X', g0 = Xb; X/, 8182 =
Y CrX*; soit p un élément irréductible de A. Par hypothése, p ne divise pas tous les
a; et de méme pour les b;.

Soitig =sup {i : p nedivise pas a;}, jo=sup{j : p nedivise pas b;}

Un calcul élementaire montre que p ne divise pas Cj,.j, d’ou la conclusion?.

Démonstration du Lemme 2. Si f = ¢ - ¢ dans A[X] et si f est irréductible dans
K[X],0u ¢ ou y (par exemple ¢) est une unité de K[X], c’est-a-dire un élément = 0
de K.

Alors Cy = ¢ - Cy. Mais Cy, € A etsi I’on suppose C; = 1, on voit que ¢ est
une unité de A.

La réciproque se voit de fagon analogue.

Pour conclure la démonstration du théoréme, il faut voir I’unicité de la factorisa-
tion dans A[X]; cela découle facilement de I’unicité de la factorisation dans K[X].

Remarque Décomposer un élémentde A[X1, ..., X, ] en facteurs irréductibles est
en général une entreprise tres difficile, méme pour des polyndmes a une variable.
Le seul cas facile est celui de C[X] car, grace au théoréme de Gauss—d’Alembert,
les éléments irréductibles sont toujours du premier degreé.
La proposition suivante introduit la notion fondamentale d’anneau noethérien : ce
mot vient de Emmy Noether (la fille de Max Noether) qui fut I’une des grandes pion-
niéres de I’algébre « moderne » (1882-1935).

2 Cela revient & considérer les classes de g1 et g» dans I’anneau integre A/(p)[X].
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Proposition 1.1.4 — Soit A un anneau ; les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Tout idéal de A est de type fini (i.e. engendré par un nombre fini d’éléments
de A).

(ii) Toute suite croissante (pour I’inclusion) d’idéaux de A est stationnaire.

(iii) Toute collection non vide d’idéaux de A posséde un élément maximal.

Démonstration. Voir Lang page 142 ; il suffit de remplacer module par anneau et
sous module par idéal, ou mieux encore d’apprendre ce qu’est un module sur un
anneau. Il est bon, a ce point, de revoir la démonstration du théoreme 0.3.

Définition 1.1.5 — Un anneau A est dit noethérien si I’une des trois assertions de la
proposition 1.1.4. est vraie.

Remarque 1.1.6

1. Un anneau principal est noethérien.

2. Si A est un anneau noethérien, et si .o/ est un idéal de A, A/.%/ est un anneau
noethérien : cela vient de ce que I’ensemble des idéaux de A /.7 est en bijection avec
I’ensemble des idéaux de A qui contiennent .7,

Pour nous, le résultat fondamental est le

Théoréme 1.1.7 (Hilbert®) — Si A est un anneau noethérien, A[X] est un anneau
noethérien.

Corollaire 1.1.8 - Si K est un corps, K[X1, ..., X,] est un anneau noethérien.

Remarque 1.1.9 — Cela devient completement faux si on remplace les polyndmes
par les fonctions C* (c’est-a-dire les applications f : R” — R indéfiniment
dérivables) et ceci méme sin =1 !!!

Exemple A =C[®R) ={f : R — R indéfiniment dérivables}
ADIL,={fe€A, fG)=0pouri € N,i >n}

On a bien entendu 1, ; I,,+1, d’ouU une suite croissante non stationnaire d’idéaux
de A.

Remarquez bien que le seul polyndéme appartenant a 7, est le polynéme nul (il
devrait avoir une infinité de racines!).

Laréunion I = |JI, = {f € A,Im € N, f(i) = 0pouri € N,i >n} estun

n
idéal qui n’est slrement pas de type fini.

Démonstration du théoréme 1.1.7 — (voir Lang p. 144, 145). — On raisonne par ré-
currence sur le degré des éléments de I’ideal.

Plus précisément, soit 7 unidéal de A[X], etsoientas, ..., ar € A[X]. Supposons
que I’idéal engendré par a1, ..., ax [noté (a1, ..., ax)] contienne tous les éléments

3 Hilbert (1862-1943) fut un des mathématiciens les plus féconds de son temps, et le langage
utilisé aujourd’hui en algébre lui doit beaucoup.
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de I de degré < d, et soit f € I un élément de degré d. Pour que (a1, ..., ak)
contienne f, il suffit que (a1, ..., o) contienne un élément g de degré d, g € I,
ayant méme terme de plus haut degré que f (i.e. tel que degré (f — g) < d).

On démontre alors facilement que les f;; construits ci-dessous engendrent / : soit
/i ={a € A,Junpolyndme ap + a1 X + ... +aX' € I}.

Les .o7; forment une suite croissante d’idéaux de A ; A étant noethérien, il existe

rtelquei>r = &/; = .7,. Soient apy, . .., agn, des générateurs de ./
ai, . . ., ain, des générateurs de .o/1
art, - . ., arp, des générateurs de .<7,..

S_iOgigretlgjgni,onchoisitfij e Idelaforme fj; =bg+bh1 X +...+
ai‘,‘X’.

Remarque 1.1.10 — Il est naturel de se demander s’il existe une borne supérieure au
nombre de générateurs minimal pour un idéal de C[ X1, ..., X,].

Sin =1, C[X] est principal et ce nombre est 1.

Sin = 2, il n’existe déja plus de borne supérieure, comme le montre I’exemple de
I’idéal de C[ X1, X»] engendré par X7, Xf_1~X2, Xf‘z.xg, e Xlng_l, X5 cet
idéal ne peut pas étre engendré par moins de p + 1 générateurs.

Corollaire 1.1.11 - Soit K un corps. Tout quotient de K[X1, ..., X,] par un idéal
est un anneau noethérien (un tel quotient s’appelle une K -algebre de type fini).

1.2 Ensembles algébriques affines : le théoreme des zéros

Si K estun corps, on appelle espace affine de dimension n sur K le produit K" ; on
le note aussi A" (K) (ou A" s’il n’y a pas d’ambiguité sur K).

Par exemple, AL(K) = K est la droite affine, A2(K) = K?2 est le plan affine,
etc...

Définition 1.2.1 — Un sous-ensemble E de K" est dit algébrique s’il existe un sous-
ensemble S de K[X1,..., X,]telque E = {x € K"|Vf € S, f(x) = 0}. On note
E =V(S).

Soit 7 I’idéal de K[X1, ..., X,] engendré par les éléments de S ; il est clair que
V(S) = V(J).

On voit facilement qu’une intersection quelconque d’ensembles algébriques est
encore algébrique, et qu’une union finie d’ensembles algébriques est algébrique.
En particulier, tout sous-ensemble fini de K" est algébrique (exercice).

On déduit du corollaire 1.1.8 que tout sous-ensemble algébrique de K" peut
s’écrire comme I’ensemble des zéros communs d’un nombre fini de polynémes, ce
qui montre la force du théoreme 1.1.7.
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Remarque 1.2.2 — Dans le contexte différentiable, on a le théoréme suivant, dd a
H. Whitney : Quel que soit F C R” fermé, il existe f : R" — R de classe C*, telle
que f~1(0) = F.

Exemples Unensemble algébrique défini par un seul polyndme f € K[X1, ..., X,]
s’appelle une hypersurface algébrique de K". Sin = 2, on parle de courbe algébrique
plane (définie sur K).

Lorsque le degré du polyndme est égal a 1, on parle d’hyperplan de K".

Exercices
1. Tracer V(f,.5) C R? pour f, 5(X,Y) = Y? — X° —aX? — bX.
2. Chercher un moyen de vous représenter V(Y2 — x3) c C2 = R%.

3. Tracer V(X2(X —1)2+Y?) c R? (eh oui, c’est une courbe mais R n’est pas
algébriquement clos !).

4. Tracer V(Y2 — X2Z) c R® (eh oui, c’est une surface ).

Posons-nous maintenant laméme question qu’au chapitre 0 : que peut-on connaitre
de I’idéal 7 si I’ on ne connait que V(J)?
Comme au chapitre 0, si E est un sous-ensemble de K", nous considérons I’idéal

I(E) ={f € K[X1,..., XnlI¥x € E, f(x) = 0O}.

Il est évident que
E C VU(E)).

De méme, si J estunidéal de K[X71, ..., X,],
J CI(V(T).
Bien entendu, ces inclusions sont en général strictes!
Exercice Montrez-le sur des exemples.
Lemme 1.2.3 — Pour tout sous-ensemble E de K", on a
I(E) = [(V(I(E))).
Pour tout idéal 7 de K[X1,..., X,],0na
V(T)=VUV(I))).
La démonstration est un exercice facile si on remarque que

(ECE)= (I(E)DI(E"), et
(JCcT)= (VT DVIT.

Lemme 1.2.4 — E est algébrique si et seulement si E = V(I (E)).
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Encore un exercice facile.
Nous pouvons énoncer maintenant I’analogue du Corollaire 0.0.10".

Théoréme 1.2.5 — (Le théoréme des zéros de Hilbert)*. — Soit K un corps algébri-
quement clos, soit ;7 un idéal de K[X1,..., X,,]. Ona

1(V(J)) =rad J.

La démonstration de ce théoréme (tirée de Fulton) va nous occuper un certain
temps. Montrons tout d’abord qu’on peut déduire le théoréme 1.2.5 du théoréme
suivant (comparer au chapitre 0) :

Théoreme 1.2.6 — Soit K un corps algébriquement clos. Si 7 est un idéal propre
(i.e. distinct de I’anneau tout entier) de K[X1, ..., X,], alors V(J) # ¢.

Démonstration de I'implication 1.2.6 = 1.2.5 (Rabinowitsch). Tout d’abord, Rad
J cl(V(Rad 7)) = 1 (V(J)).

Pour la réciproque, on peut supposer que 7 est engendré par les polyndbmes
Fi,...,F. € K[X1,..., Xl

SoitG € I1(V(J)),etsoitJ I'idéalde K[X1, ..., X,+1]engendrépar Fu, ..., F,
Xn+1-G —1.0naV(J) = ¢; dapres le théoreme 1.2.6, il existe des éléments
A1, ..., A, Bde K[X1, ..., X,41] tels que

.
1= ZAiF,- + B(X,41G — 1).
i=1

Effectuons la substitution Y = ﬁ et réduisons I’égalité précédente au méme
dénominateur : on obtient des éléments C1,...,C,, D € K[X1, ..., X,, Y] tels que

.
YN =3 "CiF,+D(G-Y)
i=1

Il ne reste plus qu’a substituer G a la place de Y pour obtenir que G € Rad 7.

Démonstration du théoréme 1.2.6. — Soit 7 unidéal propre de K[X1, ..., X,];0n
déduit de la proposition 1.1.4 (iii) appliquée a la collection de tous les idéaux propres
contenant 7 que 7 est contenu dans un idéal maximal. Puisque V() D V(J’) dés
que J C J’, on peut supposer que 7 lui-méme est un idéal maximal ou, ce qui est
équivalent (exercice!), que K[X1, ..., X,]/J = L estun corps.

Supposons que L = K : Vi, 3a; € K tel que les classes de X; et de @; modulo
J coincident, c’est-a-dire X; — a; € J. On en déduit que 7 coincide avec I’idéal
maximal engendré par X1 — a1, ..., X, — ay,, et donc que :

V(IT)={(a1,...,ap)} # ¢.
Il nous reste donc a démontrer le

4 En allemand « Nullstellensatz ».
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Théoreme 1.2.7 — Soit K un corps algébriquement clos. On suppose que K est un
sous-corps du corps L. Si L est une K-algebre de type fini, L est égal a K.

L’hypothése signifie qu’il existe un entier n et un homomorphisme d’anneaux

surjectif de K[X1, ..., X,,] sur L, qui est I’identité sur K ; on peut dire aussi qu’il
existe x1,...,x, € L telsque L = K|[x1,...,x,], plus petit sous-anneau de L
contenant K, x1, ..., xj.

Exercice Montrer que K = R et L = C est un contre-exemple a théoreme 1.2.7
sans I’hypothese K algébriquement clos.
Avant de démontrer ce théoreme, il est commode de faire quelques préliminaires.

Définition 1.2.8 —Soit B un anneau, A un sous-anneau de B. Un élément x € B est
dit entier sur A s’il existe un polynéme

F=X"+a X" 4+ ... +a, € A[X]
tel que F(x) = 0 (noter que le coefficient du terme de plus haut degré est égal a 1).

Lorsque A et B sont des corps, on parle plutot d’élément algébrique sur A (remar-
quer qu’alors le coefficient du terme de plus haut degré peut étre quelconque puisqu’il
sera de toute fagon inversible).

Proposition 1.2.9 —Soit B unanneau, A unsous-anneaude B, x € B.Lesassertions
suivantes sont équivalentes :
(i) x est entier sur A.
(i) A[X] estun A-module de type fini°.
(iii) 1l existe un sous-anneau C de B qui contient A et x et qui est un A-module
de type fini.
Démonstration. (i) = (ii) = (iii) est un exercice facile. Montrons que (iii) = (i).
Supposons que C est engendré par y1, ..., y, comme A-module, ce qu’on notera
n

C = Z Ayl'.
i=1
Puisque x € C, xy; € C pour tout i, donc

n
xXyp = Zaijyj, ajj € A,
j=1

c’est-a-dire MY = 0, ou

apg — x Q1D oo, ain y1

a21 : :
M = : : , Y=

P I Qpn — X Y

SA[x] est le plus petit sous-anneau de B contenant A et x. Pour ce qui concerne les modules,
voir Godement ou Fulton (les définitions sont les mémes que pour les espaces vectoriels,
mais le corps de base est remplacé par un anneau).
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On sait bien que pour toute matrice M, la matrice M des cofacteurs vérifie
M.M =detM.1,

(voir Godement p. 323). On en déduit 0 = MMY = (det M)Y.
Les y; engendrant C comme A-module, on en déduit que

Vy € C, (det M)y = 0.

En particulier 1.det M = 0, donc det M = 0.

Puisque x n’apparait que dans la diagonale de M, det M est un polyndme en x a
coefficients dans A dont le terme de plus haut degré a pour coefficient (—1)". On en
déduit immédiatement que x est entier sur A.

n .
Remarque L’existence d’une relation ) g;x' = 0 était évidente puisque, pour tout
i=0
i, x! e C quiestde type fini sur A. Le probléme était de trouver une telle relation avec
a, inversible, ce qu’on réalise en écrivant que I’endomorphisme de multiplication par
x annule son polyndme caractéristique (comparer au théoréme de Cayley—Hamilton).

Corollaire 1.2.10 — Soit B un anneau, A un sous-anneau de B. L’ensemble des
éléments de B qui sont entiers sur A est un sous-anneau de B contenant A.

Démonstration. Si x est entier sur A, A[x] estun A-module de type fini d’apreés (ii).
Si y est entier sur A, y est a fortiori entier sur A[x] qui contient A, donc A[x][y] =
Alx, y] est un module de type fini sur A[x]. On en déduit (exercice) que A[x, y] est
un module de type fini sur A. Puisque x + y et xy € A[x, y], on conclut par (iii) que
ces éléments sont entiers sur A.

Exercice Quels sont les éléments de B entiers sur A lorsque :
1. B=Q,A=7Z;
2. B=C,A=7;
3. B = Q(i), A = Z(comparer a Bourbaki, chapitre VI, algébre, 81 exercice 8) ;
4. B est le corps des fractions de I’anneau principal A.
Voici maintenant un cas particulier trivial du théoreme 1.2.7.
Lemme 1.2.11 — Soit K un corps algébriquement clos. On suppose que K est un

sous-corp du corps L. Si L est un espace vectoriel sur K de dimension finie, L est
égala K.

Démonstration. On commence par remarquer que tout élément x € L est algébrique
sur K (sinon les éléments 1, x, x2, ..., x", ... seraient indépendants sur K, et la
dimensionde L comme K e.v. seraitinfinie) : onditque L est une extension algébrique
de K.

Il reste & voir que si x est algébrique sur K, x € K. Soit F € K[X] tel que

k
F[x] = 0. Puisque K est algébriquement clos. F[X] =« [] (X —x;)™, x; € K.
i=1
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Puisque F'(x) = 0, 3i tel que x = x; € K.
Pour démontrer le théoréeme 1.2.7, il ne reste plus qu’a démontrer la proposition
suivante, qui ne fait plus intervenir I’hypothése que K est algébriquement clos :

Proposition 1.2.12 — (Zariski) — Soit K un corps. On suppose que K est un sous-
corps du corps L. Si L est une K-algébre de type fini, L est un K-espace vectoriel
de dimension finie.

Démonstration. Parhypothése, il existe x1, ..., x, € Ltelsque L = K[x1, ..., X,].
On raisonne par récurrence sur n.

1.Supposonsn = 1: L = L[x] = K[X]/Ker ¢, ou ¢ est ’lhnomomorphisme de K[X]
sur L défini par ¢ (X) = x. Puisque K[X] est principal, il existe F € K[X] tel que
Ker ¢ = (F). Puisque L estun corps, (F) estmaximal ; en particulier F # ¢. Enfin,

ko
F(x) =0, donc x est algébrique sur K, et L = > Kx'sidegré F =k + 1.

i=0
2. n quelconque : on suppose la proposition établie lorsque L = K{[x1, ..., x¢],
k <n—1.Supposons donc L = K[x1, ..., x,]. Considérons le plus petit sous-corps

K1 de L contenant K etx; : K1 = K(x1).OnaL = Ki[xp, ..., x,] etdonc, d’apres
I’hypotheése de récurrence. L est un Kj-espace vectoriel de dimension finie.

lercas: xj estalgébrique sur K.Alors K[x1] = K[X]/[F].Puisque K[x1] C L
est intégre, F est irréductible donc (F) est maximal, donc K [x1] est un corps, donc
K[x1] = K(x1) = Kj3. On en déduit que K1 est un espace vectoriel de dimension
finie sur K, et on conclut facilement.

2éme cas : x1 n’est pas algébrique sur K. Nous allons voir que ce dernier cas ne
peut pas se produire.

Puisque L est de dimension finie sur K1, chaque x; est algébrique sur K1. On a
donc des équations

ni—1

n;
X'+ ai1x; +...+apn, =0, a;j € K.

Soita € K[x1] un multiple de tous les dénominateurs des «;;. En multipliant par
a on obtient des équations

(ax;))™ + b,’]_(d)(ﬂniil + ...+ by, = 0.

a coefficients b;; € K[x1]. Les ax; sont donc entiers sur K[x1] pouri =2,...,n.
Soity = Y aiz,-aminxé? ... Xt e L =K[x1][x2, ..., x,]. Il est clair qu’il existe
finie

un entier N tel que

aVy =3 Bi,.i,(ax2)’? ... (ax,)™, les coefficients B ... étant des éléments de

finie

K [x1]. D’aprés le corollaire 1.2.10, a® y est entier sur K [x1].

En particulier, si y € K (x1) C L, il existe un entier N tel que a” y soit entier sur
K[x1].

Mais K (x1) = K (X) (sinon x; serait algébrique sur K) et les entiers de K (X) sur
K[X] sont les éléments de K[X] (cf. exercice a la suite de corollaire (1.2.10)) ; onen
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déduirait alors que a™'y € K[x1]. Pour arriver a une contradiction, il suffit de prendre
y= %, ou b € K[X] est premier avec a dans K[X] = K [x1].

Le théoréme des zéros de Hilbert est donc démontré : il nous montre que, lorsque
K est algébriquement clos, la correspondance E — I(E) est une bijection entre
sous-ensembles algébriques de K™ et idéaux de K[X1, ..., X, ] égaux a leur radical,
dont I’inverse est 7 — V(7).

1.3 Composantes irréductibles d’un ensemble algébrique affine

Définition 1.3.1 —Unsous-ensemble algébrique E de K" estdit réductible s’il s’écrit
comme la réunion E = E1 U E> de deux sous-ensembles algébriques non vides de
K" telsque E; # E(i =1, 2).Si E n’est pas réductible, il est dit irréductible.

Lorsque n = 1, K[X] étant principal, tout sous-ensemble algébrique propre de K
est I’ensemble des racines d’un polyndme non nul et est donc réunion d’un nombre fini
de sous-ensembles algébriques irréductibles (les points!). Lorsque n est quelconque
ce résultat subsiste, comme nous allons le voir maintenant.

Théoreme 1.3.2 —Soit E un sous-ensemble algébrique de K. 1l existe une décompo-
sition finie unique E = E1U...U E,, ou les E; sont des sous-ensembles algébriques
irréductibles de K", telsque E; ¢ Ej sii # j.

On appelle les E; les composantes irréductibles de E.

Démonstration. Soit.%’I’ensemble de tous les sous-ensembles algébriques E de K"
n’admettant pas une telle décomposition finie.

D’aprés la proposition 1.1.4. (iii) et le corollaire 1.1.8, .7 posseéde un élément
minimal E.

Puisque E C .%, E n’est pas irréductible, donc E = E1 U E». Mais E; ; E@i =
1,2) donc E; ¢ .7 a cause du caractere minimal de E. Il suffit alors de réunir une
décomposition de E7 et une décomposition de E2 pour obtenir une décomposition
finie de E en éléments irréductibles, ce qui contredit I’appartenance de E a .~ La fin
de la démonstration (unicité) est laissée au lecteur en exercice.

Traduisons maintenant la notion d’irréductibilité au niveau des idéaux.

Définition 1.3.3 — Soit A un anneau, . un idéal de A. On dit que .o7 est premier si
A /.7 est integre.

Ceci équivaut a I'implication (xy € .%7) = (x € 70U y € .%).

Remarques 1.3.4 —

1. Un idéal maximal est premier.

2. Un idéal premier est égal a son radical.

3. Un idéal principal d’un anneau factoriel est premier si et seulement si il est
engendré par un élément irréductible.
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Lemme 1.3.5 — Un sous-ensemble algébrique E de K" est irréductible si et seule-
ment si I’idéal 7 (E) est premier.

Démonstration. Exercice
On déduit alors du théoréme des zéros la

Proposition 1.3.6 — Soit K un corps algébriquement clos. La correspondance E —
I (E) estune bijection entre sous-ensembles algébriques irréductibles de K™ et idéaux
premiers de K[X1, ..., X,,] dont I’inverse est I — V (I). Les points de K" corres-
pondent aux idéaux maximaux de K[X1, ..., X,].

Dans le cas d’une hypersurface, on peut préciser la situation gréce au caractcre
factoriel de K[X1, ..., X,].

Proposition 1.3.7 —Soit K un corpsalgébriquementclos; soit F € K[X1, ..., X,];
soit F = Fl’”1 ... F"" une décomposition de F en facteurs irréductibles.

Alors V(F) = V(F1)U,...,UV(F,) est la décompaosition de V (F) en compo-
santes irréductibles et I (V(F)) = (Fy, ..., F}).

Lacorrespondance E — I (E) estune bijection entre hypersurfaces irréductibles
de K™ et polyndmes irréductiblesde K[X1, ..., X,,] (& lamultiplication pres par une
constante).

La démonstration des propositions 1.3.6 et 1.3.7 est tres facile a partir du théoréme
des zéros.

Remarque 1.3.8 —Si K n’est pas algébriquement clos, en particulier si K = R, rien
de tout ceci ne subsiste. Par exemple

1. Lidéal (X? 4 1) ¢ R[X] est maximal (quel est le corps R[X]/(X? + 1)?).

2. Le polyndme Y2 + X2(X — 1) est irréductible dans R[X, Y] mais cependant
V(Y2 4+ X%(X — 1)?) est un sous ensemble algébrique réductible de R2.

La notion qui suit remplace la notion de puissance d’un nombre premier dans les
problémes de décomposition : plus précisément on vient de voir que si I est un idéal
de K[X1, ..., X,] égal a son radical, 7 s’écrit de fagon unique comme intersection
d’idéaux premiers; existe-t-il une décomposition analogue lorsque I n’est pas égal
a son radical ?

Définition 1.3.9 — Soit A un anneau, I un idéal de A ; on dit que I est primaire si
A/I # Qetsitout diviseur de zéro dans A/ est nilpotent (i.e. a une puissance nulle).
Ceci équivaut a I'implication :

(xyel,x¢I)= (3Fn>0,y"e€l).

Exercices 1. Montrer que si I est un idéal primaire, rad I est le plus petit idéal
premier contenant 7 (si rad / = P, on dit que I est P-primaire).

2. Sirad I est un idéal maximal, I est primaire.

3. Les idéaux primaires de Z sont ceux qui sont engendrés par une puissance d’un
nombre premier.
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4. Etudier dans A = Clx, y, z]/(xy — z2), I’idéal I engendré par les classes de
x2, xz, z2. Montrer que rad / est premier, mais que / n’est pas primaire; remarquer
également que si J est I’idéal engendré par les classes de x et z, J est premier et
I = J2 (ainsi une puissance d’un idéal premier n’est pas nécessairement un idéal
primaire).

5. Siles Q; (1 <i <n) sont P-primaires, il en est de méme de leur intersection.
n

Définition 1.3.10 — Soit Q un idéal de I’anneau A. Une écriture Q = () Q;, ou les
i=1

Q; sont des idéaux primaires est appelée une décomposition primaire de Q.

Si de plus :

(i) Lesrad Q; sont distincts deux a deux ;

(i) Pourtouti, 1<i<n, Q; necontientpas () Q;, on dit que la décomposition

J#L
est minimale.

Théoreme 1.3.11 — (voir par exemple, Atiyah—-Mac Donald chapitres 4 et 7). Si A
est noethérien, tout idéal a une décomposition primaire minimale. L’ensemble des
P; = rad Q; est indépendant de la décomposition minimale considérée : c’est
exactement I’ensemble des idéaux premiers de la forme rad (Q: x),x ¢ Q, ou
(Q:x)estl’idéal desy € A telsque xy € Q.

Exercice Etudier la décomposition primaire de Q = (x?, xy) dans Cl[x, y] (cet
exemple illustre la notion de composante immergée).

Le paragraphe suivant généralise le lemme 0.12 et le théoréme 0.14 en étudiant les
idéaux définissant les ensembles algébriques les plus simples (réunions d’un nombre
fini de points).

1.4 l1déaux ayant un nombre fini de zéros

Proposition 1.4.1 — Soit K un corps algébriquement clos, Soit 7 un idéal de
K[X1,...,X,]. L’ensemble V(7) est fini si et seulement si K[X1, ..., X,]/J est
un espace vectoriel de dimension finie sur K.

Dans ce cas, le nombre de points dans V (1) est majoré par la dimension de cet
espace vectoriel.

Démonstration. Supposons que V() contienne r points Py, ..., P, € K". Il est
facile de construire des polynémes F1, ..., F, € K[Xy, ..., X,]telsque F;(P;) =0
sii # j, Fi(P;) = 1 (il suffit de remarquer que I ({P1, ..., Pi—1, Pit1,..., P/}) #
I{Py,..., P})).

Alors les classes de Fi, ..., F, dans K[X1, ..., X,]/J sont linéairement indé-
pendantes sur K (exercice); doncdimg K[X1,..., X,1/T >r.

Pour la réciproque, nous devons utiliser I’hypothese « K algébriquement clos »
(eneffet, si 7 = (Y2 + X2(X —1)%) c R[X, Y], V() est fini, mais on a cependant
dimg R[X, Y]/ (Y2 + X2(X — 1)%) = 4 00).



1.4 1déaux ayant un nombre fini de zéros 21

Supposons que V(J) = {P1, ..., P}, etnotons P; = (a;1, ..., ain) € K".
r

SOitFj = H(Xj —aij),j =1,...,n.
i

L

OnaF; € I(V(J)),donc il existe N; tel que F;vj € J (théoréme des zéros), ce

qui montre que laclasse de X; Tdans K[X1, ..., X,]/J estune combinaison linéaire
N - Nj_ . . .
a coefficients dans K des classes 1, X ;, X?, cees X; 7t Lafin de la démonstration

est laissée en exercice.

Pour généraliser le théoreme 0.14, il faut introduire le corps des fractions
K(X1,...,X,) de I'anneau intégre K[X1, ..., X,] et, pour chaque P € K", le
sous-anneau

F
§7P(Kn) — {5 c K(X]_, ,Xn)lG(P) 7&0} *

OnakK[X1,...,X,1C @p(K") C K(X1,...,Xp).
Soit J un idéal de K[X1,...,X,]; on note J@p(K™) I'idéal de @ p(K")
engendré par les éléments de 7.

Théoréme 1.4.2 — Soit K un corps algébriquement clos. 7 un idéal de K[X4, ...,
X,] tel que V(J) = {P1,..., P} soit fini. 1l existe un isomorphisme naturel de
K -algébres

KIX1. ... Xal/T — [[(Zr(K")/T € p,(K™)).
i=1

Démonstration. (cf. Fulton). Soient 7; = I({P;})(@ = 1,...,r) les idéaux maxi-
maux contenant 7. D’aprés le théoreme des zéros, on a

rad 7 =I({P1,.... P =T
i=1

1. Ladémonstration du théoréme s’éclaire si on commence par regarder le cas trivial
ol J = rad J. Dans ce cas, soient F; des éléments de K[X3, ..., X,] tels que
Fi(Pj)) =0sii # j, F;(P) =1G,j =1,...,r). (Onavu dans la démonstration
de 1.4.1 que de tels polyndmes existent). Remarquons que

Y F—1eJ  (partition de I'unité sur V(7))
i—1

FiFjeJ sii#].

SiG e K[Xy,...,X,] vérifie G(P;) #0, il existe T € K[X1, ..., X,] tel que
TG — F; € J (il suffitde prendre T = G(P;) "1 F)).
Soitp = (¢1,...,¢,) : K[X1,...,X,1/T — ]_[(@’pi(K”)/j@pi(K"))
i=1

1=
I’lhomomorphisme induit par les inclusions de K[X7y, ..., X,] dans @' p,(K").
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Soit f; la classe de F; modulo J(i =1, ...,r). Puisque F;(P;) = 1, ¢; (f;) est
inversible dans @' p,(K")/J @' p,(K").

Puisque F; Fj € 7 sii # j. ¢i (/)i (f;) =0, donc ¢i(f;) = 0sii # J.

Puisque » F;—1€ J. Y ¢i(f;) = ¢i(1) =1, donc ¢ (fi) = 1.

i=1 j=1

Montrons maintenant I’injectivité de ¢ : soit F € K[X1, ..., X,] dont la classe
Jf modulo J vérifie ¢(f) = 0, c’est-a-dire ¢;(f) = O0pour i = 1,...,r; cela
signifie que pour tout i il existe un polynéme G; € K[X1, ..., X,], tel que d’une

part G;(P;) # 0,d’autre part G; F € J.

SoitT; € K[X1,...,X,ltelque T;G; — F; € J; ona F — ilFiF e J, donc
i=

F—iT,-G,-Fej,doncf:O.

Blljl entendu, on aurait pu directement remarquer que, quel que soit i, on a
G;(P)F(P;) = 0donc F(P;) = 0, c’est-a-dire F € J;, etdonc F < h Ji=UJ;
mais c’est le raisonnement ci-dessus qui se généralise bien. =

Pour montrer la surjectivité de ¢, représentons un élément

2=@1.. ) € [ [(Zr (K" /T 7 p (K™) par
i=1

H H, .
—. -, =) el lop&m.
(Gl Gr) 11 P (K"™)

Comme précédemment, soit 7; € K[X1, ..., X,]telque T;G; — F; € J. L’élément

zi est encore représenté par Z-H: et donc aussi par T; H; puisque ¢; (f;) = 1 (exer-

Fi

cice). Soit f laclasse modulo 7 de F = Y T; H; F;. On vérifie immédiatement que
i=1

¢(f) =z
2. Démonstration de 1.4.2 dans le cas général. D’apreés ce qui précede, il suffit de
construire r polyndémes Eq, ..., E, € K[X1, ..., X, ] vérifiant
r
@ Y E-1eJ;
i=1
(b) E;Ej € J;

(c) siG € K[X1,...,X,] Vvérifie G(P;) # 0, il existe T € K[X1, ..., X,] tel
que TG —E; € J.
Pour cela, on recommence par déduire de I’égalité

RM]:ﬂﬁ

i=1
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I’existence d’un entier d tel que®

<Dlji)d cJ

En effet, puisque K[ X1, ..., X,] est noethérien, tout idéal est de type fini. Supposons
r

() J; engendréparus, ..., up; si N estunentier tel queu?’ eJpourj=1,...,p,

i=1

on peut prendre d = p(N — 1) + 1.

r d r
D’autre part, I’inclusion (ﬂ jl-) - ﬂ(jid) est une égalité : nous allons
i=1 j

i=1
montrer que ces deux idéaux sont égaux a (7, ..., J)% = jld, e j,d. Pour cela,
on applique le lemme suivant aux idéaux 71, . .., J,, puis aux idéaux jld, el jrd.
Lemme 1.4.3 —Soit A un anneau; soient.«/1, ...,.«7, des idéaux de A tels que7

Vi=1....r A=+

J#
p
Alors, N @i = %1 ....%,.
i=1
Complément. Si K est un corps algébriquement clos et si A = K[X4,..., X,],

I’hypothése équivautavi =1,...,r, V(&) N | U V(&/,)) =0.

J#L
Démonstration du Lemme 1.4.3. Si &/ +.% = A,/ N.% = (¥ N BWA + .F),
donc.vyN.% = (A NB)AS + (A NB)S C.BA+ 4K = .o/%.0nen déduit
que ./ N.% = .o7.% puisque I’inclusion inverse est triviale. Ceci montre que

,
(\i=w1 ()] sir=3 ona
i=1

Jj#1
A9 + ﬂ A DA+ ﬂ &/j = A, cequi permet de continuer.
J#1.2 j#2

En ce qui concerne le complément, il faut montrer que

& +.% =K[X1,...,X,]desque Rad ./ + Rad % = K[X1,..., X,].

6 Rappelons que si .71, ..., o/ p sont des idéaux de I’anneau A, on note.«/1, ..., .o/ I'idéal
engendré par les éléments de A qui peuvent s’écrirea = aq, ..., ap,a; € .57; pour tout i.

".9/1 + o7, désigne le plus petit idéal de A contenant .%71 et.o/, ; on voit facilement que
c’est I’ensemble des éléments de la forme ay + ap, ag € 271, ap € 5.
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En vertu d’une remarque faite ci-dessus, il existe des entiers « et 8 tels que
(Rad )% C o/, (Rad %)P c ».
Il suffit donc de montrer que
(A +.F =A)= (7% + 5P = A).
Par récurrence, on se ramene a prouver que
(7 4+ B =A)= (4 + 5% = A).
Mais (&7 + %) (7 +.%) = A, donc

%+ 7% + %% = A, d’ol la conclusion, puisque ./ +./.% C ..

Exercices1.44 -1. A = K[X, Y],.«71 = I ({0,0}), .%7» = I ({, B}). Le polynbme
BX — aY est dans .71 N .7. Ecrivez-le sous une forme ol I’on voit qu’il est dans
A177.

2. Donner un exemple de deux idéaux .«/1, .22 de K[X] tels que .«/1.%7> # .o/1 N.9/5.

Fin de la démonstration du théoréme 1.4.2. — Nous savons maintenant que

JhH cJ.

i=1

Reprenons les F; considérés dans le casd = letposons E; =1 — (1 — F,.d)d pour
i =1,...,r Puisque E; estdivisible par F,ona E; € () J¢ et
J#1
,

r r
Y Ei—1=E—1+Y EjeJidonc Y E —1e()J!cJ.

i=1 e L#—].PJ i=1 i=1
eJd
.
EEje |V NFH <N cT.
k#i k#j i=1

Enfin, soit G € K[X1, ..., X,] tel que G(P;) # 0. Pour tout polynéme H, on a
(1—H)(E; +HE; +...+ H'E)) = E; — HE;.

r
SiH=1-G(P)'G,HeJ, donc H'E; e N J¢ C J.
i=1
SiT=G(P) Y Ei+HE;+...+ H*1E;), onadonc TG-E € 7, ce qui termine
la démonstration du théoréme 1.4.2.
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Remarque sur une démonstration plus conceptuelle En considérant une décom-
r

position primaire minimale .7 = () J; et en utilisant des raisonnements du type du
i=1
lemme 1.4.3, on se ramene au cas ou » = 1 en montrant que K[X1,..., X,1/J

p

est isomorphe & [[(K[X1, ..., X,1/J;), avec V(J;) = P;. La démonstration de
i=1

I’isomorphisme K[X1, ..., X,1/J; = @ p,(K™)/J;i @ p,(K™) est alors facile.

Exercice Vérifier directement I’isomorphisme par un calcul explicite lorsque 7 est
I’idéal de C[X, Y] engendré par Y2 — X2, y2 — x3.

Lecture conseillée Le chapitre B (Artin rings) du livre d’Algébre Commutative de
Atiyah et Mac Donald : le théoreme 1.4.2 y est replacé dans un cadre abstrait.

1.5 Morphismes d’ensembles algébriques affines

Etant donnée une structure sur les ensembles, on définit habituellement une notion
de morphisme (c’est-a-dire « d’application compatible avec cette structure ») entre
deux ensembles munis de cette structure.

Exemples 1.5.1 —

Ensembles <> applications quelconques
Espaces topologiques <> applications continues
Espaces vectoriels <> applications linéaires
K -algébres <> homomorphismes de K -algebres
Variétés différentiables <> applications différentiables, etc. . .

On s’arrange pour que le composé de deux morphismes soit encore un morphisme
et on parle alors de la catégorie des ensembles, de la catégorie des espaces topolo-
giques, ....

Dans le cas des ensembles algébriques affines, la notion intuitive de morphisme
est celle d’application polynomiale (ou application réguliére).

Définition 1.5.1 — Soient E un sous-ensemble algébrique de K™, F un sous-
ensemble algébrique® de K. On dit qu’une application f : E — F est polynomiale
(ou réguliére) ou que c’est un morphisme de E dans F s’il existe des polyndmes
Pi,...,P, € K[X1,...,K,] tels que V(x1,...,x,) € E, f(x1,...,%xp) =
(PL(X1s ..o s Xm) s oeey Po(xt, ..., xm)). ONNOte £ = (Py, ..., Py).

Remarque 1.5.2 — f = (P1,..., P,) = (P, ..., P;) équivaut a
Vi=1,...,n, P — P, € I(E).

80n dira que E et F sont définis sur K .
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La démonstration du lemme suivant est un exercice évident :
Lemme 1.5.3 — Le composé de deux morphismes est un morphisme.

Un cas particulier important est celui ou F = K. On parle alors de fonction ré-
guliére de E.

Définition 1.5.4 — Soit E un ensemble algébrique affine. L’ensemble des fonctions
réguliéres de E, muni de la structure d’anneau induite par celle de I’ensemble des
applications de E dans K est appelé anneau de coordonnées de E. On le note I'(E)
(ou encore K[E]).

Remarquons que I'(E) est en fait une K-algébre. On a évidemment le

Lemme 1.5.5 — Si E est un sous-ensemble algébrique de K", il existe un isomor-
phisme de K -algébres

I'(E) = K[X1,..., X,]/I1(E).
En particulier, (voir 1.1.6 (2)) I'(E) est un anneau noethérien.

Les deux propositions qui suivent élucident la relation entre ensembles algé-
briques affines définis sur K et K-algébres de type fini.
Commencons par rappeler que les idéaux de la forme I (E) vérifient

I(E) =rad (I(E)).
Celarevient a dire que si X € I'(E) vérifie X" = 0, alors X = 0.

Définition 1.5.6 — Soit A un anneau, X un élément de A. On dit que X est nilpotent
si X # Oets’il existe un entier n tel que X = 0. Un anneau A sans élément nilpotent
est dit réduit.

Nous venons donc de voir que I'(E) est une K-algebre réduite. On déduit alors
du théoréme des zéros la

Proposition 1.5.7 — Soit K un corps algébriquement clos et A une K-algebre de
type fini réduite. 1l existe un ensemble algébrique affine E tel que A = I'(E).

I nous reste a savoir a quoi prés E est déterminé par ladonnée de I' (E). Pour cela,
il faut introduire la notion d’isomorphisme d’ensembles algébriques affines définis
sur K.

Définition 1.5.8 — Soient E et F' deux ensembles algébriques affines définis sur K
et f : E — F un morphisme. On dit que f est un isomorphisme s’il existe un
morphisme g : F — Etelquego f =idget fog =idp.
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Exemples 1.5.9 —

1. Si E est un ensemble algébrique affine, I’identité de E est un isomorphisme.

2.90it F=V((Xo—X2) CK% E=K, f=(X, X% : E—>F.

Montrer que f est un isomorphisme ; expliciter le morphisme réciproque.

3.50itK =R, E=V((X5-X}) CR? F=R, f=(Xp) : E— F.

Montrer que f est un morphisme bijectif mais n’est pas un isomorphisme.

Cet exemple illustre un phénomeéne important : si f est un isomorphisme, f reste
un isomorphisme apres extension du corps de base ; dans I’exemple, si I’on remplace
R par C, f n’est plus injective.

4. Soit E = F = K", f = (P1,...,P,) : E — F une application régu-
liere bijective telle que chaque P; soit un polynéme de degré 1. On dit que f est
un changement de coordonnées affines. On vérifie facilement qu’un changement de
coordonnées affines est composé d’un isomorphisme linéaire et d’une translation.

Proposition 1.5.10 —Soient E et F deux ensembles algébriques affines définis sur K.
Soit d’une part Homg (E, F) I’ensemble des applications régulieres de E dans F,
d’autre part Hom(I'(F), I'(E)) I’ensemble des homomorphismes de K -algebres de
['(F) dans T'(E). Si f € Homg (E, F), on définit T'(f) € Hom(['(F), '(E)) par
T(PHlgl=¢o f.

L’applicationT" : Homg (E, F) — Hom(['(F), I'(E)) ainsi définie est bijective.

Corollaire 1.5.11 - Il existe un isomorphisme f : E — F si et seulement si les
K -algébres I'(E) et I'(F) sont isomorphes.

Démonstration du corollaire 1.5.11. 1l suffit de remarquer que T'(g o ) = T'(f) o
I'(g).

Démonstration de la proposition 1.5.10. Pouri = 1,...,n, on notera I[1; € I'(F)
I’élément représenté par X; dans I’isomorphisme

I'(F)=K[X1,...,X,]/I(F).

L’injectivité de I" vient de ce qu’un morphisme f : E — F est déterminé par
ses « composantes » IT; o f = I'(f)(IT;).

f IT;
E F K

| |

" (x) K

Pour la surjectivité, considérons un homomorphisme de K -algebres

o : I'(F) - T'(E).



28 1 Ensembles algébriques affines
Dans le diagramme suivant, o et T représentent les projections canoniques :

K[X1,...,X,1/I(F) —2—> K[X1,..., Xnl/I(E)

K[X1,..., Xl K[X1,..., Xum]

Pouri =1,...,n,choisissons T; € K[X1, ..., Xy, tel que t(T;) = ¢ o o(X;). On
vérifie facilement que (71, ..., T,) définit une application réguliere f : E — F
telle que I'(f) = .

Exercice 1.5.12 — On peut préciser la relation entre E et I'(E) lorsque K est algé-
briquement clos : montrer qu’il y a alors correspondance bijective entre :

Idéaux maximaux de I'(E) et points de E ;

Idéaux premiers de T'(E) et sous-ensembles algébriques irréductibles de E
(utiliser la Proposition 1.3.6).

Exercice 1.5.13 — On reprend I’exemple 1.5.9 (3) avec K = F corps quelconque.
Montrer que F(V(X% - Xf)) n’est pas factoriel; en déduire I’inexistence d’un
isomorphisme entre K et V(X3 — X3).

1.6 Ensembles algébriques affines irréductibles : fonctions
rationnelles et anneaux locaux

On adoptera comme dans Fulton la terminologie variété affine pour désigner un
ensemble algébrique affine irréductible (on dira aussi variété s’il n’y a pas d’ambi-
guité).

Soit E une variété définiesur K. L’idéal I (E) est premier (lemme 1.3.5) ; I’anneau
I'(E) est donc intégre et se plonge dans son corps des fractions K (E).

Définition 1.6.1 — Soit E une variété définie sur K. Le corps des fractions K (E) de
son anneau de coordonnées I'(E) s’appelle le corps des fonctions rationnelles sur E.

Définition 1.6.2 — Soit f € K (E) une fonction rationnelle sur E. On dit que f est
définie au point x € E si f peut s’écrire a/b avec b(x) # 0.

L’ensemble des points de E ou f n’est pas définie est appelé ensemble polaire
de f.

Proposition 1.6.3 — Si f € K(E), I’ensemble polaire de f est un sous-ensemble
algébrique de E.

Démonstration. Supposons que E soit contenu dans K”. On voit facilement que
I’ensemble polaire de f peut s’écrire V(Jy), ou Jr est I'idéal de K[X1,..., X,]
défini par B

Jr={P € K[X1,....X,l|P - f € T(E)},
ol P = classe de P dans I'(E).
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Définition 1.6.4 —Soit E une variéte définie sur K, x unpointde E.Onnote @, (E) le
sous-anneau de K (E) formé des fonctions rationnelles définiesenx. @ (E) s’appelle
I’anneau local de E en x (on retrouve la notion intervenant dans le Lemme 0.0.13).

Lemme 1.6.5 —Si K est un corps algébriquement clos, et si E est une variété définie
sur K, ona
N(E) = () Ox(E).
xeE
Démonstration. Le terme de gauche est évidemment inclus dans celui de droite.

Pour la réciproque, si f € (| @x(E), f est définie sur tout E. On a donc (notation
xeE
Proposition de 1.6.3) V(Jy) = ¢.

On déduit du théoréme des zéros que 1 € Jy, etdonc que f =1 f € I'(E).

Remarques 1.6.6 — 1. Montrer que ceci est faux si K = R.
2. Montrer quesi f € @, (E), on peut définir lavaleur f(x) € K de f au point x.

Exercice 1.6.7 — Proposer une définition de @« (K).

Nous allons expliquer maintenant le terme local dans la définition 1.6.4 (voir aussi
les quelques lignes précédant I’énoncé du lemme 0.0.13) : tout élément f € @ (E)
définit une fonction f : # — K ou % > x est le complémentaire dans E
de I’ensemble polaire de f; plus précisément, on définit sur E la topologie de
Zariski dont les fermés sont par définition les sous-ensembles algébriques de E. En
particulier, en vertu de la Proposition 1.6.3, le complémentaire 7/ de I’ensemble
polaire de f € @, (E) est un ouvert (pour cette topologie) contenant x, ¢’est-a-dire
un voisinage de x. Bien entendu, ce voisinage n’est en général pas le méme pour
deux éléments distincts de 7 (E) : si f1 (resp. f2) définit une fonction de %/1 dans
K (resp. de %> dans K), f1 f> définit une fonction de %1, N 7%/» dans K, qui est le
produitde f1| ZZ1 N %2 et fa| 2/1 N 7/2. On peut exprimer ceci savamment en disant
qu’il existe un homomorphisme naturel de 7, (E) dans la K -algébre des germes?® en
x d’applications de E dans K.

De méme que les propriétés de E se lisent sur I'(E), les propriétés de E «au
voisinage » de x se lisent sur @ (E) (comparer les exercices 1.5.12 et 1.6.10).

Pour comprendre la définition qui suit, examinons de plus prés I’anneau des
germes en 0 d’applications continues de R” dans R : un germe f est inversible
dans cet anneau si et seulement si £ (0) # 0 (exercice). L’ensemble des germes nuls
en 0 forme un idéal.~ ; on vérifie facilement que .7 est I’'unique idéal maximal de
cet anneau. Par contraste, rappelons que les idéaux maximaux de C[ X1, ..., X, ] sont
en correspondance biunivoque avec les points de C”.

9Si %/ et 7/ sont deux ouverts de I’espace topologique X, etsix € %1 N %+, on dit que
les applications f1 : %1 — Y et fo : 7%/ — Y définissent le méme germe en x s’il
existe un ouvert 7/ tel que

lL.xeZcC 721N %>,
2. Al = fal 7.
Remarquons que ceci implique en particulier f1(x) = f2(x).
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Lemme - Définition 1.6.8 — Soit A un anneau. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Le complémentaire de I’ensemble des éléments inversibles forme un idéal.
2. A possede un unique idéal maximal.

Lorsque ces assertions sont vraies, on dit que A est un anneau local. Si.7 est
I’idéal maximal, le corps A/.# est appelé le corps résiduel.
Remarquons qu’un corps est en particulier un anneau local.

Démonstration du lemme 1.6.8. (1) = (2) Si ./ est un idéal propre de A,.&/ ne
rencontre pas I’ensemble U des éléments inversibles, donc.«/ Cc .# = A — U.Si.#
est un idéal, .7 est donc I’unique idéal maximal.

(2) = (1) Soit.# I’unique idéal maximal de A, et soita € A —.#. Puisque .
est maximal, I’idéal engendré par a et les éléments de .7 est A tout entier; il existe
en particulier b € A etm € ./ tels que

ab+m = 1.

Mais 1 — m € U car sinon I’idéal engendré par 1 — m serait un idéal propre et
serait donc contenu dans I’unique idéal maximal .~ ce qui impliquerait 1 € .Z.
Onendéduitquea € U,etdoncque A —.7 = U.

Lemme 1.6.9 — @, (E) est un anneau local noethérien.

Démonstration. 1. L’idéal maximal est
M (E) ={f € Ox(E)|f(x)=0}.

La projection canonique IT : @ (E) — @ (E)/.#+(E) = K de 7, (E) sur
son corps residuel s’identifie a I’évaluation

() = fx) e K.

2. Pour montrer que 7, (E) est noethérien, on montre (exercice !) que si .« est un
idéal de @, (E), .«7 est engendré par des générateurs de I’idéal .o/ N T'(E) de I'(E)
(qui est noethérien d’apres lemme 1.5.5).

Exercice 1.6.10 — (a comparer a I’exercice 1.5.12) — Soit E une variété affine définie
sur le corps algébriquement clos K ; montrer qu’il existe une correspondance bijective
entre les idéaux premiers de 7, (E) et les sous-variétés affines de E qui passent par x.

Nous verrons ultérieurement d’autres exemples d’anneaux locaux noethériens ou
non (anneaux de séries formelles ou convergentes, anneaux de germes de fonctions
continues ou différentiables, . . .). D autre part, le procédé de construction de @, (E)
se généralise et permet de fabriquer beaucoup d’anneaux locaux; c’est I’objet du
paragraphe suivant.
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1.7 Localisation

(Voir Lang p. 66 et suivantes). Soit A un anneau intégre, et S C A une partie
multiplicative de A, i.e. telleque f, g € S = f-g € S. On peut construire un anneau
quotient de A par S, noté S~1A, de la maniére suivante : un élément de S—1A est
une classe d’équivalence de couples (a, s) € A x S pour la relation d’équivalence

(a,s)~(@,s) si as'—a's=0.

On notera (a, s) (ou encore il) la classe d’équivalence de (a, s).
La structure d’anneau est donnée par

—_—

(@5 + (@.5) = (as' + d's, 55,
@) - @.5) = (aa'.ss).
Enfin, I’application a — (a, 1) de A dans S~1A est un homomorphisme d’an-

neaux qui envoie chaque s € S sur un élément inversible de S~*A. De plus, si S ne
contient pas 0, I’hnomomorphisme A — S~1A est injectif.

Exemple 1.7.1 - § = A — {0}. Dans ce cas, S~1A n’est autre que le corps des
fractions de I’anneau intégre A.

Exemple 1.7.2 — S = A — P, P idéal premier de A (c’est la condition nécessaire et
suffisante pour que le complémentaire d’un idéal soit une partie multiplicative).

On note Ap I’anneau S~ A et on I’appelle le localisé de A suivant I’idéal pre-
mier P. Géométriquement, si A = I'(E), on ne regarde que ce qui Se passe «au
voisinage » de la sous-variété de E définie par P.

En particulier, si P est I’idéal maximal .7, = {f € T'(E)|f(x) =0},0ona

T(E) y = Ox(E).
Exercice 1.7.3 — A o est un anneau local.

Exercice 1.7.4 — (Fulton p. 54, 55) - Soit V une variété dans K", P un point de V,
J =1(V) C K[X1,...,X,], etsoit Junidéal de K[X4, ..., X,] qui contient 7.
Soit J’ I'image de J dans I' (V). Montrer qu’il existe un homomorphisme naturel

¢ 1 Op(K")/IOp(K") + Op(V)/I Op(V)
et que ¢ est un isomorphisme. En particulier,

“p(K")/TOp(K") = p(V).
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Courbes planes affines

2.1 Sous-ensembles algébriques de K?

Proposition 2.1.1 — Soient F et G deux éléments de K[X, Y] sans facteur commun.
Alors I’ensemble V(F, G) = V(F) N V(G) est fini.

Démonstration. D’aprés la démonstration du théoréme 1.1.2, F et G n’ont pas
non plus de facteur commun dans I’anneau principal K (X)[Y], ce qui signifie que
I’idéal engendré par F et G dans cet anneau est I’anneau entier. Il existe donc R,
S e K(X)[Y]telsque RF + SG = 1.

« Réduisons R et § au méme dénominateur » en considérant D € K[X] tel que
DR=AeK[X,Y|etDS=B e K[X,Y].llvient AF + BG = D.

En particulier, si F(x,y) = G(x,y) =0,0na D(x) = 0; D étant un polyndéme
nonnulen X, il n”y aqu’un nombre fini de tels x. On recommence alors en échangeant
lesrolesde X et Y.

Corollaire 2.1.2 —Soit K un corps infini. Les sous-variétés affines de K 2 sont K2, ¢,
les points, et les courbes planes irréductibles (i.e. les sous-ensembles infinis de la
forme V(F) ou F est un polyndme irréductible).

Démonstration. Soit E une sous-variété affine infinie de K2, distincte de K. Rap-
pelons qu’une variété affine est par définition irréductible. D’aprés le lemme 1.3.5,
I (E) est un idéal premier non nul de K[X, Y].

Si G # 0estunélémentde I (E), un des facteurs irréductibles F de G appartient
a I (E) puisque I (E) est premier.

Supposons que 7 (E) contienne un élément A non divisible par F (c’est-a-dire
premier avec F). D’aprés la proposition 2.1.1, I’ensemble V (F, H) est fini; mais
V(F,H) > V(I(E)) = E.Onadonc I (E) = (F), et E = V(F).

Réciproquement, tout sous-ensemble algébrique infini de la forme V (F) avec
F irréductible est une sous-variété (i.e. est irréductible). 1l suffit de montrer que
I(V(F)) = (F), ce qui découle encore de la proposition 2.1.1.
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Remarque 2.1.3 — Dans le cas ou K est algébriqguement clos, se reporter a
la proposition 1.3.7 (on peut la démontrer dans ce cas sans faire appel au théoréme
des zéros, voir Fulton chapitre 1, § 6, corollaire 3 : la remarque initiale est que si
K est algébriquement clos et si F € K[X, Y] est de degré non nul, V (F) est infini
(exercice utilisant la remarque 0.7)

ATTENTION'! Dans ce qui suit nous appelerons courbe plane (sous-entendu avec
composantes multiples) définie sur K ladonnée d’unidéal principal de K[ X, Y], c’est-
a-dire d’une classe d’équivalence de polyndmes non constants modulo la relation
d’équivalence f ~ g s’ilexiste . € K, A # 0, tel que g = Af. Ondira que f estune
équation de la courbe.

Dans ce qui précéde une courbe était simplement un sous-ensemble de K2 et
était donc associée a une classe d’équivalence de polynémes sans facteur multiple
(voir la proposition 1.3.7). 1l est commode pour la suite d’admettre les composantes
multiples.

Si f n’apas de facteur multiple, on dit que la courbe est réduite (comparer a la
définition 1.5.6).

2.2 Propriétés invariantes par changement
de coordonnées affines

Soit T = (P, Q) : K2 — K2 un changement de coordonnées affines (voir
1.5.9, exemple (4)) :

P =ap1 +anX +an¥, Q=ap+awX+axpY, anaxn—apay #0.

Si f e K[X,Y], on définit fT e K[X,Y] par fT(X,Y) = f(P(X,Y),
(X, Y)).

L’application f — f7 ainsi définie est un automorphisme de I’anneau K [X, Y]
induisant I’identité sur K (on dit que c’est un automorphisme de K[X, Y] au-dessus
de K).

Toutes les propriétés que nous allons considérer seront « invariantes par change-
ment de coordonnées affines » dans le sens suivant : si la propriété concerne un certain
nombre de courbes fi,..., fx et un certain nombre de points Py, ..., P; € K2,
la méme propriété a lieu pour la famille des courbes flT, ...,fkT et des points
TP, ..., T7L(Py).

L’exemple le plus simple est le degré d’une courbe (qui est par définition le degré
d’une équation f de la courbe).

Remarque 2.2.1 — Soit C une courbe (réduite) irréductible, et P € C. Une propriété
de C en P qui ne dépend que de @' p(C) est sirement invariante par changement de
coordonnées affines.

Exercice 2.2.2 —Caractériser lesautomorphismesde K[ X]au-dessus de K . Regarder
alors les automorphismes de K[X, Y] au-dessus de K.
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2.3 Points réguliers, points singuliers, multiplicités

Soit C C K2 une courbe, et soit P € K2. On raméne P & I’origine de K2 en
considérant un changement de coordonnées affines 7' tel que 7-1(P) = (0, 0).
Si g est une équation de C, f = g’ peut s’écrire

f=fi+ A+ fa+...+ fa

ou f; est un polyndme homogene de degréien X, Y.

Il estclair que le plus petitentier m tel que f,, # 0nedépendpasde T.On I’appelle
la multiplicité de C (ou de g) au point P et on le note mp(g) ou mp(C) (Comparer
au chapitre 0).

Sim =0,P ¢ C.Sim = 1, on dit que P est un point régulier (ou simple) de
C; sim > 1, ondit que P estun point singulier (ou multiple) de C.

Une courbe dont tous les points sont simples est dite non singuliére.

Exercice 2.3.1 — 1. Quels sont les points singuliers des courbes
C1: (X>4+Y>?—(x?-x% =0,
Cy : (X2 +7Y%% —4x%v?2 =0,
C3: X3+ X24+4XY4+Yv2-3Xx-1=0,

etc...
k

2.Si f=fi... fi.mp(f) = > mp(f;); en particulier, si P appartienta une

i=1
composante multiple ou & 2 composantes distinctes de C, P est singulier.
Lemme 2.3.2 — P € C en est un point singulier si et seulement si

of . _ of o _
Sy P =0 et —o(P)=0,

ou f est une équation de C.

Si P = (a, b) est un point régulier de C, la tangente en P a C est la droite
d’équation ; ;
a a
aX(P)(X a) + aY(P)(Y b) =0.
Plus généralement, si P = (0, 0), la courbe d’équation f,, est « I’ensemble des
tangentes en P = (0, 0) » a la courbe d’équation f = f,, + fina1 + ...+ fa.
Si K est algébriquement clos, on obtient  droites distinctes ou confondues pas-
sant par P.

Remarque 2.3.3 — Si la caractéristique de K est zéro, mp (f) est le plus petit entier
m tel qu’il existe une dérivée partielle d’ordre m de f non nulle en P (comparer
a0.9).

Proposition 2.3.4 — Une courbe réduite n’a qu’un nombre fini de points singuliers.
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Démonstration. Par hypothese, une équation de la courbe s’écrit

f=hr fo

ou les f; sont des polyndmes irréductibles non équivalents.

Si P € V(fiyNV(f),i # j, P estsingulier d’aprés I’exercice 2) de 2.3.1.,
D’apreés la proposition 2.1.1 il n’y a gu’un nombre fini de tels points.

On peut donc supposer que 3i, P € V(fi), P ¢ V(f;) si j # i. Il estalors clair
que P est un point singulier de la courbe d’équation f si et seulement si P est un
point singulier de la courbe d’équation f;, c’est-a-dire si

| of; of;
PeV(f,)ﬁV(a—X)ﬁV<a—Y).

Il reste a voir que % et % ne peuvent étre simultanément identiquement nulles.

Si K est un corps de caractéristique zéro, c’est évident car sinon f serait une
constante.

Si la caractéristique de K n’est pas nulle, cela entrainerait que f; n’est pas irré-
ductible (voir, par exemple, le polycopié de Berthelot chapitre IV, page 6).

Nous allons voir maintenant que la notion de point régulier ou de multiplicité en
un point P d’une courbe réduite irréductible C se lit déja sur I’anneau local @ p(C)
si K est un corps algébriquement clos (revoir la remarque 2.2.1).

Pour celd, il faut introduire une définition.

Definition 2.3.5 — Un anneau de valuation discréte est un anneau intégre, local,
noethérien®, dont I’idéal maximal est non nul et principal. Un générateur de I’idéal
maximal s’appelle une uniformisante.

Exemple 2.3.6 — 1. Quel que soit x € K, @, (K) est un anneau de valuation discréte
admettant X — x comme uniformisante.

Remarque —1. Il n’est pas difficile de montrer en utilisant 1.7.4 que si V. C K" est
une variété, et si x = (x1, ..., x,), I'idéal maximal de #, (V) est engendré par les
classes de X1 — x1, ..., X, — x,.

2. Nous verrons plus loin que I’anneau des séries formelles K [[X]] est un anneau
de valuation discréte admettant X comme uniformisante.

Proposition 2.3.7 — A est un anneau de valuation discrete si et seulement si il existe
t € A,t # 0, ¢ non inversible, tel que tout élément non nul x de A s’écrive de fagon
unique

x=u-t",uunittde A,n e N.

Démonstration. C’est un exercice.

111 découle de la proposition 2.3.7 qu’un tel anneau est en fait principal.
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Complément — (une valuation discréte qu’est-ce donc?) : avec les notations de la
proposition 2.3.7, les éléments non nuls du corps des fractions K de I’anneau integre
A s’écrivent de fagon unique u#", oU u est une unité de A et ou n € Z. L’application
v : K — 7Z U {oo} définie par v(0) = oo et v(ut") = n vérifie manifestement

1) v(x) =00 x=0,
2) wv(xy) =v(x) +v(y),
3) v(x+y)= min(v(x), v(y)),

ce qui lui vaut le nom de « valuation discrete » sur K. Remarquons que v ne dépend
pas du choix de ¢ ; en particulier

A={xeK; v(x) >0},
A" ={x € K; v(x)>n}.

Le théoréme suivant généralise I’exemple 2.3.6 (1).

Théoreme 2.3.8 — Soit C une courbe plane réduite irréductible sur un corps K
algébriquement clos.

Le point P € C estun point régulier de C si et seulementsi ' p(C) est un anneau
de valuation discrete.

Si L = aX + bY + c est I’équation d’une droite passant par P qui n’est pas
tangente a C, I’image de L dans @ p(C) est une uniformisante.

Démonstration. Si P est un point simple, on peut par changement de coordonnées
affines se ramener au cas ot une équationde C est (X, Y) = Y +termes de degré > 2
et o L = x. On conclut alors facilement.

La réciproque (qui nécessite K algébriquement clos) découle du théoréme
suivant :

Théoreme 2.3.9 — Soit C une courbe plane réduite irréductible sur un corps K
algébriquement clos

Soit.# p(C) I’idéal maximal de I’anneau local @ p(C) de C en P.

Si n est assez grand, on a

mp(C) = dimg [-#p(C)" 7 p(CY"*]

Explication. si J est un idéal de A, on sait que 7" est I’idéal engendré par les
éléments de A qui peuvent s’écrireay - ap...a,, aveca; € Jpouri =1,...,n.
En particulier 7" est un A-module et 7”1 est un sous A-module de J”". Le
quotient 7" / 7"+ est donc un A-module.
Ici, .7 p(C)" /.7 p(C)"T1 est donc un @ p(C)-module. Puisque #'p(C) D K,
A p(C)Y' )7 p(C)™1 est en particulier un K-module, c’est-a-dire K-espace
vectoriel.
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Démonstration. \Voir Fulton page 72 : le fait que K soit algébriquement clos
intervient par I’intermédiaire du théoreme 1.4.2 qui fournit via 1.7.4 I’isomor-
phisme K[X,Y]/((X,Y)",F) ~ @p(C)/#p(C)" ou F est une équation de
Cet P =(0,0).

Lecture. P. Samuel : « Sur I’histoire du 15e probléme de Hilbert» Gazette des
Mathé-maticiens, octobre 1974.

2.4 Nombres d’intersections

Commencons par revenir aux sources, ¢’est-a-dire au chapitre 0.

Soit f € K[X] un polynéme non constant et soit C1 C K2 la courbe d’équation
F(X,Y)=Y — f(x) € K[X, Y], c’est-a-dire le graphe de f.

Soit C» la courbe d’équation G =Y.

On ne résiste pas a I’envie de définir le nombre d’intersection de C; et C» au point
P = (x,0) par

(C1, C2)p = my(f), c’est-a-dire par (voir le théoreme 0.13)
(C1,Co)p =dimg @ (K)/f 7 (K),
Ou encore
(C1, Co)p = dimg @p(K?)/(F, G) 7 p(K?).

Si K est algébriquement clos, I’égalité

degré f =m =Y m.(f)

xekK

s’écrit alors
D (C1,C2)p = (degré C1) x (degré C2)
Pek?
et apparait comme un cas trivial du théoréme de Bézout (voir plus loin).
Definition 2.4.1 — Soient C1, C2 deux courbes planes affines définies sur un corps

K. Soient F, G € K[X, Y] des équations de C1, Ca.
Le nombre d’intersection de C1 et C, au point P € K? est par définition

(C1,C2)p = (F, G)p =dimg @p(K?)/(F, G)7p(K?).

Remarque 2.4.2 — Si on fait le méme changement de coordonnées affines T sur F
etG,ona
(FT, GT)Tfl(P) =(F,G)p.

Exercice 2.4.2" — Montrer en utilisant I’ exercice 1.7.4 que, si P est un point régulier
de C,, (C1, C2)p N’est autre que la valuation de la classe de F dans @ p(C>).
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Remarque 2.4.3 — Par définition, (C1, C2)p est toujours positif, et ce seul fait
montre bien que cette définition est insuffisante si K n’est pas algébriquement clos,
en particulier si K = R.

En effet, pour avoir une constance du total des nombres d’intersections en réel, il
faut tenir compte de phénomeénes du type suivant (plis)

On sent bien ici la nécessité de définir des nombres d’intersection dans Z, de
facon que la situation ci-dessus se traduise par 1 — 1 = 0. On y parvient a I’aide de
la notion d’orientation.

Dans le cas complexe, il existe une orientation canonique et il n’y a jamais de pli,
ce qui explique la positivité des nombres d’intersection. 1l est bon de se convaincre
de ceci sur I’exemple

F=X+Y? G=X+a

déja vu en réel et en complexe (essayer de se représenter les surfaces de C2 = R*
correspondantes).

Plus généralement, si ® = (F1, ..., F,) est un morphisme de C" dans C", on
peut calculer le degré local de ® en un point P € C" par une formule du type du
nombre d’intersection (voir par exemple I’appendice de J. Milnor : Singular points of
complex hypersurfaces, Princeton, ou @ est un germe en 0 d’application holomorphe
et ou les séries formelles remplacent les fractions rationnelles [pour ce dernier point,
voir plus loin]).

Ce point de vue topologique a I’avantage de montrer directement que si
(F, G)p =k, on peut (dans les bons cas) trouver & petit tel que I’intersection de
F + ¢ et G contienne k points d’intersection transversale au voisinage de P.

Par exemple F = Y2 — X3, G = X — Y, P = (0, 0). Ici, on peut voir les choses
enréel :

y G G+e (£<0)
G F+n (n<0)

—
s>
X.QQ
1
N
j \

@) 2 3)
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Exercice — Dessiner la situation dans le cas complexe.

Remarque 2.4.4 — On suppose K algébriquement clos. Si C1 et C, ont une compo-
sante C3 en commun c’est-a-dire si F et G ont un facteur irréductible commun non
trivial H, (C1, C2) p est infini pour tout point P de cette composante.

En effet, (F, G)@p(K?) C (H) p(K?), donc

(C1. C2)p > dimg @p(K?)/(H) 7 p(K?).
De I’exercice 1.7.4, on déduit :
(C1, Co)p = dimg @'p(C3) > dimg I'(Ca).

Enfin dimg I'(C3) = dimg K[X, Y]/(H) est infini si K est algébriquement clos,
d’apres la proposition 1.4.1 et la remarque 2.1.3.

Remarque 2.4.5 —Si C; et C, se coupent « transversalement» en P qui est un point
régulier de C1 et de C», c’est-a-dire si les tangentes en P a C; et C» sont distinctes,
ona(Cy,Co)p =1.

En effet, on peut supposer, aprés changement éventuel des coordonnées affines
(voir remarque 2.4.1), que

F =X +termesde degré >2, G =Y + termes de degré >2, P = (0, 0),

auquel cas le calcul est facile.

Plus généralement, on verra plus tard (mais on pourrait voir tout de suite avec
Fulton) que dés que C1 et C2 n’ont pas de tangente commune en P, (C1, C2)p =
mp(C1) -mp(C2).

Remarque 2.4.6 — On trouvera dans Fulton (chapitre 3, § 3) une caractérisation
axiomatique de (C1, C2)p; lire en particulier la 7éme propriété affirmant que si
F, G sont des équations de C1, C2, (C1, C2)p ne dépend que de I'image de G dans
['(F) : cette propriété est trés utile pour calculer puisqu’elle permet de remplacer G
par G + AF.

Remarque 2.4.7 — Si K est algébriquement clos, on déduit de la proposition 2.1.1
et du théoreme 1.4.2 que lorsque C1 et C2 n’ont pas de composante en commun, on a

Y (C1,Co)p =dimg K[X, Y1/(F, G)
Pek?
si F, G sont des équations de C1, C».

Reprenons, en le complétant, I’exemple utilisé comme point de départ de ce
paragraphe ; on supposera K algébriquement clos :

C1 apour équation F(X,Y) =Y — f(X),
C; apour équation G(X,Y) = aX + bY.
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Supposons que degré f > 2; il vient

degré (aX + bf (X)) = degré fsib #0,

C1,C = -
Z(l 2)p 1sib=0.

Pek?

Autrement dit, pour la valeur exceptionnelle » = 0, la plupart des points d’intersec-
tions se sont échappés « & I’infini ».
Le but du chapitre suivant est de partir a leur recherche.
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Ensembles algébriques projectifs

3.1 L’espace projectif P,(K)
L’ exemple des deux courbes C1, C2 d’équations
F=aX+BY +1, G =aX +bY,

montre que si I’on veut récupérer les points d’intersection «a I’infini », il faut rajouter
a K™ au moins un point & I’infini pour chaque direction de droite dans K".

On fait ceci facilement en considérant K comme I’hyperplan de K"+ d’équation
Xn+1 — 1 et en remarquant que

1. Chaque droite de K+1 passant par I’origine et non contenue dans I’hyperplan
d’équation X,, 1 coupe K" en un seul point,

2. Les droites qui restent s’identifient & I’ensemble des directions de droites dans
K" («points a I’infini »).
Définition 3.1.1 — Soit K un corps. On appelle espace projectif de dimension n sur
K eton note P,(K) I’ensemble des droites passant par I’origine dans K1,

Remarques 3.1.2 — 1) P,(K) s’identifie au quotient de K"+ — (0, ..., 0) par la
relation d’équivalence suivante :

(X1, vey Xng1) ~ V1, ..., yuy1) S'il existe & € K, A # 0, tel que Vi, y; = Ax;.

SiI’élément (on dira le point) P € P,(K) est la classe d’équivalence de (x1, . ..,
Xpa1), ondit que (x1, ..., x,11) est un systeme de coordonnées homogénes de P et
on se permettra de noter P = (x1, ..., Xu11).

2) Soit U; = {(x1, ..., xp41) € P,(K)|x; # 0}.

Chaque P € U; admet un unique systéme de coordonnées non homogenes de la
forme

P =1 Yi-1, 1, yit1, -5 Yn),
ce qui identifie canoniquement U; a K". Remarquons que P,(K) — U; s’identifie
n+1
naturellement & P,_1(K) et que P,(K) = U U;.
i=1
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3.2 Topologie des espaces projectifs réels et complexes
de petite dimension

Si K est un corps muni d’une norme, en particulier R ou C, P,(K) est

naturellement muni de la topologie quotient de K”+1 — (0,0, ...,0) par la rela-
tion d’équivalence de la remarque 3.1.2 (1). Mais P, (K) est aussi le quotient de la
sphére unité de K"*1 — (0, ..., 0) par la relation d’équivalence induite.

En particulier, P, (R) est un quotient de la sphére S,, par la relation d’équivalence
qui identifie deux points antipodaux, ce qui montre que le revétement universel (voir
un livre de Topologie algébrique) de P, (R) est S,, et que son groupe fondamental est
7./27.

De méme, P, (C) estun quotient de la sphére S»,, 11 par une relation d’équivalence
dont chaque classe est un cercle. L’application de projection Sp,+1 — P,(C) est
appelée la fibration de Hopf.

Les U; forment des cartes de P,(K) montrant que P,(R) (resp. P,(C)) est une
variété différentiable de dimension (réelle) n (resp. 2n).

Nous allons essayer de comprendre la topologie de P1(R), P1(C), P2(R), P2(C).

On voit facilement que P1(R) s’identifie au cercle S1. Voici schématiquement la
projection naturelle de S1 sur P1(R) :

PZ
&
2 —
e 2 _
7 PP P,
Pl

v

P

On voit qu’un seul point a I’infini a été rajouté.

De méme, P;(C) s’identifie & la sphére S, (on ajoute un pointa I’infinia C ~ R?).
On appelle souvent P (C) la « sphére de Riemann ».

La projection 7 : S3 — S2 (= P1(C)) est particulierement intéressante ; c’est
la classique fibration de Hopf. Si Py, P, sont deux points distincts de S», on peut
constater que 7 ~1(Py) et 7 ~1(P,) sont enlacés comme sur la figure ci-dessous :

7 H(P,)

nH(Py)
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Venons en maintenanta P>(R) : c’est la plus simple des surfaces compactes non
orientables.

Chaque classe d’équivalence de P,(R) = S/ ~ est représentée par un point du
disque D, et P>(IR) s’obtient a partir de D, en identifiant 2 a 2 les points du bord
diamétralement opposés, ce qu’on représente schématiquement par

(on identifie les deux parties du bord en respec-
tant le sens des fleches).

Modifications successives de la représentation comme quotient (on identifie les
segments correspondants dans le sens donné par les fleches) :

®®§ N
Lo

Disque Ruban de moebius

Si on choisit bien la décomposition, les trois ouverts Uy, Uz, U3 apparaissent
comme les complémentaires des trois exemplaires de P1(R) = S; dessinés ci-dessous
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d
d
ab
c
b

Remarque - Retrouver directement la décomposition disque + ruban de Moebius
en prenant un voisinage d’un équateur dans S2 et en passant au quotient par
I’antipodie.

Exercice 3.2.1 — Prendre des ciseaux, couper suivant x3 = 0, et retrouver Us.

Alternativement, on peut représenter P»(R) dans R3 avec des points singuliers
et des auto-intersections de la maniére suivante (on ne peut pas plonger P,(R) dans
R311D):

Bande de Moebius

Donc en rajoutant le disque :

On trouvera d’autres considérations intéressantes sur P»(R) dans le livre de
Hilbert et Cohn-Vossen : Geometry and the imagination, Chelsea 1952,
Examinons enfin P,(C) qui se trouve déja hors du champ visuel, mais qui présente
cependant une grande analogie avec P1(R).
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Si on enleve un disque D4 & P2(C), on obtient un fibré de base P1(C) = S, et
de fibre D, dont le bord est le fibré de Hopf de S3 sur S (le ruban de Moebius était
un fibré de base P1(C) = S; et de fibre D1 dont le bord est le revétement de S1 sur
PL(R) = 81).

Nous revenons maintenant a I’algébre.

3.3 Ensembles algébriques projectifs et idéaux homogenes

Soit F € K[X1,..., Xp+1]. On diraque P € P,(K) est un zéro de F (et on

notera F(P) = 0) si F(x1,...,x,+1) = 0 quel que soit le systétme de coordonnées
homogénes (x1, ..., x,+1) de P. Si K est infini, on en déduit immediatement que
pour tout i, F;(x1, ..., x,+1) = 0, ou F; est la partie homogéne de degré i de F.

Si§CK[X1,..., X,+1], on définit
V(S)={P € P,(K)|VF € S, F(P) =0}.

Soit 7 I’idéal engendré par S, J I’idéal engendré par les parties homogénes des
éléments de 7 ; ona
V(§)=V(T)=V(@).

De méme, si E C P,(K), on définit
I(E)={F € K[X1, ..., Xy41]IVP € E, F(P) = 0}.
On remarque que I (E) peut étre engendré par un nombre fini de polyndbmes
homogeénes. Ces préliminaires justifient les définitions suivantes :
Définition 3.3.1 —Unidéal 7 C K[X1, ..., X,+1] est dit homogene si la condition

d
F =) F; € J (F; homogéne de degré i), implique que F; € J pouri =0,...,d.
i=0

Exemple 3.3.2 -Si E C P,(K), I(E) estun idéal homogene de K[ X4, ..., X,+1].

Remarque 3.3.3 — La notion d’idéal homogéne a un sens dans tout anneau gradué,
c’est-a-dire tout anneau A muni d’une décomposition en somme directe de groupes

_ @
A= AeAA)“

ou I’ensemble d’indice A est un monoide additif contenant O (par exemple A = N)
et vérifiant
Ay Ay C AL

Les éléments de A; sont dits homogenes de degré A et tout élément a € A s’écrit
uniquement comme somme finie d’éléments homogenes.

On appelle alors idéal homogéne de A un idéal .7 engendré par des éléments
homogenes. On vérifie trivialement qu’un idéal .7 C A est homogéne si et seulement
s’il vérifie la condition de la définition 3.3.1.
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La correspondance

idéaux homogenes — Y, [ sous-ensembles algébriques
de K[X1,..., Xpaal | © I de P,(K)

satisfait pratiquement les mémes propriétés que dans le cas affine. Par exemple,
les sous-ensembles algébriques irréductibles (méme définition) correspondent aux
idéaux premiers (remarquer que, pour un idéal homogeéne, la propriété d’étre premier
se teste uniquement sur les éléments homogeénes).

Remarque 3.3.4 — Un sous-ensemble algébrique E de P,(K) peut étre regardé
comme un cone C(E) dans K"*1, en posant

C(E) = {(x1, ..., %n41) € K" (x1, ..., xpp1) € E}U{(O, ..., 0)}.

On peut donc passer du point de vue global (étude de E) au point de vue local
(étude de C(FE) au voisinage de (0, ..., 0)).

En particulier, Iaffine(C(E)) = Iprojectif (E) Si E est non vide et de méme dans
I’autre direction.

Avec ce point de vue, on généralise facilement le théoréeme des zéros a la situation
projective (remarquer que le radical d’un idéal homogene est homogéne).

Remarque 3.3.5 — L’idéal (X1,...,X,4+1) C K[X1,..., X,u41] joue un role
particulier : il définit I’ensemble vide dans P, (K) (quel que soit K !).

Essayons de poursuivre I’analogie :

Définition 3.3.6 —Soit V une sous-variété projective de P, (K) (i.e. un sous-ensemble
algébrique irréductible de P,(K)).
L’anneau de coordonnées homogéne de V est

Lp(V) = K[X1, ..., Xnsal/T(V).
On notera K (V) le corps des fractions de ', (V).

ATTENTION! Les seuls éléments de ', (V) qui définissent des fonctions sur V
sont les constantes ! !'!

Remarque 3.3.7 — I';, (V) est naturellement gradué.

Définition 3.3.8 — Soit V une sous-variété projective de P,(K).
Le corps des fonctions rationnelles sur V (ou simplement le corps des fonctions
de V) est

K(WV)= {go € K, (V)|3F, G € T, (V), homogénes de méme degré, ¢ = g} )
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Remarque 3.3.9 — Ceux qui connaissent les variétés analytiques ne s’étonneront
pas que les seules fonctions réguliéres sur une sous-variété vV de P,(K) soient les
constantes.

Si K = C (par exemple) et si tous les points de V sont réguliers (dans un sens
a préciser), V peut étre munie d’une structure de variété analytique complexe et les
fonctions réguliéres sont en particulier des fonctions holomorphes. Puisque V est
compacte, une telle fonction est bornée, donc constante (principe du maximum).

Pour faire une bonne théorie des morphismes de variétés projectives, il faut uti-
liser la topologie de Zariski et définir le faisceau structural d’une telle variété. La
définition 3.3.7 devient alors naturelle : voir, par exemple, le cours de Berthelot
Chapitre VI, paragraphe |1, ou Fulton, Chapitre 6.

Nous n’aurons, en guise de morphismes, a nous occuper que des changements de
coordonnées projectives, c’est-a-dire des applications de P, (K) dans P, (K) définies
par un isomorphisme linéaire

T=(Ti,...,Tyy1) : K"t — k"L
Comme dans le cas affine, on notera

FT (X1, ..., Xus1) = F(T1, ..., Tyt1),
ET =177 YE).

Définition 3.3.10 — Soit V une sous-variété projective de P,(K), et P un point de
Py (K).
L’anneau local de V en P est

F
op(V) = {sD e K(W)le = ek G(P) # 0}-

Le lecteur vérifiera sans peine que # p(V) est un anneau local, et que son idéal
maximal est

F
A p(V) = {¢ € Cp(WVlp = . F(P) = 0} :

3.4 Traduction affine « projectif : homogénéisation
et déhomogénéisation

Cartes affines :

Oni1 1 K" = Unpr C Po(K)  (VOir 3.1.2 (2))

(X1, o x0) = (X1, .0, X, 1)

On appellera hyperplan de I’infini le sous-espace d’équation x,+1 = 0 (complé-
mentaire de Uy, +1).
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Dictionnaire :

F, € K[X1,...,X,] «<——— Fhomogéne € K[X1,..., X,11]
défini par Fo (X1, ..., X)) = F(X1,..., X», 1)

d *homogéne € K[X1, ..., X,+1]
f=Y fi €K[X1...., Xy / J ! i
i=0

d
&fini * d—i o
avec f; homogeéne de degré i défini par f* = > X)) fi

& At
E*=V(J"), ou
T =A{"1feT}
E,=V(J), ouJ, ={F|FeJ} <«——— ECP(K),T=IE)

ECK" J=I(E —>

Le passage de P,(K) a K" est une restriction a U, +1 (et passage en coordonnées
affines).

Le passage de K" & P,(K) est une compactification par addition de points a
I’infini judicieux.

Les propriétés évidentes des opérations F +— F, et f +— f* sont laissées en
exercice (voir Fulton, p. 96, 97). Nous aurons en particulier besoin de la suivante :

Lemme 3.4.1 — Soit V une variété affine. 1l existe un isomorphisme naturel

o K(V*) —— K(V)

qui induit, pour tout P € V, un isomorphisme

@ Op(VY) ——s Fp(V)
(ou P est identifié & ¢,11(P) € V*).

Démonstration. o : Ty (V*) — (V) est défini par a(f) = fs, OU f est la classe
modulo 7(V) de F,et F € K[X1,..., X,+1] est un polyndbme homogeéne dont la
classe modulo 1(V*) est f (on a supposé f homogene, ce qui est licite d’apres le
début de 3.3.). La fin de la démonstration est facile.

En conclusion, les problémes locaux dans P, (K) se traitent en fait dans K".
Exemples d’homogénéisation en réel. 1. X2 — Y3 = 0 donne X?Z — Y3 =0

e
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2. Coniques (indistinguables dans le projectif).
(i) X24+Y?2—1=0donne X2 +Y?—-22=0

@

(i)Y —X2=0donneYZ — X2 =0

|

(iiiy XY —1 =0donne XY — 22 =0

‘© v
s
3 ef
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Courbes projectives planes : le théoreme de Bézout

4.1 Quelques exemples

On commence par reprendre les définitions données pour les courbes planes
affines. Une courbe plane projective sera une classe d’équivalence de polyndémes
homogenes non identiquement nuls dans K[X, Y, Z] pour la relation F ~ G s’il
existe A € K, . # 0, tel que G = AF.

Grace au lemme 3.4.1 et au théoréme 2.3.9, on voit tout de suite que la multiplicité
d’un point sur une courbe projective peut se définir en déhomogénéisant et qu’elle
est invariante par changement de coordonnées projectives. En particulier, la notion
de point régulier garde un sens. Une courbe F sera dite réguliére si tous ses points
sont réguliers. Ceci équivaut a « F, g—§ 3—5 g—g ne s’annulent pas simultanément sur
Py (K) ».

Remarquons qu’une courbe projective réguliére est forcément irréductible (les
points d’intersection des composantes seraient singuliers); ceci est faux en affine
(droites paralléles).

Exercice 4.1.0 — Equation de la tangente & une courbe plane projective en un point
régulier.

Remarque 4.1.1 — L’ensemble des courbes projectives planes de degré d définies sur
K est de facon naturelle en correspondance avec Py_1(K),0U N = % d+1) (d+2).
Il suffit en effet de compter le nombre N de coefficients d’un polyndme a 3 indéter-
minées, homogene de degreé d.

On peut montrer que I’ensemble des courbes réguliéres de degré d correspond au
complémentaire d’un sous-ensemble algébrique strict de Py_1(K).

Si K = C, le complémentaire d’un sous-ensemble algébrique strict de Py_1(C)
est connexe. Autrement dit, étant données deux courbes projectives planes réguliéres,
on peut déformer continGment I’une dans I’autre a travers des courbes réguliéres!

Ce fait a une conséquence importante : du point de vue géométrique, une
courbe algébrique plane réguliére définie sur C est une variété (surface) différen-
tiable orientable connexe compacte de dimension deux (autrement dit un « tore a g
trous », ou g est le genre de la surface : voir Lefshetz, Topology).
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Comme latopologie d’une surface ne peut varier continiment que si I’on passe par
des surfaces ayant des singularités, (voir le théoreme de submersion d’Ehresmann)
on obtient

Théoréme 4.1.3 — Deux courbes projectives planes complexes régulieres de méme
degré sont difféomorphes.

Pour comprendre la structure d’une telle courbe de degré 4, il suffit d’étudier la
plus simple d’entre elles, par exemple, celle d’équation

Fg:=X"+v?4+ 79,

C’est ce que nous allons faire pourd =1, 2, 3.

Si d = 1, Fy définit une droite projective : par changement de coordonnées
projectives, on se raméne a F' = X, ce qui permet de mettre en bijection la courbe
définie par F et P1(C) = S,. Dans ce cas, le genre est donc zéro.

Sid > 2, on fait les remarques suivantes :

Puisque la courbe C d’équation X¢ + Y4 + Z¢ ne contient pas le point (0, 1, 0)
(point « a I”infini » dans la direction de I’axe des Y), on peut considérer la restriction
a C de I’application

[T : P»(C)—{0,1,0} — P1(C)

définie par [1(X, Y, Z) = (X, Z).

Si (Xo, Zo) € P1(C) vérifie X§ + Z§ # 0, TI71(Xo, Zo) N C est formé de d
points et on déduit immédiatement du théoréme des fonctions implicites que I’image
réciproque par I'1|C d’un petitdisque de centre (Xg, Zo) est laréunion de d disques dis-
joints sur chacun desquels IT est un difféomorphisme (revétement local & d feuillets).

Si (Xo, Zo) € Pi(C) vérifie X3 + z4 = 0, T171(Xo, Zo) N C est formé de
I’unique point (Xg, 0, Zp). On voit sans peine que I’image réciproque par IT|C d’un
petit disque de centre (X, Zg) est formée d’un seul disque, sur lequel IT se raméne
a I’application f : C — C définie par f(Z) = z¢.

On résume ceci dans la

Proposition 4.1.4 — Si C C P»(C) est la courbe d’équation X4 + v? 4+ z4,
la projection TI|C : C — P;(C) est un revétement de P1(C) a d feuillets, ra-
mifié en d points.

Exercice 4.1.5 —En déduire que la courbe d’équation X2+ Y2+ Z2 est difféomorphe
a la sphere S, et dessiner le revétement I1|C : Sy — So.

Etude ducasd = 3: lafigure 1 représente P1(C) auquel on a 6té trois petits disques
centrés aux points solution de X3 + 73 = 0.

La figure 2 représente I’image réciproque de la figure 1 par I’application IT|C. La
triangulation aide a construire cette image réciproque.
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On constate facilement que c’est la seule possibilité compte tenu de ce que I’image

réciproque de chacun des cercles aiazas, B18283, y1v2v3 doit étre un cercle.
Si on oublie la triangulation, on voit donc que C — 3 disques est difféomorphe a

la surface (a bord) représentée sur la figure 3. Un autre plongement dans IR® de cette
surface est représenté sur la figure 4.

ce ruban est
tordu deux fois.

@

3) C-3 disques

En rapprochant les extrémités du ruban tordu suivant les fleches de la figure 4, on
obtient la surface (difféomorphe) de la figure 5; de méme, en rapprochant les extré-
mités du ruban R suivant les fleches de la figure 5, on obtient la surface difféomorphe
de la figure 6 (noter que cette opération « retourne » R et donc aussi le ruban qu’il

porte).
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®) I (6) I

Courage, voici venir la lumiére sous la forme des figures 7 et 8 représentant des
plongements de C — 3 disques dans R® équivalents & celui de la figure 6.

@) ®

On reconnait maintenant que C = T, (T» = surface de genre 1 = S1 x S1).

™ LD
C'
D



4.2 Le théoréme de Bézout (1ere démonstration) 57

Plus généralement, la proposition 4.1.4 jointe & la notion de caractéristique
d’Euler—Poincaré d’un polyedre (voir n’importe quel livre de Topologie algébrique)
permet de montrer le

Théoréme 4.1.5 — Une courbe prog'ective plane complexe non singuliére de degré d

est une « surface de genre {“=244=2 5 On dit que g = =142 est e genre de C.

Remarque 4.1.6 — La topologie de la partie réelle d’une courbe projective plane
complexe non singuliere de degré d pose des problémes difficiles. Chaque compo-
sante connexe est une sous-variété compacte de dimension 1 de P»(R) et est donc
homéomorphe a un cercle (ces composantes sont appelées des ovales). Le théoréme
de Harnack (voir Shafarevitch) affirme qu’il y a au plus w + 1 composantes
connexes : la démonstration est homologique mais la borne se comprend facilement
si on pense que la courbe réelle n’est autre que I’ensemble des points fixes de la courbe
complexe (surface de genre “=44=2)) par Iinvolution induite par la conjugaison
complexe. La disposition des ovales est un probléme difficile.

4.2 Le théoreme de Bézout (1ere démonstration)

Donner une solution & I’équation X? + 1 avait suffi pour donner m solutions
(comptées avec multiplicités) a toute équation de degré m ; donner un point d’inter-
section a deux droites quelconques suffit alors pour donner mn points d’intersection
(comptés avec multiplicité) a deux courbes de degrés respectifs m et n (penser a
I’intersection de m droites avec n droites).

Exercice 4.2.0 —Si Cy et C sont deux courbes projectives dans P> (K ), leur nombre
d’intersection (C1, C2)p en un point P € P>(K) est défini par

(C1, C2)p =dimg @ p(P2(K))/ (Lim %) @p(P2(K)),
ou degré F = m, degré G = n (F, G équations homogénes de C1, C2) etou L =0
est I’équation d’une droite ne passant pas par P.

Montrer que cette définition est consistante (ce qui revient a dire que le nombre
d’intersection en P des courbes affines obtenues en choisissant une droite a I’infini
ne passant pas par P ne dépend pas du choix de cette droite).

En déduire que (C1, C2) p est un invariant projectif du couple (C1, C2).

Théoreme (de Bézout) 4.2.1 — Soit K un corps algébriquement clos; si C1, C
sont deux courbes projectives planes définies sur K de degrés respectivement m et n,
n’ayant pas de composante en commun, on a

Z (C1,C2)p = mn.

PecPy(C)
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Démonstration. D’aprés la proposition 2.1.1, C1 N C7 est un ensemble fini. On peut
donc supposer (apres changement de coordonnées projectives éventuel) qu’aucun des
points d’intersection ne se trouve sur la « droite de I’infini » d’équation Z.
Rappelons (voir la section 3.4) qu’étant donné un polyndme homogéne F €
K[X,Y,Z],onadéfini F, € K[X,Y]par F.(X,Y) = F(X,Y,1).
D’aprés le lemme 3.4.1 et le théoréme 1.4.2, le théoréme 4.2.1 s’écrit

dimg K[X, Y1/(F., G,) = mn.

La démonstration n’est pas trés difficile (voir Fulton p. 113, 114).

Bien entendu, si f et ¢ € K[X, Y] sont de degrés respectivement m et n, la
dimensionde K[X, Y]/(f, g) n’est pas en général égale a mn ; on affirme ici qu’elle
est égale & mn si les polyndmes homogénes f*, g*, Z € K[X, Y, Z] n’ont pas de
zéro commun, autrement dit, si /*(X,Y,0) = f,(X,Y) et g*(X, Y,0) = g,(X, Y)
sont des polyndmes homogénes premiers entre eux dans K[X, Y] (pas de direction
asymptotique commune). Le chapitre 5 de Fulton contient quelques applications in-
téressantes.

Nous abordons maintenant le chapitre qui joue le réle de charniére entre théorie
globale et théorie locale. Il s’agit d’interpréter le nombre d’intersection comme la
multiplicité d’une racine d’un certain polynéme (le résultant), ce qui réduit le théoréeme
de Bézout a I’égalité m(f) = >_ m,(f) du chapitre 0.

xek
Si on compare a I’introduction de la section 2.4, on peut appeler ceci un retour
aux sources !
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Le résultant

5.1 Théorie élémentaire du résultant

(Pour une présentation plus conceptuelle, voir le cours de B. Teissier.)
Soit A un anneau,

f=) aiY' € Al¥]am #0,

i=0
g=) BjY/ € AlY], B, #0.
j=0

Définition 5.1.1 — On appelle résultant de f et g, et on note Ry ¢ I’€lément de A
défini par

oo a1 . Op—1 an 0 . 0
0 ag 1 . Op_1 0, O 0
0 . 0wy o1 . Opy—1 ayn O
0 0 o a1 Cpp—1 Oy
0 ,30 ,31 . ,anl /gn 0 0
o . .. 0 ,30 ,31 . /3)171 /311 0
0 0 ﬂO .Bl ﬂn—l lgn
m—+n

Lemme 5.1.2 —Si A estun anneau integre, la nullité de R,y équivaut a I’existence
de deux polyndmes non nuls, ¢, v € A[Y], avec degré ¢ < m, degré ¢ < n, tels que

fv =g9.
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Démonstration. On considére I’identité

(0 + a1l + -+ @Y™ (vo +v1¥ + - 4 v, Y™
=(Bo+ B1Y + -+ B Yo+ urY + -+ 1Y

comme un systéme de m + n équations linéaires en les m + n inconnues ug, ut, .. .,
Um—1, V0, V1, - - ., Up—1, €L ON remarque que Ry ¢) est, au signe pres, le déterminant
de ce systeme.

L’existence d’une solution non triviale dans le corps des fractions K de A équivaut
donc a la nullité de Ry ) (Cramer). Mais I’existence d’une solution non triviale
dans K entraine I’existence d’une solution non triviale dans A (on multiplie par un
dénominateur commun les solutions). c.q.f.d.

L’intérét du résultant réside dans la proposition suivante :

Proposition 5.1.3 — Soit A un anneau factoriel, et f, ¢ € A[Y] comme précédem-
ment. f et ¢ ont un facteur commun non constant si et seulement si Ry ¢) = 0.

Démonstration. Tout revient a montrer que f et g ont un facteur commun non
constant si et seulement s’il existe ¢ et ¥+, comme dans le lemme précédent.

La condition est nécessaire: si f = fh, g = gh,onpeutprendrey = g, ¢ = f.

La condition est suffisante : si fy = g¢, les facteurs irréductibles d’une dé-
composition de g apparaissent tous dans un décomposition de fr; ils ne peuvent
apparaitre tous dans une décompaosition de 1 car degré ¢ < degré g, ce qui prouve
que I’un d’eux apparait dans une décomposition de f. c.q.f.d.

Remarques 5.1.4 —1. Ilfautinsister sur le caractére un peu miraculeux de I’existence
du résultant :

m
Considérons F = Z A; Y comme un élément de Z[ Ao, . .., A, Y], et de méme
i=0

n
G = Z B; Y/ comme un élément de Z[By, ..., B,, Y].
=0

Ces deux anneaux sont contenus dans C[Ag, ..., A, Bo, ..., By, Y], ce qui per-
met de considérer F' et G comme les équations de deux sous-ensembles algébriques
Zpet £gde C"tL x €L x C (hypersurfaces).

L’ensemble des points (o, . .., om, Bo, - .., Bn) € C"1 x C**1 tels que les

m . n .
polybmes > «o;Y' et >  B;Y’/ e C[Y] aient au moins un facteur commun (c’est-
i=0 j=0
a-dire au moins une racine commune) est I'image 7 (& r N &) de I’intersection
ZpN &g c Cm x €1 x C par la projection naturelle 7 : C”*1 x €+ x
C — €™+ x €1, Le miracle est que cette projection soit définie par une équation
polynomiale (le résultant) ! 1!
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2. Soient A, B deux anneaux factoriels, A C B. Si f, g € A[Y] ont un facteur
commun non constant dans B[Y], Ry, ) est nul en tant qu’élément de B et donc aussi
entantqu’élémentde A ; f et g ont donc un facteur commun non constant dans A[Y].
En particulier, les composantes multiples d’une courbe se voient déja localement.

3. Lerésultant d’un polynéme et de son polynéme dérive s’appelle le discriminant

du polynéme ; ce discriminant peut étre considéré comme I’équation de I’ensemble
m .

des points (o, . . ., a,) € C™+1 pour lesquels le polyndme 3" o;Y? € C[Y] a une

i=0
racine multiple.

Exemple — Ontrouve facilement que le discriminantde X3+ p X +q est 4p3+2742.

<«— surface d’équation
X3+ pX + ¢ =0dans R®

[La courbe 4p® + 274% est le
“contour apparent” dans la
projection  de la surface
X3+ pX + q].

1 racine réelle ln 3 racines réelles confondues en 0

1 racine simple et

1 racine double. courbe d’equation

4p® + 2747 dans R?

3 racines réelles distinctes
Nous allons appliquer les idées qui précédent au cas ol A est un anneau de
polynémes.

Théoreme 5.1.5 — Soit A un anneau, soient F' et G deux polynémes homogénes dans
A[X1, ..., Xy, Y]dedegrésrespectifsm etn ; silesdegrésenY de F et G considérés
comme des éléments de A[ X1, ..., Xs][Y] sont respectivement m et n, leur résultant
est ou bien nul, ou bien un polyn6me homogeéne de degré mn dans A[ X1, ..., X;].

Démonstration. (d’apres Walker)

F=A,+A,1Y 4+ -+ AgY™,
G=Bn+Bn71Y‘|‘"’+BOYn7

A;, B; polyndmes homogénes de degré i dans A[X1, ..., Xs], Ag # 0, By # 0.
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R(tX1,...,tX;) =

" A " A1 ) . . . tA; Ao 0o . . 0

0 MA, YA, . . . tAT Ap O . O

0 . 0 " Ay 1" A1 . . . . tA; Ap O

0 . . 0 t" A tmilAm,1 . . .. A1 Ag

det | " Bx 1B, . tB1 Bg 0 . .. .0
0 "B, "B, . . tBy Bo 0 .. .0

0 . . . 0 "B, 1" 1B, . . tBy By O

0 . ) ) . 0 "B, " 'B,.1 . . tBy By

En multipliant la i®Me ligne par /"1 pour 1 <i <n, et la (n + j)®™® ligne par
=71 pour 1< j <m, on obtient

tPR(tX1, ..., tX) =t1R(Xq, ..., Xy),

ol p = 2t | mntD) fep g — (ntmuintl) [qroy on déduit R(1X1, ..., 1Xy) =
MR(X1, LX),

Le corollaire suivant aura une grande importance pour nous :

Corollaire 5.1.6 — Soit R(S1,....Sn, Th, ..., Ty) € A[S1, ..., Su. T1, ..., T,] le
résultant (par rapport & Y) des polynémes

F=JJ-snetG =[] -1p.

i=1 j=1

m n
Ona R=al[[]Si—T).a#0eA.

i=1j=1

Démonstration. Pour tout couple (i, j) le résultant R est divisible par S; — T car la
substitution de 7; a S; conduit a deux polyndmes F' et G ayant un facteur commun

m n

et annule donc R. La conclusion suit de ce que R et [ [] (S; — T;) sont tous deux
i=1j=1

homogenes de degré mn.

5.2 Résultant et nombres d’intersection

Dans tout ce paragraphe, K désigne un corps algébriquement clos.

Soient C1, C2 deux courbes planes affines n’ayant aucune composante en
commun. Soient f, g € K[X, Y] les équations respectives de C1, C2, et R € K[X]
le résultant de f et g considérés comme éléments de K[X][Y].

Si le coefficient du terme de plus haut degré (en Y) de f,g € K[X][Y] ne
s’annule pas pour X = xg, c’est-a-dire si ce coefficient est inversible dans @, (K),
le résultant de f(xo, y), g(x0, y) € K[Y] n’est autre que R(xp). Dans ce cas, xg
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est racine de R si et seulement si C1 et C2 ont un point d’intersection d’abcisse xg
(contre-exemple: f = XY +1,g = XY — 1, x9 = 0) et il est naturel de comparer
la multiplicité de xo comme racine de R a la somme des nombres d’intersection de
C1 et Co aux points d’abcisse xg.

Exemples 5.2.0 — Regarder les deux cas suivants :
1. f=XY—-1,g=Y2-1,
2. f=Y2—X—-1,g=Y2+X—1
Proposition 5.2.1 — Soient K, f, g comme ci-dessus ; quel que soitxg € K,0na :
Z(Cl, C2)(xg.y) = diMg 71, (K)Y1/(f, ) 75 (K)[Y].
yek
Démonstration. 1l suffit de prouver I’isomorphisme
O (KYT/(f. ) Oxg(RYTZ [T a0y (KD/(f 8) (x93 (K?).
yek
La démonstration est modelée sur celle du théoréme 1.4.2.

Proposition 5.2.2 — Si de plus le coefficient du terme de plus haut degré de f et g
considérés comme éléments de 7, (K)[Y] est inversible, on a

My(R) = Y (C1. C2)xg.y)-
yekK

Démonstration (d’apres B. Teissier). Soit m (resp. n) le degré en Y de f (resp. g).
On déduit facilement de I’hypotheése I’exactitude de la suite de 7, (K)-modules
ci-dessous :

Oro (KXY Y" O (K)Y]® @y (K)Y]/ Y™ 7 (K)[Y]
5 (B8 (KT S @ (K)Y1/(f. 8)Cxg(K)Y] = 0
p est la projection naturelle et u est I’'unique hormorphisme de #,(K)-modules
défini par
u,00=Y/f (j=0,....,n—-1),
u@,Y)=Yg¢g  (=0,...,m—1)
(par abus de nqtation, Y/ désigne la classe de Y/ modulo Y" Oy (K)[Y]et Y’ désigne
la classe de Y* modulo Y @, (K)[Y]). On fait alors les remarques suivantes :
(i) La source et le but de u sont des 7, (K)-modules libres de méme dimension
m + n (généraliser 0.12 au cas d’un anneau quelconque et d’un polyndéme unitaire)
etdetu = R € K[X] C 7y (K).
(if) my, (R) n’est autre que la valuation de R dans I’anneau de valuation discréte

7, (K) (rappelons que si ¢ est une uniformisante, la valuation de a € @, (K)est
I’entier n tel que a = unité x . Sia = 0, on pose v(0) = o0).

Compte-tenu de la proposition 5.2.1, la proposition 5.2.2 découle alors de la
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Proposition 5.2.3 — Soit K un corps algébriquement clos. Soit A une K-algebre,
anneau de valuation discréte de corps résiduel K. Soient My, M, deux A-modules
libres de méme dimension, et u : M; — M> un homomorphisme de A-modules.
Onal

dimg coker u = v(detu).

Démonstration. Si pour un certain choix de bases M1 et M, la matrice de u est
diagonale, la proposition est évidente dés qu’on a remarqué que

Va € A,dimg A/aA = v(a).

Pour le cas général, on se rappelle qu’un anneau de valuation discréte est principal
et on utilise la proposition suivante qui est classique (voir Bourbaki Algébre Ch. 7).

Proposition 5.2.4 — Soit A un anneau principal, M1 et M> deux A-modules libres
de méme dimension, u : M1 — M> un homomorphisme de A-modules. Il existe des
bases de M, et M> dans lesquelles la matrice de u est diagonale.

Remarque 5.2.5 — Si (xg, yo) est le seul point de C1 N C, d’abcisse xo, et si les
termes de plus haut degré en Y de f et g sont inversibles dans ©,,(K), on a

(C1, CZ)(xo,yo) = me(R).

Cette remarque permet de raccrocher le nombre d’intersection a une notion intui-
tive lorsque les composantes de C1 et C sont des graphes :

f=]]0 —w). X eKX],

i=1

g=[]-Bix). B;X) eKIX].

j=1
On déduit du corollaire 5.1.6 que

R(X) = constante x [ ][ (e (X) — B;(X)).

i=1j=1

La recette de calcul de (C1, C2)(x,y,) €St donc la suivante :

Soit D la droite d’équation X — x, x proche de xg ; on considére tous les segments
joignant un point de C1 N D a un point de C2 N D ; a chaque segment on associe
I’ordre en (x —xg) de salongueur ; enfin on additionne tous ces ordres (si une branche
de C1 ou Cz a une multiplicité supérieure a 1 (courbe non réduite), on compte les
points correspondants de C1 N D ou C2 N D avec cette multiplicité).

Un des buts de la deuxiéme partie du cours est de rendre valide cette recette (et
donc d’en faire une définition) dans le cas général.

1 Rappelons que le conoyau de u (noté coker u) est par définition le A-module My /u(Mjy).

On peut le définir (a isomorphisme pres) par I’exactitude de la suite My 5 My; —
cokeru — 0.
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(xo,yo)y,»;"/

N
N
\ ~
LA B
N

._‘.‘.1.4 -

Remarque 5.2.6 — La projection (X, Y) + X de K2 sur K munit s, yo)(K?)
d’une structure de @, (K)-module.

La démonstration de la proposition 5.2.2 montre alors que si les termes de plus
hautdegreenY de f et g sontinversiblesdans 7, (K), (C1, C2) (xy,ys) N€Stautre que
la valuation dans @, (K) du déterminant de I’lhnomomorphisme de @, (K )-modules

i K//D(XO,yo)(KZ)/Yn ({//T)(XOV)'O)(KZ) @ K’TY(XO,,VO)(KZ)/Y’" K//;(Xo,yo)(Kz)
g ﬁ()fo,yo)(Kz)/fg 7 (x0,y0) (KZ)

obtenu de fagon évidente a partir de u. C’est bien entendu la fagon naturelle de
localiser le résultant par rapporta Y.

5.3 Résultant et théoréme de Bézout

Dans tout ce paragraphe K désigne un corps algébriquement clos.

Soient C1, C2 deux courbes projectives planes n’ayant aucune composante en
commun. Soit F (resp. G) I’équation de Cy (resp. Cz). F (resp. G) est un polyndme
homogéne de degré m (resp. n) dans K[X, Y, Z].

Aprés un éventuel changement de coordonnées projective on peut supposer que

1. Ni C1 ni C2 ne contient le point (0, 1, 0).
2. C1 et Cy n’ont pas d’intersection sur la “droite de I’infini” d’équation Z = 0.

Autrement dit, F (resp. G) est de degré m (resp. n) en Y lorsqu’on le considére
comme élément de K[X, Z][Y], et le coefficient de son terme de plus haut degré est
un élément non nul de K (donc inversible dans K[X, Z]).
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Puisque C1 et C2 n’ont pas de composante en commun, le résultant R € K[X, Z]
de F et G ne peut pas étre identiqguement nul ; on déduit donc du théoréme 5.1.5 que
R est un polyndme homogeéne de degré mn.

Pour compter la somme des nombres d’intersection de C1 et C2, on peut se placer
dans la carte affine Us complémentaire de Z = 0, et balayer Uz par des droites
paralléles a OY.

Pour tout x € X, le coefficient du terme de plus haut degré en Y de F, et G,
est un élément non nul de K, donc inversible dans #,,(K). On déduit alors de la
remarque 5.2.5 I’égalité

Y (CL Gy = ) mulp) = degré p,

(x,y)eK? xekK

ol p € K[X]est le résultant de F,, G, € K[X][Y]. Il est clair que p = R, ; d’autre
part, d’apres 2), (1, 0) n’est pas racine de R, donc degré R, = mn, ce qui redémontre
le théoréme de Bézout.
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Point de vue local : anneaux de séries formelles

6.0 Introduction

L’exemple (réel) qui suit va préciser la différence entre point de vue global et
point de vue local :

Exemple 6.0.1 — Soit f(X,Y) = Y2 — X2 + x4

La courbe réelle définie par f est une lemniscate ; elle est irréductible car si f
s’écrit comme un produit f1 - f» de deux polyndmes de degré # 0. f1 et f> ne
peuvent étre que du premier degré en Y et donc, a une constante pres, de la forme
fi=Y +ok), fo=Y+W(x).

En identifiant, il vient ¢ = —W, et ¢2(X) = X? — X*; Donc ¢(X) =
+X+/1— X2 qui n’a de sens en réel que pour |X| <1 et n’est sirement pas un
polyndme en X.

En fait, si X est petit (| X| < 1 suffit) ¢ (X) peut se représenter par la série entiere
convergente

1., 1.,
eX)=+X (1- X%+ =X%+ ...

2 8
1.5 1 ¢ S
=4 X_EX +§X 4+, d’ou on tire
f=(v X+1X3 1X5+ Y+ X 1X3+1X5+
- 2 8 2 8 '

En conclusion, f ne s’écrit pas comme produit de deux polynémes en Y a coeffi-
cients polynémesen X (i.e. polyndmes a 2 variables X, Y) mais s’écrit comme produit
de deux polyndmes en Y & coefficients séries entiéres en X convergeant pour X assez
voisin de 0 : on a localisé le probléme au voisinage du point (X,Y) = (0,0); le
passage des polyndmes aux séries entieres nous a rendu suffisamment myopes pour
oublier ce qui se passe loin du point (0, 0) et la courbe C apparait localement comme
réunion des deux courbes d’équation ¥ = ¢(X) =0etY + ¢(X) =0.
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ATTENTION! Le passage aux fractions rationnelles définies en P ne suffit pas car
il ne fait qu’éliminer les composantes irréductibles (globales) ne passant pas par P.

globalement localement en (0, 0)

Remarque 6.0.2 — L’exemple ci-dessous nous montre qu’une courbe « localement
réductible » peut étre « globalement irréductible ». Par contre, la notion de courbe
réduite se lit déja localement : ceci découle de la théorie du résultant faite dans le
chapitre précédent, et plus précisément de la remarque 5.14 2). En effet, si f = gfl2 €
K[X,Y], avec f1, g polgnémes en Y a coefficients séries entiéres convergentes en
X, le résultant de f et % est nul comme série convergente en X, donc tout aussi
nul comme polynéme en X, ce qui montre que la décomposition de f en facteurs

irréductibles dans K[X, Y] contient un facteur multiple.

Notre but dans cette deuxiéme partie du cours est de comprendre, a I’aide de
manipulations de nature algébrique sur un polynéme f € C[X, Y], la géométrie de
la courbe d’équation f au voisinage d’un de ses points (qu’on supposera étre I’ori-
gine) ; nous en déduirons en particulier une interprétation géométrique simple du
nombre d’intersection (voir remarque 5.2.5).

Exemple 6.0.3 (étude locale d’une courbe complexe) Nous allons étudier au
voisinage de (0, 0) la courbe complexe définie par le polynéme f(X,Y) = Y2 — X3,
Puisque |Y| = |X|%/2, le module de X détermine le module de Y ; d’autre part,
puisque ArgY = 3/2Arg X + km, I’argument de Y est déterminé a = prés par
I’largument de X. De la connaissance des points (X, Y) € C qui sont tels que | X| =
|Y| = 1, on déduira donc facilement la structure de C au voisinage de (0, 0).
Soit T ¢ C? défini par

T={(X,Y)eC? X =|Y|=1).

T est un tore de dimension 2 (le produit d’un cercle par un cercle) et nous cherchons a
dessiner CN T : lorsque X = ¢'Y, les Y solutions de f(e!¥, Y) = 0sont Y1 = e
etY, =-".

On voit que lorsque X parcourt ZT” radians, il y a « échange » entre Y7 et Y. Ceci
se produit 3 fois lorsque X fait un tour complet. Si X parcourt deux fois le cercle
unité de C, Y; et Y, reviennent a leurs places d’origine.
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On en déduit la figure 1 qui représente C N T (cette courbe fermée ainsi tracée
sur le tore est appelée communément le « noeud de trefle »).

Dans cet exemple trés simple, la structure du polyndme est parfaitement reflétée
par la géométrie de C : C N T «tourne » 3 fois suivant le cercle |Y| = 1et2
fois suivant le cercle | X| = 1. Quant & C N C2, c’est essentiellement un « cone »
sur C N T ; plus précisément, I’intersection de C avec chaque cylindre |X| = p
ressemble & C N T, la seule exception étant p = 0 auquel cas le seul point de C est
(0, 0) (figure 2).

Remarquez bien que dans R3 un tel céne sur un noeud de tréfle aurait nécessaire-
ment des auto-intersections; on voit qu’il n’en est pas de méme dans C2 = R*.

Exercice —Regarder de méme les exemples f(X,Y)=Y"—X" n>1,m>1.Par
contraste, tracer aussi les courbes réelles correspondantes.

(1) _ (eid:"’eie)-
(ew,v’ i). £ (em)’ 1)

T ={xy [CA,|x|=ly|=1}

), cnT

@ CNA;=CNT

0. 0) <;::"C@§ - C@)

CNA T

cylindre{(x,y) CCP,|x= p}

Sl x R2
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6.04 — Le théoréme de préparation de Weierstrass et la structure
locale d’une courbe algébrique complexe

Par translation des axes de coordonnées, on peut supposer que c’est au voisinage
de (0, 0) qu’on étudie la courbe C, c’est-a-dire que

fX,Y)= Z ainin avec agp = 0.
0<i<ng
0<j<n2

Nous cherchons pour C une description analogue & celle qui est donnée dans
I’exemple précédent. Pour cela, on considére f comme une famille de polyndmes en
Y dont les coefficients dépendent de X ; si X est proche de 0, on cherche uniquement
les solutions Y proches de 0 du polynéme correspondant.

Pour X =0, f(0,Y) = Z ao; Y.

0<j<n?

Supposons qu’il existe j tel que ag; # O (si ce n’est pas le cas, il est facile de s’y
ramener par un changement linéaire de coordonnges). Soit k = inf{j, ag; # 0} :

£(0,Y) = an Y*(1 + a&clao(kH)Y + --+), le terme entre parenthéses étant un
polyndme en Y ne s’annulant pas pour Y assez petit.

£(0, Y) adonc comme racines :0 (multlpllc!te ©,
d’autres racines # 0.

Donnons maintenant a X une valeur assez petite; on peut démontrer que les
racines d’un polynéme varient continuement en fonction des coefficients (et donc de
X dans le cas présent). On s’attend donc a trouver k solutions ¥ de f(X,Y) = 0
proches de 0 tendant vers 0 si X tend vers 0; ceci est rendu précis par le théoreme de
préparation de Weierstrass (que nous démontrerons) qui fournit une décomposition
unique f = u - P, avec u Série entiére a 2 variables X, Y, convergeant pour X et Y
assez petits (tout ceci sera défini correctement plus loin) et ne s’annulant pas pour
X et Y assez petits, et P = Y¥ + ap_1(X)Y* 1+ .. 4 a1 (X)Y + ag(X), ol les
a; (X) sont des séries entiéres convergeant pour X assez petit et vérifiant ; (0) = 0.
Les solutions proches de 0 en Y de f(X,Y) = 0 pour X petit sont donc celles de
P(X,Y).

Dans le cas ou P ne s’écrit pas comme produit de deux polynémes du méme type
(i.e. a coefficients séries convergentes), on peut montrer que pour X petit non nul,
les solutions en Y de P(X, Y) = 0 sont toutes distinctes ; en faisant varier X sur un
petit cercle entourant 0, on retrouve une description locale de C analogue a celle de
I’exemple 6.0.3 (mais plus compliquée en général).



6.0 Introduction 71

Remarque — L’exemple trés simple f(X,Y) = ¥ — X2 — XY fait comprendre
I’apparition des séries convergentes comme coefficients de P : si X est petit,
fX,Y)=YQ—-X)—X? f=u-P avec

X2
X:Y—(X2+X3+X4+~-)

u=1-X,P=Y —
1—
Cet exemple est cependant trop simple, car u est un polynéme, et ne dépend méme
pas de Y ; nous en verrons d’autres !

6.05 — Applications multiformes (correspondances) et théoreme de Puiseux
Nous sommes donc confrontés au probléme suivant : soit
P =Y+ a1V 4t ao(X)

un polynéme a coefficients séries entiéres convergentes comme on en a rencontré
dans le paragraphe précédent; comment savoir si P s’écrit comme le produit Py - P,
de deux polyndmes du méme type ?

L’exemple P = Y" — X montre que les polyndémes « indécomposables » peuvent
étre de degré quelconque ; que ce degré puisse étre supérieur a 1 signifie simplement
qu’il n’existe a priori aucune série entiere convergente ¢ (X) telleque P (X, ¢(X)) =0
(I"'exemple Y2 — X2 4+ X* vu en 6.0.1 est & cet égard trés particulier!).

Cette situation est analogue a celle des polyndmes a une variable a coefficients
réels qui n’ont pas forcément de « solution réelle »; dans ce dernier cas, on peut
chercher les solutions complexes, en déduire une décomposition du polynéme en
produit de polyndémes du premier degré a coefficients complexes, puis en regroupant
2 a 2 les racines conjuguées en déduire une décomposition en produit de polynémes
irréductibles a coefficients réels.

Guidés par cette analogie, nous allons chercher des « solutions» de P = 0 dans un
ensemble plus gros que celui des séries entieres convergentes. On écrira, par exemple,
(c’est purement formel pour le moment)

Yl‘l _ X — (Y _ Xl/n)(Y _ ;‘Xl/n)(Y _ é.ZXl/n) .. (Y _ é‘l’l—lxl/l‘l).

ou 1,¢,22,...,¢" 1 sont les racines n-émes de 1 dans C. De méme qu’une
application g de C dans C est parfaitement définie par son graphe, c’est-a-dire
par la courbe d’équation ¥ — g(X) = 0, on peut définir I’application multiforme
X +— XY™ comme la correspondance qui & chaque point X e C associe I’ensemble
{Y1,...,Y,} des solutions de I’équation Y — X = 0 (son « graphe » est la courbe
Y" — X =0). \

Pour X fixé, on peut «choisir » une racine n6™M€ qu’on appelle X1/” (les autres sont
alors ¢ X1/7, ... ¢"~1x /") mais ce choix ne peut pas se faire de maniére cohérente
pour tous les X (il suffit de faire sur la courbe Y” — X = 0 une étude analogue a celle
de 6.0.3 pour le voir).
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Le théoreme de Puiseux affirme essentiellement que P = O atoujours une solution
de la forme l_

Y = série fractionnaire convergeant pour X petit, c’est-a-dire Y = Y a; X7

i>1
pour un certain p (nous donnerons un sens précis a tout cela).

C’est dans ce théoreme qu’est contenue la relation précise que nous cherchions
entre algébre et géométrie; a partir de la se greffe une étude « topologique » de
C que nous ne pourrons malheureusement pas aborder et dont le résultat est une
généralisation trés belle et trés naturelle de la situation vue dans le paragraphe 6.0.3.

6.06 — Calculs formels

Il est commode de ne pas s’embarrasser deés le début des problémes de conver-
gence : nous commencerons donc par considérer des séries formelles (i.e. des séries
entieres dont le rayon de convergence est éventuellement nul); un chapitre spécial
sera consacré a la convergence.

D’autre part, cela ne co(te pas beaucoup plus cher (a condition d’avoir le théoréme
de Weierstrass) de considérer des « courbes formelles » c’est-a-dire de supposer que
f est une série formelle & deux variables et pas seulement un polynéme.

6.07 — Plan des chapitres suivants

Le chapitre 6 est consacré a I’étude des anneaux de séries formelles : nous mon-
trerons (grace au théoreme de préparation de Weierstrass) que ces anneaux ont d’aussi
bonnes propriétés que les anneaux de polynémes. Nous ferons ensuite la liaison avec
les anneaux de fractions rationnelles en introduisant la notion de complétion d’un
anneau.

Le chapitre 7 est consacré a I’étude des anneaux de séries convergentes. 1l faudra
faire un peu d’analyse pour montrer que ces anneaux ont les mémes propriétés que
les anneaux de séries formelles. On démontrera en particulier le théoréme des fonc-
tions implicites et le théoréeme de préparation de Weierstrass (qui le généralise) : il
s’agit essentiellement de montrer la convergence des calculs formels faits au chapitre
précédent; nous utiliserons pour cela la méthode des séries majorantes.

Le chapitre 8 est centré sur le théoréme de Puiseux. On commence par le démontrer
dans le cadre formel (polygone de Newton) ; la convergence découle d’un trés joli
théoreme (conséquence du théoréme des fonctions implicites) affirmant que « toute
série formelle solution d’une équation algébrique a coefficients série convergente est
en fait convergente ».

Il faudrait alors interpréter ce théoreme topologiquement sur la courbe C, parler
des revétements et de noeuds toriques itérés, mais ceci est une autre histoire. . .

Enfin, le chapitre 9 introduit les places et les branches, et donne I’interprétation
géomeétrique du nombre d’intersection.
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6.1 Séries formelles a une indéterminée : premiéres propriétes
Références: Langp. 146, et surtout Cartan « Fonctions d’une et plusieurs variables
complexes » chapitre 1.

Une série formelle a coefficients dans I’anneau A sera pour nous une suite
(ag, a1, ..., ay,,...) d’éléments de A (de méme qu’un polyndme est une suite dont
tous les éléments, sauf un nombre fini, sont nuls). On définit sur I’ensemble de ces
suites une structure d’anneau commutatif par

(a07"‘7an’~-~)+(b0"*~7bn9"')=(a0+b09‘~"an+bﬂy‘~-)v

(ao,...,an,...)-(bo,...,b,,,...):<a0-b0,..., Z a,~~b‘,~,...),

i+j=n

ce qui aun sens car il n’y a qu’un nombre fini de couples (i, j) telsquei + j = n.

Notations — On identifie la suite (ag, 0, ...,0,...) avec la constante ap € A. On

note (0,1,0,...,0,...) = X.Onvoitque (0,0,...,0,1,0,...,0,...) = X",d ou

la notation (ag, ..., an,...) = Y a,X". L’anneau des séries formelles & 1 indéter-
n>=0

minée a coefficients dans A se note A[[X]]. Ona
A C A[X] C AllX]].

Un élément de A[[X]] sera noté suivant les cas f ou f(X).

6.1.1 — Ordre d’une série formelle

On ne peut plus définir une notion intéressante de degré; on définit I’ordre de
f =2 a X" € A[[X]] par w(f) = inf{n ; a, # 0}.

n>0
Si f = 0, on pose w(0) = +o00. Remarquons qu’un polyndéme est une série

formelle particuliére et que son ordre est donc défini.
Lemme6.1.2 —o(f - g) = o(f) + w(g).

La démonstration est immédiate sur I’expression de f - g.
Corollaire 6.1.3 —Si A est intéegre, A[[X]] est intégre.
Eneffet,si f £ 0etg #0, w(f) + w(g) ne peut étre infini.

Justification de la notation Y a, X", familles sommables Une famille (f;);c; de
n>0

séries formelles est dite sommable si Vn, il n’existe qu’un nombre fini de f; dont
Iordre est <n.

Si fi =(...,a,,...),onpeut définir la«somme» > f; = (..., by, ...)parles

iel
formules b, = " a), car ces derniéres sommes sont finies !
iel
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On vérifie que I’addition généralisée ainsi définie est associative et
commutative; en particulier, la famille (a, X"), cy €st sommable et sa somme est

bien la série formelle )" a,X" = (ao, a1, .- ., an, - . .).
n>=0

Remarque 6.1.4 — Quand rencontre-t-on des séries formelles ?
Un exemple important est I’inversion des polyndmes. On a par exemple dans
A[[X]] I’identité bien connue

A-X)A+X+X2+ X" +..) =1

ATTENTION! On n’a pas dans A[[X]] les inverses de tous les polynémes, par
exemple X n’y est pas inversible ; mais tout polynéme ag + a1 X + - - - + a; X* dont
le terme constant ag est inversible dans A a un inverse dans A[[ X ] (voir la proposition
plus générale qui suit).

On en déduit que toute fraction rationnelle 5 € K(X) telle que w(Q) <w(P)
définit une série formelle dans K[[X]] (ici K est un corps); autrement dit on a
K[X] C 7o(K) C K[[X]].

Il ne faudrait pas croire, cependant, que toutes les séries formelles a coefficients
dans un corps proviennent de fractions rationnelles (de méme que tout nombre réel
n’est pas rationnel).

Un premier type d’exemples, assez grossiers, est obtenu en remarquant que si
K = R (ou C), une fraction rationnelle P/Q telle que w(Q) < w(P) définit une
fonction d’un voisinage de 0 dans R (ou C) a valeurs dans R (ou C) ; eneffet, P/Q a
un nombre fini de pdles, et I’hypothése sur les ordres assure que 0 n’est pas un pole.

Il suffit donc de prendre une série formelle ayant la propriété de donner une série
divergente chaque fois qu’on remplace X par x # 0 € R (ou C), par exemple,
> mhHXx".
n>0

Un deuxiéme type d’exemples, plus subtils, sera vu lors de I’étude des séries
convergentes; par exemple la série > %X” ne représente pas une fraction

n=>0
rationnelle.

Rappelons que tout élément de R[[X]] est la série de Taylor en 0 d’une fonction
C° (théoreme de Borel).

Proposition 6.1.5 — Inverse d’une série formelle

Pourque f = Y a,X" € A[[X]] posséde un inverse pour la multiplication dans
n>=0
A[[X]], il faut et il suffit que ag soit inversible dans A.

Démonstration. La condition nécessaire est évidente. Pour la condition suffisante,
écrivons

fizagt-f=14+bi X+ -+ b X"+
etcherchons g1 =co+ a1 X+ -+, X" +---
telque f1-g1 =21. llvientcg=1,b1-co+c1 =0dolc1,b2-co+bl-c1+c2=0
d’ ol ¢y, etc ... c.g.f.d.
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On aurait pu raisonner plus globalement de la maniére suivante :
écrivons f1(X) =1 —@(X), p(X) = —b1X —bpX? — - — b, X" ---
On sait que I’inverse de 1 — ¥ dans A[[Y]]est1+Y + Y2 4 - 4 Y" 4.,

Si on a le droit de substituer ¢(X) a Y, on obtient I’inverse de f1 sour la forme
1+9(X)+@(X)?+---+@(X)" +- . Cest cette opération que nous allons justifier
maintenant :

6.1.6 — Substitution d’une série formelle dans une autre

(Cette opération correspond a la substitution des polynémes et a la composition
des fonctions.)

Soith =Y a,Y" € A[[Y]], ¢ = u,X" € A[[X]].

n>0 n>0

On suppose uo = 0 (c’est bien le cas dans le probleme qui nous intéresse).

1

Lafamilledes v; (X) = a; | Y u, X" | € A[[X]] est une famille sommable car
n>0

w(Yi) =i (siug # 0, cet ordre peut étre toujours 0!). Par définition, sa somme est

1

unélément > a; [ > u, X" | € A[[X]] qu’on note & o 9(X) : on dit que c’est la
i>0 n>0
série obtenue a partir de & par substitution de p(X) a Y.

ATTENTION! Lanotion de série formelle est si locale qu’on ne peut pas translater
une série formelle (i.e. on ne peut pas donner un sens a 2(Y — a)).
Propriétés évidentes de la substitution

1. ¢ étant donnée, I’application 4 — h o ¢ de A[[Y]] dans A[[X]] est un homo-
morphisme d’anneaux.

2. On peut toujours substituer la série formelle nulle; ona 2(0) = ao.

3. Les autres coefficients apparaissent (& des factorielles pres) comme la valeur
en 0 des « dérivées successives » de &, qu’on définit sans peine formellement

(W =Y na,y"1).
Etude des éléments non inversibles de K [[X]] lorsque K est un corps
Soit.#7 = {f € K[[X]], f n"est pas inversible}. On sait que

A ={f € K[[X]], f(0) =0} = {éléments d’ordre > 1}.

Mais a1 X + as X%+ -+ a, X"+ - = X(a1 + a2 X + -+ a, X" 1 +..0),
donc.# n’est autre que I’idéal de K[[X]] engendré par X. On en déduit le

Lemme 6.1.7 — Si K est un corps. K[[X]] est un anneau local.

Remarque 6.1.8 — L’ensemble des éléments d’ordre >k s’identifie & I’idéal .Z*
engendré par X*. On remarque que

(7" = 10}.

k>1



76 6 Point de vue local : anneaux de séries formelles

6.2 Séries formelles a plusieurs
indéterminées : premiéres propriétés

Les définitions sont une généralisation évidente de A[[X]] etde A[X1, ..., X,].
Par exemple, un eélément f € A[[X1, X,]] est la donnée d’une suite double (a,¢) p>0
q=0
quonnote f = f(X1,X2) = Y. ap - X{ - X3 lasomme et le produit sont
p,q=0
définis comme vous le pensez, par exemple

(D apexx8) - (3o brsXiX5) = 3 e Xix],

avec cjj = Y apgbs (Somme finiel).
pHr=i
q+s=j
A[[X1, ..., X,]] est donc un anneau commutatif respectable. On aurait pu

(comme pour les polyndmes) remarquer I’isomorphisme naturel

AllX1, ..., Xnll = AllX1, ..., Xp—all[XR]]
et définir ces anneaux par récurrence sur le nombre de variables. Avec cette vision
des choses, le lemme suivant est évident :

Lemme 6.2.1 —Si A estintegre. A[[X1, ..., X,]] est integre.

Remarquons qu’on aurait pu faire de ce lemme une démonstration directe analogue
a celle du paragraphe précédent en introduisant I’ordre d’une série formelle a plusieurs

indéterminées : si f € A[[X1, ..., X, 1] s’écrit Y ay, i, Xi ... Xir,

n
wo(f) = inf {k; 1. ue Y pi=ketay ,, #0¢.
i=1

On a une théorie de la substitution parfaitement analogue, dont on déduit la

Proposition 6.2.2 — Une condition nécessaire et suffisante pour que la série
formelle f = Za,-l.__inx’ll...xi,” soit inversible dans A[[X1, ..., X,]] est que
f(0,...,0) = aq._ o soit inversible dans A.

Remarquons qu’ici la démonstration par substitution est plus économique que la
démonstration directe.

Corollaire 6.2.3 —Si K est un corps, K[[X1, ..., X,]] est un anneau local, I’idéal
maximal,/// ={f; f(0,...,0) = 0}estengendrépar X1, X», ..., X,,. Sapuissance
k®me 7% est engendrée par tous les mondmes de degré k en X1, ..., X, ; c’est aussi

I’ensemble des f d’ordre > k. On a toujours () .Z* = {0}.
k=1
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6.24 — Un exemple d’anneau local contrastant avec les séries formelles

Soit A = CG°(R") I’anneau des germes en O de fonctions C* de R" dans
R. Plus précisément, A est le quotient de I’ensemble des fonctions C* a valeurs
réelles définies sur un voisinage ouvert de 0 dans R” par la relation d’équivalence
suivante : f : #Z — Restéquivalentea g : 7" — R s’il existe un voisinage
ouvert 7'de0dansR" telque 7'C 7N 7, et f| 7 = g| 7.

A est un anneau local dont I’idéal maximal est I’ensemble . des germes repré-
sentés par f : # — Rtelle que f(0) = 0.

Exercice — 1. Déduire de la formule de Taylor avec reste intégral que.# est engendré

par les germes des fonctions (X1, ..., X)) — X;(i =1,...,n).
2. Montrer que () .#* # {0} en remarquant que .~ est I’ensemble des germes
k>1
représentés par f : 7% — R telle que f(0) = f'(0) = --- = f®D©0) =0.0n

peut se contenter du casn = 1 et montrer que le germe en 0 de la fonction x +— e/
estdans () .7*.
k>1
Les fonctions de R” dans R dont le germe en 0 est dans ) 7% sont appelées
k>1

(pour une raison évidente) fonctions plates en 0. L’existence de telles fonctions montre
le fossé qui sépare les fonctions C* quelconques des fonctions représentées par un
polyndme ou méme une série convergente (fonctions analytiques, voir le chapitre 7).

Nous entreprenons maintenant I’étude des deux problémes suivants : soit A un
anneau factoriel, A[[X1, ..., X,]] est-il factoriel?; soit A un anneau noethérien,
A[[X1, ..., X,]] est-il noethérien ? Essayons tout d’abord d’adapter les démonstra-
tions faites pour les anneaux de polynémes a coefficients dans A : on s’intéresse donc
au passage de A a A[[X]]:

1. Si K est un corps, K[[X]] est principal (donc aussi factoriel et noethérien).
Soit 7 un idéal de K[[X]], soit f € I un élément d’ordre minimum (= p) parmi les
élémentsde I ; f = X” x U, o0 U estune unité de K[[X]] ettout g € I estdivisible
par X”; I estdonc engendré par X?.

2. Pour montrer que A[[X]] est factoriel, on plonge alors A[[X]] dans K[[X]]
(K corpsdesfractions de A) eton essaye de poursuivre le raisonnement comme dans le
cas des polynémes ; malheureusement, la notion de contenu d’un élément de K [[X]]
n’est plus définie, comme le montre I'exemple de g = > p—l,,X"(A =7Z,K = Q).
n>0
En fait, il existe des anneaux factoriels tels que A[[X]] ne soit pas factoriel Nous
n’aurons pas a nous en occuper ici (voir le livre de P. Samuel “Factorial rings”).

3. Par contre, en ce qui concerne le caractere noethérien, on a encore le
Théoréme 6.2.5 — Si A est noethérien, A[[X]] est noethérien.

et donc le
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Corollaire 6.2.6 — Si A est noethérien, A[[ X1, ..., X,]] est noethérien.

La démonstration est la méme que pour les polynémes, a condition de remplacer
la notion de degré par la notion d’ordre. (voir Lang page 147).

6.3 Le théoreme de préparation de Weierstrass pour les séries
formelles

Parmi les conséquences du théoréme fondamental que nous allons démontrer
maintenant, on trouvera que si K est un corps, K[[X1, ..., X,]] est noethérien
(on le savait deja) et factoriel (on ne le savait pas encore!).

D’autre part, ce théoréme est une généralisation puissante du théoreme des fonc-
tions implicites (dans le cadre des séries formelles). Nous allons considérer le cas
n = 2, car le cas général n’apporte rien de nouveau, toute la difficulté étant déja
contenue dans le cas des courbes planes!

Soit f(X,Y) € K[[X, Y]]; enidentifiant K[[X, Y]] avec K[[X]][[Y]], on écrit
= a;(X)Y', avec a;(X) € K[[X]]. On supposera ag(0) = f(0,0) =0 € K.

i=0

Une premiére différence entre le cas général f € A[[Y]] (ici A = K[[X]]) et le
cas ol A est un corps apparait immédiatement : méme si f = > ;Y € A[[Y]]
n’est pas identiquement nulle, il n’y a aucune raison pour que I’un des coefficients «;
soit inversible.

La situation du théoréme des fonctions implicites est celle ol a1 (0) # 0 € K (en
effet, avec la définition évidente des « dérivées partielles » d’une série formelle, cela
sécrit encore 22.(0, 0) # 0).

Nous allons considérer le cas ou il existe p € N tel que

ag(0) =a1(0) =---=a,-1(0) =0, eta,(0) #0.

On verra plus loin qu’on peut toujours se ramener a cette situation par un
automorphisme de K[[X, Y]].
On peut alors écrire f(X,Y) = fi(X,Y)+Y? . fo(X,Y),0U

AXY) = ao(X) +ar(X)Y + -+ ap_1(X)YP L,
LYY =ap(X) +apn ()Y + -+ +ap (XY + -
Puisque a,(0) # 0, f> est une unité de K[[X, Y11, ce qui permet d’écrire

X, Y) = fo(X, V)Y’ + h(X,Y)],avec h(X,Y) = 2_1(X, A, Y).

On remarque que £(0, Y) = 0 € K[[Y]] (en effet, f1(0, Y) = O par hypothese).
Envisageons un instant le cas p = 1 pour comprendre I’origine du théoreme
de Weierstrass : on cherche a montrer que « I’équation implicite » f(X,Y) = 0
équivaut a « I’équation explicite » Y = ¢(X), ou plus précisément qu’il existe une
unitt U(X, Y)de K[[X, Y]] telleque f(X,Y)=U(X,Y) - [Y — ¢(X)] (penser aux
séries formelles comme a des « fonctions » définies sur un voisinage infinitésimal de
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(0, 0); c’est dans ce voisinage infinitésimal que I’on cherche a résoudre ; d’ailleurs,
ce voisinage prendra de la consistance lorsqu’on passera aux séries convergentes dans
le chapitre 7).

Tout revient donc a montrer I’existence d’une unité p(X, Y) € K[[X, Y]] etd’un
élément (X) € K[[X]telsque Y +A(X,Y) = p(X,Y) - [Y —@(X)], ce qui s’écrit
encore Y = p~ (X, Y) - [Y 4+ h(X,Y)] + ¢(X) qui n’est autre qu’une identité de
divisionde Y par Y + A(X, Y) !'!'! Toute I’idée du théoreme général est la : si g est
un élément quelconque de K[[X, Y]], on a une identité de division par Y, a savoir

8(X,Y)=q(X,Y) Y +r(X)

ol g et r sont uniquement déterminés par g. Puisque 2(0,Y) = 0 € K[[Y]], on
peut considérer Y 4+ h(X, Y) comme une perturbation de Y (paramétrée par X et
s’évanouissant avec X). On va montrer qu’on sait encore diviser g par Y + A(X, Y),
c’est-a-dire écrire

g(X,Y)=0X,Y) - [Y +h(X,Y)]+ R(X),

ou Q et R sont uniquement déterminés par g (on cherchera QO comme perturbation
de ¢). Prenant g = Y, on en déduit le résultat cherché en remarquant qu’alors Q est
forcément une unité.

Dans le cas général, on perturbe la division par Y7 : si g € K[[X, Y]], il existe
g, r uniguement determinés tels que

gX,Y)=qX,Y) - Y’ +r(X,Y), avec
p—1
q(X,Y) € K[[X, Y]], r(X,Y) = Zri(X)Yi -ri(X) € K[[X]].
i=0
Remarque 6.3.0 — Lorsque p = 1, I'identité f(X,Y) = u(X, Y)Y — ¢(X)), u
unité, est évidente directement par le « changement de variables» (X, Z) — (X, Z +
¥ (X)), qui transforme la division par Y — v (X) en la division par Z.

Théoreme de division (formel) 6.3.1 — Soit p un entier. Si A(X,Y) € K[[X, Y]]
vérifie h(0,Y) = 0 € K[[Y]], etsi g € K[[X, Y]], il existe Q, R uniquement
déterminés tels que

gX,Y)=0X,Y) - [YP +h(X, V)] + R(X,Y),
p—1

Q(X,Y) e K[[X, Y]], R(X,Y) = Z Ri(X)Y', Ri(X) € K[[X]].
i=0

Corollaire 6.3.2 — De ce qui précede, il résulte immédiatement qu’on a le méme
énoncé en remplacant Y” + h(X, Y) par une série formelle f(X,Y) = ) a;(X)Y'
i>0
vérifiant
ao(0) = a1(0) =---=ap-1(0) =0, a,(0) #0.



80 6 Point de vue local : anneaux de séries formelles

Corollaire 6.3.3 — (Théoréme de préparation de Weierstrass en formel) —

Si f(X,Y) € K[[X, Y]] vérifie les hypotheses du corollaire 6.3.2, il existe une
unité U € K[[X, Y]] et des éléments «; (X) € .# C K[[X]] uniquement déterminés
par f, tels que

p—1
FE)=UXY) | Y7+ oY
i=0

Démonstration du corollaire 6.3.3. On applique le corollaire 6.3.2a g = Y7 :

p—1
Y= QX Y) f(X, V) + ) Ri(X)-Y'.
i=0
L’examen des termes en Y7 montre que Q(X, Y) est une unité; celui des termes
enY'(i < p) montre que quelquesoiti =0,..., p—1,0naR;(0) =0, c’est-a-dire

R;(X) e .# C K[[X]]. On adonc
p—1
fX V) =0, V) [ YP = Ri(X)- V!
i=0

ce qui démontre le corollaire 6.3.3.

Démonstration du théoréme de division. Soitg € K[[X, Y]]; toutrevienta montrer
que, si h(X,Y) € K[[X, Y]] vérifie h(0,Y) = 0 € K[[Y]], il existe un unique
O(X,Y) e K[[X,Y]]telque g(X,Y) — Q(X, Y).[Y? + h(X, Y)] soit un polyndme
de degré < p — lenY, a coefficients dans K[[X]].

1. Existence de Q : comme on I’a dit plus haut, on perturbe I’élément ¢ (X, Y) €
K[[X, Y]] défini par la condition que g(X,Y) — ¢(X, Y) - Y” soit un polyndme de
degré < p — 1len Y a coefficients dans K[[X]]. Cette perturbation se fait par une
récurrence (infinie!).

On pose Qo(X,Y) = ¢(X,Y), puis on définit par récurrence Q(X,Y) par la
condition que

g(X,Y) —[Qo(X,Y)+ Q1(X, Y) + - + Q1 X, Y]] - [Y? + h(X, Y)]

— Ok(X,Y)-YP
soit un polyndme de degré < p — 1 en Y a coefficients dans K [[X]] (cette condition
étant remplie au niveau k — 1 s’écrit au niveau k sous laforme Q;_1(X, Y)h(X,Y) +

Or(X,Y) - YP? estun polyndme de degré < p — 1 en Y a coefficients dans K[[X]]).

Si la famille (Qx(X, Y)), > o est sommable, Q(X,Y) = > Qx(X,Y) répond a
k=0
la question ; nous allons voir que ceci est assuré par la condition sur & ;

notons O (X, Y) = Zé’k,i(X) Y, 60 (X) € KX,
i>0

h(X,Y)= Z hi(X)Y', hi(X) €.# C K[[X]].
i=0
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La condition définissant Q (X, Y) équivaut a

Viz0, Y 01 (X)he(X) + 0i(X) =0.
jHl=i+p

On en déduit par récurrence que
Vk>0,Vi>0,6,,;(X) € 7k c KI[[X]1], i.e. ordre (0 ; (X)) >k,

et donc que, Vi >0, la famille (6 ;), > est sommable. On pose

0i(X) =Y 6i(X) € K[IX]],

k=0
Q(X,Y) =) Ou(X,¥)= Y 6:(X)Y" € K[[X, YII.
k=0 iz0

2. Unicité de Q : si Q et Q' répondent a la question, [Q(X,Y) — Q'(X, Y)] -
[Y? + h(X, Y)] estun polynéme de degré < p — len Y a coefficients dans K [[X]].

Notons Q(X,Y) — Q'(X,Y) = 3 a:(X)Y". Il vient
i>0

Viz0,0i(X)+ Y oj(X)he(X)=0,
jHl=p+i

d’ol on déduit par récurrence que

VE>0,¥i >0,0; € .#° C K[[X]],ie.Vi>0,0 € [ |.7" = {0},
20

ce qui termine la démonstration.

On voit que si un théoréme analogue était vrai pour les germes de fonctions C*°
(il I’est : théoréeme de Malgrange—Mather!) on n’aurait a priori pas d’unicité pour
Q (il n’y en a pas en effet et ceci explique déja que le théoreme soit beaucoup plus
difficile a démontrer!).

Remarque 6.3.4 — Qu’a-t-on utilisé dans la démonstration ?

1. Que I’ensemble .~ des éléments non inversibles de I’anneau A = K[[X]]
forme un idéal, c’est-a-dire que A est un anneau local.

2. Que I’intersection (M 7% des puissances de.# est réduite a {0}. On dit alors

k>1

que K[[X]] est séparé.

3. Que pour toute famille (k>0 d’éléments de A = K[[X]] telle que, pour
tout k >0, a; € .7%, il existe a € K[[X]] (noté > ay) tel que pour tout p >0, on

k>0
aita — Y ax €.#7.0nditalors que K[[X]] est complet.
k<p
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Ces deux derniéres conditions peuvent s’énoncer simplement en termes d’une
topologie sur I’anneau A = K[[X]] dont les.#? forment un systeme fondamental de
voisinagesde0: (2) équivauta« K [[ X]] est séparé pour cette topologie », (3) équivaut
a « K[[X]] est complet pour cette topologie ». En résumé, on a utilisé que K [[X]] est
un anneau local séparé complet. En particulier, la démonstration marche de maniére
analogue si on remplace K[[X]] par I'anneau K[[X1, ..., X,—1]]. Je laisse donc
en exercice (facile) la démonstration des théoremes suivants qui miment a plusieurs
variables les théoremes qu’on vient de démontrer dans le cas des courbes :

Théoréme de division 6.3.5 — Soit (X1, ..., Xn) = Y. Giyip..iy X7' - .. X' Un élé-
ment de K[[X1, ..., X,]] (K est un corps quelconque). On suppose qu’il existe un
entier p tel que ag.o; =08ii < p, ap._op #0.

Alors, si g(X1,...,X,) € K[[X1,..., X,]], il existe Q, R uniquement détermi-
nés tels que

g(Xla"-vxn):Q(Xla"-vxn)'f(le-"sXn)+R(X1»-~'1Xn)7
0X1,...,Xn) € K[[X1, ..., X1,

p—1

R(le MR Xn) = Z Rl(X17 MR Xn—l)Xi,»
i=0

Ri(X1,..., Xp-1) € K[[X1, ..., X, 1]].

Corollaire 6.3.6 (théoréme de préparation) — Si f vérifie les hypothéses du théo-
réme de division, il existe une unité U(X1, ..., X,) € K[[X1, ..., X,]] et des élé-
ments «; (X1, ..., X,—1) C .#, idéal maximal de K[[X1, ..., X,—1]], uniquement
déterminés par f, tels que

p—1
fX1 X)) = UK, X - | XD+ Y ai(Xa, o, X)X,
i=0

6.37 Applications du théoréme de préparation

Vocabulaire : pour se conformer aun usage bien établi, nous appellerons polynéme
p=1 ;
distingué dans A[Y] (A anneau local) tout élément de laforme Y? + 3" o; Y’ tel que
i=0
quel que soit i, «; appartienne a I’idéal maximal .7 de A.

D’autre part, deux €léments f, g d’un anneau seront dits équivalents s’il existe
une unité u de I’anneau telleque g = u - f.
Le théoréme de préparation général s’énonce alors de la fagon suivante :

6.38 — Forme générale du théoreme de préparation formel
Soit A un anneau local séparé complet, .~ son idéal maximal; soit f =

> a;Y'un élément de A[[Y]]. On suppose qu’il existe p € N tel que a; € .7
i=0
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pour i < p,a, ¢ .#.Alors f est équivalent a un polyndme distingué de degré p.
De plus, ce polynéme distingué est uniquement déterminé par f.

Notons 77/, le sous-ensemble de A[[Y]] formé des éléments f satisfaisant I’hypo-
these ci-dessus avec un p donné, Z , le sous-ensemble de 7, formé des polynémes
distingués, 7= |J 7, Z = U Z,; 7 estle sous-ensemble des éléments

peN peN
de A[[Y]] équivalents & un polynéme distingué. Soit= : 7" — & I’application qui
a f € 7, associe I’'unique polyndme distingue 7 (f) € &, qui lui est équivalent,
i et j lesinclusions; on a le diagramme

AlYN <7 <7
J 1

—
T

7 et & sont des parties multiplicatives de A[[Y]] (c’est évident pour & et tres
facile pour 77"méme sans utiliser le théoreme de préparation) ;

7t est compatible avec le produit dans A[[Y]],etonam oi = identité de & (c’est
I’unicité dans le théoreme de préparation). On fait de plus les remarques suivantes :

1.Si f,g € A[[Y]]etsi f-g € T, alors fetg € 7 (déjaévidentsi f-g € 7)
et f-g=mn(f)- nm(g) (c’est toujours I’unicité).

2. Si g estunpolyndémeen Y (resp. un polyndéme distingué) etsi P € &, I’identité
de division g = Q- P+ R n’est autre que I’identité de division d’un polyndme par un
polyndme unitaire, valable quel que soit I’anneau A des coefficients; en particulier
Q est alors un polynéme (resp. un polynéme distingué).

Une fois bien comprise la correspondance entre séries formelles dans 77 et poly-
ndmes dans &, nous allons en déduire le caractére factoriel et noethérien de I’anneau
K[[X1, ..., X,]] des séries formelles a n indéterminées a coefficients dans un corps
K en remarquant que dans ce cas, tout élément de A[[Y]] « peut-étre transporté
dans 77 par un automorphisme de A[[Y]]» (on anoté A = K[[X1,..., X,_1]]
ety = X,).

6.39 Endomorphismes au-dessus de K de I’anneau K[[X4, ..., X,]] lorsque
K est un corps

Dans toute la suite, on ne considérera que les endomorphismes @ au-dessus de
K,ie. telsque ®(a) =asia € K.

Si ® est un endomorphisme de K[[X1,..., X,]], les éléments ®(X3),...,
®(X,,) sont nécessairement dans I’idéal maximal .7 des éléments non inversibles

de I’anneau K[[X1,..., X,]]. De plus, ® est déterminé par la donnée de ces élé-
ments. Plus précisément, si g1(X1, ..., X)), ..., (X1, ..., X)) € #, il existe un
et un seul endomorphisme ® de K[[ X1, ..., X,]] tel que

(X)) =g (X1,....,Xpn),i=1...,n;
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® est en effet défini par

q)(f)(Xla LI ) Xn) = f(gl(Xla LI ) Xn)s R ) gn(Xl’ L] Xn))a
la substitution ayant un sens grace a I’hypothese faite sur les g;.

Definitions 6.3.10 — 1. Un endomorphisme linéaire est un endomorphisme pour
lequel les g; sont du premier degré en X1, ..., X,,.
2. Un automorphisme est un endomorphisme inversible.

Considérons d’abord le casoun = 1:

Soit g(X) (resp. k(X)) € K[[X]], soit ® (resp. ¥) I’unique endomorphisme de
K[[X]] tel que ®(X) = g(X) (resp. ¥(X) = h(X)); I’égalité ¥ o ® = identité de
K[[X]] équivaut a g(h(X)) = X.

Sig(X) =Y a;X"eth(X)= Y b;X’,onendéduit en particulier as - by = 1,

i>1 j=1
etdonc a; = g—f((O) # 0. Réciproquement, le théoreme de Weierstrass (cas p = 1)
appliqué a f(X,Y) = g(Y) — X montre que a1 # 0 entraine I’existence de # tel que
gh(X)) = X.

Exercice 6.3.11 — Démontrer ce fait directement par une identification formelle (tres
simple!).

La généralisation a plusieurs indéterminées de cette situation n’est autre que la
version formelle du théoréme de la fonction inverse :

Théoréme 6.3.12 — Soient g1,...,g, des éléments de I’'idéal maximal de
K[[X1,..., X,]]; soit ® I’endomorphisme de K [[X1, ..., X,,]] défini par ®(X;) =
gi>-i =1, ..., n.Une condition nécessaire et suffisante pour que & soit un automor-

phisme est que le déterminant jacobien
a 9
%(O,...,O)...%(O,...,O)

92.0,...,0
Jo(g1, ..., gn) = det ax: ( ) »

0gn dgn
a;f(l(o,...,O)... gn(O,...,O)

soit différent de 0.

Autrement dit, ® est un automorphisme si et seulement si I’endomorphisme
linéaire « tangent » a ® est un automorphisme.

Démonstration. On cherche a résoudre les équations

gi(Yl,n.,Yn)—X,':O (l:].,,n)
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1%" pas — On se ramene au cas ol la matrice jacobienne ci-dessus est la matrice
identité (i.e. au cas ou I’endomorphisme linéaire tangent a @ est I’identité) :
Pour cela, on note

Gi(ylv"'sYnsxls"'axn)Egi(ylv"'vyn)_xi

n
Jj1 J
=—Xi+Zginj+ Z 8ijrojn¥i - Ya"
j=1 Jitetin 22

La matrice jacobienne considérée n’est autre que la matrice (g;;); notons (;;)
sa matrice inverse (dont I’hypothése assure I’existence).
n

Sionpose F; = ) h;;Gj, onaura
j=1

Fi(Yl’-u,Yn’Xl’--an) =—<Pi(X1,--~,Xn)+Yi
D DR TS CRTE £
jl+"'+jn22

ou ¢; appartient a I’idéal maximal .~ de K[[X1,..., Xx1l,i =1,...,n.

,,,,,

j=1
résoudre les équations (F; = 0);=1,...», qui S’écrivent encore

Yi=@i(X1 ... X))+ D S Y Y

Jite A =2
On détermine alors les solutions Y¥; = «;(X1,..., X,) € .# par récurrence :
posonsa; = Y Bim (Bi.m = lestermes homogeénes de degré m de «;) et soit o; ,, =

m>1
> Bim, donc o; = @; 0. Si o est solution, on a manifestement «; 1 = Bi1 =
1<k<m
partie homogéne de degré 1 de ¢;.
Supposons «; ,,—1 déterminé par récurrence ; on voit alors que B; ,, est la partie
homogéne de degré m de ¢; + Z}f,-;jl,,,jnaf ...a;", c’est-a-dire la partie homogeéne

A J1 Ji
dedegrém de ¢; + > Jisjpojn @1 - %

n’m_l. - s - Yoy
On détermine ainsi o; ;, = o m—1+ Bim Pour 1 <i < n. Il estimmédiat de vérifier
que,sia; = Y. Bim:i=1....n,0nac; =¢; +Y fiju .01 ... etquela
m>1
solution ainsi trouvée est unique. c.g.f.d.

Remarque 6.3.13 — La situation n’est plus du tout la méme dans les anneaux de
polynémes; par exemple, X + a + X définit un automorphisme de K[X], dont
I’automorphisme inverse est défini par X — —a + X.



86 6 Point de vue local : anneaux de séries formelles

Proposition 6.3.14 — Les seuls automorphismes @ de I’anneau K [X] au-dessus de
K sont ceux de la forme ®(f)(X) = f(ap +a1X)aveca; #0 € K.

Démonstration. Soient ® et W définis par

n 14
O(X) =Y aX', W(X)=) b;X/, aveca, #0eth, #0.
i=0 j=0

Ecrivons que W o & = identité de K[X]; il vient :
i

n p
Zai ijXf = X.
i—0  \j=0

Le terme de plus haut degré du membre de gauche est a,,b," X" qui est non nul
par hypothese; on en deduitque n = p = 1leta,b,” =1, c’est-a-dire ay - by = 1,
donc a1, b1 # 0.

De fagon plus conceptuelle, on peut composer ® avec un automorphisme de la
forme f(X) — f(X + ag) pour se ramener au cas ol ® envoie I’idéal maximal
A 9y sur un idéal (forcément maximal) engendré par des éléments de .7 ), c’est-
a-dire sur .7 ). L'image ®(X) est alors un générateur de .7 ), i.e. (X) = a1 X,
a1 #0.

Dans le cas de polyndmes a plusieurs variables, il y a beaucoup plus de possi-
bilités : en composant comme précédemment avec une translation, on se rameéne a
étudier les systémes de n éléments ®(X1), ..., ®(X,) qui engendrent I’idéal maxi-
mal .7 ,...0) de K[X1, ..., X,

Nous pouvons énoncer maintenant le lemme de transport qui permettra,
a un automorphisme prés, d’associer a un toute série formelle un polyndme
distingué.

Lemme de Transport 6.3.15 — Soit A un anneau, f # 0 € A[[X1,..., X,]1]; il
existe un automorphisme @ de A[[ X1, ..., X,]] tel que

d(f)O,...,0,X,) #0e Al[X,]].

Démonstration. (cf. Bourbaki, Algébre commutative, ch. 7, § 3, n°7, lemme 3).
18r€ gtape — On montre d’abord qu’il existe des entiers u, . .., u,_1 tels que

f(r, T .. T"-1 T)+#0e A[[T]].

Pour cela, on raisonne par récurrence en supposant déja trouvés des entiers
ui, ..., ur—1 tels que

FOXM X X, X)) #0 € AllXg, .. Xl

Puisque A[[ Xy, ..., X, 11 = A[[Xka1, ... Xn—1]1[[ Xk, X, ]], tout se raméne en fait
aucasolun =2;
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Soitdonc f(X,Y) #0, f = Y o;;X'Y/ € A[[X,Y]]; onnote G C N x N
I’ensemble des couples (i, j) tels que «;; # 0 € A. On peut ordonner N x N en
décidant que

a<a
(a,b) < (d',b') & {ou (ordre lexicographique).
a=adaetb<?b

Soit (¢, d) le plus petit élément de G pour cette relation d’ordre et soit p > d un
entier.

Affirmation : le terme de degré cp + d de f (TP, T) est a.qT+?. En particulier,
f(Tr,T) #0 e AllT]].
En effet, le coefficient de ce terme est > «;j; maissii < ¢, ona pour
ip+j=cp+d
I’ordre lexicographique (i, j) < (¢, d) etdonc o;; = 0; on ne peut avoiri >c +1
caralorsip+j=2(c+p+j=(+1)p>cp+d; ilnerestequelecasi = c,
qui entraine j =d. c.g.f.d.

On considére alors I’endomorphisme ® de A[[ X1, ..., X,]] défini par
X)) =X;+Xp,i=1...,n—1 &(X,) = X,.

L’extension aux séries formelles a coefficients dans un anneau de ce qu’on a dit
précédemment lorsque les coefficients sont dans un corps est assez claire ; en tout cas
® est manifestement un automorphisme, car W défini par ¥ (X;) = X; — X', i =
1,....,n—1,¥(X,) = X,, estun inverse de ®.

Il n’y a plus qu’a remarquer que

o(f)O,...,0,X,) = f(XZl, e, X,'f”’l, X,) #0 e A[[X,]].
Ouf!

Remarque 6.3.16 — Si A = R ou C (ou plus généralement un corps K ayant une
infinité d’éléments) on peut choisir I’automorphisme @ linéaire.

Supposons en effet que I’ordre de f soit p et posons f = ) f; avec f; =

izp
termes de degré j (polyndme!).

Puisque K est infini, il existe (x1,...,x,) € K" tel que f,(x1,...,x,) # 0
(bien remarquer que ceci est faux si K est par exemple, le corps fini a p éléments,
p premier; vérifiez par exemple, que le polyndme homogéne f = Y X? — XY? €
K[X,Y]alapropriété que f(x, y) = 0 pour tout (x, y) € K?).

Mais alors il existe un isomorphisme linéaire de K"

(Xla R} Xl’l) = (gl(Xla L] Xn)7 R} gl’l(Xl’ DR Xrl))

qui envoie le point (0, ..., 0, 1) sur le point (x1, ..., x,).
L automorphisme @ défini par ®(X;) = g;(X1,...,X,),i = 1,...,n Vérifie
donc ®(f)(0,...,0, X,) #0. c.g.f.d.

Nous pouvons maintenant démontrer le
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Théoreme 6.3.17 —Si K estun corps, K[[X1, ..., X,]] est factoriel.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n; supposons donc démontré que

K[[X1, ..., X,—1]] est factoriel (on sait que c’est vrai pour K[[X]]) et considérons
feK[[X1,...,X,]]:
D’aprés ce qui précede, il existe un automorphisme ® de K[[X1, ..., X,]] tel

que g = ®(f) soit équivalent a un polyndme distingué P,i.e.g = ®(f) =u- P, u
unité.

La notion d’irréductibilité étant manifestement stable par automorphisme, il suffit
de démontrer que g admet une décomposition unique en facteurs irréductibles dans
K[[X1,..., X, ]l

De I’hypothése de récurrence et des théorémes sur les anneaux de polyndmes,
on déduit que I'anneau K[[X1, ..., X,—1]1[X,] est factoriel ; P admet donc une
décomposition unique en facteurs irréductibles dans cet anneau. Pour démontrer le
théoreme il suffit alors de démontrer

1. Que si un polynéme distingué est irréductible dans K[[ X1, ..., X,,—111[X,], il
I’est aussi dans K[[X41, ..., X,1].

2.Quesig = g1 ... q; estéquivalentaun polyndme distingué, les facteursq; . . . ¢;
sont eux mémes équivalents a un polyndme distingué.

Pour (1) on utilise la remarque (1) du début du paragraphe 1.7 ; (2) est tout aussi
évident. c.g.f.d.

Complément. Bien que I’ayant déja prouvé avec plus de généralité, montrons com-
ment on déduit du théoréme de préparation le

Théoreme 6.3.18 —Si K estun corps, K[[X1, ..., X,]] est noethérien.

Le raisonnement se fait aussi par récurrence en supposantque K[[ X1, ..., X,—1]1]
est noethérien (K [[ X]] est principal donc noethérien). Le théoréme de Hilbert ditalors
que K[[X1, ..., X,,—1]1[X,.] est noethérien.

Soit 7 unidéal # 0 de K[[X1,..., X,]]; la notion d’idéal étant invariante par
automorphisme, ainsi que la notion de générateur d’un idéal, on peut se contenter du
cas ou 7 contient un élément f équivalent a un polynéme distingué P, ce qui implique
que I > P.Mais alors, Vg € I peuts’écrire g = Q - P 4+ R, avec R un polyndme de
degré < p—1ldans K[[X1,..., X,—111[X,] (p est le degré de P).

SoitJ = INK[[X1, ..., Xn—111[X,]; Jestunidéalde K[[ X1, ..., Xn—111[X,]
et est donc engendré par des éléments p1, ..., o, en nombre fini. 1l est clair que les
éléments P, p1, ..., o, engendrent 1. c.g.f.d.

Remarque 6.3.19 — 1. On peut se contenter de regarder les éléments de J de degré
< p — 1; on nutilise donc pas en fait le théoreme d’Hilbert, mais seulement la
derniére partie de sa démonstration.

2. La démonstration que I’on vient de donner du caractére noethérien des anneaux
de séries formelles a coefficients dans un corps peut étre conceptualisée de la maniére
suivante : les éléments de J de degré < p — 1 forment un module M sur I’anneau
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K[[X1,...,X,-1]] et on peut identifier M a un sous-module de N =
(K[[X1,..., Xn—11])?; puisque K[[X1, ..., X,—_1]] est supposé noethérien par ré-
currence etque N estun module de type fini sur K[[ X1, ..., X,—1]], N estnoethérien
et M estdonc engendré par un nombre fini d’éléments ; si on adjoint P a ces éléments
on obtient un systeme fini de générateurs de 1.

6.4 Passage des fractions rationnelles aux séries
formelles : séparé complété d’un anneau

Ce paragraphe donne la possibilité a tous ceux qui ont une allergie prononcée
pour les calculs dans les anneaux de fractions de remplacer les dits calculs (au moins
dans certains cas) par des calculs analogues dans des anneaux de séries formelles.
En particulier, on a le

Théoréme 6.4.1 — Soient C1, C» deux courbes algébriques dans C?, d’équations
respectives f, g € C[X,Y].Ona

(C1, C2)0,0) = dimc C[[X, Y1I/(f - &)CIIX, Y1I.

Démonstration. Le cas ou f et g ont une composante en commun contenant (0, 0)
se traite directement. Nous pouvons donc supposer que cela ne se produit pas.

Soit ¢ € C[X, Y] vérifiant ¢(0,0) = 0. L’hypothese assure I’existence de i €
C[X, Y] vérifiant

(i) ¥(0,0) #0,
(ii) ¥ s’annule en tous les points de C1 N C» autres que (0, 0).

En particulier, oy € 1(C1 N C2) =rad(f, g) C C[X, Y].

Exercice — En déduire que, si .# désigne I’idéal maximal de I’anneau local
“0.0)(C?), il existe un entier v tel que.7" C (f, g) 7 0.0)(C?). En particulier,

(C1, C2)(0,0) = dime @(0,0)(C?)/(f, 8) 70.0)(C?) +.7".

De méme, si.#Z1 = .# - C[[X, Y]] désigne I’idéal maximal de I’anneau local
CI[[X, Y11, ce qui précéde montre que.Z1" C (f, 2)C[[X, Y]]. L’égalité a démontrer
équivaut donc a I’isomorphisme

20.0(CD/(f, 8 0.0/(C) +.2" = CIIX, Y1)/(f, )CIIX. Y]] +.71"

qui est maintenant évident.

En démontrant le théoréme 6.4.1, nous avons fait de la complétion sans le dire.
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Définition 6.4.2 —Soit A unanneau, 7 unidéal de A ; on appelle topologie 7 -adique
I’unique topologie sur A compatible avec sa structure d’anneau dont un systeme
fondamental de voisinages de 0 soit I’ensemble des 7%, k > 0. En particulier, un
systéme fondamental de voisinages de a € A est I’ensemble des a + J*, k > 0.

Dans le cas ou A est un anneau local, 7 sera toujours I’idéal maximal .7 et on
parlera de topologie .7 -adique.

La topologie ainsi obtenue est séparée si et seulement si I’adhérence de 0, c’est-a-

dire () J%, estréduite 20; elle est compléte si et seulement si toute suite de Cauchy

k>0
est convergente, ou encore (c’est équivalent) si pour toute famille (ax)x>o d’éléments
de A vérifiant a; € J* pour tout k, il existe a € A (noté 3" ;) tel que pour tout

k>0
p>=0,0naita — > a € JP (voir remarque 6.3.4).
k<p

Si A, muni de la topologie [7-adique, n’est pas séparé et complet, son séparé
complété (au sens topologique) est canoniquement isomorphe (et sera identifié) a
I’anneau . .

A =1lim(A/J")(limite projective)

1

défini ensemblistement de la maniére suivante : un élément de A est une suite
(4o, a1, ..., ax,...),0ua; € A/ Tt telle que I’'image de a; par I’lhnomomorphisme
canonique de A/ 7t dans A/.7" soit d;_1.

Muni de la topologie limite projective des topologies discrétes sur les A/ 7,
cet anneau est séparé et complet (on a fait tout ce qu’il faut pour que les suites de
Cauchy soient convergentes) et I’application naturelle i : A — A est continue.
Remarquons que, si J* désigne I’adhérence de i (7%) dans A, on a I’isomorphisme
A)TF = A)T*.

Exemples— 1. A = K[X1,.... X,].J = (X1..... Xn), A = K[[X1..... X,]l.
2.A=0,.0(K", # =idéal maximal, A = K[[X1, ..., X,]].
L’exemple (1) illustre le lemme suivant (exercice) :

Lemme 6.4.3 — Si A est un anneau, .~ un idéal maximal de A, le séparé compléte
A de A pour sa topologie.#-adique est un anneau local dont I’idéal maximal est.7.

Enfin, lorsque 7 est un idéal de type fini (en particulier lorsque A est noethérien),
on peut montrer que 7% = (J)* = J* - A (le produit est au sens de la structure de
A-module surAA provenantde i : A — A) et que la topologie sur A coincide avec
la topologie 7-adique. En particulier on a I'isomorphisme A/ 7% = A/J*. A qui
nous a servi pour démontrer le théoréme 6.4.1.

Références — Bourbaki : Algébre commutative chapitre 3.
Atiyah—Mac Donald : Introduction to commutative algebra, chapitre 10.

Le théoreme 6.4.1 nous permet de définir la multiplicité d’intersection en (0,0)
de deux courbes formelles C1, C, (définies par f, ¢ € C[[X, Y]]) comme étant la
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dimension sur C de C[[X, Y]1/(f, ), ou (f, g) désigne I’idéal engendré par f et g
dans C[[ X, Y]].

Pour calculer cette dimension, on peut commencer par utiliser le théoréme de
Weierstrass : si f = u-P,g = v-Q,00u,v € C[[X, Y]] sont des unités, et
P, Q € C[[X]][Y] des polynéme distingués, on a

(C1, C2)(0,0) = dimc C[X, Y11/(P, Q)
= dimc CIIXNI[Y1/(P, Q)
= ordre de Rp, o,

ol Rp g € K[[X]] est le résultant des polynémes P, O € K[[X]][Y] (conséquence
de la proposition 5.2.3).



7

Anneaux de séries convergentes

Danstout ce chapitre, on désignera par K I’undesdeux corpsRouC;siZ € K,on
note | Z| sanorme (valeur absolue dans le cas réel, module dans le cas complexe). K est
muni d’une structure d’espace métrique complet par ladistance d(Z, Z') = |Z — Z/|.
Pour qu’une suite (Z,,),<n d’éléments de K ait une limite, il faut et il suffit que soit
vérifié le critére de Cauchy :

Ve >0,3p >0, telqueVn > p,Ym > p, |Z,, — Z,| < e.

On en déduit classiquement que la convergence de |u,, | (convergence absolue)
entraine la convergence de Xu,.

Les rappels indispensables sur la convergence des séries et des séries de fonctions
se trouvent dans « Cartan : Théorie élémentaire des fonctions analytiques » ; pour
plus de détails, voir « Dieudonné : calcul infinitésimal ».

7.1 Séries entiéres convergentes a une indéterminée

Soit f = > a, X" € K[[X]].
n>=0
On cherche s’il existe Z € K,Z # 0, tel que la série Y a,Z" converge (la
n>0

somme sera alors notée f(Z)).

On commence par considérer, pour chaque r >0 € R, la série a termes réels
positifs Y |a,| r".

n>0

Définition 7.1.1 — 1. Le rayon de convergence p(f) de la série formelle f est la
borne supérieure de I’ensemble

{r e Ry, Xla,| r"* converge. }
2. Le disque de convergence de f est I’ensemble ouvert

{(Ze K, |Z] < p()}
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L’étude du comportement de f au point de vue de la convergence repose sur le
Lemme d’Abel 7.1.2 — Supposons qu’il existe ro > 0 et M > 0 tels que
Vn=0, lal,ry <M.

Alors, ¥r, 0 < r < rg, la série de fonctions > a,Z" converge normalement (et
n=>0

donc uniformément) dans le disque fermé D, défini par |Z| <r (cela signifie que la

série > |la,Z"||p, est convergente, ou pour toute fonction ¢ : K — K ona posé
n>0

l¢lin, = Sup le(2)]).
ZeD,

n n
Démonstration.  Sup |a, Z"| = |a,| 1" = |ay| rg (:—0) <M (L) .
|ZI<r

n
Sir <rp, lasérie Y M (:—0) est convergente. c.g.f.d.
n>=0
Corollaire 7.1.3 —Soit f € K[[X]] et soit p le rayon de convergence de f.

1.Sir e R,0 < r < p, la série de fonctions > a,Z" converge normalement
n>=0
sur le disque fermé D, défini par |Z| <r.
2. Lasérie Y a,Z" diverge pour tout Z € K tel que |Z] > p.
n>=0

Démonstration. Pour (1), on considére rgavecr < rg < p; puisque rg < p, laserie
> laa| rg converge; il existe donc M tel que Vn >0, |a,| ry > M, et on conclut par
n>=0
le lemme d’Abel.

Pour (2), on remarque que des que | Z| > p lasuite |a, Z"| n’est pas bornée : sinon
on pourrait appliquer le lemme d’Abel pour montrer que le rayon de convergence est
strictement supérieur a p. c.g.f.d.

Remarque 7.1.4 — On peut montrer (Hadamard) que % = limsup(¥/lan])nen.
Exemples 7.1.5 - 1. f = > n!X", p(f)=0.

n>=0

2.f=Y &X". p(f)=o0
n>0

3. f =Y n“X"(x € R), p(f) = 1. Ces derniers exemples se distinguent entre
n>=0

eux suivant les valeurs de « par leur comportement sur le cercle de convergence
(défini par |Z| = 1) :

(i) Si @ < —1, la série de fonctions ) n*Z" converge normalement dans le

n>0
disque fermé |Z| < 1; eneffetona Sup [n*Z"| = n“ et la série >  n* converge
1ZI<1 n>0

pour o < —1.

(i) Sia >0, lasérie > n*Z" ne converge en aucun point du cercle |Z| = 1 car
son terme général ne tend pas vers 0.
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(iii) Si —1<a <0, lasérie > n*Z" est divergente pour Z = 1 et convergente
n=>0

pour Z = ¢'%, 6 # 2km.
Pour montrer cela, nous utiliserons la proposition suivante due a Abel :

Proposition 7.1.6 — Soient (a,)n>0 et (by)n>0 deux suites d’éléments de K.
On suppose que les sommes partielles o, = ag+a1 +- - - +a, sontbornées (c’est-
a-dire qu’il existe M > 0 avec Vn >0, |o,| < M) et que la suite (b,) est une suite

décroissante et tendant vers 0 de réels positifs. Alors lasérie Y a,b, estconvergente.
n=>0

Démonstration. D’aprés le critere de Cauchy, il suffit de montrer que
Ve >0, dp > 0telque Vn,Vm,n>m > p, lamby, + - - - + anby| < e.
On écrit a,, by, + - - - + anby, sous la forme (intégration par parties déguisée) :

(ag+ -+ am) bn — (ag+ -+ am—1) b
+(ao+ -+ amy1) bprr — (@ + ... +aw) by

+(ag+---+ay) by — (ag + + an—1) by,
c’est-a-dire :
n—1
Ambm + -+ anby = —0p_1by + Z ok (bk — bry1) + 04by,

k=m

n—1

donc  |awbm + -+ + anbal < Mby + M Y " (b — biy1) + Mb,,
k=m

donc [ambpm + - -+ + anbp| <M (by, + (by, — by) + bp) = 2Mby,.

II'n’y aplus qu’ a choisir p tel que m > p = by, < 5% c.q.f.d.
Dans I’exemple considéré, on prend a, = e + 2km) etb, = n*(a < 0).
Onaog, = % donc |o,| < ﬁ

Remarque 7.1.7 — On trouve des exemples de comportement de f sur son cercle
de convergence dans la thése d’Hadamard (1892) : « Essai sur I’étude des fonctions
données par leur développement de Taylor ».

Par exemple, lasérie 1+b5X¢ +---+b" X +-.. (qui remonte & Weierstrass) est
divergente en tous les points d’un sous-ensemble dense de son cercle de convergence
(qui est le cercle de rayon 1). On pourra aussi consulter E. Borel : lecons sur les
fonctions monogeénes uniformes d’une variable complexe. Gauthier-Villars 1917.

Lemme 7.1.8 — Le sous-ensemble K{X} de K[[X]], formé des séries formelles dont
le rayon de convergence est non nul, est un sous-anneau de K [[X]] appellé I’anneau
des séries (entieres) convergentes a une indéterminée a coefficients dans K.
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Démonstration. Si f € K[[X]], son rayon de convergence est le méme que celui
de-f; si fetg e K[[X]]ontun rayon de convergence > p, on montre facilement
qu’il en est de méme de f 4 g etde f - g (voir Cartan p. 21). c.q.f.d.

Complément 7.1.9 — si p(f) = p, p(g) = p, etsi|Z| < p,0na

(f+2)=f(2D)+5(2), (f-9Z)=[f(2)-g(2).

Proposition 7.1.10 —Les éléments inversibles de K { X} sont exactement les éléments
de K{X} inversibles dans K[[X]]. En particulier, K{X} est un anneau local dont
I’idéal maximal est I’ensemble .7 = {f € K{X}, f(0) = 0}

Démonstration. C’est un corollaire immédiat de la

Proposition 7.1.11 — Soient h = Y a, Y™ € K{Y}, ¢ = > u, X" € K{X} tel
m>=0 n>0
que (0) = ug = 0. Alorsho ¢ € K{X}.

Complément — il existe r > O tel que > |u,| r* < p(h); onaalors p(ho@)>r
n>=0
et pourtout Z € K tel que |Z| <r,ona|p(Z)| < p(h) et h(p(Z)) = (h o p)(Z).

Puisque p(¢) > 0, ilexiste r > 0 telque > |u,| r" = Y |uy| r"* < +oo.
n>0 n>0

Mais Y |uy| r" =r (Z |u,,|r”_1> tend vers 0 avec r. Il existe donc r > 0 tel que
n>1 n>1

m
> lun| ¥ < p(h), ce qui entraine > |a| (Z |un|rn> < to0.

n>0 n>0 n>0

Posonshog = Y C,X" € K[[X]]; il est clair que
p=0

m

DUCHI P <Y aml | D lual r™ | < o0,

p=0 m>0 n>0

ce qui montre que o ¢ € K{X}.
La vérification du complément ne présente pas de difficulté supplémentaire (voir
Cartan page 23).

Remarques 7.1.12 —1. Lire dans (Cartan pages 24, 25, 26) larelation entre la conver-
gence d’une série entiéere et celle de la série dérivée (au sens formel).
2. Les inclusions dans le diagramme ci-dessous sont toutes strictes :

i1 io i3
K[X] — 7y(K) — K{X} — K[[X]].



7.2 Séries entieres convergentes a plusieurs indéterminées 97

Pour i et i3 C’est évident | 25 ¢ K[X]et Y n! X" ¢ K{X} ], pour iz C’est
n>0
un peu plus subtil (cf. appendice sur les déterminants de Hankel; par exemple,
Y mX" ¢ o(K).
n>0
Rappelons que K[[X]], K{X}, et @o(K) sont des anneaux locaux séparés, mais
seul K[[X]] est complet puisque i3 est une inclusion stricte !

7.2 Séries entiéres convergentes a plusieurs indéterminées

Nous commencerons par quelques rappels sur les séries multiples dans K = R

ouC,i.e.lessériesdelaforme > wu;. , ou(i,...,in) e N"etu; ,; €K.
(l’]_,.‘.,in)
Plus généralement, considérons des séries de la forme ) u; indexées par un
iel

ensemble dénombrable 1.
Définition 7.2.1 —Lafamille (u;);<; d’éléments de K est dite sommable et de somme
S € KsiVe > 0,3Jg C 1, Jy fini, tel que VJ fini avec Jo Cc J C I, on ait
Z u; — S‘ g E.

ieJ

Comme dans le cas classique, le caractére complet de R ou C fournit le Critere
de Cauchy : la famille (u;);<; est sommable si et seulement si Ve > 0, 3Jp fini tel

Z ui‘ <e.
ieT

que VT fini vérifiant T N Jy = ¢, on ait

Définition 7.2.2 —Lasérie Y u; estcommutativement convergente de somme S € K
4
- - - 16 - o)
si pour toute bijection = de N sur 7, la série >_ V,, est convergente de somme S, ou

n=0
Vn = U (n)-

Théoréme 7.2.3 — La famille (u;);<c; est sommable si et seulement si la série > u;
iel
est commutativement convergente.

Démonstration (esquisse). Que sommable implique commutativement convergente

est évident; pour la réciproque, on suppose (u;);c; non sommable; on en déduit
une partition de N en sous-ensembles finis K, (¢ € N) telsque | Y u;| > & pour une
ieKy

infinité de ¢ (utiliser le critére de Cauchy). On en déduit une bijection 7 : N — [

o0
pour laquelle la série )" u,(,) N’est pas convergente. c.g.f.d.

n=0
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7.2.4 Cas des séries a termes réels >0 — Soit S la borne supérieure de I’ensemble

des Y u;, J fini, J C I. Seules subsitent deux possibilités :
iel
1. Ou bien S = +oo et la série est (commutativement) divergente ;
2.0ubien S < +o0, et la série est (commutativement) convergente de somme S.

On parlera simplement de série convergente ou divergente suivant le cas.

Définition 7.2.5 — La série > u; d’éléments de K est dite absolument convergente
iel
si lasérie > |u;| atermes réels > 0 est convergente.
iel
Théoréme 7.2.6 — Soit I un ensemble dénombrable, (u;);<; une famille d’éléments
de K indexée par 1. La série ) u; est commutativement convergente si et seulement
iel
si elle est absolument convergente.
Démonstration. 1. La convergence absolue entraine la convergence commuta-
tive : puisque > |u;| est automatiquement commutativement convergente, la série
iel
o) -e - - -
> |luz| est convergente pour toute bijection & de N sur 7. On déduit du critére
n=0
- s -
de Cauchy que la série Y u,(,) est convergente. Il reste & voir que la somme S est
n=0

indépendante de la bijection 7 choisie, ce qui est facile.

2. La convergence commutative entraine la convergence absolue : on commence
par le casou K = IR; choisissons une bijection avec laquelle nous identifions I a N,

o0
ce qui nous permet d’écrire la série considérée »_ u,. Nous allons montrer que cette

n=0
série ne peut étre commutativement convergente que si la série partielle des termes
positifs et la série partielle des termes négatifs sont convergentes, ce qui entraine
la convergence absolue. En effet, supposons par exemple, que la série partielle des
termes positifs soit divergente et réordonnons la série de la fagon suivante : on
commence par prendre dans I’ordre les premiers termes positifs jusqu’a ce que leur
somme soit supérieure a 1; on prend alors le premier terme négatif ; on prend ensuite
les termes positifs suivants jusqu’a ce que la somme de la série partielle obtenue soit
supérieure & 2, ce qui est rendu possible par I’hypothese, etc. ...on voit que la série
obtenue est divergente. c.g.f.d.
Dans le cas ou K = C, on utilise les implications suivantes : la convergence
commutative de Y u; implique celle de Y ._; Re(u;) et > Im(u;). On déduit du

iel

iel iel
cas reel que ) ;. ; Re(u;) et > Im(u;) convergent absolument. On en déduit que
iel
> ics(u;i) converge absolument puisque |u; | < [Re(u;)| + [Im(u;)]. c.g.f.d.

Théoreme 7.2.7 — (sommation par paquets d’une série commutativement

convergente) — Soit 7 un ensemble dénombrable et 7 = |J I, une partition de
a€A
1.Si Y u; est commutativement convergente, il en est de méme de chacune des séries
iel
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partielles Y u;. Soit S lasomme de > u;, S, lasommede )" u;; lasérie Y S,
iel,x_ iel iely . acA
est commutativement convergente et sa somme est S, ce qu’on écrit

Yu= Y (Xn

iel acA \i€ly

Démonstration. D’aprés le théoréme précédentona Y |u;| < +oo, donc pour tout

a €A, ) |ui| < +oo, cequi montre que les séries i[ u; sont absolument et donc

commugtliavement convergentes. On montre ensuitelec;lje Va € A, 1Syl < D |ul

(continuité de la norme), d’ou on déduitque > |So| < D |ui| < +ooce quilf)lr%uve

que la série > S, est absolument et donc Oégﬁlmutati\ir[nent convergente. |l reste,

par un argun(:eer?t standard, a montrer que S = Y S,. c.g.f.d.
aeA

Remarque importante 7.2.8 — Lorsque les u; sont des réels > 0, la condition que

> X ui )] < +oo entraine la convergence de la série Y u; et donc I’égalité

aeA \i€l, iel
assurée par le théoréme. Dans le cas général, la convergence commutative des " u;
i€ly
etde > | X u; | nentraine pas cellede > u; 11!
acA \iely iel
Revenons maintenant aux séries entiéres :
Soit f = > aiy.i, X ... xir € K[[X1,..., X,]l.
i1500050n
Siry, ..., r, sontdesréels >0, on pose
FIOL o) = Y aiy i, |7t (finiou + o0).
i1...0p

Soit @ ¢ R" I’ensemble défini par

Q={@1,...,rn) €R"; r1>0,...,r, >0,|f|(r1, ..., ry) CcOnverge}

Le sens auquel la série | f|(r1, ..., r,) doit converger n’est pas ambigu, puisque

ses termes sont des réels positifs.

Définition 7.2.9 — Le domaine! de convergence Dy de f estla partie de K" définie
par
Dy ={(Z1,...,Zy) € K", (|Z1|,...,|Z,]) € intérieur de Q}.

11a terminologie différe ici de celle de Cartan.
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ATTENTION'! Il s’agit de I’intérieur de € considéré comme sous-espace du qua-
drant {(r1,...,m) € R"; 1 >0,...,r, >0}

Comme dans le cas a une indéterminée, I’étude du comportement de f au point
de vue de la convergence repose sur le

Lemme d’Abel 7.2.10 — Supposons qu’il existe s1 > 0, ..., s, > 0, M > Otels que
Vit ..y in 20, laiy i, lsit ... sl < M.

Alors, si rq, ..., rpVérifient 0 < 1 < s1,...,0 < r, < sy, la série de fonctions
> ai. i, Z’f ... Z,;* converge normalement (et donc uniformément) dans le sous-

ensemble fermé Dy, .r, de K" (polycylindre) défini par |Z1| <r1, ..., |Zy| <ry.
La démonstration est la méme qu’a une indéterminée.

Corollaire 7.2.11 —Soit f € K[[X1, ..., X,]]etsoit D le domaine de convergence
de f.

1.8i(Z}, ..., Z)) € Dy, lasérie de fonctions f(Zy, ..., Z,) converge norma-
lement sur le polycylindre défini par |Z1| <|Z1l, ..., 1Z,| < 1Z,].

2.Si (Zy, ... Zy) n’appartient pas a I’adhérence de Dy, la série f(Z1, ..., Z,)
est divergente.

Remarque 7.2.12 —Pour chaque n-uple (Z1, ..., Z,) € Dy, lasérie f(Zy, ..., Z,)
est en particulier absolument convergente, c’est-a-dire commutativement conver-
gente. On peut donc se permettre des opérations telles que la sommation par paquets.
Deplusona f(Z1,..., Z) <IfI(Z1l, ..., 1Z,])-

Lemme 7.2.13 - Le sous-ensemble K{X1, ..., X,,} de K[[X1, ..., X,,]] formé des
séries formelles dont le domaine de convergence est non vide est un sous-anneau
de K[[X1, ..., X,]] (@anneau des séries (entieres) convergentes a n indéterminées a
coefficients dans K).

La démonstration est un exercice. Comme pour n = 1, on a une interprétation

fonctionnelle des opérations dans K {X1, ..., X,}.
Remarquons que f € K{Xi,..., X,} si et seulement s’il existe des nombres
réelsri > 0,...,r, > 0telsque | f|(r1,..., ) < 400.

Remarque 7.2.14 — Du théoréme de sommation par paquets et de la remarque qui
suit, on déduit un isomorphisme canonique

K{Xl, ceey Xn} = K{le ey Xn—l}{Xn}'

Proposition 7.2.15 — Les éléments inversibles de K{X1, ..., X,;} sont exactement
les éléments de K{X1, ..., X, } inversibles dans K[[ X1, ..., X,]I.
En particulier, K{X1, ..., X, } estun anneau local dont I’idéal maximal est I’en-

semble 7 = {f € K{X1,...,X,}, f(0,...,0) =0}

La démonstration découle de la convergence de i o ¢ lorsque h € K{Y} et
@ e/ C K{X1,..., X}, convergence qui se montre comme dans le casn = 1.
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7.3 La méthode des séries majorantes

Définition 7.3.1 —Soit f = Y @i, i, X1 ... X € K[[X1, ..., X,]]. On dit que

01,enes in

la série (a coefficients réels >0) > i, i, X’l1 ... X! est une série majorante de f
i1...0p

si quels que soient iy, ..., i,, ONa oy i, = lai;. i, |-

Il est clair que la convergence d’une série majorante entraine la convergence de f.
La meilleure série majorante est évidemment Y |a;, . ;, |X’1l ... X! mais toute

I’astuce sera quelques fois d’en choisir une autre, moins bonne, mais se prétant mieux
aux calculs. L’exemple qui suit est trés simple et fait comprendre comment on utilise
cette notion :

Nous allons montrer la convergence dans le théoréme des fonctions implicites : on
considére f € K{X,Y} telle que £(0,0) = O et %(O, 0) # 0; pour montrer
I’existence de ¢ € K[[X]] telle que f(X, ¢(X)) = 0, on commence classiquement
par se ramener a une équation de la forme ¢(X) = g(X) + h(X, (X)) avec g €
# C K(X)eth e.#? c K{X,Y} (comparer & la démonstration du théoréme des

fonctions inverses lors de I’étude des automorphismes de K[[X1, ..., X,]]).
00 . m . L
Onpose p(X) = > biX', on(X) = Y- bi X', g(X) + h(X,Y) = }_a;; X'Y/
i=1 i=1 i,j

(apo = a1 = 0); on voit par récurrence que b,, X" est la partie homogéne de degré
mde g(X) + h(X, ¢,—1(X)), c’est-a-dire

bm = Pm(bla b27 R bm—l» (al])l+]<m)v

ou P, est un polyndme a coefficients entiers > 0.
En conséquence, si on remplace les a;; par des reels A;; > 0 verifiant pour tout
(i, j) I'inégalité A;; > |a;;|, les formules

définissent des réels B,, > 0 qui vérifient (par récurrence)
By, > by pour tout m.

Autrement dit, si on remplace la série g(X) + A(X, Y) par une série majorante, la
série ¢ (X) est remplacée par une série majorante.

Si le rayon de convergence de cette derniére est non nul, il en sera de méme du
rayon de convergence de ¢(X).

Choix de la majorante : puisque g(X) + h(X,Y) = Y a;;X'Y/ € K{X,Y}, il
)
exister; > 0 et rp > Otelsque > |aij|rir£ = M < +o00; en particulier, quels que
i,j
soient i, j ona|a;;| < 2L ; de plus agy = a1 = 0.
nrz



102 7 Anneaux de séries convergentes

On peut donc prendre A;; = - si (i, j) # (0,0) et (i, j) # (0,1), App =
Aor = 0, c’est-a-dire v

M Y
M

;A;,;X"Yfz (1—K) (1_2) -M - pe

r1 r2
La série ¥(X) € .# C R[[X]] qui vérifie y(X) = > A;; X'y(X)/ est obtenue
i,j

en développant en série entiere I’unique solution y = y(x) définie pour x voisin de
0 et s’annulant pour x = 0 de I’équation du second degré

M .
- M- Ml, c’est-a-dire

I

M (M
; 1—\/1—43(E+1) =

r 2(%+1)

On en déduit que ¥ (X) € R{X} et donc que ¢(X) € K{X}. c.q.f.d.

Il est facile de déduire de ce résultat la convergence dans le théoréme de prépara-
tion lorsque p = 1; il suffit de considérer F (X, Z) = f(X, Z + ¢(X)). Définie par
substitution, F (X, Z) € K{X, Z}et F(X,0) = 0. llexistedonc G(X, Z) € K{X, Z}
tel que F(X,Z) = ZG(X, Z). Si Q(X,Y) € K{X,Y} est défini par Q(X,Y) =
GX,Y —p(X)),ona Q0,0 =G(0,0 = %(0, 0) = %(0, 0) # 0 et finalement
F(X,Y)= (Y —(X)Q(X,Y) (identité dans K {X, Y}). c.q.f.d.

Montrons maintenant, de fagon directe, la convergence dans le théoreme de di-
vision (et donc dans le théoréme de préparation) pour un p quelconque, mais avec
seulement deux indéterminées.

Théoreme de division (convergent) 7.3.3 —Soit f(X,Y) = 3 «;(X)Y' une série
i=0

entiére convergente : f € K{X}{Y} = K{X, Y}. On suppose que ap(0) = a1(0) =

...=ap—1(0)=0,4a,(0) #0.Si g € K{X, Y}, il existe Q, R uniquement détermi-

nés tels que

gX,Y)=0X.,Y) - f(X,Y)+ R(X,Y), avec
p—1

O(X.Y) € K{X.Y}etR(X.Y) = > Ri(X)Y', Ri(X) € K(X].
i=0

Démonstration. Tout revient a montrer la convergence de la série formelle Q donnée
par le théoréme de division formel (celle de R en découle trivialement). D’autre part, il
estclair qu’on peut supposer que f(X,Y) = Y?+h(X,Y),00h(X,Y) € K{X,Y}et
h(0,Y) = 0.D’aprés I’hypothese, il exister; > Oetrp, > Otelsque |g|(r1, r2) < 00
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et |h|(r1, r2) < —4o00. Conservons les notations de la démonstration du théoreme
formel ;

O(X, Y) est défini par Q(X,Y) = Z 01(X,Y), avec

k>0
OL(X,Y) =) Ori(X)Y',
i>0
00.i(X) = gi1p(X) (51 g(X, ¥) = Y &i(X)¥"),
i>0
Oi(X)=— > O1,;(X)he(X).
JjHl=p+i

On en déduit les majorations

|gl(r1, r2)
p+i ’
)

1g|(r1, r2)
OLilrD < Y S lhel ()
jHe=p+i 12

|60, 1(r1) <

< X Sl | [ X e

0<j<p+i 12 0<E< p+i
lgl(r1, r2) 1
< = > lhelGro),
Pt ry (1 —ry)
) 2 0<e<p+i

a condition que rp < 1.
Remarquons que par un changement de variables (X, Y) — (A X, AY), on peut
supposer que |2](1, 1) < 4+o00. Onen déduit, sirg < letr, <1,

lgl(ry, r2)

i P
A= ry)

< lgl(ry, r2) r1
o Y@ —rp)

161,i1(r1) <

|hl(ry, 1)

|hI(1, 1)

(cettederniere inégalité estvalablecar 2(0, Y) = Oetr; < 1). Onvoitalors facilement
par récurrence que, pour tout k >0,

k
16k.i](r1) < |g|(rl’.r2) . ( i |h)(1, 1)) et donc

B )

p+l Pl —
k=0 a

-1
610D < 3 Il ry) < B2 [1 ’—)|h|<1 1)} ,
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aconditionqueri|h|(1,1) < ré’ (1—rp), ce qui peut toujours étre réalisé en diminuant
éventuellement 1. Finalement, on a

101Gr1. 72"y = ) 16il(rD)r2" . etdes query’ < ra,

i>0
gl [, r | r N
|Q|(rlar2/)<#'|:l—ii| . 1_P—1|h|(1’1) < +00.
ry 2 ry 1 —r)
On en déduit que Q(X,Y) € K{X, Y}. c.g.f.d.

7.4 Le théoreme des fonctions implicites et le théoréme
de préparation pour les séries convergentes a plusieurs
indéterminées

Ayant vu au paragraphe précédent la démonstration de ces théorémes dans le cas
des courbes planes, nous pouvons maintenant les démontrer en toute généralité par
la méme méthode.

Théoreme des fonctions implicites 7.4.1 — Soient Gi,..., G, des éléments de
I'ideal maximal de K{Y1,...,Y,, X1,...,X,}. On suppose que le déterminant
jacobien

§70,...,0)... 520, ...,0)

962(0,...,0)... 292(0,...,0)

A=det | ™ o ek

§5-0,...,0)... 552(0,...,0)
est différent de 0. Il existe alors un systeme et un seul de n éléments o, ..., a, de
I’idéal maximal de K{X1, ..., X,} tel que

Vi<i<n, Gi(er(X1, ..., Xp)y ooy an(X1, ..., Xp), X1,...,X,) =0
dans I'anneau K{Xy, ..., X,}.

Remarque 7.4.2 — Dans le cas formel nous aurions pu énoncer ce théoréme; nous
nous sommes contentés du théoréme de la fonction inverse mais la différence est
illusoire car les deux théorémes sont équivalents (la démonstration que nous avons
donnée s’applique d’ailleurs mot pour mot a I’énoncé ci-dessus).

En particulier, on sait donc caractériser les automorphismes au-dessus de K de
I’anneau K{X1, ..., X,}.
Théoréme de division 7.4.3 — Soit f(X1,...,X,) = Y ai.i, X7 ... Xy un

»»»»» In

i1
élément de K{X1, ..., X,,}. On suppose qu’il existe un entier p tel que

ap.0i =0 si i< petag. op #0.
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Sig(X1,...,X,) € K{X1,..., X}, il existe O, R uniquement déterminés tels que
gX1,...,. X)) =0X1,...,. X)) f(X1,...., X)) + R(X1, ..., Xpn)
avec Q(X1,...,X,) € K{X1,...,X,} et

p—1
R(X1,..., X)) =Y Ri(X1,..., Xy 1) X},
i=0
Ri(X1,...,Xn-1) € K{X1,..., X1}

Corollaire (Théoréme de préparation) 7.4.4 —Si f vérifie les hypothéses du théo-
réme de division, il existeuneunité U (X1, ..., X,) € K{X1, ..., X} etdes éléments
a;(X1, ..., X,) dans I'idéal maximal de K{X1, ..., X,,—1}, uniquement déterminés
par f, tels que

p—1

fX1, L X)) = UK, X)) | XD+ ) ai(Xa, . X))
i=0

Corollaire 7.4.5 — K{X1, ..., X,,} est un anneau factoriel et noethérien (principal
sin=1).

Démonstration de la convergence dans le théoreme des fonctions implicites.
Comme toujours, on commence par mettre les équations sous la forme

i1 ipy i1 J .
Y, = Z ai;il__,ip,jli__anl - Xp”Yl LY 1<i <,
i1

..... i
JLseeesdn
avec a;;0..0,0..0 = @;;0..0,10..0 = - . - = @;;0...0,0..01 = 0.

L’unique solution formelle est alors de la forme

1 i .
o = E bisiy..i, X1 .. X (L<i<n), avec
it 21
bisiv..ip = Priiveeiy ((Birsiy ir ) igae it~ @imsig_iv o) iy vir)
<iy+..+ip i gy
Sigt..4ip

ou les Pi.iy...i, sont des polynomes a coefficients entiers > 0.

Comme dans le cas des courbes, on en déduit que si on remplace les Qisiy.ip. jromjn
par des réels Aty iy jron 20 majorant leur module, on obtiendra comme solution
des séries majorantes de ;.
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Choix de la majorante : puisqu’on est parti de séries convergentes, on peut trouver
rp > 0etry > 0tels que

. ilttip ji4-tj
V1<i<n, E |Gisiy. iy, jr...ju Ty pré <M < 4o0.
i15000ip

J1seeesdn

d’ou on déduit "

isircip,jren| S T it
r 12
1 2

y Gttt Grt e )
i1l .ip! Jile o jn!
R S
rll ’pr11+ +Jn

, sauf dans les

On prendra Aisiy iy jrojn =

- 7w 1 2 - - - ;7 =
cas ou I’ on sait déja que le a correspondant est nul. On obtient ainsi les séries
majorantes (1 <i <n):

i ipy 1 J
A= " Aviyipjrin X¢ - XpYE v

= o oyt
(1 X1t p) (1 _ Y1+...+Yn) r

n r2

Des séries majorantes des «; sont donc obtenues en résolvant les équations

M Yi4..4Y
Yi=...=Y, = _M_Mu‘
(1 _ X1+~~+Xp) (1 _ Y1+--<+Yn) )

L} r2

On retombe sur un calcul analogue a celui déja fait pour les courbes, d’ou on
déduit la convergence des séries majorantes, et donc celle des «;. c.g.f.d.

Démonstration de la convergence dans le théoréme de division.

D’aprés I’hypothése, il existe r1 > 0 et r» > 0 tels que |g|(r1,...,r1,r2) €t
|h|(r1, ..., r1, r2) soient finis, ou comme d’habitude on a pris f(X1,...,X,) =
X 4+h(X1,..., X,—1, X,) avec (0, ..., 0, X,,) = 0. Tout se passe alors formelle-
ment de la méme fagcon que dans le cas des courbes. c.g.f.d.

Remarque 7.4.6 —Tout ce qu’on a fait marche identiquement si K estun corps valué
complet non discret (et donc infini). Si on se limitea K = C (lecas K = R s’en
déduit) on peut donner une démonstration de ces théoremes s’appuyant sur la théorie
de I’intégrale de Cauchy pour les fonctions holomorphes de variables complexes. De
plus, pour K = C, cette derniére démonstration fournit un résultat global (voir par
exemple C.T.C. Wall : Introduction to the preparation theorem, in Proceedings of
Liverpool singularities symposium I, Springer Lect. Notes 192).
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7.5 Theme d’étude

L’anneau des fonctions analytiques dans un ouvert # de K" : le fait que cet
anneau soit encore un anneau d’intégrité montre la grande différence qu’il y a avec
les fonctions R-différentiables ou continues (Moir Cartan, chap. | et chap. IV).

Dans ce contexte, et pour K = C, on interpréte assez agréablement? le théoréme
de division (qui vaut encore dans un ouvert ) ; tout d’abord, on considere le cas
n =1: si g(Z) est une fonction analytique définie sur un voisinage ouvert ©# de 0
dans C et si P(Z) est un polyndme unitaire de degré p dont toutes les racines sont
dans @, I’existence d’une identité de division

8(Z) = Q(Z2) - P(Z) + R(Z)

ou Q(Z) est analytique dans 7, et ou R(Z) est un polyndme de degré < p —1,s’in-
terpréte géométriquement en disant que I’idéal engendré par P(Z) dans I’anneau des
fonctions analytiques sur ¢ est un sous-espace vectoriel de codimension p. Ce der-
nier fait découle de la propriété suivante (évidente) des fonctions analytiques : soient
ci les racines de P(Z) et A; leurs ordres de multiplicité respectifs (Y~ A; = p); une

1
condition nécessaire et suffisante pour que g(Z) analytique sur  soit divisible par
P(Z) estque Vi, g(c;) = g'(ci) = ... = g% ~D(¢;) = 0, ce qui fait bien dans tous
les cas p conditions linéaires indépendantes.

Le reste R(Z) est défini comme étant le polyndme d’interpolation de Lagrange
défini par R(ci) = g(ci), ..., R% V() = g*=D(¢;), et ’identité de division
exprime que I’espace vectoriel des fonctions analytiques sur @ est somme directe de
I’idéal engendré par P(Z) et de I’espace vectoriel (de dimension p) des polynémes
de degré < p — 1. Le théoréme de division dans le cas général exprime que si les
coefficients de P(Z) dépendent analytiquement d’un certain nombre de variables, il
en est de méme de Q(Z) et de R(Z) (ce serait évident si, par exemple, les racines de
P(Z) restaient toujours toutes distinctes).

7.6 Envolée

La théorie du déploiement versel est une vaste généralisation du théoreme de
préparation de Weierstrass (remplacement de Y” par des fonctions de plusieurs va-
riables). Voir travaux de Thom, Mather,...Pour une présentation succinte, voir I’ar-
ticle Singularités des fonctions différentiables écrit par I’auteur dans I’Encyclopedia
Universalis.

7.7 Lecture

L’article Géométrie analytique de I’Encyclopédie Universalis, par C. Houzel, en
particulier le lemme de normalisation de E. Noether, qui est une version globale du
théoreme de préparation.

2\foir R. Thom, Théorie du Déploiement Universel IHES Mars 1971. (Paru en 1975 sous le
titre : Modéles Mathématiques de la Morphogénese, Collection 10-18, Editions Bourgois).
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Le théoreme de Puiseux

8.1 Paramétrages et polygone de Newton (cas formel)

Soit K un corps, et f(X,Y) # 0 un élément de K[[X, Y]] tel que f(0,0) = 0.
On avu (théoreme des fonctions implicites) que, si %(O, 0) # 0, il existe une unique
«solution » p(X) € K[[X]], ¢(0) = 0, telle que £ (X, ¢(X)) =0 € K[[X]].

Par contre, I’exemple £ (X, Y) = Y2— X®montre qu’une telle « solution » n’existe
pas en général.

Définition 8.1.1 — Un paramétrage de f est un couple [«(T), B(T)] d’éléments de
K[[T1]] qui vérifie

(i) « et B ne sont pas tous les deux identiquement nuls.
(i) «(0) = B(0) = 0.
(i) f(e(T), B(T)) =0 € KI[[T]].

Lemme 8.1.2 — Soit K un corps algébriquement clos. Si f € K[[X, Y]] admet un
paramétrage, il en admet également un pour lequel (aprés changement éventuel de
coordonnées) on a a(T) = T" (n entier positif).

Démonstration. Soit[&(7), B(T)]un paramétrage de f ; enintervertissantau besoin
X et Y, on peut supposer que @(T) #~ 0. Il existe donc un entier n tel que

&(T) =T" - u(T), u(0) # 0.
On cherche alors ¥ (T) € K[[T1]] vérifiant y (0) = 0 et
a(y(T)=T",

et on pose a(T) = T", B(T) = B(y(T)). Il est clair qu’on obtient ainsi un
paramétrage de f.
L’existence de y (T') est un simple exercice d’identification : posons en effet

M(T)=Mo+u1T+~-~,u0;éO’ ]/(T)=C1T+C2T2+’
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on doit résoudre I’équation :

T"(Ci+ CT + - )'[ug+ui T(CL+ CT + ) +---1=T",

c’est-a-dire
C} = uy* (donc C, # 0),
Cz = —(nC’l’_lug)_ll/thi'H,
C = —(”C{hluo)ilpi(uo» v iz, Coy o, Cily),
ou P; est un polynébme en ug, ..., u;_1, Ci, ..., Ci_1.
Puisqu’on a supposé K algébriquement clos, I’équation Z" — u,* = 0 a au moins
une solution Cy, ce qui permet de calculer C,, Cs, etc. c.g.f.d.

Remarque 8.1.3 - Si K = R, on voit qu’on se raméne a «(T) = £ T", et donc par
changement d’axes a «(T) = T".

Il nous suffit donc de chercher des paramétrages de la forme [T, B(T)]; c’est
I’objet du théoréeme de Puiseux de montrer qu’un tel paramétrage existe toujours
lorsque K est un corps algébriquement clos de caractéristique O (en particulier
K =0Q).

Il est commode, pour la démonstration et la formulation algébrique que nous
donnerons ultérieurement, d’adopter le langage suivant :

On considére dans I’anneau K[[T]] le sous-anneau K [[7"]] formé des éléments
f(T) quis’écrivent g(T") avec g(T) € K[[T]]. Il est clair que K[[T"]] = K[[T]].

On notera 7" = X et T = X". On obtient ainsi une extension K[[X'"]] de
I’anneau K [[X]], dans laquelle (X¥")" = X.

L’existence d’un paramétrage de f de la forme [T, B8(T)] équivaut a I’existence
d’une «solution » o(XV") € K[[XY"]] de f, c’est-a-dire un élément ¢ tel que
(X, p(X¥Y") =0 e K[[XY"]] (c’est un simple jeu de notations).

Puisqu’on ne sait pas a priori pour quel n on aura une solution ¢ € K[[XY"]], on
est amené a rassembler en un seul objet toutes ces extensions de K [[X]].

Pour cela, on décide d’introduire les relations suivantes entre les symboles X/ :

1LXV1=X
2. (Xl/rn)r — Xl/n

Pour plus de commaodité, on notera (XY/")" = X™/* , Les reégles de calcul sur ces
objets deviennent les régles usuelles de calcul sur les exposants fractionnaires.

La relation (2) fait de K[[X¥"]] un sous-anneau de K[[XY]]. En particulier, si
a € K[[XY"]]et B € K[[X¥]], leur produit est défini dans I’anneau K [[X*™]]. La

réunion K[[X]]* = |J KI[[X""]] estdonc munie de fagon naturelle d’une structure
neN-0
d’anneau : c’est I’anneau des séries fractionnaires formelles a une indéterminée a
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coefficients dans K ; cet anneau contient en particulier le sous-anneau K [[X!]] =

K[[X]].
Remarquons qu’un élément « € K[[X]]* s’écrit

o = alxm/tn + aZX/)z/qz + ...

avec as, das, ..., # 0 € K,0< pi/q1 < p2/g. < ... avec la condition essen-
tielle que I’ensemble des p;/q; admette un dénominateur commun » (i.e. 3n € N,
a € K[[XY"]]). Le rationnel py/q, >0 s’appelle I’ordre de « et sera noté w(w);
on notera toujours «(0) le coefficient du terme indépendant de X.

Tout cela a pour but de formaliser des calculs sur f(X, Y) dans lesquels on se
permettra un nombre fini de changements de variables de la forme X7 = X.

Considérons alors un élément f € K[[X, Y]]. On écrit f(X,Y) = X“g(X,Y)
avec g(0,Y) # 0 € K[[Y]] (on aurait d’ailleurs pu supposer f (0, Y) # 0 aprés un
éventuel changement de variables). On se ramene donc a I’étude des solutions de f
telle que f(0,0) =0, f(0,Y) # 0.

Théoreme de Puiseux — (forme préliminaire) — Soit K un corps algébriquement
clos de caracteéristique 0. Soit f € K[[X, Y]] une série telle que f(0,0) = O,
f@0,Y) #£0. Il existe ¢ € K[[X]]*, ¢(0) =0, telle que f(X, ¢) =0 € K[[X]]".

Démonstration par la méthode du polygone de Newton. Remarquons tout d’abord
que, si w(f(0, Y)) = m , le théoréme de Weierstrass nous permet de supposer que f
est un polynéme distingué de degré m ; nous n’utiliserons pas ce fait pour le moment,
mais il deviendra crucial lors de la démonstration de la convergence de la solution
obtenue.

La démonstration du théoréme de Puiseux que nous allons donner se fait par
récurrence sur I’ordre m = w (£ (0, Y)). Elle remonte a Newton (oui, c’est le méme!).

Sim =1, c’est le théoréme des fonctions implicites.

Soitdonc f(X,Y) =) a;X'Y/, avec

o(f(0,Y)) = m (en particulier ap, # 0).
Une éventuelle solution peut toujours s’écrire
w(xl/n) — XM(IO + ¢1(xl/n))’

avec 7o # 0, u € (N —0), et ¢;(0) = 0.

De f(X, (X)) = 0 on déduit en particulier que les termes de plus bas degré
(fractionnaire) en X de f(X, (X¥/")) s’évanouissent; ces termes coincident avec
les termes de plus bas degré de f(X, t,X") = 3 a1 X'+,

Posons v = inf{i + wj, a; # 0} (en particulier v < pum),

Jo=inf{j, 3i, aij #0,i +puj =v}(en particulier Jo<m),
g = Z a;t’~* (en particulier g(0) # 0).

i+pj=v
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Oona f(X, tX") = X"(tLg(to) + X°h(X, 1)), 0l & > 0.

Une condition nécessaire d’existence de ¢ est donc I’existence de #, # 0 tel que
g(f%) = 0. Cela implique que le polyndme g(¢) ait au moins deux termes, et c’est la
que s’introduit le polygone de Newton :

Dans le plan rapporté a 2 axes de coordonnées, on considere I’ensemble A(f)
des points (i, j) tels que a;; # 0. L’enveloppe convexe inférieure de A(f) est un
polygone convexe, appelé polygone de Newton de f.

La figure ci-dessous rend cette notion plus claire qu’un long discours (nos hypo-
théses assurent que (0, m) € A(f)):

A

\
1 2 3 4 5 6

« Polygone de Newton » de £(X,Y) = ¥Y° + X¥3 + x2¥2 4+ X3y + x4y + Xx8.

Une condition nécessaire d’existence de ¢ est donc que I’un quelconque des cotés
du polygone de Newton de f soit porté par la droite d’équation i + uj = v. Les seuls
1 possibles sont donc donnés par —1/ = pente d’un des cbtés du polygone.

Nous pouvons maintenant commencer le raisonnement par récurrence : on
cherche ¢ = X" (t, + ¢,) oU w a été choisi comme ci-dessus, et ou 7, est une racine
# 0 de g(r) (une telle racine existe si degré g(z) > 1 car K est supposé algébrique-
ment clos et g(¢) ne peut étre de degré 0 car deux termes de g(¢) ne peuvent étre de
méme degré).

Ecrivons . sous forme d’une fraction irréductible p/q et faisons un changement
de variables défini par

X = XY,
Y = X"(to+ Y1) = X7 (to + Y1).
Soit
XL Y) =X f(X,Y) = X" f(X], X{(to + Y1)
= (fo + Y1) g(to + Y1) + X{"h(X{, 1o + Y1).

On voit immédiatement que f1(X,, Y1) € K[[Xi, Y1]]. De plus, f1(0,0) = 0
(& cause du choix de 7,) et

O Y) = o+ YDPgt+ Y1) = Y a;lte+ Y1)

i+pj=v
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Mais v = i + uj < um (puisque ay, # 0), donc j <m, ce qui montre que
w(f1(0, Y1) <m.
lercas: w(fi(0, Y1)) < m. L hypothese de récurrence assure I’existence d’un entier
g1 € N—0Oetde ¢, (X)) € K[[X,/"]]telle que f1(X1, ¢1(X1/™)) = 0. On en déduit
FXL, XD (1o + @1(X1'™))) = Oetdonc f(X, p(XY*m)) = 0 € K[[X"/*]], ol

go(Xl/‘m) — XPl (to + gol(Xl/qql)).

2éme cas : w(f1(0, Y;)) = m. Ce cas ne peut se produire que si g(¢) = a.(t — t)".
Mais g(r) = > a;t/~ etonremarque quei 4 pj = io+ jo, donc u = ﬁ = 5
i+pj=v

ce qui montre que j, — j = 0 (mod. ¢) puisque la fraction p/q est irréductible. 11
existe donc un polyndme y (T) € K[[T]] tel que g(r) = y (¢9).

Puisque g(r) = a.(t — ;)™ et que K est de caractéristique 0, on en déduit que
g(t) comporte un terme non nul en ¢, et donc que ¢ = 1; dans ce cas, u est donc un
entier. On peut d’ailleurs tracer le polygone de Newton : il comporte un seul segment

sur lequel se trouvent m + 1 points de A(f).

T~

exemple avec
™~ m=3,p=2

Deux cas peuvent alors se produire :

ou bien au bout d’un nombre fini d’étapes on arrive a f;(X;, Y;) qui Vvérifie
o(f;(0,Y;)) < m eton conclut par I’hypothése de récurrence ,

ou bien on ne rencontre que des w entiers et on obtient alors une solution ¢ (X) de
f(X,Y) quiappartienta K[[X]]; en effet f(X, 1,X") = X" f1(X, 0), v entier > 0,
et si I’on continue avec w, également entier, on obtient

[i(X, 1 X"M) = X" f,(X, 0), vy entier > 0, donc
X, X" + 0 X"1) = X' fi(X, nX") = X" f,(X, 0)

et par récurrence f (X, to X" + - - 4 f X PRI @ gVttt

Exercice — En déduire que f(X, X" + n, X" 4 ...) € (.7 = {0} (utiliser
i>0

Taylor).

En pratique, puisque I’ordre w ( f; (0, Y;)) ne peut que diminuer, on ne rencontre plus

au bout d’un nombre fini d’étapes que des u entiers !

Exemple - 1. Montrer que les solutions dans C[[X]]* de

f(X,Y)=Y*—-2X%Y? —4X°Y + X* — X" € C[[X, Y]] sont
@ = X2+ X" e C[[XM],
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@ = X¥? — X" e C[[XM*]],
@3 = =X +iX"* e C[[XY]1,
0s = —X¥? —iX"* e C[[XY*]].

2. Trouver de méme la forme des solutions de

f(X,Y)=Y*—2X3Y? —4X°Y + X* e C[[X, Y]].

8.2 Formulation du théoréme de Puiseux comme
un théoréme de cléture algébrique

Onavu dans le chapitre 1 que si K estintegre, a fortiori si K est un corps, I’anneau
K [[X]]estintégre. Onnote K ((X)) son corps des fractions. Un élémentde K ((X)) est
représenté par une fraction f(X)/g(X),ou f(X) € K[[X]] et g(X) #0 € K[[X]].
On peut donc trouver n € N tel que g(X) = X".u(X), u(X) unité, et donc :

FX0)/g(X) = fF(XDu " (X)/X" = h(X)/X", h(X) € K[[X]].

En définitive, K((X)) n’est autre que I’ensemble des « séries formelles de
Laurent »

a ,X"+a , X"+ tata X +aX +---(p < +oolll).

La situation n’est plus du tout la méme a plusieurs variables; regarder, par
exemple, 1/(X + Y) dans le corps des fractions K ((X, Y)) de K[[X, Y]].

Si I’ on revient a I’extension K[[ XY/"]] de K[[X]], on obtient en passant aux corps
des fractions une extension K ((X*")) du corps K ((X)). Comme précédemment, on
définit

KX = |J k@xm).
neN—-0

K ((X))* est un corps (ce n’est autre que le corps des fractions de K[[X]]*). Un
élément de K ((X))* s’écrit

o = alX“/‘“ + azxpz/qz + ...

avec aj, az, ..., # 0 € K, p1/q1 < p2/q. < ... € Q et toujours la condition
essentielle que I’ensemble des p; /¢; admette un dénominateur commun n (i.e. 3n €
N, a € K((XY"))). Le rationnel p,/q: (positif, négatif, ou nul) s’appellera toujours
I’ordre de « et sera encore noté w ().

On peut alors énoncer le théoréme de Puiseux sous la forme suivante (cf. Lefshetz,
Walker, Pham) :
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Théoreme 8.2.1 — Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique 0, le
corps K ((X))* est algébriquement clos.

Démonstration. On doit montrer que tout polynéme
N
P =Y oY € K((X))[Y]tel que oy # 0, N >1, aau moins une racine dans
i=0

K((X))".
On se ramene au probléme déja traité par une suite de changements de variables :
(i) En multipliant P par une puissance de X convenable, on peut supposer que
chaque «; est dans K[[X]]*.
(ii) Soit k un entier tel que Vi,0<i < N,a; € K[[XY*]]. Le changement de

N
variables X — X* nous raméne a un polynéme Q = > 8;Y;, avec B; € K[[X]] pour

i=0
touti, i.e. Q € K[[X]][Y].
(i) Le changement de variables Y — (1/8y) - Y et la multiplication par (8y)"*
du polynéme obtenu nous raménent a
N-1
R=Y"+) yY e K[XNY].
i=0
(iv) Enfin, sia € K vérifie R(0, a) = 0, le changement de variablesY — a +Y
nous fournit f(X,Y) € K[[X]][Y] vérifiant f(0,0) = 0et (0, Y) # 0 dont nous
avons démontré qu’il possede au moins une racine dans K [[X]]* (et donc a fortiori
dans K ((X))*).

Remarques 8.2.2 — 1. Rappelons encore une fois que, grace au théoréme de Weiers-

trass, ce théoreme équivaut au théoréme de Puiseux ; en effet, on peut toujours rame-

ner la considération d’un élément de K[[X, Y]] a celle d’un élément de K[[X]][Y].
2. Le théoréme précédent s’énonce encore de la fagon suivante :

N
Soit f(X,Y) =) a;¥' € K((X))'[Y]. ay #0,N>1,
i=0
il existe N éléments ¢, ..., oy € K((X))* (pas forcément distincts) uniquement
déterminés par f, tels que

N
fXY) =ay [[(¥ =
i=1
3.Sipour0<i <N —1,0naw(ay) <w(y), toutes les solutions ¢; sont dans
K[[X]]* (cas particulier : f est un polyndéme unitaire dans K[[X]]*[Y]).

On écrit en effet f = ayg, g polyndme unitaire dans K[[X]]*[Y]; seule I’étape
(iv) est éventuellement nécessaire pour se ramener a g(0, 0) = 0; g possede donc
une racine ¢ dans K[[X]]*; ondivise g par le polyndme unitaire Y — ¢ qui est dans
K[[X]1]*[Y] et on retombe sur un polynéme unitaire.

ATTENTION'! Les conditions f(0,0) = 0 et f(0,Y) # 0 assurent I’existence
d’une racine au moins dans K[[X]]*; I’exemple f = (1 + XY)(Y — X) montre
qu’elles n’ont aucune raison d’y étre toutes (ici o, = X, ¢, = —X71).
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8.3 Application a I’étude des éléments irréductibles
de K(OX)IY1, KIXNLY1, KIEX, Y11

Pour comprendre comment la connaissance d’une extension algébrique close L
d’un corps K permet d’étudier les problémes d’irréductibilité dans K[Y], revenons
a la situation classique K = R, L = C. On sait bien que les éléments irréductibles
de R[Y] sont ou bien les polyndmes de degré 1, ou bien les polyndmes de degré 2
ayant leurs deux racines dans C distinctes et échangées par la conjugaison z — Z.
L’origine de ce phénomeéne est dans les deux assertions qui suivent.

Assertion 1 — Le groupe des automorphismes (de corps) de C au-dessus de R est
isomorphe a Z /27, avec pour générateur la conjugaison z — Z.

Assertion 2 —Soita € C; pour que a € R il faut et il suffit que a soit laisseé fixe par
chaque automorphisme de C au-dessus de R (i.e. @ = a).

L’assertion 2 est bien connue : quant a 1, c’est un exercice facile.
Donnons quelques définitions :

Définition 8.3.1 —Si K estun corps, et si le corps L est une extension de K, le groupe
des automorphismes de L au-dessus de K s’appelle le groupe de Galois G(L/K) de
I’extension. Lorsque K est exactement I’ensemble des éléments de L laissés fixes par
tous les éléments de G(L/K), on dit que I’extension est Galoisienne! (cette définition
ne vaut en fait que pour les extensions finies, i.e. celles ou L est un espace vectoriel de
dimension finie sur K ; on peut montrer alors (Théoréme d’Artin) que cette dimension
coincide avec le nombre d’éléments de G(L/K)).

Theme d’étude : théorie des extensions algébriques de corps, théorie de Galois (cf.
Lang, ou bien Artin : « Galois theory »).

Lemme 8.3.2 — Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0.
L’extension K ((X)) C K((X¥4)) est Galoisienne et son groupe de Galois est
isomorphe au groupe des racines ¢®™ de I’unité dans K.

Démonstration. Soit ¢ un élément de G (K ((X**))/K ((X))) :

oo

¢(X1/‘[) — Za,‘Xi/q(in € Z, ai(, # 0)

i=i,

lun exemple d’extension non galoisienne est donné par L = @(fﬁ, i) D K = Q. En effet,
tout élément ¢ de G(L/K) vérifie p(¥/2) = 42 et ¢(i) = =+ i (calculer dans C1). On
adonc (G(L/K) = 7Z/27Z et I’ensemble des éléments de L laissés fixes par G(L/K) est
QY2 # Q.
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Ona(¢(X"))? = ¢((X"4)?) = ¢(X) = X,donca/ X = X, i, = leta! = 1.
Supposons que ¢ (XY9) = a; XY + Y a;X"1(j, =22, a;, # 0); il vient:
i 2o

X = (p(XY1))! = X + gai ‘a;, X"7+7/7 4 termes d’ordre supérieur,

d’ou I’ on déduit que a;, = 0, et donc que ¢ (X"7) = a; X", avec a{ = 1, ce qui
démontre I’assertion sur le groupe de Galois.
Soit maintenant « = > a; X'/7 € K((X%4)) invariant sous I’action de chaque
i>i
élément de G(K((Xl/‘f))/K((X))) . celasignifie que pour toute racine ¢®™ de I’unité
Z,ona
o= Za,—;'X”‘C donc Vi, V¢, a; =a; &',

iZio

Mais quel que soit i # 0 (mod. g¢), il existe une racine ¢*™ de I'unité ¢ telle
que ¢’ # 1. En effet, K étant algébriquement clos de caractéristique 0, le groupe des
racines ¢®™ de I’unité est un groupe cyclique (comme tout sous-groupe multiplicatif
fini d’un corps) d’ordre ¢ ; une racine primitive (i.e. un générateur de ce groupe)
vérifie ¢ # 1pouri = 1,...,qg — 1. On en déduit que a¢; = 0sii # 0 (mod. g),
donc o € K((X)). c.g.f.d.

Laremarque qui pour nous est fondamentale estque si K estun corps,si P € K[Y]
et si « est une racine de P dans une extension L de K, alors pour tout ¢ € G(L/K),
¢ (o) est encore racine de P. Eneffet, 0 = ¢ (P(x)) = P(¢()).

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser les éléments irréductibles de
K((X)IY]:

Proposition 8.3.3 — Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et soit
f e K{(X)[Y], f ¢ K((X)). Le polyndbme f est irréductible si et seulement si

1. Pour toute racine ¢ de f dans K ((X))*, le degré N de f est le plus petit entier
tel que ¢ € K((X¥V)).

2.Lesracines ¢, . .., gy Sonttoutes distinctes et se déduisent de I’une quelconque
d’entre elles par I"action du groupe de Galois G (K ((X*/"))/K ((X))).

Démonstration. Si N =1, il n’y arien a démontrer.

Supposons donc N > 2 et soit ¢ € K ((X))* une racine de f. Soit ¢ le plus petit
entier tel que ¢ € K((X¥9)); on a forcément g > 2 car si g = 1, f est divisible par
Y —p(X) € K(X)IY]

Lemme 834 -Si¢ € K, ¢ =1,¢ # 1, p(t XY € K((XV)) est une racine de
f distincte de ¢ (XV/7).

Démonstration du lemme. Le fait que ¢(¢X*7) soit une racine découle de la re-
marque ci-dessus.
Notons o(X¥4) = " a;X4. On a déja vu que ¢(X*7) = ¢(¢XY) implique
iZio

a; = ¢'a; pour tout i, et donc ¢ = 1 chaque fois que a; # 0.
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Soit d le p.g.c.d. de I’ensemble formé de g et de tous les i tels que a; # O.
Onad # g car sinon ¢ € K((X)) contrairement a I’hypothése ¢ >2. On a
également d # 1, sinon (théoréme de Bézout) il existerait iy, ..., i, avec a;, #
0,....,a;, #0etu, vy, ..., v € Ztelsque ug + vii; + - - - + vy = 1, etdonc ¢ =
(CH“ (). .. (¢*)* = 1 contrairement a I’hypothése. Mais alors ¢ = ¢'d, q' < q
et ¢ € K((X*)) contrairement & I’hypothése. Le lemme est ainsi démontré.

Considérons alors le produit

f=J1 @ =e@x)) e k(X )y,

{¢,¢9=1}

effectué sur toutes les racines ¢ de I’unité dans K (on pourrait encore I’écrire
q . L, .
[1(Y —@(¢"X*4)) ot ¢ estune racine primitive g*"¢ de I’unité dans K). Ce produit est
i=1

laissé fixe par tout élément de G (K ((X¥/4))/K ((X))), donc f € K ((X))[Y]comme
on I’a vu plus haut. Mais f divise f irréductible, donc il existe @ # 0 € K ((X)) tel
que f = « f, eten particulier ¢ = degré f = degré f = N.

Réciproquement, le raisonnement qui précéde montre que f est irréductible dans
K ((X))[Y], ce qui termine la démonstration de la proposition.

Remarque 8.3.5 — On obtient immédiatement a partir de la proposition un critére
d’irréductibilité dans K [[X]][Y ], puisque K ((X)) est le corps des fractions de K [[ X ]]
(voir chapitre ).

Dans le cas particulier ou f € K[[X]][Y] vérifie £(0,0) = 0, nous allons en
déduire une condition nécessaire d’irréductibilité dont I’importance géométrique est
fondamentale. Pour I’énoncer, nous aurons besoin d’une définition.

Définition 8.3.6 — Soit f € K[[X]][Y] (ou méme f € K[[X, Y]]).

Ecrivons f = f,+ f,s1+--- (p > 0), 00 f; est la partie de f homogéne de degré
i (en X et Y). La partie homogéne de plus bas degré f, s’appelle la forme initiale de
f et p s’appelle la multiplicité de f (sous-entendu en (0,0)), ou encore I’ordre de f
(cf. chapitre 6).

Proposition 8.3.7 — Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0, soit
f € K[[X]][Y], £(0,0) = 0.Si f estirréductible sa forme initiale est une puissance
d’une forme linéaire, c’est-a-dire f, = (aX + bY)” (la réciproque est bien entendu
fausse I'11).

Remarque préliminaire — On peut supposer que f dépend de Y (sinon f est le
produit de X par une unité).

Si f € K[[X]][Y] est irréductible, on a f (0, Y) # 0 (sinon f est divisible par
une puissance de X). Puisque f (0, 0) = 0, on déduit du théoréme de Weierstrass une
décomposition unique de f de laforme f = u.P,u unitéde K[[X, Y]], P polynéme
distingué dans K [[X]][Y].

Puisque P est unitaire, on peut diviser f par P dans K[[X]][Y]: f = Q.P + R,
0, R € K[[X]][Y], degré R < degré P.



8.3 Application a I’étude des éléments irréductibles 119

A cause de I’unicité dans le théoréeme de division dans K [[ X, Y]], on a forcément
R =0et Q =u; enparticulieru € K[[X]][Y].

Puisque f(0,0) = 0, on en déduit (irréductibilité) que « est une unité de
K[[X]][Y], c’est-a-dire une unité de K[[X]]).

En définitive, si f € K[[X]][Y]estirréductible etsi f(0,0) = 0, f estle produit
d’une unité de K[[X]] par un polynéme distingué. En particulier, I’ordre de f(0, Y)
est égal au degré de PenY :

Démonstration de la proposition. L’hypothése permet d’écrire

N
f=u) ¥ — @ xy),

k=1
avec p(X¥Y) e K[[XY¥]], ¢(0) = 0, ¢ racine racine primitive N** de I’unité
dans K, u(X) € K[[X]], u(0) # 0. Ceci découle par exemple de la remarque qui
précéde jointe a la caractérisation des éléments irréductibles de K[[X]][Y], mais il
est clair qu’on n’a pas besoin du théoréme de Weierstrass pour le voir : f irréductible
implique £(0, Y) # 0. Il existe donc une racine dans K [[X]]* et elles le sont toutes
(action du groupe de Galois).

Posons (X¥V) = a, X"V + a, X"V ... [ r > 0,a, #0.
Les termes de plus bas degré de f sont aussi ceux de

N
g=u@ [ —¢"a,x").
k=1
lercas: r < N, laforme initiale de f est + u(0)a" X",
2éme cas: r = N, laforme initiale de f est u(0)(Y — ayX)",
3émecas: r > N, laforme initiale de f est u(0)Y".

Dans tous les cas, on trouve bien une puissance d’une forme linéaire. On retrouve
bien, d’autre part, ce qu’on avait prédit plus haut a partir du théoreme de Weierstrass,
a savoir que si la forme initiale de f est (aX + bY)” avec b # 0, alors p = N.

Remarque — On trouvera dans la littérature une démonstration plus conceptuelle de
ce théoréme, basée sur le lemme de Hensel et la notion de séparation des branches
par éclatement.

Complément —1. Irréductibilité dans K [[X, Y]] : il suit de la remarque préliminaire
que f € K[[X, Y]] estirréductible si et seulementsi f est équivalente & un polyndme
distingué P irréductible (d’aprés le chapitre 6, I’irréductibilité de P dans K[[X, Y]]
équivaut a I’irréductibilité de P comme polyndme distingué dans K[[X]][Y]). En
particulier, si f n’est pas une unité et est irréductible dans K[[ X, Y]], laforme initiale
de f est une puissance d’une forme linéaire.

On verra plus loin qu’on peut remplacer partout séries formelles par séries conver-
gentes. Si K = C on aalors une interprétation géomeétrique de cette condition néces-
saire : Si un germe de courbe analytique complexe plane (i.e. défini par I’équation
f(X,Y)=0, f(0,00 =0, f e C{X,Y})estirréductible, il a une seule tangente
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(en (0,0)). Ceci s’applique en particulier a I’étude locale d’une courbe f(X,Y) =0
avec f € C[X, Y].

2. lrréductibilité dans K[X, Y] : comme on I’a vu dans I’introduction, si
f € K[X,Y] est irréductible dans K[X, Y], f peut trés bien devenir réductible
dans K[[X, Y]]. On verra cependant plus loin qu’on peut déja déceler localement les
facteurs multiples de f.

8.4 Décomposition d’un polyndme distingué P e K[[X]1[Y]
suivant les cotés de son polygone de Newton?

De la caractérisation des éléments irréductibles de K[[X]][Y], on déduit immé-
diatement le

Corollaire 8.4.1 —Si P est un polynéme distingué irréductible dans K[[X]][Y], son
polygone de Newton a un seul c6té (la réciproque est fausse!).

Démonstration. Sii + uj = v est 1’équation de la droite portant un des cotés du
polygone de Newton de P, onsait que P posséde uneracine ¢ d’ordre  dans K[[X]]*.
Mais si P est irréductible, toutes les racines ont méme ordre. c.q.f.d.

Lemme 8.4.2 — Soit P un polynéme distingué de degré N dans K[[X]][Y]; soient
@1, ..., oy lesracines de P dans K[[X]]*. Le polygone de Newton de P a un nombre
de cotés égal au nombre de valeurs distinctes prises par les ordres des ¢,. A chaque
ordre w, correspond un coté d’équation i + u,j = v, et de longueur (en projection
sur I’axe des j) égale au nombre de racines ayant cet ordre.

N
Démonstration. Ecrivons P = [[(Y — @), ¢:(0) = 0. En remplacant les entiers
k=1
par les rationnels on voit comment définir le polygone de Newton d’un élément
ko
f € K[[X]I'[Y], en particulier de f = [](Y — ¢p).
k=1

Cette remarque va nous permettre de raisonner par récurrence sur N (on aurait
aussi pu faire un changement de variables X — X¢ oU, pour tout i, ¢; € K[[XY]],
pour se ramener a des solutions dans K [[X]]). Nous supposerons les racines ¢; nu-
mérotées par ordres décroissants; d’aprées I’hypothese de récurrence (trivialement

k—1
vérifiée pour N = 1), le polynéme [](Y — ¢;) a un polygone de Newton décrit par le

i=1
lemme. Soit w le plus petit des ordres des ¢; pour 1 <i < k — 1 et soit u, < v 1’ordre
de ¢,. Les dessins ci-dessous valent mieux qu’un long discours :

2D’aprés un exposé de B. Teissier « Hensel et le polygone de Newton » dans le cours de
Lazard (Théorie du corps de classe local) I.H.P. 1968-1969.
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lercas: wu;, < u.

J
0, k) 4 (Mo .
1[ M1 polygone de Newton de .l'Il (Y - ¢;) (1 coté de plus que 7)

=

k-1
)/ 7 = polygone de Newton de IT (Y - ¢))

©, k-1)

i=1

La seule chose a vérifier est que les points M; existent bien (i.e. que les coefficients

k—1
correspondants ne s’annulent pas). Pour M, c’est clair car le produit [T(Y — ¢;)
i=1

ne peut pas contenir de terme en Y*2X*, a cause de la condition p, < w. Plus
k—1

généralement, pour voir que M; est présent, il suffit de remarquer que, si [T(Y — ¢;)
i=1

contient un terme en X“Y*, il n’en contient pas en X y>-1,

2emecas: u = iy

~.

k
polygone de Newton de T1 (Y - ¢)) (translaté de 7 par la trans-
i=1 lation horizontale de longueur w)

(0, /)

k-1
7 = polygone de Newton de .1'[1 (Y-9)
l:

©, k-1)

translaté de = par la translation verticale de

N / longueur 1.
M1
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Encore une fois, la seule chose a vérifier est que les points M; existent bien; il faut
faire un tout petit peu plus attention que dans le premier cas : on voit facilement que,
k-1
si [T(Y — ¢;) contient un terme en X“Y®,a # 0, et ne contient pas de terme en
i=1
X“Y", a' < a, alors il ne contient pas de terme en X<**y*~* dés que k — 1 — b est
supérieur ou égal au nombre ¢ de racines ¢, (1 <i <k — 1) d’ordre w. En effet, X¢Y?
doit provenir obligatoirement de Y2 - v, .. ., ... (OU Yy, ..., ¥, SONt les ¢; d’ordre
1) eton ne peut plus échanger un Y que contre un ¢; d’ordre strictement supérieur a .
Mais d’apres I’hypothese de récurrence, I’ordonnée de M, est exactementk — 1 — ¢,
ce qui montre que M; a pour coordonnées (a, b) avec b <k — 1 — ¢, c’est-a-dire
k—1—-b>t. c.q.f.d.
On déduit du lemme la

Proposition 8.4.3 — Soit P un polynéme distingué dans K[[X]][Y]; soient Cy, ...,
C, les cotés du polygone de Newton de P, d’équations respectives i + p,j = v (k =
1,...,n)etdelongueur A, (en projection sur I’axe des j) ; alorson peut décomposer
P en produit de polynémes distingués.

P = HAk, A, € K[[X][Y], avec
k=1
1. Degré A, = A;.
2. Toutes les racines de A, ont méme ordre 1.

Démonstration. On obtient les A; en regroupant les Y — ¢; correspondant a des
¢; d’ordre donné; on obtient ainsi des éléments d’un certain K[[XY“]][Y] inva-
riants sous I’action du groupe G(K((X”‘I))/K((X))), c’est-a-dire des éléments de
K[[X1[Y]. c.q.f.d.

Remarque 1 — Pour parvenir a une décomposition de P en facteurs irréductibles, il
faut bien entendu itérer le procédé.

Remarque 2 — On aurait pu traiter de méme le cas général des polyndmes dans
K ((X))(Y) en généralisant aux exposants négatifs le polygone de Newton. Ce n’est
pas difficile !

Remarque 3 — Apres cela, un bon théme d’étude consiste a aborder la théorie des
valuations et appliquer ce qui précéde a I’unicité du prolongement de la valuation
d’un corps complet pour une valuation discréte & une extension algébrique finie (cf.
I’exposé de B. Teissier déja cité).

Une application simple de la proposition précédente : le critere d’irréductibilité
d’Einsenstein pour K [[X]][Y].

Proposition 8.4.4 — Soit P € K[[X]][Y] un polyndme distingué.
P=Y"+ay . (X)Y" ' +.. +ay(X)

On suppose que ao(X) ¢ .#°; alors P est irréductible.
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Démonstration. Le polygone de Newton de P dessiné ci-
contre nous dit que toutes les racines de P ont méme ordre
1/N. Soit ¢ > N le plus petit entier tel qu’une des ra-
cines au moins soit dans K[[X¥?]]; d’apres la démonstra-
tion de la premiére proposition caractérisant I’irréductibilité
dans K ((X))[Y], on voit que V¢ racine g®™ de I’unité dans
K, @(¢XY) est une racine de P distincte de ¢(X¥4). On
adonc N <g < N,soitqg = N et le critere d irréductibilité
dans K ((X))[Y] (etdonc pour P dans K [[X]][Y]) s’applique.
c.g.f.d.

0. N)

(1,0

8.5 Détection locale des facteurs multiples
d’un élément de K[X, Y]

Un des corollaires de I’étude qui précede est que, si P est un polynéme distingué
(par exemple) dans K[[X]][Y], P admet un facteur multiple dans sa décomposition
en facteurs irréductibles si et seulement si P a une racine multiple dans K[[X]]* (en
fait dans K [[X]]").

Cela vient de ce qu’un polyndme irréductible dans K [[X]][Y] a toutes ses racines
distinctes, et qu’un tel polyndme est caractérisé (a la multiplication pres par une unité
de K[[X]]) par la donnée de I’'une quelconque de ses racines.

En fait, ceci n’est qu’un cas particulier d’une situation tres générale. Rappelons
d’abord le

Lemme 8.5.1 — Soit A un anneau factoriel, et g € A[Y] un éément irréductible qui
n’est pas dans A. Alors, pour tout f € A[Y], g% divise f si et seulement si g divise
f et g divise la dérivée f’ de f.

Démonstration. Si g divise f, f = gh,donc ' = g’h+gh'. Si g divise f’, g divise
g’h etdonc g divise h car degré g’ < degré g et g estirréductible; donc g2 divise f.
Réciproquement, si f = g%k, ona f' = 2gg’'k + g2k’, et donc g divise f'.
c.g.f.d.
La recherche des facteurs multiples de f est donc justiciable du théoreme suivant,
qui a été démontré lors du chapitre sur le résultant :

Théoréme - Soit B un anneau factoriel, A un sous-anneau, Si f, g € A[Y] ont un
facteur commun dans B[Y] qui n’est pas dans B, ils ont un facteur commun qui est
dans A[Y] et pas dans A.

En prenant B = K ((X))* et A = K[[X]], on obtient & nouveau la remarque dont
on est parti. En prenant B = K((X))* et A = K[X], on obtient le

Corollaire 8.5.2 -Si f[X, Y] € K[X, Y] n’apasde facteur indépendant de Y, alors
f aun facteur multiple dans K[X, Y] si et seulement si f a une racine multiple dans
K (X))
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Géométriquement, si on pense en termes de séries convergentes au lieu de séries
formelles, cela signifie que I’existence de facteurs multiples pour une courbe (globale)
définie par un polyndme f (X, Y) € K[X, Y] peut déja se voir par une étude locale
en I’un quelconque de ses points; en résume :

ge e ><
irréductible bien que réductible
globalement localement
>< bien que T

\_ réductible irréductible
globalement localement
(,’ parce que X ou parce que N~
posséde un facteur posséde localement (en un point
multiple global quelconque un facteur multiple).

8.6 Résolution des problémes de convergence

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme de Puiseux dans le cadre des
séries convergentes, autrement dit I’existence pour f € C{X, Y} (donc a fortiori pour
f < C[X, Y]) de paramétrages convergents.

Pour conserver le méme langage, on peut définir par analogie avec le cas formel
diverses extensions de I’anneau C{X} :

C{X} c C{x} c cixy = | J cx')

neN—-0

(anneaux de séries fractionnaires convergentes).

On pourrait de méme considérer le corps des fractions de C{X} (germes en 0 de
fonctions méromorphes) et les diverses extensions correspondantes afin de faire un
paralléle complet entre le cadre formel et le cadre convergent.

Nous nous contenterons de démontrer le théoréme de Puiseux convergent comme
conséquence du théoréme suivant :

Théoreme 8.6.1 — Soit f e C{X,Y} telle que f(0,0) = 0, et soit ¢ €
CI[X]]*, ¢(0) = 0, telle que f(X, ¢) =0 € C[[X]]*. Alors ¢ € C{X}".

Démonstration. Quitte a factoriser une puissance de X, on peut supposer que
f(0,Y) # 0. Le théoreme de Weierstrass convergent nous fournit alors une unité
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u(X,Y) € C{X,Y} et un polynéme distingué P e C{X}[Y] tels que f =
u - P; I'identité f(X, ¢) = 0 équivaut alors a P(X, ¢) = 0. Nous pouvons donc
supposer désormais que f est un polyndme distingué dans C{X}[Y].

L’idée directrice est de montrer, qu’apres un certain nombre de transformations,
¢ apparait comme solution d’un probléme de fonctions implicites (nous savons alors
montrer la convergence de la solution d’apreés le chapitre 7).

La premiére opération est donc de se ramener au cas oU ¢ est racine simple de
P dans C[[X]]*; pour cela, si ¢ est racine d’ordre «, il suffit de remplacer P par
sa dérivée (o — 1)*™ par rapport a Y (on obtient encore un polyndme distingué a un
facteur constant pres).

D’autre part, d’apreés les paragraphes qui précedent, il existe ¢ € N — 0, tel que
toutes les racines de P soient dans C[[X*4]]. On peut donc écrire

P =Y —oX )] — (X)), avec1+ > o =N = degP.
i=1 i=1

Pour plus de commodité, on notera ¢ le symbole X7 ; nous sommes ainsi ramenés
au probléme suivant :

Soit Q(t,Y) € C{T}[Y]. On suppose que, dans C[[7]][Y], O se décompose en
facteurs du premier degré, i.e.

0 =[] —@@)*, Vi, @) eCIl.
i=0

On suppose de plus que «y = 1. Le probléme est de montrer que ¢,(¢) € C{t}.

Résolution du probléme : on commence par montrer que ¢y(r) € C{¢} lorsque
I’hypothese (H) suivante est vérifée.

Notations : Pourtouti =0, ..., r, on notera

gﬁi(f) = Zai.,’tj, Ajoy; 75 0;

jZwi
en particulier, w(¢; (1)) = w;.
Hypothése H: Vi =1,...,7, @,t” # dout™.
Posons ¢y(r) = 1Yy (r), Y = t(Z + v(0)), et soit
R(t,Z) = Q(t,t°(Z + ¥0(0))) € C{t}[Z].

On a, dans C[[z]]1[Z], I’identité

R(t, Z) = 1”(Z + %o(0) — ¥ (1)) H[t”"(z + ¥0(0)) — @i (D]

i=1
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Soit £ I’ordre en ¢ de ﬁ[t“"’(Z + ¥0(0)) — ¢;(1)]% ; cela signifie qu’on écrit ce
i=1
produit sous la forme t‘g(z, Z), avec g(0, Z) # 0. Soit enfin

S(t,Z) =t" " R(1, Z) = (Z + ¥o(0) — Yo(1))g(t, Z).
(Ceci est toujours une décomposition dans C[[¢]][Z] d’un élément de C{¢}[Z].)
Affirmation : 2(0,0) # 0.

Preuve. On calcule dans C[[#]][Z] :
8S(tZ =g, 2)+(Z 0) t)ath) donc
37\ ) =g(t, Z) + (Z + Yro( —Wo()ﬁ(, ,
a5
B_Z(O’ 0) = g(0, 0).

Pour voir que g(0,0) # O, il suffit de regarder la contribution a g(z, Z) d’un
terme Y — ¢;(¢) du produit [T(Y — ¢, (£))* :

i=1

Si w; < wy, cette contribution est r0~1(Z + ¥,,(0)) — = ¢;(¢) ; la contribution de
ce terme & g(0, 0) est donc —a,,, # 0.

Siw; = wy, elle est Z + ¥ (0) — t~“ig;(¢) ; la contribution de ce terme a g(0, 0) est
donc ¥, (0) — ai, = dow, — @i, # 0 (& cause de I’hypothése (H), c’est le seul cas ou
elle intervient).

Siw; > wy, elle est Z + ,(0) — 170, (¢) ; la contribution de ce terme a g(0, 0) est
donc v,(0) = ag., # 0. c.g.f.d.

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe une unique série conver-
gente 6(r) € C{r} telle que 6(0) = 0 et S(z,6(¢)) = 0, c’est-a-dire R(z, 6(t)) = 0,
et donc Q(z, 1 (0(r) + ¥,(0))) = 0.

Puisque 1 (6(r) 4+ ¥0(0)) = ag.,t“° + termes d’ordre supérieur, on a forcément
(dans C[[¢]1]) 10 (6(t) + ¥ (0)) = o(t) (c’est encore I’hypothése (H), puisque g, ()
est la seule racine de Q dans C[[r]] commencant par ao,,!*); on en déduit que
wo(t) € C{r}. c.g.f.d.

Il reste & faire un dernier changement de variables pour se ramener a une situation
ou I’hypothése (H) est vérifiée :

On écrit @o(t) = Y. agit! + Y aqt’ de telle maniére qu’aucun des
wp<j<wy j>w(,)

@; () (1 <i <r) ne coincide avec ¢y (¢) jusqu’a I’ordre w; inclus (si I’hypothése (H)
est vérifiée, on peut prendre wy = wp); un tel w, existe car ¢,(r) est supposée
différente de ¢, (r) pour 1 <i <r.Notons go(t) = > aot’ € C[t].

wg < j<w6
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Silonpose ¥ = Go(t) + ¥ et Q(1,¥) = Q(t, G (t) + ¥), on voit que I’on a
Q(t,Y) € C{r}[Y] et que, dans C[[¢]][Y], on a

r

0. 7) =[] + @) — ¢:())"

i=0

Il est alors clair que, pour Q(z, Y), I’hypothése (H) est vérifiée, et on conclut que
o () = @o(t) + une série convergente en ¢, donc ¢, (1) € C{z}. c.g.f.d.

8.6.2 — Explication de la méthode

La situation du théoréme des fonctions implicites est une situation ou il y a unicité
de la solution : autrement dit, une seule composante de la courbe passe par I’origine.
Il s’agit donc, par un changement de variables astucieux de séparer les composantes
de la courbe qui passent par I’origine.

Exemple - Q(#,Y) =Y —t —t> =288 +tH(Y —t — 1> — 3t° — 15).

y )
é Onpose Y =t +1?+Yet
A ; Y =15(Z +2),d’ou
0, Y) = =23 +HY =3 =1
etS(t,Z) = (Z+1t)(Z —1—17).

Remarques 8.6.3 — 1. Une fagon agréable de considérer le théoréme qu’on vient de
démontrer est la suivante : si B est un anneau, A un sous-anneau de B, un élément
de B est dit algébrique sur A s’il est racine d’un polyndme a coefficients dans A.
Sionprend A = C{X}, B = C[[X]], on voit que les seuls éléments de C[[X]]
algébriques sur C{X} sont les éléments de C{X}. En effet, si ¢ € C[[X]] est racine de
g € C{X}[Y], ¢ —¢(0) s’annule en O et est racine de (X, ¥) = g(X, ¢(0)+Y); on
peut donc appliquer le théoreme.

2. Endéfinitive, sion partde f (X, Y) € C{X, Y}, sionveutappliquer le théoréme
de Weierstrass et décomposer le polyndme distingué obtenu en produit de polynémes
distingués irréductibles, il suffit de faire des calculs formels, la convergence est au-
tomatique'!

ATTENTION'! Cela ne signifie pas que si le produit de deux séries formelles quel-
conques est convergent, chacune des séries est convergente !
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Exemple & 1 variable

o0

f=1-=) nX"¢C{X},

n=1

g= =14 (ivx> ¢ C(X),

k=1 n=1

fg=1¢eC{X}.

3. Le changement de variables (¢, Y) +— (t, Z = 1) qu’on a utilisé (& une trans-

t

lation preés) est trés important en géométrie algébrique : c’est I’éclatement de centre
(0,0):

" Tous les points (+ = 0, Z quelconque) s’envoient sur
(t = 0,Y = 0) (I’origine a été remplacée par I’axe
des 7).
"

N% De plus, si deux courbes passant par (0, 0) dans le plan
, (t, Y) ont des tangentes différentes, leurs transformées
passent par des points différents de I’axe des Z (sépa-

(0. 0) ration des branches).

Lorsque (H) est vérifiée, on sépare la branche correspondant a ¢, des autres en
faisant éclater w, fois I’origine.

Lorsque (H) n’est pas vérifiée, on pourrait remplacer le changement de variables
Y =@o(t) +7Y par une suite d’éclatements de centres bien choisis.

8.7 Interprétation topologique du théoréme de Puiseux dans le
cadre de la théorie des fonctions analytiques complexes

(\Voir, par exemple, Lefshetz, ou Pham.)

Soit f € C{X, Y} un élément irréductible tel que f(0,0) = 0; au point de vue
de I’étude du germe de courbe défini par f, on peut supposer dans la suite que f est
un polyndme distingué de degré N dans C{X}[Y].

Quitte a faire un changement d’axes de coordonnées, on peut supposer que la
forme initiale de f est de la forme YV (voir plus haut la caractérisation des éléments
irreductibles de C[[X]][Y]); cela signifie que I’unique tangente au germe de courbe
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en (0, 0) est I’axe des X (I’étude de I’équation des tangentes en (0, 0) a un germe
de courbe défini par f € C{X, Y} se fait en intersectant la courbe avec une droite
(complexe) arbitraire passant par (0, 0) et en regardant ce qui se passe quand la pente
de la droite varie; c’est un bon exercice!).

Le théoréme de Puiseux nous fournit alors un paramétrage

X =1V,

+00
Y =) a;t/ €Cft},avecr > N.
Jj=r

N +00
(Autrement dit, f = [] <Y — Za,;kfo/N> ol ¢ est une racine primitive N*™ de
k=1 j=r

I’unité dans C, par exemple ¢ = ¢%™/V))

Soit U unouvert de C? contenant (0, 0) assez petit pour qu’il existe un représentant
analytique f : U — C de la série convergente f. Soient D;, D, deux disques de
C centrés en 0, tels que D, x D, C U. L’existence du paramétrage ci-dessus dit
exactement qu’il existe un disque D C C centré en 0 tel que

1. L’image de D par I’application ¢ — ¥ est contenue dans D,

2. Il existe une fonction analytique n : D — D, C C, telle que

f@",n) =0,

3. Lirréductibilité de f a pour conséquence que I’image de D par I’application
t — (", n(r)) de D dans Dy x D, C U contienttous les couples (X, Y) suffisamment
proches de (0, 0) tels que f(X,Y) = 0.

image de D par ¢~ (fN,5(?))

(C2

flxy)=0
X

t—n(2)

Pour voir les choses en complexe, reprendre I’exemple Y2 — X8 traité dans I’in-
troduction (paramétrage évident X =2, Y = ¢%).

En résumé, le changement de variables ¥ = X nous a permis de rendre uniforme
la fonction (multiforme) Y (X) définie par f(X,Y) = 0. Si f n’est pas irréductible
et si chacun des facteurs irréductibles f; est rendu uniforme par le changement de
variables ¥ = X, il est clair que f est rendue uniforme par le changement de
variables t¥ = X, ou N est le plus petit commun multiple des N;.
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f(X,Y) =0

y e ‘) (Xl = 1Yl = 1).

=1 g
\/%’

Remarque importante 8.7.1 — Revenons au cas f irréductible et fixons un point x,
dans D, — {0}. Si x, est assez proche de 0, il existe 7, € D — {0} tel que 7}’ = xo, et
I’équation f (x,, y) = 0 a pour seules solutions

<\

X|=1

@\

y =0 Ny, k=1,...,N.

Nous allons montrer que, si x, # 0 est assez voisin de 0, ces N solutions sont
toutes distinctes !
Supposons en effet qu’il existe k; # k, avec

n(EZikln/Nto) — T)(EZikzn/Nto).

Puisque (1) = )_ a;t’, cela s’écrit encore
i>r

2 : 2imky j/N 4J __ § : 2imkyj/N 4 J
aje tO = aje tO’

ou, en posant 8, = e? /N,

i_ amningi |1 =k =k #0,
Zaﬁo _Za,e 65,
' |h] < N,
ou encore _
Z(l _ eZinh//N)ajgé — O
Montrons alors le lemme suivant

Lemme 8.7.2 — Soit O un ouvert de C,« : O — C une fonction analytique. Si «
n’est pas identiquement nulle, les zéros de « sont isolés (Donner un contre-exemple
pour une fonction R — R de classe C*).
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Démonstration. On peut, par translation des axes supposer que d’une part 0 € O,
d’autre part que «(0) = 0. On représente « par son développement en série entiére en
0, noté « € C{X}.Onawa = t" - u, OU u est une unité de C{X}. D’apres la continuité
de u, et puisque u(0) # 0,0n a u(ty) # 0 pour ¢, assez proche de 0, et donc a(fy) # 0
pour f, # 0 assez proche de 0. c.q.f.d.

On applique ce lemme avec « = Y (1 — €*™¥/¥)gq; X7 ; on en déduit que, si
a n’est pas identiquement nulle, et si 6, # 0 (donc #, # Q) est choisi assez petit,
a(0y) # 0. La seule possibilité est donc « identiqguement nulle, c’est-a-dire a; = 0
lorsque hj n’est pas un multiple de N.

Soit d le p.g.c.d. de N et de tous les j tels que a; # 0; sid = 1, on montre
avec Bézout que N divise i, ce qui est impossible car || < N, donc d > 1. Mais
alors N = dN' et f aurait des solutions dans C{X "'}, N’ < N, contrairement a son
caractere irréductible. c.g.f.d.

En fait, dans les démonstrations transcendantes du théoreme de Puiseux, c’est
cette propriété de racines distinctes qu’on commence par montrer (on en dira un mot
au chapitre suivant) ; elle prouve que, si D; est choisi assez petit, la projection sur le
plan des X de la courbe C d’équation f = 0 définit un revétement a N feuillets de
(C —{0}) N Dy x D, sur D; — (0) (voir Pham, Lefschetz, etc.).

8.7.3 — Les paires caractéristiques de Puiseux

Pour aller plus loin dans la description topologique de la courbe au voisinage de
(0, 0) (en fait pour avoir une description aussi compléte que dans le cas élémentaire
YY — X"), on prend une solution ¢(X*") de f irréductible de la forme

P(XYN) = Zanj/N(r > N) (choix des axes)

Jj=r

et on regroupe les termes par paquets de la maniére suivante (on ne perturbe pas
I’ordre des termes!) :

Soitr;/N; > 1 (fraction irréductible) le premier exposant fractionnaire apparais-
sant dans le développement de ¢ tel que tous les exposants des termes précédents
soient entiers. On groupe avec lui tous les termes suivants appartenant a C{X "} ; si
Ny # N, il n’existe qu’un nombre fini de termes dans ce paquet; on note r,/N; N,
I’exposant qui apparait ensuite avec (r,, N,) = 1 et on groupe ensemble tous les
termes suivants qui sont dans C{X¥"1*2} "etc. (cf. Pham).

On arrive & une écriture de la forme

PXYN) = agnX"™ + an X" 4 ...+ ag, X
F XM oay XN gy X0/
+ A XN g, X AD/NN Ly azpzx(r2+p2>/1v1wz
e
+ agoX'#/MNe-Ne (il est clair que NyN; ... N, = N).
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Le dernier paquet a en général une infinité de termes. Les couples (N, r;)
(i=1,...,g)sontappelés les paires caractéristiques de Puiseux de la courbe.

Le théoreme fondamental (cf. Pham) est que la donnée des paires caractéristiques
détermine complétement la topologie de la courbe au voisinage de (0, 0) (céne sur un
noeud torique itéré décrit par les paires (N, r;)).

Exemples 8.7.4 — 1. f = Y2 — X3, Il y a une seule paire (2, 3). Dans ce cas, on a
vu élémentairement que la topologie locale est completement déterminée par la paire
2, 3).
2. f =Y*—2X%Y?2—4X°Y + X®— X". Onavu que f estirréductible et qu’une
des solutions est
(p(X1/4) — x3%° + X7

Il'y aici 2 paires caractéristiques (2, 3) et (2, 7) (c’est I’exemple le plus simple
avec 2 paires caractéristiques).
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Théorie locale des intersections de courbes

9.1 Branches = places (ou on fait le point sur ce qui a précédé)

Dans tout ce qui suit, K sera un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Si
K = C, tout ce qu’on va dire se transporte mutatis mutandis aux séries convergentes.

Soit f € K[[X, Y]], f(0,0) = 0.0On appellera «courbe plane (formelle) » définie
par f laclasse d’équivalence de f modulo la relation d’équivalence f ~ g s’il existe
une unité u € K[[X, Y]] telle que g = u - f (comparer a la définition d’une courbe
algébrique plane : c’est I’idéal engendré par f qui nous intéresse).

La considération de changements de coordonnées formels conduit a considérer la
courbe « & un automorphisme pres » définie par f comme la classe d’équivalence de
J modulo la relation d’équivalence suivante :

f ~ g s’il existe une unité u € K[[X, Y]] et un automorphisme ® de K[[X, Y]]
au-dessus de K tels que ¢ = u.®(f) : on remarque que chaque courbe est, a un
automorphisme pres, représentée par un polyndme distingué P € K[[X]][Y].

Toute propriété de f qui ne dépend que de la courbe & un automorphisme prés
définie par f seradite «géométrique » ; par exemple, I’irréductibilité est une propriété
géomeétrique, ainsi que le nombre de facteurs irréductibles dans une décomposition
de f.

La courbe définie par la forme initiale f, de f est appelée « I’ensemble des
tangentes » en (0, 0) a la courbe définie par f. On voit facilementque sig = u- ®(f),
la forme initiale de g est le produit par u(0) de I’'image de la forme initiale de f par
I’automorphisme linéaire tangent a ®. En particulier, I’ordre de f est une notion
géométrique (c’est le nombre de tangentes comptées avec leur multiplicité) : on
I’appelle multiplicité de la courbe formelle définie par f.

Si une décomposition de f en facteurs irréductibles s’écrit

F=u- % f
on dira que la courbe définie par f a g branches distinctes (les courbes définies par
f1, ..., fg) eton affectera a la branche définie par f; la multiplicité ;.

Le théoréme de préparation de Weierstrass permet de définir chaque branche d’une
courbe par un polyndme distingué irréductible (& automorphisme prés).
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Le théoréme de Puiseux nous fournit des paramétrages de chaque branche : ceci
nous a permis de montrer qu’a chaque branche correspond une seule tangente en (0, 0)
et de comprendre completement la topologie locale en (0, 0) de chaque branche dans
la cas convergent.

Nous allons préciser maintenant la nature de I’ensemble de tous les paramétrages
de f. Pour cela, il nous faut quelques définitions.

Définition 9.1.1 — Deux paramétrages de f sont dits équivalents s’ils se déduisent
I’un de I’autre par I’action d’un automorphisme de K[[7]] au-dessus de K.

Autrement dit, [e(T), B(T)] ~ [a(T), B(T)) ’il existe une unité u(T) € K[[T]]
telle que @(7) = (T - u(T)) et B(T) = B(T - u(T)).

Remarque 9.1.2 — Le lemme 8.1.2 dit exactement qu’un paramétrage [a(T), B(T)]
pour lequel @(T') est d’ordre n # +oo est équivalent & un paramétrage de la forme

[a(T) =T", B(T)].

Lemme 9.1.3 — Les paramétrages [T, B1(T)] et [T"2, B2(T)] de f sont équiva-
lents si et seulement siny = np = n, et Bo(T) = 1(¢T),0u¢ € K, " = 1.

La démonstration est évidente.

Definition 9.1.4 — Un paramétrage [«(T), B(T)] de f est dit reductible s’il existe
un entier > 2 et deux paramétrages [&(T), B(T)], [a(T), b(T)] de f tels que

1. [a(T), B(T)] et [a(T), B(T)] soient équivalents,
2. a(T) =a(T"), B(T) = b(T").
Un paramétrage est dit irréductible s’il n’est pas réductible.

Remarque 9.1.5 — La définition a été faite pour que la notion d’irréductibilité soit
invariante par équivalence.

Lemme 9.1.6 — Le paramétrage [a(T) = T", B(T) = Zaij'] est réductible si et
seulement si I’ensemble formé de » et des j tels que a; # 0 a un facteur commun
non trivial.

Démonstration. (Walker p. 95). La condition suffisante étant évidente, supposons
gqu’ilexiste y (T) € K[[T]]d’ordre 1 telleque x(y (T)), B(y(T)) € K[[T"1],r > 1.

Affirmation 1 —Sil’onpose y(T) =T -u(T),onau(T) € K[[T"]]; en effet, si
ce n’est pas le cas, on peut écrire

u(T) =ug+urT" + 4+ up T +¢T5 4+,
avec ug #0,c #0Oets # 0 (mod. r).

Alors  a(y(T)) = T"(ug + urT" + - - -+ up T")"
+neT " (o 4+ ur T + - +up T 4.0
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Puisque a(Y(T)) € K[[T"]]onan = 0 (mod. r); donc (ncugflT"“, termes
d’ordre supérieur) € K[[T"]], ce qui entraine n + s = 0 (mod. r), en contradiction
avec I’hypotheése.

Ecrivons alors B(T) = a1T™ + apT™ + - - - + ay T + ag 1 T+ + -, avec
0 <ny <ny...,a; # 0etsupposons que ny1 Soit le premier des n; qui ne soit pas
divisible par r.

By (T) = arT" (u(T))™ + -+ + axT™ (u(T)™ +a1 T (u(T)™ + -
eKI[T"]]

Puisque B(y(T)) € K[[T"]], il vient
a1 T ug ™t + termes d’ordre supérieur € K[[7]]

et donc nx+1 = 0 (mod. r), ce qui est une contradiction. On en déduit que r divise
tous les n;, ce qui montre la condition nécessaire.

Remarque 9.1.7 — Soit ® I’automorphisme de K [[X, Y]] au-dessus de K défini par
o LX) =a(X,Y), @ L(Y) = b(X, Y) et soit [a(T), B(T)] un paramétrage de f.
Alors [a(a(T), B(T)), b(a(T), B(T))] est un paramétrage de @ (). Si on part d’un
paramétrage irréductible (resp. de deux paramétrages équivalents) de f, on obtient
un paramétrage irréductible (resp. deux paramétrages équivalents) de ®( f).

Définition 9.1.8 — On appelle place de f (de centre (0,0)) une classe d’équivalence
de paramétrages irréductibles de f.

D’aprés la remarque qui précéde, et puisque les paramétrages de f etde u - f
sont les mémes si u est une unité, les places de f et g se correspondent naturellement
si f et g sont équivalentes et on peut parler des places de la courbe & automorphisme
prés définie par f.

Dans le cadre des séries convergentes, on peut penser a ® comme a un germe en
(0,0) d’automorphisme analytique A de C2; les places se transforment alors comme
les coordonnées des points de C2.

. 0) (o, B) -(C2, 0) A (2 0) gA(X, Y)=(a (X, Y), b (X, Y))

f=g.4=27g)
N e
C

Du théoréme de Puiseux et de ses conséquences, on déduit alors le

Théoréeme 9.1.9 - Soit f € K[[X, Y]], f(0,0) = 0. Il y a correspondance biuni-
voque entre les branches et les places de la courbe C définie par f (& automorphisme
pres).
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Démonstration. Représentons C par un polynéme distingué P € K[[X][Y]].
Une décomposition de P en facteurs irréductibles s’écrit

o o,
P=rPr"... P,
oupouri =1,...,q, P; estun polyndbme distingué de degré N;.

On sait qu’alors toutes les racines de P; sont dans K[[XY/"i]] (et pas dans
(KI[XY ™1 pour r < N;); de plus, si ¢; (X¥/Ni) est I’une de ces racines, on a

N;
P = [ (¥ = i(¢f X"'N0)), & racine primitive Nf™ de Iunité dans K .
k=1

La donnée de ¢; détermine complétement la branche correspondanta P; ; d’autre
part, ladonnée de ¢; équivauta celle du paramétrage [o(T) = TN, B(T) = ¢;(T)] de
P ; ce paramétrage est irréductible (sinon 3N/, ¢; € K[[X*Yi]], N/ < N;); enfin,
les seuls paramétrages du type [T", 8(T)] définissant la méme place que le précédent
sont de la forme [TV, ¢; (¢FT)), k= 1,..., N;.

Réciproguement, puisque P(0,Y) # 0, chaque place de P est définie par un
paramétrage de la forme [T", B(T)] et correspond donc a une racine ¢; d’un des P;.

La correspondance annoncée dans le théoréme est ainsi établie via les racines de
P dans K[[X]]**. Il est alors naturel d’affecter a chaque place la multiplicité «; de
la branche correspondante, c’est-a-dire la multiplicité «; de I’une quelconque des N;
racines qui lui correspondent.

9.2 Intersection d’une branche et d’une droite passant
par I’origine

Soit f(X,Y) = Z¢;; X'Y/ € K[[X, Y]], (0, 0) = 0, une série formelle irréduc-
tible. La courbe formelle définie par f a une seule branche, donc une seule place.

Soitg(X,Y) = uX—AY € K[X, Y]uneforme linéaire non identiquement nulle.
La courbe définie par g a une seule branche en (0,0) (c’est une droite passant par I’ori-
gine) et I’unique place correspondante est représentée par le paramétrage irréductible
[y (T) =AT,8(T) = nT].

Supposons tout d’abord que f € C[X, Y]; les points d’intersection des courbes
Cy et C, définies respectivement par f et g sont les points (AT, uT) € C? qui
verifient f (AT, uT) = 0.

On vérifie immédiatement que

(Cr, Co)0To.uTy) = M1y (F),

ou F € C[T] est défini par F(T) = f (AT, uT).
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Sion revient au cas général f € K[[X, Y]], on doit se restreindre & Top = 0. Avec
la définition donnée a la fin du chapitre 6, on a encore

(Cr,Co)0,0) = mo(F) =ordrede f(AT, uT).

Le nombre d’intersection étant manifestement un invariant géométrique du couple
de courbes C ¢, C,, ON peut supposer que f est un polyndéme distingué ayant pour
tangente la droite d’équation Y, c’est-a-dire

f =Y" + termes dans.#ZV*+1,
On aalors

N si u#0,

Cs,C = i
(€. Celo.0 {rzordredef(X,O)S|M=0-

Remarquons a ce point qu’on aurait pu effectuer le calcul a I’envers : en effet, I’unique
place de f est représentée par un paramétrage irréductible de la forme

|:a(T) =TN B(T) = Z a./Tj]
jzr
et I'ordre de g(a(T), B(T)) = nTV — 1 Y. a;T/ est égal a N ou r suivant que
jzr
1 # 0ou u = 0. 0n comprendra ceci au paragraphe suivant.
Remarques 9.2.1 — (Justification de la définition de multiplicité d’intersection)
— Nous conservons les notations qui précédent.

1. Le théoréme de préparation de Weierstrass (ou . joue le rdle de X, et T le rdle
de Y) appliqué a =N f (AT, uT) permet d’écrire

r

N-1
> )/k(M)Tk> :

1N F(T, uT) = u(p, T) - (T*—N +
k=0

ol u(je, T) est une unité de K [[ie, T, v (w) € K[[11], yx(0) = 0.

Dans le cas convergent, cela signifie que » — N points d’intersection diffé-
rents de I’origine (a condition de les compter avec leur multiplicité) viennent se
confondre & I’origine lorsque « — 0 (i.e. lorsque g~1(0) tend vers la tangente &
la courbe définie par f). Dans I’exemple du cusp f = Y2 — X3, N = 2,r = 3,
r — N =1, on voit tout en réel. Regarder de méme ¥2 — X°.

2. Le théoréme de préparation de Weierstrass donne aussi les identités suivantes
que le lecteur interprétera sans peine géométriquement :

N-1
M FoT +v, uol) =u,T)- (TN+ ZS;@)T"),

k=0
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Y

(0,0)

g 0) 71(0)
(9=pX-Y)

ou u(v, T) est une unité de K[[v, T1], 8x(v) € K[[v]], x(0) =0;

r—1
(”) f()LOT +v,ul) =u(u,v,T)- (Tr + ng(ﬂ, V)Tk) s

k=0

oU u(w, v, T)estune unité de K[[u, v, T11, ex (i, v) € K[[i, v]], €x(0,0) = 0.

9.3 Intersection de deux courbes formelles

Dans ce qui suit, on considere deux courbes C ;s et C, définies respectivement par
/. g € KIIX, Y]], f(0,0) =g(0,0) =0.

Définition 9.3.1 — Soit P une place de f définie par le paramétrage irréductible
[a(T), B(T)]. L’ordre de g(«(T), B(T)) s’appelle I’ordre de g & la place P et il est
noté Op(g).

Remarque fondamentale 9.3.2 — Soit ® I’automorphisme de K[[X, Y]] au-dessus
de K défini par 1(X) = a(X,Y), 1Y) = b(X, Y) et soient u, u’ deux unités
de K[[X, Y]]. Si on remplace P par la place [a(«(T), B(T)), b(a(T), B(T))] =
[&(T), B(T)] de ud(f) etsi on remplace g par u’®(g), on a

ordre de g(a(T), B(T)) = ordre de u(&(T), B(T))®(g)(@(T), B(T)).

La notion d’ordre de g en P est donc une notion géométrique attachée au couple
des deux courbes C et C,. L’étude faite au paragraphe précédent, justifie la

Proposition 9.3.3 — La somme des ordres de f aux places de g est égale a la somme
des ordres de g aux places de f et est égale a la multiplicité d’intersection de C s et
C, en (0, 0). (Attention, on compte les places avec leur multiplicité).

Démonstration. Enremplacantaubesoin f, gparu®(f)etu’®(g), on peutsupposer
que f et g sont des polyndmes distingués [puisque K est un corps algébriquement
clos, K a une infinité d’éléments, et on peut choisir ® linéaire; la possibilité de
choisir le méme @ pour f et g est assurée par I’existence de (x, y) € K2 tel que
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fr(x,y) #0etg,(x,y) #0,0u f, (resp. g;) est la forme initiale de f (resp. de g).
On peut donc écrire

— o
m

M;
=11 T = eickxt™y |,
i=1 | k=1
n _Nj ﬁj
g=[] |1 —viixN)
j=1

| =1

avec ¢; racine primitive Miéme de I’unité dans K et ¢; racine primitive N;?me de I'unité
dans K.

Laracine ¢; (x1/Mi) correspond a la place de f définie par le paramétrage irréduc-
tible [TYi, ¢;(T)]; de méme, laracine ; (x1/Ni) correspond & la place de g définie
par le paramétrage irréductible [7V5, y;(T)]. Ona

m
> Op(g) =Y oy x ordre de g(T™, i (T))
p places de i=1
comptées avec
multiplicité.

= o x ordrede [ ] g(xX. ik x M)
i=1 k=1

M; a
ordre de g(X, @i (ckxMiy)

i=1 k=1

3

[&7]
m M,'

= ordre de ]_[ ]_[ (X, @i (gfxY/Miy)
i=1)| k=1

m M; n Nj

= ordre 1_[ 1_[ 1_[ 1_[ [(pi@ikxl//wi) _ wj(g_fxl/Nj):Idiﬁj

i=1k=1j=1¢=1

On arrive a une expression faisant jouer un réle symétrique a f et g, ce qui
montre que :

X Ore= D> 0o

p places de s o places de ¢
{comptées avec {comptées avec

multiplicité. multiplicité.
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m
Si on note o1, ...,0m les M = > a; M; racines distinctes ou confondues de
i=1
n
f dans K[[X]]* et de méme 71,...7y les N = }»° B;N; racines distinctes ou
j=1
confondues de g dans K[[X]]*, on voit que I’expression calculée n’est autre que

M N

(Cy-Co)0 =ordrede [ [ [[(ow — 75) = ordre de R,
a=1 =1

Remarques 9.3.4 - 1. Si les deux courbes ont une branche commune, leur multipli-
cité d’intersection est infinie.

2. On aurait pu se contenter de calculer la multiplicité d’intersection de deux
branches ; la multiplicité d’intersection de C s et C, est alors la somme de ces multi-
plicités pour tous les couples possibles de branches des 2 courbes, en faisant intervenir
chaque branche un nombre de fois égal a sa multiplicité.

3. Interprétation géométrique dans le cas convergent (comparer avec la remarque
5.2.5) : supposons pour simplifier que f et g aient une seule branche ; on coupe les
deux courbes par une parallele & Oy d’abscisse x tendant vers 0 et on fait le produit
de tous les segments ayant pour extrémités un point d’intersection avec f~1(0) et un
point d’intersection avec g~1(0) : la multiplicité d’intersection des deux branches
est I’ordre de cet infiniment petit par rapport & x.

g7Y(0)
>

(0,0)

>

71(0)

ATTENTION! Ne pas oublier qu’il s’agit de courbes complexes et qu’un dessin
réel peut ne pas montrer tous les points d’intersection !)

Y

X (0,0) X
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Exercice — Calculer (C s - Cy)(0.0) pour les courbes f = (X% +Y?)? — (X2 - Y?)
et g = (X2 + Y?)2 + (X2 — Y?). Faire un dessin dans R2.

4. Cas ou les deux courbes n’ont aucune tangente en commun : montrer que si deux
courbes formelles n’ont aucune tangente commune, leur multiplicité d’intersection
est le produit de leurs multiplicités (ordres), c’est-a-dire la multiplicité d’intersection
de leurs tangentes.

Exemple — vérifier ceci sur les couples de courbes f = Y2 — X3, g = X2 — Y3,
Montrer que la multiplicité d’intersection est en général supérieure au produit des
multiplicités des courbes.

Exemple — f = Y2 — X3, ¢ = Y2 — X5,

9.4 Lectures

1. Il est bon, a ce point, de lire le chapitre 7 de Fulton, en particulier la proposition
2 du § 5 qui globalise ce qui précéde, en montrant que si f et g sont des polyndmes,
la multiplicité d’intersection (C s - C,) p peut se décrire a I’aide d’une courbe gauche
non singuliére T' birationnellement eéquivalente a C; (modéle non singulier) : les
places de f en P correspondent alors aux points de I au-dessus de P.

2. Pour avoir une vue d’ensemble rapide sur pas mal d’aspects de la théorie des
courbes, lire I’article de Sh. Abhyankar : Historical Ramblings in Algebraic Geometry
and Related Algebra dans American Mathematical Monthly vol. 83 n°6, June, July
1976, p. 409-448.

C’est un petit chef-d’oeuvre.
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Un critere de rationalité pour les séries formelles a coefficients
dans un corps (d’apres Bourbaki)

o
Lemme 1 —Soit K uncorpset f = Y a,X" € K[[X]]. Une condition nécessaire

n=0
et suffisante pour que f soit rationnelle (i.e. f € @(K)) est qu’il existe un entier g,
des éléments Ao, ..., 1,1 € K etun entier d, tels que

Vn>d, loay, + Aanp+1+ -+ )»q—lan+q—l + an+qg = 0.
Démonstration. Cela revient a écrire

(MoX9 + 1 X9 4. 4 1) £(X) = polyndme de degré <d + ¢ — 1.

Definition On appelle déterminant d” Hankel de f I’expression

an A4l cvoeeeennn Ap+k
41 Ap42 v vv v ap+k+1
kA4
H, = dét
An+k Ap+k+1--- .- An+2k

Lemme 2 - S’il existe un couple d’entiers (d, ¢) tel que
Vn>d, HI ™' £0et HY =0,

alors f est rationnelle.
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Démonstration. De I’hypothese Hj_l # 0, on déduit que le systeme d’équations
linéaires

agXo+ agy1 X1+ -+ adrq-1Xg—1 = —aatq
ag11Xo+agi2X1+ -+ ag1gXg-1 = —Agig+1

(Za)

Ad+qg—1X0+ aarqg X1+ -+ agy2g—2Xg-1 = —Aa42¢-1
a une solution unique Ao, . .., A4—1. Cette solution est compatible avec I’équation

Ad+g X0+ Adrg+1X1 + - -+ ag12-1Xq-1 = —aa+24

a cause de I’hypothése H:{ = 0. Il est alors clair par récurrence que cette solution est
compatible avec I’équation

anXo + ap41 X1+ F Anig-1X4-1 = —aniqg
dés que n > d. On conclut par le lemme 1.
Lemme 3 (Hadamard) — Pour tout » et tout &, on a I’identité

k k—2 _ ryk—1 k—1 k—1\2
Hn : Hn+2 - Hn : Hn+2 - (Hn+1 :

Ce lemme est un corollaire du lemme du pivot que nous démontrons plus loin.
Auparavant, nous allons en tirer quelques conséquences.

Théoreme 1 — Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit rationnelle est
qu’il existe un couple d’entiers (ng, k) tel que Vn > no, H,f =0.

Démonstration. La condition est manifestement nécessaire ; pour voir qu’elle est
suffisante, on se raméne a la situation du lemme 2.
Si H* = 0 pour n > ng, on déduit du lemme 3 que

ou bien A"t = 0etalors Hf ™ = 0 pour n > no,
ou bien A%t £ 0, Hy ) = O etalors Hf~1 = 0 pour n > no + 1,

ou bien A%t £ 0, Hy 1 # O etalors H 3£ 0 pour n > no.

Par récurrence, on voit que :

Ou bien H? = 0 pour n > ng + k,

Ou bien il existe un couple (d, ¢) avec HY ~* £ 0 et HY = 0 pour n > d.

Dans le premier cas, f est un polyndme ; dans le deuxiéme cas, c’est une fraction
rationnelle d’apres le lemme 2. c.g.f.d.

Definition — On appelle déterminants de Kronecker les déterminants D, = Hy.

Théoreme 2 — Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit rationnelle est
qu’il existe un entier p tel que D,, = 0 pour n > p (ce qui revient a dire que la série

formelle > D, X" est un polynéme!).
n>0
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Démonstration. — Supposons tout d’abord que D,, = 0 pour n > p ; il vient, d’apres
le lemme 3 (remplacer n par O et k par n + 1)

Hy™ Byt = HY — (H})?, d’ouon déduit H) = 0 pourn > p

et par récurrence H]’? = 0 pour tout j dés que n >ng; f est donc rationnelle d’apres
le théoréme 1.

Réciproquement, supposons f rationnelle ; il existe alors d, g avec

O.ap +0.a1 +---+0.ag-1 + Ao.ag + - -+ + Ag—1aq+¢-1 + da1q =0,
0.a1 +0.a2 4 -+ +0.ag + Xo.agy1 + -+ + Ag—10d+¢ + ad+q+1 =0,

Onadonc D, =0pourn>d+gq. c.g.f.d.

Un exemple d’application —La sérieeX =14 X + ’5—.2 +- % +--- n’est pas
rationnelle.

On calcule H* = det (%)K <k -
! sk
(n+j+i) 01k

1 !
HY = A, avec A = det M .
n(n+D!...(n+k)! (n+j+i)Josisk
0<i<k
En retranchant la 2éme colonne de la 1ére, la 3¢me de la 2éme, etc ..., il vient
A= (—1fdet( SO — )R+ D). (n+k—1))B
nm+j+i+1)! 05551 R Y

1 1
avec B = det (—1v> o = det (ﬁ)m i<k-1’
m+j+i+1) 5N (n+2+j+i)! oSisi ]

c'est-a-dire B = H, ;. En définitive, Hf = (—1)* X5, H) 3. On en déduit par
récurrence que H,’; = 0 pour tout n et tout k. c.q.f.d.

Lemme du pivot (demonstration de B. Morin) — Soit M = (aj;);<;<, Une matrice
1<i<sn

a coefficients dans un anneau commutatif A. o

Soit A = detM e A. Soit § le déterminant de la matrice obtenue & partir de M

en supprimant les lignes et les colonnes d’indice > k. Soit &' le déterminant de la

matrice obtenue a partir de M en supprimant toutes les lignes d’indice > k sauf

celle d’indice j et toutes les colonnes d’indice > k sauf celle d’indice i (on suppose

k+1<i,j<n).Ona

—k—1 i
"KL A = det (8, 1c < -
T kHIi<n
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Démonstration. Notons
k n—k
e
M= A B |k
C D Jin—k

La matrice A" des cofacteurs des éléments de A vérifie AA’ = A’A = §. I, ou
8 = det Aet ou I; est la matrice identité a k lignes et k colonnes.

k n—=k
Soit N = A o \lk . il vient

—CA 8Lyt in —k

8Iy A'B .
NM = ,ou
O D

D' =—-CA'B+8D

OnaskdetD’ = detN M = detNdetM = detA’s"*detM ; onade plus detAdetA’ =
8k et donc

sktldetD’ = 8"detM, ou encore
§"FIA = detD’.

Enfin, il reste & voir que D' = (8"),.1<,<, ; il suffit d’écrire

k+1<i<n
Diy=— Y CjuAlsBsi +5Dj;
1<, B<k
et de développer A(’w pour s’apercevoir que D}i = 8; c.g.f.d.

Remarques — 1. La démonstration est bien naturelle si on remarque que pour les
matrices du type N ou N M, le théoréme est évident.

2. On a des énonceés équivalents lorsque § est le déterminant d’un mineur & x k qui
n’est plus « en haut a gauche » ; il suffit de faire un certain nombre de permutations
de lignes et de colonnes, d’ou I’apparition d’un signe.

Par exemple, la situation du lemme de Hadamard est schématisée sur le dessin
ci-dessous (il n’y a pas de signe ici car la situation est symétrique par rapport a la
diagonale) :
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3. Le lemme du pivot joue un role important dans I’étude de la géométrie de
« I’espace des matricesn x n» .



Liste d’exercices et problemes

1. Exercices généraux sur les anneaux (commutatifs)

11 -

Soit A un anneau integre, K son corps des fractions. Un élément x de K est dit
entier sur A si x est racine d’un polyndme unitaire

X"+ a1 X" Y+ +a, € A[X].

1. Montrer que si A est factoriel, les seuls éléments de K entiers sur A sont les
éléments de A (on dit que A est intégralement clos).

2. Lire dans Godement la définition d’un module sur un anneau et celle d’un
module de type fini (correspond dans le cas des corps a un e.v. de dimension finie).
Si x est un élément de K, on note A[x] le plus petit sous-anneau de K contenant A
et x. Montrer que x est entier sur A si et seulement si A[x] est un module de type fini
sur A (la structure de module est celle donnée par la multiplication dans K).

12 -

Soit A un anneau dans lequel pour tout x € A, il existe n € N, tel que x" = x.
Montrer que tout idéal premier est maximal. (utiliser les caractérisations .72 premier
< A/ intégre, et % maximal < A /.7 est un corps).

13 -

Soit A un anneau et X € A un élément nilpotent (i.e. 3n € N, x" = 0). Montrer
que 1 + x est une unité de A. En déduire que si u € A est une unité et x € A un
élément nilpotent, u + x est une unité.
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14 -

Soit A un anneau, .2, .91, %5 trois idéaux premiers de A. Montrer que, si . =
P1- Py (ensemble dessommesfinies Y a;-b;, 00a; € 71, b; € P3),0na.7 = P
i

ou ¥ = P,.

15 -

Montrer qu’un anneau A est un corps si et seulement si pour tout anneau B et tout
homomorphisme ® : A — B, ® est injectif.

2. Exercices sur les polynémes

21 -

Soit 7 unidéal de R[X1, ..., X,],et V(I) lavariété des zéros de 7 (i.e. I’ensemble
des (x1,...,x,) € R" telsque VP € I, P(x1,...,x,) = 0). Montrer qu’il existe
Py € I tel que V(I) soit exactement I’ensemble des (x1,...,x,) € R” tels que
Py(x1,...,x,)=0.

A-t-on la méme propriété si R est remplacé par C ?

22 -

1. Soit A un anneau, I un idéal de A. On note /[X] le sous-ensemble de A[X]
formé des polyndmes a coefficients dans 1.

Montrer que 7[X] est un idéal de A[X].

2. Si I estun idéal premier de A, I[X] est-il un idéal premier de A[X]?

3. Méme question en remplacant premier par maximal.

2.3 -

1. Ecrire I’équation (homogene) générale d’une courbe algébrique du 4™ degré
dans P,(C) ayant les points (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1) comme points singuliers.

2. En déduire 1’équation générale d’une courbe algébrique du 4°M¢ degré dans
P>(C) ayant les points (X1, Y1, Z1), (X2, Y2, Z2), (X3, Y3, Z3) (Supposés non ali-
gnés) comme points singuliers.

24 -

Soient A, B, C, D € P,(C) quatre points non trois a trois alignés, et soit § une
droite passant par A.

1. Montrer qu’il existe une conique passant par A, B, C, D et tangente en A & 8.

2. En déduire qu’une courbe algébrique irréductible du 4eme degré dans P, (C)
a au plus 3 points singuliers.

3. Donner un contre-exemple dans le cas réductible.
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3. Exercices sur les séries formelles et convergentes
3.1 -

Soit K un corps de caractéristique 0, n un entier # 0.

1LSoitu(X) =1+wurX +---+upX? +--- € K[[X]].

Montrer qu’il existe V(X) € K[[X]]telleque V" = u etcalculer V enfonction de
u. (On pourra prendre modeéle sur la démonstration de « u inversible < u(0) # 0»).

2. En déduire que, si de plus K est algébriquement clos, une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il existe V e K[[X]] telle que V" = u est que I’ordre de u soit
un multiple (éventuellement nul) de n.

3. Montrer le méme résultat en remplacant séries formelles par séries
convergentes.

4. Montrer que I’analogue de 2) est faux si K = R.

3.2 -

Soit f € Q[[X]]. On suppose gu’il existe g € R[[X]] telle que g(f (X)) = X =
f(g(X)). Montrer que g € Q[[X]].

3.3 — Formule de Taylor :

On rappelle que, si f = Y ai, i, X5 ... X3 € K[[X1, ..., X,]], on définit ses
dérivées partielles par % => ikail..iinxil ... X,'f‘l ... X", On vérifie facilement
la commutation ((;%() (%) f= (%) (%) f.

1. Montrer que, si f(X) € K[[X]]etsionnote f(X +Y) = ) g(X)Y',ona
i=0

igi(X) = (%) £X).
2. Montrer de méme que, si f(X1,..., X,) € K[[X1,..., X,]], etsi

FXT+YL L X+ Y) =) gy iy (X1, XY Y ona

8 i1 3 in
i g, (X1, X)) = (3_X1> ...<aX ) f(X1,..., X).
n

3. Soient f, ¢ € K[[X]], ¢(0) = 0. On pose F(X) = f(¢(X)). Montrer que
g—i(X) = (S’—f() (go(X))~§—§’Q(X) (remarquer que, d’apres la premiére question, g—i(X)
est le coefficient de Y dans F(X + Y)).
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4. Montrer de méme que, si f, ¢1, ..., ¢, € K[[X1, ..., X,]] avec

¢1(0,0,...,0) = = ¢,(0,0,...,0) = 0 etsi
F(Xls'-'aXI’l):f((pl(le"-7X11)7-~~1(pl’l(X11'-~aXn))10na
BF(X X

aXl- 1y ooy Ap

n
af d9;
ZZ 87 ((pl(le-"7Xn)a"'7(pn(Xla"~7Xl’l))'W(Xla'-'axn)'
j=1 J i

34 -

Soit K un corps et f € K[[X, Y]]. On note.# I’idéal maximal de K[[X, Y]] et
J(f) I'idéal engendré par les dérivées partielles g—)f( et g—)’i Rappelons que .7 72( f)
désigne 1’idéal formé des éléments ¢ € K[[X, Y]] qui s’écrivent d’une fagon au
moins comme somme finie de produits h1hoh3, avec hy € .#, ha, hy € 7 (f).

1. Montrer que I’idéal .7 72( f) est engendré par les éléments

9F\2 2 2 2
OV (NN 5 (2 3 (V5 () (25 g ()
X X Y aY X X aY aY
2. On se propose de montrer que ¥ f € .72, Vg € .7 72(f), il existe des éléments

w1, wy € .7 de la forme

wiX. V) =X+ Y X'V, wX.Y)=Y+ > piX'vi
itj>2 i+)>2
tels que
Swi(X, Y), wa(X, Y)) = f(X,Y) +g(X, ).

Autrement dit. il existe un automorphisme ® de K[[X, Y]] tangent a 1’identité tel
que ®(f) = f + g : aun automorphisme prés, la perturbation g n’a pas modifié
f 111, Pour cela on écrit

of of

a_x(X’ Y) + bi(X, Y)a_Y(X’ Y),avecai, b1 € 7 7(f).
(2a) Déduire de la formule de Taylor que

g(X,Y)=a1(X,Y)

FX+ar(X, V), Y +b1(X, Y)) — (X, Y) — g(X,Y) e 72 72(f).

(2b) Soienta, b € .7 7(f).Onnote F(X,Y) = f(X+a(X,Y), Y +b(X +7Y)).
Montrer que

8—F(X Y) E(X Y) e 7 7(f) et de méme
ox BN gy &N e sz

OF of »

W(X’ Y) — W(X’ Y) e 4 7(f).
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(On utilisera la fin de I’exercice précédent et on remarquera que I’hypothése 1 € .72
entraine 7(f) C . ; en particulier, si ¢ € .7.7(f), onase .7, et 3% €.

(2c) On suppose qu’il existe ai,...,as,b1,...,by € KI[[X, Y]] tels que
Vs >1,aq,bs € 7° 7(f), et

X +a(X,Y)+---+a(X,Y), Y +b1(X,Y) +--- + bs(X,Y))
— fX,Y) —g(X, Y) e TLA(f).
On note
F(Xa Y) = f(X +al(X5 Y) + tet + as(X5 Y)’ Y +b1(X7 Y) + st + bS(Xa Y))‘

En raisonnant comme en 2a), déduire de la question précédente qu’il existe «,
B .7t A(f) tels que

F(X+aX,Y),Y +B(X,Y) — f(X,Y) — g(X,Y) e /T2 72(f).

(2d) Déduire de ce qui précéde par récurrence I’existence de w1 et wy cherchés.

(2e) On suppose qu’il existe un entier k tel que_7( f) > .#*. Que peut-on déduire
sur f de ce qu’on vient de démontrer.

(2f) Donner un exemple de f pour laquelle #( f) ne contient aucune puissance
de.7.

(29) Appliquer ce qui précéde a la démonstration de I’existence d’un automor-
phisme de K [[X, Y]] qui transforme X2 4 Y3+ X2y3 +y> 42y 7 +3y° +4y1 4. ..
en X2 +v3.

35 -

Soit f = —Y3 4+ Y2+ 2XY + X2 € C[X, Y].

1. Trouver, par la méthode de Puiseux, le début du développement des racines de
f dans C((X))*.

f est-il irréductible dans C[[ X, Y]] ? Dans C[[X]][Y]?

2. Trouver les premiers termes de I'unité u € C[[ X, Y]] et du polynéme distingué
P e C[[X]][Y] donnés par la méthode de Weierstrass (f = u.P).

Comparer au résultat précédent.

3.6 -

Faire le calcul complet (c’est possible!) de toutes les racines dans C((X))* de
f=r*—2x%v% —axy + x® - x".

3.7 -
Faire le calcul de début du développement des racines dans C((X))* de
fi=Y*—2x3y2 — 4x°y + X5,
fo=v>4+2xv4— xv? —2x%y — x3 + x*.



154 Liste d’exercices et problémes
Peut-on dire dans chaque cas quel est le plus petit g pour lequel une solution est dans
C((x"4))?
38 -
Trouver les premiers termes du développement des racines dans C((X))* de

fi=Y"—3xy5+3x%y% — X%y + x4,
fo2=2v° — Xy3 +2x%y% — X3y +2x°.



Probleme 1

Un anneau A est dit artinien si toute suite décroissante d’idéaux est stationnaire (i.e.
LD D DIy Dlyy1 D+ = ko, Ik = Iy, poUr k = ko).

1
2.

3.

10.

Montrer que si 7 est un idéal de I’anneau artinien A, alors A/I est artinien.
Montrer qu’un anneau artinien integre est un corps (si x € A, regarder la suite
des idéaux I, = Ax").

Déduire de 1 et 2 que tout idéal premier d’un anneau artinien est maximal.
Montrer que A est artinien si et seulement si toute famille (/). & d’idéaux a
un élément minimal pour I’inclusion, i.e.

Jag € 4 Na € .4, (Iy C Lug) = (Ig = Ly).

En considérant la famille des idéaux de la forme .7, N---N.Z; (oules.#;,
sont des idéaux maximaux de A artinien) déduire de 4) qu’il existe des idéaux
maximaux.71, ... ,.Zy (k fini) de A tels que tout idéal maximal de A contienne

M1 NN M.

Soit A un anneau quelconque, Pi, ..., P desidéaux de A, P unidéal premier
de A tel que P D Py N ---N Px. Montrer qu’il existe kg, 1 < ko <k, tel que
P D Fy.

. Déduire de 5) et 6) qu’un anneau artinien ne posséde qu’un nombre fini d’idéaux

maximaux.

Soit A un anneau quelcongue ; montrer que si x est dans I’intersection de tous
les idéaux maximaux de A, alors 1 — x est inversible.

Soit A un anneau artinien et noethérien, .71, ..., .#} les idéaux maximaux

k
(voir 7) ; montrer qu’il existe un entier n tel que ([].#;)" = {0}. (penser au
i=1
k
raisonnement de 2 et utiliser 8 pour montrer que Vx € [[.#;,3p,x” =0,
i=1

puis utiliser un raisonnement classique).

Montrer que les idéaux./", ...,.7} sont deux a deux étrangers et deduire de

k
(9) que si A est artinien et noethérien, A — [ (A/.#7) est un isomorphisme.
i=1
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11. Montrer que pour tout i, 1 <i <k, A/ possede un unique idéal maximal.

12. Soit I, I’idéal engendré par les polyndmes y — x2 et y2 4+ A2xy — x2y — x3.
Pour quelles valeurs du paramétre A € C I'anneau A = C[X, Y]/I,, est-il
artinien

P.S. Tout ceci ne vous rappelle-t-il pas quelque chose?



Probleme 2

Formules de Plicker

Soit C une courbe algébrique projective réduite de degré d. Soit F € C[X1, X2, X3]
une équation de C et P = (a1, az, az) un point de P»(C). On appelle polaire de P
par rapport a C la courbe I'p(C) C P>(C) dont une équation est

3. 9F
¢p = Zaia—xl_~
i=1

1. Montrer que I’intersection de C et I'p(C) est formée d’une part des points
singuliers de C, d’autre part des points de contact des tangentes a C passant
par le point P.

2. Soit T : C® — €2 un changement de coordonnées projectives. Montrer que
(Cp(CNT =Tr1p)(CT).

3. Calculer (C,T'p(C))o dans les cas suivants:

(i) Q estun point régulier de C et (C, L)p = 2,00 L = P Q est la tangente
aCen Q (i.e. Q nest pas un point d’inflexion de C).
(i) Q estun point double ordinaire de C (i.e. mo(C) = 2 et C aen Q deux
tangentes distinctes) et P Q n’est pas tangente a C en Q.
(iii) Q est un point cusp (fronce) de C (i.e. mgo(C) = 2, C aen Q une seule
tangente L et (C, L)p = 3) et PQ n’est pas tangente & C en Q.

4. Montrer que si aucune composante irréductible de C n’est une droite passant
par P les courbes C et I" p (C) n’ont pas de composante en commun : on pourra
remarquer que si Q € C NI p(C) estun point régulier de C etsi (C, T'p(C))g
est infini, la droite P Q est une composante de la courbe C.

5. Montrer que I’intersection de C et de la courbe H(C) d’équation

3%F 9°F 92F
d;{% 3X123X2 38123X3
det | siopr B s | =0

92F 92F 92F
9X30X1 9X30X2  9x2
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est formée des points singuliers de C et des points d’inflexion de C.
Indication : la nullité de ce déterminant équivaut a la dégénerescence de la
conique associée a la matrice ; utiliser aussi I’homogénéité des % pour les
écrire en fonction des M"Z—aFXj

En déduire que, si P est choisi & I’extérieur d’un certain sous-ensemble
algébrique E(C) de P,(C),on a

(i) YQ e C singulier, P Q n’est pas tangente en Q a C,

(if) YQ e C régulier, P Q n’est pas une tangente d’inflexion de C.

On suppose maintenant que les seules singularités de C sont § points doubles
ordinaires et x cusps (voir la définition au 3) et que P ¢ E(C).

Montrer, en utilisant 3, que le nombre © de tangentes distinctes qu’on peut
mener de P a C est donné par la formule T = d(d — 1) — 25 — 3 (formule de
Plucker).



