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AVERTISSEMENT DU TRADUCTEUR

pour la premiére édition.

On a publié en France un assez grand nombre de recueils de
théorémes et de probitmes de géométrie : quelques-uns sont
accompagnés d*un résumé des solutions; mais on peut dire d’une
maniére générale que, dans aumcun deux on ne sest attaché
spécialement aux problémes de construction proprement dits
et 4 la méthode 4 suivre pour les résoudre.

Tout le monde sait pourtant quelles difficultés ils présentent
souvent, alors méme qu’ils paraissent le plus simples. Tous les
professeurs ont vu 'embarras des éléves, leurs hésitations et leurs
titonnements infructueux quand ils se trouvent aux prises avec
une de ces questions dont la solution n’est pas une conséquence
plus ou moins immédiate des théorémes qu'on leur enseigne dans
les cours.

Nous croyons qu'il faut en voir la cause dans 'absence com-
plete de méthode qui préside aux recherches. Nous avons 4 coup
sfir d’excellents ouvrages pour l’ensmgnement de la géometrle
¢lémentaire ; mais,jusqu'ici, on ne s’est pas préoccupé d’une maniére
spéciale de la résolution des problémes et, il faut bien le dire,
dans les quelques ouvrages publiés sur cette matitre et qui sont
dans les mains des éléves, on ne parait pas s'étre attaché a leur
apprendre comment ils doivent procéder méthodiguement pour
avoir chance de trouver les solutions qu'ile cherchent.

C’est cette lacune gue M. Petersen s’est proposé de combler.
Un simple examen de 'ouvrage actuel montrera sans peine qu'il
ne s'agit pas ici d’'un recueil comnme tant d’autres et ne contenant
que des problémes plus ou moins nouveaux, plus ou’moins inte-
ressants.
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PREFACE

de la premidre é&dition.

Plusieurs siécles avant Ddre chrétienne, 1a géométrie était
déja arrivée 4 un trés haut degré de développement. L' Algébre,
qui Jui a rendu plus tard de si grands services, avait progressé
plus lentement; aussi les anciens en étaient-ils & peu prés exclu-
sivement réduits aux méthodes géométriques pour résoudre les
problémes de construction et la solution de ces questions jouait-elle
un réle important dans leurs ouvrages. Quoique les mathémati-
ciens modernes n’aient pas cessé de s'intéresser & cette branche
de la science, les moyens de traiter rationnellement cette classe
de problémes se sont développés d'unc maniére relativement moins
rapide. Apolionius, par exemple, aurait aussi bien pu que Steiner
résoudre le probléme de Malfatti, s'il en avait eu connaissance.
Cette situation a été cause que beaucoup de personnes ont consi-
déré les problémes de constructions géométrigues comme des
sortes d’énigmes dont la solution ne pourrait guére étre tentée
que par quelques esprits doués de facultés toutes spéciales. Il
en est résulté que ces questions ont A peine pénétré dans les
écoles ol pourtant elles auraient tout naturellement dil étre culti-
vées; car il n'existe pas de problémes qui servent auntant & aiguiser
la faculté d’observation et de combinaison et & donner & l'esprit
de Ja clarté et de la logique; il n’y en a pas qui présentent autant
d’attrait pour les éléves. :

L'ouvrage actuel a pour objet d'essayer d’apprendre 4 ces
derniers comment on doit attaquer un probléme de construction.
Aprés avoir résolu un grand nombre de questions, les unes ori-
ginales, les autres extraites des nombreuses collections exis-
tantes, j'ai essayé d’analyser V'enchainement des idées qui con-
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duisent & la solution de chacune d’elles et d’en faire une classi-
fication sous formes de régles gémérales. S'il se trouve que mes
solutions différent de celles des autres auteurs et si, dans certains
cas, elles paraissent plus compliquées, c’est que j’ai préféré celles
qui sont mdéthodiques a celles qui semblent dunes 4 un hasard
heureux. L’objet que j’ai principalement en vue, ¢’est la méthode;
dans la plupart des cas, je n'ai fait qu'indiguer la clef de la
solution et j'en ai laissé la discussion détaillée au lecteur ou an
professeur.

I1y a trés peu de figures dans le texte; on comprend bien mieux
une figure et on se la rappelle bien plus facilement quand on 1'a
vue pendant la période de la construction, Mon idée, ¢’est de forcer
les éléves 4 travailler le présent ouvrage et non pas simplement
a le lire.

Les « Méthodes et Théories » ont été publies pour la pre-
miére fois-en 1866 et en langue danoise. Ce livte a donc été soumis
4 une épreuve compléte et j'ose dire qu’'il I'a subie avec succés.
Il y a bien des preuves de l'influence heureuse qu'il a exercée,
sur Pétude de la géométrie, non seulement en Danemark, mais
aussi dans les autres états scandinaves. L¢ succés qu'il a en idi
justifie suffisamment, je pense, mon désir de le répandre au dehors
dans un cercle plus étendu de lecteurs. J'espére qu’on le trouvera
utile, non seulement pour aider a l'enseignement de la géométrie
¢lémentaire, mais encore pour préparer i I'étude de la géométrie
moderne.

Copenhague 1879,
Jurius PETERSEN,




INTRODUCTION

Les propesitions de géométrie se présentent sous deux

formes distinctes. Ou bien elles expriment qu'une figure qui
a été tracde d’une certaine maniére, déterminée a l'avance,
satisfait ‘4 certaines conditions. Ou bien elles demandent qu’on
trace {qu'on construise) unc figure de maniére qu'elle remplisse
certaines conditions | données. Dans le premier cas, on a le
théoréme: dans le second, le probléme.
- Comme la solution des problémes doit se traduire graphi-
quement par un dessin, il faut recourir a Vemploi de quelques
instruments. Habituellement, on ne se sert que de la régle, a
laide de laquelle on peut tracer une droite passant par deux
points donnés, et du compas qui permet de décrire autour
d'un cenire donné un cercle de rayon donné. Une solution
quelcongue se composera donc pour nous de ces deux optra-
tions (une ou plusieurs fois répétées).

Cette restriction a pour conséquence que beaucoup de
problémes, simples en apparence, ne powrront pas étre résolus
(trisection de langle, guadrature du cercle, etc.). En général,
on peut démontrer qu’il en sera ainsi pour ceux olt le calcul
conduirait & des équations qui ne peuvent pas se ramener au
premier ou au second degré.

Un probléme est surabondamment délerminé, quand la
fipure cherchée est soumise a4 plus de conditions qu'il n'en
faut pour la déterminer; il est délerminé, quand il ne comporte
gu'un nombre fini de solutions; enfin il est sndéierminé, quand
il en admet un nombre infini.
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Pour résoudre un probléme déterminé, il faut :

Effectuer la construction

Démontrer qu'elle est exacte

La discuter c.-3-d. indiquer les limites entre lesquelles les
données doivent &tre comprises pour que le probléme admette
0, I, 2, &c. solutions. )

Parmi les problémes indéterminés, ceux qui deviendraient
déterminés par l'adjonction d'wne seule condition en plus, pré-
sentent un intérét tout particulier. Quoigu'un pareil probléme
ait une infinité¢ de solutions, il n'y sera pas satisfait par une
figure quelconque; mais toutes ses solutions se grouperont d'une
certaine maniére, déterminée par les conditions données. Ainsi
un point est déterminé quand il doit satisfaire a4 deux condi-
tions données; si on ne lul en impose qu'une seule, il devient
indéterminé; mais tous les points qui remplissent cette dernidre
condition se trouveront sur une ligne droite ou courbe; on
lui a donné le nom de lien géomélrique des points qui satis-
font 4 cette condition. Il en est de méme d’une figure pour
la détermination de laquelle il manque une condition; car en
général, chaque point de la figure se trouvera dans le méme
cas, en sorte que chacun d’eux aura son lieu géométrique.

La Géométrie Analytique fournit unc méthode compléte-
ment générale pour la résolution des problémes de gCométrie
Mais par cela méme qu'on applique une seule et méme mé-
thode aux problémes les plus différents, il s’en suit naturelle-
ment qu'on doit trés-fréquemment faire de grands détours.
Ainsi, dans fa Géométrie Analytique, on considére les distances
des points & un couple d’axes qui en général n'ont absolument
rien & faire dans la question. En outre, en appliquant cette
méthbde, on parvient aisément A faire mécaniquement les calculs,
sans que cependant on puisse toujours interpréter géométrique-
ment les équations qu'on obtient. Enfin, et c'est peut-étre la
raison la plus sérieuse, ces derniéres arrivent facilement & un
degré de complication tel qu il ncst plus possible de les ré-
soudre en pratique.

En raison de ces difficultés qu'on rencontre dans l'appli-
cation directe de la Géométric de Descartes, o a imaginé
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dans ces derniers temps une grande quantité de méthodes
particuli¢res {fondées sur l'emploi de difiérents systémes de
coordonnées, &c.) qui permettent de résoudre individuellement
les problémes d'ung¢ maniére plus naturelle et plus élégante; mais
la difficulté s'est reportée maintenant sur le choix de la mé-
thode. On a toutefois créé ainsi une transition entre les pro-
cédés algébriques et ceux purement géométriques. Dans ces
derniers, on tiche de trouver la solution du. probléme, en
étudiant par la vole géométrique quelles lsont les liaisons qui
existent entre les éléments donnés de la figure et ceux qu'on
cherche. Pour faciliter ces investigations, on commence dans
tous les cas par dessimer wne figure qui représente la solution
cherchée et il ne s’agit plus alors que de l'étudier & l'aide des
théorémes connus de la Géométrie. ‘

S’apergoit-on, comme c’est le cas dans un grand nombre
des problémes les plus simples, que tout se raméne 4 la dé-
termination d'un point inconnu ?  La méthode qwon doit appli-
quer découle immédiatement de ce qui précade.

On considére, en les prenant isolément, les deux
‘conditions auxquelles le point cherché doit satis-
faire; 4 chacune d’elles correspondra un lieu géo-
métrique; ct si ce sont des droites ou des cercles,
le probleme est résolu. Car le point, devant se trou-
ver en méme temps sur chacun des deux lieux, doit
se trouver aux points oil ils se coupent.

St les lieux géométriques sont deux droites, le probléme
n'admet qu'une solution et ne peut devenir impossible que
si les lignes sont paralltles. Si ce sont deux cercles, ou un
cercle et une droite, le probléme admet deux solutions quand
ils se coupent, une quand ils sont tangents; il devient impos-
sible quand ils sont extérieurs 'un & Vautre, Il y a une diffé-
rence qualitative entre ce cas et le précédent, oh !'impossihilité
n’était qu'une question de limite.

Quand les lieux géométriques sont d’autres courbes, on
ne pcut plus les employer directement pour les consfructions
et il faut reprendre la question d'une autre maniére. 11 faut
toutefois remarquer qu'un point qui est donné par l'intersection



4 INTRODUCTION.

d'vne droite et d'une conique peut &tre déterminé au moyen
d’'une droite et d'un cercle, tandis que la constructon ne peut
plus s’effectuer si le point est déterminé par Pintersection de
deux. coniques indépendantes l'une de l'autre.

La méthode qu'on vient d’indiquer pour les problémes les
plus simples, peut s'étendre aux plus compliqués. La régle
serait la suivante :

On considérera l'une des conditions imposées a la
figure comme n’existant pas, et [on cherchera les
lieux géométriques des points de la figure ainsi rendue
indéterminée.

‘On congoit aisément qu’il est de la plus grande impor-
tance de connaitre beaucoup de lieux géométrigues, en tant
que ce seront des droites ou des cercles. Dans le premier
chapitre, nous donnerons les plus importants d'entre eux, avec
un développement détaillé des principales régles ¢noncées
ci-dessus.

Quand on ne pourra pas appliquer immédiatement les
lieux géoméiriques, la régle 3 suivre sera celleci : De la fi-
gure tracée on en déduira une autre dans laquelle
la liaison entre les ¢éléments donnés et ceux qu’on
cherche ressortira plus commodément. Nous traiterons
ce sujet en détail dans le second chapitre,

Dans ce qui suit, pour abréger, nous désignerons un iri-
angle par ABC ei les longueurs de ses cOtés par @, b, ¢. La
hauteur correspondant 4 & s’appellera k,; la médiane au méme
c6té (transversale passant par le centre de gravité) sera mi,.
La longueur de la bissectrice de < A4 sera w, 7 et p sont les
Tayons des cercles circonscrits et inscrits, tandis que pa, ps, pe
sont ceux des cercles exinscrits (le cercle de rayon p, est
tangent 4 a4 et aux prolongements de bet ¢). Quand on parlera
d’un quadrilatére ABCD, il faudra se représenter les sommets
dans l'ordre o@ on les énonce.

< (a, b) représente 'angle compris entre deux lignes 4 et b.




PREMIER CHAPITRE
LIEUX GEOMETRIQUES

A. LIEUX GEOMETRIQUES DL POINTS.

a. Le lieu géométrique de tous les points qui
sont 4 une distance donnée d'un point donné est un
cercle qui a le point donné pour centre et la distance
donnée pour rayon.

Coroll. 1. Le lieu géométrique des extrémilés des tan-
gentes d’égale longueur d'un méme cercle est un cercle con-
centrique au premier.

Coroll. z. Le lien géométrique des paints qui jouissent
de la propriété que les couples de tangentes mendes de ces
points 4 un méme cercle comprennent le méme angle, est un
cercle concentrique au précédent.

Corell. 3. Le lieu géométrique des centres de tous les
cercles de rayon donné, tangents a un cercle donné, se com-
pose de deux cercles concentriques au cercle donné et dont
les rayons sont respectivement la somme ct la différence des
rayons donnés.

b. Le lieu géométrique de tous les points gui
sont A une distance donnée d’une droite donnée se
compose de deux droites, paralléles a la droite donnée
et situées & la distance donnée de celle-ci. .

Coroil. 1. Le lieu géométrique des sommets de tous les
triangles équivalents de méme base est une droite paralléle &
cette base; car les triangles ont tous la méme hauteur.
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¢. Le lieu géométrique de tous les points égale-
ment distanis de deux points donnés est une droite,
perpendiculaire & celle qui joint les deux points et
passant par son point milieu.

d. Le lieuw géométrique de tous les points 2
égale distance de deux droites données se compose
de deux droites perpendiculaires entre elles et qui
bissectent les angles compris entre les deux droites
données.

e. Leilieu géométrique de tous les points tels
que les droites qui les joignemt aux extrémités d’un
segment donné comprennent un angle donné, est un
arc de cercle qui a pour corde le segment donné.
On dit de l'arc de cercle qu'il cst capable de langle donné,
et du segment qu'on le woit de tous les points de l'are de
cercle sous l'angle domnné. ‘

5i un point de Varc a la propriété en question, il doit
en é&tre de méme pour tous les autres, puisque tous les angles
sont des angles inscrits dans le méme arc. Si 1'on mene une
droitc qui soit tangente au cercle a4 l'une des extrémités du
segment {ou de la corde), elle fera avec cette corde un angle
égal 3 l'angle donné, puisque tous deux sont mesurés par le
méme arc. On déduit de 14 la construction saivante : Par
une des extrémités du, segment, on méne une droite faisant
avec lui 1'angle donnéd; on a ainsi une tangente; umne perpen-
diculaire 4 cette derniére, menée par le point de contact,
passera par le centre, qui se trouvera également sur une per-
pendiculaire 'au segment, élevée par son milleu.

L’'arc est une demi-circonférence, ¢uand langle donné
est droit.

Remarque. Quand on ne sait pas de quel coté dela
ligne donnée doit se trouver le point cherché, il faunt construire
deux arcs capables de l'angle donné, un de chaque c6té de
la ligne, Les deux autres arcs, qui complétent les deux cercles,
correspondent an supplément de l'angle donné. S§'il ne s’agit
pas de Yangle compris entre deux lignes, mais de celui qui
s’étend d'une ligne & une autre ligne et si I'on donne un signe
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A ce dernier angle, en regardant comme positive 1'une des deux
directions de rotations, le lien géométrique sera un cercle com-.
plet. Etant donné les points 4 et B, l'angle depuis la ligne
passant par A jusqu’a la ligne passant par & est égal 4 l'angle
depuis la tangente en A jusqua AB.

Coroll. 1. Le lieu géométrique des points milieux de touteg
les cordes menées par un point donné est un cercle; car les
lignes, qui joignent les milicux des cordes avec le centre du
cercle et avec le point donné, forment un angle droit.

Coroll. 2. Dans un cercle, on inscrit des triangles ABC,
ayant un cdté commun AB, et dans ces triangles on imscrit
des cercles; le lieu géométrique des centres de ces derniers
est un arc de cercle qui a AB pour corde et qui est décrit
du milien de Yarc AB comme centre. Le veste de e cercle
est le lien géométrique  des centres des cercles ex-inscrits.
En effet, de chacun des centres en question on verra AB sous

des angles qui seront égaux respectivement a ‘23+§c et

g—g C: et AB sera vu du milieu de l'arc AB sous un angle
égal & w— C.

f Le lien géométrique de
tous les points dont les distances
3 deux points donnés 'sent dans
un rapport domné m:m ‘est une
circonférence de cercle.

Soient A, B les points donnés, P un des points cherchés,
PC et PC; les bissectrices intérieures et extérieures de < APB.
Nous avdns alors : N

AC _AC,  m T
CB=BC, —a <CPO=7

Les points C et €; divisent donc la ligne AEB intérieure-
ment et extérieurement suivant le rapport donné et ne changent
pas, quel que soit P. Comme le segment CC, est vu du
point P sous un angle droit, le lien géométrique de P sera,
{(d’aprés e}, un cercle ayant CC, pour diamétre.

On dit que les points C et C; divisent harmoniquement
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AB suivant le rapport #m:#, et le probléme se raméne zlors
A celui-ci :

Diviser harmoniquement une ligne donnée et
suivant un rapport donné.

. Cette Construction est effectuée
. e B dans la figure ci-contre. AD et BE
' / - /f-.\.,ﬁ___\ . sont entre cux dans le rapport donné
A €; et sont menés parallélement. BF est
r égal & BE. DF et DE coupent alors

AB suivant les points cherchés,

e’ est un cas particulicr dc £, oit m = n.

g. Le .lien géométrique de tous les points, doni
les distances & deux droites données sont entre elles
dans un rapport donné m:n se compose de deux
droites, qui passent par le point d’intersection des
droites donnécs.

Soient 04 et OB les lignes

‘A données. Si un point P a la- pro--
\ pneté requise, il doit cn étre de
’p- mémce pour fous les points de OP,

Soit P, I'un d’eux, nous avons :

OP1 VA.PiquP‘.

B OP ~ AP = BP
ou bien
"AP, AP
B,P, " BP’

On peut donc mener cette ligne dés gu’'on en connait un
point; et ce dernier peut se déterminer facilement a l'aide'de b,
en prenant arbitrairement les deux distances dans le rapport
donné. L'autre ligne se tracera de la méme maniére; elle se
trouve dans le supplément de AOB. Ces quatre lignes menées
par O forment un faisceau harmonigue. Une droite quel-
conque sera en effet. coupée par elles en quatre points har—-
moniques, .

d cst un cas particulier de g, o m = =,

Coroll. Soient donnédes deux droites AB et CD, et soit
proposé de chercher un point P tel que APAB et APCD
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soient dans un rapport donné; le lieu géométrique de P est
le méme que le précédent; car le rapport des hautcurs est
constant.

h. Le lien géométrique de fous les points, dont
les carrés des distances a4 deux points donnés ont
une difiérence constante a2, est une droite perpen-
diculaire & la droite qui joint les °
deux points.

Soient A et B les points donnés, : P .,

P un des points cherchés, PD une per-

pendiculaire 4 AB. Tout point de PD
aura alors la propriété requise; car
prenons P, par exemple, nous avons : 4=—

——a —_— —_—
1

AP, =AD +P,D'; BP,=BD'+P.D :
d'oir P.B'—P,A =BD —4D';
de méme PB'—_PA'=BD 4D

Construisons un triangle rectangle doni un des cotés soit
a, et décrivons autour de A et B comme centre des cercles
doni les rayons soient respectivement égaux a I'hypoténuse et
4 Pautre co6té de ce triangle, la ligne cherchée passera par les
points d’intersection de ces deux cercles. Ici on a supposé P
plus éloigné de B que de A.

Coroll. 1. Le lieu géométrique de tous les points d’olt
I'on peut mener des tangentes égales 4 deux cercles (ou qui
ont méme puissance par rapport aux deux cercles) est une
droite perpendiculaire A la ligne des centres (axe radical, axe
d’épale puissance des cercles); on voit aisément en effet que
les distances des points aux centres des cercles doivent étre
telles que la différence de leurs carrés soit égale & la diffé-
rence des carréds des rayons. Quand les cercles se coupent,
l'axe rtadical passe par leurs points d'intersection. Les trois
lignes d’égale puissance (axes radicaux} de trois cercles passent
par le méme point, le point d’égale puissance (centre radical).
On détermine aisément par 13 un point de la ligne d'égale
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puissance de deux cercles qui ne se coupent pas; il suffit de
‘décrire un cercle quelconque qui coupe les deux premiers.

Coroll. 2. Le lien géométrique des centres des cercles
qni coupent deux cercles donnés, chacun suivant un diamétre
est une droite perpendiculaire & la ligne des centres et 4 la
méme distance de I'un d’eux que Yaxe radical est de l'autre.

Coroll. 3. Le lien géoméirique des centres de tous les
cercles qui coupent crthogonalement deux cercles donnés (c.-a.-d.
tels que les deux tangenies mendes aux cercles en leur point
d'intersection soient recta.ngulancs) est la ligne d'égale puis-
sanice des cercles.

i. Le lieu géométrique de tous les points dont
les carrés des distances A deux peints donnés-ont
une somme constante a?, est un cercle qui a son cen-
tre au milieu de la ligne qui joint les deux points.

Scient 4 et B les points don-
nés, £ un des points cherchés. Me-
nons la médiane PC, nous awvons,

~~B  comme on le sait,

AP 4+ BP -—2PC + TAB
ou Pszfga'*—-,‘,—ABg

Les points cherchés sont donc
a distance constante de C. Pour
déterminer sur. AB les points par.

‘ lesquels passe le cercle, faisons
en A, < BAD =45° De B, avec un .rayon 4, décrivons um
arc de cercle qui coupe AD aux points D et D, De D et D,

abaissons sur AB des perpendiculaires; leurs pieds E et E,;
sont les points cherchés; car

@*—DE +EB el a*— DE, . E.B
mais DE = AE et D\E, = AE,

k. Le lieu géométrique de tous les points dont
les distances & deux droites données ont une somme
oun une différence donnée, est un systéme de quatre
droites..
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Soient AB et AC les droites données, P un des points
cherchés, par suite PC + PE = a. Faisons PD = PE: le
lieu géométrique de D se composera de deux droites, paral-
Itles 4 AC et 4 la distance a de celle-ci: Soient BD et D, B,
ces droites. Les points cherchés doivent maintenant étre i
égale distance de AE et d'une de ces droites; ils seront donc
sur ure des-gquatre droites qui bissectent les angles aux points
d’intersection B et B;. Le pro-
bléme est aussi résolu par la X
méme, quand la différence des .,
distances doit étre a. Car un Iy
examen atientif de la figure | ENE
montre aisément que les quatre \
segments limités BF, FB,, B F, ™, A Dy
et F,B correspondent au cas
ou la somme des distances est | BL \C
a, tandis que les portions ili- J
mitées restantes se rapportent B P F
aMa différence. _ B

Remargque. Si l'on convient
de regarder CP comme positif
ou négatif, suivant que P sera d'un cété ou de l'auire de la
droite donnée AF; et de méme, de compter EP positiverment
ou négativernent, suivant que P sera d'un c6té ou de l'autre
de AB, on aura pour lieu géoméirique une droite illimitée;
car 'on a respectivement pour les quatre lignes

CP+EP:z=za; CP - EP—g;
— CP+ EP—=a; — CP—EP=a.

A laide de ces lieux géométriques, on -peut résoudre les
problémes qui suvivent; on comsidére individuelement chacune
des deux conditions imposées auw point cherché; on obtient
ainsi deux licux géométriques pour le point.
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Exemples.

Déterminer un point qui soit 4 égale distance de trois

points donnés (e).

Déterminer un point a égalc distance de trois droites
données (d).

Construire un triangle, connaissant ses trois cotés (a).
Construire un cercle de rayon donné,

qu1 passe par deux points donnés (a)

qui passe par un point donné et soit tangent & ume
droite donnée (a et b)

qui passe par un point donné et soit tangent 4 un cercle
donné (a)

qui soit tangent 4 deux droites données {b)

qui soit tangent 4 une droite donnée et 4 un cercle
donné (a et b}

qui soit tangent & deux cercles donnés (a).

Constrnire un triangle, connaissant a, %, et m, {a ¢t b).
Mener & un cercle donné une tangente sur laquelle une
droite donnée détermine un segment donné (a, coroll. 1).
Construire un cercle qui passe par un point donné et
qui soit tangent 4 une droite donnée ou & un cercle
donné cn un point donné (g).

Déterminer sur une circonférence de cercle un point quj
soit 4 une distance donnée d'une droite donnée (b).

Sur une droite donnée déterminer un point qui soit A
égale distance de deux points donnés ().

Construire un cercle tangeént & deux droites paralléles et
passant par un point donné (d et a).

D'un point donné, mener une tangente & un cercle [e).
Construire un triangle, connaissant

A, a et h,(eeth) :

Aaetma(eeta) g
Détermincr un point d'ol 1on vole deux segments donnés
sous des angles donnés (Probléme de Pothenot) (e).
Construire un quadrilatére inscriptible, connaissant. un
angle, un c6té adjacent et les deux diagonales (e et a).
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Construire un point dont les distances & frois droites
données soient entre elles dans des rapports donmés (g).
Dans un triangle, délerminer un point dont les distances
aux trois sommets soient entre elles dans des rapports
donnés (f).
Par un point donné, mener une droite qui rencontre un
cercle donné de telle maniére que les distances des
points d'intersection 4 une droite donmée aient une somme
donnée,

" On détermine le point milieu de la corde (e, coroll.
et b}
Déte)rminer un point de telle manidre que les tangentes
menées de cc point A deux cercles donnés aient des
longueurs connées (a, coroll. 1). '
Déterminer un point d’olt Von voie deux cercles donnés
sous des angles donnés (a, coroll. 2).
Dans un triangle donné, inscrire un triangle isocdle de
hauteur doiinée, de maniére que sa base soit paraliéle A
un des cotés (b et o). .
Décrire un cercle, dont le centre soit sur une droite
donnée et dont la périphérie soit & des distances données
de deux droites données (k). :
Construire un triangle, connaissant 4, w, et p (d, b et 16).
Construire un quadrilatére inscriptible ABCD, connaissant
AB, BC, AC et 'angle des diagonales (3 et 1).
Construire un point tel que les tangentes menées de ce
point & trois cercles donnés aient des longueurs dégales
(W, coroll. 1).
Construire un trangle, contaissant 4, a et §2 4 &2 (e et 1).
Dans un triangle donné, trouver un point tel que les

- droifes, qui le joignent aux sommets, partagent le triangle

donné en trois triangles €quivalents.

Soient ABC le triangle, O le point cherché. Si A AO0B
et £ A0C sont équivalents, le leu géométrique de O
doit &tre une dreoite passant par A. Comme la médiane
divise le triangle en deux parties équivalentes, le milieu
de BC doit &tre un point du lieu; ce dernier est donc
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la médiane elle-méme, Le point cherché est par suite
le point d'intersection des médianes.

Dans un triangle donné, inscrite un triangle dont deux
cOtés soient donnés, et de telle maniére quun de ses
sommets tombe en un point donné (a).

Construire un cercle qui soit tangent intérieurement &
trois cercles édgaux donnds (I).

Construire un triangle, connaissant a, hy, k. (e et a).
Déterminer un point dont la distancc au sommef dun
angle donné soit donnée et dont les distances aux cétés
de l'angle soient entre elles dans un rapport donné
(a et g).

Construire un triangle, connaissant
a, A et b —¢® (e et h}.

a, h, et b2 4 ¢% (b et i). .
Construire un triangle rectangle, conmnaissant la hauteur
correspondant & 'hypoténuse, deux points de lhypoté—
nuse et point de chacun des cdtés (b et e).

Circonscrire un carré 4 un triangle équilatéral, de maniére
que les deux figures aient un sommet commun.

On cherche a déterminer le sommet opposé du carré
{e et ).

Construirc un triangle, connaissant a, 4 et p (e, coroll. 2).
Couper une droite donnée en denx segments qui aient
pour moyennc proportionnelle un segment donné (e et b).
Etant donné wun triangle rcctangle <onstruire un cercle
tangent A V'hypoténuse, gqui passe, par le sommet de
I'angle droit et ait son centre sur un des cotés (d).

On donne deux paralitles, un point 4 sur l'une d'elles,
et un autre point O situé d'une maniére guelconque en
dehors. Mener par O une droite qui coupe en X la
parallele passant par 4, en Y lautre paralltle, de ma-
nidre que AX = AY.

On cherche a4 déterminer le milien de XY,
Déterminer un point d'olt lon wvoie sous des angles
égaux les trois segments AB, BC, CD d'une méme droite,
donnée (f).
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Dans un triangle, déterminer un peint d’'on les trois cbtés
paraissent de méme grandeur (soient vus sous le méme
angle) (e).

Déterminer un point d’olt trois cercles donnés paralssent
de méme grandeur.

Les distances du point aux centres des cercles doivent
étre entre -elles dans le rapport des rayons; on trouve
alors le point au moyen de .

Construire un triangle, connaissant a, k., et & : ¢ (b et f).
Dans un quadrilatére donné trouver un point dont les
distances a deux des cOtés opposés aient une somme
donnée et les distances aux deux autres un rapport
donné.

Sur une circonférence donnée, trouver un point dont la
somme des distances 3 deux droites données soit un
minimum (k).

Construire un cercle qui coupe orthogonalement trois
cercles donnés (h, coroll. 3).

Construire un cercle, qui coupe trois cercles donnés sui-
vant des diamétres (h, coroll. 2). ‘

Dans un cercle donné, inscrire un tna.ngle rectangle dont
les cOHtés passent chacun par un point donné (e).

Dans un cercle donné, inscrire un triangle rectangle, con-
naissant un angle aigu et un point d'un des cotés (e).

Sur un billard circulaire sont placées deux billes sur le
méme diamétre; comment doit-on lancer 'une pour que,
aprés réflexion, elle vienne rencontrer 'autre (f).

Dans les problémes qui précédent, on pouvait immédiate-

ment appliquer les lieux géométriques, parce que tout se rame-
nait de suite 4 la détermination d'un point; ou bien parce qu'on
voyait aisément que le probléme était résolu quand on avait
déterminé un pareil point. Quand il n'en est plus ainsi, on
fait usage des régles suivantes :
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On introduit dans la figure les éléments donnés;
si, par exemple, la somme de deux lignes est donnée, il ne
sufit pas que ces lgnes y figurent isolément, il faut aussi
introduire la somme donnée elle-méme; en thése générale, on
le fait en s'arrangeant de telle maniére gu'une extrémité tombe
en un point donné.

On soumet la figure a4 un examen attentif, pour
trouver les lignes et angles qui, sams étre donnés,
peuvent se déterminer facilement au moyen des é1é-
ments donnés.

On cherche ensuite & découvrir une portion de la
figure, qui soit d’elle-méme déterminée par les
éléments donnés et qui puisse ainsi, quand on l'a
tracée, servir a2 déterminer les autres parties de la
figure. On peut avoir ici le choix entre plusieurs parties;
en régle pénérale, il faudra prendre celle qui permettra d'ob-
tenir immédiatement la plus grande portion de la figure
cherchée. En particulier on employera souvent le principe,
qui consiste A vechercher des iriangles dont trois éléments
sont connus.

Pour introduire les c¢Htés d'un triangle, ou leurs -sommes
et leurs différences, on se sert souvent des quatre. cercles
inscrits au triangle. Sur chaque cété se trouvent deux som-
mets et quatre points de contact, et la distance entre deux
quelconques d'enire eux peut s'exprimer simplement au
moyen des cdtés du triangle. Si V'on désigne par s la moitié
du périme¢tre du triangle, on a en particulier les résultats
suivants :

a) Le cercle inscrit détermine sur les cbtés les segments

s—a, s—b, s—¢.

b) La distance de 4 aux points ol le cercle de rayon p,
est tangent anx cbtés b ot ¢, est 5. La distance de ces
points de contact & celui du cercle inscrit est a.

c) Le cercle inscrit. et 1'un des cercles ex-inscrits sont tan-
gents & @ en des points qui sont également éloignés
de B et C et dont la distance de l'un 4 l'autre est b —¢
ouc—b.
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Exemples. .

Construire un quadrilatére, connaissant AB, BC, AC, BD
et =D,

Le ABC peut &tre construit immédiatement; on
détermine ensuite D (a et e). .
Construire un quadrilatére inscriptible, connaissant = 4,
= ABD, AC et BD.

On construit /\ ABD; par la, le cercle circonscrit se
trouve déterminé et on obtient € au moyen de a.
Construire wun parallélogramme, connaissant AB, AC
et AD, .

- Construire un triangle, connaissant 4, k, et w,.

On peut construire immédiatement le triangle qui a
pour cétés K, et w,,.

Construire un triangle, connaissant kg, #. et 7,

On trace le triangle qui a poux cétés A, et m,, et on
détermine ensuite le centre du cercle circonscrit au moyen
de a et c.

Construire un triangle, connaissant a, » et 2.

On construit le triangle qui a pour cdtés a et A, et
on détermine ensuite le centre du cercle circonscrit au
moyen de a.

Construire un triangle, connaigsant B, a et p.

Construire un triangle, connaissant a, bd-c et by
Construire un parallélogramme, au moyen d'un coté et
des deux diagonales.

Construire un triangle, connaissant h, et wm, et sachant
aussi que @ = 2b, .
Construire un quadrilatére, connaissant AC, = CA4B,
~ ACD, CD et DB.

On trace le /\ ADC et on détermine ensuite B.

Par un point donné, mener une droite qui coupe les
deux codtés d'un triangle de telle manitre que les points
d’intersection et les extrémités du troisiéme cOté soient
sur une méme circonférence de cercle.

Construire un triangle, connaissant :



18

68.
60.
70.
7I.
72.
73-

74-
75.
76.
77
78,
79-
8o,
" 81

82.

83.

LIEUX GEOMETRIQUES DE POINTS.

a, hy et m,.

by, m, et b,

ha, by et B.

he, my et a:b.

he, B et C.

Construire un triangle, connaissant a, A, & --c.

On introduit & + ¢ dans la figure, en prolongeant AC
au deld de 4 et d'une quantité AD —¢, et joignant en-
suite D avec B. Comme on le voit facilement, le /\ CDB
peut maintenant se construire immédiatement, puisquc
<D =31 A. On détermine alors le sommet 4 au moyen
de e.

On voit en méme temps que, si BC est une corde
donnée et si l'on "prolonge une corde BA jusqua D
d'une longueur AD == DC, le lieu géométrique de D est
un cercle, dont le centre se trouve sur le milicu de
l'arc BC. .

Construire un triangle, connaissant 4, b et a —ec.

On prolonge ¢ au dela de 4 de la longueur a —¢.
Diviser un arc donné en deux arcs tels que la somme
des cordes correspondantes soit un maximum.
Construire un triangle, connaissant 4," b --¢ et hy + DC,
D représentant le pied de A,.

Construire un triangle, connaissant @, & 4+ ¢ et B—C.
Construire un triangle, connaissant a; A4 et & —c¢.
Circonscrire un carré donné 4 un autre carré donné (73).
Circonscrire un #n-gone régulier donné & un autre #u-gone
régulier donné.

Construire un quadrilatére, connaissant AB, BC, BD,
= A et =ZB. :
Construire un quadrilatére, connaissant 4B, AC, .= A,
<D et 7 C.

Construire un quadrilatére inscriptible, connaissant 7, AC
BD et AB = BC.

Cn trace le cercle, on y porte AC ef on détermine
B (73); on trouve ensuite D. :
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Construire un quadrilatére inscriptible, connaissant AR,
BC,"AC et CD == DA.

Construire un quadrilatére, connaissant 4B, €D, AC
= BAC et ~< ABD.

Construirc un  quadrilatére  inscriptible, connaissant
AB = BC, DA, BD et = A, '

Construire un triangle, connaissant &, b —¢, B—C.

Menons BD, de maniere que AD = AB et aussi que
DC=Db—¢; on voit alors aisément que =ZDBC =
$(B—C). On peult donc construire immédiatement le
A\ BCD et on détermine 4 an moyen de c.

Construire un triangle, connaissant ¢, w, et B —C.

Le triangle, qui a pour cotés ¢ et w,, peut sk con-

struire immédiatement| puisque =« (w,, &) = go°®— 1 (B —C).
Construire un trapéze, connaissant les diagonales, un des
cotés paralléles et un angle.
On donne une droite, un point 4 sur cette droite ¢t un
point P en dehors. Déterminer sur la droite donnée
un point X, tel que AX 4+ XP =1m, ot m est donné
{AX doit étre affecté d'un signe),

Sur la droite .donnée, & partir du- point A, on porte
la longueur m; X se détermine alors au moyen de e.
On donne deux points A4 et B et une droite passant
par B. Sur cette derniére, déterminer deux points X
et ¥ 4 égale distance dc B et de manidre que XY soit
vu de A sous un angle donné,

" On prolonge AB jusqu'én €, de manidére que BC
B

‘On donne deux paralléles, sur l'une un point A, sur
I'autre un point B et entre elles un point Q. Mener par
O une droite qui rencontre les paralléles en X et Y de
telle maniére que AX et BY (pris chacun avec un signe)
aient une somme donnée.

La droite passe par le milieu de AC, si YC = AX.
Construire un . triangle, connaissant a,, 4 et CD.b, ol D
est le pied de #,.

On peut facilement déterminer le pied de 4,
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Construire un triangle, connaissant B, ¢ —a et la diffé-
rence des deux segments suivant lesquels b est divisé
ar iy, .

P Portons les différences donndes, soit AD et AE,
respectivement sur AB et AC, alors =< AED est connu
{BE == BD = BC).

On donne treis peints 4, B, C et une droite passant

_par A. Décrire un cercle qui passe par 4 et B et

coupe la droite donnée enun point D, tel que DC soit
une tangente du cercle.

=~ BDC =~ BAD, ce qui permet de trouver facile-
ment I3, .
Construire un triangle, connaissant 7, #. et B—C,
L’angle compris entre A, et Ic rayon, dirigé suivant 4,
est connu,
Dans le N\ ABC mener XV paralldle 4 BC, de maniére
que XY = XB + YC.

La ligne cherchée passe par le centre du cercle inscrit.
Construire un triangle, connaissant B —C, wa, et Ia

valeur du rapport b : £

Dans un parallélogramme, merner une ligne AX vers un
paint X de CD, de maniére que AX = 45 + XD.
En retranchant AB de AX sur cctte ligne, Vextrémité
tombe sur BD.
Dans un triangle ABC, on donnc AB en grandeur et en
position; en outre l'angle A et le point D ol le dia-
metre du cercle circonscrit mené par C coupe AB,; on
demande de comstruire le cercle circonscrit au triangle.
BD sera vu du centre du cercle sous un angle connu.
Dans un triangle ou AD bissccte l'angle A4, on connalt
AD, AB—BD et AC—CD. Construire le triangle.
© Portons CA et BA sur BC de maniére que DA, et
DA, soient les différences données, Le cercle qui passe
par A, A,, A, est concentrique au cercle inscrit dans le
triangle cherché et a un diamétre connu.
Construire un quadrilatére, connaissant les projections
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(P, 0, T, S) du point de rencontre des diagonales sur
les quatre cotés.

L'angle des perpendmulau—es élevées sur deux cdtés
opposés est connu ({1800 = (P —17).

On donne les points A et B sur un des cétés d'un angle
droit: chercher sur Vautre c¢dté un point X tel que
< AXB =2 < ABX. :

On détermine le milien de XY, Y étant un point de
BX et AX = AY.

Par un point donné, mener une droite qui détermine dans
un angle donné un triangle de périmétre donné,

On peut construire un des ceréles ex-inscrits du triangle.
Construire un triangle, connaissant A4, w, et a - 5 4+ ¢.
Construire un triangle, connaissant A4, p et a -- b+~ c.
Construire un triangle, connaissant 4, » et ¢ + b 4 c.

Comme a est connu, le probléme se raméne a 43 ou 137.
Construire un triangle, connaissant p, p, et w,.

k. est déterminé au moyen de p et g,

Construire un triangle, connaissant p, p, et b-—c.

b —¢ est la distance entre deux points de contact.
Construire un triangle, connaissant &, p et b 4+

s et g sont connus et déterminent deux points de
contact et un sommet.

Construire un triangle, connaissant a, p et 6 —e¢.
Construire un triangle, connaissant k., p et a 4 & -+ c.

On connait a. g
Construire un triangle, connaissant a, py et p,.

Lc segment compris entre les points de comtact des
deux cercles est connu.

Construire un triangle, connaissant Par Po et & - B

Le segment compris entre les points de contact des
deux cercles est conmu.

Construire un ’mangle connaissant gy, p. et B—C.

‘L'angle compris entre BC et la ligne des centres des
deux cercles est connu.

Construire un triangle, connaissant @, & - ¢ et w,.

Comme les centres des cercles inscrits et ex-inscrits
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et les points d’intersection de leurs tangentes communes
sont des points harmeniques, leurs projections sur AB
doivent étre aussi des points harmoniques de ces quatre
points, on en connaft trois; par suite on détermine aisé-
ment le quatriéme. .

Lc probléme peut se résoudre plus facilement, en tra-
cant w, et déterminant B et C au moyen de cctte pro-
priété, que leurs distances aux extrémités de w, sont
entre elles dans le rapport connu (% +¢) : 4.

Multiplication des courbes.

§i, d'un point P, on meéne
une droite 4 un point quel-
conque 4 d’une courbe don-
née K, et si ’on divise cette
droite par un point 4 tel gque
Pa:PAd=m:n, le lieu gto-
métrique de @ est une courbe
%k, semblable a la courbe
donnée.

On dit' des deux courbes, qgu'elles sont semblables 1'une
a lautre et semblablement placées. P s'appelle le centre de
similitude et les droites passant patr P les rayons de similitude.
On dit que les deux peints A et a des courbes situés sur le
méme rayon scnt homologues; que des droites sont homo-
logues quand elles joignent des points homologues. Cette
conception peut se généraliser; car un point quelconque du
plan peut ‘étre considéré comme appartenant 4 un des systémes
ct par suite il a son homologue dans Vautre. Le centre de
similitude est alors le point du plan qui, considéré comrme
appartenant 4 un des systémes, coincide aveec son homologue
dans lauire systéme, Comme la théorie de la similitude est
traitée dans la plupart des ouvrages de géométrie, nous nous
contenterons de rappeler les théorémes suivants :

A une droite ou 4 un cercle correspond une droite ou
un cercle.
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Toutes les lignes homologues soht paralléles.

Tous les angles homologues sont égaux.

Toutes les lignes homologues sont dans le rapport de
m:n. Les figures sont dites semblables suivant ce rapport.

Si lon porte Pa sur le prolongement de PA, de l'autre
chbté de P, ces théorémes subsistent encore. On dit alors que
les systémes sont inverscment semblables.

Deux cercles quelconques peuvent étre regardés comme
directement ou inversement semblables. Les centres de simi-
litvde s’appellent les centres de. similitude extérieurs ou
intérieurs des deux cercles.

A Taide de ce qu'on vient de dire, on peuf résoudre un
probléeme général qui trouve trés souvent son application.

Par un point P, mener une droite qui coupe

deux courbes données K et K’ en des points 4 et a
tels que PA et Pa soient entrec eux dans un rapport
donné m: =.
" On considére le peint donné comme un centre de simili-
tude et Von construit une courbe % semblable & K et dans le
rapport de #n:m. Elle coupera K' aux points cherchés. Le
nombre des solutions est égal an nombre des points d'inter-
section de K’ et k Le probléme peut toujours se résoudre
avec la reégle et le compas, toutes les {ois que les courbes
données se composent de droites et d'arcs de cercle.

$i le point donné doit étre du méme coté que 4 et a
{(m:n positif), on trace % en similitude dirccte avec K; si an
contraire, il doit &ire entre A et a (m:w» négatif), on construit
k inversement semblable a K.

Quand il ¢’agira de tracer une courbe semblable 4 une autre
courbe donnée et dans le rapport de s :#, je dirai, peur abréger

le langage, gqwon multiplie la courbe donnée par i% par

rapport au centre de similitude, les signes + et — s’appliquant
respectivement a la similitude directe et & la similitude inverse,
S'agit-il de multiplier une droite ? Sa dircction ne change
pas et il suffii par suite de multiplier un de ses points.
S’agit-il d'un cercle? On n’a qu'a multiplier le centre et
. le rayon, ou le centre et un point de la circonférence.
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Exemples.

Par un point donné O, mener une droite qui coupe deux
droites données de telle maniére que les distances de ©
aux points d'intersection soient entre elles dans le rap-
port m:#.

Prenons @ comme centre de similitude et multiplions

par == - ume des droites données; puis menons une droite

par O et par le point d'interscction de la derniére ligne
avec celle qui n'a pas été multiplide.
Par un point O situé a Vintérieur d'un cercle donné, mener
une corde qui soit divisée par le point en deux segments
qui soient entre eux dans le rapport m: #.

Prenons O comme centre de similitude et multiplions

W .
le cercle' par — les lignes cherchées passeront alors

par les points olt le nouveau cercle coupe Ie cercle donné,
Si le point donné est extérieur au cercle, on multiplie
cé dernier par = ou —.
no o om

Si le segment en dehors du cercle doit étre dans le

rapport de :’; avec la corde interceptée, on multipHera
LI + % .

wm-+n n
Par un des points d'intersection O de’ deux cercles, mener
une droite qui détermine des cordes égales dans leur
intérienr. ’

On multiplic l'un des cercles par — 1, en prenant O
comme centre de similitude.
Dans un quadrilatére donné, inscrire un parallélogramme
dont le centre soit en un point donné.
Construire un triangle connaissant a, b et m,.

On construit m, = CK et on décrit des arcs autour. de
C comme centre, et avec les rayons & et »; on multiplie
l'un d’eux par -—1I, en prenant E comme centre de simi-
litude. On pourrait commencer par tracer un des cétés;

on devrait alors multiplier I'an des arcs par 1 ou l'autre

par
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par 2; cette dernjére construction est plus facile a
exécuter mais demande plus de place.
Construire un triangle, connajssant a, 4 et m,.

Sur & on décrit le segment circulaire capable de I'angle
A; de B on trace un arc ayant m, pour -rayon; on le
multiplie par 2, ou bien on multiplie le premier cercle
par §, en prenant C comme centre de similitude.

Par un point donné sur la circonférence d'un cercle,
mener une corde qui soit divisée en deux parties égales
par une autre corde donnée.

On prend le point donné comme centre de similitude
et on multiplic la corde donnée par 2 ou le cercle par %
Dans deux cercles concentriques, mener une droite telle
que la petite corde soit la moitié de Ia grande.

Construire un triangle, connaissant a, 5 ot M.

Construire un triangle, conna,lssan’t un anglc et deux
médianes,
Construire un triangle, connaissant les trois médianes.

Ce probléme se raméne A 121, puisque les médianes
se coupent dans le rapport de r1:z2.
Pour construire un triangle, on donne : son centre de
gravité (point d'intersection des médianes), un sommet
de deux courbes (droites ou cercles) sur Jlesquelles
doivent se trouver les deux autrcs sommets.
Construire un triangle, connaissant a, #y gt == {m,, b).
Construire un triangle, connaissant b, my et <~ (1., @).
Construire un quadrilatére inscriptible, “connaissant =~ 4,
DB, «2 ACB et le Tapport des segments d¢ AC.

Construire un parallélogramme, dont deux sommets op-

posés soient en des points donnés ci les deux autres

sur une circonférence donnée. .

Dans un triangle, mener depuis 4 jusqu'a BC une ligne

AD qui soit moyenne proportionnelle entre BC et CD.
On se sert du cercle circonscrit au triangle.

Construire un triangle, connaissant a, b et w,.

Construire un triangle, connaissant 4, b et = {m,, a}.

Dans un triangle donné, mener par A une ligne telle que
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les segments compris entre A et les projections de B
et C sofent dans un rapport donné.
Mener les tangentes communes 4 deux cercles.

Deux cercles, considérds comme figures semblables,

ont deux centres de similitude. Ceux-ci sont sur la ligne
des centres, et une droite menée par les extrémités de
deux rtagons paralléles passe par le centre de similitude
extérieur ou intérieur, suivant que les rayons sont dirigés
dans !¢ méme sens ou en sens contraire. Une tangente
mende 4 'un des cercles par un des centres dec similitude
est aussi tangente 4 l'autre cercle.
Ttant donné un peint O et deux cercles, mener & chacun
d’enx une tangente telle que les.deux tangentes soient
paralléles et que leurs distances & O solent dans un rap-
port donné.

En mult1phant l'un des cercles par rapport & O, le
probléme se rameéne 4 137.

Construire un triangle, connaissant A, my et = (a, m.).
Sur une circonférence de cercle, on donne deux points
A et B. Déterminer sur Ja circonférence un point X de
maniére que XA et XB coupent un diaméire donné en

“deux peints Y et Z tels que leurs distances au centre

solent dans un rapport donné.

On multiplie AX par rapport au centre du cercle de
maniére que Y tombe sur Z; A vient alors en un point
connu A4, et »<~4,ZB est connu.

Construire un tnangle connaissant . les trois points qu1
divisent les trois cotés suivant des rapports domnnés.

Soit ABC le triangle cherché, D, E, I7, les points
donnés ¢t BD; DA =wm:n; AF:FC=1p:q; CE:EB
=7:s. Prenons D comme centre de similitude et mul-

tiplions BD par ——%, D ne change pas et B tombe au

point inconnu 4. Multiplions DA par —% par rapport

s

a F, A tombe en C et D vient en un point connuDy;

multiplions 4 C par —; par rapport 4 E, C vient en
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B et D, en un nouveau point connu D,. Comme la
direction  d'une ligne droite ne change pas par la mul-
tiplication, BD, doit éfre paralltle & DB; en sorte que
DD, coincide avec AB. Pour avoir le cdté BC, on
recommence la méme opération en.sens inverse, en par-
tant de E.

Cette méme construction peut s’appliquer & un poly-
gone quelconque. Considérons en particulier le cas ol
Von donne les milienx de tous les cOtés et ol leur
nombre est pair; le probléme est alors indéterminé ou
impossible.

On donne quatre cercles concentriques; mener une droite
qui les rencontre respectivement en A, B, C ct D, de
maniére que AB = CD.

Représentons par (AB} la puissance d'un point du
cercle A par rapport auw cercle B; la droite coupant
respectivement les cercles pour la secdnde fois aux points
A;, By, C; et Dy, on a : (4D)= AD.AD,; (BC)=
BC.BC;; AD, = BC,, par suite

AD 1 BC = (AD) : (BC).

On peut aisément copstruire ce rapport en menant
deux lignes telles que le segment compris entre A et D
sur l'une soit égal au segment compris entre B et C sur
Yautre, On connait aussi maintenant le rapport A5 : AC
et on peut tracer la ligne cherchée par un point A,
arbitrairement choist sur la circonférence 4.

Dans' un quadrilatére ABCD, ‘on donne AB, BC, CD
et AC; si l'on améne AB dans une position déterminée,
quel sera le lieu géométrique.

o) du sommet D,

£) du milien de la diagonale BD,

v) du milieu de la ligne, qui joint les milieux des

diagonales ?
Dans un cercle de centre O, on tracc un diamétre fixe
AOB et une corde BC quon prolonge jusquen D, de
mani¢re que CD =BC. On demande quel est le lieu

géométrique du point d'intersection de 0D et AC.
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145. Trouver le lien géométrique du point symétrique d'un
point fixe 4, par rapport 4 une droite qui tourne autour
d’un autre point fixe B.

Méthode de similitude.

La méthode, qu'on a appliquée dans la multiplication des
courbes, est comprise dans unc autre plus générale, connue
sous le nom des méthodes de similitude. On 'emploie
toutes les fois qu’en omettant ou laissant de coté
unc des conditions imposées, on obtient un systime
de figures semblables (et semblablement placées).
Et tandis que nous n'avons recherché jusqu'ici que des por-
tions de la figure qui étaient compléternent déterminées par
les domndes, nous aurons maintenant 4 rechercher les
parties de la figure dont la forme est connue.

Les cas les plus importants sont les suivants :

a) On donne une longueur, mais le reste se com-
pose seulement d’angles et de rapports. On fait
alors abstraction de la longueur donnée et on cherche & con-
struire une figure qui ait les angles et les rapports donnés,
en choisissant arbitraitement la longueur d’une des lignes de
la figure. La figure ainsi tracée est alors semblable 4 celle
qwon cherche et I'on a cette derniére elle-méme en y intro-
duisant la ligne donnée. \

146. Construire un triangle, connaissant deux angles et une
ligne (médiane, hauteur, périmétre &c.).

On construit un triangle quelconque qui ait les angles
donnés et on en détermine wn autre semblable, qui con-
tienne la ligne donnée.

t47. Construirc un triangle, connaissant 4, a ¢t b:e.

Un triangle quelconque renfermant l'angle 4 et ou
les cotés adjacents & cet angle seront dans le rapport
donné, sera semblable au triangle cherché, |

148. Constrnire un carré, connaissant la différence entre les
diagonales et les coOtés.
149. Construire un triangle, copnaissant 4, b et a:c.
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150. On donne un angle au centre ACE; mener une tangente
qui soit divisée suivant un rapport domné par le point
de contact et les cotés de l'angle.

On commence par mener la tangente, dont la gran-
deur sera prise arbitrairement, et on cherche le centre
du cercle. La figure a maintenant la forme exacte et
on lui donnera la grandeur requise, en prenant le centre
du cerele comme centre de similitude.

151. Construire un triangle, connaissant 4, k. et le rapport
decs segments que ki, détermine sur a.

152. Construirc un triangle, connaissant ses trois hanteurs.

' Le rapport des cdtés est connu. D'un point quel-
conque menons 3 un cercle trois sécantes dont les seg-
ments extérieurs soient égaux aux hauteurs données, les
sécantes entitres sont entre elles dans le méme rapport
que les cdtés du triangle cherché,

153. Inscrire dans wune demi-circonférence un quadrilatére
semblable 4 un quadrilatdre donné, de maniére que deux
de ses sommets soient sur le diaméire et les deux autres
sur la circonférence. ‘

On trace un demi-cercle antour du quadrilatére donné,
La figure . ainsi obtenuc est semblable A celle qu'on
cherche.

b} Dans les problémes précédents, la position de la figure
cherchée était indifférente; si au countraire la figure
doit avoir wune situation déterminée par rapport
a des lignes ou des points donnés, il faut chercher
A faire abstraction d’une conditien, de maniére gque
I’'en n’ait plus qu'un systéme de figures semblables
et semblablement placées. Alors les lienx géomélriques
de tous les points de la figure sont des droites passant par
le centre de similitude et l'on arrive facilement & la figure
cherchée, en déterminant d’abord une quelconque des figures
du systéme, puis celle qui lui est semblable et qui remplit
en méme temps la condition provisoirement laissée de coEé.
Cette condition, qu'on est conduit de la sorte a négliger tem-
porairement, consiste généralement en ce qu’une ligne doit
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avoir une longueur déterminée, ou qu’'un point doit
s¢ trouver sur une ligne donnée, ou gu'une ligne

doit
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passer par un point donné.

Dans un triangle donné AEBC, inscrire un autre triangle
abc de maniére que ses c¢Otés soient paralléles 3 des
droites données,

Laissons de c6té la condition que a doit tomber sur
BC; an satisfera aux antres an moyen d'un systéme de
triangles semblables ayant 4 comme centre de similitude.
Tragons Yun d'eux, par exemple a,b,c; Aa, coupera
le cHté BC en a.

Inscrire un carré dans un triangle, un secteur ou un
segment donné,

Dans: un triangle donné, inscrire wn parallélogramme
sernblable & un parallélogramme donné.

Par un point donné, mener une droite qui fasse des
angles ¢éguux avec deux droites données.

Par un point donné, mener une droite telle que trois
droites données, passant par un méme point, y détermi-
nent ' deux segments qui solent entre eux dans un rap-
port donmné.

Au lieu du point donné, on prend un point quelconque
sur une des droites données (117).

Par un point donné, mener une droite qui détermine
sur les cétés d'un angle donné des segments, quisoient
entre eux dans un rapport donné.,

Dans un triangle mener & lun’ des cétés une paralldle
qui soit dans un rapport donné avec un des segments
qu'elle détermine sur un des autres cotés.

Mencr unc droite de direction donnée, sur laquclle les
cotés de deux angles donnés déterminent deux segments
qui solent entre eux dans un rapport donné.

Solent BAC et DEI les angles et X le point cherché
sar EF; si on laisse EF de coté, X Hécrira une ligne’
droite pa%sant par le point de DE, qui se trouve sur
une droite passant par 4 ef ayant la direction donnée.
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Conpstruire un triangle isocéle, connaissant la hauteur et
la médiane relatives 4 un des deux cotés égaux.

On peut tracer de suite le friangle dont les droites

données sont les ‘cotés et l'on connait alors'la forme du
triangle qui a la médiane pour l'un de ses cotés et le
sommet du triangle isocéle pour sommet opposé.
On donne un point 4 d'une circonférence et une corde
BC. Mener une corde 4D qui coupe BC en E, de
maniére que DE et DC soient entre_eux dans un rap-
port donné.

On connaijt la forme du triangle CED et on trace un
triangle semblable, en prenant C comme centre de simi-
litude,

On donne deux rayons dans un cercle; mener une corde
qui soit divisée par eux en trois parties égales.

Dans un quadrilatére, inscrire un losange dont les cotés
soient paralltles aux diagonales du quadrilatére.

Dans un triangle donné inscrire un triangle X¥Z; on
connait la direction de YZ, le point de BCtoh X d01t.
tomber et le rapport XY : XZ. ‘

On considére BC comme n'existant pas (mais on garde
bien entendu la ligne qui va de A au point donné sur BC)
ct on prend A comme centre de similitude.

Mener ume lignerde direction donnée, qui divise suivant
le méme rapport un couple de cotes opposés d'un qua-
drilatére (154).

Dans un triangle, mener une droite para]léle a l'un des
cOtés et de telle maniére qu’elle soif movenne propor-
tionnelle entre, les segments suivant lesquels elle divise
un des antres cbtés.

On donne un point B et deux paralléles dont 1'une
passe par un peint 4. Mener par 4 et B deux nou-
velles paralldles qui, avec les deux premiéres, détermi-
nent : 1° un losange; 2° un parallélogramime de périmétre
donné; 3° un parallélogramme dont les Q(‘)tes soient
dans un rapport donné.
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Dans un triangle, inscrire un losange dont un des angles
coincide avec un angle du triangle.

Inscrire un triangle isocéle dans un cercle, connaissant
la somme de la hauteur et de la base. _

On considére /\ ACB comme le triangle cherché et
on introduit dans Ta figure la somme donnée en prolon-
geant la hauteur BD jusquen E; on doit alors avoir
DE = 24D, en sorte que la forme du triangle ADE
est connue; le probléme se résout facilement alors en.
premant E comme centre de similitude.

Dans un triangle, inscrire un rectangle de périmetre
donné.

On introduit le demi-périmetre dans la figure.

Dans un triangle, inscrire un autre triangle dont un
sommet A tombe en un point donné dun des cdtés; en
outre l'angle A4 est donné et le coté opposé A cet angle
doit étre paralléle & une droite donnée. - )
Dans un triangle inscrire un parallélogramme dont: les
cotés soient entre eux dans un rapport donné.. L'un des
chtés doit se trouver sur BC et en outre l'un des som-
mets &étre en un point donné de BC,

Déterminer sur l'un des ¢8tés d'un triangle donné un
point tel que les droites menées de ce point, dans des
directions données, jusqu'a rencontre des deux antres
cOtés aient une somme donnée.

On donne un point B et deux paralltles AX et CY.
Mener par B une droite qui colipe les deux paralleles
en deux points X et ¥ tels que AX et AY soient entre
eux dans un rapport donné.

On fait abstraction du point B; on choisit sur 4X
un point arbitraire Xj, au lieu de X et on détermine
le point ¥, correspondant & ¥ sur AY.

On donne un angle A et un point P. Mener par ce dernier
une droite XY, qui coupe les cotés de langle en des
points X et ¥ tels que la distance du sommet de l'angle
a4 XY soit dans un rapport donné avec XZ, qui a une
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direction donnée et joint X avec un point Z sur Pautre

chHté de 1'angle.
On fait abstraction de P et lon choisit arbitrairement

-sur AX le point X, au lieu de X.

Dans un triangle ABC, mecner une ligne de direction
donnée qui coupe 4B en X, BC en Y, de telle manitre
que, AX et CY soient enire eux dans un rapport donné.

La forme de AXYC es{ connue; on prend A4 comme
centre de similitude et on choisit B 4 la place de X.
Dans un triangle ABC, mencr une transversale XV de
maniére que BX = XV = YC.

Ta forme de BXYC est connue.

A ce probléme on peut ramener le suivant : Construire
un triangle, connaissant A4, a + & et a + c.
Dans un triangle ABC, mencr une iransversale XY paral-
lele a2 BC, de maniére qu’il y ait une rehtlon homogéne

donnee entle XY, XB et YC (par exemple : XY =XB. YC;

XY =XB 4 ¥C, &.).
Tracer un cercle, qui passe par un point donné A4 et
soit tangent a4 deux droites données, qui se coupent en. O,

Un cercle queleongue, tangent aux deux droites, doit
étre scmblable 4 celui qu'on cherche, O é&tant le centre
de similitude. La droite G4 doit couper le cercle ainsi
tracé en un point qui est 'homologue du point 4 dans
le cercle cherché. Aux deux points d’intersection corres-
pondent donc deux solutions. Menons dans le cercle
tracé des rayons allant aux points d’interscction; nous
aurons les centres des cercles cherchés, en menant par
A des paralléles & ces rayons.

Sur wne droite donnée, trouver un peint qui soit A dgales
distances d'un point donné et d'une droite donnée (Inter-
section d'une droite et d’'une parabole).

On fait abstraction du point donné et on choisit le
point d’intersection des droites données comme centre
de similitnde. En réalité, cc probléme est le méme que
le précédent.
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Sur une droite donnée, trouver un point dont les distances
4 un point donné ct 4 une droite donnée soient dans un
rapport donné (Intersection d’une droite et d'une conique”
déterminéc par un foyer, une directrice et l'excentricité).
Au lieu de la perpendiculaire abaissée du point cherché
sur la ligne donnée on peut choisir une droite qui fasse
avec la droite dobnée un angle quelconque donné, sans
qu’il y ait .de changement essentiel dans la solution.
Construire un cercle qui ait son centre sur une droite don-
née, qui passe par un point donné et sur lequel une droite
donnée détache un arc dont I’angle au centre soit .donné.
Tracer un cercle qui passe par deux points donnés et
soit tangent 4 une droite donnée.
Dans un triangle ABC, mener unc ligne de direction
donnée, qui coupe AB en X et BC en Y, de maniére
que XY et ¥4 aient une somme donnée.

Construire un triangle, connaissant a4, B et b —h,. . g
"On prolonge », du segment donné b-—4, au deld
de a (x82).

Construire un triangle, connaissant 4, a —e¢, et by + CD,
D désignant le pied dc .

On prolonge CD jusqu’en K, de maniére que DE =
hy et BA jusquien F, de manidre que A4F =g—c¢.
Comme on le voit facilement, on peut tracer CE, = CEB
= 45% et mener par F une paralléle & CE. On déter-
mine alors B (183).

Construire un triangle, connaissant’ @, 4 et & 4 ne; # est
un nombre donné. oo
Construire un triangle, connaissant A, 6+ ¢ et a—+c.

On prolonge & de ¢ au deld de A jusqu'en D, et ¢
de @ au dela de B; on voit alors qu'on peut tracer CD,
puis DB et déterminer B (183).

Dans un triangle donné ABC, inscrire une demi-circon-
férence, tangente a4 BC en un point donné P et dont les
deux extrémités solent sur les deux autres cotés.

On multiplie AB ou AC par — 1 par rapport 4 P, et
le prébléme se raménc au N° 173,
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Figures inverses.

Une droite tourne autour d'un point fixe P (le centre
d'inversion) tandis qu’en méme temps un point mobile 4 de,
la droite parcourt une courbe donnée K. Sur la droite, as-
terminons un point A, par la condition que PA. PAI_I,
ot I (la puissance d’inversion) est une quantité constante
+(positive ou négative). Le point A; décrira ume courbe K,.
On dit des courbes K et K; que l'une est la courbe fuverse
de l'autre (la transformée par rayons vecteurs réciproques).
A et A, sont dits points correspondants.

La courbe inverse d’une droite
est un cercle qui passe par le cen-
tre d’inversion.

Soit PB une perpendiculaire a la
droite donnée, B et B, deux points
correspondants et A4 et A; deux” autres
points  correspondants. De la  relation

PA.PA,—PB.PB,

il résulte que les triangles BPA, A,P’B, sont semblables, en

sorte que = PA B, = 3- Le lien géométrique de 4, est
“denc un cercle qui & P8, pour diamétre.

Si la droite donnée passe par le centre d’inversion, elle
est &4 elle-méme sa propre courbe inverse.

Si A, parcourt la circonlérence, A décrira la droite: la
courbe inverse d’'un cercle passant par le centre d’in-
version est donc une droitc,

La courbe inverse d'un cercle, qui ne passe pas
par le centre d’{nversion, est un. cercle: et le centre
d’inversion est un centre de similitude pour celui-ci
et pour le cercle donné.

Soient B et B, deux points correspendants, tandis que
PB coupe le cercle une seconde fois en D. Les deux produits
PB x PB, ¢t PB x PD sont alors constants; par suite le
rapport PB; : P} est aussi constant. On trouve donc le lieu
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géométrique de B, en multipliant par rapport 4 P le lieu
géométrique de D (le cercle donné) par une constante. Le
lieu est ainsi un cercle semblable au cercle donné et ayant P
pour centre de similitude. 5i la puissance d'inversion est égale
a la puissance de P par rapport au cercle donné, ce dernier
sera 4 lui-méme sa propre courbe inverse.

On a prouvé que B et B, parcourent en méme temps
des circonférences; il faut toutefois remarquer qu'ils ne dé-
crivent pas en méme temps-des arcs semblables; au contraire
‘B; et D parcourent des arcs semblables et semblablement
placés.

On peut maintenant résoudre le probléme général suivant :

Par un point donné P, mener une droeite sur la- -
quelle deux courbes données K et K, déterminent
deux scgments PX et PX, dont le produit soit donné.

Faisons abstraction de K,; le licu géométrique de X, sera
la courbe inverse de K, qui aura P pour.centre d'inversion et
le produit donné comme puissance dinversion. X; sera donc
déterminé comme point d’intersection de cette courbe avec K.
Le probléme peut se résqudre avec le compas et larégle,
toutes les fois que les courbes données se composent de droites
et d’arcs de cercle.

19z. Par un pojnt donné P mener une droite qui coupe les
cotés d'un angle donné en 4 et B de telle sorte que
PA.PB =a%.a étant. un segment donné.

193. On donune un cercle, un de ses diamétres et un pomt P.
Mener par P une droite qui coupe le cercle en X et le
diamétre en ¥, de maniére que PX.PY = a?
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1g4. Par l'un des points d’intersection de deux cercles mener
une droite telle que les cordes déterminées sur elle par
ces deux cercles alent un produit donné.

195. Construire un triangle ABC, connaissant le coté du carre
inscrit dont deux sommets sont sur BC, «~~ 4 et le pro- .
duit des deux segments qu'un sommet du carré détermine
sur' AB.

-196.: Construire un iriangle, connaissant @, 4 et BD.BA,
D étant Ic pied de %,.

L'inversion s'employe souvent aved avantage, quand on
veut exécuter unc construction ou donner une démonstration,
parce que la figure inverse est souvent plus simple que la
figure donnée. Nous appellerons entre autres. I'attention ici
sur les relations suivantes qui existent entre deux figures
inverses.

@) Si deux courbes se coupent ou sont tangentes
en A, les courbes inverses se couperont ou seront tan-
gentes au point A, qui correspond & 4.

En efict, si A est sur les deux courbes, 4, doit se trouver
sur les deux courbes inverses; et si deux points d’intersection
se réunissent en -A, leurs correspondanis coincident égalerment
en A '

Si A est au centre d'inversion, le. théoréme n'a plus lieu
parce qu'en général A cc point ne correspond plus un point,
mais la droite de U'infini.

b} Si deux courbes se coupent en A sous un cer-
tain angle (I’angle de leurs tangentes}, les courbesin-
* verses se couperont en A, sous le méme angle (mais
pris avec un signe contraire, si l'on mesure l'angle depuis
I'une des courbes jusqui l'autre). )

On voit aisément' (fig. pg. 35 et 36) que le théoréme a lieu
quand Tune des courbes est un cercle et l'antre une droite
passant par le centre d'inversion. Il subsiste encore pour deux
cercles quelcongues; car une droite mende de 4 au centre
d’inversion passe par A;. A l'aide de cela, on peut alors dé-
montrer facilement que le théoréme a lieu pour deux courbes
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quelconques; car elles forment entre elles en 4 le méme angle

\

que deux cercles quelconques, tangents chacun & l'une des
courbes en A.

197.

398,

199.

200.

Applications.

Construire un cercle passant par un point donné P et
tangent 4 deux cercles donnés.

En faisant l'inversion avec P comme centre d'inversion,

le probléme se raméne a4 menecr la tangente commune & .
deux cercles. On peut choisir la puissance d’inversion
de maniére que 'un des cercles ne change pas.
Démontrer quun cercle quelconque, passant par les inter-
sections de deux cercles, coupe sous le méme angle un
systéme de cercles tangents aux deux cercles donnés (et
par suite aussi une tangente commune}.

Par inversion, ce théoréme se raméne au suivant : Une
droite quelconque, qui passe par le centre de similitude
d'un systtme de cercles .semblablement placés, coupe
tous les cercles sous des angles égaux.

Construire un cercle tangent & trois cercles qui passent
tous par le méme point.

Dans un cercle donné, inscrire un quadrilatére dont les
cOtés passent chacun par un point donne.

Soient a, b, ¢ et 4 les points par lesquels passent
respectivement AB, BC, CD et DA/ On se sert de ces
points comme centres d’inversion en, prenant comme puis-
sance d’inversion pour chacun d’éux sa puissance par
rapport au cercle, Aprés quatre inversions successives
autour de &, b, ¢ et d, A viendra retomber en 4. Soit
P le point qui, aprés trois inversions autour de «, b et ¢
vient tomber en d; on trouve ce point en faisant succes-
sivement linversion de d autour de ¢, b et a Tout
cercle ou toute droite passant par P se transforme, aprés
inversion autour de a, b et ¢, en un cercle passant par
d et en conséquence, par inversicn autour de 4, devient
une droite. La droite PA, aprés quatre inversions, se
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transforme donc en une droite Py A, P; étant le point
que l'on obtient quand on fait successivement l'inversion
de @ autour de b, ¢ et d. Mais comme V'angle que PA fait
avec le cercle n'a changé ni en grandeur ni en signe aprés
les quatre inversions, et que le cercle reste le méZme,
PA et Py A doivent forier une scule et méme droite.

La solution est donc la suivante : On détermine P; par
Iinversion de @ autour de b, ¢ et 4; puis P par Vinver-
sion de 4 autour de ¢, b ¢t . La ligne PP, coupe le
cercle en 4.

. La solution peut ¢'étendre facilement 4 une figure
quelcongue d'un nombre pair de cotés.

Pans un cercle inscrire un triangle ABC de maniére que
chaque cété passe par un point donné (g, b ¢t ¢},

On procéde comme dans le probléme précédent, en
ne faisant que trois inversions au lien de quatre. La
conséquence en cst que PA et P, A ne forment plus une
méme droite, parce que les angles qu'clles font avec le
cercle sont de signe contraire. On [ait linversion, autour
de a4, b et ¢, d'un-des points ot Pa coupe le cercle;
soit @ le point ainsi trouvé. Apres linversion, les lignes
aP et PA se sont donc transformées en QP, et P A
qui font entre elles le méme angle que les deux pre-
miéres lignes. Ces angles ont le méme signe (on en voit
{acilement la raison, en suivant linversion; les lignes se
correspondent deux 4 deux, mais leurs points d'irter-
section ne sc correspondent pas} et les quatre lignes
forment un quadrilatére composé de cordes, tel que A
se trouvera déterminé par un cercle passant par P, Py
et le point d'intersection de aP et Q.

Cette solution peut facilement s’étendre 4 un polygone
quelconque d'un nombre impair de cotés,

Lieux géométriques en général,

En outre des lienx géométriques que'nous avons indiqués

dans ce qui précéde, il en existe beaucoup d’autres, qui sont
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souvent appliqués, mais dont I'étude individuelle prendrait trop
de temps. Il faudra donc, dans chaque probléme ol les lieux
mentionnés plus haut ne pourraient pas trouver leur emploi,
rechercher ou tacher de trouver les droites ou les cercles qui
sont les lieux géométriques des points de la figure. Dans ce
cas, un dessin fait avec soin pourra étre un auxiliaire, peu
scientifique il est vrai, mais trés pratique.

Il arrive souvent que, si 'on a une figure qui doit étre
tracée dans une position déterminée, on pourra, en laissant de
cOté une des conditions qui lui sont imposées, la dessiner dans
une sitnation en partie arbitraire, puis la remener dansla posi-
tion requise par une translation paralléle ou une rotation autour
d’un certain point. Les lieux géométriques des points de la
figure sont respectivement alors des droites paralléles ou des
cercles concentriques.

Exemples. .

202. Tracer un cercle de rayon donné, dont le centre soit
sur une droite donnée et dans lequel une autre droite
donnée détermine une corde de longueur donnée.

On trace le cercle de maniére que, dans une pesition
arbitraire, il intercepte la corde donnée sur la droite
donnée; on peut ensuvite l'amener dans la position requise
en faisant décrire 4 son centre une drmte paralléle a la
droite donnée.

203. Décrire un cercle de rayon donnd, dont le centre soit
sur une circonférence donnée et qui coupe un autre
cercle suivant une corde de longueur donnée,

z04. Déerire un cercle de rayon donné, qui passe par un
point donné et coupe -unc droite donnée suivant une
corde de longueur donnée,

205, Construirc un triengle congruent & un triangle donné,
qui ait un cdté sur une droite donnée et le sommet
opposé sur unc autre droite donnée.

206. Dans un segment de cercle donné, inscrire un triangle
congruent 4 un triangle donné, 2
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Décrire un cercle de rayon donné, qui coupe deux droites
ou deux cercles donnés suivant des cordes données,

Mener & un cercle une tangente sur laguelle deux droites
paralléles données, ou deux cercles concentriques donnés,
interceptent un segment de longueur donnée.

Par un point donné mener une droite telle que le seg-
ment de cette dreite, compris entre deux cercles con-
centriques donmés, soit vu de leur cemtre sous un angle
donné.

On donne deux cercles; déterminer un point tel que les
tangentes menées aux deux cercles comprennent un angle
donné et que l'une d'elles ait une longueur donnée.

On méne la tangente dont la longueur est donnée, de
maniére qu’elle soit tangente 4 l'un des cercles en un
point quelconque et, & son extrémité, on construit l'angle
denné; on fait alors tourner Vautre cercle autour du
centre du premier jusqu'a ce qu’il seit tangent a la se-
conde ligne; puis on raméne le tout dans la premidre
position.

Tracer un cercle, qui soit tangent & deux paralléles don-
nées et passe par un point donné.

Par un point donné, mcner une ligne sur laquelle deux
couples de paralitles déterminent des segments égaux.

La ligne doit étre parallele 4 la diagonale du paral-
lélogramme formé par les deux couples de parallles.
Tracer deux cercles de rayons donnés de telle sorte
que T'un deux détermine sur.une droite une corde de
longueur donnée et que l'antre intercepte sur une seconde
droite une antre corde donnée; de plus les cercles doivent
étre tangents et leur tangente commune doit avoir une
direction déterminée. :

Dans un cercle donné, inscrire un trianglc dont un coté
est donné et dont la médiane relative & ce coté passe
par un peint donné et ait une direction donnée,

Inscrire dans un cercle un triangle, dont on donne un
cOté et la médiane relative 4 un des autres cétés et qui
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soit tel que le point d’intersection des médianes soit sur
un diamétre donné. '

216, Dans un cercle donné mener une corde de longueur
donnée de telle maniére qu’elle soit coupée par un dia-
métre donné, suivant un rapport donne.

217. Dans un quadrilatére donné, inscrire un parallélogramme

dont les cOtés ajent: des directions données.

On fait abstraction d'un des cotés du quadrilatére;
alors le sommet libre du parallélogramme décrit une
droite.

218. Par un point donné, mener une droite qui coupe trois
droites données de telle maniére que’ les points d’inter-
section et, le point donné soient harmoniques.

On laisse une des droites de cdté; alors le point libre
décrit une droite qui passe par le point d'interscction
des deux auires droites données.

219. Construire un triangle, connaissant w,, B et la distance
de C & w,. ’

On trace w, et on éléve une perpendiculaire & w,en 4.
Le probléme est maintenant ramené au précédent, avec
cette différence qu'a la place d'une des droites données,
on a l'arc qui est capable de =~ B.

.

B. LIFux GEOMETRIQUES DE LIGNES.

La ligne droite, de méme que le point, est déterminée
quand elle doit satisfaire & deux conditions. Comme celui-ci
ausst, elle sera partiellement déterminée par une seule condi-
tion, parce qu'il existe toujours une courbe 4 laquelle doivent
8tre tangentes toutes les lignes qui remplissent cette condition.
Par analogie, on peut donc donner & cette courbe le nom de
lien géométriques des lignes. Dans des cas particuliers, cette
comrbe peut &tre un point, en sorte que toutes les lignes, qui
ont la propriété requise, passent par ce point. A Vexception
de ce cas, nous n'aurons A considérer ici que ceux ou la
courbe est un cercle. g
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51 donc on peut déterminer deux leuxrgéométriques pour
une ligne, le probléme ce raméne A 1'un des suivants :
1%, Mener une droite par deux points donnés.
29, Par un point donné, mener une tangente 4 un cercle (16).
39 Mener Ja targente commune 4 deux cercles (137).
Dans ce qui suvit, nous indiquens les lieux géométriques

de lignes les plus importantes.

1. Le lien géoméirique de toutes les cordes égales
d’'un méme cercle cst un cercle concentrique au cercle
donné. * 5

On trace dans le cercle la corde de longueur donnée et
lon méne le cercle concentrique qui lui est tangent.

m. Le lieu géométrique des lignes, dont les di-
stances 4 deux points fixes sont dans un rapport
donné, est le point qui divise, suivant le rapport
donné, la ligne qui joint les points donnés. Tl faut
prendre les distances chacunc avec un signe.

n. Le lieu géométrique des lignes, dont les di-
stances 4 deux peoints donnés ont une somme donnée,
est un cercle dont le centre est au milieu de la ligne
qui joint les points.

Si la différcnce des distances doit &tre égale & une
ligne donnée, le lieu géométrique se compese de deux points
infiniment éloignés et les lignes forment alors deux systémes
de paralltles. Leur direction est déterminée par les tangentes
gu'on mene d'un des points au cercle décrit autour de l'autre
comm:e centre, avec la ligne donnée pour rayon.

TLes distances doivent étre prises ici chacune avec un

signe.
. o. Dans un cercle, on trace des angles inscrits
dans le méme arc et on les divise suivant les deux
mémes angles; le lieu géométrique des lignes de
division est ie point de l'arc que 1'on obtient en di-
visant de la maniére donnée un quelconque des angles
inscrits.
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p. Par deux points donnés, on méne des cercles
qui coupent (ou sont tangents a) un cercle donné,
le lieu géométrique des
cordes communcs est un
peint de la ligne qui }omt
les points donnés.

Scoient A4 et B les points
donnés, et supposons un cercle
quelconque, mené par ces points,
qui coupe le cercle donné en C
et D, La ligne CD rencontrera
alors AB en O, lieu géométrique
cherché; car si un autre cercle
quelconque, passant par 4 et B,
coupe le -cercle fixe aux points
E et F, les lignes FE, DC et AB sont les lignes d’égale
puiqsance des trois cercles; et comme elles se coupent en un
méme pomt LF doit passer par O.

Exemples.

220. Par un point donné, mener une droite qui soif coupée
par un cercle donné suivant une corde de longueur
donnée.

A Taide de 1, le probléme se_-raméne a 16,

22I. Mener une droite qui détermine dans deux cercles donnés
des cordes de longueurs données.

222. Mener unc droite qui coupe une droite donnée en X et
un cercle donné en Y et Z, de mamere que XY et Y72
afent des longucurs doniées.

A l'aidc de 1, le probléme se rdmeéne & 11.

223. Inscrire dans un cercle donné un triangle semblable & un
triangle donné et dont un c6té passe par un point donng,

224. Tracer dans un cercle donné une corde de longueur et
de direction données.
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Inscrire dans un cercle donné un triangle dont un c6té
soit égal et paralléle & une ligne donnée et dont la bis-
sectrice de I'angle opposé passe par un point donné.

On a immédiatement un c6té {1); on connajt alors
deux points de la bissectrice del'angle opposé.

Dans un cercle donné, inscrire un triangle, connaissant
la direction d'un c¢6té, la bissectrice de l'angle opposé
et un point de cette derniére.

Lz direction donnée d’un ¢b6té détermine le milieu de
Varc correspondant et par suite la bissectrice dé l'angle
opposé.

Par un point donné mener une droite dont la distance
4 un point donné soit égale 4 la somme de ses distances
A deux autres points donnés,

On donne les points 4 et B sur une circonférence de
cercle donnde. Par un point donné P,'mener une droite
qui coupe le cercle aux deux points X et Y, de telle ma-
nitre que AX et BY f{orment entre elles un angle
donné (2z20}.

Diviser un arc de cercle en deux parties telles que leurs
cordes soient dans un rappert donné,

L’angle que font entre elles les cordes cherchées sera
bissecté par la ligne qui divise la corde de l'arc donné
suivant le rapport donné et qui passe par le milien de
larc qui, avec larc donné, compléte la circonférence
entiére. . '

Par un point donné, mener une droite qui passe par le
point d'intersection de deux droites données, sans que
celles-ci soient prolongées de maniére 4 se couper.

On méne entre les lignes données deux paralléles,
dont lune passe par le point donné; la ligne cherchée
coupe les deux paralléles dans le méme rapport.
Construire un triangle, connaissant les portions suivant
lesquelles =~ 4 et & sont partagées par une ligne AD.

On trace le dercle circonscrit dans lequel @ est une
corde; on connait alors deux points de AD (o).
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Construire un triangle, connaissant k,, @, &t ..

Les trangles rectangles, qui sont déterminés par les
trois lignes données peuvent se construire immédiate-
ment, On connait alors le point A4 et la ligne sur la-
quelle se trouve a; il s'agit maintenant de déterminer B
et C. On les obtient en construisant le cercle circonscrit
au triangle. A cet effet, prolongeons w, et élevons une
perpendiculaire sur le milieu de a; ces deux lignes doivent
se couper au imilieu de l'arc que sous-tend a. Ce point
trouvé, le cercle se construit facilement.

Mener 4 un cercle une tangente dont les distances A
deux points donnds aient unc somme donnée.

Ftanl donné un quadrilatire ABCD, mener une droite
qui soit & dégale distance de A ct €, et de B et D,
(Distances égales prises avec des signes contraires:)
Dans' un cercle donné, inscrire un quadrilatére ABCD,
connaissant la diagonale AC, l'angle que lont les diago-
nales et sachant cn outre que le quadrilatére chérché
doit étre circonscriptible & un cercle.

On trace la diagonale AC comme corde dans le cercle ;
on connait la direction de B, par suite aussi les milieux
des arcs que sous-tend BD. On! peut alors mener les
lignes qui bissectent les angles 4 et C et celles-ci doivent
se couper au c¢entre du cercle inscrit. Les lignes, qui
bissectent les anmgles B et D, doivent passer pur ce
centre et par les milienx des ares qie sous-tend AC; on
peut donc les tracer et par suite. B et D sont déter-
minés.

Construire un carré dont les coétés doivent respectlve-
ment passer par un des points 4, B, C et D.

Sur AB et CD, comme dla.metres, on décrit des cercles
qui sont les lieux géomnétriques de deux des sommets
du carré; comme la diagenale d'un carré en bissccte les
angles, elle doit passer par les milieux des deux demi-
circonférences; on peut donc la tracer immédiatement.
Elle détermine ainsi deux sommets du carré et par suite
les deux autres.
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Construirc un quadrilatére semblable & un quadrilatére
donné et dont les cbtés passent 1espect1vement par quatre
points donnés.

Ce probléme est une génurahsatlon facile du précédent
et se résout d'une maniére analogue, puisque les dia-
gonales divisent les angles d'une maniére connue.

Par deux points donnés mener un cercle tangent 4 un
cercle donné.

Par les denx points donnés, A et B, on méne un cercle
quelconque coupant le cercle donné. La corde commune
rencontre 4B en un point qui doit aussi se trouver sur
la tangente commune au cercle donné et & celui qu'on
cherche. Si donc on méne cette tangente, on obtient le
point de contact des deux cercles*et par suite le centre
du cercle demandé.

Ce probléme peut aussi s'énoncer de la maniére sui-
vante : On donne un cercle et deux points 4 et B; trou-
ver sur la circonférence du cercle un point X tel que
les lignes X4 et XB le coupent en deux autres points
dont la ligne de jonction soit parall¢le 4 45,

Par deux points donnés, mcner un cercle qui coupe un
cercle donné suivant une ¢orde donnée,

Construire un quadrilatére inscriptible, connaissant CA,
BD, == A et =2 ACB. =

On trace BD et on détermine le point 4 au meyen
de e et de o,

Par deux points donnés, mener un cercle qui coupe un
cercle donné de maniére que, la corde commune soit
tangente 4 un autre cercle donné.

Par deux points donnés, tracer un cercle qui coupe un
cercle donné de maniére que les distances de la corde
commune 3 deux points donpés soient entre elles dans
un rapport donné.

Construire un triangle congruent 4 un triangle donné,
de manidre que deux de ses cotés passent par des points
donnés et que la bissectrice de leur angle soit tangente
a un cercle donné,
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On donne deux paralleles, un point 4 sur Pune, et un
point B sur lautre; mener par un point donné P une
droite qui coupc ces paralléles en X et Y de telle ma-
niére que les segments AX et BY scient entre eux dans
un rapport donné.

On donne un cercle et trois points 4, B et €. Mener
par A et B deux cordes ZX et VY telles que XY et
ZV passent par C,



DEUXIEME CHAPITRE
TRANSFORMATION DES FIGURES

Pour que les méthodes développées. dans la section précé-
dente puissent s'appliquer, il faut que, dans la figure qu’on
trace, les éléments donnés soient les uns par rapport aux
autres dans des relutions assez simples et notamment qu'ils
solent assez prés les uns des autres; parce qu'on arrive
souvent ainsi a construire de suite une grande partie de la figure
de maniére & ramener le probléme a la détermination d’un
point ou d'une ligne, Quand il n'en est pas ainsi, on ne peut
‘pas recourir immédiatement aux lieux géométriques; mais ce
que nous avons &tabli précédemment conduit facilement au
principe qu'on devra appliquer alors et qui forme la base
fondamentale de l'analyse qui suit. De la figure qu’on aura
tracée, on devra chercher 4 en déduire une au-
tre, oll les éléments donnés se trouvent rassemblés
de telle maniére gqu’on puisse effectuer la construc-
tion. Quand cette figurc aura été déterminée, on pourra en
- général revenir 4 celle dont il était d’abord question. Les
méthodes qui peuvent servir a4 effectuer cette transformation
sont

A. La translation paralléle,
B. Le retournement,
C. Lo déplacement pav rolation.
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A. TRANSLATION PARALLELE.

On se sert de cette méthede pour rapprocher les uns‘des
autres les éléments donnés, en firansportant quclques-unes des
lignes de Ia figure dans de nouvelles positions, paralléles aux.
positions primitives. En particulier, cette méthode pourra
souvent s'appliquer quand on counaitra deux lignes de 1la
fipure ct Y'angle qu'elles font entre elles, parce qu'en déplagant
l'une d’elles de manitre qu'une de ses extrémités coincide avee
une exirémité de lautre, on obtiendra un triangle qu’on peut
construire de suite. Dans un polygone duelconque, on peut
rapprocher les éléments les uns des autres en transportant
tous los cbtés paralltlement i eux-mémes, de telle sorte gu'ils
passent tous par un méme point. Les lignes peuvent &tre
tracées dans une direction telle que les angles qu'elles font
entre elles solent égaux aux angles extérienrs du polygone
primitif, dont la sommec est, comme on le sait, égalc & 4
angles droits. En joignant les extrémités des lignes, on " ob-
tient un nouveau polygonc qui est souvent plus facile & con-
struire que le premicr. Les cas particuliers qui suivent le
fecront mieux comprendre.

Triangle. Par translation, on déduit du triangle ABC le
triangle CDE; AF = AB et DB = AC. Les lignes qui partent
de A ont les cotés du triangle primitif
et les angles formés autour de 4 sont les
angles extérieurs. Comme DC = 2 €O, les
N\ cdtés du nouvean triangle sont le double
e des médianes du triangle primitif, tandis
........ " que réciproquement A cst le point d’in-

tersection des médianes du nouveau tri-
angle. Comme B et D sont A égale distance de AC, les hau-
teurs du triangle ABC se retrouvent dans les triangles qui se
joignent en 4. Comme dans la translation paralléle les angles
ne changent pas, tous ceux que font entre .eux les cotés, les
hauteurs et les médianes se rctrouvent dans la nouvelle figure.
Puisque N\ DAC = N ABC, la surface’ de DEC est triple de
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celle de ABC. Toutes les fois gu'en pourra tracer le /\ DEC,
ou l'un des petits triangles, on pourra facilement revenir de

ceux-ci au A ABC.
Exemples.

246. Construire un triangley connaissant ses trois médianes.
On construit DEC et on en déduit 4 et B.

247, Construire un triangle, connaissant m,, A, et k.
On trace DOC (35); puis on méne OB = 04.
Construire un triangle, connaissant

248, Do, . ot my.

249. g, #y et kg

250.  FRa, Wy et m,.

z51. A, h, et m,. -

252. hg, m, et k. : b.

2353. A,k et my.

254. Mg, me et <Z{my, a).

255. W, By et hy.

230, o, Ay ct < (., B).

257. kg, a et -7 (o, o).

258. hu, bdcoet by oz ok

Quadrilatére. Dans un  quadrilatére ABCD, on  peut
transporter 48 et AD en CB; et CDy. Le paraliélogramme
BB, DD aingi formé contiendra
alors beancoup des éléments du B B,
quadrilatére en linison simple les
uns avec les autres.

Les lignes qui partent de C
sont les cOtés du quadrilatére.

‘Les angles formés autour de D 24
C sont les angles du quadrilatére.

Les cbtés du parallélogramme sont les diagonales du
quadrilatére et leur angle est celui qui est compris entre les
diagonales de ce dernier. )

La surface du parallélogramme est le double de celle du
quadrilatére.

A
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Les diagonales sont lc double des lignes qui joignent les
milicux des cétés opposés; on le reconmait aisément en con-
sidérant le parallélogramme qu'on forme en joignant succes-
sivement les milienx des codtés du quadrilatére.

On retrouve ainsi dans le paraliélogramme toutes les
quantités que lon considére généralement dans le quadrilatere.

La translation se montre surtout & son avantage, quand
on connait les diagonales et leur angle; car, dans ce cas, on
peut immédiatement tracer le parallélogramme et le probléme
se raméne i déterminer le point €. On a de suite denx lieux
géométriques de ce point, quand on connaft denx des élé-
ments indiqués ci-dessus, ou wune certaine dépendance entre
plusicurs d’entre eux (par exemple, le rapport de deux cOtés,
Ja somme ou la différence de leurs carrés, &c.).  La classe
trds nombreuse de problémes, qu'on peut ainsi résoudre sans
coup férir, s'angmente cncore considérablement si Uon remarque
que, dans wn quadrilatére, on peut considérer deux cbtés
opposés quelconques comme des diagonales et les diagonales .
comme des cbtés; et en effct, on peut par ce moyen résoudre
les problémes correspondants, olt Ton donne deux cotés op-
posés et leur angle, au licu des deux diagonales et de leur
angle.

Pour mieux {aire comprendre la méthode, mnous allons,
dans ce qui suit, l'appliqguer & quelques problémes de diverses
espéces.

Exemples.

259. Construire un traptze, connaissant ses quatre cotés.
Transportons l'un des ¢6tés non paralleles jusqu'a ce
quil rencontre lautre; nous donnons naissance a un
triangle, dont les trois cotés sont connus, :
260. Dans un cercle, on méne deux cordes AB et CD. Trouver
sur sa circonférence un point X tel que les lignes XA et
XB déterminent sur la corde CD un segment FG, égal
4 une ligne donnée.
Transportons FG de manjére que I tombe en A;
G viendra en un point H, que nous pouvons déterminer



267,

262,

263.

" 264,
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immédiatement; nous déterminons ensuwite d'aprés cela
le point & au moyen de e, puisque == & = ' X (comme
inscrits dans le méme arc AB). .

Construire un quadrilatére, connaissant les quatre cotés
et la ligne EF qui joint les milieux de AB et CD,

Pour rassembler les éléments, transportons BC et AD
parallzlement 3 eux-mémes jusqu'a ce qu'ils soient dans
les positions EC, et ED,. C,, F et I, sont alors en
ligne droite, puisque N\ C,CF~ [,DF. On peut mainte-
11'1nt construire le /N € ED (121); puis on détermine C
et [D. T.a construction montre que l'angle que forment
les cotds opposts, < () ED|, est indépendant de la lon-
gueur des deux autres.

La construction peut aussi g'effectuer au moven de la

translation générale indiquée plus hant.
Par le point d'interscction de deux cercles,” mener umne
droite sur laguelle lts deux cercles’ déterminent .des
cordes ayant ups différence donnée. (Les cordes doivent
gire affectées d'un signe ol étre comptées A partir du
point d'intersection.)

La projection de la ligne des centres sur la ligne
cherchée est égale 4 la moitié de la différence donnée,
Iransportons la projection jusqu'd ce qu'une de ses ex-
trémités tombe en un des centres; elle formera avec la
ligne des centres un triangle rectangle qu'on peut con-
struire, La ligne cherchée sera alors paralléle 4 l'un
de ses cotés. Si Von donne la demi-somme des cordes,
on peut lintroduire dans la figure, cn multipliant par
— I lun des cercles, par rapport au point d’intersection,
substituer ce nouveau cercle a la place de celui qui
était denné et effectuer la construction gqu'on a indiquée
plus haut.

Construire un rectangle, ayant un c6té donné et tel que
chaque c6té passe par un point douné (262).

Dans un triangle donné ABC, mener par un point X de
AB et un point ¥V de BC une ligne telle que XY alt
une longueur donnée et que AX CY =414



265.

266.

267,

268,
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Transportons parallelement XY jusque dans la posi-
tion AY, nous pourrons alers déterminer le point ¥,
puisqu’on connait sa distance 4 A et la forme du tri
angle ¥, YC.

Mener une droite de direction dennée qui rencontre deux
cercles donnés de telle maniére que les cordes inter-
ceptées aient une somme ou une différence donnée.

On déplace 'un des cercles suivant la direction donnée
jusqu’a ce qu’il coupe l'antre sur la ligne cherchée. Dans
cette situation, on détermine aisément son centre.

Par un point donné, mener une droite qui soit coupée
par deux cercles donnés suivant des cordes égales.

On transporte 'un des cercles de maniére 4 faire coin-
cider les cordes égales. Son cenire peut alors se déter-
miner par cette double propriété que L'on voit de ce
point la ligne des centres sous un angle droit et que sa
distance au point donné est connue; Ja tangente menée
du point donné i ce cercle est en effet égale A4 la tan-
gente menée du méme point au cercle ﬂxe
Dans deux cercles donnds, dont lés centres sont A et B,
mener deux rayons paralléles AX et BY qui soient vus
d'un point donné P sous des angles égaux.

On transporte parallélement le trviangle AXP d'une
longueur égale et par'ﬂlele 4 la ligne des centres et on
le multlphe en méme temps par le rapport des rayons
de manitre que AX et BY coincident. Le peint P
viendra alors dans umne nouvelle position Py qu’on déter-
mine aisément puisqu'on connait la longueur et la direc-
tion de la ligne BF,. Comme = YP B-=--"XP4, les
points P, P, B et Y doivent sc trouver sur une méme
circonférence; ce qui détermine Y,

Construire un parallélogramme, connaissant les cOtés et
Yangle des diagonales.

Transporteons paraliéglement Vunc des diagonales jusqu’a
ce qu'une dc¢ ses extrémitéds tombe sur une extrémité de
I'autre. Nous pouvons alors construire le triazgle dont
les diagonales sont les cotés (18).
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N
26g. Construire un (rapeze, connaissant les diagonales, Ja ligne
qui joint les milieux des cttés non paralléles et un angle.
Par le méme procédé que dans le:cas précédent, on
raméne ce probléme 4 3.
2#0. Dans quel cas le point € sera-t-ii sur une des diago-
nales du parallélogramme, résultat de la translation géné-
rale dans un quadrilatére ?

3

=

Au moyen de la translation paralléle, on peut résoudre
un probléme géndral qu'on rencontre souvent :

Entre deux courbes données mener une ligne
qui soit égule et paralléle & une ligne donnée.

On déplace T'unc des courbes d'une longueur égale et
parailéle & la ligne donnée; elle coupera l'autre courbe  au
point ont il faut mener la ligne. Ce probléme peut toujours
sc résoudre avec la rei.,lc et le compas quand Jes courbes
sont des systémes composés de droites et d’arcs de cercle.

271. Mener une ligne égale et- paralléle &4 1ne ligne donnée
et qui ait ses extrémités sur deux circonférences données.

z72. Dans un triangle, mener une transversale de longueur
donnée, paralléglement 4 un des cdtés.

273. Pans un cercle, mener une corde qui soit égale et pa-
ralléle & une ligne. donnée.

274. D’'un navire on voit .deux points connus sous un angle
donné; ce navire s’avance d'une lengucur donnée suivant
une direction donnée et on veit alors les deux mémes
points sous un autre angle connu; on demande de deter-
miner le lieu de navire.

Par les points donnés, on fait passer des arcs de cercle
capables des angles donnés; le probléme est alors ra-
mené i 271.

On emploie souvent un genrce spécial de translation pa-
ralitle, quand on a affaire 4 des cercles qui touchent d’autres
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cercles ou des droites; on imagine que le rayon d'un des
cercles diminue jusqu'd zéro, pendant qu’en méme temps les
droites ou les cercles tangents suivent le mouvement, en con-
servant les unes leurs directions, les auvtres leurs ceatres. On
arrive souvent ainsi & ramener un probldme & un autre plus
simple, ot les auntres conditions imposées restent les mémes,
mais olt un cercle est remplacé par un peint.

275.

276,

277.
278,

279.
280.

2871.

Mener la tangente commune & deux cercles,

Faisons diminuer le plus pctit jusqu'a ce qu’il se ré-
duise a un point, tandis que les tangentes le suivent;
Pautre cercle doit continuer a étre tangent aux tan-
gentes; il prendra done un rayon égal & la somme ou
4 la différence des rayons demnés, sulvant que l'on con-
sidérera les tangentes intérieures ou extérieures. Le
probléme se raméne ainsi 4 16.

Construire un cercle tangent & deux droites données et
4 un cercle donné.

Faisons décroitre le cercle donné, jusqu’a ce qu'il se
réduise & son centre; le probléme se raméne & 181. Le
cercle cherché peut é&tre tangent au cercle donné de
deux maniéres différentes, auxquelles correspond la trans-
lation des tangentes dans des directions opposées.
Construire un cercle tangent a, un cercle donné et i une
droite donnée, en un point donné.

Construire un cercle tangent a4 deux cercles donnés, et
4 Tun d’eux en un point donné. '

Exemples divers de translation paralléle,

Construire un quadrilatére, connaissant ses quatre cotés
et Iangle compris entre deux cotés opposés.

Construire un quadsilatére, connaissant les diagonales,
leur angle et deux angles opposés.

Construire un trapéze, connaissant Ics diagonales, leur
angle et la somme ou la différence de deux cotés suc-
cessifs.
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283.

288.
289,
290,
201.
292
293.

204.

TRANSLATION PARAL‘LELE. 57

Construire un triangle, connaissant m,, =< (#y, m,) et la
surface.

Dans un triangle ABC, rectangle en B mener une trans-
versale XY de longueur donnée, de telle maniére que

* —_—2 —2
AX 4 XY 4+ YC soit égal 3 un carré donnd.

Le point Y, (264) est détcrminé par a.

Construire un quadrilatére inscrit, connaissant les diago-
nales, leur angle ct Vangle d’'une diagonale et d'un coté.
Construire un quadrilatére, connaissant les diagonales,
leur angle, le rapport de deux cOtés successifs et angle
des deux autres cotés.

Circonscrire 4 un triangle donné le plus grand triangle
équilatéral possible. :
Construire un quadrilatére, connaissanl deux angles op-
posés, su surface et les deux lignes qui joignent les mi-
lieux des cOtés opposés.

L’angle des deux lignes données se détermine au
moyen de ces lignes et de la surface. On peut alors se
servir de la translation générale du quadrilatére.
Construire un quadrilatére ABCD, connaissant 4B, €D,
< BAC, ACD et BDA.

Construire un quadrilatére, connaissant deux cbtés op-
posés et tous les angles.

Construirc un {rapéze, connaissant les diagonales, leur
angle et un coté,

Construire un quadrilatére, connaissant trois cotés et les
angles adjacents au quatriéme.

Construire un quadrilatére ABCD, connaissant A8, CD,
AC, £ ABD et <2 BDC.

Construire un quadrilatére, connaissant = BCA, = CAD,
les diagonales et leur angle.

On donne deux paralléles L et M, une troisidme droite
N et un point P’; mener par P une dreite qui coupe les
précédentes respectivement en des points, 4, B et C tels
que AB et CP soient entre eux dans un rapport donné.
On transporte AB et CP dans les positions 4,¢ et
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296.

207.
298,

299.

300.

301.

302.
303.

304.

305.

300.
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QP,, @ étant le point d'intersection de M et N, et on

" détermine P,.

Dans un triangle AXBYC, mener XY suivant une direc-
tion donnée de telle maniére que AX et YC aient une
somme donnée.
Construire un trapéze, connaissant les diagonales et les
cotés non paralleles (r42}. y
Résoudre les problémes 169, A étant un point quelcongque.
Construire un  quadrilatére, connaissant les diagonales,
deux cdtés opposés et leur angle.
Construire un quadrilatére, connaissant la ligne qui joint
les milieux de deux .cdHtés opposts, les diagonales, le
rapport de deux cotés opposés et la somme des cairés
des deux autres. _ _

On peut construire le parallélogramme ordinaire, puis-
qu'on en connait les cotés et une diagonale.
Construire un quadrilatére, connaissant les quatre cotés
et la’.ligne qui joint les milienx des diagonales. ° -

Analogue au précédent ou A 267,
Construire un triangle, connaissant deux médianes et
I'angle que la troisiéme fait avec le cOté correspondant.
Construire un trapéze, connaissant les ¢Otés paralltles
ct les diagonales.
Dans un cercle donné, inscrire un trapéze doht on donne
Ia hanteur et la différence des cdtés paralléles.
Construire un quadrilatére, connaissant deux cotés op-
posés, la ligne qui divise les deux autres cotés opposés
suivant un rapport. donné, P'angle que forment ces der-
niers et leur rapport.

Analogue a 261.
Construire un tsapéze, connaissant les diagonales, la ligne
qui joint les milieux des diagonales et la ligne qui joint
les milieux de deux cotés opposés.
Dans un cercle, inscrire un trapéze dont on connait ia
hauteur et la somme des cbtés paralléles.

Le trapéze peut se placer de telle maniére qu'un
diamétre pris arbitrairement le divise symétriquement.
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Le milieun d'un des cdtés non paralldles doit donc se
trouver sur une ligne connue qui est paralldle au dia-
métre.  On peut maintenant déterminer le pied de Ja hau-
teur menée par lextrémité d'nn des cOtés nonm paralléles
(271 et 336).

Sur une ligne donnée AR, placer une autre hgne CD de
longueur dennée de manidre. que C et D divisent har-
moniquement 4B.

Sur AB, comme ecorde, déerivons un cercle quelcongue;
et en suppomnt le probléeme résolu, menons de C et D
les lignes CE et DF aux milieux des deux arcs AB.
Ces lignes .sont perpendiculaires enfre elles et se coupent
sur la circonférence du cercle. Déplagons CD  paralléle-
ment i lui-méme jusqu’en EG; FG sera vu de D sous
un angle droit, .

Soit M le milieu de AB, on connait I produit et la
différence de MC ¢t MD; on peut donc aussi régoudre
le probléme a 'aide de ces quantnes
On donne deux points A et B et entre eux deux paral-
leles. Mener entre celles-cl une ligne MMV de direction
donnée telle que AM + MN +4 NB soit un minimum,

Par un point donné P, mener une droite dont les distances
AX et BY a deux points donnés A et B aient un pro-
duit donné.

Transportons parallélament BY en 47, le lieu de ¥
sera ume droite, celui de X étant un cercle décrit sur
AP comme diamétre; déplacons parallélement la droite
d'une longueur égale au segment AB, nous avons une
droite et un cercle, comme lienx géométriques pour Y.
D'un point donné P, en méne une ligne PA au point A
d'une courbe donnée; et d'un autre point donné L, on
méne la ligne LB 1)1rallele 4 PA et telle que LB: PA
=m:n Quel sera le lien'géométrique de B?
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B. RETOURNEMENT.

On se sert de cette méthode, comme de la précédente,

pour donner aux différents éléments une posmon cominode

pour

effectuer la construction. Elle consiste & amener une

partie de la ligne dans une nouvelle position, en cherchant
par la :

3II.

31z.

313

314,

1) A réunir ensemble les éléments donnés,
Dans un cercle donné, inscrire un quadrilatére ABCD,
connaissant la grandeur des deux cOtés opposés AB et
CD et le rapport des deux cOtés.

Retournons le triangle ABC de telle sorte que A4
vienne en € et € en A; B devra encore &tre sur la cis-
conférence. On arrive de cette maniére 3 placer les élé-
ments donnés d'une maniére plus commode, puisqu’on
commait ainsi deux cBtés. successifs et le rapport des
deux autres; on peut alors tracer les deux cdtés donnés
et détermmu le quatriéme sommet (229).

Il n'y aura plus cnsuite gu'a ramener le triangle ABC
dans sa posilion primitive.

Construire un  quadrilatére clrconscnptlblc connaissant
AD, AB, =D et = B.

Retournons ADC autour de la ligne qui bissecte =2 4 ;
D et C viendront en D, et C, et DC, continuera a
gtre une tangenic. Nous pouvons maintenant construire
le iriangle dont un cbté est BD,, ‘parce que nous con-
naissons ce codté et les deux angles adjacents; le cercle
se détermine facilement alors, puisqu'il est tangent aux
trois cotés de ce triangle.

2) A introduire dans la figure les éléments
donnés.

Construire un triangle, connaissant a, & et A — B,

. Retournons le triangle de mani¢re que 4 vienne en B
et B en 4. Nous pouvons maintenant comstruire le tri-
angle dont les cotés sont @ et b, et Vangle compris 4 — B.
Construire un triangle, connaissant a, A, et B—C.

On idtroduit B — € en retournant le triangle de ma-
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nitre que B vienne en C, Cen B, et A en A;. On peut
n}amtcnant construire le parallélogramme qui a pour
diagonale AA; et pour troisidme sommet B, puisque la
diagonale menée par B est vue de 4 sous un angle
connu.

315. Construire un trianglc connaissant be, m,,,let B—C.

Si 'on retourne le triangle pour le mettre dans la
position BA4,C, la surface connue de A;8A4 sera égale
A la surface du triangle isocile qui a m, pour cotés.

3) A superposer des lignes on des angles de méme
grandeur. Ce procédé s'employe trés souvent quand les
éléments de méme grandeur sont inconnus et la méthode sert,
dans une certaine mesare, & les Eliminer. On peut employer
une méthode analoguc quand on connait e rapport de deux.
lignes; pour les superposer om fait croitre une partie de la
figure suivant le tapport donné pendaunt qu'on opére en méme
temps le retournement. .

316. Construire un quadrilatére inscriptible 4BCD, connaissant
les quatre cotés.

On multiplie les cétés du triangle ABC par AD : AB
ct on le retourne dans la position 4DC,, ou DCy et CD
forment alors une lYgne droite. On peut maintenant
construire le triangle CAC;; car on connait le rapport
CA4:Cy A de méme que CD, DC; et DA,

317. Dans un cercle, inscrirc un friangle connajssant les mi-
licux des arcs que soustendent les cOtés,

Solent - ABC le triangle cherché, + le milien de AB,
B celui de AC et « celui de BC. Faisons tourner A
autour du diamétre passant par v, puis de ceux pas-
sant par « et B; ce point viendra de nouveau retomber
en A: tandis qn'un peint quelconque de la circonférence,
qui est & une distance déterminée de 4, se retrouvera,
aprds une opération semblable, 4 la méme distance de A
mais du cdté opposé. On pourra donc déterminer A en
partant dwun point quelcongue, puisqu'il se trouvera au
milica de la position de ce point et de celle quil vient
occuper aprés les trois retournements. Le probléme peut
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s’étendre 4 un polygone a4 # sommets; mais on voit aisé-
ment qu’il est indéterminé ou impossible quand » est
pair, tandis qu'il est déterminé quand # est impair.

318. On donne une droite et un point 4 sur cette droite;
mener par le cventre 0 d'un cercle donné une droite qui
coupe la circonférence en Y et la droite donnée ecn X
de telle maniére que XY et X4 soient dans un rapport
donné. - .

On améne XY (en le multipliant) en superposition
sur X4; O vient en un point connu O, et AY est la
paralléle & 00,.

319. Construire un quadrilatére, commaissant AF, AD, -~ B,
< D et le rapport BC : CD,

On employe le mé&me retournement qu'au No 316

4) A constituer une figure symétrique de telle
maniére qu’un. peint cherché soit sur V'axe de sy-
métrie, .
320, Sur une droite donmée trouver un point qui soit A égale

distance d'un point donné de cctte méme droite ¢t d'une
autre ligne donnée.

On éléve une perpendiculaire au point donné¢ ct l'on
bissecte 1'angle qu'elle forme avec la droite donnée.

321, Construire un cercle qui soit tangent & une droite’ donnée
en un point donné et coupe un CCICIG donné suivant un
angle donné. ;

On déplace le cercle donné de maniére qu’il coupe
la droite donnée au point donné €t sous langle donné.
L’axe de symétrie des deux cercles passera par le centre
du cercle cherché.

5) A amener une portion de la figure dans une
position telle que deux points inconnus se confon-
dent en un seul, tandis que deux lignes qui passcnt
par ces points font entre clles un angle connu et
contiennent c¢hacune un point. connu. On peut alors
tracer un cercle qui passe par le point d'intersection des deux
droites. :
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On donne deux cercles et deux points A4 et B sur la
circonférence de Tun d’eux. Trouver sur cette méme
circonférence un point X tel que AX et BX rencontrent
Vautre cercle respectivement aux points M et N dc ma-
niere que MN ait une longueur domnée.

Soit O le centre du second cercle, {'angle MON cst
connu, Faisons tourner MA de cet angle autour de O,
M vient en N et 4 en un point connu A4;,. Comme
MA et NB font entre elles un angle connu, langle BNA4,
est connu ct N se trouve par 1A déterminé.

Exemples divers pour le retournement.

Dans un cercle donné inscrire un quadrilatére, cofinais-
sant deux cOtés opposés et la somme des deux autres
cHiés.

Construire un iriangle, conn'nssant A, h, et m,.

On retourne le triangle de maniére que B vienne en C
et € en B tandis que A4 passe du co6té opposé en A,.
On peut maintenant tracer AA4; et en déduire B.
Circonscrire un triangle & un cercle, de maniére que les
trois sommets soient sur trois lignes données issues du
centre du cercle.

Le probléme est analogue & 317.

Construire un losange de telle manpidre que deux de ses
chtds solent sur deux parallzles données et que les deux
autres passent respectivement par les points 4 et B,

On place le losange de maniére que ses deux autres
cOtés solent smr les paralléles’ alors 4B vient dans wune
nouvelle position dont la direction est connue. L'angle
entre celle-ci et AB détermine Vangle du losange.
Construire un triangle de base donnée, dont le sommet
se trouve-sur une ligne donnée ct dont en méme temps
la diftérence des angles & la hase est donnée.

On retourne le triangle, comme dans 313, et on em-
ploye la méthode de similitude.
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Dans un triangle, on méne une ligne joignant le sommet
a un point de la base.” Trouver sur cette ligne un point
d’ou les deux segments de la base soient vus sous des
angles égaux.

Dans un triangle ABC, AC est divisé snivant les seg-
ments AD et DC. Trouver sur AB un point X d’ol
l'on voie AD et DC sous des angles égaux.

On peut déterminer le point de AB qui est le symé-

trique de C par wapport & DX pris comme axe de
symétrie,
Par le sommet B d'un triangle, mener une drmte telle.
que les perpendiculaires AP et CQ abaissées sur elle
déterminent deux triangles ABP et CBQ dont les sur-
faces aient un rapport donné.

On améne ABPF dans la position CEP,, en faisant en
méme temps varier sa grandeur, et sur BC comme dia-
meétre on déerit un cercle. La corde P} a alors une
longueur déterminée et est coupde par BC suivant un rap-
port connu (<= QBP, = -~ ABC).

Construire un triangle connaissant mg,, 52— 2 et == (a, #.,).
Construire un quadrilatére, connaissant les quatre cotés,
et sachant qu'il doit satisfaire a la condition qu’une dia-
gonale bissecte un angle.

On donne deux cercles dont les centres sont A et B,
Mener un cercle passant par 4 et B, qui coupe respec-
tivement les deux premiers en X et Y (de colés diffé-
rents par rapport 4 AB) de maniére que la somme des
angles ABY et BAX soit égale &4 un angle donné

On améne le triangle ABY dans la position BAY,; de
maniére que = XAY, soit l'angle donné.

Construire un triangle, connaissant 4, p et ¢—b.

En appelant O le centre du cercle inscrit, on connait
trois ¢léments du triangle BOC, 4 savoir; langle O, la
hauteur OF et la distance du point I au milicu de BC.
Construire un triangle connaissant p, ¢ — b et € —

On trace le méme triangle que dans le probléme
précédent.
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Rotation autour d'un axe.

Ce n'est qu'un cas particulier du retournement; cependant
ce procédé sera si souvent employé qu'il  mérite une mention
spéciale. On cherche 4 en retirer les mémes avantages que
du précédent, en faisant tourner une partie de la figure autour
d'une droite de maniére que ses deux positions soient symé-
triques par rapport A cette derni¢re. On peut ainsi, par exemple,
résoudre facilement le probléme général suivant :

336. Menecr une droite perpendiculairement a une

droite donnée et de telle manitre que deux

courbes données ’interceptent sur <¢lle des seg-
ments égaux.

Faisons en effet tourner Tune des courbes autour de
la droitc donnée comme axe, elle coupera l'autre aux
points cherchés.

337. Construire un carré dont deux sommets opposés soient
sur une droite donnée. et les deux autres sur deux cir-
conférences données (336).

338. Sur une droite domnée, trouver un point X tel que les
droites qui le joignent & deux points A et B, situés d'un
méme coté de la ligne donnée, fassent avec celle-ci des
angles égaux.

On fait tourner le point donné A autour de la ligne
donnée jusqua ce qu'il soit venu en A4, Alors BX4,
est une ligne droite.

Remarque. Ce probléme se¢ présente souvent dams la
nature parce qu'un corps élastique lancé contre un plan,
un rayon de lumidre qui se réfléchit sur un mireir, une
onde qui vient frapper un plan, sont renvoyés en arriere
de telle maniére que l'angle de réflexion est égal
Vangle d’incidence. On peut imaginer, par exemple, que
4 soit un point lumineux et que la ligne soit la coupe
d’'un miroir. Le probléme consiste donc & {rouver le
chémin que suivia le rayon lumineux pour passer en B
aprés la réflexion. Comme le chemin total qu'il par-
court est égal 4 la ligne BdA, tandis que, pour tout

5
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autre point que X, ce serait une ligne brisée joignant

. les deux points, on voit que ce _rayon cfiectue son trajet.

par la voie la plus courte. ‘

Si le rayon passait par un autre point que X, il se

réfléchirait encore comme s'il était issu de A,; en sorte
que dans des probldmes de ce genre on peut imaginer
que la ligne n'existe pas, quand on remplace le point
A par 4,.
Sur un billard, qui a la forme d’'un polygone de n cbtés,
se trouvent deux billes M et N. Lancer M contre le
cbté 4B, de telle maniére qu'aprés s'étre réfléchi sur BC
et sur tous les autres cotés successivement, elle revienne
frapper N.

On fait tourner M autour de AB jusqu’en M;; on peut
alors faire abstraction de AB, en remplacant M et M.
On continue de la sorte jusqu'a ce que le probléme soit
ramené au précédent; ainsi on détermine d’abord le point
cherché sur le dernier c6té et de 14 on passe facilement
aux autres. Si I'un des points cherchés tombe sur le
prolongement du cdté correspondant, le probléme est
impossible. .

Dans un polygone donné, inscrire wn autre polygone
dont le périmétre soit wn minimum.

Deux c¢otés successifs doivent faire des angles égaux
avec le cbté du polygone sur lequel tombe leur point
d'intersection; car s'il en était autrement pour l'un de
ces points, on diminuerait le péprimétre en amenant le
point dans une position telle que le cas précédent se
réalisit. Le probléme est donc en liaison intime avec
le précédent et peut se résoudre d'une manitre analogue.

On peut commencer par le point cherché sur Uun des
cbtés; mais comme on ne sait pas ou il se trouve, il
faut successivement fairc tourner le coté tout entier au-
tour des autres cbtés. On rassemble ainsi successive-
ment tous les cotés de la figure cherchée sur une méme
ligne droite et les segments extrémes de celleci sont les
deux c6tés qui se rencontraient sur la ligne qu'on a fait
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tourner tout d’abord. Comme l'un d’eux a constamment
accompagné le cOté en question pendant les rotations,
son angle avec ce dernier n'a pas changé, et le pro-
bléme se trouve alors ramené au suivant :

Entre deux lignes droites d’égale longueur, en mener
une froisitme qui fasse avec elles des angles égaux et
détermine sur elles des segments égaux, comptés A partir
d’une extrémité déterminée.

Si les angles égaux sont alterncs, le probléme sera
évidemment indéterminé, si les lignes sont paralléles, et
impossible quand il n'en sera pas ainsi., Ce cas se pro-
duit quand le nombre dc c6tés du polygone donné est
pair; au contraire, §'il est impair, le probléme sera tou-
jours possible, & la condition de considérer comme inscrits
les polygones dont les sommets tombent sur les pro-
longements des c6tés du polygone donné.

Construire un polygone, connaissant, en position, les
perpendiculaires élevées au milieu des cotés.

Soit 4 un des sommets cherchés, B un point quel-
conque; faisons tourner la droite 4B successiverncnt au-
tour de toutes les perpendiculaires; 4 devra revenir en A4
tandis que B occupera une autre position B,. Comme
la ligne conserve tout le temps sa longueur, 11 faut que
BA = B,A. On peut d’aprés cela résoudre facilement
le probléme On commence par prendre un point quel-
conque B et on détermine B;, A doit alors se trouver
sur la perpendiculaire au milieu de BB,. En prenant
de la méme manidére un autre point quelconque, on dé-
termine A4 complétement. La discussion est analogue
a-celle de 340.

Construire un polygone, connaissant, en situation, les
bissectrices des angles.

La solution est analogue 4 la précédente.

Mener & deux cercles donnés des tangentes qui se cou-
pent sur une droite donnec et fassent avec clle des
angles égaux,

Analogue 4 338; il se raméne A 137.
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Sur une droite donnéc déterminer un point X dont les
distances A deux poinis donnés A et B aient une somme
donnée.

On introduit dane la figure la somme donnée, en pro-
longeant AX jusqu'en B,;, de maniére que XB), = XB.
X est donc le centre d'un cercle qui passe par le point B
et est tangent au cercle connu dont le rayon est AB,
et le centre A. Si l'on remarque que le cercle cherché
doit en mdme temps passer par le point qu'on obtient
en faisant tourner B auiour de la ligne donnée, le pro-
bléme se raméne 2 238.

Sur une droite donnée, déterminer un point dont les dis-
tances a4 deux points donnés alent une différence donnée.
La solution est analoguc & la précédente.

Remargue. Les deux derniers problémes peuvent aussi
s'énoncer comme il suit :

Trouver les points d'intersection d'une droite donnée
et d’une conique dont on connait les axes et les foyers.
Le probléme peut donc toujours se résoudre avec la
régle ct le compas. Si, au lieu de la droite donnée, on
prend un cercle indépendant de la comique, la solution
avee la régle et le compas n’est plus possible.

Dans un triangle ABC, AD est la bissectrice de I'angle A.
Trouver sur cette droite un point M. tel que la différence
des angles DMC et DMB soit un maximum.

En faisant tourmer 4B autour de la bissectrice de
l'angle, ce probléme se¢ raméne & 185.

Deux cercles passent respectivement par A et B. Trouver
sur leur axe radical un peint P tcl que la ligne qui.
joint les deux points (Q et R) o P4 et PB coupent
les cercles pour la seconde fois, soit perpendiculaite i
Vaxe radical.

On fait tourner le cercle passant par A4 auntour de
Vaxe radical; A4 vient en un point 4, et Q@ en ¢,; on
peut décrire des cercles autour des quadrilatéres QABR
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et O, 4,BR et il en résulte que le cercle AA,B passe
par P.
On ‘donne une droite PQ et deux points 4 et B dun
méme cbté de cette droite; trouver sur elle un point X
tel que £ BXQ =2 .~ AXP.

On améne, par rotation autour de PQ, AX dans la
position A, X et on détermine la projection de B sur
A, X,




TROISTEME CHAPITRE
THEORIE DE LA ROTATION

4. Si d'un point donné O on méne des droites aux points
d’une courbe donnée k; et si lon fait tourner ces lignes d'un
angle v autour de O, tandis qu'en méme temps on les fait
croitre suivant un rapport donné §,
on obtient une nouvelle courbe K pour
le licu géométrique des extrémités des
lignes qu'on a ainsl fait tourner. Elle.
doit étre semblable & k; car on peut
imaginer qu'on ait effcctué les deux
opérations de la maniére suivante : en
premier lieu, rotation de la courbe
primitive, ce qui ne fait que changer
sa position; puis en second lieu,
multiplication par f par rapport
@ 0. Un point a de la courbe k
déterminera par rotation unm point A4 de la courbe K. Deux
pareils points sont dits hombologues. Les lignes homologues
sont celles qui joignent les points homologues, et les angles
homologues sont formés par les lignes homnslogues. Le point
O peut s'appeler le centre de rotation, v l'angle de ro-
tation et f le rapport de rotation. Pour deux points
homologues quelconques, A4 et «, le triangle 40z doit con-

server la méme forme - puisque = a0d =v et ‘:—g- =f soni

constants. On peut donc aussi dire que la courbe K -est dé-




THEORIE DE LA ROTATION. 71

crite par le sommet 4 d'un triangle 40a qui, tout en conser-
vant sa forme, tourne autour de son autre sommet 0, tandis que
le troisiéme sommet @ parcourt la courbe donnée. Quand il
s'agira d’exprimer qu’on fait tourner une courbe autour de 0,
d'un angle de rotation » et avec un rapport de rotation /
on pourra dire gquw'on multiplie la courbe par f. par rapport
30 .

2. Tout point du plan peut &tre considéré comme ap-
partenant 4 l'un des systémes et aura fpar suite' son homo-
logue dans l'autre. En considérant le centre de rotation a
ce point de vue, il sera & lui-méme son propre point home-
logue (point qui se correspond 4 lui-mé&me) et on pourrait
aussi en raison de cette propriété le nommer le point double
du systéme. On peut également imaginer que tout le plan
tourne autour de O .de telle manidre qu'un de ses points par-
coure une courbe donnée. Si le systéme tout entier des points
du plan conserve sa forme pendant le mouvement, un quel-
conque de ses points décrira une courke semblable & la courbe
donnée.

3. Du moment qu'on connait le centre de rolation, l'angle
et le rapport de rotation, om peut faire tourner un systéme
quelconque composé de droites et d'arcs de cercle, en em-
ployant seulement la régle et le compas. On fera tourner
un point & autour de O en prenant =~ a04 égal & l'angle de
rotation et faisant OA ==f.Oa. Pour une droite, on n’aura
qu’'a faire tourner un de ses points et 4 merer Ja droite faisant
avec le rayon du nouveau point un angle égal 4 celui que
faisait la droite primitive avec le rayon allant au point qu'on
a fait tourner.

Pour un cercle, il suffira de trouver les homologues de
son centre et d’'un point de sa circonférence.

4. Au moyen des propositions qu'on vient de développer,
on peut résoudre le probléme général qui suit :

Placer un triangle, semblable & un triangle donné,
de telle maniére gu’un de ses sommets soit en un
point donné et que les deux autres se trouvent sur
deux courbes données.
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Prenons le point domné comme centre de rotation et fai-
sons tourner l'une des courbes autour de lui, de maniére que
T'angle de rotation soit I'angle du triangle dont lc sommet est
en O et que le rapport de rotation soit celul des codtés adja-
cents 4 cet angle; la courbe qu'on a ainsi fait tourner coupera
Vautre courbe donnée aux points ol doit tomber le second
-sommet.

Si au lien de la forme dua triangle, on connait 1'angle
dont le sommet deit tomber au point donné et le produit des
cbtés adjacents 4 cet angle, le probléme se résoudra de la
méme manidre. Sculement au lieu de faire tourner une courbe
qui soit semblable & une des courbes données, ce sera l'inverse
de cette courbe qu'on fera tourner.

Exemples.

349. Placer un triangle équilatéral, de manidre que ses som-

mets soient sur trois paralléles données. )

Un des sommets peut &tre mis en un point quclconque
d'une des lignes; ce sera le centre de rotation; » = 609,
=1

350. Placer un triangle équilatéral, de maniére que ses som-
mets soient sur trois cercles concentriques donnés.

351. Dans un parallélogramme, inscrire un inangle isocéle
dont l'angle soit donné; le sommet doit étre en un som-
met du parallélogramme. ‘

352. Dans un triangle donné, inscrirc un autre triangle qui
soit semblable & un triangle donné et qui ait un de ses
sommets en un point donné d’un cédté du premier.

353. Dans un segment de cercle, inscrire un triangle semblable
34 un triangle donné, et dont un sommet tormbe en un
point donné de la corde.

354. Dans un cercle donné, inscrire unec corde dont la lon-
gueur soit dans des rapports donnés avec les distances
de ses extrémités 4 un point donné.

353. Dans un parallélogramme, inscrire un rectangle dont les
diagonales fassent un angle donné. ‘
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Les centres des deux parallélogrammes doivent se con-
fondre.
Dans un parallélogramme, inscrire un losange dont les
diagonales aient un rapport donné.
Dans un carré, inscrire un triangle équilatéral.
On donne un cercle et deux points 4 et B; mener au
cercle une tangente telle que celle-ci et la perpendicu-
laire abaissée de B sur elle, solent & des distances de A
qui soient dans un rapport donné.

Par une rotation autour de A, on améne B sur la
tangente.
Dans un parallélogramme donné, inscrire un losange de
surface donnée.
On donne deux points 4 et B et deux droites qui se
coupent e¢n C. Mener par 4 et B deux droites qui com-
prennent entre elles un angle donné et qui rencontrent
respectivement les deux droites données en X et ¥ de.
telle maniére que AX et BY soient dans un rapport
donné.

Par une translation paralléle, on améne AX et BY
dans les positions A4, C et B;C, !
Canstruire un triangle, connaissant &, 8 — C et be.
Par un point donné A, mener deux cercles qui se cou-
pent suivant un angle v; on donne le rapport de leurs
rayons égal & f et chacun d'eux doit étre tangent a une
droite donnde.

On multiplie Yune des droites données par f, par rap-
port & A; le probléme se trouve ramené & 181

5. Soient données denx figures semblables; si leurs élé-

ments se suivent dans le méme sens de rotation (dans ce qui suit,
nous supposerons toujours qu'il en est ainsi pour les figures
semblables) elles auront toujours un centre de rotation, c.-d.-d.
un peint autour duquel on pourra faire tourner l'ume d'elles
de maniére qu'elle vienne se superposer sur l'antre; le rapport
de rotation est déterminé, puisque deux lignes homologues
quelconques sont entre elles dans ce rapport, et l'angle de
rotation est langle compris entre deux lignes homologues.
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Pour trouver le centre de rofation, on pourrait se servir du
rapport connu de ses distances 4 un couple de points homo-
logues; mais on peut employer une construction plus simple.
Soient A et a, B et b deux couples
de points homologues. Les lignes ho-
mologues AB ct ab doivent alors com-
prendre entre elles 'angle de rotation;
ce méme angle est aussi celui que
feront les droites qui joignent deux
points homologues au centre de ro-
tation; ce dernicr doit donc se
trouver sur le méme cercle que
le point d’intersection de deux
lignes homologues et que deux points homologues
situés sur ces lignes.

Le centre de rotation de deux lignes homologues, dans
deux figures semblables, est le centre de rotation des figures
elles-mémes; car si lon fait tourner une ligne de maniére
qu'elle recouvre Vautre, une des figures devra aussi recouvrir
I'antre.

Le centre de rotation de deux lignes s'étendant a l'infini,
considérées comme figures semblables, est enti¢rement indé-
terminé; si sur les lignes on choisit deux points comme points
homologues, on a un cercle pour le lieu géométrigue des
centres de rotation; si 'on donme encore deux points homo-
logues ou, ce qui revient au méme, le rapport de rotation,
le centre de rotation sera complétement’ déterminé; il n'y en
a qu'un, puisque les cercles se coupent pour la seconde fois
au point d’intersection des lignes.

Pour deux cercles, le centre de rotation est indéterminé,
puisque deux quelconques de leurs points peuvent éire re-
gardés comme points homologues; comme les distances du
centre de rotation aux centres des cercles doivent étre entre
elles comme les rayons, le licu géométrique de ce centre sera
un cercle qui coupe la ligne des centres harmoniquement
suivant ce rapport {c'est le cercle qui passe par les centres
de similitude de deux cercles donnés et a son centre sur la
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ligne des centres). Si l'on choisit deux points des cercles
comme points homologues, le centre de rotation est déterminé
et se trouve de la manigre la plus simple a laide de deux
rayons-homologues, puisque les centres sont toujours des points
homologues.

6. Le centre de rotation des deux codtés opposés
d’un guadrilatére est aussi le cenire de rotation des
deux autres.

Soit O le centre de rotation de BA et €D; alors AOB
~ A DOC; mais on en déduit facilement que /\ AOD ~ A BOC,
et 1 en résulie encore que O est le centre de rotation de AD
et BC. Dans le premier cas B et €, 4 et D sont des points
Hcmolcgues; dans le second, ce sont B et A4, et C et D.

On voit de la méme maniére que le centre de rotation
de AB et CDest aussi celui de AC et BD.

Prolongeons les c6tés opposés jusqua ce qu'ils se ren-
conirent; les cercles qui déterminent le centre de rotation
sont circonscrits aux quatre triangles, formés dans la figure;
on doit se servir des mémes cercles pour déterminer le cenire
de rotation de deux ¢léments quelconques de la figure qui ne
se coupent pas 4 l'une de leurs extrémités; on a donc ainsi le
théoréme suivant :

Dans wun quadrilatére’ complet, les cercles cir-
conscrits aux triangles qu'on forme en négligeant
successivement un des cétés, passent tous par le
méme point, et ce point est le centre de rotation
de deux scgmints quelcongues de la figure qui ne se
coupent pas (n l'une de l.urs cxtrémités. ’

7. Si Vom divise suivant le méme rapport les
droites qui joignent les points homologucs de cour-
bes semblables, le lieu géométrique des points de
division sera wune courbe semblable aux courbes
données, et deux quelconques de ces courbes ont le
méme centre de rotation que les premiéres.

Soient 4 et a deux points homoclogues et supposons la
droite Aa divisée par P, suivant un rapport donné. Soit O le
centre de rotation; la forme du triangle AOa doit rester con-
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stante; il doit aussi en &tre de méme du /\ AOP et par suite
P doit décrire une courbe semblable aux courbes données,
quand le triangle tourne autour de 0.

Coroll. Si dans un quadrilatére on méne deux systémes

de droites qui divisent les deux couples de cOtés opposés en
parties proportionnelles, les droites d'un méme systdme seront
elles-mémes divisées suivant le méme rapport.

363.

364.

303.

Applications.

On donne deux droites, sur chacune d'elles un point, 4
et B, et en outre un point extéricur P. Mener par P
une droite qui rencontre les lignes données en X et YV de
telle manieére que les segments AX et BY soient dans
un rapport donné.

On détermine le centre de rotation O des lignes don-
nées, en considérant 4 et B dec méme que X et ¥ comme
points homologues. Le rapport donné est ainsi le rap-
port de rotation. Comme alors /\ OXY ~ A OAB la ligne
OP sera vuc de X sous un angle connu et par suite X
se détermine facilement.

Remarque. Ce probléme a été posé et 1ésolu par
Apollonius dans son ouvrage « .de sectione rationis ».
L’ouvrage lui-méme a été perdu, mais Halley 1'a rétabli
d’aprés une traduction arabe. ‘

Par un point donné, mener une droite qui coupe deux
courbes semblables données en des points homologues.

Ce probléme est une généralisation simple du précé-.

dent et se résout de la méme maniére. .
On donne deux droites, sur chacune d’elles un point,
A et B, et un point extérieur P. Mener par P une droite:
qui coupe les droites données en X et Y de telle maniére
que les segments AX et BY ailent une somme donnée.

On porte sur une des lignes le segment BD égal A la
somme donnée; alors AX = YD et le probléme s¢ réduit
ainsi au probléme 363.
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Par un point donné P, mener une droite qui forme, avec
deux autres droites domnnées, un trangle de surface
donnée.

Soit A le point d'intersection -des droites donndes; on
représente la surface donnée sous la forme d'un triangle,
dont un coté est AF et dont l'autre ¢6té tombe sur une
des droites donhées, La droite cherchée doit maintenant
atre iclle que Vélément de surface qui s'ajoute au triangle
soit égal A celul qui est déterminé par la section dans
le triangle. Mais ces deux surfaces sont des triangles
dont les hauteurs sont connues. Le rapport des bases
de ces triangles est donc aussi connu et par suite le pro-
bléme est ramené A 363,

Remarque. Ce probléme est aussi dit a4 Apollonius.

Louvrage qui en traitait, « de sectione¢ spatii » est perdu;
il a é1¢ rétabli en partie seulement par Halley.
On donne deux circonférences de cercle, sur l'une un
point 4, sur l'auire un point B. Déterminer respective-
ment sur les deux circonférences les points X et ¥ de
maniére que les arcs AX et BY solent semblables et que
XY ait une longueur donnée.

On détermine le centre de rotation des deux cercles
en regardant 4 et B comme points homologues; X et Y
sont alors aussi des points homelogiues et les triangles
ABO et XYQ sont par suite semblables.

Ce probléme renferme celui du No 262, ol le second”
point d'intersection des cercles est le centre de rotation.
Construire un rectangle dont les quatre cdtés passent
chacun par un point donné et dont les diagonales alent
une longueur donnée.

On méne les deux cercles qui sont les lieux géomé-

triques de deux sommets opposés du rectangle; le pro-
bléme se rameéne alors au précédent.
On donne deux lignes droites AB et CD. Tracer un
cercle passant par leur point d'intersection et coupant
AB en X et CD en Y de telle manitre que AX:CY et
XB : YD solent égaux a des rapports donnés.
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Le cercle passe par le centre de rotation de AX et CY,
et par celui de XB et YD. . ‘
Par deux points donnés A et B, mener deux droites,
faisant entre elles un angle donné » et coupant unc droite
donnée et un cercle donné respectivement en X et Y de
maniére que AX :BY soit égal & un rapport donné 1:k.

On muitiplie la droite donnée par k., par rapport au

centre de rotation de 4X et BY.
On donne un point A et deux droites BC et DE. Trouver
sur ces lignes respectivement les points X et Y tels que
BX et DY solent entre eux dams un rapport connu et
que langle = XAY soit égal a un angle donné,

On fait tourner BX jusqu'a ce qu'il couvre DY,
A tombe en un point comnu A4; et Vangle AY A, est
connu.

Placer un quadrilatére ABCD de telle mamniére que B
et € soient en des points donnés et que A et D soient

sur des lignes données; on donne en méme temps B —C

et le rapport BA 1 CD.

Se simplific par un retournement (4).

Par un des points S d’intersection de deux cercles, mener
deux droites ASa, BSb (A et B sont sur une circonfé-
rence @ ¢t b sur 1autre) qui comprennent entre elles un
angle donné et qu1 soient telles que 1es triangles ASB
et aSb alent méme grandeur.

Le point d'intersection des cercles est le centre de rota-
tion de Aa et Bb, comme aussi de /ADB et ab. Si l'omn
fait tourner AB jusqu’a ce qu’il couvre ab, S vient en un
point connu $;, ab a une longueur connue et ses distances
a S et 5, sont enire elles dans un rapport conn.

On a une solution plus simple en remarquant que les
perpendiculaires menées par S sur les deux cordes cou-
pent la lLigne des centres a égale distance de son milieu.
On donne deux cercles, sur l'un d’eux un point 4 et
sur Uautre un point B. Tracer par 4 et B un cercle
qui coupe les deux cercles en X et Y de manitre que
les arcs AX et BY solent semblables.
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On détermine le centre de rotation O des deux cercles,
en prenant A et B comme points” homologues. Comrmne
AX et BY sont des lignes homologues, elles se. coupent
sur le cercle ABO; mais elles se rencontrent aussi sur
I'axe radical des deux cercles donnés,

En joignant les milieux des cdtés d'un triangle, on forme
un nouveau triangle semblable au précédent; comme on
le voit ajsément langle de rotation pour ces deux tri-
angles est 180° et le rapport de rotation §. Le centre
de rotation 'doit donc diviser toute ligne, joignant deux
points homologues, en deux segments qui sont entre
eux dans ce rapport; et comme les médianes sont des
lignes remplissant ces conditions, le centre de rotation
doit é&tre 4 leur point d’'interscction. Comme les points
d’intersection des bauteurs sont des points homologues
et comme ce point, dans le petit triangle, est le centre
du cercle circonscrit au grand triangle, on voit que dans
tout s triangle le point de rencohtre des hauteurs, celui
des médianes et le centre du cercle circonscrit sont sur
une méme droite, dont les segments sont dans le rap- .
port de 1 A 2.

On donne un cercle, les points O et P et un angle v.
Une droite menée par P coupe le cercle en A et B.
Déterminer le lLcu géoméirique, d'un point X tel que
L OBX =2 04X =v.

Le cercle AOXB coupe OF en deux points fixes. i
se meut donc autour de O comme centre de rotation, de
telle maniére que son centre parcoure une droite. X dé-
crit donc aussi une droite. Si O est le centre du cercle
donné et v = oo, X décrit la polaire de P.

8 Si l'on a trois systémes semblables 4, B et C et si

un point O est lec centre de rotation de A et B et en méme
temps celui de B et C, il doit étre aussi le centre de rotation
de A et €. Ce point est donc le centre commun de rotation

des

treis systémes; et il peut naturellement en éire de méme

pour un nombre quelconque de systémes.
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Si Ton joint trois points homologues a, b et ¢ des trois
systémes au centre de rotation O, les rapports de ces lignes
et les.angles qu'clles font entre elles sont constants; il en
résulte que la forme du triangle abs est aussi constanie ct,
pour cette rtaison, je Vappellerai le friangle fondamenial. On
voit de la méme maniére qu'a plusicurs figures scmblables,
ayant un centre commun de rotation, il correspond un poly-
gone fondafnental de forme constante, $'il tourne autour du
centre de rotation de maniére qu'un sommet décrive l'une des
figures, les aufres sommets décriront les autres figures ct tout
autre point du plan, considéré comme appartenant au poly-
gone [ondamental, tracera unc figure semblable aux autres.
Comme lc polygone fondamental arrive & prendre successive-
ment toutes ses positions, le centre de rotation des figures
données est aussi le centre de rotation du polygone fonda-
mental dans toutes ses positions.

9. Pour deux lignes, sur lesquelles on donnait deux
points comme points homologues, le centre de rotation devait
se trouver sur un cercle passant par les deux points et par
le point d'intersection des deux lignes; pour trois lignes sur
lesquelles on donne trois points comme points homologues,
le centre de rotation est alors déterminé; c'est le point d’in-
tersection de deux cercles du méme genre; le troisidéme cercle
doit passer par le méme point. En joignant les trois points,
on forme le triangle fondamental; il peut donc avoir une
forme quelconque puisqu’on peut choisir arbitrairement les
trois points; mais aux différents triangles fondamentaux corres-
pondent différents cenires de rotation., On peut facilement
déterminer le cenirc de rotation pour un triangle fondamental
donné en construisant sur les trois droites un triangle sem-
blable au triangle donné (par exemple, comme au probléme
154) et en déterminant de cette manidre trois points homo-
logues.
Si les trois droites passent par le méme point O, ce der-
nier sera le cenire de rotation pour chaque triangle fonda-
mental, en sorte quc les triangles semblables 4 un triangle
fondamental donné sont semblablement placés et ont O pour
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centre de similitude. Tl y a cependant un cas particulier ot
le centre de rotation est indéterminé; si en effet les sommets
A et B du triangle parcourent 40 et BO et si = C == =~ AOQB,
C parcourra une droite passant par ..

10. D'aprés 5, le centre de rotation de deux cercles est
indéterminé et on peut par suite trouver un centre commun
de rotation pour trois cercles; comme ce point est déterminé
par lintersection de deux cercles (voir 6), il y a deux solu-
tions, toutes les deux également admissibles; ce sont les deux
points dont les distances aux centres des cercles sont entre .
elles dans le rapport des rayons.

Si l'on prend Vun de ces points comme centre de rota-
tion des cercles, on peut aisément déterminer l'angle de rota-
tion; car les centres des cercles sont des points homologues
et les lignes qui leur sont menées du centre de rotation sont
des lignes homologues. Lc¢ triangle, dont les sommets sont
les trois centres, est le triangle fondamental et tout autre tri-
angle, obtenu en joignant trois points homologues, est sem-
blable & celui-ci.

11. Si un polygone, qui reste semblable 3 un po-
lygone donné, sc meut de telle maniére que trois
de ses points. décrivent des lignes droites {(qui ne
passent pas par le méme point), tout autre point
de la figure décrira aussi une ligne droite.

Le tilangle, qu’on obtient en joignant les trois points, a
une forme constante. En le prenant pour triangle fondamental,
on peut déterminer le centre de rotatign des trois lignes sur
lesquelles se meuvent les points. D'aprés 8, ce point est
aussi le centre de rotation de toutes les positions du triangle
fondamental et par suite de toutes les positions du polygone .
auquel le triangle appartient. Mais comme le mouvement du
polygone consiste en une Ttotation autour d’'un point fixe,
tous ces points doivent décrire des courbes semblables et
par suite des lignes droites.

S les trois lignes passent par le méme point, il peut y
avoir un cas ol le théoréme n’a pas liew, ainsi qu'on 'a fait
voir dans 9.



82 THEORIE DE LA ROTATION.

Le théoréme peut facilement se généraliser; car le poly-
gone peut se mouvoir de telle maniére que trois de ses points
glissent sur trois courbes semblables ayant un centre commun
de rotation. Pendant le mouvement, les trois points doivent
cependant coincider constamment avec trois points homo-
Jogues des courbes, et le triangle qu’ils déterminent deit donc
étre le triangle fondamental des courbes. &%l en est ainsi, on
voit de la méme maniére que plus haut que tout autre point
du polygone doit décrire une courbe semblable aux courbes
données. Mais on voit facilement ici que les conditions en
question sont plus nombreuses qu’il n'est nécessaire pour dé-
terminer le mouvement; il faut donc d'aprés cela chercher a
se débarrasser des conditions surabondantes, en ne considérant
gue le cas oll les trois courbes sont des cercles: car c’est
celui-]a seul qui peut avoir ici une signification pour nous.
Nous devrons en particulier examiner si nous aurons le méme
théoréme que pour les lignes droites, 4 savoir; que le tri-
angle - fondamental peut seulement se déplacer sur les trois
cercles de telle maniére que ses sommets tombent toujours
en trois points homologues.

On a démontré qu'a trois cercles correspondent toujours
deux centres communs de rotation; le triangle fondamental
doit néanmoins rester le méme, quel que soit celui des points
qu'on considére; car les trois centres des cercles sont dans
les deux cas des points homologues et 'on obtient le triangle
fondamental en joignant trois quelconques de ces points.
Considérons maintenant un point A4 .sur Yun des cercles; il
aura pour homologues sur les deux autres les points B et C,
st 'on employe 1'un des centres de rotation, ou bien les points
b et ¢, sil'on se sert de l'autre centre. Le triangle fondamental
peut donct quand l'un de ses sommets tombe en A4, prendre
les deux positions ABC et Abc et on peut aisément démontrer
qu'il n'en peut prendre d'autre. En effet si on résout d'une
maniére générale le probléme de placer le triangle fondamental
de maniére qu’'il ait un sommet en A et que les deux autres
soient sur les deux cercles, on n’obtient d‘aprcs la construc-
tion donnée plus haut, que deux solutions qui doivent par
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suite concider justement avec celles qu'on vient de trouver
ici @' une anire manicre. .

Le triangle fondamental ne pent dornc -se dé-
placer sur les trois cercles, gu’avec ses sommets
tombant en des points homologues; mais le mouve-
ment peut s’effcctuer de deux maniéres différentes.

12. Si un polygone, semblable & un polygone
donné, se meut de telle maniere que trois droites de
la figure (ne partant pas du méme point) contiennent
chacune un point fixe, toute autre droite de la figure
passera aussi par un point fixe.

Supposons que les trois droites AB, BC et CD passent
respectivement par les points fixes M, N el P; il s’agit simple-
ment de démontrer qu'une quatri¢me
droite DA doit aussi passer par un
point fixe, 11 est d'abord évident
que toutes les positions du polygone
doivent avoir un centre commun de
rotation. En effet si Von cherche ce
centre pour deux positions ABCD et
A B, C; B, du polygone, on doit,
d'aprés 5, construire un cercle qui
passe par les points homologuces B
et B, et par le point M d’intersection
des lignes homologues; ce cercle doit
aussi passer par N et on peut ainsi le construire immdédiatement
puisqu'il passe par les deux points fixes M et N et est
capable de l'angle donné B. Le centre de rotation O est
donc fixe, parce qu'il doit en outre se trouver sur un antre
cercle, passant par N ct I, et qu'on construit d’une maniére
semblable. Un cercle ¢ui passe par O, P et D, doit alors
passer aussi par D, et par le poiiit d’intersection des lignes
homologues AD et A, D,, pour une position quelconque de
ces derniéres lignes; donc leur point d'intersectien est fixe.
Ce théoréme se préte aussi tout naturellement i une géné-
ralisation qui peut s'établir d’'une autre maniére €n envisageant
les choses & un autre point de vue. ’
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13. TFaisons tournmer, autour d'un centre fixe de rotation,
un polygone semblable 3 un polygone donné; jusquiici le
mouvement avait été déterminé par la condition qu'un point
du polygone parcour@t une courbe donnée; mais on peut
aussi imaginer que ce mouvement sera Téglé par la condition
que, pendant le déplacement, un cété du polygone sera con-
stamment tangent A unc courbe donnée (enveloppera, 1'en-
gendrera). Dans ce cas, touie autre ligne du polygone devra
aussi envelopper une courbe semblable 4 la courbe donnée.
Lmaginons en effet que, dans ses contacts successifs avec la
courbe donnée, AB prenne les positions 4B, A By, A, B, &c,
et qu'une autre ligne BC du polygone prenne les positions
correspondantes BC, By C,, B,C, &c.; par une rotation au-
tour du point fixe les deux systémes de lignes deivent pou-
voir étre amenés A superposition, si Ton prend pour angle
de rotation l'angle constant compris entre les lignes correspon-
dantes et pour rapport de rotation le rapport constant des
distances de deux de ces lignes au centre de rotation. ILes
figures que forment les deux systémes de lignes sont domc
semblables et, comme ceci est indépendant du nombre de leurs
positions, la propesition subsistera encore quand ce mombre
deviendra infini et quand les figures ainsi formées seront juste-
ment les courbes engendrées.

On voit aisément que le point donné est aussi le centre
commun de rotation des courbes engendrées; langle de
rotation est égal & Vangle compris cntre les lignes généra-
trices et le rapport de rotation est égal au rapport des
distances de ccs lignes au centre de rotation. Prenons .le
polygone dans une position déterminée, tous scs cotés tou-
cheront les courbes engendrées en des points homologues et
seront aussi eux-mémes des lignes homologues pour les courbes.
Un systéme” d’autres lignes homolegues quelconques des courbes
formera naturellement un polygone, semblable au polygone
donné, et joucra ainsi un réle complétement correspondant a
celui du polygone fondamental; je le nomme d’aprés cela
polygone fondamental de seconde espéee. Il y a une liaison
intime entre les deux polygones fondamentaux; celui de pre-
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miére espéce peut étre.inscrit dans celui de seconde espéce
et continuera & y tester inscrit si Uon fait tourner le polygone
autour du point fixe de ‘telle maniére qu'un des sommeis du
polygone inscrit reste constamment sur le cdté correspondant
du polygone circonscrit.

Le mouvement dul polygone, qu’on a considéré ici, peut
aussi se déterminer d’autres maniéres; cependant nous n'ex-
aminerons que le cas ob le déplacement est réglé par la
condition que trois cotés du polygone glissent sur des courbes
semblables. Pour gue le mouvement puisse &tre le méme
que ci-dessus, ces trois courhes doivent avoir un centre com-
mun de rotation ¢t les trois cotés du polygone étre constam-
ment tangents aux courbes en des points homologues; comme
ceci est suffisant pour la détermination du ‘mouvement, celui-
¢i doit &tre le méme que ci-dessus et doit consister en ce que
le polygone semeut autour du centre dec rotation des courbes,
tandis que chacune de ses lignes engendre une courbe sem-
blable aux courbes données; le triangle, formé des trois cOtés
du polygone qui glissent sur les courbes données, sera pour
celles-ci le triangle fondumental de seconde espice. Le thé-
oréme de 12 est un cas particulier de ce dernier, dans lequel
les courbes sont des points. _

14. Si Ton détermine le centre de rotation de deux
cercles, en prenant comme homologues deux points 4 et a,
les tangentes en ces points formeront un angle déterminé par
la position de ces derniers, et qui restera invariable, si 4 ct &
parcourent des arcs semblables. Réciproquement, on peut,
quand langle est donné, déterminer un couple de points bo-
mologues et le centre de rotation correspondant. - En  effet
deux tangentes, comprenant entre elles lahgle donné, tou-
cheront les cercles aux Ppoints homologues. (Deux soluiions).

15, Une rotation autour d’un peint donné peut
toujours étre remplacée par une rotation autour d’un
point quelconque et une translation, le rapport de rota-
tion et l'angle de rotation ne changeant pas, et la translation
ne dépendant que de ces quantités et de la position du centre
de rotation, ‘
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Comme le rapport de rotation demeure invariable, la
figure acquiert par la nouvelle rotation la grandeur convenable,
et comme l'angle de rotation est resté le méme, les lignes de
la figure tomberont dans.les directions requises. La tramsla-
tion sera ainsi déterminde, en grandeur et direction, par:la
ligne qui joint les deux positions ol un point guelconque de
la courbe est amenéypar les deux rotations.

Soit donc O le centre donné de rotation, 0, le nouvcaun
centre. La rotation autour de O aménera le point O, qu'on
peut considérer comme appartenant 4 la courbe, en un nou-
veau point O, tandis que la rotation autour de O; le laissc
invariable. La ligne 0,0, détermine ainsi la translation. La
translation est donc déterminée par la ligne que par-
court le nouveau centre de rotation, quand on le fait
tourner autour du centre donné.

Réciprequement, une translation et une rotation peuvent
toujours étre remplacées par une rotation autour d'un nouveau
point qu’on peut déterminer facilement en procédant succes- -
sivement comme ci-dessus.

16. L’ordre de succession, dans lequel s’effec-
tuent deux rotations successives, peut &tre renversé,
pourvu qu’on leur adjoigne une translation.

Car, quel que scit l'ordre de succession qu'on choisisse,
chaque lgne tourncra d’un angle égal 4 la somme des angles
de rotation donnés et sera multipliée par le produit des rap-
ports de rotation donnés. Les deux figures obtenues doivent
donc avoir méme grandeur et leurs cOtés homologues méme
direction; une translation peut donc amener l'une & super-
position sur lautre.

Soient A et B les deux centres dec rotation et considérons
le centre A; pendant la rolation autour de A, il reste immo-
bile et la rotation autour de B Vaméne en un point C. Si au
contraire on fait tourner d’abord autour de B, A4 vient en C,
puis la rotation autour de A4 l'améne en un point D. CD ou
DC est donc la grandeur de la translation qu’il faut adjoindre,
quand on changera l'ordre de succession des deux rotations.
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17. Deux rotations peuvent se¢ composer en une
seule,

Supposons que les rotations doivent s'effectuer autour de
A et B. Dans la rotation qui doit les remplacer, il n'y a
d'inconnu que le centre € de rotation. La rotation autour.
de A laisse ce point A immobile et celle autour de B 'améne
en un point A4;. Il faut donc maintehant déterminer € par la
condition que = ACA, soit égal 4 la somme des deux angles
de rotation donnés, tandis que le rapport CA;:CA sera égal
au produit des rapports. de rotation donnés. Les angles et
rapports de rotation donnés déterminent ainsi les angles et
les rapports des cOtés dans le triangle dont les sommets
tombent aux trois centres de rotation. Remarquons en parti-
«culier que si deux de ces points coincident, tous les trois
coincident, comme on 1'a montré ci-dessus, et que si les angles
de rotation donnés sont nuls, les trois centres de rotation
sont sur' une méme droite. Les centres de rotation sont dans
c¢ cas les centres de similitude des figures, qui sont sem-
blablement placés deux A deux. Plus stard, nous démontre-
Tone ce théordme d’une autre maniére.

18. On a montré comment, par la rotation et l'inversion,
on arrive & des. systémes de points, ot & chaque point d’un
systéme correspond un point de Vautre systéme, et 4 chaque
cercle de l'un, un cercle de l'autre (les droites sont comprises
sous cette dénomination de cercle) et comment cette corréla-
tion fait ressortir la signification des transformations employées
en géométrie élémentaire. I y a donc des raisons pour re-
chercher s'il n'y a pas encore d'autres transformations oft un
point corresponde & un point et un cercle 4 un cercle, guand
on regarde tous les points du plan comme appartenant aux
deux systémes.

Soient S et € les deux systémes; nous les pouvons placer
de telle maniére qu'un point quelconque non singulier O du
systéme S couvre le point correspondant du systéme €. Main-
tenant nous transformons par inversion les deux systémes par
rapport 4 O cn deux systémes nouveaux S, et C;; dans ce

A

systéme point et ligne droite correspondent a4 point et ligne
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droite respectivement, car les lignes droites naissent des cer-
cles passant par O dans les systémes S et €. Alors, selon
un théoréme bien connu de la géométrie moderne, les systé-
mes S, et € sont des systémes projectifs et de plus, un cercle
correspondant 4 un cercle, des systémes semblables. Le gsy-
stéme S, peut donc étre transformé dans le systéme C, par
une rotation (et au besoin un retournement autour d'un axe).

Il est donc démontré que deux systémes dans les-
quels les éléments points et cercles correspondent
respectivement 4 des points et des cercles, peuvent
toujours étre transformés 'un dans 1'autre par rota-
tion, inversion et retourncment.

19. Des théordmes quon a démontrés dans la théorie de
la rotation, on peut déduire par les méthodes de la géométrie
supérieure des théorémes nouveaux bien plus généraux.
Comme ces applications sont é&rangéres au plan de cet
ouvrage, nous nous contentecrons d'en donner un exemple,
Dans 14, on a prouvé que si une ligne se meut de telle ‘ma-
nidgre que le rapport des segments ab, be que trois lignes
fixes déterminent sur elle, soit constant, elle tourne autour
d'un centre fixe de rotation; d'olt il résulte quc tout point
de cette ligne déterminé par le¢ rapport suivant lequel 1l
coupe un segment quelconque, par exemple ab, décrit aunssi
une ligne droite. Les rapports en question peuvent sexprimer
au moyen de rapports anharmoniques, si Von a dgard au
point d'intersection de la ligne mobile avéc la droite de¢ Vin-
fini. Sous la forme que prend alors le théoréme, il exprime
une propriété projective, la suivante :

Si une droite mobile rencontre quatre droites
fixes en des points dont le rapport anharmonique
est constant, tout point de la droite (déterminé au
moyen de rapports anharmoniques) décrit une droite,

Si Von fait passer deux des droites fixes par les points
circulaires imaginaires 4 l'infini, on en déduit :

Si un angle donné ABC a son sommet 4 fixe et si
B et C parcourent des droites fixes, tout point D de
la ligne BC (déterminé par l'angle BAD) décrira une droite.
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Applications.

Dans un triangle donné ABC, inscrite un autre triangle
congruent 4 un triangle donné.

D’aprés 9, un systéme de triangles semblables, inscrits
dans un triangle donné, a un centre commun de rota-
tion; d'aprés cela, on inscrit dans le triangle domné un
triangle de la forme requise et on détermine le centre
de rotation en le regardant comme triangle fondamental:
on obtient ensuite le triangle cherché en faisant tourner
ce triangle; et on effectue cette opération de la maniére
la plus simple, en multipliant le triangle fondamental
tracé par rapport au centre de rotation de maniére qu'il
ait la grandeur recuise; ensuite on le fait tourner autour
de ce méme point, jusqu'a ce que les sommets tombent
sur les cotés du triangle donné.

Dans un quadrilatérc donné, en inscrire un autre qui
soit semblable 4 un quadrilatére donné.

On place un quadrlatére, semblable au quadrilatére
donné, de manitre que frois de ses sommets soient sur
les ¢dlés du quadrilatére donné ¢t on déiermine le centras
de rotation, comme  dans le probléme précédent; il ne
s'agit plus alors que de faire tourner le quadrilatére
autour de ce point jusqu’'d ce que le quatridme sommet
tombe sur le quatridme céié. Pendant la rotation, ce
sommet décrit une droite (1) qu'on peut tracer facile-
ment. On peut en effet, en répétant la méme construc-
tion, trouver un second point de cette droite, on bien
encore l'obtenir en faisant tourner un c6té du quadri-
latére donné autour du centre de rotation trouvé. §j
I'on applique la premiére construction, il n'est pas né-
cessaire de chercher le centre de rotation.

Sur quatre droites données en placer une cinquitme de
telle maniére que les trois segments déterminés sur cette
derniére soient entre eux dans des rapports donnés.

Ce probléme est un cas particulier du précédent,
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puisque la droite cherchée peut &tre considérée comme
un quadrilatére de forme connue.

Remarque. Ces trois problémes se trouvent dans le

premier livre des « Principia mathematica philosophiz
naturalis » de Newton.
Dans un triangle donné, inscrire un triangle semblable
A un triangle donné ct dont la surface soit un minimum.
Construire un parallélogramme, dont les angles et le
périmétre sont donnés et dont les cotds  doivent passer
chacun par un point donné.

Supposons que les cbtés AB, BC, CD ¢t DA passent
respectivement par les points P, Q, R et 5. Soit T le
point d'intersection des cercles SAP et PBQ; alors T
est le centre de rotation de AB et d'une ligne quelconque
A, PB, menéc entre les deux circonférences; par suite

AT AB=A4,T:4,B..

Seit ¥ le point d'intersection des cercles PAS et SDR;
on trouve de méme le rapport AV : AD et on peut alors
déterminer A (189).

Sur treis circonférences de cercle, placer un triangle
congruent & celui qui a pour sommet les trois centres.

On cherche lc centre de rotation commun des trois
cercles; comme leurs trois centres sont des points homo-
logues, le triangle donné est le triangle fondamental et .
le centre de rotation qu'on a trouvé doit aussi &tre le
centre de cc dernier et de celui gqu’on cherche. On ob-
tient ainsi celui-ci cn faisant tourner le premier jusqu'a
ce quun de ses sommets tombe sur la circonférence.
Le rapport donné de rotation est I, mais le probléeme
se /résout de la méme maniére pour un autre rapport.
Construire un iriangle congruent 4 un triangle donné et
dont chacun des cotés passe par un point donné.

On trace facilement un triangle semblable au triangle
donné et dont les cdtés passent par les points donnés;.
on considére alors ceux-ci comme des courbes semblables
et le triangle tracé comme le triangle fondamental de
seconde espéce; puis on détermine le centre de rotation
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et on multiplie le triangle tracé de maniere qu’il ait la
grandeur requise. Comme le rapport de rotation pour
le triangle ainsi obtenu et pour celui qu'on cherche est 1,
deux c6tés homologues doivent éire a égale distance
du centre de rvotation, et une des ligncs cherchées se
trouve déterminée par ces conditions qu'elle est tangente
a4 un cercle connu et qu'elle passe par un point donné.
Comstruire un quadrilatére, semblable 4 un quadrilatére
donné, et dont les quatre cotés ]’)assent chacun par un
point donné.

On trace un quadrilatére quelconque, semblable &

celui qui est donné, et de telle manidre que trois cotés
passent par les trois points correspondants donnés, et
on détermine le centre de rotation comme dans le pro-
bleme’ précédent. T faut maintemant faire tourner ce
quadrilatére de telle sorte que le quatriéme coté passe
par le quatridme point; mais cela est facile, puisqu’en
outre de ce point il contient un autre point fize qu'on
peut déterminer de denx maniéres différentes (probiéme
analogue a 378).
Soit un triangle AFBC inscrit dans un cercle; d'un point
0O de la circonférence, on ménc 4 chaque coté du triangle
une ligne qui fassc avec lui un angle donné. Démontrer
que les pieds de ces lignes sont sur une droite.

Si Uon choisit A, B et un point convenablement dé-

terminé sur AB pour points homologues sur les trois
cotés, O est le cettre de rotation et les trois pieds des
droites sont -des points homologues. Ces derniers sont
sur une droite, pnisque le triangle fondamental est une
droite. '
Les centres de troid cercles sont aux trois sommets B,
C et D d'un parallélogramme. Construire un parallélo-
gramme, dont langle est donné, qui ait un sommet au
quatrigme sommet A et los trois autres sur Jes trois
circonférences des cercles.

Multiplions le cercle C par § par rapport & A, nous
avons un nouveau cercle. Ce dernier et 1és deux cercles
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B et D ont pour triangle fondamental une droite dont
les deux segments sont égaux. D'aprés cela, la diago-
nale B,;D; du parallélogramme cherché doit couper ces
trois cercles en des points homologues et sera vue de 4
sous un angle donné. Faisons tourner BB, jusqu'd ce
quil recouvre DD;, A vient en un point connu A4; et
= AD, A, est connu.
Déterminer le lieuw gfométrique des points tels que les
tangentes mendes 3 deux cercles donnés soient dans un
rapport donmné.

Supposons que les cercles se coupent en A et B et que
M soit un des pomts cherchés. La ligne MB coupe les
deux cercles en D et E; e, par
suite de la condition imposée, le
rapport de MD.MB a ME.MB,
ou bien de MD i ME, est con-
stant; comme en méme temps les
angles du triangle ADE sont eon-
stants, la figure ADEM tout en-
titre est de forme constante et si
elle tourne autour de A4 de telle
manibre que D et F décrivent des cercles, M doit aunssi
décrire un cercle. Comme A est le centre commun de
rotation pour ce dernier et les cercles donnés, le lieu
cherché doit aussi passer par A comme eux. DEM re-
présente le triangle fondamental, et ‘comme celui qu'on
obtient en joignant les centres des. trois cercles luil est
semblable, on voit que ces centres doivent &tre sur une
ligne droite. Les distances du centre cherché aux cen-
tres donnés sont entre elles comme MD est &4 ME et ¢
rapport est le carré de celui qui est donnd. ‘
A deux cercles donnés mener deux tangentes compre-
nant entre elles un angle donné et telles que la ligne
qui joint les points de contact passe par un point
donné,

A l'aide de 1%, ce probléme se raméne & 364.
A deux cercles donnés mener deux tangentes compre-
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nant entre elles un angle donné et telles que la ligne
qui joint les points de contact ait une, direction donnée.

Co probléme est un gas particulier du précédent on
le point donné est 4 l'infini.

Dans un triangle, inscrire un autre triangle semblable &
un triangle donné et dont un cdié passe par un point
donné.

On détermine trois points homologu(:s sur les lignes
données, en prenant pour triangle fondamental le triangle
qui doit &tre inscrit.

Le probléme se raméne alors & 364.

Dans un triangle en inscrive un autre qui soit semblable
4 un triangle donné et dont le centre de gravité tombe
sur une des médianes du triangle donné,

On inscrit dans le triangle deux triangles quelconques,
semblables & celui qui est donné: la ligne qui joint leurs
centres de gravité coupe la médiane donnée aun centre
de gravité cherché. On  pent . maintemant déterminer
aisément les sommets; car un systéme de trois sommets
sar Yun des cotés du triangle donné détermine des seg-
ments qui sont entre eux comme les segments limités
par les trois centres de gravité.

Dans un triangle inscrire un autre triangle de telle ma-
nigre que deux de ses cbtés alent des directions donnees
¢t que le trojsidme ait une longueur donnée.

Soit abc le triangle inscrit de be le cOté domné. Le
cercle circonmserit 2 abc coupera la ligne sur laquelle
tombe @ en deux points, & savoir en a et en un autre
point 4. On connait alors tous les edtés du triangle dbe.
Construire trois cercles conpaissant le point d'olt on les
voit sous le méme angle, un peint de chacune des cir-
conférences et les rapports entre les rayons des cercles
et les angles sous 1esquels on voit les distances des cen-
tres du point donné.

On connait le centre commun de rotation des cercles,
leurs rapports et angles de rotation, On peut donc par
rotation amener deux des points donnés sur le cercle
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oh se trouve le troisitme et l'on connait alors trois
points de ce dernier.

On donne deux cercles, qui se coupent en A et B, et
deux autres points P et R. Mener dans chague cercle
une corde telle qu'elle passe par un des points donnés
¢t que les deux lignes qui joignent les extrémités des
cordes passent par 4.

Si 'on considérc les deux cordes comme des figures
semblables, B est le centre de rotation pour elles et
pour les cercles. On connmait le rapport ot Llangle de
rotation; on peut donc amener par rotation l'un des
points donnés sur la corde qui passe par l'autre. On
connait alors deux peints de cette derniére.

X est le centre de rotation de 4B et CY, A B et C
éant des points donnés. Quelle courbe déerit X, quand
¥ parcourt une courbe donnée ?

Par une translation on améne le triangle BAX dans

la position B,CX;. Les triangles semblables, - B, CX,
et YCX montrent alors que B,Y et CX; ont un produit
constant et se meuvent dans des directions opposées
avec la méme vitesse angulaire, X et Y décrivent donc
des courbes inverses.
Un arpenteur peut apercevoir trois points 4, B et C du
terrain; les points correspondants a, b et ¢ sont Tup-
portés sur la planchette. Déterminer sur la planchetie
le point qui correspond au point de station sur le ter-
rain. .

Le point cherché est le centre de rotation des tri-
angles ABC et abc. Si, au moyen de l'alidade, on méne
par a, b et ¢ des lignes qui prolongées passeraient par
A, B et C respectivement, ces lignes forment ce qu'on
appelle le triangle d'erreur. Soit ayP ce triangle, les
lignes qui passent par @ ¢t & se coupant en -, &cC.
A cause de la grande distance des points A, B et C les
angles @, B ct vy peuvent étre regardés comme: constants,
pour de petits changements de position de la planchette.
Le point cherché est donc le point d’intersection des
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cercles ayb et afc. Cependant ces cercles ne se prétent
pas bien A la construction, parce qu’il ¥ a toujours une
certaine difiiculté a les tracer et que leurs centres tom-
bent souvent hors de la table. Prenons les figures in-
verses des cercles par rapport 4 a comme centre d’'in-
version et avec aP.ay comme puissance d’inversion; le
point cherché se transforme dans le point d’intersection
de deux droites, passant respectivement par B et v et
" qui font avec By les angles ady et acB respectivement. La
construction est donc la suivante : On construit < py Oy =
Bea et =IyBO; =-vba (en temant compte des directions
suivant lesquelies les angles sont décrits) et on déter
mine ainsi un point O;. S$i maintenant on fait tourner
la planchette jusqu'a ce que 0,4 devienne la ligne de
visée A& A, les triangles abe, ABC seront semblablement
placés et le triangle d'erreur se réduira au point cherché.




ADDITIONS

SUR L'INTERSECTION DES ARCS
DE CERCLES

Ce qui précéde a bicn souvent fait voir combien il est
important de soumettre une figure 4 un examen minutieux
pour découvrir les relations simples qui existent entre ses
#léments et hotamment entre ses angles. En général, un parcil
examen se fait i laide des théorémes qui réglent la dépen-
dance entre les angles et les arcs de cercle ¢t d’autres théo-

rémes élémentaires du méme genre. Mais si les figures sont

tant soit peu compliquées, la grande quantité des angles qui
y entrent rendra souvent fort difficile la détermination des
relations simples. D’aprés cela, il sera utile de chercher a
se procurcr les moyens de faciliter une pareille recherche.
Un pareil moyen nous cst justement fourni par la considéra-
tion des angles que forment les arcs de cercle, parce qu'elle
rend souvent une figure bien plus facile 4 saisir. Je n'al pas
I'intention de traiter cctte question a fond; je veux sculement
donner ici quelques théorémes qui s'y rattachent et qu'on
trouvera souvent commeode d'appliquer dans la pratique.

1. Dans un polygone composé d’arcs de cercle,
la somme des c¢dtés augmentée de la somme des
suppléments des angles du polygone est égale 4
quatre angles droits.

En efiet une droite peut se mouvoir en tournant autour
du polygone de la maniére suivante; partant d'un sommet
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elle restera tangente au coté adjacent jusqu'a ce qu'elle ait
atteint le sommet suivant : elle tournera alors autour de ce
dernier jusqu'a ce qu’elle devienne tangente au cété suivant
et le mouvement se continuera ainsi de suite jusqu’a ce qu’elle
soit revenue dans sa position primitive. Elle aura donc
décrit successivement des angles égaux, les uns aux cotés da
polygone, les autres aux suppléments des angles de cette
figure; et comme elle aura justement fait un tour complet,
la somme de ces angles est égale & quatre angles droits,

Pour plus de simplicité, on a supposé que la ligne, aprés
un tour complet, revient & sa position primitive; pour les
- polygones non convexes, elle pourra cependant faire plusieurs
tours complets (ou pas du tout), en sorte que la somme des
angles cherchée pourra étre un multiple quelconque de quatre
angles droits.

Pour que le théoréme ait lieu d'une manidre générale, il
faut prendre les angles et les arcs avec des signes qui corres-
pondent aux sens de rotation suivant lesquels ils song décrits.

2. Dans un triangle, la somme des angles diminuée
de la somme des cdtés est égale 4 deux angles droits.
Si les cotés passent par un méme point (qui n'est pas
un des sommets du triangle) la somme des angles est
égale 4 deux angles droits et la somme des c6tés
est nulle. )

Le dernier théoréme se démontre aisément quand, au lieu
des angles du triangle, on considére les angles égaux i ceux
du triangle et formés au point commun d’intersection des cotés.

3. Dans un biangle®) (figure formée de deux arcs de
cercle) les deux angles sont égaux entre eux et a la
demi-somme des cdtés.

4. Un angle inscrit est égal & la demi-somme de
ses cdtés et de I’arc quli le sous-tend.

*) En 1'abscnce de tout mot frangais pouvant correspondre au mot danois
Tokant, nous avons employé ici I'expression mon usitée de biangle, qui

se comprend facilement et rend d'une maniére concise l'idée de P'auteur.
v

7
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Prolongeons les ¢6tés jusqu'a ce qu'ils forment un biangle;
I'angle aura pour mesure la demi-somme des cbtés de ce
biangle. Mais la somme des deux prolongements est égale
A larc qui sous-tend Vangle inscrit (2). Cet arc doit &tre pris
avec des signes contraires, suivant qu'on le considére comme
appartenant 3 l'un ou & l'autre des deux triangles suivant les-
quels le biangle est divisé.

5. Etant donné deux couples de cercles, si les
points d’intersection d'un des couples sont respec-
tivement chacun sur un des cercles de 'autre couple
et réciproguement, les deux cercles de chaque couple
se coupent sous le méme angle (2).

6. Dans un quadrilatére inscrit, la somme de
deux angles opposés est égale 4 la somme des deux
autres. Si les quatre co6tés passent par le méme
point, les sommes de deux angles sont chacune
égales 4 deux droites et la somme des cOtés est
nulle (&).

7. Si dans un quadrilatére la somme de deux
angles cpposés est égale a4 la somme des deuxautres
angles, le quadrilatére est inscriptible.

De (1) il résulte en effet que la somme de deunx angles
opposés diminuée de la demi-somme des cbtés est égale A
deux droits. Mais cette somme est justement celle des angles
opposés du quadrilatére rectiligne dont les sommets coincident
avec ceux du quadrilatére donné.

8. Si deux cercles sont tangents 4 deux autres
cercles et de la mé&me maniére, les gquatre points de
contact sont sur une circonfér‘ence de cercle (7).

9. Tout cercle passant par les points d'intersec-
tion de deux cercles fixes coupe un systéme de
cercles tangents aux deux cercles fixes (et de la méme
maniére) sous des angles égaux,

Ce théoréme a déja été démontré plus haut (198). Nous
en donncrons ici une démonstration qui subsiste cncore quand
les deux cercles fixes ne se coupent pas, Par cercle passant
par les points d’intersection, il faudra alors entendre un cercle
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tel quil ait avec les deux cercles fixes un axe radical
commun.

Supposons qu'un cercle soit tangent aux cercles fixes, S,
et S, en A et B, tandis qu'un autre cercle du systéme est
tangent en A et B, tandis qu'un autre cercle du systéme est
tangent en C et D. A4, B, C et D sont sur une méme cir-
conférence (8). AC et BD sc coupent en un point O qui
est situé sur l'axe radical commun de S, et S, et du troisidme
cercle S;. Par une inversion avec le centre ¢ et la puissance
OC. 04 les trois cercles ne changent pas, tandis que les deux
cercles tangents se transforment l'un dans l'autre. S; coupera
donc les deux cercles en deux points E et F qui sont les
inverses I'un de l'autre. On a don¢ OF.OFE =0C.0A4 ce
qui montre que les peints 4, C, F, E sont sur une méme
- circonférence. Le théoréme est maintenant une conséquence
de 6. »

Des Systémes de cercles.

Parmi les conditions qui peuvent servir 4 déterminer un
cercle, il faut remarquer en particulier celles qui consistent
en ce quil doit : 1° passer par un point donné; 2¢ é&tre tan-
gent & une droite donnée; 3° étre tangent & un cercle donné.
Si l'on choisit les trois conditions qui déterminent un cercle
parmi les précédentes, on obtient un groupe de problémes
qui, & Pexception de quatre, ont été résolus dans ce qui pré-
céde. Mais, avant de mnous occuper de ces quatre derniers
et de quelques autres qui s’y rattachent, nous allons établir
deux théorémes qui trouveront leur application ‘dans cev qui
suit, " .

10. Si un cercle est tangent & deux autres cercles
en A et B; la ligne AB passe par l'un'des centres de
similitude des deux cercles.

Supposons que AB rencontre une seconde fois en & le
cercle passant par B. On voit alors aisément que le rayon
qui va en b est paralltle an rayon mené par A dans l'autre
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cercle. A et b sont donc deux points homologues dans les
deux cercles semblablement placés et par suite Ab passe par
Ie centre de similitude,

Si le cercle est tangent de la méme maniére aux deux
autres, c'est-A-dire s'il les touche tous deux intérieurement ou
extérieurement, la ligne passe par le centre de similitude
extérieur; si au contraire il leur est tangent d’une maniére
différente, cette ligne passe par le centre de similitude intérieur.

S O est le centre de similitude, les deux cercles sont
deux courbes inverses ayant O comme centre d’inversion et
le produit O4,0B est par suite constant. ‘

11. Les centres de similitude extéricurs de trois
cercles pris deux 4 deux sont sur une méme ligne
droite.

Soient 4, B et C les cercles,
v le centre de similitude de
A et B, P celui de A et C,
o celui de B et C. Menons
au cercle B deuk tangentes
paralléles aux tangentes com-
munes & A et C et qui se
coupent en P. Considérens
maintenant les deux cercles
A et B; f et P sont des points
homologues et par suite sont en méme temps sur une méme
ligne droite avec le centre de similitude v. Prenons les cercles
B et C; P et B sont également des points homologues et par
suite sont aussi sur une méme droite avec «. Il résulte de
14 que «, B et v sont sur une iméme droite.

Coroll. T. On voit de la méme maniére que les centres
de similitude intérieurs de deux couples de cercles sont sur
une méme ligne droite avec le centre de similitude extérieur
du troisi¢me couple.

Coroll. 2. Le théoréme a encore lien pour trois courbes
quelconques qui sont semblables et semblablement placées
deux a deux; aux #rois courbes on peut en effet adjoindre
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trois cercles homologues; le théoréme a lien alors pour leurs
centres de similitude et ces derniers sont aussi les centres de
similitude des courbes.

397.

398.

399.
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Exemples.

Tracer un cercle qui soit tangent A deux cercles donnés
et de telle maniére que la ligne qui joint les deux points
de contact passe par un point donné,
Tracer un cercle qui soit tangent de la méme manidre
a4 deux cercles donnés et qui intercepte une corde de
longueur donnée sur une droite donnée passant par le
centre de similitude extérieur des cercles.
On donne deux cercles A et B, et trois points D, E
et F. Mener par' D un cercle € tel que l'axe radical
de A et C passe par E et que celui de B et C passe
par F.
Dans un quadrilatére ABCD, le coté AB reste fixe et
les rapports des segments des diagonales sont constants.
Déterminer le lieu géométrique de CD. g
Supposons que les diagonales se coupent en O et soit :
AO0:0C=m:n BO:0D=2p:q.
Admettons que le point O, qui est arbitraire, parcoure
w4+
——— par

une certaine courbe K. Multiplions-la par
rapport 4 4 et par ? _; 4 par rapport & B; on obtient

ainsi les courbes que parcourent en méme temps C et D;
elies sont semblables suivant le rapport %%———m et leur

centre de similitude est un point M situé sur la ligne
AB (11, coroll. 2). Mais comme C et D sont des points
homologues, la ligne CD passe par M, le rapport MC : MDD}
étant égal A celul qui a été trouvé plus haut. On peut
voir de la méme maniére que le rapport MB:MA est
constant; en sorte que M est un point fixe ei que par
suite il est le lieu géométrique’ de CD.

Tracer un cercle qui soit tangent 4 deux cercles donnés
et passe par un point donné.
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On connait la puissance du centre de similitude des
cercles donnés par rapport au cercle cherché, On peut
donc déterminer un autre point de ce dernier et le pro-.
bléme se raméne & celui du N° 238.

Tracer un cercle qui passe par un point donné et soit
tangent a4 une droite et 4 un cercle donnés.

Ce probléme n'est qu'un cas particulier du précédent;
car onpeut considérer la droite comme un cercle de
rayon infiniment grand.

Tracer un cercle tangent A trois cercles donnés.

Ce probléme peut facilement se ramener 4 4or 4 laide.
de la méthode employée (page 56) A larticle de la
translation parallele

On peut aussi le résoudre par un procédé qul Tes-
semble entiérement 4 celui qu'on a appliqué dans le N° zor.
Le triangle qu'il s’agit de construire est celui dont les
sommets tombent aux points de contact cherchés; ses
cOtés passent par trois des centres de similitude des
cercles donnés. Si donc on prend ces points pour centres
d’inversion en choisissant les puissances d'inversion de
telle maniére que deux quelconques des cercles s’échan-
gent entre eux, 'chacun des cercles aprés trois inversions
viendra retomber sur lui-méme. Il n'y a donc pas de
différence essentielle entre le probléme qui nous occupe
et celul qui a été résolu précédemment,

La solution la plus simple et la plus élégante s'obtient
néanmoins en ayant recours i ce théoréme : que l'axe
radical de deux cercles coupe suivant des angles égaux '
un cercle qui leur est tangent 4 tous deux et une des
tangentes communes,

It résulte en effet de 14 que les tangentes au cercle
cherché aux points oit il -est coupé par les axes radicaux
des cercles donnés sont paralléles 3 celles des tangentes
communes aux cercles donnés qui appartiennent au méme
systéme de cercles tangents que celui qu'on considére.
(Les tangentes extérieures communes de deux cercles
appartiennent au systéme de cercles qui sont tangents
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de la méme maniére aux ccrcles donnds; les tangentes
intérieures se rapportent au systdme de cercles tangents
de maniéres différentes).

Soient 4, B et C les cercles donnés. Considérons le
cercle cherché et le cercle 4 comme semblablement
placés et ayant leur point de contact comme centre de -
similitude: les deux axes radicaux de 4 et B et de A
et C sont homologues aux deux lignes dont l'une joint
les points de contact.entre A et les tangentes communes
a A et B et dont l'antre réunit les points de contact
entre A et les tangentes communes de 4 et C. Ces deux
lignes se coupent donc en un point qui est ’homologue
du centre radical des cercles donnés et la ligne qui joint
ces deux points passe en conséquence par le point de
contact cherché.

Tous les autres problémes ol le cercle est déterminé
par trois quelconques des conditions que mnous avons
citées plus haut peuvent étre considérés comme des cas
particuliers du probléme que nous venons de résoudre.
Dans un triangle ABC inscrire trois cercles Sa, Ss et Se
tels que chacun d'eux soit tangent aux deux autres et a
deux cotés du triangle.

Ce probléme célébre a été résolu pour la premidre
fois (x8o7) par le géoméire italien Malfatty, qui calcula
les rayons des cercles cherchés et trouva pour eux des
valeurs qui pouvaient se construire facilement. En 1826,
Steingr fit connaiire que chacune des tangentes com-
munes & deux des cercles est en méme temps tangente
3 deux des cercles qu'on peut inscrire dans les trois
triangles suivant lesquels le triangle donné est partagé
pAr les bissectrices des angles. Ce théoréme fournit
immédiatement une construction simple du probléme.
Steiner n'en donna toutefois pas de démonstraiion, mais
il déclara qu'on y arriverait au meyen d'une série de
théorémes sur les centres de similitude, les axes radicaux,
les cercles radicaux, &c. gu'il énongait en méme temps.
Cette démonstration a été donnée complétement pour la
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premiére fois et d’aprés la marche indiquée par Steiner,
par Mr Schrdter, en 1874. Ce géométre a toutefois eu
recours 4 des inversions tant soit peu compliquées. Nous
allons établir la construction de Steiner & l'aide de théo-
rémes complétement élémentaires.

Nous désignerons les poinfs de contact avec les
cotés de telle sorte qu'en parcourant le périmeétre du
triangle on renconire successivement les points A4, ¢,
¢, B, a1, ap, C, by, by; Sa et Sp se toucheront en -+,
S et S, en o, Sc et S, en B. Un cercle, tangent 4 S,
et S; en B et qui passc par c, coupe AC en un point
D et fait avec AB et AC des angles égaux (9). Ses
tangentes en ¢; et D se coupent donc sur la ligne qui
bissecte l'angle A et forment avec les deux cHtés un
quadrilatére inscriptible en sorte que larc ¢, D) est égal
d Vangle A. Te cercle ¢,af passe aussi par ¢. Soit
E lg point oh ce cercle et le cercle BDb, se rencontrent.
On a <2 Eb, = Loy + 2 b, DR =1800— ; 4. 11
résulte de 13 que le cercle cll‘:b2 a son centré en A,
Le cercle ¢ c,aB coupe AB, AE et la tangente en Oy
suivant des cordes égales; car Ae¢; = AE et le cercle
coupe AB et DBcy suivant des angles égaux. On peut
voir de la méme mani¢re que le cercle ERDJ, coupe
AE et la tangente en D suivant des cordes égales. Soit
F le point oli se coupent les tangentes en ¢y et D, et
G et H les points oft clles rencontrent respectivement
AE. De ¢ F=DF, ¢,G=EG, DH=CFH il résulte
quun cété du triangle GFH est égal 4 la somme des
deux autres. Les points G et H doivent donc se con-
fondre avec F, en sortel que AEF bissecte V'angle A.
Le cercle cye,af coupe ainsi AB, 4AE et les tangentes
en « et B scus des angles égaux et on peut par consé-
quent tracer un’ cercle concentrique qui soit tangent 3
ces quatre lignes. On démontrera de la méme maniére
que ce cercle est aussi tangent 4 la ligne qui bissecte
Vangle B et le théoréme de Steiner se trouve ainsi
établi. Si l'on veut aussi considérer les cercles qui
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“sont tangents aux prolongements des cbtés, on obtient
d’autres solutions qui se déduisent de la précédente au
moyen de changements trés simples.

Si dans le probléme, au lien des c6tés du  triangle,
on prend trois cercles, on peut alors considérer la figure
inverse obtenue en prenant un des points d'intersection
de deux quelconques des cercles comme centre d’inver-
sion. On établit facilement alors que le théordme énoncé
et démontré ci-dessus peut s'étendre aussi & ce cas, en
remplacant les bissectrices des angles par les cercles
qui bissectent les angles des cercles donnés pris deux
4 deux (cercles radicaux) et en substituant & la tangente
en B le cercle qui.lui correspond dans la figure inverse
et ainsi de snite,

Sur la possibilité de résoudre un probléme donné
A l’aide de la régle et du compas seulement.

, Il peut arriver qu'on ne puisse pas trouver la solution
d'un problétme donné; et la question se pose alors de savoir
si la cause ne tient pas A4 ce gu'on & mal compris com-
ment il fallait attaquer le probléme, ou bien si ce dernier
n’appartient pas plutdt 4 la catégorie de ceux gu'on ne peut
pas résoudre avec la rigle et le compas. Ce qui suit va
nous domner le moyen de trancher la question dans la majeure
partie des cas.

Du moment qu'un probléme peut s¢ résoudre, la solution,
quelque compliquée qu'elle puisse &tre, doit se composer des
deux opérations suivantes : mener une ligne droite par deux
points donnés et tracer un cercle dont le cemtre et le rayon
sont donnés. Chaque point est déterminé comme intersection,
de deux lignes droites, ou d'une droite et d'un cercle ou de
deux cercles. Imaginons maintenant qu’a Taide des formules
et des méthodes de la géométrie analytique on ait calculé
les coordonnées des points, an fur et 4 mesure qu'on les
construit; dans tout le courant du caleul, on n'aura & vé-
soudre que des équations du premier et du second degré.
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On peut ainsi exprimer chacune des quantités déterminées
par la comstruction au moyen des quantités données de telle
maniére que les grandeurs frouvées ne renferment aucunes
autres expressions irrationnelles que de racines carrées; mais
comme d'un auntre cété une expression quelconque de cette
espéce peut toujours se construire, la condition néces-
saire et suffisante pour qu’un probléme puisse se
résoudre avec la régle et le compas, c'est que les
quantités cherchées puissent s’exprimer rationnelle-
ment au moyen des quantités données et par des
racines carrées.

On trouvera une étude des équations qui peuvent se ré-
soudre 2 Taide des racines carrdes dans les ouvrages de
I'auteur qui ont pour tifres : Om Ligninger, der kunne
Igses ved Kvadratrod et Theorie der Algebraischen
Gleichungen. Kopenhagen. Andr, Fred. Host & Son, 1878.
Chap. VIL*) L'auteur y a démontré les théorémes suivants :

1. En dehors des coniques, il n’y a aucunes cour-
bes dont les points d’intersection avec une droite
quelconque puissent se déterminer & 1’aide de la régle
et du compas.

2., En dehors des coniques, iln'y a aucunes cour-
bes auxquelles on puisse, d’un point quelconque,
mener des tangentes 3 'aide de la régle et du compas.

3. Toutes les fois qu’a l'aide de la régle et du
compas on peut déterminer les points d’imtersection
d'un rayon quelconque d'un faisceau de rayons avec
une courbe qui ne passe pas par le centre du faisceal,
I’ordre de la courbe doit étre une puissance de z et,
dans le faisceau, il doit y avoir au moins deux rayons
dont les points d’intersection avec la courbe coin-
cident par couples de deux.

De ces théordmes on peut en déduire de nouveaux par
transformation et -étendre les recherches & d’autres systémes
de lignes que les faisceaux de rayons, & des systémes de

#} Théorie des équations algébriques. Traduit par Mr. Laurent. 1896,
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cercles, &c. Pour ce qui regarde ces généralisations, il nous
suffira de renvoyer aux ouvrages cités plus haut; nous ajou-
terons seulement la proposition suivante :

4 Il n'y a pas d’autres courbes que le cercle et
la ligne droite dont les intersections avec un cercle
quelconque puissent se déterminer an moyen de la
régle et du compas,

Ce théoréme peut facilement se déduire par inversion du
premier théoréme éncncé plus haut, le cercle et la ligne droite
étant les seules couwrbes qui, par inversion par rapport 4 un
centre d’inversion quelconque, donnent des coniques.

Ces théorémes sont suffisants dans un trés grand nombre
de cas. :
Admettons, par exemple, que dans un probldme on donne
une ligne dont la position soit entidrement arbitraire et qu'un
certain point X de la figure decive tomber sur cette ligne.
En faisant abstraction de cette condition, X décrit un lieu
géométrique et, d'aprés le premier des théorémes que nous
avons énoncés, ce lien doit étre une conique si le probléme
doit pouvoir se résoudre avec la régle et le compas. Le
second théoréme peut s’employer d'une maniére semblable,
quand la figure renferme un point dont la position est arbi-
traire.

Si T'on considére en particulier le premier cas, on voit
que, des développements qui précédent, il découle une caté-
gorie de méthodes graphiques générales pour la résolution des
problémes. Faisons abstraction de la ligne et construisons
deux figures quelconques satisfaisant aux autres conditions;
nous aurons ainsi deux positions de X, par exemple X; et X,
La ligne X;X, coupe alors en un point la ligne laissée de
coté, et ce point sera celui quon cherche, si le lien de X
cst une ligne droite. $'il n'en est pas ainsi, faisons encore
une recherche pour X, qui nous donnera X, Si maintenant
le cercle X;X,Xy ne coupe pas la ligne au point cherché, deux
nouveaux essais nous fourniront deux autres points X, et X
Les points d'intersection de la ligne laissée de c6té et de la
conique qui passe par les cinq points ci-dessus peuvent se dé-
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terminer au moyen de la tégle et du compas. 5i.ces points
ne sont pas ceux qu'on cherche, le probléme ne peut pas
se résoudre a4 l'aide de la tdgle et du compas. On peut
employer un procédé analogue dans le second cas.

Quand on a résolu un probléme avec la régle et le com-

pas, on peut 2 Vaide des théorémes indiqués ci-dessus en
conclure que les lieux géométriques de certains points sont
des coniques. En général il ne sera pas difficile de distinguer
si ces coniques sont en particulier des cercies ou des droites.

405.

406,

407.

Applications.

Mener par un point douné une droite sur laquelle les
cotés d'un angle donné déterminent un segment de lon-
gucur donnée.

Faisons abstraction d'un des c6tés de 1'angle, le lieu

géométrique du point ainsi devenu libre sera une con-
choide. Comme la position de la ligne laissée de coOté
est arbitraire et indépendante de la conchoide, le 'pro-
bléme ne peut pas se résoudrg a Taide de la régle et
du compas. Pour certaines positions du point (quand,
par exemple, il est sur la bissectrice de l'angle), la ligne
peut avoir unme position particulidre par rapport 2 la
conchoide qui permettra la solution du probléme.
De deux points fixes on méne des lignes & un point
quelconque d’'un cercle donné; démontrer que le lien
géométrique des lignes qui joignent les deux antres
points d’intersection des premiéres lignes et du cercle
est une conique.

Le théoréme résulte de ce que le probléme zor peut
se résoudre al'aide de la régle et du compas.

Placer un triangle donné de telle maniére que chacun
de ses sommets soit sur I'un de trois cercles donnés.

Le probléme ne peut pas se résoudre; car en faisant
abstraction d'un des cercles, le sommet devenu libre
décrit un lieu géoméirique qui n’est ni un cercle, ni une
ligne droite. Dans le cas particulier ot deux des cercles
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sont des lignes droites et olt le trianmgle lui-méme s’est
transformé en une droite, on voit facilement en cffet que
le lieu géométrique est une ellipse.

408. Construire un-triangle, connaissant a, ¢ et B—C.

Tragons BC et menons par B deux lignes dont l'une
fasse avec BC un angle égal A la moitié de 1’angle donné
et dont l'autre soit perpendiculaire & la seconde; le pro-
bléme se raméne alors au suivant : Mener par C une
droite sur laquelle les codtés dun angle droit - déter-
minent un segment de longueur donnée zc¢. Comme ce
probléme est un cas particulier de 4o03, mnous devons
Iétudier d'une maniére spéciale. En faisant abstraction
du point, la ligne 2 ¢ en glissant sur les cotés de l'angle
droit enveloppe une hypocycloide, Comme & et Pangle
donné peuvent &tre changés de maniére a faire occuper
"4 C une position quelcongue sans changer I'hypocycloide
le probléme ne peut pas se résoudre avec la régle et
le compas.

409. Diviser un angle en trois parties égales.

Le probléme peut facilement se transformer dans le
suivant ; par un point donné 4 d'une circonférence de
cercle, mener une droite qui coupe le cercle en X et un
diam2tre quelconque donné en ¥, de telle sorte que XY
soit égal au rayon. Faisons abstraction du diameétre, le
lieu gébmétrique de Y sera une courbe du quatriéme
ordre, ayant pour points doubles les points circulaires
imaginaires 4 'infini et le point 4, et qui passe en méme
temps par le centre du cercle. Comme les diamétres
forment un faisceau de rayons dont le cemtre n’est pas
un point remarquable de la courbe, la condition néces-
saire pour que nous puissions résoudre le probleme,
c'est que l'ordre de la courbe soit d'une unité supérieur
a une puissance de 2. (Voir les ouvrages cités plus
haut). Le probléme me peut donc pas se résoudre avec
la régle et le compas.

Nous venong de démontrer de cette maniére que ces
célébres problémes anciens ne peuvent pas se résoudre;
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mais il n'en est pas de méme pour un autre probléme
également célébre, celui de la quadrature du cercle.
Dans ce dernier, il s'agit de démontrer que 7= ne peut
pas s'exprimer au moyen de racines carrées; ce théoréme
dans une forme plus générale a été démontré par M. Linde-
mann A l'aide 4’'une méthode due & M. Hermite.

On donne un point P et deux cercles, On demande de
mener une ligne passant par P et une tangente 4 chacun
des cercles de telle maniére que P et les deux points
de contact soient les milieux des cétés du triangle formé
par les trois lignes. Je triangle doit avoir les cercles
a son intérieur.

Soient X et Y les points de contact. Il faut donc
maintenant placer le triangle XYP de telle maniére
que les hauteurs de X et Y passent par les cen-
tres des cercles. Donnons au point P une position
particuliere telle qu’il puisse étre centre de rotation- des
deux cercles. TFaisons tourner autour de P le cercle
qui passe par X de maniére qu’il vienne'sur le cercle
passant par Y; X vient en un point X, tel que PY
et PX, font des angles égaux avec la ligne menée
de P au centre du cercle. Le rayon mené suivant X,
fait un angle connu avec PY; car avant la rotation il
était perpendiculaire & PY et on l'a fait tourner d'un
angle connu. Si maintenant on cherche 4 construire le
triangle PX10 ot O est le centre du cercle, le probléme
se raméne 3 408 et par suite ne ‘peut pas se résoudre
avec la régle et le compas,
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