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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 

SUR LES COORDONNÉES DES POINTS ET DES DROITES 
DANS LE PLAN, DES POINTS ET DES PLANS DANS 
L'ESPACE (*) : 

PAR M. CASORATI, 

Professeur à l 'Université de Pavie. 

(Traduction de l ' i talien par un A b o n n é . ) 

Pour exposer les fondements de la Géométrie analy-

tique du plan, en considérant simultanément comme 

élément générateur de la figure le point et la droite, 

quelques auteurs prennent tout d'abord comme coor-

données de la droite les deux coordonnées plûckériennes 

et les emploient en même temps que les coordonnées 

cartésiennes, dont ils veulent naturellement se servir 

avant de parler des coordonnées homogènes. Ces deux 

systèmes de coordonnées ne donnent pas toujours des 

formules correspondantes de même nature analytique, 

et l 'on en conclut que les coordonnées cartésiennes ne 

(*) Cette étude a été inspirée par la lecture de l 'opinion émise à la 

page 6 I des Vorlesungen über Geometrie von A. CLEBSCH; bearbeitet 

und herausgegeben von D r F . Lindemann, 1875-1876. 
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peuvent se concilier entièrement avec le principe de la 

dualité. Il me semble que cette conclusion n'est pas licite 

et que le fait qui y donne lieu ne prouve qu'une chose, 

c'est que les coordonnées pliickériennes 11e sont pas en 

corrélation parfaite avec les coordonnées cartésiennes. 

Il me semble très-facile de transformer géométrique-

ment, suivant la loi de la dualité, la conception ordi-

naire des coordonnées cartésiennes en un système de 

coordonnées pour la droite, qui est préférable au système 

pliickérien. 

Les élèves trouveront sans doute quelque intérêt à 

cette Note, où je considère aussi les coordonnées homo-

gènes pour les points et les droites dans le plan et pour 

les points et les plans dans l'espace; car les idées qui 

conduisent du système cartésien au système corrélatif 

que nous avons en vue s'appliquent aussi à ces coor-

données et avec une égale simplicité. 

§ I. — Coordonnées du point et de la droite 

dans le plan. 

1 . Considérons d'abord les éléments, points et droites, 

du plan. Les coordonnées du point (cartésiennes ou ho-

mogènes) sont des nombres propres à déterminer les 

droites parallèles aux droites fondamentales (axes des 

coordonnées cartésiennes ou côtés du triangle fonda-

mental) qui déterminent le point, leur élément com-

mun. 

Nous dirons donc que les coordonnées de la droite 

sont des nombres propres à déterminer des points qui, 

à leur tour, déterminent la droite, leur élément com-

mun; ces points étant, par rapport aux points fonda-

mentaux, dans la relation corrélative au parallélisme 

entre les droites. 
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2. Deux droites sont dites parallèles quand leur élé-

ment, ou point commun, appartient à une droite E fixée 

d'une manière particulière (la droite à l ' inf ini) . Deux 

points seront donc entre eux dans la relation corrélative 

au parallélisme quand leur élément commun, c 'est-à-

dire la droite qui les j o i n t , passe par un point e fixé 

d'une manière particulière. Nous pourrons exprimer 

cette relation en disant que les points sont alignés 

3. Par suite, en laissant de côté, pour le moment, le 

cas des deux coordonnées, et en ne considérant que 

celui de trois coordonnées, ocj, a 3 étant les droites 

fondamentales, et a , , a z les points fondamentaux, 

nous dirons que : 

Les coordonnées d 'une cl?x>ite Les coordonnées d 'an point x 
( fig. ï) sont les trois nombres 

Fig, i . 

/ i' 

X / / s* 

/ ^ 

propres a déterminer les droites 
l", l'" qui passent par x et 

qui sont parallèles aux droites 
«i, a2, a3 (c'est-à-dire telles 
que les points a, a2 «3 V 
soient sur la droite g). 

O n pourra nommer 

du point x, et z\ z\ zm les 

droite 

£ [fig' 2 ) sont les trois nombres 

Fig. 2. 

propres à déterminer les points 
z', z", z" qui appartiennent à 'C 
et qui sont alignés avec ai9 a>, 
a3 (c'est-à-dire tels que les 

droites ax z', a2 z", az z'" pas-

sent par le point e). 

les éléments coordonnés 

éléments coordonnés de la 
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4. Les définitions que nous venons de donner ne sont 

pas encore complètes; nous les compléterons au moyen 

de quelques déterminations particulières convenablement 

choisies. Dans ces définitions figurent quatre droites fixes 

quand il s'agit des coordonnées des points, et quatre 

points fixes pour les coordonnées des droites. Les quatre 

éléments d'une espèce étant fixés arbitrairement, on peut 

encore fixer arbitrairement les quatre éléments de l'autre 

espèce (*). Mais, afin d'obtenir la plus grande simpli-

cité possible pour traiter simultanément les questions au 

moyen d(is coordonnées de l 'une et de l'autre espèce, il 

est utile de disposer convenablement les éléments d'une 

espèce par rapport à ceux de l 'autre. Dans ce but, nous 

ferons coïncider le triangle at a^ as avec le trilatere 

a t a 2 5f 3 ,e t nous ferons passer le point e à l'infini dans 

une direction fixée d'une manière quelconque, sur la-

quelle il est important de distinguer les deux sens, que 

nous désignerons par H- e et — e ; la droite e est aussi à 

l'infini. 

Cela posé, nos définitions seront complètes en di-

sant : 

Les coordonnées sont les mesures, prises toutes sur 

une même direction e, de ce que nous nommerons les 

intervalles entre chaque élément coordonné et l'élé-

ment fondamental correspondant (droite parallèle 

ou point aligné), en tenant compte du signe positif 

quand le passage fini de l'élément fondamental à 

Vélément coordonné se fera dans le sens H- e pour 

(* ) Ici, il est vrai, une des droites s a été placée à l'avance à l'infini 

Mais si, au lieu du parallélisme, on s'inspirait de là condition plus géné-

rale de fair».! couper les éléments coordonnés et les éléments 

fondamentaux y relatifs « „ ag sur une droite fixée arbitrairement, 

les définitions précédentes pourraient être conservées sans changement, 

mais il n'en serait pas de même des formules qui en découlent. 
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les points, — e pour les droites, et du signe négatif 

dans les cas contraires. 

En conservant la direction commune des mesures et 

la distinction entre les sens positif et négatif , nous 

pourrons dire encore que : 

Les coordonnées du point x 
sont les mesures des intervalles 

entre x et les points xr, x", x"' 
alignés avec x et qui appar-

tiennent aux droites fonda-

mentales ( fig. 3). 

Fi f f . 3. 

Les coordonnées de la droite 

Ç sont les mesures des inter-

valles entre Ç et les droites 

Ç", 'C parallèles à Ç et tracées 

par les points fondamentaux 

(/%• 4). 

Fig. /}. 

Dans les figures ci-dessus, les coordonnées sont toutes 

positives pour le point x et pour la droite 

Nous emploierons, pour désigner les coordonnées d'un 

point ou d'une droite, le symbole même du point ou de 

la droite accompagné des indices i , 2, 3, toutes les fois 

que cela ne sera pas incommode. Pour le point x et 

pour la droite £ des figures précédentes, nous écrirons 

x, — -i- x'x, Ç, = h- atz'> 

x3 —: -f- x"xy Ç2 — -h a%z", 

xz — -I- x'"x ; ^ — -f- a3z"f ; 

et pq désignera la mesure absolue de l ' intervalle entre 
p et q. 
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S. Tout point fondamental a deux coordonnées égales 

à zéro, et la troisième égale à une des hauteurs du tri-

angle fondamental prises dans la direction e [fig. 5). La 

Fig. 5. 

-e -f« 

t>3 _«S 

fea 

même remarque est vraie pour chacune des droites fon-

damentales. Désignons ces trois hauteurs avec les signes 

qui leur appartiennent comme coordonnées des sommets, 

ou, ce qui revient au même, comme coordonnées des 

côtés, par //l5 /*2, /?3-, nous aurons les tableaux sui-

vants ( *) : 

Coordonnées dos points Coordonnées des droites 

ai' a,. «j. a,. 

0, O, O, 

0, 0, O, 

0, 0, O, 'h-

Dans le cas de 1 zfig* 5, on aura 

hx~—ai9 h2~-\-b2a,J //, =r—b 3 a 3 . 

( * ) Ces tableaux paraissent identiques. Mais, pour une position quel-

conque du triangle par rapport au trilatère, l'un ne coïnciderait avec 

l'autre qu'après une rotation autour de la diagonale, comme on le voit 

ci-dessous : 
a,. 
l'u K *„ 

hit //., h3i | a, 

Mêmes observations pour les tableaux suivants, ( 2), etc. 
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6. Les figures qui précèdent donnent aussi immédia-

tement les tableaux suivants pour les coordonnées des 

éléments coordonnés du point x et de la droite 

Coordonnées des droites 

r i r . 

IlX X, , X7y .7*3, 

\ — X\> h-i—JCn — x\ 

Xly X-J y //3 X3 

Coordonnées des points 

— Ç„ — //3— ç,. 

7 . Nous avons fixé non-seulement les rapports, mais 

les grandeurs effectives des trois coordonnées d'un é lé -

ment, afin de pouvoir établir la relation qui existe entre 

elles. On peut exprimer immédiatement cette relation, 

pour les deux espèces de coordonnées, sous la forme (*) 

.r, 

h ih h. 

8. Les coordonnées d'un 

point x situé, d'une manière 

quelconque, sur la droite com-

mune aux points t, u peuvent 

être exprimées ainsi : 

mu{ 

(4 ) { = 
it> 

1-+- m 

It^ -4- muz 

l -h m 

Le rapport — dépend seule-

ment de x . 

8. Les coordonnées d'une 

droite Ç passant, d'une ma-

nière quelconque, par le point 

commun aux droites ^ peu-

vent être exprimées ainsi : 

'C, = 
r/j 

A -h ¡i 

- 1 - Wj 

5̂3 —— 

Le rapport - dépend seule-

ment de Ç. 

( * ) En prenant comme coordonnées les rapports des coordonnées 
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9. Il résulte immédiatement des équations (2) et (4) 

que : 

La condition pour que la 

droite Ç passe par le point x est 
La condition pour que le 

point x soit sur la droite 'C est 

S.-*-. £-2*2 , 
( 5 ) i,7 - h 7 r - h i r = ° -

Cette équation linéaire, homogène et symétrique par 

rapport aux coordonnées du point et̂  de la droite, peut 

être utilement qualifiée d 'équation représentatrice du 

point, et de la droite réunis. 

10. Nous ne continuerons pas l 'exposition systéma-

tique des formules en coordonnées particulières 5 nous 

allons reprendre la définition plus générale donnée au 

n° 3, et nous la compléterons avec la généralité voulue. 

Nous nous sommes contenté, au n° 3, de dire que les 

coordonnées (du point ou de la droite) doivent être 

propres à déterminer les éléments coordonnés (du point 

ou de la droite); mais nous n'avons pas précisé de quelle 

manière elles doivent remplir ce but. Nous ajouterons, 

à cet effet, que les coordonnées doivent être proportion-

nelles aux produits de constantes fixées à l'avance par 

les coordonnées particulières que nous venons de con-

sidérer. 

Par suite, en conservant la même position relative du 

triangle et du trilatère fondamentaux, ainsi que les no-

tations déjà employées, et en désignant par Aj, Zr2, 

X,, six nombres fixés arbitrairement, et par X t , 

déjà prises aux valeurs de h y relatives (rapports qui pour les x sont 

indépendants de la direction), les coordonnées de chaque élément fon-

damental seraient ou nulles, ou égales à l'unité, et les équations (3 ) 

prendraient la forme «, + ^ + 1 , = ! , Çt -h Ç, -+- Ç8 = i 
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X „ X 3 , Z t , Z 2 , Z 3 les nouvelles coordonnées du point x 

et de la droite la définition de ces coordonnées est 

complète et la plus générale par rapport à un triangle 

fondamental donné, et nous pourrons les résumer dans 

les formules suivantes : 

/ pX, ~ cZ, 

(6) < pX2 ----- ¿2 C-Z, r- XÇ2, 

' ûX3 h% Xz ; crZ3 J 

où p et <7 désignent des facteurs qui restent complète-

ment indéterminés. 

Cette définition, qui laisse indéterminée la grandeur 

de chaque coordonnée, pour ne déterminer que la valeur 

de leurs rapports, correspond bien au principe de l 'ho-

mogénéité, que nous introduisons dans toutes les for-

mules et équations par l'usage de trois coordonnées. 

Pour ce motif, nous nommerons X n X 2 , X 3 , Z , , Z 2 , Z3 

coordonnées homogènes. 

L'équation qui représente une droite et un point 

réunis devient, avec les nouvelles coordonnées, 

, x z, Z2 X2 X3 
I n 7-7—" 7 T V l ~ " h, X-! Ai n-i kt ki ka a 

Comme il importe que cette équation prenne la forme 

très-simple 

(8) Z, X,- f -Z 2 X 2 - f -Z 3 X3 — o, 

nous poserons la relation suivante entre les deux ternes 

de constantes k et 1 : 

(9) Z-J — h, ¿.¿>2 " /¿3/-3À3. 

Remarquons que la liaison que nous établissons eritre 

les constantes s'exprime avec la plus grande simplicité. 
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1 1 . Nous savons déjà que les formules, pour la trans-

formation simultanée des coordonnées X , , X 2 , X 8 , Z j , 

Z 2 , Z 3 , relatives à un triangle«! a 2 a z , en d'autres relatives 

à un nouveau triangle fondamental, sont linéaires et en-

tières, et que celles qui se rapportent aux coordonnées 

des droites ont pour coefficients les éléments adjoints 

aux éléments constitués par les coefficients des formules 

relatives aux coordonnées des points, ou réciproque-

ment. 

Nous ne nous occuperons donc pas de ces formules, 

mais nous chercherons celles qui s'appliquent au cas de 

deux coordonnées. 

Dans ce cas, nous n'avons que deux droites fonda-

mentales {fig» 6) et deux points fondamentauxa i y 

a, ( fig. 7 ) . Nous entendons maintenant par coordonnées 

Fig. 6. Fig. 7. 

du point variable m celles qui sont représentées en m'm, 

m"m, et par coordonnées de la droite variable y celles 

({iii sont représentées en a^n". La direction com-

mune de ces coordonnées est la direction donnée e. Le 

sens H- e de cette droite sera le sens positif pour les coor-

données des points, et le sens — e sera le sens positif des 

coordonnées des droites. 

Désignons par .r,, x2 les 

coordonnées de m, et par z,, 

celles du même point rap-

Désignons^par H,, les'coor-

données de>, et par Ç,, Ç2 celles 

de la même droite rapportée à 
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porté à deux nouvelles droites 

fondamentales 7,, 73. La re-

cherche des expressions des x 
en fonction des z peut se dé-

composer en deux recherches 

plus simples, en considérant 

un couple intermédiaire de 

droites fondamentales, le cou-

ple des droites j$2 [fig- 8), 

\<\'.r. 8. 

deux nouveaux points fonda-

mentaux ct, ca. La recherche 

des expressions des \ en fonc-

tion des Ç peut se décomposer 

en deux recherches plus sim-

ples, en considérant un couple 

intermédiaire de points fonda-

mentaux, le couple des points 

£«> 9)» alignés sur les 

Fig. 9-

76I Ci /6a Ci 

parallèles aux premières a,, a2, 

et passant par le point o' com-

mun aux nouvelles 7,, 73. 

En désignant par o\, o2 les 

coordonnées de o' par rapport 

à a,, a2, et par j , , / 2 les coor-

données du point variable re-

latives à p,. 

donnera immédiatement 

la figure nous 

I O ] 
X, : 

- J:> 

premiers a{, «2, et ayant la 

droite &>' commune avec les 

nouveaux c,, c2. 
En désignant par &>',, &/2 les 

coordonnées de &>' par rapport 

à fli, a7, et par >j2 les coor-

données de la droite variable 

relatives à bly b2, la figure nous 

donnera immédiatement 

Ç, — w' -+- r;,, 

Telles sont les formules qui servent à passer d'un 

couple de droites ou points fondamentaux à un nouveau 

couple de droites ou plans fondamentaux, parallèles res-

pectivement aux premières droites ou alignés sur les 

premiers points. 
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Les mêmes figures 8 ou 9 nous donnent encore aisé-

ment les formules suivantes : 

y x = k n s , - 4 - 3 , , n x = = : x M Ç , - f - x l 2  

v 1 1 ^ J 2 ~ X1M -f- k2l TÎ,, = r.2, t. + Çj. 

Ces formules servent à passer d'un couple de droites 

(|3i, /S2) ou de points (bu bt) fondamentaux à un autre 

couple de droites (yM y2) ou de points (c , , c 2 ) fonda-

mentaux, ayant en commun avec les anciens un point 

( V ) ou une droite (c*/). 

Les coefficients k et x. sont des rapports anharmo-

niques, comme il est indiqué dans les tableaux sui-

vants : 

Coeff. Rapp. anharm. 
des droites. 

= 7,, 7,, e\ 

/ • „ = £ „ 7,, 7,, e', 

— 7,, Va, S', 

7 m 

où e' représente la droite com-

mune aux points 0', e. 

Coeff. Rapp. anharm. 

des points. 

— h, Ci, C-zy 
X,, 

JC,t = bu Ci , c' * 

c\ 

où e' signifie le point commun 

aux droites w', s. 

Chacune des coordonnées («rl5 x 2 ou y j , z l 9 £ 2 ) , 

dont nous nous sommes servi dans ce numéro pour le 

point, 11e diffère de la coordonnée cartésienne rapportée 

à la même droite fondamentale que par un facteur con-

stant. On pourra donc passer, quand on voudra, de ces 

coordonnées aux cartésiennes, et vice versa, car les for-

mules relatives aux unes se convertiront moyennant ces 

facteurs en celles qui sont relatives aux autres, 

11 est aisé de reconnaître que les coordonnées dont 

nous venons de nous servir dans ce numéro et dans les 

numéros précédents se déduisent du système général de 
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coordonnées projectives de M. Fiedler. Mesurant toutes 

les distances dans une même direction, on obtiendra le 

terne x L , x 2 , x z du n° 4, en éloignant à l'infini dans 

cette direction le quatrième point fondamental e et le 

terne £2, en éloignant à l'infini la quatrième 

droite fondamentale. On obtiendra aussi le couple ¿Cj, 

Xi de ce numéro en éloignant à l'infini un des côtés du 

triangle fondamental, et le couple en éloignant à l'in-

fini un des sommets du trilatère. Il est bien entendu que, 

dans ce cas, on ne fait coïncider le triangle et le trilatère 

qu'après cette transformation. Cette manière de particu-

lariser la définition de M. Fiedler nous semble plus con-

forme à l'esprit de la dualité géométrique que l'emploi 

des coordonnées cartésiennes pour le point, et pliické-

riennes pour la droite. Il ne suffit pas, pour préférer les 

coordonnées pluckériennes aux précédentes £2, que 

leurcombinaison avec les coordonnées cartésiennes donne 

une forme plus simple à l'équation du point et de la droite 

réunis. D'ailleurs nous nous proposons de montrer 

ailleurs la grande utilité de nos coordonnées. 

§ II. — Coordonnées des points et des plans 

dans Vespace à trois dimensions. 

1 . Les définitions de la première Section s'étendent 

immédiatement au cas des points et des plans dans l'es-

pace. 

Puisque le parallélisme des plans consiste en ce qu'ils 

ont une droite commune située dans un plan £ fixé d'une 

manière particulière (à l'infini), la disposition corréla-

tive des points doit consister en ce qu'ils ont en commun 

une droite passant par un point e, fixée d'une manière 

particulière. 

Ann. de Mathèmat2e série, t . XVII. (Janvier 1878.) 2 
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2. Nous dirons donc que : 

Les (trois ou quatre) coor- ' Les (trois ou quatre) coor-
données d'un point x sont des 

nombres propres à déterminer 

les (trois ou quatre) plans 

. . . qui passent par x, et 

qui sont parallèles respective-

ment aux (trois ou quatre) 

données d'un plan Ç sont des 

nombres propres à déterminer 

les (trois ou quatre) points z\ 
z", . . . qui se trouvent dans 

Ç et alignés respectivement 

avec les (trois ou quatre) points 

fondamentaux a{, a,, . . . . plans fondamentaux at, a2, — 

L'alignement doit s'entendre, comme ci-dessus, sur un 

point fixe e. 

Les plans . . . pourront être nommés éléments 

coordonnés du point x, e l les points z'', zu, . . . éléments 

coordonnés du plan 

3. Ici encore nous éloignerons à l ' infini , dans une di-

rection fixée arbitrairement, le point e et le plan e, et, 

sur cette direction fixe, nous distinguerons les deux sens 

-f- — e, et nous compléterons la définition des coor-

données en disant que les (trois ou quatre) coordonnées 

sont les mesures plises, dans la direction e, des inter-

valles entre chaque élément coordonné et Vélément 

fondamental correspondant (parallèle ou aligné), en 

tenant compte du signe positif quand le passage fini 

de Vélément fondamental à l'élément coordonné se 

fera pour les points dans le sens -+- e et pour les plans 

dans le sens — e, et du signe négatif dans les cas 

contraires, 

En ne changeant rien à la direction et au sens des 

mesures, on peut encore dire que : 

Les coordonnées du point.r 

sont les mesures des intervalles 

entre x et les points x', xu, ... 
alignés sur x et qui appartien-

nent aux plans fondamentaux. 

Les coordonnées du plan Ç 

sont les mesures des intervalles 

entre Ç et les plans Ç', . . . 

parallèles à Ç et qui passent 

par les points fondamentaux. 
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4. Bornons-nous au cas des quatre coordonnées, en 

les désignant par xiy ¿r,, x%, xk pour le point x, et par 

ŷ î5 £3, ^ pour le plan Ç, et faisons coïncider le té-

tragone ax a^az ak avec le tétraèdre a t a2 a3 a 4 . 

Chaque point ou plan fondamental aura trois coor-

données nulles, et la quatrième égale à une des quatre 

hauteurs du tétraèdre fondamental, hauteur prise dans la 

direction des mesures. E n indiquant ces hauteurs avec 

les signes qui leur conviennent comme coordonnées des 

points fondamentaux par /?i, /jg, /14, nous aurons 

pour les : 

Coordonnées des points Coordonnées des plans 

«1- «3- a4. 

K 0, O, 0, K 0, O, O, 

0, hu 0, 0, 0, h» O, 0, 

O, 0, hzi 0, 0, 0, / / 3 , O, 

0, 0, 0, K 0, 0, O, /'o 

Pour les éléments coordonnés du point x et du plan 

nous aurons 

Coordonnées des plans Coordonnées des points 

s • z'. z". 

— Ç«, !" 
— x \ 1 /h — X-j, xi,t hr- -

X21 - s . , 

3̂) — -

6. Nous avons la relation suivante : 

Entre les coordonnées d'un Entre les coordonnées d'un 
point quelconque x : plan quelconque Ç : 
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7 . On peut exprimer de la manière suivante : 

Les coordonnées d'un plan 

Ç qui passe, d'une manière 

quelconque, par le point ap-

Les coordonnées d'un point 

x , situé d'une manière quel-

conque dans le plan contenant 

les trois points A, u, v : 

/ I xt — — 
mu{ 

( 4 ) 

xt = 

l m -f- n 
lt7 -4- m«2-f- /7<'i 

/ -4- m -4- // 5 

//3 -f- w«3 -f- nt\ > 
- /2 

- nvH , 
- n 

l -4- m -

L • m 

où les rapports / : m : n ne dé-

pendent que de x . 

partenant aux plans x> ^ : 

_ X<p,-4- PX.-4-v^, 
Si 

X -f- /x -f - V 

X<p, -f- py7 -
X -h ¡1 -4 - V 

p%3 -

X -+- fx -4 - V 

X<?4 -4- " 

où les rapports ) : a : v ne dé-

pendent que de Ç. 

8. Des expressions (4) et (3) nous déduisons immé-

diatement que : 

La condition pour que le 

point x soit sur le plan Ç est 

La condition pour que le 

plan Ç passe par le point x est 

ih 
iL?!2 4_ f iJb 

h* ih 
: O, 

équation que Ton pourra nommer reprèsentatrice du 

point et du plan réunis. 

SIR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES ; 
PAR M. L A G U E R R E , 

I. 

1 . Soi t u n e é q u a t i o n a l g é b r i q u e d e d e g r é n e t à 
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coefficients réels ou imaginaires; en prenant ~ pour in-

connue, elle peut s'écrire sous la forme suivante 

f ( x , y ) z = o, 

f désignant un polynôme homogène et du degré n par 

rapport aux quantités x et y\ ou encore, en posant 

x 
z = -•> 

' F ( 8 ) = / ( * , I ) = O. 

En prenantd'une façon arbitraire, dans lin plan, deux 

droites rectangulaires pour axe des abscisses et pour axe 

des ordonnées, je conviendrai, suivant l'usage habituel, 

de représenter une quantité imaginaire a -f- ¡3/ par un 

point ayant a pour abscisse et (3 pour ordonnée. 

Cela posé, z — ~ étant une quantité imaginaire quel-

conque représentée par le point m du plan, j'appellerai 

point dérivé du point m le point p représentant la quan-

tité Ç = - déterminée par 1 équation 

? / ' , + » / ; = o. 

On déduit de cette équation 

f'r 
x 

ou, en vertu du théorème sur les fonctions homogènes, 

Lorsque l'on considère z comme la valeur approchée 

d'une racine de l'équation F ( Z ) = o, en désignant par 

zf la valeur que Ton en déduit pour celte racine, par la 
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m é t h o d e d e N e w t o n o u a 

F ( » ) 
F(») ' 

d'où cette conclusion : Si m est un point du plan repré-

sentant une valeur approchée d'une racine de l'équation 

F ( Z ) = o, et si la valeur approchée de cette racine, 

que l'on en déduit par la méthode de Newton, est repré-

sentée par le point mf, le point p. dérivé du point m 

s'obtient en portant dans la direction mm\ et à partir du 

point m, une longueur égale à n x mm. 

2. J'établirai d'abord la proposition suivante : 

T H É O R È M E I . — Étant donnée une équation algébrique 

de degré n, si Von prend un point m arbitrairement 

dans le plan et si Von désigne par ¡x le point dérivé du 

poin t m, tout cercle passant par les deux poin ts m et p., 

ne passe pas par toutes les racines de Véquation, 

contient au moins une de ces racines ; et, dans ce cas, 

une au moins des racines est située à Vextérieur du 

cercle. 

Pour démontrer cette proposition, je remarquerai que, 

7? ^ désignant des quantités imaginaires quelcon-

ques, les différents points représentés par l'expression 

quand on donne à t toutes les valeurs réelles possibles, 

sont situés sur un même cercle, et que, pour deux valeurs 

imaginaires quelconques de £, les points représentant les 

valeurs correspondantes de z sont situés du même côté 

par rapport au contour du cercle, ou de côtés différents, 

suivant que, dans les valeurs de la variable f, les coef-

ficients de i sont de même signe ou de signes contraires. 



Cela posé, z = - ayant une valeur quelconque et Ç 

( ) 

int uni 

étant déterminé par l'équation 

l'expression 

? / ' 
~ ~ * ~ fx 

quand on y donne à t toutes les valeurs réelles, repré-

sente un cercle passant par le point m représentant z , 

puisque, pour î = co , on a Z — ce cercle passe éga-

lement parle point dérivép. représentant Ç, puisque, pour 

t = o, on a 
f rj J Y 

f ^ X 

On 
voit ainsi, a cause de l'indétermination de A, que 

l'expression précédente représente, pour des valeurs 

réelles de les différents points d'un cercle quelconque 

passant par les deux points m et // et, d'après ce que j 'ai 

dit plus haut, pour démontrer la proposition énoncée, 

il suffira de prouver que l'équation 

F ( T i T v : ) = 

si elle admet des racines imaginaires, admet au moins 

une racine où le coefficient de i est positif et une racine 

où ce coefficient est négatif. 

L'équation précédente peut s'écrire ainsi : 

f [ t x — \ f \ , t y + \ f x ) = o> 

ou, en développant suivant les puissances de t, 

(i) Atn + Ci"-3 4 - - . . ~ o. 
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Le coefficient de i"*"1 dans cette équation est égal à 

zéro; un calcul facile montre, en effet, qu'il est égal à 

^ ' f J y - f ' J V ' 

De là résulte que la somme des racines de l'équation (i) 

est nulle; en désignant donc par a -+- a! -f- . . . ces 

racines, on a 
2 [a -h bi) = o, 

d'où 
2 h = o ; 

et, par suite, si toutes les va leursdeine sont pas nulles, il 

y a au moins deux de ces valeurs qui sont de signes con-

traires, ce qui démontre la proposition énoncée. 

3 . T H É O R È M E I I . — Étant donnes un cercle quel-

conque qui renferme toutes les racines de Véquation 

f ( X , Y ) = o et un point £ = - , situé en dehors de ce 

cercle, tous les points z = définis par Véquation 

sont situés dans l'intérieur du cercle. 

En effet, z désignant l 'un quelconque des points ainsi 

définis, t est son point dérivé; si z n'était pas situé 

dans l'intérieur du cercle, par les deux points z et Ç qui 

lui sont tous deux extérieurs, on pourrait mener un 

cercle renfermant dans son intérieur le cercle donné et, 

par suite, toutes les racines, ce qui est contraire à la 

proposition précédente. Le théorème est donc d é -

montré. 

On démontrerait de même la proposition suivante : 

Étant donnés un cercle quelconque à Vextéiieur du-
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quel sont situées toutes les racines de l'équation 

/ ( % , Y) = o, 

et un point Ç == ¿ifr/e rfa/is l'intérieur de ce cercle, 

tous les points z — définis par l'équation 

ï / r + *fjr = O, 

50/ii situés à Vextérieur de ce cercle. 

4. Étant donnée une équation de degré /2, F (z) = o, 

et m étant le point représentatif d'une valeur z , appro-

chée d'une racine de cette équation, désignons par m ' l e 

point représentatif de la valeur approchée de cette ra-

cine que donne la méthode de N e w t o n . Le point ^dérivé 

de m s'obtient en portant, à partir de m dans la direc-

tion mm', une longueur égale à n X et tout cercle 

passant par les points m et [x contient au moins une ra-

cine de l 'équation. 

En particulier, le cercle décrit sur m p comme dia-

mètre contiendra une racine et, si m est suffisamment 

voisin de la racine, m sera très-voisin de m! et par con-

séquent de (jl-, le cercle dont j e viens de parler aura donc 

un rayon très-petit et contiendra la racine cherchée. 

Dans tous les cas, on peut énoncer la proposition sui-

vante : 

Quelle que soit la quantité z, il y a au moins une 

racine de Véquation F [z) = o dont la différence avec 

V expression 

_ F ( z ] 
F' (z) 

a un module moindre que (n — i) fois le module de 

I i i ) . 
F'(z) [A suivre.) 
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DÉTERMINATION ANALYTIQUE DES FOYERS 
DANS LES SECTIONS CONIQUES; 

PAR M . E . G . , 

Ancien élève du lycée de Reims. 

On définit généralement un foyer un point tel, que 

la distance d'un point de la courbe à ce point soit une 

fonction rationnelle et linéaire des coordonnées du 

point de la courbe. 

Partant de cette définition, on arrive, par une mé-

thode classique, mais peu élégante, à cinq relations entre 

les coordonnées du foyer, les coefficients de l'équation 

de la courbe et trois paramètres qui entrent au second 

degré. L'élimination de ces paramètres donnerait deux 

équations déterminant les coordonnées des foyers; mais 

cette élimination, sauf dans les cas les plus simples, 

donne lieu à des calculs impraticables. 

On arrive rapidement et sans introduire de paramètre 

aux deux équations qui déterminent les foyers, en défi-

nissant ces points des cercles de rayon nul bitangents à 

la courbe et introduisant ainsi dans le calcul la notion 

des imaginaires. 

La méthode suivante, qui, je crois, n'a pas encore été 

proposée, repose uniquement sur la première définition, 

laquelle fournit immédiatement trois équations, conte-

nant un seul paramètre au premier degré. L'élimination 

se fait sans difficulté, et conduit aux deux mêmes équa-

tions que l'on obtient par l'emploi des imaginaires. 

J ' é t a b l i r a i d ' a b o r d les c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s e t s u f f i -
santes p o u r q u ' u n p o l y n ô m e h o m o g è n e d u s e c o n d d e g r é 
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à trois variables soit, à un facteur constant près, un 

carré parfait. 

Soit 

ax2 -f- by2 -f- cz2 -f-- 2 f y z -4- 2 g z x -f- ilixy 

un semblable polynôme. Pour que ce soit un carré par-

fait, il faut que, si l'on égale à zéro ce polynôme, à un 

système de valeurs de x et de y corresponde une seule 

valeur de la troisième variable z . 

Egalant à zéro et résolvant par rapport à z , on a 

cz ~z — gx fy) =h sj\gx J'y)" — c {ax1 -f- byl -f- i hxy). 

Pour qu'on ait une seule valeur de z , quels que soient x 

et y , il faut qu'on ait 

g2—ac — o, f2—bc — o, f g — ch=z o. 

Ces conditions sont nécessaires. Elles sont aussi évidem-

ment suffisantes. En effet, elles expriment que l'on a 

identiquement 

cax2-r- by2-srcz--\- 1 f y z -j- igzx -h 2 hxy)=z[gx -f- fy^-cz)2. 

Elles restent les mêmes si l'on considère un polynôme 

quelconque du second degré à deux variables de la forme 

a x2
 - h 2 // xy - j- by2

 -4- 2 g x - h 2 f y -f- c. 

Cela posé, soit 

i ) a x2 -4- 2 h xy -h b y2 -f- 2 gx -b i f y + o 

l'équation d'une conique quelconque. Transportons l'ori-

gine en un point dont les coordonnées soient a et (3. Si 

l'on désigne par S le résultat de la substitution de a et 

de (3 à la place de x et dej" dans l'équation (i) , la courbe 
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rapportée aux nouveaux axes a pour équation 

dS dS 
(2) ax*-b ihxy -4- ¿>/24- + + S z = o . 

Cherchons les conditions pour que l 'origine soit un 

foyer. L'équation (2) peut s'écrire 

) = (a 2 h x y -f [b -h X)/2 

/ / S É/S 
H x H R 4 - S . 

¿/a 7 

Le premier membre représente, au facteur arbitraire X 

près, le carré de la distance d'un point de la courbe à 

l 'origine; donc, pour que l 'origine soit un foyer, il faut 

et il suffit que le second membre soit, à un facteur con-

stant près, un carré parfait; on doit donc avoir les re-

lations suivantes : 

(4) ( ^ y - 4 ( é + x)s = o, 

/ f ^ ' 'S dS - . _ (5) _ _ _ 4 A S = o. 

L'équation (5) ne contient pas X. Eliminons X entre (3) 

et (4) ; en retranchant membre à membre, on a 

Les équations ^5) et (6) déterminent les coordonnées a 

et (3 des foyers par rapport aux axes primitifs. 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE. 

I r e SESSION. — JUILLET 1 8 7 7 . 

i° Géométrie analytique. 

On donne un triangle A O B , rectangle en O, et l'on con-

sidère toutes les hyperboles qui passent aux points 

A et B, et ont leurs asymptotes parallèles aux côtés OA, 

OB. 

i ° Former l'équation générale de ces hyperboles ; 

20 Former l'équation du lieu des sommets de ces h y -

perboles et construire ce lieu -, 

3° Prenant un point P sur le lieu trouvé, construire 

celle des hyperboles considérées qui a un sommet en P, 

et reconnaître sur quelle partie du lieu doit être ce 

point P , pour que A et B appartiennent soit à une même 

branche, soit aux deux branches de cette hyperbole. 

20 Calcul trigonométrique. 

On donne deux côtés a et b d'un triangle et l'angle C 

compris, savoir : 

A — 3 6 7 6 ™ , 3 5 1 , 

b = 2i54m,742î 

C = I O 3 ° 4 6 ' 2 7 " . 

On demande de trouver le côté c, les angles A et B, 

ainsi que la surface du triangle. 
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3° Épure de Géométrie descriptive (*). 

INTERSECTION » ' U N CYLINDRE ET D'UN CONE. 

On donne : 

i ° Un cylindre ayant pour base un cercle C , situé 

dans le plan horizontal de projection, et dont les géné-

ratrices sont parallèles à la droite de front BG, B'G', 

inclinée à 45° sur xy\ 

2° Un cône dont la base est un cercle C i , situé dans le 

plan horizontal, et dont le sommet est en SS' sur la géné-

ratrice BG, B'G' du cylindre. Le cercle de base du cy-

lindre est tangent intérieurement en S à la base du cône : 

CS ~ CB — om, 025, C, S = o,:', o55, BB - o !!, 11. 

On demande : 

i ° De trouver les projections de rinterêeclion du cône 

et du cylindre ; 

2° De représenter le cylindre supposé plein et existant 

seul, en supprimant la partie de ce corps comprise dans 

le cône. 

On indiquera à l'encre rouge les constructions néces-

saires pour trouver un point quelconque de l'intersection 

et la tangente en ce point. 

Titre extérieur : intersection de surfaces. 

Titre intérieur : cylindre et cône. 

Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés 

du cadre, à oin. 21 du petit côté inférieur. 

4° Physique et Chimie (*). 

I. U11 tube recourbé ABCD, dont les deux branches 

{ * ) I.e lecteur est prié de faire la ligure. 
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sont verticales et de même diamètre, renferme une cer-

taine quantité de mercure et, au-dessus de ce mercure, 

dans la brandie A B , qui est fermée, se trouve de l 'air 

sec, sous la pression atmosphérique de om , 76. La portion 

A B qui contient cet air a une longueur de om , 26. On 

verse dans l 'autre branche D C une colonne d'eau dont le 

poids est de 342 g r , 72 . Quel le est alors la différence de 

niveau des deux surfaces de mercure? 

La section du tube est de 5 centimètres carrés et la 

densité du mercure est égale à i 3 , 6 . 
II. i ° Préparation du chlore. 

20 Quel est à zéro et sous la pression de o111,^^ le vo-

lume de chlore que l'on peut retirer de y5o kilogrammes 

de sel marin. 

^ . . I Na — 23 
E q u i v a l e n t s 1 Cl , 35,43 

Densité du chlore â ---- 2,44 

Poids d'un litre d'air à zéro et sous la pres-

sion de om , 76 i s r , 293 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE. 
2 ° SESSION. — OCTOBRE 1 8 7 7 . 

i° Géométrie analytique (*). 

On donne un trapèze isoscèle A B C D dont la hauteur 

est 2/î, la demi-somme des bases ia et les angles obtus 

a . On considère toutes les coniques circonscrites à ce tra-

pèze : 

i ° Former l 'équation générale de ces coniques -, 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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2° Trouver le lieu (les points de contact de tangentes 

menées à chacune d'elles parallèlement au côté BC, et 

construire ce lieu après avoir vérifié que le côté BC en 

fait partie *, 

3° Étant donné un point de ce lieu, reconnaître le 

genre de la conique circonscrite au trapèze qui passe 

par ce point. 

2° Calcul trigonomètrique. 

Les trois côtés d'un triangle sont : 

a — 4376"*, 76, 
b = 3564,n, 37, 
C=z 2754m, 82. 

Calculer les angles et la surface. 

3° Épure de Géométrie descriptive (*). 

INTERSECTION D*UN TORE ET D'UN CONE DE REVOLUTION. 

L'axe du t o r e j y ' est vertical à o r a , i3o du plan ver-

tical de projection et au milieu de la feuille 5 le cercle 

méridien a o m ,o55 de rayon ; il est tangent à l'axe du 

tore et au plan horizontal de projection. Le cône touche 

le plan horizontal suivant une génératrice sa> s'a! pa-

rallèle à la ligne de terre et rencontrant l'axe du tore -, 

son sommet (5, s') est à o m ,o55 de l'axe du tore et son 

angle au sommet est de 45 degrés. 

On demande de représenter le cône supposé plein et 

existant seul, en supprimant la portion de ce corps com-

prise dans le tore. 

On indiquera à l'encre rouge les constructions em-

( * ) Le lecteur est prié de faire la figure 
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ployées pour déterminer un point quelconque de l ' i n -

tersection et la tangente en ce point. 

Titre extérieur : intersection de surfaces. 

Titre intérieur : tore et cône. 

Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés 

du cadre, à om , 260 du petit côté inférieur. 

4° Physique et Chimie (*). 

L Un manomètre à air comprimé, dont les deux 

branches sont verticales et de diamètres différents, est en 

communication avec un récipient de machine pneuma-

tique. Ce manomètre renferme de l'air sous la pression de 

om , 760 et la portion A B de la branche fermée, occupée 

par cet air, a une longueur de o m ,3o. Le rapport des sec-

tions des branches C D et A B est égal à 2. On raréfie l 'air 

contenu dans le récipient. Quel le différence de niveau 

faut-il produire entre les deux colonnes de mercure 

pour que la pression dans ce récipient diminue de om , 760 

à o m , i 5 6 ? 

II. i ° Préparation des acides du phosphore P h O 5 , 3 H O 

et P h 0 % 2 l i 0 . 

20 Q u e l est le poids du phosphore contenu dans 

28 litres d'hydrogène phosplioré ( P l i H 3 ) ? 

, . , î PI. - 32 
Equivalents j ^ ^ 

Densité de l'hydrogène phosphore. . . . . . S = 1 ,185 

Poids d'un litre d'air igr, 293 

( * ) Le lecteur est prié de faire la figure. 

Anri. de Mathémat., ue série, t. XVII. (Janvier 1878.) 3. 
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BIBLIOGRAPHIE. 

JOHÀJNNIS KEPLERI ÀSTRONOMI OPERA OM3NIA ; OEllVreS 

complètes de l'astronome Jean Kepler, publiées par 

M. le Dr Ch. Frisch, de Stuttgard. 8 gros volumes 

grand in-8° de 63oo pages-, Francfort-sur-le-Mein et 

Erlangen, Heyder et Zimmer, i858. 

Cette œuvre immense, qui fait le plus grand honneur 

à la Science allemande, a exigé plusieurs années pour 

s'accomplir. La publication a été commencée en 185y et 

n'a été terminée qu'en 1871. 

Ainsi que l'explique l'auteur dans sa Préface, les 

Français, les Anglais, les Italiens se sont lancés depuis 

longtemps dans l'exécution d'entreprises du même genre, 

et on les a vus publier tout ce qu'ils avaient recueilli des 

œuvres de leurs savants les plus célèbres : Laplace, La-

grange, Fresnel , Lavoisier, Newton, Galilée. 

Le père et le fondateur de l'Astronomie moderne, ce-

lui dont le nom est sur les lèvres de tous ceux qui étu-

dient le mouvement des corps célestes et les lois aux-

quelles il est soumis, celui-là n'était-il pas digne aussi 

d'un pareil honneur? 

Tel est le sentiment qui a inspiré le D r Frisch, lorsqu'il 

a eu l'idée de préparer une édition complète des Œ u -

vres de Kepler. Ce travail n'a pas demandé moins de 

trente années de recherches. Tout ce que l'on a retrouvé 

des écrits du grand astronome se trouve réuni dans ce 

magnifique Ouvrage. La Correspondance privée, les 

Traités d'Astronomie, de Géométrie forment, comme on 

le voit, une riche moisson de faits, où, de nos jours en-

core, on peut puiser le germe de quelque vérité nouvelle. 
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Pour ma part, je suis heureux, je suis fier de dire que 

j'éprouve pour l'illustre fondateur de l'Astronomie la 

plus profonde admiration. Quel exemple, en eiFet, plus 

fortifiant et plus consolant que celui d'un grand esprit 

dont on suit pas à pas les efforts et les hésitations, les 

succès comme les faiblesses ! 

Les OEuvres de Kepler se distinguent par la science 

profonde et variée, l'habileté de l'argumentation, la vi-

vacité du style, parfois empreint d'une verve et d'une 

chaleur poétiques, entremêlé parfois aussi de gaies ré-

flexions qui trouvent parfaitement leur place au milieu 

d'un exposé technique. 

L'énergie du style fait concevoir aisément la nature 

des difficultés avec lesquelles J. Kepler a été aux prises 

pendant de longues années. C'est particulièrement dans 

son étude des mouvements de Mars qu'il eut à surmonter 

les plus grands obstacles. Aujourd'hui, après les perfec-

tionnements apportés au calcul et aux instruments 

d'observation, il est impossible de se représenter nette-

ment ce qu'a dû être, pour employer l'expression de 

l'auteur, cette guerre opiniâtre que livra Kepler à un 

ennemi qui lui échappait sans cesse. Tout était inconnu 

dans ce mouvement, et même cette étude eût été inabor-

dable sans l'hypothèse de Copernic. Aussi quelle péné-

tration d'esprit ne fallut-il pas pour venir à bout d'une 

pareille entreprise! 

Kepler commença l'étude du mouvement de Mars en 

l'année 1600 et utilisa, dans cette recherche, des obser-

vations de Tycho-Brahé remontant à i58o. A la fin de 

l'année 1604, Kepler avait trouvé la loi des orbites ; la 

loi des aires suivit de près, en i6o5 : on peut dire que 

ces deux premières lois furent énoncées dans le même 

temps, mais la découverte de la troisième loi, de la pro-

portionnalitè des carrés des temps aux cubes des grands 

3. 
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axes, exigea bien d'autres recherches encore-, elle date 

du 8 mars 1618. 

Ne pouvant prétendre exposer ici le détail d'un aussi 

vaste ensemble, nous nous bornerons à un aperçu rapide, 

mais nous demanderons à terminer par quelques mots 

au sujet de l'exécution matérielle de cet Ouvrage. 

Il est difficile de se figurer quels obstacles aurait eu â 

surmonter un simple particulier, privé de ressources et 

de moyens d'action. IVJais cet immense labeur a été ho-

noré du patronage et des libéralités de Maximilien II, 

roi de Bavière, et de M. Norof, Ministre de l'Instruction 

publique en Russie, de l'approbation des astronomes 

allemands, et des suffi âges des Académies de Vienne et 

de Berlin, auxquels sont venus s'ajouter ceux de diverses 

Sociétés savantes et de divers souscripteurs, tant en Eu-

rope qu'en Amérique. 

L'auteur est enfin arrivé au bout de sa tâche, grâce â 

la savante et bienveillante collaboration de M . W . 

Struve, directeur de l'Observatoire de Poulkowa, qui a 

généreusement communiqué les manuscrits de Kepler 

que la bibliothèque de Poulkowa conserve â l'égal du 

trésor le plus précieux; grâce au soin dévoué avec lequel 

M. Otto Struve fils a coordonné et discuté tout ce que 

ces manuscrits renfermaient de plus difficile \ grâce aussi 

au zèle éclairé de MM. C. Schraaf, professeur au gym-

nase de Tubingue, et H. Kratz, professeur au gymnase de 

Stuttgard. Possédant â fond la langue latine, M. Schraaf 

a réussi â traduire les passages embarrassants que leur 

style un'peu archaïque avait rendus obscurs, et M. Kratz 

a bien voulu se charger du travail pénible de la compo-

sition typographique et de la correction de l 'Ouvrage. 

Telles sont, ainsi que l'indique le D l Frisch, les bases 

d'après lesquelles a pu être menée à bonne fin la publi-

cation des Œuvres complètes de Kepler. 
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Nous mentionnons, très-brièvement d'ailleurs, les 

principales divisions de cet Ouvrage : 

T O M E I . 

Préface du mystère cosmographique. Correspondance avec 

Mœstlin, Herwart, etc., de i5g5 à 1600. 

Le mystère cosmographique, dissertation sur les proportions 

de l'Univers, avec les lignes des polyèdres réguliers, les notes 

de la gamme musicale, etc. 

L'apologie de Tycho-Brahé. 

Calendriers et opuscules astrologiques, la plus grande partie 

en allemand. 
TOME I I . 

Astronomie, partie optique. On y trouve la théorie et les 

conséquences de la réflexion et de la réfraction de la lumière. 

Du télescope et des découvertes de Galilée. 

Entretien avec le messager céleste envoyé par Galilée. 

Dioptrique. Théorie des lentilles et des instruments d'op-

tique. 

De l'étoile nouvelle dans le pied du Serpentaire (1572). 

De l'étoile nouvelle du Cygne (1600). 

Du passage de Mercure sur le Soleil (1607 ). 

TOME I I I . 

Astronomie nouvelle, ou Théorie du mouvement de Mars 

(1609). 

Commentaire sur les travaux d'Hipparque. 

Calcul des éclipses de Lune de 1572 à 1625. 

Théorie du mouvement de la Lune (on sait que Kepler a 

découvert la cinquième inégalité, connue sous le nom d'équa-
tion annuelle). 

Lettre sur l'éclipsé de Soleil du 12 octobre i 6 o 5 . 

T O M E I V . 

Ecrits relatifs à la chronologie (calendrier grégorien, nati-
vité du Christ, etc.) 
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De la stéréométrie des tonneaux. On y trouve une remarque 

judicieuse où est énoncé le fait de la faible variation d 'une 
grandeur au voisinage de ses maxima ou minima. 

Correspondance de Kepler. 

T O M E V . 

Harmonies de l'Univers. 
Notes sur la stéréométrie-
Sur une machine hydraulique. 
Correspondance de Kepler. 

T O M E V I . 

Précis de l'Astronomie de Copernic. 
Tables Rudolphines. 
Discussion des observations de Regiomontan et de Walther. 
Correspondance de Kepler. 

T O M E V I I . 

Description de la comète de 1607. 

Cliiliade de logarithmes. Invention et usage des logarithmes. 
De la ligure hexagonale de la neige. 
Divers extraits des manuscrits de Poulkowa. 
Correspondance de Kepler. 

T O M E VIII. 

P R E M I È R E P A R T I E . — Traduction, en latin, du Traité de la 
Lune, par Plutarque. 

Élégies, pièces de vers, discours, mélanges, etc., extraits 
des manuerits de Poulkowa. 

D E U X I È M E P A R T I E . — Histoire de l'Astronomie au xvie siècle. 
Biographie de Kepler. 
Lettres de Kepler. 
Table des matières. 

L'Ouvrage renferme de nombreuses figures dans le 

texte, un autographe et le portrait de Kepler , des vi-
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gnettes allégoriques, des notes, des commentaires et des 

éclaircissements rédigés en latin par les éditeurs. Rien, 

en un mot, n'a été épargné pour donner à ce vaste en-

semble toute la perfection désirable. 

H . B R O C A R D . 

S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S 

P R O P O S É E S D A N S L E S N O U V E L L E S A N N A L E S . 

Question 34 
( voir ire série, t. i, p. 393 ). 

Si, (Vun point situé sur une surface algébrique de 

degré m, on abaisse des perpendiculaires sur un sys-

tème de plans fixes, le lieu géométrique des points de 

moyenne distance des pieds des perpendiculaires est 

une surface algébrique de même degré m. 

Soient -/¡, y les coordonnées d'un point du lieu, n le 

nombre des plans fixes, x, y, z les coordonnées du pied 

de l'une des perpendiculaires abaissées sur l'un des 

plans dont l'équation est en coordonnées rectangulaires 

X COS A - I - y C O S F -} - Z COS7 — p =r. o, 

X , Y, Z les coordonnées du point de la surface 

/ ( X , Y, Z) = o, 

d'où sont issues toutes ces perpendiculaires } on a 

n%= 2x, nt = 2 z. 

Les coordonnées x , y, z vérifient d'abord l'équation 

du plan 
x cosa y cosp 4- z COS7 — o , 
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puis celle de la perpendiculaire 

x - - ^ __ Y _ z — z 

cosa cos¡3 cosy ' 

en sorte que, de ces trois équations, Ton tire 

X rrz X — P cos a , y •=--- Y — P cosp, z = Z — P cosy, 

en posant , pour abréger , 
P r : X COS a H - Y COS ¡3 -+- Z COS 7 — / J . 

Ajoutons les équations analogues relatives aux diffé-

rents plans, nous aurons 

ni •=. « X — 2P cosoc, 
nn : ly : n Y — ZPcosp, 
n i - - ï z nZ — 2 P C O S 7 . 

De ces équations 011 tire X , Y , Z exprimés linéaire-

ment en y/, £ et, en portant dans l'équation 

/ ( X , Y , Z ) = o 

de degré 777, on obtient une équation de même degré en 

r;, qui est l'équation du lieu. CH. B. 

Note. — La même question a été résolue par M. H. Brocard. 

Question 1099 

( voir t." sér ie , t. XI , p. 480, et t. XII , p. 5oo); 

PAR M. M O R E T - B L A N C . 

Sur chacun des côtés d'un quadrilatère circonscrip-

tihle on construit deux triangles isoscèles semblables. 

Soient a , [5, y, d les points de rencontre des hauteurs 
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des triangles extérieurs ; a ' , ¡3', y cei*.r ¿/e5 hau-

teurs des triangles intérieurs. 

i° Ze5 médianes des deux quadrilatères a(3 

a'[S'/5e coupent en un même point qui est leur mi-

lieu. 

2° Les médianes du quadrilatère a(3yî 5e coupent à 

angle droit. 

3° Dans le cas du triangle, un des sommets du Qua-

drilatère donné devient le point de contact de l'un des 

côtés du triangle avec le cercle inscrit. Les deux pro-

priétés précédentes subsistent. 

On demande quand les trois conditions sont rem-

plies. (H. B R O C A R D . ) 

i ° Soit G le point de concours des médianes du qua-

drilatère donné, situé au milieu de chacune d'elles, et 

centre de gravité de quatre masses égales placées aux 

quatre sommets du quadrilatère. La somme algébrique 

des projections des quatre demi-médianes sur un axe 

quelconque passant par G est égale à zéro. Les droites 

qui joignent les extrémités de ces médianes respective-

ment aux points a, ¡3, y, à ou a', ¡5', / , §f peuvent être 

regardées comme représentant des forces égales appli-

quées aux milieux des côtés du quadrilatère donné, per-

pendiculaires et proportionnelles à ces côtés, dirigées 

toutes vers l'extérieur ou vers l'intérieur5 on sait que 

ces forces se font équilibre, et par conséquent la somme 

de leurs projections sur un axe quelconque passant par G 

est identiquement nul le; il en est donc de même de la 

somme des projections des droites qui joignent le point G 

soit aux sommets du quadrilatère soit à ceux du 

quadrilatère a'jS'y' i î ' . Donc ce point est le centre de 

gravité de quatre masses égales placées aux sommets de 

l'un quelconque de ces deux quadrilatères, et, par suite, 
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i J est le point de concours des médianes de chacun 

d'eux et le milieu de chacune d'elles. 

Cette première partie du théorème a donc toujours 

lieu (*). 

2° Pour que les médianes du quadrilatère aßyd se 

coupent à angle droit, i l faut et il suffit que les dia-

gonales oty et fid soient égales, car alors les médianes 

sont les diagonales d'un losange. 

Le carré d'une droite est égal à la somme des carrés 

de ses projections sur doux axes rectangulaires. 

Supposons que a , ß , y, o soient les points de con-

cours des hauteurs des triangles isoscèles construits res-

pectivement sur A B = a , B C = ß, C D = c, DA - - d , 

et que aw soit l 'angle au sommet des triangles isoscèles. 

En projetant ct.y sur A D et sur une perpendiculaire 

à AD, puis sur BC et sur une perpendiculaire à B C , et 

ajoutant les résultats pour plus de symétrie, on a 

— - . / - . , '2 y.'/- d' O" •— — 
2 COS CO 

A -f- B — C — D A - B + C - D 
2 ne cos cos 

2 2 

2 COS" to 
ad cos (A m ) ab cos ( B -f- ) 

COS to COS to 
be COS ! C to ! cd COS ( D -1- to ¡ 

COS to COSTO 

On trouve de même, en projetant ßä sur A B et sur 

une perpendiculaire à A B , puis sur C D et sur une per-

( * ) M. Pellissier fait également remarquer que cette proposition a 

lieu pour un quadrilatère quelconque. 



( 43 
pendiculaire à C D , 

— b2 -h d2 

2 = ¿z2 -}- c' -H 

B - 4 - C — D — A A — B H - C — D 
2 COS COS 

ad cos I A -H w ) « & cos ( B i 
COS W COS U) 

bc cos ( G -4- w ; cî/ cos ( D - !- i 
COSW COSW 

Égalant ces deux valeurs et multipliant par 2cos2o> 

il vient 

( 2 cos7w — i ) ( b - -h d'1 — a- —• c1 ) 

A — B -h C — D 
2 COS — 

2, 

B : - C — D — A A !- B — C - D 
bd cos - - ac cos 

O r 

2 COS CO — I COS 2 CO, 

et, le quadrilatère A B C D étant circonscriptible, 

b -h d — a -!• c, d ' o ù 

b- -h d- — a- — c2 2 ( ac — bd, ; 

la relation précédente peut donc s'écrire 

! cos 2 w ( a c— bd) 

\ A — B -H C — D ! — COS 

/ , , B - I -C — D — A A - F - B — C — D \ 
X bd cos — ac cos 
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d'où 

COS 2 w 

A — B-f- C — D / . , B-i- C — D — A A + B —C —D\ 
c o s PC/COS —CLC COS ) 

2 \ 2 2 / 
— 

Tel doit être l'angle au sommet des triangles isoscèles 

pour que la deuxième condition soit remplie. 

L a relation (i) est satisfaite, quel que soit 2 a), lorsque 

le quadrilatère donné est un losange. 

Si A = C, la relation précédente se réduit à 

A — B -4- C — D B — D 
COS 2 6> — COS COS  

2 2 

Pour le quadrilatère a'jS'y'J' , il faut changer le signe 

de w, ce qui ne produit aucun changement dans la for-

mule définitive. 

3° Dans le cas d un triangle ABC circonscrit à un 

cercle, le sommet D devient le point de contact du 

côté A C ; tous les raisonnements précédents subsistent 

en faisant D = i droits. La formule (i) devient 

. A — B C / . B h - G — A . A -4- B — C\ 
sin od sin — — ac sin -

2 \ 2 2 / 
COS 2 » . - — - - — ? 

ac — bd 

c et d étant les deux segments du côté A C . 

Si le triangle est équilatéral, on a 

C0S2&) — sin23o° = — 7« 
4 
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Questions 1 2 1 8 et 1 2 1 9 

(voir 29série, t. XVI, p. 48) ; 

PAR M. C. M O R E A U , 
Capitaine d 'art i l lerie , à Calais. 

1 2 1 8 . Pour tout nombre impair p, on peut poser 

p = P 4- Q H- R H- S, 

Q- 4- R2 -f- S-, 

P , Q , R , S étant des entiers, dont trois ont une somme 

algébrique égale à un carré. ( S . R E A L T S . ) 

T o u l nombre impair est la somme de quatre carrés 

dont deux sont égaux -, on a donc 

p — x1 -4- j2 2z\ 

et l'on obtient la décomposition suivante : 

-f- (a; -f- z) [z — y) (/2 -h s2 — 2xz), 

qui satisfait aux conditions imposées. 

1 2 1 9 . Pour tout nombre entier de Vune des 

j ormes 
4 / ? - f - i , 4 « 2, 8/2-4-3, 

0/1 pewi poser 

p — P - 4 - Q - 4 - R - 4 - S , 

/ r = P2 -4- Q2 -4- R2 -h S% 

P , Q , R , S étant des entiers, tels que la somme algé-

brique 

P + Q H - R - f - 3 S 

soit égale à un carré. ( S . R É A L I S . ) 

Tout nombre de Y une des formes 4 « + + 2> 
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8 a* 3 est la somme de trois carrés -, on a donc 

p = X2 -h y2 z2, 

et l'on obtient la décomposition suivante : 

.r2 -f- y2 -r- z2 1 x2 — zy) - f- (y2 — xz ' 
-h [ z2 — xy ) -;-- .ry xz -f- yz) 

qui satisfait aux conditions de r é n o n c é . 

Question 1 2 3 0 

(voir 7." série, I. XVI, p. v.3<)); 

PAR M. B E R T H O M I E U , 
Klève du lycée de ltordeaux. 

Soient O un point fixe dans le plan du cercle P Q R , 

et O P Q une sécante sur laquelle on prend un point S , 

de manière que O S = X O P - f - a O Q (X et [jl étant des 

constantes) \ démontrer que Venveloppe d'une perpen-

diculaire à P Q , menée par le point S , est une conique. 

( R . - W . G E N E S E . ) 

Soient C le centre du cercle, a son rayon, et O C = c. 

Prenons pour origine de coordonnées rectangulaires 

le point O, et pour axe des x la droite O C ; le cercle 

sera alors représenté par l 'équation 

(,r — c)'2 y2 — a2, 

et la droite O S par 
r y 

cosa sina ^ 

en sorte que O P et O Q sont racines de l'équation 

p2 — 2cpcos|x H- c2 — a7= o; 
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on a donc 

OP " c cos a y a2 cos2 a -h ( — c2) sin2 a , 

OQ ~ c cosa — ^a2 cos2a -f- ( «2 — C1) sin2a, 

et par suite 

O S - - XOP4-

c[ \ -r- u.) cos a -:- ¡À — y) \/«2 cos2 a [a2 — c1) sin2 a} 

la perpendiculaire à P Q , menée par le point S, a, par 

conséquent, pour équation 

[x — c[ \ -r a)] cosa -h y sin a 

r-: [ \ •— u) y a7 cos2 a -4- [a-— c2 ) sin2 a. 

Sous cette forme, on voit qu'elle est constamment tan-

gente à la conique 

[x — c(l -- U )]2 J2 

a2':! — u. Y ' Ça"— c2) (Y~~7T2 1 ' 

ce qui démontre la proposition. 

Si c, c'est-à-dire si le point O est intérieur au 

cercle P Q R , l 'enveloppe est une ellipse 5 si c'est-

à-dire si le point O est extérieur au cercle, l 'enveloppe 

est une hyperbole. 

Dans le cas particulier où u — o et à = 1, l 'enveloppe 

a pour équation 

( x — c}2 r2 
: L + = I 

a2 ai — c1 

ce qui démontre cette proposition connue : 

Siy par un point O, on mène des rayons vecteurs à 

un cercle C , Venveloppe des perpendiculaires élevées à 

ces rayons par leurs extrémités est une conique qui a le 

point O pour foyer et le cercle C pour cercle prin-

cipal. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Ch. Bru not, élève 
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du lycée de D i j o n ; H. Picat, élève du lycée de Grenoble ; A. Muffat, 

élève du lycée de Lyon; Barthe, élève du lycée de Bordeaux; H. Des-

soudeix, élève du lycée de B o r d e a u x ; G. Lambiotte, élève de l 'École des 

Mines de Liège; E. Paturet; H. Lez ; B. Launoy ; E. Ambert , maître r é -

pétiteur au lycée de Montpellier; P. Cassani, professeur à l 'Institut 

technique de Venise; P. S o n d â t ; B. Roba^lia ; M. Couette; Jamet, pro-

fesseur au lycée de Saint-Brieuc. 

S O L U T I O N G É O M É T R I Q U E PAR M . M O R E T - B L A N C . 

Soit A un point quelconque du plan. Abaissons sur 

O P Q la perpendiculaire A Y et joignons AS. Pour chaque 

position de la sécante, on a un rayon AV et un rayon A S ; 

ces rayons, qui se correspondent un à un, forment deux 

faisceaux liomographiques, dont les deux rayons doubles 

sont les tangentes qu'on peut mener du point A à l 'en-

veloppe. Cette enveloppe est donc une courbe de seconde 

classe et par conséquent une conique. 

Si le point O est intérieur au cercle, la conique a des 

tangentes parallèles à toutes les directions : c'est une 

ellipse. Si le point O est au centre du cercle, les tan-

gentes à l'enveloppe sont equidistantes du centre : l 'en-

veloppe est un cercle concentrique au premier. 

Si le point O est extérieur au cercle, les tangentes à 

l'enveloppe sont perpendiculaires aux droites menées du 

point O dans l'angle T O T ' d e s tangentes au cercle : cette 

enveloppe est donc une hyperbole dont les asymptotes 

sont perpendiculaires aux droites O T , O T ' . 

Si le point O est sur la circonférence, ou si X = le 

lieu du point S est u n e circonférence passant par O ; 

l'enveloppe est le point de cette circonférence diamé-

tralement opposé au point O. 

Note. — M. Laisant a résolu la question par la méthode-des é q u i p o l -

1 enees. 
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MÉMOIRE 
SUR LA R E P R É S E N T A T I O N DES SURFACES E T L E S P R O J E C T I O N S 

DES CARTES G É O G R A P H I Q U E S ] 

PAR M . A . T I S S O T , 

Examinateur d'admission à l 'École Polytechnique. 

P R É A M B U L E . 

Objet du Mémoire et de chacun des Chapitres 

en particulier. 

Le présent Mémoire a pour objet l'élude delà défor-

mation dans la représentation d'une surface sur une 

autre, notamment clans la construction des cartes géo-

graphiques. 

Le premier Chapitre traite de la loi de la déformation 

et des propriétés générales qui en dérivent. Le deuxième 

est consacré à la résolution de cette question : Trouver 

le mode de projection le mieux approprié à la représen-

tation plane d'une contrée particulière. Dans les deux 

derniers, 011 compare entre elles les diverses projections 

des caries géographiques au point de vue de la défor-

mation. 

Nous commençons par établir en partie le lemnie sui-

vant, dont la démonstration se trouve complétée un peu 

plus loin : Quel que soit le système de projection, il y 

af en tout point de l'une des surfaces, deux tangenles 

perpendiculaires entre elles, et, si les angles ne sont pas 

conservés, il y en a deux seulement, telles que les di-

rections qui leur correspondent sur Vautre surface se 

coupent aussi à angle droit. De là résulte l'existence 

Jnn. de Mathématae série , t. XVII . (Février 1878.) 4 

T A T 1 1 P -
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de deux séries uniques de courbes orthogonales ayant 

aussi leurs projections orthogonales. En faisant varier 

de toutes les manières possibles le mode de succession 

des courbes de chaque série, on obtient une infinité de 

doubles canevas dont chacun décompose les deux sur-

faces en rectangles infiniment petits, et qui sont les seuls 

à posséder cette propriété dans le système de projection 

que l'on considère. 

La déformation est soumise à une loi qui ne dépend 

ni de la nature des surfaces ni du mode de représentation 

adopté : Toute représentation d'une surface sur une 

autre peut être remplacée, autour de chaque point, par 

une projection orthogonale faite à une échelle conve-

nable (*). Le lemineétablipréalabîementpermetdedonner 

de cette loi une démonstration géométrique très-simple. 

En suivant une marche inverse, il serait facile de con-

stater analytiquement qu'un cercle infiniment petit 

tracé autour d'un point quelconque de la première sur-

face, dans le plan tangent en ce point, est remplacé sur la 

seconde par une ellipse, ce qui prouverait autrement la 

loi énoncée ainsi quelelemme (**)• De cette loi découlent 

un grand nombre de propriétés (***). 

( * ) Dans les figures liomographiques, les relations métriques sont 

une conséquence des relations descriptives (Mémoire de M. Chasles, 

faisant suite à Y Aperçu historique sur V origine et le développement des 

méthodes en Géométrie). Cette propriété fondamentale, dont Abel Tran-

son a donné, dans les Nouvelles Annales, une démonstration analytique, 

se déduit immédiatement de la loi de la déformation. 

( "*) Cette loi et ce lemme out leurs analogues dans la représentation 

des figures à trois dimensions. 
(***) Dans le tome XLIX des Comptes rendus des séances de VAcadé-

mie des Sciences, nous avons publié, sans démonstration, les énoncés 

de ces propriétés et celui de la loi sur laquelle elles reposent. Depuis, 

ils ont été reproduits par M. A. Germain dans son Traité des projections 

des cartes géographiques, et par M. Ulysse Dini dans son Mémoire Sopra 
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Si Ton adopte comme unité le rayon du cercle infi-

niment petit, l'ellipse qui représence ce cercle et con-

stitue une sorte tf indicatrice du mode de projection au 

point considéré aura ses dimensions exprimées par des 

nombres finis. Connaissant ses axes, on pourra calculer 

l'altération éprouvée par un angle donné, le maximum 

dont cette altération est susceptible, les rapports suivant 

lesquels les longueurs se trouvent modifiées dans les 

diverses directions, le plus grand et le plus petit de ces 

rapports, lesquels sont précisément égaux aux demi-axes, 

enfin l'altération de superficie. Quant aux longueurs et 

aux directions des axes, nous établirons les formules qui 

servent à les déterminer en fonction de deux coordonnées * 

fixant à la fois la position de chaque point sur la pre-

mière surface et celle de sa projection sur la seconde. 

Ayant ainsi fourni le moyen d'étudier la déformation 

produite autour de chaque point, nous résoudrons d'autres 

questions dans lesquelles il s'agira de trouver sur les 

deux surfaces, soit les couples de séries de lignes, soit les 

doubles canevas remplissant certaines conditions, par 

exemple les séries de lignes sur lesquelles les longueurs 

se trouvent modifiées dans un rapport constant, ou, plus 

généralement, dans un rapport exprimé par une fonction 

alcuni punti della teoria delle superficie (Volumi delV Accademia 

dei XL, 3° série, t. I), accompagnés de démonstrations propres à ces 

deux auteurs, mais moins simples que celles que nous avions en vue et 

que nous donnons ici. 

M. Dini a l'ait voir de plus que toute la théorie de la courbure des 

surfaces peut se déduire des propriétés générales dont nous venons de 

parler. Il y est parvenu en les appliquant à la représentation d'une sur-

face sur une sphère, effectuée d'après la méthode de Gauss, méthode 

dans laquelle on considère comme points correspondants ceux pour les 

quels les normales sont parallèles. 

Grâce à M. Faye, la loi de la déformation a aussi trouvé place dans le 

Cours d'Astronomie de l 'École Polytechnique. 

4-
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connue des deux coordonnées, les doubles canevas formés 

de rectangles infiniment petits, ceux dont les angles 

varient suivant une loi donnée, ceux qui décomposent lçs 

surfaces en une infinité de losanges. 

On appliquera les théories du premier Chapitre à deux 

modes particuliers de représentation plane d'une surface 

quelconque de révolution. 

Dans le deuxième Chapitre, nous donnons le moyen 

de déterminer, pour les cartes de contrées d'une étendue 

comparable à celle de la France, quel est le système de 

projection qui occasionne la déformation la plus faible, 

non-seulement parmi ceux qui ont été considérés jusqu'à 

présent, mais parmi tous ceux qu'il serait possible d'ima-

giner. Afin de préciser davantage, disons qu'il s'agit d'un 

système qui, tout en ne produisant que des altérations 

d'angles de quelques secondes, par conséquent insigni-

fiantes, réduise à son minimum la plus grande altération 

de longueur. Les coordonnées rectangulaires des divers 

points de la carte seront exprimées par des formules assez 

simples, les mêmes quel que soit le pays à représenter -, 

certains paramètres qui figurent dans ces formules varient 

seuls d'un pays à l'autre on en trouve les valeurs, 

dans chaque cas particulier, à l'aide d'un procédé gra-

phique (*). Une méthode analogue serait applicable à la 

recherche d'un mode de projection qui, tout en n'al-

térant les aires que de quantités négligeables, réduirait à 

son minimum la plus grande altération d'angle dans la 

représentation d'un pays donné. 

( * ) Le tome LI des Comptes rendus des séances de VAcadémie des 

Sciences renferme une Noie dans laquelle nous avons fait connaître les 

formules et le procédé en question, et dont le tome XXI des Monthly 

Notices of the Royal astvonomical Society a donné une traduction 

anglaise. 
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Les régions peu étendues dans tous les sens ne 

sont pas les seules pour lesquelles nous donnions le 

moyen de déterminer le meilleur mode de projection. 

Nous avons résolu la même question pour toute zone 

comprise entre deux parallèles dont la diilérence des la-

titudes n'atteint pas un trop grand nombre de degrés, et 

aussi pour tout fuseau limité par deux méridiens dont 

l'angle remplit une condition analogue. 

Les applications porteront principalement sur les 

cartes de France, d'Espagne, d'Egypte et d'Algérie. 

Les deux derniers Chapitres se composent presque ex-

clusivement de tableaux renfermant environ huit mille 

nombres à l'aide desquels on pourra se rendre un compte 

exact de la déformation produite par les divers systèmes 

de projection qui ont été jusqu'ici adoptés ou seulement 

proposés pour la construction des cartes géogra-

phiques (*). Dans le Chapitre III, où l'on a en vue la 

représentation de tout un hémisphère, les tableaux se 

rapportent, pour la plupart, à des points situés de i5 en 

i5 degrés de latitude et de i5 en 10 degrés de longitude*, 

dans le Chapitre IV, ils se rapportent à des points plus 

rapprochés sur des cartes de moindre étendue -, en tout 

cas, ils font connaître principalement, pour chacun des 

points considérés, le maximum de l'altération d'angle, 

( * ) Dans le principe, nous nous étions borné à considérer onze sys-

tèmes de projection ( Comptes rendus des séances de VAcadémie des 

Sciences, t. L ; Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XIX j Cosmos, 

année 186,5). L'extension donnée depuis à notre travail en a re-

tardé la publication, mais elle nous met à même aujourd'hui de fournir 

aux constructeurs de cartes de Géographie et aux personnes qui veulent 

faire de ces cartes un usage rationnel des documents utiles en grande 

quantité. C'est seulement à l'aide de documents de cette nature que l'on 

peut reconnaître, parmi les divers systèmes de projection, celui qui 

convient le mieux à la représentation d'une portion donnée de la surface 

terrestre. 
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en degrés et minutes, les valeurs extrêmes du rapport 

dans lequel les longueurs se trouvent modifiées, avec trois 

chiffres décimaux, enfin le rapport des éléments super-

ficiels avec la même approximation. Les ensembles de 

formules qui nous ont servi à calculer ces résultats nu-

mériques varient d'un système de représentation à un 

autre, mais tous se déduisent des formules générales 

établies dans le premier Chapitre ; afin d'abréger, nous 

nous abstiendrons de les reproduire (* ) ; seulement, à 

cause de la confusion qui règne dans la nomenclature 

des diverses projections, il sera nécessaire que nous 

donnions en quelques mots la définition de chacune 

d'elles. 

Nos tableaux ne concernent pas seulement les modes 

de représentation qui ont été mentionnés jusqu'à pré-

sent, mais aussi certains autres que les considérations 

suivantes nous engagent à proposer. La plupart des pro-

jections sont susceptibles d'être réparties en groupes tels 

que, dans chacun, elles ne diffèrent les unes des autres 

que par la valeur d'un paramètre. Parmi ces groupes, il 

y en a dont toutes les projections conservent les angles, 

d'autres dans lesquels une seule projection jouit de cette 

propriété, d'autres enfin dans lesquels aucune ne la pos-

sède : on peut chercher, pour chacun de ces derniers, 

quelle est la valeur du paramètre qui réduit à son mini-

mum la plus grande des altérations d'angles de la carte. 

Une question analogue se présente à propos des aires, de 

même aussi à propos des longueurs, qui du reste ne se 

trouvent conservées sur aucune projection. Les solutions 

des questions ainsi posées dépendent nécessairement de 

( * ) Nous comptons revenir ailleurs sur ce sujet. Dans le tome XXI du 

Journal de l'École Polytechnique, nous avons établi directement les for-

mules relatives à la projection dite de Donne ou du Dépôt de la Guerre. 
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l'étendue et de la forme des pays que l'on veut repro-

duire j celles que nous avons obtenues permettront de 

remplacer les projections actuellement en usage par 

d'autres plus avantageuses, et de représenter avec moins 

de déformation des portions considérables de la sur-

face terrestre, telles qu'un hémisphère, les trois parties 

de l 'ancien continent, les deux Amériques , l 'empire 

russe, etc. (̂ 4 suivre.) 

S U R L A C A R D I O I D E ; 

PAR M. L A G U E R R E . 

1 . La cardioide est lépicyc lo ïde engendrée par un 

point d'un cercle mobile qui roule sans glisser sur un 

cercle de même rayon. 

C'est une courbe de troisième classe et du quatrième 

degré (*), ayant, par conséquent, une tangente double et 

trois points de rebroussement $ deux de ces points de re-

broussement sont les ombilics du plan. Les trois foyers 

de la courbe se réduisent à un seul foyer F , qui est le 

point de rencontre des tangentes menées aux ombilics. 

La cardioide peut donc être définie comme une courbe 

de troisième classe, ayant une tangente double et un 

foyer singulier de rebroussement. 

2. Dans tout ce qui suit, je m'appuierai principa-

lement sur les deux propositions suivantes : 

P R O P O S I T I O N I ( * * ) . — Si, par un point quelconque du 

(*) Voir SALMON, Higher plane curves, p. 270. 

(** ) Voir ma Note intitulée : Théorèmes généraux sur les courbes algé-



( 56 ) 

plan, on mène les trois tangentes à une courbe de troi-

sième classe, et si Von joint ce point aux trois foyers de 

la courbe, les deux faisceaux de droites ainsi obtenus 

ont même orientation, c est-à-dire que la somme des 

angles que chacune des droites du premier faisceau fait 

avec une direction arbitraire est égale, à un multiple 

près de r, à la somme des angles que font, avec cette 

même direction, les droites du second faisceau. 

P R O P O S I T I O N I I ( * ) . — Si, par un point quelconque M 

du plan, on mène les trois tangentes à une courbe de 

troisième classe, le centre harmonique des trois points de 

contact, relativement au point M, est le même que le 

centre harmonique des trois foyers relativement à ce 

même point. En d'autres termes, la polaire du point M, 

relativement au triangle formé par les normales menées 

ci la courbe par les trois points de contact des tangentes, 

se confond avec la polaire du même point relativement 

au triangle formé par les droites menées par chacun des 

foyers perpendiculairement à la droite qui le joint au 

point M. 

3. Les foyers de la cardioïde se confondent tous les 

trois avec le foyer singulier F de cette courbe. On dé-

duit donc immédiatement de la proposition I le théorème 

suivant : 

T H É O R È M E I . — Si d'un point quelconque M on mène 

les trois tangentes à la cardioïde, la somme des angles 

que font ces droites avec la droite M F est égale à un 

multiple de 

briques ( Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, janvier 

I865) . 
( * ) l'oir ma Note Sur ta détermination du rayon de courbure des lignes 

planes (Bulletin de la Société philomathique, février 1867). 
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La cardioide a un troisième point de rebroussemenl 

réel R, et, d'après un théorème très connu, la tangente 

en R passe par le point F . D'un point quelconque de la 

droite F R , on peut mener trois tangentes à la courbe, 

dont l'une se confond avec F R . Du théorème précédent 

il résulte que les deux autres tangentes sont également 

inclinées sur F R ; donc : 

La cardioide est symétrique par rapport à /'¿?.reFR. 

4. La proposition I I , appliquée à la cardioide, donne 

de même le théorème suivant : 

T H É O R È M E I L — Si d'un point quelconque M on mene 

les trois tangentes à la cardioide et les normales aux 

points de contact, le pied de la perpendiculaire, abaissée 

du point M sur sa polaire relativement au triangle 

formé par les normales, est le foyer de la courbe. 

Ce que l'on peut encore exprimer sous la forme sui-

vante, plus commode dans les applications : 

Soient N, IV, N" les normales menées aux trois points 

de contact et (D la droite menée par le point F perpen-

diculairement à F M ; si y par le point M, on mene une 

sécante arbitraire coupant respectivement les droites N, 

JV, IV7 et aux points 11, n', n!' et <p, on a, entre ces 

points, la relation 

3 i i r 
MÎP M N. ~R~ M / Î ' M « " 

5. Supposons, en particulier, que le point soit pris sur 

la droite F R ; désignons par T ce point, par M le point 

de contact d'une des tangentes, distinctes de T F , que l'on 

peut mener «à la courbe par le point T , enfin par N le 

point où la normale au point M rencontre l'axe F R . II 
est clair que la normale menée par le troisième point de 
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contact rencontrera également au point N Taxe de symé-

trie. En prenant donc pour sécante l'axe lui-même, l 'é-

quation précédente donnera la relation 

TF 
2 

: TJN 

qui lie entre eux les points de rencontre de l'axe avec la 

tangente et la normale menées en un point quelconque 

de la courbe. 

6. Soient (fig* i) une cardioide ayant pour foyer F , 

pour axe F A , et Aa la tangente double de cette courbe, 

Fig. i . 

Aa 

F Â 

B/L) I C 

a étant le point de contact situé au-dessus de l'axe. 

Portons à gauche du foyer F une longueur F B = 

AF 
et à gauche du point A une longueur A R = — * puis 

aux points B, R et A élevons à l'axe des perpendiculaires 

BB\ RR' et A A ' . 

Cela posé, par le point F , menons deux droites rec-

tangulaires quelconques rencontrant respectivement les 



( 5y ) 

droites BB' et A A' aux points N et T . Au point I , où la 

droite F T coupe RR' , menons une perpendiculaire à F T 

et appelons H le point où cette perpendiculaire rencontre 

la parallèle à l'axe menée par le point T ; menons enfin 

la droite NH. 

Je dis que la perpendiculaire abaissée du point T sur 

NH est tangente à la cardioide, le point de contact 

étant précisément le pied M de cette perpendiculaire, 

en sorte que MN est normale à la courbe. 

Pour le démontrer, je ferai remarquer que, des trois 

tangentes que l'on peut mener à la courbe par le point T , 

deux se confondent avec la tangente double, leurs points 

de contact étant d'ailleurs le point oc et son symétrique a! 

par rapport à l 'axe. Le£ normales en ces deux points 

sont les droites a¡5 et a!(5' parallèles à l 'axe. La troisième 

tangente touche la courbe en un point variable avec la 

position du point T ; désignons pour un instant par A la 

normale au point de contact. 

Il suit du théorème II que la polaire du point T rela-

tivement à la droite N F (cette droite étant considérée 

comme triple) se confond avec la polaire de ce même 

point relativement aux droites a(3, a![i! et A. 

Les triangles semblables BNF et F A T donnent la re-

lation 

BN X AT = BF x FA = ¿T* ; 

de là résulte que la polaire du point T , relativement aux 

droites a{3 et est la droite NL menée par le point N 

parallèlement à l 'axe. 

La proposition précédente peut par suite s'énoncer 

ainsi : La polaire du point T relativement à la droite 

À et à la droite N L (celte dernière étant considérée 

comme double) se confond avec la polaire de ce point 

relativement à F N (cette dernière droite étant consi-
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dérée comme triple); et de là résulte d'abord que la 

droite A passe par le point N. 

Pour en déterminer un autre point, menons par le 

point T une parallèle à Taxe*, soient Q (*) le point où 

cette parallèle rencontre iNF, et H le point où elle ren-

contre A. 

D'après ce que j'ai dit ci-dessus, on aura 

A — _L 
Ï Q ~ T H # 

Menons par le point H une perpendiculaire à F T ; en 

désignant par 1' son pied, on voit que les deux triangles 

F Q T et I 'IIT sont semblables et donnent la proportion 

R R _ H T ___ 1 

F T " " T Q " " 3 ' 

I T est dans le tiers de F T et le point 1' se confond avec 

le point I. 

La proposition précédente est donc entièrement dé-

montrée. 

Elle donne un moyen facile de mener à la cardioïde 

une tangente par 1111 point quelconque de la tangente 

double, ou encore de lui mener une normale par un 

point quelconque de la droite BB'qui, il est facile de le 

voir, passe parles deux points de la courbe où la tangente 

est parallèle à l'axe. 

E11 particulier, on en déduit le théorème suivant : 

T H É O R È M E III. — Si, par un point quelconque delà 

cardioïde, on mène la tangente et la normale à la 

courbe et si Von désigne par T le point ou la tangente 

rencontre la tangente double A A ' , par N le point où la 

( * ) I.es points Q et cc', ainsi que la droite a'/3', ne se trouvent pas 

sur la figure; le lecteur est prié d'y suppléer. 
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normale rencontre la droite BB' qui joint les points de 

la courbe ou la tangente est parallèle à l'axe, les deux 

points T et N sont vus du foyer suivant un angle droit. 

7. Quelques remarques sur ce qui précède ne seront 

pas inutiles. 

Au point a la normale rencontre l'axe à l'infini et la 

tangente le rencontre au point A ; en désignant, pour un 

instant, par R' le point de rebroussemcnt de la courbe, 

on aura donc, en vertu de la relation ( i) , 

3 _ _ I 

AF ~~~ A a ' ' 

d'où AR' = A R . Le point Rest donc le point de rebrous-

sement. 

Si l'on considère l'un des points situés sur la dioite 

BB' et où la tangente est horizontale, le point de ren-

contre de la tangente avec l'axe est à l'infini et le point 

de rencontre de la normale est en B. En vertu de la re-

lation (i), on aura donc 
FA 

BR = 3BF, d'où BF ~ RA = - y 

Les tangentes que l'on peut mener à la courbe du 

point T sont, d'une part, la droite T M et, d'autre part, 

la droite T a , cette dernière étant comptée deux fois. 

En vertu du théorème I, on a donc 

M T I - f - 2 A ' Ï I r r r m u U . 7T ; 

ou, si l'on pose. 

Mil = <p et MTli = 0, 
0+ 3v = x. 

Au moyen des équations précédentes, il est facile d'é-

tablir un grand nombre de relations entre les éléments 
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de la fig. i \ je me bornerai à mentionner les sui-

vantes : 

NM — NF -h AB sin <p, 

TF — TM -f- AB cos ç. 

8. Le point D étant déterminé par la relation 

BG 
BD = — » élevons en ce point une droite DD' perpendi-

culaire à Taxe-, soit K. le point où cette perpendiculaire 

coupe INF. Menons K L perpendiculaire à N F et NL 

parallèle à Taxe- abaissons enfin, du point de rencontre 

L de ces deux lignes, une perpendiculaire sur la nor-

male MN. 

Je dis que le point y, où elle rencontre cette normale, 

est le centre de courbure de la cardioide au point M. 

Soit, en eilet, P le point où cette droite coupe F T , on 

démontrera aisément, en s'appuyant sur les propositions 

précédentes, que 
FP - FT; 

9 

par suite, le point P décrit, lorsque le point M se 

déplace sur la courbe, une droite perpendiculaire à l'axe 

et dont le pied est à une distance 

FC = I FB. 

En se reportant à ce que j'ai dit plus haut, on voit aisé-

ment que la normale NM enveloppe une cardioide ayant 

pour tangente double BB' et pour foyer le point F . 

Le point de contact de la normale avec l'enveloppe est 

le point y , ce qui démontre la proposition énoncée. 

On voit aussi que la développée de la cardioide est 

une cardioide semblable à la proposée, le rapport de 

réduction étant proposition d'ailleurs bien connue. 
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9. Un autre mode de génération de la cardioide mérite 

d'être signalé. 

Soient ( f i g . 2) un cercle ayant pour centre F et un 

point fixe P pris sur cette courbe. Par le point P menons 

une sécante quelconque coupant le cercle en M ; par le 

centre F menons une parallèle à cette sécante rencon-

trai! t le cercle aux points A et B, joignons enfin MA 

et MB. Ces droites enveloppent, lorsqu'on fait varier la 

direction de la sécante, une courbe qui est évidemment 

de troisième classe et unicursale. 

Si I on cherche les tangentes isotropes que, d'après la 

construction précédente, on peut mener à la courbe, on 

trouve facilement qu'elles passent par le point F*, d'ail-

leurs la courbe n'est évidemment pas tangente à la droite 

de l'infini. 

On en conclut que cette courbe est de troisième classe, 

unicursaley et à foyer singulier triple, par conséquent 

c'est une cardioïde. Quelques propriétés intéressantes 

se déduisent du mode de génération que je viens d'indi-

quer. 

Il est facile, en premier lieu, de trouver le point de 

rebroussement de la courbe. Je remarquerai, à cet effet, 

Fig. 2. 

H 
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que si, au point F , on élève une perpendiculaire au rayon 

F P , la droite HP est une tangente à la courbe et qui 

la touche au point I déterminé par la relation 

Au point I, menons la normale à la courbe et soit R 

le point où elle rencontre l'axe, en désignant par R le 

point de rebroussement de la cardioide; on aura, en 

vertu de la relation (i), 

3 _ _ 2 I 

TK P l ï ' 
d'où l'on déduit 

F R = T . 

Considérons, en second lieu, un point quelconque M 

du cercle; si, par F , on mène une parallèle à MP ren-

contrant le cercle aux points A et 13, deux des tangentes 

que l'on peut mener du point M à la courbe sont les 

droites MA et MB. 

La troisième tangente s'obtiendrait en menant par le 

point P une parallèle à M F et en joignant au point M le 

point C où cette parallèle coupe le cercle. 

On voit que les deux tangentes MA et MB sont à angle 

droit; d'où la proposition suivante : 

T H É O R È M E I V , — Si, d'un point quelconque du cercle 

K passant par le sommet de la cardioide et ayant pour 

centre son foyer, on mene les tangentes à la courbe, 

deux de ces tangentes sont rectangulaires (*). 

10. Considérons {fig. 2) les deux points M et C qui 

(*) Voir à ce sujet ma Note Sur les courbes unicursales de troisième 

classe, communiquée à la Société mathématique en novembre 1877. 
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sont les extrémités d'une corde tangente à la cardioide ; 

on voit immédiatement sur la figure que l'arc MH est 

la moitié de Tare P C . 

La cardioide peut donc être considérée comme l'enve-

loppe de la corde qui joint deux points mobiles sur un 

cercle, ces deux points décrivant le cercle dans le même 

sens et Vun ayant une vitesse double de la vitesse de 

Vautre. 

Supposons que les deux points M et C se soient dé-

placés infiniment peu et soient venus en M'et C'; dési-

gnons par T le point de rencontre de MC et de M'C' . On 

aura MM' = ^ C C ; d'autre part , les triangles sem-

blables M M ' T et C C ' T donnent 

M M ' _ M T _ I 

O C 7 ~ T C 7 ~ ~ :2 ' 

A la limite 011 a 

T C 
M T = — ; 

(Ione : 2 ' 

T H É O R È M E V . — La corde interceptée par le cercle K 

sur une tangente quelconque à la cardioide est par-

tagée par le point de contact en deux segments dont 

l'un est le double de Vautre. 

1 1 . D'autres propriétés des normales à la cardioide 

peuvent être déduites par des considérations entièrement 

différentes de celles qui précèdent, et en s'appuyant seu-

lement sur la propriété suivante, à savoir que : 

La cardioide ayant un axe de symétrie et ayant 

pour points de rebroussement les ombilics du plan, 

tout cercle ayant son centre sur Vaxe de symétrie ne 

rencontre la portion de la courbe située au-dessus de 

l'axe qu'en deux points distincts des ombilics. 

Ann. de Machémat., '2e série, t. XVII . (Février 1878.) 5 
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De là résulte immédiatement la proposition sui-

vante (*) : 

T H É O R È M E V I . — Étant pris deux points fixes quel-

conques A et B sur la cardioïde, soit C un point mobile 

sur cette courbe ; sur les milieux des cordes CA et CB, 

¿devons respectivement des perpendiculaires à ces cordes 

et soient I et K les points ou ces perpendiculaires cou-

pent Vaxe. Quelle que soit la position du point C sur 

la courbe, la différence 

i i 

• FÏ ~ FK 
demeure constante. 

Démonstration. — J e supposerai, pour fixer les idées, 

que les points A , B, ainsi que le point mobile C, sont 

sur la partie de la courbe située au-dessus de l 'axe; et, 

pour plus de clarté, je considérerai d'abord, au lieu de la 

cardioïde, une spirique quelconque, c'est-à-dire une 

courbe du quatrième ordre, ayant un axe de symétrie et 

pour points doubles les deux ombilics du plan. Une spi-

rique, comme on le voit aisément, jouit de la propriété 

qu'un cercle ayant son centre sur l'axe de symétrie ne 

rencontre la courbe qu'en deux points situés au-dessus 

de Taxe et distincts des ombilics. 

Cela posé, A et B désignant deux points fixes de la spi-

rique et C un point variable sur cette courbe, par les 

milieux des cordes C A et CB élevons des perpendicu-

laires à ces droites; soient I et K les points où ces per-

pendiculaires coupent respectivement l'axe de la spi-

rique. 

( * ) Les considérations qui suivent s 'appliquent également aux coni-

ques et aux anal lagmaliques du troisième et du quatrième ordre qui ont 

un axe de symétrie. Voir à ce sujet ma Note Sur les spiriques (Bulletin 

de la Société phdomathiquc, novembre 1869). 
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rétabl irai d'abord que les points I et K déterminent 

sur l 'axe, lorsque le point C se déplace, une division 

homographique. 

En etfet, le point I étant donné, le point C se trouve 

au-dessus de l'axe et à l'intersection de la courbe avec le 

cercle décrit du point I comme centre avec IA pour 

rayon ce point est donc parfaitement déterminé, puisque 

ce cercle ne rencontre la courbe au-dessus de l'axe qu'en 

deux points distincts des ombilics. 

Le point C étant déterminé, le point K l'est également 

quand on se donne le point I, et l 'on prouverait de même 

qu'à une position du point K correspond une position 

unique du point I ; d'où il résulte que les points I et K 

déterminent sur Vaxe une division homographique. 

Cherchons ses deux points doubles. Le point C se dé-

plaçant sur une des branches infinies qui passe à un 

ombilic w en se rapprochant indéfiniment de cet om-

bilic, le cercle passant par les points À et C, et symé-

trique par rapporta l 'axe, a pour centre, à la limite, le 

point où la tangente en GO, à la branche de courbe consi-

dérée, perce l 'axe, c'est-à-dire le foyer singulier/corres-

pondant à cette branche de courbe. Ce point est, par la 

même raison, le centre du cercle limite passant par les 

points B, C et symétrique par rapport à l 'axe-,y est donc 

un point double de la division homographique. Le même 

raisonnement s'appliquerait à la seconde branche de 

courbe. 

Ainsi, quand on considère une spirique générale, les 

deux points doubles de la division homographique > 

formée par les point s\ et K , sont les foyers singuliers de 

la courbe. 

Dans le cas particulier delà cardioïdey les points dou-

bles à l'infini deviennent des points de rebroussement et 

les deux foyers singuliers viennent se réunir au foyer 

5 . 
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unique F de la courbe. La division homographique 

formée par les points I et K a donc deux points doubles 

coïncidents en F ; d'où le théorème qu'il fallait dé-

montrer. 

12. Supposons que l'on fasse successivement coïncider 

le point mobile C avec A et avec B-, dans le premier cas, 

la perpendiculaire élevée au milieu de A C se confond 

avec la normale en A et, dans le second, la perpendicu-

laire élevée au milieu de BC se confond avec la normale 

en B. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

T H É O R È M E V I I . — Étant donnés deux points quelcon-

ques A et B situés sur une cardioïde, menons les nor-

males en ces points et, par le point milieu de la corde 

AB, une perpendiculaire ci cette corde ; soient respecti-

vement a) i les points où ces droites rencontrent 

Vaxe, le point iet le foyer F de la courbe divisent har-

moniquement le segment ab% 

En eiïet, en supposant que le point mobile C vienne 

successivement coïncider avec le point A et le point B 

et en appliquant le théorème précédent, on a 

I 1 I T 

FÎ ¥â ~~ f l ~~ FÏ ' 
d'où 

fi^k^ir c. Q . » . 

En particulier, si le point B est un des points où la 

tangente double touche la cardioïde, le point de ren-

contre de la normale avec l'axe étant à l ' infini, on a cette 

proposition : 

Si l'on désigne par a le point où la normale en un 

point A de la cardioïde rencontre Vaxe, et par i le 
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point où cet axe est rencontré par la droite élevée par 

le milieu de la corde, qui joint A à l'un des points où la 

courbe touche la tangente double, et perpendiculaire-

ment à cette corde, le point a est le milieu du seg-

ment F I . 

13. Je m'arrêterai ici dans cette étude des propriétés 

des normales à la cardioïde. Dans une prochaine Note, 

je ferai l'application des mêmes principes à l'étude de 

diverses courbes remarquables de la troisième classe et 

de classes plus élevées. 

THÉORIE DES I N D I C E S ; 

PAR M. FAURE, 
Chef d'escadrons d'Artillerie. 

Propriétés de quatre surfaces passant 

par les mêmes points. 

168. Lorsque la droite e' coïncide avec la droite s, la 

relation [ i) r du n° 148 devient 

n t V M * lX, +hl'n , al> 

de sorte que, si rDi et <jp2 sont les paramètres des deux 

(*) Nouvelles Annales, 2E série, t. X V , p. 25I , 292, 33G, 45I, 481, 529, 
et t. XVI, p. 5, 1 6 0 , 193, 249, 2 8 9 , 5o8, 541 -
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surfaces du système qui touchent la droite 

L 
?» p 

__ / I I / 
ep, H- o2 — 77 ' ) — ç"» 

1. a», cp2 li 

/ étant le coefficient de — ç dans l'équation écrite ci-

dessus. 

De la première de ces relations résulte ce théorème : 

Quatre surfaces passant par les mêmes points, si 

l'on mène une tangente commune s à deux d^entre 

elles, le rapport des indices de cette droite par rap-

port aux deux autres S et Sf est constant, quelle que 

soit cette tangente. 

En remplaçant le rapport ~ par ses valeurs, on pourra 

donner à ce théorème des énoncés dilîérenls, analogues 

à ceux indiqués (164) . 

Interprétation géométrique du coefficient L 

109. Désignons par g et h les points de contact de la 

droite s avec les deux surfaces du système, qui touchent 

cette droite, 
T.. I;, 

de sorte que 

k T* _ L ^ , — L 
^ ' ~ K h ~ h 

Nous savons ( l o i ) que les points g et h sont conjugués 

à toutes les surfaces du système. Or il résulte du théo-

rème (68, b) que, si l'on prend sur une droite fixe s deux 

points g et h conjugués à S', la somme 4- est con-
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stante, et que, si ces points sont conjugués à S, la somme 

I' j' 
— -h y- est aussi constante quels que soient les points g 
s h 

et h. Il suit de là que, si ces sommes sont nulles, la droite 

e coupera la surface S en deux points g et h conjugués à 

S ' et la surface S ' en deux points conjugués à S . 

Ainsi l'équation 1= o représente le complexe des 

droites qui coupent les surfaces S et S ' en quatre points 

harmoniques. 

Les droites du complexe sont donc caractérisées par 

cette propriété5 s i , sur l 'une d'elles, on prend deux 

points g et h conjugués soit à S, soit à S ' , la somme des 

paramètres des surfaces du système, qui passent par ces 

points, est nulle\ par conséquent, pour avoir des droites 

du complexe, il suffira de construire les deux surfaces 

du système 

[a, E)2
 | Ej 2 _ (c, E;? _ {cl, Ej- __ 

, N ( < b , E)' , (r,E) = 
( Ç ! -y H- r— r — — O, 

Ja— ola h-vl, I c — çpit. ld— oltJ 

et de mener à ces surfaces des tangentes communes ; en 

donnant à cf toutes les valeurs possibles, on aura toutes 

les droites du complexe. 

E n éliminant cp entre ces deux équations, on trouve 

que les plans tangents aux surfaces (s ) et (—cp) enve-

loppent la surface 
m. m' IE 

Cette surface, qui joue un rôle important dans l 'étude 

du complexe, peut se mettre sous ces deux formes 
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Il est aisé (le le vérifier, mais on y est conduit par la 

considération suivante. Soit F un plan qui touche les 

surfaces et ( — ç ) : il y a une troisième surface du 

système qui touche ce plan, et son paramètre <j/ est dé-

terminé par la relation 

t m 
9 — cp -f- = 7T 5 

F 

en écrivant, dans /?i, F au lieu de E. Ainsi cette troisième 

surface a pour équation 

(«, E)2 

= 2 

e 

mais puisque, en faisant varier le plan F , on peut faire 

en sorte que cette surface touche tous les plans tangents 

oramuns aux surfaces (cj) et ( — ç) , il est évident qu'en 

remplaçant le plan F par le plan variable E on obtiendra 

l'équation de la surface enveloppée par ces plans tan-

gents, c'est-à-dire la première des équations écrites plus 

haut. La seconde s'obtient d'une manière analogue, en 

observant que 
i m 

® y -»F 

en remplaçant dans m' le plan E par le plan F . 

Si l 'on désigne par e et f deux points quelconques 

pris sur la droite e, on a 

• ' J - Z > \ i e , B ) [ f , B) J [a, A)2 {by B)'z' 

Cette relation peut s'écrire sous la forme très-simple 

( 1 5 1 ) 

Si le p o i n t i e s t un point fixe donné, 
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est l'équation de la surface qui passe par la courbe SS' 

et par le p o i n t / ; son paramètre <p est égal à ^ par con-
f 

sequent, 

1,1} + 1/1̂  = 0 

est l'équation de la surface qui passe par cette même 

courbe et dont le paramètre a pour valeur — îf ou —<p. V 
D'ailleurs les équations 

Je/= o ou Vj ~ o 

représentent respectivement les plans polaires du p o i n t / 

par rapport aux surfaces S et S ' . 

D'après cela, l'équation 

/ — O OU Je Vf -h If\'e — iJefl\.f~ O 

nous montre que, pour avoir les droites du complexe, 

qui passent par le point / , on construira la surface — cp 

du système dont le paramètre est égal et de signe con-

traire à celui de la surface du système qui passe par le 

point / , on prendra ensuite les plans polaires du p o i n t / 

par rapport aux surfaces S et S' , et l 'on fera passer un 

cône par le point/*, et l'intersection de la surface — ç 

par l 'un ou l'autre de ces plans polaires. Les arêtes de 

ce cône sont les droites du complexe qui passent par le 

point/. 

170. Considérons trois surfaces 4>1? passant 

par l'intersection SS' . On peut, d'une infinité de ma-

nières, tracer des triangles conjugués h S, dont les som-

mets a , fe, c soient situés respectivement sur les surfaces 

4>!, <î>2, <£3. Prenons le pôle d du plan abc par rapport 

à S ; nous formons ainsi un tétraèdre abcd conjugué 

à S, et nous savons alors (68, b) - - const. 
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Or, si <j>l5 ç?3 sont les paramètres des surfaces 4>1? 

4>2, 4>3, on a 

I«— <?i I', — O, fftl^ zn:0, Ic — ~ O, 

de sorte que, les trois premiers rapports qui figurent 

dans l'expression écrite ci-dessus étant constants, le 

quatrième ~ est aussi constant, et par conséquent (158) 
*<i 

le point d décrit une surface ^ qui passe aussi par la 

courbe SS'. Nous connaissons huit points delà surface 

car, si nous menons un plan E qui touche les trois sur-

faces $3, les points de contact déterminent (154i 

un triangle conjugué à S ; donc le pôle de ce plan E, par 

rapport à S, sera sur la surface 4>,f. De là ce théorème : 

Quatre surfaces S, 4>2, passant par les mêmes 

points, si les sommets a, c d'un triangle conjugué 

à S sont situés respectivement sur les surfaces ^^ 

le pôle du plan abc pris par rapport ci S décrira 

une surf ace 4>4, qui passera par les points communs aux 

surfaces données et par les pôles [par rapport ci S) des 

huit plans tangents communs aux surfaces ct>2, 

D'où le suivant : 

Quatre surfaces S, Oo, ^ passant par les mêmes 

points, si les sommets a, h, c d'un triangle conjugué à 

S sont situés respectivement sur les surfaces 4>3, 

le plan de ce triangle enveloppera une surface 2 qui 

touchera les huit plans tangents communs aux surfaces 

^>2, 4>3 et qui sera inscrite à la développable formée 

par les plans menés à la surface S en ses points d'in-

tersection avec les autres surfaces. 

Cette surface S est d'ailleurs conjuguée au tétraèdre 

autopolaire des surfaces données. 
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C O R O L L A I R E S . — I ° Lorsque quatre surfaces S , 4 > L 9 

^s passent parles mêmes points, on peut construire 

une surface S qui touche les huit plans tangents com-

muns aux surfaces ainsi que les plans tan-

gents de S menés en ses points d'intersection avec les 

autres swfaces. 

On prend pour S un cône. Étant donnés trois sur-

faces <!>,>, et un cône ayant la même courbe 

d'intersection, si Von prend sur ces surfaces respective-

ment trois points c, tels que les droites da, db, rfc, 

menées au sommet d du cône, soient des diamètres con-

jugués de ce cône, le plan abc enveloppera une surface 

S qui sera inscrite ait cône et qui touchera les huit plans 

tangents communs aux surfaces données. 

Si, dans ce corollaire, on prend pour cône celui qui, 

ayant pour sommet le centre de passe par le cercle 

imaginaire de l'infini, nos surfaces sont liomocycliques, 

et nous voyons que : 

Étant données trois surfaces homocycliques ^, 

si Von prend sur chacune d'elles des points a, c 

tels que le triedre oabc, dont le sommet est au centre 

commun o, soit trirectangle en o, le plan abc envelop-

pera une sphère qui touchera les huit plans tangents 

communs aux surf aces données. 

S O L U T I O N D E L A Q U E S T I O N D E M É C A N I Q U E É L É M E N T A I R E 

P R O P O S É E AU C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N E N 1 8 7 3 : 

PAR M. GAMBEY. 

Déterminer les positions d1 équilibre de deux poids 

égaux p, mobiles sans frottement sur une circonférence 
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fixe, située dans un plan vertical, et sur une tige recti-

pouvant librement tourner autour d'un point A, 

p m i z / r /<? diamètre horizontal de la circonférence. 

O/z négligera les dimensions des poids mobiles. 

Soient M et M ' l e s positions des poids p\ 0 le centre 

de la c irconférence; O B le rayon sur lequel est pris le 

point A ; posons enfin 

MAB = a, MOB = p. 

Les réactions dues à la résistance de la circonférence 

étant normales à cette courbe n'influent pas sur le mou-

vement des poids; on peut donc les négliger. Il suffira 

d'évaluer les composantes tangentielles des poids mo-

biles, et d'écrire que leurs moments, par rapport au 

point fixe, sont égaux; ce qui donne 

AM cos p = A W eos ; 2 a — p ). 

Les triangles O A M , O A M' donnent en outre 

AM OM __ AM'  
sinp sin a s in^2a— p) 

On déduit aisément de ces relations 

sin 2 p ~ sin [ 4 y. — 2 6v ; 

ce qui exige que l'on ait 

4 a — 2p — 2 K t t -h 2p, 

d'où 

ou bien 
4 a — 2 p = r | î R + IiTT — 2 p , d'où 



^ ( 7 7 ) 

Mais l 'angle O M A = a — {3 ne peut être droit*, donc il 

faut se borner à la relation ( 2 ) . 

Si l 'on y donne à K toutes les valeurs entières à partir 

de zéro, on obtiendra toutes les positions d'équilibre : 

pour K = o, a 

pour K — 1, a 

Les valeurs suivantes de K reproduiraient les deux 

positions déjà obtenues. 

Ainsi la tige doit être à 45 degrés sur le diamètre ho-

rizontal de la circonférence. Il est facile de distinguer la 

position d'équilibre stable par cette considération que 

le centre de gravité du système des deux poids doit être 

le plus bas possible. 

Cette même considération donne immédiatement une 

solution géométrique de la question. Cela revient, en 

effet, à chercher le point le plus bas et le point le plus 

haut du lieu géométrique des milieux des cordes qui pas-

sent par le point A . Or on sait que ce lieu est une cir-

conférence ayant pour diamètre O A . On retrouve ainsi 

les résultats précédents. 

( * ) La même question a été résolue par M. Duranton, chargé de cours 

au lycée du Puy. 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 
P R O P O S É E AU CONCOURS D ' A G R É G A T I O N EIN 1 8 7 ^ 5 

PAR M. GAMBEY. 

A un ellipsoïde donné on circonscrit une série de 

surfaces du deuxième ordre la courbe de contact 
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étant Vintersection de Vellipsoïde par un plan fixe P . 

On circonscrit ensuite à chaque surface S un cône ayant 

pour sommet un point donné A : 

i° Trouver le lieu des courbes de contact des cônes 

et des surfaces S ; 

2° Classer les surfaces qui forment le lieu quand on 

suppose le plan P fixe et le point A mobile dans l'es-

pace. 

On déterminera, pour chacune des variétés du lieu, 

les surfaces qui limitent les régions de Vespace ou se 

trouve alors le point A . 

L'cquation d'un ellipsoïde rapporté à trois diamètres 

conjugués de longueurs c1 choisis de manière que 

le plan des xy soit parallèle au plan P , étant 

,r2 ra s-
L. I ^ O , 

a1 b1 c-

si l 'on déplace parallèlement à lui-même le plan des xy, 

de manière qu'il coïncide avec le plan P , cette équation 

deviendra 
.r2 y- 'z-'-Ir-

cr ' bl c- ' 

h étant la distance de la nouvelle origine à l 'ancienne. 

L'équation générale des surfaces S sera alors 

^ y- (z+/t)> 
• i — -h —- -i 1 i — — o, v a- bl c* 

et celle du plan polaire du point A (a, ¡6, y) par rapport 

à ces surfaces 

a x B r // -h 7 — <"27 h 2 — C 1 -+- h 7 
2; — - f - V r - ^ S - H 2 = ' a1 bl c2 c2 

Les coordonnées d'un point quelconque de la courbe 

de contact dont on cherche le l ieu satisfaisant aux équa-
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tions (i) et (2), on obtiendra ce lieu en éliminant X entre 

ces deux équations, ce qui donne 

! f x- y2 \ hz1 fi rz azx 
7 T7) ? T2 IF 

en posant c2 — l r = K 2 . 

On peut encore écrire ainsi cette équation 

/ n * ' .r2 U-f-AÎ2 1 

L «2 ¿2 j 

Discussion. — O11 constate facilement, en supposant 

K 2 > o : 

i ° Que toutes les surfaces (S) passent par le point A 

et par le pôle du plan P , point qui a pour coordonnées 

K2 

x= o, y — o, z — 

Qu'elles ont en commun l'ellipse 

et, par suite, ne peuvent être des paraboloides hyper-

boliques ni des cylindres paraboliques ; 

3° Que, pour y o, elles représentent des hi perbo-

loides, et pour y = o deux plans dont l'un est le plan P 

et l'autre le plan polaire du point A par rapport à l 'el-

lipsoïde; 

4° Enfin qu'elles sont bilangentes à l'ellipsoïde, 

comme le montre la forme (S)', et qu'elles le coupent 

suivant le plan P et le plan polaire du point A . 

Gardant les hypothèses y ^ o et K* o, nous classe-
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rons les surfaces (S) en employant la décomposition en 

carrés. 

Mullí pliant par 4y> deux carrés se forment immédia-

tement, et l'on obtient 

i 
2 7 r — a z 27J — pz 

Vzl 

4 7 ( / i 7 + K s ) j 3 4 K 2 7 2 

o, 

après avoir pose 

^ , ß2 4 ¿7 
iî2 n b* c2 = P. 

Distinguons maintenant deux cas : 

I. P>^o. Multiplions par P l'équation ( 3) et formons 

le carré par rapport à z ] il vient 

97 ( ¿ 7 + K2)~|2 

,4) 

i p fzyr — xzy t p / 2 7 r - ß ; y 

V « / 
P z-

( - 9 
Y , [ - ß2\ !'It y Tv2 i2 ~ 
V I - + - _ 

- Tv2 í2~] 
^ J* 

On peut encore, par une transformation facile, écrire 

ainsi le second membre : 

Posant 

') 7 .r — a ; 
= A, 

il1 [c!K2P - [f,y -h K2)2]. 

lyr - ß : 
B, P s _ ñ l í i l + í ! l = c , 

= Q. 

l'équation (4) prendra la forme caractéristique 

( ï ) P À 2 - 4 - P B 2 — C 2 = Q . 

II. P ™ o . Si P est nul, on 11e peut plus multiplier 
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par P ; mais, en annulant cette quantité (3), on obtient la 

forme ci-dessous 

O u voit que, P étant négatif, on aura des ellipsoïdes 

réels, parce que Q est alors nécessairement négatif, 

faces (S) se réduisent à un point, le point A , pôle du 

plan P . Tandis que, pour P o, on?aura des hiperbo-

loides à une nappe, si Q est positif, des cônes réels 

pour Q — o, et des hiperboloides à deux nappes, si Q 

est négatif. 

S i P = o , on aura des paraboloides elliptiques, à moins 

que D ne se réduise à une constante, ce qui arrivera, si 

Ton a aussi Q == o. En effet, la seconde forme de Q 

montre que, si l 'on a simultanément P = o, Q = o, on 

a nécessairement hy -h K 2 = o, et, par suite, D se ré-

4K272 
duit à y - * Dans ce cas l 'équation (II) sera celle 

d'un cylindre elliptique dont l 'axe est défini par les 

équations A = o, B = o. 

Avant de poursuivre cette discussion, étudions la na-

ture et la position des surfaces représentées par les équa-

tions P = o, Q = o, où nous regarderons a , ¡3, y comme 

les coordonnées courantes d'un point. 

La première représente un paraboloide elliptique, 

tangent à ¿'origine au plan P et situé tout entier du côté 

des z négatifs*, ses diamètres sont parallèles à l 'axe des z. 

La deuxième représente un cône, ainsi que le montre 

la première forme de Q , abstraction faite du facteur 

Ann. de Mathémat2e série, t. XVII. (Février 1878.) 6 

AJi-Bs + D = o, 

après avoir posé 

sauf pour a = o, ¡3 = o, y = — > auquel cas les sur-
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qui n'est pas nul. La seconde forme de Q montre 

que ce cône est circonscrit au paraboloïde P ~ o, la 

courbe de contact étant l'intersection du plan hy H- K 2 ~ o 

avec le paraboloïde. Il en résulte que le plan P est à 

égale distance du centre de cette courbe et du sommet du 

cône Q = o. Du reste, le sommet de ce cône est le pôle 

du plan P ; d'où il suit qu'il est aussi circonscrit à l'ellip-

soïde. 

Nous pouvons maintenant délimiter nettement les di-

verses régions occupées par le point A quand l 'équa-

tion (S) représente telle ou telle surface. Ces régions 

sont au nombre de trois : 

i ° Celle qui occupe l 'intérieur du paraboloïde P - - o, 

et pour tous les points de laquelle on a P < ^ o . Elle cor-

respond aux ellipsoïdes de l'équation ( S ) ; car, à cause 

de la position du cône Q — o, on a nécessairement pour 

les points de cette région Q 

2° Celle qui est située à l 'intérieur du cône, mais à 

l 'extérieur du paraboloïde, et pour tous les points de la-

quelle on a P ^ o et Q <^o. Elle correspond aux liyper-

boloïdes à deux nappes de l'équation (S) . 

3° Enfin celle qui est tout entière à l'extérieur du 

cône Q --- o et pour laquelle on a nécessairement P o 

et Q > o . Elle correspond aux hyperboloïdes à une 

nappe de l'équation (S) . 

Comme transition, si le point A est sur le paraboloïde 

P — - o, l'équation (S) représente un paraboloïde ellip-

tique. S'il est sur le cône o, la même équation re-

présente aussi un cône. Enfin, si le point A est sur la 

courbe de contact de P = o et de Q = o, la surface (S) 

représente un cylindre elliptique. Si l 'on avait K 2 <^o, 

c'est-à-dire / r > c, le plan P ne couperait plus réellement 

l'ellipsoïde. On aurait toujours Q < ~ o . sauf pour c: = o, 
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K2 

{ 3 — o e t y ^ . - Il n'y aurait donc plus d'ellipsoïdes 

imaginaires, ni de cônes imaginaires, à moins que l 'on 

K2 

n'eût a ~ o, (3 = o, y = —? auquel cas les cônes se ré-

duiraient à un point, le point A , intérieur à l'ellipsoïde 

et pôle du plan P. Il n'y aurait plus également de cônes 

réels proprement dits, ni d'hyperboloïdes à une nappe. 
Nota. — La même question a été résolue par MM. E. Humbert, élève 

du lycée de Besançon; Duranton, chargé de cours au lycée du Puy ; 

V. Hioux, professeur au lycée de Rennes; A. Tourrettes, censeur au l y -

cée d 'Albi ; Escary, professeur au lycée de Châteauroux; Lévy, profes-

seur au lycée de Rennes. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES.. 

Question 1228 

(voir ?.* série, t. X V I , p. 192); 

P A R M. V. J A M E T , 
Professeur au lycée de Saint-Brieuc. 

Sur une normale menée par un ombilic O à une sur-

face du second degré, il existe un point P tel, quen 

menant par ce point une transversale rectiligne, ren-

contrant la surface en des points M, M', Vangle MOM' 

est constamment droit, quelle que soit la direction 

donnée à la transversale. Et le plan polaire du point P, 

par rapport à la surface considérée, est parallèle à un 

plan cyclique de cette surface. 

La méthode que je vais suivre montre que les ombilics 

d'une surface du second ordre jouissent de la propriété 

énoncée, à l'exclusion de tous les autres points de la 

surface. 
6. 



( 8 4 ) 
Soit une surface du second ordre; prenons pour or i -

gine un point de la surface, pour axe des z la normale 

en ce point, et pour axes des a: et des y deux droites pa-

rallèles aux axes de la section faite dans la surface par 

un plan parallèle au plan tangent à l 'origine. 

L 'équation de la surface est alors de la forme 

A.rM- A! y2 -t- A"z2 -f- iByz -f- 2B ' xz -f- 2/zn- o. 

Faisons tourner les axes des x et des y d'un angle cp 

autour de l 'axe des z . L 'équation de la surface dans ce 

nouveau système d'axes sera 

A(.r cos'f — y s i n H - A'(.r sincp -h y cos<p)2 -f- A"z2 

+ 2 B ( j sin «p -h y cos ç)z + 2B'[x cos <p — y sin <p) z 4- 2 / z = o. 

Si , dans cette équation, on fait x = o, on obtient une 

équation qui représente la seclion faite dans la surface 

par le nouveau plan des y z. Cette équation est 

( ( Asin2cp -4- A'cos2<p) y7 -f- A" z2 

\ -i-2(Bcoscp — B'sin<j>)jz -f- 2/z = o. 

Soit maintenant une droite située dans le plan des y z , et 

dont l 'équation sera 

/«y r -u // z = 1. 
L'équation 

(A sin2<j> -4- A'cos 2y)y2 

4- A"z1 -t- 2 (B cosep — B' sin^ ) j z -b 2 l z [ m y -f- nz) = o 

représentera, dans le plan des y z , les deux droites qui 

jo ignent l 'origine aux points où cette droite coupe la co-

nique représentée par l 'équation (1). 

Cette dernière équation peut s'écrire 

( Asin2<p H- A'cos2?)y3 

H- 2 ( B COS? — B ' s iny -T- C m ) y z -F- [ A " + 2//Î) z- o . 
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Pour que ces deux droites soient rectangulaires, il faut et 

il suffit qu'on ait 

A sin2<p -4- A'cos2<j> -h A" -4- iln z=z o, 
d o ù 

À sin'rp -4- A' cos2ç/ -+- A" 

il 

Portant cette valeur de n dans l 'équation 

m y H- n z — i , 
il vient 

A sin2*? A'cos3© -4- A" 
my 

il 

La droite représentée par cette équation coupe l 'axe 

des z en un point dont la distance à l 'origine est 

i l 

A sin2y -h A' cos'o -r- A" 

Pour que cette distance soit indépendante de <p, il faut et 

il suffit que A = À ' , c'est-à-dire que l 'origine soit un 

ombilic de la surface. 

Si la condition A = Af est satisfaite, les coordonnées 

du point P sont 
il 

r — O, Z . 
y A -4- A" 

Le plan polaire de ce point a pour équation 

— i{A"z -f- B / + B ' a : - r C ) -f- (A -f- A") O. 

Le plan mené par l 'origine parallèlement à celui-ci a pour 

équation 

(i) A"z -!-2B/ + 2B'.r~Az. 

D'ailleurs l 'équation d e l à surface peut s'écrire 

A (.r2 -h y2 ) - 4 - z ( A " z - b 2 B / + 2B'JT) -4- ilz~ o ; 

par conséquent les coordonnées d'un point quelconque 
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de l'intersection de la surface avec le plan représenté par 

l'équation ( i) satisfont à l'équation 

A(x" -;-jr -h z2) -f- ilz •=. o, 

qui est celle d'une sphère, ce qui démontre la propriété 

énoncée. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Moret-Blanc; 

E. P a t u r e t ; A. Morel ; B . Launoy ; A . Berthomieu, élève du lycée de 

B o r d e a u x ; H. Picat , élève du lycée de G r e n o b l e ; Ch. B r u n o t , élève du 

lycée de Dijon ; H. Dessoudeix, élève du lycée de B o r d e a u x ; A- Genouil le , 

professeur au lycée de T o u r n o n . 

Question 1 2 3 1 
(voir?.* s é r i e , t. XVI, p. z4o) ; 

PAR M. MORET-BLANC. 

D'un point M on mène trois normales à une conique; 

soit P le point de rencontre des hauteurs du triangle 

formé par les trois pieds de ces normales ; démontrer 

que la droite O P et la quatrième normale que Von 

peut mener du point M à la courbe sont également in-

clinées sur les axes. 

Si la conique est une hyperbole éqxdlatère, la droite 

O P passe par le pied de la quatrième normale. 

( L A G U E R H E . ) 

Soient A , B, C les pieds des trois premières normales 

et D le pied de la quatrième. Je prends les axes de la 

conique pour axes des coordonnées, et je suppose, pour 

fixer les idées, que la conique est une ellipse : pour 

l 'hyperbole, il suffira de changer dans le résultat b2 

en — Z>2. 

Soient .rj , yi les coordonnées du point M et 

a2y2 b2 x2 — a* b2 = o 
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l 'équation de la conique. Les pieds des quatre normales 

sont les intersections de cette conique avec l 'hyperbole 

(2) c2xy— a2x{y -4- b'lyxx m o. 

Le cercle circonscrit au triangle A p C a une équation 

de la forme 

( 3 ) x- -j- y2 — 2 olx — 2 py -i- S — o, 

en posant a2 -f- — R 2 = S. 

De l 'équation (2) on tire 

y- (l~ J I — L%i x 

En reportant cette valeur dans les équations (1) 

et (3) , on obtient les équations 

C^r1 — la2 C2Xx X3 .4 

2 C*CC 

x• ~r la*C XxX 

x2 — iaAx\ a 

— 2 a2b2xxyx ¡i 

— ia c2xx S 

J7+ a» x2.S : 

crx 

-- a2b2y\ 

— /22C4 

- - c4S 

— a^x] 1 

-f-b'jr] I 

qui déterminent, la première les abscisses des points A , 

B, C , D, et la seconde celles des points A , B , C , P ' 

[ P ' étant le point de l 'hyperbole (2) diamétralement 

opposé au point P ] , 

Ces deux équations ayant trois racines communes, 

leurs premiers membres admettent un diviseur commun 

du troisième degré 

/±a~c-x ,a x2 

O, 

[d) 
— 2 b2<2yx p 

C«T 

-r- b2C2y] 

2 a'x'cc I x — a'x] T, 

- - ia2b2Xxyx P I 
--la'1 c2a:,T j 
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où T = S -f- a 1 , que Ton obtient en les retranchant l 'un 

de l'autre. 

En exprimant que le reste de la division est nul, 

quel que soit x , on a les trois équations 

(6) ^a2b',yiu(yicc -T- «r.p — Jf, Ji) — 4 rfc^j? -f- Y2 - - O , 

j 4 — ï r/" b2>vxyx ap 
( n ) 
w ' j -h A 2 b2x{y\ CL — b2 yx p V — c'TV — o, 

(8) — c2TV = o , 

en posant, pour abréger, c ! T -H 2 ¿27if3 — ¿ 'Yî — 

En ayant égard à l'équation (8), l'équation (7) se ré-

duit à 
n2x tx{y t — ap) — pv rrz O, 

d'où 

v ^ . r t q ( j , - 2 p ) ^ __ 4-¿>2j, B)(y ,--2 p) 
p ~ " c'p 

T V r = = 

et, par suite, 

( 9 ) — ^ ( « ^ . a - i - p a j » p ) ( ) , ~ 

Eu remplaçant V par sa valeur dans l'équation (6) , 

on a 

a* T2 a2(y 2 8 )2 

4 « 2 £ 2 j l a ( j 1 a -f- .r.p — x i y t ) — 4 * V a 2 ^ ^ ^ = o, 
P 

et, en ayant égard à l'équation (9) , 

4 ( J t a 4- - *.Jt)P - ( J ! - 4 j t p 4P2) = O, 

(10) 4 « p — — O. 

On voit que les centres des quatre cercles circonscrits 

au triangle ayant pour sommets les pieds des normales 
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pris trois à trois, sont situés sur une hyperbole équila-

tère ayant pour asymptotes les axes de la conique et pas-

sant par le mil ieu de O M . 

A u moyen de l 'équation (10), l 'équation ( 9 ) peut 

être remplacée par 

(9') 4 « ' a ( a — . r , ) + 4 — yx) + a*x] -f- b*y\ - ^ = 0, 

qui représente une conique de même espèce que la pro-

posée, passant par les centres des quatre cercles. 

En égalant à zéro le quotient de la division du p o l y -

nôme (4) par le diviseur ( d ) , on a l'abscisse du point D , 

__ — V a\r{{ —y,) 
nr . ^ 

2 e - a 2 f 2 ¡3 
puis 

h- Y, x h'1 [•> p — r, ) 
^ a2.r{ — clx c-

et, par suite, 

2 b7% — v, __ — a\yx ) 
y — y. =» • 

2 

coefficient angulaire de la quatrième normale M D . 

De même, en égalant à zéro le quotient de la division 

du polynôme ( 5 ) par le diviseur ( d ) , on a l'abscisse du 

point P ' symétrique du point P par rapport au centre 

de l 'hyperbole (2) 

V a 2 x x { ï $ — y x ) 
— 2 z -J i Î--

2 c* a 2 c2$ 

4<-2aP -f- 2 fi2xx ^ — a2xxyx 

— 5 
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et, en vertu de l 'équation ( io) , 

, __ fry,x 2«'p— b2j, 
aix{ — c2 x 

coefficient angulaire de O P ' . 

La droite O P ' est donc parallèle à M D . 

Les coordonnées du centre de l 'hyperbole ( 2 ) étant 

fi2 x j b2 y j 
——- et celles du point P symétrique de P ' par 

rapport à ce centre sont 

9. n 2 , r , ^ , ( 2 « 2 p — b"1 r , ) xx ( 2rt 2 p - f - b2y{ ) 
X ~~ ~ ~ 2 cl p ' 

2 /,2 y , 2 p — b- y, _ ( 2 p -!- fr j , ) 

Le coefficient angulaire de O P est donc 

ce qui démontre le théorème. 

Si la conique donnée est une hyperbole équilatère, 

b% = a 2 , les coordonnées du point D 

A'. ( ^ P — r , ) __ _ 2 p — r . 

4 P 

vérifient l'équation 

•r _ 

de la droite O P . 

Donc la droite O P passe par le pied de la quatrième 

uormale. c. Q. F. D. 
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Question 1245 
(Yoir z" série, t. XVI, p. 335); 

PAR M. BARTHE, 
Élève du lycée de Bordeaux. 

Toute corde menée par le foyer dr une parabole est 

égale au quadruple du rayon vecteur du point de con-

tact de la tangente parallèle à cette corde. 

( P . S O N D Â T . ) 

Soient P le pôle de la corde focale AB, qui se trouve 

sur la directrice, I le milieu de cette corde, M le point 

de contact de la tangente parallèle à la cordej on a, 

d'après une propriété connue, 

PM rrr MI, 
puis 

PM ^ MF, 
d'où 

PI l 2MF, < 

Mais le triangle rectangle P A B donne 

donc 
AB r— 4 MF. 

A ota. — Autres solutions de MM. Moret-Blanc ; H. L e z ; C . Cochery ; 

B. Robaglia; F. Pisani, professeur à Naples ; T h . Franchy, maître ré-

pétiteur au lycée de M o u l i n s ; A . Droz, ingénieur ; G. Carraud, élève 

du lycée de C h â t e a u r o u x ; R. Beaugey, élève du lycée de G r e n o b l e ; 

E. Fauquembergue, maître répétiteur au lycée de Saint-Quentin ; G. Lam-

biotte, élève de l 'École des Mines de L i è g e j Numa Parra, J. Lapierre, 

L. Troupenat , J . Chambon, élèves du lycée de Bordeaux; A. Genoui l le , 

professeur au lycée de T o u r n o n ; Ad. Protard, élève du lycée de M o u l i n s ; 

E. Dunoyer , élève du lycée de Marsei l le ; A . Didier, élève du lycée de 

Grenoble ; E . Fauquembergue, maître répétiteur au lycée de Saint-Quen-

tin ; E. Ambert , maître répétiteur au lycée de Montpellier; S. K . , à Vienne 

(Autr iche) . 
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Gemscid, astronome et géomètre arabe, mort avant i45o, 

a, dans un passage de sa Clef du calcul, traduit par Wœpcke, 

donné et appliqué au cas de « = 10 la formule 

l4 -I- 2 4 -{- 34 -!- 72* 

— |~(i - 2 - 1 - 3 + . . • 1 + 2 + 3 + - . .+(// — i) + />— 

X (i2-:- 22 + 32 + . . . -T-/I»), 

pour la somme des quatrièmes puissances des nombres natu-

rels. Fermât, dans une Lettre du 4 novembre i636, a donné 

la formule 

5 (i«-i- 24 — 34 . . . ~i- n«) 

= (4 72+ 2 ) ! (l* + 2 M - 32 -T • . . + 

Le P. /. Prestet a donné, en 1615, la formule générale 

(m H- 1 )m 

(m -I- 1 ) m { m — 1 

(a + nb)"'^ — a'"** — n b — b-Sw_, 
v 1 . 2 

1 . 2 . 3 
b3S,„_2—. . (m + O^'S, 

' ~ ( m +1 ) b 

qui se réduit facilement àia suivante : 

(a -f- nr)m+ 1 — 1 m m [m— 1 ) 
Î5„j = . r SWi _ i -

( m + 1 ) r 2 2 . 6 
m {m — 1 ) (m — 2Ì nrm 

r3Sm_3 — . . 3 • — 3 . . . . • 4 m -r- i 

démontrée dans plusieurs Traités d'Algèbre élémentaire. 

Intorno alla parola : « Cumulo » usata da Francesco dal 
Sole; in senso di o mille milioni ». — B. Boncompagni (août 

1 8 7 7 ) . 

Francois del Sole, arithméticien de Château-Thierry, a, dans 
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un Traité d 'Arithmétique, imprimé à Ferrare en em-
ployé le mot Cumula, dans le sens de mille millions. — 
Étienne de la Roche, dans son Traité d 'Arithmétique, i m -
primé en I52O, a donné au mot Billion le sens de million de 
millions. — Jacques Peletier, dans un Traité d 'Arithmétique, 
imprimé pour la première fois en 1549» emploie, dans le même 
sens, le mot milliard. 
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dice aux Exercices de Géométr ie ; par F . I. C . (1877) . 

2 . Exercices de Géométrie descriptive3 par F . I. C . 

(1877) . 

3 . Sopra alcune questioni dinamiche. Memoria che 

fa seguito a quella intorno ai prineipii fondamentali 

della Dinamica, del Prof. Dominico Chelini. S . P . — Bo-

logna. T i p i Gamberini e Parmeggiani, 1877 . 

4. Le Funzioni metriche fondamentali negli spazi di 

quante si vogliano dimensioni e di curvatura costante; 

di Etnico d'Ovidio.— Roma, coi tipi del Salviucci , 1877. 

5 . L 'Astronomie pratique et les Observatoires en 

Europe et en Amér ique; 3e Partie : Etats-Unis d ' A m é -

r i q u e ; par C . André et A . Angot. In-18 j é s u s . — Paris , 

Gauthier-\ 7 i l lars , 1877. 

ERRATA DES TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON. 

Page Q52, ligne 5, colonne des cotang : au lieu de o, 6515868, lisez 

0,85i5868. 

Cette faute a été signalée par M. Laming, employé du Bureau des 

Longitudes. 

^ T n r i r 
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SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES ; 
PAR M. L A G U E R R E . 

[suite ( * ) . ] 

n . 

Examen du cas ou toutes les racines de l équation 

sont réelles. 

5. Considérons une équation du degré n, F ( z ) = o , 

ayant toutes ses racines réelles. 

Soit la courbe dont l 'équation est u = prenons 

un point quelconque M sur celte courbe et par ce point 

menons une parallèle à Taxe des u et la tangente à la 

courbe. Soient respectivement P et T les points où 

ces droites coupent Taxe des ; portons sur cet axe, à 

partir du point P et dans la direction P T , une longueur 

P T ' égale à n X P T . 

Du théorème I et de l ' interprétation géométrique de la 

méthode de N e w t o n , on déduit immédiatement la pro-

position suivante : 

La courbe dont Véquation est u = F[z) rencontre 

au moins une fois Vaxe des z entre les points T et T7 . 

6. Cette propriété n'est qu'un cas particulier d'une 

propriété beaucoup plus générale. 

Convenons, comme précédemment, de représenter une 

(*) Nouv. Ann.y 2e série, t. XVII, p. 20. 

Ann. de Mathém2e série, t . XVII. (Mars 1878.) 7 
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quantité imaginaire quelconque a 4-13 i par un point d'un 

plan ayant respectivement a et ¡3 pour abscisse et pour 

ordonnée relativement à deux axes rectangulaires arbi-

trairement choisis. 

L'équation F ( z ) = o ayant toutes ses racines réelles, 

ces diverses racines seront représentées par divers points 

de l'axe des abscisses. 

Cela posé, j 'énoncerai d'abord la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour quune 

équation F(z) = o ait toutes ses racines réelles est 

que chaque point du plan et son point dérivé soient 

situés de part et d'autre de Vaxe des abscisses. 

En effet, si un point m et son point dérivé p. se trouvaient 

d'un même côté relativement à l'axe des abscisses, on 

pourrait, par les deux points m et p., faire passer un cercle 

situé entièrement d'un môme côté par rapport à cet axe. 

L'équation, en vertu du théorème I, aurait donc au moins 

une racine imaginaire, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Réciproquement, si l'équation a des racines imagi-

naires, on peut trouver une infinité de points dont les 

points dérivés sont situés du même côté relativement à 

l'axe des abscisses. 

Il suffit pour le démontrer de remarquer que, quand 

un point m du plan tend vers une racine £ de l'équation, 

le point dérivé p. tend vers la même racine ; en pre-

nant m suffisamment rapproché de on pourra évi-

demment faire en sorte que le point dérivé soit situé 

du même côté relativement à l'axe des abscisses. 

La proposition précédente est donc entièrement établie. 

7. La droite a¡3 désignant Taxe des abscisses ( f ig . 1), 

soit M un point quelconque du plan et p son point dérivé. 

Comme je viens de le faire remarquer, les deux points M 
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et p sont situés de part et d'autre de l'axe des abscisses ; 

menons par ces points un cercle quelconque, et soient H 

et K les points où ce cercle coupe Taxe «¡3. 

En vertu du théorème I, le cercle renferme au moins 

une racine, et comme, par hypothèse, toutes les racines 

de l'équation sont réelles, celte racine est comprise entre 

les points H et K . 

Les points M et p restant fixes, on peut faire varier 

le cercle, et l'on obtiendra ainsi une infinité de seg-

Fiff. Î . 

r 

ments analogues à H K et tels que chacun d'eux renfer-

mera au moins une racine. Soit I le point de rencontre 

de M p. avec l'axe ; au point I, élevons une perpendicu-

laire de longueur IM, telle que IP = MI X jul. 

Les divers segments dont je viens de parler sont vus du 

point P sous un angle droit. 

A chaque point M du plan correspond donc un point P , 

défini comme je viens d e l e dire, et jouissant de la pro-

priété énoncée dans la proposition suivante : 

Si, par le point P , on mène deux droites rectangulaires 

quelconques interceptant sur Vaxe un segment R S , ce 

segment renferme au moins une racine de l équation et 

en renferme au plus (n — i). 

7-
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En considérant diverses positions du point M , on ob-

tiendra autant de positions du point correspondant P . 

Il est facile de se rendre compte comment ces points P 

sont distribués dans le plan. 

Supposons, pour fixer les idées, que l'équation soit du 

troisième degré et désignons par <2, c (fig. 2) les 

points qui, sur l 'axe aa ' , représentent les racines de 

l 'équation. 

Sur chacun des trois segments bc et ca comme 

diamètres décrivons une demi-circonférence : nous ob-

tiendrons ainsi trois arcs de cercle formant une sorte de 

triangle curviligne cic'bci cUa. 

Fig. 2. 

En examinant la figure, on verra facilement que deux 

droites rectangulaires quelconques passant par un point 

situé dans l ' intérieur de ce triangle interceptent sur Taxe 

un segment renfermant au moins une racine de l 'équa-

tion et en renfermant au plus deux. Au contraire, si l 'on 

prend arbitrairement un point en dehors de ce triangle, 

on peut toujours par ce point mener deux droites rec-

tangulaires interceptant sur l 'axe un segment ne com-

prenant aucune racine de l 'équation ou les comprenant 

toutes. 

Tous les divers points P couvrent donc une portion 

du plan comprise tout entière dans le triangle curvi-

ligne adbclcVa, et il est facile de voir que la courbe qui 
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la limite est tangente aux cercles aux points a , i , c et a 

un rebroussement en chacun de ces points. 

Dans la fig. 2 , cette portion du plan a été couverte 

de hachures. (A suivre.) 

SUR LE BINOME DE NEWTON; 

PAR M . G . DE L O N G C H A M P S , 

Professeur (le Mathématiques spéciales au lycée de Poitiers. 

L'objet de cette Note est une démonstration de la for-

mule du binôme, dans le cas d 'un exposant entier. Cette 

démonstration est directe (*)> elle repose simplement 

sur l ' identité ( * * ) 

1 , 2 . . .{y -h 1) J 

-h 2 . 3 . . .(y + 2 ) ' (z H- i)z. . .{z — y) 

| ~~ 
-+- i z —y) i z — y •+• 0 - • - z ' 

identité facile à vérifier 

E n développant les premières puissances de (x H- <z), 

(*) Voyez sur ce sujet : E. C a t a l a n , Nouvelles Annales, p. 5q, 1S7.}, 
et Laurent , Algebre, 2 e édit ion. 

( * * ) Cette identité est un cas particulier de l ' identité 

h i) (.r-1-2) ... (x-hy) \ 

( • r + i ) 2) . . . {X-i-y-h i) f _ C-c 0 z . . Jz— r) — (x-f-r) . . . x (x — i ) 
j " ^ 

. . . (z-i)zJ 

proposée par M. Haton. Voyez Nouvelles Annales, p. 4/6; 1872. 
(***") El le est, en effet, évidente p o u r z — y — 1, et l 'on voit immédia-

tement que, si elle est vraie pour une certaine valeur de z — j y el le est 

encore vraie pour la valeur de z — y supérieure d'une unité. 
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on aperçoit une loi, loi facile à généraliser et en vertu 

de laquelle on peut poser 

(x + a ) m = xm-h Aw,t A,„,,a2.rm-2H-. . . 

4- Amj a* . 

Il s'agit donc de déterminer les coefficients A,n j l , 

A . . . . 

1 . Multiplions les deux membres de l'égalité précé-

dente par x «, nous aurons 

(x «)»'+» = -+- AWfi 

4- i 

-f- Am,k 

axm-h Ani>2 

-H A*,, 
yjn-

4~ Am,*—! 

D'autre part, et d'après la notation que nous adoptons, 

on peut écrire 

a V'"4-' = jc™*1 + ABI-H,I axm 4 - a2x'n~* h- . . . 

4- Ani+X,k a*^1-*-*"1 4- . . . 4-

Identifions ces deux résultats*, on aura d'abord 

Am+i,i i 4- A m i, 
et par suite 

| 1 A 01—1,1, 

A2,I — i 4- A,,,. 

Ajoutons et remarquons que A 1 } 1 — r, on obtient 

m + i 
(l) A/n+i,! " • 

Cherchons A„ I + 1 / 2. On a 

Am-i-1,2 ::::::: Am>» 4~ AWj 1, 

ou, puisque A,,,,! = m, d'après l'égalité (t), 

Aw+1/. A m, a 4- ///. 
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par suile 
Am>i — À/rt_1>2 -f- [m — i), 

A3,2 = A2,2 -+- 2. 

Ajoutons et remarquons que A 2 2 = 1, on trouve 

( 2 ) ^^ j * 

2. Les égalités (1) et (2) font pressentir la loi à la-

quelle obéissent les coefficients du développement de 

( x a ) ' n . Nous admettrons donc que 

m (m — 1 ) . . . (m — -4- 1 ) 
Am,k = . : 5 

1 . 2 . . . /V 

quelle que soit la valeur donnée à A, pourvu qu'elle soit 

entière et au plus égale à m0 et nous allons démontrer que 

, „ . . ( m 1 ) m . . . f m — / -f- 2 ) 
i 3 ) A ~ " " ' = ' , . 2 . . . x-

Egalons en effet les deux coefficients de dans 

les deux développements de [ x -h # ) m + 1 , et nous aurons 

1J ^^ Amflt -f" Am,k—\y 
par suite 

=::::: A.m— 11 £ Am—\,&—\y 

A k+\,k = A k,l -+-

Ajoutons; remarquons que d'après l 'iden-

tité (3) , et remplaçons aussi 

Ah,k—l» • • A m—\,k—\y 

par leurs valeurs respectives tirées de cette identité trans-

formée par le changement de A en (k — 1), nous ob-

tenons 

2 . 3 . . . k - h 3 . 4 - . 0 - + - . • • - H [ m — k - \ - i ) . . . / « 
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ou enfin, et en nous servant de l'identité cilée au début 

de cette Note, 
( m -h 11 m . ..{ m — -f- 2 ) 

Am+X,k — - j~t —, ' * I . 2 . . . ( /> — 1 ; H 

La loi des coefficients est donc généralisée, et la for-

mule du binôme établie. 

REMARQUES SUR QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE 
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES, 

PAR U N A B O N N É . 

1 . Etant donné un polynôme du degré n, on sait 

le rôle important que joue sa dérivée y ( x ) dans la réso-

lution de l'équation f {oc) — o . 

Dans la plupartdes cas, ou peut remplacer cette dérivée 

par le polynôme 

, ( * ) = ( * - * ) / ' ( * ) + « y » , 

qui renferme une constante arbitraire X et qui, quel que 

soit X, est généralement, ainsi que la dérivée, du degré 

( « - ! ) . 

2. Supposons, par exemple, qu'en effectuant sur f ( x ) 

etc f (x) l'opération du plus grand commun diviseur, en 

ehangeant de signe tous les restes, nous formions une 

suite de polynômes,y, c p , G j , . . . , analogues à ceux que 

I on forme, dans la méthode de Sturm, en prenant pour 

point de départ les polynômes f et j ' . 

Sans entrer dans les détails de la démonstration, on 

voit clairement que, si l'on fait varier .r, la suite des 
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termes/, y, (pi, .. . ne peut perdre de variations quequand 

f{oc) s'annule. Dans ce cas, l'expression 

I T • . , / ' I - Ï ) i - — - — ?i —!— > — 7- - — : — i . 

passe évidemment du positif au négatif, si x X, et du 

négatif au positif, si x à. 

D'où la proposition suivante, due à M. Hermite ( * ) : 

Siy dans la suite des polynômes f , <x>, <pl5 cç2, . . . , on 

substitue deux nombres ol et ¡3 (a (3), l'excès du 

nombre des variations de cette suite pour x = a, ¿ur 

nombre des variations de cette suite pour x — [3, est ég«/ 

à Vexcès du nombre des racines de Véquation f{x) = o, 

comprises entre a etjS petites quel, sur le nombre 

de ces racines qui sont plus grandes que X. 

Il est clair que la proposition précédente peut servir 

aux mêmes usages que le théorème de Sturm, en ayant 

soin, lorsque l'on veut déterminer le nombre des racines 

réelles comprises entre a et (3, de substituer le nombre X 

dans la suite, si X est compris entre a et p. 

Je remarquerai maintenant que l'on peut toujours 

déterminer X, de telle sorte que le polynôme 9 ( x ) s'a-

baisse au degré [n — 2). On aura, par suite, une division 

de moins à faire que dans l'application de la méthode de 

Sturm 5 ce qui, dans certains cas, pourra être plus avan-

tageux. 

3. Je prendrai, comme second exemple, la séparation 

des racines d'une équation du cinquième degré. 

M. Maleyx, qui a, dans ce Journal, publié plusieurs 

Notes intéressantes sur la séparation des racines (**), a 

(*) Mémoire sur l'équation du cinquième degré, p. 3 i . 

(**) lSom>. Ann., oc série, t. XI, p. f\o!\, et t. XIII, p. 385. 
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remarqué que les raeines de l'équation du cinquième 

degré pouvaient être séparées en résolvantdeux équations 

du deuxième degré. 

Le procédé suivant sera peut être plus commode dans 

la pratique. 

E n désignant p a r / ^ x ) un polynôme du cinquième 

degré, déterminons A de telle sorte que le polynôme 

9{x)^[\-x)f'[x)^5f{x) 

s'abaisse au troisième degré ; puis effectuons la division 

de f par cp . Nous obtiendrons l'équation 

/ — (¡pQ -f- R , 

où Q et R sont des polynômes du second degré. 

En remplaçant cp par sa valeur, la relation précédente 

peut s'écrire 

/ ( i - 5 Q ) = ( > - + 

on en conclut que les racines de f ( x ) = o sont séparées 

par les racines des équations 

x — 1 — o, Q — o, R — o, 

dont une est du premier degré et deux du second seu-

lement. 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1877. 

M a tliéma tiq ues spéciales. 

Rechercher les surfaces S du second degré, sur les-

quelles existe une droite D, telle que l'hyperboloïde de 

révolution H, qui a pour axe une génératrice rectiligne 
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quelconque, G , de la surface S, et du même système 

que D, et qui passe par la droite D , coupe orihogonale-

ment la surface S en tous les points de cette droite. 

Si l 'on considère tous les hyperboloïdes H qui se rap-

portent à une même surface S, jouissant de la propriété 

énoncée : 

i ° Trouver le lieu des sommets A et celui des foyers F 

des hyperboloïdes H' conjugués des hyperboloïdes H ; 

i ° Par l 'un des foyers F de l'hyperboloïde H', on 

mène un plan P parallèle à la perpendiculaire commune 

aux deux droites G et D, et faisant, avec cette dernière, 

un angle supplémentaire de celui que fait, avec cette 

même droite, l'axe G de l'hyperboloïde H-, trouver le 

lieu de la droite qui joint le point où le plan P coupe la 

droite D à l 'un des points où ce plan coupe la courbe 

d'intersection de la surface S et de rhyperboloïde H. 

Mathématiques élémentaires. 

Etant donnés deux plans P et P' et un point A en 

dehors de ces deux plans, on considère toutes les sphères 

qui passent par le point A , et qui sont tangentes aux 

deux plans donnés : 

r° Trouver le lieu de la droite qui joint le point A au 

centre de la sphère variable 5 

20 Trouver le lieu du point où cette sphère touche l'un 

des plans. 

Philosophie. 

Etant donnée une sphère de rayon R , trouver : 

i ° Le lieu du sommet d'un angle trièdre dont les trois 

arêtes sont tangentes à cette sphère, et dont les trois faces 

sont égales chacune à 60 degrés ; 

Le lieu du sommet d'un angle trièdre d o n f l e s plans 
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des trois faces sont tangents à la même splière, et dont 

les trois angles dièdres sont égaux chacun à 120 degrés. 

Rhétorique. 

I. Par un point A , pris au dehors d'une circonférence 

donnée O, on mène à cette circonférence une tangente 

AB, terminée au point de contact B, et l'on demande 

quelle doit être la distance A O pour que, en faisant 

tourner la figure autour de cette droite, l'aire de la sur-

face engendrée par AB soit la moitié de la surface en-

gendrée par la circonférence O. 

II. Cartes géographiques. 

Secondet 

I. Un train omnibus va du point A au point C , en 

passant par le point B, où il s'arrête cinq minutes - qua-

torze minutes après avoir quitté B, il rencontre un train 

express qui marclie en sens contraire, et dont la vitesse 

est double de la sienne. Cet express est parti du point C 

au moment où le train omnibus était à ca5 kilomètres du 

point A. On sait, en outre, que le train express met 

deux heures pour franchir la distance CB, et que si, 

une fois arrivé en A, il repartait immédiatement de ce 

point, il arriverait en C trois quarts d'heure après le 

train omnibus. 

On demande combien chaque train fait de kilomètres 

à l'heure, et quelles distances séparent A , B, C. 

II. La perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle 

droit d'un triangle rectangle sur l'hypoténuse partage 

ce triangle en deux triangles partiels : démontrer que le 

carré du rayon du cercle inscrit dans le triangle total est 

égal à la somme des carrés des ravons des cercles inscrits 0 # <> 

dans les triangles partiels. 
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Troisième. 

I. Un négociant a acheté, en Bourgogne, 24 pièces de 

vin à 80 francs la pièce de 228 litres, et, dans le Midi, 

3 muids de vin à 110 francs le muid de 700 litres. Il a 

payé, en outre, 820 francs pour le transport et l'emmaga-

sinage, plus 61 fr. 60 c. par hectolitre pour les droits 

d'entrée et d'octroi. En mélangeant ces deux quantités 

dev in , et en ajoutant une certaine quantité d'eau, il a 

obtenu un mélange dont il a rempli 36 fûts de 228 litres. 

A quel prix doit-il vendre chacun de ces fûts pour gagner 

1200 francs sur l'opération? 

II. Soit A B C un triangle dans lequel l'angle A est 

droit, et l'angle B double de l'angle C. On construit en 

dehors du triangle A B C : i° sur l'hypoténuse B C , le 

carré B C D E ; 20 sur le côté AB, le triangle équilatéral 

A B F ; 3° sur le côté AC, le triangle équilatéral A C G . On 

joint le point F au point G , et au point E l'extrémité 

du côté BE du carré BCDE. 

On suppose l'hypoténuse BC égale à <z, et l'on de-

mande de calculer : 

i ° Les côtés AB, A C du triangle A B C ; 

20 Les distances du point F à la droite BE, et la dis-

tance du point G à la droite A F ; 

3° La surface du quadrilatère E F G D . 

On appliquera les formules trouvées en supposant l'hy-

poténuse a égale à 5 mètres. 

E N S E I G N E M E N T S E C O N D A I R E S P É C I A L . 

Mathématiques appliquées et Géométrie descriptive. 

I. Sur deux plans inclinés P , Q , faisant avec le plan 

horizontal, le premier un angle de 60 degrés, le second 
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un angle de 3o degrés, et dans un plan perpendiculaire 

à l'intersection des plans P et Q , on place deux petits 

poids égaux réunis par un fil qui s'enroule sur une petite 

poulie dont l'axe coïncide avec l'intersection des plans 

P et Q , et dont les dimensions sont telles que les deux 

portions du fil sont respectivement parallèles aux deux 

plans inclinés. 

On demande : 

i ° Dans quel sens se produit le mouvement; 

Quels sont les espaces parcourus par les poids, 

après trois secondes*, 

3° Quelles sont les vitesses acquises par ces mêmes 

poids, après trois secondes. 

IL On donne, dans le plan vertical de projection, un 

hexagone régulier, dont un côté, égal à 4 centimètres, 

coïncide avec la ligne de terre} cet hexagone est l 'une 

des bases d'un prisme oblique, dont les arêtes sont hori-

zontales et forment un angle de 60 degrés avec la ligne 

de terre ; la seconde base du prisme est dans un plan 

parallèle au plan vertical de projection situé à 12 centi-

mètres en avant de ce plan. Sur la face supérieure du 

prisme repose une sphère qui a 4 centimètres de rayon, 

et qui touche le plan de la face supérieure du prisme au 

centre du parallélogramme formé par cette face. 

On demande de représenter le système de ces deux 

corps solides, et de dessiner leurs ombres propres, 

l 'ombre portée par la sphère sur le prisme, et les ombres 

portées par les deux corps sur les plans de projection. 

On supposera le système éclairé par la lumière dite à 

45 degrés. 
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Q U E S T I O N DE L I C E N C E ( 1 8 6 6 ) ; 

P A R M . J . G R I E S S , 

à Zurich. 

Trouver une courbe plane telle que la projection de 

son rayon de courbure sur une droite fixe située dans 

son plan ait une longueur constante. 

La longueur du rayon de courbure est 

P — 

dx2 

Le cosinus de l'angle du rayon de courbure avec la droite 

est égal au sinus de l'angle de la tangente avec la même 

droite. Si elle est prise comme axe des x, et que oo dé-

signe ce dernier angle, on a 

dy 
tang« = — ; 

donc 
dy 
"dx 

v / dx 

donc la projection du rayon de courbure sera 

H : Y2 r 
dx ) I dx 

dy 
dx2 
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donc l 'équation différentielle de la courbe sera 

fdy\ 
i-f- \d. 

iP 

dx1 

d.x) dy d}y dy[ / dy\ 2 H 

Pour intégrer cette équation, j e pose 

donc on a 

Posons 

on a 

et il vient 

dy d?y dp 
dx ~ de' 

dp / „ s 

p = tan g ta, 

dp ï d(j> 
dx eo$2o> dx 

l du i 
— tangw 

cos* w dx cos* w 

da rosw d(jì d si M o 
a — dx — a —; ~ a —; 

donc 

— — I sino). sin co = cn ; 
a 

on a maintenant 

^y j / — — tan^w, dy m tangw dx, 
dx 

adv 
dy = tan<Tw = adv, y — a w. J & finir ' J 

Éliminant w, on a 

y • ( 
— = arc sin 1 e ' j . 
a \ ' 

Cette équation représente une série de courbes, tan-
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gentes à l'axe des y en des points dont les ordonnées 

sont 
7T 5 7T q 7r 

a — -) a — > a — 5 • • • ; 
2 2 2 

ces différentes courbes sont comprises entre des droites 

x — o et x—aiz, x — ?mtv et x~ 3 an, 

x—^nai: et x — ( in -h i)an, 

et elles ont en même temps ces différentes droites pour 

asymptotes. Elles sont toutes étendues vers le côté des 

x négatifs. 

QUESTION DE LICENCE (NOVEMBRE 1 8 7 5 ) ; 

P A R M . H . C O U R B E , 

Professeur au lycée de Fr ibourg (Suisse ). 

Déterminer toutes les surfaces qui satisfont à la con-

dition 

O P . M N — \ ( M , 

dans laquelle X désigne une constante donnée, O l'o-

rigine des coordonnées ? M un point quelconque de F une 

des surfaces, P le pied de la perpendiculaire abaissée 

de O sur le plan tangent en M, et N la trace de la nor-

male sur le plan des xy. 

Soient x, y, z les coordonnées du point M*, X , Y , Z 

les coordonnées courantes; l'équation du plan tangent 

en M sera 

Z — * = / > ( X - * ) + ? ( Y - R ) , 

Ann. de Mathémat., 2 e s é r i e , t. XVII . (Mars 1878.) 8 
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en posant, pour simplifier, 

dz dz 
S = ^ 

La normale au point M a pour équations 

(X — x)+p(Z — z) = O, 

(Y -y) + q{Z-z) = o. 

La distance O P de l 'origine au plan tangent a pour 

expression 
z — px — q y 

OP — - » 
sjp2 -h q2 -4- i 

La trace N de la normale sur le plan des xy ayant pour 

la longueur M N a pour expression MN — z sjp2 -b q1 -4- 1. 

Enf in, comme on a 

OM2 — -h y7 + z% 

l 'équation de condition peut s'écrire 

z{z — px — qy) — \ (x2 -h y2-h z2), 
ou 

dz dz x2 -I- y2 -+- z2 

z — — X— -J~yz=i\ 4 
dx dy z 

telle est l 'équation différentielle des surfaces cherchées. 

O n a donc à intégrer les équations simultanées 

dx dy z dz 
x y z- — \(x2 -hy2 z'' ; 
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La première donne 

La seconde peut alors s'écrire 

dz ___ 2 2 - l [ ( i + C2).r24-z5] 

dx zx 

E n désignant par t une variable auxiliaire, et en po-

sant 
v dz dt 

z—tx, d ou ~ — x ~ r t, 
dx dx 

elle devient 

dt XfT-+-C3-f- /2) dx tdt 
X — ~ <\VY k — 

dx t x 

et, en intégrant. 

log ( 1 -f- C2 -h t'2 )2 -f- logx* z=r const. 

Remplaçons t par C par — ? et passons aux fonc-
z n • y 

C par — j 
x A x 

tions inverses, nous aurons 

En faisant C' = cp(C), <p désignant une fonction arbi-

traire, on a, pour représenter toutes les surfaces cher-

chées, l 'équation 

8. 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
( 1 8 7 5 ) ; 

P A R M . M O R E T - B L A N C . 

Une conique donnée déformé et de grandeur se dé-

place de manière que chacun de ses foyers reste sur 

une droite donnée. Dans chaque position, on mène à 

la conique des tangentes parallèles à la droite que dé-

crit l'un des foyers. Déterminer le lieu des points de 

contact. 

Soient ic la distance des foyers, na et ib les axes de 

la conique. 

3e suppose d'abord que l'es deux droites données se 

rencontrent en un point O ; je prends ce point pour ori-

gine des coordonnées rectangulaires, et la droite à la-

quelle les tangentes doivent être parallèles pour axe 

des x. 

Soit 
y — m.x 

l 'équation de l 'autre droite, a ' , ma' les coordonnées du 

foyer F ' placé sur cette droite et a l'abscisse du foyer F 

placé sur la première. On a 

( l ) ( a r — a f - f - m V 2 — ^ 2 . 

Soient M le point de contact d'une tangente parallèle 

à O x , x et y ses coordonnées, F P , F ' P ' les perpendicu-

laires abaissées des foyers sur la tangente; on a, par un 

théorème connu, 

F P . F ' P ' = b\ 
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y (y — ma') — 

Les triangles rectangles F P M , F ' P ' M , ayant un angle 

aigu égal en M, donnent 

y y — m a 
a — x x — a' 

En éliminant a et a 'entre les équations ( i) , (2) et (3), 

on aura pour l'équation du lieu 

b* -4- 02 v4c*y2— jy2~b'2) 
my y[y2-±-b*) 

L'équation ne changeant pas quand on change à la fois 

les signes de x et de y, il suffit de considérer les valeurs 

positives de y 9 on obtiendra ainsi une première partie 

de la courbe ; la seconde sera symétrique de la première 

par rapport au point O. 

Posons 

fr y/472J2 - ( > -

et considérons d'abord le cas où la conique mobile est 

une ellipse. On a 

r 2 — b2 , 
a: ~ - ± X, my 

y ne pouvant varier, pour la réalité de X , que de a — c 

à a -f- c. 

SÌ r 
on construit entre ces ordonnées extrêmes Tare 

d'hyperbole 
r2 — b2 

x — - 1 my 
ayant pour asymptotes les deux droites données, ce sera 

une ligne diamétrale. A partir de chaque point de cette 
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ligne, on portera vers les abscisses positives et négatives 

la valeur correspondante de X . Si y croît de a—c à 

a X croît de zéro à un maximum, puis décroît de ce 

maximum à zéro. On obtient ainsi un ovale incliné auquel 

il faut adjoindre son symétrique par rapport au point O . 

X atteint son maximum pour la valeur de y déterminée 

par l'équation 

obtenue en égalant la dérivée de X à zéro. 

Si la conique mobile est une hyperbole, y croissant 

de c — a à Z>, X croît de zéro à l ' infini, puis y croissant 

de b à c -H ¿2, X décroit de l'infini à zéro. On obtient 

ainsi une courbe discontinue composée de deux branches 

ayant pour asymptote la droite y = Z>, du côté des ab-

scisses positives et du côté des abscisses négatives. Il faut 

y joindre la courbe symétrique par rapport au point O. 

On a ain$i quatre branches présentant huit points d'in-

flexion. 

Lorsque les deux droites données sont rectangulaires, 

la ligne diamétrale devient l'axe des y ^ les deux droites 

données sont deux axes de symétrie. 

Si les droites données sont parallèles, en appelant id 

leur distance, 011 a 

y2 — 2, dy — b-, d ' o ù y = d z h \fd2 -f- b1. 

Le lieu se compose de deux parallèles aux deux 

droites, ce qui était évident a priori 

Note. — La même question a été résolue par M. Gambey. 
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THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES; 

PAR M. H. LAURENT. 

[SUITE (*).] 

R E L A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S E W T R E L E S F O N C T I O N S 

A U X I L I A I R E S . 

Posons 
H W 

on aura 

, , dy _ H'(.r)0(.r) — &'(x) U(x) 
l I j dx~~ e*(x) 

Or, en difïérentiant les formules (5) , on a 

i H' (x -4- 2lt ' v ^ J = ~ H'(*) f * + k ' ^ 

• Î W " 
! 2 ) { ^̂  — 

H- 0 x e 
K 

Or les deux fonctions H(aî) et 0 ( j c ) possèdent la période 

4 K ; il en est donc de même de H'(x) 0 (x) — &(x)H(x), 

et, quand on y change x en x2K'y/— x, en vertu de 

(2), cette fonction devient 
2 T: V'—1 (r-f-K'V̂ —ï) 

[0 [x) H'(.r) — H (a:) ©'(*)] tf K ~ * + j 

(*) Nouvelles Annales, 2E série, t. XVI, p. 78, 211, 36i, 385, 433, 48i. 
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en d'autres termes, elle s'est trouvée multipliée par 

e * = e 11 

Or les fonctions &(x)H(x) et 0 1 ( x ) H 1 ( x ) sont dans 

ce cas; on doit donc poser 

(3) H ' H 0(1) - H(^) = H(x) + B 0 , H H , ( 4 

ou, en divisant par 0 2 et en tenant compte de ( i) , 

dL = A ^Ll + B ^^ —i^l • 

dx 0 (x) 0 [x) 0 [x] 

Mais, si, dans (3), on change x en — x, on a 

H'(x)©(.r) — H (.r) ®'(x) = - A 0 W H ( a ? ) + B0,(a?) H, (a:), 

et, en comparant cette formule avec (3), on a 

À = o; donc 
clL — b— — 

dx' 0 0* 

Si, dans (3), on fait x = o, on a 

H'(o) 0(o) = B0,(o)Hi(o). 

Tirant B de là, la formule précédente donne 

dx ~~ 0, (0)^(0) ©2"(jc) 

Entre cette formule et les formules (i) et ( i ) du para-

graphe précédent, éliminons Q Y { x ) et nous 

aurons 

r e > ) -] r H > ) -I 

Cette équation serait identique à celle qui nous a servi 

primitivement à définir le sinus de l'amplitude de x, si 
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l'on supposait 

(5) 

0,(o) 0,(o) H(x) I H (j?) 
en y - y - —~ - , 

H, (o) H, (o) e(.r) - S/J 0(x)' 

e,(o) H'(o) _ 

H,(o) e{o) 

H » 
e;(o) 

et l 'on aurait 

(dsnx y 

On a donc bien 

H(.r) 0,(O) 

©W H,(o) 

et il est nettement établi que la fonction sn.r est mono-

drome, puisqu'on peut la former de toutes pièces en la 

considérant comme le quotient de deux fonctions mo-

nodromes. 

Maintenant reprenons les formules (i) et (2) du pa-

ragraphe précédent -, 011 peut les écrire, en divisant par 

— 5 K f ) 0 ( ° ) • (*) 
1 " 0 2 ( .R)J N F I O ) ^ 0 ^ H ; ( O ) J 

H'(*) f;(o) e2(o) _ 

02(.r) 0 ; (o) 02(.r) 02 (o) 

La première, en vertu de (5) , sera satisfaite en posant 

H, M 0(0) 

et la dernière donnera 

: cosamj? = en .v9 

02(.rï 02fo) 
1 — x-2 s n ' x - i — 2 \ S 

02/x 0 foi 
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ou Lien 

&t(x) 0(o) 
s] i — Â-2sn2.r = dn'x. 

e[x) 0,(0) v 

Elle donnera aussi, pour x = K , 

__ H'fK) H;(o) 0?(K) 02(o)  
1 027k] ©yjoj ^ 0 2 (K) ©̂  (o)' 

ou bien 
H^ (o) ©<(0) 

©i (o) ©í(o) 

Le premier terme du second membre est À% le second 

est donc la quantité désignée plus haut par k' est ce 

que nous avons appelé le module complémentaire. On 

a donc le tableau suivant : 

TABLEAU N° 4 . 

I H ( . r ) 
n X — • :t ——•> 

sjk 

H, H 

V X- e(.r) 

' dn.r — — — , 

k = _ ^(o) ,, ___ 02(o) _ k ___ HJJo) 

0^0) H'2(o) 0î(o) k' 02(o) 

A2 -h k'7=: 1, 
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R E L A T I O N S E N T R E S I 1 X , CI IO: E T D N X . 

A la fonction s n x , définie par l 'équation 

(i) g = _ « . , ( , _ k**), 

nous avons adjoint les fonctions 

( C.tïx — v = J i — u\ 
(2) v L 

( y i—k^u*. 

La formule ( i) pourra alors s'écrire 
du 
—— — enx on x ~ vw. 
dx 

Des formules (2) on déduira 

dv 11 du 
dx ^ 1 ni dx 

dw Pu du ^ 
dx ~ y/7ZT/^ dx 

Ainsi 011 a 

i dsnx 

dx = c i u dn.r, 

; d™X 
6 ( i r r — d n x s n j r , 1 dx 

dànx 
dx 

Maintenant, si l 'on observe que 



( ) 
les formules (3) pourront s'écrire 

^ = V ' i » - « ' ) ( ! - ¿ ' « ' l , 

Rien n'est plus simple, en partant des formules (3), que 

de former les équations auxquelles satisferaient t a n g a m x , 

cotam«r, . . . . On formera ainsi le tableau suivant : 

TABLEAU 5 . 

d sn.r 
— 7 — " cn.r dn.x, 

dx 

. dcnx 
i i 5 | < — - — = — dn^snj;, 

1 dx 

d dn.r 
— - — =—A2sn<rcn.r. 

dx 
Fonctions. Leur équation différentielle. 

u — sn.r, — — sj ( 1 — U- ) ( i — ¿2 a1 ), 

du ... /, „ s ( A2 

u — cn.r, 

[16] 

« = dn*, ^ = - ^(i — t t ^ a » — A'2), 

u = tangam.r, ^ = \l{i u2) ( i -h kf2ul~), 

\ u = cot amx, — — — J[i -V- u'1) (A-'2 -f u2), 
dx 

u sec am x, 

u = coséc amx, ^ = J(u2 — i ) ( a2 — A2 ), 
d x y 

(Inx f/.r 
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Ce dernier tableau est utile pour la réduction de l 'in-

tégrale 

/ v 
du 

\j{ii'-\- m) iiO n) 

aux fonctions elliptiques. 

F O R M U L E S D ' A D D I T I O N . 

Considérons maintenant le produit 

on a (tableau n° 1 ) 

ô[x -f" 2 l i ] = Ô(.Z), 

Les fonctions H2 et S2 satisfont à la même équation 5 

donc 

H [x a) H (x — a) = AH2 (x) -4- B©2[x] . 

Pour déterminer A et B , on fera x = o 5 on aura alors 

— H2(#) — B©2(o). 

On fera ensuite x = K ' — 1 ; on aura alors 

H (K' S/-T.-+- a) H (K/ V — a) = AH2 (K' 
ou 

— 0 [a] 0 (— a) = — A 02 (o). 
On a donc 

H2 (n) 0 2 W 
ë ^ ô j ' ©27oj' 

et, par suite, 

H (x-h a) H (x - a) = —1^ 1 ' -

O n obtient de la même façon une foule d'autres for-

mules, que nous résumons dans le tableau ci-après. 
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TABLEAU N° 6 . 

Hi.r — a) 0 [x •a) 

= H M 0 W ~ ëïWs h . W , 
H,(o)©(o) v ; v ; H,(o)0 , (o) { 1 { 17 

[ , 7 ] I H(x-a)Ht(x-ha) 

~ 0(0)0,(0) H W H ' W 0(0)0,(0) 

H (or — tf) 0 t(.r -f- a) 

- H, (o) 0(o) H W W H, (o) ©(ô) ° W H» W > 

0 (jr — a) 0 (x -f- a 

0 [x — a) H [x H- a 

^ __ 0 2 (^ )0 2 (^ ) — H2(a)H2(,r) 
02(o) 

__ H,(a) 0,(a) H (x) 0 (a?) -f- H [a] 0 (a) Ht(x) 0t(x) 

~~ 0,(o) H,(o) 

[18] { 0(x - a)Ht(x -h a) 

__ 0(a)@t(a)Efx)Ei(x) — H(fl)0(o)0(.r)0,(g) 

0 ( O ) 0 , ( O ) ' 

0(j7 — a) 0i(x + a) 

_ _ H , ( A I 0 ( F L ) H(AR) © , ( * ! — H [a] © , ( « ) 0 ( * ) H,(JT) 

~ 0(o) H,(o) 

En combinant ces formules par voie de division, et en 

ayant égard aux formules du tableau n° 4, on trouve, 

par exemple, en divisant la première [ 1 7 ] par la se-

conde [ 1 7 ] , 

. v sn2.r — sn2« 

snx cna dna— snacnxdnx* 
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et, en multipliant haut et bas par 

sn.r en a dn a sna cnx dn.r, 

, . sn ,v en adn a -4- sn flcni(ln.r 
sn .r -4- a I = : 

i — AJsn2a 

c'est par ce moyen que Ton formera le tableau suivant 

TABLEAU 7 . 

/ , , sn ¿zen ¿dn b ± sn£cn«dn*z 
' sn [azhbj — , 

en a en b zp sn a sn b dn a d n h 

i—À-2sn2<?sn2£ ' 

dn a dn b qz h? sn a sn b en a en b 

[19] { en (a ± b) 

[ dn [a dt b) — 
1 — Â2sn2«sn26 

Pour a — b : 

; 2sn«en^dna —-—? 
I 1 — A-'sn2« 

1 en 2 a — sn2<?dn2tf 
20 I \ en 2 a — • ? 

L 1 1 — A2 sn* a 

f dn2<7 — /-'sn'ccn2« 
dn — • 

1 — A^sn'« 

i sn [a H- b) 4- sn [a — b)= Gsna en 0 dn6, 

& sn(rf -h b) — sn [a — b) — Gsn6 en a dn^, 

i 4- en [a — b) = Gcnacnb, 
f 21 ] ( 

J i cn(fl + />) — en (a — ù) ~ — Gsn<z sn b dna dn 

I dn{a -1- b) -h dn [a — h) — Gdnrt dn b, 

\ dn (a -!- b) — dn(« — b) = — GPsnasnb en a en b. 

On a posé 

k*sn2asn2b 
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Les formules d'addition [19] sont les premières que 

l'on ait trouvées sur les fonctions directes. Elles sont 

analogues aux formules fondamentales de la Trigono-

métrie \ mais ce n'est pas comme nous venons de le 

montrer qu'elles ont été trouvées. 

C'est en intégrant l'équation 

d.x dy 

que I on est arrivé à la découverte des formules d'addi-

tion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour 

l'intégration de cette formule est due à Lagrange. D'au-

tres méthodes, plus simples en apparence, ont l ' incon-

vénient de s'appuyer sur des artifices qui supposent 

évidemment que Ton connaît d'avance l'intégrale. 

( A suivre.) 

THÉORÈME SUR LA GÉOMÉTRIE DES QUINCONCES ; 

PAR M . E D O U A R D L U C A S . 

Les sommets ou les centres d'un échiquier quelconque 

ne sont jamais situés aux sommets d?un triangle éqtri-

latéral. 

En effet, si l'on prend l 'un des sommets pour origine 

des coordonnées rectangulaires, et si Ton désigne par 

(a , b) et (e, d ) les coordonnées des deux autres sommets, 

on devrait avoir 

a* + b2 ~ <?5 H- d2 = (a — c)2 -r- ( b —- d)\ 

Jnn.de Mathêmat.^ série, t. XY'ÏÏ. (Mars i8;8.) C) 
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ou 

à1 -i~ b' — c- -j- d1 — s>. ( AC -h bd , 

et, par suite, 

3 j û J + è J ) = (fl + cj2 + (ô + </j5. 

Donc le nombre 3 diviserait une somme de deux 

carrés, que l'on peut supposer premiers entre eux-, ce 

qui est impossible. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1232 

( voir 7* série, t. XVI, p. ?./,</) ; 

PAR M . H . L E Z . 

Fn un point M d'une coniquey on construit la para-

bole osculatrice et Von prend le symétrique P du foyer 

de cette parabole par rapport à la tangente en M : dé-

montrer que le point M et son symétrique N par rapport 

à P sont réciproques par rapport au cercle, lieu des som-

mets des angles droits circonscrits à la conique. 

( L A G U E R R E . ) 

Prenant pour axe des x la normale au point M et pour 

axe des y la tangente au même point, on pourra écrire, 

pour l'équation de la conique, 

ax2 -h i hxy -f- y1 — ?,px ~ o ; 

le centre de cette conique a pour coordonnées 
. . , - p h , . 

ti — h - " a — n2 
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Une tangente parallèle à la normale en M rencontrant 

l 'axe des y en deux points donnés par l'équation 

( h2 — a) y2 — 2 hpy p2 = o, 

on détermine facilement le rayon R du cercle concen-

trique, l ieu des angles droits circonscrits à la conique : il 

„ ' 1 s p\lï-h a 
est égal a - — • 

b a —h2 

L'équation de ce cercle est donc 

_ . ( r , p h + 
a—/r) Y a —h2) {a — h2 j2 

Les coordonnées du point N , pris sur O M de manière 

que O M . O N = R 2 , sont celles du pôle, par rapport au 

cercle en question, de la droite x — h j = o perpendicu-

laire à O M ; on trouve pour leurs valeurs 

r 
hP 

i - f -h 2 J 

L'équation d'une parabole tangente en M à l 'axe des y 

peut s'écrire 
//?-x'1 -\-imxy -f- y2 — i\x ~ o. 

Retranchons-la de l 'équation de la conique et écrivons 

que la seconde corde d'intersection 

( a2 — m2 ) x -T- 2 ( h — m) y — 2 ( p — A Î = o 

se réduit à l 'axe d e s j , il en résultera 

m — h, \ — p y 

et l 'on aura, pour l 'équation de la parabole osculatrice, 

[hx y)2 — ipx — o. 

À l'aide de formules connues, on trouve pour les coor-
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données du foyer 

P ph 
.x — j y * 

2(1 -h /l'z j 2 I I -h ; ' 

son symétrique P par rapport à la tangente en M est donc 

le milieu du segment M N . 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

Question 1237 
(voir 2e série, t. XVI, p. 287); 

P A R M . C A U R E T , 

Professeur au lycée de Saint-Brieuc. 

Ayant posé, pour abréger, 

a2 -I- p- -I- 7 ' 4 - + 0 ! 5 
2 

P = 

Q = 

R = 

2 

a2 4 - fi2 4 - 72 4 - 4 - a 4 - {3 — 7 

2 

a2 4 - 4 - 7 2 4 - £2 4 - a 4 - (3 4 - 7 — £ 
S •> 

ou a, [3, y, § ¿orci rfe.s entiers donnés, on propose de dé-

composer, au moyen de formules directes, V expression 

P 2 - 4 Q 2 4 - R 2 4 - S 2 

en deux facteurs représentés chacun par une somme de 

quatre carrés entiers. (S. R E A L I S . ) 

Posons 

A ~ a2 4 - 32 4 - r 4 - à'1 e t 2 B = a 4 - S 4 - 7 4 -
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il vient 

P = — -4- B — a, Q = - -4- B - 6 , 
2 2 ' 

R = — - h B — 7 , S = - + B - Î ; 
2 2 

d'où 

P 2 + Q ' + R 5 4 - S 3 = : A Î A + ? ,B + I ) 

— (a2-!- ¡33-f- 7 2 -f- S2) (a2-h p 2 - f - 7 2 - b S ' - h a + P + 7 + i + l ' 

— ^ ( a ' - f - ( S 2 - f - 7 2 ~ H ^ ) [ ( 2 a + i ; 2 - f - ¡ 2 p + « )2 - f - ( 2 7 -M;2]. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Th. Franchv, 

maître répétiteur au lycée de Moulins, et Moret-Blanc. 

Question 1241 
{voir 2e série, t. XVI, p. ?.88); 

P A R M . J . C H A M B O N , 
Élève du lycée de Bordeaux. 

Trouver Venveloppe d'un plan passant par les ex-

trémités de trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde. 

Montrer que ce lieu est le même que celui du centre 

de la section faite dans la surface par le plan 'variable. 

( G E N T Y . ) 

Solution analytique. — Supposons l'ellipsoïde rap-

porté à son centre et à ses axes} son équation sera 

as2 y2 z2 

Si nous considérons un point (a , (B, y), le plan polaire 

de ce point sera 

, . (x.x Br 73 

(«) *-hLé + -i = ' i 

et, pour que ce plan passe par les extrémités de trois 
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diamètres conjugués, il suffit que a , |3, y satisfassent à la 

relation 

a2 P2 75 

a1 b2 c2 

en se rappelant que ~ -i- ~-2 -f- Z-t = 3 est le lieu des 

sommets des trièdres circonscrits à l'ellipsoïde et dont 

les faces sont parallèles à trois plans diamétraux con-

jugues J 

Pour avoir l'enveloppe des plans représentés par l'é-

quation ( i) , on n'a qu'à éliminer a , |3, y entre les équa-

tions ( i) , (2) et les suivantes : 
x y z 

r, 4 /; , t , ? p ? — r— —i- — —-i-, c est-a-dire — ™ — = — • 
fy ?r JL Z 

a1 b2 c2 

L'élimination se fait immédiatement, en mettant ces 

dernières équations sous la forme 

a x p r 7 z 
__ 1 

OF ~~ "p7 ~~ ~~ 3 ' 

d'où l'on tire 

« = 3.r, p = 7 = 3 z. 

Le lieu cherché est donc 

x2 y2
 z2 f 

H2 J2 ? ~~ 3* 

C'est un ellipsoïde homothétique à l'ellipsoïde donné. 

Il est facile de voir que ce lieu est le même que celui 

des centres des sections faites dans l'ellipsoïde par des 

plans satisfaisant aux conditions du problème. On sait, 
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en effet, que le centre d'une section faite par un plan est 

le point d'intersection de ce plan avec le diamètre qui 

lui est conjugué. Pour avoir ce dernier lieu, il n'y aurait 

qu'à éliminer a, ¡3, y entre les trois relations 

(XX (3r 7 2 

à- b2 r2 ' 

x y z 

a P ~ 7 ' 

Ce sont précisément les trois relations qui ont servi à 

trouver le lieu précédent. 

Solution géométrique. — Considérons le parallélépi-

pède construit sur trois demi-diamètres conjugués pris 

pour arêtes aboutissant au même sommet : le lieu du 

sommet opposé à celui-ci est un ellipsoïde dont les demi-

axes sont a y / 3 , b\J3, c\j3, a , c étant les demi-axes de 

l'ellipsoïde donné. 

Or on sait que, si l 'on mène le plan passant par les 

extrémités A , B, C des diamètres conjugués O À , OB, 

O C , ce plan coupe la diagonale du parallélépipède au 

tiers de sa longueur à partir du point O. On voit ainsi 

que le lieu M du sommet du parallélépipède opposé au 

sommet O, Je lieu N du centre de la section faite par le 

plan A B C , sont deux ellipsoïdes homothétiques à l 'ellip-

soïde donné. * 

Cela étant admis, menons le diamètre conjugué au 

plan A B C et le plan tangent à l'ellipsoïde M au point 

où cet ellipsoïde est rencontré par le diamètre, ce plan 

tangent sera parallèle au plan A B C . Or l'enveloppe de 

ce plan tangent est l'ellipsoïde M $ donc l'enveloppe du 

plan ABC est l'ellipsoïde N. C. Q. F. D. 
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Note. — Solutions analogues par MM. F. Pisani, professeur à Gir-

gent i ; Ch. Brunot , élève du lycée de D i j o n ; H. Dessoudeix, élève du 

lycée de Bordeaux; Moret-Blanc; V . Jamet, professeur au lycée de 

Saint-Brieuc; E. Dunoyer , élève du lycée de Marsei l le; C l . Talon, élève 

au lycée de Moulins; P. Barbarin, élève de l 'École n o r m a l e . 

Question 1248 

(voir a* série, t. XVI, p. 336 ); 

P A U M . C . M O R E A I J , 

Capitaine d 'Art i l ler ie . 

Démontrer que y/5 est égal à la limite du rapport 

des deux séries 

i i i r l i t i 
1 + - ô -+"••• e t 7 H 1 - . . . , 

i 2 5 1 3 i 4
 11 29 

dans lesquelles chacun des dénominateurs est donné 

par la relation 

( E . L U C A S . ) 

Lorsqu'une fonction de n est déterminée par l'équa-

tion 
Jh+5 ~ xJn+\ y n) 

et par les conditions initiales 

Jo — I , jr, = : .r -f- a , 

on peut représenter cette fonction par l'expression 

__ i -+- az— (a -4 
jrn __ _ _ _ , 

où z est l 'une des deux racines de l'équation 

Z2 — XZ -f- I rrr o. 

Pour la première des deux séries proposées, on a 
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les dénominateurs successifs sont donc donnés par la 

formule 

D„ — — 
z" ii-

et le terme général de la série est 

zn 

' I -f-

Pour la seconde série, a = i ; o n a 

j 2-''+' 
D„ 

H' 

et, comme les signes sont alternés, le terme général est 

f — ii nzn 

Il résulte de cela que le rapport des deux séries propo-

sées est 

i -+-

S + 1 
I — Z I ZJ I — z5 ] 

— z <p( 

Supposons maintenant que x soit plus grand que a, 

et que l'on choisisse, pour z , celle des deux racines de 

l'équation donnée plus haut, qui est plus petite que 

l'unité\ tous les termes de f ( z ) et de pourront se 

développer en séries convergentes. Développons, par 

exemple, J [z ) $ on aura 

1 — z -h z" ~ Z3 - h z1 

Z — 3 -+- S7 — Z10 —J— Z1 3-

• Z2 — Z7 zi2 — z , 7 H - z-2-

- Z3 — z10 -F- Z17 — z2 ' -h z31 -

- z\ __ 213 _ Z3I 

T.1 

„if> 
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et, e n faisant les sommes des colonnes verticales, on re-

trouve les termes successifs de Ainsi f(z) = ç(-z), 

ce qui montre, en passant, que la fonction/^z) est paire, 

puisque 9(2) n'est autre chose q \ i e f [ — i l s'ensuit, 

d'autre part, que le rapport des deux séries considérées 

se réduit à 

I 4 - Z _ j 1 - h -+- 2 3 _ jX - f - 2 

1 — z y 1 -f- zl — iz y . r — 2 

Dans le cas particulier de la question 1248, on a x = 3, 

et le rapport des deux séries est bien égal à y/5. 

Note. — La même question a été résolue par MM. J. de Vir ieu, profos-

«'•ur à L y o n ; H.-J. Krantz, à Bréda. 

Question 1249 
( voir série, t. XVI. p. 384) ; 

P A R M . C . M O R E A U , 

Capitaine d 'Arti l lerie . 

On a la série rapidement convergente 

3 — y/5 i i i i 
2 3 3.7 3 .7 .47 3.7.47-2207 

dans laquelle chacun des facteurs du dénominateur est 

égal au carré du précédent diminué de deux unités. 

( E . L U C A S . ) 

Soit posé 

J'o = 3, r. = 7> J'2 = 47» 

et, en général, 

On peut évidemment représenter yn par l'expression 
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où x est Tune quelconque des deux racines de l'équa-

tion 
x? — 3x -f-i — 0. 

On déduit de là 

I -f- x2 i H- x4 i -h x$ 

Xo~ — J Xi= » y 2 = 7— » •••5 

et la série proposée devient 

i T x? xi x8 

x l i-f-x2 + (i-f-*2)(i -f-.r4) (I - H a : 8 ) + 

Or la série écrite entre crochets est connue : c'est un cas 

particulier de celle qui a fait l'objet de la question 1181 

( voir t. X V , 2e série, p. i35 et 180), et l'on sait qu'elle 

a pour limite i ou x 2 , suivant que x est plus grand ou 

plus petit que l'unité. 

Il résulte de cela que la somme de la série pro-

posée est égale à la plus petite racine de l'équation 

x8— 3 J - H I = O , c'est-à-dire à 
2 

Autrement. — On peut toujours poser 

jrQ — a i I ^ i 
2 Xo jojx yùXiXt 

et chercher à déterminer a . 

Or, si l 'on élimine successivement du second membre 

Toi J n / s ï - . - , on obtient 

J< — «Jo __ _[_ 

2 JTi r.JTî 

— ajoT. __ T h 

2 — ^ r» j s 
? 

r„ — «r,>,r< . . • r»~x _ + _ i 

2 * yn Jn }'n+\ 
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Lorsque n augmente indéfiniment, le second membre 

de la dernière de ces égalités tend vers zéro*, on a donc 

: lim 
y o y v • • • y n—i 

Cela posé, la relation générale 

y u = y l-i — 2 

donne, par son élévation au carré, 

On en déduit facilement 

yl — k=y\y\y\ • • 

et l'on voit que 

lim - " = v'rï — 4 = « = V̂ S. 
J 0.7 i ' • ' J n—i 

Remarque. — On peut remarquer que l'on a, en gé-

néral, 
' I ! 1 \ 

- -f- — — h . - . ) 
yn y n y «-M y « y «-M y n+t / 

i i ^ 

y n— i X'I—y n 

Il est facile de voir également que 

- ¿ K - a K v - f 
Note. — La même question a été résolue par MM. Vladimir Habbé, 

Moret-Blanc et J. de Virieu. 
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Question 1250 
(voir z* série, t. XVI, p. 384 ); 

PAR M . C . M O R E A U , 

Capitaine d 'Art i l ler ie . 

Recherche des lignes telles que la corde qui sous-tend 

leurs intersections avec les côtés d'un angle droit pivo-

tant sur un point fixe enveloppe un cercle autour de ce 

point. 

On sait que Vellipse, rapportée à son centre, forme 

un cas particulier de cette catégorie de courbes. 

( H À T O N D E LA G O U P I L L I È R E . ) 

Prenons, pour coordonnées d'un point quelconque M 

de la courbe cherchée, sa distance O M = p au point 

fixe O choisi pour origine et Tangle X O M = z que fait 

le rayon vecteur O M avec une droite quelconque O X 

passant par le point O. Menons le rayon vecteur O M ' = : p 

perpendiculaire sur O M , et traçons la hauteur OH du 

triangle OMM'. 

Pour que la corde M M ' enveloppe un cercle autour 

du point O lorsque l'angle droit M O M ' pivote sur ce 

point, il faut et il suffit que la distance OH de cette 

corde à l'origine reste constante quand Tangle -s varie ; 

par suite, la relation 

existant entre les côtés de l'angle droit et la hauteur du 

triangle rectangle OMM', devra avoir l ieu, avec une 

même valeur de OH, pour tous les couples de rayons 

vecteurs rectangulaires. 

Cela posé, on peut toujours concevoir que l'équation 
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de la courbe cherchée soit mise sous la forme 

r étant une constante. 

Il s'ensuit 

4 - = -+- - } » 
p ' 2 / \ 2 / 

et par conséquent 

1 1 1 yw > „/' 7r\ 

On voit donc que la condition (i) sera remplie si Ton a, 

quel que soit z , 

•;3) = _ / ( , ) . 

Ainsi l'équation (2) est l'équation générale des courbes 

jouissant de la propriété énoncée, si la fonction f ( z ) 

satisfait à la seule condition de changer de signe lorsque 

la variable augmente de^-, r est le rayon du cercle en-

veloppe des cordes correspondant à deux rayons vecteurs 

rectangulaires. 

La fonction f [ z) est périodique ; en effet, si, dans 

l'équation (3), on augmente z de il vient 

/yz + v) = — + = / ( * ) • 

La période est 7r, ce qui montre que le point O est un 

centre de la courbe. 

Cherchons à mettre f { z ) sous une forme plus ex-

plicite. 

Si l'on ne considère que des fonctions ayant une valeur 
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unique et bien déterminée pour chaque valeur de la va-

riable, f(z) ne peut être qu'une combinaison de fonctions 

simplement et doublement périodiques jouissant de cette 

même propriété et admettant la période 7r. O r les pre-

mières s'expriment au moyen de s i n i z et de cos iz\ les 

secondes s 'expriment au moyen des fonctions elliptiques 

qui , lorsqu'elles admettent la période 7T, peuvent aussi 

être représentées à l 'aide de s i n 2 z et de c o s 2 z ; donc, en 

définitive, on pourra remplacer l 'équation (2) par la 

suivante ; 

' / \ 1 1 , . 
A.) H <P ' SIN 2J3, COS2Z:, 

f 2 r2 9 

où cp désigne une fonction arbitraire soumise à la seule 

condition d'être impaire, c'est-à-dire de changer de signe 

lorsque les variables sin 2 z et cos changent elles-

mêmes de signe toutes les deux en même temps. 

Prenons pour exemple la fonction impaire simple 

<p (sin2z, cos2 z — —^ \ p sin2z -4- <7 cos2z) ; 

il en résulte 
2 r2 

p7= : 1 

1 i -f- p s in23 4- r/ cos2 2 

ou, en coordonnées rectangulaires, 

( I -f- q) x7 -f- I — q ) f2 -4- ip xy — 2 r2, 

équation d'une conique rapportée à son centre. 

Dans le cas d'une ellipse dont les axes sont a et 

on a 1 1 1 

r1 a2 b-

le cercle enveloppe est toujours réel et fini. 
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Dans le cas de l'hyperbole, on a 

i i i 
7> ~ ~~ ~F2 ' 

le cercle enveloppe n'est réel et fini que sî l 'axe trans-

verse est plus petit que l'axe non transverse. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Vladimir Habbé et 

Moret-Blanc. 

CORRESPONDANCE. 

M. Koenigs, élève de l 'Ecole de l'Immaculée Concep-

tion, à Toulouse, a envoyé une solution géométrique de 

la question 34, déjà résolue analytiquement, même tome, 

p. 39. 

M. Eugène Delmas, élève du lycée de Lyon, a envoyé 

une solution de la question 1230, résolue déjà, même 

tome, p. 46. 

M. P. Barbarin, élève de l'Ecole Normale, a envoyé 

une solution détaillée de la question 1049, déjà résolue, 

2 e série, t. X I I , p. 328. Il arrive à ce résultat intéressant 

que le lieu des sommets des angles droits circonscrits à 

une hypocycloïde à ip --f- 1 rehaussements est une cir-

conférence de cercle. 

M. Ed. Guillet, maitre répétiteur au lycée de Moulins, 

a envoyé une solution géométrique très-simple de la 

question 1209, déjà résolue, 2e série, t. X V , p. 555. 
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MÉMOIRE 
SUR LA R E P R É S E N T A T I O N DES S U R F A C E S E T L E S P R O J E C T I O N S 

DES CARTES G É O G R A P H I Q U E S } 

PAR M . A . T I S S O T . 

[SUITE ( ' ) .] 

C H A P I T R E P R E M I E R . 

Préliminaires. 

1 . Pour représenter une surface sur une autre, on 

imagine que chacune se trouve décomposée, par deux-

systèmes de l ignes, en parallélogrammes infiniment 

petits, et, à chaque ligne de la première, on fait corres-

pondre une des lignes de la seconde- alors, l 'intersec-

tion de deux lignes de systèmes différents sur l 'une, et 

l'intersection des deux lignes correspondantes sur l 'au-

tre, déterminent deux points correspondants-, enfin 

l'ensemble des points de la seconde qui correspondent 

aux points d'une figure donnée de la première constitue 

la représentation ou la projection de cette figure. On 

obtient les divers modes de représentation en faisant 

varier les deux séries de lignes qui tracent le canevas 

sur l 'une des surfaces. 

2. A moins que les deux surfaces ne soient appli-

cables l 'une sur l'autre, il est impossible de choisir un 

mode de projection tel qu'il y ait similitude entre toute 

figure tracée sur la première et la figure correspondante 

(') Nouvelles Annales, 2 e série, t . XVII , p. 49-

Ânn. de Mathàmat.. 2 e s é r i e , t. XVII . (Avri l 1878.) IO 
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de la seconde. Au contraire, quelles que soient les deux 

surfaces, il existe une infinité de systèmes de projection 

conservant les angles, et tels, par conséquent, que chaque 

figure infiniment petite et sa représentation soient sem-

blables entre elles. Il en existe une infinité d'autres con-

servant les aires. Néanmoins ces deux classes de sys-

tèmes constituent des exceptions : un mode de projection 

étant pris au hasard, il arrivera généralement que les 

angles se trouveront modifiés, si ce n'est en des points 

particuliers, et que les aires correspondantes n'auront 

pas entre elles un rapport constant. 

Les longueurs seront aussi altérées. Considérons deux 

courbes qui se correspondent sur les deux surfaces-, 

soient O et M {fig. i) deux points de l 'une, O' et M 

les points correspondants de l'autre, et O T la tangente 

en O à la première courbe. Si le point M se rapproche 

indéfiniment du point O , le point M' se rapprochera 

indéfiniment du point O', et le rapport de la longueur 

de l'arc O'M' à celle de l'arc O M tendra vers une cer-

taine limite : c'est cette limite que nous appellerons le 

rapport de longueurs, au point O, sur la courbe O M ou 

suivant la direction O T . Dans un système de projection 

conservant les angles, le rapport ainsi défini a la même 

valeur pour toutes les directions qui partent d'un même 

point, mais il varie avec la position de ce point, à moins 

que les deux surfaces ne soient applicables l 'une sur 

Fîgr. 1. 

0 

o' 
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l 'autre. Lorsque la représentation ne conserve les angles 

qu'en des points particuliers, le rapport de longueurs 

en tout autre point change avec la direction. 

Loi de la déformation. 

3. La déformation produite autour de chaque point 

est soumise à une loi qui ne dépend ni de la nature des 

surfaces ni du mode de projection: 

Toute représentation d'une surface sur une autre 

peut être remplacée par une infinité de projections 

orthogonales faites chacune à une échelle convenable. 

Remarquons d'abord qu'il existe toujours en chaque 

Fig. 2. 

C O E C ' o' £' 

point de la première surface deux tangentes perpendicu-

laires l 'une à l'autre, telles que les directions qui leur 

correspondent sur la seconde surface se coupent aussi à 

angle droit. Soient en effet C E e t O D (fig. i) deux droites 

perpendiculaires entre elles et tangentes en un point O 

à la première surface; soient C'E' et O'D' les tangentes 

correspondantes pour la seconde. Supposons que, des 

deux angles C 'O'D, D'O'E' , le premier soit aigu, et ima-

ginons qu'un angle droit ayant son sommet en O tourne 

de gauche à droite, autour de ce point, dans le plan 

C D E , en partant de la position C O D pour arriver à la 

position DOE. L'angle correspondant, dans le plan tan-

gent en O7 à la seconde surface, se confondra d'abord 

avec C'O'D', et sera aigu; en dernier lieu, il coïncidera 

avec D ' O E ' , et sera obtus; dans l'intervalle, il aura 

io. 
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donc été droit. Ainsi il existe un système de deux tan-

gentes satisfaisant à la condition énoncée (*). 

De cette propriété on conclut que, dans tout mode de 

représentation, il y a, sur la première des deux surfaces, 

un système de deux séries de lignes orthogonales dont 

les projections sur la seconde sont aussi orthogonales. 

Les deux surfaces se trouvent ainsi décomposées en rec-

tangles infiniment petits qui se correspondent de l'une à 

l 'autre. 

Cela posé, soit M (Jig* 3) un point infiniment voisin 

de O, sur la première surface, et soit O P M Q celui d'entre 

les rectangles infiniment petits dont nous venons de par-

Fig. ?. 

o " P P' 

1er, qui a pour diagonale O M . Déplaçons la seconde sur-

face, et donnons-lui une position telle que les projec-

tions des côtés O P , O Q tombent sur ces côtés eux-mêmes, 

prolongés s'il est nécessaire; soit alors O ' P ' M ' Q ' le rec-

tangle correspondant à O P M Q ; appelons N le point de 

rencontre des droites OM' et PM. On peut considérer 

ce point comme la projection orthogonale de la position 

que prendrait M si l'on faisait tourner d'un angle conve-

(*) La démonstration suppose que la représentation n'altère pas la 

continuité et qu'à deux directions de sens contraires partant du point 

considéré sur l 'une des surfaces correspondent, sur l 'autre, deux di-

rections aussi de sens contraires. Il peut donc y avoir exception à la loi 

de la déformation en certains points particuliers; par exemple, il en 

sera ainsi aux pôles terrestres quand les angles des méridiens de la 

carte seront proportionnels à ceux des méridiens du globe sans leur 

être égaux. 
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nable, autour de O P , le plan du rectangle O P M Q . Or 

cet angle, qui ne dépend que du rapport des deux lignes 

NP, MP, est le même quel que soit M*, car, en désignant 

respectivement par a et b les rapports de longueurs 

suivant les directions O P et O Q , c'est-à-dire en posant 
O P ' O Q ' , 
— = a , — - = nous aurons 

N P O P __ I M P _ _ O Q _ R 

M' P' Û F ~~a M'P' ~~ ÔQ7 

et, par conséquent, 

NP b 

Ainsi déjà, M se déplaçant sur une figure infiniment 

petite tracée autour du point O, on obtiendra le lieu 

décrit par N, en faisant tourner cette figure d'un certain 

angle autour de O P , puis en la projetant orthogonale-

ment sur le plan tangent en O. D'autre part, on a 

Pitt' _ OP' _ 
ON ~~ OP ~~ 

de sorte que le lieu des points M' est homothétique de 

celui des points N ; le centre d'homothétie est O, et le 

rapport d'homothétie a pour valeur a . La représentation 

de la figure infiniment petite décrite par le point M est 

donc bien une projection orthogonale de cette figure 

faite à une échelle convenable (*). 

( ' ) M. Chasles (Mémoire faisant suite à Y Aperçu historique sur l'ori-

gine et le développement des méthodes en Géométrie) distingue, dans les 

figures homographiques, les relations descriptives et les relations m é -

triques. « Les relations descriptives consistent en ce que à chaque 

point et à chaque plan de l 'une des figures correspondent, dans l'autre» 

un point et un plan respectivement. Les relations métriques consistent 

en ce que quatre points en ligne droite, dans la seconde figure, ont 



peut être considérée comme produite par la juxtaposi-

tion des projections orthogonales de tous les éléments 

leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points de la pre-

mière figure auxquels ils correspondent, M L'illustre géomètre ajoute 

d'ailleurs : « Ces relations métriques sont une conséquence des rela-

tions descriptives. » Nous allons faire voir que cela résulte immédiate-

ment de la loi que subit la déformation dans la représentation d'une 

surface sur une autre. 

Soient D, D' (fig. f\) deux droites qui se correspondent dans deux 

figures homographiques; il s'agit de prouver que le rapport anharmo-

nique de quatre points quelconques de D et celui des quatre points 

correspondants de D' sont égaux. Pour cela, prenons, en dehors des deux 

droites, deux points correspondants O et O' dans les deux figures; jo i -

gnons le premier aux quatre points de D, le second aux quatre points 

de D ' ; puis coupons respectivement les deux faisceaux ainsi obtenus 

par deux transversales A, A', infiniment rapprochées l 'une de O, l'autre 

de O'. D'après la loi invoquée plus haut, la figure infiniment petite for-

mée par la portion du faisceau comprise entre O' et A' peut s'obtenir 

en projetant orthogonalement la figure correspondante formée autour 

du point O, puis en modifiant, dans un rapport convenable, les dimen-

sions de la projection ainsi obtenue. Aucune de ces deux opérations 

n'altère le rapport anharmonique des quatre points de A ; or celui-ci est 

le même que. celui des quatre points de D ; celui des quatre points de 

A' est le même que celui des quatre points de D ' ; donc le rapport 

anharmonique des quatre points de D et celui des quatre points de D' 

sont égaux. 

En résumé, il s'agissait de faire voir que, dans deux figures homo-

graphiques, deux faisceaux de droites correspondantes sont homogra-

phiques; or c'est ce qui a lieu, puisque, d'après la loi de déformation, 

l'un est une projection orthogonale de l'autre. 

Fig. 

l> 

O 0' 
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superficiels de la contrée, pourvu que l'on fasse varier 

de l 'un à l 'autre, et l'éclielle de réduction et la posilion 

de l'élément par rapport au plan de la carte. 

Tangentes principales. 

4. De tous les angles droits qui sont formés par des 

tangentesissues du point O ( jîg. 3), ceux des lignes O P , 

O Q et de leurs prolongements sont les seuls dont un côté 

reste parallèle au plan tangent après la rotation qui a 

été indiquée tout à l 'heure; ce sont donc aussi les seuls 

qui se projettent suivant des angles droits. Nous pouvons 

d'après cela compléter le lerame qui a été établi au com-

mencement du troisième paragraphe et énoncer la pro-

priété suivante : 

En chaque point de la surface que Von veut repré-

senter^ il y a deux tangentes perpendiculaires entre 

ellesy et, si les angles ne sont pas conservés, il n'y en 

a que deux, telles que celles qui leur correspondent sur 

l'autre suif ace se coupent aussi à angle droit. De sorte 

que, sur chacune des deux surfaces, il existe un système 

de trajectoires orthogonales, et, si le mode de repré-

sentation ne conserve pas les angles, il en existe un 

seul dont les projections sur Vautre surface sont aussi 

orthogonales. 

Nous appellerons première et seconde tangente prin-

cipale les deux tangentes perpendiculaires entre elles 

dont l'angle n'est pas altéré par la représentation. Nous 

continuerons à désigner respectivement par a et h les 

rapports de longueurs suivant les directions de ces 

tangentes, et nous supposerons que a est le plus grand 

des deux. 
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Ellipse indicatrice. 

5. Si la courbe infiniment petite tracée autour du 

point O est une circonférence dont il occupe le centre, 

la représentation de cette courbe sera une ellipse dont 

les axes se trouveront sur les tangentes principales et 

auront pour demi-longueurs a et le rayon de la cir-

conférence étant pris pour unité. Cette ellipse constitue 

en chaque point une sorte d'indicatrice du système de 

projection ( 1 ) . 

(*) Imaginons que l'on effectue deux décompositions de l'espace en 

parallélépipèdes infiniment petits, chacune au moyen de trois séries de 

surfaces, et faisons correspondre les surfaces qui opèrent l 'une respecti-

vement à celles qui opèrent l'autre. Dans la représentation ainsi obtenue, 

la loi de la déformation sera la suivante : 

Toute sphère infiniment petite est remplacée par un ellipsoïde. 

Soient en effet O et O' deux points correspondants, M un point infi-

niment voisin de O, M' la projection de M. Considérons trois axes 

o.r, oy, oz perpendiculaires entre eux et les directions correspondantes 

o'x', o'r', o'z' - soient x, y, z les coordonnées de M par rapport à ox, 

ojy oz- soient .r', r ' , z' celles de M' par rapport à o'x', o ' j o ' z ' . 

Prenons la distance OM pour unité, et appelons g , h7 fc les rapports de 

longueurs, suivant ox, or, oz ; nous aurons 

.r' = g x , j ' — ftr , r ' — /<-. 

D'ailleurs l'équation de la sphère qui a pour centre le point O et pour 

rayon OM est 

Le lieu des projections des divers points de cette sphère sera donc 

fourni par l'équation 
x'* ^ r'- z'-
-T-f-^-r- — =rl, 

qui représente un ellipsoïde rapporté à trois diamètres conjugués. 

Les plans principaux et les axes de l'ellipsoïde fourniront ici des 

propriétés analogues à celles des tangentes principales dans la repré-

sentation d'une surface sur une autre, et il serait facile d'établir les 

formules nécessaires à l'étude de la déformation autour de chaque 

point. 
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A u lieu de projeter orthogonalement la circonférence 

lieu des points M (fig* 3) , ce qui donne Pellipse lieu 

des points N, puis d'agrandir celle-ci dans le rapport 

de a à l'unité, ce qui donne le lieu des points M', on 

peut effectuer les deux opérations dans l'ordre inverse. 

On obtiendra donc le point M' (fig- 5) de l'ellipse indi-

catrice qui correspond à un point donné M du cercle, 

en prolongeant le rayon O M jusqu'à sa rencontre en R 

avec la circonférence décrite sur le grand axe comme 

diamètre, en abaissant du point d'intersection R une 

perpendiculaire RS sur la direction OA du grand axe, 

puis réduisant cette perpendiculaire, à partir de son 

pied S, dans le rapport de h à a ; l 'extrémité M' de la 

portion SM' ainsi obtenue sera le point cherché. 

6. Tirons OM' ( f i g . 5), et appelons respectivement 

M, u' les angles A O M , AOM' qui se correspondent sur les 

deux surfaces. Comme le second est le plus petit des 

deux, on voit que la représentation diminue tous les 

angles aigus dont l 'un des côtés coïncide avec la pre-

mière tangente principale. Entre u et i/, on a d'ailleurs 

Fig. 5. 

Altérations cV angles. 
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la relation 

, b 
tang u ' = - tang u. 

7 . Prolongeons la ligne R S d'une longueur égale à 

e l le-même au-dessous de O A , et joignons le point O à 

l 'extrémité R j du prolongement. Les deux triangles 

O R M', O R t M ' donnent 

• / M a — b 
sin u — a ) = sin (u H- u . 

v ; a -f- b K • ' 

L'angle u augmentant de zéro à son altération u— u' 

augmente de zéro jusqu'à une certaine valeur puis 

diminue jusqu'à zéro. Le maximum se produit au mo-

ment où la somme u -f- u! devient égale à Soient U 

et U' les valeurs correspondantes de u et de M'; comme 

elles doivent satisfaire à l 'équation du n° 6, on aura 

Q u a n t à w, on peut le calculer par l 'une des formules 

a — b 2 \j n b 
SIN M = r ^ COS OI — , 

a -f- b a -f- b 

a — b o) s! a — sjb » t a r ig = 

2 \Jai 1 ^ a -4- sjb 

/ 7T û>\ in ! r. o)\ ¡b 

' » " H ï ^ h v V u n 8 U ~ » ) = V - ' 
dont les deux dernières proviennent de ce que, la somme 

de U et de U' étant égale à - et leur différence à oo, on a 
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8. Pour que l'équation du n° 6 reste satisfaite quand 

on y change u en ^ — w', il suffit d'y remplacer uf par 

-— u. Les mêmes substitutions, effectuées dans u 4 - m', 
2 7 7 

donnent pour résultat TT— u'), de sorte que la pre-

mière formule du n° 7 fait retomber sur la même valeur 

de l'altération. Ainsi , des deux angles qui se trouvent 

modifiés de quantités égales, chacun est le complément 

de la projection de l'autre. 

9. Si l'on veut calculer directement l'altération éprou-

vée par l'angle donné on se servira de l 'une des deux 

formules 
[a — b) rang M 

tang(tf — u ) — 

tang( 

b tanglu 
(.a — b) si nia 

b ) COS 2 IL ' {a • 

qui se déduisent immédiatement de l'équation du n° 6. 

10. Considérons maintenant un angle MON ( fig. 6 

et 7) qui n'ait pour côtés ni l 'une ni l'autre des tan-

Fiff. 6. Fig. 7-

gentes principales O A , OB. Nous pouvons supposer les 

deux directions O M , ON à droite de OB, et l'une d'elles 

O M au-dessus de O A . Suivant que l'autre, ON, sera au-

dessus de OA (fig. 6), on au-dessous (fig. 7). on calcu-
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lera l 'angle correspondant M ' O N ' en faisant la somme ou 

la différence des angles A O M ' , A O N ' , lesquels seront don-

nés par la formule du n° 6. L'altération M O N — M ' O N ' 

sera'aussi, dans le premier cas, la différence, et, dans le 

second, la somme des altérations éprouvées par les angles 

A O M , A O N . 

11 . 1 Quand l 'angle A O N (fig. 6) est égal à BOM', 

on sait que son altération est la même que celle de Tangle 

A O M , de sorte que l 'angle M O N se trouve alors repro -

duit en vraie grandeur par l 'angle M ' O N ' . Ainsi , à toute 

direction donnée, on peut en accoupler une autre, et une 

seule, telle que leur angle se conserve en projection. C e -

pendant la seconde direction se confond avec la pre-

mière lorsque celle-ci fait avec O A l 'angle que nous 

avons désigné par U. 

1 2 . L'angle le plus altéré est celui que forme cette 

dernière direction avec sa symétrique par rapport à OA ; 

il se trouve remplacé, sur la projection, par son supplé-

ment. Le maximum d'altération ainsi produit est égal à 

2 a). Il ne peut jamais se rapporter à deux directions per-

pendiculaires entre elles. 

AIterations de longueurs. 

1 3 . La longueur O M ( fig. 5) ayant été prise pour 

unité, le rapport de longueurs suivant la direction O M 

est mesuré par OM'. Désignons par r ce rapport; nous 

pourrons le calculer au moyen de l 'une des formules 

rcos«' = acosu, r sin ur rzr b sin u, a'zcos2u -f- è2sin2«. 

On a aussi, entre r, u et l 'altération u — uf de l 'angle u, 

la relation 

2 r sin (u — it') [a — b ) sin 2 
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qui exprime que, dans le triangle ORM', les sinus de 

deux des angles sont entre eux comme les côtés opposés. 

14. Le maximum et le minimum de r correspondent 

aux tangentes principales, et sont respectivement a et b. 

15 . Appelons r et r\ les rapports de longueurs suivant 

deux directions perpendiculaires entre elles, et soit 0 

l'altération qu'éprouve l'angle droit formé par ces deux 

directions. 11 est facile de voir que l'on aura 

+ = rrtcos0 — aby 

ainsi que cela résulte d'ailleurs des propriétés des dia-

mètres conjugués dans l'ellipse. 

16. Pour tous les angles non modifiés par la repré-

sentation, le produit des rapports de longueurs suivant 

leurs côtés est le même. 

En effet, soient O A ( fig* 6) et OB les deux tangentes 

principales-, soient MON un angle quelconque et M ' O N ' 

sa projection. Désignons respectivement par et rÈ les 

rapports de longueurs suivant O M et O N , par u et u 

les angles A O M et AOM', il viendra 

r cos u' — a cos u9 r2 sin AON' = b sin AON ; 

mais on sait que, si l'altération MON — M ' O N ' est 

nulle, l'angle A O N est le complément de u\ et l'angle 

AON' celui de u, de sorte que la seconde équation donne 

r2 cosu =. b cos«'. 

En multipliant celle-ci et la première membre à membre, 

on obtient 
rr2 = ab, 

ce qui démontre la propriété énoncée. 
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1 7 . Il résulte de cette propriété que les rapports de 

longueurs suivant les deux directions dont l 'angle subit 

l 'altération maxima est égal à \[ab, car l 'angle non altéré 

qui a pour côté l 'une de ces deux lignes se réduit à zéro, 

et a la même ligne pour second côté (n° 1 1 ) . 

Altérations de surfaces. 

18. Le rapport dans lequel un élément superficiel se 

trouve modifié par la représentation n'est autre que 

celui du rectangle O P ' M ' Q ' (fig. 3 ) au rectangle O P M Q , 

ou encore celui de l 'aire de l 'ellipse indicatrice à l 'aire 

du cercle; il est donc égal h ab. 

1 9 . Lorsque les deux aires sont équivalentes, on a 

b =z - , tanLT w = - ( <7 — -
a 2 \ a 

m a • 
tanir - = 

s> a 1 
/ 7T 0 i \ 

Les deux éléments linéaires dont l 'angle est le plus altéré 

conservent alors leurs longueurs. 

Détermination des axes de l'ellipse indicatrice. 

20. Pour appliquer les formules ci-dessus à l'étude 

de la déformation produite autour de chaque point par 

un mode de projection suffisamment défini, il faut au 

préalable déterminer les longueurs et les directions des 

axes de l 'ellipse indicatrice. 

Supposons les deux surfaces rapportées à un même 

système ou à deux systèmes d'axes perpendiculaires 

entre e u x ; soient a?, y, z les coordonnées d'un point 

quelconque de l ' u n e , zT celles du point corres-

pondant de l 'autre, l et m deux paramètres variables. 
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On peut définir le mode de représentation en égalant les 

six coordonnées à des fonctions convenablement choisies 

de l et de m. Pour chaque couple de valeurs attribuées 

aux deux paramètres, on obtiendra un point de la pre-

mière surface et la projection de ce point. Pour chaque 

valeur attribuée à un seul des paramètres, l'autre restant 

variable, on obtiendra une courbe du premier canevas et 

la courbe correspondante du second. Si l'on pose 

les longueurs des côtés de deux parallélogrammes infini-

ment petits se correspondant sur les deux canevas seront, 

pour l 'un, Ldl et M dm, pour l'autre, U dl et M dm. 

En appelant h et k les rapports de ces côtés, © et ©' leurs 

angles, on aura 

de sorte que A, 0 et 0 ' sont connus en fonction de l 

et de m. 

Dans un grand nombre d'applications, notamment 

dans celles qui auront pour objet les cartes géogra-

phiques, il sera inutile d'exprimer les six coordonnées 
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rectangulaires en fonction de l et de m, et la nature des 

surfaces ainsi que celle du mode de projection permet-

tront de remplacer les formules qui précèdent par d'au-

tres plus simples. En tout cas, nous pouvons maintenant 

considérer comme donnés., pour "chaque point de la pre-

mière surface, les deux angles adjacents supplémentaires, 

0 , 7T — 0 , de deux éléments linéaires, leurs projections, 

0 ' , 77 — 0 ' , et les rapports de longueurs, A, A, suivant 

les directions de ces éléments. 

2 1 . Des deux angles donnés, l 'un est traversé par la 

première tangente principale; nous verrons plus loin 

comment on peut le distinguer de l 'autre; c'est lui que 

nous désignerons par 0 ; appelons u et v les deux parties 

dans lesquelles il se trouve ainsi décomposé, u étant 

celle des deux qui est formée par la tangente principale 

et la direction suivant laquelle le rapport de longueurs 

est h ; soient u' et r' les portions correspondantes de 0' . 

Si , pour fixer les idées, nous supposons h l'angle u 

sera nécessairement aigu et même plus petit que v et que 

ti — v : quant à y, il pourra être aigu ou obtus. D'après 

les formules du n° 12, on a 

U -4- V — a COStt = h cos«', a COS i> = k cosi*', 
ti' -4- v1 z=z ©', b sin u = h sin u', b sin v = k sin v ; 

d'où l'on déduit 

ab sin© = hk sin©', 
[a2 H- b2) sin2© — h2-f- k2 — ilik cos® cos©', 

ou bien encore 

(a -4- b)2 sin2® = //2-f- k2— ilik ccs(® -f- ©'), 
(a — b)2 sin2© — //2-f- k2— zhkcos(© — ©'). 

Ces équations ne changent pas lorsqu'on y remplace à 

la fois 0 par tt — 0 , et 0 ' par tt — 0 ' ; elles fourniront 
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donc a et b sans qu'il soit besoin de savoir quel est celui 

des deux angles donnés à l 'intérieur duquel passe la pre-

mière tangente principale. Il vient ensuite, pour le cal-

cul de u et de 

cos u = i / cos v — zb 1 / •> 
y fr— /> ' ; y a2— ()-

Pour déterminer complètement la direction de la pre-

mière tangente principale, il reste encore à choisir, rela-

tivement à 0 , entre deux angles supplémentaires donnés, 

et, relativement à y, entre deux valeurs supplémentaires 

fournies par les trois dernières formules. On lèvera im-

médiatement toute indécision en cherchant quelle est 

celle de ces deux valeurs qui, ajoutée à w, produit une 

somme égale à l 'un des deux angles donnés; en effet, 

l'équation u H- v — 0 est incompatible avec chacune de 

celles que l'on formerait en y remplaçant soit 0 par 

7T — 0 , soit v par t : — s o i t en même temps 0 par 

7r — 0 et v par 7T — à moins cependant que l'on n'ait 

_ 7T ir . . . 

0 == - , ou v = -9 ou u = o ; mais ces trois cas particu-

liers, qui ne comportent d'ailleurs aucune incertitude, 

se trouvent parmi ceux que nous allons examiner. R e -

marquons encore que, si v est obtus, 0 sera à plus forte 

raison obtus, et que, si u est aigu, 0 sera aigu ou obtus, 

suivant que a 2 - h b2 se trouvera plus petit ou plus grand 

que /z2-f-A2. 

22. Lorsque les deux angles supplémentaires qui sont 

donnés sur la première surface n'éprouvent pas d'altéra-
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tion, c'est-à-dire pour © ' = 0 , les équations qui four-

nissent les demi-axes de l'ellipse indicatrice se ré-

duisent à 

ab—hh, (a—¿)sin©r=//— k\ 

Lorsque les mêmes angles se changent l'un dans 

l'autre par l'effet de la représentation, c'est-à-dire pour 

0 ' = 7: — 0 , les équations deviennent 

ah = hk> [a -+- b) sin© = h -4- k. 

Quand les angles sont droits, c'est-à-dire pour 0 = 

les formules générales se ramènent à celles qui expriment 

les propriétés des diamètres conjugués dans l'ellipse indi-

catrice. Alors u et v sont complémentaires, et la pre-

mière tangente principale se dirige à l'intérieur de celui 

des deux angles droits donnés qui a pour projection un 

angle aigu. 

Quand les rapports de longueurs suivant les directions 

des deux éléments linéaires sont égaux, c'est-à-dire pour 

h =r /r? on a 

0 ' 
cos — . sin — 

2 2 2 
b — h 

© 0 
cos — sin — 

2 2 

la première tangente principale est bissectrice de celui 

des deux angles donnés qui se trouve diminué en pro-

jection. 

Si les mêmes rapports sont liés à 0 et à 0 ' par la re-

lation 
h cos© — k cos©', 

il viendra 
sin©' 

a — fi, o — A — Î 
sin© 
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et la première tangente principale coïncidera avec la 

direction suivant laquelle le rapport de longueur est h. 

Si les données satisfont à la condition 

h cos©' —/• cos©, 
il viendra 

; S I N B ' A i a — h ? b riz: A , 
sin© 

et la première tangente principale sera perpendiculaire 

à la direction suivant laquelle le rapport des longueurs 

est A. ( A suivre. ) 

SUR LES NORMALES AUX SURFACES DU SECOND ORDRE ; 

P A R M . L A G U E R R E . 

1 . Étant donnés une surface du second ordre K ayant 

pour équation 

et un point M ayant pour coordonnées a, ¡3, y, on sait 

que Ton peut de ce point mener six normales à la sur-

face, les pieds de ces normales étant déterminés par les 

équations 
act. ¿>8 c 7 

x — 5 y — 7 9 2 = » 
a — p b — p c — p 

où p est une des racines de l'équation 

. a y? 6 S2 c72 

i ' ) + 

Ces six points sont d'ailleurs déterminés par Tinter-
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section de K avec la cubique gauclie H, définie par les 

équations 

rr 
b 

(\ i\ ar Sur (\ i\ S: 

/ I I \ 7 Cf. z \ 
\<: a J a c 

Cela posé, déterminons les quantités y>, *£, P , Q , R , 

X , Y , Z et G , de telle sorte que Ton ait identique-

ment 

a b c j 

X -4- y2 H - Z2 — S X . R — 2 Y y — 2 Z Z -F- G ) 

On aura, entre ces dix quantités, les neuf relations 

/ 2X?-f-p>î-f-7Ç = — ( G - f - a ) , 

( 3 ) ) 2 Y » Î - + - 7 Ç H - A Ç = — ( G - 4 -

J 2 Z Ç - F A? •+• P»J = — ( G - H C ) ; 

_ _ ( 2 X a ) y? [ ( a Y - f Q g 

« 1 > Ê - i ) 

¿> « / b a 

2 T — p ) ç ( Z — 7)7! 
c bj c b 

o f i — i) = + 
\a c j a r. 
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et 
I Q 7 — ( G - F - « ) Ç , 

(5) R A - P 7 ( G 4 -

( Pp — Qa — icZ -4- (G -4- c) Ç. 

Comme nous disposons de dix quantités indéterminées 

pour satisfaire à ces neuf relations, on pourra y satis-

faire d'une infinité de manières. 

Considérons maintenant l'équation (2), elle exprime 

évidemment que, des six pieds des normales que l'on 

peut abaisser du point M , quatre sont situés sur la 

sphère 

x1 -4- y'1 -4- z2 — 2X.2* — 2 Y y — 2Z3 -4- G = o 

et les deux autres dans le plan 

dont le pôle, par rapport à la surface du second ordre K , 

a pour coordonnées 77, et, comme ces quantités 

renferment un paramètre arbitraire, elles sont les coor-

données d'un point quelconque de la polaire, par rapport 

à K , de la corde qui joint les pieds des deux dernières 

normales dont je viens de parler. 

2. Désignons par S la sphère dont l'équation est 

.r2 -yi + z* _ 2Xx — 2 Y y — iZz + G = o; 

les coordonnées de son centre sont évidemment X , Y , Z 

et G est la puissance de l'origine relativement à cette 

sphère. Elle contient, comme je l'ai dit, quatre des pieds 

des normales que l'on peut abaisser du point M. Soient 

D la corde qui joint les pieds des deux autres normales 

et A sa polaire réciproque par rapport à K . D'après une 

dénomination généralement adoptée, A est un axe re-
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lativement à K et aux surfaces du second ordre, qui 

forment avec elles un système homofocal; en d'autres 

termes, les deux droites I) et A sont perpendiculaires 

entre elles. 

De ce que j 'ai dit plus haut il résulte que, si l 'on con-

sidère Ytj £ comme des coordonnées courantes, la 

droite A est précisément déterminée par les équations 

(3) , ou encore, si l 'on pose, pour abréger, 

(6) 2 X = a -H A, 2Y = p -f- B, 2Z = 7-{-C, 

par les suivantes : 

( 7 ) A \ H- a — Bv? H- b = CÇ - H c — A, 

avec la relation 

(8) G H- a H pvi -h 7Ç — — 

3. Tirons de (7) les valeurs de £, 73, £ et portons-les 

dans (8), en égalant à zéro le terme constant et le coef-

ficient de A, il viendra 

a p 7 

et 

y. a S & 7 c 
C o ) G = = X + B 

Soient :r, y , s les coordonnées d'un quelconque des 

points où D rencontre la surface du second ordre K , le 

plan tangent en ce point contient A , et son équation est 

.r'i rrt Z'Ç 
— - f - V H Î = 0 . 
a b c 

Remplaçant, dans cette équation, g, y,, £ par leurs 

valeurs tirées de ( 7 ) , il vient, en égalant à zéro, le terme 
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constant et le coefficient de A 

et 

L'équation (12) est celle du plan diamétral contenant 

la corde I) ; le plan, déterminé par l'équation (11), 

contient le point M en vertu de la relation ( 9 ) ; c'est 

donc le plan qui passe par les deux normales dont les 

pieds sont situés sur D-, je le désignerai par P . 

4. En général, pour abréger le discours, étant donné 

un plan quelconque ayant pour équation 

j'appellerai centre de ce plan le point dont les coordon-

nées sont p, q, r et foyer de ce plan le point où se cou-

pent les deux normales à K qui sont contenues dans ce 

plan. On voit que le plan P, dont j'ai parlé plus haut, a 

pour foyer le point M et pour centre le point m dont les 

coordonnées sont A , B, C. 

La notion de centre d'un plan se présente fréquem-

ment dans la théorie des normales aux surfaces du second 

ordre, et, à ce sujet, je rappellerai une élégante propo-

sition due à Joachimsthal : 

Étant donnés, sur une surface du second ordre, trois 

points a, by c, tels que les normales en ces points con-

courent en un même point M, le pôle du plan abc, 

relativement à cette surface, est le centre> relativement 

aux trois axes de la surface, du plan qui passe par les 

x y z 
h ' 1 h I ~ O 

A B C 

x 

b B cC 
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pieds des trois autres normales que Von peut encore 

abaisser du point M (*). 

5. En adoptant les dénominations qui précèdent, il 

résulte immédiatement des équations (6) que le centre N 

de la sphère S est le point milieu du segment M/ri. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Le centre de la sphère qui contient les pieds de quatre 

des normales que Von peut abaissery d'un point donne 

M, sur une surface du second ordre K , est le milieu du 

segment qui joint le point M au centre du plan qui 

contient les deux autres normales. 

6. Pour déterminer complètement la sphère S, dont 

on peut construire le centre au moyen de la proposition 

précédente, il suffit de connaître la puissance G de l'ori-

gine relativement à cette sphère, ou bien encore de con-

naître la sphère S , dont l'équation est 

+ z2-h G = o. 

Cette sphère S peut être facilement déterminée en s'ap-

puyant sur la propriété suivante : 

Le point M et le pôle du plan P , relativement ci la 

surface du second ordre K , sont deux points conjugués 

relativement à la sphère E, en d'autres termes le plan 

polaire de chacun d^eux, relativement à 2, contient 

Vautre point. 

Pour démontrer cette propriété, je remarque que le 

( * ) JOACHIMSTIIAL, De (¡uibu$dam œquationibus quarti et sexti gradus 

qiuv in theoria li ne arum, et superficiel-uni secundi gradus occur runt 

{Journal de Creile, t. LUI, p. 173). 
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pôle du plan P , relativement à K , a pour coordonnées 

a b c 

B ' 

le plan polaire de ce pôle, relativement à 2 , a pour 

équation 

et, en vertu de la relation (10), il contient évidemment 

le point a , ¡3, y ; ce qui démontre la proposition 

énoncée. 

7. La cubique gauche H rencontre la sphère S, d'abord 

aux quatre points où les normales concourent en M, 

puis en deux autres points. Je dirai, pour abréger, que 

la corde qui joint ces deux derniers points est la corde 

supplémentaire de D. 

L'examen de l'équation (2) montre immédiatement 

que la corde supplémentaire est constamment comprise 

dans le plan 

x \ - T - J Y J - F - S Ç - H G — O , 

où YÏ, Ç désignent les coordonnées d'un point quelcon-

que de A . 

Remplaçons, dans l'équation précédente, >7, £ par 

leurs valeurs tirées de ( 7 ) , et égalons à zéro le terme 

constant ainsi que le coefficient d e X ; nous aurons les 

équations suivantes, qui définissent la corde supplémen-

taire : 

et 
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L'équation ( i4) montre que le plan diamétral passant 

par la corde supplémentaire est parallèle au plan P. 

D'où la proposition suivante : 

Les six pieds des normales, que Von peut d'un 

point M abaisser sur une surface du second ordre, 

sont, ainsi que le point M et le centre O de la surface, 

situés sur une même cubique gauche H. 

Si, par le point O, on mène un plan parallèle au plan 

qui contient M et les pieds de deux quelconques des 

normales y ce plan coupe la cubique en deux autres 

points. Ces deux points et les pieds des quatre autres 

normales sont situés sur une même sphère. 

8. En désignant par yj, £ des constantes arbitraires, 

le pôle du plan 

xl ryj zt 
— + -r -4" - — i , a b c 

relativement à K , est le point (£, r,, £), dont le plan po-

laire, relativement à S , a pour équation 

-jrn -4- zÇ + G — o, 

Il résulte d'ailleurs de ce que j 'ai dit plus haut que, si le 

plan 
x\ m zÇ 

h — 1 I = O, 

a b c 

tourne autour de la corde D, le plan 

x\ -4- rn H- z'ç -h G =: o 

tourne autour de la corde supplémentaire. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

La droite A et la corde supplémentaire de D sont 

polaires réciproques, relativement à la sphère L. 
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9 . C o m m e , dans la théorie des normales à une surface 

du second ordre, on a souvent à considérer les centres 

de divers plans (ces centres étant déterminés relative-

ment aux axes de la surface), i l n'est pas inuti le d'entrer 

dans quelques détails relativement aux propriétés de 

ces points. 

E n premier l ieu, soit, p désignant un paramètre va-

riable, 

(a -hpa')x 4- (b 4 - f>b')y-±- [c + pc')z 4- ¿ 4 - pd'z= o 

l 'équation d'un plan tournant d'une droite fixe. 

Pour trouver le l ieu décrit par le centre de ce plan, 

identifions son équation avec l 'équation 

il viendra 

x y z 

d pd! d -+- pd' d -4- pd' 
A = . , B =. - — •> C = 7 i 

a p a' b H— p b c -f- p c 

d'où l 'on voit que le centre décrit une cubique gauche 

passant par les sommets du tétraèdre B formé par les 

plans principaux et le plan à l ' infini . 

D'où les propositions suivantes : 

Le lieu des centres des plans > qui passent par une 

droite fixe, est une cubique gauche passant par les som-

mets du tétraèdre 0-, et réciproquement: 

Si une cubique gauche passe par les sommets du té-

traèdre 0 , les plans, dont ses divers points sont les 

centres, passent par une droite fixe. 

En second lieu, considérons une droite quelconque 

dont un des points soit déterminé par les équations 

a 4 - pa' b 4 - pb! c-h pc JQ : ' , y ! J 2> - • 
d pd' - fi 4 - p fi d 4 - pd' 
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Le plan ayant pour centre ce point a pour équation 

x y z i 
a-\-pa! b-\-pb' c-hpc' d-\-pd'~°' 

et il est clair que, quand on fait varier p, il enveloppe 

une cubique gauche ayant pour plans osculateurs les 

plans qui forment les faces du tétraèdre 

D 'où les propositions suivantes : 

Les plans y qui ont pour centres les différents points 

d'une droite, enveloppent une cubique gauche inscrite 

dans le tétraèdre & (*;; et réciproquement: 

Si une cubique gauche est inscrite dans le tétraèdre ©, 

le lieu des centres de ses divers plans osculateurs est 

une ligne droite. 

Je m'appuierai maintenant sur le lemme qui suit : 

L E M M E . — Si les sommets des deux tétraèdres sont 

situés sur une même cubique gauche, les huit faces de 

ces tétraèdres sont les plans osculateurs d'une autre 

cubique gauche. 

Réciproquement, si les huit faces de deux tétraèdres 

sont les plans osculateurs d'une même cubique gauche, 

leurs huit sommets sont situés sur une autre cubique 

gauche. 

Il suffit évidemment de démontrer la première partie 

d e c e l e m m e , la seconde proposition étant corrélative 

de la première. 

Pour la démontrer, j e remarque que la cubique, qui 

contient les sommets des deux tétraèdres, étant une 

courbe unicursale, je puis supposer que les sommets du 

( * ) J 'entends par cubique gauche inscrite dans un tétraèdre une 

cubique ayant pour plans osculateurs les faces de ce tétraèdre. 
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premier tétraèdre soient déterminés par les racines d'une 

équation du quatrième degré f ( x ) = o, et les sommets 

du second par les racines d'une équation de même degré 

F(x) = o. 

Cela posé, on voit que les racines de l'équation 

F(jc) = o, 

où A désigne un paramètre variable, déterminent sur la 

cubique les sommets d'une suite de tétraèdres, chaque 

point de la courbe étant d'ailleurs le sommet d'un seul 

de ces tétraèdres; d'où il résulte que les faces de tous 

ces tétraèdres enveloppent une cubique gauche, puisque, 

par chaque point de la courbe donnée, on ne peut mener 

que trois plans osculateursà l'enveloppe. 

En particulier, les faces des deux tétraèdres donnés 

sont des plans osculateurs de cette cubique gauche ; la 

proposition est donc démontrée. 

1 1 . Considérons maintenant quatre plans dont les 

centres soient en ligne droite : d'après ce que j'ai démontré 

plus haut, les faces du tétraèdre T , déterminé par ces 

quatre plans, sont les plans osculateurs d'une cubique 

gauche inscrite dans le tétraèdre 0 . Du lemme précédent 

il résulte que les sommets des tétraèdres T et 0 sont 

situés sur une même cubique gauche et, par suite, les 

plans ayant pour centres les sommets du tétraèdre T 

passent par une même droite. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Si les quatre faces d'un tétraèdre ont leurs centres en 

ligne droite9 les plans qui ont pour centre les sommets 

du tétraèdre passent par une même droite. 

Et de même : 

Si les plans qui ont pour centres les sommets d'un 
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tétraèdre passent par a ne même droite, les centres des 

faces de ce tétraèdre sont en ligne droite. 

12. Si d'un point quelconque M de l'espace on mène 

les six normales à la surface du second ordre K , 011 sait 

que le point M et les six pieds des normales sont situés 

sur une même cubique gauche passant par les sommets 

du tétraèdre 0 . Désignons p a r . . . , p6 les pieds 

de ces normales. 

Des considérations qui précèdent il résulte immédia-

tement que: 

Si l on forme un tétraèdre ayant pour sommets 

quatre quelconques des sept points M, • • • , P&, 

les centres des faces de ce tétraèdre sont en ligne 

droite. 

13. Considérons une droite quelconque E, normale 

h une surface de second ordre, ayant pour axes les axes 

de coordonnées O x , O y et O z . Le lieu des centres des 

plans qui passent par E est une cubique gauche L pas-

sant par les sommets du tétraèdre 0 . Soit M un point 

quelconque pris sur cette normale; parce point on peut 

mener à la surface cinq normales distinctes de E ; soient 

P P u Jhi p4 et P~> leurs pieds. Désignons par Nj le 

centre de la sphère qui passe par les quatre points /?2, 

p 3 , pk et ])-6> de même par N2 le centre de la sphère qui 

passe parles quatre points et . . . 3 désignons 

enfin par m t , m2, mz, 77/4 et m$ les centres des plans qui, 

passant par E , contiennent respectivement les points 

Pi, Pi, PPw et p 5 . 

D'après ce que je viens de dire, les cinq points m sont 

situés sur la cubique gauche L ; d'ailleurs, comme j e l'ai 

montré précédemment (n° 5) , les points N sont respec-

tivement les milieux des segments M w . 
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D'où Ton déduit immédiatement les propositions sui-

vantes : 

Si d'un point M on mène cinq normales quelconques 

à une surface du second ordre, ayant pour centre O, 

les cinq pieds de ces normales peuvent être regardés 

comme les sommets de cinq tétraèdres ; les centres des 

cinq sphères circonscrites à ces tétraèdres sont situés 

sur une cubique gauche, passant par le milieu du seg-

ment MO et par les points situés à Vinfini sur les axes 

de la surface. 

Étant donnés une droite quelconque E et trois droites 

rectangulaires Ox, Oy et Oz, imaginons toutes les 

surfaces du second ordre ayant ces droites pour axes 

et normales à E*, si d'un point M, pris arbitrairement 

sur E, on mène à Vune de ces surfaces quatre normales 

distinctes de E , le lieu du centre de la sphère circon-

scrite au tétraèdre, formé par les pieds des normales, 

est une cubique gauche passant par le milieu du seg-

ment M O , et par les trois points à l'infini sur les axes 

Ox, Oy et Oz. 

Il est à remarquer que, si le point M se déplace sur la 

droite E, la cubique gauche conserve sa forme, chacun 

de ces points décrivant un segment de droite parallèle 

à E et égal à la moitié du segment, dont le point M s'est 

déplacé. 

14 . Je ne développerai pas davantage les conséquences 

qu'on peut déduire des propositions précédentes, et je 

terminerai cette Note en établissant quelques formules 

qui peuvent être utiles dans les recherches sur les nor-

males aux surfaces du second ordre. 

Soient p' et p" les deux racines de l'équation (i) qui 

correspondent aux deux normales dont les pieds sont 
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situés sur la droite D, et soit 

-r(p) = (P — 

En désignant, pour un instant, par p l 'une quelconque 

de ces racines, les coordonnées du pied correspondant 

sont 
a y. h S c y 

d — p b — p c — p 

l'équation du plan tangent en ce point 

Ha t /; 8 Ç7 
a — 0 b — 

Ce plan contient la droite A;"-tirons de (7) les valeurs 

de y;, £ et portons ces valeurs dans l'équation précé-

dente. En égalant à zéro le coefficient de on obtiendra 

la relation 

« S 7 

+ Î7tV ; -H 7T7 r = o, A ( « — p) B ( 6 — p) C ( c — p) 

et cette relation devant être satisfaite pour p = p' et 

p = p", il vient, après quelques réductions faciles, 

d'où 

( i 5 ) G = p' - f - — a — b — r , 

et 

a 

F {a) = (c — a) {a — b) - == i — p')(a — p"), 

( l 6 ) { F(Ä) = ( « - * ) ( * - c ) 

F i e ) = - a ) J = - p ' ) ( r - p ' v ; . 
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Puisque p u satisfait à l 'équation (1), on a identique-

ment 

a g 2 ( a — p')2 b$2[b~ p ' ) 2 

( a~py(a-p"}2 + (/i^yyjir-Yy 

l c f i c — p'Y = I ; 

p f Y [ c ~ p")2 

d'où, en remplaçant les dénominateurs p a r l e u r s valeurs 

tirées de (16) et p' par p, 

a A2 b B2 

[a — p)2 (b-o)2 

-h 7 r-7-= r \c — o r — 1 — O. 
(c — a)*(b — c)2{ 

Cette équation devant etre satisfaite pour p = p' et 

p = p", on en déduit cette nouvelle expression du poly-

nôme F (p) , 

_ !, c _ (c —p)'—(«— — — I 
~ 7t{b — c)2A2-f- b[c—a)i^-^ç{a — b)C2 

D'où, en vertu des équations (16) , les relations sui-

vantes qui déterminent les coordonnées a , ¡3, y du foyer 

du plan : 

x y z 

â + ' B + C - ^ 0 ' 

g (g — — ¿)[£B 2 - f-cC 2 — (b — r)2] 
A aî b — c)2A2 -h A(<? — fl)2B^ + c ( a — ¿>2)C2' 

/ P = ( q ^ ) ( ^ c) [cC2 -}- # A2 (g ^j2] 
1 7 ; ^ B — c ) 2 A 2 - b 6 ( c — «) 2 B 2 -hc(« — ¿2)C2 ' 

y (6 — c) (c — rf)[«A2 -b bR2 — (a — 6)2] 

C ~~ a (b — c)* A2 H- b[c — a)2B2~b-c{a — 6 2 ) C 2 ' ' 

Ann. de Mathèmat2e série , t . XVII . (Avri l 1878.) 1 2 
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et auxquelles on peut joindre la relation 

ra(a- —c)2A2H- b[b~c — a){c — ajW 1 

f l 8 ) g = = L + c [ c - q - . b ) { a — b ) * 0 J 
1 1 a(b — c)'2 A2 H- b(c — a^B7 c(a — )?CJ 

PARTICULARITÉS 
RELATIVES A L'ÉQUATION D1I TROISIÈME DEGRÉ ; 

P A R M. S . R E A L I S. 

Étant donnée l 'équation à coefficients entiers 

V x -4- Q = o, 

on en désigne les trois racines par a , 6, c , et l 'on fait, 

pour abréger, 

P 2 — 4 Q x = ? ( .r) . 

Cela posé, la considération de la fonction <p ( x ) conduit 

aux propositions suivantes, faciles à démontrer : 

i ° Si a est racine entière de l 'équation proposée, la 

quantité y («) est égale à un carré : le produit© (b) 

est le carré d'un nombre appartenant à la forme 5 u2 — v2 

et à la forme équivalente u2 — 5 v 2 . 

2° Si les trois racines de l 'équation sont entières, la 

quantité où a désigne Tune quelconque d'entre 

elles, est le carré d'un nombre compris dans les deux 

formes indiquées. E n ce cas, si les racines è , c sont de 

même parité , le produit cp(6)a(c) est le carré d'un 

nombre appartenant en outre à l 'une des formes — 16 v1, 

i6ir— 

3° La racine a étant entière, et c étant exprimées 
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par des nombres complexes entiers (*) , (p ( a ) est le carré 

d'un nombre de la forme 5u*-h v2 : le produit cp ( è ) cp (c) 

est le carré d'un nombre appartenant en même temps aux 

formes 5//2 4 - 5 M*— u 2 — 5 u2 4 - i6v 2 . 

4° Quel le que soit la nature des trois racines a , c, si 

les coefficients P , Q sont entiers, le produit y (a) cp (Z>) y (c) 

se réduit à un carré. 

S i . d e plus, la quantité — ( 4 P 3 4 - 2 y Q 2 ) est égale à 

un carré, le même produit est le carré d'un nombre 

renfermé dans les deux formes équivalentes 5 u 2 — y2, 

U 0 Ç> . 

Si c'est la quantité 2 7 Q 2 qui e s t égale à un 

carré, le produit considéré est le carré d 'un nombre de la 

forme 5 w2 4 -

Remarque. — Les formules qui établissent les résultats 

indiqués trouvent une application utile dans certaines 

questions d'Analyse indéterminée. On en déduit, par 

exemple, l ' identité 

( 5 a 2 — P2)3H- [5a2 — (2a — p)2]2 

4- [ 5 a 2 - (2 a 4- p)2]2 — 3 ( 3a2-4- p2)2, 

qui fournit une infinité de solutions entières de l 'équation 

indéterminée 
z\ + z\ + z\ = $z\ 

au moyen de valeurs de z j, , contenues dans la forme 

5 M 2 — e t de valeurs de z contenues dans la forme 

3I/24- v*. 

L'identité analogue 

[3 (a 4- P)2 —"( 3 a 4" S)2]2 

4- [3 (2 a)2 — (3 a — P)"]2 4- [ 3 (a — (3)2 — 2 (p )2]2:m6 ( 3 a2 4- p2)2 

(*) Voir, pour les racines complexes des équations, le tome III de la 

i r e série, pp. 41? e t ^25. 
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ne se déduit pas directement des formules mentionnées, 

mais on y arrive par des considérations semblables à 

celles qui amènent les propositions énoncées plus haut. 

Elle fournit, comme on voit, une infinité de solutions 

entières de l'équation 

au moyen de valeurs de £ renfermées dans la forme 

3 a2-}- et de valeurs de z^ z3, z3 renfermées dans 

l'une ou l'autre des formes 3 v? — y2, u 2 — 3v2. 

A u point de vue de la théorie des nombres, les identités 

précédentes constituent des théorèmes remarquables 

touchant la décomposition de 3 z* et de 6 z2 en trois carrés, 

lorsque z est un nombre de la forme indiquée. 

La considération de fonctions autres que y (a:), com-

posées de même avec les racines de l'équation du troi-

sième degré, amène des résultats plus généraux. Nous 

nous bornerons à énoncer la proposition suivante : 

Le nombre z étant de la forme 3 u2 4- y2, et le cof-

ficient h étant une somme de trois carrés entiers, le 

produit kz~ est la somme de trois carrés compris dans 

une même forme 

ou les coefficients A , B, C sont des entiers ne dépendant 

que de /r, et les entiers variables w, v peuvent être positifs 

ou négatifs. 

Une conséquence immédiate de l'identité qui justifie 

et complète cette proposition consiste en ce que la somme 

de trois carrés entiers peut être transformée9 d'une 

infinité de manières et au moyen de formules directes, 

en une somme de trois carrés rationnels. 
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Il est à propos de rappeler ici, d'après Fermât et Euler, 

que la forme quadratique 3 u* -f- v2 peut représenter tous 

les nombres premiers compris dans la forme linéaire 

Gn —f— i : qu'elle peut représenter, par conséquent, tous 

les nombres dont les facteurs premiers appartiennent à 

cette forme linéaire (voir , au t. VIII des Nouveaux 

Commentaires de Pêtersbourg, le Mémoire d'Euler : 

Supplementum quorumdam theorematum arithmeti-

corum, e t c . ; voir aussi, au t. III des OEuvres de La-

grange, le Mémoire intitulé : Recherches ¿CArithmé-

SUR LES SYSTÈMES DE DROITES QUI SONT NORMALES 
A UNE MÊME SURFACE; 

P A R M . L A G U E R R E . 

1 . Je renverrai, pour toutes les notations dont je me 

servirai ici, à ma Not e Sur les formules fondamentales 

de la théorie des surfaces (1). 

Par chaque point M d'une surface S menons une 

droite m, dont la position soit définie par l'angle B qu'elle 

fait avec la normale M Z à la surface et l'angle <p que fait 

avec la direction MIL sa projection sur le plan tangent. 

Les cosinus des angles que font, avec les axes coor-

donnés, les trois directions ifcfX, M Y et M Z , étant res-

pectivement 

cosa, cosp, COS7, 

cosÇ, cos cosÇ, 

cos)., cos JX, cosv, 

(l) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2e série, t. XI, p . 60. 
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les cosinus des angles que fera avec les axes la droite m 

en seront respectivement 

c o s a s i n O c o s ? -4- c o s ç s i n G s i n y 4 - c o s > c o s 9, 

c o s ¡3 s in 9 c o s ? 4 - c o s vj s i n 0 s i n ? 4 - c o s j x c o s G , 

c o s y s i n G c o s ? 4 - c o s p s i n 0 s i n ? 4 - c o s v c o s 9 ; 

et, pour que les diverses droites m soient normales à une 

même surface, il sera nécessaire et suffisant que l 'ex-

pression 

I d x ( c o s a s i n 9 c o s ? 4 - c o s ? s i n 9 sin© - h c o s ) . c o s 9) 

soit une différentielle exacte. 

On a 

dx — E du c o s a -{- G d v c o s H, 

d y — \Ldu c o s p 4 - G dv cos>7, 

dz — E du c o s 7 4 - G dv c o s Ç; 

substituant ces valeurs clans l'expression précédente, 

elle donne 

E s i n 9 c o s ? . d u 4 - G s i n 9 sin?.f i fr>; 

et, pour qu'elle soit une différentielle exacte, il est néces-

saire et suffisant que l'on ait 

( 1 ) ~ ( E s i n 9 c o s cp ) r=: - Î - ( G s i n 0 s i n cp ) . v dv du w 

2. L'équation précédente ne renferme que les quanti-

tés E et G , dont l'expression ne change pas quand on 

déforme la surfaceS. 

D'où la conséquence suivante : 

Concevons que chaque rayon m conserve une position 

fixe par rapport au plan tangent en M , c'est-à-dire que 

sa projection sur ce plan tangent et l'angle qu'il fait avec 

ce plan demeurent invariable 5 cela posé, si les rayons 
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émanant des divers points de S sont normaux à une 

même surface et si l'on déforme S de façon que Vélé-

ment d'une courbe quelconque tracée sur cette surface 

concerne la même valeur, chaque plan tangent à la 

surface entraînant avec lui le rayon correspondant, les 

divers rayons dans leur nouvelle position sont encore 

normaux à une même surface. 

3. L'équation (i) étant satisfaite pour certaines va-

leurs des fonctions et 0, elle est encore évidemment 

satisfaite quand on y remplace suiQ par Asin0, k dési-

gnant une constante arbitraire. 

D'où ce beau théorème dû à Dupin : 

Si des ray ons normaux à une même surface se ré-

fractent sur une surface S, ils sont encore, après leur 

réfraction, normaux à une même surface. 

4. Chaque rayon m se projette sur le plan tangent en 

M , suivant une droite faisant avec la droite MX. un 

angle égal à ç . Toutes ces projections enveloppent des 

courbes que l'on peut, pour abréger, appeler la projection 

du système de rayons sur la surface. La fonction <p étant 

connue, on obtiendra l 'équation différentielle de cette 

projection en posant <p •== i *, d'où 

En remplaçant <p par ¿dans l 'équation ( i) , i l vient 

G do 

d ( 

~dv 1 ( E sin 9 cos/) = — (G sin9 sin i) <1 , 

ou encore 

à , . , d 
— i E sin 9 ) cosz ( G sin 9 ) sin i — E sin 9 sin i — 

— G sin 9 cos i — ~ o, 
du 
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ou, en remplaçant respectivement cosi et si ni par leurs 

valeurs, 

Y* du G dv 
— et — , 

ds ds 

4 (E sinG) E d u — ~ (G sine) Gdv — EG sin Odi — o, dv K ' du K 

ou encore 

du d . _ . , . dv d , 
di sine — — — EsinÔ -h — (G sine — o. 

G i/c ' h du 

Si 0 est constant, on peut, dans la relation précédente, 

supprimer le facteur commun sinO, et, en remplaçant 

respectivement ^ et ^ par leurs valeurs — G M et E N , 

elle devient 

di -t- Mda -f- Nrfp = o ; 

ce qui est précisément l 'équation des lignes géodésiques. 

D'où la proposition suivante : 

Si des rayons émanant de chacun des points d'une 

surface S sont normaux à une même surface, et si 

chacun d'eux fait un angle constant avec le plan tan-

gent au point de S dont il émane> la projection du sys-

tème de rayons sur S est un système de lignes géodé-

siques de cette dernière surface. 

5 . La réciproque de cette proposition est également 

vraie. Considérons sur S un système de lignes géodé-

siques, nous choisirons les axes des u et des v, de telle 

sorte que ces lignes géodésiques soient définies par l 'é-

quation v = const. Cela posé, cherchons les systèmes de 

rayons normaux à une même surface et ayant pour pro-

jection le système considéré de lignes géodésiques. Dans 

ce cas, on peut poser E ~ i et G = F (u) , et l 'angle dé-
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signé par <p est égal à zéro, l'équation ( i) devient alors 

Cette équation étant identiquement satisfaite quand on 

fait 0 = const., la réciproque de la proposition énoncée 

est démontrée. En particulier, si l 'on fait Q = o, on ob-

tient ce théorème bien connu : 

Si l'on considère un système de lignes géodésiques 

tracées sur une surface, les tangentes aux différents 

points de ces lignes sont normales à une même surface. 

6. On satisfait également à l'équation ( 2) en prenant 

pour 6 une fonction arbitraire de u. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Étant donnés un système de lignes géodésiques tra-

cées sur une surface et les trajectoires orthogonales de 

ces lignes, si par chaque point M d'une de ces lignes 

on mène une droite située dans le plan tangent à cette 

ligne en M et normal à la surface, l'angle de cette 

droite avec le plan tangent étant constant le long 

d'une même trajectoire orthogonale, mais variant du 

reste d'une façon arbitraire quand on passe de l'une 

de ces trajectoires à une autre, toutes ces droites sont 

normales à une même surface. 
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QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

P R O P O S É E AU C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N D E 1 8 ^ 4 * 5 

PAR M. GENTY. 

On donne une ellipse et une hyperbole homofocales ; 

on imagine une conique quelconque C , doublement tan-

gente à chacune des coniques données. Trouver et 

discuter le lieu des points de rencontre des tangentes à 

Vellipse et ci Vhyperbole aux points ou ces courbes sont 

touchées par la conique C . 

Nous traiterons le problème dans le cas où les coniques 

données sont quelconques. 

On sait ( C H A S L E S , Sections coniques, § 482) qu'il 

existe en général trois séries de coniques ayant un double 

contact avec deux coniques données C et C ; les cordes 

de contact de chaque série de coniques passent par le 

point de rencontre des axes de symptose L et U des 

coniques C et C , et sont conjuguées harmoniques par 

rapport à ces droites. 

Donc le lieu cherché se compose de trois courbes dis-

tinctes qu'on obtiendra en considérant successivement 

chacun des systèmes d'axes de symptose des coniques 

données. 

Soient donc a et a! deux points des coniques C et C 

conjugués par rapport aux axes de symptose L et 17, le 

l ieu cherché sera le lieu du point d'intersection des tan-

gentes aux points a et a, c 'est-à-dire ( C H A S L E S , § 4 5 4 ) 

une conique qui passe aux points d'intersection des 

coniques données C et C . 

D'ailleurs les polaires des ombilics correspondant 
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au système considéré d'axes de symptose sont conjuguées 

harmoniques par rapport à ces droites. Donc les deux 

ombilics font partie du lieu, qui est ainsi complètement 

déterminé. 

Ainsi donc le lieu cherché se compose de trois 

coniques, dont chacune passe par les quatre points d'in-

tersection de ces deux courbes et par deux ombilics 

conjugués. 

Autrement : Les cordes de contact avec C et C d'une 

conique doublement tangente à ces deux coniques sont 

les polaires de deux points situés sur la droite qui joint 

les ombilics correspondant au système d'axes de symp-

tose considéré, et ils sont conjugués harmoniques par 

rapport à ces points. 

Donc le lieu cherché est le lieu d'un point tel que 

deux tangentes A , A', menées de ce point aux deux 

coniques données, soient conjuguées harmoniques par 

rapport aux droites menées du même point à deux om-

bilics conjugués des coniques, c'est-à-dire une conique 

passant parles points d'intersection des proposées et par 

les ombilics (CHASLES, § 4 5 5 , corollaire II). 

Dans le cas où les coniques données sont deux coniques 

homofocales, les ombilics conjugués sont les points 

imaginaires du cercle à l 'infini, les foyers réels et les 

foyers imaginaires des courbes données. On peut donc 

écrire immédiatement les équations des courbes dont 

l'ensemble constitue le lieu demandé. 

L'une d'elles est le cercle qui a son centre au centre 

des courbes, et qui passe par leurs points d'intersection. 

On aurait pu obtenir directement son équation au moyen 

des remarques suivantes : cette courbe est le lieu d'un 

point tel que deux tangentes menées de ce point aux 

deux courbes données soient conjuguées harmoniques par 
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rapport aux droites menées de ce point aux points ima-

ginaires du cercle à l 'infini, c'est-à-dire le lieu du point 

de rencontre de deux tangentes aux courbes données qui 

se coupent à angle droit. 

Soient 
** . y2 _ ^ 7* ~~1 ' 

tf __ 12 fr _ ^ 

les équations des courbes données. 

Les équations de deux tangentes se coupant à angle 

droit seront 

y — mx— sja2m1 -+- b 

m y -h x = \/(a* — l2) -4- (b2 — l2)m7 ; 

en ajoutant ces équations après les avoir élevées au carré, 

il vient pour l'équation du lieu cherché 

x"1 + j2 = a2 4- b7 — V. 

S O L U T I O N DE L A Q U E S T I O N D ' A N A L Y S E 

D O N N É E A U C O N C O U R S D ' A G U É G À T I O N E N 1 8 7 1 } 

PAR M . G A M B E Y . 

Étant donnée une ligne S dans Vespace, on déter-

mine la courbe S', lieu des centres des sphères d'un 

rayon donné R, ayant avec cette courbe un contact du 

second ordre. On propose de faire voir que, récipro-

quement, la courbe proposée S est, poui' la courbe S', 

le lieu des centres des sphères du même rayon R , ayant 

avec elle un contact du second ordre. 
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Nous définirons la courbe donnée S par les équations 

l'arc s étant pris pour variable indépendante. 

Soit la sphère 

( X — a)-4- ( Y — b Y 4 - ( Z — C ) 2 — R 2 = O . 

Nous exprimerons qu'elle a un contact du second 

ordre avec la courbe S en posant les relations suivantes 

( C N . H E R M T T E , Cours <VAnalyse) : 

/ ( ? - « ) 2 + ( ^ - ¿ ) 2 4 - (6 — c ) 2 — R 2 = o, 

(1) (4 _ £ ) , ( / + _<-)©' = o , 

( *)<," + (+ — 4 - (0 — c ) G " = o, 

où Çf, cj/, Q sont mis pour c f ( 5 ) , Q{s), et où les dé-

rivées sont prises par rapport à s. 

Ces trois équations en < 2 , c définissent une courbe 

S', car on peut en tirer des valeurs de la forme 

En substituant ces valeurs dans ces équations, on ob-

tiendra donc les trois identités 

(2) ( ? ~ 4 - - + F + ( 0 - 0 . ) 0 ' = O , 

De même, les trois relations suivantes : 

( ( ? . - « 0 2 + - 6 , ) 2 4 - ( 0 , — - R 2 = O , 

( 3 ) + ( + 1 — — = 0 , 

( ( ? « — n , ) ^ - ¿ . J f . H - Î G , — c t ) 0", = 0 , 

définissent une courbe S , l ieu des centres des sphères, 

( x - «O2 (r - ¿O2 (z - c,)2 — R2 = o, 

ayant avec la courbe S' un contact du second ordre. 
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Je dis maintenant qu'en posant dans les équations (3) 

ces équations deviendront des identités. 

En effet, nous aurons 

( 4 ) < H- ( + . — + ) f , " + - ( 0 . - 0 ) = 0, 

( (>»—?) H" ( f — 40+". + (0. — 0) = 

et l'on voit immédiatement que la première de ces rela-

tions est une identité, puisqu'elle est la même que la 

première des relations (2). Quant aux deux autres, on 

s'assurera que ce sont des identités en prenant deux fois 

de suite la dérivée de la première des relations (2) par 

rapport à s et tenant compte des identités qu'on obtien-

dra successivement et de celle-ci : 

J/2 + Q'2 __ + G ' i 2 _ _ K C. O. F. D. 

Questions 8 3 3 et 7 4 8 
(voir 2e série, t. VI, p. /(So et et t. IV, p. 43i); 

PAR M . S . R E A L I S . 

Si les nombres entiers a, c sont racines de l'é-

quation 
.7?;t — px -f- q — o, 

on aura 
p2-h 3 y' a' = r'\ 

p2~\~ 3y'"c1 — r'"2, 

yn, y"' et r", rm étant racines entières de deux 

équations cubiques homogènes que Von peut construire, 

et dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 

et entières de p et q. Le produit rf r" rm, pris positive-

ment, sera un carré. ( S . R É À L I S . ) 
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Posant 

y' — 3 cr — Q.p, 

y" = 3b2-zp, 

y'" = - i p , 

y'y y"-> y 1 " seront racines de l 'équation 

J3 — 3 p 2 y 4- 2/?3— 27 q11= o, 

et l 'on aura, en observant que ¿7 4 - & 4 - c = o, 

p--\- 3 y' v2 = (a — b)* (a — c)2 = r'\ 

/>*4- 3y" b2 = (b~c)2[b- „)' = r"% 

/?2-!- 3 j " V = (c — — b)2 = r"». 

Ces formules font voir que 

r W " = [{a —b)[b — c) (c — «)]% 

et permettent de construire l 'équation ayant /•', r f\ r m 

pour racines, savoir 

r2— 3pr2 -h 4/?3— 27 q2 — o. 

Si a , 6, c sont entiers, les y et les r sont aussi néces-

sairement entiers. 

De là l 'énoncé de la question. 

Ajoutons que l 'on déduit de ce qui précède 

r'2-\- r"2 4- r'"2 — (3/?)'-. 

Ces formules, où p peut représenter tout nombre de la 

forme 3 //2 4-*>% et où les valeurs numériques des entiers 

r' , rm donnent un produit égal à un carré, ces for-

mules, dis-je, expriment une propriété du nombre 3 p 

qui nous paraît digne d'être signalée. 

Note. — La solution de la question 833 entraine celle de la question 
analogue 748 (voir 2e série, t. IV, p. /¡3t ). 
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B I B L I O G R A P H I E . 

D Y N A M I Q U E A N A L Y T I Q U E ; par M . Érnile Mathieu. Paris, 

Gauthier-Vi l lars , 1878. l n - 4 ° . Pr ix : i 5 francs. 

Quand la deuxième édition de la Mécanique analy tique de Lagrange 
parut au commencement de ce siècle, elle était une œuvre accom-
plie; mais Poisson, Hamilton, Jacobi et d'autres géomètres ont, 
depuis, notablement accru l'héritage de Lagrange. Aussi M. Ber-
trand dut-il, en publiant la troisième édition, l'enrichir de Notes 
destinées à la mettre au niveau de la Science. Mais ces découvertes 
étaient assez importantes pour qu'on désirât voir fondre les nou-
veaux résultats avec les anciens, et c'est ce qui a déterminé l'au-
teur à composer l'Ouvrage actuel. On peut juger des résultats dont 
la Mécanique s'est enrichie depuis Lagrange par la seule Section II, 
consacrée à des travaux qui datent déjà de plusieurs années. Voici, 
d'ailleurs, le contenu des neuf Sections. 

La première renferme les théorèmes généraux de la Dynamique, 
des remarques sur la stabilité d'un système libre, les équations 
d Hamilton et le théorème de Gauss. 

La deuxième renferme l'équation aux différences partielles d'Ha-
milton, son emploi pour intégrer les équations de la Dynamique, 
des considérations générales sur les équations aux différences par-
tielles du premier ordre et sur les conditions d'intégrabilité, sur les 
intégrales secondes des équations de la Dynamique, la solution si-
multanée de deux équations linéaires aux différences partielles con-
sidérées par Jacobi, pour arriver au théorème de Poisson, et l'a-
baissement des équations de la Dynamique par suite de l'équation 
des forces vives ou des intégrales des aires. 

La troisième renferme des applications des théories précédentes 
au mouvement d'un point matériel. 

La quatrième traite du mouvement de rotation d'un corps solide, 
et la cinquième de la théorie des mouvements relatifs. 

La sixième traite de la transformation des équations différentielles 
de la Dynamique, delà théorie des dérivées principales, due à l'au-
teur, et des équations différentielles de la Dynamique dans le cas 
d'équations de condition entre les variables. 

La septième est relative à la théorie des perturbations, et la hui-
tième aux problèmes de la Dynamique pour lesquels ont lieu les 
trois équations de la conservation des aires. 

Enfin la neuvième est relative au mouvement des projectiles. 
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C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E 

( A N N É E 1 8 7 7 ) 

( voir série, t. XVI, p. 379) ; 

P A R M . L E Z . 

Composition de Mathématiques. 

On donne Véquation — = i d'une hyperbole 

rapportée à ses axes et les coordonnées v) d'un 

point M de son plan. 

Par le point M on mène deux tangentes à Vhyper-

bole la touchant aux points A et B : trouver Véquation 

du cercle passant par les points A , B et le centre O de 

l'hyperbole. 

Ce cercle rencontre l'hyperbole en deux points C et 

D, distincts de A et de B : trouver Véquation de la 

droite C D . 

Si le point M décrit une droite du plan, aux diverses 

positions du point M correspondront diverses positions 

de la droite C D : quel est le lieu des pieds des perpen-

diculaires abaissées du centre de l'hyperbole sur ces 

droites ? 

On sait que, par rapport à l 'hyperbole, dont l'équation 

est 

(1) b2x2 — a2 y2 — a2b2-10 

la polaire A B d'un point M v) a pour équation 

b2^x — a2vy — a-b2 = o. 

O r , une conique passant par les quatre points où 

cette droite et une autre Bx -f- Ay— AB = o rencon-

Ann. de Mathémat'2e série, t . XVII. (Mai 1878.) l 3 
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trait la courbe (i) sera représentée par 

b7x2 — a2y2 — a2b2 

— K(6'fur — a2vy — a2b7) X -4- Ay — ÄB) = o, 
soit 

(b2 - KB^V) + (KAß2v — a2)y2 

H- K (Ba2v — Ab2p)xy -4- K (Ba2b2 -4- À B £ > ) x 
-4-K {Aa2b* — ABÖ2V)J— a7b2{i -+-KAB) = o. 

Pour que la conique passe par l 'origine O des coor-

données, i l faut que K = — ¿ j ' e t ' P o u r qu'elle de-

vienne u n cercle, on doit avoir 

Bai»=Ab1[i et b2 H- a2 = KBb2 p + KAa 'v . 

De ces trois relations ou tire 

b*?* -hf lS 2 
A = 

B = — 

K = 

ô ' [ i ( a 7 -4- b2) 

b*n7 4,j2 

a'v [a'-h b2) 

a2b2(a2 -h b2)2 

{bA\* -h «S 2) 2 

Il est maintenant facile de trouver que le cercle pas-

sant par le centre de l 'hyperbole et par les points A , B, 

C , D a pour équation 

p. (fl46J-f- a*b4— b*p2— a*v2)x 

v (a*b2 -4- à1 b* -f- b*p2 -f- aW)y _ .. o, 
bx [aW — b2p2) 

et que la droite C D est représentée par 

(2) b2p[a2 -f- b2)x -h a2v {a2 -4- b2) y -f- b*p2 -f- a*v2 = o. 

L'équation de la perpendiculaire abaissée du centre O 

sur C D est 
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Cette perpendiculaire rencontre C D en un point 

ayant pour coordonnées 

¿>V a2v 
[O ) X z= , Y — • 

{ J a2 -h b2 a* -h b2 

O r , le point M décrivant la droite 

(4) n x m y — mn = o, 

les variables v sont liées par la relation 

( 5 ) n jx - f - m v — /w/2 = o . 

Pour obtenir le l ieu cherché, i l suffit d'éliminer v 

entre les relations (3) et (4) , ce qui donne 

b2m2(a2 -4- b2) y -1- a2 n (a2 -4- b2) x -+- a2b2mn = o, 

équation qui représente une droite. 

Note. — Solutions analogues de MM. E. Fauquembergue, maître ré-
pétiteur au lycée de Saint-Quentin; Gambey; Moret-Blanc; Thornton. 

CONCOURS D'ADMISSION A L ' Ë C O L E NORMALE SUPÉRIEURE 

(ANNÉE 1 8 7 7 ) ; 

P A R M . A . T O U R R E T T E S . 

On considère toutes les coniques circonscrites à un 

triangle A B C rectangle en A , et telles que les tangentes 

en B e i C à ces coniques aillent se couper sur la hauteur 

du triangle. On demande : 

i° Le lieu du point de concours des normales en 

B e i C f l ces coniques ; 

2° Le lieu des centres de ces coniques ; on distinguera 

les points du lieu qui sont centres des ellipses de ceux 

qui sont centres des hyperboles ; 
i 3 . 
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3° Le lieu des pôles d'une droite quelconque D. Ce 

lieu estune conique; on considère toutes les droites D 

pour lesquelles cette conique est une parabole, et Von 

demande le lieu des projections du point A sur ces 

droites. 

Je prends pour axes les côtés AB, A C du triangle, et 

je pose AB = a , A C = b. Soit M{a,/3) un point pris sur 

la hauteur A D du triangle -, je tire MB, M C que je con-

sidère comme deux tangentes à Tune des coniques cir-

conscrites au triangle. 

i ° Les coefficients angulaires de ces tangentes étant 

—Ê—, ? Î!, ] e s normales en B et C auront pour équa-
a — a CL 

tions 

t \ ° — a / (1) y == — - [x- a)> 

( 2 ) 

pour avoir le lieu des points de concours de ces normales, 

il suffit d'éliminer a , (3 entre ( i) , (2) et l'équation 

(3) aoL— &p = o, 

qui exprime que le point M est sur la hauteur AD. On 

trouve sans peine les deux équations 

ay -I- bx — ab = o, 
ax — by z=z a2 — b2. 

La première est l'équation de C D et répond au cas où le 

point M est à l'infini.sur A D : alors la conique circon-

scrite est un cercle. 

La deuxième donne une parallèle à la hauteur, que 

l 'on construira facilement. 

Pour avoir l'équation générale des coniques circon-
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scrites au triangle, je forme celles des tangentes : celle 

de M B , 

(4) ( j - f ) ( a - a ) - - « ) = ( > , 

celle de M C , 

(5) a ( r _ p ) H - ( * _ p ) ( * _ a ) = o , 

et celle de BC, 

(6) ay -f- b r. — ab — o. 

Alors l 'équation 

X [ a ( r — [b— P) (x — a ) ] — \{ay+bx — ab)2 — o, 

où "k est un paramètre arbitraire, est celle des coniques 

inscrites dans l 'angle B M C ; en exprimant qu'elle est 

satisfaite par les coordonnées du point A , j 'aurais l'équa-

tion demandée, que l 'on met aisément sous la forme 

( 7 ) b -f- ab xy -f- a a j 2 — ab px — abcny — o, 

après avoir supprimé le facteur ab — a ( 3 — ba\ ce fac-

teur ne devient nul que quand le point M est en D ; alors 

la conique est l 'ensemble de deux droites confondues 

avec C B . Elle ne répond donc pas à la question. 

Le lieu des centres des coniques (7) s'obtiendra en 

éliminant a , ¡3 entre les dén\éesffx = o = o, tirées 

de l'équation ( 7 ) , et l 'équation (3) . On trouvera 

(8) *'—J* — ±(ax—by) = o, 

équation d'une hyperbole équilatère ayant ses asymptotes 

parallèles aux bissectrices des axes, l e centre au point 

ty et passant par l 'origine, où elle est tangente à la 
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hauteur A D , et par les mil ieux E , F , H des trois côtés 

A B , A C , C B . 

Le binôme caractéristique des coniques (7) est 

a h — a u moyen de ( 3 ) , ¿ 2 — 4 a § -

Donc, si 

b2 — 4 a 2 <C ellipses, 

b2 — 4 a2 = o, parabole, 

£ 2 — 4 a 2 > o , hyperboles. 

Je construis les deux droites K l , K T , données par 

a = ± et qui vont couper A D prolongée en des points 

I el I' (*). 

Par conséquent, si M , étant toujours sur la hauteur 

L ' A D L indéfiniment prolongée, se trouve entre les deux 

parallèles I K , F K ' , les coniques (7) seront des hyper-

boles ; s'il se trouve en dehors, sur IL ou l ' L ' , elles 

seront des ellipses. 

Reste à savoir quelles seront les différentes parties de 

la courbe (8) qui répondent aux positions successives de 

M . Je remarque que, si l 'on joint le point M au milieu 

H de C B , le second point d'intersection sera le centre de 

la conique (7) correspondante. 11 est facile de voir que 

les droites IH et F H sont respectivement parallèles aux 

asymptotes de l 'hyperbole (8) et que la tangente en H 

est parallèle à la hauteur A D , parce que les points A et 

H sont symétriques par rapport au centre de l 'hyperbole. 

Si donc le point M se déplace de I vers L et de I' vers 

L', on aura la branche de droite 5 s'il se déplace entre I 

et I', 011 aura la branche de gauche. 

En résumé, les centres des ellipses sont sur la branche 

(*) Le lecteur est prié de faire la ligure. 
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de droite, et ceux des hyperboles sur la branche de 

gauche. 

3° Soit mx —f— Tiy —H p = o l 'équation de la droite D . 

Son pôle par rapport aux coniques (7) sera donné par 

2 b px -4- aby — ab p abx -4- lacny — aba 

ni n 
ab 6.r -f- ab car. 

On aura le lieu des pôles en éliminant a et ¡3 entre ces 

deux équations et l 'équation (3) -, ce qui donne 

( ip -f- am ) x2 — ( an — bm ) xy 
^ î —[ip -4- bn)y2 — apx-\- bpy = o. 

Cette conique sera une parabole, si l 'on a 

(10) [an -+- bm)2 -4-8j» ( «w-f- bn) -f- i 6 / ? 2 = o (*). 

L e l ieu des projections du point A sur la droite D, quand 

la conique (9) est une parabole, s'obtiendra en éliminant 

m,n,p entre (10) et les deux équations 

mx ny -hp = o, 

my — nx •=. o. 

O n en tire 

~ — - P y 

x2 4- y2 x2 -f- y2 

que l'on substitue dans ( 1 0 ) . Il vient 

i6(x2 -\-y2) — 8 [ a x - + - b y ) [ x * -4-y 2 ) -+- [ay -+- bx)2 

(*) Lorsque les coefficients m, n, p remplissent la condition exprimée 
par la relation (10), la droite D est tangente à l'hyperbole équilatère 
que l'équation (8) représente; il s'ensuit que le lieu des projections 
du point A sur la droite D est la podaire de A par rapport à cette 
hyperbole. (G.) 
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ou, en coordonnées polaires, 

p = ~ («cosò -+- ¿sin9)d=^ sjà1 — b2 y/côs29. 

Cette courbe se construit facilement au moyen du cercle 

p, — Ì [a cos9 -f- sin6), 

et de la lemniscate 

p2 = ± s/a"1 — b2 \Jcos 2 0. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Genty, Fauquem-
bergue, Moret-Blane, Gambey. 

La solution de M. Genty est entièrement géométrique. 

CONCOURS D'ADMISSION A L ' E C O L E C E N T R A L E . 

Iro SESSION. — JUILLET l8 7 7. 

( v o i r 2° série, t. XVII , p. 29); 

PAR M. J. C H A M B O N . 

On donne un triangle A O B , rectangle en O , et Von 

considère toutes les hyperboles qui passent aux points 

A et B et ont leurs asymptotes parallèles aux côtés 

O A , O B . 

i0 Former Véquation générale de ces hyperboles 

20 Former Véquation du lieu des sommets de ces 

hyperboles et construire ce lieu ; 

3° Prenant un point P sur le lieu trouvé, construire 

celle des hyperboles considérées quia un sommet en P , 

et reconnaître sur quelle partie du lieu doit être ce 

point P , pour que A et B appartiennent soit à une 
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même branche, soit aux deux branches de cette hyper-

bole. 

i° En prenant pour axes des coordonnées les côtés 

O A , OB du triangle AOB, l'équation générale des hyper-

boles satisfaisant à l'énoncé du problème aura la forme 

xy ¡J. x vy -î- 1 o ; 

et, si a et b sont les longueurs O A et OB, ces hyperboles 

devant passer aux points A et B, les paramètres X, 

satisfont aux relations 

u. ¿z -i- — o, vb-\-\ — of 

en vertu desquelles l'équation précédente devient 

( M - ' H -
2° Le lieu des sommets des hyperboles ( i ) s'obtiendra 

en éliminant À entre l'équation ( i ) et l'équation géné-

rale de l'axe de ces hyperboles. Or les coordonnées du 

centre étant x = y = ^ l'équation générale de l'axe 

est 

, , \ \ 

( 2 ] = 

ou 

(3) 

suivant que Ton considère l'une ou l'autre des bissec-

trices des angles des asymptotes. 

En éliminant X entre ( i ) et (2), et simplifiant le résul-

tat, on a l'équation 
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E l , en éliminant le même paramètre entre ( i ) et (3), 

on trouve pour résultat 

œ2 Y2 

h -, x—y= o. 
a b 

Transportons les axes des coordonnées, parallèlement 

à eux-mêmes, au point x = ^ y = centre commun de 

ces deux courbes, les équations de ces dernières de-

viendront respectivement 

( 4 ) ^ 

a b 4 

(5) t + > l - l ± Ì = o. 
a b 4 

Les quantités a, b étant positives, le lieu des som-

mets des hyperboles ( i ) se compose d'une hyperbole et 

d'une ellipse ayant même centre, même direction d'axes 

et circonscrites au rectangle O A C B , construit sur les 

côtés O A , OB du triangle A O B ] en outre, ces deux 

courbes sont homofocales, et la distance du foyer au 

l~àl b2 /b2 ?" . , 
centre est y / ^ — ou y £ suivant que a est plus 

grand ou plus petit que b ; Taxe transverse de l'hyperbole 

est parallèle au plus grand des côtés O A , OB du triangle 

A O B . 

Dans le cas particulier où le triangle AOB devient 

isoscèle, l 'hyperbole se réduit aux diagonales du carré et 

l'ellipse au cercle circonscrit à ce carré. 

3° Si l'on remarque que le lieu des centres des hyper-

boles (1) est la. diagonale O C du rectangle O A C B , pour 

avoir le centre de celle de ces hyperboles qui a son som-

met en un point P , pris soit sur l 'hyperbole, soit sur 

l'ellipse, il n'y a qu'à mener par ce point une parallèle 
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à la bissectrice de l 'angle A O B dans le premier cas, et 

de son supplément dans le second cas, parallèle qui coupe 

la diagonale O C au centre cherché. L'hyperbole deman-

dée est alors facile à construire. 

De la manière d'obtenir ce centre résultent les con-

séquences suivantes : 

Lorsque le point P est sur l 'hyperbole (4) } le centre 

correspondant de l 'hyperbole ( i ) se trouve toujours en 

dehors du rectangle et, par suite, les points A et B , situés 

dans le même angle des asymptotes, appartiennent à la 

même branche. 

Lorsque le point P est situé sur l 'ellipse (5), le centre 

de la courbe ( i ) est à l ' intérieur du rectangle et, par 

suite, les points A et B appartiennent aux deux branches 

de l 'hyperbole ( i ). 

Note. —La même question a été résolue par MM. Lez, Moret-Blanc, 
Gambey, À. Boilleau, Georges Lambiotte. 

M. Boilleau a généralisé la question, en supposant que les droites 
OA, OB forment un angle quelconque donné. 

CONCOURS D'ADMISSION A L ' É C O L E C E N T R A L E 

( voir 28 sér ie , t. XVII , p. 3i ); 

2 e SESSION. 

PAR M. MORET-BLANC. 

On donne un trapèze isoscèle A B C D dontla hauteur 

est ih, la demi-somme des hases 2<2, et les angles obtus 

a. On considère toutes les coniques circonscrites à ce 

trapèze : 

Former l'équation générale de ces coniques 

2° Trouver le lieu des points de contact des tangentes 
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menées à chacune d'elles parallèlement au côté BC, et 

construire ce lieu, après avoir vérifié que le côté BC en 

fait partie; 

3° Étant donné un point de ce lieu, reconnaître le 

genre de la conique circonscrite au trapèze9 qui passe 

par ce point. 

i ° Prenons pour axe des x la droite qui joint les mi-

lieux des côtés non parallèles du trapèze et le milieu de 

cette droite pour origine des coordonnées rectangulaires. 

Si l 'on pose t a n g a = m , les équations des bases et des 

côtés non parallèles du trapèze seront respectivement 

yzph — o, 
y -f- ma zp m x — o, 

et l 'équation générale des coniques circonscrites au tra-

pèze sera 

[y 4- ma)2— m2x2 = A (y2 — h2) 
OU 

( i ) m2x2 [A— î )y2 — imay — m2a2 — Ah2 = o. 

La courbe est une ellipse, une parabole ou une hyper-

bole, suivant que k est supérieur, égal ou inférieur à î . 

2° Les points de contact des tangentes parallèles à 

B C doivent satisfaireen outre à l 'équation J'x -f- mfy = o 

ou 

( i ) m x -f- ( A— i )y — ma = o. 

On obtiendra l 'équation du lieu des points de contact 

en éliminant A entre les équations ( i ) et ( 2) . De la der-

nière on tire 

m [a—x) . y -f- ma — mx 
/ - l r r - 1 i, A=it , 

y r 
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et, en substituant dans l 'équation ( i ), il vient 

[y — mx -f- ma ) [m [xy -f- ay) -f- A2] = o, 

équation qui se décompose en deux autres 

y — mx H- ma — o, 

y {x-ha} = ' m 

La première représente la droite B C , qui appartient 

au lieu cherché. En effet, le système des droites AD, BC 

fait partie des coniques circonscrites au trapèze, et la 

droite BC est sa propre tangente. 

La seconde représente une hyperbole équilatère ayant 

pour asymptotes l 'axe des x et la parallèle à l 'axe des y 

menée par le milieu de A D . Elle passe par le point 

y ~ h, x——a =— «4-/tcotÎ7r — a)> 
m 

facile à déterminer ( * ) . Connaissant les asymptotes et un 

point, il est facile de construire la courbe. 

3° x et y étant les coordonnées d'un point donné du 

lieu, on a 

— mix — a) 
A- — i = ^ ; 

r 

ce point appartiendra à une ellipse si x — a et y sont de 

même signe, car — m est positif ; il appartiendra à une 

hyperbole si x — a et y sont de signes contraires, et «à 

une parabole si x = a. 

(*) Ce point est le point donné D. La droite AD, dont l'équation est 
mx -h ma = —y, coupe l'hyperbole aux points A et D. Le côté AD du 
trapèze est un diamètre de cette hyperbole, dont le conjugué est égal et 
parallèle à BC. * (G.) 
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Les points de contact appartenant aux hyperboles sont 

donc compris entre les droites x = — a et x = H- a -, les 

points en dehors de ces deux parallèles appartiennent 

aux ellipses. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Lez, Gambey et 
Georges Lambiotte, élève à l'École Polytechnique de Bruxelles. 

CONCOURS D'ADMISSION A L ' É C O L E S P É C I A L E MILITAIRE 

(ANNÉE 1 8 7 7 ) . 

2° QUESTION 

(voir 2a série, t. XVI, p. 3ao); 

P A R M . R O B A G L I A . 

Résoudre téquation x H- \J a1 — oâ =b, dans laquelle 

les quantités données a et b sont supposées réelles et 

positives. 

Donner la condition de réalité des racines et, en la 

supposant remplie, examiner si les racines satisfont 

toutes à Véquation. 

I. Les racines de l 'équation proposée étant 

.r' ~ 1 (ô -+- \jia-— b%) et = ~ {b — yj ia2 — b1) (*), 

la condition de réalité est i a s — o. 

La racine a/7 satisfait à l 'équation x \Ja2 — x 2 = 6, 

a% 

(*) x' et x" sont les racines de l'équation x-—bx-\ - = o 

qu'on obtient en faisant disparaître le radical de l'équation proposée 
x -+- ^a* — x° — b. L^équation x—\]cr—x2 = b conduit de même à 

bs — a-
x*- — bx-i — =. o, et c'est pourquoi il y a lieu d'examiner si les 

racines x' et x" satisfont toutes deux à l'équation proposée. 
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car, ea remplaçant x par \ (b — \j — ¿ 2 ) , on a 

b—y/2a2 — b2 -h y 2«2 -h ib\J 2 a2 — b2 

H- yla2 — x2 — - — b * 
2 

Mais la racine x' ne satisfera à l 'équation que si l'on 

a b>a{**). 

CONCOURS D'ADMISSION A L ' É C O L E S P E C I A L E MILITAIRE 

(ANNÉE 1 8 7 7 ) . 

3 e QUESTION 

( voir 2e série, t. X V I , p. 320 ) ; 

PAR M. SONDAT. 

On donne un demi-cercle construit sur A B comme 

diamètre, et Von mène la tangente B T au point B. 

Cela posé, on demande de mener par le point. A la 

(*) Le radical -+- \j 1 cr->r'ib a}—b* = b -+- sj2 à1 — b3 ; donc 

b — a2 — b*~ -2 a * 1 b \J 1 a~ — A2 2 b ^ 

2 2 

(**) La substitution àe-[b-Jr-^2a-—6*) à x donne 

/-- b s] la1—b'2 H- 2 a%— ib \j ia%— b* 
x' y a* — x — —— . 

Pour on a + ^2«2 — 2 b y/2 à1 — b* — b — \ji a- — ¿>% et par suite 
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sécante A M N (M et N étant les points où elle coupe la 

demi-circonférence et la tangente B T ) , telle que si Von 

fait tourner la figure autour de A B , le volume engendré 

par la portion de cercle A M B soit équivalent au volume 

engendré par la surface M N B qui est limitée par les 

droites M N , NB et l'arc de cercle MB. 

Je mène la perpendiculaire M C au diamètre A B , et 

j 'appelle R le rayon du cercle ; v et ^ les volumes en-

gendrés par le triangle ABN et la portion de cercle 

A B M . 

On doit avoir 

et, comme r = \ttR.BjN2 et = j * R . MC 2 -f- - ^ R . BC% 
en considérant ce dernier volume comme engendré par 

le triangle A M B et le segment M B , il vient 

BN2 = 2 MC2 -f- BC% 

ou, en remplaçant M C 2 BC2 par MB 2 , 

BN2 — MB2 = MC2 

ou encore 

MN2 m MC2. 

Il en résulte que MN = M C , ce qui entraîne l'égalité 

des triangles A M C e t B M N , et par suite des côtés A C et 

M B . 

mais, lorsqu'on a h O , il en résulte 

-+- y/?, a5 — ibsjl a- — ù* = yj'i a3 — lr — b ; 

d'où 

.r'-b sja- — x'" = \J2 a1 — b* > b. 

La racine x' satisfait alors à l'équation x — \Ja* — x* = b. 
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En désignant pai\r chacun de ces deux côtés,le triangle 

A M B donne 

A M 2 = 2 , K X = 4 R 2 — S? ; 

d'où l'équation 

x3 -4- i K x — 4R2 = o, 

et, en rejetant la solution négative dont la valeur absolue 

excède le diamètre, 

Note. — La même question a été résolue par M. B. Robaglia. 

CONCOURS GENERAL DE 1 8 7 7 . 

M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S , 

PAR M. MORET-BLANC. 

Rechercher les surfaces S du second degré sur les-

quelles existe une droite D , telle que Vhyperboloïde de 

révolution H, quia pour axe une génératrice rectiligne 

quelconque G de la surface S , et du même système 

que D , et qui passe par la droite D, coupe orthogona-

lement la surface S en tous les points de cette droite, 

Si Von considère tous les hyperboloïdes H, qui se 

rapportent à une même surface S jouissant de la pro-

priété énoncée : 

I ° Trouver le lieu des sommets A et celui des foyers 

(*) Cette valeur de x montre que le point C s'obtient en divisant le 
diamètre AB, en moyenne et extrême raison. Le plus grand des deux 
segments de cette division est AC. 

Ann. de Mathém2e série, t. XVII. (Mai 1878.) 
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F des hiperboloides H' conjugués des hyperboloïdes H-, 

Par l'un des foyers F de Vhyperboloïde H', on 

mène un planV parallèle à la perpendiculaire commune 

aux deux droites G et, D, et faisant avec cette dernière 

un angle supplémentaire de celui que fait avec cette 

même droite l axe G de V hyperboloïde H; trouver le 

lieu de la droite qui joint le point ou le plan P coupe 

la droite D a. Vun des points où ce plan coupe la 

courbe d'intersection de la surface S et de Vhyper-

boloïde H. 

La normale à l'hyperboloïde H en un point de la 

droite D, perpendiculaire à cette droite, devant rencon-

trer l'axe de Thyperboloïde, c'est-à-dire une généra-

trice quelconque G de la surface S, du même système 

que D, est une génératrice du second système. Cette 

condition, qui est nécessaire, est suffisante, car en tout 

point de la génératrice commune D, la normale à H 

étant contenue dans le plan tangent à S, les deux sur-

faces se couperont orthogonalement en tous les points 

de la droite D. 

Il résulte de là que les surfaces S sont des paraboloides 

hyperboliques à plans directeurs rectangulaires. 

Si l'on prend la droite D pour axe de z , les plans di-

recteurs pour plans des xz et des xy, et la génératrice du 

second système perpendiculaire au premier plan direc-

teur pour axe des y , l'équation des surfaces S, abstrac-

tion faite de leur position dans l'espace, sera 

( S ) yz = kx> 

h étant une constante pour une même surface S, et va-

riant d'une surface à l'autre. 

Les équations des génératrices du premier système 
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(celui de I)) sont 

1 = ) 
iG) / i > équations de Taxe. 

i Z — X 5 \ 
[ f* î 

i ° Le centre de l 'hyperboloïde H est sur l'axe O y à la 

distance fxk de l 'origine ou de la droite D ; l'équation de 

cet hyperboloïde, rapporté à son centre et à ses axes, est 

— - j j - | # Four le rapporter aux axes primitifs, 

il faut transporter l 'origine au point O et faire tourner 

les axes Oxf et O^' de l 'angle a , dont la tangente est p. 

Les formules de transformation sont 

y'-=iy— p,/-, x'=: ¿ r c o s a — z sina, z — x sina -4- z cosa. 

L'équation de Thyperboloïde H devient, en chassant 

les dénominateurs, 

(cos2a — pt'sin2a).r2 -f- J 2 - f - (sin2a — y? cos2 a) z2 

— 2 f i -f- p2 ) sin a cos a .rs — 2jx = o. 
Mais on a 

P- i 
sina — - cos a — — • ; 

v' i -h [j2 s!1 K 

en remplaçant sin a et cosa p a r l e u r s valeurs, il vient 

( H ) ( I — P2) .Z'2 - b J 2 — 2 a xz — 2 u.ky — o. 

2° Les sommets de l 'hyperboloïde conjugué H' sont sur 

l 'axe, à une distance du centre égale à Zr, et les foyers à 

la distance Ày i -f- p,2. 

O n a donc pour coordonnées des sommets, a étant 

l'angle de l 'axe avec Ô Z , 

X — =t= h sin a == dz — ? 

v/i + [S 

r = p./-, z — d t / cos a = 

>4-
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d'où Ton tire, en éliminant u, 

Jt2 -h z 2 = k \ 

yz = hx\ 

le lieu des sommets est l ' intersection du paraboloïde S e t 

du cylindre x 1 -f- 22 == A2. Les coordonnées des foyers sont 

.r — zfcjuA, z~±k. Les foyers sont donc situés 

sur les deux droites z y ~ x et z =—i, = — x. 

3° Si , par le foyer F (x = ¡¿h,y = u.h, z = A), on mène 

un plan P parallèle à la perpendiculaire commune aux 

deux droites G e t D , c'est-à-dire parallèle à l 'axe Oy, et 

faisant avec D un angle supplémentaire de l 'angle que 

l 'axe G fait avec D , ce plan coupera évidemment la 

droite D à la distance z = ik de l 'origine. L e l ieu des 

droites qui joignent ce point à l 'un des points où ce plan 

coupe la courbe d'intersection des surfaces S et H est 

donc un cône. 

On a : 

Equation du plan P : 

( 1 ) p z -+- .r = 2 p. k ; 

Équation de la surface S : 

(2) yz = Ax; 

Equation de Vhyperboloïde H : 

( 3 ) ( 1 — y2) x2 -h y7 — 2 ¡ixz — 2 p hy = o ; 

Équations d'une génératrice du cône: 

X Y Z — 1 h 1 
x y z—2/- ~~ >. 

On obtiendra l 'équation du cône en é l i m i n a n t e , y , z , 

X, p. entre ces six équations, ce qui donne, en remettant 

les petites lettres, 

(5) {z — 2*2) (¿c2 -\-y2)(5x — 2y) — x4 (x — 2y) = o. 
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Remarque. — Tous les plans P passent par la droite 

z =z 1 k, x = O, 

qui se trouve ainsi introduite dans l 'équation du eône 

comme solution étrangère. 

O n trouverait de même, en remplaçant le foyer F par 

le foyer F ' , le cône 

(z -+- a/-)2 (x7 + j 2 ) (3 x -4- iy) —xA(x -h iy) = o, 

renfermant la solution étrangère z = — 2À", x = o. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Escary et Gambey. 

CONCOURS GÉNÉRAL M 1 8 7 7 

• (voir ?.e s é r i e , t. X V I I , p. 106); 

MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES. PHILOSOPHIE. 

RHÉTORIQUE. SECOWnE. TROISIEME. 

PAR UN ABONNÉ. 

I. — Mathématiques élémentaires. 

Étant donnés deux plans P et P' et un point A hors 

de ces plans, onconsidére toutes les sphères qui passent 

par le point A, et qui sont tangentes aux deux plans 

donnés : 

i° Trouver le lieu de la droite qui joint le point A au 

centre de la sphère variable ; 

2° Trouver le lieu du point ou celte sphère touche 

l'un des plans. 

Dans le cas le plus général, les plans P , P ; se coupent, 

et le point A est situé dans l ' intérieur de l 'un des angles 

dièdres formés par P et P' . Le centre C de la sphère 
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variable appartient au plan bissecteur de cel angle 

dièdre. Les projections c, c' de G sur les plans P , P' 

sont les points de contact de la sphère ot de ces plans. 

Soient A a la perpendiculaire menée du point A sur 

le plan bissecteur ; A ' l e symétrique de A , par rapport à 

ce plan 5 p les points où la perpendiculaire A« pro-

longée coupe les plans P , P ' . Il est clair que Af est un 

point de la sphère dont C est le centre, et qui passe en 

A , et que la droite pc est tangente à la sphère en c. On 

adoiic/?c = y/ />A? X p'K 5 il s'ensuit que le lieu du pointe 

où la sphère variable touche le plan P est une circonfé-

rence qui a pour centre le point p , et pour rayon la 

moyenne géométrique entre pA' et /?A, De même, le 

lieu du point c' est une circonférence dont p est le centre 

et qui a pour 1ayon \jp'A' X p'A. Ces deux circonfé-

rences sont égales et symétriques par rapport au plan 

bissecteur. 

La ligne plane décrite par le centre C de la sphère va-

riable, se projetant suivant une circonférence sur le plan 

P , est, comme 011 sait, une ellipse. Le point a est le 

centre de cette ellipse 5 ses axes se déterminent aumoyen 

d'une construction bien connue. 

Par conséquent, le lieu d e l à droite qui joint le point 

A au centre de la sphère variable est 1111 cône dont la 

trace sur le plan bissecteur est une ellipse déterminée, 

et qui a pour sommet le point donné A . 

Lorsque les plans P , P' sont parallèles, le centre C de 

la sphère appartient à un plan parallèle à P et P' et 

equidistant de P etP'. La ligne décrite par Cse projetant 

en vraie grandeur sur le plan P est une circonférence, et 

le lieu de la droite A C est un cône de révolution. 

Note. — Même sokitioii de MM. Moret-Blanc et Gambity. 
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I I . — Philosophie. 

Étant donnée une sphère de rayon R , trouver : 

i° Le lieu du sommet d'un trièdre dont les trois 

arêtes sont tangentes à cette sphère, et dont les trois 

faces sont égales chacune à 60 degrés ; 

20 Le lieu du sommet d'un angle trièdre dont, les 

plans des trois faces sont tangentes à la même sphère, 

et dont les trois angles dièdres sont égaux chacun 

à 120 degrés. 

i ° Soient SA, SB, SC les trois arêtes tangentes aux 

points A , B , C à la sphère dont le centre est 0 , et le 

rayon R. Il résulte des données de la question que les 

six arêtes du tétraèdre SABC sont égales entre elles. La 

droite OS est perpendiculaire au plan ABC, en un point 

M, centre du cercle circonscrit au triangle équilatéral 

A B C . On a 

CM = ® = ^ 
s/3 

et 
OC X SC — OS X CM 

ou 
c r 

R.SC — OS —^ ; 
V'3 

donc 

OS = R y/3 • 

Le lieu du sommet S est donc une sphère concentrique 

à la sphère donnée, et dont le rayon est R y/3. 

20 A , B , C désignant les points de contact, les trois 

faces du trièdre O A B C sont égales chacune à 60 degrés. 

Les six arêtes du tétraèdre OABC sont égales à R . 

On 

R 
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et 

D'autre part, le triangle rectangle O C S donne 

Le lieu du sommet S est une sphère concentrique à la 

sphère donnée, et dont le rayon 

Par un point A , pris en dehors d'une circonférence 

donnée O, on mène à cette circonférence une tangente 

AB, terminée au point de contact B, et Von demande 

quelle doit être la distance A O pour que, en faisant 

tourner la figure autour de cette droite, Vaire de la 

surface engendrée par AB soit la moitié de la surface 

engendrée par la circonférence O. 

Menons BH perpendiculaire sur A O , et posons 

BH = /i, OB = r, OA = x» Les aires engendrées par AB 
et par la circonférence ont respectivement pour valeurs 

7 t . O B . A H , e t 4 t t . O B 2 ; d ' o ù 

7 r . O B . A H = 2 7 r . O B 2 , A H — 10B = 2 r. 

Le triangle rectangle ABO donne AB2 = A O X A H , 
ou 

x- — r2 -r x X 2 r, x2 — 2 rx — r1 — o ; 

Note. — Même solution de M. Moret-Blanc. 

I I I . — Rhétorique. 

x = r f- r \ j i ~ /'(i y2). 
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I V . — Seconde. 

La perpendiculaire abaissée du sommet de Vangle 

droit ¿V un triangle rectangle sur Vhypoténuse partage 

ce triangle en deux triangles partiels : démontrer 

que le carré du rayon du cercle inscrit dans le 

triangle total est égal à la somme des carrés des 

layons des cercles inscrits dans les triangles partiels. 

Cette proposition résulte immédiatement de ce que 

les rayons des cercles inscrits dans des triangles sem-

blables sont proportionnels aux côtés homologues de ces 

triangles. 

V . — Troisième. 

Soit A B C un triangle dans lequel Vangle À est droite 

et Vangle B double de Vangle C . On construit en 

dehors du triangle A B C : i ° sur Vhypoténuse B C le 

carré B C D E ; sur le côté A B , le triangle equilateral 

A B F ; 3° sur le côté A C , le triangle equilateral A C G . 

Oit joint le point F au point G , et au point E , extré-

mité du côté BE du carré B C D E . 

On suppose Vhypoténuse B C égale ci a , et Von 

demande de calculer : i ° les côtés A B , A C du triangle 

ABC' , la distance du point. F à la droite BE, et la 

distance du point G à la droite A F-, 3° la surface du 

quadrilatère E F G D . 

i ° Dans le triangle rectangle A B C , l 'angle C = 3o de-

grés, donc : 

i° AB =r - B C =~a, et AC=^-aK/3-
1 2 2 V 

2° Si l'on prolonge la droite E B jusqu'à sa rencontre 

avec F A en un point H, l 'angle A B H supplément de A B E 

sera de 3o degrés. Par suite, l 'angle BHFest droit : donc la 
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distance F H du point F à la droite BE est égale à De 

même le prolongement A M de F A forme avec A C un angle 

de 3o degrés; la droite F M est, par conséquent, perpen-

diculaire à G C , au point M , milieu de G C ; elle est pa-

rallèle à B C et à D E . Ainsi la distance G M du point 

G à la droite A F est égale à ^ a J 3 • 
4 

3° Le quadrilatère E F G D étant la somme des trian-

gles F D G , F D E , on a 

EFGD = - D G X FM -f- - D E X DM, 
2 2 

puisque F M est parallèle à D E . 

O r , 

DG :. DC -4- CG = a - <71/3 = - a (2 H- 4/3), 
2 2 

1 3// 
FM — Mil H- IIF — a -V-y t i = — , 

4 4 
DE BC = /i, 

DM =z: DC -h CM = a -h y a = -h V 3i • 
4 4 

Il en résulte 

EFGD + y/'3) 4- g « ' ( 4 v'3); 

d'où 

EFGD = ~ W 1 ** •+" 1 
16 

On peut aussi exprimer la surface E F G D en fonction 

de l 'hypoténuse ¿z, en remarquant que E F G D est la 

somme du trapèze E F M D et du triangle rectangle F M G , 

dont il est facile d'évaluer les surfaces. 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

1. Lettre de M. de J onquieres à M. Gerono. 

M O N S I E U R E T CHER P R O F E S S E U R , 

Vous avez bien voulu m'inviter à rechercher s'il existe 

des nombres entiers, autres que 5, dont chacun jouisse, 

comme celui-ci, de la double propriété d'être la somme 

des carrés de deux nombres consécutifs (5 = i 2 -f- 22) ei 

d'avoir pour carré la somme des carrés de deux nombres 

consécutifs (52 = 32 -f- 42 )» ajoutant que vous étiez porté 

à croire qu'il n'y en a aucun. 

La chose se prouve sans difficulté pour tous les nombres 

premiers autres que 5 et pour tous les nombres composés 

de deux facteurs simples, comme vous le verrez par la 

démonstration que j 'ai l 'honneur de vous communiquer. 

Mais il reste à chercher si le théorème est vrai pour tout 

nombre composé de plus de deux facteurs simples. 

En me livrant à cette étude, nouvelle pour moi, j 'ai 

rencontré la propriété suivante des réduites d'une cer-

taine classe de fractions continues, qui peut-être n'a 

point encore été remarquée. J'observerai pourtant que, 

dans le très-intéressant et important Mémoire de M. Lucas, 

intitulé: Recherches sur plusieurs ouvrages de Léonard 

de Pise et que vous avez bien voulu me communiquer 

hier, je trouve (p. 2) une relation semblable (au moins 

quant à l 'une des deux parties de ma proposition) entre 

les termes de même rang de la série de Lamé, qui 11e sont 

autres que ceux des réduites de la fraction continue sui-

vant laquelle se développe . Bien qu'il n'y ait pas 

une analogie complète entre ce cas particulier et le cas 



( 2 20 ) 

général que j 'ai examiné avant d'avoir eu connaissance 

de l 'ouvrage de M . Lucas, j 'ai cru ne pas devoir passer 

sous silence le rapprochement auquel le passage cité 

donne l ieu. 

Cela dit, voici la proposition dont il s'agit : 

p 
T H É O R È M E . — Si Von représente par —^ la réduite de 

rangn ^ la première étant, selon Vusage, de la frac-

tion continue suivant laquelle se développe la racine 

carrée de a2 -h i (a étant un nombre entier), on a les 

deux relations 

P2/1 ~ Pu» Qn -f-P/j-M Qn+i, 

O n en conclut, par exemple, que 5 est le seul nombre 

premier (car 1 ne doit pas être compté) qui soit et 

dont le carré soit aussi la somme des carrés de deux nom-

bres consécutifs. Je le démontre aussi par une autre 

voie qui a l 'avantage de donner à cette proposition une 

plus grande extension. 

L'élude de la fraction continue dont il est question 

ci-dessus donne encore lieu aux remarques suivantes, 

qui m'ont été suggérées par la lecture du Mémoire de 

M . Lucas. Les notations demeurant les mêmes, il est 

aisé de démontrer qu'on a toujours 

P„ P f l+I — P„_, P,H-2 = ( — I )"-' 2 rt (a3 -f- 1 ), 

P„+, = ( — 1 ( - f - 1 ) , 

Qn Q„+I - Q „ - , Q«+2 = ( — 1 )" 2 « , 

Q; - Q*-. Q«+. = ( - O'S 

Q« = .(»-.)• 
E . DE JoiNQClÈUES. 

Paris. 29 avril 1878. 
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2. Extrait d une lettre de M. S. Realis. — « . . . Per-

mettez-moi d'observer que la solution donnée (p. i 3 a ) 

de la question 1237 n ' est pas satisfaisante. Cette solu-

tion, en effet, ne convient qu'au cas très-particulier où 

sont tous des nombres pa irs ; dans les autres 

cas, l'expression proposée se trouve décomposée, par la 

formule de M . Cauret, en deux facteurs, dont l 'un est la 

somme de quatre carrés entiers, tandis que l 'autre est la 

somme de quatre carrés fractionnaires. La formule men-

tionnée ne répond donc pas à l 'énoncé de la question. » 

Dans l'égalité 

P5 + Q'' + R2 + S2 = A ( A + 2 B + 1 ) 

= (a 2 + ê2 + 72 + ^) ¡a' + ê2 + 72 + o2 + a + 6 + 7 + i + l) 

= 63 + 72 + < î 2 j [ ( 2 a + i ) 2 + ( 2 ê + l ) 2 

-+-(27-4- i ) » + ( 2 Î + l ) ' ] ( * ) , 

établie (p. i33) , le facteur 

^ [ ( 2 a + i j 2 + ( 2 g + i)2 + (27 -+- l)2 -4- ( a i -4- i ) 2] 

est effectivement la somme des carrés des quatre nombres 

r . . I -o I I ^ I 
fractionnaires a H — , b H—> y H—->0-1 • 

2 2 ' 2 2 
Mais cette somme peut toujours être transformée en la 

somme des carrés de quatre nombres entiers. Les calculs 

de cette transformation sont complètement indiqués dans 

une solution de la question 1237 , que M . Realis nous a 

communiquée. 

Deux cas sont à distinguer suivant q u e a - f - ê - h y H - ô ' 

est un nombre pair, ou impair. 

(*) Nous rétablissons ici le terme (2«?-+-i)2 qui a été omis dans 
l'impression. 
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Dans le premier, B ou * 1 ^ * ^ est un nombre 

entier, et il en est de même de 

B - f - i , B — (7 + 5), B — (6 -+ §), B — (a -{-£). 

O r , en ayant égard aux relations 

S B - A + 6 + 7 + I et A — a2 -f- ê2 -f- f -4- o2, 

on a 

A + 2 B + 1 = (B -f- i )2 H- [B — (y -h <?}]2 

_]_ [ b —'( S -h <Tî]2 -4- [ B — ( a -4- S) p ; 

donc A -f- 2B -f- x ou 

est égal à la somme des carrés cle quatre nombres en-

tiers. 

Lorsque a -h S -4- y -h S est impair , B -4- - est un nom-

bre entier, et il en est de même de B -f- - — a , B -f- - — S, 2 2 

B -f- - — 7, B -f- - — 0, et l'on a encore 

A + ?.B + 1 

donc, dans les deux cas, A + 2 B + 1 ou 

est égal à la somme de quatre carrés entiers. 

3. Une solution de la question i 237 nous a été adressée 
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par M. Pisani, trop tardivement pour qu'il ait été pos-

sible d'en faire mention dans le numéro de mars dernier. 

En nommant ip le nombre pair 

a2 4 ê ï + 7 s + i î + a + 6 + 7 + i , 

un calcul assez simple a conduit à l égalité 

P 2 + Q 2 + R 2 + S 1 = ( A2 4 - Ê2 + 72 + ) ( + I ; . 

Le nombre impair ip-\-i est, comme le remarque 

M. Pisani, égal à la somme de quatre carrés entiers dont 

deux sont égaux; reste à exprimer ces carrés entiers en 

fonction de : c'est ce qui manque à la solution 

de M. Pisani. On y prouve seulement que ip -f- i est la 

somme des carrés des quatre nombres fractionnaires 

a H » D - | — r / H — > $ -4- ce qui résulte aussi de la 
2 2 ' 2 2 ^ 

formule de M. Cauret. ( G. ) 

E X E R C I C E S S U R L E T É T R A È D R E ; 

PROPOSÉS PAR M . G E N T Y . 

1 . Si, dans un tétraèdre, les arêtes opposées sont 

égales deux à deux, on peut dire que ce tétraèdre est 

isoscele. Les quatre faces d'un tétraèdre isoscèle sont 

évidemment des triangles égaux. 

Soient a , è , c les côtés de l'un de ces triangles, 

A , B et C les angles. Soient de plus a , (3, y les médianes 

qui joignent les milieux des côtés a, b et c respective-

ment, aux milieux des côtés opposés du tétraèdre. 
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2. On a 
b2 -4- r2 — a2 

a2 — -> 
2 

C2 n2 _ 1,1 
, 

a2 -h b2 — c2 

7 ' = ï ; 

a2— p2 - f - y 2 , 

¿2=z 72 4- a2 , 

c2 a2 -4- pJ. 

3. Les médianes sont en même temps les plus courtes 

distances des arêtes opposées du tétraèdre, et elles for-

ment un trièdre trirectangle. 

4 . Les angles dièdres opposés du tétraèdre sont égaux 

deux à deux*, et, si y, tf/, 0 sont les angles dièdres qui ont 

pour arêtes les côtés a, b et c de la face A B C , on a 

sin <j> sinip sinô 
a b c 5 

et p a r su i t e 
sin <p sin 4» sin 9 
sin A sin B sin C 

5. Si V est le volume du tétraèdre, on a 

v — ^h 
3 ' 

O n a aussi 

abc , 
V = - y \J cos A cos B cos C • 

6. Si S est Taire de l 'une des faces du tétraèdre, 

on a 

2 
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On a donc aussi 

P V 4 - 7 2 A 2 -F- A 2 P 2 

__ -h b - f -c] (6 -h c — a) (c -f- a — b) [a -f- b — c) 

4 
7 . Le point d'intersection des médianes, qui est le 

centre de gravité du tétraèdre, est en même temps le 

centre des sphères inscrite et circonscrite. 

Si R et r sont les rayons de ces deux splières, on a 

R 2 = a ' p V 
4(B272 -+-7

2a2 4 - a2 J52) 
a2b2c2 cosA cosB cosC 

[a -f- h -f- c) [b -h c — a) (c -h a — b) [a -h b — c) 

„ _ a2 -+- P2 -f- 72 __ a2 -f- 62 -h c» 

8. Tous les angles plans d'un tétraèdre isoscèle sont 

nécessairement des angles aigus. 

9. Si l'on désigne par P la puissance de l 'un des som-

mets du tétraèdre par rapport à la sphère inscrite, on a 

a2b2c2 
p — 

[a b c) [b c — a) [c -r- a — b) [a -f- b — 

— Î P " + v2' (v3 < * ) + , 

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 1 2 3 2 

( voir p. ioO ) ; 

PAR M. A. PELLISSIER. 

En un point M d'une conique, on construit la parabole 

osculatrice, et Von prend le symétrique P du joyer F 

Ann. de Mathémat2e série, t. XVII. (Mai 1878.) l 5 
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de cette parabole, par rapport à la tangente en M ; 

démontrer que le point M et son symétrique N par rap-

port à P sont réciproques par rapport au cercle, lieu des 

sommets des angles droits circonscrits à la conique. 

( L A G U E R R E . ) 

La parabole osculatrice d'une ellipse au point M a 

même axe de déviation que cette dernière en ce p o i n t ; 

elle lui est tangente, et elle a même rayon de courbure. 

O n en conclut immédiatement que O M est un diamètre 

de la parabole osculatrice. Le foyer F de cette courbe 

se trouve donc sur la ligne M F , symétrique de M O , par 

rapport à la tangente M T . 

D'autre part, le rayon de courbure de l 'ellipse en M 

est 
b'z b'2 

—y OU - î 
ab «sinG 

en appelant a' le demi-diamètre O M , V son conjugué, et 

Q l 'angle de ces deux diamètres. 

Le rayon de courbure de la parabole, au même point, 
p' 

est — : — ? où P ' est le paramètre du diamètre O M . 
2 sin 0 

O n a donc, en égalant ces deux rayons de courbure, 

b'2 __ P' 
a' sin9 2 sinfl' 

ou, en remarquant que P' == 4- F M , 

bfi 

2.FM = MN — — ; 
a ' 

par suite 
b'2 

ON — OM -f- MN — rz' —-
a 

et 

O M X O N = : « ' | « ' + = b'2 = fr ~f- b2. 
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L a d e r n i è r e é g a l i t é m o n t r e b i e n q u e les p o i n t s M , N 

s o n t r é c i p r o q u e s p a r r a p p o r t a u c e r c l e . r 2 H - J 2 = a 2 -b- h 2 . 

C ' e s t c e q u ' i l f a l l a i t d é m o n t r e r . 

Note du rédacteur. — D a n s l e Traité des sections coniques d e M. S a l -
mon, il est démontré (p. 206, 3e édit., 1855) qu'en désignant par 
x^-t-TSxy -+- C j 2 - f - E j = 0, l 'équation d'une conique, rapportee à une 
tangente et à la normale au point de contact, la parabole osculatrice en 
ce point a pour équation 

B2 

-+- - r j 2 + E r = o: 
4 

il en résulte évidemment qu'au point de contact les deux courbes ont 
le même diamètre. 

b P ' 
Les expressions ——:—> —:—- des rayons de courbure se trouvent a' sin d 2 sin 0 

aussi dans le même ouvrage ( p . 207 et 208). 
L'égalité O M x O N = a 2 + i ! indique un moyen très-simple de dé-

terminer la parabole osculatrice en un point M d'une ellipse donnée ; 
car cette égalité donne immédiatement le point N, et en prenant le symé-
trique F du milieu P de MN, par rapport à la tangente en M, on a le 
foyer de la parabole. La directrice de cette courbe s'obtient en menant 
au point P une perpendiculaire à la direction du diamètre OM. (G.) 

SOLUTIONS DE Q U E S T I O N S 

P R O P O S É E S DANS L E S NOUVELLES A N N A L E S . 

Question 1 2 3 9 

(voir 2e série, t. X V I , p. 288 ) ; 

PAR M . ÉDOUARD L U C A S . 

L'équation x* — 6 aox — 3 a S (a H- ê ) = o , dans la-

quelle a et ë sont des entiers quelconques qui n annulent 

pas le dernier terme, n a pas de racines entières. 

( S . REÀLIS. ) 
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En effet, l 'équation peut être écrite ainsi : 

(x -4- a)3 -4- (x -4- ê Y = [x -4- a -4- 6)3 , 

et l 'on sait qu'Euler a démontré que jamais un cube 

entier ou fractionnaire n'est égal à la somme de deux 

cubes rationnels (*). 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

Question 1 2 4 0 
( v o i r 2 * s é r i e , t . X V I , p . 28«) ; 

PAR M. MORET-BLANC. 

Lï équation 
<r3 — (p — y , x - 4 - a y — o , 

dans laquelle cl et y sont des entiers plus grands que 

zéro, et (3 est un entier satisfaisant à la condition 

a2 > ( a — l ) 2 , 

ou bien à la condition 

a 2 < p < ( « - f - i ) % 

a au moins une racine réelle incommensurable. 

( S . R E A L I S . ) 

Le coefficient du premier terme étant 1, l 'équation 

n'admet pour racines commensurables que des racines 

entières-, de plus, elle a une racine réelle de signe con-

traire à ay, c 'est-à-dire négative. 

Substituant à x dans le premier membre successi-

vement — (a — 1 ), — a et — (a -f- 1 ), on a les trois ré-

( * ) Vo i r Y Algèbre cI'Euler, ou la Théorie des nombres d e Ijegendre. 
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sultats 

- ( a - i ) [ ( a + l ) 2 - p ] - 7 -

Si Ton a a2^> f i> (a — i )2, les deux premiers résul-

tats sont de signes contraires, et l 'équation a une racine 

incommensurable comprise entre — [a — i ) et — a . 

Si l'on a a2 [3 < (a -h i )2, les deux derniers résultats 

sont de signes contraires, et l 'équation a une racine 

incommensurable comprise entre — a et — (a -f- i ). 

Le théorème est donc démontré. 

Le inème théorème s'applique évidemment à l 'équa-

tion 
x2 — ( p — 7) x — ay — o, 

qui a une racine incommensurable comprise entre a — 1 

et a , ou entre a et a -H 1. 

Question 1243 
(voir série, t. X V I , p. 33j ) : 

PAR M. FERDINANDO P I S A N L 

« Dans tous les triangles circonscrits à une conique 

donnée, et tels que les hauteurs passent par les points 

de contact des côtés opposés, le rapport d'une hauteur 

au diamètre conjugué de celui qui passe par son pied, 

est constant. » (POUJADE.) 

Soient A B C le triangle circonscrit; a, b, c les pieds 

des hauteurs A a , B h, C e \ O le centre de la conique tan-

gente aux côtés du triangle aux points a, c $ Oa , Ob', 

O c' les rayons conjugués des rayons 0 « , 0 & , 0 c , qui 

passent par les pieds des hauteurs (*). 

(*) Le lecteur est prié de l'aire la figure,. 
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On sait que les droites O a ' , O O c y sont respective-

ment parallèles aux côtés B C , A C , A B du triangle c ir-

conscrit. En outre on a, d'après le théorème de N e w t o n , 

O a' __ C a 
ôb'-çTb 

D'autre part, la similitude des triangles A a C , B è C 

donne 

C a A a 
Cb = Wb' 

donc 

A a O a A a B b 
Bb~Ôb' ° U Ô7~Ôb}' 

C'est ce qu'i l fallait démontrer. 

Noir. — La même question a été résolue par M. Lez. 

Question 1247 
( voir sér ie , t. XVI , p . 336) ; 

PAR M. E. D U N O Y E R , 
Élève en Mathématiques spéciales au lycée de Marseille. 

Dans les surfaces du second ordre à centre unique, 

ce centre pouvant d1 ailleurs être situé à distance finie, 

ou infiniey le lieu des points tels que les génératrices 

rectilignes réelles ou imaginaires soient orthogonales 

est donné par Vintersection réelle ou imaginaire de la 

surface considérée avec la sphère de Monge, relative à 

cette surface. ( E S C À R Y . ) 

O n peut donner plusieurs démonstrations de ce théo-

rème ; voici , je crois, la plus simple. 

Soient A B et A C deux génératrices orthogonales, 

réelles ou imaginaires -, le plan B A C est tangent à la sur-
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face. Le plan mené par A B et perpendiculaire à B A C 

est tangent à la surface, puisqu'i l la coupe déjà sui-

vant une génératrice rectiligne. De même, le plan mené 

par A C perpendiculaire à B A C est tangent. On a ainsi 

trois plans tangents rectangulaires passant par le point 

A : donc ce point se trouve sur la sphère de Monge ; par 

conséquent, le l ieu du point A est donné par l'intersec-

tion de la surface considérée avec la sphère de Monge, 

relative à cette même surface. 

Note. — Solutions analogues de MM. Barbarin et Couette. 

Question 1 2 5 2 

( v o i r 2e sér ie , t. XVI, p. /»3a 

P a r M. B E A U G E Y , 
Élève en Mathématiques spéciales au lycée de Grenoble. 

Soient O et X Y un point et une droite Jixes. Du 

point O on mène jusquà la droite : 

O A quelconque ; 

O B perpendiculaire à O A ; 

O C bissectrice de Vangle droit A O B ; 

O D perpendiculaire à O C . 

Déterminer le minimum de la somme A B -h C D des 

deux hypoténuses. 

D u point O j'abaisse la perpendiculaire O P sur la 

droite X Y . Soit O P = a ; soient aussi a et ë les angles 

B O P et C O P . 

J'ai 

AB == BP -f PA ~ a ( tang a -+- cot a ), 

CD ~ CP -f- PD = a (tangS H- cot§) ; 
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d'oú 

AB -J- CD = a ( tang a -4- cot a -4- tang 6 -4- cot 6) 

Mais 

i 
tani: a -4- c o t a = 

Sina cosa 

et 

donc 

tang 6 -4- coté = - : fe siri S cos6 

AB -f- CD 
sin a cos a sin 6 cos6 

sin 2 a -I- sin 9,6 

sin 2 a sin 2 S 

Or 

, [ s i n f a -b 6 Ì cos fa — 6 ì ~1 
4 « 1 r . ¿ • 

sin 2 a sin 2 6 J 

a H- e = 45°, sin ( a -4- 6 ) — - V/?J ; 

done 

_ r- cos f a — B ^ 

ICI i/2 

sin 2 a sin 2 p 

cos a cos 6 - 4 - sin a sin 6 
4s in a cosa sin 6 cos6 

> _ Y 
c o s a cos ft / • " V 2 I r;r 1 

2 \ s in a sin Ó cos a cos fi / 

« 4 - 6 ayant une valeur constante de 4 5 degrés, le produi t 
sin a sin 6 est max imum pour a = 6 : il en est de même 

de cosa cos6 = s i n ( ^ — — S j : donc le mini-

m u m de AB-4 -CD aura l ieu pour a = S , c 'es t -à-dire 

lorsque les deux triangles seront symétr iques par rappor t 
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à la perpendiculaire O P , abaissée du point O sur la 

droite X Y (*). 

Note. — La même question a été résolue par MM. Armand Bertrand, 
propriétaire à Azillanet (Hérault); F. Loppé, caporal au ng° de ligne; 
Louis Rajola Pescarini, à Naples; Ferdinando Pisani, professeur à l'In-
stitut technique de Girgenti ; Thornton, à la Virginie; Jamet, Morel-
Blanc; Droz, ingénieur à Zürich; P. Sondât; Lez; Morel; Lacombe; 
Th. Franchy, maître répétiteur au lycée de Moulins; Robaglia; Cotte-
reau, élève en Mathématiques élémentaires au lycée de Châteauroux 
(classe de M. Escary) ; Eugène Delmas, élève du lycée de Lyon. 

M. Bertrand en a donné deux solutions; la première, entièrement 

r*\ t „ „ . , „ r n , sinf k - h 6) cos(a — 6) (*) Lorsque a = S, l égalité AB -t- CD = l\a : ^ ' 
siti > a . sin :> 6 

devient AB-t-CD = i\a -r-^— = \ ad'i. Donc le minimum de AB-f-CD sm IÎ a 
est /| a 2. 

Les plus petites valeurs de la somme et du produit des deux hypoté-
nuses AB, CD peuvent être déterminées, sans calculs, au moyen des 
considérations suivantes : 

Remarquons d'abord qu'en menant d'un point donné O des droites 
aux milieux M, M'des hypoténuses AB, CD, on forme un triangle OMM' 
qui est rectangle au point O; car les angles OMM', O M'M, extérieurs 
aux triangles isoscèles OAM, ODM', sont respectivement doubles des 
angles A et D, dont la somme est égale à la moitié d'un angle droit. 

Et, comme OM = AB, et O M ' = ^ C D , on voit que la question propo-
sée se ramène à trouver le minimum de la somme OM-h OM' des deux 
côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle MOM', dont la hauteur OP 
est invariable et donnée. 

Il est évident que l'hypoténuse MM' de ce triangle ne peut être 
moindre que le double de la hauteur OP et qu'elle est égale à -A OP, 
quand le triangle est isoscèle ; à partir de cette valeur 2OP, l'hypoté-
nuse peut croître indéfiniment. Or, lorsque l'hypoténuse augmente, il 
en est de même de la somme des carrés et du produit des deux côtés 
OM, OM' de l'angle droit, et, par suite, la somme OM-t-OM' de ces 
deux côtés est croissante. Donc les plus petites valeurs de OM -+- OM' 
et de OM X OM' sont celles que ces deux quantités prennent quand le 
triangle OMM' est isoscèle. Dans ce cas on a 

OM -4- OM' = a OP et OM X OM' = OP X MM' =r 2 OP\ 
De là résulte que les minima de la somme et du produit des deux 
hypoténuses AB, CD ont pour valeurs 4 OP •:>., et SOP*'. (G.) 
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analytique, consiste en des calculs de Trigonométrie et de dérivées; 
voici la seconde ; nous conservons la rédaction de l'auteur : 

« La solution de cette question se déduit comme corollaire de la pro-
position suivante, que nous allons démontrer: 

» Si Von considère un angle constant AOB, tournant autour du sommet 

O, et une droite indéfinie X Y ; le segment AB déterminé par les côtés de 

l'angle AOB sur la droite X Y , sera minimum quand le triangle AOB 
sera isoscele. 

» Abaissons OP perpendiculaire sur XY et posons 
OP m h, AOP = <p, BOP = <p -+- = a. 

» Les triangles rectangles AOP, BOP donnent 
AP = / * tangp, BP = A tangp'; 

ajoutons membre à membre, il vient 
AB =r h (tangp h- tangç/). 

Or nous avons 
, siila 2 sin a ta ri g 9 -+• tango = = • ' cos y cosip cos a-f-cos ( ç) — p ) 

Sous cette forme, on voit facilement que l'expression est minimum 
quand o' — p. 

» Remarquons maintenant que, dans la question proposée, on a 
AB -+- CD = AD -h CB. 

»» Or, d'après ce qui précède, les segments AD, CB seront minima 
quand les triangles AOD, COB seront isosceles; d'ailleurs, les angles 
AOC. BOD étant égaux, ces minima auront lieu simultanément. Donc, 
puisque les deux parties AD, CB de la somme AB -+- CD sont simulta-
nément minima quand AOD est isoscèle, la somme AB -+- CD sera elle-
même minimum dans les mêmes circonstances. » 

Question 1253 
( v o i r ?.e série, t. X V I , p. 432); 

PAR M. GAMBEY, 
Professeur au lycée de Saint-Étienne. 

On propose de résoudre les équations 

Z y — r-•=. A, xz— a2 n B, xy — t1 — C, 

st — rx = D, tr— sy E , rs ~ zt=z F . 

( J . C H . D U P A I W . ) 
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Je pose d'abord 

BC — D2 = AC — E2 z=zb, AB — F2 — c, 

EF — AD — dy DF — BE = DE — CF = / , 

x t s j A F E 

t y r I = F B D A. 

s r z | E D C 

Des équations proposées je tire ensuite 

Sx = a, $y=b9 Sz = c, §rz=d, Ss = e, Stz=f; 

d'où, en substituant dans l 'une des proposées, la première 

par exemple, les valeurs de z , y e t /', et remarquant que 

l'on a 

bc — d2 ac — c2 ab — d2 

B 
A, 

on obtient 

par suite, il vient 

A.r2 = a2, 

A/-2 = d\ 

Aj 2 

As2 

: h\ Az2 = c2, 

: Ai2 = f \ 

d'où x, z, r, s, t. 

Il n 'y a que deux systèmes de solutions $ la condition 

de réalité est A > o. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Sondât; Jamet 
Thornton; Th. Franchy, maître répétiteur au lycée de Moulins; Louis 
Rajola Pescarini; Moret-Blanc; Ferdinando Pisani; Bussy, élève en 
Mathématiques élémentaires au lycée de Châteauroux. 
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Question 1 2 5 4 

( v o i r 2* sér ie , t. X V I , p . 432); 

PAR M. MORET-BLANC. 

Démontrer laJormale suivante, ou C?nest le nombre 

des combinaisons de m objets n à n : 

+ i ) c i - f c i 

( H . L A U REIN7 T . ) 

Soient a objets (Fune première espèce et b objets 

d une seconde espèce. Si l 'on forme toutes les combinai-

sons de ces [a -f- b) objets pris k à À, et que dans chacune 

on mette successivement à la première place chacun des 

objets qui y rentrent sans s'occuper de l'ordre des autres, 

le nombre des groupes ainsi obtenus sera 

Ces groupes peuvent se partager en deux classes ; 

ceux qui commencent par un des a objets de la première 

espèce et ceux qui commencent par un des b objets de 

la seconde. Le nombre des groupes compris dans la pre-

mière classe est précisément le premier membre de la 

formule à démontrer, et, comme chacun des objets se 

trouve évidemment en tète le même nombre de fois, le 

rapport du nombre des groupes de la première classe au 

nombre total des groupes est On a donc 

A- Ç^ -h ! * - 1 )_Cjr1 Ci + ( * - a ) 2 C/, -r- • • . _ « 

à + (l-r-ù 
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OU 

+ - i j c i T ' c ì 

- + - ( * - 2 ) c i ^ o - t - . . . 

C. Q . F . D. 

Note. — La formule a été démontrée par MM. L. Troupenet, élève en 
Mathématiques spéciales au lycée de Bordeaux; Ch. Doycre, du lycée 
de Caen ; J . Mouchel ; Pescarmi; J. de Virieu, professeur à Lyon; 
F. Romero, à Saint-Jean-de-Luz ; Ferdinando Pisani. 

Q U E S T I O N S . 

1255. D'un point M on mène des parallèles aux côtés 

d'un triangle ABC, qui rencontrent respectivement les 

deux autres côtés en des points a,a-, c ,y : démon-

trer que la somme 

M a. Ma H- M b. M 6 -f- Me M 7 

est égale à la puissance du point M par rapport au cercle 

circonscrit au triangle. 
( H . S C H R Ö T E R . ) 

1256. La lettre l désignant un logarithme népérien, 

démontrer les inégalités 

In.lin -h 1 ) Il 13 In In. I J n 1 ) T 
^ —L > !—~—h . . . H > : - : 

2 2 3 n 2 12 

3q lin-4- iL li /3 
> 1 ~ - K • • 

31 n 2 2.3 

In 5 l ( n -F- 1 ) -4- T 

[n — 1 ) n 4 n 

( C . M O H E A U . ) 

1257. Etant donné dans un plan un pentagone con-
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vexe quelconque A B C D E , chaque système de trois côtés 

consécutifs de ce pentagone donne un triangle. 

Démontrer que les cinq cercles circonscrits à ces 

triangles déterminent par leurs intersections cinq points 

situés sur une même circonférence. 

( C . M O R E À U . ) 

1258. Soient ABC un triangle; 

D, E, F les pieds des hauteurs menées des sommets 

A , B, C: 

O le point d'intersection de la ligne E F avec une paral-

lèle au côté BC menée par le sommet A ; 

a le milieu de BC -, 

G et H les points d'intersection de A O et d'un cercle 

décrit du point O comme centre avec O a pour rayon. 

On demande de démontrer : 

i° Que les droites a G et a H sont, respectivement, les 

bissectrices des angles O a B et O a C ; 

2° Que, si la hauteur A D coupe le cercle au point K , 

o n a A K = B a . ( G E N T Y . ) 

1259. Si l 'on développe l'expression ( i — lax -+- a2)" 

suivant les puissances de a : i ° le développement aura 

toujours un nombre impair de termes *, 2° les coefficients 

de la lettre ordonnatrice des termes équidistants de celui 

du milieu sont identiquement égaux \ 3° si l'on égale à 

zéro ces coefficients qui sont des polynômes entiers et 

rationnels en x , ils ont toutes leurs racines imaginaires 

lorsqu'ils sont de degré pair, et ils renferment, en outre, 

une racine nulle lorsqu'ils sont de degré impair. 

( E S C À R Y . ) 

1260. D'un point O pris sur une circonférence dont 

un diamètre est OE, on décrit une circonférence qui 
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rencontre la première en des points A , B 5 puis on joint 

un point quelconque C de la deuxième circonférence 

aux points A , B , E , par des droites qui coupent la pre-

mière en des points F , D , G . 

i° Les droites E F , ED sont respectivement parallèles 

à CB, C A . 

20 La droite C E fait avec les côtés du triangle C A B 

les mêmes angles que la médiane partant du sommet C. 

3° La droite C G est moyenne géométrique entre G A 

e t G B . 
( A . C À M B I E R . ) 

1261. On prend un point A sur un diamètre fixe 

d'une circonférence donnée; soit ABC le triangle isoscèle 

d'aire maximum, tel que B, C soient des points de la 

circonférence donnée et que BC soit perpendiculaire sur 

le diamètre passant par A. Trouver l'enveloppe de la 

droite A C quand A se meut sur le diamètre fixe. 

( L E M O I N E . ) 

1262. Un point F est donné par ses coordonnées a , S, 

relativement à deux axes O X , O Y , comprenant entre 

eux un angle 0 : on demande de trouver l'équation de 

l'hyperbole qui passe par l'origine O, qui a le point F 

pour un de ses foyers, et dont les asymptotes sont paral-

lèles aux axes O X et O Y . 

Quatre hyperboles répondent à la question. L'équation 

de chacune d'elles étant de la forme xy — px — qj = o, 

il s'agit de trouver les quatre couples de valeurs de p et <7, 

exprimées en fonctions des données a, S et 0. 

( A . B O I L L E À U . ) 

1263. i° Si par deux points M , N , pris sur la circon-

férence circonscrite à un triangle, on mène des droites 

faisant avec les côtés du triangle des angles a égaux et de 
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même orientation, les deux transversales qui joignent 

respectivement les trois sommets d'angles issus de M, et 

les trois sommets d'angles issus de N , se coupent en un 

point P sous un angle constant. 

Déterminer le lieu du point P , quand on fait va-

rier l'angle a. ( P . T E R R I E R . ) 

1264. On donne une droile dont le coefficient d'incli-

naison est tanga (axes rectangulaires). Indiquer une 

construction graphique qui donne directement tangaa. 

Application à la construction graphique d'une tangente 

à la cissoide et à la strophoïde, parallèlement à une di-

rection donnée. 

1265. Le centre d'un cercle O de rayon constaliL se 

déplace dans son plan sur la circonférence d'un cercle 

fixe O'. Trouver l'enveloppe des polaires d'un point 

fixe P , par rapport au cercle O. 

on mène une droite quelconque, les tangentes aux 

points d'intersection de cette droite avec l'orthogénide 

forment un triangle équilatéral (*). Trouver le lieu du 

centre de ce triangle et l'enveloppe du cercle circonscrit, 

lorsque la droite oscille autour du pôle. 

( H . B R O C A R D . ) 

( L A I S A N T . ) 

1266. Si, par le pôle de l'orthogénide 

( E . L U C A S . ) 

(*) Voir 9." série, t. V, p. 3o, et t. XV, p. IOI. 
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ÉTUDE SUR L E S D É C O M P O S I T I O N S EN SOMMES DE DEUX C A R R É S , 

DU C A R R É D'UN NOMBRE ENTIER C O M P O S É DE F A C T E U R S P R E -

MIERS DE LA FORME 4 " H - 1 , E T DE CE NOMBRE LUI-MÊME. 

FORMULES E T A P P L I C A T I O N A LA R É S O L U T I O N C O M P L È T E , EN 

NOMBRES E N T I E R S , DES É Q U A T I O N S I N D É T E R M I N É E S , S I -

M U L T A N É E S , T — X' ( I + I ) 2 ET Y 2 = Z* -F- (z -J- I ) 2 ; 

PAR M. E. DE JONQUIÈRES. 

I . Soient . . . i f n les n facteurs du n o m b r e 
N , que nous supposerons d ' abord à la première puis-
sance et, pa r suite, tous différents en t re eux. 

Chacun d 'eux étant u n nombre p remie r , de la fo rme 
4A H-1 , se décompose d ' une seule manière en une 
somme de deux carrés p remiers en t re eux. On a donc 

fx = a\ + b\9 p = a\+b\, ..., 

et nous supposerons bt \ car les deux nombres 
sont inégaux, l 'un pai r et l ' au t re impai r . 

Le nombre I de toutes les décomposit ions possibles du 
nombre N en u n e somme de deux carrés est, dans le cas 
ac tue l , donné par la fo rmule I = = 2"""1, et le 
nombre I7 des décompositions de N2 pa r la formule 

r = i ( 3 - - i) . 

(foir¡GACSS, Recherches arithmétiques, p . 1 — LE-

G E N D R E , Théorie des nombres, 2 e édi t ion, p. 268, et 
G E N O C C H I , Nouvelles Annales de Mathématiques, 

t. X I I I , i r e série, p. i 6 5 . ) 
3» j 

Ces — - — décomposit ions de N2 se subdivisent en n 

Ann. de Mathémat., Ie série, t . XVII. (Juin 1878.) 16 
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espèces dist inctes, que nous désignerons par les signes 
( E , ) , ( E 2 ) , . . . , ( E „ ) . 

Celles de la p remière espèce ( E j ) sont au n o m b r e de 
n , et dans chacune d'elles les deux nombres composants 
admet tent n — i facteurs communs avec N. 

Celles de la deuxième espèce ( E 2 ) sont au n o m b r e 
n n — 1 ^ 

de 2 — - ? et dans chacune d'elles les deux nombres 
i .2 

composants admet tent n — i facteurs communs avec N. 
Celles de la t roisième espèce ( E 3 ) sont au n o m b r e de 

„ n f n — i j' [n — 2) . . . , 1 et chacun des deux nombres com-
1. 2. o 

posants y admet n — 3 facteurs c o m m u n s avec N . 
Et ainsi de suite, jusqu 'à la de rn iè re espèce (E„), qui 

comprend a " - 1 solutions ( n o m b r e précisément égal à 
celui des décomposit ions d e N ) , dans aucune desquelles 
l ' un ou l ' au t re des nombres composants n 'a de facteur 
commun avec N. 

Le n o m b r e total de ces décomposi t ions, dans les n es-
pèces réunies , est donc 

r -= w + 2 -
- 1 i n (n — i)(n — 9.) 

' -h 5 h • . . >. 1 .2. o 
3 * — T 

-4- n -4- a"-1 = — 
2 

Les proposi t ions précédentes, que M . Yolpicell ia s im-
plement énoncées, à peu près dans les mêmes termes, 
dans le tome IX ( i r e série) des Nouvelles Annales, 

année i85o , sont intui t ives . Il est évident , en effet, 
que pa rmi les Y décomposit ions de ] \2 doivent se t rouver 

celles et de ses analogues, fo rman t une p re -

mière espèce, dans laquel le J\ est facteur commun 

des deux nombres x et y dont la somme des carrés est 
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égale à JN2. O n doit y t rouver parei l lement celles de 

f\f\ {j^J ' e t t ^ e s e s a n a l ° § u e s ) dans chacune desquelles 

N le second facteur -r-; est le seul décomposé, et ainsi de 
J1/2 

sui te . 
Q u a n t aux formes de ces décomposit ions, M. Volp i -

celli se borne à fa ire connaî t re la plus s imple de toutes, 
celle de l 'espèce ( E 4 ) , qu ' i l écri t ainsi : 

N N 
x - - • a'f — bf ) —, y - - 2 ai bi — et .r2 y- z=z N2, 

J i Ji 

l ' indice i devant recevoir successivement toutes les va-
leurs comprises depuis 1 jusqu 'à 11. Cette forme bien 
connue estcelle qui se présen te pour la décomposit ion du 
carré d ' u n n o m b r e p remie r de la fo rme 4 rc - h 1 en u n e 
somme de deux carrés. 

J ' i gno re si M. Volpicelli a fait connaî t re plus tard, 
dans quelque au t re recueil m a t h é m a t i q u e , les formules 
relatives aux n — 1 autres espèces-, j ' a joute même que 
j e ne le crois pas. Quo i qu ' i l en soi t , ayant été condui t 
tout dern iè rement à les découvrir , à l 'occasion du p ro -
b lème d 'Analyse indé te rminée cité dans le titre de celte 
Etude , j e vais les donne r ici, dans la pensée que cette 
communica t ion ne fera double emploi avec aucune autre 
publiée an té r ieurement et à mon insu sur le même sujet . 

I I . Les valeurs des nombres composants ¿r, y dans les 
décomposit ions de la deuxième espèce (E2) sont 

N 
x = 77-[(«i s — h'i) {a} — 

Jijl' 
N 

y = [ 2 at bi ( af. — b2} qz 2 a,-r b¡r ( a • — bf ) ], 
Jijif 

les signes supér ieurs devant être pris ensemble et les 
16. 
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signes in fé r ieurs ensemble , et i, if p renan t toutes les va-
leurs possibles , mais différentes en t re elles, depuis i 
jusqu 'à 72. 

On peu t donner à ce résul ta t un au t re énoncé q u i , 
dans sa générali té, convient , comme je vais le d i re , 
aux décomposit ions des aut res espèces, et p e r m e t d ' en 
abréger un i fo rmémen t la déf in i t ion . Nous d i rons donc 
que x et y o n t , respect ivement , p o u r valeurs les p r o -

N 
duits du facteur j ^ r mul t ip l ié successivement par toutes 

f iji' 

les décomposit ions de la dernière (ici la seconde) es-
pèce , dont est susceptible le carré d ' u n n o m b r e com-
posé des deux facteurs simples et p remiers f , f ( , qui 

N 

ne font point par t ie du facteur j-y c o m m u n à a: et ky. 

D'après ce la , le nombre des décomposit ions de l 'es-

pèce (E 2 ) est égal à 2---- ? car le carré d 'un n o m b r e 
composé de deux tels facteurs 11e comporte que qua t re 
décomposi t ions, dont deux appar t i ennen t à la p remière 
espèce déjà considérée et ne figurent pas parmi celles 
de la seconde, qui est alors la dern ière espèce. 

I I I . Les valeurs de x et de y dans la troisième 
espèce (E 3 ) ont parei l lement pour valeurs respectives 

N 
les produi ts du facteur r mul t ip l ié successivement 

JiJi'Ji» 

par toutes les décomposit ions de troisième ou dernière 
espèce des carrés des nombres composés des trois fac-

N 
leurs f i , f i t , f i » , qni ne figurent pas dans j ^ j - j - ^ de 

1? < /T- \ • , n ( n l ) ( n 2 ) J ' sorte que 1 espece ( L 3 ) cont ient s2 — ^ ^ de -

composit ions dist inctes, ou systèmes de valeurs dif fé-
rentes et conjuguées de x et de 7 . 
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Et ainsi de suite, jusqu'au groupe (E„), de telle sorte 

qu'un groupe ( E d ' e s p è c e p ^ contient 

"{n—\)(n — ï) . . . (n-p-bi) 
1 .2.3. . ./ ' 

décompositions ou systèmes de valeurs de x et y, c'est-

à-dire autant de fois tf"1 qu'il y a de combinaisons pos-

sibles des diviseurs premiers de N, pris p à p. 

IV. Quant au dernier groupe (E„), dont la forme 

et la composition précises sont particulièrement intéres-

santes, on peut dire les seules essentielles à connaître, 

puisqu'elles concourent exclusivement, sauf un facteur 

connu d'avance, à la composition des valeurs de<r et de y 

dans les autres espèces, le facteur ^ — - est égal à 
J \Jï • • • Jn 

l 'uni té ; le groupe contient en totalité 2n~1 décomposi-

tions distinctes, et a: ni y n'ont en commun aucun des 

facteurs de N. Le système type ou fondamental des 

valeurs de x et dey dans ce groupe, c'est-à-dire celui 

qu'on peut écrire immédiatement, et duquel les 2n"1 — i 

autres systèmes de ce groupe se déduisent par de simples 

changements dans les signes des termes dont il se com-

pose, est le suivant, qui dérive de la théorie des combi-

naisons et de la décomposition fondamentale 

Na z=z{a2 — 0:) -f- icib 

appliquée au cas N - - a2 -h b2. 

Désignons, pour abréger, par JJÀ (ab) et 1TA (cr — b~) 

le produit de k facteurs, tels que ab et (a2 — è 2 ) , et par 

S la somme de tous les produits de ce genre qu'on obtient 

en combinant entre eux, k à k, et de toutes les manières 

possibles, les produits «¿6,-, ou les termes [a] — &?), de 
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telle sorte, par exemple, que le terme symbolique 

I[u2{ab) na(fl2— b7)] 

représente la somme 

a{bx.a2b2 \ — b\) [a] — b2x 

-h ax bs. as ¿>3 [a \ — b ; ) ( a\ — b2 ) 
-r- at hï.aA 64 [a22 — b'i) ' a\ — b\ ) 

-b a3 bf az b» [a] - - h]) [a] — b] ) 

-r- a* b2. a^bi \ a \ — h ] a\ — b\ ) 
-t- a~b.y ahbA(a] — b'\)\a\ — b\ ). 

D'après ces notations, les formules fondamentales qui 

expriment les valeurs types ou initiales de x et dey 

dans le groupe(E„ v sont 

.v II,, [a- ~ b2) 

-:- :>,4 2 ! n4 \ ab). ; a2 — b2 )] — etc. . . ., 
y -- :». x(ab). ri„_, (a2 — b2)] 

— iab). nn_3 i«2 — b2}] 
-h S [n5 [ab). n n-&(a*— b'2)]—e te 

Dans ces valeurs de x et de y , les termes réunis sous 

un môme signe sommatoire S ont tous le même signe, 

ces groupes de termes prenant alternativement le signe 

-f- et le signe — , en commençant dans l'une et dans 

l'autre formule par le signe - b . 

Avant d'indiquer de quelle manière, c'est-à-dire par 

quelles permutations de signes, les a71""1 — i autres 

systèmes de valeurs de x et d e j dont se compose le 

groupe (E„) se déduisent des formules types ( i ) , fai-

sons quelques remarques essentielles sur ces formules. 

Le premier terme de la valeurde x , savoir 1I„ (a2 — 

est, d'après la convention établie que a, toujours 

positif. 
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Le groupe de termes qui suit, compris avec Je signe 

i . . v , n(n — i ) 
— sous le p r e m i e r s igne se compose de 

termes. Le suivant en contient sous le signe ~b 

n n — i ; i n — 2) n — 3} 

et ainsi de suite. 

Le premier groupe de la valeur d e y se compose de n 

T . . n[n — i ) (w — 2 ) 
ternies . Le s u i v a n t en c o n t i e n t > et 

% 1. 2. o 

ainsi de suite d'après la même loi, de telle sorte que x 

contient, en totalité, i n ~ 1 termes et q u e y en contient le 

même nombre, comme cela doit être, puisque ces valeurs 

sont conjuguées deux à deux. 

[La suite prochainement. ) 

THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES; 

PAR M. H. LAURENT. 

[SUITE (*).] 

A U T R E M A N I E R E P O U R A R R I V E R A U X F O R M U L E S O A D D I T I O N 

D E S F O N C T I O N S E L L I P T I Q U E S . 

L'équation 

dx <ly 

y ( i — x2 , ( i — k2x'1) \J[i —j2) ( r — k2}'2) 

(*) Nouvelles Annales, 2e série, t, Wîl ,p. i ig. 
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qui devient, par les substitutions x = siiicj/, y = sintp, 

V i — A2 sin'2? tfi — À-3 sin^ 

admet pour intégrale 

Cx dx r-r <lr 
j # — I ' — ronst. ; 

J o y; i — x1) (i — /--.r5) J o y/ ( i —r*) ^ i — k'j2) 

mais 011 peut lui trouver, comme l'ont prouvé Euler et 

Lagrange, une intégrale algébrique. Posons, à cet effet, 

avec Lagrange, # 

, . do d\b 
: de 

i — /•'- sin2® y i — k2 sin2^ 
ou 

M 
(31 d i — /-'sin'cf/, - f - i ' i — Â ' - s i n ^ , 
v ' dt T ' dt v 

puis 

(4) Pi y — 

on aura 

pf : <i 
i 

l i f ê - S W - * " 
sin̂  ^ : 

d'où 

d'où l 'on lire 

y / 1 — k2 sin2 — y / i — A2 sin2 

l ire 

de dt [ 
P-9' • J.P+r/i * sin- — • 



ou enfin 
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, -,. dp dq , 
(b _£__£ — — A2sinpsinr/. 
v ¿fr dt 

Mais, en difïérentiant (3) , on a 

— s i n © c o s © f/tp _ . 
•—- — - T T - - = — A sin^ cos<p, 
ii£i sji — k1'sin'y d l 

d2û 

—--j- == — /2 sin^ cosiJ> ; 

d'où l'on tire, par addition et soustraction, 
- j — — — k2 smp cos q, 

d'q , 
= — A-2 sin<7 cos/?. 

De (6) el ( 7 ) , on lire 

d2 p cos q d2 q COS p 

dp d<i sir) q dp dq sm p 
ou 

d2p cos qdq d2 q COS p dp 

dp sin q dq sin/; 
ou 

dp . dq . 
— = a sin <7, ~- — a' siri/y, 
r/r 1 dt 

a et a ' désignant deux constantes qui doivent rentrer 

l 'une dans l'autre. En remplaçant p el q par leurs va-

leurs dans ces formules, on a 

( y/1 — k2 sin2<p -I- y/1 — k2 sin2-^ — a sin (cp — ^ ), 
l " ; \ 

f \Ji — X-2sin'<p — \/i — k2 sin2 a'sin (cp -f- ^ ). 

Ce sont là deux intégrales de la formule (1); mais, en 

éliminant dt entre les deux formules précédentes, on 
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o b t i e n t u n e nouve l l e i n t é g r a l e . E n eifet , on a 

dp dq . - 7 
— : — ——r— OU a sinp dp = a Sin q dq , 
a sin <7 a sin/> 

e t , en i n t é g r a n t , 

a cosp — a' cos<7 "+* a"> 

a'7 é t a n t u n e nouve l l e c o n s t a n t e , e t Ton a 

«; 9 ) « COS ( (f -f- 4" S — rj- c o s ( ? — iï> ) -f- a" . 

O r , on p e u t m e t t r e l ' i n t é g r a l e de la f o r m u l e ( î ) sous la 
f o r m e 

(IO) f . f i f 
J o yi—/2sin2<p y< I— X'2sin2iJ> J o y*—/«2sin2a. 

[x d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e à l a q u e l l e se r é d u i t a> p o u r 
6 — o. S i , d a n s les f o r m u l e s ( 8 ) et ( 9 ) , on fa i t 6 = 0 , 

y 1 — X2 sin'w. H- 1 — a sin y, 

O n en t i r e 

y 1 — ¿2 siri2 p. — 1 = a sinp, 

a COS p. = a' COS y. -}- a". 

1 — A2 sin2 p -h 1 , y 1 — k l sin2 y • 
sin y 

J 1 — k2 smV H- i y I — A2 sin2^ — r 
a r : : COS U— : COS u, 

sin y sin y 
ou 

/7 2 cos y 

sin y. 

E n p o r t a n t d a n s la f o r m u l e ( 9 ) ces va l eu r s de a , a ' , a " , 
011 a 

J l — À2sin2p H- 1 , , y L cos [y $ ; 
sin y 

sj 1 — k2 sin2 y. — 1 . 2 cos i* 
— ' cos ^ $ — -b ; -i : , 

sin u. sm u. 
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et, en effectuant, 

( i i ) cos'f cos^ — v̂ 1 — A'sin'p. sin<p sin¿ ~ eos ¡i. 

Cette formule est une des intégrales les plus célèbres 

de l'équation (1)5 les formules (8) en fournissent deux 

autres 

\U — k1 sin2 <p -f- \J 1 — k'2 sin2-^ 

sin (cp 
s/i — k2 sin'a -f- r 01 " ' - — 1. 

sin p 

y j — k2 sin2(p — \j 1 — / 2 sin2¡{> 

f y i — A2 sin2u. — 1 . . 
— — v » sini o + 

\ sin jz \ > i 1 

identiques au fond à la formule (11) . 

Maintenant, si l'on fait 

Jo V 1 — ^ sin'© J o y 1 — A2sin24» 

la formule (1) donnera 

r tJ- a 

J o sí I — • 
~ — a — b ; 

/o \/1 — k2 sin2p. 
donc 

o> = ama, | = p = am [a — b). 

Les formules (11) et (12) donneront alors 

( 13 ) en en 6 cl n (<7 — b) — sn«sn6 = en [a — 6), 
dn{a — b) -4- 1 , , , 

dn<2 — dn b = — ; r-— sn«cno — sn^cn« 1, 
sn i a — b) 

. . . dn [a — b) — 1 . . , . 
dn a H- dnb •— — sn a en b -+- sn b en a . 

sn [a — o) 

Si nous posons, un instant, dn (a — b) = j ' . sn (a — b) = x. 
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nous aurons, au lieu de ces dernières formules, 

x[dna — ànb) — [y -h i) (snacnfc — sn6cna}, 

x[ài\a -f- dn b) — (y — i j (sn«cn£ H- sn^cna), 
ou 

xdna —ysnacnb —— sn^cn^, 

xànb — rsn ¿»en« — — snaenfr. 
On en tire 

sn2«cn2& — sn2&cn2rt 
sn [a — b) z= 

dn [a -h b) = 

dnbcnbswa — dn^cn^sn^ 

sn ¿dn bena — sn« dnrrcn b 

dn ¿>en ¿snc* — dnczcnasn£ 

Si Ton multiplie haut et bas ces deux formules par 

l'expression conjuguée de leur dénominateur, on a, 

en observant que s n 2 a c n 2 & — s n 2 i c n 2 a est égal à 

sn 2 a — sn2£, 

dn bcnbsna — dn« ena sn6 

' 1 — À2sn2«sn26 ' 

d 
( ¡4) sn [a — b) — — 

. , .. X2sntfsn bcx\ a en b -4- dn« dn b 
dnia — b) — 

i — A2sn2«sn26> 

c. Q. F. I). 

S U R L E S Q U E S T I O N S 1 2 4 8 E T 1 2 4 9 ; 

PAR M. E. CATALAN. 

J'ai lu , avec un vif intérêt, les deux Notes de M. le ca-

pitaine Moreau (* ). Elles m'ont semblé susceptibles de 

certains compléments, que je soumets à l 'appréciation de 

l 'honorable auteur. 

(*) Nouvelles J anales, mars 1878. 
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I . M . Moreau considère les séries 

v ; 1 1 1 J -4- K l ] I — 

q désignant la plus petite racine de l 'équation 

( i ) x2 — a X i r= o ( a > ) ( * ). 

Posant 

(3 ) v ; 1-+-7 1 •+" <1 1 ->- 7 

(4! + — 

M . Moreau prouve que 

/ M — ?('/)• 
E n conséquence, 

(5) s i — 7 

O r les séries (3) , (4) sont connues r si l 'on fait, avec 

Jacobi, 

n M r Í2 
W = I — R 5 M = I —= 

Jo Jo Jl-

<10 

k'2 sin3 G 

on a 

k2 -I- k'2 ~ I, q =ze 

ko> 

Ainsi 
^ 

(6) s = s = 
' sl<! 27r 277 

( * ) O n verra tout à l 'heure pourquoi nous avons modifié les nota-
tions employées par M. Moreau. 

(**) Fundamenta nova.... p. io3. 
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II. On a aussi 

^ = S i n + ' ( i 1 >• 
2 7T 

Dans cette formule, e4,í+i 6j5f Vexcès du nombre des 

diviseurs de 4n ~r- i , ayant la forme l\ u. 4- i , .var 

nombre de ceux qui ont la forme 4[J-— * (**)• Consé-

quemment, les formules (6) équivalent à celles-ci : 

(8) y * ( i — 7 ) y 0 0 ^ - ^ . 
O 0 

La question 1248, proposée par M. Edouard Lucas, 

suppose a = 3. 

Il résulte, de cette valeur, 

3 - i / 5 
r/ — — — — . 

2 

1 , 1 , 1 ' + s j ' + 1 1 

i 2 n 5 ' 1 3 ' " ' 4 1 1 2 9 

Ainsi ces deux séries, à termes fort s imples, ont 

mêmes limites que les séries (8), ordonnées suivant les 

puissances du nombre - — — — • 

III, D'après la relation 

D,h_,> — aD/L+L -4- D„ = o , 

si les deux premiers dénominateurs sont entiers, tous le 

seront (***). Or 

^ ^ 1 + 73 — r/ + 1 
D0 — i , D, = — r— z=z a — i =r entier. 

q [1+q} q 

(*) Fundamenta, p. io5. — Recherches sur quelques produits indéfinis, 

p. i T 5. 
,v * * ) Recherchesp. . 

Nous supposons a entier. 
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Ainsi, l'énoncé de la question 1 2 1 8 peut être modifié 

d'une infinité de manières ( * ) . 

Exemples. — a = 4, D t = 3, q = 2 — y/3 : 

i i i i i 
S = - ~h - -i h + _ h , 

i 6 ii 41 

ç ___ 1 __ 1 J _ i ** -, . 
I 5 1 9 7 1 2 . 6 5 

S 

.v 

2°fl = 6 , D, = 5 , rf 1 — 7 , 7 = 3 — y/8 : 

1 1 1 1 
0 — 1 + p + i- -77- 4- -nTr 4- • • ' ' 

5 29 109 900 

7 4 1 

S 
- ^ V 2 ' 

IV. Dans son élégante solution de la question 1249, 

M. le capitaine Moreau fait observer que : 

i° On satisfait, ci l'équation 

en prenant 

yn — jrW 4- .T. -

si 

—J'o* 4 - 1 = 0 ; 

(*) Remarque déjà faite par le capitaine Moreau. 
( **) En général, le dénominateur du deuxième terme de s est, en 

valeur absolue, 
_ i —y3 _ i 
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De là résultent, par exemple, les sommations sui-

vantes, assez remarquables : 

v/24 = 5 -
10 10.98 10.98.9602 

4 4 . 1 6 4 . 1 6 2 5 6 

4 5 5 . 1 7 5 . 1 7 . 2 5 9 5 . 1 7 . 2 5 7 . 6 5 . 5 3 7 

V . Comme Ta remarqué M . Gerono (*), l 'énoncé de la 

question 1 1 8 1 n'est pas complet. D'autre part, la dé-

monstration publiée dans les Nouvelles Annales (**) est 

un peu longue. On peut, comme il suit, trouver rapide-

ment la formule exacte, et même une formule un peu 

plus générale. 

On a, identiquement, 

a — 1 1 

a a 

a — 1 b — i 1 
' 1 — H- — , 

a ab ab 
a — 1 b — 1 c — 1 1 

a ~r ab abc abc' 

Par conséquent : i° Si les produits ab, abcy abcd,. . . 

croissent au delà de toute limite, 

a — 1 b — 1 r — 1 
1 H 1 = 1 

a ab abc 

(*) Nouvelles Annales, t. XV, p. iSi -

(*¥) T. XV. p. i35. 
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2° Si ces produits tendent vers une limite a , 

a — i b — i c — i 

' a ab abc
 1

 À 

O n trouve, de la même manière, 

a — a bot ~ & cS — 7 ô 
_I L _i L L i t lî™ _ ÎB) - - + r ^ K + l U I L i + . . . = , _ lin 

a ab abc abc . . . t 

V I . Pour appliquer la formule ( A ) , prenons 

= I 4 - </, b z=z I + 7% C = I - t - 7% — I -H 7«, . . . . 

De là résulte 

\ = l im ( I 4 - 7 ) ( I + Î 2 ) ( I 4 - 7 3 ) ( I - F - 7 4 ) • • • Î 

ou, avec les notations de Legendre ( * ) , 

' r 
Ainsi 

(» —t-̂ ) (ï + r ) (â 73) 

= 1 — 

Le second membre peut être écrit autrement. On 

sait (**) que 

®t(n) représentant le nombre des décompositions de 

(*) Recherches sur quelques produits... (p. i et 2). 
(**) Recherches..., p . l\. 

Ànn. de Mathèmat.,i* série, t. XVII. (Juin 1878.) >7 
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n , en parties impaires, inégales • par conséquent, 

i -»- y ^ i -f- 7 ; ; î -h ) [i-\-(j vi -4- q~ -T- f j j 

Il est clair que l'on pourrait indéfiniment multiplier 

ces applications. 

P . S. En lisant l'énoncé de la question 1 1 8 1 , il m'a-

vait semblé avoir déjà vu le théorème qu'il exprime. 

En eifet, ce théorème est compris dans une transforma-

tion générale, due à Stern, et publiée dans les Nouvelles 

Annales ( i r c série, t. VI, p. 438). 

NOTE SUR LE S Y S T È M E A R T I C U L É DE M. P E A U C E L L I E R ( * ) - , 

Par M. G. THIÉBAUT, 
Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

Avant d'entrer en matière, je crois devoir rappeler, 

en quelques mots, en quoi consiste le système de 

M. Peaucellier : 

A B C D est un losange articulé\ 

P un point fixe situé sur sa diagonale A C ; 

BP, D P deux bielles reliant ce point par articulations 

aux sommets B et D ; 

O C une manivelle mobile autour d'un centre O et dont 

le bouton est articulé au sommet C. 

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques d e M. Geiiono , f é v r i e r 1873. 
Journal de Physique d e M. d 'Almeida , avri l 1873. Mémorial de l'officier 

du Génie. n o s 23 e t 25. Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, 

1er semestre 1876, p. 802 et 1:170. 
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A décrit un arc de circonférence MAM' de rayon AO r 

d'autant plus grand (jusqu'à l ' inf ini) que O P diffère 

moins (jusqu'à zéro) de O C . 

Cela posé, si l'on considère le second point I où la 

diagonale A C coupe la circonférence de la manivelle mo-

trice O C , le rayon AO' de la transformée MAM' est 

parallèle au rayon 0 1 de la primitive SCS' . 

En effet, on sait que le rayon vecteur P A est réci-

proque du rayon vecleur P C , c'est-à-dire que l'on a 

BC — BP 
P A = — P C — 

Cela tient, comme on sait, à ce que les trois points 

C, P et A sont également distants des deux pointsB et D, 

et, par conséquent, eu ligne droite-, et à ce que la 
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sécante C P A , dans le cercle de centre (mobile) B, et de 

rayon constant BC ou BA, passe par un point (fixe) P 

situé dans l'intérieur de ce cercle à une distance con-

stante BP du centre. 

D'un autre côté, dans la circonférence (O, O C ) , le 

rayon vecteur PI est aussi réciproque, pour les mêmes 

raisons, du même rayon vecteur P C , c'est-à-dire qu'on a 

Le rayon vecteur PA de la transformée est donc pro-

portionnel au petit rayon vecteur PI de la primitive 

dans le rapport 

BC' — BP2 

o c ' — ôp2 

d'où il suit que la transformée, par rayons vecteurs 

réciproques, du segment supérieur SS' de la primitive 

autour du point P , considéré comme pôle d'inversion, est 

aussi la transformée, par rayons vecteurs proportionnels, 

du segment inférieur II' de cette primitive*, et que le 

point P est en même temps un centre de similitude. 

11 en résulte le parallélisme des rayons AO' et 0 1 , ce 

qui démontre la proposition énoncée. 

Cela donne aussi une nouvelle démonstration de la 

propriété fondamentale, rappelée ci-dessus, du losange 

articulé de M. Peaucellier, à savoir que la transformée 

est une circonférence. 

On peut appliquer la nouvelle propriété qui fait l 'objet 

de la présente INote à la mesure, avec quelque précision 

(suivant la grandeur du rayon du limbe), des petits 

angles qu'on ne peut répéter. 

11 suffit, pour cela, de fixer une lunette à réticule sur 

le rayon 0 1 de la primitive, et de lire l'arc sur la trans-
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formée considérée comme limbe. Le rayon 0 1 est con-

duit par une coulisse glissant sur la diagonale P A . L e 

point A , lui-même, de cette diagonale, se meut à cou-

lisse sur la tige rigide qui forme cette diagonale. 

SOLUTION D'UNE QUESTION P R O P O S É E P A R H . R E A L I S 

( Tolr z'sérlo, t. XIV, p. 298 ); 

PAR M. KOEHLER. 

Dans toute équation du troisième degré dont les ra-

cines sont a, b, c, les différences a — b — <?, c — a 

s* expriment toujours en fonction ratiofinelle de l'une 

d'elles et des coefficients. 

Voici un calcul très-simple et très-élémentaire qui 

conduit à la proposition ci-dessus, pour l'équation com-

plète au moyen d'une division algébrique. Soit 

x3 -+- px2 H- qx -f- r z=z o 

l 'équation complète 5 soient 0, J', ¥ les trois différences 

a — b, b — c, c — a ; on a d'abord 

<y + <r = - Î, 

— bc — c2 — ab -f- ac 
= (bc -f- ca -f- ab) — [a2 -f- b2 H- c2) -f- (a — b)2 

— 3 7 — ¡r -f- S2, 

de sorte que d 'et à" sont données par la formule 

à = — - ziz - V 4 P2 — l? ,7 — 3 «î2 • 
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L'équation au carré des différences est , comme on 

sair, 

A(i — 2*i(p* — 3ç) + 3 q)2 

+ 4p3r — p7q2 — iSpqr -+- 4<73 -+- /'2 — o, 

ou abréviativement 

A6 — 2 M A4 - f M 7 A2 - h N = o . 

E n divisant le triple du premier membre de celte 

équation par la quantité soumise au radical dans l ' ex-

pression ci-dessus de A , c 'est-à-dire par — 3 A 2 H-

! A, M\ 2 

on trouve pour quotient — ( A 2 — — J et pour reste 

4 M 3 
h 3 N . On a donc la relation 9 

et, comme 

-h /¡JS = 4- gpY -F- 8IR2 — 4pAq •+• 12p*r — 5^pqr 

— 3P<I + 9r) > 

il vient, en définitive, 

2 
2 ç 

C. Q. F. D. 

En faisant p = o, on retrouve l'expression donnée 

par M . Réalis pour l 'équation du troisième degré sans 

second terme. 
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THÉORÈME PROPOSÉ PAR M. DESBOVES 
(voir ?.* série, t. XVI, p. 229); 

DÉMONSTRATION DE M. MORET-BLANC. 

Si clans un quadrilatère A B C D , dont on désigne les 

cotés A B , B C , C D , D A et les diagonales A C , BD par 

a, c, e,/*, on a 

i e ad -i- bc 
f^ab + cd" 

on a aussi nécessairement l'une des deux relations sui-

vantes : 

(2) ef—ac-+-bd^ 

f + + + €~— f2) ef-A-ac-\- bd) 
K ' J — 2 (nb 4- cd) [ad -f- bc) = o, 

et réciproquement lune ou l'autre des équations (2) et 

(3 ) entraîne nécessairement léquation ( 1 \ 

Cherchons la relation qui doit exister entre les côtés 

et les diagonales d'un quadrilatère : il y en a nécessaire-

ment une, car le nombre des conditions nécessaires pour 

déterminer un polygone de n côtés étant in — 3, c'est 

cinq pour le quadrilatère. 

J'appelle a et [5 les angles B A C et C A D . Les triangles 

B A C , C A D et B A D donnent 

IP — a2 -f- e'1 — 2 ae cos a, 

C~ s::: d' -f Cl — de COS F , 

/- - _ a - f d- — 2 ad cos A ; 
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d ' o ù 

cos a — 

(P — c2 M- e2 

cos S = 5 
r 2 de 

a * + ^ _ / * 

cos A ~ 
1 ad 

O n a d 'a i l leurs 

sin ( a -h p ) — sin a cos p 4- cos « sin p, 

sin2 ( a -f- p ) = sin2 a cos2 p 4- cos2a sin2 p 

H- 2 sin a sin p cos a cos p 

= cos2a 4- cos2p — 2cosacosp cos A = i — cos2 A , 

d ' o ù 

cos2 a 4- cos2 p -f- cos2 A — a cosa cos p cos A = i , 

e t , e n r e m p l a ç a n t c o s « , cos |3, cos A p a r l e u r s v a l e u r s e t 

c l i a s s a n t l e s d é n o m i n a t e u r s , 

e ' f 2 4 - e 2 / 4 4- e 2 f 2 [a2 4 - ¿2 -f- c2 -4- d2) 
4 - e2 (û2 ¿>2 4 - c2 d2 — c2 — b2d2) 

( 4 ) { ^.fi[b2c2-^a2d2 — a2c2 — b'ld2) 
-H [a* c 2 a 2 b* d 2 b 2 d* ) 
— {a2 b2 c2 4 - a2 b2 d2 4 - a2 c2 d2 -f- b2 c* d2) = o , 

r e l a t i o n q u i p e u t s ' é c r i r e 

4-bd — c f ) 

[(«24- b* c2—/2) [ac 4- bd + e f ) 

-l{ab-\-cd) [ad 4 - ¿c )] 

4- [ c ( ab 4 - cd) —/{ad 4 - bc) ]2 = o , 

c e q u i d é m o n t r e l e t h é o r è m e e t sa r é c i p r o q u e . 

Note du rédacteur. — Quand le quadrilatère ABCD est convexe, l'éga-
lité (i) entraîne l'égalité (2), et inversement. (G.) 
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DÉMONSTRATION D'IIS THÉORÈME FONDAMENTAL 
DE LA THÉORIE DES FIGURES HOMOGRAPHIES DANS L'ESPACE ; 

PAR M. E. DEWULF, 

Commandant du Génie. 

O n sait que, quand deux figures homograpliiques sont 

placées d'une manière quelconque dans l'espace, elles 

ont toujours quatre points correspondants communs j 

c 'est-à-dire qu'i l existe quatre points réels ou imagi-

naires, qui , étant considérés comme appartenant à la 

première figure, sont eux-mêmes leurs correspondants 

dans la seconde. 

C e théorème a été démontré théoriquement, dans les 

Nouvelles Annales, par M. de Jonquières ( i r e série, 

t. X V I I , 1858, p. 62)5 mais je pense que la démonstra-

tion de ce géomètre peut être rendue plus élémentaire : 

le lecteur verra si je me trompe. 

Désignons par F et F ' les deux figures liomographiques} 

par a et al deux droites correspondantes ; il résulte i m -

médiatement de la définition des figures homograpliiques 

qu'à un faisceau de plans passant par a il correspond 

un faisceau projectif de plans passant par a\ et l 'on sait 

que le lieu de l ' intersection des plans correspondants des 

deux faisceaux projectifs est un hyperboloïde [a,a!~]. 

Cela posé, soit M un point correspondant commun 

aux figures F et F ' , ce point appartiendra évidemment 

aux surfacesdu second degré al j , quelles que soient les 

droites correspondantes a et a!. 

Considérons trois droites au a^, az de la figure F , s i-

tuées dans un même plan a et se coupant en un même 
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point À j à ces droites correspondront dans F ' trois 

autres droites d ^ c i ^ a ^ situées dans un p l a n V corres-

pondant à a, et se coupant en un point A' qui correspond 

à A . Les points correspondants communs à F et à F ' se 

trouvent au nombre des points d'intersection des trois 

quadriques [ai,a'l ], [ a j , a 2 ] , [«3) ciz ]. 

Or les quadriques a\ ] , ] ont deux généra-

trices communes, les droites A A' et a a' non situées dans 

uu même plan, comme il est facile de le voir; elles se cou-

pent donc suivant deux autres droites p et q non situées 

dans un même plan et formant avec les deux premières 

un quadrilatère gauelie. Les droites A A ' e t aa ' appar-

tiennent aussi à la quadrique [¿z3, ] , qui coupera les 

cotés p et q du quadrilatère gauche en quatre points 

P j , P 2 et Q j , Q â . L'intersection complète des trois qua-

driques se compose donc des droites A A', aa' et des 

points P i , P 2 , Q i 9 Q s . 

Les plans rt1P1,«'lP1 sont correspondants, puisque le 

point P j appartient «à la quadrique [ a 1 ? a { ] ; les plans 

a\ PA et ¿¿3Pi, «'3Pi sont aussi correspondants pour 

la même raison. Donc le point P j , considéré comme dé-

terminé par l'intersection des trois plans P4, a 3 P t 

de F , a pour correspondant le même point P j de F' , donné 

par les trois plans a\ P , , a2 P t , a\ P1# 

Le même raisonnement peut s'appliquer aux points 

P ^ Q I ^ Q M ce qui démontre que deux figures horno-

grapliiques dans l'espace ont toujours quatre points cor-

respondants communs; on sait d'ailleurs qu'elles ne 

peuvent en avoir un plus grand nombre sans se con-

fondre. 

Cette démonstration nous donne les conséquencessui-

vantes : le quadrilatère gauche, intersection des deux 

quadriques , a' ] , [ci i ,a2 ] , a toujours deux côtés réels, 

les droites A A', «a'; par conséquent, les deux autres côtés 
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p et q sont aussi réels: donc les quatre points correspon-

dants communs aux deux figures homograpliiques, qui 

sont réels ou imaginaires suivant que la quadrique 

[«s ,«3] coupe ou ne coupe pas les droites p et q, sont 

toujours situés sur deux droites réelles. Le théorème 

fondamental dont nous nous occupons peut donc être 

énoncé sous la forme suivante, plus complète que celle 

que l'on doçne ordinairement : 

Deux figures ho 1110graphiques dans l'espace ont, en 

général, quatre points correspondants communs. Si les 

quatre points sont réels, ils forment un tétraèdre réel. 

Si deux poin ts seulement sont réels, le tétraèdre a deux 

faces réelles qui passent chacune par un des points 

réels, et dont l'intersection est la ligne de jonction, tou-

jours réelle, des deux points imaginaires. Si les quatre 

points sont imaginaires, les faces du tétraèdre le sont 

aussi, mais il y a toujours deux arêtes de ce tétraèdre qui 

sont réelles. Sur chacune de ces arêtes se trouvent deux 

points imaginaires conjugués et> par chacune d'elles, 

passent deux plans imaginaires conjugués. Le nombre 

des points réels est toujours égal à celui des plans réels. 

Cet énoncé a été donné par M. Sclioute, jeune géo-

mètre hollandais, dans une intéressante étude sur l'ho-

mographie, mais il a établi le théorème par des considé-

rations analytiques ( * ). 

{*) Homographie, en hare toepassing op de theorie der opperrlak. Ken 

den tweeden graad. Leyden, 1870, pages 18 et 19. 
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QUESTION PROPOSÉE All CONCOURS GÉNÉRAL DE 1 8 7 7 , 
P O U U LA CLASSE D E M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S } 

SOLUTION DE M. HENRI BERGSON, 

Élève du lycée Fontanes ( * ). 

Étant donnés deux plans P et P' et un point A en 

dehors de ces deux plans, on considère toutes les sphères 

qui passent parle point A , et qui sont tangentes aux 

deux plans donnés : 

i ° Trouver le lieu de la droite qui joint le point A au 

centre de la sphère variable ; 

Trouver le lieu du point ou cette sphère touche Vun 

des plans. 

I . Soient P et P ' l e s deux plans, M N leur intersec-

tion, O le centre d'une des splières passant par le point 

(*) M. Henri Bergson a obtenu le premier prix. 
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A et tangentes aux deux plans; C e t C les points de con-

tact de cette sphère avec les deux p lans; Q le plan pas-

sant par le point A et la droite M N . Proposons-nous de 

trouver le l ieu de la droite A O . 

Remarquons d'abord que le point O , équidistant des 

plans P e t P ' , est situé dans le plan bissecteur S du dièdre 

P M N P ' . Cela posé, abaissons sur le plan Q la perpendi-

culaire O D , et sur la droite M N la perpendiculaire OB ; 

puis tirons les droites BD, B C , O C , O A , A D . Les droites 

BD et B C étant, d'après un théorème connu, perpendi-

culaires sur M N , les angles O B D , O B C mesurent respec-

tivement les deux dièdres SMINQ, S M N P , et, par suite, 

sont constants. Ces deux angles étant constants, il en est 

i A i OD OC , 
de meme des rapports — > et, par conséquent, Je 

rapport quotient des deux rapports précédents, est 

constant aussi.. 

Mais, O C étant égale à O A , le rapport — est constant. 
UA 

Dès lors, dans le triangle rectangle O D A , le rapport 

étant constant, l 'angle O A D l'est aussi, ainsi que son 

complément O A L , obtenu en élevant sur le plan Q la 

perpendiculaire A L . L'angle O A L étant constant, le lieu 

de la droite A O est la surface d'un cône de révolution 

dont l 'axe est A L . 

Calcul du demi^angle du cône. — Il est facile de cal-

culer le demi-angle O A L de ce cône. Désignons, en 

effet, par a e t ( 3 les deux dièdres S M N Q , S M N P . 

On a 
OD 

OD OD OB sin a 

OB 
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tT où 

^ t s i n a 
cosOAL = -r— 

sin p 

Discussion.— Les angles a et (3, l'un inférieur, l'autre 

égala la moitié du dièdre PMINP', sont toujours aigus; 

donc, pour que cosOAL et par suite O A L lui-môme 

existent, il faut qu'on ait a < j 3 . Cette conséquence pou-

vait être prévue ; car, si a est plus grand que (3, le point 

A est extérieur au dièdre PMiNP', et la sphère O est 

tangente, non plus à P et à P', mais à l 'un d'eux et au 

prolongement de l'autre, ou aux prolongements de tous 

deux. 

Si l'on suppose ¡3, on a 

cos OAL — i, 

et par conséquent l'angle O A L est nul. Le lieu se réduit 

donc à ladroite A L . Ce résultat pouvaitencore etre prévu ; 

car, si les angles a et (3 sont égaux, le point A est contenu 

dans le plan P , et il n'existe plus qu'une seule sphère pas-

sant par le point A et tangente aux deux plans. 

Si Ion suppose a = o , o n a 

cos OAL — o et OAL = go°. 

Le lieu est alors la surface d'un cône dont le demi-angle 

est un angle droit, c'est-à-dire un plan. Ce résultat 

pouvait encore s'obtenir a prioricar, si l'angle «est nul, 

le point A est situé dans le plan bissecteur S, et toutes 

les droites A O sont contenues dans ce plan. 

Généralisation du problème. — Dans le problème 

précédent, on a supposé que la sphère variable était tan-

gente aux deux plans donnés, ou, en d'autres termes, 

faisait avec ces deux plans des angles nuls. On peut gé-

néraliser la question et supposer que la sphère variable, 



au lieu de faire avec les deux plans des angles nuls, coupe 

ces deux plans sous des angles déterminés. Je dis que le 

lieu de la droite À O est encore, dans ce cas, un cône 

ayant pour axe la droite A L . 

En effet, so i tO le centre de l 'une des sphères consi-

dérées. Désignons par r son rayon, et par p, p\q les dis-

tances respectives du point O aux trois plans P, P ' , Q . La 

sphère coupant les deux plans sous des angles déter-

minés, on voit facilement que les rapports — ? et par 

suite leur quotient — s o n t constants. Le rapport —, 

étant déterminé, le point O, d'après un théorème connu, 

est situé dans un plan déterminé S passant par MN. Dès 

lors, les trois plans P , Q , S se coupant suivant une même 

droite M N , on sait que le rapport des distances d'un 

point quelconque du plan S aux deux autres plans est 

constant. Donc le rapport - est constant ; et, comme le 

rapport ainsi qu'on l'a vu, est constant aussi, il en 

est de même du quotient - de ces deux rapports. Ainsi, 

dans le triangle rectangle O D A , le rapport c'est-à-dire 

est déterminé, et par suite l'angle O A D et son com-
OA * 1 ° 
plémentOAL sont constants. Le lieu de la droite A O e s t 

donc encore un cône de révolution ayaut pour axe A L . 

II. Proposons-nous maintenant de trouver le lieu du 

point de contact G de la sphère O avec le plan P . 

Abaissons du point A , sur le plan bissecteur S, la per-

pendiculaire A H , qui coupe le plan S en H, et le plan 

P 'en E ; puis tirons les droites O H , O E , OC' ,EC ' , et dé-
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signons par A' le point où A H coupe la sphère O . Les 

triangles O A H , OA'H étant évidemment égaux, le point 

A' est le symétrique du point A par rapport au plan S ; 

donc ce point A' est fixe. Or la droite E C étant tangente 

à la sphère, on a 

E C ' 2 = EA X EA' = const. 

La droite EC' étant constante, le lieu du point C' est 

une circonférence dont le centre est E et le rayon EC'. 

Calcul du rayon. — On a évidemment 

EG'2 = E0 — OC7' =~hX) - Ô T . 

D'autre part, la droite AH, perpendiculaire au plan 

S, l'est aussi à la droite OH. On a donc 

EO — ÔA = EH' — ÂH2 

d'où 

E C ' = E H » — A H . 

Discussion. — La formule précédente montre queEH 

doit être plus grande que AH ; ce que l'on pouvait pré-

voir, puisque, dans le cas contraire, le point A serait 

extérieur au dièdre. 

Si l'on suppose EII = AH, la droite E C devient nulle, 

et le cercle se réduit à un point. En effet, si les lignes 

EH et AH sont égales, le point A est dans le plan P, et 

il n'existe qu'une seule sphère passant par le point A et 

tangente aux deux plans. 

Si l 'on suppose AH = o, on a E C = EH ; ce qui était 

évident a priori, car alors le point A est situé dans le 

plan bissecteur S, et les deux droites E C , EH sont tan-

gentes à la sphère. 

I I I . Des propositions précédentes on peut tirer di-

verses conséquences. 
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1 . Remarquons d'abord que le point O, equidistant du 

point A et du plan P , se trouve situé sur un paraboloide 

de révolution ayant le point A pour foyer et le plan P 

pour plan directeur. Pour la même raison, il est situé 

sur un paraboloide dont le foyer est A et dont le plan 

directeur est P'. Enfin le point O est contenu dans le 

plan S. Le lieu du point O peut donc être défini, soit 

par l'intersection d'un plan et d'un paraboloide, soit par 

l'intersection de deux paraboloides. 

Or, le point O étant situé sur la droite OC' , le lieu de 

ce point est situé sur la surface d'un cylindre droit dont 

la base est un cercle ayant E pour centre et EC' pour 

rayon 5 donc le lieu du point O , intersection d'un cy-

lindre et d'un plan, est une ellipse. 

De là les deux théorèmes suivants : 

i° L'intersection d'un paraboloide par un plan est 

une ellipse. 

-2° L intersection de deux paraboloides ayant même 

foyer est une ellipse• 

D'autre part, on a vu que le lieu de la droite A O est un 

cône de révolution \ de là ce troisième théorème : 

3° Si Von coupe un paraboloide par un plan9 le cône 

qui a pour base la section et pour sommet le foyer est 

un cône de révolution. 

Enfin on sait que le lieu du point C , projection du 

point O, est un cercle -, d'où ce quatrième théorème : 

4° Si I on coupe un paraboloide par un plan, la pro-

jection de la section sur un plan perpendiculaire à l'axe 

est un cercle. 

2. Prenons, maintenant, pour origine un point quel-

conque de l'espace, et transformons par rayons vecteurs 

réciproques la figure considérée. Les deux plans P et P ' 

Ann. de Mathêmat., 2e série, t . XVII. (Juin 1878.) 18 
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deviennent deux sphères, et la sphère O est encore une 

sphère nouvelle variable, passant par le point A et tan-

gente aux deux autres. D'autre part, la circonférence 

ayant E pour centre, et EC' pour rayon, devient une cir-

conférence tracée sur la sphère réciproque du plan P'. 

On voit donc que, si les plans P et P' sont remplacés par 

des sphères, le lieu du point G est encore une circonfé-

rence. 

Si l'on suppose le centre d'inversion choisi dans l 'un des 

plans P e t P', on voit que la solution reste la même quand 

un seul des plans donnés est remplacé par une sphère. 

Enfin, si l 'on prend pour centre d'inversion le point A , 

les plans P et P' deviennent des sphères, et les sphères O 

des plans ; d'où ce théorème bien connu : 

Si Von mène des plans tangents à la fois à deux 

sphères données, le lieu des points de contact de ces 

plans avec chacune des sphères est un cercle. 

IV. — Autres solutions des questions proposées. 

i° Proposons-nous d'abord de trouver le lieu de la 

droite. 

Tous les points O doivent satisfaire à la condition 
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d'être équidistants du point A et du plan P ; ils sont de 

plus contenus dans le plan S. Considérons deux points 

O et 0 ' du plan S satisfaisant à cette condition; tirons 

les droites AO, AO', et abaissons sur le plan P les per-

pendiculaires O C , O ' C , et sur le plan Q les perpendicu-

laires OD, O'D' ; puis menons les trois droites 0 0 ' , CC' , 

DD', qui aboutissent toutes trois au point B de la droite 

MN. On a 

OP _ QB _ OC 
ITIP ~~ WW ~ o' c ' 

et, comme on a O C = O A , et O ' C ' = C/A, on en dé-

duit 

OD _ OA OD O'D' 
(7D7 ~ cyA ou OA ~~ lyl' 

Dès lors, si l'on tire AD et AD', les deux triangles rec-

tangles A D O , A D ' O ' sont semblables ; donc les angles 

O A D , O ' A D ' que font avec le plan Q les droites AO, 

A O ' sont égaux, et Ton conclut, comme précédemment, 

que le lieu de A O est un cône de révolution dont l'axe 

est perpendiculaire au plan Q . 

2° Cherchons, maintenant, le lieu du point de contact 

de la sphère variable avec Vun des deux plans. 

D'après le théorème deDupuis, si une sphère variable 

est tangente à trois sphères données, le lieu du point de 

contact de la sphère variable avec chacune des trois 

autres est une circonférence. 

Supposons que Tune des trois sphères fixes se réduise 

à un point et que les deux autres sphères se coupent : le 

théorème subsiste encore. Cela posé, transformons la 

figure par rayons vecteurs réciproques, en prenant pour 

origine un des points de l'intersection des deux sphères. 

Le point donné devient alors un point A ; les deux 

18. 
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sphères deviennent deux plans P etP ' . D'ailleurs, le lieu 

des points de contact de chacun de ces plans avec la sphère 

variable est encore une circonférence. Le problème est 

donc résolu. 

AGRÉGATION DES LYCÉES (CONCOURS DE 1 8 7 7 ) . 

O R D R E D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S . 

COMPOSITION DU 8 AOUT. 

Mathématiques spéciales. 

On donne un ellipsoïde et un point A : 

i ° Trouver un pointB tel que, en menant par ce point 

un plan quelconque P , la droite AB soit toujours l 'un 

des axes du cône qui a pour sommet le point A , et pour 

base la section de l'ellipsoïde par le plan P ; 

2° Le problème a, en général, trois solutions : trouver 

pour quelles positions du point A le nombre des solu-

tions devient infini -, 

3° Le point A restant fixe, on suppose que l'ellipsoïde 

se déforme de façon que les trois sections principales 

conservent les mêmes foyers, et l'on demande le lieu que 

décrit alors le point B. 

COMPOSITION DU 9 AOUT. 

I. — Mathématiques élémentaires. 

Une droite A B de longueur donnée tourne autour de 

son milieu O , supposé fixe, de façon que les rapports 
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5 5 ^^ s t a , l c e s s e s extrémités A et B à deux points 

fixes C et D soient toujours égaux entre eux : trouver le 

lieu engendré par celte droite A B . 

I I . — Mécanique élémentaire. 

Deux poids P et P' sont assujettis à se mouvoir sur 

deux plans inclinés dont l'intersection est horizontale; 

ces deux poids s'attirent proportionnellement à leurs 

masses et à une puissance connue de leur distance m u -

tuelle : trouver leur position d'équilibre. 

Etudier le môme problème en tenant compte du frot-

tement que l'on suppose le même pour les deux plans 

inclinés. [On négligera les dimensions des deux poids.) 

COMPOSITION DU I O AOUT. 

Question de méthode et d9histoire des Mathématiques. 

Exposer la marche à suivre pour trouver l'équation 

d'un lieu géométrique, en Géométrie plane. — Choisir 

des exemples propres à faire comprendre la méthode et 

à mettre en évidence les particularités les plus remarqua-

bles que l'on peut rencontrer dans cette recherche. 

COMPOSITION DU 2 5 AOUT. 

Sur les matières de la licence. 

Etudier le mouvement des deux points pesants p. et m 

qui s'attirent proportionnellement à leur masse et à leur 

distance : le point p est assujetti à rester sur une verti-

cale O z , et le point m à rester sur un plan horizontal qui 

tourne uniformément autour de la verticale O z . 
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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES (ANNÉE 1 8 7 7 ) . 

Leçons de Mathématiques spéciales. 

i ° Théorie des plans diamétraux et des diamètres 

dans les surfaces du second degré. 

2° Règle des signes de Descartes. 

3° Théorème de Rolle. — Application à la séparation 

des racines d'une équation algébrique ou transcendante. 

4° Théorème des projections. — Application à la 

transformation des coordonnées dans l'espace. 

5° Tangentes et asymptotes des courbes rapportées à 

des coordonnées polaires. 

6° Exposer les méthodes principales qui permettent de 

reconnaître la nature d'une surface du second ordre, 

donnée par une équation à coefficients numériques. 

7° lim ( i -+--Í 
J \ m 
8° Théorème de Sturm. — Usages de ce théorème. 

9° Transformation des équations. — E x e m p l e s . 

io° Discussion de courbes en coordonnées polaires. 

11° Approximation des racines (méthode de Newton). 

12° Sections circulaires dans les surfaces du second 

ordre. — Cas où la surface est rapportée à des axes de 

coordonnées rectangulaires quelconques. 

i3° Intersection d'un cône et d'un cylindre dans le 

cas où la section a des branches infinies. 

i4° Réduction de l'équation générale du second ordre 

à trois variables à ses formes les plus simples (coordon-

nées rectangulaires). 

i5° Intersection de deux courbes du second degré. — 

lorsque m devient infini. 
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Solution au moyen d'une équation du troisième degré. 

— Discussion. 

16° Asymptotes des courbes rapportées à des coor-

données rectilignes. 

170 Étude de la fonction exponentielle ax. — Des 

logarithmes considérés comme exposants. 

Leçons de Mathématiques élémentaires. 

i ° Divisibilité. — Caractères de divisibilité par 

2, 5, 4, 9, 3, 1 1 . 

20 Réduction des fractions ordinaires en fractions 

décimales. — Fractions périodiques. 

3° Première leçon sur la mesure des surfaces. 

4° Formules pour la résolution des triangles. 

5° Volume de la sphère. — Théorèmes qui y condui-

sent. 
a X2 | ^ JQ | Q 

6° Maximum et minimum de T, 7 • 

a xl -f- b x -h c 
70 Racine carrée (Arithmétique). 

8° Plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs 

nombres entiers. — Plus petit commun multiple. 

90 Première leçon de Géométrie descriptive. 

io° Résolution et discussion de l'équation 
ax* -f- bx c= o. 

11° Première leçon de Trigonométrie. 

Première leçon de cosmographie. 

i3° Multiplication algébrique. 

Première leçon sur la mesure des volumes. 

1 0° Mesure des angles. 

16° Résolution et discussion du système d'équations 

ax -f- by = cy 

a'x -f- b'y = c'. 
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Géométrie des crip tive. 

Etant donnés un paraboloïde de révolution P dont 

Taxe est vertical, et une droite D qui rencontre cet axe, 

on coupe la surface P par des plans horizontaux, et l'on 

transporte chaque section dans son plan, de manière que 

son centre vienne se placer sur la droite D : on obtient 

ainsi une surface S. 

Cela posé, on demande : 

i ° De mener le plan tangent à la surface S en un point 

de cette surface dont la projection verticale m' est don-

née ; 

2° De construire l'intersection des surfaces P e t S. 

Données. — Le sommet du paraboloïde P est à 7 cen-

timètres en avant de la ligne de terre ( on le placera à 

10 ou 12 centimètres du bord droit de la feuille. ) 

Le foyer de la parabole méridienne est à 1 centimètre 

au-dessus du sommet. 

La droite D est parallèle au plan vertical; sa trace ho-

rizontale est à 7 centimètres en avant de la ligne de terre, 

et à 5 centimètres à gauche du sommet du paraboloïde P. 

Sa projection verticale fait un angle de 60 degrés avec la 

partie droite de la ligne de terre. 

Le point m' est à 9 centimètres au-dessus de la ligne de 

terre, et h /fi millimètres à gauche de la projection ver-

ticale de l'axe du paraboloïde. 

Épreuve pratique de calcul. 

Sachant que le polynôme 

j 3 -f- 1,7 xy2 — 2 , 2 5 x2y — 3 ,825 x3 

-f- 3xy -f- 0,6 x2 — y -f- 4,3.r — 2 

est décomposable en facteurs du premier degré, on de-

mande d'opérer cette décomposition. 
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CORRESPONDANCE. 

1 . Nous avons reçu de M . G . C H À M B O N une Note in-

titulée : 

Lieu des centres des coniques circonscrites à un qua-

drilatère. — Conique des neuf points. 

Dans cette Note il est démontré que le lieu géométrique 

des centres des coniques circonscrites à un quadrilatère 

donné À B C D est une ligne du second degré qui passe : 

i ° Par les trois points où se coupent deux à deux les 

côtés opposés et les diagonales du quadrilatère ; 

Par les six points milieux des côtés et des diago-

nales. 

C'est à cause de ces propriétés que l'auteur de la 

Note, considérant un triangle A B C , déterminé par trois 

des sommets du quadrilatère, nomme conique des neuf 

points de ce triangle, le lieu géométrique dont il s'agit. 

Lorsque le quatrième sommet D, du quadrilatère coïn-

cide avec le point d'intersection des trois hauteurs du 

triangle A B C , l'équation de la conique devient celle 

d'une circonférence, et l 'on retrouve ainsi, comme cas 

particulier, une proposition bien connue sous la déno-

mination de la circonférence des neuf points. 

2. MM. Félix Sautreaux et Dunoyer nous ont adressé, 

successivement, d'intéressantes recherches sur le théorème 

de Pascal. Ce théorème a été, comme on sait, démontré 

dediflérentes manières, en le déduisant de différentes pro-

positions de Géométrie plane auxquelles correspondent, 

dans l'espace, des propositions analogues. En voici un 

exemple très-simple, qui se trouve dans le travail de 

M. Sautreaux. 
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Si trois coniques ont une corde commune, les trois 

autres cordes d'intersection concourent au même point. 

Si trois surfaces du second ordre ont une conique 

commune, les plans des trois autres coniques d'intersec-

tion passent par une même droite. 

3 . Les deux questions de Géométrie analytique, pro-

posées au concours d'admission à l 'Ecole Centrale (voir 

t. X V I I , p. 200 et 2 o 3 ) , o n t été résolues par M . Y . Griess, 

maître répétiteur au lycée d 'Alger ; et la question de Ma-

thématiques spéciales du concours général, par M . Bar-

barin. 

PUBLICATIONS RÉCENTES. 

1 . T R A I T É D E G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E , précédé des Élé-

ments de la Trigonométrie rectiligne et de la Trigono-

métrie spliérique, par A. Boset, ingénieur honoraire 

des Mines, candidat es sciences physiques et ma-

thématiques, professeur de Mathématiques supérieures 

à l 'Athénée royal de N a m u r . — Bruxelles, Gustave 

Mayolez, l ibraire-éditeur, rue de l 'Impératrice, i 3 ; 

Paris, Gauthier-\ i l lars , l ibraire, quai des Grands-

Augustins,55 ( 1878). Un volume in-8 de 700 pages. 

P r i x : 12 f r . 

L 'Ouvrage est divisé en deux Parties; la première 

comprend les éléments des deux trigonométries et leurs 

applications à la résolution de divers problèmes impor-

tants, qui 11'ont pas été résolus dans plusieurs autres 

Traités de Trigonométrie . Nous avons, par exemple, re-

marqué la formule qui donne le volume d'un tétraèdre 

en fonction des six arêtes. 
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La seconde Partie est un Traf té , des plus complets, de 

Géométrie analytique plane. On y trouve un grand 

nombre d'exercices bien choisis, les démonstrations de 

plusieurs propriétés peu connues et utiles pour la con-

struction des courbes du second degré. — Une théorie 

nouvelle des asymptotes, que l 'auteur eonsidère comme 

des tangentes dont les points de contact sont à Vinfini. 

Les théories générales des foyers et circonférences fo-

cales ; des diamètres et diamètres c o n j u g u é s . — Sys-

tèmes homograpliiques. — Courbes enveloppes. — Po-

laires réciproques. — Coniques rapportées aux côtés 

d 'un triangle autopolaire. — Invariants, covariants. — 

Homothétie Toutes ces théories et propositions sont 

exposées avec ordre et clarté. 

L'ouvrage de M . Boset nous semble appelé à un grand 

succès; il peut, certainement, être recommandé aux étu-

diants et aux professeurs. 

2 . Sulla cinematica di un corpo solido. Nola del S . C . 

Prof . Giuseppe Bardelli . 

Letta nell 'adunanza del 28 marzo 1878 del B . Istituto 

Lombardo di Scienze e Lettere. 

Milano, coi tipi di G . Bernardoni (1878). 

3. Greek Geometry, from Thaies to Euclid, by 

George Johnston9 Allman, II. D . , professor of Ma-

thematics, and Member of the senate, of the Queen's 

University in Ireland. 

Dubl in , printed at the University press, by Ponsonby 

and Murphy ( 1 8 7 7 ) . 

4 . Grundlagen der Ikonognosie. Mit Berücksichti-

gung ihres Verhältnisses zu anderen exacten Wissen-

schaften, insbesondere zur « Géométrie descriptive » 
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von F R A N Z T I L S E R , Professor am K . K . böhmischen poly-

lechnikum in Prag. I. Abtl iei lung. Mit 5 l i thogr .Tafe ln . 

(Aus den Abhandlungen der k. Böhm. Gesellschaft 

der Wissenschaften, vi . Folge . 9. Band) (Mathem. 

naturwiss. — Classe n° 3.) 

Prag. Verlag der kön. böhmischen Gesellschaft der 

Wissenschaften ; Druck von Dr. Ed. Grégr . ( 1878. ) 

T H É O R I E M A T H É M A T I Q U E DES O P É R A T I O N S F I N A N C I È R E S ; 

par M . Hippolyte Charlon. 2e édition*, Paris , G a u -

thier-Villars, 1878. Grand in-8°. Pr ix : i 2 f r 5 o . 

L'auteur, dans cette seconde édition de la Théorie mathéma-
tique des opérations financières, s'est efforcé d'en rendre la lecture 
facile aux personnes qui ne connaissent que les notions les plus 
élémentaires de l'Algèbre. Les démonstrations qui exigent une con-
naissance approfondie des procédés algébriques ont été reléguées 
dans des Notes placées à la fin de l'Ouvrage. 

Il a ajouté considérablement au texte et aux Tables de la pre-
mière édition, publiée en 18G9. 

Des lois édictées en 1875» et 1875 ont frappé les obligations de 
trois taxes qui, modifiant leur valeur, ont apporté des complica-
tions nouvelles dans tous les problèmes qui les concernent. Le lec-
teur verra avec intérêt les procédés simples et ingénieux inventés 
par M. Achard pour triompher de ces complications. 

L'auteur a pensé que les Théories des Opérations de Bourse et 
de Change, ainsi que celle de la Comptabilité, se rattachaient na-
turellement à son sujet; aidé par MM. Jay, Baudesson de Biche-
bourg et Tricart, il a consacré trois Chapitres à leur exposition. 

Il a ajouté aux Tables logarithmiques de Fédor Thoman, qui ac-
compagnaient la première édition, des Tables numériques relatives 
aux obligations de chemins de fer et aux calculs d'intérêts com-
posés et d'annuités. 

Ces nouvelles Tables permettent de résoudre, avec le seul se-
cours des opérations élémentaires de l'Arithmétique, les problèmes 
les plus compliqués de la finance, et notamment ceux qui concer-
nent les parités des valeurs. 

Voici d'ailleurs le contenu des différents Chapitres : 
Chapitre I. — Intérêt simple et composé. Escompte. Échéance com-

mune. Échéance moyenne. 
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Chap. II. — Puentes. Perpétuités. Rentes limitées. 
Chap. III. — Emprunts remboursables par des rentes à termes con-

stants. Évaluation, d'après un taux d'intérêt quelconque, de la nue pro-
priété des titres d'un emprunt, de leur jouissance et de ces titres eux-
mêmes. 

Ciiap. IV. — Emprunts par obligations. Évaluation, d'après un taux 
d'intérêt quelconque, de la nue propriété des obligations d'un emprunt, 
de leur jouissance et de ces obligations elles-mêmes. 

Chap. V. — Rentes dont les termes varient en progression géomé-
trique. Emprunts remboursables par des rentes dont les termes forment 
line progression géométrique. Rentes dont les termes varient en pro-
gression arithmétique. Emprunts remboursables par des rentes dont les 
termes varient en progression arithmétique. 

Chap. VI. — Fonds publics français. Opérations du Crédit foncier de 
France. 

Chap. VII. — Définition de la parité des valeurs. Recherche du taux 
correspondant au prix d'une rente. Évaluation de l'influence des taxes 
sur la valeur des obligations. Recherche du taux d'intérêt correspondant 
au prix d'une obligation frappée des trois taxes. Exempïes de calculs de 
parités. 

Chap. VIII. — Définition de la Bourse, son rôle dans la physiologie 
sociale. Historique des opérations de Bourse proprement dites. Des 
usages de place à la Bourse de Paris. 

Chap. IX. — Du change. De la lettre de change. Des cotes. Des arbi-
trages. Arbitrages de fonds publics. Arbitrages des matières d'or et d'ar-
gent. 

Chap. X. — Définition et origine de la comptabilité. Enregistrement 
et classification des faits commerciaux. Des deux principales méthodes 
de comptabilité. Des livres de commerce. De la balance. De l'inventaire 
ou bilan. Applications. Tenue des livres de la maison Pierre et Cie. Ou-
verture et clôture des écritures d'une maison de commerce. 

T H É O R I E D E S I N T É R Ê T S COMPOSÉS E T DES A N N U I T É S , S U I -

V I E D E T A B L E S L O G A R I T H M I Q U E S ; par Fèdor Thoman. 

O u v r a g e traduit de l 'anglais par M . l ' abbé Bouchard, 

et précédé d ' u n A v e r t i s s e m e n t de M . J. Bertrand. 

P a r i s , G a u t h i e r - V i l l a r s , 1878. G r a n d i n - 8 ° . P r i x : 

10 f r a n c s . 

La première édition de cet Ouvrage a paru en anglais, et a été 
imprimée aux frais de l'Université. Elle a obtenu, dit M. Bertrand, 
tout le succès auquel puisse prétendre un Ouvrage de ce genre, 
celui d'être employé par les hommes pratiques et d'être recherché 
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comme un guide précieux, presque indispensable pour les opé-
rations de chaque jour. 

M. Gauthier-Villars, en donnant au public français la traduction 
de M. l'abbé Bouchard, rend un véritable service aux calculateurs 
de notre pays, dont bien peu jusqu'ici ont eu l'occasion de con-
naître l'édition originale. 

Après avoir donné, sous une forme nette et précise, en y joi-
gnant leur démonstration, les formules qui résolvent tous les pro-
blèmes rencontrés par lui dans sa longue pratique de calculateur 
des opérations financières, Fédor Thoman les éclaircit par de nom-
breux exemples, et en simplifie l'emploi de manière à faire dispa-
raître souvent tout travail, par le moyen de deux Tables dont 
l'usage, très-facile et très-clair, permet de résoudre un grand 
nombre de problèmes en apparence complètement distincts. 

Cette nouvelle édition contient de plus des Tables inédites, dres-
sées de la main même de Fédor Thoman. 

La Table I de l'édition anglaise ne donne les logarithmes du 
montant de i franc et de l'annnuité capable d'amortir un capital 
de i franc que pour des périodes de temps inférieures à 100 ans ; 
mais on peut avoir besoin de connaître ces mêmes logarithmes pour 
des périodes comprises entre 100 et 200 ans, surtout lorsqu'il s'a-
git du calcul d'annuités où l'intérêt et l'amortissement se payent 
par semestre, par trimestre ou par mois. Un supplément de 4 pages, 
faisant suite à la Table I, présente ces logarithmes pour les taux 
2, 2 2 y et 3 pour ioo_, et pour des périodes de temps comprises 
entre 100 et 9.00 ans. 

La Table V contient les logarithmes des nombres naturels de 1 
à 100. 

Les Tables VI et VII complètent les trois premières Tables. 
Enfin les trois Tables de logarithmes à 11 décimales servent à 

calculer le logarithme d'un nombre donné, ou le nombre correspon-
dant à un logarithme donné, jusqu'à 10 chiffres exacts. Un supplé-
ment de quelques pages, placé à la fin de l'Ouvrage, sous le titre 
de Tables de logarithmes h 11 décimales, indique la manière de 
se servir de ces Tables. 
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Q U E S T I O N S . 

1267 . On donne une circonférence dont le centre 

est O, et une droite en. On a sur cette droite deux divisions 

homo graphiques, dont A et A ' sont deux points corres-

pondants. Par A et h! on mène des tangentes à la 

circonférence ; elles se coupent en quatre points dont on 

demande le lieu géométrique. 

Construire la courbe clans le cas particulier où le 

pied de la perpendiculaire abaissée du point O sur la 

droite a est le point milieu des deux points doubles 

imaginaires des divisions homographiques. — Cas par-

ticulier ou les divisions sont en involution et ont leurs 

points doubles imaginaires. ( E D . D E W U L F . ) 

1268. L ieu du point de la tangente à l 'épicycloïde 
5. — 2. 

x3 -H yz — az, qui est conjugué harmonique du point 

de contact par rapport aux axes de coordonnées. 

( G A M B E Y . ) 

1269. Une droite A B de longueur constante s'appuie 

sur deux axes rectangulaires O X , O Y : lieu du point M de 

cette droite, tel que l 'on ait 

M A . A O = M B . B O . 

( G A M B E Y . ) 

1270. On sait que les six normales menées par un 

point à une surface du second ordre sont sur un même 

cône du second degré. On propose de trouver le l ieu que 

doit décrire le sommet S de ce cône pour que les diffé-

rents cônes obtenus admettent les mêmes plans cycliques. 

( G A M B E Y ) . 
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1 2 7 1 . On donne un plan (P) et une droite fixe (D) qui 

rencontre le plan en un point O. Par la droite (D) on 

mène un plan (r ) qui coupe (P) suivant une droite O m 5 

on élève sur Om v dans le plan (7R), une perpendiculaire 

0^5 quel est le lieu de cette perpendiculaire? 

1272 . Dans un tétraèdre dont les faces sont équiva-

lentes : 

i° Les faces sont égales} 

20 Le centre de gravité coïncide avec les centres des 

sphères, inscrite et circonscrite, et d'une sphère tan-

gente à la fois aux quatre hauteurs du tétraèdre et aux 

perpendiculaires menées à chaque face par le point de 

rencontre de ses hauteurs. ( C O T T E R E A U . ) 

1 2 7 3 . Si r représente le rayon du cercle inscrit dans 

un triangle, et p le demi-périmètre, oti a p2 2 j r 2 . 
(D. E D W A R D S , The Education times.) 

1274. Dans toute solution, en nombres entiers, de l'é-

quation indéterminée -h 1 = 7 % le p r o d u i t ^ des 

valeurs des deux inconnues est multiple de 5. 

( G E N T Y . ) 

\ ! > . VO. 
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ÉTUDE SUR L E S D É C O M P O S I T I O N S EN SOMMES DE DEUX C A R R É S , 

DU C A R R É D'UN NOMBRE ENTIER COMPOSÉ DE F A C T E U R S P R E -

MIERS DE LA F O R M E 4 » + I , E T DE CE NOMBRE LUI-MÊME. 

F O R M U L E S E T A P P L I C A T I O N A L A R É S O L U T I O N C O M P L E T E , EN 

NOMBRES E N T I E R S , DES É Q U A T I O N S I N D É T E R M I N É E S , S I -

M U L T A N É E S ^ } — x2 -+- [x H - I ) 2 ET y2 = z2 - H ( z H - I ) 2 ; 

[FIN (*).] 

PAR M . E . DE J O N Q U I Ë R E S . 

V . Actuellement, pour passer du système de valeurs 

de x et dej^ qu'on vient d'écrire à un autre système du 

même groupe (E„) qui nous occupe, il suffit de changer 

dans l'expression de x , et en même temps dans celle de 

y, le signe du produit ax bx 5011 obtient ainsi un deuxième 

système de valeurs. Pour en obtenir un troisième, il 

suffit de changer le signe du produit (nb,2 dans les 

mêmes expressions de x et y , et ainsi de suite pour les 

suivants. On obtient donc d'abord, en procédant de la 

sorte, autant de systèmes nouveaux de valeurs de x et de 

y qu'il y a de produits tels que a x b i ^a. 1 b 2 , c'est-à-

dire autant qu'il y a de facteurs f i ^ J ^ ^ f , 

donc n. 

Cela fait, pour obtenir d'autres valeurs conjuguées d e x 

e tde) , il fautehanger ci la fois, dans les deux formules (1), 

les signes de deux produits tels que a^b^ a s b i 9 et celte 

-1 T . , n ( n — 1 ) , , 
opération donne lieu a—-— systèmes nouveaux de 

valeurs correspondantes de x et de y 

(*) Nouvelles Annales, 2e série, t. XVII , p. i . 

Ann. de Mathèmat,îe série, t. XVII . ( Juillet i S7S.) K ) 
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On continue ces changements de signe, en Jes faisant 

porter successivement sur trois, sur quatre, etc., pro-

duits (cib) à la fois, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à les 

prendre en nombre inclusivement égal à la moitié du 

nombre n. Seulement il y a deux casa considérer, selon 

que n est pair ou impair. 

Lorsque n est pair (n — m'), il arrive que, dans le 

dernier groupe de ces permutations, celui où les produits 

ab sont pris n' à rc', les valeurs de x et de y ainsi obte-

nues se répètent deux fois chacune, de telle sorte que, 

pour avoir le nombre exact des solutions distinctes ajou-

tées de ce chef, il ne faut compter que la moitié de celles 

de ce groupe. D'après cela, le nombre total de ces com-

binaisons diverses, et par suite celui des systèmes de x 

et de y , sont donnés par la somme 

9. n 9.n' — i 2 n ! 2 n — i i n 

-h 2 ri -i Î -h 
I . 2 I . 2 . D 

I 9. n' : 9. n' — \ 9. /•' — 9.) . . . \ 9.r/ — ri' -f- F; 

i i . :>.. 3 . . . n 
•ini— i — 0/? —i 

Lorsque n est impair (n = i n' 4- i), la règle générale 

s'applique sans modification, jusques et y compris le 

groupe où les facteurs (ab ) dont on change à la fois le 

signe primitif sont pris n' à n', et le nombre total des 

systèmes de x et de y est égal à 

¡9, n' + 1 ) 2 « ' 

i -f- ; 9.n' —!— i —f—  ;  

I . 9. 

i 4 - 1] 9 11 [ — 0 

: 9. n' i 9. n' • 9 n' — r : . . . 2 n' — / / 

1 . 2 . 3 . . . n' 
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c'est-à-dire le inêtne que dans l'autre cas, algébrique-

ment parlant. 

VI . Quant au nombre N lui-même, sa décomposition 

en une somme de deux carrés suit la loi suivante. 

Si N2 est le produit f \ f i de deux facteurs 

y; — a\ - 4 - b\ et f2 — a\ h - b\ , 

on a 

où L2 et P2 ont pour valeurs types 

L 2 — - axax — bi b2 e t P.. — ax b2 -f- a2bx. 

L'autre décomposition, dont N est susceptible dans ce 

cas, se déduit de la valeur type qu'on vient d'écrire, en 

changeant à la fois dans L 2 et dans P2 le signe de a j 

ou, ce qui revient au même, de bx tout seul. 

Si N3 est le produi t/ i / 2 /3 de trois facteurs, c'est-à-

dire d'un facteur de plus — ci\ -f- b\ ) que dans le 

cas précédent, la décomposition est 

N, = L; -4- P> , 

où L 3 et P3 ont pour valeurs initiales, en fonction de L2 

et de P 2 , 

L 3 = a3L2 — b, P 2 e t P 3 = azï>2 -b b2 P 2 . 

Les trois autres décompositions se déduisent de celles-

ci, en y changeant successivement et à la fois, dans L3 et 

P 3 , les signes de b ^ deb% et de 

Si N; a un facteur de plus [f \ = a\ -f- la décom-

position type est 
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où L, et ont pour valeurs initiales, en fonction de L s 

e l P s , 
L4 - aA L3 — ¿4P3 et P4 — ak P3 -h ¿4L3. 

Les sept autres décompositions dont N4 est suscep-

tible dans ce cas se déduisent de celle-ci en y changeant 

successivement, dans L4 et P4 à la fois, les signes de 

puis de ¿1&2, £1 A3 et 

En général, si N„ se compose de n facteurs (supposés, 

comme dans ce qui précède, à ia première puissance), 

le /2ieiue ayant pour expression j n a~n la décom-

position type, parmi les2"~ 1 dont jN„ est alors suscep-

tible, est 

= + 

o ù L „ et P „ ont, en fonction de L n - 1 e t P „ _ t , c'est-à-

dire en fonction des valeurs de L et P dans la décompo-

N« 
sition type de = H- , les valeurs initiales 

J n 
suivantes : 

L„ - anLw_, — b„ P„_, et Pn an -f- ¿«L«-, 

Les 2" ~ 1 — 1 autres décompositions se déduisent de 

celle-ci, en y changeant successivement, dans L „ e t P„ à 

la fois, les signes de ¿i,Z>2, . . . , pris d'abord un à un, 

puis deux à deux, puis trois à trois, etc., et enfin n' à 7z', 

si n =z i n f -¡- 1, et en ne prenant que la moitié du 

nombre de ces combinaisons n' à n!, si n ~ 111', comme 

011 l'a déjà dit pour le cas où le nombre à décomposer 

est iN2. 

VII. Les formules des § IV et V donnent lieu à une 

autre remarque importante. 

Toutes les décompositions de JN2, à quelque espèce 
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qu'elles appartiennent, dérivent de celles de N (les-

quelles sont au nombre de a"-"1, toutes di(Térenies entre 

elles), soit par la formule de décomposition simple 

(2) K2 +2L, - P.," 

soit par la formule double 

; 3 ) N3 ( L | L | ' ' z f H > Ï P ? ' ) J - h ( L / P ^ H Z L ^ ;] 

dans laquelle On doit prendre successivement les signes 

supérieurs et les signes inférieurs ensemble. 

O r il est remarquable que les 2n~'i décompositions 

qui dérivent de la formule (2) composent à elles seules 

toutes les décompositions de la dernière espèce (E„), et 

que les formules (3) n'en fournissent aucune de cette 

espèce. Pour le démontrer, i l suffit de prouver : 

i ° Qu'el les sont toutes différentes entre elles, donc en 

nombre effectivement égal à 2N~1, ainsi que le comporte 

l'espèce (E„) ; 

20 Q u e , dans chacune d'elles, les deux nombres com-

posants n'ont aucun diviseur commun, ce qui est le ca-

ractère propre et distinclif des décompositions de cette 

espèce. 

En premier lieu, si deux de ces décompositions, telles 

que (L; — P ; 2 - h ¡ T ^ P f et [L\ — V\Y -4- ¿ L 2 P 2 \ par 

exemple, étaient les mêmes, on aurait L\ — P * = h\ — P*', 

car, LJPJ étant impair, on ne peut supposer qu'on eûl 

L] — P ; = 2 L 2 P 2 et L* — P ; = 2 L 1 P 1 . Mais, en consi-

dérant celles de N , toutes différentes entre elles, d'où 

elles dérivent respectivement, on a 

-4- V]=L] 4 - P ; , 

d'où Ton conclurait , en combinant ces deux égalité* 
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par voie d'addition et ensuite de soustraction, L j = L g 

et P j = P 2 , contrairement à l 'hypothèse. Donc les deux 

décompositions dont il s'agit sont nécessairement diffé-

rentesj comme celles d'où elles dérivent. 

En second lieu, les deux nombres L* — P ? et 2L,P, 

sont premiers entre eux 5 car, si L, est pair, P t est im-

pair, ou inversement^ donc Lf — P t 2 n'admet pas le 

facteur 2. En outre, L t et Prêtant, à cause de la com-

position du nombre N, premiers entre eux dans la dé-

composition N = lif -J- P f , tout diviseur de L; P, qui 

diviserait Lf — P/ devrait diviser L* et P? \ d'où il s'en-

suivrait que L, et Pt ne seraient pas premiers entre eux, 

contrairement à ce qui a lieu. 

La proposition énoncée se trouve donc établie, et il 

eu résulte que toutes les décompositions provenant de 

la formule double (3) font partie des n — 1 premières 

espèces, mais jamais de la dernière (En). 

Observons encore que les décompositions de cette der-

nière provenance sont en nombre double de celui des 

combinaisons deux à deux des nombres composants 

L. ouP/, à cause des doubles signes de la formule ( 3 ) ; 

2"~' ( 2"—l I ) 
donc il y en a 2 • Or il en existe, comme J 2 i 

on l'a vu, 2" - 1 autres, provenant de la formule (2). Par 

conséquent, les formules (2) et (3) ensemble en four-
2 r « - 1 ( ryll— I j \ 

nissent 2'i~1 -f- 2 = 22( ; i~1) — A' l~ l, e'est-

2 

à-dire autant qu'il y a d'unités dans le carré d e 2 " - 1 , 

nombre des décompositions de N. 

O11 sait d'ailleurs que le nombre effectif des décom-
3" — 1 3" — 1 

positions de IN2 est •—-—? et, comme on a — - — 

dès que 2, il s'ensuit nécessairement que quelques-

unes des décompositions fournies par les formules (2) 
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et (3) se répètent-, mais cette répétition se présente seu-

lement parmi celles qui dérivent de la formule (3), et 

jamais parmi celles qui dérivent de la formule (2), 

puisque celles-ci, toutes différentes entre elles, sont en 

nombre précisément égal à 2"_1, c'est-à-dire n'excédant 

pas le nombre de celles qui composent l'espèce (En) 

qu'elles concourent seules à former. 

Par exemple, dans le cas où N — J \ f 2 fz se compose 

de trois facteurs simples, les formules 

JN2=r (LaL3 — -h P2L8) \ 

IN" r H- L P, — 

]N2 = Ï Û U ^ ^ P ^ ) ' -4- : 1.3 p4 - P 3 L ~ 

ne font que répéter respectivement celles que fournissent 

les formules 

W --- L L, - P,P4 -f M Û Î V Î PiU \ 

W ~~ L,L3 -+- P,P3R -I- \ 1.4 I P3 — P,L3f , 

"ir , P2 ! -4- J^P, — P,L, , 

les quatre valeurs de N en fonction de L l ? P j} L2 , P2} 

L 3 , P 3 ; L 4 ,P 4 étant d'ailleurs supposées écrites dans 

l'ordre symétrique qui se présente le plus naturellement. 

VIII. Afin de rendre plus clair tout ce qui précède, 

notamment la règle indiquée (V) pour les permutations 

de signes, nous allons en faire quelques applications algé-

briques et numériques, en ayant soin de prendre les 

deux cas de n pair et de n impair. 

Soit d'abord n pair et N 
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Les formules ( i ) développées donnent 

-/¿^bt.a^ial-bDial-b]) 

— 4 «i ¿t• bi {ftl — bl ) ( a\ — b\) 
— 4aib2.azb:\a] — b\ ) [a\ — b\ ) 
— 4 & {<7; — ) («3 — //:; } 

— \ — b'\ ; — b\) 
-r- 1 6 « , 6, . «3^3. ¿>4. 

-f- 2 tf 2 62 ( tf * — — bl)\ ( i l — ^ 4 

— b]){a\ — b\)[a\ — b\) 
— 8 nx b^a-Ju^a^b^a'i — h".) 

— 8 tf, ¿,.«4 64 (ûij — ¿>3 ) 
— 8 ¿>;i. ¿>4 (ûj — b l ) 

— 8 a2 b2. a-A b^.a^bj^a] — b\ j. 

Si nous désignons par les lettres romaines A , B, C , 

D, E , F , G , H, dans la valeur de x , et par les mêmes 

lettres accentuées A' , IV, . . . , H', dans la valeur de y , 

les huit termes dont ces valeurs se composent respecti-

vement, pris dans Tordre symétrique où ils y sont écrits, 

ces indices mnémotechniques nous permettront de pré-

senter sous une forme plus brève et plus claire le tableau 

ci-après des systèmes de valeurs conjuguées de x et de 

qui sont ici au nombre de 2 4 - 1 — 8, savoir : 
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Q Ö C 

% "S O 
<r 

c « « t ^ 
Cj CJ CJ CJ 

T3 -3 -C -C 

s i 1 + + _L T -í- 4-

1 Ò i + 1 + + J_ 
¡ t — 

fa 1 1 ! T + ¡ + 1 r i 

; « 1 1 + + + 1 1 j 
i h 1 + + + T 1 + + ¡ 

b i 1 + + + 1 i + i -f 
sa ! t + 1 - "f 1 + T 

1 < 1 + 1 + + f i 1 ! 

3 1 + 1 ! 1 1 -f + i 

O 1 i i 1 + + ¡ - h T 

in i 1 1 T i + _L i J-

H i i ¡ i I 4-i + 1 1 _L + " i " 
\ 

1 ° ! 1 + ! + + " T „ 
1 U ¡ 1 + 1 ¡ " J- ' ~ 1 -f 

F 03 ! i + + i 1 1 -f + 
< 1 + + i T T _L + T 

•X) 

</5 
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Conformément à la règle donnée ( V ) pour le cas de 

n pair, 011 n'a eu égard ici qu'aux changements de signes 

simultanés des produits atbu a2 ¿>2: aj)u a z b z \ a k b k , 

ceux des trois autres combinaisons a z b z \ ajj^* 

a x b 4 ; a z b z ^ ak ne faisant que répéter les trois pre-

mières, comme on peut s'en assurer. 

Comme exemple numérique, prenons 

- - 32045 = 5 . 1 3 . 1 7 .29 

; > 2 - b I 2 ) ( 3 2 - b 2 2 ) (4 2-h I 2 ) ( 5 2 - 1 - 2 2 : . 
On a ici 

2, 1, < - b] = 3, a,bx " 2 ; 
a, r- 3, h < — hl 5, aj> 2 : (5; 

4, b - , ,, a\ — 0 \ , i 5 , aj?z : 4; 
a - rir 5, a\ — b \ = : 21, I O . 

Le premier système du tableau donne, tons calculs 

faits, les valeurs 

.r r A — B — G — D — E — F — G -b H r 313 >3, 

y = A'-b B' + C' + D'— E ' ~ F '— G'— H' - — 6764, 
et 

x2 4- y2 — 313?.3 6764 — 9811 3o32-9 

-b 45751696 1026882025 ~ 02045 . 

Si l 'on prend les valeurs du huitième système, par 

exemple, on trouve, tous calculs effectués, 

r : _ A + B + C - D - E + F -b G -b II = 3?o3j, 

y — \ ' + B ' + C — D'-b E'— F - G ' - b H ' = — 716; 

d 'où 

.r- -h y- = 02007 -1-716 — 1026369369 -b 512636 

— 102688202.5 32o45 . 

I X . Actuel lement , prenons n impair et N égal à 
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Les formules ( i ) développées don ri eut 

.r-=: [a] - b]) [a\ - bl){al—b:) [a\ - b\) [a\ - b\) 

- Uxbx.a,b*[a\ - b\)[a\~- b\)[a\-b\) 
- ~ b\) la\ - b\)[a\ - b\) 
- 6,axbx.<Ub,Ja\ - b\) [a\ — b¡) [a\ - b\) 
-4<ixbx.a,bh[a\ - b\) [a\ — b\) (a\ — b\) 
- ^a,b,.a,bz{a] ~ b]) [a] - b\) [a\ - b\) 
- ^a2b,.a,b,ia] — h]) [a\ — b\) [a\ — b\) 

- ~ ¿ï) - b))\a'l - òj) 

- - b])[a\- b\)[a\- b>.) 
- 4aàb,.a,bh(a] — b]) [al — b\) [a] — b]) 
- 4^4 'Uitbb{a'ì — b\)[a\ — b\) [a\ — b\) 
-f- «6 ¿ z , ^ . ^ ^ . « (a\ — b\j 
-f- i6. ax b{. a2h2. a3 b).aibò [a] — b\) 
-i- i6 .a^ bi. a,b2.a^bA .abbh [a\ — b\\ 
r- i6 aibl.azb3.aibi.abbh (a\ — b\) 

-f- 16. a-i b2. a3 i>3. . bb j a J — b J j 

. r ^ («' - («3 — ¿3Ì W - («5 - l ) ï 
-t- - (a? - [a\ - ¿J) « - fi¡) 

-i- ~ («J - ¿J) («J - ¿J) («J - ¿¡) 
-r- <>.a4b,t [a; — b\) [a\ — b\) [a\ — b\) [a\ — />;) 

- - 2/2 -,bh [a 1 2 - b Di« 3 
- 8 « i b,. a,b2 K — b]) («s - K ) 

- 8 a¿ b. [«1 K) — 

- 8 a2b2 
! •> Ul . — b:) i«; - r i 

— 8. <hb3 .aj), [a] — bV, s — riì 
— 8. a{ b{. ("i; — w — b]) 

- 3 . 6,. «S 65 [a] — i>l) -rit 
- 8. a, b 2 « » . ak b% \a\ b] 

- r i 

— 8. «3 — 
/. :2 \ 

1 / 
<t\ — ri) 

8 .^cA — b'Jt) a 'f. — ir) 

- 8 ¿j - . «6 bh « - - tí) \a¡ — hï) 
-i- 32 aj){ i.ajj^a, M • <t>b 

Si nous représentons, comme ci dessus ( M i l ) , parler 
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premières lettres de l 'alphabet romain, les seize termes 

dont se compose la valeur de x , en les prenant successi-

vement dans l 'ordre symétrique où ils sont écrits, et si 

nous faisons de même pour les seize termes de j , avec 

les mêmes lettres accentuées , nous pourrons écrire le 

système type des valeurs de x et y ci-dessus, sous la 

forme 

x A. — B — C — D — E — F — G — I I — I — J — IT 

-4- L H- M + 

y A ' - b IV -1- C ' - h TV - f - ER — F ' — G ' — H ' — 1' — .1' 

— K ' — L ' — M ' - N ' — O ' - B P ' . 

Effectuant ensuite sur ce système type, qui résulte 

directement de l 'application des formules ( î ) , les 

permutations de signe indiquées au § V , on forme 

le tableau suivant, qui comprend les 2 5 " 1 = 16 sys-

tèmes de valeurs conjuguées de x et de y-, dont se com-

pose le c inquième groupe ou la dernière espèce ( E 3 ) 

parmi les cinq espèces formant en totalité les 

- T 
™ 1 2 1 

2. 

systèmes de décomposition dont N 2 e^t ici susceptible. 
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~ o c <ì' <Nr «cT 

* S ^ S £ iT <3 

se s 5 ï i 5 í t i s t i" Í ç í t 

H sjmpojd sap no up auSis ap tiroureíiircip o[ jud nuajqo 

a- ± i i 1 1 i 1 + 4 + + 4 4 + + + 
o ! I 1 + + + i + 4 1- 4- 4 4 ! i i 
h 1 1 4 1 - f 4 + I 4- 4- + 1 1 + + i 
S 1 1 i T' + j + + + 1 + 1 -t ! + i + 

1 * 1 1 1 4 + + 1 i 4" 4- ! 1 1 4 I + 4 

* i T ! i 1 T + + T 1 Í 1 + 4 + + 1 
1 T i + i + t 1 x i + 1 4- -f 1 + 
i + 1 + + 1 + 1 + + 4 1 1 + + 

a 1 1 T + 1 1- 4- 1 + + ! + T Ì 1 + + 
b 1 1 + t 1 + 1 1 + 1 4 + i + -f 1 T 
Ê, 1 4 + T 1 1 1 1 + + i + 4 4 + ! 
w 4 + + + + 1 f t + 1 + t ! + 1 1 
o 1 -f -L T + 1 + + + 1 4- ! T 1 + 1 + 1 
« ! j-1 + + i + + + 1 + -t- 1 4 _L ! 1 + 
23 1 + T 1 + + 1 4- + + 1 1 1 + + + 

i ¡ T 1 + T + + 1 1 1 1 + + + + + + 
; û- 1 + + l_ ! 1 1 1 1 1 t 4 4 + + + 
; o i + i + ¡ 1 1 + + 4- 1 j 1 + + T 

« 1 + i i + 1 i 4" 1 T + 1 -f ^ i ! 4 
a ! + i i I T i 4- O- 1 4- 4 1 4" 1 + i 
j 1 + 1 1 1 J x X + J-1 i -j- T 1 -f ! 1 

1 1 1 I i 4" i 1 ! T ! _L + + + 1 
1 - , 1 1 1 1 -I- ! 4 ! 4 i + T 1 4 + ! j-

: i—i 1 1 1 i i T + 1 1 4- r i 4- "f 1 1 + + 
E 1 1 1 -f i 1 T + 1 1 4- + T i 1 + + 
O 1 i 1 t ! 4 1 4 1 4 i + 1 4 + 1 + 

i ¡z* ! i 1 + + i 1 -f 4 1 j 1 4 4- T + 1 
w 1 1 

_L ! 1 1 4" + f + 1 1 1 + ! + + 
Q i í 4 1 i T 1 + t 1 + 1 4 1 + 1 + 
a ! i 4- i - 1 - ! 1 t ! 4- T -r 1 1 + ! 
m 1 i T T 1 i i 1 T 4 + T + T 1 1 1 

i + + 4 -f J_ 1 
T 4 + T + T 4 4- + + + 

s/5 
a » a Ä 

CS 
« 
v-j-

c V L ce 
V Si a 

CS e CC 
s> a. a 
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Soit, comme exemple numérique, 

Nrrz 1185665 — 5 . 1 3 . 1 7 . 2 9 . 3 7 

-i- 12; ( 32 42 -!-i2; ;52-i-

a * — b] : ~ 3 et axbx -- 2» 

a\ - K 5 a , b 2 6, 

al - b\ : l5 Cl:] b?t : " 4, 
( l \ — h \ 2 1 b '{ ----ÏO, 
a l - b\ ..: 35 a , i)p : : 6. 

Les valeurs conjuguées données par le onzième sys-

tème, par exemple, sont 

j; — A 4- B -f- C — D — E — F + G 4 H + I ~ J — K 
+ L + M - N - 0 + P : 1112703, 

Y = A ' — B ' — C -F- D ' -4- E ' — F ' - R G ' + H ' - F I ' H - J ' — K ' 

— V — M' -f- N' H- 0' -+- P' : ^ 4o95o4. 

et, par suite, 

r" -hy- 1112703 -f- 4095o4 

--- i:{05801492225 ™ 1185 665. 

X . Si Ton voulait obtenir l une des décompositions 

de N2 qui, dans l'exemple numérique précédent, appar-

tiennent à l'une des autres espèces, à la quatrième par 

exemple, et qu'on voulût avoir, parmi celles-ci, Tune 

de celles (au nombre de huit) dans lesquelles x2 et y2 

ont le facteur commun , il suffirait d'écrire 

. r ' = y7 —.37". V2, 

U2 -F- V2 représentant l 'une des huit décompositions de 

dernière espèce du nombre N = 5 . i 3 . 1 y. 29 dont nous 

avons donné le tableau au § VIII. 

11 n'est pas nécessaire de s'étendre là-dessus davantage. 
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X I . Examinons en second lieu le cas où le nombre 

N est de la forme j\ . j \ .f\ . . les facteurs pre-

miers, de la forme /\n -f- i , y entrant aux puissances 

respectives, a, ¡6, y, . . v, et non plus à la première. 

Les formules ci-dessus, notamment la formule fonda-

mentale (i), sont encore applicables à ce cas, à la seule 

condition qu'on écrive N = / , . . . /«/*/,. . ./a/a/a • • -

et qu'on le considère ainsi comme composé de 

t 
facteurs du premier degré, comme précédemment. Mais 

alors, comme plusieurs des nombres . . . et 

¿19 ¿21 ¿si • • • sont égauxentre eux, respectivement, cette 

égalité entraîne des simplifications dans la forme des 

expressions résultantes, et des réductions dans le nombre 

des termes dont ces expressions se composent. En outre, 

il y a des réductions dans le nombre total des décompo-

sitions qui composent le groupe (E„), ainsi que dans tous 

les autres. On sait, en effet, que dans ce cas le nombre 

des décompositions de N est donné par la formule 

I m ; a -r- I 3 -1- I 7 I . . . 

et celui de JN2 par 

r = - r ¡'2 a H- iv 2 fi 1 2 7 - - 1 • — 1 ], 
2 x 

au lieu de 

I — 2 («+?+•;-•-..- 0 et I' = - [3(a"l";î~f"V+-5 — ! ]t 

qu'on avait dans le cas où les facteurs, en même nombre 

effectif d'ailleurs, étaient tous différents et du premier 

degré. Quant à ces réductions qui se produisent alors, 

elles tiennent à l'une des deux causes suivantes ; 
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Tantôt deux ou plusieurs décompositions, qui sont 

distinctes dans le cas général, deviennent identiques 

d une espèce à l'autre ; 

Tantôt elles se réduisent à la décomposition illusoire 

]N2~f-o. 

Par exemple, dans le cas particulier où N a la forme 

J i f U c'est-à-dire /1/2./3? où le nombre des 

décompositions de N2 s'abaisse de 

- ( 33 — i ) — 13 à - (3.5 — r. = 7, 
2 ' 

savoir deux de première espèce, trois de seconde etdeux 

de troisième, et si f x —f> ou IN le nombre 

des solutions n'est plus que de - [ ( 2 . 3 -h i ) — i ] — 3, 

dont une de chaque espèce. 

Mais il y a à faire sur ces décompositions d'autres re-

marques plus importantes, dont la démonstration ne 

présente pas de difficulté. 

Bien que le nombre IN . . . f ^ composé de 

n facteurs (de la forme -r- i) élevés respectivement à 

des puissances marquées parles exposants a, . . . , y, se 

décompose de I manières différentes en une somme de 

deux carrés (I étant égal à 

~ ( a 4- i ; ¡3 4- I ' y 4- i ) . . . v -h I •, 

et le ^ qui est en excédant quand le produit est impair 

comptant pour i ), il n'existe, parmi ces I décomposi-

tions, que 2n~ l décompositions dans chacune desquelles 

les deux carrés soient premiers entre eux, et elles exis-

tent toujours, de telle sorte que, sous ce rapport, le 

nombre N se trouve exactement dans le même cas que 
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si tous les facteurs • • . , fn n y entraient qu'à la 

première puissance. 

Par exemple, le nombre 5 3 . i 3 2 . i 7 , qui comporte 

douze décompositions, n'en a que quatre, c'est-à-dire le 

même nombre que 5 . i3 . 1 7 , dans chacune desquelles les 

deux carrés soient premiers entre eux, et ce sont celles 

qu'on obtient en regardant comme simples les trois fac-

teurs composés, mais premiers entre eux, 53, i32 et 17, 

savoir 

53. i 3 \ 17 599- -h i8 : — 567- -f- 1 9 ^ 

= 5 3 ^ -1- 266- ~ 4 0 9 - -f- 4 3 8 2 , 

Dans les I — 2,i_1 autres décompositions de N, les car. 

rés composants ont pour facteur commun l'un des pro-

duits qu'on obtient en combinant un à un, deux à deux, 

trois à trois, etc. ,et enfin n à 72,les facteurs 

ftn affectés chacun d'un exposant pair, respectivement 

moindre que celui a, /3,. . . ou v dont ils sont affectés 

dans N. 

Dans l'exemple numérique ci-dessus, les huit décom-

positions qui 11'ont pas été écrites sont : i ° les quatre 

qui ont 52 pour facteur commun et dont la partie décom-

posée correspond au produit des trois facteurs 5 . i 3 2 . 1 7 , 

savoir 

52 (54' -i- 1072), 52(98- -4- 69^, 

5? ( 114" H- 372 <, 52 ( 1 i8J H- 212) ; 

20 les deux qui proviennent de i32 ( 5 3 . i 7 ) et qui sont 

i 3 ^ ( 4 2 2 -l- I 9
2 ) , 13 2 (46- ' - h 3 2 ) ; 

3° enfin les deux qui proviennent de 5 2 . i3 2 ( 5 . 1 7 ) , qui 

ont 5 2 . i3 2 en facteur commun et sont 

5 \ i32(72 + 62j, 57. i3? (9M-2 2 ¡. 

En conséquence, les décompositions de TS'% dont le 

Ann. de Mathémat., Ie série,!. XVII. (Juillet 1878.) 20 
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nombre lolal est 

1' 1— ~ [ ; 2 A - I - I • ( 2 ¡3 H - I ; . . . ( 2 V - H I ' — I ] , 

ne contiennent, comme faisant partie de la dernière es-

pèce (Ew), que celles qui dérivent des décompositions 

de N où les cariés sont premiers entre eux, par la for-
- 2 

mule fondamentale (L- — P / ) 2 -t- 2L/P, , absolument 

comme dans le cas (VII) où il n'entrait dans N que n fac-

teurs à la première puissance, et toutes les autres appar-

tiennent aux 11 — 1 premières espèces, dans chacune 

desquelles les deux carrés composants ont un diviseur 

commun. 

En résumé, que J\ soit composé de 11 facteurs du pre-

mier degré, de la forme 4 AH- 1, ou de n de ces facteurs 

élevés chacun à une puissance quelconque, il y a toujours 

•¿n~l décompositions de ce nombre dans chacune des-

quelles les deux carrés sont premiers entre eux, et pas 

davantage, et ces pn_1 décompositions donnent naissance, 

par la formule (L, — P ? ) 2 4- 2L/P/ , à un pareil nombre 

de décompositions du carré N2 de ce nombre, lesquelles 

jouissent seules de la même propriété parmi toutes les 

autres décompositions dont N2 est susceptible et compo-

sent exclusivement la dernière espèce (En) de ces décom-

positions ; ce qui est assurément un fait digne de re-

marque. 

XI . Entre autres conséquences de la théorie qui vient 

d'èire exposée, 011 en déduit une réponse précise à cette 

question : 

Quels sont ¡es nombres entiers dont chacun jouit de 

la propriété d'être égal à la somme des carrés de deux 

nombres entiers consécutifs> et d'avoir pour carré la 
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somme des carrés de deux autres nombres entiers con-

sécutifs. 

En d'autres termes, elle fournit une solution com-

plète du système des équations indéterminées 

en nombres entiers. 

Observons d'abord que y est impair et ne peut avoir 

pour diviseurs premiers que des facteurs de la forme 

4 ^ —î— i . En elïet, s'il en avait d'autres de la forme 

4A•-+- 3, il faudrait, comme on sait, pour que la décom-

position de y en une somme de deux carrés fût possible 

d'une manière quelconque, que ces facteurs fussent cha-

cun en nombre pair, c'est-à-dire que leurs produits M2 

fût un carré5 on aurait donc, en appelant, comme ci-

dessus, N le produit de tous les autres facteurs de forme 

On sait d'ailleurs aussi que, ni M, ni M5 ne sont en 

aucune façon décomposables en une somme de deux 

carrés; donc, si a2 H-/32 représente l'une quelconque 

des décompositions de N, la décomposition correspon-

dante de y aurait la forme y = M2 (a2 -f- |32 ), ou 

y = M2 a2 -f- M2¡32. 

Or le plus petit facteur premier de la forme 4 ^ 4 - 3 

étant 3, il est impossible que la différence entre M a et 

M¡3 ne soit que d'une unité, comme l'exige la première 

condition»de l'énoncé. 

Cela posé, si un nombre y satisfait aux équations 

proposées, son carré ne peut donner lieu à une décom-

position telle que y2 = z2 -h (z -f- i)2 , que si cette dé-

composition fait partie de la dernière espèce (E„) parmi 

toutes celles que j 2 est susceptible de recevoir; car, pour 

20. 
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toute décomposition — ir-t- v2 qui ferai tpartie de l 'une 

quelconque des autres espèces (JLi ), (E.2 /, . . ( E , ^ ) , 

les deux nombres w, v auraient pour diviseur commun, 

comme on l'a démontré plus haut, l 'un y des facteurs de 

y , simples ou multiples, premiers ou composés. Or le 

plus pelit de ces facteurs, de forme 4A H- i , étant 5, la 

différence entre u et y, qui est de la forme o ( i i — i/), est 

au moins égale à donc a fortiori au moins égale à 5, et 

ne peut, en aucun cas, être égale à l 'unité comme l'é-

noncé de la question l 'exige. 

C'est donc parmi les décompositions de l'espèce (E„) 

seules qu'on peut rencontrer la décomposition 

y--- Zl -4- + L ¡2 . 

Or, toutes les décompositions de l'espèce ( E„ ) sont, 

d'après (VII) et ( X I ) , de la forme (L? — P?)4 -f- a L , P , , 

les nombres entiers L, , P/, dont l 'un est pair, et l'autre 

impair, étant tels qu'on ait y = L/ -f- P? . Soit L f le plus 

grand de ces deux nombres, et posons, a étant un 

nombre entier positif, L/ = P/ -f- a 5 d'où 

y- — | 2aPi -f- a2 '- ( 2Pf -h 2aP(- 2. 

La seconde condition du problème consiste en ce que 

/ ( 2 a P / - F R — I 2 P R -4- 2 a P / = ZB 1 

(4) ou 
( a2 - - 2P2 • Hz 1. 

Il en résulte, comme on sait, que les deux nombres 

entiers a , P/ sont, l 'un a le numérateur, l'autre P; le dé-

nominateur d'une quelconque des réduites de Ta fraction 

continue suivant laquelle se développe la racine carrée 
r 

de 2, savoir d'une réduite de rang impair ( la première 

étant - j si l'on prend le signe -h dans le second membre 
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de l'équation (4), et (.rune réduite de rang pair si Ton 

prend le signe — . 

Ces réduites consécutives sont 

t i 3 7 17 4i 99 289 
5 — 5 — ? —T1-? ••• etc. 

O I 2 5 12 29 70 109 

Actuellement, la première condition du problème 

exige que dans la décomposition L* -f- P? de y, d'où dé-

rive directement celle y2 = (Lf — Pt2 )2 -f- 2L/P, que 

nous venons de considérer, les nombres composants L/, P/ 

ne diffèrent entre eux que d'une unité; en d'autres 

termes, il faut, non-seulement que a soit le numérateur 

de l'une des réduites ci-dessus, dont P/ serait le dénomi-

nateur, mais encore que ce numérateur soit égal à l 'u-

nité. 

Or , si l'on exclut dans la suite (5) la première réduite 

qui donne la solution illusoire P/ = o, on voit que la sui-

vante - est la seule qui remplisse les conditions exigées. 

On a donc 
Pt ou x -- 1, a : 1, Li — : 2, 

d'où 
y — I5 -U 2:> :-:.:: 5 

et ensuite 

r'J L/ — P} ;a + 2L7p/==3a -f-43 = 5J. 

Ainsi le système des valeurs x = i , z — 3, y — 5 est le 

seul qui résolve la question proposée. 

Remarque. — On conclut aussi de là que l'équation 

indéterminée du quatrième degré 

i , 
.T1 -f- 2 -T.'3 -r- 2 X1 -r- x = — s ; z -1- I 

2 

n'est pareillement satisfaite que par les valeurs conju-

guées x — i , 2 3 ; 
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Et encore que, parmi l ' infinité des systèmes de deux 

nombres entiers consécutifs u et (w -+-i), dont le produit 

+ i ) e s t égal à un nombre triangulaire - 2 ( 2 + 1 ) , 

il n 'y en a qu'un seul, savoir 2 et 3, dans lequel le plus 

petit des deux nombres soit égal au carré d'un nombre 

entier augmenté de ce nombre lui-même, 2 = 12 -f- 1, et 

v o 3 . 4 
l o n a 2 , 0 - • 

2 

Nota. — Le lecteur, se référant à la page 2^2 {yoir la livraison de juin), 
ligne a en remontant, est prié d'intercaler la parenthèse suivante entre 
le mot « espèce » et le mot « dans » et avant la virgule : 

(c'est l'espèce désignée par E„_, , selon la notation 

adoptée). 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE EN 1 8 7 2 ; 

PAR M. GENTY. 

Par un point fixe A pris sur une surface du second 

degré donnée, on mène tous les plans qui coupent la 

surface suivant des courbes dont Vun des sommets est 

en A : 

i° Trouver le lieu de celui des axes de la section qui 

passe au point A ; 

2° Trouver le lieu du point ou le diamètre conjugué 

du plan sécant, relativement à la surface donnée, ren-

contre le plan tangent à cette surface au point A ; 

3° Construire ce dernier lieu dans le cas ou le plan 

tangent en A coupe la surface donnée suivant deux 

droites rectangulaires. 

Soit A t une droite située dans le plan langent à la 
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surface au point A un plan quelconque mené par cette 
droite coupe la surface suivant une conique qui lui est 
tangente au point A, et, si C est le centre de celte co-
nique, C le centre de la surface, la droite CC' est le dia-
mètre conjugué du plan sécant. La droite A C sera une 
droite du lieu, si elle est perpendiculaire à A i . 

Or , si le plan sécant tourne autour de A i , le diamètre 
conjugué CC' décrit un plan (P ) qui coupe le plan tan-
gent en A suivant une droite Ai ' , et l 'on sait que les 

droites A i et Ai ' sont parallèles à deux diamètres conju-
gués de la conique (C) , intersection de la surface par le 
plan diamétral parallèle au plan tangent au point A. 

Donc on aura une droite du lieu en prenant l ' inter-
section du plan (P ) avec le plan mené par le point A 
perpendiculairement à la droite Ai . Mais ce dernier plan 
contient la normale à la surface au point A ; le plan P 
contient la droite fixe AC. 

Si donc JN est le pied de la normale à la surface au 
point A, sur le plan de la conique C, le lieu du point 
d'intersection d 'un diamètre de cette conique avec la 
perpendiculaire abaissée du point N sur le diamètre 
conjugué est la base du cône clierelié sur ce plan. 

Cette courbe est une hyperbole équilatère (11), qui 
passe au point N, au point C, et dont les asymptotes 
sont parallèles aux axes de la conique (C) (*). Lji tan-
gente au point N est la perpendiculaire abaissée sur 
le diamètre conjugué de CN ; la tangente au point C est 
le diamètre conjugué de la perpendiculaire à CN. 

L'équation de (H) est très-facile à trouver. Soient 

n .r2 H- by-~ i 

* ) f,es points d'intersection do cette courbe avec la conique (C; 
sont les pieds des normales abaissées du point IS sur celte combe. 
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l 'équation de la conique (C) dans son plan, et .r1? y\ les 
coordonnées du point N ; l 'équation de (H) sera 

a x [y — Xi ) = by [x — x{ ). 

Le cône qui a cette hyperbole pour base a deux de ses 
arêtes situées dans le plan tangent au point A •, ce sont les 
droites menées par ce point parallèlement aux axes de la 
conique (C) . 

La conique (H) se décompose en un système de deux 
droites pour 05 la signification géométrique de 
cette condition est très-simple. En effet, dans ce cas, la 
normale à la surface donnée au point A rencontre le plan 
de l à conique (C) en un point N d 'un des axes Cx de 
cette conique •, donc le diamètre Cf y est perpendiculaire 
au plan de ses deux diamètres conjugués AC et C x ; 
donc ce diamètre est un axe de la surface, et par suite le 
point A est situé sur une des sections principales de la 
surface. 

Le cône se réduit alors à deux plans, l 'un qui est le 
plan CAN, et l 'autre qui est déterminé pa r l e point A, et 
une parallèle Q R à C j , dont l 'équation est 

b (x — ). 

On obtient un résultat analogue pour xx = o. 
Si l#on a en même temps xx = o, y \ = o , l epo in t A est 

un des sommets de la surface; le point N se confond 
avec le point C, centre de la section principale (C). Le 
cône se compose alors des deux plans principaux qui pas-
sent au point A. 

Si le point A est un ombilic, la conique C est un cercle, 
l 'hyperbole (H) se compose du diamètre NG et de la 
ligne située tout entière à l ' infini dans le plan du cercle 
(C) : donc le cône se compose de l 'ensemble de deux 
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plans : le plan ANC, et le plan tangent en A à la surface 
donnée. 

Considérons maintenant la conique T, intersection de 
la surface donnée pa r l e plan C A i ' ; soient Ad la droite du 
lieu située dans ce plan, et C ' le milieu de la corde A ^ ; 
la droite Ce' coupe A tf en un point m! 5 il s'agit de t rou-
ver le lieu décrit par ce point dans le plan tangent en A, 
ou, ce qui revient au même, le lieu décrit dans le plan de 
la conique C par le point 772, situé sur le diamètre ee! pa-
rallèle à Kl! et tel que Cm = Ara' . Soit p le point d ' in-
tersection de ce diamètre avec Kd. On voit très-simple-
ment que le point m est le conjugué harmonique du 
point \x par rapport aux points e et e'. Or le point ¡jl dé-
crit l 'hyperbole (H), et les points e et e ' ia conique (C) ; 
donc, si par le centre C de cette dernière conique on 
mène un rayon vecteur qui la coupe aux points e et e', et 
qui coupe (H) au point le lieu du point 772, conjugué 
harmonique de p., par rapport aux points e et e', est la 
courbe cherchée (E) . 

Cette définition géométrique permet d'obtenir avec la 
plus grande facilité l 'équation et la forme de la courbe. 
Pour obtenir l 'équation, il est commode de recourir aux 
coordonnées polaires. 

Soient R , r et p les rayons vecteurs respectifs des 
courbes C, H et S , pour un môme angle o> ] on aura 

1 ay{ cosw — bxx sin M 
a cos2co -i- b sin * co ia — b j sin co cosw 

R2 [a — b " sin w cosw 
r (a cos2w -h ¿>sm'w i («jcosw — ; 

ou, en revenant aux coordonnées reetilignes, 

fax7-h by2) ( a xy, — byxx a — b) xy. 
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Cette équation représente une courbe du troisième ordre 
qui a un point double à l 'or igine; les tangentes en ce 
point sont les axes de la conique (C) . 

Deux des asymptotes de la courbe ( 2 ) sont parallèles 
à celles de la courbe (C) ; donc elles sont réelles si cette 
courbe est une hyperbole, et imaginaires si (C) est une 
ellipse. 

La troisième asymptote est parallèle à la tangente de 
l 'hyperbole (H) à l 'origine C. 

Cherchons les équations des asymptotes elles-mêmes, 
dans le cas où la conique ( C) est une hyperbole. 

Pour éviter les radicaux nous remplacerons, dans 
les équations des courbes, a ex. h respectivement par 
i i 

~ et — TT a- b' 

L'équation de (s) est alors 

( b-.r2 — a-y- ) : b2xyx -f- a1 y.r{ ) — a- bl c2xy ™ o, 

eu posant, comme d 'habi tude, 

c2 — a7 + b\ 

Les équations des asymptotes seront respectivement de 
la forme 

bx — a y- -f- \ — o, 
bx -h <i y -h [J- —- o, 

b2 xyx a1 y xx -j- y : o, 

et nous obtiendrons les valeurs des indéterminées A,/A 
etv, en identifiant les termes du second ordre du produit 

' bx — ay -F- A ; [bx -B a y u) [ b*xyx -F- ù-yx{ -H V ; 

avec les termes du second ordre de l 'équation de la 
courbe; on obtient ainsi très-simplement pour les équa-
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dons des asymptotes 

x y c c 
a b 2 ( axx -+- byx ) 

x y c2 

a b 2 [ax{ — by{ ) ' 

xr, yxt c2.r, y, c2x, y, 

La construction géométrique des asymptotes est extrê-
mement simple. Soient l et les points de rencontre des 
asymptotes de (C) avec l 'hyperbole (H). Menons p a r l e 
point / une parallèle à C et s o i t / l e point de rencontre 
de cette droite avec la conique (C) . La parallèle à C/ 
menée par le point f est l 'une des asymptotes de la 
courbe. 

Menons de même par le point V une parallèle à Cl 
jusqu'à sa rencontre / ' a v e c la courbe (C) ; la parallèle 
à C ll menée par le point f r est une seconde asymptote de 
la courbe. 

Les droites lf cl Vf se coupent en un point G de la 
courbe H ( * ). 

De même les deux asymptotes d e l à courbe (S) que 
nous venons de construire se coupent en un même point 
B de la droite C G ; c'est le conjugué harmonique du 
point G, par rapport aux deux points d'intersection de 
celte droite avec la conique (C) \ donc le point B est un 
point de la courbe (S). 

Si laconique (C) est une hyperbole équilatère (c'est-
à-dire si le plan tangent en A à la surface donnée la 
coupe suivant deux droites rectangulaires) le point G se 
eonfond avec le point N. 

(*) Cela résulte de ce que les droites C/et CL', faisant le même angle 
avec chacune des asymptotes de l'hyperbole (H), sont parallèles à deux 
diamètres conjugués de celte courbe. 
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Si (C) est une ellipse, les asymptotes C / e t C / ' sont 

imaginaires, il en est de même des asymptotes de la 

courbe (S) qui leur sont respectivement parallèles ; mais 

le point G ; et par suite aussi le point B, où ces deux 

asymptotes coupent la courbe, sont réels. 

La troisième asymptote de la courbe (S) est toujours 

réelle ; elle est parallèle à la tangente en C à l'hyperbole 

(H) ; elle fait donc avec C x l e même angle que C G . 

De plus, la distance du point B à cette asymptote est 

double de la distance du point A à celte même droite, ce 

qui suffit pour la déterminer. 

Si par le point A nous menons une parallèle à //', le 

point d'intersection de cette droite avec l'asymptote que 

nous venons de construire est un point de la courbe. 

Il est maintenant facile de trouver les deux formes que 

présente la courbe, selon que la conique ( C ) estune 

ellipse ou une hvperbole. 

PROBLÈME BE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

D O M I N É A U C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N EN 1871 ; 

SOLUTION DI: M . A . T O U R R E T T E S . 

On donne la longueur de la bissectrice de l'angle A 

dun triangle ABC, et la somme des deux côtés AB, AC 

qui comprennent cet angle : on demande d'étudier la 

variation de la surface du triangle, ainsi que les va-

riations de Vangle A et des côtés AB, AC. 

Soient x , }", z les côtés du triangle, a la longueur de 

la bissectrice de l'angle A , I) le point de rencontre 

avec Cl), s la somme;)' --!- s des deux côtés de Tangle A. 
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D'après deux théorèmes connus, j'ai 

d'où 

C D D B X 
YZ = a2 + CD,m et — = — = 

X s s 

xy xz 
CD = —, D B = — ? 

et par suite 

a^2 

s'2 X2 

d'ailleurs 
y -j- z — 

Les valeurs de y et z sont les racines d'une équation 

du second degré, qui donne 

y } .V. '.S- X1 dz A'y'V C2 [\ rj} 

2 v .v — x-

Pour la réalité des racines, il faut que 

x 1 5 «î»2 — 4 a2i 

et cette condition entraîne — x 2 o. 

Je cherche maintenant la valeur de cos A . O n a im-

médiatement 
y2 -f- z2 — x2 

COS A : 
2 rz 

et comme 

il vient 

f s2 — x'1)2 — ly? s2 

cos A —-
2 a -

II faut donc que 
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On voit que a* doit satisfaire aux deux inégalités 

s2 — 4 a 2 > . r ' > * 2 — 2 a s. 

Pour trouver, en fonction de X, l'expression de la 

surface, je forme sin A 

.ç1 ^2 
sin A — y/1 — cos2A == 7-̂ - v 4 sr^ — — ^"ÎS 

et comme 

s = ~ j-z sin A, 

il vient 

i = 7 y/4 a 2 — i À'2 -— x 2 j2 . 

Ayant trouvé les limites de x2, il est facile mainte-

nant d'étudier les variations des côtés, de l 'angle A et 

de la surface. 

On peut mettre les valeurs de y et z sous la forme 

y l — -- Hz - i / 1 — . 
z \ 2 2 Y s2 X2 

Si x~ — s2 — 2 a o u sa valeur minima, le radical est 

maximum, par suite y est maximum, z minimum. On 

remarque que leur différence est maxima et qu'elle est 

égale à y ''s2 — 2 a i . Les deux côtés sont l'un sur l 'autre. 

A mesure que x augmente, y diminue, z croît, et, 

pour x 2 = s2 — deux côtés deviennent égaux à 

Pour l'angle A , on trouve cosA = 1 quand 

.r2 r=r .Ç2 — 2 Ots; 

alors A = o, ainsi que je l ai remarqué ci-dessus. A 

mesure que x croit , la valeur de cos A diminue et par 
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s u i t e T a n g l e a u g m e n t e . P o u r jr2 — s* — 4 a % 

8a2—.v2 

cos A — 
¿• 2 

Enfin la surface, nulle pour Xs = 5s — 2xs, va en 

augmentant avec x, puisque le carré (s2 —x2)* diminue. 

Elle est maxima pour x* = s* — 4a 2 . 

QUESTION DE MECANIQUE ÉLÉMENTAIRE 

DOJNJNÉE AU C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N D E 1 8 7 2 ; 

SOLUTION DE M . A . T O U R R E T T E S . 

On donne une série de circonférences situées dans un 

même plan, ayant leurs centres en ligne droitey se tou-

chant extérieurement, de manière que chacune soit tan-

gente à celle qui la précède et à celle qui la suit, et 

dont les rayons forment une progression géométrique 

décroissante. On demande le centre de gravité du sys-

tème prolongé à Vinfini. 

Soient a le rayon du premier cercle dont le centre est 

pris pour origine; q la raison de la progression; x la 

distance du centre de gravité du système à l'origine. 

Les rayons seront 

<7, aq, aq\ aq\ . . aq"', 

les circonférences 

27va, ir.aq, 2 7RTF0% ir.aq*, 

et les distances de leurs centres à l'origine 

o, a 4- aq, a -f- 2 aq -}- aq2, ..., a 4- H- 2 atp -4- ... -h aq'\ 
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En appliquant le théorème des moments, on aura une 

égalité dont le premier membre sera 

, , 2 7 r n.r 
x\ nza -f- iT.aq - h 2 7r . • . ) o u 

l~q 

Le deuxième membre aura pour expression 

27:a2[(r/ -f- q2) + (q2 -f- 2^-4- qA) 

( qz -f- 2 71 -{- 2 75 H- ; -f- . . . j 

ou bien 

•21ra2[q -f- 2ry2 -}- -t- . . . + nq'1 

-f- -4- (/z — i )qn+'--*r ... -I- q*"]. 

O r , la première partie de la parenthèse 

q -1- 2 q1 -{- . . . -+-

a pour valeur 

H? \ 1 " <1 ; 1~<J 

et la deuxième est plus petite que 

ou bien 
1 f T — qn \ 

l — q 

La parenthèse est donc plus petite que la somme sui-

vante : 

q q n — q n \ 
(1 — q-1 (I —qr 1 — 7 1 1 — 7 

qui se réduit à - — ^ — - pour n = CO [voirDESBOVES, 

Questions d'Algèbre, p. 22y ). 

Par conséquent, 

I — q 
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DÉMONSTRATIONS DIRECTES DE QUELQUES PROPRIÉTÉS CON-
NUES RELATIVES A LA COURRE ENVELOPPE D'UN SEGMENT 
DE DROITE DE LONGUEUR CONSTANTE QUI SE MEUT DANS 
UN ANGLE; 

PAR M . A . M . 

Soient xoy l 'angle donné et ab le segment mo-

bile (*). Ce segment se déplace de façon que a reste sur 

ox, et b sur oj. Pour un déplacement infiniment petit 

de on obtient le centre instantané de rotation c en 

élevant respectivement à o x et oj les perpendiculaires 

ac , bc. 

Les quatre points o, <2, c, b sont sur une circonférence 

dont oc est un diamètre. Comme ce diamètre est égal 

à — , sa longueur est constante, quelle que soit la 

sm xoy 0 > ± 1 

position de ab ; par suite, pendant le déplacement con-

tinu de ab, les points tels que c sont une circonférence 

de centre o. 

La perpendiculaire ce à ab rencontre cette droite au 

point <?, où celle-ci touche son enveloppe. Abaissons 

aussi la perpendiculaire of sur ab : les points e et f sont 

à égales distances du milieu de ab. 

Du centre i de la circonférence oacb menons le 

diamètre perpendiculaire à <26, et appelons g et h les ex-

trémités de ce diamètre. Les droites og, o/i, perpendi-

culaires Vune à l'autre, sont les bissectrices des angles 

formés par ox et oj ; elles sont alors fixes pendant le 

déplacement de ab. 

Appelons p et q les points de rencontre de og et oh 

( * ) Le lecteur est prié de faire la figure. 

Ann. deMalhémat.,iesér\e, t. XVII . (Juil let 1878.) 2 1 
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avec la normale ce. Le segment pq est double du dia-

mètre gh, il est donc de grandeur constante-, par suite, 

pendant le déplacement de ah, les normales telles que 

ce enveloppent, une courbe qu on peut obtenir en dé-

plaçant le segment pq dans Vangle droit goh. 

Menons le diamètre mn parallèlement à ab, la dis-

tance entre ces droites reste la même pendant le dépla-

cement de ab. L'enveloppe de mn est alors une courbe 

parallèle à la courbe enveloppe de ab. Ces deux enve-

loppes ont même développée qui est l'enveloppe de pq. 

Le segment mn de grandeur constante se déplace dans 

l'angle droit iixe mon. Ainsi Venveloppe de mn a pour 

développée une courbe qui lui est semblable ; le rapport 

de similitude est de i à 2. 

Abaissons sur pq la perpendiculaire or et prenons le 

point X symétrique de r par rapport au pointe, milieu 

de pq. Le segment pq touclie son enveloppe au point X; 

ce point est alors le centre de courbure de la courbe 

enveloppe de mn. Appelons l le point où pq rencontre 

mn et j le point où 0/ rencontre cette même droite. Il 

résulte de la construction qui donne X que le rayon de 

courbure 11 est égal à Zfois oj. Désignons par t le point 

où la droite oX coupe mn. D'après ce que nous venons 

de dire, le segment ot est le quart de oX. Le lieu (i) des 

points, tels que est alors une courbe semblable à la 

courbe (X), lieu des points X. La tangente à ( i ) en t est 

alors perpendiculaire à mn, c'est-à-dire que (t) ren-

contre à angle droit les droites, telles que mn ; donc (f ) 

est la développante de Venveloppe de mn. 

Les côtés de l'angle droit poq interceptent un seg-

ment de grandeur constante sur la parallèle à pq menée 

du point t. Ce segment, égal à la moitié de »m, en se 

déplaçant dans l'angle poq, a pour enveloppe la déve-

loppante ( f ) de la courbe enveloppe de mn. La déve-
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lop pan te (t) est alors semblable à la courbe enveloppe 

de mn. 

Lorsque le segment mn est en m'n' également incl i-

née sur om et sur on, le point t\ tel que est le milieu 

de mf nr \ i l est aussi le point où m' n( touche la courbe 

enveloppe (mn). Appelons p et v les points où cette enve-

loppe touche om et on. La développante (t) part de t' et 

coupe op au point p\ tel que ou' = ~ P a r suite Tare 

3 

p t' de l 'enveloppe (mn) a pour l o n g u e u r m n , et la 

longueur totale de cette courbe est 6.mn. 
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CORRESPONDANCE. 

1 . Une solution de la question 1 2 5 2 , déjà résolue 

(p. a3 i , numéro de mai), nous a été adressée, de Berlin, 

par M . Kruscl iwitz . 

2. Extrait d'une lettre de M . Catalan : 

a La question ( 1 2 5 7 ) est un théorème d e M i q u e l , pu-

blié d'abord dans le Géomètre ( i 8 3 6 )•, puis, dans le 

Journal de M. Lioavilie (t. I l l , p. 486; i838) . Je l'ai 

reproduit dans les diverses éditions des Théorèmes et 

Problèmes de Géométrie élémentaire, » • 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1 2 3 3 

(voir z* série, t. XVI, p. 740) ; 

P A R M . M O R E T - B L A N C . 

Étant donnée une ellipse, soient a et b deux points 

quelconques réciproques par rapport au cercle, lieu des 

sommets cles angles droits circonscrits à la conique; on 



( 326 ) 
prend le point (3 symétrique du point b par rapport à la 

polaire de a : démontrer que les points a et fi ainsi que 

les deux foyers de Vellipse sont situés sur un même 

cercle que ces points divisent harmoniquement. 

( L A G C E R R E . ) 

Soient 
a2y2-h b2x2 — a2b2—o 

l 'équation de l 'el l ipse; x^ mxx les coordonnées du point 

a ; x%1 rn x% celles du point avec la relation 

( i -f m2 ) xxx2 — à1 -h b2. 

L'équation de la polaire du point a est 

ma2xxy -4- b2xxx — a5b2, 

et celle de la perpendiculaire abaissée du point b sur 

cette droite 
ma2 

y — mx2 ~ —[x — .r2 ;, 

OU 
ma2x — b2y •==. me2x2. 

On tire de ces équations les coordonnées du pied de la 

perpendiculaire 

a2(b* -f- m2c2xsx.A mb2ia4 — c2xix2) 
X =2 — •) y Z=Z i ...2 i Li \ ~ ' J (m2a"-h b') xx

 J [m2a'-\- b')xx 

O n a ensuite, en appelant xf, yr les coordonnées du 

point (3, 
, ia2b* -(- ( 2c2 — a2) m2a2x[x•> — bixxx1 x'= ix — x2 = — , „ - /T"\ : ' 

ira2a4 -f- bs) xx 

, [2¿z462-b (2c2— b2) b2x{x2 — m2akXyxAm 
Y —2 r m X0 Z= - - - — — > J J (m2a*--ù* )xx 

et, en remplaçant x^x* par sa valeur e t réduisant, 
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L'équation générale des cercles passant par les loyers est 

x2-\-y7 — 9.\y — c- — o ; 

et si le cercle passe par le point a , on a 

: i -f- m2) x\ — im\xK — c o , 

d'où 
i i -1- ni1 ) x\ — c-

il = 
m Xi 

L'équation du cercle passant par le foyer et le point a 

est donc 
f I - f - / 7 / V ! X2 C2 

X*-\~Y2 — - : ! Y— C°=0. 
mx t 

Elle est vérifiée par les coordonnées du point (3 : 

donc les points a , ¡3 et les deux foyers sont sur un même 

cercle. 

La droite a\3 et la tangente en a au cercle ont respec-

tivement pour équations 

[mx{ —y*) x — [xx — x')y = [mx'— y')xt, 

2 x x x — i m x x y — ( i -+- m'1) x 2 - f - c 2 ; 

elles coupent Taxe focal en des points e, f dont les ab-

scisses sont 
f m x' — r' i x, 2 cnx, 

X — - 1 = : J 
//ix{ — y v ^ i H- m2 ) x \ -b c7 

( i - f - m2) x2 + r 2 

x • : : . 
2X, 

On a donc 
Oe.Of—c*. 

Ces deux droites et celles qui joignent le point a aux 

deux foyers, divisant harmoniquement l 'axe focal, for-

ment un faisceau harmonique, et il en est de même de 

celles qui joignent un point quelconque de la circonfé-

rence aux points a , (3 et aux deux foyers, ce qui démontre 

la seconde partie du théorème. 
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Le théorème subsisterait évidemment si la conique était 

une hyperbole. 

Note. — La même question a été résolue par M. H. Lez et par M. F. 
Pisani, qui démontre en outre une série de théorèmes concernant des 
groupes de quatre points analogues aux précédents et situés respec-
tivement sur des cercles. 

Question 1 2 3 5 
( v o i r 2* s é r i e , t. X V I , p. 286); 

PAR M. M O R E T - B L A N C . 

On donne une ellipse de centre O. Prenons un 

point m sur cette courbe, et appelons p le centre de 

courbure de l'ellipse correspondant à m. Menons la 

droite pO et désignons par t le point ou elle rencontre 

la tangente en m à Vellipse. On demande : 

i° Quel est le lieu décrit par t lorsque m parcourt 

Vellipse; 

De démontrer que la tangente en t à ce lieu 

7 m v. 
rencontre m p. en un point r tel que mr= 

( M À N N H E I M . ) 
I° Soit 

(1) a2y2-+- b2x2~a2b2 

l 'équation de l 'ellipse. Les coordonnées y] du centre 

de courbure correspondant au point m(x9j) sont dé-

terminées par les équations 

où 
dy b2x d\y b* 
dx a2 y di2 a-y* 

On en tire 
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La ligue fjtO a pour équation 

, , Y ri n'y" 

et la tangente en m à l 'ellipse, 

(3) < R Y + b2xX = a*b\ 

On tire de ces deux équations les coordonnées du 

point t, 
a2b«x* W;2>3 

X — — R — 1 — 
a*}* — bGxs a*y{ — b^x" 

En différentiant par rapport à la variable indépen-

dante x , dont y est fonction en vertu de l'équation de 

l 'ellipse, on trouve 

dY _ a2y(a6y«-{- 3 bc'x* -f- ^a2b"x2j2) 
J2x (b{)x4 ^ Î a ^ ^ ^ b 2 ^ / 1 ) ' 

ou, en éliminant y dans les parenthèses au moyen de 

l 'équation de l 'ell ipse, 

dY _ ay[aç'-h ia2[b2 — c2) x2 -4- c2.r4] 

<VX b2x [ 3 a% — 2 A4 c2 x2 — c2xi ) 

coefficient angulaire de la tangente en t à la courbe lieu 

du point t. 

O n obtiendra l 'équation de cette courbe en éliminant 

x et y entre les équations ( i ) , (2) et (3) . L'équation (2) 

peut s'écrire 
n'y3 _ b*x*_ 

d'où 

y ï ^ X 7 

y = \ — - ? x — — A — • 

En reportant ces valeurs dans les équations (1) et (3) , et 
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éliminant on obtient l'équation du lieu du point t : 

(4) 

2° Si l 'on prend le point r au quart de //¿p., ses coor-

données sont 

3.r -f- £ 3 n* x -4- c'.r3 3 y >7 3 />4 v — C2J 3 

= _ = , „ = — 4 - = - - 4 è< • 

Le coefficient angulaire de la droite tr est 

Y — r , _ a*y[/\a*b«yl — — h'\r4 ) (3d l b'— 

X — x{ ~~ ) 3a' b^lj^x- ; j 

rt2jr [<710-4-a6i i b'1—3 cl) x2 — <7 V- 3 c2 — b2 • .r14 — r4 J 

~ 2.r [ 37/10 — 3îc2 2 «2 fx' -i- c* j 0 )] ' 

et, en divisant haut et bas par ak •— c 2 x 2 , 

Y — v, __ fi*y\a* -f- 9.a2(b' — c2)x2-f- c*x*} __ ¿/Y 

X^-Tî^ b2x[3a« — atf4c2,r2 — c2"^) ~ ¡/X' 

donc la tangente en £ à la courbe (4) passe par le point /' 

situé sur m u , de telle sorte que m r = 

On obtient encore ce point en cherchant l'intersection 

de la tangente en t à la courbe (4) et de la normale en 

m à l 'el l ipse. 

La courbe, l ieu du point i , a quatre points de re-

broussement aux quatre sommets de l 'ellipse, et quatre 

c est-asymptotes parallèles aux droites Y = ±i y / - X , 

à-dire parallèles aux normales menées du centre à la 

développée de l 'el l ipse. Les points /^'correspondant aux 

points t à l ' infini sont donnés par la relation 

n^r4 — b*x* ou a * y 2 - b * x \ 



d'où 
A • 

(r 

(a-h b)2 (a -I- b)'2 

Le coefficient angulaire de la tangente en ce point est 

bien dz y / e t l'ordonnée à l 'origine z±= sfb(a H-

Les asymptotes ont donc pour équations 

On a ainsi une idée assez nette de la forme de la courbe. 

La distance du centre aux asymptotes est \]ab. 

Note. — La même question a été résolue par M. Sondât. 

Question 1238 

( voir 2* série, t. XVI, p. 287); 

PAR M. S. REALIS. 

chaque racine réelle, Zr, de Véquation à coefficients 

réels 

r3 -h [ip 1 ) r -r- =0 

correspond une racine appartenant ci l'équation 

-+- /JX -+- q o, 

X — I -H 1 et comprise entre et — — • 
' 2 2 

Soit A une racine réelle de l'équation 

j 3 -h + 1 )jr H- = o; 

posons 
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d'où 

F'(.r) = 4 ( f + ^ x + î ) . 

On trouve, en substituant successivement et 
2 

^ + 1 à x dans F i x ) , 
2 v 

A- -f- I \ -h I 

-

c'est-à-dire, puisque h est racine de l'équation en y , 

F ) o, et F 2 y \ 2 

. . . — r / + i . t , , , 
Ainsi et — sont racines de 1 equation 

F (a?) = o , et par conséquent, il y a entre elles, au 

moins, une racine de l'équation dérivée F'(.r) = o. 

Note. — Autres solutions de MM. Moret-Blanc; Dunoyer, élève en 
Mathématiques spéciales au lycée de Marseille ; Eugène Delmas, élève 
du lycée de Lyon; Beaugey, du lycée de Grenoble; Barthe, du lycée de 
Bordeaux. 

Question 1 2 5 8 

(voir ?.* série, t. XVII, p. ?..'!8); 

PAR M. A. MOREL. 

Soient A B C un. triangle; 

D , E , F les pieds des hauteurs menées des sommets 

A , B , C ; 

O le point d'intersection delà ligne E F avec une pa-

rallèle au côté B C , menée par le sommet A ; 

a le milieu de B C \ 

G et H les points d'intersection de AO et d'un cercle 

décrit du point O comme centre avecOa pour rayon. 
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O n demande de démontrer : 

i ° Que les droites aG et <7 H sont, respectivement, les 

bissectrices des angles O ^ B etOaG', 

2° Que, si la hauteur A D coupe le cercle au point K , 
on a A K = Ba ( * ) . ( G E Z V T Y . ) 

I° Le triangleisoseèle OHa nous donne O n H = O H a ; 

maïs, d'après la construction, O H « = H a C , comme 

angles alternes-internes. Donc a H est bissectrice de 

l'angle O a C . La droite a G étant perpendiculaire sur 

a H, cette droite a G est bissectrice de l 'angle O a B . 

2° Les angles O A F , O E A sont tous deux égaux à 

l 'angle B du triangle; donc OA = O E >< O F . Mais, le 

quadrilatère B F E C étant inscriptible, 

OE X OF Qa* — Ba , 

puisque le rayon du cercle circonscrit au quadrilatère 

est B a. On a donc 

OA = 0«" — Ba, d'où B a z-Qa — OA* = A k \ 

puisque A K est perpendiculaire sur le diamètre G H ; 

donc B a = A K . 

Note. — Autres solutions de MM. J. Ghambon ; Moret-Blanc; Michel; 
Pisani. 

Question 1 2 6 0 
(voir?.* série, t. XVII, p. ?.:ïs) ; 

PAR M. A. MOREL. 

D'un point O pris sur une circonférence, dont un 

diamètre est O E , on décrit une circonférence qui ren-

contre la première en des points A , B ; puis, on joint 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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un point quelconque G de la deuxième circonférence 

aux points A, B, E par des droites qui coupent la pre-

mière en des points F , D, G . 

i ° Les droites E F , ED sont respectivement parallèles 

à CB, C A ; 

2° La droite CE fait , avec les côtés du triangle 

C A B , les mêmes angles que la médiane partant du 

sommet C ; 

3° La droite C G est moyenne géométrique entre 

G A et G B ( * ) . ( A . C A M B I E R . ) 

I° Je joins le point B au point E ; la droite BE est 

tangente à la circonférence O . Il en résulte que les a n -

gles A B E , A C D sont égaux. Mais les angles ABE, A F E , 

inscrits dans un même segment de cercle, sont aussi 

égaux entre eux*, il y a donc égalité entre les angles 

A C D , AFE-, et, parce que ces derniers angles ont la po-

sition d'angles correspondants, les droites F E , CB sont 

parallèles. 

Les arcs BE, AE étant égaux, on a 

B D E ~ A F E ^ A C D ; 

il s'ensuit, en ayant égard au parallélisme des droites 

F E , CB, que les droites ED, C A sont aussi parallèles. 

2° La droite AB, perpendiculaire à O E , en un point 

P , est la polaire du point E, par rapport à la circonfé-

rence O-, et, par conséquent, les droites menées de P a u x 

points C , M , où la droite E C rencontre la circonfé-

rence O, sont également inclinées sur OE, et, par suite, 

sur AB. On en conclut facilement que BM = A K , le 

point K étant à la rencontre de la circonférence O 

( * ) Le lecteur est prié do faire la figure. 
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et de la droite C P . Donc l'angle A C P = M C B et 

A C M = K C B (*)• 

3° Dans le triangle G A C , l 'angle A G C est égal à 

l'angle B G C du triangle G B C ; l 'angle G A C est égal à 

l'angle G C B . Les triangles G A C , G B C sont donc sem-

blables, et leurs côtés homologues donnent ^ = ^ -, 

BG CG 

la troisième partie de la proposition est ainsi démon-

trée. 
Note. — La mémo question a été résolue par MM. Kruschwitz ; 

Ch. Richard; Moret-Blanc; Pisani; Piobaglia; Fauquembergue; Armand 
Bertrand. 

QUESTIONS. 

1275. On donne quatre points a , c, d dans un plan, 

et deux points non situés dans ce plan. 

Les droites d'intersection de deux couples de plans 

(pab), (prcd) et (pcd) , (p 'ab) sont dans un même plan 

(P) ; on peut obtenir six plans analogues en combinant 

de toutes les manières possibles les points a , c, d : 

ces six plans se coupent suivant une même droite (D) 

qui rencontre ppf. ( G E N T Y . ) 

(*) Cette seconde partie de la proposition énoncée résulte simplement 
d e ce q u e : dans des triangles semblables, les médianes menées des som-

mets homologues forment les mêmes angles avec les cotés homologues des 

triangles. En menant la diagonale DF du parallélogramme CDEF, on 
détermine un triangle CDF semblable à CAB ; la médiane menée du 
sommet Ç du triangle CDF coïncide avec la diagonale CE du parallélo-
gramme CDEF; elle forme, avec les côtés CD, CF, FD du triangle CDF, 
les mêmes angles que la médiane CP avec les côtes CA, CB, AB du 
L'iangle ACB. (G.) 
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1276. Soient A B C un triangle, et O un point quel-

conque du plan ; démontrer que la puissance de O, par 

rapport au cercle circonscrit au triangle, a pour expres-

sion 

a\ OCB -4- lr. OAC -4- c2. OBA 

ÂBG ' 

a, Z>, c étant les longueurs des trois droites O A , O B , O C , 

et les aires O C B . . . recevant des signes convenables, 

suivant le sens dans lequel elles sont parcourues. 

( L A I S A N T . ) 

1277. Soient (C) et ( C t ) deux courbes planes qu'une 

droite mobile rencontre sous des angles constants 

a et 

Pour que ces deux courbes soient semblables, il faut 

qu'elles soient deux spirales logarithmiques semblables 

par rapport au point asyniptotique, et tournées autour 

de ce point, l 'une relativement à l'autre, d'un angle égal 

à la différence des angles de rencontre p et u t . 

Remarquer le cas de deux courbes semblables, mais 

quelconques, tournées l 'une relativement à l'autre d'un 

certain angle, autour du pôle de similitude. 

Point de contact de la droite mobile avec son enve-

loppe, dans les deux cas. 

( E D O U A R D H A B I C H . ) 

1278. Trouver la somme des puissances semblables 

des racines de l'équation trinôme 

X2'1 -I- px11 H- q — O, 

lorsque l'exposant t est un multiple de 7i. 

( P E L L E T . ) 
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SUR LES COURBES DU QUATRIÈME DEGRÉ QUI ONT TROIS 
POINTS DOUBLES D'INFLEXION, ET EN PARTICULIER SUR 
LA LEMNISCATE ; 

PAR M. L A G U E R R E . 

1 . Je dis qu'une courbe a un point double d ' in-

flexion, lorsque chacune des deux branches de la courbe, 

qui se croisent en ce point, y présente une inflexion. 

L 'objet de cette Note est l 'étude des courbes du qua-

trième degré possédant trois points doubles d'inflexion. 

Comme ces courbes appartiennent à la famille des 

courbes du quatrième degré, qui ont deux points dou-

bles, on connaît par cela même un grand nombre de 

leurs propriétés; elles jouissent, en outre, de propriétés 

spéciales qui méritent d etre signalées. 

En particulier, je distinguerai celle de ces courbes 

pour laquelle deux des points doubles d'inflexion sont 

les ombilics (*) du p l a n ; la forme simple que prennent 

dans ce cas un grand nombre de théorèmes permet d'en 

poursuivre plus facilement les conséquences. Cette 

courbe n'est autre, d'ailleurs, que le l ieu des projec-

tions du centre dSine hyperbole équilatère sur ses tan-

gentes. C'est donc la lemniscate de Bernoulli . 

2 . E n désignant par P , Q et R les trois points dou-

bles d' inflexion de la courbe du quatrième degré K , je 

prendrai pour triangle de référence le triangle P Q R ; en 

(*) Je désigne ainsi les deux points imaginaires, situés sur la droite 
de l'infini, qui sont communs à tous les cercles du plan. 

Ann. de Mathêmatsérie, t . XVII. (Août 1878.) 
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sorte que les équations des côtés Q R , R P , P Q seront 

respectivement 

XZ=Z O , Y ZRR: O e t Z R R O. 

Cela posé, l 'équation générale de la courbe K. est, 

comme il est facile de le vérifier : 

( i ) ay2z2 -f- bz2x2 4- ex2y2 — o, 

a,b et c désignant des coefficients constants. 

Si Ton pose, pour abréger, 

U — x \ { bz2 -4- cy2) —f-y73 (ex2 -+- dz2) -1- zÇ ( a y7 - f - bx2) . 

Y — arîtyz -f- b'^lzx -f- ccnxy 
et 

ttt arfc bçt C%v 
\Y — H 1 — ? 

S * S 

on a , comme on le voit aisément, l ' identité suivante : 

(2) U = v ( f i j — xyzW ' 

C'est sur cette identité que je m'appuierai principale-

ment dans tout ce qui suit. 

3. Je remarque d'abord que U = o est l 'équation de 

la cubique polaire du point (i^v^t) par rapport à la 

courbe K . Soit M ce point, et supposons qu'i l soit situé 

sur K , on a alors W = o, et l ' identité (a) montre que 

la cubique polaire de M se décompose en une droite et 

une conique; je dirai que cette droite et cette conique 

sont respectivement la droite harmonique et la conique 

harmonique du point M. 

La cubique polaire de M passe, comme on le sait, par 

le point M , où elle touche K , par les points de contact des 
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quatre tangentes que de M on peut mener à la courbe, 

et par les trois points doubles P , Q et R* 

La droite harmonique de M, ne passant ni par M , ni 

par les points doubles, la conique harmonique de M ne 

rencontrant d'ailleurs K qu'en ces points, on en conclut 

les propositions suivantes : 

La conique harmonique du point M passe par les 

trois points doubles de la courbe, et touche cette courbe 

au point M. 

Si, d'un point quelconque M de la courbe, on mène à 

cette courbe les quatre tangentes dont le point de con-

tact est distinct de M, les quatre points de contact sont 

situés sur une même droite, qui est la droite harmo-

nique de M. 

4. L'équation de la droite harmonique du point M 

est 
.v y z 
- -h -4- - = o • 
4 » ç 

C'est donc la droite polaire du point M relativement au 

triangle P Q R . 

En particulier, si les points Q et R sont les ombilics 

du plan et, par suite, si R est une lemniscate, la droite 

harmonique du point M s'obtient en prolongeant le 

segment M P d'une longueur égale à la moitié de ce seg-

ment, et en menant par l'extrémité de ce prolongement 

une perpendiculaire à MP. 

Les droites harmoniques des différents points de la 

courbe K enveloppent une conique H ayant pour équa-

tion 
,r ' r 2 z1 

- f - - * - . - = o. 
u b c 

22. 
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En effet, soient (£, >?,£) les coordonnées d'un point M 

de K , on a entre ces coordonnées la relation 

a b c 
h ~ 

V * V 

. „ s r K ' 
et, par suite, s) 1 on pose «— - - ~ = —<> 

o . 

Le point ( ^ r / j f ) est donc sur la conique H, et la 

tangente menée en ce point à cette conique a pour équa-

tion 

xt' Yr! z'C 
a o c 

ou bien encore 
* , r — o. 

n S 

C'est précisément l'équation de la droite harmonique du 

point M-, la proposition énoncée est donc démontrée. 

5. Le lieu des pôles de chacun des côtés du triangle 

fondamental P Q R , relativement aux coniques harmo-

niques des divers points de la courbe K , est la co-

nique H. 

Considérons, par exemple, le coté Q R , dont l 'équa-

tion est z = o -, eu désignant par £) un point quel-

conque de K , r équation de la conique harmonique est 

ayz bzx cxy 
-:7~ -+" H r - " O, t r, C, 

et les coordonnées du pôle de Q R , relativement à cette 

courbe, sont données par les relations 

az ex vz cy 
T + T = = 0 , 7 + T = o ; 
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d'où 

r ï i 

I = î l = J L . 
î L ~ __ L 
a b c 

On a d'ailleurs, puisque le point (Ç, r , £) est sur la 

courbe K , la relation 

d'où il vient, en remplaçant - et - par leurs va-

leurs, l'équation suivante du lieu cherché : 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

6. Dans le cas de la lemniscate, c'est-à-dire si les 

points Q et R sont les ombilics du plan, il est facile de 

voir que la conique H est une hyperbole équilatére. 

Les coniques harmoniques des divers points de la p o -

daire sont alors des cercles passant par le point fixe P , et 

tangentes à la courbe. En vertu du théorème précé-

dent , les centres de ces cercles décrivent l'hyperbole 

équilatére H \ on peut donc énoncer les propositions sui-

vantes : 

Étant donnée une hyperbole équilatére H, le lieu 

des points symétriques du centre P de cette conique, 

relativement à ses tangentes> est une lemniscate. 

Si\ d'un point quelconque M dtune lemniscate, on 

mène les quatre tangentes dont le point de contact est 

distinct de M, les quatre points de contact sont situés 

sur une même droite tangente à Vhyperbole H et per-
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pendiculaire au rayon PM ] celte droite et le point M 

étant d'ailleurs situés de cotés différents relativement 

au centre P . 

La cubique polaire du point M , relativement à la 

lemniscate, se compose de la droite dont je viens de 

parler et du cercle passant par le point V qui touche la 

lemniscate au point M ; le centre de çe cercle est sur 

l'hyperbole équilatére. 

7 . Considérons une droite quelconque rencontrant la 

courbe K en quatre points, et d. D'après une 

proposition connue, les cubiques polaires de ces points 

passent toutes par neuf mêmes points. Les cubiques po-

laires des deux points a et b se composent respective-

ment de deux coniques passant par les points P , Q . R et 

de deux droites5 soit (a,b) le point d'intersection de ces 

deux droites. 

La cubique polaire de c se compose également de la 

conique harmonique de ce point et d'une droite. La 

droite ne peut passer p a r l e point (a. b)-, on pourrait 

en effet, dans ce cas, mener de ce point trois tangentes 

à la conique H, ce qui est évidemment impossible 5 il en 

résulte que la conique harmonique de c passe par le 

point b). 

D'où la proposition suivante : 

Étant donnés, sur la courbe K , quatre points en 

ligne droite} les droites harmoniques de ces quatre 

points forment un quadrilatère complet. Si Von consi-

dère le triangle formé par trois quelconques de ces 

droites correspondant à trois des points mentionnés 

de la courbe, la conique harmonique du quatrième 

point est la conique circonsciite au triangle et passant 

par les trois points P , Q , R . 
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Ainsi les neuf points fixes par lesqûels passent lés 

cubiques polaires des points de la droite abcd sont les 

points P , Q , R et les sommets du quadrilatère complet 

forme par les droites harmoniques des points a , c 

et d. 

Dans le cas de la lemniscàte, la proposition précé-

dente peut s'énoncer ainsi : 

Étant donnés trois points d une lemniscàte situés 

sur une même ligne droite D, le cercle circonscrit au 

triangle formé par les droites harmoniques de ces trois 

points passé par le centre de la lemniscàte et touche 

cette courbe en son quatrième point de rencontre 

avec D. 

8. Des considérations précédentes résulte encore im-

médiatement que si, par un point quelconque M de la 

courbe K , on mène une sécante rencontrant la courbe 

en trois autres points, les droites harmoniques de çes 

points forment un triangle circonscrit à la coniqueUet 

inscrit dans la conique harmonique du point M. 

En appelant (M) cette conique harmonique, on voit 

que, quand la sécante tourne autour du point M , les 

côtés du triangle mobile enveloppent H, tandis que ses 

sommets décrivent ( M ) . 

D'où la proposition suivante : 

Du point M on peut mener à la courbe K quatre 

tangentes touchant la courbe en quatre points 

a, è , c, d, situés en ligne droite; ces quatre tangentes 

rencontrent de nouveau la courbe en quatre autres 

points a, j3, yetiï. 

Les tangentes communes à H et à ( M) sont les droites 

harmoniques des points cl, ¡3, y et les tangentes, me-

nées à H aux points où cette courbe rencontre (M), 

sont les droites harmoniques des points a , c et d. 
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9 . G é n é r a l e m e n t (* s i , d e s se ize p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n 

d e d e u x c o u r b e s d u q u a t r i è m e d e g r é , h u i t s o n t s i t ué s s u r 
u n e c o u r b e d u d e u x i è m e d e g r é , les h u i t a u t r e s s o n t é g a -
l e m e n t s i t u é s s u r u n e c o u r b e d u d e u x i è m e d e g r é . 

S o i t M u n p o i n t q u e l c o n q u e d e la c o u r b e K , l e s 
q u a t r e t a n g e n t e s i s sues d e ce p o i n t p e u v e n t ê t r e c o n s i -
d é r é e s c o m m e u n e c o u r b e d u q u a t r i è m e o r d r e r e n c o n -
t r a n t K e n seize p o i n t s , d o n t h u i t ( à s a v o i r les p o i n t s d e 
c o n t a c t de s t a n g e n t e s ) p e u v e n t ê t r e c o n s i d é r é s c o m m e 
é t a n t s i tués s u r u n e d r o i t e d o u b l e . L e s h u i t a u t r e s p o i n t s 
d e r e n c o n t r e s o n t les q u a t r e p o i n t s a , (3, y et $ e t l e 
p o i n t M , q u e l ' o n d o i t c o n s i d é r e r c o m m e q u a d r u p l e . 

O n p e u t d o n c é n o n c e r la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

Les quatre tangentes menées à K par un point M 
de cette courbe la rencontrent en quatre points dis-

tincts de M et des points de contact ; la conique, déter-

minée par M et ces quatre points, a avec la courbe K , 
au point M, un contact du troisième ordre. 

1 0 . J e r e v i e n s m a i n t e n a n t à l ' i d e n t i t é ( i ) . 
E n c o n s i d é r a n t yj, £ c o m m e d e s c o o r d o n n é e s c o u -

r a n t e s e t x, y, z c o m m e l e s c o o r d o n n é e s d ' u n p o i n t 
d o n n é A , o n v o i t q u e U = o es t l ' é q u a t i o n d e l a droite 

polaire d u p o i n t A r e l a t i v e m e n t à la c o u r b e K , e t W = o 
l ' é q u a t i o n d e c e t t e c o u r b e e l l e - m ê m e . 

C e l a p o s é , o n p e u t é n o n c e r l e t h é o r è m e s u i v a n t : 

Étant donné un point quelconque A du plan, la 

conique polaire du point A, relativement au triangle 

P Q R , rencontre la courbe K , indépendamment des 

points P , Q et R , en deux autres points. La droite qui 

(*) SALMON, Higher plane curves, seconde édition, p. ¡6. 
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joint ces deux points est la droite polaire du point A , 

relativement à la courbe K . 

En effet, la conique polaire du point A , relativement 

au triangle P Q R , a pour équation 

et, en vertu de l'identité (2) , les points où elle rencontre 

(indépendamment des points P , Q et R ) la courbe K , 

dont l'équation est W = o, sont bien situés sur la 

droite U = o. 

1 1 . Soit une droite quelconque D rencontrant K aux 

points a, b, c et cl\ on sait que cette droite a (relative-

ment à K ) six pôles qui sont les points communs aux 

cubiques polaires de a , c et d. 

Du théorème précédent, il résulte que : 

Les six pôles de la droiteï), relativement à K , sont 

les pôles, relativement au triangle P Q R , des six co-

niques que l'on peut mener par les points P , Q , R et les 

six couples de points a , b\a,c\ a,d\ è , c\ Z>, d\ c, d. 

D'où encore celte conclusion : 

Si une droite, passant par deux points a et ¡3 de la 

courbe R, touche cette courbe en un troisième point y, 

le pôle de la conique PQRa(3, relativement au triangle 

P Q R , est le point de contact y. 

12. Dans le cas de la lemniscàte, c'est-à-dire quand 

les points Q et R sont les ombilics du plan, la conique 

polaire du point A , relativement au triangle P Q R , est 

le cercle passant par le point P et ayant pour centre le 

point A' symétrique de A par rapport au point P . 
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; Le» propositions précédente^ jkïuvèht alorës'énonéer 

ainsi qu'il suit : 

Une droite D rencontrant en quatre points une 

lemniscate, les six pôles de D, relativement à la lem-

niscate, sont les symétriques, par rapport au centre P 

de la courbe, des centres des six cercles que Von peut 

faire passer par le point P et deux quelconques des 

points cV intersection de D et de la lemniscate,* 

Si une droite, passant par deux points « et fi d'une 

lemniscate, touche cette courbe au point y, le point 

symétrique du point y, relativement au centre de la 

lemniscate, est le centre du cercle qui passe par ce centre 

et les deux points A et ¡3. 

13. Pour abréger les considérations qui suivent, j e 

considérerai particulièrement une lemniscate ; les pro-

positions que j'obtiendrai ainsi subsisteront d'ailleurs 

évidemment pour une courbe quelconque à trois points 

doubles d'inflexion. 

Soient a et b deux des points ou une droite D ren-

contre une lemniscate, le point symétrique, par rap-

port au centre P de cette courbe, du centre du cercle 

circonscrit au triangle P ab est, d'après ce que j 'ai dit 

plus liaut, un des pôles de la droite D par rapport à la 

lemniscate. 

Des propositions énoncées précédemment (n° 6) , il 

résulte d'ailleurs que ce pôle est le point de rencontre 

des droites harmoniques des points a et b. 

D'où cette proposition : 

Les six pôles d'une droite relativement à une 

cçurbe JUsont les six sommets du quadrilatère complet 

formé par les droites harmoniques des quatre points où 

la droite rencontrera courbe K (*). 

' * ) Voir N° 7. 
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14, Si une droite tourne autour d'uiv point A , o^^àit 

que la cubique polaire de ce point est le lieu des poles 

de la droite mobile. 

D'où la conclusion suivante : 

Si, par un point A , on mène une sécante mobile, et 

si l on désigne par a et b deux des points ou elle ren-

contre la courbe K, le lien des intersections des droites 

harmoniques des points a et b est la cubique polaire 

de K relativement à la courbe Y*.. 

Si l'on considère en particulier une des sécantes qui 

passent par le point A , les six pôles de cette sécante sont 

les sommets du quadrilatère complet déterminé par les 

droites harmoniques des points d'intersection de la sé-

cante avec K ; on voit que, quand la sécante tourne au-

tour du point A , les côtés de ce quadrilatère roulent sur 

la conique H pendant que ses six sommets décrivent la 

cubique polaire du point A . 

15. Considérons une droite D rencontrant la courbe 

K aux points a , (3, et touchant cette courbe au point y , 

il est clair que les droites harmoniques des points a et 

j3 se croisent au point y. La conique harmonique du 

point y passant par ce dernier point, les droites dont je 

viens de parler la rencontrent de nouveau en deux 

points, que je désignerai respectivement par a et b. 

Cela posé, il résulte de ce qui est établi plus haut que la 

droite ab est la droite harmonique du pointy . 

D'où la proposition qui suit : 

Si dun point y situé sur la courbe K on mène deux 

tangentes à la conique H, ces deux tangentes sont les 

droites harmoniques des points où la tangente, menée 

en y à la courbe K , rencontre cette courbe; ces tan-



( 3 4 8 ) 
gentes rencontrent de nouveau H en deux points, et la 

droite qui joint ces deux points est la droite harmo-

nique du point y. 

16. Etant donnés, sur une droite, deux groupes de 

trois points, a , ¡3, y et a ' , (3', yr, je dirai que ces deux 

groupes forment un système harmonique (*) si, ces deux 

groupes étant respectivement déterminés par les ra-

cines des deux équations 

i l — <77?3 - f - 3 bx2y -4- 3 cxy- -4- dyz 

et 
il' —- ax? 3 b'x2y - f - 3c'xy2 - j- c t y \ 

l 'invariant quadratique des deux formes Q et i l ' , à sa-

voir : 

I — ad' — 3 bc - h 3 cb' — da', 

est identiquement nul. 

Cela posé, on peut énoncer ce théorème remar-

quable : 

Si Von considère les cubiques polaires de deux points 

quelconques du plan, relativement à la courbe K , toute 

droite tangente à la conique H rencontre les deux po-

laires en deux groupes de trois points qui forment un 

système harmonique. 

Pour démontrer ce théorème, je remarque que l 'équa-

tion d une tangente quelconque à la conique H est 

(*) Voir à ce sujet ma Note Sur les singularités des courbes de qua-

trième classe {Journal de Mathématiques, 3e série, t. I. p. 265). 
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a , ¡3. e t y é t a n t l i é s e n t r e e u x p a r l a r e l a t i o n 

a b c 

+ f + 

La cubique polaire d'un point quelconque (Ç, n, £) 

du plan a pour équation 

x g [bz* -h cy*} -h r>3 -+- a«2) -+• ^(ay1 -4- bxJ) = o. 

Remplaçons, dans cette équation, c et z par leurs va-

leurs tirées des relations précédentes, il viendra, en fai-

sant, pour abréger, y = i et £ = i , 

b (H — a ^ ibl b{n-h B;" 

«P P2 

2an a -f- aV] , ar (v; — fi ') . 
— » ; — *y* — — = ° ; 

ap a J « 

ou encore, si l 'on pose Ç — a X et * — p Y , 

— x* +-L ( --*Y )x2y 
u2 air v ' 

Si l 'on considère la polaire d'un autre point (£', r/, £') 

du plan, on aura de même, pour déterminer les points 

où elle rencontre la tangente à la conique H, l'équa-

tion 

* ( 2 6 X ' - « Y ' U ' r 

a2 af>al r 

a 

ou j ai pose 
g ' - « = X' et r! — p = Y' 

En désignant par I l'invariant quadratique des deux 
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formes précédent os, on a 

— (2pX' - a ï ' ) (2aY — p x ) ] ; , 

en effectuant le calcul, on trouve I = o. Le théorème 

est donc démontré. 

1 7 . Si Ton considère deux points A et B du plan et 

leurs cubiques polaires relativement à K , ces deux cubi-

ques sont coupées harmoniquement, comme je viens de 

l'établir, par toutes les droites tangentes à la conique H. 

On démontrerait facilement qu'elles sont également 

coupées harmoniquement par toutes les droites qui pas-

sent par le pôle de la droite AB, relativement à cette 

conique. Pour abréger, je supprime la démonstration de 

cette proposition, qui, d'ailleurs, est renfermée comme 

cas particulier dans un théorème général, relatif aux 

courbes du quatrième ordre, que j 'ai donné dans ma 

Note, déjà citée, Sur les singularités des courbes de qua-

trième classe. 

Ce théorème peut s'énoncer ainsi qu'il suit : 

Étant donnée une courbe du quatrième degré R, les 

tangentes aux vingt-quatre points d'inflexion de cette 

courbe sont tangentes à une même courbe de quatrième 

classe S. Si Von considère deux points quelconques À 

et B du plan, toute droite menée tangentiellement à la 

cubique polaire de la droite AB, relativement à la 

courbe de quatrième classe S, rencontre les polaires des 

points A et B, relativement a la courbe R , en deux 

groupes de trois points, qui forment un système har-

monique {*). 

(*) Loc. cit.f p. a66. Il est presque inutile de dire qu'à l'endroit 
cité le théorème est énoncé relativement à une courbe de quatrième 
classe. 
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Dans le cas où la courbe R es; une CAWJrbe K. A ¿ipis 

points doubles d' inflexion, la courbe de quatrième classe 

S se réduit à la conique H, celle-ci étant considérée 

comme double-, d'où l 'on déduit facilement les pro-

priétés que j 'ai énoncées précédemment. 

18. En terminant cet exposé des propriétés spéciales 

les plus simples des courbes du quatrième degré à trois 

points doubles d ' inf lex ion, j e ferai remarquer que la 

développée d'une conique ayant trois tangentes doubles 

de rebroussement, sa courbe corrélative est de l'espèce 

de celles que je viens d'étudier. 

Toutes les propriétés qui précèdent peuvent donc être 

considérées comme des propriétés des développées des 

coniques. 

MÉMOIRE 
SUR LA R E P R É S E N T A T I O N NES SURFACES E T L E S P R O J E C T ! OWS 

U E S CARTES G É O G R A P H I Q U E S 

PAR M. A. TISSOT. 

[SUITE (* ) ] . 

Dans le cas où l 'on aurait à la fois h = Zr, 0 ' = 0 , tous 

les angles seraient conservés, et tous les rapports de lon-

gueur seraient égaux entre eux. L'ell ipse indicatrice se-

rait un cercle. Une figure infiniment petite de forme 

quèlconque, tracée autour du point que l 'on considère, 

et sa projection seraient semblables. 

Enfin, le cas où l'on aurait en même temps h = Â, 

0 ' = n — 0 , est celui où les deux angles donnés éprou-

(*) JSottvelhs Annales de MAthëmiiliquesy 2e série, t. X V l f , p . i^.ii 
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veraient le maximum d'altération. La première tangente 

principale, sur la surface à représenter, serait bissectrice 

de celui de ces deux angles qui est obtus, et il viendrait 

. © , , © 
a — h taruî — •> b — h cot - • 

D i i 

Formules dans lesquelles les directions se trouvent 

rapportées à d'autres lignes que les tangentes prin-

cipales. 

23. A y a n t déterminé en grandeur et en direction les 

axes de l 'ellipse indicatrice, on pourra calculer les di-

verses altérations d'angles et de longueurs par les for-

mules des numéros 6 à 1 9 . Mais on peut aussi arriver à 

ce but en partant immédiatement des données 0 , ©', h 

et k . Soit y l 'angle d'une direction quelconque avec le 

côté de © suivant lequel le rapport des longueurs est 

soit c¡/ sa project ion; soit r le rapport de longueurs sui-

vant la direction considérée. La relation analogue à 

hk sin©' — ab sin© 

est ici 

hr sin o — a b sin <p ; 

si l 'on multiplie en croix, on trouvera 

rsin© sincp' = k sin©' sin<p. 

On a de même 

rsin@sin(©'— </) ~ /¿sin©' sin(© — <p;. 

Des deux dernières équations, il est facile de tirer <j>' 

et r en fonction des données et de l 'angle o. 

Q u a n t au rapport des éléments superficiels, il est 

hk sin©' 
sin© 
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: 24; Ces formules conduisent à des relations très-

simples lorsque les directions se trouvent rapportées à 

l 'une des deux droites dont l'angle éprouve le maximum 

d'altération. Ce maximum étant représenté, comme plus 

haut (n° 7) , par 20), ou l'angle lui-même par ^ -f- w, 

appelons c le rapport de longueurs sur le$ deux droites; 

soit l'angle que l'une d'elles fait avec une direction 

quelconque, et soit tj/ la projection de vp. Il viendra 

cot^I/— cot^ =.- 2 tang«, 

rsini}/ = c sin^, 

tang i -y -f- w ) — tang i ^ — co ; = 2 tang w, 

r cos ( \|/ H- w ) =zc cos ( -1> — eo ;. 

Le rapport des éléments superficiels est c8. 

Séries de couples de courbes satisfaisant à certaines 
conditions. 

25. Nous avons vu (n° 4) que, dans tout mode de re-

présentation où les angles ne sont pas conservés, il 

existe, sur chacune des deux surfaces, un système unique 

de deux séries de lignes se coupant à angle droit et dont 

les projections sur l'autre surface se coupent aussi à 

angle droit. En chaque point, le rapport de longueurs a 

son maximum et son minimum sur les deux lignes de 

séries différentes qui viennent s'y rencontrer (11° 14) . 

On peut se proposer de déterminer les courbes qui ap-

partiennent à l 'une ou à l'autre série. On peut aussi 

chercher les deux séries de courbes dont les intersec-

tions produisent en chaque point l'angle qui éprouve la 

plus grande altération (n° 12) ; on sait que, sur chacune, 

le rapport de longueurs est constamment égal à la 

Ann, de Mathêm.. ?.c série, t. XVI! . (Aoul 1878.) 2 3 
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moyenne géométrique entre ses valeurs maxima et 

minima (n° 1 7 ) , de sorte que, si le mode de projection 

conserve les aires, ces courbes se trouveront projetées 

en vraie grandeur. Plus généralement, on peut se pro-

poser de déterminer les courbes sur lesquelles le rapport 

de longueurs varie suivant une loi donnée, ainsi que les 

systèmes de courbes dont les intersections produisent, 

sur l 'une et l'autre surface, des angles variant aussi 

d'après une loi donnée. 

26. Les coordonnées l et m, dont nous avons fait 

usage jusqu'à présent, définissent respectivement deux 

séries de courbes tracées sur la première surface, ainsi 

que leurs projections sur la seconde; les deux mêmes 

séries de couples de courbes se trouveront également 

définies par deux coordonnées, fonctions, l'une de / seu-

lement, l'autre de m seulement, les deux fonctions étant 

du reste arbitraires; enfin, pour caractériser une troi-

sième série de couples de courbes, on peut avoir recours 

à un troisième paramètre variable, p , ou à une fonc-

tion arbitraire de ce paramètre : dans les questions qui 

ont été énoncées tout à l'heure, il s'agit de déterminer 

p en fonction de l et de my de manière que les nouvelles 

courbes remplissent certaines conditions. Ainsi effec-

tuée, la reclicrclie de ces courbes dépendrait d'une 

équation aux dérivées partielles du premier ordre dont 

la forme se trouve suffisamment indiquée par ce qui 

précède; on voit en effet qu'elle serait privée de second 

membre, et que sa résolution se ramènerait à l'intégra-

tion de l'équation différentielle dp — o et à celle d'une 

autre équation différentielle entre l et m seulement; 

cette dernière, qui exprime que, pour tous les points de 

chaque courbe et pour leurs projections, la fonction de 

l et de m qui représente p reste constante peut servir 
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aussi bien que p à caractériser les deux séries de couples 

de courbes; la méthode que nous suivrons consistera à 

la chercher directement. Si l 'on voulait ensuite avoir p, 

i l faudrait, ou intégrer et résoudre par rapport à la con-

stante, ou faire passer tous les termes dans un seul 

membre et multiplier leur ensemble par l 'un des fac-

teurs qui le rend différentielle exacte, ce qui donnerait 

l 'expression de dp. Ainsi envisagées, les questions que 

nous voulons résoudre se trouvent ramenées à la sui-

vante. 

2 7 . Considérons, sur une seule des deux surfaces, le 

canevas de parallélogrammes infiniment petits formés 

par les deux séries de courbes qui correspondent res-

pectivement aux coordonnées l et m, et supposons qu'i l 

s'agisse de trouver une troisième série de courbes cou-

Fig. 8. 
K II 

O H 

pant celles de la seconde série sous un angle variable <p, 

connu en fonction des coordonnées l et m du point d ' in-

tersection. Soit O R ( f i g . 8) un élément infiniment petit 

de l 'une des courbes de la troisième série, et O H R K le 

parallélogramme du canevas qui a pour diagonale O R . 

On aura, d'après la notation déjà adoptée (n° 20) 

OH — L dl, OK = M dm, HOR = KOR = 0 - ? ; 

mais le triangle O H R donne 

OH sinHOR = HR sinORH ; 

il vient donc 

L sin © dl — M sin ( 0 — &)dm — o ; 

23, 
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telle est l 'équation différentielle des courbes cherchées, 

pour le cas où l et m varient dans le même sens lors-

qu'on se déplace sur O R ; dans le cas contraire, il fau-

drait changer le signe du second terme *, l 'équation 

précédente s'appliquera cependant à tous les cas si 0 

représente celui des quatre angles sur les côtés duquel 

/ et m vont en augmentant, et si <p est compté positive-

ment à partir du premier de ces côtés, et dans le sens de 

la rotation du premier vers le second. 

28. Cela posé, si l 'on veut avoir les équations diffé-

rentielles des deux séries de lignes qui sont orthogonales 

sur l 'une et l 'autre surface, i l suffira d'imaginer que O R 

se confond successivement avec les deux tangentes prin-

cipales qui parlent du point O , ce qui revient à rempla-

cer y par z¿, puis par ^ 4 - l 'angle u étant celui qui se 

trouve donné, en fonction de l et de m, par les formules 

du n° 21 ; les valeurs correspondantes de 0 — y sont 

respectivement v et v — de sorte que les deux séries 

de couples de lignes orthogonales seront fournies par les 

équations différentielles 

L sin u di — M sincr//?i — o, L cosí* dl 4- M cosvdm = o. 

29. S ' i l s'agit des lignes dont l 'angle éprouve en 

chaque point l 'altération maxima, il faudra faire suc-

cessivement 9 = u: •+• U , 0 — <p = r — U , et y = u — U , 

0 — © = v 4 - U , les angles u et v étant, comme tout à 

l 'heure, ceux du n° 2 1 , et U l 'angle du n° 7 pour lequel 

on a 
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En effectuant les substitutions, on obtient les équations 

différentielles 

L sin (U -f- a ) dl -f- M sin ( U — r j dm — o, 

L sin ( U — u j dl -f- M sin (U -f- o) dm = o. 

30. Lorsque le canevas primitif a ses angles droits sur 

la première surface, les équations des lignes qui sont 

orthogonales à la fois sur la première et sur la seconde 

deviennent 

L tan gudl — M dm = o, L cot udl -f- M dm = o, 

et celles des lignes dont l 'angle subit le maximum d'al-

tération, 

L tang(U 4- u} dl — M dm — o, 

L tang (U — u ) dl -j- M.dm = o. 

Celles-ci se simplifieront encore si, ayant déterminé préa-

lablement les coordonnées p et q des deux séries de 

lignes qui sont orthogonales sur les deux surfaces, on en 

fait usage, au lieu d'employer les coordonnées / et m du 

canevas primit i f ; on aura alors u = o, et les dernières 

équations se réduiront à 

P sjadp — Q \jb dq ~ o, P sfâ dp -f- Q dq — O, 

P et Q représentant les coefficients de dp et de dq dans 

les expressions des côtés des rectangles infiniment petits 

qui composent le nouveau canevas sur la première 

surface. 

Il suit de là que, dans le même système de coordon-

nées, et pour un mode de représentation conservant les 

surfaces, les équations des lignes qui se projettent en 

vraie grandeur sont 

ci P dp — Q dq o, a P dp -4- Q dq z=z o . 
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3 1 . Dans les questions précédentes, nous n'avons 

considéré que des valeurs particulières du rapport de 

longueurs; supposons maintenant que Ton veuille dé-

terminer les deux séries de courbes sur lesquelles i l se 

trouve donné par une fonction connue ht de l et de m. 

Soit ux l 'un des deux angles, égaux entre eux, que la pre-

mière tangente principale fait, en un point quelconque, 

avec les deux courbes de séries différentes qui viennent 

s'y rencontrer ; nous obtiendrons cet angle en rempla-

çant, dans l'une des trois formules en a , h et u du 

n° 2 1 , h par hi et u par M,. Les valeurs de <p pour les 

deux séries de courbes sont d'ailleurs u -f- ux et u — iij. 

Les équations différentielles que l'on cherche peuvent 

donc s'écrire immédiatement. 

32. Enfin, soit proposé de trouver deux séries de 

courbes se coupant, ainsi que leurs projections, sous 

des angles exprimés par deux fonctions connues des coor-

données de chaque point d'intersection. Des formules du 

n° 21 , il résulte que les expressions 

hk sin®' h2 P — ihk cos0 cos@' 

sin0 ' sin2@ 

sont des invariants du mode de représentation employé, 

de sorte que, si 0 et 0 ' sont donnés, h et h le seront 

aussi; la question actuelle se ramène donc à la précé-

dente. Elle admet deux solutions, à moins que les angles 

donnés ne soient droits. 

Doubles canevas satisfaisant à certaines conditions. 

33. Un double canevas formé par deux séries de 

lignes sur l 'une des surfaces et par leurs projections sur 

l'autre peut être défini par deux coordonnées, l et m, 
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convenablement choisies parmi celles qui correspondent 

respectivement à ces deux séries de lignes. Si l 'on sub-

stitue à l une fonction de l et à m une fonction de m, 

on obtiendra un double canevas différent du premier, 

mais ayant les mêmes angles. Par exemple, bien qu'il 

n'existe, pour un mode de représentation donné, q u e 

deux séries de couples de lignes orthogonales, il y a une 

infinité de doubles canevas orthogonaux, dont les coor-

données sont respectivement des fonctions arbitraires des 

coordonnées de l 'un d'entre eux. Ce qui varie de l 'un à 

l 'autre, c'est le rapport des deux côtés de chaque rec-

tangle infiniment petit ; il varie toutefois de telle ma-

nière que le quotient des valeurs qu'il prend pour deux 

rectangles correspondants sur les deux surfaces soit con-

stamment égal à De cette dernière remarque, il ré-

sulte que l 'on ne saurait profiter de l'indétermination 

des fonctions arbitraires pour assigner à ces deux rec-

tangles des formes déterminées -, et même, sur une seule 

des deux surfaces, on ne pourra faire varier le rap-

port des deux côtés de chaque rectangle suivant une loi 

donnée qu'autant que la fonction des coordonnées qui 

exprime cette loi remplira une certaine condition, qu'il 

serait facile d'établir. 

34. Si / et m sont les coordonnées d'un double cane-

vas, / -f- m et / — m seront celles du double canevas que 

formeraient les diagonales des parallélogrammes du pre-

mier. En effet, pour l 'une des diagonales, le rapport de 

sin<p à sin (0 — a>), qui figure dans l'équation différen-

M , , M 
tielledu n° 27, est égal à et pour l'autre à — de 

L JL 

sorte que cette équation donne successivement, pour les 

deux séries de couples de courbes du nouveau canevas, 

dl — dm = o, dl -+- dm z=z o. 
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Lorsque le premier canevas se composera de rec-

tangles, le second sera formé de losanges, et réciproque-

ment. 

Cela posé, appelons $ et Y deux fonctions arbitraires, 

et soient p et q les coordonnées d'un double canevas 

orthogonal ; celles des autres canevas de rectangles se-

ront 4>(p) et ¥ (q) ; celles des doubles canevas de lo-

sanges seront <P(/?) -+- ¥ (q) et <&(/>) —¥(q). 

De même, soient r et s les coordonnées d'un double 

canevas de losanges ; celles des doubles canevas orthogo-

naux seront $ ( r H - i ) et — s) ; celles des doubles 

cavenas de losanges seront 

-f- ¿ • -f- W!r — s) et <î' ( r -f- 5 ! — T ; r — s). 

Les tangentes principales sont bissectrices des angles 

de chaque double canevas de losanges; de plus, si Ton 

appelle il et Í2' deux de ces angles se correspondant 

d'une surface à l'autre dans le double canevas qui a pour 

coordonnées 4> ( / ; ) - f - ¥ (<7), * t > ( p ) — i l viendra 

a Q V Í /, 1 il' /;() (p) 
t a n s ^ = P F t V j ' " » S — = qr^- j ï 

P et Q désignant, comme précédemment, les coefficients 

de dp et de dq dans les expressions des côtés de chaque 

rectangle infiniment petit du double canevas orthogonal 

défini par les coordonnées p et q. On voit qu'en général 

il ne sera pas possible de disposer des deux fonctions 

arbitraires de manière que les angles des losanges va-

rient suivant une loi donnée, même sur une seule des 

deux surfaces. 

Dans les doubles canevas formés par les lignes dont 

l'angle éprouve en chaque point la plus grande altéra-

tion, les demi-angles des parallélogrammes ont pour tan-
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gentes s u r l 'une des surfaces, el y / ^ sur l'autre. 

Pour que l 'un d'eux soit composé de losanges sur la pre-

mière surface, il faut que ^ soit le produit de qui est 

une fonction donnée de p et de q, par deux autres fonc-

tions, Tune de p seulement, l'autre de q seulement. Alors 

le canevas sera aussi formé de losanges sur la seconde 

surface. 

35. Lorsque le rapport de P à Q est le produit d'une 

fonction de p par une fonction de <7, on peut choisir 4> 

et de manière que l'on ait 

P = Q 

ce qui, d une part, rendra égaux les coefficients des diffé-

rentielles des coordonnées dans les expressions des lon-

gueurs des côtés des rectangles déterminés sur la pre-

mière surface par le double canevas orthogonal répondant 

à 4>(p) et Y ( ^ ) , et, d'autre part, donnera £2 = ^ pour 

le double canevas de losanges répondant à *&(p) -h ¥(q) 

et & ( p ) — Il y a u r a donc alors un double cane-

vas orthogonal et un double canevas de losanges décom-

posant la première surface en carrés 5 l'un sera formé 

par les diagonales de l'autre. 

La condition analogue pour la seconde surface porte-

rait sur a V et ¿ Q . 

Il ne peut y avoir de double canevas décomposant h la 

fois les deux surfaces en carrés, à moins que le mode de 

projection ne conserve les angles 
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applications. 

36. Une surface de révolution étant donnée, imagi-

nons que, pour la représenter sur un plan, on développe, 

en vraie grandeur, l 'un de ses méridiens suivant une 

droite, puis ses parallèles suivant d'autres droites per-

pendiculaires à la première. On obtiendra ainsi une pro-

jection qui jouira de la propriété de conserver les super-

ficies-, car, à chaque rectangle infiniment petit formé 

par deux méridiens et deux parallèles de la surface, cor-

respondra sur la carte un parallélogramme ayant la même 

base et la même hauteur. 

Soient, en un point quelconque, l l 'angle de la tan-

gente au méridien avec l'axe de la surface, /'le rayon du 

parallèle, p le rayon de courbure du méridien ; soient 

encore m l'angle du méridien du point considéré avec 

celui dont la projection est rectiligne, et s la longueur de 

l'arc de ce dernier mesurée à partir d'un parallèle con-

venu. Supposons, pour fixer les idées, que cet arc, dans 

le voisinage du point que l'on considère, tourne sa con-

cavité vers l'axe de la surface, et que r diminue quand s 

augmente. Enfin appelons Q l'altération éprouvée sur la 

carte par l'angle du méridien avec le parallèle, en con-

servant la notation déjà adoptée pour les autres quantités 

résultant de la déformation. Aux coordonnées l et m 

correspond un double canevas formé de méridiens et de 

parallèles. Les variables rp et s sont des fonctions con-

nues de l. Nous avons d'abord à déterminer 0, A, a , 

. . . , en fonction de l et de m. 

Si l'on projette un arc infiniment petit de la section 

méridienne sur le rayon du parallèle qui passe par une 

de ses extrémités, et l'arc correspondant du méridien de 

la carte sur la droite qui représente ce parallèle, on for-
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mera deux triangles rectangles qui donneront respecti-

vement 
dr . , ^ dr 
—• — • — sm L tangG = — m 
ds ' b ds' 

d'où l 'on conclut 
tang G = /wsin/. 

Les aires étant conservées, le rapport de surfaces, 

A£cos0, doit se réduire à l 'uni té ; et, comme déjà le rap-

port de longueurs k sur le parallèle est égal à u n , il 

viendra 

h z=z séc G — y/1 -f- m2 sin'2 /, X- ~ i . 

Nous connaissons ainsi deux diamètres conjugués 

de l 'ellipse indicatrice; les demi-axes de cette ellipse, 

qui sont ici inverses l 'un de l 'autre, seront fournis par 

les deux équations 

a3-b- b"1 = 2 -+- ;w2sin3/, ab — i, 

desquelles on tire 

t n ~ • o , m - , i -h sin2/ H sm/, 
4 ^ 

/ . «, m . 
6 = 1 / i + - r s m / sln/. V 4 2 

Il en résulte, pour la tangente de la moitié de la plus 

grande altération d'angle, 

m • , 1 
tangw = — s m / = - tang G. 

Chacune des deux directions dont l 'angle est le plus 

altéré fait, avec la première tangente principale, un 

angle U pour lequel on a 

U = 7 H—•> tangU — a. 
4 2 

Les rapports de longueurs suivant ces deux directions 

- = v / 
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étant égaux à l 'uni té , l 'une d'elles se confond ici avec la 

tangente au parallèle. Cette remarque nous dispense d'a-

voir recours aux formules du n ° 2 1 pour calculer les angles 

u et v de la première tangente principale avec la tan-

gente au méridien et la tangente au paral lèle; nous pou-

vons écrire immédiatement 

77 7T 0) 
— U = - — t a n g u — b, v — U, tangv a. 

Sur la carte, on aura, pour les angles correspondants, 

V'—n, tang u'= b3
y v'~u. 

La tangente au méridien de la carte donnant, avec le 

parallèle, les directions de deux diamètres conjugués de 

l'ellipse indicatrice, le grand axe de cette ellipse passera 

à l ' intérieur de l 'angle aigu formé par ces deux lignes 

et la première tangente principale, à l ' intérieur de 

l 'angle droit dont cet angle aigu est la projection. 

Les côtés de chaque rectangle infiniment petit du cane-

vas tracé sur la surface de révolution ont pour longueurs 

les valeurs absolues de ds, ou p dl, et de rdm; d 'a i l -

leurs, sur la première tangente principale, les accroisse-

ments de l et de m sont ici de signes contraires ; les deux 

couples de séries de lignes orthogonales seront donc 

fournis (n° 30) par les équations différentielles 

pdl -f- ardm — o, a pdl — rdm = o, 

dans lesquelles a doit être remplacé par sa valeur ci-

dessus en fonction de / et de m. O n peut encore prendre 

pour variables indépendantes s et m, ou bien r et 

alors les équations différentielles seront 

ds -f- ardm — o, a ds — rdm — o, 

et il faudra substituer à sin/, dans ¿z, l'expression de 

clr 
en fonction de s, ou bien en fonction de r. ds 
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A cause de // = ^ — U, les équations des lignes qui se 

projettent en vraie grandeur se réduisent à 

dl = o, cot2Uds -+- rdm — o. 

La première représente les parallèles, solution qui ré-

sulte de la définition même du mode de représentation. 

Comme on a 

m . , m dr 
cot2 U — — tansiw = sm l =. •« 

° 2 2 ds 

la seconde équation peut s'écrire 

ni dr -1- irdm — o 

et a pour intégrale 
rm*=. const. 

Ainsi <î)(^) et "+"(/*m2) expriment les coordonnées des 

canevas dont les parallélogrammes ont des côtés de même 

longueur sur la surface et sur la carte. 

37 . Comme second exemple, nous prendrons encore la 

représentation d'une surface quelconque de révolution 

sur Tin plan. Cette fois, les méridiens seront tous figurés 

par des droites partant d'un même point et faisant entre 

elles des angles égaux à ceux des méridiens eux-mêmes, 

les parallèles par des circonférences ayant ce point pour 

centre.Nous appellerons R i e rayon de l 'une quelconque 

de ces circonférences ; R sera une fonction connue de l 'arc 

de méridien sur laquelle nous ne ferons aucune hypo-

thèse; nous désignerons par £ la dérivée de son loga-

rithme népérien par rapport à s. Soient toujours r le 

rayon du parallèle de la surface et m l 'angle d'un méri-

dien quelconque avec un méridien convenu. 

Les axes de l 'ellipse indicatrice sont partout dirigés 

suivant la tangente au méridien et la tangente au parai-
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lèle ; ils ont pour longueurs — > abstraction faite du si-

La tangente de l'angle du méridien avec l 'une ou 

l 'autre des deux lignes dont l 'angle éprouve la plus 

Les doubles canevas orthogonaux auront pour coor-

données 4>(j) et Y ( m ) ; l 'un d'entre eux, celui qui cor-

sera formé de carrés sur la surface de révolution. 

Les doubles canevas de losanges auront pour coordon-

nées 4>(j) -f- V(m) et 9 (s)—V(m). Celui d'entre 

eux pour lequel et Y satisfont aux relations précé-

dentes décomposera la surface en carrés-, i l sera tracé 

par deux séries de loxodromies inclinées à 45 degrés sur 

les méridiens. 

Si Ton pose 

les doubles canevas auxquels donnent lieu les lignes 

dont l'angle éprouve le maximum d'altération seront 

fournis par les coordonnées 4>(a - f -m) e t ¥ ( c r — m) -, 

celui qui répond aux coordonnées a •+• m, a — m est en 

même temps un double canevas de losange. 

Parmi les systèmes de projections que nous venons de 

considérer, i l y en a une infinité qui conservent les aires : 

ce sont ceux dans lesquels on prend 

grande altération est 

respond à 

R — sjifrds, 
d'où résulte 
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R É S O L U T I O N D E S ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

DU QUATRIÈME D E G R É ; 

PAR M. V. VIDAL, 

Ancien élève de l 'École Polytechnique. 

Soit 

Ax* -f- CJ;3 -f- Cx2 - f D x + E = F ( x ) = o 

une équation du quatrième degré. 

La première fonction de Sturm est 

| B iCx2 + 3D^ + 4E 

I 4 A 3 B * 3 - 4 - 2 C * - t - D 

= ( 3 B2 — 8 AC ) x2 -f- 2 ( BC — 6 AD ) x 

H- BD — i6AE = y(.r). 

En fonction des coefficients de <p(#), l 'équation pro-

posée peut s'écrire 

(4 A * -f- B)4 — 2(3B2 — 8AC) (4 A * -f- B j2 

4 - | [ B ( 3 B 2 — 8AC) - 4 A ( B C — 6AD)](4A.r + B ) 

— i6A2(BD — 16AE) 4- 8AB(BC — 6 A D ) 
— B2 (3B2 — 8AC) == o. 

I . Supposons que les trois coefficients de la première 

fonction de Sturm soient identiquement nuls, la pro-

posée se réduit à (4 A x -h B)4 = o. Il y a quatre racines 

réelles, égales entre elles. 

I I . Soient 3B 2 — 8 A C = o, BC — 6 A D = o ; l 'équa-

tion proposée se réduit à 

( 4 A . r H- B V - I 6 A 2 ( B D — 1 6 A E ) = o . 
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Les quatre racines sont imaginaires dans le cas de 

BD — i 6 A E < o . 

Pour B D — i 6 A E ^ > o , il y a deux racines réelles 

que l 'on trouve par l 'extraction de deux racines carrées 

successives. 

I I I . Supposonsquel 'on ait seulement 3 B 2 — 8 A C = o. 

La proposée se réduit à 

( 4 A . R - F - B ;4 — Y A ( B C — 6 A D ) ( 4 A . r - 4 - B ) 

— I 6 A 2 ( B D — 16AE) -4- 8AB(BC — 6 A D ) — o. 

La valeur minimum du premier membre a lieu pour 

la valeur de x donnée par 

o 
( 4 A J C L - F - B ; 3 — 3 AfBC — 6 A D ) ~ o ; 

d'où 

4 AJC, -+- B = 

8A(BC — 6AD) 2 y / A { ì ì 

/ A ( B C — 6 AD) 
3 

premier membre sera 

/ À ( B C — 6 À U ) 

3 

- 16 A*(BD — i6AE) -4- 8AB(BG — 6AD) . 

Si elle est négative, la proposée admettra deux racines 

réelles, l 'une plus grande, l 'autre plus petite que la va-

leur ci-dessus de x , ainsi qu'on le voit facilement. 

Si elle est positive, les quatre racines sont imaginaires. 

I V . Considérons maintenant le cas général où aucun 

des coefficients de la fonction de Sturm n'est nul . 

Si les racines de l 'équation 

( 3 B 2 — 8 A C ) . R 2 -4- 2 ( B C — 6 A D ) x -F- ( B D — i6AE< = o 
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sont imaginaires, ou égales entre elles, la première 

fonction de Sturm ne changera jamais de signe, q u e l q u e 

valeur que Ton attribue à .r, et il suffira, pour con-

naître le nombre des racines réelles et pour les séparer, 

de considérer les trois fonctions 

Ax< Bx3 -f- Cx2 -4- D.r -f- E, 

4Ao:3 -h 3B.r ' -4- 2 O -4- D, 

( 3B2 — 8AC).r2 -h 2 (BC — 6aD)JC -h (BD — 16AE). 

Pour 3 B2 — 8 A C o, les quatre racines sont imagi-

naires ; pour 3 B2 — 8 A C o, deux racines sont réelles. 

V . Si les deux racines de l 'équation o(.x) = o sont 

réelles et inégales, on les substitue dans la proposée. Si 

l 'une d'elles satisfait à l 'équation proposée, elle est une 

racine double, puisque dans ce cas l'équation Y'(x) = o 

est aussi satisfaite d'après la relation fondamentale 

i6A.F(ar ) = ( 4 A « 4 - B ) — l 6 A ? ( . r ) f 

D e u x des racines de l 'équation F (a:) — o étant con-

nues, les deux autres se trouveront par la résolution 

d'une équation du second degré. 

V I . Il ne reste plus à considérer que le cas où les 

deux racines de — o sont réelles et inégales, et où 

l'équation F ( . r ) == o n'admet pas de racines égales. 

Les racines de F ( x ) = = o , si elles sont réelles, sont 

séparées par les racines des deux équations 

4 A . r - f - B O, ( f ( . r j = 0 , 

l 'une du premier, l 'autre du second degré (.Nouvelles 

Annales de Mathématiques, 1872, p. etc.). Sub-

stituant donc les solutions des deux dernières équations 

dans F (se) = o, les signes des divers résultats indique-

ra«. de Mathématsérie, t. XVII. (Août 1 8 7 8 . ) 
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ront le nombre des racines réelles, dont 011 pourra ap-

procher de plus en plus à l'aide d'une quelconque des 

méthodes bien connues d'approximation numérique. 

V I I . Si l 'on voulait faire usage des deux dernières 

fonctions de Sturm, leur calcul s'eiïeetuerait bien sim-

plement, car elles peuvent être mises sous la forme 

•-+- T ( 4 A . r + B) = o, 4s3 — T 2 = o, S dje 

en posant S = 1 a A E — 3BD -h C 2 , 

6 A 3 B C 1 

I T — 3 B 4 C 3 D 

C 3 D 4 E 

O11 voit donc que, dans tous les cas possibles, la réso-

lution d'une équation quelconque du quatrième degré 

se fait très-simplement à l'aide de l'équation du second 

degré cp ( x ) = o, dont les coefficients, ayant une forme 

très-mnémonique, se calculent à simple vue par de 

pures opérations d'Arithmétique élémentaire. 

INSCRIPTION DANS LE CERCLE DES QUATRE POLYGONES 
RÉGULIERS DE TRENTE COTÉS ; 

PAR M . GEORGES D O S T O R . 

1 . On sait qu'il existe quatre polygones réguliers 

de i5 côtés. Si le rayon du cercle circonscrit à ces poly-

gones est égal à l 'unité, les côtés de s polygones, pris 

dans un ordre inverse, seront 

. 7 7T . 4 ^ . 27T 7T 
2 s m - r î 2 SI II —rr t 2 Sin —jr e t 2 S J n — • 

1 5 1 5 I 5 1 0 
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Les trois premiers polygones sont étoiles, le dernier est 

convexe. 

Puisque i 5 est un nombre impair , il existera aussi 

quatre polygones réguliers de 3o côtés-, ces côtés sont, 

dans Tordre croissant, 

. Î T . 7 7T I I 7T I 3 77 
2 sin-— > 2s in™5 a s m - — et 2sm-_ — 

3o 3o ÔO oo 

L e premier polygone est convexe, et les trois autres sont 

étoiles* 

Si nous comparons-les sinus, qui , dans ces deux lignes, 

se correspondent verticalement, nous verrons que leurs 

arcs sont complémentaires. 

Nous avons par suite les égalités 

5 % 

' 3 5 = 1 
. 7 77 

— sin2-^ > 
15 

• i l 7 7 

sin2 = 1 
3o 

• M 
— sin2—? î 

i5 

I I 77 

IkT = ' 

. 2 7T 
— sin2-—, 

i5 

I 3 7T 
sin2—— = 1 

ou 
— SUl2 — * 

i5 

Les côtés des quatre pentédécagones réguliers é toi lés 

étant (*) 

- s i n ^ = | (y — 2 y/5 -+- s/V5 — v'3), 

s s i n ^ ~ i (\/io h- 2V '5 H- y/iS — v/3). 

2 s i n ~ ~ ( — \Jio — 2 v / 5 H- \/i5 -r- v / 3 ) , 

2 sin — = J (Vio 2 s/5 — s/i5 H-

( * ) Voir le Ti 'aité de Géométrie élémentaire de MM. Rouché et de 
Comberousse, 3e édition, 1874, Ire Partie, page 171. Les côtés des quatre 
pentédécagones réguliers y sont calculés géométriquement par une mé-
thode aussi simple qu'élégante, et d'une facilité bien remarquable. 

=4-
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on obtient immédiatement pour les carrés des côtés des 

quatre polygones réguliers de 3o côtés 

4 sin2 4- — \/3)'> 

4sin2 ^ = 4 ~ (V IO + 2\/'5 + ^ — 

4 s i n 2 ^ — 4 — JL (__ y/ïo — a v /5-h y/ï5 + V^)'' 

4 s i n 2 - ^ — 4 — - L (y ' i o + 2 y'5 — v / Ï5 -H V^) ' -

Si nous effectuons, que nous réduisions, nous obtien-

drons, en extrayant la racine carrée, 

2 sin ~ — 1 ^ 3 6 — 4 y/5 — 4 yy3 V i ° + 2 y/5, 

2 sin ^ = i v/36 -I- 4 y/5 H- 4 y/3 V10 — 2 y/5, 

2sin ^ ^ ~ ^ V^36 — 4 V'G -+- 4 V^ V -+• 2 v/5, 

2 sin ^ = 7 V 3 6 h- 4 v/5 4 V3 V1 o Hh2V5. 
00 4 

Les expressions sous les radicaux sont des carrés. On a, 

en effet, dans 2 sin — ? 7 10 

36 — 4 y/5 — 4 v̂ 3 V10-H 2 y/5 

= 3o — 6 v/5 — 4 \/3 V I O -f- 2 y/5 -f- 6 -h 2 v/5 

(y/3 \/lO — 2 V/5)5— 2 \/%{)fE+ i) V IO — 2 )/5 "H 4" i)' 

= [v'3 - (v/5 + i)]2 ; 

et ainsi des trois autres quantités analogues. 

Il s'ensuit que les côtés des quatre polygones réguliers 
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de 3o côtés sont 

. 3 o 
2 sm — 

7T 
il 5

1 

- 2 ^ 5 - SÏ5 

. 7 7T 
2 sin i— 

3 o 
= ¿ ( ^ 1 0 0 . 

. 11 ir 
2 sin -r— 

3 o 
= i ( v / ' 3 V

/ i o — 2 y/5 h- v/5-+- 0 . 

. 13n 
2S1I1—-

3 o 
+ 2 y / 5 -

2. L'inspection de ces formules fait voir que : 

i° La différence 2 sin i i i — 2 sin entre les côtés 
3 o 3 o 

du second polygone étoilé et du polygone convexe est 

égale au côté - (y/5 -4- 1) du décagone régulier étoilé ; 

20 La différence 1 sin Ar— — 2 sin ^ entre les côtés 
M 3 o 3 o 

des deux autres polygones étoilés est égale au côté 

- (y/5 — 1 )du décagone régulier convexe. 

3. Cette méthode peut être appliquée avec avantage 

au calcul des côtés des deux pentagones réguliers. 

En effet, les côtés des deux décagones réguliers, l 'un 

étoilé et l'autre convexe, sont 

2 s i n — r=: - (y/5 -4- 1), 2 s i n — ( y / 5 — 1); 
IO 2 x ' IO °-

et, comme les côtés des deux pentagones réguliers, l 'un 

convexe et l'autre étoilé, sont 

. 7T 37r . 27T 7T 
2 sin-p = 2 cos — , 2 sin — — 2 cos — ? 

o 10 5 10 
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on trouve tout de suite, pour ces côtés, les valeurs 

2 s i n S = y / 4 - \ (n/5 -h y / 4 - î (6 + 2 y/5) 

— Iy/ I O __ a y/5, 

= y / 4 - \ W5- .)> = l y / 4 - î ( 6 - W 5 ) 

1 / v 
— - 2 V CO -+- 2 i/O. 

2 

Dans cette méthode^ on peut se dispenser d'avoir re-

cours à la Trigonométrie. 11 suffit de considérer des 

triangles rectangles qui ont pour hypoténuse le dia-

mètre du cercle. 

DÉTERMINATION DE CERTAINS CAS GÉNÉRAUX OU L'ÉQUATION 

.r3 zïz a =. )2 N'ADMET PAS DE SOLUTION EN NOMRRES 

ENTIERS; 

PAR M. E. DE JONQUIÈRES. 

I. Tandis que la solution complète, en nombres 

entiers, de l'équation indéterminée à deux inconnues a 

été trouvée depuis longtemps, on ne possède encore 

qu'un petit nombre de résultats concernant les équations 

à deux indéterminées dans lesquelles les inconnues, ou 

seulement l'une d'elles, entrent à un degré supérieur au 

second, comme cela a lieu, par exemple, dans l'équation 

. r 3 ± a = j ! , et ces résultats ne semblent être reliés 

entre eux par aucune loi simple. 

Tantôt, pour certaines valeurs du nombre donné a , 

positives ou négatives, on trouve aisément quelques 
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solutions isolées, mais sans pouvoir dire si le nombre 

des solutions possibles est limité ou infini. L'équation 

x 3 H-8 = y * , qui admet les solutions 

x — i , 2, 46, 

y — o, 3, 4» 3i2, 

est dans ce cas, avec une infinité d'autres. 

D'autres fois, mais rarement, on démontre qu' i l 

n'existe qu'une seule solution. C'est ce qui a été fait 

par Fermât, Euler et Legendre pour les équations 

x3 — 2 == y*9 x3 — 4 —J* ? P a r M- Gerono, pour 

.r3 -f- i = j-2-par le P. Pépin, S. T., pour quelques autres, 

parmi lesquelles je citerai x3 — 49 = J — 8* = 7"% 

x3— 121 = y2. . . . \Voir> dans le tome I (3e série) 

du Journal de Mathématiques, un important article 

de ce savant auteur i( sur certains nombres complexes », 

et notamment, à la page 345 et aux suivantes, une étude 

sur l'équation x3 — a = j 2], 

Tantôt l'équation exclut les valeurs paires des in-

déterminées, ou seulement d'une seule-, l'équation 

x3 -j— i5 ==_}'% qui est satisfaite par les systèmes de va-

leurs 

x — i, 109, . . . , 

r = 4. »'38, . . . 

est du nombre de ces dernières. L'autre cas se présente 

chaque fois que a est double d'un impair, parce qu'il y 

a alors incongruence entre les deux membres de l 'équa-

tion. 

Tantôt enfin aucune solution n'est possible. Le 

P . Pépin a examiné, dans le Mémoire précité, diverses 

catégories de valeurs de la constante a , pour lesquelles 

cette circonstance se présente et se démontre a priori. 

C'est une étude du même genre qui fait l'objet de la 
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présente Note. Je me propose d'y faire connaître quel-

ques catégories, nouvelles, je crois, comprenant cha-

cune une infinité de cas particuliers, où l 'impossibilité 

d'une solution en nombres entiers est démontrée. 

II. L'équation que je considère est 

L'impossibilité d'une solution en nombres entiers 

(x pouvant, ainsi que a, être positif ou négatif) dépend 

de la valeur de a , et se présente toujours, comme on 

va le voir, dans les trois cas suivants : 

i ° Lorsque a est égal au cube, diminué de 4» d'un 

nombre c (positif ou négatif) , ayant l 'une des trois for-

mes 8 & - + - I , 8 5 - 1 - 3 , 8Z> + 7 en valeur absolue et ab-

straction faite de son signe-, 

Lorsque a est égal au cube d'un nombre c (positif 

ou négatif) , ayant en valeur absolue, et abstraction faite 

de son signe, l 'une des trois formes 8 £ - b 3, 8 è - h 5 , 

8b -f- 7 , ce cube étant diminué d'une puissance de 4 

autre que 4 lui-même ; 

3° Lorsque a est égal au cube, diminué de i , d'un 

nombre c irnpairement pair, c — (i i ) , positif ou 

négatif. 

Examinons successivement ces trois catégories de va-

leurs de a . 

III. En premier lieu, soit, par exemple, 

a=(8b-+- i ) 3 — 4 . 

On voit d'abord que l 'équation x 3 z h c 3 — 4 — J 2 n 'ad-

met pour x aucune valeur paire car, dans cette hypo-

thèse, le premier membre aurait la forme 8 3 , et 

ne s'accorderait pas avec le second membre qui , jy étant 

alors impair, aurait la forme 8n -}- i . 

x ne pouvant être qu'impair et y pair, écrivons ainsi 

l'équation donnée, x 3 -h c* 4 H- 1 ) : en faisant 
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y — puis, réduisant le premier membre en facteurs, 

[x2 — CX4-C2) (/2-4- l). 

Le deuxième facteur du premier membre est i m p a i r ; 

donc x c est un multiple de 4 et> Par< suite, si Ton 

suppose d'abord c positif, x est de la forme 4n — 

Cela étant, le facteur ( x 2 — c x - f - c 2 ) est, à cause de 

c = 8& 4 - i , d e l a forme 4k — i• Puisque ce facteur ne 

divise pas le facteur 4 du second membre, il devrait 

diviser l 'autre, qui est la somme de deux carrés premiers 

entre e u x ; donc il devrait être lu i -même décomposable 

en une somme de deux carrés, ce qui est impossible 

puisqu'il a la forme 4 k — 

Lorsque c est négatif, x est de la forme 4n 4 - 19 

terme — e x change de signe, et la conclusion reste la 

même. 

L'équation x 3 4= ( 8 & 4 - i ) 3 — 4 —J* n ' a donc aucune 

solution en nombres entiers, et une démonstration ana-

logue, que je supprime pour abréger, conduit à la même 

conclusion pour les deux autres cas, c = 8b 4 - 3 et 

c = 8b 4 - 7 . 

I V . E n second l ieu, soit d'abord, par exemple, 

a — (86 + 5)3 — 42« 

O n voit, comme ci-dessus, que dans l'équation donnée 

x ne peut être pair. Cela p o s é , y pair peut être égal, soit 

à it (t impair ) , soit à 4 r , r étant indistinctement pair 

ou impair. 

Dans la première de ces deux hypothèses, on a, en 

décomposant en facteurs, 

[x -f- 6') (x2 — ex 4-C2) 4 (/' 4- 4). 

( r 4- c) est multiple de 4> puisque le second facteur est 
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impair. Donc, en supposant d'abord c positif, x est de la 

forme 4 k — c, ou \ k — 8b — 5, c'est-à-dire 4 n — T» H 

en est par conséquent de même de ( x 2 — c x - + - c 2 ) , qui 

ne saurait, par ce motif , diviser, comme il devrait le 

faire, i2 -f- 4> somme de deux carrés premiers entre eux, 

puisque t est impair . Donc i l n'y a aucune solution 

possible. 

Dans la seconde hypothèse, celle dey pairement pair, 

on peut écrire 

( î + c ) (.r2 — ex -4- c2) 16 (r2 -+- i ) ; 

x - f - c devant être un multiple de 16, puisque l 'autre 

facteur du premier membre est impair, x (en supposant 

encore c positif) a la forme — i . Il en est donc 

de même de ( x 2 — c x - f - c 2 ) , et par conséquent ce fac-

teur ne peut diviser la somme r2 -j- i de deux carrés pre-

miers entre eux. 

En résumé, il n 'y a de solution possible, ni dans l 'une, 

ni dans l 'autre hypothèse. 

Lorsque c est négatif, x a la forme -f- i , le terme 

ex change de signe, et la conclusion demeure la même. 

S i , au lieu de prendre, comme ci-dessus, a = c 3 — 16, 

on suppose a = c3 — [p étant un nombre entier po-

s i t i f ) , ou a = — c3 — 4p +% on a à considérer successi-

vement plusieurs cas, au lieu de deux seulement, savoir 

y = 2 ( 2 ^ + 1), y = i2{id-{-1 ), j = 23(2rf H- 1 ), . . . , 

mais la démonstration ne change pas 5 car, selon qu'on 

prend l 'une ou l 'autre de ces hypothèses, on peut tou-

jours mettre le second membre, soit sous la forme 

t étant impair, soit, si cette dernière condition n'est pals 

remplie, sous la forme 42<7 (/** -f- 1 ), r étant alors indis-
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tinctement pair ou impair. Les deux carrés et 4 dans 

le premier cas, et les deux carrés r% et i dans le se-

cond cas sont premiers entre eux, tandis que le facteur 

impair du premier membre ( x s — e x - h c2) est toujours, 

comme dans le cas particulier de a = c3 -— 16 pour le-

quel la démonstration a été développée, indécomposable 

en une somme de deux carrés et par conséquent ne peut 

être un diviseur du second membre. 

V . En troisième lieu, 

= — i et c z^z ib — i[id -f-i). 

On voit immédiatement que a: ne peut être pair. Ecr i -

vons l'équation donnée ainsi 

[x 4 - 2 b ) (.r2 — 2bx -4- 4 = J2 4- i ; 

x 4 - i b y étant un diviseur impair de la s o m m e j 2 4- «• 

de deux carrés premiers entre eux, est nécessairement de 

la forme 4 ^ 4 - i ; donc x est de la forme 4 ^ — e n 

supposant d'abord que c est positif, et par conséquent 

le second facteur du premier membre est de la forme 

4 q — i , puisque b est impair. Ainsi ce facteur ne peut 

être diviseur dej^2 4- i . L'hypothèse est donc inadmis-

sible, et l'impossibilité d'une solution est démontrée. 

Lorsque c est supposé négatif, le raisonnement et les 

conclusions sont les mêmes. 

VI. 11 résulte de ce qui précède que l'équation 

x 3 4- ri — J % en se bornant à écrire ici les valeurs nu-

mériques les plus simples, est insoluble en nombres en-

tiers pour les trois suites infinies de valeurs de a , savoir : 

7 = . . . — 3 4 7 , — 1 2 9 , - 5 , — 3 , 4- 2 3 , 3 3 9 , 7 2 5 , 1 3 2 7 , . . . 

a •=.. . . — 3 5 9 , — 1 ZF 1, — 6 5 , — 43» — LF]-> 

H- 11 , 6 1 , 8 7 , 109, 2 7 9 , 3 2 7 , I 3 I 5 , . . . 

a = . . . — 2 7 4 5 , — 1 0 0 1 , - 2 1 7 , - 9 , 4 - 7 , 2 1 5 , 9 9 9 , 2 7 4 3 , . . . . 
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L'impossibilité de l'équation x3-j-a = yf pour les 

valeurs particulières et — 17 a été démontrée 

dans les Nouvelles Annales de 1869 et de 1877, celle-ci 

notamment par M. Gerono. L'impossibilité pour les cas 

de a = — 3, — 5, — 9, qui se retrouvent dans les suites 

ci-dessus, a été démontrée, d'une façon très-différente, 

par le P . Pépin dans le Mémoire précité. 

Il y a d'autres cas où l'impossibilité d'une solution 

peut être prouvée a priori. Les équations 

x* -h 4 = y \ x3-h6=y2, = y*9 -i- 16 — j 2 

sont de ce nombre, les solutions 

x — q, y z=z <2 et = y = 4 

étanl exclues comme de raison; mais, pour abréger, je 

me bornerai à donner la démonstration pour l'équation 

X* -4- 6 — y3. 

On voit d'abord que x et y ne peuvent être pairs, en-

suite que x , impair, est nécessairement de la forme 

Cela posé, ajoutons 2 aux deux membres de 

l 'équation; puis, décomposant son premier membre en 

facteurs, mettons-la sous la forme 

(x + 2) (x2 — IX 4- 4) — X2 •+• 2 x I2. 

x 4- 2 est de la forme 8 « 4- 5 ; donc il ne peut être 

diviseur du second membre, car les expressions telles 

quej^2 4- 2 u2, y et u étant premiers entre eux, n'ad-

mettent pas d'autres diviseurs linéaires impairs que ceux 

de l 'une des formes 8n 4 - 1 ou 8 ^ 4 - 3 . Donc, etc. 

L'impossibilité des trois autres équations résulte de con-

sidérations analogues; le lecteur en trouvera aisément 

la démonstration. 
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SCOLIES POUR UN THÉORÈME DE FERMAT ; 

PAR M. S. RÉALIS. 

T H É O R È M E . — Tout nombre entier est la somme de 

trois nombres triangulaires. ( F E R M Â T . ) 

Scolies. — I . T o u t nombre entier est la somme de 

quatre nombres triangulaires dont deux sont égaux. 

II. T o u t nombre entier est la somme de quatre nom-

bres triangulaires dont deux sont consécutifs. 

Note. — Il est bien entendu que, dans ces énoncés, 

zéro compte, au besoin, comme un nombre triangulaire 

dont un des facteurs est nul . 

Les deux propositions, ou scolies, qui précèdent, sont 

des cas particuliers d'une proposition plus générale rela-

tive à la décomposition des nombres entiers en quatre 

nombres triangulaires. 

NOTE 
S U R L A R É S O L U T I O N E N N O M B R E S E N T I E R S P O S I T I F S 

O U S Y S T È M E D E S T R O I S É Q U A T I O N S 

X ~ z /2 , x - h i = 2 p 2 , 2X - f - i = 3 ( v 2 

{ voir série, t. XVI, p. *3o 

Ces équations ont déjà été résolues par M . E. Lucas 

elles n'ont qu'une seule solution entière positive : 

x z = u = v = w = i ] c'est ce qui résulte aussi de ce 
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remarquable théorème démontré par M. de Jonquières, 

que : 

Le nombt*e 5 est le seul nombre entier qui jouisse de 

la double propriété d'être la somme des carrés de deux 

nombres consécutifs, et d'avoir pour carré la somme 

des carrés de deux nombres consécutifs (2e série, 

t. X V I I , p . 3o8). 

L'élimination der inconnue x, entre les trois équations 

proposées, donne 

(1) U' -f- I =z2f2 

et 

(2) 2îî î + I = 3«'2, 

Le nombre u étant nécessairement impair, l 'équa-

tion ( 1 ) revient à 

(3) v*=zn* -f- [n -+- i)2. 

Ainsi , v est un nombre dont le carré est égal à la 

somme des carrés de deux nombres consécutifs. 

Remarquons, de plus, que v est premier avec 5, car 

autrement le chiffre des unités simples du u2 serait 9, et 

par suite le chiffre des unités simples de w2 serait 3, ce 

qui 11e peut convenir à un carré. 

Cela posé, des équations (1) et (2) on tire 

4*>2 — i = ( 2 ^ - f - i ) [ i v — 

et ,comme les nombres impairs 2V-+- 1, i v — 1 sont pre-

miers entre eux , il faut qu'on ait des relations de la 

forme 
2P 1 — 3a2 , 20 — 1 — o2, aê = 

OU 

2P-t 1 — a2, 1v — 1 — 3€2, aê — 
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Mais les égalités i v i = i v — i = 3 ë* sont inad-

missibles, car il en résulterait a2 — 3 C2 = : 2, ou, parce 

que a et 6 sont impairs, 

(8M-4-1) — 3 ( 8 N - 4 - i ) = a; 

8/? = 4? ce qui est absurde. 

Donc 

— 1 = 6» = (2/w -4- i)% 
d'où 

(4) v = m? H- [m -f- i)\ 

c'est-à-dire que v est aussi la somme des carrés de 

deux nombres consécutifs. Mais v est premier avec 5 ; 

par conséquent, d'après le théorème précité, les équa-

tions simultanées (3) et (4) ne peuvent être vérifiées 

que par m — o, 11; = o, v = 1 ; il s'ensuit 
.7: — I , Il — I , I V z=z I . 

( G . ) 

Q U E S T I O N S . 

1279 . Le carré de tout nombre impair divisible par 3 
est la différence de deux nombres triangulaires premiers 

avec 3 . ( S . R E À L I S . ) 

1280. L ' é q u a t i o n x * — ( a 2 — b -\- c)x-\-ab = o ,dans 

laquelle b est un entier plus grand que zéro, c un entier 

différent de zéro, et a un entier dont la valeur absolue 

est plus grande que celle de - , 11e peut pas avoir deux 

racines entières. 

Si l'équation a des racines imaginaires, la racine 

réelle est incommensurable. ( S . R E A X I S . ) 
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128! . L'équation 

( 2 + v/3)- ' + (2 _ y/3)- ' = 3l [(, ^ _ (, _ v / . f - j 
v/2 

n'admet pas d'autre solution, en nombres entiers, que 

celle qui correspond aux valeurs x =y = o. 

( D E J O N Q U I È R E S . ) 

1282. Si, d'un pointB d'une hyperbole équilatere dont 

le centre est O, on abaisse une perpendiculaire BC sur 

une tangente en A , l'angle de C O A est double de C A B . 

( A . C À M B I E R . ) 

1283. D'un point P pris sur la tangente en C à un 

cercle, on mène une sécante P A B telle que la surface du 

triangle A B C soit maximum-, trouver l'enveloppe de 

celte sécante quand le point P se meut sur la tangente. 

( F A U Q I J EMBER G U E . ) 

1284. On décrit tous les cercles simplement tangents 

à une conique B, en un point fixe C . On mène à cha-

cun de ces cercles des tangentes parallèles à deux dia-

mètres fixes de la conique ; trouver le lieu géométrique 

des points M d'intersection de ces tangentes. 

( B A R B À R I N . ) 
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THEORIE ÉLÉMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES; 

PAR M. H. LAURENT. 

[suite (*) . ] 

SUR LES P É R I O D E S É L É M E N T A I R E S . 

Soit f(z) une fonction doublement périodique. Consi-

dérons les points M0o et M 1 0 qui représentent les imagi-

naires z0 et z0 -f- w, w désignant une période d e f ( z ) . On 

peut toujours supposer que co soit la plus petite période 

d'argument égal à l'argument de a); car il n'existe pas 

deux périodes distinctes de même argument; toutes sont 

multiples de l'une d'elles, que l'on peut appeler ou. Soit 

ci une période distincte de w, et supposons-la aussi la 

plus petite de celles qui possèdent son argument. Soit 

Moi I e point qui représente l'imaginaire z0-j- sur les 

droites M 0 0 M 1 0 et M00 M 0 1 , on peut construire un paral-

lélogramme que l'on pourra considérer comme un paral-

lélogramme des périodes-, on lui donne le nom de paral-

lélogramme élémentaire, si aucun des points de son aire 

joints à M00 ne fournit une nouvelle période. 

Il est clair que le parallélogramme élémentaire peut 

se former en prenant la période o> pour base et en faisant 

mouvoir le côté M 0 0 M 1 0 , pris pour base, parallèlement à 

lui-même, jusqu'à ce qu'il rencontre un point M 0 i , tel 

que M00 MQI s ° i t u n e période. 

Soient a) et u deux périodes élémentaires a/ et deux 

(*) Nouvelles Annales, 2 e série, t . XVI I , p . 247 . 

A mu de Mathématie sér ie , t . XVI I . ( S e p t . 1878.) 2 5 
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nouvelles périodes; il faudra nécessairement que I o n 

ait 

^ | = /W CD 4- rtd, 

) rnf — /w'w 4 - ricr, 

m et w, m' et n' désignant des entiers; car une période 

quelconque s'obtiendra en joignant le point M00 à l 'un 

des points de croisement Mmrt des droites formant le ré-

seau des parallélogrammes des périodes a), rs. Pour que 

les périodes co', u f puissent former un nouveau paral lé-

logramme élémentaire, il faut que m et n soient premiers 

entre eux, ainsi que ivt et nf. E n effet, si m et n avaient 

le diviseur commun en posant m — dmff, n = ènf\ on 

aurait 

&/ = o [m"tù -4- ri'zn), 

et y serait une période; a>' ne saurait donc être une pé-

riode élémentaire; mait co et u doivent s'exprimer en ro' 

et vs* sous les formes 
M RRR P/ , / H - VTJ', 

ri . r f 
cr m : v. c*> 4 - v zj , 

ce qui exige que le déterminant du système (i) divise 

iitz'—n'd et m u f — m ' a / , c 'est-à-dire rc, nf, m et m!. 

O r , m et n étant premiers entre eux, le déterminant est 

égal à Tuni té, et l 'on a 

m ri — nrri = ± i . 
Soit 

&) ~ a b y/ — i, 

CT = ri-f- // y/— U 

ro' = nui 4 - nri 4- y/— i imb 4 - nb')% 

zn!— m'a-4- ri ri -4- y / — i (rrib 4 -

l 'aire du second parallélogramme des périodes est 

[ma -4- nri) [m'h' 4- rib') — (m'a 4- ri ri) [ma-\-nb') 
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OU 

j m ri 

I m' n' 

Donc : 

a 0 | 
1 — ah' — ba . 

a' b' i 

Les aires des parallélogrammes élémentaires sont 

égales. 

SUR. LA F O R M E G É N É R A L E D E S F O N C T I O N S D O U B L E M E N T P É -

R I O D I Q U E S , E T L E U R E X P R E S S I O N E N F O N C T I O N D E L V N E 

D ' E L L E S . 

T H É O R È M E I . — Il existe toujours une fonction dou-

blement, périodique admettant deux périodes données, 

deux zéros donnés et deux infinis donnés, pourvu que 

la somme des zéros soit égale à la somme des infinis à 

des multiples des périodes près. 

En effet, nous avons vu qu'il existait deux fonctions 

distinctes <pi et cp2 satisfaisant aux formules 

© (.r -+- w ) = cp (.r), 

? (x + u) = <p (J?) w , 

et que la solution la plus générale de ces équations 

était 
A, «p, -4- A: <p2 — <p. 

Ces fonctions y! et <pa <>nt chacune deux zéros dans le 

parallélogramme des périodes F*) et GT, ainsi que la fonc-

tion cf. Si nous divisons par cp2 ou si nous divisons 

A ^ - f - A2 cf2 par B t 9 ! -h B2cf2, B t et B2 désignant des 

constantes différentes de AT et A s , nous obtiendrons une 

fonction doublement périodique f{oc). Soient a , b ses 

zéros, a et (3 ses infinis; considérons l'expression 

m . / ( * + ' ) - / ( « ' + « ) . 
1 ' /{*+-*)—/(«' + * ) ' 

2 5 . 



( 388 ) 

elle n'est plus infinie pour x = a ou x = (3, mais elle 

l'est quand on pose x = cf! \ elle admet en outre le zéro a . 

Mais la fonction f (x 4- s ) — o u t r e le zéro 

x = a', en possède un autre | 3 t o u t en conservant les 

infinis a: = a — x = ¡ 3 — J . On doit donc avoir, en 

observant que la somme des zéros est égale à celle des 

infinis, 
a ' + f ¿ ' « s a — J - t - p — J ( * ) , 

équation dans laquelle on peut choisir s, de telle sorte 

que ¡3' ait une valeur donnée. L'expression (i) admettra 

alors deux infinis donnés a', ¡3', le zéro donné a! et par 

suite un autre zéro b\ tel que a'-f- (3/ = a / 4-& / ; enfin le 

coefficient A permettra de prendre la fonction (i) égale 

à une quantité donnée différente de zéro pour une valeur 

donnée de x. 

T H É O R È M E I I . — Il existe une fonction possédant les 

périodes W et GT, les zéros a^ at, . . ., an et les infinis 

a2, . . ., an satisfaisant à la relation 

ax -4- a2 4- . . . -f- an = a , 4- a 2 4- . . . 4- a„ t 

En effet, soit F t ( x ) une fonction aux périodes w, CJ, 
admettant les zéros ai et bx et les infinis et a 2 , bt étant 

déterminé par la formule 

¿7, 4- b, = a, 4- a2. 

Soit F 2 ( J C ) une fonction aux mêmes périodes ayant pour 

zéros a2 et è2 et pour infinis a3 et bu . . . . Soit Fn_t(;r) 

une fonction aux mêmes périodes admettant les zéros 

an^4 et et les infinis bn_2 et an , tels que 

Vn-x 4- bn_x = 4-

( * ) Le signe = est employé à la place de — pour indiquer que l 'on 

néglige des mult iples des périodes. 
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La fonclion 

Ft (•**) F2(j?) . . . F„_, (x) 

aura les périodes o>, GT, les zéros at, a%, . . ., 

et les infinis a l 9 a 2 , . . . , an\ mais on aura 

« i •+• a2 - h . . . H - ¿7n_j 4 - s a , - f - a 2 . . . -+- a „ _ , - f - a r t . 

T H É O R È M E III. — Deux fonctions doublement pério-

diques d'ordre fini dont les périodes a) et ex, g/ et rs' sa-

tisfont aux relations 

£1 — /w« = ni &>', 

II — n CJ — /?'GF', 

m e£ ni désignant des nombres entiers; en autres 

termes, deux fonctions m, c, dont les parallélogrammes 

élémentaires ont leurs côtés commensurables et dirigés 

dans le même sens, sont fonctions algébriques l'une de 

V autre. 

En effet, soient a l 'ordre de u, et v Tordre de v. Le 

parallélogramme de w, comme celui de tiendra un 

nombre exact de fois dans le parallélogramme ayant 

pour côtés i l et II, le premier mn = M fois, le second 

mfii= N fois. Il en résulte que, à chaque valeur de M, 

correspondront, dans le parallélogramme Î2, II , un 

nombre Mpi de valeurs de la variable z , et par suite 

Mp valeurs de donc v est lié à u par une équation 

algébrique de degré Mjut en v. On verrait de même qu'elle 

est de degré Nv en car u et v n'ont que des nombres 

limités de zéros et d'infinis et restent d'ailleurs mono-

gènes et continues l 'une par rapport à l 'autre. 

T H É O R È M E I V . — Une fonction d'ordre n est liée à 

sa dérivée par une équation du degré n, par rapport à 

sa dérivée, et de degré i n par rapport à la fonction. 
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En effet, soit u une fonction aux périodes a) et GT; sa 

dérivée admet les mêmes périodes, mais les infinis de la 

dérivée sont en général en nombre double de celui de la 

fonction; car chaque infini de la fonction, lorsqu'il est 

simple, devient double dans la dérivée; en tout cas, 

l'ordre de la dérivée sera compris entre n -+-1 et in. E n 

vertu du théorème précédent, il existera entre u et u 

une relation algébrique d'ordre n en u ' et d'ordre n' en 

u, n -f- 2« , u' n'étant infini que si u est inf ini; 

le coefficient de u'n pourra être pris égal à l 'unité. A une 

même valeur de u correspondent n valeurs de z dont la 

dont la somme est nulle ; donc le coefficient de u1 est nul. 

Par exemple, si u est du second ordre et a deux infinis 

distincts,, on aura 

U désignant un polynôme du quatrième degré. Si M a un 

infini double, U sera seulement du troisième degré. Ce 

dernier théorème est de M. Méray. 

D É C O M P O S I T I O N D E S F O N C T I O N S A D E U X P É R I O D E S 

E3V É L É M E N T S S I M P L E S . 

Soient F ( x ) une fonction aux périodes w et gt et cq, 

a2 , a 3 , . . . ses infinis. Soit Q(pc) une fonction auxiliaire 

satisfaisant aux relations 

somme est constante, et par suite n valeurs de — 

ô(x H- «) = 9 (x) 

Hix-t-c" 

on aura 
0 (x -h- c i ) = 0 ( x ) e 

B'lx) 
Q(x) 

0'(x cj) __ 6'(xj 9. n i 
0(x -F- CJÎ 0(x) & 
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Considérons maintenant l 'intégrale 

prise le long d'un parallélogramme des périodes. Le long 

des côtés parallèles à les valeurs de l 'intégrale se dé-

truiront, et i l restera à intégrer le long des deux autres 

côtés, ce qui donnera, en appelant p une arbitraire, 

— : I F (a) -ai/z, 
2 7T y — I J p w 

résultat indépendant de p et d e p , que nous désignerons 

par C . O r , l ' intégrale considérée est aussi égale à la 

somme des résidus de F ( z ) Les résidus relatifs 
v 1 ô(s —a?) 

à 9{z— x) sont, en appelant al9 a2, <z3, . . . les zéros de 

F (x-4-f l | ) , F ( . r - h « 2 ) , F u r - j - ^ ) ; 

ceux relatifs à F (s) sont 

ô'(a i — x) 0'(a?— Jt) 
A , — -, A j — • 

si les infinis a sont simples, et l'on a 

At = lim(.r — a)F(-r) pour x = a. 

En général, si l 'on pose 

( a - a ) « F (*) = *(*), 

^ 
on aura, pour résidu de F ( z ) 

G i^z — xj 

' i m " ' [" , , 9 ' (q-*)~{ 
./a»"" (y* — i)i ' - * )J 
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En résumé, on aura 

^ v1 r-» ' \ v^ d'n~{ I i~ô'(a — x) . ."I C = lFlx-ha -h > -7 : n 7T7 h a • 
> Jímd i/a"1-» ( m — i ) i L $ (a — x) T v ; J 

Supposons = i et a — o ; on aura, au Heu de cette 

formule, 
, . dm-{ i rô'fa — x) . 

c = [ ^ 7 7 - ? ( a ) J ' 

et F(x) se trouve décomposé ainsi : 

TW X ^ V <lm~X 1 r ô 'ia — x) . . I 

Cette formule donne F ( x ) décomposée en éléments sim-

ples, tous intégrables au moyen de la fonction 0, ce qui 

démontre la possibilité d'intégrer les fonctions à deux 

périodes (du moins à l 'aide des fonctions auxi l iaires); 

mais Je mode de décomposition dont il vient d'être ques-

tion présente encore une foule d'autres applications que 

M . Hermite, auquel nous devons la théorie que nous 

venons d'exposer, a fait connaître. 

Nous allons montrer immédiatement comment les i n -

tégrales de deuxième et de troisième espèce se ramènent 

par les considérations précédentes aux fonctions © et H 

de Jacobi. 

La fonction de seconde espèce 

z7dz I; 
quand on y fait 2 = s n x , devient, à un facteur con-

stant A2 près, 
f&stfxdx. 

C'est cette intégrale que nous allons étudier. L' intégrale 

de troisième espèce 

dz 
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devient, pour z = s n x , 

[a] f — 
V 1 J i-n2* 

nous la remplacerons par 

2 sn a en a d n a sn5 x P 1 — /-2sn2 a sir.*: 

en posant fc2sn2a et en observant que l'intégrale (a) 

ne diffère de celle-ci que par une fonction linéaire de x 

et par un facteur constant. 

É T U D E D E LA F O N C T I O N Z ( # ) . 

La fonction 
x 

Z(x)= A2sn2x dx 
J o 

est évidemment monodrome, car les résidus de s n 2 x 

sont nuls; nous allons le vérifier. 

Décomposons, par la méthode de M. Hermite, sn2.r 

en éléments simples, cette fonction ayant pour périodes 

2 K [puisque s n ( a : H - 2 K ) = — s n x ] et a R ' ^ — 1 . 

Évaluons l'intégrale 

1 r , H'(z — x) J 

le long d'un parallélogramme de côtés 2 R et 

le long des côtés verticaux, le résultat de l'intégration 

est nul ; le long des côtés horizontaux, le résultat est 

j /»k+îK 
— I sn'z 

2 7T y/ — I «YA 
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Eu vertu de la formule 

H(* -H 2R' sj~-—l) = - il (*) 

l'intégrale considérée se réduit à 

J /»K+2K J J 
- / sn2z — clz — —• I srvzch; 
*J« K 2 R J O 

nous désignerons cet te quantité par C . Mais l'intégrale ( i ) 

est aussi égale à la somme des résidus de la fonction 

placée sous le signe f ; le résidu relatif au point x est 

sn2 .r; calculons celui qui est relatif au point K ' y j — 1 . 

Posons pour cela z — K ' y / — x-j- h : nous aurons 

H(K'v/—i —x + k) 

__ i ( H' ( K/ s[=i — x) p i ' II' y / ~ — x j 

et par suite le coefficient de y ou le résidu cherché est 

J h ^ K V ^ T 
x-2 

Si l'on observe que 

H ( _ * + K' = y ^ e ( - x) r 

on a 

H ' Ç k v ^ T - - x) __ __ ©/(— x) * y / ^ ï 

~~ HÎKs/^i — x) ~~ ~~ ® " 2 I C 

Notre résidu devient 

1 1 1 [ e u ; T 
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On a donc enfin 

i r&'uyv 
C = sn3* -+- - - U , 

A2L©(*)J 

ou, en intégrant, en multipliant par A* et en posant 

il \ y 

telle est l'expression de Z(x), monodrome comme l'on 

voit. On en déduit 

r J o 
V y 2 ° 0 Ol 

et l'on constate que la fonction 

e ( o ) 

est monodrome également. M. Weierstrass la désigne 

par le symbole Al . r . Il désigne par A l j X , A l 2 x , A l 3 ^ 

les produits de A l ¿c par sn.r, e n x , d n x . 

La 

constante Ç est susceptible de prendre une forme 

remarquable. En effet, en différentiant (1), on a 

e t , e n d i f f é r e n t i a n t e n c o r e , 

s n ' r — ç &{*) 

Si l'on fait alors x = o, on a 

0 0 
enfin 
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O n a ainsi plusieurs expressions de la constante que 

l 'on peut considérer comme parfaitement connue. 

É T U D E D E L ' I N T É G R A L E E L L I P T I Q U E D E T R O I S I E M E E S P È C E . 

O n peut parfois éviter la méthode de décomposition 

donnée plus haut. En voici un exemple : 

La formule [ i 4 ] donne 

©(* + a) ®{x - a) = 0' [x) - ^ W[x) ; 
V ' V ' 02(o) V ' ©2(o) ^ 1 

on peut l 'écrire 

®{x -f- a) 0 'x — a — — —- i — ¿2sn2#snAa\. 
k 1 ' 1 e2[oj v 

O n en déduit immédiatement 

. , , 02(o)®(«-h «)0(x — a) 
i — X:2sn2«sn2.r = — ^ — v , . ' : ' • 

02 (x) 0 (¿7) 

E n prenant les dérivées logarithmiques des deux 

membres par rapport à on trouve (en observant que 

s n ' a = d n a c n a ) , 

— ik"1 sna vna dna sn2.r ®'(x-\-a) ®'(x — n) (rr) 

1 — X 2sii2i/sn2x- 0 [x -f- a) © [x — a) ©(«) 

Si l 'on change les signes et que l 'on intègre de zéro à a:, 

on trouve 

X x lHx\n en« dntf sn2.r , ©'(<2) i , ©(.r— a) 
dx = x - f - - loir — - « 

JQ 1—X 2sn2^ sn2.r © [a) 2 

Cette intégrale n'est pas tout à fait l ' intégrale de troi-

sième espèce de Legendre, mais il est clair qu'elle s'y ra-

mène aisément. Jacobi la désigne par II (x , a). Ainsi 

l 'on a 
/ \ ©'(«) 1 , S(x — a) 
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O n en conclut, en changeant x en a et a en x9 puis en 

retranchant, 

O n peut d'ailleurs s'assurer que les valeurs des loga-

rithmes se sont détruites, en observant que l 'on doit avoir 

une identité pour x = o , a = o. 

C'est dans l'égalité précédente que consiste Véchange 

du paramètre et de Vargument, proposition généralisée 

dans la théorie des fonctions abéliennes. O n peut aussi 

l 'écrire 

E X P R E S S I O N D ' U N E F O N C T I O N D O U B L E M E N T P É R I O D I Q U E AU 

M O Y E N D ' U N E F O N C T I O N D U S E C O N D O R D R E A U X M E M E S 

P É R I O D E S . T H É O R È M E D E M . L I O U V I L L E . 

S o i t / ( x ) une fonction monodrome et monogène du 

second ordre aux périodes o) et u ; soient a et s — a ses 

infinis, s désignant la quantité constante à laquelle se 

réduit la somme des valeurs de z pour l e s q u e l l e s / ( z ) 

prend une valeur donnée dans un même parallélo-

gramme. Soit F (z ) une fonction quelconque aux mêmes 

périodes &>, ts; soient ¡31? |32, . . . , (3p ses infinis. La fonc-

tion —r intégrée le long d'un parallélogramme 

f [ z ) — f [ x ) 
des périodes donne un résultat nul : la somme de ses ré-

sidus est donc nulle. 

La somme des résidus relatifs aux infinis x et s — x 

ïl[x, a) — x) = xZ[a) — aZ[x). 
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o u b ien 

i f 

en observant que, f(x) étant égal àf(s — x),f'(x) doit 

être égal et de signe contraire à f (s — x). La somme 

des résidus relatifs à F ( ; r ) étant alors représentée par 

i r F(z)dz 

a*) - / ( - ) ' 
on aura 

le signe F placé au-dessous du signe f indiquant qu'on 

ne doit intégrer qu'autour des infinis de F (s) . 

Si l'on considère en second lieu la fonction 

F ( S ) / ' ( 8 ) 

son intégrale prise le long d'un parallélogramme sera 

encore nulle, et il en sera de même de la somme de ses 

résidus. Or la somme des résidus relatifs à 

est égale à 

A*) 

F(x ) + F(.» — x) — F(«) — F ( Î — a ) , 

et l'on a par suite 

F(x) + F(.f — . r ) - F ( « ) - F(i — a) 

- j — î — / * ( j z = 

V/-I JvJ {*)-/{*) 27C 
ou bien 

F(.r) H- F (s - x) = F(a) -f- F( J - a 

+ — 4 = f f ( 3 ) / / ( 3 

?.7T\/— I JF/l'r) ~ / ( 
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L a c o m p a r a i s o n d e c e t t e f o r m u l e a v e c (1) d o n n e 

2 F ( . R J = F ( A ) + F ( J - A ) 

o u b i e n e n c o r e 

/ Î F ( Ï ) = F ( A ) + F(s — A) 

N , i v - r e,»s f'(*)+rim 

en posant F ( z ) = ( s — ¡3)^0(5), p. désignant le degré 

de multiplicité de l 'infini ¡3. Quand a = i , le symbole 

( T Z T ^ l 2 é ¿ p t d o i t e t r e s u P P n n i e -

La formule (2) montre que toute fonction aux pé-

riodes w, zô peut s'exprimer rationnellement au moyen 

de la fonction du second ordre f et de sa dérivée. 

On voit, en outre, que cette dérivée n entrera que 

sous forme linéaire. 

Ce théorème est dû à M. Liouville, mais l 'expres-

sion (2) explicite de F , que nous venons de donner, n'est, 

je crois, pas encore connue ; du moins on ne la trouve 

pas dans le Traité de MM. Briot et Bouquet. 

Bemarque. — La théorie précédente tomberait en 

défaut si F ( x ) et f ( x ) avaient des infinis communs, 

mais on tournerait facilement la difficulté en dévelop-

pant F ( x ) divisé par une puissance convenablement 

choisie de f(x). 

APPLICATION DES CONSIDÉRATIONS PRÉCÉDENTES 

AU PROBLÈME DIT DE LA MULTIPLICATION. 

Le problème de la multiplication des fondions ellip-

tiques a pour but de faire connaîlre s n m x , cn???x, 
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d n m x e n fonction de sn:r, cnx, d n a \ Notre formule ( a ) 

du paragraphe précédent résout cette question plus sim-

plement et plus complètement q u o n ne l 'avait fait j u s -

qu' ici . 

Soient k le module de sn.r, e t ses pé-

riodes, m u n nombre entier : s n r a ( . r — a) admet é v i -

demment les mêmes périodes. Construisons le paral lé-

logramme des périodes, de telle sorte que ses côtés 

coïncident avec l 'axe des x et l 'axe desj^ positifs, puis 

déplaçons infiniment peu ce parallélogramme, en p la-

çant le sommet primitivement à l 'origine, dans l 'angle 

des coordonnées négatives. 

Les infinis de s n x sont K'y/ — i et 2 K -f- K'\J — 1, 

ceux de srun(x — a) sont 

/ \ K . V " - — , v K 
p' = a 4- {11 1 h 27 -f- 1 > v ' m v 1 m 

, • . 2 R 
p" = «•+- (11 -+-1 1- — > v m m 

i et j variant de zéro h m— 1. E n faisant la 

formule (2) du paragraphe précédent donne 

[ 2snm{x — a) = sn/w ÎK'y/—1 — a ) 

H- sn/ÎI(K'\/ — f 4- 2 K. — a ) 

v . . . , sn'.r 4 - s n ' z 
4- 2. résidu. sn m ( z — a) » 

sn.r — snz 

Le résidu relatif à un infini ¡3' s'obtiendra en cher-

chant la l imite de 

,n, x sn'.r 4-sn 'P ' 
zsn/w(p — a -h z^ snjr — sn p' 

r, . / , . , -i sn'.z -h sn' p' 
^ z s n [ ( 2 z 4 - i ) K V - i + ( 2 y - h i ) 2 K 4 - m z | — — — — ^ 

— 1 sn / .r4-sn'p / 
— 3 » . 

«"Su inz sn.r — sn p 
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Cette limite est 

i sn'.r 4 - s n ' f î ' 
km sn x — sn p' 

L'infini (3// conduit au résidu 

1 sn'.r 4 - sn' 8" 
Av/* sux — sn[i" 

La formule ( î) devient ainsi 

2 sn //; ( x — a ) 

sn' x -f- sn' K ' J — i / / h a\ 
| m

 v HJ
 m | 

km km | 2/ 4- i , , K "I 
sn x — sn K/ J — 1 4 - 4 / a \ 

L tn Y n m J 

sn \ r — sn K V — + + 
^ ï L ™ A/2 J 

- ¿ / ' / / I [ 2 / 4 - I „ , , . . , 2 K V 
sn x — sn K/ d— i 4 - 2/ 4- 1) h a I 

L M M J 

E11 faisant <2 = 0, on a la formule de la multipli-

cation pour le sinus amplitude. O n peut vérifier la for-

mule précédente en prenant m — 1, on a alors 

2 k sn ( x — a) 

__ sn'-t 4 - s n ' ( K ' v / ~ + a) sn'.r 4 - s n ' ( K \ / ~ 4- ?.K 4-

snx — sn(K/y /— 1 4 - « ) snu; — sn(K'y/ — i + 2 K + «) ' 

et si l'on observe que sn'a: = c i i x d n x , 

(1 n x 
i(x 4- K V — i j = — V''— 1 

ksnx 

, / . / / c n r 

d n l x 4 - K ' i/ — 1 j = — v — 1 "i—> v v ' du a* 

sn (x 4- K'J — 1 ) = 7—-—> 
v v ' /»snx 

ou trouve 
c n ^ d n « s n ^ — cn.rdn.rsnr t 

sn Lr — a ) = -
1 — ¿2sn2.zsn2fl 

Ann. de Mathémat2e série, t . X V I I . (Sept. 1878.) 2 6 
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Ainsi noire méthode donne aussi l'addition des fonc-

tions elliptiques. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur la multi-

plication. La division aurait pour but de calculer sn - * 

en °°-5 en fonction de s n x , c n x , dn.r, . . . . Sans 

m 
entrer dans des détails à ce sujet, disons seulement 

qu'Abel a démontré que les équations d'où dépend la 

division des fonctions elliptiques sont comme celles d'où 

dépend la division des fonctions circulaires, résolubles 

par radicaux. 

A P P L I C A T I O N A L ' A D D I T I O N D E S F O N C T I O N S 

D E T R O I S I È M E E S P È C E . 

Nous avons trouvé 

. . ©'(<?) i f —a) 
II .r, a ) = .r --/— / -f- - log — ( . 

Si l'on désigne alors par a 2 , . . des argu-

ments tels que 

a, -h a.-, . . . -4- a2n+l O, 
on aura 

n (a , , a ) -f- ri(a 2 , « ) -H . . . -f- Il (a 2 „ + l , a ) 

— I 1 €>(«« — r?)e(oc? — g) . . . 0(a?7M_, — a) 
~ 2 ®®(a,-+-<z)®(a2-t-/*)... 0(as„-H -t- u) 

La quantité placée sous le signe log possède les pé-

riodes 4 K et 2K ;y/ — i par rapport à la variable a \ on 

pourra donc l'exprimer en vertu du théorème de 

M. Liouville en fonction rationnelle de sn« et de sa 

dérivée s n'a ou en« X dna. Nous ne donnons pas ici 

cette expression, qui est un peu compliquée. 
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D É V E L O P P E M E N T DES F O N C T I O N S D O U B L E M E N T P É R I O D I Q U E S 

EN S É R I E S T R I G O N O M É T R I Q U E S . 

La formule de Four ier donne 

4K in T. \J — 1 
sv\ze 2K dz\ 

reste à calculer la valeur de l ' intégrale qui entre dans 

cette formule. D'abord, en posant 

4- !\ K „ m tz \/~—ï _ 

sn ze 2K 

on trouve, au moyen de la formule sn(s K -+- x) = — s n j , 

Ai/t= / snze 2il " dz 
Jx0 - 2 K mie y/~\ \ f - ( 5 H- aK ) 

( — s n s ) e -lv dz 

2 K mr,\/~i 

sn z[i—(—i)m]e ** 

L'intégrale A,w étant indépendante de jr0, on peut 

supposer x 0 un peu plus petit que zéro. L'intégrale 

étant prise Je long du contour rectiligne x0, x0 -h 2 K 

peut être remplacée par deux parallèles à K ' s ] — 1 

de longueur infinie, menées l 'une par xQ et l 'autre par 

x0 -f- 2 K au-dessous de Taxe des x , et par une paral-

lèle à l 'axe des x , menée à l ' infini. Le long de ce nou-

veau contour, l 'intégrale sera n u l l e ; mais il faudra lui 

ajouter les résidus relatifs aux points — K ' y — j , 

— — i , — 5 K / y / — i , . . . , multipliés par 2 7I y/—I. 

De plus, ces résidus seront pris dans le sens rétrograde. 

2 6 . 
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Calculons le résidu relatif à ce point 

il est égal à 
r ^ t)IVV/~^T --n r\f~ i [ —(2fi + 1 )K' ] 
hm : — — — c 2K ; 

ta(a? + K V - i/1 

mais, sti'# étant égal à i pour x = o ou 2 7 T K ; ^ — î , 

cette quantité peut s'écrire 

O n a donc 
j q 

et l'on a 

A 2 T O — O , 

+ 1 . X —^— ( 2 rrt 1 ) , 

2 i 
par consequent 

1m -f-1 
i n s 

n s/ 2 7t V — i • 
2 * K i — «y2 

Q u a n d est négatif, on a 

' snze 2K — — I snzdze >2 :v 

o o 

Les coefficients des termes également distants de l 'ori-

gine sont donc égaux, et, eu les groupant, on a 
__ m — oo 

W<7 <?'"4*1 • ( 2 /;/ -f- 1 ) 77 .r snx = —7-77 7 sin 

7T 
cn.r 

, ,, / / T r 7 
¿ k ^ i — 4 K 

m = o 

r\fq ^ (2/72 -f- i;7r.r 

/ K 2 1 I Z y W . 4 K 

77 I , ^ qm m 7T.:r 
1 * 1 * ^ —- COS — — 
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A ces formules il convient de joindre les suivantes 

auxquelles on parvient d'une façon toute semblable : 

©(.r) " 
^ V j r 
K [ , K 

27T T }mqm . rrnrx 
— SI II • 

- a2"1 K 

H' ( ) 
^ ^ / devenant infini pour x = o, on développera 

V ' H ( x ) d 

dx . T. X 
sin — 

2K 
on trouvera alors 

H' ( x 

H ( .r ). 

H'. ( x ) 

7T 

" 2K 
COt 

TC X 277 

~ K 2 

7T 

~ ~ 2K 
tang 

7CX 
1 

2K 

27T 
h K 2 

r' 

mitx 

lm . m 7T X 
H,(.r) 

De ces dernières formules on tire 

K 

dloi isnr on.rdn.r r: n x h — — c o t 
dx sn x 2 K 2K 

27r ^ 

TT 

«7 loir en .r 

dx 

<71ogdn.r 

7r t:X 

2 K U n « 

TZX 2 7T qm 

2K ~~ K 2d 7 

. //>77>* 
sin — — 

-h qm K 

i n v 
K ¿-à x . dx 

. 7T .2? 
. — Sin —--

(-—i)"Y" K 

( 2 m — i ) n x 
1) . 2 K 

O n arrive plus simplement à ces résultats comme i 

suit. 

Rappelons la formule 

I 72 Tb 

l o g ( i — 2rcosq>4-/2) = r c o s « 4- — cos2c 4- ~co$3a. , . 

et partons de 

0 ( x ) — 2£COS ^ 4- q^j — l q z COS 4" . . . 
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nous aurons 

i . , . i . Ttx a 
- Iog0 ( * ) = : - loge — cos — 

1 1TZX a2 

- COS -
2 K i — <y4 " ' 

et, en prenant les dérivées, nous aurons le développe-

ment de Q ' • On obtient d'une façon analogue ceux de 
e(x) * * 

e , ( * ) ' H(or) 

S U R L E P R O B L È M E D E LA T R A N S F O R M A T I O N . 

Le problème de la transformation a pour but la com-

paraison des fonctions elliptiques correspondant à des 

modules différents. Exposons, d'abord, la théorie que 

Jacobi donne dans son ouvrage intitulé : Fundamenta 

nova theoriœ funciionum ellipticarum. 

Si dans l'expression 
d.r, 

V A -f- B.r - f C,r + Dx3 + E.r4 

on pose x - et V désignant des polynômes entiers 

en 7 , on aura 

( <lr 

\ v/A -f- B .r. C^D^M- E .r4 

(0 l V j \dl]~VdV 

{ \/AV4 -V- bVmTh- CV'ÍP -f- ÜVÜ3 -h EU4 ' 

et l'on peut, d'une infinité de manières, déterminer U 

et V, de telle sorte que le second membre de cette f o r -

mule soit de la forme 
d_r_ 

y;A' -h \j y -r- C ' r -f- D j* H- E' ys 
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En effet, pour que dans le second membre de (4) le 

polynôme sous le radical se ramène au quatrième 

degré, il faut que ce polynôme, qui est d'un degré qua-

druple de celui de U et Y , ne contienne que des facteurs 

doubles, à l 'exception de quatre qui seront simples; 011 

aura donc, en appelant T un polynôme entier, 

AV4 -f- BV3U 4- . . . 4- EU4 

= T 2 ( A ' -4- B ' J 4 - C J R 2 4 - D ' R 3 4 - E ' J 4 ) ; 

le second membre de (1) se réduira alors à la forme de-

mandée si l'on a 

V/7TI — TT<7V 
(2) const. 

O r , il en est ainsi quand U et V , sont de même degré 

ou de degrés diilérents d'une unité. Soit en effet 

A 4 - B x 4- Cx* -4- Dx3 4- Exs 

z^E{x — a) (jr — — 7 ) (x — $ ), 

et par suite 

AV" + BV3U CV2U2 4- DVU3 4- EU4 

= E(U — a V) (U — py) (U — 7 V) (U - âV). 

Les facteurs (U — « V ) , (U — p V ) , . . . sont pre-

miers entre eux, car tout diviseur simple de U — a V et 

de U — ¡6 V , par exemple, sera diviseur simple de U 

et Y , et, comme on peut supposer U et V premiers entre 

eux, les facteurs U — a V , . . . le seront aussi. Or on a 

iden tiquement 

—UdV) = (U — a V ) dU — U ( U — a V ) ; 

i l en résulte que tout f a d e u r double de U — a V est 

facteur de Vr/U — Ur/V, car ce facteur appartient à la 

dérivée ~ (U — a V ) . dy 
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En résumé, le polynôme A \ 4 -h BV 3 U -f- . . . jouit 

de cette propriété que ses facteurs doubles sont aussi 

facteurs doubles de U — a V , d e U — j3V, de U — y V ou 

de U — p u i s q u e ces polynômes ne peuvent avoir 

de facteur commun, et, par suite, ses facteurs doubles 

divisent U d V — V J U . Si donc on suppose tous les fac-

teurs de A V 4 H- B V 3 U -f- . . . doubles, à l'exception de 

quatre d'entre eux, le polynôme T divisera 

Vdü — U dV. 

Si alors on suppose que V et U soient de même degré p , 

ou l'un de degré p et l'autre de degré p — i, A V 4 -H. . . 

sera de degré 4Pi T 2 de degré 4P — 4 e t T de degré 

2 p— 2 ; 
UdV — VdU 

est évidemment de même degré, et, par suite, la for-

mule (2) est satisfaite. 

On pourra donc effectuer la transformation d'une in-

finité de manières, car on pourra d'une infinité de ma-

nières déterminer les coefficients de U et V , de telle 

sorte que A V 4 -f- B V 3 U . . . ait tous ses facteurs doubles 

à l'exception de quatre d'entre eux, U et V étant de 

degrés différents de zéro ou de 1. 

Le degré de la transformation est le degré de celui des 

polynômes U, V qui possède le degré le plus élevé. 

COMPOSITION MATHÉMATIQUE POUit L'ADMISSION A L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE. 

S O L U T I O N S E T R E M A R Q U E S , 

PAR UN ANCIEN ÉLÈVE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES. 

On donne deux axes rectangulaires qui se coupent 

en o et une droite N qui rencontre ces axes en a et b. 
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On demande le lieu du pôle de N, par rapport aux 

coniques qui coupent cette droite à angle droit, et 

dont les axes sont dirigés suivant oa et ob (*). 

D'un point quelconque m de N élevons une perpen-

diculaire a cette droite, appelons e le point où elle ren-

contre OÛÎ, et g le point où elle rencontre ob. Cherchons 

une construction du pôle de N, par rapport à la conique 

tangente en m à eg. 

Du point o, abaissons une perpendiculaire sur N, 

appelons/le point où elle rencontre N, a le point où 

elle coupe la conique et j un point tel que o i ' X oj = oa. 

La polaire du point i est la droite jr7, menée parallèle-

ment au diamètre om qui est conjugué de o a . Le point 

/, où jl rencontre eg, est le pôle de N par rapport à la 

conique. 

On a 
2 

^ . ou. ni g X. rue ma X m h 
^ oi oi oi 

Prenons le symétrique de o par rapport à N, et par ce 

point menons la droite R parallèlement à N. La droite 

R coupe eg en A, tel que mh = oi. 

La relation précédente peut alors s'écrire 

( i ) ml X ni h = ma X mb. 

De là, nous voyons que l'on obtient le point l en 

prenant le point d'intersection de eg et d'une circon-

férence qui contient les points a, Z>, h. 

Les points a , b et la droite R sont fixes; on peut alors 

engendrer le lieu des points l de la manière suivante : 

On donne deux points fixes a , b et une droite R 

(*) L'énoncé de la question proposée n'était pas formulé ainsi. On 
est prié de faire la figure. 
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parallèle à la droite ab. D'un point quelconque m de 

aby on élève à cette droite la perpendiculaire ml; cette 

perpendiculaire rencontre R au point h. Par les points 

a, ¿>, A, on fait passer une circonférence ; cette courbe 

coupe ml en /. On demande le lieu des points tels quel, 

lorsqu'on fait varier m sur ab. 

Il résulte tout de suite de cette génération que les 

points o, <2, b appartiennent au l ieu et que ce lieu est 

symétrique par rapport à la perpendiculaire à ab élevée 

du point c mil ieu de ce segment. E n prenant cet axe 

de symétrie comme axe des .r, et N comme axe des y\ la 

relation ( i ) s'écrit 

m/i. x —jr2 — ac. 

Désignons mh par q et ac par K , cette équation s'é-

crit 

K2 

Et en posant x H = a;', on a 
<1 

y2 - -
équation d'une parabole, dont le sommet est à une 

distance du point c égale 

Ce sommet s'obtient du reste par la construction pré-

cédente, en cherchant le point du lieu qui est sur l 'axe 

de la parabole : on décrit pour cela une circonférence 

qui contient a et b et qui est tangente à R : cette courbe 

coupe l'axe au sommet cherché. 

Nous arriverons tout h l 'heure à une autre construction 

du sommet de la parabole. 

Il résulte de l 'équation du lieu que la distance du 

sommet de la parabole au foyer de cette courbe est égale 
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au quart de oi. Nous allons arriver autrement a ce ré-

sultat. 

Prenons en o' le symétrique de o, par rapport à l'axe 

de la parabole. Nous avons en o les sommets des angles 

droits de deux triangles rectangles inscrits dans la para-

bole. Les hypoténuses de ces triangles sont ab et la per-

pendiculaire abaissée de of sur ab. Ces hypoténuses se 

# coupent en 72, et l'on sait, d'après un théorème de 

Frégier, que on est alors normale en o à la parabole. 

Là droite 00' et cette normale interceptent, sur Taxe de 

la parabole, un segment qui est égal au paramètre de 

cette courbe, et, comme ce segment est la moitié de oi\ on 

voit ainsi que la distance du sommet de la parabole au 

foyer de cette courbe est égale au quart de oi. 

Le quadrilatère ao'ob est inscrit dans la parabole, ses 

diagonales se coupent en u sur Taxe. Appelons t le point 

où l'axe de la parabole rencontre o&, la polaire du point t 

passe en u : donc le sommet de la parabole est le point z 

milieu du segment tu. 

En rapprochant cette construction du sommet, de 

celle à laquelle nous étions d'abord arrivé, nous obte-

nons cette proposition de Géométrie élémentaire : 

On a un triangle isoscèle atb. On mène les deux 

hauteurs te, ao\ ces droites se coupent en u. On pro-

longe te jusqu'en 5, de façon que es soit égale à la dis-

tance du point o à la base ab. On joint le point a au 

point s et le point, a au point z, milieu de tu : démontrer 

que Vangle zas est droit. 

On peut se demander quels sont les arcs de la parabole 

qui correspondent à des ellipses, et les arcs qui corres-

pondent à des hyperboles. On a tout de suite la réponse 

en remarquant que, pour les ellipses seulement, le pied 

de la normale est d'un même côté par rapport aux points 

où cette droite rencontre les axes. Lors donc que le 
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point m est en dehors de ab, on a des points, tels que L 

provenant d'ellipses. C'est alors seulement sur l'axe boa 

de la parabole qu'on a des points provenant d'hyperboles. 

Cherchons, en prenant un point quelconque m'situé 

sur ab entre a et quelles sont les asymptotes de l 'hy-

perbole normale en tn' à ab. 

Le point ni est le milieu de la portion de la tangente 

en ce pointa l'hyperbole qui est comprise entre les asym- • 

ptotes cherchées, et comme ces droites doivent être éga-

lement inclinées sur les axes, on les obtient par cette 

construction : On circonscrit une circonférence au 

triangle aob et l'on joint le point o aux points où cette 

circonférence est rencontrée par la perpendiculaire éle-

vée en ni à la normale N : ces droites sont les asym-

ptotes cherchées. On retrouve bien par celte construction 

que, si le point choisi sur ab est au milieu de ce segment, 

l'hyperbolecorrespondante est équilatère. Pour les points 

a et on a des coniques infiniment aplaties qui forment 

la transition entre les ellipses et les hyperboles. 

On verra facilement que, pour obtenir les foyers d'une 

des coniques, il suffit de prendre les intersections, avec 

l 'un des axes, de la circonférence qui a pour diamètre 

la portion de l'autre axe comprise entre IN et la tangente 

à la conique que Ton considère. Pour obtenir les som-

mets de la conique passant en m, on opère ainsi : Du 

point«', milieu de oa, on décrit une circonférence avec 

om pour rayon; cette courbe rencontre la droite ob aux 

sommets de la conique. De même pour l'autre axe, en 

employant le milieu V de ob. 

Puisque les segments ma et mb sont dans le rapport 

des carrés des axes de la conique, nous pouvons de cette 

construction déduire cette proposition élémentaire : 

On a un triangle boa et les points ti et b' milieux 

des côtés oa, ob ; on prend un point quelconque m sur 
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F hypoténuse; on n 

ma a! m — on' 
ml) —, - ~,~r7 

b m — ob 

On demande la démonstration directe de cette propo-

sition ainsi que du théorème qui a donné la construction 

des axes et qu'on peut énoncer ainsi : 

Un point d'une conique le pied de la perpendicu-

laire abaissée du centre sur la tangente en ce point et 

les extrémités d'un des axes de la conique sont sur 

une même circonférence de cercle. 

Nous sommes arrivé géométriquement h la rela-

tion ( i ) ; 011 peut, à partir du moment où cette relation 

est établie, continuer de la manière suivante. 

Joignons le point a au point A, le point b au point /, 

et abaissons sur R la perpendiculaire av. 

L'angle Iba est égal à l'angle mha, et par suite est égal 

à l'angle vali. 

Lorsque Ton considère différentes positions de m/, 011 

a des droites telles que ah et bl qui forment deux fais-

ceaux liomographiques. 

Les droites hl qui passent par les points où R est ren-

contrée par les droites telles que ah forment aussi un 

faisceau (dont le sommet est à l'infini ) qui est liomogra-

phique au faisceau formé par les droites bl. Les rayons 

homologues de ces faisceaux se rencontrent en des points, 

tels que Z, qui appartiennent à une parabole. Cette courbe 

passe par le sommet b du faisceau des droites bl. De 

même, elle passe par a qu'on aurait pu prendre comme 

sommet d'un faisceau de droites. L'axe est perpendi-

culaire à ab, etc. 

Nous avons rejeté à la fin de cette Note, et nous avons 

indiqué rapidement cette solution géométrique, parce 

qu'elle nécessite des connaissances qui sont en deliors du 

cours de Mathématiques spéciales. 
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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

P R O P O S É E AU C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N E N 1 8 7 6 ; 

PAR M. GAMBEY. 

On donne une parabole P et un point H dont la 

projection orthogonale sur le plan de la courbe se fait 

au sommet de cette parabole : 

i° Trouver Véquation générale des surfaces de révo-

lution du second ordre qui passent par la parabole P 

et par le point H ; 

20 Déterminer le nombre de celles de ces surfaces 

dont l'axe passe parun point A donné dans le plan Q , 

qui contient le point H et l'axe de la parabole P . 

Classer les mêmes su?faces quand le point A se 

meut dans le plan Q. 

Prenons pour origine des coordonnées le sommet de 

la parabole, pour axe des z la projetante du point H, 

et pour plan des xy le plan de la parabole, dans lequel 

elle sera rapportée à son axe et à la tangente au sommet; 

de sorte que ses équations seront 

= O , f2 — ipx - - G. 

Soit 2 h la distance du point H. au sommet de la para-

bole. 

L'équation générale des surfaces de révolution 

(1) (x — a)* -f- [y — by -h (z — c)2 — r* 

— (a* -t- PJ + 72 + ^ = 1 0 

devra satisfaire aux conditions suivantes : 

a2 = I, p = o, fl + ai"p9 b — o, 
a- -t- b" -h c2 — /2 — O2 — o, h( 1 — y2) =: c -f-
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L'équation (i) devient alors, en prenant a. ~f- i , 

( 2 ) , j 2 - b ( i — 7 2 ) s 7 — 2 7 x z — 2 p x — ih{\ — 7 2 ) z = r o . 

Les coordonnées du centre de la sphère 

( x — a)'L -+- ( 7 — b)2
 H - (z — cj2 — r r r o 

devant satisfaire constamment aux équations 

b — o, r — />)•— h(\ — 72) = o, 

quel que soit y, il s'ensuit que les équations de Taxe de 

révolution des surfaces (2) sont 

(3) X = o, z — — p) — ¿(i —72;™o. 

Remarquons tout de suite que la valeur a — — 1 n'a 

d'autre effet que de faire changer le signe de y dans les 

équations (2) et (3) . Il est donc inutile de la consi-

dérer. 

Soient x0, o, z0 les coordonnées du point A . L'axe de 

révolution des surfaces ( 2 ) devant passer en A , on aura 

-0 — 7(^0 — p) — /¿(i — 72) = o, 

ou, en ordonnant par rapport à y , 

h 7 ' — ( x0 — p) 7 - t - — à — o . 

Cette équation détermine deux valeurs de y en fonc-

tion des coordonnées du point A . Ces valeurs seront 

réelles si l 'on a 

(•ro — pY — — h)> o; 

donc, si le point A est extérieur à la parabole 

(x — pY — 4 b(z — h) = o, 

il y a deux surfaces de révolution dont l 'axe passe en A ; 

il n'y en a plus qu'/me si ce point est sur la parabole. 
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Enfin, pour tout point intérieur à cette même parabole, 

les surfaces de révolution sont imaginaires, 

La parabole qui l imite ainsi les régions où les sur-

faces sont réelles est Y enveloppe des axes de révolution 

de ces surfaces. El le a son axe parallèle à Taxe des 2, et 

elle est tangente en son sommet à la droite z — h = o . 

Si l 'on écrit ainsi son équation dans le plan des xz, 

(z — 2 h Y -f- ( x -1- z — p) (x — z — p) = O, 

on voit encore qu'elle est tangente aux deux droites 

x -4- z — p — o, x — z — p ~ o, 

les points de contact étant sur la droite 

s —2/* — o , J 

et ayant pour abscisses p — ih et p -+- ih. 

E n faisaut y = o dans l 'équation (2) , on obtient la 

section méridienne des surfaces qu'elle représente. Son 

équation dans le plan des xz est donc 

(4 ) (1 — y'2) z7 — 27xz — ipx — 2h ( 1 — -y2 ) z — o. 

Elle est toujours du genre hyperbole, tant que l 'on a 

y \ o-, par suite les surfaces (2) 11e peuvent être que des 

hyperboloïdes ou des cônes, tant que y est différent 

de zéro. 

Lez du centre de la méridienne étant égal à — o n 
7 

voit que ce centre s'éloigne à l ' inf ini , si y tend vers zéro. 

Pour y = o, la section méridienne est la parabole 

z- — ipx — ihz — oy 

et la surface de révolution est un paraboloïde. 
11 faut maintenant distinguer les cas où les surfaces ( 2 ) 

sont des hyperboloïdes à une nappe de ceux où elles 
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sont des hyperboloïdes à deux nappes, ou des 'cônes. 

Il suffit pour cela de déterminer les points d'intersec-

tion de leur axe avec la section méridienne (4) . 

L'équation qui donne le z de ces points est 

7(1 -4- 7-)s" H- lp! 1 -h y-)z — ïph( 1 — 72) -+- 9.p27 — o. 

Cette coordonnée sera réelle si l'on a 

+ ( 1 — 72 ) > o; 

donc, si l'on a 

[P -i- a // 7 ) (1 — f ) > o, 

il y a deux points d'intersection réels et distincts*, et par 

suite l 'équation (2) représente un hiperboloide ¿1 deux 

nappes. 

Si l 'on a 

[p 2 ¿ 7 ) (1 — 7») — o, 

les deux points d'intersection sont confondus en un 

seul, et l 'équation (2) représente un cône. 

Enfin, si l 'on a 

les points d'intersection sont imaginaires, et Ton a un 

hiperboloide à une nappe. 

O r , il est facile de voir que le produit ci-dessus est 

positif si y varie de — co à — — 5 et de — 1 à - f - i ; 

qu' i l est au contraire négatif si y varie de — — à — 1, 

et de -f-1 à -f- co ; et qu'enfin il est nul si y prend les 

valeurs — — 1 et -f- 1. On suppose p ¿h. 

Donc, si y varie de — zo à ^ ou de — 1 à -l- 1 ,on 
1 ' 2 h 1 

a des hyperboloïdes à deux nappes. 

Ann. de M at hé mat sér ie , t . X V I I . (Sept . 1878.) 
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Si y varie de —, à — i ou de i à oo , on a des 
' ih 

hyperboloïdes à une nappe, 

Et pour les valeurs de y égales à — — i , + i , o n 

a des cônes. 

Il faut encore remarquer que, si y varie de — i à -f- i , 

on obtient, pour y = o, un paraboloïde. C'est la limite 

commune des deux séries d'hyperboloïdes à deux nappes, 

obtenus en faisant croître y de — 1 à zéro, ou en le fa i-

sant décroître de - f-1 à zéro. 

Les axes des trois cônes ont pour équations dans le 

plan des xz 
*>.px -f- 4 hz — p- — t\h- o, 

.T -h Z — p O, 

.r — z — p —. o, 

et l 'axe du paraboloïde 
s — h --z o. 

Le premier de ces axes touche la parabole limite sur 

l 'axe des z. Q u a n t aux autres, nous connaissons déjà 

leur position. 

La discussion a été faite en supposant p ih \ elle 

serait aussi facile, et presque semblable, en supposant 

p 2 h. 

Mais, si p = ih, le premier cône se confond avec le 

second. T o u t e valeur de y moindre que - h i donne un 

hyperboloïde à deux nappes, tandis que toute valeur 

supérieure à -f- i donne un hyperboloïde à une nappe. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Escary, Tourrettes 
Moret-Blanc. 
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Décomposition du carré d'un nombre N et de ce nombre 

lui-même en sommes quadratiques de la forme 

+ t étant un nombre rationnel positif ou 

négatif ; résolution en nombres entiers du système 

des équations indéterminées 

+ a)1, J S — - f - t (z - f - / i } 5 ; 

Par M. E. DE JOINQUIÈRES. 

1 . Les formules que j 'ai données dans la livraison du 

mois de ju in dernier (t. X V I I , p. permettent de 

décomposer immédiatement, en une somme de deux 

carrés, le carré N2 du produit d'un nombre quelconque 

de facteurs premiers qui ont cette même forme et, par 

un changement convenable et bien déterminé dans les 

signes des différents termes dont elles se composent, font 

connaître toutes les décompositions de même espèce du 

carré de ce produit. 

J'ajoute que, moyennant une très-légère modification, 

ces formules servent pour décomposer en une somme 

quadratique de la forme x2 - h t.y* le carré N 2 du pro-

duit d'un nombre quelconque n de facteurs ayant tous 

cette même forme. Pour cela, il suffit d'y remplacer 

par \[t. bi la quantité qui y est généralement désignée 

par b(. Chacun des facteurs premiers de N est alors 

égal à une somme telle que a) et d 'une seule 

manière si t est positif (*) . 

Cette substitution change les formules ( i ) dont il s'agit 

(*) Legendre démontre dans la Théorie des nombres, a® Partie, n° 23.^, 
q u e tout nombre premier qui est de la forme x* -4- t étant un nombre 

positif \ ne peut être qu'une seule fois de cette forme. 



en celles-ci : 
( ) 

nnUr — t.b2) — 2.7l[u,{û — t.b<) J 

H - — t.b2)] — ... 

[n, ( « v 7 ^ - ^ ) " ^ , (r/2 — r.A2)] 
2 3 2 [ n 3 ( « y / 7 . b ) n „ _ 3 [ a 2 — t . b 7 ) j + 2

5 . . ] - . . . , 

dont tous les termes recevront successivement les chan-

gements de signe indiqués à la page 289 de l'article pré-

cité, si l'on veut obtenir toutes les décompositions 

distinctes, dans chacune desquelles les composants x ety 

sont premiers entre eux, et qui sont encore ici les seules 

intéressantes à considérer. 

On remarquera que \Jt ne figure dans la valeur de y 

que comme facteur commun de tous les termes et par 

conséquent disparaît, pour devenir lorsqu'on élève y 

au carré en formant la somme .r2 -f- t.y* = N2. 

J'ajoute enfin que toutes les. décompositions de cette 

espèce dérivent une à une, et par la même loi que dans 

le cas primitif, de celles de même forme du nombre IN 

lui-même et sont, comme celles-ci, au nombre de a n _ 1 , 

II. Lorsque, parmi les facteurs premiers de N, il en 

est qui ne sont pas décomposables en une somme quadra-

tique de la forme donnée x 2 -+- t . il n'en faut pas con-

clure immédiatement, comme dans le cas de t = 1, que 

chacun de ceux-ci doive entrer avec un exposant pair 

dans la composition de N , pour que le nombre N soit 

décomposable de la façon requise. Cette condition ne 

subsiste que pour ceux d'entre eux qui ne sont pas des 

divisions linéaires de la formule en conser-

vant à cette expression le sens que lui ont donné La-

grange et Legendre dans sa Théorie des tiombres 

( 2e Partie, § X à XIII, >.r édition). Il faut donc s'assurer 
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préalablement quels sont ceux qui sont des diviseurs li-

néaires, soit par un calcul direct, soit en se servant des 

Tables dressées dans ce but par Legendre (Tables 1 Y , Y , 

VI et VII) , lorsque le nombre t s 'y trouve compris. 

On aura ainsi réduit le nombre N à la forme P Q R -, 

P étant le produit des p facteurs premiers qui ne sont ni 

diviseurs quadratiques, ni diviseurs linéaires de x 2 H- ty*\ 

Q exprimant le produit des q facteurs premiers de N qui 

sont diviseurs linéaires, mais non quadratiques ; enfin 11 

représentant le produit des r diviseurs quadratiques du 

nombre JN. 

Le carré N2 étant égal à P 2 . Q 2 . R 9 , on sait déjà que P* 

n'est pas décomposable et que les formules ( i ' ) donnent 

les 2r"i décompositions de R 2 , dans chacune desquelles 

les composants x ety sont premiers entre eux. Il reste 

à savoir décomposer Q 2 . 

III. Or, d'après un théorème démontré par Legendre, 

loco citatOy lorsqu'un nombre est diviseur linéaire d'une 

forme quadratique donnéex2 -f- t.jsans être en même 

temps diviseur quadratique de cette forme, il existe tou-

suffit de multiplier par ce nombre auxiliaire le diviseur 

linéaire pour rendre ce dernier diviseur quadratique. En 

conséquence, on multipliera chacun des q facteurs de Q 

p a r l e nombre a convenable, et l'on transformera ainsi 

Q en un produit de la forme (aj^j) (a2<72) (a3 <73) — = A. Q . 

Comme tous les facteurs a; <7; de A Q sont actuellement 

de la forme requise a? -f- t tes formules (1') donneront 

immédiatement les a?"1 décompositions, de dernière es-

pèce à un facteur près, dont A 2 Q 2 est susceptible. Parmi 

elles, il y e n aura dont les deux nombres composants 

seront delà forme A.r, A ( . v, c'est-à-dire qui auront 

jours un nombre entier, moindre 
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en commun le facteur A , produit de tous les nombres 

auxiliaires a , , 

En effet, s'il n 'y en avait aucune dans ce cas, le 

nombre Q ne serait donc décomposable d'aucune ma-

nière en une somme quadratique de la forme x 2 - f-£7% 

ce qui ne peut être, puisqu'il a, par hypothèse, pour fac-

teurs premiers des diviseurs linéaires de cette forme et 

que, d'après un théorème connu ( Théorie des nombres, 

§ XIII , n°231) , tout produit de deux tels diviseurs est un 

diviseur quadratique de la même forme. E n divisant par 

A les deux composants de chacun de ces systèmes, on 

connaîtra les composants eux-mêmes de tous les systèmes 

de dernière espèce que comporte la décomposition de Q 2 , 

systèmes qui sont d'ailleurs en même nombre que ceux 

de Q et qui en dérivent directement un à un. 

I V . La décomposition de IN2 = P 2 Q 2 R 2 sera ainsi ren-

due facile, soit par de simples multiplications des nombres 

obtenus, si l 'on ne veut pas obtenir les décompositions 

de la dernière espèce, soit, si l 'on ne recherche que ces 

dernières, en appliquant directement les formules (i ;) à 

la décomposition du nombre 

( AQR = \a.vqx) (a,?,) . . . r,r2r3. . . , 

dont tous les facteurs ont la forme quadratique a2 H-

mais en ne prenant, bien entendu, parmi elles, que celles 

appartenant à des systèmes dont les deux composants 

auront A pour facteur commun, ainsi qu'on l 'avait fait 

pour obtenir les décompositions de Q 2 -, soit enfin (ce qui 

est plus simple encore) en décomposant par les mêmes 

formules le carré du nombre N', obtenu en posant 

N' = ( a , « ^ , ^ ) . . . (a2q+l — qlq+>) R, 

et en opérant de même sur les résultats obtenus. 
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V . Voici quelques exemples de ces différents cas : 

i° Soient i = a, N = 10659 — 3 . 1 1 . 1 7 . 1 9 . O n a 

3 = ( I > 4 - 2 . I 2 ) , I I R R : ( 3 2 4 - 2 . I 2 ) , 

1 7 = ( 3 2 - b 2 . 2 2 ) , U ) — 2 . 3 2 ) , 

et les formules ( 1 ' ) donnent, pour la première des huit 

solutions de la dernière espèce, 

10659 — 8 1 5 9 4 - 2 . 4 8 0 0 . 

20 Si £ = 3, N — 03599 = 7 . 1 3 . 1 9 . 3 1 , 011 a 

Î 2 2 - f - 3 . i 2 ) , i 3 = ( i 3 - h 3 . 2 ? ) , 

1 9 = ( 4 2 4 - 3 . i 2 ) , 3 1 = i 2 2 4 - 3 . 3 2 ) , 

et les formules ( i ' ) donnent, pour la première des huit 

solutions de la dernière espèce, 

5 3 5 9 9 — 3 1 2 ^ 3 4 - 3 . : > 5 I 3 2 . 

Dans les deux exemples qui précèdent, tous les fac-

teurs de N étaient des diviseurs quadratiques de la forme 

requise x* 4 - ' J 2 . En voici d'autres où cette condition 

n'est remplie qu'en partie, ou même pas du tout, les 

facteurs étant alors simplement des diviseurs linéaires 

de la formule. 

3 ' 0 1 = 5 , N = 1 8 9 = 3 . 7 . 9 = 3 . 7 ( 2 * 4 - 5 . 1 5 ). 

Les multiplicateurs propres à rendre quadratiques les 

facteurs 3 et 7, diviseurs linéaires de la forme x 2 4 - 5 y * 9 

sont ici respectivement 2 et 25 on a ainsi 

4 N R R = G . L 4 . 9 = R L 8 9 = R : ( L 2 4 - 5 . I 2 ) ( 3 2 4 - 5 . I 3 ) ( 2 2 H ~ 5 . I 2 ) , 

et les formules ( 1') donnent les quatre solutions de der-

nière espèce 

•r» = 4 - 9 9 ' Ji = 4-7 2 » -^==4->49» r» = 4-52 ; 

T R S = = 4 - I 7 1 ' .>'» = 4 - 3 6 ; xk R- 4 - 6 1 , r* - - 4 - 8 0 , 



( 4 * 4 ) 

qui , étant divisées par 4, produit des deux multiplicateurs 

auxiliaires, donnent les quatre systèmes de décomposi-

tion de dernière espèce de 189 . 

4° t= i 5 , N = 1 7 . 23. 19 = 7429. Les facteurs 

17 et 23 sont diviseurs l inéaires, tandis que 19 est divi-

seur quadratique. En écrivant 

N = ( i 7 . 2 3 ) . i 9 r = ( i 6 ' - f - i 5 . 3 ' ) ( 2 2 4- i 5 . i3), 

et appliquant les formules ( i ' ) a ce produit de deux fac-

teurs quadratiques, on trouve les deux solutions de der-

nière espèce 

2 -2 2 2 0 'X 
74^9 — 7°9* -4- '«5.572 et 74^9 = 4 4 ^ 9 - + - i 5 . i 5 4 o . 

5° t — 19, N = 5 .7'. 11 = 383. Le multiplicateur qua-

dratique est ici 4 pour les trois facteurs, d'où 

6 4 . N = : ( I2-F- 1 9 . 1 2 ) (3 5 -F. 1 9 . 1 2 ) (52 -4- 1 9 . 1 2 ) 

et les formules~( i ') donnent l 'unique solution 

N2 — 223 - r 1 9 . 7 2 , 

correspondante à celle de N = 385 = g2 -h 19 .4% qui 

est aussi unique. Quant aux trois autres décompositions 

fournies par les formules ( i ' ) , savoir : 

.r2 = : 32 . 75 I, .r3 = 32 . 769, #4 — 32 . 599, 

r3 = 32.39, y3 — 32.9, r4 = 3 2 . 1 1 1 , 

elles sont étrangères à la question, puisque les compo-

sants ont 32 pour facteur commun, au lieu de 64. 

6° f , négatif, = — 3, 

N = 4 8 1 = I 3 . 3 7 = ( 5 2 - 3 . 2 ' ) ( 7
2 - 3 . 2 ' ) . 

La formule générale (Y) donne les deux solutions 

¿{81 — 5 7 7 — 3 , 1 6 4 = 3 9 3 7 — 3 . 2 2 5 B . 

Le cas de t fractionnaire sera examiné plus loin. 
La suite prochainement. 
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SUR L'ÉQUATION INDETERMINEE A Z 3 ; 

P A R M . E D O U A R D L U C A S . 

O n a le t h é o r è m e s u i v a n t : 
Pour que Véquation proposée soit vérifiée par des 

valeurs entières de X , Y , Z , A , il faut et il suffit que A 

appartienne à la forme préalablement 

débarrassée de ses facteurs cubiques. 

En effet, on a l ' identité 

| > 3 — y 3
 4 - 6x2y -F- 3 ^ R 2 ] 3 -F- [ R 3 — .R3 4 - 6 R - R 4 - 3 y x 2 f 

= xy(x -\-y).3A[x2 -f- xy -hy2]z, 

et l 'on résout l 'équation proposée, par les valeurs 

X = x3 — y 3 4- 6x2y -H 3 xy\ 

Y =zy* — X3 -f- 6y*x H" 3 y x \ 

Z = R 3 ( .R- 4 - xy 4 - J 2 J , 

A R= X / F x y). 

Réciproquement, si l 'équation est vérifiée pour les 

valeurs x0, j o-, z0 des variables, et si l 'on pose 

x — xl, y—xl, 

on a 

xy(x -h y) r=r A(.r0j0zft)3. 

C'est ce qu'i l fallait démontrer. Il résulte encore de 

l 'identité précédente que toute solution de l'équation 

proposée conduit à une série indéfinie de solutions nou-

velles, en supposant A constant. Il faut excepter le cas 

d e x —±y. 

Exemple. — P o u r x = i , y = 2, 011 a l a s o l u t i o n 
1 7 3 4 - 3 N ; - ( I ^ I ' ; 
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de laquelle on déduit une série indéfinie d'autres solu-

tions. O n observera ainsi que l'équation 

.r3 -f- y z — 6 z3 

a une infinité de solutions, bien queLegendre ait affirmé 

le contraire. On peut aussi trouver d'autres identités, en 

nombre il l imité, et ainsi la suivante : 

[x* 4 - 3 x*y — y3 ]3 4 - [ 3 xy [x 4 - y ) ] z 

= [x3 4- 6x2y 4- 3xy ' 1 — y3][xl 4- xy 4- j 7 ] 3 , 

de laquelle il résulte que le polynôme 

«r3 4 - 6 x7y 4 - 3 xy2 — y3 

n'est jamais égal au cube d'un nombre entier, ni à son 

double, à son triple, à son quadruple ou à son quin-

tuple. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

1. Lettre de M. Hilaire, Professeur à Douai. — 

Permettez-moi de vous communiquer quelques obser-

vations sur le problème donné en Mathématiques élé-

mentaires au Concours général de 1877, e t dont je 

trouve une solution (p. 2 i 3 ) (*) . 

Je remarque d'abord que le centre de l 'ellipse est évi-

demment le point du plan bissecteur qui a le point p 

pour projection orthogonale sur le plan P : donc ce point 

ne se confond avec le point a que quand la droite A a 

est perpendiculaire à la fois au plan bissecteur et au 

(*) La seconde solution (page 268) n'était pas encore publiée lorsque 
nous avons reçu la lettre de M. Hilaire. 
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plan P , c'est-à-dire quand les plans P et P/ sont paral-

lèles. 

Je vais montrer ensuite que la question tout entière 

est une application immédiate des propriétés focales dans 

les surfaces du second degré. 

En effet, les points C appartiennent au lieu des points 

équidistants du point A et du plan P : ce lieu est un 

paraboloïde de révolution, ayant pour foyer le point A , 

pour axe la perpendiculaire menée du point A sur le 

plan P, et pour sommet le point situé sur cet axe, à égale 

distance du point A et du plan P : l 'ellipse est précisé-

ment la section de ce paraboloïde par le plan bissec-

teur. 

Or , d'après un théorème connu (voir, par exemple, 

S À L M O N , Géométrie à trois dimensions), le cône, ayant 

pour sommet un foyer d'une surface de révolution et 

pour base une section plane quelconque de cette surface, 

est lui-même de révolution, et il a pour axe la droite 

joignant le foyer au pôle du plan de la section. 

Il résulte de là que le cône formé par les droites A C est 

toujours de révolution. 

Quant au fait que l'ellipse se projette suivant un cercle 

sur le plan P , il se rattache aux mêmes propriétés. Pour 

le faire voir, il suffit d'appliquer le théorème précédent 

au foyer situé à l'infini sur l'axe du paraboloïde. Le 

cône, dont le sommet s'éloigne à l ' infini, devient un cy-

lindre. 

L'axe de ce cylindre de révolution joint toujours le 

foyer au pôle du plan de la section ; mais, d'une part, 

le foyer est à l'infini sur l'axe du paraboloïde, et, d'autre 

part, le pôle, qui doit toujours se trouver sur le diamètre 

conjugué du plan, est sur une parallèle à l'axe du para-

boloïde. Donc l'axe du cylindre se confond avec ce dia-

mètre du paraboloïde; par suite il est perpendiculaire 
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au p l a n P , e t le p l a n P d o i t c o u p e r le c y l i n d r e s u i v a n t 
u n c e r c l e . 

2. Les questions 1225, 1230, 1235, 4 2 5 1 , 1 2 5 4 ont 

été résolues par MLM. Dunoyer , Pisani, Lez , S . K . , à 

Vienne, N . Androwski , à Varsovie. 

PUBLICATIONS RÉCENTES. 

1 . T E O R I A G E N E R A L E D E I L O G A R I T M I ; per l ' ing. Pietro 

Cantinati, Professore titolare di Matematica nel R . Is-

tituto tecnico di Sondrio. 

Estratto dalla Rivista di Matematica elententare, 

vol. V . Novara, tipografia Novarese di N. Lenta 

( 1 8 7 8 ) . 

2. Démonstration de deux théorèmes analogues, en 

Géométrie de l 'espace, à celui de Pascal en Géométrie 

p lane; essai de réponse à une question posée, en 1825, 

par l 'Académie de Bruxelles. 

Par M . Sautreaux Félix, étudiant en Mathématiques, à 

Nice. 

Extrait des Bulletins de VAcadémie royale de Bel-

gique $ 2e série, t. X L V , n° 4 ; avril 1878. 

3. Théorèmes d'Arithmétique, par Êdouard Lucas. 

Imprimerie royale de T u r i n , 1878. 

4. Mémoire sur les lois de réciprocité relatives aux ré-

sidus de puissances; par le P . T h l e Pépin , S. J. 

Extrait des Atti delf si c cariami a de nuovi Lincei. 
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REMARQUES SUR LES PROPRIÉTÉS DU NOMBRE 1 0 ; 

PAR M. L. HUGO. 

D a n s les Nouvelles Annales (1878, p . 382), M . G e -
r o n o a c i t é l e t h é o r è m e d e M . d e J o n q u i è r e s , r e l a t i f an 
n o m b r e 5 . C e t h é o r è m e c o n d u i t n a t u r e l l e m e n t a u s u i -
v a n t , q u i a son i n t é r ê t , e u é g a r d à l ' i m p o r t a n c e d u 
n o m b r e 1 0 : 

Le nombre 1 0 est le seul entier dont l'une des moi-

tiés soit la somme des carrés de deux entiers consécu-

tifs, l'autre moitié ayant pour carré la somme des 

carrés de deux entiers consécutifs. 

De p l u s , les entiers consécutifs sont eux-mêmes 

consécutif s en groupe ( 1 , 2, 3 , 4 ) » et leur somme est 10. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1 4 0 
( voir 1" série, t. VI, p. 140 ) ; 

PAR M. H. B R O C A R D . 

En projetant cylindriquement deux hyperboles con-

juguées sur un plan, les projections sont des hyperboles 

C O N J U G U É E S . Mais que deviennent les hyperboles conju-

guées en les projetant C O N I Q U E M E N T sur un plan? 

S o i e n t , d a n s u n p l a n P , d e u x h y p e r b o l e s c o n j u g u é e s 
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admettant pour asymptotes communes les droites A O A ' , 

BOB'. Soit S le sommet du cône. Par ce point faisons 

passer un plan M parallèle au plan N sur lequel nous 

cherchons la trace du cône. Ce plan M renfermera 

quatre génératrices du cône SC, SD, SE, S F , parallèles 

au plan N. Dans ces quatre directions il existe, à l 'infini 

sur le plan N, un point de la section. Celle-ci se com-

pose donc de deux hyperboles ayant quatre asymptotes 

parallèles aux quatre directions indiquées ci-dessus. 

Leurs centres sont différents, car les projections coniques 

des diamètres cessent d'être des diamètres des projec-

tions des courbes*, ainsi les hyperboles ne sont plus c o n -

juguées. Quant aux plans passant par le sommet S et les 

deux asymptotes A O A', BOB', leurs traces sur le plan N 

ne sont plus des asymptotes aux hyperboles trouvées; ce 

sont simplement des droites qui, évidemment, ne les 

rencontrent pas. 

Question 12oo 

(voir série, t. XVII, p. 237 ) ; 

P A R M . E U G È N E D E L M A S , 

Élève du lycée de Lyon. 

fïun point M on mène des parallèles aux côtés d'un 

triangle A B C , qui rencontrent respectivement les deux 

autres côtés en des poi/its a , a ; (3; c, y : démontrer 

que la somme 

Mû M a 4- MJM0 4- M c M y 

est égale à la puissance du point M, par rapport au 

cercle circonscrit au triangle. 
H. Soi R O T E U . 
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En prenant pour triangle de référence le triangle 

A B C , le point M est défini par les longueurs a', ¡3', / des 

perpendiculaires abaissées de ce point sur les côtés BC, 

A C , AB. 

On a, d'une part, les relations 

M* 

M b 

Me 

Il s'ensuit 

MflMa-h-aiôMp + McMv 

= P V H - + P ' « ' . 
sin B sin C M I I C S U I A s inAsinB 

D'autre part, lorsque, dans l'équation 

p7 sin A -H a y sinB -+- aj3 sinC — o 

du cercle circonscrit au triangle de référence, on rem-

pace a, ¡3 , y par a', jS ; , '/, le premier membre représente, 

en valeur absolue, le produit de sin A . s i n B . s i n C , par 

le carré de la tangente menée au cercle par le point M (*); 

donc la puissance du point M est, en valeur absolue, 

3 V a 7 ' S ' a ' 
' h ' H — 

sinBhinC smCsinA sin A sin B 
ou 

M « M a H- M b M p - h M c M 7 . c . Q . F . D . 

Note. — La même question a été résolue par MM. Franchy, maître ré-
pétiteur au lycée de Moulins; E. Fauquembergue, maître répétiteur au 
lycée de Saint-Quentin; Moret-Blanc; Droz; Guillet; Barbarin ; Kœnigs, 

( * ) SALMON. Coniques, t\* é d i t i o n , p . 125, 11° \ÙÏ. 

7 Uy.= 
sinB sin C 

CL 7' 
si 11C ' hi 11A 

J L . 
sin A ' 

M7 = 
a' J L . 

sin A ' 
M7 = 

sinB 
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élève à l'école de l'Immaculée-Conception, à Toulouse ; Michel ; Armand 
Bertrand, propriétaire à Azillanet; J . Chambon ; Michel. 

M. Bertrand fait observer qu'en nommant S la surface du triangle quia 
pour sommets les pieds des perpendiculaires abaissées du point M sur 
les côtés du triangle ABC, la puissance du point M, par rapport au cercle 

i S 
circonscrit, a pour expression ——-—:———:—— • sin A sin B sin C 

Q U E S T I O N S . 

1285. Etant donnés cinq points dans l'espace et un 

plan, on demande : 

i° Le lieu décrit par les sommets des cones qui pas-

sent par les cinq points et sont tangents au plan ; 

2° L'enveloppe de leurs génératrices de contact avec 

le p l a n . (GEJNTY .) 

1286. Deux droites de même longueur O A , OB et un 

point P sont donnés-, une droite mobile passant par le 

point P coupe O A en a , et OB en b. On décrit deux 

cercles ayant pour centres a et et qui passent respec-

tivement par A et B : trouver le lieu géométrique des 

points communs à ces deux cercles. ( D R O Z . ) 

128' 7. Soient A et B les extrémités de deux rayons 

conjugués variables d une ellipse; trouver l'enveloppe 

des cercles décrits sur AB, comme diamètre. 

( B A R B A R I E . ) 
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Décomposition du carré d'un nombre N et de ce nombre 

lui-même en sommes quadratiques de la forme 

t,y-, t étant un nombre rationnel, positif ou 

négatif ; résolution en nombres entiers du système 

des équations indéterminées 

y = y2 ~ z2 -h t [z -f- ¡3)2 ; 

[ f i n ( * ) . ] 

PAR M. E. DE JONQUIÈRES. 

Dans le cas de t négatif , dont je viens de donner un 

exemple, il importe d'ajouter que les décompositions 

fournies par les formules ( i ' ) sont , en moindres nom-

bres, celles de chacune desquelles il en découle une in-

finité d'autres par les relations 

( 4 ) xz=x,r±:t .y{s, y = x{ s ±yxr9 

r et s étant des indéterminées données par l 'équation 

{111 -{- n \jt )l = r + s y/r, dans laquelle k est un entier 

quelconque, et m , n sont les moindres nombres qui 

satisfont à l 'équation tri2 — tir = i . (Voir Théorie des 

nombres, Irc Partie , § 40). 

Dans l 'exemple précédent, les moindres nombres qui 

satisfont à l 'équation m2 — 3/r = i sont m= 2, n ~ 1* 

ainsi r et s sont donnés, dans ce cas, par la formule 

/ • + 5 ^ = ( 2 4-^/3)*. 

Si l 'on prend d'abord k = 1, on a /* = 2, 5 = 15 la se-

conde décomposition de N2 donne pour N celle-ci 

481 = 2 ^ - 3 . 4 ' , 

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2e série, t. XVII , p . /j i«j. 

Ami. de liMathémat'2e série, t. XVII . (Oet. i 878.} • 2 8 
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e t les f o r m u l e s ( 4 ) d e v i e n n e n t 

On en déduit, pour la plus simple des décompositions 

de 481 après celle que je viens d'écrire, 

4 8 i - 3 4 2 - 3 . I T . 

Les formules (4) en fournissent ensuite une infinité 

d'autres. 

VI. Il reste à examiner, comme je l'ai fait au § X I de 

l'article précité des Nouvelles Annales, page 3o3, le cas 

où le nombre donné N se compose de facteurs premiers 

élevés chacun à une puissance quelconque, et non plus 

seulement de facteurs du premier degré. Sans entrer, à 

cet égard, dans des développements qui m'entraîne-

raient trop loin, je me bornerai à dire que, si cette cir-

constance fait croître le nombre total des décomposi-

tions de N, elle n'augmente pas celui des décompositions 

de ce nombre dans lesquelles les composants sont pre-

miers entre eux. A u contraire, si parmi les facteurs pre-

miers de N il en existe qui, au lieu d'être décompo-

sablesdansla forme donnée sont simplement des 

diviseurs linéaires d'une même forme quadratique asso-

ciée à celle-là, le nombre de ces décompositions est di-

minué lorsque ces facteurs n'entrent pas par paires avec 

le même exposant dans la composition de N, ou avec 

des exposants différant entre eux d'un nombre pair d'u-

nités. La même influence se fait d'ailleurs sentir alors 

sur les décompositions propres de 3N2, et la correspon-

dance qui lie celles-ci à celles de N n'est pas troublée. 

Supposons, par exemple, que le nombre à décomposer 

soit N = ^79^7 = 73- i32 , et que la forme requise soit 

a 2 4 - 3 j s . Les facteurs premiers 7 et i3 sont l'un et 
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l 'autre de cette forme. Leurs exposants respectifs é t a n t 
d'ailleurs 3 et 2, le nombre total des décompositions de N 

est, d'après la formule connue, égal à i (3 -4-1) (2 4 - 1 ) = 6 , 

c'est-à-dire plus grand de quatre unités que celui des 

décompositions de même forme du nombre 7 . i 3 = 9 1 , 

qui ne comporte que ces deux-ci : 

91 = 8 '4- 3 . 3 2 ~ 4 2 H - 3.5 2 ; 

mais, parmi ces six décompositions de N , il n'en existe 

pareillement que deux où les composants soient premiers 

entre e u x ; ce sont les suivantes : 

ft 2.--h 3. i3g - = 2 1 8 + 3 . 5 9 . 

Dans les quatre autres, savoir 

N — f ( 1 0* 4 - 3 . 1 9 ' ) = 72 (342-4- 3.32) 
= 132 ( 1 o" 4- 3 . 9 ' ) = 7 a . i 3 a ( 2 a 4-3 . i2), 

les composants ont pour facteur commun, respective-

ment, les nombres y2 , i3 2 et 7 2 . i 3 2 . 

Q u a n t aux décompositions possibles de N 2 , i l n 'y en 

a également que deux propres ou de dernière espèce, 

savoir 

57959'4-3.556* et N 2 = 37081' 4 - 3 . 2 5 7 2 4 ' , 

correspondant, respectivement, à celles de N écrites ci-

dessus en premier lieu. Dans toutes les autres, les com-

posants ont un facteur commun. 

Prenons, pour second exemple, la forme ar 4- 19U* 

et le nombre N =: 6125 = 53. 72 . Ici les facteurs 5 et 7 

ne sont plus, comme précédemment, des diviseurs qua-

dratiques : ce sont de simples diviseurs linéaires de la 

forme requise. Cette circonstance, join te à ce que le fac-

teur 5 a l 'exposant 3, tandis que i 3 n'a que l 'exposant 2, 

28. 
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fait que N n'est susceptible d'aucune décomposition où 

les composants soient premiers entre eux, et il en est 

de même, par conséquent, de N2 . En effet, les seules dé-

compositions possibles de N sont 

6125 = 52 (i32 4- 19.22) = 72( f 4 - 1 9 . 2 Î ) , 

auxquelles correspondent, respectivement, celles de N2 

5 4/ 2 3 \ 4/ 2 2\ 
6 1 2 5 = 5 {$3 - 1 - 1 9 . 5 2 ) — 7 ( 2 7 4 - 1 9 . 2 8 ). 

Mais, si le nombre donné avait été N = 1225 = 52- 72, 

les formules (1 )' auraient donné 

1225 -•••- (1207 -4- 19.48 ), 

d'où 

1225 == 3* 4- 1 9 . 8% 

parce que les exposants de 5 et de 7 sont ici égaux entre 

eux, etc. 

VII . Avant d'entamer un autre sujet, il me reste à dire 

quelques mots touchant le cas de t fractionnaire, t = 

Lorsque tous les facteurs du nombre N sont de la 

forme ou y ont été ramenés, les formules (1)' 

donnent, aussi bien que dans le cas de t entier , toutes 

les décompositions de dernière espèce X 2 H - - Y2 de son 

carré N2 . Puis lorsqu'on veut revenir de ces décompo-

sitions a celles .x2 4- - de N qui leur correspondent, 

on se sert, comme dans les autres cas, des formules 

, , „ N + X N — X 
y' = 2 2 1 

dont la composition montre que, si Ton a seulement 
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pour but de trouver les représentations de N dans la 

forme i / 2 - i - - on peut se dispenser de calculer les 

valeurs de Y . 

Mais en outre, si Ton remplace (*) les formules (i)' 

par les suivantes : 

XRRR T\n{qa*—pb*) 
— i2pq l[U2ab .T\a-i{qa7 — pb2)] 
-f- pb2)] 

f , — z6 p3 pb3)] -f- . . 
\ '7 
I y 7 ^ Y = ?.q Ziïlt/ib .nfi-i[qa3 — pb2) 

[ — 2\p/rZlU:iab.Un,, [(/a2~ pb2)] 
-f- 25 / '273 2 [n5 ab. n ; i_5 ( qa2 — pb*j ] — . . . , 

celles-ci donnent les décompositions propres, dans la 

forme X 2 -f- - Y 2 , du carré N2 d 'un nombre N dont tous 
H 

les facteurs sont de la forme qa} -f- pb* et lorsqu'on 

veut passer de ces décompositions à celles x* - h - y * cor-

respondantes^! se présente cette particularité, qui n'avait 

pas l ieu dans la précédente, que les nombres ^ 

(*) La modiiication apportée n'est d'ailleurs pas aussi grande qu'on 
pourrait le croire au premier aperçu, car les formules (i)', où j'ai 
avec intention laissé figurer le radical \ft pour mieux faire ressortir 
la façon dont elles dérivent des formules (i), peuvent s'écrire ainsi : 

X = N M ( A 2 - t.b*)-i-.tz [ns(a£)nH_5(fl-— t.b%)] 

4- 24. t• 2 [H4(ab) Un-, {a1—t. b2 j] 

--2b.î32 [U6fab) II„_6 t.b*)) -H 

y== .> 2 [ n , (ab) n / <_1 (c' — t.b*)] 

— l\l X [n" (ab)\\n_3 (Y/9-— t.b*)] -b >>?. ia v [nfl (ab) Iln_ft(a-— t.rr)—... 

et même sont, sous cette forme, plus commodes pour le calcul numé-
rique. 
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— --— ainsi obtenus, quoique satisfaisant à la rela-

tion x * - y 2 = N, ne sont des carrés parfaits que si 

le nombre des facteurs de N est pair . Lorsque ce 

nombre est impair , on a en revanche 

x2 — pk\ - y2 = qm} et pP-b-qm'— N. 

Voici quelques exemples de ces différents cas : 

i ° Soit t ~ ~ ) 
o 

N = I 6 8 6 3 = 7 . 3 3 . 7 3 = ^ I M - G ? 8 ^ 1 • 

Les formules (i) ' donnent, pour l 'une des décompo-

sitions propres de N 2 , 

N2 = 1 6 8 6 3 2 i33952 4- 1 7 6 7 2 8 2 , 

et les formules (2) donnent, pour la décomposition cor-

respondante de N , 

N — I 6 8 6 3 = T 2 3 2 - H ~ 6 8 2 . 
o 

O n obtiendrait de même les trois autres solutions. 

20 Soit encore t — 
o 

N = 5 N = 7 - 7 3 = + + 

Les formules (i)' et (2) donnent, respectivement, 
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3° Soit , comme première application du cas où les 

facteurs de N sont de la forme qa2 -f-

N = 9^IO5 = 5 . n . 2 9 . 5 9 

= ( 2 . 1 2 3 . 1 2 ) ( 2 . 2 J - h 3 . i 2 ) (2. i 2 h - 3 . 3 2 ) (2 . 4 2 - { - 3 . 3 2 ) . 

Les formules (3) donnent, pour l 'une des huit solutions 

de quatrième espèce qu'on en peut déduire, 

i j 3 a 
N 2 ~ 9 4 I O 5 = 7 2 9 3 7 -4- -4^552 , 

et les formules (2) donnent ensuite, pour la décomposi-

tion correspondante de N , 

2 3 —2 
N = 94105 = 281 - h - 8 4 . 

Dans cet exemple, le nombre des facteurs du nombre 

donné est pair, et les facteurs ont la forme 2a 2 -H 3 

4° Soit enfin 

N = f 59 5 = 5 . 1 1 . 2 9 

= (2.1 M - 3.12) (2 . 224- 3 .I 2 ) (2.I2H- 3.32), 

où le nombre des facteurs est impair, et la forme est, 

comme à l 'exemple précédent , 2<z24-3Z>2; les for-

mules (3) donnent, pour les quatre décompositions de 

troisième espèce d e N 2 , 

, , 3 2 2 3 2 

N2 = i5g5 —: 1109 -f- - 9 3 6 = 5 7 1 H- — 1216 

i 3 2 2 3 2 

— 1579 -h - 184 — i54i H- - 336 , 

et les formules (2) donnent , pour les décompositions 

correspondantes de N, 

N = 1 5 9 5 = 2 4 3 - f - i 3 5 2 

= 5 1 2 + io83 = 8 - h 1 5 8 7 = .568-r- 27, 
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où les premiers termes, qui représentent respectivement 

les ne sont pas des carrés, tandis que les seconds ne 

3 

sont pas les - d'un carré parfait y 2 . Mais on peut les 

écrire ainsi : 
N — l595 = 3»92 -!- 2.26* — 2. l62 H- 3. I92 

= 2 . 2 * - 4 - 3 . 2 3 2 r r : 2 . 2 8 a -!•- 3 . 3 % 

et l 'on voit qu' i ls correspondent, non plus à une décom-

3 
position de N dans la forme a2-h- j - 6 2 , semblable à 

celle obtenue p o u r N 2 , mais à une décomposition dans 

la forme 2«8-4-3¿% qui est aussi, dans ce cas, celle des 

facteurs premiers du nombre donné N . 

VIII . La correspondance et la subordination mutuelles 

qui lient entre elles, chacune a chacune, les décomposi-

tions en sommes quadratiques ar - f - t y 2 d'un nombre N 

avec ce l les , de même forme X 2 -f- i Y 2 et de dernière 

espèce, du carré N2 de ce nombre, constituent, avec les 

formules ( i) ' , un résultat nouveau dans la Théorie des 

nombres. Pour en indiquer d'un seul trait la portée, il 

me suffira de faire remarquer qu'il conduit, dans une 

catégorie nombreuse de cas, par une marche simple et 

sans autres recherches préliminaires que celle des fac-

teurs premiers de N , à une solution nouvelle des deux 

problèmes dont il est question dans les n o s 180 et 205 

des Disquisitiones, et qui forment deux des sujets pr in-

cipaux du célèbre Chapitre V de cet Ouvrage. 

En effet, lorsqu'un nombre N , susceptible d'être re-

présenté par une forme quadratique donnée x~ -f- 1j-2 

[et il peut alors erre représenté aussi par l 'une des 

formes associées p- -h 3 pq H- cq'\ p- -f- pq -f- c ' ç 2 , 

dont les indéterminées /?, q se déduisent immédiate-
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nient des premières X, y , et réciproquement, lorsque les 

constantes c' sont données], a été décomposé en ses 

facteurs premiers, transformés, s'il est nécessaire, en la 

forme quadratique «2 -f- /¿2 (* ), les formules (i )' donnent 

presque aussitôt toutes les décompositions X2-f- £.Y* du 

carré IN2 de ce nombre, après quoi la correspondance 

dont il s'agit fait remonter immédiatement aux décom-

positions ou représentations conjuguées de N , à l'aide 

des formules (2), dans lesquelles le nombre composant 

X doit entrer avec son signe. Enfin on passe de la re-

présentation de N dans la forme x*-h ty* h sa repré-

sentation dans la forme à trois termes p* 4- 2pq -f~ cq'2 

si t est de la forme é^n -h 1, et dans celle p- -4- pq -r- Jq1 

si t est de la forme h- 3, en posant, dans le premier 

cas, p ~~ x — r , q = y, c = t -f-- 1, etf dans le second 

cas, p x —r, q ~ 2/ , c' = 1 "t"1 • Les problèmes 
4 

précités se trouvent ainsi résolus, dans les conditions 

que je viens de dire et pour toutes les valeurs de i , de 

la façon la plus directe et la plus simple. 

I X . La correspondance des décompositions propres 

de N et de N2 a un autre usage important, car elle four-

nit une méthode générale pour la résolution, eu nombres 

entiers quand celle-ci est possible, en nombres ration-

nels dans tous les cas, du système des équations indéter-

minées 
y = jc: -I- tu2, y- — z'2 -h 

avec les conditions u — x -1- v = z =t [:<. 

En effet, puisque chacune des valeurs d e y 2 , qui ap-

partiennent à l'espèce où les nombres z et z ¡3 sont 

(*) Cette transformation s'opèi e, comme je l'ai dit paçje /('>'.>, à l'aide 
de facteurs entiers auxiliaires, choisis de façon que leur produit total 
A soit un carré parfait a2. 



( 44a ) 

p m p i e r s entre e u x , dérive, par la formule des triangles 

rectangles, de la valeur correspondante dejr^ où X et « 

sont aussi premiers entre eux, on a d'abord 

yî—{tu7 — .r2)2 -h- t.o.jcu . 

On en conclut, en remplaçant a: par sa valeur 

j 2 = n [ f a * — [ u r - a ) 2 ] 2 + ? . 2 M ( « — a ) 2 , 

et, en égalant les deux expressions dej^2, 

U2{t— 3 ) 4 - 4 « " — a2=±=P — O, 

d'où 

(3) « = ^ [ - , 

relation dans laquelle, lorsque a et ¡3 auront été donnés, 

il faudra prendre pour t les seules valeurs qui rendent 

la quantité placée sons le radical égale à un carré par-

fait A2. Cette condition se réduit, en écrivant 

o c ' . q p ^ * et 4 0(2 — 3 (a2 zp p ) = — a9 

à i = - — > formule dont la solution en nombres en-
c 

tiers fait l 'objet des §§ V I I et V I I I de la Théorie des 

nombres de L E G E N D R E ( I I E Partie, N O S 1 8 5 et suivants de 

la deuxième édition). 

Pour toutes les valeurs de t autres que celles ainsi 

obtenues, l 'équation (3) 11e donne, pour u et par suite 

pour a? et y , que des valeurs incommensurables qui ne 

répondent pas à l 'énoncé de la question. 

X- Comme applications numériques, supposons d'a-

bord a = ¡3 = 1. Si l 'on prend (3 avec le signe — sous 

le radical, la formule (3) devient e n e x ~ 
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eluant la valeur i l lusoire u == o . Si Ton ne veut q^ë des 

Valteurs entières pour il, cette équation n'admet que les 

solutions 

t — i , 2, 4, 5, 7, 

auxquelles correspondent, respectivement, les valeurs 

u — 2, 4, — 4 , — 2, — r, 

X I y 3 J O y 3 J —~ 2 ) 

S, 4r, 89, rr . ' " 

O n a, en effet, 5 = i 2 -j- 2* et 52 ^ 32 - h 4a- C'est la so-

lution déjà obtenue dans l 'article précité des Nouvèlles 

Annales ; puis 

4i = 3 2 - f -2 .4 2 et 4i ' — 23 4- 2.24 , 

8 9 = i - 5 ) 2 + 4 ( - 4 ) 2 et , 

29 = (— 3)2 4-- 5 (— 2)2 et 3 9 = 1 1 4 - 5 . 1 2 * : 

i i = ( — 2)2 4- 7 ( — 1 )2 et 11 = 3 4- 7 . 4 • 

Si l 'on prend ¡5 avec le signe 4- sous le radical , la for-

mule (3) devient 

( 4 ) 

et ne donne des valeurs commensurables de u que pour 

les valeurs de £, 

= 3, 9> *9> 33, 5 i , A 99» 

= 0, -
1 

2 

1 

- 3 ' 

1 I 1 

" 6 ' 
1 

— 
2 

1 

3' 

1 

r 

1 

5 ' 

1 

6 ' 

I 
—5 
7 

l 

8 ' 

parmi lesquelles il ne se rencontre qu'une seule valeur 

entière de u, savoir u = — 1, correspondante à i = 9, 
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valeur à ajouter à celles déjà trouvées, de telle sorte qu'il 

n'existe, en résumé, que six valeurs de i , parmi l ' in-

finité de celles qu'il peut recevoir, pour cliacune des-

quelles le système des équations 

y — x2 -\-t (x -h i)% j 2 — z2 -h t(z± i )a 

admette une solution en nombres entiers X, z et y, et 

ces valeurs de t sont t = i , 2, 4> 5, 7 et 9. Il faut re-

marquer, en outre, que, dans chacun de ces cas, lasolu-

tion est unique, comme je l'ai déjà fait voir dans l'article 

précité des Nouvelles Annales pour celui de t = 1, et 

par des motifs analogues. En eilet, d'une part, la simili-

tude des valeurs dej* et de y2 par rapport au multipli-

cateur t du second terme a cette conséquence, qu'une ou 

plusieurs solutions nouvelles de la question ne pour-

raient se rencontrer que parmi les décompositions de y2 

d'une espèce inférieure à la dernière (E„) d'où provient 

celle déjà obtenue, tandis que, d'autre part, la seconde 

condition, savoir qu'il n'y ait entre z et r qu'une seule 

unité de différence, ne saurait se présenter dans aucune 

de ces décompositions 5 car leur caractère commun con-

siste en ce que ces deux nombres ne sont plus premiers 

entre eux dans la valeur de y 2 , qu'ils ont un facteur 

commun, et que par conséquent la différence entre u et v 

ne pourrait, comme cela est exigé ici, être égale à 

l 'unité. 

Ce résultat, digne de remarque, vient à l'appui de 

l'observation déjà signalée par M. Lucas, qu'une équa-

tion indéterminée du quatrième degré à trois inconnues 

(à laquelle peut se réduire le système ci-dessus), qui 

admet une solution en nombres entiers, n'en admet 

très-souvent pas d'autre, contrairement à ce qui a lieu 

pour l'équation du troisième degré, où une première so-

lution en entraîne une infinité d'autres. 
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Si l'on admet les valeurs fractionnaires de M, la for-

mule (4) en donne une infinité, correspondantes par 

paires aux valeurs admissibles de £. 

Pour terminer, je donnerai une application de la for-

mule (3) au cas où a est différent de ¡3. Soit, par-

exemple, 

a = 3, p = 5 . 

Les seules valeurs admissibles de t sont alors 

T = Z 3 , I O , 19, 3 O , 4 3 , 5 8 , 7 5 , . . . 

si Ton prend ¡3 avec le signe — sous le radical; et 

t — 3 , 5 , 29, 3 5 , . . . 

si l'on prend ¡3 avec le signe -f- sous le radical. 

Les valeurs correspondantes et conjuguées de u sont, 

relativement à la première suite, 

1 2 1 2 1 1 1 2 r u = _, _ , . . . , 
3 7 4 9 5 1 1 B I 3 7 

et 
2 1 2 1 2 » u — , — 2, — 1, — - , — - , — - , , — - , . - . , 
3 2 5 3 7 4 

où se trouvent les seules valeurs entières u = — 2 et 

1/: == — 1. 

Les valeurs de z*, relatives à la sec onde suite, sont, 

7 R 4 1 

o 1 7 2 

26 7 
« = » - 7 . - - » - g ' 

où l'on rencontre deux nouvelles valeurs entières de u, 

savoir m = 1, u = — 7. 

On vérifie, par exemple, que, pour /: = 10, dans la 

première suite, et u — 2, on a 

y — ( — 5 : 2 -4- 1 0 ( — = 6 5 
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e t 

2 2 — 2 

y 2 15 -4- 10.20 = 65, 

ou les conditions x = u — 3 et u = z + 5 sont o b -

servées. 

Pour i = 5 e t u = — 7 , dans la seconde suite, on a 

de même 
j r = ( _ IO)2 -f- 5 . ( — 7)2 = : 3 4 5 

et 

y2 = i 4 5 3 - h 5 . 1 4 0 = 3 4 5 , 

où x = u — 3 et r = z — 5. 

Dans cet exemple, comme dans plusieurs de ceux qui 

précèdent, on évite l 'apparence des solutions négatives, 

en admettant que les conditions u — x -h a , v = z —î— /3 

signifient simplement que la différence e n t r e r et u et 

entre z et v soit respectivement a et (3 en valeur absolue, 

sans impliquer que u x, ni v z. La dernière solu-

tion, par exemple, devient ainsi 

y — io2 H- 5. 72, r2 = i45 - t - 5 . i 4 o . 

Le sujet que je viens de traiter dans cette Etude com-

porte beaucoup d'autres développements, mais j e dois 

me borner pour le moment à en avoir indiqué les traits 

caractéristiques. 

Nota. Page 424, ligne g, au lieu de « les deux solutions », lisez « deux 
des quatre solutions. » 

SUR LE SYSTÈME DES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 
x~ — A ) 2 = u% x1 - f- A j e — i'2-, 

PAR M. ÉDOUARD L U C A S . 

O n â tout d'abord le théorème suivant : 

Pour que le système indéterminé 

( 1 ) jc" — Ajr ™ x2 -f- A y2 ~ ** 
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soit vérifié par une série indéfinie de valeurs entières 

des inconnues x,y, w, v, il faut et il suffit que A appar-

tienne à la forme 

( 2 ) A = >O^U(>O + — "0)9 

que Von peut supposer débarrassée de ses facteurs qua-

dratiques. 

En effet, en ajoutant membre à membre les deux équa-

tions du système ( i ) , o n a 

et Ton doit poser 

u v a — T- v i : 
—y —K—F-ly — — = 2>of*o, _ > ; 

et p0 désignant deux nombres quelconques, premiers 

entre eux, l'un pair et l'autre impair 5 on en déduit la 

solution initiale 

1 -H.f*;, • . - * 

« « — y-l Vu Il — y. J — 2/Q M-o, ' * : 

et, par suite, 

Ainsi le théorème est démontré ; on sait d'ailleurs que 

le nombre A est dit congruent, et représente l'aire d'un 

triangle rectangle, dont les côtés entiers ont pour lon-

gueurs 

Notre but est d'indiquer comment on peut parvenir à 

résoudre complètement le système proposé, pour les var 

(¥) Recherches sur les ouvrages de Léonard de Pi se, Ch . I I . 
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leurs de À données par la formule (2). Nous observe-

rons, à ee sujet, qu'il est nécessaire, pour traiter généra-

lement la question, de connaître la décomposition de A 

en ses facteurs premiers. On sait, en effet, que Lagrange 

a ramené la résolution des équations quadratiques indé-

terminées à des équations delà forme 

x~ — y3 A z2, 

et que celte résolution est liée à la connaissance des fac-

teurs premiers de A . Inversement, nous montrerons 

ultérieurement que la décomposition d'un nombre 

donné A , en ses facteurs premiers, se trouve notable-

ment simplifiée par l'essai direct de la résolution de 

l'équation 
x2 — y - - - A, 

au moyen de la considération des résidus quadratiques. 

Nous ferons voir que, par cette méthode, imaginée par 

Aurifeuille, et que nous avons perfectionnée, il est pos-

sible d'arriver plus rapidement à la décomposition de 

nombres de seize et de dix-luiit chiffres qu'à celle des 

nombres de huit et de dix chiffres, par l'application des 

anciennes méthodes. 

Par conséquent, on ne doit voir dans la présente Note 

que l'indication de la marche à suivre, pour résoudre 

complètement, pour toutes les valeurs numériques de A, 

décomposé en ses facteurs premiers, le système des équa-

tions proposées. On tire de la seconde des équations (i) 

( v -f- x ) ( p — x) = A y2 ; 

donc, en désignant par a et ¡3 deux nombres entiers dont 

le produit égale A , et pare e t f deux indéterminées, on 

aura 
V -H X 2 A C 2 , V — X z.2 y 2 C/*, 
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et, par suite, 

* = — p / % 9 = a e ' - f - p / 2 , yz=2ef. 

En portant ces valeurs dans la première des équations 

proposées, 011 arrive à la condition 

(ae' — 3p/2)2 — «2 = 8p2/4. 

Désignons par |3± et (32 deux nombres positifs ou né-

gatifs, dont le produit est égal à ¡3, par g" et h deux nou-

velles indéterminées, nous tirerons de la condition pré-

cédente 

( 4 ) = ( /= fi*. 
Premier cas. — Si l'on prend, en même temps, les 

signes supérieurs dans les équations (4), on en déduit, 

par addition, après avoir remplacé f par gh et ¡3 par 

Pi P., 

désignons par <xx et a2 deux nombres entiers dont le 

produit égale a, et par p et q deux nouvelles indé-

terminées ; nous poserons 

e=pq\ 
et, par suite, 

(5) a,/?2 — p2/*' = p ^ 2 , a,/>2 -f- p2/r = a2<y2. 

Ce système est vérifié pour des valeurs égales des indé-

terminées g , /i, p , lorsque l'on suppose 

a, — >0, p2 = P09 pi = — y<07 a3 ~ "Xo -4- p-o ; 

il est facile de déduire de ces valeurs la solution initiale 

Ami. de Rîalhémat.,2e série y t. XVII. (Oct. 1878.) 2 9 
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(3 ). En général, une solution quelconque du système (5) 

donnera une solution du système proposé, et, par suite, 

une série indéfinie, comme nous allons le montrer. 

Si Ton fait, dans le système (5) , 

le système (5) coïncide avec le système proposé; par 

conséquent, d'une première solution [oc^y^ u, y) du sys-

tème ( i ) , on déduit une série indéfinie de solutions nou-

velles ( X , Y , U, V ) par les formules 

[ 1 \ v = + u = /<« — a * « . 

En désignant par x0, x^ ..., xn les valeurs suc-

cessives de x, on voit que ces valeurs sont des poly-

nômes en 1 de degré 2, 8, 32, . . . , 22"+ 1 . 

Second cas. — Le système (4) donne de même, avec 

les signes inférieurs, 

2 M 2 - = 
Î? = pq, 

et, par suite, 

p2/i2 — a,/>2 = a,?2, p,A2 -+- a,/?2 = 6,£2. 

On arrive ainsi à un système analogue au système (5). 

Par conséquent, on décomposera A en un produit de 

quatre facteurs, de toutes les manières possibles, et l 'on 

aura un certain nombre d'équations de la forme (5) ; 

plusieurs d'entre elles seront reconnues impossibles, 

par non-congruence \ d'autres seront possibles. Soit 

Mp2 — N/Î2 = P#2, Mp> 

un tel système admettant la solution (go* p0? ) 5 0 1 1 
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posera 

Mplr=, l , N / l l ^ a , P Q q l ^ >. + y., 

et l'on aura 

Il nous reste donc à considérer le système général 

i 
( kp2 -j- un* = <77% 

dans lequel nous désignons, pour abréger, X — y par p 

et X -f- y. par <7. On résout la première équation du sys-

tème (7) , mise sous la forme 

\ P -f- u J 1 ' \p -f- u J 

par les formules 
p — (X.r' -h pts% 

h — rj.i r2 — pts2 -+- 9.prs, 

g — y.tr2 — p,.v2 — ?.urs, 

dans lesquelles p, = pu. En portant ces valeurs dans 

la seconde des équations (7), on obtient la condition 

Mf*»'"2 "+" P'53)2 + Mf*'7*2 ~ P'*2 + ^prs)2z=z rjr/2, 

ou bien 

<7(y,/2 -f- p,j2)2 -h p.^2) -f- 4 ( p — ^ ) — 

ou, en posant s = gs\ 

(y.,r2 -f- Zpprs' — p,<jV2)2 -h 8\2y.pr2s'2 = q\ 

On déduit de l'équation précédente 

q zh [ «1 r* H- ipyrs' — p, crV2) z= 2p2 

q qp ( w, H 4- 2 pu.rsf — p, g2 /2 ) 4 
/•/ = n»/, 

2y. 
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en désignant par pt et deux nombres tels que 

p? y-2 = pp, 

et par w et t deux nouvelles indéterminées; on en tire 

(8) plr7 -f- 2pars' — p, <rVJ = ± (p7w2 — i u2Vt2). 

Posons w = rar, sf = mt, il vient, en prenant le si-

gne -f-, 

m2[p2r* -h p:(rU7) — 2 pp.rtm = p,/-2 -+- ip.2l2t2 ; 

pour que la valeur de m soit rationnelle, on doit faire 

p, -h 3ty-par2*2 H- 2p, ^a2!2^ = H2 , 

et l 'on a 

o u v r i r H 
/w = — 

p2 r2 - f - p, a-2/' 

O n peut écrire l'équation de condition sous la forme 

(p2pt ,r2-f- A f 2 ) ( p 2 t / , r 2 - 4 - 2 Ai 2 ) z ^ p ^ H 2 , 

et la séparer, de diverses manières, en deux autres for-

mant un système analogue au système (5)*, on traitera 

ces différents systèmes de la même façon que précédem-

ment. En faisant plus particulièrement p2 = f-i = i , on 

a, en désignant par a et b deux nouvelles indétermi-

nées, 

r 3 -t-At 2 = a2, 

/2 -h 2 A t ' = b2, 

ab — H . 

Par suite, on obtient 

a'1 — kt2 =z r1 y a2 -f- A t2=zb2; 

c'est un système identique au système proposé. Par con-

séquent, d'une solution x} y, H, v du système 

x2 — Ay2 — a2, x* AyJ= p2, 
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on déduit deux nouvel/es solutions X , Y , U, V , par les 

formules 

Ces formules donnent des solutions distinctes de celles 

qui sont fournies par les équations ( 6 ) ; d'ail leurs le 

second cas conduirait aux mêmes formules. 

P o u r certaines valeurs de A , les formules (6) et (g) 

résolvent complètement le système ( i ) , et par exemple 

pour A = 6. On traite ainsi complètement ce problème 

de Fermât : 

Trouver tous les triangles rectangles dont l'aire soit 

six fois celle d'un carré. 

Ces formules résolvent aussi complètement le système 

( 7 ) , pour le problème de Beha-Eddin, que l 'on ramène 

au système 

ainsi que nous l'avons montré précédemment (*). 

Remarque. — E n prenant le signe — dans la for-

mule (8) , on arrive à des systèmes analogues au sys-

tème ( 5 ) . 

( n r - u7 -f- ppay2 ; 

Î
' p — n2u2 -h tipa2 m2 y7, 

q -- m2u2 -+- 2pp\2 n2y2, 

j g n2u2 — ppT?/72Jj3 — ipvmn uy, 

\ h z= n2u2 — r/per3 m2y7 4- 2 pemriuy; 

I X = l<jp2q2 — HP g* h*, Y = ïghpq> 

( V =zzl(rp2q2 H- Wg2h\ U = p2g' — i ^ h * . 

(*) Voir tome XV, page 35g. 
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. NOTE SUR QUELQUES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 
DU TROISIÈME DEGRÉ ; 

P A R M. S . R E A L I S. 

On sait que, si une solution de l'équation 

x* y* = 9 z3 

est donnée par les valeurs x = : a , y = ¡3, z = y, on aura 

de nouvelles valeurs dea: , y , z au moyen des formules 

. r = a ( a ; , + 2p3), 

s = y ( a * - p>). 

Cette seconde solution en donnera une troisième; de 

celle-ci en résultera une quatrième, et ainsi de suite, à 

l ' infini. 

En partant de la solution évidente a = i,(3 = 2 , y = i , 

on peut donc assigner une suite indéfinie de systèmes de 

valeurs entières de x , y^ z vérifiant l'équation pro-

posée. Cependant rien n'indique que l'équation soit 

complètement résolue de la sorte, et notamment, comme 

le remarque M. E . Lucas, il ne résulte de là aucun sys-

tème comportant une valeur paire de z . De telles solu-

tions existent pourtant, puisqu'on peut faire, par 

exemple, x = 919 , y = — 271, 2 = 438 (voir les Nou-

velles Annales, année 1876, p. 83). 

Or , la remarque que nous voulons placer ici, c'est que, 

dès que l'on a a3 -H /33 = 9 y3, on satisfera également à 

l'équation considérée, en posant 

/ j: — 2 a 2 — 4 a [ 3 - h 9 p v — 97 2 , 

(2) } y = z 2 p — (3a -f- 9 aY — 1 ̂ 7% 

( z — 2 a2 — 4 a7 — 7? P3* 
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Nous ne donnons pas ici la déduction de ces formules, 

dont l 'exactitude peut être facilement vérifiée à poste-

riori. 

D'après cela, ayant obtenu, au moyen de la solution 

initiale et des formules ( i ) , les valeurs 

a — 17> P = — 7 — — 7 » 

nous obtiendrons de suite, par les expressions ( 2 ) , les 

nouvelles valeurs 

# — 2757, y— — 8i3 , z = 13i4 > 

ou plutôt, en ôtant le facteur commun 3, 

x = 9l9> y = —27l> 2 — 438. 

C'est la solution mentionnée ci-dessus. 

E n général, on n'aura qu'à s'appuyer sur un cas par-

ticulier, où ¡3 soit un nombre pair et y un nombre 

impair , pour être assuré que les formules (2) fourniront 

des valeurs impaires pour x et y, et une valeur paire 

pour z. Ces valeurs, il est superflu de le dire, devront 

être débarrassées des facteurs impairs qui pourraient leur 

être communs. 

2. Considérons maintenant l 'équation 

Une solution connue x = a , y = |3, z = y en amène 

une autre à l'aide des mêmes formules (1) qui servent 

pour l 'équation considérée précédemment. Il arrive ici 

de même, comme le remarque encore M . Lucas, que la 

résolution n'est pas complète; en effet, en partant des 

valeurs initiales a = 2, ¡ 3 = — l ' a p p l i c a t i o n des 

formules (t) ne conduit à aucun système de valeurs où 

z soit un nombre pair. 
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Cela nous fournit l'occasion de proposer les nouvelles 

formules 

Î
x — 2a2-+- —• 7 p7 — 77% 

y — 2p2-h pa — 7a7 + l47% 

2 zrz — 2a2 H- 4 <*7 7p 4- p2, 

par lesquelles on résout également l 'équation donnée, 

a , |3, y constituant la solution a 3 - j - — 77®. Ces rela-

tions, faciles à vérifier, remplissent manifestement le 

but de conduire à une valeur paire de z , et à des valeurs 

impaires de x et jy, lorsqu'on prend a et y impairs , et 

/3 pair. 

Exemple. — A u moyen de la solution initiale, les 

formules (1) donnent a = i5, (2 — 12, 7 = 9 : avec ces 

valeurs, les formules (3) donnent à leur tour 

x — — i53, y := 657, z = 342, 

c'est-à-dire, en supprimant le facteur commun 9, 

— 1 7 , J — 7 3 , 2 — 3 8 ; 

solution citée par M . Lucas. 

3 . Maintenant, a-t-on, dans ce qui précède, la solution 

complète des équations considérées? Il se peut qu'i l en 

soit ainsi, mais nous n'avons pas de preuve à en donner; 

i l convient d 'ajouter , d 'ai l leurs, qu'il existe d'autres 

formules de solution pour ces équations, en outre des 

systèmes (1), (2), ( 3 ) . A la rigueur, on n'a pas même le 

droit d'affirmer d'avance que les procédés indiqués four-

nissent un nombre indéfini de solutions distinctes. Il 

pourrait être objecté, en effet, que, une fois arrivés à 

certaines valeurs de x , y , z , la suppression des facteurs 

communs à ces valeurs ramènera les solutions précé-

dentes, sans qu'i l soit possible d'aller plus loin. Mais il 
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nous suffira d'avoir mentionné ces questions, auxquelles 

il est peut-être assez difficile de répondre. 

Ajoutons, en terminant, que tout ce qui précède peut 

être généralisé, en l 'appliquant aux équations de la forme 

ax? -h by3 = ¿'z3, 

et à d'autres équations indéterminées du troisième degré, 

toutes les fois qu'elles admettent des solutions entières. 

Nous pourrons revenir sur ce sujet. 

FOYERS DES SURFACES DU SECOND ORDRE ; 

PAR M . A . H A I L L E C O U R T , 

Agrégé de l'Université, Inspecteur honoraire d'Académie. 

L E M M E . — Pour que le polynôme 

ax? -f- a y2a"z2 

4- 2 b y z 4- 2 b'zx 4- 2b" xy 2 e x -f- 2 c ' y 4- ic"z 4- d 

soit carré parfait, les conditions nécessaires et suffi-

santes sont 

abz^b'b", a'b'z^b"b, a"b"=zbb', bc = b' c' = b"c", 
3 bb'b"cl bc.b'c' 4 - b'c'. b"c" 4- b"c". bc. 

Pour que ( x , y, z) soit foyer de la surface 

A X 2 4- À ' Y 2 4- A , / Z 2 4 - 2 B Y Z 4 - 2 B / Z X 

-f- 2 B , / X Y 4 - 2 C X 4 - 2 C , Y 4 - 2 C , / Z 4 - D = o , 

il faut que 

( A — .v)X24- ( A ' — s)Y2-h ( A " — s)Z2 -+- 2 B Y Z 4- 2 B ' Z X 

4- 2 B " X Y 4- 2 ( C 4- X 4- 2 ( C '4- sy ) Y 

4- 2(C//4-ÎS)Z 4- D — s[x2-\- y2 z2) 

soit carré parfait. 



( 458 ) 

Le lemme donne donc pour équations de condition 

(1) ( À - Î ) B - B ' R " , ( A ' — J)B' = B"B, (A"— ¿) B BB'. 

(2) B(C -4- sx) = B'(C'-f- sy) B"(C"-f- sz). 

1 ' > -+-B'B"(C'-I-j.r) (C"-WZ) 

-4- B*B (C"-+- sz) (C -+• sx) = 3 BB'B"D. 

Comme de (1) on tire 

1 « = 

on voit que la surface est de révolution et que la valeur 

de s est la racine double de Y équation en s. Désignons-

la par 50, et par î j la racine simple. De là 

P R E M I E R CAS. — Surfaces douées d'un centre. 

En transportant l 'origine au centre (a, (3, y), ce qui 

donne pour terme tout connu 

Di — D - f - C a - 4 - C ' p - h C'y, 

les équations (2) et (3) se réduisent respectivement à 

(5) B . r 1 = B ' t r 1 = B"31, 

1 ' { -4- 520 (B' B"y,z, 4- B"Bz,.r, -4- BB'.r,yx) — 3BB'B"D,, 

d'où 

B j , = B'/, = B''^, r=: : 
j BB' B" Ut 

~ 1 / / B'B" B"B BB'\ * 
V H ' ^ - T - ^ - B ^ B V 

En ayant égard à l 'équation (a), on a donc, pour les 



(F) B ( * - « ) = B ' ( r - p ) = B > - 7 ) = ± ^ ? ^ p L 

BB'B/; est de même signe que 

B'B" B"B BB' 

la quantité sous le radical a donc le signe de 

Cette remarque suffit pour prouver que : 

i ° L'hyperboloïde de révolution à une nappe n'a pas 

de f o y e r ; 

2° L'hyperboloïde de révolution à deux nappes a deux 

foyers, situés sur l 'axe transverse; 

3° L'ellipsoïde de révolution autour de son grand 

axe a deux foyers, situés sur cet axe. 

S E C O N D C A S . — Paraboloïde elliptique. 

Eu introduisant une inconnue auxiliaire de (2) on 

Éliminons x, y , z entre (7) et (3) . Le coefficient de t9 est 

Mais ici Si = o. L'équation en t tombe donc au premier 

tire 

( 7 ) 
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degré. Elle donne 

__ C' -+- C " C " 2 — D.y0 

' ~~ â70 C C (? ' 
— I 1 

B B' B" 

d'où, pour les équations du foyer, 

/ B ( J 0 * + C ) = B ' ( S 9 C ) = B " ( Î 0 * - H C " ) 

/pv J I O-±-Cf>-+-C'"-Ds0 

| ~~ 2 9 (J . 
( B + B ? + B" 

Si l 'on remplace D par D -f- 5/'2, c'est qu'au lieu d'un 

foyer on cherche une sphère focale de rayon /'. Une dis-

cussion, qui ne présente pas de difficulté sérieuse, montre 

que : 

i ° T o u t parallèle d'un hyperboloïde de révolution à 

une nappe est la courbe de contact d'une sphère focale 

avec la surface. 

2° T o u t point pris sur l 'axe transverse de l 'hyperbo-

loïde de révolution à deux nappes, mais non situé entre 

les foyers, est le centre d'une sphère focale enveloppée 

par la surface. Il en est de même de tout point situé 

entre les foyers d 'un ellipsoïde de révolution autour de 

son grand axe. P o u r le paraboloïde ell iptique, i l en est 

encore de même de tout point de l 'axe situé au delà du 

foyer par rapport au sommet. 

3° Si l 'ellipsoïde est de révolution autour de son petit 

axe, tout point de cet axe est le centre d'une sphère en-

veloppant la surface, et telle que la puissance, par rap-

port à la sphère d 'un point quelconque de l 'ell ipsoïde, 

est, en grandeur absolue, le carré d'une fonction linéaire 

de ses coordonnées. C'est ce qu'on pourrait appeler une 

sphère focale à puissance négative. 

S C O L I E . — Pour les courbes du second ordre, la même 
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méthode conduit, simplement aussi, à des expressions 

qui fournissent les coordonnées des foyers ; mais, dans 

ces expressions, il y a des radicaux dont le signe doit 

être déterminé dans chaque cas particulier. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
(ANNÉE 1 8 7 8 ) . 

Composition de Mathématiques. 

On donne une droite D dont l'équation, par rapport 

à deux axes rectangulaires O x et O / , est 

x y 
- + 

P H 

On considère les différentes coniques qui, ayant pour 

a x e s 0 . r et O y , sont normales à la droite D. Chacune 

d'elles rencontre cette droite en deux points; en ces 

points on mène les tangentes à la conique. 

Trouver l 'équation du lieu du point de rencontre de 

ces tangentes. Démontrer : 

i ° Que ce lieu est une parabole; 

2° Que la distance du foyer de cette parabole à son 

sommet est le quart de la distance du point O à la 

droite D. 

On construira géométriquement l'axe et le sommet de 

la parabole. 

Géométrie descriptive. 

O n donne un losange A B C D dont la diagonale A O C 

est égale à 20 centimètres, et la diagonale BOD à 12 cen-

timètres. Le plan du losange est horizontal et situé à 
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3 centimètres au-dessus du plau horizontal de projec 

l ion. Le côté A B est situé dans le plan vertical de p r o -

ject ion. 

Le losange, en tournant autour de la diagonale A C , 

engendre un double cône. L e cercle circonscrit au 

triangle C O D , en tournant autour de A B , engendre un 

tore. 

O n demande de représenter le double cône, supposé 

plein et existant seul, en supprimant la partie de ce 

corps située au-dessous du plan horizontal de projection, 

ainsi que la partie comprise dans le tore. 

On indiquera à l 'encre rouge les constructions rela-

tives à la recherche d'un point quelconque de la ligne 

commune au tore et à l 'un des cônes et de la tangente à 

cette l igne. 

Composition de Calcul numérique. 

Etant donnés, dans un triangle A B C , deux côtés et 

l 'angle compris, savoir : 

a = 35960,18, 

b — 98712,97, 

trouver les deux angles A et B , le troisième côté c et la 

surface S. 

CORRESPONDANCE. 

Lettre de M. D. Marchand, Curé de Notre-Dame, 

à Pon toise. 

« Permettez à un simple arithméticien de vous adres-
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ser la réponse à une question posée par M . Realis, dans 

les Nouvelles Annales de Mathématiques (livraison 

du mois d'août 1878) . 

» La question est ainsi posée : Le carré de tout nombre 

impair, divisible parZ, est la différence de deux nombres 

triangulaires premiers avec 3. 

» Cette proposition est le corollaire d'un théorème 

plus général, que j 'énonce ainsi : 

» Deux nombres consécutifs étant donnés, le premier 

pair (2/1) , le second impair (2 11 - h 1) \ si l 'on fait, d'une 

part, le triang a moitié du nombre pair, et, 

d'autre part, le carré du nombre impair , on obtient 

deux produits dont la somme est égale à un nombre 

triangulaire (*) . 

» Par ce m o y e n , on a deux nombres triangulaires 

dont la différence est le carré d'un nombre impair 

donné. 

» Sur ce qui précède il y a des remarques à faire : 

)> i° Le second nombre triangulaire ^ 

est évidemment premier avec 3, quel que soit le nombre 

impair considéré (2 n -+- 1). 

)> 20 La différence entre les bases triangulaires 3 n - f -1 

et n étant 2 n H- 1, i l en résulte que, si le nombre impair 

2/z-f-i est divisible par 3, la base n est nécessairement 

égale à un multiple de 3, -+-1 ; par conséquent, dans ce 

cas, le premier nombre triangulaire e s t , comme le 

second, premier avec 3. 

» T e l l e est, monsieur le Rédacteur, ma réponse à la 

question de M. Real is . » 
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M . Moret-Blanc observe q u o n a identiquement 

, ( 3 / ? ' 4 - I ) ( 3 « 2 4 - 2 ) [ Z r i 1 — 2 ) ( 3 / 2 a — T) 
q n2 — : 
77 1 2 

ce qui démontre le théorème de M. Realis . 

La restriction que le carré soit impair est inut i le ; 

l ' identité précédente démontre que : 

Tout carré divisible par 3 est la différence de deux 

nombres triangulaires premiers avec 3. 

M M . Lez, Pisani et Sondât nous ont adressé des solu-

tions de la question 1255, résolue (n° de septembre, 

p. 34o) . 

La question 1221 a été résolue par M. S. K. , à Vienne. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1 1 9 4 

( voir 2* série, t. XV, p. 144); 

PAR A.-J.-J. MEYL, 

Ancien capitaine d'artillerie, à La Haye. 

Une pile de boulets à base triangulaire ne contient 

un nombre de boulets égal au carré d'un nombre en-

tier que lorsqu'elle en contient sur le côté de la base 

1 , 2 0« 48. 

Soit n le nombre de boulets d 'un côté de la base, l ' é -

* ' j *(/? 4 - 1 )(»-+-2) ~ 

quation a résoudre sera — g-* 1 Q . On sup-
posera : 

i ° Q u e n est un nombre pair 2 m . L'équation devient 
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2//Î (?./;/ -I- l) (2/» -'-9.1 _ , . . 
g = {J % et , en écartant le facteur 

carr é 4 du premier membre, 

m {9. m -f- t) (m + 1) 
- — Q\ 

Or , dans la solution de la question 1180 (2e série, t. X V I , 

p. 429)> M* E. Lucas a démontré que les seules valeurs 

en nombres entiers pour m, dans cette dernière équa-

tion, sont m = 1, m = 24. Par conséquent, on a n = 2, 

// = 4 8 . 
20 Que 72 est un nombre impair. Il y a trois cas à con-

sidérer selon que n. /?-f- 1 ou n -f- 2 est divisible par 3. 

Pour plus de facilité, on remplacera n, dans ces trois cas 

respectivement, par 6m-h 3, 6m — 1 ei6m~hi. 
Soit n divisible par 3, d'où n - - 6m -f- 3. L'équation 

à résoudre est 

(6m + 3) (6m -f-4) (6m-4-5) ^ 6 Q 2 , 

o u 

(2/7/ -f- i ) ( 3 w H- 2) (6m -f- 5 ) = Q 2 . 

Les facteurs du premier membre étant premiers entre 

eux, on doit avoir 

2/k -!- i = x2, 3m -4- 2 — 6/7/ -h 5 — z2; 

des deux premières équations on tire 

3 x 2 i - I : : 2 J % 

équation impossible pour 

J = ( — I , o, H- 1 ) (mod. 3 ) . 

Si 7i -h 1 est divisible par 3, on a n = 6m — 1. L 'é -

quation devient 

(6w — i)6m(6m -f-1) = 6Q2, 

Ann. de Matkémat2e série, t . XVII. (Oct. 1878.) 3 o 
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et, comme plus haut, 

6 m — i m 6 m = 6 y 2 > 6m 4 - i = z2, 

les deux premières donnent 

impossible pour 

./• ^ — (, o, -f- i ; (mod. 3). 

Soit n H- 2, divisible par 3, ou n = 6 m -h i , on a 

l'équation 

[6 tu -4- î) (6w -t- 2i (6m -h 3 --- 6Q2; 

par conséquent, 

6/W -f- I - r X2, 6/« -f- 2 ™ 2 j?'2, 6w H- 3 3 22 ; 

d'où 

(i) x2-h i ~ 2 2j--hi~~3z2, A,2-h2 —3 32; 

il s'ensuit 

( 2 ) 3 z1 f\ y2 — x2 = ( 2 j -1- x) ( 2 y — .r) . 

Comme x,ye\z sont premiers entre eux, les facteurs 

i y x et 2 y — x , dont la somme est 4jK et la diffé-

rence ix, ne peuvent avoir d'autre diviseur commun 

que 2 ; mais, x étant impair, ce diviseur n'existe pas ; 

donc 2 y - h x cl 2 y — x sont premiers entre eux. On 

peut donc poser 

Z=zpq, 3 / > 2 , 2 y — X z=z 

Les valeurs de x,y et s , obtenues de ces équations et 

substituées dans une des équations ( 1 ) , donnent l 'é-

quation 

9// — I 8 ./>27v -h <•/'" ~r 8 = o ; 
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en la résolvant par rapport à />", 011 a 

2 « - 2 
p> = q"±.-sj<2.(q* — i) — l)-

Les faeleurs sous le radical ne peuvent avoir d'autre 

diviseur commun que 2, puisque <7, comme diviseur de 

l ' impair z, est aussi impair. On peut donc mettre ce ra-

dical sous la forme 

— 2 _ T 
V , b x V x T " ' 

dont les facteurs ^ et ^ ^ * sont entiers et premiers 

entre eux. 

Pour que p s soit rationnel, il faut que l'expression 

sous le radical soit un carré parfait, ou qu'elle s'annule; 

le premier cas est impossible, puisque q2 — î n'est j a -

mais un carré; le deuxième n'est possible que pour 

< y 2 — i . Par l à , on a successivement = = i , 

x ~ y = z = i , m = o et enfin n = i . Ainsi on ne 

peut trouver pour n que les valeurs i , 2 et 48. C'est ce 

qu'il fallait démontrer. 

Note du rédacteur. — Les facteurs 2y -+- x, 2y — x du second membre 
de l'équation ( 2 ) 

3 z" = ( iy h- a: ) ( 2y — .r ) 

étant premiers entre eux, on a 
Z ~pq, ly-^-x— o/j'y iy — x — q% 

ou 
z—pq, 1 y-ï-x—p*, 2JK — x =z 3 q'; 

mais cette seconde hypothèse conduit au même résultat que la première. 
La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

3o. 
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Question 1 2 5 1 

(voir a* série, t. XVI, p. 384); 

PAR M. S. REALIS. 

L'expression 6xj(3x* -h y2*), dans laquelle x et y 

sont des entiers différents de zéro, ne peut jamais re-

présenter un cube, ni le quadruple d'un cube. 

Soit , s'il est possible, 

6xy( 3«r< -4- J4 ) = 2mz% 

x , y, z étant des entiers différents de zéro, et m étant 

égal à zéro ou à 2. 

O n a, par identité, 

[6xy{ 3.*4 -4-y")]2 ™ X* H- Y3, 
où 

X = 3a« -4-6.r2 jr— 

Y — — 3:I,A 6.R2 R2 -F-

Il s'ensuivrait donc 

(imz*y — x 3 h - Y3, 
c 'est-à-dire 

équation impossible, pour m o ou m 2, quels que 

soient les signes des nombres entiers X et Y (*). ( E X I L E R , 

Analyse indéterminée, § 243 et § 247.) 

Note. — La même question a été résolue par MM. Moret-Blanc et 
Lucas. 

(*) L'équation xA -+- y3 — 2mz9 est impossible en nombres entiers pour 

toute valeur de ?n (Legendre, Théorie des nombres, é d . d e i83o, t . II, 
p. 9). Par conséquent, d'après l'identité 

[6xy(3x* -\-y* )]2 — X3 4-Y3, 
l'équation 6xy(3x4 4-;>''•) = 2mz3 est. de même, impossible pour toute 
valeur entière de m. (G.) 
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Question 1261 
(roir 2* série, t. XVII, p. 2.°gJ; 

P A R M . M I C H E L . 

On prend un point A sur un diamètre jixe d'une cir-

conférence donnée; soit A B C le triangle isoscèle d'aire 

maximum, tel que B, Csoient des points de la circon-

férence donnée, et que B C soit perpendiculaire sur le 

diamètre passant par A . Trouver Venveloppe de la 

droite AB quand A se meut sur le diamètre fixe. 

( L E M O I N E . ) 

Soient O le centre de la circonférence donnée ; D le 

point d'intersection du diamètre fixe et de la base BC du 

triangle ABC (*). 

En posant O D - - ,r, A O = OB r, la surface du 

triangle aura pour expression 

( a -f- x) \i rl — x7. 

On trouve facilement que cette surface est maximum, 

quand 
r7 — x7 — x ( a -h x ), 

c'est-à-dire quand BD = DO >< D A . I l en résulte immé-

diatement que l'angle BOD = ABD (**) . 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
(**) Cela étant, décrivez du point B comme centre, avec RO pour 

rayon, une circonférence qui rencontrera la droite ÀB et son prolonge-
ment en des points G, H, et tirez les deux droites rectangulaires OG,OH. 
Ces droites resteront invariables dans le mouvement supposé au point 
A, parce que les angles GOA, HOD, qu'elles forment, au point O, avec 
le diamètre fixe OA, de différents côtés de ce diamètre, sont con-
stamment égaux, chacun, à /|5 degrés. En effet, l'égalité BOD = ABD 
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Actuellement, abaissons du point O une perpendicu-

laire OE sur A B 5 soient O E = p , et l'angle E O D = a. 

En prenant pour axes de coordonnées le diamètre 

fixe donné et le diamètre perpendiculaire, l'équation de 

la droite A B est 

.rcosa - j - j s ina — p . 

On a d'ailleurs 

p — rcos BOE = — rcos 2 a , 

et l'équation de A B devient 

(1) .rcosa -f- ysina = — rc os2a; 

sa dérivée par rapport à a est 

(2) — x sina -f- j c o s a =r 2rsin2a. 

L'élimination de a entre les équations ( 1 ) et (2) , 

donnera l'équation du lieu cherché. 

donne 
ABO -+- BAO = - — BAO, 2 

ABO = - — 2 B A 0 ^ - — 2GAO. •2 2 

Mais l'angle ABO, ou GBO, étant l'angle au sommet du triangle iso-
scèle BGO, on a 

ABO = 7T — 2 BGO ; 
donc 

- — 2 GAO = 7T — 2 BGO : 
2 

d'où 
BGO = 7 H- GAO = GOA GAO, 

•i 

GOA = 7 = 45°, et HOD = 45°. 
4 

Par conséquent, la question proposée revient à trouver l'enveloppe 
d'une droite GH, de longueur constante, 2.0B, dont les extrémités 
<; et H glissent sur deux droites fixes rectangulaires OG, OH. Ce qui 
est une question doni la solution est bien connue. (G.) 
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De ces équations on tire 

( x -f- y )' ™ z-2 ( i — sin 2 a j% 

i.r — y f — /
2

( i -4- sin2a}% 

et par suite 

( 3 ) V\x - r y )7 -4- y [x —y)7 ~ 2 r1 (*). 

Noie. — Autre solution de M. Barbarin. 

Question 1265 
(voir 2* série, t. X V I I , p. 240) ; 

P A R M . M O R E T - B L A N C . 

Le cen tre d 'un cercle O de rayon constant se déplace 

dans son plan sur la circonférence d'un cercle fixe O'. 

Trouver l'enveloppe des polaires d'un point fixe P par 

rapport au cercle O. ( L À I S A W T . ) 

Solution analytique. — Je prends le centre du cercle 

fixe pour origine des coordonnées rectangulaires, et je 

fais passer l'axe O'x par le point P. Soient ci et a les 

rayons du cercle fixe et du cercle mobile, et a l'abscisse 

du point P . 

Les coordonnées du point O étant Î Z ' C O S 0 , a 'sinfl, 

l'équation du cercle O sera 

(x — rt'cosG)2 «h (y — a sinG)2 = àxy 

ou 

x2 -i- y2 — 2 a'x cos9 — la'y sin 9 H- a'2 — a- — O, 

et celle de la polaire du point P par rapport à ce cercle, 

a r — a' (.r -i- a)cos9 — rt'/sinO -h a12 — a2 = o, 

( * ) En prenant pour nouveaux axes de coordonnées les bissectrices 
2. 2 î 

des angles des a n c i e n s axes, l 'équation (3; se r é d u i t a x* -i-y* --- (2 r)* • 
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OU 

( I ) a* (.r -}- a ) cos 9 -h a1 y sin 9 — a.r h- a'* — a2. 

On obtiendra l'équation de son enveloppe en éliminant 6 
entre cette équation et sa dérivée par rapport à 0 

(2) — a ' ( x -f- a)sin0 4- a'ycosQ z=z o. 

En ajoutant membre à membre ces deux équations éle-

vées au carré, l 'élimination se trouve faite, et l'on a 

a'2{x + a)2 -+-• a2 y2 = a" — a*)\ 

ou 

(3) [a2 — ot})x2 ^r a,2y2 -h ia2txx -4 -a!'1 a2 — [a'2 

L'enveloppe est une conique symétrique par rapport 

à O ' P . La conique est une ellipse, une parabole ou une 

hyperbole, suivant que le point P est dans le cercle O', 

sur la circonférence, ou extérieur au cercle. Si P coïn-

cide avec O', le lieu est une circonférence concentrique 

à la circonférence O'. 

Solution géométrique. — T o u t e droite issue du point P 

rencontre le cercle Or en deux points réels ou imagi-

naires, d'où résultent deux cercles O, et par suite deux 

polaires parallèles, réelles ou imaginaires. L'enveloppe 

des polaires est donc une courbe telle que d'un point 

quelconque de l'infini on peut lui mener deux tangentes 

réelles ou imaginaires : elle est de seconde classe, et par 

conséquent une conique. 

Si le point P est à l'intérieur du cercle O', l'enveloppe 

a des tangentes reelles parallèles à toutes les directions : 

c'est une ellipse, qui se réduit à un cercle lorsque P 

coïncide avec O'. 

Si le point P est extérieur au cercle O', les tangentes 
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réelles de l'enveloppe sont perpendiculaires aux droites 

menées de Pdans l'angle T P T ' d e s tangentes au cercle O' : 

cette enveloppe est donc une hyperbole dont les asym-

ptotes sont perpendiculaires aux droites P T , P T \ Si le 

point P est sur la circonférence O', l'enveloppe n'a 

qu'une seule tangente à distance finie parallèle à chaque 

direction, et elle est tangente à la droite de l'infini : c'est 

une parabole. 

Dans tous les cas, l'axe O ' P est Taxe focal. 

Note. — La mémo question a été résolue par MM. Ferdinando Pisani ; 
C. Jugane, étudiant en droit, à Paris; E. Fauquenvbergue, maître répéti-
teur au lycée de Saint-Quentin ; Armand Bertrand, propriétaire à Azil-
lanet; Droz; Lez; Ed. Guillet; Lambiotte; Beaugey ; B. Robaglia ( à P h i -
lippeville); J . Chambon; Albert Lacazette et Numa Par ra , élèves au 
lycée de Bordeaux. 

La solution de M. Droz est entièrement géométrique. 
M. Bertrand résout cette question plus générale, dont les questions 

1211 et 1265, sontdes cas part iculiers: 
u On donne sur un plan un point fixe P et deux cercles O, A. Une cir-

conférence O', variable, dont le centre est situé sur la circonférence O, 
coupe orthogonalement le cercle A ; déterminer Venveloppe de la polaire 
du point P, par rapport à O'. » 

Question 1271 

{voir ?" série, t. XVII, p. ?8«); 

PAR M . ALBKRT L A C A Z E T T E , 

Élève du lycée de Bordeaux. 

On donne un plan (P) et une droite fixe (D) qui 

rencontre le plan en un point O. Par la droite (D), on 

mène un plan (7:) qui coupe (P) suivant une droite Om\ 

on élève sur O /w, dans le plan (71), une perpendicu-

laire Op. ; quel est le lieu de cette perpendiculaire ? 

(GEJNTY. ) 
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Solution géométrique. — Toutes les droites dont on 

cherche le lieu passant par un point fixe O, le lieu est 

un cône. 

Et l'on peut voir que tout plan parallèle au plan (P) 

coupe ce cône suivant un cercle. 

En effet, une génératrice O y du cône est donnée par 

l'intersection du plan (ÎT) et d'un plan perpendiculaire 

à la droite 0/?i, au point O. Les traces du plan (rc) et du 

plan perpendiculaire à O m sur le plan (P) sont des 

droites rectangulaires O/rc, O m' ; et il en sera de même 

des traces de ces deux plans sur tout plan (P ' ) , paral-

lèle à ( P ) . Donc, en nommant a, ^ et s les points aux-

quels le plan (P') est rencontré par les droites (D), Oja, 

et par la perpendiculaire O.ç, élevée au plan ( P ) , au 

point O ; l'angle syoc sera droit. Par conséquent, la sec-

tion du cône par un plan (P') parallèle au plan ( P ) est 

le lieu du sommet d'un angle droit dont les côtés pas-

sent par deux points fixes a et 5, c'est-à-dire un cercle 

avant as pour diamètre. 

Solution analytique. — Je prends pour axes des coor-

données trois droites rectangulaires ; la droite (D) dans 

le plan des axes xz, et le plan des x j étant le plan (P) , 

par suite, le point O est l'origine. 

Les équations de la droite (D) seront^- = o, x = mz, 

et l'équation d'un plan (t:), y -f- —mz) ~ o. La 

droite O m sera représentée par z ~ o, y -f- Ix = o. 

L'équation du plan perpendiculaire àO/w, au pointO, 

sera ly — x, et une droite du lieu aura pour équations 

Ajr —i .r, y — mz) ~ o. 

Eu éliminant on a y " x2 — mxz = o équation 

d'un cône qui admet pour génératrices la droite (D) et 
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l 'axe des z. L'une des directions des plans cycliques de 

ce cône est parallèle au plan donné (P) [*]. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Moret-Blanc ; A. Droz ; 
Fauquembergue; Lambiotto; Lez; J . Chambon ; Numa Parra, élève du 
lycée de Bordeaux. 

Question 1273 

(?olr a* série, t. XVII, p. 288); 

P A R M . E . F A U Q U E M B E R G U E , 

Maître répétiteur au lycée de Saint-Quentin. 

Si r représente le rayon du cercle inscrit dans un 

triangle, et p le demi-périmètre, on a p2^> 2.7r*. 

( D . E D W A R D S . ) 

On a 

[p — a){p — b){r> — c ) . 

la question revient donc à démontrer que 

/>3 > 27 (p — a)(p — b) [p — c), 

O U 

( n h c\ 3 

—~~3 ) > c — a ) \ a c ~~ b ) \ a b — c)-

Or on sait (Questions d"*Algèbre de M. Desboves) 

• que l 'on a 

abc > (b H- c — n ) ( a -f- c — b) (a -{- b — c ), 

et 
(a -j- b -!- <.,N 

3 
> abc ; 

(*) Et l'autre perpend'eulaire à la droite (IV 
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donc, a fortiori, 

a -¡- c — b) [a b — c) 

C . Q . F . D . 

iVoi<?. — M. Fauquembergue donne une seconde démonstration fondée 
sur cette proposition connue, que : 

De tous les triangles circonscrits à un même cercle, celui qui a le plus 
petit périmètre est équilaléral. 

La même question a été résolue par MM. Moret-Blanc, Sondât; Ferdi-
nando Pisani ; Eugène Delmas, élève du lycée de Lyon. 

Dans toute solution en nombres entiers de Véquation 

indéterminée 24x2 H- 1 — l e produit xy des valeurs 

des inconnues est toujours un multiple de 5. 

x,y étant des entiers qu'on peut supposer positifs, 

le chiffre des unités est un des chiffres suivants : 

Dans x2 o, 1, 4» 6, 9; 

Dans 24 4> 4i 6; 

Dans 24.^ - r 1 ou y2. . 1, o, 7, 1, 5, 7; 

mais le chiffre des unités d'un entier qui est un cari é 

parfait ne peut être 7-, donc le chiffre des unités de j 2 

est 5 ou 1. 

Dans le premier cas, le chiffre des unités dey est 5 ; 

Y est donc multiple de 5. 

Dans le second cas, le tableau ci-dessus montre que le 

chiffre des unités de x 2 , et par suite de X, est o ou 5 ; 

x est encore multiple de 5. 

Question 1274 

(voir a" sér ie , t. X V I I , p. 288); 
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Des deux valeurs correspondantes de x et de y, il y en 

a toujours une et une seule qui est un multiple de 5 \ 

leur produit est donc un multiple de 5. 

Note. — Autres solutions de MM. Réaîis; Moret-Blanc; Sondât. 

Question 1276 
(voir série, t. XVII, p. 33G ) ; 

P A R M . R . - W . G E N E S E . 

Soient A B C un triangle et O un point quelconque 

du plan ; démontrer que la puissance de O, par rapport 

au cercle circonscrit au triangle, a pour expression 

a2. O C B 4 - 6 2 . 0 A C H - c2. O B A 

ABC ' 

b, c étant les longueurs des trois droites O A , OB, O C , 

et les aires O C B , . . . recevant des signes convenables, 

suivant le sens dans lequel elles sont parcourues. 

( L A I S A N T . ) 

Le point O est le centre de gravité de trois poids 

posés aux points A , B, C , et proportionnels, respective-

ment, aux aires B O C , C O A , A O B (auxquelles il faut 

donner des signes convenables). 

Le moment d'inertie de ces poids, par rapport au 

centre S du cercle circonscrit au triangle A B C , est 

égal à 

B O C X O A 2 C O A X O B 2 -+- A O B X O C ' -I- A B C X O S 2 ; 

mais ce moment a aussi pour valeur 

B O C X S A 2 -h C O A X S B 2 -4- A O B X S C 2 , ou A B C X R 2 , 

en désignant par R le rayon du cercle; donc 

B O C X O A 2 -F- C O A X O B 2 -F- A O B X O C ' = A B C ( R ? — O S 5 ] ; 

le théorème est donc démontré. 
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Question 1 2 7 6 
(Seconde solution); 

PAR M . H . L E Z . 

Le cerc le , passant par trois points A , B, C , a pour 

équation générale 

or2 -f-r 2 .X X T 

x] X, r« I 

x \ X-1 y* I 

x5 X3 I 

En développant ce déterminant , on peut le mettre 

sous une forme qui rappelle le théorème de Feuerbach : 

1 X, y> X y i 

{**+?*) | x2 Ji 

i j 

- W + J i ) x2 y-i i 

i Xn Ys • 1 i 3 n i 

X r I ! X y 1 

-h rïi J3 I -(*', +xi) X, ï\ i 

X, j i I X, y2 i 

O r , si l 'on remplace les coordonnées courantes par 

celles d'un point quelconque D(a,j3) et qu'on divise par 

le coefficient de x 2 , on aura la puissance P de ce point 

par rapport au cercle circonscrit au triangle A B C . De 

plus, si ce point se confond avec l 'origine variable O 

des coordonnées choisies arbitrairement, 011 aura tout 

de suite 
r, y* i 0 0 I 

p. x2 J* * ¡1 -i- Ja I 

; 
x3 y* i i i y3 I 

O 0 i 1 O 0 I 

r ï) 
X{ 

Y* 1 

y* 1 ! 1 

Xt 

X, 

Yi I 
i 

y* » I 

ce qui démontre le théorème proposé. 
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Note. — La question 1270 a aussi été résolue par MM. Moret-Blanc et 

Ferdinando Pisani. 
Au sujet de cette même question, M. H. Faure nous écrit : 
« Dans mon recueil de théorèmes, relatif aux sections coniques, figure 

l'énoncé suivant (page n ) : On donne deux cercles A, B et trois points 
b, c sur le premier. Si l'on désigne par a, /3, y les puissances de ces 

points, par rapport au cercle B ; par y. et ¡j.' les puissances d'un point 
arbitraire m, par rapport aux cercles B, A, on a la relation 

a. mbc -f- 6. mca -b y. mab = abc (jtx — //.'). 

Or, si l'on suppose que le cercle B se réduise k un point et que l'on 
prenne le point m pour ce point, on obtient le théorème 1276, énoncé 
par M. Laisant. J'ajoute que mon théorème s'étend au cas de deux sphères 
A et B. en prenant sur la première quatre points arbitraires. 

Q U E S T I O N S . 

1288. Une parabole P , de paramètre constant, se 

meut dans son plan parallèlement â elle-même, de façon 

que chacun de ses points décrive une parabole P' de 

paramètre donné, dont l'axe soit parallèle a celui de la 

parabole mobile. Trouver l'enveloppe des polaires d'un 

point fixe donné, par rapport à la parabole P . 
Même question en supposant la parabole P' rempla-

cée par une droite de direction quelconque. ( L A I S A N T . ) 

1289. Quel que soit l'intégration de l'équation 

d2y m -H i dr* , „ y — .— — lax'-h b x r>»i 
J dx'2 m -f- 2 dx2 1 ; 

peut se ramener à des quadratures. ( M O R E A U . ) 

1290. Soient /*,, r3 les rayons des cercles tan-

gents au\ côtés d'un triangle; démontrer que 

a -f- b H- c — 3 (r~x i\ r2 r\}2 — <V'~1 r2 r2 j1 

— ; rr, r~1 ;1 — (rr, r2 r~~1 ) " . 

(T. M I T C H E S O N , B. A; L. C. P . , The Educational Times.) 
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1291. L'équation xk -f- x 3 -f- x% -h x — i = j 2 est im-

possible en nombres entiers et positifs. 

1292. Démontrer qu'il est impossible de résoudre, en 

nombres entiers, aucune de ces trois équations indéter-

minées : 

( I ) x* -f- -h x\-\- x\-\- xl -f- .rj -f- x\ = 9 + 8 , 

(2) xz yc> — gz H- 7, 

(3) x3 -h j 6 - - 72 -f- 5. 

1293. Trouver un nombre qui soit égal à la somme 

1294. Démontrer que la somme des inverses de n 

nombres positifs en progression arithmétique excède le 

quotient de n2 par la somme des termes de la progres-

sion. 

Déduire de cette proposition la divergence de la série 

( L A I S A N T . ) 

des chiffres de son cube. ( L A I S A N T . ) 

3 ^ 5 4 7 9 11 6/ 

( 8 
( L I O N J N E T . ) 
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RÉFLEXIONS SUR LA CINÉMATIQUE DU PLAN; 

PAR M . A . L A I S A N T . 

Préliminaires. 

1 . II est généralement admis désormais que la Cinéma-

tique est une branche spéciale de la Mécanique ration-

nelle, qui peut et doit être étudiée préalablement aux 

autres. La Cinématique a tous les caractères de la Géo-

métrie, avec l'addition de l'idée du temps; et il se trouve 

bien souvent qu'elle peut rendre à la Géométrie elle-

même d'importants services. 

Dès lors il est permis de se demander s'il n'y aurait 

pas un certain intérêt à procéder en Cinématique, comme 

on le fait en Géométrie, en commençant par l'étude des 

mouvements qui s'accomplissent dans un seul plan, 

avant de s'appliquer à ceux qui s'effectuent dans 

ïespace. Il y aurait peut-être à cela plusieurs avantages, 

en dehors de la question de méthode et d'analogie que 

nous venons de signaler. Bornons-nous à indiquer les 

deux suivants, d'ordres très-distincts l'un de l'autre. 

En premier lieu, au point de vue pratique, la plupart 

des combinaisons d'organes de transmissions de mouve-

ment reposent sur des translations dans des plans paral-

lèles et sur des rotations autour d'axes parallèles, tous 

perpendiculaires à ces plans. Les exemples en sont nom-

breux, même dans des machines assez compliquées. Le 

praticien, le constructeur en possession de la cinématique 

plane, mais n'ayant pas étudié la cinématique de l'es-

pace; aurait donc au moins les éléments principaux 

nécessaires à la pratique de son art. 

Ami. de Mathém2e série, t. XVII . (Nov. 1878.) 3 l 
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En second lieu, lorsqu'on applique l 'Analyse à la Ciné-

matique, comme sont conduits à le faire de plus en plus 

les auteurs, afin de donner aux déductions un caractère 

de généralité aussi grand que possible, 011 se trouve forcé 

de passer à chaque instant de la géométrie analytique 

du plan à celle de l'espace, et inversement. L'inconvé-

nient est sérieux; il n'est peut-être pas capital tant 

qu'on s'en lient aux méthodes ordinaires, puisqu'en dé-

finitive l'instrument algébrique est le même dans un cas 

que dans l 'autre. Mais la confusion deviendrait extrême 

le jour où l'on se déciderait à faire usage des méthodes 

du calcul géométrique, dont l'application est si souvent 

féconde et élégante, et qui commencent à être employées 

dans divers pays étrangers, notamment en Angleterre et 

aux Etats-Unis. Pour l'étude des mouvements de l'espace, 

il faut, en effet, dans cette hypothèse, recourir à l'analyse 

des quaternions, et aborder par conséquent les difficultés 

inhérentes à l'emploi de cet algorithme. Pour les mouve-

ments plans, au contraire, on n'a qu'à employer le cal-

cul géométrique des équipollences, dont les règles sont 

identiquement les mêmes que celles de l 'Algèbre. La 

classification de la Cinématique en deux grandes bran-

ches, plan et espace, se trouve donc encore tout natu-

rellement indiquée. 

Je ne veux pas pousser plus loin celte discussion à 

propos de l'enseignement de la Cinématique, discus-

sion sur laquelle on pourrait insister plus longuement. 

Comme argument à l 'appui des considérations qui pré-

cèdent, je me propose, dans la présente étude, d'appli-

quer à un certain nombre de questions de Cinématique 

plane les procédés du calcul des équipollences-, j'espère 

arriver ainsi à montrer une fois de plus l'intérêt qu'il y 

a lieu d'apporter à l'emploi des méthodes dites nou-

velles, et qui sont pour la plupart assez anciennes déjà. 



( 483 ) 

Il ne s'agit pas ici d'un exposé didactique et métho-

dique d'une science; je ne me propose nullement, dans 

ces considérations, de rédiger un traité, ni même le 

résumé d'un traité. Je prie donc le lecteur de me par-

donner la forme un peu décousue peut-être de ce Mé-

moire, forme qui résulte du programme même que je 

me suis donné. 

Si j 'avais à composer un traité de Cinématique plane 

j'emploierais parfois, assez fréquemment même, mais 

non pas toujours, la méthode des équipollences; les mé-

thodes devant être, à mon avis, en Mathématiques, ce 

que sont les outils dans un atelier, l 'outil doit varier 

suivant le travail qu'on se propose, si l'on veut que ce 

travail soit exécuté le mieux, le plus promptement et le 

plus facilement possible. L'ouvrier habile est celui qui 

non-seulement sait manier son outil, mais sait aussi le 

choisir avec discernement, au lieu d'employer constam-

ment le même. 

Mouvement d'un point. — Vitesses. 

2. Le mouvement d'un point X dans un plan est 

représenté par une équipollence de la forme 

o x = / ( Î ) n 

t exprimant le temps, f une fonction géométrique, 

e t O une origine fixe. Le signe = est ici celui de Y équi-

pollence ou de Y égalité géométrique. Quant à la va-

riable géométrique O X qui fixe à chaque instant la posi-

tion du point mobile, nous la désignerons le plus souvent 

par la même lettre que son extrémité, écrite en petites 

(*) Voir Be l làv i t i s , Exposition de la méthode des équipollences, tra-

duction française, p. 120 (Gauthier-Viilars, 1874 )-
3 I . 
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capitales; si bien que l'équipollence du mouvement 

s'écrira 

( , ) X = / ( * ) . 

Le déplacement élémentaire du point est </x, et la dé-

rivée 

exprime évidemment la vitesse à l'instant t. 

Si l'on écrit 0 \ = v , le mouvement représenté par 

l'équation (2) est le mouvement ho do graphique du pre-

mier, et la trajectoire de V , ainsi décrite, Y ho do graphe 

de ce même mouvement de X . 

L'aire infiniment petite, décrite par O X pendant le 

temps dt, est représentée en grandeuref en signe (suivant 

le sens de la rotation de OX) , par 

^ (x.cj\dx — cj x.dx) (*), 

et en divisant par dt, on a la "vitesse arèolaire 

(3) w = ^ ( x . c j v — c j x . v ) . 

3. Si le mouvement d'un point X résulte de la com-

position des mouvements de plusieurs autres points X t , 

X j , X 3 , . c'est-à-dire de Y addition géométrique de 

O X j , O X 2 , OX3, . . . , on aura évidemment, d'après la 

relation (2), 

y — V, 4- v 2 4 - vJ -j- . . . ; 

( * ) Voir B e l l a v i t i s , Exposuion de la méthode des équipollences, tra-

duction française, p. 45. La lettre i remplace ici le ramuny pour plus de 

facilité typographique. 
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d'où résulte immédiatement la méthode de Roberval pour 

le tracé des tangentes. 

4. Effectuons le quotient — = et mettons-le sous 
A dx. v 

~dt 
la forme ÀI. Alors x = /v-f- \ i v , et i l en résulte que 

les relations 
( 4 ) p — Q ~ / V 

représentent respectivement des mouvements sur la po-

daire de la trajectoire, et sur la podaire de la déve-

loppée de cette trajectoire. Les équipollences (4) peuvent 

donc servir à l'étude géométrique de ces deux courbes. 

5 . A l'aide de cette méthode de calcul géométrique, 

on peut établir de nombreuses propriétés des vil esses, et 

résoudre des problèmes de Géométrie ou de Cinématique, 

souvent avec une extrême facilité. A titre d'exemple, 

nous nous contenterons d'indiquer celui-ci : 

Déterminer Venveloppe de la droite qui joint à 

chaque instant deux points mobiles. 

Fig. i. 

V, 

Soient O l'origine (fig. i); X et X t les positions des 

deux points mobiles à l'instant OV et O V , leurs vi-
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tesses respectives; enfin Z le point cherché de Tenve-

veloppe. 

Ce point Z étant situé sur la droite X X i , nous aurons, 

k étant un paramètre variable algébrique, 

(5) z = h + {i — ; 

d'où, pour la vitesse de Z , 

(6) Av 

Cette vitesse, pour que Z soit situé sur l 'enveloppe, 

doit avoir même direction que X X 4 . Mais le dernier 

terme ayant déjà cette direction, il suffit de poser 

(7) ¿v + ( i - * ) v , H x - x , (*) 

pour déterminer A. 

Cela donne lieu, comme Ton voit, à la construction 

géométrique très-simple que voici pour déterminer le 

point Z : mener O K , parallèle à X X j , jusqu'à la ren-

contre de W l 9 et diviser X X t en Z comme V V j est 

divisé en K . 

La relation (7) permet de déterminer k par le calcul, 

en remplaçant dans le second membre x — X j par 

u ( x — x ^ et éliminant ensuite u entre l'équipollence ainsi 

obtenue et l'équipollence conjuguée. Cela donne le 

moyen d'avoir ainsi, dans chaque cas particulier, la dé-

termination du mouvement de Z et celle de sa vitesse, 

en se servant des relations (5) et (6). 

Accélérations. 

6. L'accélération étant la dérivée géométrique de la 

( *) Le signe || employé ici est celui du parallélisme, c'est-à-dire de l'éga-
lité de direction, indépendamment de la grandeur. 
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vitesse par rapport au temps aura pour expression 

8) W — — rrz — — f" [t. . [ ' dt dt1 J v 1 

En appelant v la grandeur de la vitesse, et cp son 

inclinaison, on a v — ( * ) ce qui permet de donner 

encore à l'accélération la forme 

, x dv dcp l dv v'2 \ 
! 9 ) W =r - ~ gr -f- w - £ ? — g? — -j- - / , 

dt dt \dt p ) 

p étant le rayon de courbure. 

Cette décomposition peut encore s'effectuer en pesant 

— — m -j- a f ; 
v 

d'où il suit que 

, \ dv . . „ 
ilO mv — £7 et / u v = : r — e ï . 
[ ; dt r p 

On peut remarquer, en égalant les grandeurs, qu'on 

obtient ainsi les équations 

dv 
dt v 

II) m = —, a = -, 
' ' P 
et aussi 

f mdt, 
v — a c 1 ° 

qui peuvent à l'occasion présenter quelque intérêt, et 

dont la seconde donne le rayon de courbure au moyen 

de w. 

Si le point mobile X est rapporté à des coordonnées 

( * ) Rappelons que s est employé pour c'. 
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polaires, on a 

(12) x = r i ' , 

/ Q \ d r 0 A (.3) v = # * % + ' - r 7 / ' 

d( 
( 1 4 ) j Ê » + _ _ _ _ _ i £ o ( 

décompositions connues de la vitesse et de l 'accélération. 

Accélérations centrales. 

7 . Une accélération centrale étant assujettie à passer 

constamment par un point fixe, prenons ce point pour 

origine, et supposons que le point mobile soit déterminé 

par des coordonnées polaires, sous la forme (12). 

Appelons en outre w la grandeur de l'accélération w ; 

nous aurons alors 

(15) W — 

c'est-à-dire, par comparaison avec la relation (i4)? qu'il 

faut 

r2 -y 
dt 

(16) r< — z = c . 

dt 

dB 
~dt' 

En d'autres termes, la vitesse a r é o l a i r e - c est con-
2 

stante. 

Cherchons maintenant à étudier l 'hodographe du mou-

vement, et, dans ce but, exprimons-en le rayon de cour-

bure. D'après la seconde relation (11) , il suffit pour cela 

dw 

de mettre — sous la forme m-\-u!i~ comme nous le fai-
w 4 7 
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sions tout à l'heure pour— > et le rayon de la courbure 

(d«> . cw\ 

cherché sera — • 
w. 

Or 

dw dw> dû t / da> 
= W ' ~ — £9 4 - I W — C° = 

dt de dt 

en vertu de l'équation ( 16). Donc 

dw 

, , w' dt c 
1 7 ) — = 

w w r1 

et par conséquent le rayon de courbure de l'hodograplie 

est 

•8) pt: 
tvr 

en sorte que ce rayon de courbure est proportionnel au 

produit de l'accélération par le carré du rayon vec-

teur• 

Il s'ensuit immédiatement diverses conséquences im-

portantes, et en premier lieu celle qui est relative au 

cas de l'accélération dont la grandeur est en raison in-

verse du carré du rayon vecteur. Il est clair en effet que 

dans cette hypothèse l'hodograplie sera une circonfé-

rence, et réciproquement, pour tout mouvement d'ac-

célération centrale. 

Si l'accélération est inversement proportionnelle au 

rayon vecteur, le rayon de courbure de l'hodograplie 

est alors proportionnel à ce rayon. En général, si w est 

proportionnel à rrt, pk sera proportionnel à /,n+2. 

8. Voici encore une propriété commune à tous les 
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mouvements (l'accélération centrale, et qui a été énoncée 

par Hamilton. 

Si X et X , sont deux positions du mobile sur la tra-

jectoire; \ et V , les points correspondants de l'hodo-

Fig. 2. 
Y 

Vi 

graphe ; X Y et X j Y les tangentes à la trajectoire, se 

rencontrant en Y ; et VU et V 4 U les tangentes à l 'hodo-

graphe, se rencontrant en U ; alors O Y est parallèle à la 

corde V V , de l'hodographe, et OV est parallèle à la 

corde X X t de la trajectoire. 

Ce théorème, qu'on peut très-facilement démontrer 

géométriquement, est une conséquence de la constance 

des aires. En voici une démonstration analytique. On a 

— C J X . V = X , . c j v , — CJ XJ . v, , 

Y X y V " XI H - J T I V , , U RZR V -F- H X = V , -+- « , X , ; 

d'où 

Y . c j V — cj Y . V — Y . c j V , — r j Y . V , , 

Y . c j ( v — V,) = c j Y . ( v — V,), 

et par conséquent 

V II V — V , . 

On a de même 
u JJ X —• x , . 

9. On peut reconnaître que, pour une accélération 

centrale, la trajectoire est une conique chaque fois que 

l'hodographe est circulaire. 
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Dans ce cas, la vitesse peut évidemment se mettre 

sous la forme 

( 19) V = Cisa -4- ¿6?, 

o étant seul variable dans cette équipollence. De là 

W ~ îb -j- gr, 
dt 

de telle sorte que la direction de w est perpendiculaire à 

celle de e*. Mais celte direction de l'accélération est la 

même que celle du rayon vecteur x = 7 £e -, par consé-

quent cp -f- ^ = 0, et v peut se mettre sous la forme 

(20) v — a e a — ib^. 

Egalant cette valeur à celle de la relation ( i3) et divi-

sant par e°, 
d r • d 0 ,« (h •/ h ir —- ~ a s (a~ôi — ib, 
de de 

ou [formule (16)] 

dr m c 
de ' r 

i- z= a cos ( a — G) -4- /[«sin ( a — 0) — 6], 

et, par l'expression de l'égalité des parties imaginaires, 

21 
T T T V 

équation d'une conique rapportée à son foyer. Ainsi, 

pour riiodograpbe circulaire, la trajectoire est toujours 

une conique, et le centre des accélérations occupe l'un 

des foyers de cette conique. 

La loi de l'inverse du carré de la distance se déduit 

d'ailleurs immédiatement du calcul ci-dessus, puisque 

w est d'une grandeur proportionnelle à ~ — ~ = - • 
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Autres propriétés des accélérations. 

10. La proportionnalité des aires décrites et des 

temps, pour une accélération centrale, n'est qu'un cas 

particulier d'une propriété plus générale, s'appliquant 

à tous les mouvements plans possibles. 

Soient a l 'aire décrite par le rayon vecteur au temps 

t. -, X le point mobile -, X H la vitesse ; X K son accéléra-

tion. 

On a bien évidemment 

~ =, aire OXH — ~ (x.cj v — cj x . v), 

Prenant les dérivées, en nous rappelant toujours que 

v et w sont les deux premières dérivées de x , 

d'rj î 
— T ( x . ci w — ci x. w ^ — aire OXK. 

dt ~ 4 ' 

Ainsi la vitesse aréolaire est mesurée par l'aire du 

triangle O X H , et l'accélération aréolaire par celle de 

O X K ; d'où il suit que cette dernière est constamment 

la dérivée de la précédente. 

Pour le cas d'une accélération centrale, l'aire O X K est 

constamment nulle ; conséquemment ^ = const., et les 

aires ar croissent proportionnellement aux temps. 

Si les aires croissaient proportionnellement aux carrés 

d~ (7 
des temps, on aurait — =r const. -, donc aire O X K serait 

constante, c'est-à-dire que l'accélération serait en raison 

inverse de la longueur de la perpendiculaire abaissée de 

l'origine sur sa direction. 
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Réciproquement, s'il en est ainsi, on aura 

d2a 
— r = const. 

a 
0- = - tl 4- bt, 

1 

en faisant coïncider l'origine des aires avec la position 

du rayon vecteur à l'origine des temps. 

11. Le demi-accroissement du carré de la vitesse3 

relatif à l'élément de temps, est égal au produit de 

l'accélération par la projection sur Vaccélération du 

chemin élémentaire. ( R E S A L , Cinématique pure, p. 66.) 

En effet, le carré vs de la vitesse est v . c j v ; d'où 

dv2 — dv.cj v -4- v . c j dv — w . c j vdt 4- v d t . c j w 
— w. cj dx 4- dx . cj w , 

ce qui démontre la propriété en question. 

On passerait de là aux déplacements finis, comme 

d'habitude. 

12. Les propriétés de l'accélération, et notamment la 

décomposition en accélération normale et accélération 

tangentielle, permettent, avec une grande facilité, de 

déterminer et de construire les rayons de courbure de 

certaines courbes (la spirale d'Archimède, les coniques, 

la cycloïde, par exemple). Nous ne développerons aucun 

calcul à ce sujet, dans le seul but d'éviter de trop allon-

ger cette Note. Le lecteur y suppléera facilement. 

Accélérations des divers ordres. 

13. Nous avons remarqué que, si x indique la posi-

tion d'un point mobile, v sa vitesse, w son accélération, 
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v et w sont les deux premières dérivées de x. Nous don-

nerons le nom d'accélérations des divers ordres aux 

dérivées suivantes w2 ) w 3 , . . . . L'accélération du se-

cond ordre w 2 , c'est-à-dire la deuxième dérivée de la 

vitesse, est souvent appelée aussi sur accélération du 

mobile. 

Proposons-nous de chercher à décomposer une accé-

lération d'ordre quelconque, comme nous l'avons fait 

p o u r l a première, suivant la tangente et la normale à la 

courbe. A cet eiïet, supposons que cette décomposition 

soit obtenue pour l'accélération \vp, et appelons 
wn,P les deux composantes. Si nous prenons la vitesse, 

connue plus haut, sous la forme 

V = 

il est évident qu'on aura 

(22) ŵ  = («>tfp -H iwn>p ) 6?. 

Cela posé, pour obtenir w p + i , il suffit de prendre la 

dérivée de l'expression (22), ce qui donne 

- [ ( ^ - - • ' F H ' F Ë ' - S ) ] " -

. . do v 

en se rappelant toujours que = — 

Donc 
(24) = — 

/ Z) dw">P , v 

( 25 ] "'n,p+t — + "'t,p - 5 

ce qui fournit une méthode générale pour résoudre le 

problème proposé, en partant des premières valeurs 
dv 

de wn et qui sont, comme nous l 'avons vu, — et -> 

respectivement. 

(23) 
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Dans ces calculs, les dérivées successives de p se pré-

senteront évidemment. On peut leur donner une in-

terprétation géométrique avantageuse; car on a tout 

d'abord 

dp dp do v 
dt dy dt p* 

si nous appelons le rayon de courbure de la dévelop-

pée de la trajectoire. 

Et d'une manière générale, si pp est le rayon de cour-

bure de la pième développée, 

dop V 
dt f/M-i 

Par conséquent, en faisant ces substitutions, au fur 

et à mesure, dans les dérivations successives, on intro-

duira les rayons de courbure des développées succes-

sives de la trajectoire, au lieu d'expressions analytiques 

dont l ' interprétation concrète serait peu saisissable. 

Le calcul, fait comme nous venons de l ' indiquer, nous 

donne, pour les composantes de la suraccélération, 

d2v v3 v dv p3 

i 2b) -77, :•> ~ 3 - — 0, ; x 1 dt- p* p dt p0> 

et, pour celles de l 'accélération du troisième ordre, 
4 

d3v v% dv Î'4 

I \ J ,vd-v l f dv\2 

h. 7 < ci'H 3 — 4 - - h 3 - ) 
' J} ' * pdt> p \dt 

v~ dv 
o - p, — 

oA4 dt 

On voit que les expressions se compliquent singulière-

ment à mesure qu'on passe d'un ordre à un ordre supé-

rieur. 
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Les circonstances relatives au mouvement uniforme, 

ou au mouvement circulaire, s'obtiendraient respecti-
, do d2v , . , 

vement en annulant - 5 7 - ? •••) ou bien en annulant dt dt2 

pi -, P2î 

Pour le mouvement circulaire uniformément varié, 

en posant a, les formules ci-dessus se réduisent a 

(>* 3 « v 
Wt, 2 — ,9 «'«,1 = ' 

P P 
6ap2 3 a2 f4 

= — 5 «'«,3 — 3* 
p' p p 

Enfin, dans le mouvement uniforme et circulaire, les 

accélérations d'ordres impairs sont normales; celles 

d'ordres pairs sont tangentielles, ce qu'il est très-aisé 

de reconnaître directement. 

14. On peut avoir quelquefois intérêt à effectuer la 

décomposition d'une accélération d'ordre quelconque, 

suivant la direction du rayon vecteur, et perpendiculai-

rement à cette direction. Si w p se décompose ainsi, en up 

et zp, et si x = r£e, on aura 

(28 ) Wp = (up -+- izp) £9 ; 

d'où, prenant la dérivée et appelant a) la vitesse angu-

, . dO 
laire --» 

dt 

(29) w ^ , = - -+- / + J 

c'est-à-dire 

/ Q \ ^ (ÛO) = ~DT — 

dz, ( 31 ) = -+-
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Ces formules, analogues aux relations (24) et (a5), 

serviront à la détermination successive des composantes 

des divers ordres. 

Appelons co', 'o/;, . . . les accélérations angulaires des 

divers ordres • e t <7, </, q", . . . la vitesse 

et les accélérations successives de translation — > 
dt dt* 

d?r 
— y •••• Alors l'application des formules (3o), ( 3 i ) , 

en partant, par exemple, de la vitesse (q -h ¿a)7*)eô, nous 

donne, pour les composantes de l'accélération, 

(32) uK — q —wV, 2, — 2w<7 4-(û'r; 

pour celles de la suraccélération, 

/¿2~ q'!— 3w2<7 — 3 ww'/", 
33 ) , ; 

= 4- 3w q 4- v>"r — w3r; 

et enfin, pour l'accélération du troisième ordre, 

i uz — q"'—6w2<7'—Iaww'^ — ( 3w'24- 4- w4/*, ^ | = a)3)? 4- («"' — 6w2a>>. 

Ces calculs, dans le cas le plus général, deviennent 

assez compliqués; mais ils se simplifient souvent dans 

certaines applications particulières. Par exemple, dans 

le cas où q et a) sont constants (mouvement uniforme sur 

une spirale logarithmique), on voit que les accélérations 

successives, suivant le rayon vecteur, sont 

— w V , — 3m'<7, w V , 5w*q, —co°r, —l^q, r, 

et celles dirigées dans le sens perpendiculaire 

la loi de formation successive est ici évidente. 
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1 5 . Un point mobile se trouvant en X à un instant 

donné, soient à cet instant X U 0 , X U l 5 X U 2 , . . . sa 

vitesse et ses accélérations successives appliquées en X . 

L a loi du mouvement de l 'un quelconque des points U 

est aisée à déterminer, car on a 

d'où 

dvn d2 IT„ 
— = V -f- w/i4_„ — - = w -4-
dt de , 

C e l a fournit le moyen de résoudre immédiatement, et 

cela par une construction des plus simples, le problème 

suivant : 

Connaissant, à un instant quelconque, la position 

d'un point mobile X , sa vitesse X U 0 et ses accélérations 

successives X U t , X U 2 , X U 3 , . . . , déterminer les tan-

gentes et les rayons de courbure des trajectoires décrites 

par les points U 0 , U l 7 U 2 , . . . . 

Un triangle formé par deux accélérations X U „ , X I p 

a pour aire 

aire (XUnUp) = ^ ( w„ cj w,, — cj w„ w7, ). 

De là on déduit, pour la dérivée de cette aire, 

(35) (Q. a i r e ( X U ^ J r : a i re(XU^.U,) -f- aire (XTJMUf,+l ), 

propriété plus générale encore que celle du n° 10. 

Si p = n 4 - i , la relation (35 ) se réduit à 

(36) (D.aire(XUnUK+t ) = aire (XU n U n + î ) . 

A ins i : / aire du triangle que forment deux accélérations 

d'ordres consécutifs a pour dérivée Paire du triangle 

formé par la première de ces deux accélérations, avec 

celle qui la suit de deux rangs. 
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Mouvement d'une figure dans un plan. 

16. Considérons le déplacement fini d'une figure plane 

dans son plan. Soit O X une droite quelconque de la 

figure, qui vient en O t X j . Prenons O pour origine, 

et posons O O j = A*, enfin appelons a l'angle des deux 

directions O X , O i X j . Il est visible que la figure peut 

être amenée de sa première position à la seconde, par 

une translation marquée par A, suivie d'une rotation 

égale à a autour du point O t . Cela nous donne 

( 3 7 ) X , = A + X £ A . 

En appliquant cette relation au point £2, tel que 

a = a -h il s% 

ce qui donne 

( 3 8 ) n = — 
{ 1 1 — £* 

le point i l restera immobile, c'est-à-dire que le mouve-

ment considéré équivaut à une rotation autour de ce 

point. 

La construction de £2 se fait de la manière la plus 

simple, en traçant sur OOj comme base le triangle iso-

scèle O i l O i , dont l'angle au sommet O Q O j est égal à et 

en grandeur et en signe. 

S'il s'agit maintenant d'un mouvement infiniment 

petit, le point £2 prend le nom de centre instantané de 

rotation ; la formule ( 38 ) devient alors 

3 q a = i 
a 

1 7 . Considérons maintenant le mouvement continu 

d'une figure plane; soient M la position prise à l'instant t 

32. 
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par le point qui coïncidait d'abord avec l'origine G 

et X l'angle total dont a tourné la figure à cet instant t. 

D'après le numéro précédent, si nous appelons Û le 

centre instantané de rotation, nous aurons 

M û = / £ , clk 
et par suite 
/ / \ . 
( 4 ° ) Û = M H - L — • 

Cette équipollence, M et X étant donnés en fonction du 

temps, nous représente le lieu des centres instantanés 

sur le plan fixe. 

Si nous ramenons la figure mobile à l 'origine, en sup-

posant qu'elle entraîne avec elle le point 0 , et que celui-

ci vienne ainsi en A 0 , le lieu des points A 0 sera évidem-

ment donné par l'équipollence 

( 4 0 a . = 

dm 
di 

Nous avons ainsi le lieu des centres instantanés liés à la 

figure mobile, ramené à l 'origine. 

Le roulement de la courbe (40> s u r I a courbe (4o) 

comme base, représentele mouvement. 

Un point ayant X 0 pour position initiale et entraîne 

par la figure mobile viendra au temps t en un point X 

donné par la relation 

(42) X n M + Xjc''. 

La courbe roulante, dans une position quelconque répon-

dant à l'instant aura pour équipollence 

d\1 
1 dX ,, , . dm 



( ) 
Ici i devra être considéré comme fixe, et t comme va-

riable indépendante. Il est évident que, si l'on donne à t 
la valeur /', on tombera sur l'expression (4°)» c'est-à-

dire que A coïncidera avec Q. 

Pour cette valeur particulière t l a différentielle de A, 

qui est 

se réduit à 

On reconnaît donc que les deux courbes (£2) et ( A ) 

sont tangentes au point considéré, et que les vitesses sont 

égales, ce qui montre bien que le roulement s'effectue 

sans glissement. 

18. D'après la relation vitesse d'un point X 

quelconque est 

dx i ' f'dk ( , dm \ 

Or, en retranchant la relation (4o) de ( 4 2 ) , 

^ d M 
X — ûrnXoe* — / — • 

dk 
Donc 

- , ,, dx id\ , , 
(44! - ^ - ^ ( x - n ) . 

19. Si , pour obtenir l'accélération du point x, nous 

différentions la relation (44)? nous trouvons sans peine 

i d*x . f d \ y 
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Ce résultat connu se prête à un éooncé facile en langage^ 

ordinaire, et il s'obtient, comme l'on voit, sans intro-

duction de considérations géométriques. 

En différentiant simplement l'équipollence o n 

peut aussi mettre l'accélération sous la forme 

. F A X cPx d2 M /diy 
li?=dF-x*(dï) 

d*\ .X 

qui est également d'une interprétation facile. 

Remplaçons la vitesse angulaire instantanée ^ par w, 

pour plus de simplicité, dans les formules précédentes, 

et, partant de la formule (45) par exemple, cherchons 
d2x 

la condition pour que l'accélération s'annule. En ap-

pelant U le point pour lequel il en est ainsi, nous aurons 

• dto dt 
(47) 11 = 11-4-dw 

dt 

c'est-à-dire que, pour chaque position de la figure, il y a 

un point U (centre des accélérations) et un seul, dont 

l'accélération est nulle. 

On peut écrire encore 

û U 

a u 

i " i 

[ - 4 ] . 

dil 
~dt 
doi 
~dt 
da 
Ht 
to 

Cela nous montre que la perpendiculaire élevée en U 

à la droite £2U coupe la direction de la tangente coin-
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mune aux courbes roulantes en un point A , tel que 

da 

(48) il A == 
dtù 
~dt 

et la normale commune en un point B tel que 

da 

(49) nB = - / — 

Si a) est constant, le centré des accélérations se réduit au 

point B, lequel est d'ailleurs indépendant du temps, 

puisqu'on peut écrire 

da 
dï' 

Pour cetle raison, on donne souvent au point B la déno-

mination de centre géométrique des accélérations. 

En faisant les mêmes calculs sur la formule (46), on a 

MU: 

d2 M 

HF 
— / _ 

dt 

et, en procédant comme nous venons de le faire, on ver-

rait que la perpendiculaire à MU en U coupe respecti-

vement l'accélération du point M et une perpendiculaire 

à cette accélération en deux points A' et B', tels que 

5o> MA' = 

D2 M 

w-

dl M 

Ht2 

MB = / : 
flO) 

~dt 
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Donc, si l'on joint le centre des accélérations à un point 

quelconque M , et si l'on élève par ce centre une perpen-

diculaire à la droite ainsi menée, cette perpendiculaire 

coupera l'accélération du point M, et une perpendicu-

laire, en deux points déterminés respectivement par les 

relations (5o) e t ( 5 i ) ci-dessus. 

De plus, l'angle du rayon vecteur U M avec l'accéléra-

tion de M a évidemment pour tangente — ou • 

Il serait facile de déduire de là de nombreuses pro-

priétés des accélérations, et particulièrement celles qu'a 

données M. Transon, et dont on trouve l'exposé dans 

l'excellent Traité de Cinématique pure de M. Resal. 

Mais nous nous bornerons ici à ces considérations. 

20. En prenant les dérivées successives de l'équipol-

lence (46)» il est aisé de voir, sans même effectuer le 

calcul, qu'on pourra toujours égaler à zéro chacune de 

ces dérivées, et que cela donnera chaque fois une va-

leur, et une seule, pour x0 . Donc il y a un centre 

et si nous la difïérentions successivement, nous aurons 

d(ù 
dt 

x == M 4 - xFTE\ 

dx 
dt 

D** » X DN+1 M D*+X 
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Cela nous montre, par conséquent, que Vaccélération 

d'ordre quelconque d'un point X de la figure se com-

pose de Vaccélération de même ordre d'un point M 

quelconque et de Vaccélération que prendrait le 

point X si la Jigure tournait effectivement autour dit 

point M avec les vitesses et accélérations angulaires 

successives du mouvement véritable. 

Si maintenant nous choisissons, pour le point M , le 

centre instantané £2 dans la première équation, le centre 

des accélérations U dans la seconde, le centre des surac-

célérations U 2 dans la troisième, . . le centre U„ des 

accélérations d'ordre n dans la 7z-f-i i è m% ce qui natu-

rellement déplace chaque fois l ' o r i g i n e , les premiers 

termes des seconds membres disparaîtront, en vertu de 

la définition même des centres U n . 

Il ne nous restera plus que des formules de la forme 

(53) = v 1 dr dtn 1 

Donc l'accélération d'ordre quelconque n,en chaque 

point de la Jigure, est la même que si, la vitesse et les 

accélérations angulaires successives restant identi-

ques, le mouvement se produisait effectivement autour 

du centre des accélérations du nieme ordre. 

Ce théorème est obtenu par M . Resal dans son Traité 

de Cinématique (p. 3 i4) J par une méthode peut-être un 

peu moins simple que cel le-ci . 

P R O B L È M E . 

2 1 . On a, sur un plan, n points mobiles X 4 , X 2 , 

X n , respectivement animés des vitesses X ^ * , X 2 V 2 , . . . , 

X „ V „ . Pour chacun d'eux, on construit le triangle O A Y 

directement semblable à O X V , O A étant une droite 
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fixe, de longkew*dohnée. Pour un point Zy ayant la 

vitesse ZU; oH construit aussi le triangle OAT, direc-

tement semblable à O Z U . Comment le point Z doit-il 

être déduit des points X j , X 2 , . . . , X n , pour que T soit 

à chaque instant le centre de gravité des points Y l 9 

Y«, Y ? 1 2} • • • } A n * 

Ce^pfdWlècne fîilt l 'objet tfe Fénonèté n ° 7 2 déf lâ Nou-

velle correspondance mathématique ( t . II , p. 63) . 

O n le résout très-simplement en remarquant qu'on a 

dxp d\p 

AYp _ XpVp _ dt de 
O A - œ Ç - x ; ' A Ï * - O A 

De là 

d\j 
dt 

De même, nous avons 

d'L 
dt 

A T ~ OA  
z 

La eondilion que T soit le centre de gravi té des points Y 

nous donne donc 

ou 

dz dx i dx2 dxn 

dt 
n 

z 
dt 
x, 

~di 
H h. . 

X-j 

dt 
. H 

x„ 

dz 
ri — 

z 

dx, dxz dx„ 
, H ? 

x„ 

log : = logx, logx-» —f- . . . - f - Iogx , , 
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Ain&i l e pôjnt Z doit se déduire de X ^ - X * , v . - y 

de telle sorte que O Z soit la moyenne géométrique du 

O X i , O X 2 , . . . (en grandeur e t en direction), mult i-

pliée par une constante géométrique. 

SUR L'ANALYSE INDETERMINEE Dli TilOISIÈME DEGRÉ 

ET SUR LA QUESTION 802 (*) (Syj.vESTEn)^ 

P A R M . É D O U A R Ï » L U C A S . 

I . Considérons l 'équation du troisième degré 

0 

d'une courbe en coordonnées rectilignes et homogènes ; 

soit mt un point dont les coordonnées ( j t ^ , ^ , zl) sont 

rationnelles, et qu' i l est facile de rendre entières-, on a 

ainsi une première solution en nombres entiers de Péqûà-

tion proposée. O n peut obtenir de nouvelles solutions, 

en nombres entiers, de l 'équation, par l 'un des trois 

procédés suivants : 

i ° Si l 'on mène la tangente à la courbe en m u cette 

droite rencontre la courbe en un autre point m dont les 

coordonnées sont encore rationnelles*, par conséquent, 

d 'une première solution de l 'équation (1) on déduit, en 

général, une nouvelle solution (x, y, z) de cette équa-

t ion, par les formules 

df df df 
/ ( * , * • ) = o, = O. 

Cependant, lorsque la tangente est parallèle à l 'une des 

asymptotes, ou lorsque la tangente est menée par un 

(*) Nouvelles Annales, 2® série, t. VI, p. 96. 
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point d' inflexion, on n'obtient pas de solutions n o u -

velles. 

2° Si m i et 77z2 désignent deux points dont les coor-

données yu zt) et ( x 2 , y^ z2) sont rationnelles, et 

par conséquent entières, on obtient, en général, une 

nouvelle solution, en prenant l ' intersection de la sécante 

m%mt avec la courbe, c'est-à-dire par les équations 

x y z 

f{x,y,z) = o, xx y\ z{ = o, 

•tî y2 

en tenant compte des relations 

f[*i>yi9 zi) = o, z7) = o. 

3° Si l 'on connaît cinq solutions de l 'équation pro-

posée, on obtient, en général, une sixième solution, en 

prenant le point d'intersection avec la courbe, de la co-

nique passant par les cinq points qui correspondent aux 

solutions données; on pent d'ailleurs supposer plusieurs 

de ces points réunis en un seul, et en particulier tous les 

cinq réunis en un seul. 

La méthode donnée par Fermât pour l 'équation 

( i ) — 

et par Lagrange, pour l 'équation générale, revient au 

premier procédé. La méthode donnée par Cauchy pour 

l 'équation 

Ax*-\-Bj 3 -F- CSE = 3 D xyz 

revient au second (*) . 

I L Nous considérerons plus particulièrement, dans ce 

qui suit, l 'équation ( i ) . O n doit supposer différents cas; 

( * ) Voir Recherches sur les ouvrages de Léonard de Pisc, p . /j<). 
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en effet, pour certaines valeurs de A , l'équation (i) est 

impossible, et ainsi, par exemple, pour 

a — i , 2, 3 , 4 , 5 , 

ainsi que pour d'autres valeurs générales, indiquées, 

pour la première fois, par M . Sylvester, dans la ques-

tion 802. 

Quant aux équations possibles, elles sont dites mono-

basiques, bibasiques, etc., suivant que l 'on peut ré-

soudre complètement l'équation proposée, par les for-

mules qui résultent du premier procédé, en partant 

d'une, de deux, etc., solutions fondamentales. Il existe 

d'ailleurs des équations monobasiques et bibasiques, 

ainsi que nous le montrerons plus tard; cependant nous 

ajouterons que cette idée de classification et de résolution 

est due, je pense, à M. Sylvester, qui possède, depuis 

longtemps, un Mémoire inédit sur ce sujet intéressant. 

III. Voici maintenant l'énoncé de la question 802 : 

p et q désignant des nombres premiers respective-

ment des formes 18 72 4-5 et 187*4-11, il est impos-

sible de décomposer en deux cubes, soit entiers, soit 

fractionnaires, aucun des nombres suivants : 

py i p > 4 p 2 î 7% 4<7-

Soit d'abord à résoudre l'équation indéterminée 

(i) J3~ pz3, 

dans laquelle p désigne un nombre premier de la forme 

I8TZ 4- 5, en nombres entiers et premiers entre eux. Le 

cube d'un nombre entier divisé par 9 donne pour reste 

o, + 1 ou — 1 ; donc, pour que l'équation (1) soit pos-

sible, il faut que z3 soit divisible par 9, et, par suite, 

z = 3 zt. Cela posé, nous considérerons deux hypothèses, 

suivant que z est impair ou pair. 
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iQ z impair. Alors x — y et x 4- y sont impairs ; on a 

x3 -f- y3 = ( x 4 - y ) ( x2 — xy 4- y2 ) = ( x 4- y) M 
et 

par conséquent M est divisible par 3, et non par une 

puissance supérieure ; de plus, les diviseurs premiers de 

M appartiennent à la forme 6h 4- i ; on doit donc poser, 

avec zx = a i , 

X M — 3 b3 

et, par suite, 
f x -f- y\ 

4 b* — [x—y)2 4 - 3 
3 

d'ailleurs b doit être de la f o r m e / 2 4 - 3 g 5 , / e t g étant 

premiers entre e u x ; on a ainsi 

/ b = f> 4- 3 g2
 y 

(3) j b3 - F 4 - 3 G 2 , 

( 4 & 3 = : ( F — 3 G I M - 3 ( F 4 - G ; % 

et, en identifiant d'après (2) et (3) , 

Mais le développement du cube de f 4 - g sj— 3 donne 

F = / ( / ' - G = 3g(f>-g>)-, 
par suite, 

/ ( / ' - 9 S2) + 3 g{r-~ g2) = 3/?«3 : 

d o n c / s e r a i t divisible par 3, par suite et aussi x et y , 

que nous avons supposés premiers entre eux. Par con-

séquent, z ne peut être impair. 

20 E n supposant z pair, 011 aurait 
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et, puisque x et y sout impairs, i l en est de même de M ; 

on doit donc poser, avec z = 6 a ê , 

x -h y = 32.23.pfl3, M = 3 6% 

et, par suite, 

( " . ' ) " • = i v r 
Soient encore 

b> = F 2 - f - 3 G 2 , 

on en déduira 

g = o u * ( / , - * ' ) = 4 / > « 3 ; 

d'ailleurs / 2 - l - 3 g ' - et / * -h 3 g * — — sont 

impairs : donc g est pair, et l'on doit poser, avec a = 

/ - = ou ) / - h g r = > p - \ 

( / — & = 73; [ f - g ^ r * 

On déduit de ces deux décompositions 

p s — — j ? (2a) 3 , ou (2 a)3r=/?j33 ; 

ces deux équations sont semblables à l 'équation <(1)$ èii 

ramène donc l 'équation proposée, dans laquelle l 'une 

des inconnues contient le facteur 3*, à une autre sem-

blable, dans laquelle l 'une des inconnues ne contient 

plus que le facteur S ' " 1 5 en continuant de même, on 

ramènera l 'équation proposée à une autre de même 

forme, dans laquelle aucune des inconnues ne sera divi-

sible par 3. Donc l'équation proposée est impossible. 

La démonstration précédente s'applique encore, en 

remplaçant le nombre premier ^ = i 8 / z - f - 5 par le 

carré du nombre premier q = 18 w: 1 1 • 
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IV. Considérons maintenant l'équation 

(4) -f-J3 ~ 2"AZ3, 

dans laquelle, A étant impair, le coefficient i n A repré-

sente l 'un des quatre nombres 2/7, 2*7% Nous 

supposerons deux cas, suivant que z ne sera pas ou sera 

divisible par 3 ; d'ailleurs, x et y sont impairs. 

i° Lorsque z n'est pas divisible par 3, on arrive faci-

lement à l'équation 

/ ( / 2 - 9 e , ) = a " ~ 1 A * 3 i 

S* — 9S9 e s t impair, en même temps que b — /* -H 3g 9 , 

et l'on a l 'une ou l'autre des deux décompositions 

1 /== 2"-1 A a3, ( / = 2"-1 a3, 

= ou / H - 3 f f = A p \ 

( / — 3 ^ = y8; ( / — 3^ = yK 

Ces deux décompositions conduisent aux deux équa-

tions 

P' + y' = 2"Aa , i ou Ap3 -f- y3 = a"ce\ 

impossibles suivant le module 9, puisque, pour la pre-

mière, les indéterminées a , ¡3 et y ne sont pas divisibles 

par 3. 

20 Lorsque z est divisible par 3, on arrive, en posant 

z = 3 ab, à l'équation 

g{f2-g7) = A«3, 

et, p u i s q u e / 2 — g 2 est impair, à l 'une des décomposi-

tions 

/ £ = 2»-«Aa\ ( £ = a3, 

OU 

[ f — g — (/—& = v3> 

la seconde décomposition conduit à une équation déjà 
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reconnue impossible ; la première conduit à 1 équation 

ß3 — y* = 2" A a3. 

Celle-ci est de même forme que l'équation (/¡); mais 

l'indéterminée du second membre contiendra un fac-

teur 3 en moins. On conclura, comme pour l'équa-

tion (i) , que l'équation (4) est impossible à résoudre 

en nombre entiers. 

R E M A R Q U E I . — E n rapprochant les résultats de M . Syl-

vester avec ceux d'une Note précédente (*), on en déduit 

le théorème suivant : 

L'équation 

xy ( x -f - y ) — Az3 

est impossible, en nombres rationnels, en exceptant, les 

valeurs égales ou nulles des indéterminées, dans les cas 

suivants : 

A — i , 3, 4, 18, 36,/?, ip> 4 p \ q\ iq\ 4 ? , 

p désignant un nombre premier de la forme i8/ï -f- 5, 

et q un nombre premier de la forme 18 n H- 11. 

En faisant^ == i , on obtient plusieurs théorèmes con-

cernant les nombres triangulaires, et le produit de deux 

nombres consécutifs ; en faisant^ = x -H i , on en déduira 

ceux qui concernent les nombres 

x (x •+- i) {nx H- i), et 1 x [ix-h i) [zx-j-2). 

R E M A R Q U E I I . — De même, en rapprochant les résul-

tats obtenus par Fermât et par M. Genocchi, sur les 

(*) Nouvelles Annales, 2e série, t. XVII, p. 425. 
Ann. de Mathémat2e série, t. XVII. (Novembre 1878.) 33 
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nombres congruents (*) , avec ceux d'une Note précé-

dente (**), on en déduit le théorème suivant : 

V équation 

+ j) [x — y) — kz2 

est impossible, en nombres rationnels, dans les cas sui-

vants : 
A = r t , 2 , p , i q , 

p désignant un nombre premier de la forme 8 n-j-?), 

et q un nombre premier de la forme 8n -t- o. 

O n observera que les résultats généraux, obtenus par 

M M . Genocchi et Sylvestcr, constituent des progrès im-

portants, pour arriver à la solution de deux problèmes 

posés depuis près de vingt siècles. 

Ail SUJET DES CAS D'IMPOSSIBILITÉ D'UNE SOLUTION EN 
NOMBRES ENTIERS DE L'ÉQUATION x * ± a = y - , 

PAR M. E. DE JONQUIÈRES. 

Parmi les nombres contenus dans le tableau par lequel 

se termine la page 3yg du tome X V I I , 2e série, des Nou-

velles Annales, il s'en est glissé un inexact : c'est — 35p. 

Les lecteurs que cette question intéresse ont d'ailleurs 

pu s'en apercevoir eux-mêmes aisément; car, d'après la 

règle que j 'ai posée (p. 376, l igne i 4 ) pour les nombres 

de cette catégorie, on doit, pour obtenir les valeurs de a 

(*) Annali di Scienze matematiche, e t c . , da B. To r to l i n i , t . VI, 
p. 299. — Il Cimento, Rivista di Scienze, e tc . , t . VI, p . 677. T u r i n , i 855 . 

(**) Nouvelles Annales de Mathématiques, a" série, t . XVII, p . 433. 
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en tête desquelles a été écrit le nombre fautif — 359, 

commencer par écrire la suite des nombres, positifs et 

négatifs, qui appartiennent aux formes 

-f- 3 , 8 6 - 4 - 5 , 8 6 4 - 7 , 

savoir : 

—13| - n i - 9 l - 5 | — »1 3| 5| 71 »1 «3|. 

en former les cubes respectifs, et retrancher de ceux-ci 

les puissances consécutives de 4 à partir de la deuxième, 

ce qui donne, respectivement, les séries, indéfinies tant 

dans le sens horizontal que dans le sens vertical : 

1 —22l3 
— 2 2 6 l 

-.3/,7 
-139a 

- 745 
- 793 
- 985 
- I 7 5 3 

- i 4 T 

- 1 8 9 
— 38i 
—1149 

- 43 
" 91 

- 2 8 3 

-io5I 

- »7 
- 65 
- 257 
-1025 

-f- II 
- 3 7 
—229, 
—997 

109 
61 

-131 

327 
279 
87 

—681 

I 3 T 5 

1267 
1075 
307 

2181 
2 I 3 3 

'94» 
, I 7 3 

Ce tableau, plus complet que celui de la page 379 pré-

citée, contient d'ailleurs tous les nombres inscrits à cette 

page, sauf le nombre — 35g, qui est égal au cube, dimi-

nué de 16, du nombre — 7 , dont la forme 86 -f- 1 est 

précisément la seule à exclure de la catégorie dans la-

quelle il figure. 

Quant aux nombres ou valeurs de a, cités au même 

endroit (ligne 4 5 en remontant), ils ont été obtenus, con-

formément à la règle posée p. 376, § II, i ° , en formant 

les cubes des nombres négatifs et positifs des formes 

8 6 4 - 3 , 8 6 4 - 7 , et en retranchant 4 de chacun 

de ces cubes. 

Ceux de la troisième catégorie (ligne dernière) ne 

peuvent donner lieu à aucune difficulté ni méprise pro-

venant d'une interprétation incorrecte du texte de la 

règle qui s'y rapporte à l'endroit cité. 

33. 
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CORRESPONDANCE. 

1 . M. C. Landrè, ancien répétiteur de Mathématiques 

à l'Université d'Utrecht, actuellement professeur à Dor-

dreclit (Pays-Bas), nous communique une Note assez 

étendue sur l'application des coordonnées trilinèaires à 

diverses questions relatives à la distance d'un point à 

une droite, et à la distance de deux droites parallèles, 

définies par des équations données. m 

Les observations et solutions de M. Landré sont sans 

aucun doute bien exactes-, mais les formules en coordon-

nées trilinèaires, auxquelles ces questions conduisent, 

sont loin d'être aussi simples que celles qu'on obtient, 

en résolvant les mêmes questions, au moyen des coor-

données cartésiennes. 

2. M. A. Goldenberg, professeur de Mathématiques 

à Moscou, donne de la question 1255 (voir p. 4^o) une 

solution entièrement fondée sur la proportionnalité des 

côtés homologues des triangles semblables, et il en con-

clut ce théorème : 

Soient. M un point pris dans le plan d'un triangle 

A B C , ci une distance R j du centre du cercle circonscrit 

au triangleet P n P 2 , P3 les pieds des perpendiculaires 

abaissées du point M, sur les côtés BC, C A , A B ; le rap-

port de Vaire du triangle P J P 2 P 3 à celle du triangle 
R2 R2 

A B C est exprimé par la formule —^^ ' > dans laquelle 

R désigne le rayon du cercle circonscrit au triangle. 

Quand Ri — R , l 'aire du triangle P jP^Pg s'annule, 

ou, ce qui revient au même, les points P ^ P , , P3 sont 

en ligne droite; c'est la droite dite de Simpson. 
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3. Une lettre anonyme, qui nous est adressée d'une 

vil le du Danemark, contient la solution suivante de la 

question du Concours d'agrégation, déjà résolue ( n u -

méro de jui l let , p . 5 i 6 ) : 

a On donne la longueur de la bissectrice de Van-

gle A d'un triangle A B C , et la somme des deux côtés 

A B , A C qui comprennent, cet angle : on demande 

d'étudier la variation de la surface du triangle, ainsi 

que les variations de Vangle A et des côtés A B , A C . 

» Soient y, z les deux côtés de l 'angle A a la bissec-

trice ; D le point où elle rencontre B C ; s la s o m m e j - 4 - z , 

et d la d i f f é r e n c e ^ — z , en supposant y^z. 

» Les surfaces des triangles A D B , A D C , et de leur 

somme S = A B C , donnent l 'équation 

\ , N . A i . A A 
- a( y -h z • sin — - yz sin A = yz sin — cos — 5 
2 2 2 ' 2 2 

et la solution immédiate 

A as lu. s 
cos — = : — ; 

2 'iyz S2 — d2 

1 . A I / /l a.2 s'2 y ) I , , 
S — - a s sin — — - Ots i / 1 — — [ • [ s i t : d \ . 

2 2 2 V — U2Y Z ) 2l ; 

» La discussion est très-facile. L'angle A et la surfaceS 

obtiennent leur maximum pour 

, A 2 a 1 r j- s 

rf — o ; cos - = — S = - a y /* 2 —4 a > J — ^ = 

et leur minimum pour 

cos — = 1 ; A — O ; d7zr=s7 — 2 a i ; 
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» Pour a = -y il n'y a qu'une seule solution du pro-

blème; et, pour aucune. » 

4. Extraits d'une lettre de M. Catalan. 

» i ° La conique des neuf points (voir p. 281) est 

mentionnée (sauf la dénomination) dans le Manuel des 

Candidats à VÉcole Polytechnique (t. I , p . 479)? 

centre de cette conique est le milieu commun des droites 

qui joignent les milieux des côtés opposés, ou les mi-

lieux des diagonales, du quadrilatère formé par les points 

donnés (/oc. cit.) ». 

» 20 Remarque sur le nombre 10 (voir p. 4 2 9) : 

» Le nombre 10 est la somme des carrés des deux 

nombres impairs consécutifs ; le carré de 1 o est la somme 

des carrés de deux nombres pairs consécutifs; d'autres 

nombres jouissent-ils des mêmes propriétés (*) ? » 

5 . M. Albert Lacazette, élève du Lycée de Bordeaux, 

démontre, par un calcul assez simple, la proposition 

1 2 7 6 (voir p. 477)> e t il observe qu'on démontrerait de 

même que la puissance d'un point quelconque O de 

l'espace, par rapport à la sphère circonscrite à un té-

traèdre A B C D , a pour expression 

O B C D -F- ¿ 2 O A C D -4- C2 O A B D -F- D 2 O A R C 

A B C D ' 

a , c , d étant les longueurs des droites O A , O B , 

O C , O D ; et les volumes O B C D , . . . recevant des signes 

convenables. 

6. La question 1265 a été résolue par M . Eugène 

(*) Voirj p. j2i , une réponse à cette question. 
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Delmas, élève du lycée de Lyon; la question 1 2 7 1 , par 

M. Cottereau, élève du lycée Charlemagne; et les ques-

tions 1271 , 1274, par M. Pisani. 
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NOTE SUR L \ RÉSOLUTION EN NOMBRES ENTIERS ET POSITIFS 
DU SYSTÈME DES DEUX ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 

x = 4y 2 4 - i , x 2 = z2 - h (-2 4 - i ) 2 ; 

\. La question posée par M. Catalan (p. 518, 20) con-

duit à ces équations5 car, en nommant 2X un nombre 

remplissant les conditions énoncées, et z d'autres 

nombres entiers, on aura 

ix z=z (iy — i)2 -f- [iy -4- i)2 = 8 / 2 4 - 1; 

(1) * ~»4J2-h 1. 

4«r2 — (2z)2+(2ô 4- iY = 8z24- 8s 4 - 4 ; 
(2) x'~z7 -h (s -h i)2. 

2. L'équation 

(2) x2~ z7 4- (z 4- i)2 

donne, en supposante impair, 

x •=. a2 4- ¡S2, 2 = a2 — ¡S% z -r- 1 — 1 aS, 

où a et ¡3 désignent des nombres entiers, premiers entre 

eux, et liés par la relation 

( 3 ) p + i z p — a 2 — 1, 

qui exige que a soit pair et ¡3 impair. 

D ' a u t r e part, chacune des deux expressions a2+-/32 

et 4 y 9 -H 1 représentant la valeur de x , on a 

( 4 ) a * 4 - p 2 : = 4 . r 2 - * - i > 

et en retranchant, membre à membre, l'équation (3) de 

l'équation (4), il vient 

2 a2 — 2aj3=4j 2 > a ( a — P ) — ^ J 2 ' 

Mais a et a — j 3 sont premiers entre eux; de plus, a est 

pair et a — (3 impair; donc a = 2/?% a — (3 = 1/% 
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¡6 = zp-—<7% où p et q sont des nombres entiers. 

A u moyen de la substitution de 2p* et 2p9 — q9 à ot 

et (3, l 'équation (3) devient 

( - q*y + 4 ^ ( 2 ^ - ^ j - 4 ^ = 1, 

ou 

— 8P2</2 4- 8/?4 = 1 ; q2 = 4P2±: ^ r , . 

Pour que </2 soit rationnel, il faut que 8//-H 1 soit le 

carré d 'un nombre impair 2 ; ' -h 1, c'est-à-dire qu'on ait 

r(r-4- il 
8/>4-+-i r = 4 A î " 4 - 4 r - i - 8 / ? 4 ~ 4 r 2 - + - 4 r ; z^4— — - — -

O r , aucun nombre triangulaire, excepte V unité % n est 

égal à un bicarré (*) : donc r = 1, p*' il s'ensuit 

I, a = 2, p = I, 3 J — I, 
d'où 

2 x — 10. 

3 . Si z était pair, on aurait 

= s-4- I = a2 — z ~ 2 a p , a2—- (S2 — 2ap = i , 

a , ¡3 premiers entre eux, j3 pair et a impair . 

Et , à cause de a 2 -h ¡32 = 4 j 2 1 ? 

Par suite, 
p H- a q 2 , 0L~q2—2/?* ; 

(<72- 2/>2)2 — 4/^ — 4/?2(7'i — 2/>2) = 
ou 

q< — 8 S p A I , — 4 dz , 

et, comme précédemment, 

p2~ 1, y ^ i , 
D e l à , 

a — — 1 , 8 ~ 2 , z — — 4 , — î , x = 5 . 

( * ) Legendre, Théorie des nombres, cd. de l83o, t. II, p. 7. 
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Ainsi , 011 a encore ix ~ 10; i l en faut conclure que* 

10 est le seul nombre qui jouisse de la double propriété 

d'être la somme des carrés de deux nombres impairs 

consécutifs, et d'avoir pour carré la somme des carrés de 

deux nombres pairs consécutifs. G . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES 

Question 1 2 8 6 
(voir série, t. XVII, p. 432); 

PAR M. P. TERRIER. 

Deux droites de même longueur, O A , OB, et un 

point P sont donnés, une droite mobile, passant par le 

point P , coupe O A en A t et O B en B t . On décrit deux 

cercles ayant pour centres At et B, , et passant respec-

tivement par A e i B . Trouver le lieu géométrique des 

points communs à ces deux cercles. ( D R O Z . ) 

Les droites a et b tangentes au cercle O A en A et B, 

et la corde M N (réelle ou idéale) commune aux cercles 

A i et B n sont les axes radicaux des cercles O , A j et 

considérés deux à deux. La corde M N passe donc par le 

point d'intersection Q des tangentes a et et la puis-

sance de ce point, par rapport aux points M , N , est égale 

au carré de Q A . Le lieu des points M , N est donc un 

cercle qui a son centre au point P , avcc lequel les cen-

tres A , et B t sont alignés. 

Note. Autres solutions de MM. Moret-Blanc; Fillon, répétiteur au 
lycée du Havre; Jean Griess; C. Yagane; Fauquembergue. 
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Question 1 2 9 0 

(voir série, t. XVII, p. 47»); 

P A R M . J . DE V I R I E U , 

P r o f e s s e u r à L y o n . 

Soient les rayons des cercles tangents aux 

côtés d'un. triangle ; démontrer que 

1 \ \ 

a -+• b -h c — 3 [r** r, r2rz)2 — [rrx~x r2r3)2 — (rr{ r2~l r3)2 — (rrx r2/y-' ) 
( T . M I T C I I E S O N , B . A . ; L . C . P . ) 

Les formules connues 

s — rpy s = rt (p—a), 

s = r2(p — b), s = r3{p — c), s — (rrxr2rzy 

donnent 

p — [r-xr{r2r,)'\ p — a = ( rr r2ra)a , 

p — b — (rr ,rr f r 8 ) a , p ~ c~ rnr^—j 

Si de trois fois la première de ces quatre équations on 

retranche la somme des trois dernières, on a 

JL JL -L 
-hb-+-c = 3 (/•-' r, r2r3)' — (rr,-' r2r3)2 — (rrt r r 1 n)2 — (/r, r 2 rr ' ) 

iVoie. Solutions analogues de MM. Ch. Cochez; Moret-Blanc ; C. Boell, 
élève du lycée du Havre; E. Fauquembergue, maître répétiteur au Lycée 
de Saint-Quentin; Robaglia, maître répétiteur au lycée d'Alger. 

Question 1 2 9 2 
(voir série, t-XVII,p. 480); 

P A R M . C . H . , ABONNÉ. 

Démontrer quil est impossible de résoudre en nom-

bres entiers aucune des trois équations 

(1) x\ 4 - x ; -b-z® -hx* -H -t-*" — 9 . ^ . 4 - 8 , 

( 2 ) = -4- 7 , 

( 3 ) .r3 - f - y* = z 7 . z - f - 5 . ' L A I S A N T . ) 
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i ° Il est évident, d'après l'équation (i) , que les sept 

nombres x u ¿r8, . . . , , r 7 ne sont pas tous multiples 

de 3 car, dans ce cas, leur somme serait multiple de 9. 

Or, la sixième puissance d'un nombre non divisible 

par 3, étant égale à un multiple de 9, augmenté de 

l 'unité, le premier membre de l'équation (1) est néces-

sairement de la forme g.n 4- r, où r représente un en-

tier moindre que 8. Donc l'équation (1) est impossible 

en nombres entiers. 

20 Remarquons de même que, dans l'équation (2), les 

nombres x, y ne peuvent être tous deux multiples de 3. 

Si aucun de ces nombres n'admet 3 comme facteur, on 

aura 

x* — 9m z t 1, = + 

.r3 H- yG = 92 -f- 2, ou 9 z. 

En supposant x divisible par 3, on a 

x3 -h y6 — 9 Z -4- \. 

Enfin, si y est multiple de 3, il en résulte 

.r3 4- y6 = 9 z ± I . 

Donc, en représentant par r u n nombre moindre que 9, 

l'équation x3 4-y 6 — gz 4- r n'admet de solutions en-

tières que pour 7̂  = 0, = 1, = 2, = 8. 

3° Le cube d'un nombre premier avec 7, étant égal à 

un multiple de 7, augmenté ou diminué de l 'unité, le 

premier membre, x 3 - ! - / 6 , de l'équation (3) ne peut 

avoir que l'une de ces formes : 

72, 734-1* 7 2 4 - 2 , 7 3 4 - 6 . 

Et, par conséquent, aucune des équations 

xz 4- yG = 7 z 4- 3, = 7Z -f- 4> — 7 2 - 1 - 5 

n'admet de solution entière. 

Note. La mémo question a été résolue par M. Moret-Blanc. 
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QUESTIONS. 

1295. Démontrer : 

i ° Q u e , si une solution de l'équation indéterminée 

«3 -f- <>3 -+- .r3 -4-y3 — o 

est donnée par l'égalité 

a3 -4- p3 -I- y3 = 

on obtient une nouvelle solution en faisant 

« = a(S + y --r- i ; — S2 -h y2 -I-

v ~ ¡3 i a -f- y -j- o ) — a3 -b y2 -f-

X — -I- 5% 

= + + a2 -f- p2 — y-. 

2° Que, si Ton part de cette seconde solution pour en 

obtenir une troisième par le même procédé, on retom-

bera, à un facteur commun près, sur les valeurs a, 

( S . R E A L I S . ) 

1296. Si les égalités 

Aa3 H- B p3 -h Cy3 = o, A a'3 -f- B p'3 -t- Cy'3 = o 

représentent deux solutions connues, distinctes, de l'é-

quation 

A.r3 -f- Bx3 H- Cz3 — o, 

une troisième solution sera donnée par les formules 

.r = Bpp'(apr — a 'p ) -f- Cyy'(ay' — a'y ), 

f = C77 ;(P7' — P'7 ) + Aaa ( f a ' — p ' a ) , 

z =: A y.a' ! ya' — y' a ) - i - B p ^ y p ' — y'p;. 
( S . R E A L I S . ) 
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1297. Décomposer le quadruple et le carre de 

4// -f- 27q* en une somme de deux cubes. 

( E D O U A R D L U C A S . ) 

1298. Décomposer le nombre x12— et son 

double, en une somme de deux cubes. 

( E D O U A R D L U C A S . ) 

1299. La somme des carrés des x premiers nombres 

entiers n'est jamais égale au double, au triple, au sex-

tuple d'un carré. ( E D O U A R D L U C A S . ) 

1300. La somme des x premiers nombres triangu-

laires n'est jamais égale au double, au triple, au sex-

tuple d'un carré. ( E D O U A R D L U C A S . ) 

1301. Dans un segment d'une conique quelconque, 

inscrire le trapèze maximum; la corde qui limite le seg-

ment devant être une des bases du trapèze. 

( F . G A B R I E L - M A R I E . ) 

1302. Dans une conique à centre, inscrire le quadri-

latère maximum ayant pour un de ses côtés un diamètre 

donné, et pour côté opposé une corde parallèle à une 

droite donnée. ( F . G A B R I E L - M A R I E . ) 

1303. Trouver toutes les solutions entières de l'équa-

tion x1 -f- 70c = iy(y -t- 3) (72 4- 3 j -f- 5). 

( L I O N N E T . ) 

1304. La somme des distances du cercle circonscrit, 

aux deux côtés AB, A C du triangle inscrit ABC, est 

égale à la corde menée par le point C , perpendiculai-

rement à A C dans le cercle décrit sur D C , comme dia-

mètre; D étant le milieu de l'arc B C . ( A . C A M B I E R . ) 

i 305. On donne un faisceau F„ de courbes de l'ordre n 

et une droite d; chaque point D de d détermine une 
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courbe de F„ . Démontrer que l 'enveloppe de la tangente 

en D , â la courbe déterminée par ce point, est de la 

classe m— i , de l 'ordre 4{n — ' a droite dest 

une tangente multiple de l'ordre 2 ( 7 2 — 1 ) ; que la 

c o u r b e r 4 — 2 ) { n — 3) points doubles, 3 ( 2 n — 3) 

points de rebroussement, qu'elle n'a aucun point d'in-

flexion ; que les tangentes en (n — 1 ) points de rebrous-

sement passent parles (rc — 1 ) points qui correspondent 

à l ' infini dans l ' involution que les courbes du faisceau F „ 

marquent sur la droite d . 

Examiner le cas où h points de la base de F n se trou-

vent sur la droite d. 

Construire la courbe dans le cas où n = 2, en suppo-

sant : i ° que les quatre points de la base du faisceau des 

coniques se trouvent d 'un même côté de la droite d\ 

2° que trois de ces points se trouvent d'un côté de J , et 

le quatrième de l'autre côté. (E. D E W U L F . ) 

1306. O n donne une conique C 2 , et trois points 

A , B, C . Par chaque point P de C 2 passe une conique 

circonscrite au triangle A B C , et tangente à C 2 en P , 

et chacune de ces coniques coupe la conique fixe en deux 

autres points M , N. 

L'enveloppe de la droite M N est de la quatrième classe, 

du sixième ordre; elle n'a pas de point d' inflexion; elle 

est doublement tangente aux côtés du triangle A B C ; elle 

a quatre points doubles, six points de rebroussement. 

Les tangentes de rebroussement sont les tangentes à C 2 , 

aux six points où les côtés du triangle A B C coupent cette 

conique. (E. D E W U L F . ) 
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CONSTRUIRE LES AXES D'UNE ELLIPSE, ÉTANT DONNÉS 
DEUX DIAMÈTRES CONJUGUÉS ; 

PAR M. A. MANNHEIM (*). 

1 . Faisons rouler (fig. i ) une circonférence I de 

centre dans l ' intérieur d'une circonférence O de 

centre o dont le rayon est double du rayon de la pre-

Fig. i . 

mière. Un point quelconque de la circonférence Idécr i t 

alors un diamètre de la circonférence O. Je dis quhm 

point quelconque du plan de la circonférence I décrit 

une ellipse. 

Soit m le point décrivant, menons le diamètre mi: 

pendant le roulement, les extrémités c, g de ce dia-

mètre décrivent les droites oc, og. On a alors un seg-

(*) J'ai retrouvé cette courte Note en réunissant les matériaux d'un 
Ouvrage que je me propose de publier sous le titre de Géométrie ciné-
matique. 

Ann.de Mathémat.y 2e série, t. XVII. (Décembre 1878.) 34 
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ment eg de grandeur constante, dont les extrémités 

glissent sur deux droites rectangulaires -, le point m de ce 

segment décrit une ellipse (m), dont les axes sont en 

direction oc et og et dont les demi-axes ont pour lon-

gueurs me, mg. 

La normale en m à l'ellipse ( m) passe par le point de 

contact e des circonférences I et O. Cette normale em 

rencontre la circonférence I en d, et la droite od, qui est 

perpendiculaire à em, est parallèle à la tangente en m à 

l'ellipse. Le diamètre od est donc, en direction, conju-

gué du diamètre om. 

Cherchons la longueur du diamètre conjugué de om. 

Pour cela, considérons le point m comme un point du 

segment ed. Pendant le roulement de I, ce segment reste 

de grandeur constante et se déplace dans l'angle eod\ le 

point e décrit la droite eo et le point d, la droite od. 

Lorsque le point e est venu en o, la droite em coïncide 

avec la droite od et le point m est venu en 72, de façon 

que on soit égal à em. Mais nous avons vu que od est 

la direction conjuguée de om\ donc le demi-diamètre 

conjugué de om est égal à em. 

D'après cela, si l 'on donne les deux demi-diamètres 

conjugués om, on, on opérera ainsi, pour avoir les axes 

de l'ellipse (m) : 

Du point m, on abaisse sur le diamètre no la perpen-

diculaire md. On porte sur cette droite le segment em 

égal au demi-diamètre no. Sur oe, comme diamètre, 

on décrit une circonférence et Von trace le diamètre 

im de cette circonférence : les droites oc et og sont les 

directions des axes de ( m ) et les segments me, mg sont 

les longueurs des demi-axes. 

2. Si , au lieu de porter no en me, on porte le même 

segment en sens inverse en me', on achèvera la con-
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struction, comme précédemment, en décrivant une cir-

conférence sur oef comme diamètre. L'ellipse (m) peut, 

en effet, être engendrée par le point m considéré comme 

marqué sur la droite g V , qui est égale à la demi-diffé-

rence de ses axes. On a, en même temps, 

me = me et mg' — mg. 

Puisque me' est parallèle à oe, les droites o<?, oef sont 

également inclinées sur les axes de l'ellipse (m). 

Nous venons de voir que les segments oe, oe' sont 

respectivement égaux à la somme et à la différence des 

demi-axes de cette courbe ; nous retrouvons alors cette 

construction, donnée par M. Chasles dans son Aperçu 

historique, p. 362, pour résoudre le problème dont nous 

nous occupons : 

« Par Vextrémité A d'un des deux demi-diamètres 

donnés, on mènera une droite perpendiculaire au second 

demi-diamètre ; on portera sur cette droite, à partir 

du point A , deux segments égaux à ce second demi-

diamètre; 

» On joindra, par deux droites, les extrémités de 

ces segments au centre de la courbe $ 

» On divisera en deux également, par deux nou-

velles droites, Vangle que ces deux premières feront 

entre elles et son supplément ; 

)) Ces deux nouvelles droites seront, en direction, les 

deux axes principaux de l'ellipse; 

» La somme des deux premières droites sera égale 

au grand axe, et leur différence sera égale au petit 

axe. » 

3. Pour arriver à la construction 1 , nous n'avons pas 

eu besoin de recourir aux propriétés des diamètres con-

34. 



( 532 ) 
jugués d'une ellipse. Ces propriétés peuvent, au con-

traire, s'en déduire. 

Dans la circonférence 1, on a 

m g X me — me X md — on >< om smnom. 

Ainsi : le produit de deux diamètres conjugués par 

le sinus de Vangle quils comprennent est égal au pro-

duit des axes de l'ellipse. 

Dans la circonférence I, la somme des carrés des dis-

tances du point m aux extrémités d'un diamètre quel-

conque est constante. On a alors 

mo -f- me = me -h m g , 

c'est-à-dire que la somme des carrés de deux dia-

mètres conjugués de Vellipse ( ni) est égale à la somme 

des carrés des axes de cette courbe. 

A. Nous allons montrer comment on peut arriver à la 

construction précédente par une tout autre voie, et sans 

avoir besoin de connaître la construction de là normale 

en un point de la ligne décrite pendant le roulement 

d'une courbe sur une autre. 

Appelons toujours om, on (Jig. 2) les deux demi-

diamètres conjugués donnés. Sur 0«, comme diamètre, 

décrivons une circonférence de cercle et menons ol per-

pendiculairement à on. 

Si nous construisons des triangles tels que jph homo-

thétiques au triangle lom) le lieu des points h est une 

ellipse (m) qui a pour diamètres conjugués om et on. 

(On peut remarquer qu'on aura la même ellipse, en 

construisant des triangles tels ( \ u e j f p h , homothétiques 

au triangle l 'o m. ) 

A u p o i n t / d u cercle correspond le point h de l 'el-

lipse m, et, comme jh rencontre la circonférence en un 
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autre point que / , on aura sur cette droite un autre 

point de l'ellipse (m). Si alors nous menons à la cir-

conférence de centre o une tangente parallèle à Im, cette 

Fig. 2. 

Ie 

V 

droite rencontrera la circonférence en deux points infi-

niment voisins auxquels correspondront, sur l'ellipse, 

deux points infiniment voisins : en d'autres termes, la 

tangente au cercle o, menée parallèlement à /m, est 

aussi tangente à l'ellipse ( m ) . 

De la même manière, nous pouvons dire qu'une tan-

gente à la circonférence o, menée parallèlement à V m, 

est tangente à ( m ) . 

Les droites ml, ml', étant parallèles à des tangentes 

communes à une ellipse et à un cercle concentriques, 

sont également inclinées sur les axes de l'ellipse (m). 

Comme les droites Im, Vm sont égales et parallèles 

à oe, oe' obtenus comme précédemment, nous retrouvons 

ainsi la première partie de la construction de M. Chasles. 

Cherchons les axes de l'ellipse ( m ) . 

Faisons tourner le quadrilatère ophf autour de o, de 

façon que of vienne coïncider avec oL Le point p vient 
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sur la circonférence décrite sur ol comme diamètre; le 

côté ph passe par le point <7, où cette circonférence est 

rencontrée par ora, parce que l'angle hpf est égal à 

l'angle mol, et que l 'un des côtés de cet angle passe 

par l'y enfin le point h sera un point du segment capable 

de l'angle fhp décrit sur Iq. 

Quel que soit le point /"pris sur la circonférence o, 

on aura un point correspondant sur l'ellipse ( m ) , et? en 

répétant ce que nous venons de dire, nous ramènerons 

ce point de l'ellipse sur le segment capable dont nous 

venons de parler. Ce segment contient alors le point m, 

et, comme l'angle Iqm est droit, on l'obtient simplement 

en décrivant une circonférence sur Im comme diamètre. 

Les distances du point o aux points de celte dernière 

circonférence sont respectivement égales aux longueurs 

des demi-diamètres de l'ellipse (m). Menons alors du 

point o la droite of passant par le centre j de la circon-

férence décrite sur lm \ cette droite rencontre cette cir-

conférence en a et b : les segments oa et ob sont alors 

l 'un maximum, l'autre minimum; par suite, le seg-

ment oa est le demi-grand axe de (/n) et ob le demi-petit 

axe de cette courbe. On voit aussi que m/, ou son égal oe', 

est égal à la différence des demi-axes de l'ellipse {m). 

Si nous avions considéré le quadrilatère oJfpli nous 

aurions trouvé de la même manière que mlf, ou son 

égal oe> est égal à la somme des demi-axes de (m). Nous 

retrouvons ainsi la deuxième partie de la construction 

de M. Chasles. 

Joignons le p o i n t é aux points / et m. Les droites 

bm sont également inclinées sur Im et oj. Comme cette 

dernière droite est parallèle à ml', on voit que bl et bm 

sont également inclinés sur ml, ml et donnent alors la 

direction des axes de (m) . Nous avons, par suite, la 

construction suivante : 
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On mène, à partir du point o, une droite ol égale et 

perpendiculaire à on. Sur ml, comme diamètre s on 

décrit une circonférence. On joint le point o au centre j 

de cette circonférence. Cette droite coupe la circonfé-

rence j aux points a et b : les segments oa, ob sont les 

longueurs des demi-axes de l'ellipse (m), et les droites Ib, 

mb sont parallèles aux axes de cette courbe. 

Cette construction revient à la construction que nous 

avons donnée précédemment, et qu'on obtient en décri-

vant une circonférence sur oe' comme diamètre. 

5 . En faisant usage de la circonférence/, on arrive à 

un certain nombre de théorèmes. Nous n'énoncerons 

que les deux suivants, pour ne pas nous écarter de 

notre sujet, en appelant correspondantes des droites 

telles que of et oh. 

Les axes de Vellipse (m) Jont respectivement des 

angles égaux avec les diamètres correspondants de la 

circonférence o. 

Le diamètre de F ellipse (m), qui fait un angle maxi-

mum avec le diamètre correspondant de la circonfé-

rence o, est moyen proportionnel entre les axes de 

Vellipse ( m ) , etc., etc., etc. 

6. Les axes de l'ellipse (m) étant les bissectrices des 

angles formés par oe et oef rencontrent la circonférence 

circonscrite au triangle oee' aux points où cette courbe 

est coupée par la tangente en m à (m), puisque cette 

droite est la perpendiculaire élevée sur le milieu de ee. 

Celte remarque donne une construction de la direction 

des axes de (m) et conduit à ce théorème connu : 

Le produit des segments comptés sur la tangente en m 

à (/«), entre ce point et les axes de la courbe, est égal 

au carré du demi-diamètre parallèle à cette tangente. 
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SUR UN THÉORÈME DE H. LIOUVILLE, 
CONCERNANT LA DÉCOMPOSITION DES NOMRRES EN BICARRÉS; 

P A R M . É D O U A R D L U C A S . 

M. Lîouville a démontré, dans son cours au Collège de 

France, qu'un nombre quelconque est une somme de 

53 bicarrés, au plus. On peut abaisser cette liixtite à 4 1 • 

En eflet, il résulte de l'identité des deux expressions 

6 (.r2-f- /2 -4- z2 -f- it'Y 
et 

(x-4-j)4-f- + + (.r + wj44- U — U)' 

que le sextuple du carré d'un nombre quelconque est une 

somme de 12 bicarrés, puisque l'on sait qu'un nombre 

quelconque est une somme de 4 carrés. Par suite, le sex-

tuple d une somme de 3 carrés est déeomposable en 

36 bicarrés. Mais Legendre a démontré que tout nombre 

de la forme 

8/3-4-Ï, 2, 3, 5, 6 

est une somme de 3 carrés; donc tout nombre de la 

forme 

4-8 p -f-6, 12, 18, 3o, 36 

est une somme de 36 bicarrés, au plus. Soit R le reste 

de la division d'un nombre N par 48; en retranchant 

de N une ou plusieurs fois les bicarrés i4 , 24, 34, ou 

ramène le reste R à l'un des nombres 6, 12, 18, 3o, 36, 

et l'on arrive à former le tableau suivant, qui contient 

dans la colonne R le reste de la division d'un nombre N 
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par 48, et dans la colonne n le nombre maximum de 

bicarrés dont se compose N . 

n R 

36 6, 12, .8, 3o, 36; 

37 3, 4, 7- i3, i5, '9> 21, 22, 28, 3 i , 34, 37, 39, 46; 
38 0, 2, 5 , 8, »4, 16, 20, 23, 24, 29, 32, 35, 38, 4o, 44, 475 

39 >> 9» 1 7 ' 25, 33, 4 ' , 45; 
4o 10, 26, 42; 

4 ' «i» 27> 43. 

Donc un nombre entier quelconque est la somme de 

quarante et un bicarrés, au plus. 

O n observera que la démonstration précédente suppose 

le théorème vérifié jusqu'à N = il est facile de le 

constater sur les Tables arithmétiques de Reuschle* 

THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES; 

PAR M. H. LAURENT. 

[suite (*).] 

T R A N S F O R M A T I O N DU D E U X I È M E D E G R É . 

Nous n'avons pas à parler de la transformation du 

premier degré; on a vu que non-seulement elle réussis-

sait toujours, mais encore qu'elle servait à la réduction 

à la forme canonique. 

Si l'on veut opérer la transformation du second degré, 

deux des facteurs Y — a U , V — |3U, . . . devront être 

(*) Nouvelles Annales, 2e série, t . XVII, p . 385. 
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des carrés parfaits; on devra donc poser 

U - a V = (m y -I- m' )\ U — pV = (ny 4- n' )2. 

On en conclut 

U — «V (my + m'Y 

U — pV [ny+n'Y ' 

ou bien, en observant que ~ = x, 

x — a (my 4- m' )2 

x — p [ny -h n' )2 

On pourra ensuite déterminer m, m\ n, n' de manière 

à donner à la nouvelle intégrale la forme canonique, 

mais nous n'effectuerons pas le calcul en disant toute-

fois qu'il existe deux solutions à la question. 

M É T H O D E D ' A B E L . 

Supposons que l'on désire calculer toutes les valeurs 

de y rationnelles par rapport à x , et telles que 

dy* g1 dx1 

Si l 'on pose 

P et Q désignant des fonctions entières de degré /¡A, à 

chaque valeur dey correspondront fx valeurs de x, et si 

l 'on désigne par xx et x2 deux d'entre elles, on aura 

dxy zb dx2 

^(l - * } ) ( ! ^ » ( l - ^ ï ) ' 

Si l'on égale à du les deux membres de la formule 

— X'r2) (i — x 7 ) U — P x 2 ) 

P 

• Y = Q ' 
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précédente, on aura, si l 'on veut, 

x t = s n « , 
x2 — sn (a zb «), 

CL désignant une constante; on peut se borner à con-

sidérer le signe 4 - , car sn (a — u) = sn ( i K 4 - u — a ) 

et 2 K — a est une constante. Ains i , l 'une des racines p 
de l'équation y = - étant représentée par sn u, les autres 

p 

seront de la forme sn(u 4- a ) . Si donc on pose -

on aura y=z$(&nu) 

identiquement, et, comme on a aussi y = ^(snw 4- * )* 

il faut en conclure 

^(snw) = i ) / ( s n i t + a ) r : i ] / ( s n i i 4 - 2 a ) . . . ; 

par suite, les racines d e y = ty (x) sont 

s n « , s n « H - a , s n « 4 - 2 a , s n « 4 - 3 a , 

mais les racines de l 'équation en question sont en 

nombre limité au plus égal à p. : il est facile d'en con-

clure que les p valeurs de x se décomposent en cycles 

s n « , sn(« 4 - « ) , s n ( « ' 4 - / ï — l a ) , 

sn« ' , s n ( « f - f - a ) , . . . , sn(« ' 4- n — l a ) , 

n désignant un sous-multiple de p. Si fx est un nombre 

premier, les cycles se réduiront à un seul. Nous exa-

minerons en particulier le cas où [x est un nombre pre-

mier impair. Les solutions dej^ = sont alors 

sn«, sn(« + a), s n ( « 4 - p - — i a ) ; 

mais, sn(w 4 - f * a ) étant égal à sn u, il faut que p a soit 
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une période; donc 

a = i ( 4 K m -hiK'nsl—i ). 

Mais l'équation y = <f/(.r) est de la forme 

(Aj,— B{xjr)JC* -4- . . . H- Ao — B 0 / = o; 

on en déduit, pour le produit des racines, 

A0 — B0 r 
X | «37-j . . . «^jx . " 

av — n^r 

et pour y une expression de la forme 

a' -f- a.t. y x2 . . x,k 

^ b' H- ¿>,r, . . . x[)L 

On peut simplifier cette expression ; on a en effet 

xi = s n ( a + / — i a ) , 

— sn ( « -t- twe — i — 1 a ) — sn ( // — i — i a ) , 

car ¡JLOL est une période, et, en faisant usage d'une for-

mule connue, 

sn2 « — sn5(/ — T ) a 

' i — /^sn2«sn'(i— i ) a ' 
on a donc 

sn u ( sn2 // — sn? a ) ( sn2u — sn2 2 a ) . . . ^sn2u — sn2 - - a^ 

(i — ¿2sn«sna) . . . ^i — ¿2sn« f* — 1 
s n i a 

Le produit xK r 2 . . -x^ est ainsi exprimé à l'aide de la 

seule racine x{ ~ sn«. Alors y prend la forme 

a' -f- a y ( x, ) 
b' -h b <p ( x{ ) 
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T R A N S F O R M A T I O N D E L À N D E N . 

Considérons un demi-cercle tracé sur A B — 2 R 

comme diamètre : soient O son centre, P un point fixe 

pris sur A B , M un point variable de la circonférence, 

soient O P = a , M P O = , M A O = a>. Supposons que le 

point M se déplace infiniment peu et posons MM' = ds, 
nous aurons 

, x ch sin M'PM 
; MP sin P M'M 

O r 

ds= 2 R d y , MP = 4 - 2 « R c o s 2 T , M'PM = dty, 

et M M ' P est égal à ^ plus l'angle que O M fait avec M P 

o u P M O } (1) devient alors 

2R dy d-ty 

2 y/R^ -f- u1 H— 2#RcoS2<p — cosPMO 

Si l 'on observe alors que 

R a 

sin^ sin P MO 
ou 

R sin PMO = a sin ^, 

R2 cos'PMO ~ R2 — «2sin2^, 



( 542 ) 

la formule (a) deviendra 

d-ty 

Y/ R 2 - H A 2 -4- 2 F L R C O S 2 Y y / R Î ~ a 'sin 'y 

ou bien 
2C?<p dty 

V/(R -i- a)2 — 4 R sin2cp y/R'— «2 sin2^ 

ou enfin 

2 R ¿/F ¿TY _ _ _ 

Posons 

I » ) V P ^ ' » = ' • • 

et nous aurons 

(4) ^ „ 
R H- « ^/i — ¿'sin2? s/i — A-îsin2^ 

Le triangle P M O donne d'ailleurs 

a ^ sin(29 — n|/) 
R 1 sin^ 

d'où 
1 — sin^ — sin (2? — 
1 -H kx sin ty 4- sin ( 2<p — 40 

ou bien 
1 — y). 

^ ' 1 -h A» tang® ' 

d'ailleurs les équations (3) donnent 

(6) 
et la formule (4) devient 

? 2 dy f* d4, 

sj * t 
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Voici comment on fera usage de ces formules : sup-

posons que l 'on veuille calculer 

on calculera à l 'aide de (6) un nouveau module et à 

l 'aide de la substitution (5) (que l 'on n'aura pas besoin 

d'effectuer réellement si l 'on n'a pas besoin de faire un 

calcul numérique) , on convertira l ' intégrale proposée 

en une autre de module Zr, donné par la formule (6) . I l 

est facile de prouver que en répétant alors la 

substitution, on peut ainsi obtenir ce que l 'on appelle 

une échelle de modules de plus en plus voisins de un 5 

on pourra donc développer l ' intégrale suivant les puis-

sances de 1 — A, et l 'on aura une série très-convergente. 

Je dis, en effet, que k < ^ k l 1 c'est ce que prouve la 

formule ( 6 ) , car la moyenne arithmétique * de 1 

et ki est moindre que leur moyenne géométrique \Jk~i : 

ainsi k 1 ; donc on finira par rendre k < 1 . Suppo-

sons déjà 1, on a 

donc \ ] > \ph > j ainsi k^>ku mais k 1 : 

donc, etc. 

O n peut donc aussi se donner k et calculer kt -, si alors 

k est moindre que l 'unité, on aura kx << k, et l 'on ob-

tiendra des modules tendant vers zéro 5 quand k sera 

très-petit, l ' intégrale elliptique développée suivant les 

puissances de k sera rapidement convergente. 

Il est facile de voir que, si l 'on pose 

Â = sinô, 
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on aura 

Ô 
X , ~ tanç* 

2 

tang(4> — y) = c°s9 tang<p, 

ce qui simplifie le calcul logarithmique. 

S U R L E S A P P L I C A T I O N S D E S T H É O R I E S P R É C É D E N T E S . 

Nous avons vu que toute intégrale d'une fonction ra-

tionnelle de x et d'un radical tel que 

yja x%
 4- bxà

 -H ex2
 4- dx -t- e 

se ramenait à trois types simples ne renfermant plus 

que le radical 

sjA ( t -{-nu* J ( i 4- m'x2 ). 

Ce radical, dans lequel A , m, mr peuvent être supposés 

réels, comme on l'a vu, si a, c, d, e le sont eux-

mêmes, peut se ramener au suivant : 

en faisant sortir A de dessous le radical et en posant 

mx2 = — 22 et — A2 : mais alors k n'est pas néces-

m 1 

sairement réel. Je me propose maintenant de montrer 

que l'on peut toujours supposer k réel et compris entre 

zéro et i , ce qui simplifiera évidemment la construction 

des Tables des fonctions elliptiques. 

D'abord, on peut toujours supposer A =• ± i en fai-

sant sortir sa valeur absolue de dessous le radical-, enfin, 

on peut supposer m — =iz i , en posant x\jm = z , si m 

est positif, et xsj—m = z , si z est négatif. Ainsi nous 

pourrons toujours supposer m = ± i et mf = ± A2. Cela 
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posé, 011 a vu et l'on vérifie très-facilement que, en po-
sant A72 = i — 

n a % = ^ ' ( i - * » ) ( ' -

dz 

(«) Si z — sn.r, 

1 
( 2 ) Z :— , 

sno; 

(3) z — dn.r, 

(4) 
1 Z ~~ , (4) ilïix 

(5) z — tna?, 

1 r \ i z = , 
tn x 

(7) z — cnx, 

1 
(8) z — , 

dx 

«fe „ / T7 ^ 7 

i/z 

Dans ces formules, on peut constater que le radical est 

partout de la forme 

et que l'on y rencontre toutes les combinaisons possibles 

des signes avec toutes les valeurs réelles et positives de 

h\, en supposant A 2 < i , trois combinaisons exceptées, à 

savoir 

y/— i1 + + 

mais la première est impossible si le radical doit être 

réel, et les deux autres rentrent dans les formes (7) et 

Ann. de Ma théma t., ie série, t. XVII. (Décembre 1878.) 35 
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X" k' 

(8) par le changement de z en z ou de ~ z en z . Nous 

n'en parlerons donc pas. 

Il résulte de là que toutes les équations de la forme 

dz . — 
— — A y riz i ± m z 2 1 m m z1 j 
dx 

s'intégreront par les fonctions elliptiques, et que toute 

intégrale de la forme 

/ F [z, '[T+~mz?)7TÏ^Vj]dz ' 

se ramènera à la forme 

où l'on aura 

Montrons sur un exemple la marche à suivre pour 

opérer cette réduction. Supposons qu'i l s'agisse de l ' in-

tégrale 
__ r dz # 

" ~J (1 — ' 

en posant z = on aura 

<K 

On posera [voir formule ( 7 ) ] 

1 X2 

¿ j — , _ ^ 

d'où 



el Ton aura 

On en conclut que £ est égal à en y — u -f- const, j , et 

par suite que 

u -f- const. 

Si donc on pose 

V''i — ? = z, 

z sera le sinus amplitude d'un multiple de *¿, et l ' inté-

grale u sera ramenée à la forme voulue 

La méthode de réduction que nous venons d'indiquer 

a, sur celles que l 'on enseigne, l'avantage d'être purement 

analytique $ elle se retrouve facilement; si l 'on n'indique 

pas la marche qui conduit aux substitutions à effectuer, 

on peut hésiter longtemps avant de les retrouver. D'ail-

leurs, notre méthode a l'avantage de donner immédiate-

ment z exprimé en fonction de u au moyen des fonctions 

s n , e n , dn. 

Voici d'ailleurs les substitutions à effectuer dans les 

différents cas pour réduire l'intégrale 

d'après M M . Briot et Bouquet, i r e édition, p. 194. 

f F [,r, sjA. \ 1 -f- m x2 j i 1 -!- m'x2 j j dx 

à la forme 

9 

33. 
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i° A positif, m = — A9, — h!\ h > A', on pose 

z 

2° A positif, ra — — /r, m' = A'2, 

hx—\ji — z*. 

3° A positif, m = m~ A > A , 
~ — z • 

sji — z* 

4° A négatif, m — — /¿% m! = /i'2, 

^.r — 1 . 
V i — s2 

5° A négatif, m = — A2, — h f \ h > A', 

h'-
h-

Quand on a ramené le radical à la forme voulue, il 

reste encore à calculer les quantités que l'on a désignées 

par R et K ' et dont dépendent les périodes. A cet effet, 
K' 

on calcule d'abord la quantité q = e K ; on part pour 

cela de la formule 
, rjr ®i M 

&(x) 
Si l'on fait x ~ o, on a 

y— © (o) i — 1 q - 4 - 1 qi — 1 g9 — . 
e,(Oj I -f- i q -f- iq% -f- -+- . . . 

On pourra résoudre cette équation par la méthode du 

retour des suites. Quand on connaît q, K se calcule fa-

cilement, et, en effet, on a 

sn x i H (x) 
x V/X: 
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et, pour x = o, 

— 5 ^ 1 
f k e ( o ) ' 

En faisant, dans l'expression de sn.r, x — K , snx de-

vient égal à i , et l 'on a 

j _ H j K ] , 

donc 
m o ] © ( R ) 

Remplaçons H'(o) = lim pour x = o, 0 ( K ) , H ( K ) 

et ©(o) par leurs développements en produits, nous 

aurons 

(i — q')2[l — q*)2--. (l + q)2[l-hq3)2... 

7T (i — qy(i — q>y... + 

OU 

+ y » ) . . . 

V * ( l - ' / ) ! ! - ' / 2 ) . - - (I + ^ J Î I - H ^ ) . . . 
__ (1 7) (1 72) - • » (1 + 7) ( 14- ... ( 1 <7) ( 1 -f- <y?)... 

C'est précisément la valeur de ©! (o). 

On a donc finalement 

/2K 
y / = ©,(o) = 1 + iq 4- iqK 4- 2q9 — . . 

d'où l 'on conclut K . 

Mais il est clair que l 'on pourra aussi calculer K et K ' 

par les formules 

K = r d * r j = f d T 
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en les développant en série. Si k est voisin de l'unité, R 

sera donné par une série peu convergente; mais R ' sera 

alors donné par une série très-convergente. Pour aug-

menter la convergence des séries, on pourra employer 

la transformation de Landen. 

Le développement en série de R , par exemple, se fera 

comme il suit : 

I I x l i . 3 / 4 X* 

y 1 — xl '2 y i — x- 2 • 4 y' i — xl 

r1 dx 

'o y'i1 — -z'Jj [1 — k'x2) 

R E M A R Q U E . 

Les formules (i), (2), . . . , (8) du paragraphe précé-

dent conduisent à des formules curieuses que l'on peut 

rapprocher des formules élémentaires 

Cx V - 1 -f- e~~x ̂  1 . ex V7-1 — e~x1 

cos.r ~r > Sin.r r=r • 
'>< 2 Sj— I 

Considérons, par exemple, la formule (5) ; on en tire 

.r = / y i i -f- z*) (i — A'*z*jdz. 

Or z, étant la tangente amplitude d e x , s'annule avec x : 

on doit donc prendre pour limite inférieure de l'inté-

grale zéro; mais alors on a 

y — iz = s n ( t r , x v — i ) , 
ou bien 

tn x* ~ sn ( / / , x y — i j , 
V " 1 
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ou encore 

sn (A*, x) i , — - v 
7 = 7T. = t = 8 P Ar, 
Vi — sn^/-,«) y — i 

Il est clair que l 'on pourrait obtenir ainsi une infinité 

de formules du même genre, mais qui seront plus cu-

rieuses qu'uti les. 

RÉSUMÉ DES PRINCIPALES FORMULES E L L I P T I Q U E S . 

qz=.e K, 

0 
2 77 X 3îT.r 

0 (x) =r i — 2q COS — -
K. 

h iq* C O S - — 
K. 

— 2<79 * M 

e, 
t \ n x 2.KX 3 77 x 

e, [x) " I -f- 2 q COS — -f- iq c o s — — 
K 

4~ 2 ? 9 C O S - - . ' • > 

„ / » V . KX ~ . Znx . 5TTX 
H (jp) = 2q* sm - — — 9,q sin ——- -4- a o sin — - . 

v ' 2 2K. 7 a K 2K. 

. . -T 1TX "7 3 7?X 5irx 
H, x) =z 2q* eos — - 4- 27 COS- - -4- 2« COS h . 

v ' 2K 2ÍÍ 21i 

0 (x) = C — 2<7 COS — ç*J 2q3COS~ ~hq°y . . , 

©, (x) — c^I 4- 2q COS -f- q^j H- 2^ 3 COS~ 4- q6^ . . . , 

i 7TX f rcx \ ( 
H (or) = 2c?4 sin — I 1 — 2 ^ c o s — 4-7'J ( 1 — ?.q4 

7TX 
c o s -

T ^ , ' COS —— ( I -{-
2K \ 

7TX 
2^3COS — 4 - ^ 4- 2<?4 c o s - j ^ 

e ( - * ) = © (x), — XJ = 0, [x] 1, 

n ( x ) ~~~ — H (x), H,( — x ) = H,(*) 

© (x -f- K) . 0 (* - K ; = ©i M . 
0, (x 4- K) — 0 (*), 0, — K) = 0 w , 

H (x + R j = H,(o?)f H — K) — - Ht w , 

Hj(.r -f- K) = - H (*), H — K' — H m , 
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& (x-h 2Kj — 0 (x), 

0J [x H- 2Kj = ®i(x)9 

4- 2K) = —H,(j:). 

- (w + K' J=i) - lÎp. (a* + KV=i) 
^ — A et e ** — B, 

on a 

© [x 4- 2K' si~) = — A© (*), 0 (d? + K' si~i) — v/^lBH (x) , 

©, (j: -f- 2 K V — ^ ) = A0|(o?), ©, (j? 4- KV—"T) = BH,(*), 

H (a: -f- 2K , v/ : r 7) = — AH (*), H {x 4- E / y ^ T ) = y/^TB© (jt) f 

H,(* -h 2K/ y/^7) = AHi(a?), H,(a: -f- K' = B0,(*). 

© (¿c) s'annule pour x = i ¿K 4- ( 2/' -4- i ) K/ V — 15 

0, (a?) » , r = ( 2 Î + i ) R - f ( i j 4- I ) K' sj— 1, 

R(x) » x= 2iR 4- ijML'sl— 1, 

» .R = ( 2 / + I ) K 4 - 2 I / K ' 1 . 

K : : f ' - , K 
J0 y/i — — k2x2) Jo — — 

1 H(*) [V H,(*) . 
sn r — — —r~r' cn.r — t / — —r-r-> dn.r yA' . . 1 

y'k 0 (- r ) V k 

sn* s'annule pour x ~ o et 2K, 

cn.z » x K, — K , 

dnx » x K 4- K' V — ï9 

Périodes de sn.r=:4K* 

c n j 7 = 4 K > aK'y/— I 4 - a K , 

» dnx = 2R, 2K/y— i. 

Infinis des trois fonctions = K' y — 1 , 2K f K' y — 1. 
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. . .. siitf en6 àub zh sn6 cua dna 
sn [a ± b) ~ • -— - 5 

en a en b qz sn ¿/ sn b dn a dn b 
en [a±b)~ 

i — A2sn2« sn26 

_ , . . . dn/? dn b zjzA'sn« sn b ena en b 
d n ( a ± b ) = : ,„ „ , 

£ 
i — A2sn2 a sn2b 

A-7sn7xdx — ex — 
e(x) 1 h 

: 8 
I — 2 q -f- 7 qK — 2 q* 

f «/Q 

<1 — • • 

<x A2sna eno dn« sn2x , , . 
— n (x9 a) 

i — A 'sn*« sn2 x 

©'(«) i, &(x — a) 
0 a 2 0(j? -+" «j 

THÉORÈME DE PONCELET. 

Voici encore une interprétation très-curieuse du théo-

rème qui vient de nous occuper : considérons deux 

cercles intérieurs l 'un à l'autre-, soient R et r leurs 

rayons et P Q , P ' Q ' deux tangentes infiniment voisines 

menées au cercle de rayon soit OO' la ligne des centres 

arcAP — 2<pR, arcAQ — 2ipR. 



( 555 ) 
On aura 

p p ' __ d(? QQ 

mais les triangles semblables P P M , Q Q ' M donnent 

P F MP __ JVI 
QQ7 ~~ MQ' ~~ 

ainsi 
d<? MP 

or, à la limite, le point M vient sur le cercle r au point 

de contact de P Q , et l'on a 

M P 2 = (VP2 - 7 J = RJ + fl'-r2 -I- i R a cos2 f , 

M Q 2 — ( T Q 2 — r 2 Z - R 2 - f - a 2 — r 2 - j - i R a C 0 S 2 ^ : 

on a donc 
dy / R- -f- a* — r* -h 2 ci R cos 2 cp 

d \ > y R 2 - h a 2 — r 2 - f - 2 « R c o s 2 - J < 

v 7 : 

R -4- a)- — r — 2a R sin2© 

• . <) Si l'on fait 

2tf R 
(R - Y - a }2 — r 1 

on a l'équation connue 

^ 1 ' \j i — k2 sin2<p \j i — kl sin2^ 

d'où l'on peut conclure une construction géométrique 

de son intégrale. Mais on peut en déduire un résultat 

nouveau. 

L'équation précédente devient, en intégrant, 

dy 

J
ç? dy p'P a 

o v/i — J0 )/i—i • ¿2sin24> ,• . / v u » » v u • t 

J O V I ~ / 2 s i n 2 ^ 
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et [x est la valeur de ^ pour <p = o. On voit que ¡JL ne dé-

pend ni de <jp ni de si donc, à partir du point cp, on 

mène une seconde tangente Q R au cercle intérieur, et 

si Ton pose AR = 2^, on aura encore, en posant 

1— À'2sin'<p = <I>, 1 — /»2sin2̂  — V, 1 — ¿2sin2p. = M, 

(3) Jr* d-b ^ nx dy ç 

o V̂ '" Jo ^ Jo 

du 

V / M ' 

en menant par R une nouvelle tangente RS, on aurait 

entre l'arc 2 0 = A S et l'arc 2^ une relation analogue: 

les iutégrales C*** Ç'^^L^ forment donc une pro-
g Jo x y p 

X, du. 
V^M" 

Supposons que le polygone P Q R S T soit fermé et que 

le point T coïncide avec A , le dernier des arcs cf, tp, x , . . . 

sera de la forme cp -h 2 n TT. En ajoutant alors les formules, 

telles que (2) et (3), on a 

r? r 

Jo fi ' Jo 

? -H niz do 

<D 

ou bit 

£ ?-h nx dcp i*!J 

y/T--~^sin2if '"Jo V ^ 

y< au 

y/M 

¿/a 
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donc le premier membre de celte formule ne dépend pas 

de q? ; donc : 

S'il existe un polygone de m côtés inscrit dans un 

cercle et circonscrit à un autre, il existera une infinité 

de poly gones de m côtés jouissant de la même propriété. 

Ce théorème est évidemment projectif et s'applique 

aux coniques : il a été découvert par Poncelet : la dé-

monstration précédente est de Jacobi. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1262 
(voir 2® série, t. XVIf, p. ?.3<)); 

P A R M . M O R E T - B L A N C . 

Un point F est donné par ses coordonnées a, ¡3 re-

lativement à deux axes O X , O Y , comprenant entre 

eux un angle B : on demande de trouver Véquation de 

Vhyperbole qui passe par l'origine O, qui a le point F 

pour un de ses foyers, et dont les asymptotes sont pa-

rallèles aux axes O X et O Y . 

Quatre hyperboles répondent, à la question. L'équa-

tion de chacune d'elles étant de la forme 

xy—px — qy -- o, 

il s*agit de trouver les quatre couples de valeurs de 

p et q, exprimées en fonction des données a , ¡3 et 0. 

( B O I L L E A U . ) 

L'équation générale des hyperboles passan t par l 'ori-

gine et ayant leurs asymptotes parallèles aux axes O X , 
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OY est 

( i ) xy — px — qy : 

Les coordonnées du centre sont x = q,y = p. 

Le foyer donné devant se trouver sur la bissectrice de 

l 'un des angles des asymptotes, ses coordonnées doivent 

vérifier l 'une des équations 

y —p=zx — q ou y— p- — (x—q), 

c'est-à-dire satisfaire à l'une des relations 

(2) ^ „ ç r — p — a 

(3) p + 

En transportant les axes parallèlement à eux-mêmes 

au centre de la courbe, son équation devient 

( 4 ) xfy'=pq. 

Si l'on prend pour axes de coordonnées les axes de la 

courbe, les formules de transformation sont 

. 0 0 . 0 0 
x sin y cos — x sm — h y cos — 

2 2 2 2 
* = — T ï i T — > y sin0 sin© 

et l'équation devient 

0 0 
(5) j?2sina r2cos2- — pq sin20. 
K 1 2 2 

Il y a deux cas à considérer : 

i ° Soit pq o. 

On a, en appelant a2 et è2 les carrés des demi-axes, 

0 , . . 9 
a2~- 4^<?cos2-> b2 i\pqsm'2'^ 

a7 -4- b2 — c2 z=z t\pq, c — ±?.\Jpq. 



( ) 
Les coordonnées du foyer sont, dans le système (4 ), 

sm -
2 c zt Jpq 

c — — —yju-i sm0 0 0 
2 COS — COS — 

2 2 

et l'on a, dans le système primitif, 

(6) = = 
0 cos-
2 

2° Soit pq <i o. 
On a alors, a étant l'axe transverse, 

9 0 
a2 —— /[pq sin2- <, b2 —— 4 c 2 — — foq, 

c = =h 2 y/ — 

Les coordonnées du foyer sont, dans le système (4), 

0 
C COS - / 

2 __ g __ ^ v — pg 
sinÔ ~~ . h . 0 ' 

2 sin - sin -
2 2 

et l'on a, dans le système primitif, 

( 7 ) P — f = — ( « — = V- ^ . 0 
sin -

2 

Les valeurs de p et q sont déterminées par les sys-
tèmes (6) et (7). 

Le système (6) donne 

— fa -4- Gcosôï =fc y/a2 -4- fi2 -f- 2apcos0 p = ^ , 

2sin2-
2 

— (8 -f- acosô) ± \/a- -4- p2 H- 2a|ieos0 

'' 7 j o 

2 
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Les valeurs tirées du système ( 7 ) se déduisent des pré-

cédentes en changeant les signes de q et a . On a donc 

pcosG) ± y a2 + ¡32— 2a|3cos0 
— : — : G ' 

2 sm2 -
2 

a cos 0 \ /a 2 -4- fi2 — sajScosO 
; 0 

2sin 2 -
2 

Les valeurs de p et q sont faciles à construire gra-

phiquement: \Ja.2 -1- ¡32 H- 2a|Scos0 = O F 5 a -f- (3cos0 et 

(3 -j- acos0 sont les projections orthogonales de O F sur 

les axes de coordonnées. Les valeurs des numérateurs 

du second système se construisent aussi facilement» et 

l'on sait construire les quotients des demi-longueurs 

• 2
 9 

trouvées par sin 

Note. — La même question a été résolue par MM. E. Fauquembergue, 
maître répétiteur au lycée de Saint-Quentin ; G. Lambiotte, élève de 
l'École polytechnique de Bruxelles ; Eugène Delmas, élève du lycée de 
Lyon et J. Chambon. 

Question 1269 

(voir?.* s é r i e , t. XVII, p. 287) ; 

P A R M . E . F A U Q U E M B E R G U E , 

Maître répétiteur au lycée de Saint-Quentin. 

Une droite AB, de longueur constante, s'appuie sur 

deux axes rectangulaires O X , O Y : lieu du point M de 

cette droite, tel que Von ait 

M A A O = M B . B O . ( G A M B E V . ) 

Appelons x et y les coordonnées du point M5 cp l'angle 
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BAO, et a la longueur de AB. On doit avoir 

M A B O 

M B = Â Ô = T A N G ? > 

ce que Ton peut écrire 

MA MB « 
sinep cos<p sin© -4- cos<j» 

mais MA = 4 — 9 MB — — ; on aura donc 
sin© cos© 

sin̂ çp cos2© sincp-h cos<j> 

Ces relations suffiraient pour construire le lieu cherché, 

puisque les coordonnées x et y sont exprimées en fonc-

tions de la même variable <p; mais cherchons l'équation 

de la courbe. Les deux premiers rapports donnent 

y x 
sin2 y cos2© 

d'où 

1 = \ — ' COS© — 4 / -
y x -f- y y a X 

l'équation de la courbe est donc 

.r -f- y — - OU sjx -h y (\jx \/y) 
\x + vir 

et, en faisant disparaître les radicaux, 

(i) (x-— y2}2 — ia2{x — o. 

Cette équation se simplifie, en prenant pour axes de 

coordonnées les bissectrices de l'angle X O Y . Les for-

Ann. de Mathém., a« série, t. X V I I . (Décembre 1878.) 3 6 
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mules de transformation sont, en effet, dans ce cas, 

I , M V^ , , fX V?-•r ( .r — X j •— •> Y {& -r- J ; " * 

et l'équation devient 

/ i a S 

[->-) a- 'y 2 — a 7 . r - H- — o , 

d'où 

La courbe est symétrique, par rapport aux nouveaux 

axes OX' , OY' . On ne peut faire varier x* que de — oo 

" i (i , 
a et de - i — a - f - co . 

2 2 

Pour .r' - dz co , on a ) r = ± a ; la courbe est donc 

asymptote à ces deux droites parallèles a OX ; . La courbe 

se compose de deux branches infinies, concaves vers 

Taxe O X ' ; de plus, elle est tangente aux anciens axes à 

une distance de l'origine égale ha-, ce qu'il est facile de 

vérifier en faisant successivement x et y"égaux à zéro 

dans l'équation (i) . 

Note. — La même question a été résolue par MM. Lez ; Moret-Blanc ; 
Ferdinando Pisani; Sondât; J. Chambon ; Albert Lacazette , élève du 
lycée de Bordeaux et Vladimir Habbé. 

RECTIFICATION. 

JNOUS avons reçu trop tard pour les mentionner à leur 

place : une solution de la question 1265 par M. Vladimir 

Habbé 5 quatre solutions de la question 1286 par MM. G . 

Kœnigs, Lez, Lacazette et Salomon Strimban, élève de 
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l 'Ecole poly technique de R.iga-, une solution analytique 

et géométrique de la même question par M. Droz; trois 

solutions de la question 1290 par MM. Gambcy, Lez et 

Strimban; enfin une solution de la question 1292 par 

M. Meyl. 

Q U E S T I O N S . 

1307. On donne la distance des centres et les rayons 

de deux circonférences C e l C ' intérieures l'une «à l'autre. 

Une droite AB, de longueur constante, se déplace de 

manière que ses extrémités À et B restent respective-

ment sur G et sur C' : on demande l'expression de la 

surface comprise entre une position initiale et une po-

sition finale de la droite AB et les deux circonférences. 

En déduire la position initiale de la droite AB pour que 

l'aire correspondant à un déplacement de 120 degrés 

sur la circonférence intérieure soit maximum. 

( L . V A IN O EN P EEH EB OOM. j 

1308. Soient O un point fixe dans un plan, M un point 

qui se meut dans ce plan, MV la vitesse à un instant 

quelconque, MU l'accélération. Démontrer que l'aire du 

triangle OMU mesure la dérivée de l'aire variable du 

triangle OMV par rapport au temps. ( L A I S À N T . ) 

36. 
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476, 519 et 56o 
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DESSOUDEE (H.), élève du lycée de Bordeaux 86 et i36 
DËWULF (E.) , commandant du Génie *. . . . 265, 287 et 528 
DIDIER (A.), élève du lycée de Grenoble 91 
DIM (Ulysse ) 5o et 5i 
DOSTOR (G. ) , docteur ès sciences £70 
DOYËRE (Ch.), du lycée de Caen 
DROZ (A.), ingénieur 91, 233, ^31, 432, 473, 475, 523 et 563 
DUNOYER (E.) , élève du lycée de Marseille... 91, 13G, 23o, 281, 

332 et 428 
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DUPUIS 275 
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EDWARDS (D.) 288 et 475 
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a38 et 418 
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EULER 181, 228, 248, 375 et 468 
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Quentin. 91, 195, 200, 335, 384, 43i, 473, 475, 476, 523, 524 e t 5 6 0 
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FERMAT 181,375, 3Si, 453, 5o8 et 5i3 
FEUERBACH 4 ;8 
FIEDLER 17 
FTLLON, répétiteur au lycée du Havre. . . 523 
FOURIER 4o3 
FRANCHY' (Tu.), maître répétiteur au lycée de Moulins 91, 

133, 233, 235 et 43* 
FRESNEL 34 
FRISCH (Ch. ), de Stuttgart 34 et 36 
G. (E.), ancien élève du lycée de Reims 26 
GALILÉE 34 et 37 
GAMBEY 75, 77, 118, 188, 195, 200, 203, 206, 2 i3 , 214, 234, 

287, 4*4> 56o et 563 
GAUSS 51, 192 et 241 
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GENESE (R . -W.) , M. A. du collège St-Jeàn, k Cambridge. 46 et 477 
GENOCCHI 241, 5i3 et 5i4 
GENOUILLE (A.), professeur au lycée de Tournon 86 et 91 
GENTY, ingénieur des Ponts et Chaussées i33, 186, 200, 2i3, 

238, 288, 3io, 332, 335, 432 et 473 
GERMAIN (A.) 
GERONO, rédacteur. 199, 2o5, 219, 223, 227, 233, 256, 258, 264, 

335, 370, 38o, 383, 429, 467, 468, 470 et 523 
GOLDENBERG (A.) , professeur k Moscou 561 
GRIESS (J . ) , k Zurich n i , 282 et 523 
GUILLET (Ed.), maître répétiteur au lycée de Moulins 144» 

431 et 473 

H. (C.), abonné ^24 
HABBÉ (Vladimir) i/,o, i/j 1, 144 et 56*2 
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HAMILTON 19* e t 49° 
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JACOBI 192, 253, 3ga, 396, 406 el 557 
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JOHNSTON ( George) 283 
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KEPLER 34, 35, 36, 37 et 38 
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KOEN1GS (G.) i/,4, 4 3 i e t 56a 
KRANTZ ( H.-J. ), professeur à Bréda i38 
KRATZ (H.) , professeur au gymnase de Stuttgart 36 
KRUSCHWITZ, de Berlin 325 et 335 
LACAZETTE (Albert) , élève du lycée de Bordeaux. 47^, 5i8 et 562 
LACOMBE 233 
LAGRANGE 34, 129, 181, 192, 248, 420, 448 et 5o8 
LAGUERRE, examinateur d'admission à l'École Polytechnique. 20, 

55, 86, 97, 104, i3o, i63, 181, 226, 326 et 337 
LAISANT (A.), député de la Loire-Inférieure. 48, 240, 336, 471, 

477, 479, /|8o, 481, 524 et 563 
LAMBIOTTE ( G. ), élève de l'École des Mines de Liège . . . 48 ,91, 

2o3, 206, 473, 47^ et 56o 
LAMÉ 219 
LAMING, employé au Bureau des Longitudes 96 
LANDEN 54i et 55o 
LANDRÉ (C. ), professeur à Dordrecht (Pays-Bas) 516 
LAPIERRE (J.) , élève du lycée de Bordeaux 91 
LAPLACE 34 
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MARIE (F.-Gabriel) , . . , 527 
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MÉRAY (Ch.), professeur à la Faculté des Sciences de Dijon 390 
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MICHEL 333, 43* et 469 
MIQUEI 325 
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MONGE 220 et 231 
MOREAU (C.) , capitaine d'Artillerie. 45, ¡36, i38, 141,237, 238, 
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MOREL (A.) * 86, 233, 332 et 333 
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i32, i33, i36, 140, 144, 195, 200, 2o3, 209, 214, 216, 228, 233, 
235, 236, 263. 3a5, 328, 332, 333, 335, 418, 43i, 464, 467, 4^8, 

471, 47̂ » 476, 477» 479' 2̂3, 524> 2̂5, 1 e t 6̂2 
MOUCHEL (J.) 237 

MUFFAT (A,), élève du lycée de Lyon 4 8 
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OVIDIO (Esrico d ) 96 
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PEAUCELLIER 258 et 260 
PELLET (E.), professeur à la Faculté des Sciences de Clermont . . 336 
PELLISSIER (A.), capitaine d'Artillerie 43 et 220 
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PIERCE (Benjamin), professeur à Harvard-Uniyersity 619 
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91, i36, 229, 233, 235, 237, 028, 333, 335,428, 464, 4?3> 
476, 479i ^19 et 56a 
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RESAL (H.), membre de l'Institut 4o3> 5o4 et 5o5 
REUSCHLE 537 
RICHARD (Ch.) 335 
ROBAGLIA ( B.), maître répétiteur au lycée d'Alger. 48> 91» 206, 

209. 233, 335, 473 et 524 
ROBERVAL 485 
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technique . . . 371 
ROWLAND (H.-A.) 5i6 
SALMON (G.) 55. 227, 344, et /|3i 
SAUTREAUX (Félix), étudiant à Nice 281 et 428 
SCHOUTE 267 
SCHRAAF (C.), professeur au gymnase de Tubingue 36 
SCHROETER (H.) 237 et 43o 
SIMPSON 5i6 
SONDAT (P.), à Annecy. 48. 91, 207, 233, 235, 33i, 464, 476.477et 562 
SPITZER (Simon) 519 
STERN 258 
STORY ( William-E.) * 519 
STRIMBAN (Salomon), élève de l'École Polytechnique de Riga 

662 et 563 
STRUVE (Otto) 36 
STRUVE (W,) , directeur de l'Observatoire de Poulkowa 3g 
STURM 104, io5, 278, 367, 368, 36g et 370 
SYLVESTER 007. 509, 5i3. 5i4 et 5ig 
TALON (Cl .) , élève du lycée de Moulins i36 
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THALÈS 283 
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TRANSON (Abel) 5o et 5o4 
TRICART 284 
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