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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR LES COORDONNEES DES POINTS ET DES DROITES
DANS LE PLAN, DES POINTS ET DES PLANS DANS
L’ESPACE (*) ;

Par M. CASORATI,

Professeur a Y'Universit¢ de Pavie.

(Traduction de P’italien par un Abonné.)

Pour exposer les fondements de la Géométrie analy-
tique du plan, en considérant simultanément comme
élément générateur de la figure le point et la droite,
quelques auteurs prennent tout d’abord comme coor-
données de la droite les deux coordonnées pliickériennes
et les emploient en méme temps que les coordonnées
cartésiennes, dont ils veulent naturellement se servir
avant de parler des coordonnées homogénes. Ces deux
systémes de coordonnées ne donnent pas toujours des
formules correspondantes de méme nature analytique,
et 'on en conclut que les coordonnées cartésiennes ne

(*) Cette étude a été inspirée par la lecture de V'opinion émise a la
page 61 des Porlesungen iiber Geometrie von A. CLEBscH; bearbeitet
und herausgegeben von D* F. Lindemann, 1875-1876.
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peuvent sc concilier entiérement avec le principe de la
dualité. Il me semble que cette conclusion n’est pas licite
et que le fait qui y donne licu ne prouve qu’une chose,
c'est que les coordonnées pliickériennes ne sont pas en
corrélation parfaite avec les coordonnées cartésiennes.

1l me semble trés-facile de transformer géométrique-
ment, suivant la loi de la dualité, la conception ordi-
naire des coordonnées cartésiennes en un systéme de
coordonnées pour la droite, qui est préférable au systéme
pliickérien.

Les éléves trouveront sans doute quelque intérét a
cette Note, ou je considére aussi les coordonnées homo-
génes pour les points et les droites dans le plan et pour
les points et les plans dans 'espace; car les idées qui
conduisent du systéme cartésien au systéme corrélatif
que nous avons en vue s'appliquent aussi a ces coor-
données et avec une égale simplicité.

§ I. — Coordonnées du point et de la droite
dans le plan.

1. Considérons d’abord les éléments, points et droites,
du plan. Les coordonnées du point (cartésiennes ou ho-
mogénes) sont des nombres propres i déterminer les
droites paralléles aux droites fondamentales (axes des
coordonnécs cartésiennes ou cbdtés du triangle fonda-
mental) qui déterminent le point, leur élément com-
mun.

Nous dirons donc que les coordonnées de la droite
sont des nombres propres 2 déterminer des points qui,
a leur tour, déterminent la droite, leur élément com-
mun; ces points élant, par rapport aux points fonda-
mentaux, dans la relation corrélative au parallélisme
entre les droites.
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9. Deux droites sont dites paralléles quand leur élé-
ment, ou point commun, appartient a une droite ¢ fixée
d’une maniére particuliére (la droite & l'infini). Deux
points seront donc entre eux dans la relation corrélative
au parallélisme quand leur élément commun, c’est-a-
dire la droite qui les joint, passe par un point e fixé
d’'une maniére particuliére. Nous pourrons exprimer
cette relation en disant que les points sont alignés

sur e.

3. Par suite, en laissant de coté, pour le moment, le
cas des deux coordonnées, et en ne considérant que
celui de trois coordonnées, o, or,, a3 étant les droites
fondamentales, et a,, a,, a; les points fondamentaux,
nous dirons que :

Les coordonnées d’un point x Lescoordonnées d’une droite
{ fig. 1) sont les trois nombres | % |fig.2) sont les trois nombres

Fig, 1. Fig. 2.

propres & déterminer les droites | propres & déterminer les points
E', 8", & qui passent par x et | 7', 7", 2" qui appartiennent & ¢
qui sont paralléles aux droites | et qui sont alignés avec a,, a,,
@y, a5, a, (C'est-a-dire telles | a, (c’est-a-dire tels que les
que les points «, £, a, £, a, £” | droites a, z’, a, 2", a3 2" pas-
soient sur la droite ¢). sent par le point ¢).

On pourra nommer ¢/, £, " les éléments coordonnés
. , ’ ’ ’
du point x, et 2', 2", 2" les éléments coordonnés de la

droite .
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4. Les définitions que nous venons de donuer ne sont
pas encore complétes; nous les compléterons au moyen
de quelques déterminations particuliéres convenablement
choisies. Dans ces définitions figurent quatre droites fixes
quand il s’agit des coordonnées des points, et quatre
points fixes pour les coordonnées des droites. Les quatre
¢léments d’une espéce étant fixés arbitrairement, on peut
encore fixer arbitrairement les quatre éléments de 1'autre
espéce (*). Mais, afin d’obtenir la plus grande simpli-
cité possible pour traiter simultanément les questions au
moyen des coordonnées de 'une et de I'autre espéce, il
est utile de disposer convenablement les éléments d'une
espéce par rapport a ceux de I'autre. Dans ce but, nous
ferons coincider le triangle a, a,a; avec le trilatére
oy @y 23, ct nous ferons passer le point e a I'infini dans
une direction fixée d’une maniére quelconque, sur la-
quelle il est important de distinguer les deux sens, que
nous désignerons par + e et — e; la droite € est aussi 4
Pinfini,

Cela posé, nos définitions seront complétes en di-
sant :

Les coordonnées sont les mesures, prises toutes sur
une méme direction e, de ce que nous nommerons les
intervalles entre chaque élément coordonné et Uélé-
ment fondamental correspondant (droite paralléle
ou point aligné), en tenant compte du signe positif
quand le passage fini de l’élément fondamental a
I'élément coordonné se fera dans le sens + e pour

(*) lci, il est vrai, une des droites ¢ a été placée a ’avance a Vinfini
Mais si, au licu du parallélisme, on s’inspirait dela condition plus géné-
rale de faire couper les éléments coordonnés &', £, & et les éléments
fondamentaux y relatifs «,, oy, &, sur une droite fixée arbitrairement,
les définitions précédentes pourraient étre conservées sans changement,
mais il n'en serait pas de méme des formules qui en découlent.
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les points, — e pour les droites, et du signe négatif
dans les cas contraires.
En conservant la direction commune des mesures et
la distinction entre les sens positif et négatif, nous
pourrons dire encore que :

Les coordonnées du point z ‘ Les coordonnées de ladroite
sont les mesures desintervalles | ¢ sont les mesures des inter-
entre z et les points &', z”, 2" | valles entre g et les droites ¢’,
alignés avec x et qui appar- | ¢”, ¢” paralléles a et tracées
tienneni aux droites fonda- | par les points fondamentaux

mentales (fig. 3). [ (fig. 4).

B i S

Dans les figures ci-dessus, les coordonnées sont toutes
positives pour le point x et pour la droite 7. :
Nous emploierons, pour désigner les coordonnées d’un
point ou d'une droite, le symbole méme du point ou de
la droite accompagné des indices 1, 2, 3, toutes les fois
que cela ne sera pas incommode. Pour le point x et

pour la droite { des figures précédentes, nous écrirons

7 P -,
=+ xrx §=-+a7,

”

2 — -+ ayz”,
— . P T
Ty == 4 x”x; G = 4 a;z";

et pg désignera la mesure absolue de I'intervalle entre
14 et q.
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8. Tout point fondamental a deux coordonnées égales
a zéro, et la troisiéme égale 4 une des hauteurs du tri-
angle fondamental prises dans la direction e (fig. 5). La
Fig. 5.

e e

méme remarque est vraie pour chacune des droites fon-
damentales. Désignons ces trois hauteurs avec les signes
qui leur apparticnnent comme coordonnées des sommelts,
ou, ce qui revient au méme, comme coordonndées des
cotés, par Iy, h,, hy; nous aurons les tableaux sui-
vants (¥} :

Coordonnées des points Coordonnées des droites
R L —— e
a,. a, a, Ly Cye Uy
hy, o, o, h, o, o,
(1) 0, h, o, o, h, o,
o, o, /I, o, o, hy

Dans le cas de la fig. 5, on aura

hy = — ?;,—;T, hy=-+bya., ly=—b,au,.

(*) Ces tableaux paraissent identiques. Mais, pour une position quel-
conque du triangle par rapport au trilatére, Y'un ne coinciderait avec
Pautre qu’aprés une rotation autour de la diagonale, comme on le voit
ci-dessous :

a,. as. .

by kg gy Loy

}'Il
hyy hy by, |

Mémes obscrvations pour les tableaux suivants, (2), etc.

hyy by | 2,

{
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6. Les figures qui précédent donnent aussi immédia-
tement les tableaux suivants pour les coordonnées des
éléments coordonnés du point x et de la droite 7.

Coordonnées des droites

EI gll Elll
h—z, — 2, —
/
\'-’») — &y, hy— 2y, —
—x, — & ly— x5,

Coordonnées des points
e ——— N a—
-1 " o
. 2",

]lu— Cl, - En T =
- Cl, ,"z"‘ g?y - .C“.v
— &, — &y My— G

7. Nous avons fixé non-seulement les rapports, mais
les grandeurs effectives des trois coordonnées d’un ¢lé-
ment, afin de pouvoir établir la relation qui existe entre
elles. On peut exprimer immédiatement cette relation,
pour les deux espéces de coordonnées, sous la forme (*)

., Zs T
ST

8. Les coordonnées d’un
point . sitné, d’une maniére
quelconque, sur la droite com-
mune aux points #, z peuvent
étre exprimées ainsi :

. It, + mn,
S
. Ilt, + mu,
(4) ¢ ==
. It, + mu,
i syt

Le rapport ;l'-z dépend seule-

ment de x.

G % G

by ko ks

8. Les coordonnées d’une
droite ¢ passant, d’une ma-
niére quelconque, par le point
commun aux droites g, ¥ peu-
vent étre exprimées ainsi :

Aoy = po

A4 p
- B
T

o

’

C_7~7:1+#x3
T N4 ’

Le rapport ?—/. dépend seule-

ment de &.

(*) En prenant comme coordonnées les rapports des coordonnées
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9. Il résulte immédiatement des équations (2) et (4)
que :

La condition pour que le La condition pour que la
point z soit sur la droite ¢ est | droite § passe par le point x est

e T Tk

g tx, [S%
(5) Cir x "Q,r

Cette équation linéaire, homogéne et symétrique par
rapport aux coordonnées du point et de la droite, peut
¢étre utilement qualifiée d’équation représentatrice du
point et de la droite réunis.

10. Nous ne continuerons pas I'exposition systéma-
tique des formules en coordonnées particuliéres; nous
allons reprendre la définition plus générale donnée au
n° 3, ct nous la compléterons avec la généralité voulue.

Nous nous sommes contenté, au n°® 3, de dire que les
coordonnées (du point ou de la droite) doivent étre
propres a déterminer les éléments coordonnés (du point
ou de la droite); mais nous n’avons pas précisé de quelle
maniére elles doivent remplir ce but. Nous ajouterons,
a cet eflet, que les coordpnnées doivent étre proportion-
nelles aux produits de constantes fixées a l'avance par
les coordonnées particuliéres que nous wvenons de con-
sidérer.

Par suite, en conservant la méme position relative du
triangle et du trilatére fondamentaux, ainsi que les no-
tations déjiv employées, et en désignant par Ay, ko, ks,
A4, 25, ks six nombres fixés arbitrairement, et par X,,

déja prises aux valeurs de X y relatives (rapports qui pour les z sont
ind¢pendants de la direction), les coordonnées de chaque élément fon-
damental seraient ou nulles, ou égales a V'unité, et les équations (3)
prendraient la forme z, +a,+a, =1, § + 5, + 8 =1, .. ..
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X, X3, Zy, Z;, Z; les nouvelles coordonnées du point x
et de la droite {, la définition de ces coordonnées est
compléte et la plus générale par rapport & un triangle
fondamental donné, et nous pourrons les résumer dans
les formules suivantes :

‘ le =k, ¢Z ==,
1 PXQ =k 2y, 6l W,
. {'X:s =z ki xy; 0y =N

/-\.
(2]
i

ou p et o désignent des facteurs qui restent compléte-
ment indéterminés.

Cette définition, qui laisse indéterminée la grandeur
de chaque coordonnée, pour ne déterminer que la valeur
de leurs rapports, correspond bien au principe de I’ho-
mogénéité, que nous introduisons dans toutes les for-
mules et équations par l'usage de trois coordonnées.
Pour ce motif, nous nommerons X,, X,, X3, Z,, Z,, Z,
coordonnées homogénes.

L’équation qui représente une droite et un point
réunis devient, avec les nouvelles coordonnées,

, ZX, | X,
(7) A -

’ hikin bk

Comme il importe que cette équation prenne la forme
trés-simple

'8) Z.X,+2,X, + Z, X, = o,

nous poserons la relation suivante entre les deux ternes
de constantes k et A:

(9) hokody = ho k)= Iy kyhy.

Remarquons que la liaison que nous établissons entre
les constantes s’exprime avec la plus grande simplicité.
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11. Nous savons déja que les formules, pour la trans-
formation simultanée des coordonnées X, X,, X;, Z,,
Z,.Z,, relatives a un trianglea, a,a,, en d'autres relatives
A un nouveau triangle fondamental, sont linéaires et en-
tiéres, et que celles qui se rapportent aux coordonnées
des droites ont pour coeflicients les éléments adjoints
aux éléments constitués par les coefficients des formules
relatives aux coordonnées des points, ou réciproque-
ment.

Nous ne nous occuperons donc pas de ces formules,
mais nous chercherous celles qui s’appliquent au cas de
dcux coordonnées.

Dans ce cas, nous n’avons que deux droites fonda-
mentales 2y, a, ( fig. 6) et deux points fondamentaux a;,
a, ( fig. 7). Nous entendons maintenant par coordonnées

Fig. 6. Fig. 7.
o AN
n
‘,' //m ) Y
/ e 7
Iy a

. "
o m o, \\
v
o p
/
as

du point variable m celles qui sont représentées en m’'m,
m"m, et par coordonnées de la droite variable y celles
(ui sont représentées en a,n’, a,n”. La direction com-
mune de ces coordonnées est la direction donuée e. Le
sens + ¢ de cette droite sera le sens positif pour les coor-
données des points, et le sens — e sera le sens positif des
coordonnées des droites.

Designons par x,, a; les | Désignons:par‘cj.,zzles'cog‘l:
. . - ot
coordonnées de m, et par z,, | données delr, et par &, ¢ celles

= celles du méme point rap- | de la méme droite rapportée &
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porté i deux nouvelles droites
fondamentales +¢,, 7,. La re-
cherche des expressions des
en fonction des z peut se dé-
composer en deux recherches
plus simples, en considérant
un couple intermédiaire de
droites fondamentales, le cou-
ple des droites 8, 8, ( fig. 8),

/

Fig. 8.
Qs Bg/! IT,
// //”.Yn
O
-7 B
— Z ! e
o - a,

paralléles aux premiéres «,, .,
et passant par le point o' com-
mun aux nouvelles 7., 7,.

En désignant par o, o, les
coordonnées de o’ par rapport
A @, 2y, €t Par yy, y, les coor-
données du point variable re-
latives a B, 8., la figure nous
donnera immédiatement

e "’. =¥
(1o} ,
( x1:02+]‘:,

Telles sont les formules qui servent a
couple de droites ou points fondamentaux

deux nouveaux points fonda-
mentaux ¢, ¢,. La recherche
des expressions des £ en fonc-
tion des § peut se décomposer
en deux recherches plus sim-
ples, en considérant un couple
intermédiaire de points fonda-
mentaux, le couple des points

by, by ( fig. 9), alignés sur les

Fig. 9.

~
~
~
~
AN
~
~
~
N
N
~
~.
~
N,

o/ ;
Uy "\/
ay T
premiers a,, a,, et ayant la
droite ' commune avec les
nouveaux c,, c;.
.. ’ r

En désignant par o', o, les
coordonnées de o’ par rapport
i a,, a,, et par x, n, les coor-
données de la droite variable
relatives A 4., b,, la figure nous
donnera immédiatement

£ = ‘”', ~+ 7y,
51 = 0"2 —+ 7.
. i
passer d’'un
a un nouveau

couple de droites ou plans fondamentaux, paralléles res-

pectivement aux premiéres droites ou alignés sur les

premiers points.
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Les mémes figures 8 ou g nous donnent encore aisé-
ment les formules suivantes :

ri=koz + sy mi=x%,% + 2,8,

Yo == hkuz -+ ko s ho== 2 G 22, G

Ces formules servent a passer d’'un couple de droites
(P, ) ou de points (b, b,) fondamentaux & un autre
couple de droites (74, 7.) ou de points (cy, c;) fonda-
mentaux, ayant en commun avec les anciens un point
(o') ou une droite (w').

Les coefficients k et » sont des rapports anharmo-

niques, comme il est indiqué dans les tableaux sui-
vants ;

Coefl. Rapp. anharm. Coeff. Rapp. anharm.
des droites. des points.
,
ki=208u 7 5 €, z,==b, ¢, ¢ €,
k=B 7:» . €, z,=b, ¢, ¢, ¢,
!

A,__l::ﬁ._,, T ‘s & Lo 7= b” Ciy O 0"
[ T T T z,=b,, ¢, ¢, ¢,
ol ¢’ représente la droite com- | ol ¢’ signifie le point commun

mune aux points o', e. aux droites o', :.

Chacune des coordonnées (x,, x, OU )iy Yas 215 Z2)s
dont nous nous sommes servi dans ce numéro pour le
point, ne différe de la coordonnée cartésienne rapporiée
a la méme droite fondamentale que par un facteur con-
stant. On pourra donc passer, quand on voudra, de ces
coordonndes aux cartésiennes, et wice versa, car les for-
mules relatives aux unes se convertiront moyennant ces
facteurs en celles qui sont relatives aux autres.

Il est aisé de reconnaitre que les coordonnées dont
nous venons de nous servir dans ce numéro et dans les
numéros précédents se déduisent da systéme général de
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coordonnées projectives de M. Fiedler. Mesurant toutes
les distances dans une méme direction, on obtiendra le
terne x,, X;, x; du n° 4, en éloignant & l'infini dans
cette direction le ‘quatriéme point fondamental e et le
terne ¢,, {s Us, en éloignant a Dlinfini la quatriéme
droite fondamentale. On obtiendra aussi le couple x,,
x, de ce numéro en éloignant a l'infini un des cotés du
triangle fondamental, et le couple £, £, en éloignanta I'in-
fini un des sommets du trilatére. Il est bien entendu que,
dans ce cas, on ne fait coincider le triangle et le trilatére
qu’aprés cette transformation. Cette maniére de particu-
lariser la définition de M. Fiedler nous semble plus con-
forme a D'esprit de la dualité géométrique que P'emploi
des coordonnées cartésiennes pour le point, et pliické-
riennes pour la droite. Il ne suffit pas, pour préférer les
coordonnées pliickériennes aux précédentes &, £,, que
leur combinaison avec les coordonnées cartésiennes donne
une forme plus simple a I’équation du point et de la droite
réunis. D’ailleurs nous nous proposons de montrer
ailleurs la grande utilité de nos coordonnées.

§ II. — Coordonnées des points et des plans
dans Uespace & trois dimensions.

1. Les définitions de la premiére Section s’étendent
immédiatement au cas des points et des plans dans I'es-
pace.

Puisque le parallélisme des plans consiste en ce qu'’ils
ont une droite commune située dans un plan ¢ fixé d’unc
maniére particuliére (& l'infini), la disposition corréla-
tive des points doit consister en ce qu'ils ont en commun
une droite passant par un point e, fixée d'une maniére
particuliére.

Ann. de Mathémat., 2€ série, t. XVIL. (Janvier 1878.) 2



(18

2. Nous dirons donc que :

Les (trois ou quatre) coor- !

données d’un point = sont des
nombres propres i déterminer
les (trois ou quatre) plans &',

£, ... qui passent par z, et |

qui sont paralléles respective-
ment aux (trois ou quatre)
plans fondamentaux «,, o, ...

Les (trois ou quatre) coor-
données d’un plan ¢ sont des
nombres propres & déterminer
les (trois ou quatre) points 2’,
z”, ... qui se trouvent dans
¢ et alignés respectivement
avec les (trois ou quatre) points
fondamentaux a, a., .. ..

L’alignement doit s’entendre, comme ci-dessus, sur un
point fixe e.

Les plans ¢/, £, ... pourront étre nommés éléments
coordonnés du point x, etles points z', 2", ... éléments
coordonnés du plan 7.

3. Ici encore nous éloignerons 4 'infini, dans une di-
rection fixée arbitrairement, le point ¢ et le plan ¢, et,
sur cette direction fixe, nous distinguerons les deux sens
-+ e, — ¢, el nous compléterons la définition des coor-
données en disant que Zes (trois ou quatre) coordonnées
sont les mesures prises, dans la direction e, des inter-
valles entre chaque dlément coordonné et U'élément
Jondamental correspondant (paralléele ou aligné), en
tenant compte du signe positif quand le passage fini
de Uélément fondamental & I'élément coordonné se
Jera pour les points dans le sens + e et pour les plans
dans le sens —e, et du signe négatif dans les cas
contraires.

En ne changeant rien a la direction et au sens des
mesures, on peut encore dire que :

Les coordonnées du pointx
sont les mesures des intervalles
entre  ctles points 2/, 27, ...

Les coordonnées du plan ¢
sont les mesures des intervalles
entre § et les plans ¢/, &7, ...

paralléles & ¢ et qui passent
nent aux plans fondamentaux. | par les points fondamentaux.

alignés sur r et qui appartien-
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4. Bornons-nous au cas des quatre coordonnées, en
les désignant par x,, x,, xs, 1, pour le point x, et par
%y Lss &5, (s pour le plan ¢, et faisons coincider le té-
tragone a, a,a; a, avec le tétraédre a, o, o5 ;.

Chaque point ou plan fondamental aura trois coor-
données nulles, et la quatriéme égale a une des quatre
hauteurs du tétraédre fondamental, hauteur prise dansla
direction des mesures. En indiquant ces hauteurs avec
les signes qui leur conviennent comme coordonnées des
points fondamentaux par hy, h,, hy, ki, nous aurons

pour les :
Coordonnées des points Coordonnées des plans
a,. a,, a,. a,. &y Ky Ky O
' hl’ o, o, 0, I‘\’ 0, 0, o,
(1) o, h, o, o o, hy, o, o,
1 ( .
, o, o, A, o o, o, /y o
, 0, 0, 0, kA, o, o, o, /I,

Pour les éléments coordonnés du point x et du plan ¢,
110us aurons

Coordonnées des plans Coordonnées des points

, N w1t P riv
. 13 § . .

e

. 13 2. 2", ", 2z,
( h,—z,, — Xy, — Ty, T Ty /‘I_‘CU — &y —4, — &
—x, h—x, — L3, — Xy, — &y h—8, — &y — &y
‘ — Ly —xy, hy—xy, — Ty — &, — &, h—G,, — &,
! — Xy, — &y — x;, hi—=x,, — &, — &, — &y h—2,.

6. Nous avons la relation suivante :

Entre les coordonnées d’un Futre les coordonnées d’un
point quelconque x : plan quelconque ¢ :
3) Ty Ly Ty Ty G 4 [ %

P A N el B T A
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7. On peut exprimer de la maniére suivante :

Les coordonnées d’un point
z, situé¢ d’une maniére quel-
conque dans le plan contenant
les trois points ¢, u, v :

i o It,+ mu,+ nv,

i l-+~m~+n
Ity +~ mu, + ne,
B T man
(4> Uy~ muy - ne,
T T m+n
Ity 4+ mu,~+ no;
=

Y
y L+m—4n
ou les rapports /:m: n ne dé-
pendent que de z.

Les coordonnées d’un plan
¢ qui passe, d'une maniére
quelconque, par le point ap-
partenant aux plans o, y, ¥ :

Agi + pyi + v
= -

g A pv
. __)\q>,+ pys —+ v
T A4+
R Chal v sk}
ST A4p 4y
R Tl Ldnalia 4
T A+

ou les rapports ) : 1 :v ne dé-
pendent que de &.

8. Des expressions (4) et (3) nous déduisons immé-

diatement que :

La condition pour que le
point z soit sur le plan ¢ est

g x, 8

w T

x g,

_/13 hy o

La condition pour que le
plan ¢ passe par le point x est

r g .

équation que I'on pourra nommer représentatrice du

point et du plan réunis.

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES;

Par M.

LAGUERRE,

1. Soit une équation algébrique de degré n et a
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. . . . x P
coeflicients réels ou imaginaires; en prenant 7 pour in-

connue, elle peut s'écrire sous la forme suivante
Sz, y)=o,

f désignant un polynéme homogéne et du degré n par
rapport aux quantités x et y; ou encore, en posant
xz
Z = —
¥
F(z)=f(z,1)=o0.

En prenantd’une fagon arbitraire, dans un plan, deux
droites rectangulaires pour axe des abscisses et pour axe
des ordonnées, je conviendrai, suivant 'usage habituel,
de représenter une quantité imaginaire « + {37 par un
point ayant « pour abscisse et (3 pour ordonnée.

x

Cela posé, z = 5 étant une quantité imaginaire quel-.

conque représentée par le point m du plan, jappellerai
point dérivé du pointm le point g représentant la quan-

¥
tité ¢ = = déterminée par I'équation
7
Ef 4+ f:; = o.
On déduit de cette équation

’
e S
S
ou, en vertu du théoréme sur les fonctions homogénes,
Lorsque 'on considére z comme la valeur approchée

d’une racine de I'équation F(Z) = o, en désignant par
2" la valeur que I'on en déduit pour cette racine, par la
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méthode de Newton on a
F(z
= z— —,~(~) 3

F/(2)
d’ou cette conclusion : Si m estun point du plan repré-
sentant une valeur approchée d’une racine de I'équation
F(Z)= o, et si la valeur approchée de cette racine,
que 'on en déduit par la méthode de Newton, est repré-
sentée par le point m/, le point p dérivé du point m
s'obtient en portant dans la direction mn, et a partir du
point m, une longueur égale a n >< mm'.

2. Jétablirai d’abord la proposition suivante :

Tutorime I. — Etant donnée une équation algébrique
de degré n, si Uon prend un point m arbitrairement
dans le plan et si ’on désigne par p. le point dérivé du
point m, tout cercle passant par les deux pointsm et p.,
s’il ne passe pas par toutes les racines de l’équation,
contient au moins une de ces racines ; et, dans ce cas,
une au moins des racines est située a l'extérieur du
cercle.

Pour démontrer cette proposition, je remarquerai que,
a, B, 7, 0 désignant des quantités imaginaires quelcon-
ques, les différents points représentés par l'expression

_a+ Bt

- 7+ 5’
quand on donne a ¢ toutes les valeurs réelles possibles,
sont situés sur unméme cercle, et que, pour deux valeurs
imaginaires quelconques de ¢, les points représentant les
valeurs correspondantes de z sont situés du méme coté
par rapport au contour du cercle, ou de c6tés différents,
suivant que, dans les valeurs de la variable t, les coef-
ficients de i sont de méme signe ou de signes contraires.
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Cela posé, z =; ayant une valeur quelconque et &

étant déterminé par I'équation

'

3 ‘
= i = —;1‘ ’
I’expression
_tr— )f’,
Vi

quand on y donne a ¢ toutes les valeurs réelles, repré-
sente un cercle passant par le point m représentant z,

. x
puisque, pour =00 ,0on a Z = ;; ce cercle passe éga-

lement par le point dérivé u. représentant £, puisque, pour
t=o,o0na

On voit ainsi, a cause de I'indétermination de A, que
I'expression précédente représente, pour des valeurs
réelles de ¢, les diflérents points d’un cercle quelconque
passant par les deux points m et . et, d’aprés ce que j’ai
dit plus haut, pour démontrer la proposition énoncée,
il suffira de prouver que I'équation

P (m-—x/;> -

Y — 0O

1z 4+ 1f

si elle admet des racines imaginaires, admet au moins
une racine ou le coeflicient de ¢ est positif et une racine
ou ce coefficient est négatif.

L’équation précédente peut s’écrire ainsi :

f(t‘r—)‘f;: ty +2\f,)=o,
ou, en développant suivant les puissances de ¢,

(1) A" B2 - G L 2= 0,
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Le coefficient de t*~! dans cette équation est égal a
zéro; un calcul facile montre, en effet, qu’il est égal a

NS LS

De la résulte que la somme des racines de I’équation (1)
est nulle; en désignantdoncpar a + bi, o’ + b'i, ... ces
racines, on a '

Z(a+bi)=o,
d’ou

2b =o;

et, par suite, si toutes les valcurs de b ne sont pas nulles, il
y a au moins deux de ces valeurs qui sont de signes con-
traires, ce qui démontre la proposition énoncée.

3. Tutorkme 1. — Erant donnés un cercle quel-
conque qui renferme toutes les racines de l'équation

. E .,
S(X,Y)=o0 et un point L = >, situéen dehors de ce
%
cercle, tous les points z = S’ definis par I équation

&f +nf, =o,
sont situés dans intéricur du cercle.

En effet, z désignant I'un quelconque des points ainsi
définis, £ est son point dérivé; si z n’étail pas situé
dans I'intérieur du cercle, par les deux points z et § qui
lui sont tous deux extéricurs, on pourrait mener un
cercle renfermant dans son intérieur le cercle donné et,
par suite, toules les racines, ce qui est contraire a la
proposition précédente. Le théoréme est donc dé-
montré.

On démontrerait de méme la proposition suivante :

Etant donnés un cercle quelconque a U'extérieur du-
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quel sont situées toutes les racines de l "équation
f(x’ Y) =0,

. E ., "
et un point { = =, situé dans [’intérieur de ce cercle,
n
. x ’ . , .
tous les points z = =, définis par I’équation
e

Ef:,_*"ﬂf; = 0,

sont situés a l'extérieur de ce cercle.

4. Etant donnée une équation de degré n, F (z) = o,
et m élant le point représentatif d’une valeur z, appro-
chée d’une racine de cette équation, désignons par m’ le
point représentatif de la valeur approchée de cette ra-
cine que donne la méthode de Newton. Le point p dérivé
de m s’obtient en portant, a partir de m dans la direc-
tion mm’, une longueur égale a n X mn', et tout cercle
passant par les points m et g contient au moins une ra-
cine de I'équation.

En particulier, le cercle décrit sur mp comme dia-
métre contiendra une racine et, si m est suflisamment
voisin de la racine, m sera trés-voisin de m' et par con-
séquent de p; le cercle dont je viens de parler aura donc
un rayon trés-petit et contiendra la racine cherchée.

Dans tous les cas, on peut énoncer la proposition sui-
vante :

Quelle que soit la quantité z, il y a au moins une
racine de U'équation F(z) = o dont la différence avec
Uexpression

a un module moindre que (n — 1) fois le module de
F(z)
F'(z) (4 suivre.)
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DETERMINATION ANALYTIQUE DES FOYERS
DANS LES SECTIONS CONIQUES;

Par M. E. G.,
Ancien éléve du lycée dc Reims.

On définit généralement un foyer un point tel, que
la distance d'un point de la courbe a ce point soit une
fonction rationnelle et lindaire des coordonnées du
point de la courbe.

Partant de cette définition, on arrive, par une mé-
thode classique, mais peu élégante, a cinq relations entre
les coordonnées du foyer, les coefficients de ’équation
de la courbe et trois paramétres qui entrent au sccond
degré. L’élimination de ces parameétres donnerait deux
¢quations déterminant les coordonnées des foyers; mais
cette ¢limination, sauf dans les cas les plus simples,
donnc licu a des calculs impraticables.

On arrive rapidement et sans introduire de parameétre
aux deux équations qui déterminent les foyers, en défi-
nissant ces points des cercles de rayon nul bitangents a
la courbe et introduisant ainsi dans le calcul la notion
des imaginaires.

La méihode suivante, qui, je crois, n’a pas encore été
proposée, repose uniquement sur la premiére définition,
laquelle fournit immédiatement trois équations;, conte-
nant un seul paramétre au premier degré. L’élimination
se fait sans difficulté, et conduit aux deux mémes équa-
tions cue I'on obtient par ’emploi des imaginaires.

J'établirai d’abord les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’un polyndéme homogéne du second degré
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a trois variables soit, 4 un facteur constant prés, un
carré parfait.
Soit
ax?+ by + ez -+ 2 fyz +2gzx + 2hxy

un semblable polynéme. Pour que ce soit un carré par-
fait, il faut que, si 'on égale a zéro ce polyndéme, 4 un
systéme de valeurs de x et de y corresponde une seule
valeur de la troisiéme variable z.

Egalant a zéro et résolvant par rapport a z, on a

cz=— gz -+ fy)£igx +fr)— clax* + by + 2hzy).

Pour qu’on ait une seule valeur de z, quels que soient x
et y, il faut qu’on ait

g?—ac=o, f*—bec=o0, fg—ch=o.

Ces conditions sont nécessaires. Elles sont aussi évidem-
ment suffisantes. En eflet, elles expriment que l'on a
identiquement

cax’+ by'+cz+2fyz+2g2x +2hxy)=(gx + fy-+c3)’.

Elles restent les mémes si I'on considére un polynéme
quelconque du second degré a deux variables de la forme

ax?+ 2hey +by*+ 2gx + 2fy +c.
Cela posé, soit

1) ax’ +2hxy + by*+a2gxr +ofy +c=o

.
I’équation d’une conique quelconque. Transportons lori-
gine en un point dont les coordonnées soient o et 3. Si
I'on désigne par S le résultat de la substitution de « et
de {3 4 la place de x et de y dans I'équation (1), la courbe



(28)
rapportée aux nouvcaux axes a pour équation
o g 45, dS o
(2) ax*+ 2hzy + ]+:1§x+§_p.f+ =o0.
Cherchons les conditions pour que l'origine soit un
foyer. L’équation (2) peut s'écrire

A+ =la + N2+ 2hzy 4 (b +))y?
dS ds
-+ n” -+ d—{i y +S.

Le premier membre représente, au facteur arbitraire A
prés, le carré de la distance d'un point de la courbe &
I'origine; donc, pour que l'origine soit un foyer, il faut
et il suffit que le second membre soit, a un facteur con-
stant prés, un carré parfait; on doit donc avoir les re-
lations suivantes :

(31 (%—i)z—ﬂa—;—R)S:o,
(4) (%) —4e+ns=o
(5) ?%—4&8:0.

L’équation (5) ne contient pas 2. Eliminons A entre (3)
et (4); en retranchant membre 3 membre, on a '

) dS\?
(6] (72) —(';'Ig>'—4(a_b)s:o.

Les équations Z5) et (6) déterminent les coordonnées o
et 3 des foyers par rapport aux axes primitifs.
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GONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE.

17 SESSION. — JUILLET 1877.

1° Géométrie analytique.

On donneun triangle AOB, rectangle en O, et 'on con-
sidére toutes les hyperboles qui passent aux points
A et B, et ont leurs asymptotes paralléles aux cotés OA,
OB.

1° Former I’équation générale de ces hyperboles ;

2° Former I'équation du lieu des sommets de ces hy-
perboles et construire ce lieu ;

3° Prenansun point P sur le lieu trouvé, construire
celle des hyperboles considérées qui a un sommet en P,
et reconnaitre sur quelle partie du lieu doit étre ce
point P, pour que A et B appartiennent soit a une méme
branche, soit aux deux branches de cette hyperbole.

2° Calcul trigonomeétrique.

On donne deux cotés @ et b d’un triangle et I'angle C
compris, savoir :
a = 3676™, 351,
b =2154™, 742,
C = 103°46'27".

On demande de trouver le c6té c, les angles A et B,
ainsi que la surface du triangle.
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39 Epure de Géométrie descriptive (*).
INTERSECTION D'UN CYLINDRE ET D UN CONE.

On donne :

1° Un cylindre ayant pour base un cercle C, situé
dans le plan horizontal de projection, et dont les géné-
ratrices sont paralléles a la droite de front BG, B'G/,
inclinée a 45° sur xy;

2° Un céne dont la base est un cercle C,, situé dansle
plan horizontal, et dont le sommet est en SS' sur la géné-
ratrice BG, B'G’ du cylindre. Le cercle de base du cy-
lindre est tangent intérieurementen S & la base du cone:

CS = CB ==0",025, C,S=z0",055, BB:=zo",I1.

On demande :

1° De trouver les projections de I'interéection du cone
et du cylindre;

2° De représenter le cylindre supposé plein et existant
scul, en supprimant la partic de ce corps comprise dans
le cone.

On indiquera a 'encre rouge les constructions néces-
saires pour trouver un point quelconque de I'intersection
ctla tangente en ce point.

Zitre extérieur : intersection de surfaces.

Titre intérieur : cylindre et cone.

Placer la ligne de terre parallélement aux petits coiés
du cadre, 4 0™, 21 du petit coté inférieur.

4° Physique et Chimie (*).
1. Un tube recourbé ABCD, dont les deux branches

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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sont verticales et de méme diamétre, renferme une cer-
taine quantité de mercure et, au-dessus de ce mercure,
dans la branche AB, qui est fermée, se trouve de l'air
sec, sous la pression atmosphérique de o™, 76. La portion
AB qui contient cet air a une longueur de o™, 26, On
verse dans I’autre branche DC une colonne d'eau dont le
poids est de 342¢7,72. Quelle est alors la différence de
niveau des deux surfaces de mercure?

La section du tube est de 5 centimeétres carrés et la
densité du mercure est égale a 13,6.

II. 1°Préparation du chlore.

2° Quel est & zéro et sous la pression de o™,76 le vo-
lume de chlore que 'on peut retirer de 750 kilogrammes
de sel marin.

Equivalents.......................... | Na=23
Cl == 35, 4’;
Densité du chlore .. .... ............ 0= 2,44
Poids d’un litre d’air i zéro et sous la pres—
siondeo™,76........ .. ... ... ..., 157, 293

CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE.

2° SESSION. — OCTOBRE 1877.

1° Géométrie analytique (*).

On donne un trapéze isoscéle ABCD dont la hauteur
est 2/1, la demi-somme des bases 2a et les angles obtus
a. On considére toutes les coniques circonscrites a ce tra-
péze :

1° Former I'équation générale de ces coniques ;

(*) Le lecteur est pri¢ de faire la figure.
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2° Trouver le lieu des peints de contact de tangentes
menées a chacune d’elles parallélement au coté BC, et
construire ce licu aprés avoir vérifié que le coté BC en
fait partie ;

3° Etant donné un point de ce lieu, reconnaitre le
genre de la conique circonscrite au trapéze qui passe
par ce point.

2° Calcul trigonométrique.

Les trois cotés d'un triangle sont :

a = 4376",76,
b — 3564™,317,
c = 2754",82.

Calculer les angles et la surface.
3° Epure de Géométrie descriptive (*).
INTERSECTION p’UN TORE ET D,UN CONE DE REVOLUTION.

L’axe du tore yy' cst vertical 4 o™, 130 du plan ver-
tical de projection et au milieu de la feuille; le cercle
méridien a o™, 055 de rayon; il est tangent a I'axe du
tore ct au plan horizontal de projection. Le cone touche
le plan horizontal suivant une génératrice sa, s'd’ pa-
ralléle a la ligne de terre et rencontrant 'axe du tore;
son sommet (5, s') est & o™, 035 de I'axe du tore et son
angle au sommet est de 45 degrés.

On demande de représenter le cone supposé plein et
existant seul, en supprimant la portion de ce corps com-
prise dans le tore.

On indiquera a I'encre rouge les constructions em-

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.



(33)
ployées pour déterminer un point quelconque de 'in-
tersection et la tangente en ce point.
Titre extérieur : intersection de surfaces.
Titre intérieur : tore et cone.
Placer la ligne de terre parallélement aux petits cotés
du cadre, 4 o™, 260 du petit coté inférieur.

4° Physique et Chimie (*).

f. Un manométre 4 air comprimé, dont les deux
branches sont verticales et de diamétres dilférents, est en
communication avec un récipient de machine pneuma-
tique. Ce manométre renferme de 'air sous la pression de
o™, 760 et la portion AB de la branche fermée, occupée
par cet air, a une longueur de 0™,30. Le rapport des sec-
tions des branches CD et AB est égal & 2. On raréfie 'air
contenu dans le récipient. Quelle diflérence de niveau
faut-il produire entre les deux colonnes de mercure
pour que la pression dans ce récipientdiminue de o™, 760
ao™ 1567

II. 1° Préparation des acides du phosphore PhO*,3HO
et PhO?, 2HO.

2° Quel est le poids du phosphore contenu dans
28 litres d’bydrogeéne phosphoré (PhH?)?

Eauive i | Pl == 32
Squivalents. ..ol VB s 1
Densité de I’hydrogene phosphoré. ... ... d= 1,185
Poids d’un litre d’air. .. ... ... 1¥%,293

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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BIBLIOGRAPHIE.

Jomannis KepLerr Astroxomr opera omnia; OEuvres
complétes de I'astronome Jean Kepler, publiées par
M. le D* Ch. Frisch, de Stuuigard. 8 gros volumes
grand in-8° de 6300 pages; Francfort-sur-le-Mein et
Erlangen, Heyder et Zimmer, 1858.

Cette ccuvre immense, qui fait le plus grand honneur
4 la Science allemande, a exigé plusieurs années pour
s’accomplir. La publication a été commencée en 1857 et
n'a été terminée qu’en 1871.

Ainsi que l'explique Pauteur dans sa Préface, les
Francais, les Anglais, les Ttalicns se sont lancés depuis
longtemps dans exécution d’entreprises du méme genre,
ct on les a vus publier tout ce qu’ils avaient recueilli des
ccuvres de leurs savants les plus célébres : Laplace, La-
grange, I'resnel, Lavoisier, Newton, Galilée.

Le pére ctle fondateur de I’Astronomie moderne, ce-
lui dont le nom est sur les lévres de tous ceux qui étu-
dient le mouvement des corps célestes et les lois aux-
quelles il est soumis, cclui-]a n’était-il pas digne aussi
d’un pareil honneur?

Tel estle sentiment qui a inspiré le D™ Frisch, lorsqu’il
a eu I'idée de préparer une édition compléte des OFu-
vres de Kepler. Ce travail n’a pas demandé moins de
trente années de recherches. Tout ce quel’on a retrouvé
des écrits du grand astronome se trouve réuni dans ce
magnifique Ouvrage. La Correspondance privée, les
Traités d’'Astronomie, de Géométrie forment, comme on
le voit, une riche moisson de faits, ou, de nos jours en-
core, on peut puiser le germe de quelque vérité nouvelle.
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Pour ma part, je suis heureux, je suis fier de dire que
j’éprouve pour l'illustre fondateur de VAstronomie la
plus profonde admiration. Quel exemple, en effet, plus
fortifiant et plus consolant que celui d’un grand esprit
dont on suit pas a pas les efforts et les hésitations, les
succés comme les faiblesses !

Les OEuvres de Kepler se distinguent par la science
profonde et variée, 'habileté de ’'argumentation, la vi-
vacité du style, parfois empreint d’'une verve et d’'une
chaleur poétiques, entremélé parfois aussi de gaies ré-
flexions qui trouvent parfaitement leur place au milien
d’un exposé technique. .

L’énergie du style fait concevoir aisément la nature
des difficultés avec lesquelles J. Kepler a é1é aux prises
pendant de longues années. Clest particulierement dans
son étude des mouvements de Mars qu’il eut a surmonter
les plus grands obstacles. Aujourd'hui, aprés les perfec-
tionnements apportés au calcul et aux instruments
d’obscrvation, il est impossible de se représenter nette-
ment ce qu’a dit étre, pour employer l'expression de
Pauteur, cetie guerre opiniatre que livra Kepler a un
ennemi qui lui échappait sans cesse. Tout était inconnu
dans ce mouvement, et méme cette étude etit é1é inabor-
dable sans I'hypothése de Copernic. Aussi quelle péné-
tration d’esprit ne fallut-il pas pour venir a bout d’une
pareille entreprise!

Kepler commenca I'étude du mouvement de Mars en
I’année 1600 et utilisa, dans cette recherche, des obser-
vations de Tycho-Brahé remontant & 1580. A "la fin de
I'année 1604, Kepler avait trouvé la loi des orbites; la
loi des aires suivit de prés, en 1605 : on peut dire que
ces deux premiéres lois furent énoncées dans le méme
temps, mais la découverte de la troisiéme loi, de la pro-

portionnalité des carrés des temps aux cubes des grands
3.
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axes, exigea bien d’autres recherches encore; elle date
du 8 mars 1618.

Ne pouvant prétendre exposer ici le détail d'un aussi
vaste ensemble, nous nous hornerons 4 un aperca rapide,
mais nous demanderons a terminer par quelques mots
au sujet de I'exécution matérielle de cet Ouvrage.

Il est difficile de se figurer quels obstacles aurait eu a
surmonter un simple particulier, privé de ressources et
de moyens d’action. Mais cet immense labeur a é1é ho-
noré du patronage et des libéralités de Maximilien II,
roi de¢ Baviére, et de M. Norof, Ministre de I'Instruction
publique ¢n Russic, de T'approbation des astronomes
allemands, et des suffrages des Académies de Vienne ct
de Berlin, auxquelssont venus s’ajouter ceux de diverses
Sociétés savantes et de divers souscripteurs, tant en Eu-
rope qu’en Amérique.

[autenr est enfin arrivé au bout de sa tache, grace a
la savaute et bicnveillante collaboration de M. W.
Strave, dirccteur de I'Observatoire de Poulkowa, qui a
généreusement communiqué les manuscrits de Kepler
que la bibliothéque de Poulkowa conserve a I'égal du
teésor le plus précieux; grace au soin dévoué avec lequel
M. Ouo Struve fils a coordonné et discuté tout ce que
ces manuscrits renfermaient de plus dillicile 5 grace ausst
au zéle éclairé de MM. C. Schraaf, professeur au gym-
nase de Tubingue, et H. Kralz, professeur au gymnase de
Stutigard. Possédanta fond la langue latine, M. Schraaf
a réussi a traduire les passages embarrassants que leur
style unpeun archaique avait rendus obscurs, et M. Kratz
a bien voulu se charger du travail pénible de la compo-
sition typographique et de la correction de 'Ouvrage.

Telles sont, ainsi que I'indique le D* Frisch, les bases
d'aprés lesquelles a pu étre menée & bonne fin la publi-
cation des OFuvres complétes de Kepler.
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Nous mentionnons, trés-briévement d’ailleurs, les
principales divisions de cet Ouvrage :

Toue 1.

Préface du mystére cosmographique. Correspondance avec
Meestlin, Herwart, etc., de 1595 4 1600.

Le mystére cosmograp hique, dissertation sur les proportions
de I'Univers, avec les lignes des polyédres réguliers, les notes
de la gamme musicale, etc.

L’apologie de Tycho-Brahé.

Calendriers et opuscules astrologiques, la plus grande partie

en allemand.
Tome II.

Astronomie, partie optique. On y trouve la théorie et les
conséquences de la réflexion et de la réfraction de la lumiére.

Du télescope et des découvertes de Galilée.

Entretien avec le messager céleste envoyé par Galilée.

Dioptrique. Théorie des lentilles et des instruments d’op-
tique.

De I’étoile nouvelle dans le pied du Serpentaire (1572).

De I’étoile nouvelle du Cygne (1600).

Du passage de Mercure sur le Soleil (1607).

Tome III.

Astronomie nouvelle, ou Théorie du mouvement de Mars
(1609).

Commentaire sur les travaux d'Hipparque.

Calcul des éclipses de Lune de 1592 4 1625.

Théoric du mouvement de la Lune (on sait que Kepler a
decouvert la cinquiéme irnégalité, connue sous le nom d’équa-
tion annuclle).

Lettre sur I'éclipse de Soleil du 12 octobre 1605.

Tome 1V.

Ecrits relatifs a la chronologie (calendrier grégorien, nati-
vité du Christ, etc.)
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De la stéréométrie des tonneaux. On y trouve une remarque
judicieuse ot est énoncé le fait de la faible variation d’une
grandeur au voisinage de ses maxima ou minima.

Correspondance de Kepler.

Tome V.

Harmonies de I"Univers.
Notes sur la stéréométrie.

Sur une machine hydraulique.
Correspondance de Kepler.

Tome VI.

Précis de Astronomie de Copernic,

Tables Rudolphines.

Discussion des observations de Regiomontan et de Walther.
Correspondance de Kepier.

Tome VII.

Description de la cométe de 1607.

Chiliade de logarithmes. Invention et usage des logarithmes.
De la figure hexagonale de la neige.

Divers extraits des manuscrits de Poulkowa.
Correspondance de Kepler.

Tome VIII.

Premitre Panrtie. — Traduction, en latin, du Traité de la
Lune, par Plutarque.

Elégies, picces de vers, discours, mélanges, etc., extraits
des manucrits de Poulkowa.

Devxiime Partie. — Histoire de I’Astronomie au xvi1° siécle.

Biographie de Kepler.

Lettres de Kepler.

Table des matiéres.

L’Ouvrage renferme de nombreuses figures dans le
texte, un autographe et le portrait de Kepler, des vi-
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gnettes allégoriques, des notes, des commentaires et des
éclaircissements rédigés en latin par les éditeurs. Rien,
en un mot, n’a été épargné pour donner a ce vasle en-
semble toute la perfection désirable.

H. Brocarp.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 3%

( voir 1'® série, t. 1, p. 395 ).

8i, d’un point situé sur une surface algébrique de
degré m, on abaisse des perpendiculaires sur un sys-
teme de plans fixes, le lieu géométrique des points de
moyenne distance des pieds des perpendiculaires est
une surface algébrique de méme degré m.

Soient £, 7, 7 les coordonnées d'un point du lieu, n le
nombre des plans fixes, x, y, z les coordonunées du pied
de l'une des perpendiculaires abaissées sur I'un des
plans dont I’équation est en coordonnées rectangulaires

zcosz -+ y cosP - zcosy -—p =o,
X, Y, Z les coordonnées da point de la surface
f(X,Y,Z2)=o,
d’ou sont issues toutes ces perpendiculaires; on a
nE—==3x, nn=23%y, n{==32z,

Les coordonnées x, y, z vérifient d’abord I'équation
du plan

Zx cosa -+ ) cosB -+ zcosy —p =o0,
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puis cclle de la perpendiculaire

X—.r_Y-—»y_%_.—_z_

cosa  cosBp  cosy’
en sorte que, de ces trois équations, ’on tire

z=X—Pcosa, ) ==Y—Pcosp, z=—=Z— Pcosy,

en posant, pour abréger,
P =:Xcos 2+ YcosB+ Zcosy — p.
Ajoutons les équations analogues relatives aux diffé-
rents plans, nous aurons

r—nX — =Pcosa,
fy= nY — =PcosB,

n{==%z=nZ — P cosy.

De ces équations on tire X, Y, Z exprimés linéaire-
ment en £, v, { et, en portant dans I'équation
f‘:X, Y’ Z) =0

de degré m, on obtient une équation de méme degré en
£, 7, ¢, qui est I'équation du lieu. Cn. B.
Note. — La mime question a été résolue par M. H. Brocard.

Question 1099

( voir a* sérle, t. XI, p. 480, et t. XII, p.500);

Pazx M. MORET-BLANC.

Sur chacun des cétés d'un quadrilatére circonscrip-
tible on construit deux triangles isoscéles semblables.
Soient a, f5,v, d les points de rencontre des hauteurs
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des triangles extérieurs; o', ', v', 0’ ceuxr des hau-
teurs des triangles intérieurs.

1° Les médianes des deux quadriatéres of3yd,
o' 'y 0" se coupent en un méme point qui est leur mi-
lieu.

2° Les médianes du quadrilatére of3yd se coupent a
angle droit.

3° Dans le cas du triangle, un des sommets du qua-
drilatére donné devient le point de contact de l’un des
cétés du triangle avec le cercle inscrit. Les deux pro-
priétés précédentes subsistent.

On demande quand les trois conditions sont rem-
plies. (H. Brocarp.)

1° Soit G le point de concours des médianes du qua-
drilatére donné, situé au milieu de chacune d’elles, et
centre de gravité de quatre masses égales placées aux
quatre sommets du quadrilatére. La somme algébrique
des projections des quatre demi-médianes sur un axe
quelconque passant par G est égale a zéro. Les droites
qui joignent les extrémités de ces médianes respective-
ment aux points o, 5, 7, ¢ ou &, i/, ¥/, 3’ peuvent ére
regardées comme représentant des forces égales appli-
quées aux milicux des ¢6tés du quadrilatére donné, per-
pendiculaires et proportionnelles a ces cotés, dirigées
toutes vers l’extérieur ou vers l'intérieur; on sait que
ces forces se font équilibre, et par conséquent la somme
de leurs projections sur un axe quelconque passant par G
est identiquement nulle; il en est donc de méme de la
somme des projections des droites qui joignent le point G
soit aux sommets du quadrilatére ofyd, soit a ceux du
quadrilatére a’3’y'd’. Donc ce point est le centre de
gravité de quatre masses égales placées aux sommets de
I'un quelconque de ces deux quadrilatéres, et, par suite,
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il est le point de concours des médianes de chacun
d’eux ct le milieu de chacune d’elles.

Cette premiére partie du théoréme a donc toujours
lieu (*).

2° Pour que les médianes du quadrilatére of3yd se
coupent & angle droit, il faut et il suffit que les dia-
gonales ay et 29 soient égales, car alors les médianes
sont les diagonales d'un losange.

Le carré d'une droite est égal a la somme des carrés
de ses projections sur deux axes rectangulaires.

Supposons que «, 3, 7, ¢ soient les points de con-
cours des hauteurs des triangles isoscéles construits res-
pectivement sur AB=a, BC=105, CD =¢, DA ==d,
et que 2w soit 'angle au sommet des triangles isosceles.

En projetant 2y sur AD et sur uue perpendiculaire
a AD, puis sur BC et sur une perpendiculaire a BC, et
ajoutant les résultats pour plus de symétrie, on a
st st e bF ke am e

2 COS w

A+B—-C—D A—B+C—D
B D cos e
2 2

2.ac cos

2c08‘w
adcos(A --w)  abcos{B -+ o)
cosw cosw

becos{C - o' edcos{D -+ o

COS w ) COsw

On trouve de méme, en projetant 30 sur AB et sur
une perpendiculaire 4 AB, puis sur CD et sur une per-

(') M. Pellissier fait également remarquer que cette proposition a
lieu pour un quadrilatére quelconque.
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pendiculaire a CD,

- bz d:

2pd =a® -~ c¢" 4 ——-—*-_—1—

2 €05’ w

+~C—D—A A-—-B+C—D
2bd cos cos
2 2
2, CO8’

adcos{A +ov) abcos{B-i- o)

coso COS w
becos(C + o cdcos(D -+ o)
cosw cos w

Egalant ces deux valeurs et multipliant par 2 cos®w,
il vient

(2 co8’w — 1} 0° 4- &* — a* — ¢*}
A-—B + C —
=208 ——— - -
2
B-+-C—D—A +~B—C--D
bd cos —- —- . accos e
Or

2.€08°w — 1 == COS2w,
et, le quadrilatére ABCD étant circonscriptible,

b4+d=a-c,
d’ont
b - — @t — ¢ ==2(ac —- bd};

la relation précédente peut donc s’écrire

[ cos2wlac— bd)
\ A—B+C-—D
2
D — ‘B —C —
<b(lCOBf—C D—A A -+ _C D>,

(’) —= CO0S§

2 . 2

o ——
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d’ou

cOS2m

A—B+C—D<

B+-C—D—A A+B—C—D
cos — bdcos ————— ccosS ————M ————

ac — bd
Tel doit étre I'angle au sommet des triangles isoscéles
pour que la deuxiéme condition soit remplie.
La relation (1) est satisfaite, quel que soit 2w, lorsque
le quadrilatére donné est un losange.
Si A = C, la rclation précédente se réduit a
s A—B+C—D B—D

Ccos .
2 Z

C0S2w — — CO

Pour le quadrilatére «’5'3'0d’, il faut changer le signe
de », ce qui ne produit aucun changement dans la for-
mule définitive.

3° Dans le cas d'un triangle ABC circonscrit a un
cercle, le sommet D devient le point de contact du
coté AC; tous les raisonnements précédents subsistent
en faisant D = 2 droits. La formule (1) devient

A—B--C . B4+-C—A . A+B—C
—_— bd sin — LT acsm—-—2— )

2
COS2w : e

ac — bd ?

¢ et d élant les deux segments du coté AC.
Si le triangle est équilatéral, on a

. I
c0s2w = — sin?30° = — Z



Questions 1218 et 1219
(voir 2°série, t. XVI, p. 48);

Par M. C. MOREAU,

Capitaine d’artillerie, a Calais.

1218. Pour tout nombre impair p, on peut poser
p=P+Q +R 4§,
pP=P+ Q' +-R*+ S5,
P, Q, R, S étant des entiers, dont trois ont une somme
algébrique égale & un carre. (S. Reavrs.)

Toul nombre impair est la somme de quatre carrés
dont deux sont égaux; on a donc

p=a+)* -~ 22

etl'on obtient la décomposition suivante :

\

x4t 22=(r +z)(x —z)+ (. +2) (2 -+ )
+ (x4 z)(z —y) + (r*+ 3 — 222),
qui satisfail aux conditions imposées.

-

1219. Powr tout nombre entier p, de l'une des
formes
4n—+1, 4n-+2, 8n- 3,

on pcut poser

p=P +Q+R +5,

pr=P+Q +R*+ S
P, Q, R, S étant des entiers, tels que la somme algc-
brigue

P+ QR3S

soit égale a un carré. (S. Réavs.)

Tout nombre de 1'une des formes 4n +1, 4n + 2,
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8n -+ 3 est la somme de trois carrés; on a donc

p==x'-y* -+ 2%
¢t 'on obtient la décomposition suivante :

Aty g i gy e (P — ozt
(22— zy) =y -2z + yz)

qqui satisfait aux conditions de I'énoncé.

Question 1230
(volr 2° s¢rie, L. XVI, p. 239 );

Par M. BERTHOMIEU,

Kleve du Iyeée de Bordeaux.

Soient O un point fixe dans le plan du cercle PQR,
et OPQ une sécante sur lagquelle on prend un point S,

de maniére que OS == 1OP -+ uO0Q (% et p étant des

constantes)y démontrer que l'enveloppe d’'une perpen-

diculatre & PQ, mende par le point S, est une conique.
(R.-W. GenesE.)

Soient Cle centre du cercle, @ son rayon, et OC =e.

Prenons pour origine de coordonnées rectangulaires

le point O, ¢t pour axe des x la droite OCj; le cercle
sera alors représenté par I'équation

(2 —c)+y'=a?

et la droite OS par

r

J

cosa  sina [’
en sorte que OP et OQ sont racines de Iéquation

p? — 2¢pcosfx + ¢? — a*=o0;
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on a donce

OP == ccosa -, \a*cos*a -+ a’> — c?)siny
\ J 3

0Q == ccosa — /a? cos*a + {a?— c*) sin'a,
et par suite
0OS ==30P =+ ‘JOQ

== ¢(h = #)cosa =k — u)yatcos'x ~i-  a?— ¢t sin’a;

la perpendiculaire a PQ, menée par le point S, a, par
conséquent, pour équation

[#— e{X-+ p)]cosa + ysina

= (A — u)ya’cos?a - (@’ — ¢*)sin’e.
Sous cette forme, on voit qu’elle est constamment tan-
gente a la conique

EEL T

) N e [ D=y
ce qui démontre la proposition.

Si a>>c, c’est-2-dire si le point O est intérieur au
cercle PQR, I'enveloppe est une ellipse; si a <ec, c’est-
a-dire si le point O est extérieur au cercle, 'enveloppe
est unc hyperbole.

Dans le cas particulier ou u == 0 ct A = 1, I'enveloppe
a pour équation

(2 —cp oo

=1,

at  at—¢
ce qui démontre cette proposition connue :
8i, par un point O, on méne des rayons vecteurs &
un cercle C, l'enveloppe des perpendiculaires élevées a
ces rayons par leurs extrémilés est une conique qui a le
point O pour foyer et le cercle C pour cercle prin-
cipal.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Ch. Brunot, éléve
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du lycée de Dijon; H. Picat, ¢léve du lycée de Grenoble; A. Muffat,
¢léve du lycée de Lyon; Barthe, éléve du lycée de Bordeaux; H. Des-
soudeix, ¢léve du lycée de Bordeaux ; G. Lambiotte, éléve de I'Ecole des
Mines de Liége; E. Paturet; H. Lez; B. Launoy ; E. Ambert, maitre ré-
pétiteur au lycée de Montpellier; P. Cassani, professeur a I'Institut
technique de Venise; P. Sondat; B. Robaglia; M. Couette; Jamet, pro-
fesseur au lycée de Saint-Brieuc.

SOLUTION GEOMETRIQUE PAR M. MORET-BLANC.

Soit A un point quelconque du plan. Abaissons sur
OPQ la perpendiculaire AV ct joignons AS. Pour chaque
position de la sécante, on a un rayon AV et un rayon AS;
ces rayons, qui se correspondent un a un, forment deux
faiscecaux homographiques, dont les deux rayons doubles
sont les tangentes qu'on peut mener du point A a en-
veloppe. Cette enveloppe est donce une courbe de seconde
classe ¢t par conséquent une conique.

Si le point O est intéricur au cercle, la conique a des
tangentes paralléles a toutes les directions : ¢’est une
cllipse. Si le point O est au centre du cercle, les tan-
gentes & 'enveloppe sont équidistantes du centre : U'en-
veloppe est un cercle concentrique au premier.

Si le point O est extéricur au cercle, les tangentes a
Penveloppe sont perpendiculaires aux droites menées du
point O dans Pangle TOT’ des tangentes au cercle : cette
enveloppe est donc une hyperbole dont les asymptotes
sont perpendiculaires aux droites OT, OT".

Si le point O est sur la circonférence, ou si A =y, le
licu du point S est une circonférence passant par O
Penveloppe est le point de cette circonférence diamd-
tralement opposé au point O.

Note. — M. Laisant a résolu la question par la méthode des équipol-
lences.
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MEMOIRE

SUR LA REPRESENTATION DES SURFACES ET LES PROJECTIONS
DES CARTES GﬁOGRAPBIQUES;

Parn M. A. TISSOT,

Examinateur d’admission a 1'Ecole Polytechnique.

PREAMBULE.

Objet du Mémoire et de chacun des Chapitres
en particulier,

Le présent Mémoire a pour objet I'étude dela défor-
mation dans la représentation d'une surface sur une
autre, notamment dans la construction des cartes géo-
graphiques.

Le premier Chapitre traite de la loi de la déformation
et des propriétés générales qui en dérivent. Le deuxiéme
est consacré a la résolution de cette question: Trouver
le mode de projection le mieux approprié & la représen-
tation plane d’une contrée particuli¢re. Dans les deux
derniers, on compare entre elles les diverses projections
des cartes géographiques au point de vue de la défor-
mation.

Nous commengons par établir en partie le lemme sui-
vant, dont la démonstration se trouve complétée un peu
plus loin : Quel que soit le systéme de projection, il y
a, en tout point de l'une des surfaces, deux tangentes
perpendiculaires entre elles, et, siles angles nesont pas
conservés, il y en a deux seulement, telles que les di-
rections qu leur correspondent sur Uautre surface se
coupent aussi a angle droit. De la résulte 'existence

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVIL. (Février 1878.) 4

LA ANATII S ~
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de deux séries uniques de courbes orthogonales ayant
aussi leurs projections orthogonales. En faisant varier
de toutes les maniéres possibles le mode de succession
des courbes de chaque série, on obtient une infinité de
doubles canevas dont chacun décompose les deux sur-
faces ¢n rectangles infiniment petits, et qui sont les seuls
a posséder cette propriété dans le systéme de projection
que P'on considére,

La déformation est soumise a une loi qui ne dépend
ni de la nature des surfaces ni du mode de représentation
adopté : Toute représentation d’une surface sur une
autre peut étre remplacée, autour de chaque point, par
une projection orthogonale faite & une échelle conve-
nable (*).Lelemme établipréalablement permet dedonner
de cette loi une démounstration géométrique trés-simple.
En suivant une marche inverse, il serait facile de con-
stater analytiquement qu'un cercle infiniment petit
tracé autour d'un point quelconque de la premiére sur-
face, dans le plan tangent en ce point, est remplacé sur la
seconde par une ellipse, ce qui prouverait autrement la
loi énoncée ainsi que lelemme (*¥). De cette loi découlent
un grand nombre de propriétés (**¥).

(*) Dans les figures homographiques, les relutions meétriques sont
une conséquence des relations descriptives (Mémoire de M. Chasles,
faisant suite & V' Apercu historique sur Uorigine et le développement des
méthodes en Géometrie). Cette propriété fondamentale, dont Abel Tran-
son a donné, dans les Nouvelles Annales, une démonstration analytique,
se déduit immédiatement de la Joi de la déformation.

(**) Cette loi et ce lemme out leurs analogues dans la représentation
des figures a trois dimensions. )

(***) Dans le tome XLIX des Comptes rendus des séances de 1’ Acadé-
mie des Sciences, nous avons publié, sans démonstration, les énonceés
de ces propriétés et celui de la loi sur laquelle elles reposent. Depuis,
ils ont éte reproduits par M. A. Germain dans son Traité des projections
des cartes géographiques, et par M. Ulysse Dini dans son Mémoire Sopra
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Si I'on adopte comme unité le rayon du cercle infi-
nimeut petit, l'ellipse qui représente ce cercle et con-
stitue une sorte d’indicatrice du mode de projection au
point considéré aura ses dimensions exprimées par des
nombres finis. Connaissant ses axes, on pourra calculer
’altération éprouvée par un angle donné, le maximum
dont cette altération est susceptible, les rapports suivant
lesquels les longueurs se trouvent modifiées dans les
diverses directions, le plus grand et le plus petit de ces
rapports, lesquels sont précisément égaux aux demi-axes,
enfin altération de superficie. Quant aux longueurs et
aux directions des axes, nous établirons les formules qui
servent a les déterminer en fonction de deux coordonnées
fixant a la fois la position de chaque point sur la pre-
miére surface et cellede sa projection sur la seconde.

Ayant ainsi fourni le moyen d’étudier la déformation
produite autour de chaque point, nous résoudronsd’autres
uestions dans lesquelles il s’agira de trouver sur les
deux surfaces, soit les couples de séries de lignes, soit les
doubles canevas remplissant certaines conditions, par
exemple les séries de lignes sur lesquelles les longueurs
se trouvent modifiées dans un rapport constant, ou, plus
généralement, dans un rapport exprimé par une fonction

aleuni punti della teoria delle superficie (Polumi dell’ Accademia
dei XL, 3¢ série, t. 1), accompagnés de démonstrations propres a ces
deux auteurs, mais moins simples que celles que nous avions en vue et
que nous donnons ici.

M. Dini a fait voir de plus que toute la théorie de la courbure des
surfaces peut se déduire des propriétés générales dont nous venons de
parler. 11 y est parvenu en les appliquant a la représentation d’une sur-
face sur une sphére, effectuée d’aprés la méthode de Gauss, méthode
dans laquelle on considére comme points correspondants ceux pour les
quels les normales sont paralléles.

Grace a M. Faye, la loi de la déformation a aussi trouvé place dans le
Cours d’Astronomie de I’Ecole Polytechnique.

4.
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connue des deux coordonnées, les doubles canevas formés
de rectangles infiniment petits, ceux dont les angles
varient suivantune loi donnée, ceux qui décomposent les
surfaces en une infinité de losanges.

On appliquera les théories du premicr Chapitre a deux
modes particuliers de représentation plane d’une surface
quelconque de révolution.

Dans le deuxiéme Chapitre, nous donnons le moyen
de déterminer, pour les cartes de contrées d’une étendue
comparable i celle de la France, quel est le systéme de
projection qui occasionne la déformation la plus faible,
non-seulement parmi cenx qui ont été considérés jusqu’a
présent, mais parmi tous ceux qu’il serait possible d’ima-
giner. Afin de préciser davantage, disons qu’il s’agit d’un
systéme qui, tout en ne produisant que des altérations
d’angles de quelques secondes, par conséquent insigni-
fiantes, réduise & son minimum la plus grande aliération
de longucur. Les coordonnées rectangulaires des divers
points de la carte scront exprimées par des formules assez
simples, les mémes quel que soit le pays a représenter ;
certains paramétres quifigurent daus ces formules varient
seuls d’un pays a4 lautre; on en trouve les valeurs,
dans chaque cas particulier, a I'aide d'un procédé gra-
phique (*). Une méthode analogue serait applicable a la
recherche d'un mode de projection qui, tout en n’al-
térant les aires que de quantités négligeables, réduirait a
son minimum la plus grande aliération d’angle dans la
représentation d’'un pays donné.

(*) Le tome LI des Comptes rendus des séances de UAcadémie dcs
Sciences venferme une Note dans laquelle nous avons fait connaitre les
formules et le procédé en question, et dont le tome XXI des Monthly
Notices of the Royal astronomical Society a donné une traduction
anglaise.
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Les régions peu étendues dans tous les sens ne
sont pas les seules pour lesquelles nous donnions le
moyen de déterminer le meilleur mode de projection.
Nous avons résolu la méme question pour toute zone
comprise entre deux paralléles dont la différence des la-
titudes n’atteint pas un trop grand nombre de degrés, et
aussi pour tout fusean limité par deux méridiens dont
Pangle remplit une condition analogue.

Les applications porteront principalement sur les
cartes de I'rance, d’Espagne, d’Egypte et d’Algérie.

Les deax derniers Chapitres se composent presque ex-
clusivement de tablecaux renfermant environ huit mille
nombres a I'aide desquels on pourra se rendre un compte
exact de la déformation produite par les divers systémes
de projection qui ont été jusqu’ici adoptés ou seulement
proposés pour la construction des cartes géogra-
phiques (*). Dans le Chapitre III, ou I'on a en vue la
représentation de tout un hémisphére, les tableaux se
rapportent, pour la plupart, a des points situés de 15 en
15 degrés de latitude et de 15 en 15 degrés de longitude;
dans le Chapitre IV, ils se rapportent a des points plus
rapprochés sur des cartes de moindre étendue ; en tout
cas, ils font connaitre principalement, pour chacun des
points cousidérés, le maximum de T'altération d’angle,

(*) Dans le principe, nous nous étions borné a considérer onze sys-
téemes de projection (Comptes rendus des séances de l'Académie des
Sciences, t. L.; Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XI1X; Cosmos,
année 1865). L’extension donnée depuis a notre travail en a re-
tardé la publication, mais elle nous met a méme aujourd'hui de fournir
aux constructeurs de cartes de Géographie et aux personnes qui veulent
faire de ces cartes un usage rationnel des documents utiles en grande
quantité. C'est sculement a I’aide de documents de cette nature quel'on
peut reconnaitre, parmi les divers systémes de projection, celui qui
convient le mieux a la représentation d'une portion donnée de la surface
terrestre.
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en degrés et minutes, les valeurs extrémes du rapport
dans lequel les longueurs se trouvent modifiées, avec trois
chiffres décimaux, enfin le rapport des éléments super-
ficiels avec la méme approximation. Les ensembles de
formules qui nous ont servi a calculer ces résultats nu-
mériques varient d’un systéme de représentation 4 un
autre, mais lous se déduisent des formules générales
¢tablies dans le premier Chapitre ; afin d’abréger, nous
nous abstiendrons de les reproduire (¥*); sculement, a
cause de la confusion qui régne dans la nomenclature
des diverses projections, il sera nécessaire que nous
donnions en quelques mots la définition de chacune
d’elles.

Nos tablcaux ne concernent pas seulement les modes
de représentation qui ont été mentionnés jusqu'a pré-
sent, mais aussi certains autres que les considérations
suivantes nous engagent a proposer. La plupart des pro-
jections sont susceptibles d’étre réparties cn groupes tels
que, dans chacun, elles ne différent les unes des autres
que par la valeur d’un parameétre. Parmi ces groupes, il
y en a dont toutes les projections conservent les angles,
d’autres dans lesquels une seule projection jouit de cette
propriété, d’autres enfin dans lesquels aucune ne la pos-
séde : on peut chercher, pour chacun de ces derniers,
quelle est la valeur du paraméuwre qui réduit & son mini-
mum la plus grande des altérations d’angles de la carte.
Une question analogue se présente a propos des aires, de
méme aussi & propos des longueurs, qui du reste ne se
trouvent conservées sur aucune projection. Les solutions
des questions ainsi posées dépendent nécessairement de

(*) Nous comptons revenir ailleurs sur ce sujet. Dans le tome XXI du
Journal de I’ Ecole Polytechnique, nous avons ¢tabli directement les for-
mules relatives a la projection dite de Bonre ou du Dépét de la Guerre.
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I’étendue et de la forme des pays que I'on veut repro-
duire ; celles que nous avons obtenues permettront de
remplacer les projections actuellement en usage par
d’autres plus avantageuses, et de représenter avec moins
de déformation des portions considérables de la sur-
face terrestre, telles qu’un hémisphére, les trois parties
de I'ancien continent, les deux Amériques, I'empire
russe, etc. (A suipre.)

SUR LA CARDIOIDE;
Par M. LAGUERRE.

1. La cardioide est I'épicycloide engendrée par un
point d'un cercle mobile qui roule sans glisser sur un
cercle de méme rayon.

C’est une courbe de troisiéme classe et du quatriéme
degré (*), ayant, par conséquent, une tangente double et
trois points de rchbroussement; deux de ces points de re-
broussement sont les ombilics du plan. Les trois foyers
de la courbe se réduisent a un seul foyer F, qui est le
point de rencontre des tangentes menées aux ombilics.

La cardioide peutdonc étre définie comme une courbe
de troisieme classe, ayant une tangente double et un
Joyer singulier de rebroussement.

2. Dans tout ce qui suit, je m’appuierai principa-
lement sur les deux propositions suivantes :

ProrosiTion I (**). — 84, par un point quelconque du

(*) Poir SaLmox, Higher plane curves, p. 270.
(**) Poir ma Note intitulée : Théorémes généraux sur les courbes algé-
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plan, on méne les trois tangentes a une courbe de troi-
siéme classe, et si l’on joint ce point aux trois foyers de
la courbe, les deux faisccaux de droites ainsi obtenus
ont méme orientation, cest-a-dire que la somme des
angles que chacune des droites du premier faisceau fait
avec une direction arbitraire est égale, & un multiple
prés de ©, & la somme des angles que font, avec cette
méme direction, les droites du second faisceau.

Prorosition II (*). — 8%, par un point quelconque M
du plan, on méne les trois tangentes a une courbe de
troisieme classe, le centre harmonique des trois points de
contact, relativement au point M, est le méme que le
centre harmonique des trois foyers relativement & ce
méme point. End’autres termes, lu polaire du point M,
relativement au triangle formé par les normales menées
a la courbe par les trois points de contact des tangentes,
se confond avec la polaire du méme point relativement
au triangle formé par les droites menées par chacun des
Soyers perpendiculairement a la droite qui le joint au
point M.

3. Les foyers de la cardioide se confondent tous les
trois avee le foyer singulier F de cette courbe. On dé-
duit donc inmédiatement de la proposition I le théoréme
suivant :

Tutorime I. — 8§i ’un point quelconque M on méne
les trois tangentes a la cardioide, la somme des angles
que font ces droites avec la droite MF est égale a un
multiple de «.

briques ( Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, janvier
1865).

(*) ¥oir maNote Sur la détermination du rayon de courbure des lignes
planes (Bulletin de la Société philomathique, février 1867 ).
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La cardioide a un troisiéme point de rebroussement
réel R, et, d’aprés un théoréme trés connu, la tangente
en R passe par le point F. D'un point quelconque de la
droite FR, on peut mener trois tangentes a la courbe,
dont 'une se confond avec FR. Du théoréme précédent
il résulte que les deux autres tangentes sont également
inclinées sur FR j donc :

La cardioide est s ymétrique par rapporta I’axe FR.

4. La proposition II, appliquée a la cardioide, donne
de méme le théoréme suivant :

Tutorimell. — 8¢ d’un point quelconque M on méne
les trois tangentes a la cardioide et les normales aux
points de contact, lepied de la perpendiculaire, abaissée
du point M sur sa polaire relativement au triangle
Sormé par les normales, est le foyer de la courbe.

Ce que I'on peut encore exprimer sous la forme sui-
vante, plus commode dans les applications :

Soient N, N, N” les normales menées aux trois points
de contact et P la droite menée par le point I' perpen-
diculairement & ¥Mj si, par le point M, on méne une
sécante arbitraire coupant respectivement les droites N,
N, N et ® aux points n, n', n' el ¢, on a, entre ces
points, la relation

3 1 I 1
M~ Ma  MA T NA

5. Supposons, en particulier, que le point soit pris sur
la droite I'R ; désignons par T ce point, par M le point
de contact d’une des tangentes, distinctes de I'F, que 'on
peut mener a la courbe par le point T, enfin par N le
point ou la normale au point M rencontre l'axe FR. Il
est clair que la normale menée par le troisi¢éme point de
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contact rencontrera également au point N I'axe de symé-
trie. En prenant donc pour sécante I'axe lui-méme, 1'é-
quation précédente donnera la relation
3 2 1

(1) TF — 1N iR’

ui lie entre eux les points de rencontre de I’axe avec la
q p

tangente et la normale menées en un point quelconque
de la courbe.

6. Soient (fig. 1) une cardioide ayant pour foyer IV,
pour axe F'A, et Ax la tangente double de cette courbe,

Fig. 1.

2 étant le point de contact situé au-dessus de I'axe.

-

\ A
Portons & gauche du foyer F une longueur FB = ?%—

s . AF .
et a gauche du point A une longueur AR = —~ puis

aux points B, R et A élevons a I’axe des perpendiculaires
BB, RR’ et AA’.

Cela posé, par le point F', menons deux droites rec-
tangulaires quelconques rencontrant respectivement les
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droites BB’ et AA’ aux points N et T. Au point I, oula
droite FT coupe RR’, menons une perpendiculaire a FT
et appelons H le point ou cette perpendiculaire rencontre
la paralléle & 'axe menée par le point T; menons enfin
la droite NH.

Je dis que la perpendiculaire abaissée du point T sur
NH est tangente & la cardioide, le point de contact
étant précisément le pied M de cette perpendiculaire,
en sorte que MN est normale & la courbe.

Pour le dénontrer, je ferai remarquer que, des trois
langentes que ’on peut mener ala courbe par le point T,
deux se confondent avec la tangente double, leurs points
de contact étant d’ailleurs le point « et son symétrique o'
par rapport a I'axe. Les normales en ces deux points
sont les droites o et o' /' paralléles 4 ’axe. La troisiéme
tangente touche la courbe en un point variable avec la
position du point T'; désignons pour un instant par A la
normale au point de contact.

Il suit du théoréme II que la polaire du point T rela-
tivement a la droite NF (cette droite étant considérée
comme triple) se confond avec la polaire de ce méme
point relativement aux droites of3, o/[5' et A.

Les triangles semblables BNF et FAT donnent la re-
lation

BN >< AT = BF 3 FA = Az ;

de la résulte que la polaire du point T, relativement aux
droites of3 et o'/, est la droite NL menée par le point N
parallélement a Vaxe.

La proposition précédente peut par suite s'énoncer
ainsi : La polaire du point T relativement a la droite
A et a la droite NL (cette derniére étant considérée
comme double) se confond avec la polaire de ce point
relativement & FN (cette derniére droite étant consi-
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dérée comme triple); et de la résulte d’abord que la
droite A passe par le point N.

Pour en déterminer un autre point, menons par le
point T une paralléle a I'axe; soient Q (*) le point ou
cette paralléle rencontre NF, et H le point ou elle ren-
contre A,

o G de
D’apreés ce que j’ai dit ci-dessus, on aura

3

TQ  TH
Menons par le point H une perpendiculaire a I'T';en
désignant par I son pied, on voit que les deux triangles
FQT et 'HT sont semblables et donnent la proportion

HT 1,
TQ 3’

T
"l‘ -

I'T est dans le tiers de I'F et le point I se confond avec
le point I.

La proposition précédente est donc entierement dé-
montrée.

Elle donne un moyen facile de mener a la cardioide
une tangente par un point quelconque de la tangente
double, ou encore de lui mener une normale par un
point quelconque de la droite BB qui, il est facile de le
voir, passe par les deux pointsde la courbe ou latangente
est paralléle a I'axe.

En particulier, on en déduit le théoréme suivant :

Tutoreme IlI. — 87, par un pomnt quelconque de la
cardioide, on méne la tangente et la normale a la
courbe et si l'on désigne par T le point ot la tangente
rencontre la tangente double AA', par N le point oit la

(*) Les points Q et «, ainsi que la droite o 3, ne se trouvent pas
sur la figure; le lecteur est prié d’y suppléer.
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normale rencontre la droite BB' qui joint les points de
la courbe ol la tangente est paralléle & Uaxe, les deux
points T et N sont vus du foyer suivant un angle droit.

7. Quelques remarques sur ce qui précéde ne seront
pas inutiles.

Au point o ]a normale rencontre I'axe 4 'infini et la
tangente le rencontre au point A ; en désignant, pour un
instant, par R le point de rebroussement de la courbe,
on aura donc, en vertu de la relation (1),

3 1
AF — ar”’
d’ou AR’ = AR. Le point R est donc le point de rebrous-
sement.,

Si I'on considere 'un des points situds sur la dioite
BB’ et ou la tangente est horizontale, le point de ren-
contre de la tangente avec 'axe esta I'infini et le point
de rencontre de la normale est en B. En vertu de la re-
lation (1), on aura donc

BR =3BF, d'ot BF =RA = Egé

Les tangentes que on peut mener a la courbe du
peint T sont, d’une part, la droite TM et, d’autre part,
la droite T'a, cette derniére étant compiée deux fois.

En vertu du théoréme I, on a donc

AN O
MTI + 2 A’ TI = mult. =;
ou, si l'on pose,

20N NS
Hil=¢ e MTH=09,

6+ 39:7r.

Au moyen des équations précédentes, il est facile d’é-
tablir un grand nombre de relations entre les éléments
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de la fig. 1; je me bornerai & mentionner les sui-
vantes :
NM = NF + ABsing,
TF — TM —+ AB cos ¢.

8. Le point D élant déterminé par la relation
BC , . . .
BD = = élevons en ce point une droite DD’ perpendi-

culaire a I'axe; soit K le point ou cette perpendiculaire
coupe NF. Menons KL perpendiculaire 8 NF et NL
paralléle a Vaxe; abaissons enfin, du point de rencontre
L de ces deux lignes, une perpendiculaire sur la nor-
male MN,

Je dis que le point y, ol elle rencontre cette normale,
est le centre de courbure de la cardioide au point M.

Soit, ¢n eflet, P le pointou cette droite coupe FT, on
démontrera aisément, en s'appuyant sur les propositions
pricédentes, que

FP -— L FT;
9

par suite, le point P décrit, lorsque le point M se
déplace sur la courbe, une droite perpendiculaire a 'axe
ct dont le pied est a une distance
FC = = FB.
3

En se reportant i ce que j’ai dit plus haut, on voit aisé-
ment que Ja normale NM enveloppe une cardioide ayant
pour tangente double BB’ et pour foyer le point F.

Le point de contact de la normale avec'enveloppe est
le point 75 ce qui démontre la proposition énoncée.

On voit aussi que la développée de la cardioide est
une cardivide semblable a la proposée, le rapport de

) . 1 .. . .
réduction étant 30 proposition d’ailleurs bicn connue.
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9. Un autre mode de génération de la cardioide mérite
d’étre signalé.

Soient (fig. 2) un cercle ayant pour centre F ct un
point fixe P pris sur cette courbe. Par le point P menons
une sécante quelconque coupant le cercle en M; par le
centre F menons une paralléle a cette sécante rencon-
trant Je cercle aux points A et B, joignons enfin MA
ct MB. Ces droites enveloppent, lorsqu'on fait varier la
direction de la sécante, une courbe qui est évidemment
de troisiéme classe et unicursale.

Sil'on cherche les tangentes isotropes que, d’aprés la
constraction précédente, on peut mener & la courbe, on
trouve facilement qu’elles passent par le point I3 d’ail-
leurs la courbe n’est évidemment pas tangente a la droite
de I'infini.

On en conclut que cette courbe est de troisiéme classe,
unicursale, et a foyer singulier triple, par conséquent
c’est une cardioide. Quelques propriétés intéressantes
se déduisent du mode de génération que je viens d'indi-
quer.

Il est facile, en premier lieu, de trouver le point de
rebrousscment de la courbe. Je remarquerai, a cet effet,
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que si, au point I, on éléve une perpendiculaire au rayon
IP, la droite HP est une tangente & la courbe et qui
la touche au point I déterminé par la relation

Hp
Hl = —
i1 3

<

Au point I, menons la normale & la courbe et soit K
le point ou clle rencontre T'axe, en désignant par R le
point de rebroussement de la cardioide; on aura, en
vertu de la relation (1),

3 2 1
= e
rr TK PR
d’ou I'on déduit
Fp

TR = 5

Considérons, en sceond lieu, un point quelconque M
du cercle; si, par I', on méne une paralléle & MP ren-
contrant le cercle aux points A et B, deux des tangentes
que l'on peut mener du point M a la courbe sont les
droites MA et MB.

La troisiéme tangente s'obtiendrait en menant par le
point P une paralléle 8 MF et en joignant au point M Je
point C ou cette paralléle coupe le cercle.

On voit que les deux tangentes MA et MB sont a angle
droit; d’on la proposition suivante :

Tatorime IV. — 81, d’un point quelconque du cercle
K passant par le sommet de la cardioide et ayant pour
centre son foyer, on méne les tangentes & la courbe,
deux de ces tangentes sont rectangulaires (¥).

10. Considérons ( fig. 2) les deux points M et C qui

(*) Voir a ce sujet ma Note Sur les courbes unicursales de troisiéme
classe, communiquée a la Sociét¢ mathématique en novembre 1877.
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sont les extrémités d’une corde tangente a la cardioide;
on voit immédiatement sur la figure que 'arc MH est
la moitié de ’arc PC.

La cardioide peut donc étre considérée comme l’enve-
loppe de la corde qui joint deux points mobiles sur un
cercle, ces deux points décrivant le cercle dans le méme
sens et l'un ayant une vitesse double de la wvitesse de
lautre.

Supposons que les deux points M et C se soient dé-
placés infiniment peu et soient venus en M et C'; dési-
gnons par T le point de rencontre de MC et de M’C'. On

aura MM' = é CC'; d’autre part, les triangles sem-
blables MM'T et CC'T donnent

MM MT _

CCTTC T 2
A la limite on a

-3

C
MT =

wl

donc:

Tutorkme V. — La corde interceptée par le cercle K
sur une tangente quelconque a la cardioide est par-
tagée par le point de contact en deux segments dont
["un est le double de Uautre.

11. D’autres propriétés des normales i la cardioide
peuvent étre déduites par des considérations entiérement
différentes de celles qui précédent, et en s’appuyant seu-
lement sur la propriéié suivante, 4 savoir que :

La cardioide ayant un axe de symdétric et ayant
pour points de rebroussement les ombilics du plan,
tout cercle ayant son centre sur l’axe de symétrie nc
rencontre la portion de la courbe située au-dessus de
laxe qu'en deux points distincts des ombilics.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVIL (Février 1878.) 5
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De 14 résulte immédiatement la proposition sui-
vante (¥) :

Tatorime VI. — Etant pris deux points Jfixes quel-
conques A et B sur la cardioide, soit C un point mobile
sur cette courbe; sur les milieux des cordes CA et CB,
élevons respectivement des perpendiculaires & ces cordes
ct soient I et K les points ot ces perpendiculaires cou-
pent Uaxe. Quelle que soit la position du point C sur
la courbe, la différence

1 1
. FI~ FK
demenre constante.

Démonstration. — Je supposerai, pour fixer les idées,
que les points A, B, ainsi que le point mobile C, sont
sur la partie de la courbe située au-dessus de I'axe; et,
pour plus de clarté, je considérerai d’abord, au lieu de la
cardioide, une spirigue quelconque, c’est-i-dire une
courbe du quatriéme ordre, ayant un axe de symétrie et
pour points doubles les deux ombilics du plan. Une spi-
rique, comme on le voit aisément, jouit de la propriété
qu’un cercle ayant son centre sur I'axe de symétrie ne
rencontre la courbe qu’en deux points situés au-dessus
de I’axe et distincts des ombilics.

Cela posé, A et B désignant denx points fixes de la spi-
rique et C un point variable sur cette courbe, par les
milieux des cordes CA et CB élevons des perpendicu-
laires A ces droites; soient I'et K les points ou ces per-
pendiculaires coupent respectivement l'axe de la spi-
rique.

(™) Les considérations qui suivent s’appliquent également aux coni-
ques et aux anallagmatiques du troisiéme et du quatriéme ordre qui ont
un axe de symétrie. Poir a ce sujet ma Note Sur les spiriques (Bulletin
de la Société philomathique, novembre 1869).
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Jétablirai d’abord que les points I et K déterminent
sur l'axe, lorsque le point C se déplace, une division
homographique.

En effet, le pointI étant donné, le point C se trouve
au-dessus de ’axe et a I'intersection de la courbe avec le
cercle décrit du point I comme centre avec TA pour
rayon; ce point estdonc parfaitement déterminé, puisque
ce cercle ne rencontre la courbe au-dessus de 'axe qu’en
deux points distincts des ombilics.

Le point C étant déterminé, le point K I'est également
quand on se donne le point I, et 'on prouverait de méme
qu’a une position du point K correspond une position
unique du point I d’ou il résulte que les pornts T et K
déterminent sur l'axe une division homographique.

Cherchons ses deux points doubles. Le point C se dé-
placant sur une des branches infinies qui passe a un
ombilic @ en se rapprochant indéfiniment de cet om-
bilic, le cercle passant par les points A et C, et symé-
trique par rapporta l'axe, a pour centre, a la limite, l¢
point ou la tangente en w, a la branche de courbe consi-
dérée, perce I'axe, c’est-a-dire le foyer singulier fcorres-
pondant a cette branche de courbe. Ce point est, par la
méme raison, le centre du cercle limite passant par les
points B, C et symétrique par rapport a 'axe; f est donc
un point double de la division homographique. Le méme
raisonnement s’appliquerait a4 la seconde branche de
courbe.

Ainsi, quand on considére une spirique générale, les
deux points doubles de la division homographique ,
Sformée par les pointsI et K, sont les foyers singuliers dc
la courbe.

Dans le cas particulier dela cardioide, les points dou-
bles a I'infini deviennent des points de rebroussement et
les deux foyers singuliers viennent se réunir au foyer

5.
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unique F de la courbe. La division homographique
formée par les points I et K a donc deux points doubles
coincidents en Fj; d’ou le théoréme qu’il fallait dé-
montrer.

12. Supposons que I'on fasse successivement coincider
le point mobile C avec A et avec B; dans le premier cas,
la perpendiculaire élevée au milieu de AC se confond
avec la normale en A et, dans le second, la perpendicu-
laire élevée au milicu de BC se confond avec la normale
en B.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tutorime VII. — Etant donnés deux points quelcon-
ques A et B situcs sur une cardioide, menons les nor-
males en ces points ct, par le point milicu de la corde
AB, une perpendiculaire & cette corde; soient respecti-
vement a, b, 1 les points oit ces droites rencontrent
laxe, le pointietle foyer I de la courbe divisent har-
moniguement le segment ab,

En effet, en supposant que le point mobile C vienne
successivement coincider avece le peint A etle point B
et en appliquant le théoréme précédent, on a

1 1
¥l Fa " Fb TL
d’on

—=— e C. Q. F. D.

En particulier, si le point B est un des points ou la
tangente double touche la cardioide, le point de ren-
contre de la normale avec 'axe étant & I'infini, on a cette
proposition :

Si 'on désigne par a le point oi la normale en un
point A de la cardioide rencontre ’axe, et parile
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point ol cet axe est rencontré par la droite élevée par
le milieu de la corde, quijoint A & l’'un des points ou la
courbe touche la tangente double, et perpendiculaire-
ment & cette corde, le point a est le milieu du seg-
ment FI.

13. Je m’arréterai ici dans cette étude des propriétés
des normales & la cardioide. Dans une prochaine Note,
je ferai l'application des mémes principes 4 I’étude de
diverses courbes remarquables de la troisi¢me classe et
de classes plus élevées.

THEORIE DES INDICES;

Par M. FAURE,
Chef d’escadrons d’Artillerie.

e ()]

Propriétés de quatre surfaces passant
P p
par les mémes points.

168. Lorsque la droite ¢’ coincide avec la droite ¢, la
relation (2) du n° 148 devient

Wl I,,]/, +Ibl,, .
ZI/Vl2 A

ab

de sorte que, si v, ct ¢, sont les paramétres des deux

(*) Nouvelles Annales, 2° série, t. XV, p. 231, 292, 339, 451, 481, 529,
et t. XVI, p. 3, 160, 193, 249, 289, 508, 541.
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surfaces du systéme qui touchent la droite ¢,

QT Q== 75— = —— == —»

Eow e

! étant le coeflicient de — ¢ dans Déquation écrite ci-
dessus.
Dc la premiére de ces relations résulte ce théoréme :

Quatre surfaces passant par les mémes points, si

l’on méne une rangente commune ¢ & deux d’entre
1. . g .

elles, le rapport y des indices de cette droite par rap-

port aux deux autres S et S' est constant, quelle que
soit cette tangernte.

1.

En remplagant le rapport 7 parses valeurs, on pourra
donner & ce théoréme des énoncés diliérents, analogues
a ceux indiqués (164).

Interprétation géométrique du cocfficient [.

169. Désignons par g et L les points de contact de la
droite ¢ avec les deux surfaces du systéme, qui touchent
cette droite,

de sorte que

Nous savons (154) que les points g et & sout conjuguds
a toutes les surfaces du systéme. Or il résulte du théo-
réme (68, 0) que, si I'on prend sur une droite fixe ¢ deux

. . Lo I, 1,
points g ct h conjugués a §', la somme i ]—,' est con-

& I
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stante, el que, si ces points sont conjugués a S, la somme
. .
l]_:; -+ ;2—' est aussi constante quels que soient les points g
et i. Il suit de 14 que, si ces sommes sont nulles, la droite
¢ coupera la surface S en deux points g et & conjugués a
5’ et la surface S’ en deux points conjugués a S.

Ainsi 'équation 1= o représente le complexe des
droites qui coupent les surfaces S et S’ en quatre points
l:armoniques.

Les droites du complexe sont donc caractérisées par
cette propriété; si, sur I'une d’elles, on prend deux
points g et b conjugués soit a S, soit a §', la somme des
paramétres des surfaces du systéme, qui passent par ces
points, est nulle; par conséquent, pour avoir des droites
du complexe, il suffira de construire les deux surfaces
du systéme

. la, B)? ([) E;j? (e, K (e, E}*
o) A2 4 S D
VY I, +‘?1¢ Ip+ gol I+ ol I+ ol
(— —(!LF—\’_ N b, E ) . '(r‘, E): N (d, B2 — o,

I,— ol ]['“"?I.Ib ) L——-?l:_ ' Id,_?l’

et de mener a ces surfaces des tangentes communes ; en
donnant a ¢ toutes les valeurs possibles, on aura toutes
les droites du complexe.

En éliminant g entre ces deux équalions, on trouve
que les plans tangeuts aux surfaces (v) et (— ¢) enve-

loppent la surface
m.m' = Iy I.

Cette surface, qui joue un réle important dans I'étude
du complexe, peut se mettre sous ces deux formes

(a,E)* la, B}
0= E mm———— 0 — — St )
m
L2y v

JE a Il: 14
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Il est aisé de le vérifier, mais on y est conduit par la
considération suivante. Soit F un plan qui touche les
surfaces (%) et (—¢); il y a une troisiéme surface du
systéme qui touche ce plan, et son paramétre ¢ est dé-
terminé par la relation
f m
¢y —g+e =5
Tg

cn écrivant, dans m, F au lieu de E. Ainsi cette troisiéme
surface a pour équation

0= ———i—;

mais puisque, en faisant varier le plan F, on peut faire
cn sorte que cette surface touche tous les plans tangents
communs aux surfaces (7) et (— ¢), il est évident qu’en
remplacant le plan F par le plan variable E on obtiendra
I'éguation de Ja surface enveloppée par ces plans tan-
gents, c’est-a-dire la premiére des équations écrites plus
haut. La seconde s’obtient d’une maniére analogue, en
observant que

en remplacant dans m’ le plan E par le plan F.
Si T'on désigne par e et f deux points quelconques
pris sur la droite ¢, on a

2 L, A £ A1 LI, 41,7,
Lo =% oA Har L+ Ll.
o EI;L’,B\’ ‘£,B)| {a,A)2{b, B)*
bA / \ \ \

Cette relation peut s’écrire sous la forme trés-simple

(151)

Lef =LY +11,— 21,1,
Si le point fest un point fixe donné,

I,]'I-— Ifllc:' o
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est I’équation de la surface qui passe par la courbe SS'
: \ . T
et par le point £ son paramétre ¢ est égal a f,f', par con-
S
séquent,
LU+l =o0

est 'équation de la surface qui passe par cette méme
. Iy
courbe et dont le paramétre a pour valeur — 3 ou —¢.
D’ailleurs les équations
’
Ir=o0 ou ]"J =o0

représentent respectivement les plans polaires du point
par rapport aux surfaces S et §'.
D’aprés cela, Péquation

/=0 ou I,]A',.—:-I,-l’e——zlefl:,f:o

nous montre que, pour avoir les droites du complexe,
qui passent par le point f, on construira la surface — ¢
du systéme dont le paramétre est égal et de signe con-
traire a celui de la surface du systéme qui passe par le
point f, on prendra cnsuite les plans polaires du point f
par rapport aux surfaces S et §’, et 'on fera passer un
cone par le point f, et l'intersection de la surface — ¢
par I'un ou l'autre de ces plans polaires. Les arétes de
ce cone sont les droites du complexe qui passent par le

point f.

170. Considérons trois surfaces ®,, ¥,, P, passant
par U'intersection S§'. On peut, d'une intinité de ma-
niéres, tracer des triangles conjugués a S, dont les som-
mets a, b, ¢ soient situés respectivement sur les surfaces
®,,d,, P,. Prenons le pole d du plan abc par rapport

a §; nous formons ainsi un téiraédre abed conjugué

’

\ 1
3 S, ct nous savons alors (68, &) que ¥ {* == const.
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Or, si ¢;, ¢, o; sont les paramétres des surfaces ®,,

¢,, ,, on a
‘Ia-—?il:l‘_—o, ]1,~——q7,1'b:0, 10—9311‘:0,

de sorte que, les trois premiers rapports qui figurent
dans I'expression écrite ci-dessus étant constants, le

’

1) Id : ’ XT3}
(juatricme i est aussl constant, et par consequent (1081

d
le point d décrit une surface P, qui passe aussi par la
courbe 88, Nous connaissons huit points dela surface S.;
car, si nous menons un plan E qui touche les trois sur-
faces ¢, ®,, d, les points de contact déterminent (184;
un triangle conjugué a S; donc le podle de ce plan E, par
rapport a S, scra sur la surface @,. De la ce théoréme :

Quatre surfaces S, ®,, ®,, ®; passant par les mémes
points, si les sommets a, b, ¢ d’un triangle conjugué
a S sont situés respectivement sur les surfaces ®,, P,
by, le pole du plan abe pris par rapport @ S décrira
une surface ®,, qui passera par les points communs aux
surfaces donndes ct par les poles {par rapport a S) des
Luit plans tangents communs aux surfaces @, ®,, b;.

D’ou le suivant :

Quatre surfaces S, ®,, P.. @, passant par les mémes
points, si les sommets a, b, ¢ d'un triangle conjugué i
S sont situcs respectivement sur les surfaces @, ®,, P,
le plan de ce triangle enveloppera une surfuce Z qui
touchera les huit plans tangents communs aux surfaces
D, D, D, et quisera inscrite & la développable formée
par les plans menés a la surface S en ses points d’in-
tersection avec les autres Surfaces.

Cette surface 2 est d’ailleurs conjuguée au tétraédre
autopolaire des surfaces données.
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Cororratres. — 1° Lorsque quatre surfaces S, &,,
b, Oy passent par les mémes points, on peut construire
une sulface z (]ui touche les huit plans tangents com-
muns aux surfaces P,, P,, Py, ainsi que les plans tan-
gents de S menés en ses points d’intersection avec les
autres surfaces.

2° On prend pour S un cone. Etant donnés trois sur-
faces @, ®,, P; et un cone ayant la méme courbe
d’intersection, si I’on prend sur ces surfaces respective-
ment trois points a, b, ¢, tels que les droites da, db, dc,
mences au sommet d du cone, sotent des diamétres con-
jugués de ce cone, le plan abc enveloppera une surface
2 qui sera inscrile au cone et qui touchera les huit plans
tangents communs aux surfaces données.

Si, dans ce corollaire, on prend pour cone celui qui,
ayant pour sommet le centre de ®;, passe par le cercle
imaginaire de I'infini, nos surfaces sont homocycliques.
¢t nous voyons quc :

Etant données trois surfaces homocycliques ®,, ®,.
Dy, sil’on prend sur chacune d’elles des points a, b, ¢
tels que le triécdre oabe, dont le sommet est au centre
commun o, soit trirectangle en o, le plan abc envelop-
pera une sphére qui touchera les huit plans tangents
communs aux surfaces données.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MECANIQUE ELEMENTAIRE

PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION EN 1875

Par M. GAMBEY.

Déterminer les positions d'équilibre de deux poids
égaux p, mobiles sans frottement sur une circonférence
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fixe, située dans un plan vertical, et sur une tige recti-
ligne pouvant librement tourner autour d’un point A,
pris sur le diamétre horizontal de la circonférence.
On négligera les dimensions des poids mobiles.

Soient M et M les positions des poids p; O le centre
de la circonférence; OB le rayon sur lequel est pris le
point A; posons enfin

MAB =z, MOB =—£.

Les réactions dues a la résistance de la circonférence
étant normales a cette courbe n’influent pas sur le mou-
vement des poids; on peut donc les négliger. Il suffira
d’évaluer les composantes tangentielles des poids mo-
biles, et d’écrire que ieurs moments, par rapport au
point fixe, sont égaux; ce qui donne

AMcosf =: AM'cos{22— B).
Les triangles OAM, OAM’ donnent en outre

AM _ OM AW

sinfi sinx sin{2«— f)

On déduit aisément de ces relations

sin2f =sin{{z — 283

h

ce qui exige que 'on ait

fz-—28=2Kr + 2B,

d’ou
. T
(1) 2:1’\;—}-[3;
ou bien
jz—28=(2K+ 1w — 28,
d’ou

(2) «=KZ+Z.
2 4
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Mais I'angle OMA = « — 3 ne peut étre droit; donc il
faut se borner & la relation (2).
Si 'on y donne 4 K toutes les valeurs entiéres a partir
de zéro, on obtiendra toutes les positions d’équilibre :

pour K =0, «=—;

W N ¥

™
pourK =1, o=

=

Les valeurs suivantes de K reproduiraient les deux
positions déja obtenues.

Ainsi la tige doit étre a 45 degrés sur le diamétre ho-
rizontal de la circonférence. Il est facile de distinguer la
position d’équilibre stable par cette considération que
le centre de gravité du systéme des deux poids doit étre
le plus bas possible.

Cette méme considération donne immédiatement une
solution géométrique de la question. Cela revient, en
effet, a chercher le point le plus bas et le point le plus
haut du lieu géométrique des milieux des cordes qui pas-
sent par le point A. Or on sait que ce lieu est une cir-
conférence ayant pour diaméire OA. On retrouve ainsi
les résultats précédents.

(*) La méme question a été résolue par M. Duranton, chargé de cours
au lycée du Puy.

]
SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES

PROPOSEE AU CONCOURS D AGREGATION EN 1877;

Par M. GAMBEY.

A un ellipsoide donné on circonscrit une série de
surfaces du deuxiéme ordre 2, la courbe de contact
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étant Uintersection de Uellipsoide par un plan fixe P.
On circonscrit ensuite a chaque surface Z un cone ayant
pour sommet un point donné A :

1° Trouver le lieu des courbes de contact des cénes
et des surfaces X

2° Classer les surfaces qui forment le lieuw quand on
suppose le plan P fixe et le point A mobile dans ['es-
pace.

On déterminera, pour chacune des wvariétés du lieu,

les surfaces qui limitent les régions de U'espace ou sc
trouve alors le point A.

L’équation d’un ellipsoide rapporté a trois diamétres
conjugués de longueurs a, b, ¢, choisis de maniére que
le plan des xy soit paralléle au plan P, étant

x? a2 -2

@ T e T

si Pon déplace parallélement & lui-méme le plan des xy,

de maniére qu'il coincide avec le plan P, cette équation

deviendra
rt v (oo e

—_— i — -

o > — — 12 0
a? b c: ’

I érant la distance de la nouvelle origine a 'ancienne.
L’équation générale des surfaces T sera alors

) T ¥? (g A2 .
1 —_ — 11— L= 0
v a b2 P ?

et celle du plan polaire du point A («, {3, y) par rapport
i ces surfaces

xxr By I+« ) e? hr— e by
L. 7 7;-{- /:

at b ? ? 0.

Les coordonnées d'un point quelconque de la courbe
de contact dont on cherche le lieu satisfaisant aux équa-
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tions (1) et (2), on obtiendra ce lieu en éliminant 1 entre
ces deux équations, ce qui donne

’.,(f;n_") b Bre am
(s)

| C" CZ
en posant ¢® —2* = K.

On peut encore écrire ainsi cette équation

( x? ¥ (3 — h \’2
- —_— e . e —
, 7 a’ b.: B ¢? .

)
L ' ax By (v h){z-+ k)
— - e 1 l=—o.
\ at b? c?
Discussion. — On constate facilement, en supposant
K*>o0:

1° Que toutes les surfaces (S) passent par le point A
et par le pole du plan P, point qui a pour coordonnées
K*

L’

r—ao, )y:==0, 2=

2° Qu’elles ont en commun Pellipse

ct, par suite, ne peuvent étre des paraboloides hyper-
boliques ni des cylindres paraboliques;

3° Que, pour y >> o, elles représentent des hyperbo-
loides, et pour 7 = o deux plans dont 'un est le plan P
ct 'autre le plan polaire du point A par rapport a I'el-
lipsoide;

4° Enfin qu'elles sont bitangentes a Dellipsoide,
comme le montre la forme (S), et qu’elles le coupent
suivant le plan P et le plan polaire du point A.

Gardant les hypothéses yZ o et K* > 0, nous classe-
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rons les surfaces (S) en employant la décomposition en

carrds.

Muliipliant par 47, deux carrés se forment immédia-
tement, et 'on obtient

<27.r — 1z>’+ (:ryy — [iz)’_ P
a b

Ldvlhy +Ki)s 4Ry

ct ¢t

(3)

/

o,

o — i

aprés avoir posé
“ B bhy
a’ B 7)—' - c? -
Distinguons maintenant deux cas :
I. P2 o. Multiplions par P I’équation (3) et formons
le carré par rapport a z; il vient
’ oy ) 2 RN\ 2 ol K2
i p/?,.: 22\* P(zm Ba\* pz_‘?,/\/ty—r-k”,l‘
\ T e

a / ]
§v° [ (= B\ _ Ay —RE
e VRS g ) I .
( ¢? }_\ a? B b? c*

On peut encore, par une transformation facile, écrire
ainsi le second membre :

A7 agep — (he K2
L — (hy = K22

¢

Posant

L 2,/11,7+K2\ —c

a b ¢ ’
£o? Pt 2 (he — K22
Arfge (2 LB AR
¢ (I\ (a" bobe c? ]_Q'

I’équation (4 ) prendra la forme caractéristique

(1) PA*+ PB:— C*=Q.

Il. P ==o. Si P est nul, on ne peut plus muliiplier
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par P; mais, en annulant cette quantité (3), on obtientla
forme ci-dessous '

(11) A+ B4+ D=o,
aprés avoir posé

A 2 2.2
47(17—{—1()3—41{./ —D

c? c?
On voit que, P étant négatif, on aura des ellipsoides
réels, parce que Q est alors nécessairement négatif,

K2
sauf pour a=o, f=0, y= - auquel cas les sur-

faces (S) se réduisent 4 un point, le point A, péle du
plan P. Tandis que, pour P > o, on’aura des Ayperbo-
loides & une nappe, si Q est positif, des cones réels
pour Q = o, et des hiyperboloides & deux nappes, si Q
est négatif.

SiP=o, on aurades paraboloides elliptiques, 3 moins
que D ne se réduise a une constante, ce qui arrivera, si
Pon a aussi Q =o0. En effet, la seconde forme de Q
montre que, si 'on a simultanément P = 0, Q == o, on
a nécessairement hy + K* = o, et, par suite, D se ré-
4K

duit & — “—;
C

+ Dans ce cas I'équation (II) sera celle

d'un cylindre elliptiqgue dont V'axe est défini par les
équations A=o0, B==o.

Avant de poursuivre cette discussion, étudions la na-
ture et la position des surfaces représentées par les équa-
tions P = o, Q = o, ot nous regarderons «, 3, y comme
les coordonnées courantes d’un point.

La premiére représente un paraboloide elliptique,
tangent a J'origine au plan P et situé tout entier du coté
des z négalifs; ses diamétres sont paralléles a I’axe des z.

La deuxiéme représente un cdne, ainsi que le montre
la premiére forme de Q, abstraction faite du factcur

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVII. (Février 1878.) 6
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40—;7-_, qui n’est pas nul. La seconde forme de QQ montre
que ce cone est circonscrit au paraboloide P=o, la
courbede contact étant I'intersection du plan 2y + K*=o
avec le paraboloide. Il en résulte que le plan P est a
¢gale distance du centre de cette courbe et du sommet du
cone Q == o. Du reste, le sommet de ce cone est le pdle
du plan P; d’'ou il suit qu’il est aussi circonscrit a Pellip-
soide.

Nous pouvons maintenant délimiter nettement les di-
verses régions occupées par le point A quand I'équa-
tion (8) représente telle ou telle surface. Ces régions
sont au nombre de trois :

et pour tous les points de Jaquelle on a P < o. Elle cor-
respond aux ellipsoides de I'équation (S); car, & cause
de la position du cone Q == o, on a nécessairement pour
les points de cette région Q < o.

2° Celle qui est située a I'intérieur du cone, mais a
Pextérieur du paraboloide, et pour tous les points de la-
quelleona P~ 0 et Q<o. Elle correspond aux hyper-
boloides a deux nappes de I'équation (S).

3° Enfin celle qui est tout entiére a ’extérieur du
cone Q == o et pour laquelle on a nécessairement P - o
ct Q_>o. Elle correspond aux hyperboloides a4 une
nappe de I'équation (S).

Comme transition, si le point A est sur le paraboloide
P == 0, I'équation (S) représente un paraboloide ellip-
tique. §’il est sur le cone Q == o, la méme équation re-
présente aussi un cone. Enfin, si le point A est sur la
courbe de contact de P = o et de Q == o, la surface (S)
représente un cylindre clliptique. Si I'on avait K* <o,
c'est-a-dirve /.- ¢, le plan P ne couperait plus réellement
Iellipsoide. On aurait toujours Q <Z o, sauf pour ¢ = o,
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K

22- Il n’y aurait donc plus d’ellipsoides

imaginaires, ni de cones imaginaires, 3 moins que 'on

{3:0(}[“ ==

_— K? . ,
n'efit « = o0, B=o0, y = T auquel cas les cones se ré-

duiraient a un point, le point A, intérieur & I'ellipsoide
et pole du plan P. Il n’y aurait plus également de cénes
réels proprement dits, ni d’hyperboloides 4 une nappe.

Nota. — La méme question a été résolue par MM. E. Humbert, éléve
du lycée de Besangon; Duranton, chargé de cours au lycée du Puy;
V. Hioux, professeur au lycée de Rennes; A. Tourrettes, censeur au ly-

cée d’Albi; Escary, professeur au lycée de Chateauroux; Lévy, profes-
seur au lyeée de Rennes.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES,

Question 1228
{voir 2* série, t. XVI, p. 192 );

Par M. V. JAMET,

Professeur au lycée de Saint-Brieuc.

Sur une normale menée par un ombilic O & une sur-
Sace du second degré, il existe un point P tel, qu’en
menant par ce point une transversale rectz'ligne, ren-
contrant la surface en des points M, M, l’angle MOM'
est constammnent droit, quelle que soit la direction
donnée & la transversale. Et le plan polaire du point P,
par rapport & la surface considérée, est paralléle & un
plan cyclique de cette surface.

La méthode que je vais suivre montre que les ombilics
d’une surface du second ordre jouissent de la propriété
énoncée, 4 Pexclusion de tous les autres points de la
surface.

6.



(84)

Soit une surface du second ordre; prenons pour ori-
gine un point de la surface, pour axe des z la normale
en ce point, et pour axes des x et des y deux droites pa-
ralléles aux axes de la section faite dans la surface par
un plan paralléle au plan tangent a l'origine.

L’équation de la surface est alors de la forme

Ax*+4- A'y*+- A" 22+ 2Byz + 2B'zz + 27z = o,

Faisons tourner les axes des x et des y d’un angle ¢
autour de I'axe des z. L’équation de la surface dans ce
nouvean systéme d’axes sera

A(xcosp — ysing)? = A'(xsing + y cosg¢)? + A" z?
+2B(zsing—+ ycosg) z+ 2B’ (zcosg— ysing)z +2/z=o.

Si, dans cette équation, on fait x = o, on obtient une
équation qui représente la section faite dans la surface
par le nouveau plan des yz. Cette équation est

{ (Asin?g + A’cos’e) y? + A" 2
~+2{Bcosyp— B'sing)yz + 2/z = o.

(1)

Soit maintenant une droite située dans le plan des yz, et
dont I'éguation sera
ny -=ns=—iI.
L’équation
(A sin’p + A'cos?s ) y?
+ A"z +2 (B cosg — B'sing)yz +2lz(my + nz) =o

représentera, dans le plan des yz, les deux droites qui
joignent l'origine aux points ou cette droite coupe la co-
nique représentée par I’équation (1).
Cette derniére équation peut s’écrire
(Asin’g 4~ A’cos’p))?
-+ 2(Bcosp — B'sing + Cm)yz + (A" 4 2In)2* =o.
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Pour que ces deux droites soient rectangulaires, il faut et
il suffit qu’on ait
Asin?e -~ A’ cos?’g -- A" -+ 2/n =0,
dou
Asin?g + A'cos’y + A”
2/

.

Portant cette valeur de n dans I'équation

My ——nz==1t,
il vient
~ Asin?o -- Alcos’o 4+ AT
my — 5 z=1.

La droite représentée par cette équation coupe l'axe
des z en un point dont la distance a I'origine est

2.7
© Asintg + A’ cos'o - A”

3

Pour que cette distance soit indépendante de ¢, il faut et
il suffit que A = A/, c’est-a-dire que l'origine soit un
ombilic de la surface.
Si la condition A = A’ est satisfaite, les coordonnées
du point P sont v
B o 2l
X ==0, )Y =0, z:::——l—i——*_-17.

Le plan polaire de ce point a pour équation

—2(A"3+By+Bz+C)+(A-+-A")z=0.
Le plan mené par I'origine parallélement a celui-ci a pour
équation
(1) A"z -+~ 2By +2B'r == Az.
D’ailleurs 1'équnation de la surface peut s’écrire

A(z*+y?) +2(A"2+ 2By +2B'2) +2lz==0;

par conséquent les coordonnées d’un point quelconque
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de I'intersection de la surface avecle plan représenté par
I’équation (1) satisfont a I'équation

\

A(x -y +2?) +2ls=o0,

. 9 1 s ’ . PV
qui est celle d’une sphére, ce qui démontre la propriété
énoncée.

Nota. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc;
E. Paturet; A. Morel; B. Launoy; A. Berthomieu, éléve du lycée de
Bordeaux ; H. Picat, éléve du lycée de Grenoble; Ch. Brunot, ¢éléve du
lycée de Dijon ; H. Dessoudeix, éléve du lycée de Bordeaux; A. Genouille,
professeur au lycée de Tournon.

Question 1231

(volr2® série, t. XVI, p. 240);

Par M. MORET-BLANC.

D’un point M on méne trois normales a une conique;;
soit P le point de rencontre des hauteurs du triangle
formé par les trois pieds de ces normales; démontrer
que la droite OP et la quatriéeme normale que Uon
peut mener du point M & la courbe sont également in-
clinées sur les axes.

8i la conique est une hyperbole équilatére, la droite
OP passe par le pied de la quatriéme normale.

(LAcuenreeE.)

Soient A, B, C les pieds des trois premiéres normales
et D le pied de la quatriéme. Je prends les axes de la
conique pour axes des coordonndées, et je suppose, pour
fixer les idées, que la conique est une ellipse : pour
I'hyperbole, il suffira de changer dans le résultat b*
en — b2,

Soient xy, y, les coordonnées du point M et
19 Y1

(1) a'y?-- b'x* —a’l* =o
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I'équation de la conique. Les pieds des quatre normales
sont les intersections de cette conique avec 'hyperbole

(2) czy — atxy + b'y,x =o.

Le cercle circonscrit au triangle ABC a une équation
de la forme

(3) 752 —2axr — 2By --S=o,

en posant a* + 2> — R* = 8.
De l'équation (2) on tire

En reportant cette valeur dans les équations (1)
et (3), on obtient les équations

ot — 2a*ctr 2t + a'x} | #* -+ 2a'c’x .z — ax] =o,
. ?
(4) -~ atby! l
—_—— a?cl {
[elxt — 2acix, | 25 - 4([’5’1',« 2 —2a‘zia r+a' ri$=o,
— 2c'a 217’0’)"{51 —2a’b?x,y, %
(5) - €4S ! —2d’c*z,S |
— a'x’ |
o
=0 X

qui déterminent, la premiére les abscisses des points A,
B, C, D, et la seconde celles des points A, B, C, P/
[P’ étant le point de I'hyperbole (2) diaméiralement
opposé au point P1.

Ces deux équations ayant trois racines communes,
leurs premiers membres admettent un diviseur commun
du troisiéme degré

actaz’ — fa’ctaxa i x? - 2atxla | x—a'z?T,
(a) —20%y B | --2ab0mB |
—'T I s2a¢x,T !
I
|

-i- b2ty ?
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ou T =S+ a?, que I'on obtient en les retranchant ’un
de Pautre.
En exprimant que le reste de la division est nul,
quel que soit x, on ales trois équations

(6) 4a’b’)"a(y‘a+ J‘.ﬁ—x.y‘) — 4(1’(.“13 -~ V?==o,

fatct s — 2atbix, y 2

| +abryla—bypV—cTV=o,

(7)

(8) facia’ — 2TV =o,

en posant, pour abréger, ¢*T +2b%y,3 —b%*%* = V.
En ayant égard a I'équation (8), I’équation (7) se ré-
duit a
ar iy —28) —EV=o,
d’ou
y o @meln—28) g (@ne )= 28)
b b
2 2 2 — 2
Tv—"2 .z:.oc(a‘z.a—}—by,@)()’, 2p)

c’ﬁ’ — 40’;’1"’,

et, par suite,
() heup = (@mat BriB)[), — 200

En remplacant V par sa valeur dans I’équation (6),
on a

a‘xiat(y, —2B)

f@byalye+ np—ny)—gaca + A

et, en ayant égard a I’équation (9),
4h7y (yioe+ 2B —2y,)p— b2y, By — 2B )= o,
4(yiz+ B —x)B —az(y] — 4.7!{3"1‘ 4{32) — 0,
(1o) 4af —z,y, =o.

On voit que les centres des quatre cercles circonscrits
au triangle ayant pour sommets les pieds des normales
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pris trois a trois, sont situés sur une hyperbole équila-
tére ayant pour asymptotes les axes de la conique et pas-
sant par le milieu de OM.
Au moyen de l’équation (10), I’équation (g) peut
étre remplacée par ~

(9') 4a*a(a— =)+ 46*(B — ) + a’z? + b%)} —c* =0,

qui représente une couique de méme espéce que la pro-
posée, passant par les centres des quatre cercles.

En égalant a zéro le quotient de la division du poly-
nome (4) par le diviseur (d), on a 'abscisse du point D,

=V _ @28 —n)

x — P T
2 ¢tz 2(‘7ﬁ
puis
2 2/ .
by b B—)
Y= P ; ?
arr, — *x ¢’
et, par suite,
2b18 — 7y, z (208 — a’y,]
Y — Y, == — s X —— 2y == — 9
4 ¢ 2¢'f
y—, 2
- o N
l_.l" e

coefficient angulaire de la quatriéme normale MD.

De méme, en égalant 4 zéro le quotient de la division
du polyndme (5) par le diviseur (d), on a I’abscisse du
point P/ symétrique du point P par rapport au ceuntre

de I'hyperbole (2)

, v 2x (26 — y,)
x:za————-—“2z-—f—(~———————l T'(?ﬁ AR

2ctz 20* 8

__4craf 20tz B —a’x, y,
o 28 ’
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et, en vertu de I'équation (10),

7 z(2a°f — b*y,)

2¢"8
, by x _ 2a*B — b2y,
Y e T s T Ty
arx, — ctx I
y 2
- —_
x L

coefficient angulaire de OP’.
La droite OP’ est donc paralléle a MD.

Les coordonnées du centre de l’hyperbole (2) étant
n’r by, . ..
—et— celles du point P symétrique de P’ par

rapport a ce centre sont

o ',m?.r,_x.(2a3§~[)’y,‘)_x_x(22§““ bz)’u),
¢ 2¢*B - 2¢*B
o 2by eaB—b'y, (24?8 - 07))
- e ¢? T e

Le coeflicient angulaire de OP est donc

ce qui démontre le théoréme.

Si la conique donnée est une hyperbole équilatére,
b* = a*, les coordonnées du point D

_x (2B —n) . 2Bp—=r
e e B S

vérifient I'équation

de la droite OP.
Donc la droite OP passe par le pied de la quatriéme

normale. €. Q. F. D.
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Question 12435

(voir 2°* série, t. XVI, p. 335);

Par M. BARTHE,

Eléeve du lycée de Bordeaux.

Toute corde mence par le foyer d'une parabole est
égale au quadruple du rayon vecteur du point de con-
tact de la tangente paralléle & cette corde.

(P. Sonpar.)

Soient P le pole de la corde focale AB, qui se trouve
sur la directrice, I le milieu de cette corde, M le point
de contact de la tangente paralléle 4 la corde; on a,
d’aprés une propriété connue,

PM — MI,
puis

PM - - MF,
d’ou

PI - 2MF. -

Mais le triangle rectangle PAB donne

B
PI = é—;
2
donc
AB:z= 4MF.

Nota. — Autres solutions de MM. Moret-Blanc; H. Lez; C. Cochery ;
B. Robaglia; F. Pisani, professeur 4 Naples; Th. Franchy, maitre ré-
pétiteur au lycée de Moulins; A. Droz, ingénieur; G. Carraud, ¢léve
du lycée de Chateauroux; R. Beaugey, ¢léve du lycée de Grenoble;
E. Fauquembergue, maitre répétiteur au lycée de Saint-Quentin ; G. Lam-
biotte, éléve de I'Ecole des Mines de Liége; Numa Parra, J. Lapierre,
L. Troupenat, J. Chambon, éléves du lycée de Bordeaux; A. Genouille,
professeur au lycée de Tournon; Ad. Protard, éléve du lycée de Moulins;
E. Dunoyer, éléve du lycée de Marseille; A. Didier, éléve du lycée de
Grenoble; E. Fauguembergue, maitre répétiteur au lycée de Saint-Quen-
tin; E. Ambert, maitre répétiteur au lycée de Montpellier; S. K., 4 Vienne
(Autriche).
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BurLeTTING DI BIBL10GRAFIA E DI STORIA DELLE ScIENZE
MATEMATICHE E FIsicHE, pubblicato da B. Boncom-
pagni, socio ordinario dell’ Accademia pontificia de’
Nuovi Lincei, socio corrispondente dell’ Accademia
delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, delle R. Acca-
demic delle Scienze di Torino, e di Scienze, Lettere
ed Arti di Modena, e socio onorario della R. Accade-
mia delle Scienze di Berlino.

Tome IX (1876).

Janvier. — Intorno alla vita ed ai lavori di Francesco Mau-
rolico. — Federico Napoli.

Scritti inediti di Francesco Maurolico.

Fivrier. — Scrittiinediti di Francesco Maurolico (fine).

Annunzi di recenti pubblicazioni.

Mars. — Sur un théroréme de I’Arithmétique indienne ; par
M. Edouard Lucas.

Die || Romischen Agrimensoren || und ihre Stellung || in der

|| Geschichte der feldmesskunst || eine || historisch-mathema-
tische Untersuchung || von || D* Moritz Cantor || mit 5 litho—
graphirten Tafeln || Leipzig || Drack und Verlag von B. G.
Teubner || 1875. — 4. Favaro.

Die Rechenkunst || in || sechzehnten Jahrhundert || von || A.
Kuckuck || separatabdruck || aus der Festschrift zur dritten Si-
cularfeierdes Berlinischen Gymnasiums || zum grauen Kloster ||
Berlin || Weidmannsche Buchhandlung || 1874. — D* Mau-
riziv Cantor.

AvriL. — Intorno al problema delle tautocrone, lettera
dei Prof. F. Brioschi a D.-B. Boncompagni.

Note sur Jean-A4ndré de Segner, fondateur de la Météoro—
logie mathématique; par le D* Sigismond Ginther.

Annunzi di recenti pubblicazioni.
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Mar. — Prospetto storico dello sviluppo della Geometria
moderna. Scritto postumo del D* Ermanno Hankel. Tradu-
zione dal tedesco del D* 4lfonso Sparagna.

Commemorazione di Ermanno Hankel; per Guglielmo von
Zahn. Traduzione dal tedesco del DT Alfonso Sparagna.

Catalogo dei lavori del D* Ermanno Hankel.

Juin. — Noticesur la vie et les travaux de Louis-Othon Hesse ;
par M. Félix Klein; traduitde ’allemand par M. Paul Mansion.

Copernico in Italia. — Traduzione dal tedesco del D* A4/
JSonso Sparagna.

Copernico in Bologna. — D F. Hipler. Traduzione dal te-
desco del D* Alfonso Sparagna.

Annunzi di recenti pubblicazioni.

Junter. — Intorno alla vita ed agli scritti di Gianfrancesco
Malfarti, matematico del secolo xvinn. — G.-B. Biadego.

Catalogo dei lavori di Gianfrancesco Malfatti. — Catalogo
dei lavori relativi al problema Malfatti. — Lettere inedite di
Gianfrancesco Malfatti.

Aour. — Lettere inedite di Géanfrancesco Malfatti (fine).

Annunzi di recenti pubblicazioni.

SeprEMBRE. — Goffredo Fricdlein. Necrologia del D* Mau-
rizio Cantor. Traduzione dal tedesco del D* A{fonso Sparagnra.

Catalogo dei lavori del D* Goffredo Friedlein. — B. Boncom-
pagni.

Notice sur la vie et les travaux de Pictor—Admédée Le Besgue;
par MM. Abtia et J. Hoiiel.

Catalogue des travaux de 7".-4. Le Besgue. — Notice sur
les principaux travaux de #7.—4. Le Besgue, rédigée par lui-
méme,

Notice sur les opuscules de Léonard de Pise; par V.-A. Le
Besgue.

Ocroere. — Prophatii Judzi Montepessulani (a. 1300)
procemium in Almanach adhuc ineditum e versionibus duabus
antiquis (altera quoque interpolata), una cum textu hebraico e
manuscriptis primum edidit, suamque versionem latinam ver-
balem adjecit Mauritius Steinschneider.
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Annunzi di recenti pubblicazioni.

Noveusre. — Lettre 4 D.—B. Boncompagni, sur la vie et les
travaux de M. Louis-Amélie Sédillot; par M. le D* C.—E. Sé-
dillot.

Catalogo dei lavori di Luigi-dmelio Sédillot. — B. Bon—
compagni.

D¥cemsre. — Sulla nazionalitd del Copernico; per Mau-
rizio Cantor. (Traduzione dal tedesco del DF Alfonso Sparagna.)

Annunzi di recenti pubblicazioni.

Indici degli articoli e dei nomi.

TIRAGES A PART.

Scritti inediti di Francesco Maurolico, pubblicati dal Prof.
Federico Napoli (gennaio a febbraio 1876).

Commemorazione di Ermanno Hankel, per Guglicilmo vor
Zahn, traduzione dal tedesco del DT Alfonso Sparagna (mag-
gio 1876).

Prospetto storico dello sviluppo della Geometria moderna,
scritto postumo del D' Ermanno Hankel. Traduzione dal te-
desco del D' Alfonso Sparagna (maggio 1876).

Notice sur la vie et les travaux de Louis-Othon Hesse; par
Féliz Klein, Professeur A 1'Ecole Polytechnique de Munich,
traduite de I'allemand par M. Paul Mansion, Professeur &
I"Université de Gand (giugno 1876).

Goffredo Friedlein. Necrologia del D* Maurizio Cantor, tra—
duzione dal tedesco del Dr Alfonso Sparagna, seguita da un
catalogo dei lavori del medesimo G. Friedlein; compilato da
B. Boncompagni (settembre 1876).

Notice sur la vie et les travaux de Fictor- dmédée Le Besgue,
Correspondant de PInstitut, Professeur honoraire 4 la Fa-
culté des Sciences de Bordeaux; par M. O. Abria, Doyen de
la Faculté des Sciences de Bordeaux, et J. Hoiel, Professeur a
la méme Faculté, svivie de deux travaux inédits de #.—4. Le
Besgue (settembre 1876).

Catalogo dei lavori di Luigi-Amelio Sedillot ; compilato da
B. Boncompagni (novembre 1876).
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La vie et les travaux de Jean Hévélius; par L.-C. Bésiat
(settembre, ottobre, novembre et decembre 1876).

Intorno alla somma delle quarte potenze dei numeri natu-
rali. — Nota di B. Boncompagni (tomo X, maggio 1877).

Gemscid, astronome ct géomeétre arabe, mort avant 1450,
a, dans un passage de sa Clef du calcul, traduit par Weepcke,
donné et appliqué au cas de » =10 la formule

1425+ 34~ ..+ nt
1
-:[(1~I~-2—~i—3+. . .~:~n)—i—§(x~:—2+3—+f. o= :)4-/1—1)]
X1 224 34 L,

pour la somme des quatriémes puissances des nombres natu-
rels. Fermat, dans une Lettre du 4 novembre 1636, a donné
la formule

50f 4+ 2= 3 4. ..+ n)
i nln+ 1)

= (4n—+ 2)} Jw—-(13+27~i~ 3t R

i 2

Le P. J. Prestet a donné, en 1615, la formule générale

{a + rb)m+' — am+' — pbr — (Ln——:{_: " 52S,,_,
(m —+=Ym(m—1)
— —————3— 63S,_— . . . —(m—41)b"S,
- 1.2.
S, = )
" (m—1)b
qui se réduit facilement ala suivante :
la 4+ nrim+' —a“+' m m(m—na)
Sm:\ )f"‘ “—“_'Sm——l_—'—"‘—"lrzbm—2
(m—-1)r 2 2.3
m{m—1)(m— ) nre
— P8y — . . — -
2.3.4 m =1

démontrée dans plusieurs Traités d’Algébre élémentaire.
Intorno alla parola : « Cumulo » usata da Francesco dal
Sole ; in senso di « mille milioni ». — B. Borcompagni (aott

1877).

Francois del Sule, arithméticien de Chiteau-Thierry, a, dans
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un Traité d’Arithmétique, imprimé a Ferrare en 1546, em-
ployé le mot Cumulv, dans le sens de mille millions. —
Etienne de la Roche, dans son Traité d’Arithmétique, im-
primé en 1520, a donné au mot Billion le sens de million de
millions. — Jacques Peletier, dans un Traité d’Arithmétique,
imprimé pour la premiére [ois en 1549, emploie, dans le méme
sens, le mot milliard.

PUBLICATIONS RECENTES.

1. Cours de Mathématiques élémentaires. — Appen-
dice aux Exercices de Géométrie; par F. 1. C. (1877).

2. Exercices de Géométrie descriptive; par F. 1. C.
(1877).

3. Sopra alcune questioni dinamiche. Memoria che
fa seguito a quclla intorno ai principii fondamentali
della Dinamica, del Prof. Dominico Chelini. S. P. —Bo-
logna. Tipi Gamberini e Parmeggiani, 1877.

4. Le Funzioni metriche fondamentali negli spazi di
|

quante si vogliano dimensioni e di curvatura costante;

di Enrico d’Ovidio.— Roma, coi tipi del Salviucci, 1877.

5. L’Astronomie pratique et les Observatoires en
Europe et en Amérique; 3° Partie : Etats-Unis d'Amé-
rique; par C. André et A. Angot. In-18 jésus.— Paris,
Gauthier-Villars, 1877.

ERRATA DES TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON.

Page 252, ligne 5, colonne des cotang: au lieu de 0,6515868, lisez
0,8515868.

Cette faute a été signalée par M. Laming, employé du Bureau des
Longitudes.
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SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES ;
Par M. LAGUERRE.
[serte (*).]

II.

Examen du cas ot toutes les racines de 'équation
sont réelles.

5. Considérons une équation du degré n, F(z) = o,
ayant toutes ses racines réelles.

Soit la courbe dont I'équation est # = F(z), prenons
un point quelconque M sur cette courbe et par ce point
menons une paralléle a4 axe des u et la tangente a la
courbe. Soient respectivement P et T les points ou
ces droites coupent I'axe des z ; portons sur cet axe, a
partir du point P et dans la direction PT, une longueur
PT égale & n >< PT.

Du théoréme I et de I'interprétation géométrique de la
méthode de Newton, on déduit immédiatement la pro-
position suivante :

La courbe dont Iéquation est u = F (z) rencontre
aw moins une fois Uaxe des z entre les points T et T'.

6. Cette propriété n’est qu’un cas particulier d’une
propriété beaucoup plus générale.
Convenons, comme précédemment, de représenter une

(*) Nouv. Ann., 2° série, t. XVII, p. 20.
Ann. de Mathém., 2¢ série, t. XVII. (Mars 1878.) 7
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quantité imaginaire quelconque o + 37 par un pointd’un
plan ayant respectivement « et 3 pour abscisse et pour
ordonnée relativement a deux axes rectangulaires arbi-
trairement choisis.

L’équation F(z) = o ayant toutes ses racines réelles,
ces diverses racines seront représentées par divers points
de’axe des abscisses.

Cela posé, j’énonceraid’abord la proposition suivante:

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une
équation F(z) = o ait toutes ses racines réelles est
que chaque point du plan et son point dérivé soient
situés de part et d’autre de l’axe des abscisses.

En effet, siun pointm etson point dérivé u setrouvaient
d’'un méme codté relativement a 'axe des abscisses, on
pourrait, par lesdeux points met p, faire passer un cercle
situé entiérement d’un méme cdté par rapport a cet axe.
L’équation, en vertu du théoréme I, aurait donc au moins
une racine imaginaire, ce qui est contraire a Uhypotheése.

Réciproquement, si I’équation a des racines imagi-
naires, on peut trouver une infinité de points dont les
points dérivés sont situés du méme coOté relativement a
I’axe des abscisses.

Il suffit pour le démontrer de remarquer que, quand
un pointm du plan tend vers une racine { de I'équation,
le point dérivé u tend vers la méme racine; en pre-
nant m suffisamment rapproché de ¢, on pourra évi-
demment faire cn sorte que le point dérivé soit situé
du méme coté relativement a I'axe des abscisses.

La proposition précédente est donc entiérement établie.

7. La droite «f désignant I'axe des abscisses ( fig. 1),
soit M un point quelconque du plan et ¢ son point dérivé.
Comme je viens de le faire remarquer, les deux points M
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ct p sont situés de part et d’autre de axe des abscisses ;
menons par ces points un cercle quelconque, et soient H
et K les points ou ce cercle coupe I'axe f3.

En vertu du théoréme I, le cercle renferme au moins
une racine, et comme, par hypothése, toates les racines
de 'équation sont réelles, cette racine est comprise entre
les points H et K.

Les points M et p restant fixes, on peut faire varier
le cercle, et I'on obtiendra ainsi une infinité de seg-

Fig. 1.

ments analogues a HK et tels que chacun d’eux renfer-
mera au moins une racine. Soit I le point de rencontre
de M p. avec I'axe ; au point I, élevons une perpendicu-

laire de longueur IM, telle quejf)2 = MI > pl.

Les divers segments dont je viens de parler sont vus du
point P sous un angle droit.

A chaquepoint M du plan correspond doncun point P,
défini comme je viens de le dire, et jouissant de la pro-
priété énoncée dans la proposition suivante :

8¢, parle point P,on méne deux droites rectangulaires
quelconques interceptant sur Uaxe un segment RS, ce
segment renferme au moins une racine de léquation et
en renferme au plus (n —1).

7.
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En considérant diverses positions du point M, on ob-
tiendra autant de positions du point correspondant P.
Il est facile de se rendre compte comment ces points P
sont distribuds dans le plan.

Supposons, pour fixer les idées, que I’équation soit du
troisiéme degré et désignons par a, b, ¢ (fig. 2) les
points qui, sur axe aa, représentent les racines de
I’équation.

Sur chacun des trois segments ab, bc et ca comme
diamétres décrivons une demi-circonférence : nous ob-
tiendrons ainsi trois arcs de cercle formant une sorte de
triangle curviligne ac’ba’cd'a.

Fig. o.

Fn examinant la figure, on verra facilement que deux
droites rectangulaires quelconques passant par un point
situé dans 'intérieur de ce triangle interceptent sur I’axe
un segment renfermant au moins une racine de I’équa-
tion eten renfermant au plus deux. Au contraire, si I'on
prend arbitrairement un point en dehors de ce triangle,
on peut toujours par ce point mener deux droites rec-
tangulaires interceptant sur I’axe un segment ne com-
prenant aucune racine de I’équation ou les comprenant
toutes.

Tous les divers points P couvrent donc une portion
du plan comprise tout entiére dans le triangle curvi-
ligneac'ba' cb'a, etil est facile de voir que la courbe qui
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la limite est tangente aux cercles aux points a, b, cet a
un rebroussement en chacun de ces points.
Dans la fig. 2, cette portion du plan a éié couverte
de hachures. (A suivre.)

SUR LE BINOME DE NEWTON;
Par M. G. o LONGCHAMPS,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Poitiers.

L’objet de cette Note est une démonstration de la for-
mule du bindme, dans le cas d’un exposant entier. Cette
démonstration est directe (*), elle repose simplement
sur I'identité (**)

1.2...(y +1)

identité facile a vérifier (
En développant les premiéres puissances de (x + a),

(*) Poyez sur ce sujet: E. CavaLaN, Nouvelles Annales, p. by, 1877,
et LAvreNT, Algehre, 2° édition.
(**) Cette identité est un cas particulier de I'identité
r(x—+1)(x+2) ... (x+)) )
(1) (x+2) ... @y —+1) L (z4+1)z. . (z— ) —(x+7) ... xlx—T)
............................ s - 2 ’
(E—2)(z—r+1) ... (z—1)3/
proposée par M. Haton. Voyez Nouvelles Annales, p. 476; 1872.
(***) Elleest, en effet, évidente pour z—» = 1, et I'on voit immédia-
tement que, si elle est vraie pour une certaine valeur de z— )y, elle est
encore vraie pour la valeur'de z — 7 supérieure d’'une unité.
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on apercoit une loi, loi facile a généraliser et en vertu
de laquelle on peut poser
(x+a)"=am+ Ay az" 4+ A, @22
“+ Appatamk . 4 am.

Il s’agit donc de déterminer les coefficients A, |,

Aoy on e
1. Multiplions les deux membres de I'égalité précé-

dente par x +- a, nous aurons
atxmmrt -,

(.l‘ N a)”““‘ — M Am,l ax™ 4 Am,z
-+ 1 —+ An,,
A | @R e,
-+ Am,’r—l

D’autre part, ct d’aprés la notation que nous adoptons,
part, P q p

on peut éerire
(, - a)m+l: e ol Am+|,| azx™ 4+ Am+|,‘: @aramtt -
A pabaemhEis o amr,
Identifions ces deux résultats; on aura d’abord

A,,..H,, =1+ Azmn

el par suite
A

- Am-—l,u
A, =1+ A,
Ajoutons et remarquons que A, ; =1, on obtient

m -1
Am+|,| - 1 .

(1)

i

Cherchons A, ;. On a
Appi,o= Aps + Aoy

ou, puisque A, = m, d’aprés I'égalité (1,
Am+',‘.‘ == Am,) -+ m,
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par suite
Am,? e Am—1,2 -+ (”1 — 1 ),

Ay, = Ay, + 2.
Ajoutons et remarquons que A, , =1, on trouve

m(m 1)

(2) Am+l,u:T‘

2. Les égalités (1) et (2) font pressentir la loi a la-
quelle obéissent les coefficients du développement de

(x + a)™. Nous admettrons donc que
m(m—1)...(m—k—+1)

Am,lr — L “i‘\“‘ )

quelle que soit la valeur donnée a k, pourvu qu’elle soit
entiére et au plus égale a m, et nous allons démontrer que

) m-a4-1\m...(m—k+4 2
L?’) Afn+l,1r: ( - I\ % )'

I.2...

Egalons en effet les deux coefficients de a*x™~*+! dans
les deux développements de (& -+ a)"*', et nous aurons

Am—H,L == Am,lr -+ Am,lr—u

par suite
Am,k = Am——l,l =+ A:n—l,l‘—ly

Alr+|,l.~ = AI:,L -+ Ai,/r—l'

Ajoutons; remarquons que A,; ;=1 d’aprés l'iden-
tité (3), et remplacons aussi

Ak,lx—n sy Am—l,k—l; Am,l:—‘l

par leurs valeurs respectives tirées de cette identité trans-
formée par le changement de A en (k —1), nous ob-

lenons
2.3, k434 (A1)t (m—h+2)..0m

Anpi =1+ - 1.2, (A1) ?
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ou enfin, et en nous servant de l'identité citée au début
de cetle Note,
(ma4=Ym. .. (m—k 42}
.2 (A —ajk

Am+l,/t -

La loi des coefficients est donc généralisée, et la for-
mule du bindme érablie.

REMARQUES SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE
DES EQUATIONS NUMERIQUES;

Par UN ABONNE.

1. Etant donué un polynome f(x), dudegré n, on sait
le role important que joue sa dérivée f” (x) dans la réso-
lution de I'équation f(x) = o.

Dans la plupartdes cas,on peut remplacer cette dérivée
par le polynome

pla)=A—z)f' (=) + nfla),

qui renferme une constante arbitraire X et qui, quel que
soit A, est généralement, ainsi que la dérivée, du degré

(n—1).

2. Supposons, par exemple, qu’en effectuant sur f(x)
et ¢(x) Popération du plus grand commun diviseur, en
changeant de signe tous les restes, nous formions une
suite de polyndmes, f, @, ¢y, ¢,, ..., analogues a ceux que
I'on forme, dans la méthode de Sturm, en prenant pour
point de départ les polynomes fet f'.

Sans entrer dans les détails de la démonstration, on
voit clairement que, si 'on fait varier x,la suite des
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termes f, 9,4, ... ne peut perdre de variations que quand
f(x) s’annule. Dans ce cas, 'expression

g7 S

e —=n O —
i) ‘ LS
passe évidemment du positif au négatif, si x > 3, et du
négatif au positif, si x <X
Dot la proposition suivante, due & M. Hermite (*):

8i, dans la suite des polyndmes f, 9, ¢y, 9, ..., OR
substitue deux nombres o et 5 (o < [2), lexcés du
nombre des variations de cette suite pour x = o, sur le
nombre des variations de cette suite pour x = (3, est égal
alexcés dunombre desracines de I’ équation f(x) = o,
comprises entre o. et 3 et plus petites que ), sur le nombre
de ces racines qui sont plus grandes que ).

Tlest clair que la proposition précédente peut servir
aux mémes usages que le théoréme de Sturm, en ayant
soin, lorsque 'on veut déterminer le nombre des racines
réelles comprises entre « et 3, de substituer lenombre 2
dans la suite, si X est compris entre z et 3.

Je remarquerai maintenant que 'on peut toujours
déterminer 1, de telle sorte que le polynéme ¢ (x) s’a-
baisse au degré (n — 2). On aura, par suite, une division
de moins a faire que dans 'application de la méthode de
Sturm ; ce qui, dans certains cas, pourra étre plus avan-
tageux.

3. Je prendrai, comme second exemple, la séparation
des racines d’une équation du cinquiéme degré.

M. Maleyx, qui a, dans ce Journal, publié plusieurs
Notes intéressantes sur la séparation des racines (**), a

(*) Mémoire sur Uéquation du cinquiéme dsgré, p. 31.
(**Y Nowe. Ann., 2° série, t. X1, p. 4o, et t. XHI, p. 385.
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remarqué que les racines de P'équation du cinquiéme
degré pouvaient &tre séparées en résolvantdeux équations
du deuxiéme degre.

Le procédé suivant sera peut étre plus commode dans
la pratique.

En désignant par f(x) un polynéme du cinquiéme
degré, déterminons X de telle sorte que le polynéme

gp(z) = (2 — =) f'(z) +5f(2)

s’abaisse au troisi¢éme degré ; puis effectuons la division
. veo .
de f par 9. Nous obtiendrons I’équation

f: S"'Q + R,
ou Q et R sont des po]ynémes du second degré.
En remplagant ¢ par sa valeur, la relation précédente
peut s’écrire
S(1—5Q)= (1~ #]Qf (=) +R;
on en conclut que les racines de f(x) = o sont séparées
par les racines des équations

r—>)=o0, Q=o0, R=o,

dont une est du premier degré et deux du second secu-
lement.

CONCOURS GENERAL DE 1877.
Mathématiques spéciales.

Rechercher les surfaces S du second degré, sur les-
quelles existe une droite D, telle que I'hyperboloide de
révolution H, qui a pour axe une génératrice rectiligne
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quelconque, G, de la surface S, et du méme systéme
que D, et qui passe par la droite D, coupe orthogonale-
ment la surface S en tous les points de cette droite.

Si I'on considére tous les hyperboloides H qui se rap-
portent & une méme surface S, jouissant de la propriété
énoncée :

1° Trouver le lieu des sommets A et celui des foyers ¥
des hyperboloides H' conjugués des hyperboloides H;

2° Par l'un des foyers F de I'hyperboloide H', on
méne un plan P paralléle a la perpendiculaire commune
aux deux droites G et D, et faisant, avec cette derniére,
un angle supplémentaire de celui que fait, avec cette
méme droite, I'axe G de I'hyperboloide Hj; trouver le
lieu de la droite qui joint le point ou le plan P coupe la
droite D a I'un des points ot ce plan coupe la courbe
d’intersection de la surface S et de ’hyperboloide H.

Mathématiques élémentaires.

Etant donnés deux plans P et P’ et un point A en
dehors de ces deux plans, on considére toutes les sphéres
qui passent par le point A, et qui sont tangentes aux
deux plans donnés:

1° Trouver lelien de la droite qui joint le point A an
centre de la sphére variable;

2° Trouver le licu du point ou cette sphére touche I'un
des plans.

Philosophie.

Etant donnée une sphére de rayon R, trouver :

1° Le lieu du sommet d'un angle triédre dont les trois
arétes sont tangentes a cette sphére, et dont les trois faces
sont égales chacune a 6o degrés;

2° Le lieu du sommet d’un angle triédre dont-les plans
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des trois faces sont tangents 4 la méme spheére, et dont
les trois angles diédres sont égaux chacun a 120 degrés.

Rhétorique.

I. Par un point A, pris au dehors d’une circonférence
donnée O, on méne & cette circonférence une tangente
AB, terminée au point de contact B, et I’on demande
quelle doit étre la distance AO pour que, en faisant
tourner la figure autour de cette droite, 'aire de la sur-
face engendrée par AB soit la moitié de la surface en-
gendrée par la circonférence O.

II. Cartes géographiques.
Seconde.

I. Un train omnibus va du point A au point C, en
passant par le point B, ou il s’arréte cinq minutes; qua-
torze minutes apres avoir quitté BB, il rencontre un train
express qui marche en sens contraire, et dont la vitesse
est double de la sienne. Cet express est parti du point C
au moment ou le train omnibus était i 25 kilométres du
point A. On sait, en outre, que le train express met
deux heures pour franchir la distance CB, et que si,
une fois arrivé en A, il repartait immédiatement de ce
point, il arriverait en C trois quarts d’heure apres le
train omnibus.

On demande combien chaque train fait de kilométres
a I'heure, et quelles distances séparent A, B, C.

II. La perpendiculaire abaissée du sommet de I'angle
droit d'un triangle rectangle sur I'hypoténuse partage
ce triangle en deux triangles partiels : démontrer que le
carré du rayon du cercle inscrit dans le triangle total est
¢égal & la somme des carrés des rayons des cercles inscrits
dans les triangles partiels.
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Troisiéme.

I. Un négociant a acheté, en Bourgogne, 24 piéces de
vin a 8o francs la piéce de 228 litres, et, dans le Midi,
3 muids de vin & 110 francs le muid de 700 litres. Il a
payé, en outre, 820 francs pour le transport et 'emmaga-
sinage, plus 61 fr. 60 c. par hectolitre pour les dreits
d’entrée et d’octroi. En mélangeant ces deux quantités
de vin, et en ajoutant une certaine quantité d’ean, il a
obtenu un mélange dont il a rempli 36 fits de 228 litres.
A quel prix doit-il vendre chacun de ces fits pour gagner
1200 francs sur 'opération?

II. Soit ABC un triangle dans lequel I'angle A est
droit, et I'angle B double de I'angle C. On construit en
dehors du triangle ABC: 1° sur I’hypoténuse BC, le
carré BCDE; 2° sur le coté AB, le triangle équilatéral
ABE'; 3° sur le c6té AC, le triangle équilatéral ACG. On
joint le point F au point G, et au point E I'extrémité
du c6té BE du carré BCDE.

On suppose I'hypoténuse BC égale 4 a, et I'on de-
mande de calculer :

1° Les cotés AB, AC du triangle ABC;

2° Les distances du point I & la droite BE, et la dis-
tance du point G a la droite AF;

3° La surface du quadrilatére EFGD.

On appliquera les formules trouvées en supposant I’hy-
poténuse a égale a4 5 métres.

ENSEIGNEMENT SECONDAIRE £PECIAL.
Mathématiques appliquées et Géométrie descriptive.

I. Sur deux plans inclinés P, Q, faisant avec le plan
horizontal, le premier wn angle de 6o degrés, le second
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un angle de 30 degrés, et dans un plan perpendiculaire
a Pintersection des plans P et Q, on place deux petits
poids égaux réunis par un fil qui s’enroule sur une petite
poulie dont I'axe coincide avec I'intersection des plans
P et Q, et dont les dimensions sont telles que les deux
portions du fil sont respectivement paralléles aux deux
plans inclinés.

On demande :

1° Dans quel sens se produit le mouvement;

2” Quels sont les espaces parcourus par les poids,
aprés trois secondes ;

3° Quelles sont les vitesses acquises par ces mémes
poids, apres trois sccondes.

II. On donne, dans le plan vertical de projection, un
hexagone régulier, dont un coté, égal 4 4 centimétres,
coincide avec la ligne de terre; cet hexagone est I'une
des bases d’un prisme oblique, dont les arétes sont hori-
zontales el forment un angle de 6o degrés avec la ligne
de terre; la seconde base du prisme est dans un plan
paralléle au plan vertical de projection situé a 12 centi-
métres en avant de ce plan. Sur la face supérieure du
prisme repose unc sphére qui a 4 centimétres de rayon,
et qui touche le plan de la face supérieure du prisme au
centre du parallélogramme formé par cette face.

On demande de représenter le systéme de ces deux
corps solides, et de dessiner leurs ombres propres,
I'ombre portée par la sphére sur le prisme, et les ombres
portées par les deux corps sur les plans de projection.

On supposcra le systéme éclairé par la lumiére dite a
45 degrés,
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QUESTION DE LIGENCE (1866);
Par M. J. GRIESS,

a Zurich.

Trouver une courbe plane telle que la projection de
son rayon de courbure sur une droite fixe située dans
son plan ait une longueur constante.

La longueur du rayon de courbure est

- ‘[2.)'

Le cosinus de I'angle du rayon de courbure avec ladroite
est égal au sinus de I'angle de la tangente avec la méme
droite. Si elle est prise comme axe des x, et que w dé-

signe ce dernier angle, on a
&
tangw — ——3
8 dzx’
donc
dy

. dr
SINe — ——————————2

dy \*
\/ 1 (172)
done la projection du rayon de courbure sera
dy -
|-(2)

dy N ANE
dx? l_l + \1Lr>

dy
dz
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donc I'équation différentielle de la courbe sera

- rly>
((lr dr dy _dy - dy\?
= =g () |

dz?

Pour intégrer cette équation, je posc

dy dy dp.

dv P G T a4l
donc on a .

ap
a ({I; ::p(l +/)21\.
Posons
p =tango,

on a

dp 1 (I'w

dr  costo d1

et il vient

T dw )
a- — — langw B
cos'w dx 5 cos*m
dew cosw dw d sino
a - —dr —a . —a —
tangw sIn sine

donc

x

x . . -
—=lIsinew, sine —=c¢";
a

on a maintenant

dy

— —tangw, dy ——tangw dx
dr g & ° ’

= ado, y=ao.

ade
dy = tange
tange

Eliminant », on a

y £
— = arcsin (r:" >

«

Cette équation représente une série de courbes, tan-
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gentes a l'axe des y en des points dont les ordonnées
sont
™ 57 (oK

a-—-; a-—y a=—y ey
2 2

N

ces différentes courbes sont comprises entre des droites

x—o0 et xr—ar, x—2ar et xr—3anm,

x=onrarx et zx=—(2n-+1)am,

et elles ont en méme temps ces différentes droites pour
asymptotes. Elles sont toutes étendues vers le coté des
x négatifs.

QUESTION DE LICENCE (NOVEMBRE 1875);

Par M. H. COURBE,

Professeur au lycée de Fribourg (Suisse ).

Déterminer toutes les surfaces qui satisfont & la con-
dition

OP.MN=—)0M ,

dans laquelle ) désigne une constante donnée, O I’o-
rigine des coordonnées, M un point quelconque de lune
des surfaces, P le pied de la perpendiculaire abaissée
de O surle plan tangent en M, et N la trace de la nor-
male sur le plan des xy.

Soient x, y, z les coordonnées du point M; X, Y, Z
les coordonnées courantes; I'équation du plan tangent
en M sera

Z—z :p(X —x) + q(Y—.T),
4Ann. de Mathémat.,2%série, t. XVII. (Mars 1878.) 8
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en posant, pour simplifier,

dz dz
Pl ;1;—’1-

La normale au point M a pour équations

(X —2z)+p(Z—3z)=o,
(Y —y)+q(Z—z)=o.

La distance OP de l'origine au plan tangent a pour
expression

op—>*_—_PT—97,
VP gt

La trace N de la normale sur le plan des xy ayant pour
coordonnées

Z—=o, X=x+4pz, Y=y + ¢q3,
la longueur MN a pour expression
MN =z Vp?+ ¢* + 1.

Enfin, comme on a

5

OM — 2%+ y'+ 2,
I’équation de condition peut s’écrire

23 —pr—qy) =A(#+r+ ),
ou

telle est I'équation différentielle des surfaces cherchées.
On a donc 4 intégrer les équations simultanées

dr _dy zdz

x ry 2 Mzt yi 42t '
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La premiére donne

r
T
La seconde peut alors s’écrire

dz 22— (14 C?)x?+27)

dx zx

En désignant par ¢ une variable auxiliaire, et en po-
sant

; doi dz dt e
zZ=Ilr ou —_— = ——
? dx dr ’
clle devient
dr 24 C? 5 17) _dr tdt
r—="—=-— ————— QN — \N— = ——
A T x 140 -

ety en intégrant,

1

log (1 -+ C*+#)? + loga® = const.

z .
Remplacons ¢ par =, C par L, et passons aux fonc-
Z xz

tions inverses, nous aurons

=

N2+ 4 22)? = (.

En faisant ¢’ = ¢(C), ¢ désignant une fonction arbi-

traire, on a, pour représenter toutes les surfaces cher-
chées, 1'équation

. < y
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CONCOURS D’ADMISSION A I’ECOLE POLYTECHNIQUE
(1875);
Par M. MORET-BLANC.

Une conique donnée de forme et de grandeur se dé-
place de maniére que chacun de ses foyers reste sur
une droite donnée. Dans chaque position, on méne &
la conique des tangentes paralléles a la droite que dé-
crit U'un des foyers. Determiner le lieu des points de
contact.

Soient 2 ¢ la distance des foyers, 2a et 25 les axes de
la conique.

Je suppose d’abord que les deux droites données se
rencontrent en un point O; je prends ce point pour ori-
gine des coordonnées rectangulaires, ct la droite & la-
~quelle les tangentes doivent étre paralléles pour axe
des x.

Soit

Yy =mx

I’équation de I'autre droite, &/, ma’ les coordonnées du

q 9 b

foyer I/ placé sur cette droite et o ’abscisse du foyer I
¥ y

placé sur la premiére. On a

(1) (& — a)? 4+ mra'? = f e

Soient M le point de contact d’une tangente paralléle
a Ox, x et y ses coordonnées, FP,F’ P’ les perpendicu-
laires abaissées des foyers sur la tangente; on a, par un
théoréeme connu,
FP.F'P = b2,
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(2) y y —md)=06%

Les triangles rectangles FPM, I""P'M, ayant un angle
aigu égal en M, donnent

— r
(3) Yy _ ¥ ma'

7

o*L — T L — %

En éliminant « et o’ entre les équations (1), (2) et (3),
on aura pour 'équation du lieu

. yr— b2 + b2 V/4cu),u_ (},2___ b‘z)j.
my y(o+07)

L’équation ne changeant pas quand on change a la fois
les signes de x et de y, il suffit de considérer les valeurs
positives de y, on obtiendra ainsi une premiére partie
de la courbe; la seconde sera symétrique de la premiére
par rapport au point O.

Posons

X — b \/40{}”——- (}.u__ bz‘iz
o (0 =+y*)

2

et considérons d’abord le cas ou la conique mobile est
une ellipse. On a
2__ b:
z= 2 +=X
my

o

¥ ne pouvant varier, pour la réalité de X, quedea — ¢
aa-c.
Si I'on construit entre ces ordonnées extrémes 'arc

d’hyperbole
yri— 0
X =
my

ayant pour asymptotes les deux droites données, ce sera
une ligne diamétrale. A partir de chaque point de cette
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ligne, on portera vers les abscisses positives et négatives
la valeur correspondante de X. Si y croit de @ —c a
a +c¢, X croit de zéro a un maximum, puis décroit de ce
maximum & zéro. On obtient ainsi un ovale incliné auquel
il faut adjoindre son symétrique par rapport au point O.
X atteint son maximum pour la valeur de y déterminée
par 'équation
8112],6 — (},z -+ bn)a’

obtenue en égalant la dérivée de X a zéro.

Si la conique mobile est une hyperbole, y croissant
dec —a a b, X croit dezéro a I'infini, puis y croissant
de b a ¢ +a, X décroit de I'infini & zéro. On obtient
ainsi une courbe discontinue composée de deux branches
ayant pour asymptote la droite y = b, du c6té des ab-
scisses positives et du c6té des abscisses négatives. Il faut
y joindre la courbe symétrique par rapport au point O.
On aainsi quatre branches présentant huit points d’in-
flexion.

Lorsque les deux droites données sont rectangulaires,
la ligne diamétrale devient I'axe des y; les deux droites
données sont deux axes de symétrie.

Si les droites données sont paralléles, en appelant 2d
leur distance, on a

) —ady =10, dot y=d= &+ o

Le lieu se compose de deux paralléles aux deux
droites, ce qui était évident a priori.

Note. — La méme question a ¢té résoluc par M. Gambey.
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THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;
Par M. H. LAURENT.
[svrTE (*).]

—

RELATIONS DIFFERENTIELLES ENTRE LES FONCTIONS

AUXILIAIRES.
Posons
_ Hz)
Gk
on aura
(1) dy H'(x)o(z)— '(2)H(x)
dr 0 (z)

Or, en différentiant les formules (5), on a

/ =J=
(o 4+ Ky ) e B S
-‘/ ‘(14 K’ t/—l)ﬂ-v_ 1

) ) + H(z)e K
{ . _f_‘/.lrr I
0 (z + 2KV —1) =— @'(z)e KV
+ o(a)e vil—f(x—;-l{/\/—ﬂrs/ql

K

Or les deux fonctions H(x) et © () possédent la période
4K il en est donc de méme de H'(x) O (x) — O'(x) H(x),
et, quand on y change x en x + 2K'\/—-—-_;4, en vertu de
(2), cette fonction devient

21’\/_1
e
[9(.1‘) H'(r) _ H(r) @'(I)]e (e +K' 1)’

(*) Nouvelles Annales, 22 série, t. XVI, p. 78, 211, 361, 385, 433, 481.
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en d’autres termes, elle s’est trouvée multipliée par

RLISTERE)) e_‘“ La(er VT

(4
Or les fonctions © (x)H(x) et ©,(x)H;(x) sont dans
ce cas; on doit donc poser
(3) H(x)o(x) — H(z)0'(z) = Ao (x) H(z) + B, (z) H, (),
ou, en divisant par ©* et en tenant compte de (1),

Ay Hlz) e z) H(z)

dz o« o(z) oz

Mais, si, dans (3), on change x en — x, on a
H'(z) 0 (2] — H(z] 0'(x) =— Ao (] H(2) + B, () Hi (=,

et, en comparant cette formule avec (3), on a

A =o;
donc
d: o H
Y g2
dx 0 0

Si, dans (3), on fait x = o, on a
H(0)®{o) =B®,{0)H,(o].
Tirant B de la, la formule précédente donne

dy _ H'(o)@(o) o, (z)H,(z)

(4) dr — @,(0)H,(0) e[z

Entre cette formule et les formules (1) et (2) du para-
graphe précédent, éliminons ©,(x) et H;(x); nous

aurons
dr\*_ H"(o) . ©1{o) 2' I_H?(o) )

dz) ~ e'o) o)’ o 0)” |’
Cette équation serait identique a celle qui nous a servi
primitivement a définir le sinus de 'amplitude de x, si




__0,0)  o/o) H(z) 1 Hix
\ M=) T (o) o7 i O’

et 'on aurait

dsnzx \?
drx

On a donc bien

Il
-
|
w
3,
8
I
>
=
=,
N

et il est nettement établi que la fonction snx est mono-
drome, puisqu’on peut la former de toutes piéces en la
considérant comme le quotient de deux fonctions mo-
nodromes.

Maintenant reprenons les formules (1) et (2) du pa-
ragraphe précédent; on peut les écrire, en divisant par
0*(x),

=
5
@
<
=
®
®

2(0)
o'(z) Hifo]
o (z) ©%(0)
o)’

2

I
o
+.

e
0C
=21
o

e ) S
Q

I

=
T
+

2
J|2
@
DN
<
-
@

La premiére, en vertu de (5), sera satisfaite en posant

!’I,(.Z‘ ©(o)
e(z) H,(o)

P

—cosamz — cnwz,

—

ct la derniére donnera

2 [ ) 2
1= A*sp’z-- o7l 2 (o)’
- ' @2’:1‘) 6‘)3 !/0‘94
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ou bien

Ll Tl — /T — A*snix = dn'z.

Elle donnera aussi, pour x =K,

__ H'(K) Hifo) o}
'= 0 (K) @(o) o

ou bien
Hi(o) (o)
ei(o) ©f(o)

1=

Le premier terme du second membre est A%, le second
est donc la quantité désignée plus haut par k"5 &' est ce
que nous avons appelé le module complémentaire. On
a donc le tableau suivaut :

TABLEAU N° k.

1 H(r)

T Viow’
2‘—’ H,(.r)

e = 3 o (x| ’
dn.z' = \/_A—; G—)L(flj
()
(o) _ oo el i _ i
0} o) H'?(0) CH) K ©*(0)
R4+ ir=1,

[ro]
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TANM AN 1Ay
T—ANMH YT T-A Ny
AN AT T—A

*stuyu]

"Tup —=(x+1—A%)up

rus

L

ru

¢ .«1 = (2 + Y )up

FE“?.IMVEV
4

“eup = (@ -+ ) up
‘rup =[x — yejup
‘wup = («—)up

‘0= (1—=A+Y)up

‘oo == (1—A N+ Jcjup
‘oo =1—Aup
.MMN:_V

‘¥ =up

‘1=oup

a”\l\ [+ MHII_H

‘1 == 3J[Tud
‘0 = yud

‘1=oud

‘1—A 3T e

.v~ — .MH AMIHH\' ¢ -+ 3¢ ?M—N ........ 2ud
‘\io ‘o fp— &3 avi\ T
*S0497 *SOPOLIDJ *SUOT}OUO0 |
‘W —=(z+1—Ae)ud  ‘rus=(z-4-1—Ayc)us
zusy o . rusy
Ceup 1N TEE R ISAMW e = (z+1—=pr)us
xup aup
,ww:]mk —=(x+ 3w .&:o“?ﬁT 3 us
xup ( . Lup Yus
—_— Yy = (r — u — 2 —
gt i) P §
frud = [ + Yo )w ‘rus —==(x + o) us
‘ruo = (x — yo)ud ‘zus = (¢ — 3y cjus
‘zur =[x —)ud ‘rus —= (z —}us
Y _ A ,.
7 .IIAT!\,D_.TMV:Q H.IA_|\ DmuTuC:m

. & —= A ”\)H\Mﬁ -+ Nv us

‘o =1 wus

‘o= ycus
‘1 = 3y[us
‘o == ous |

e ——
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RELATIONS ENTRE snx, cnx Et dnx.

A la fonction snx, définie par équation

(1) Y = e — R,

nous avons adjoint les fonctions

(2) ' ‘cnx::v ::¢Tj:;h

2 o
' I dn.r:w:\/l—~/s"u‘.

La formule (1) pourra alors s’écrire

du

— —cnzxdnx —uw.
dx

Des formules (2) on déduira

dv w du

——Im e e - = — U
dz yi— o dx ?

Ainsi on a

i dsnx
- = cnxdnx,
dx
dcenx
(3} ——— ——dnzsnxz,
’ dx
ddnx
— - =—=— A*snxcnx.
dx

\

‘Maintenant, si 'on observe que

Z PO \/P"v—i- ko2,



( 125)
les formules (3 ) pourront s’écrire

du —
Z7;:\,/(1—u‘)(l——ls‘u‘)

do
;l;-_—:——-\/(l—v’)(l"—l—ﬂ"v’),
dw

_— [ 2 fI2 —_ ,2"
o l\/{w Ay (1 — n?)

Rien n’est plus simple, en partant des formules (3), que
de former les équations auxquelles satisferaient tangam x,
cotamd, . ... On formera ainsi le tableau suivant :

TABLEAU N° 5.

dsnx = dn
——= == cn: x
de ’
- denx
[+5] dr —=—dnzsnaz,
ddnax
= —A*snxcnz.
dx
Fonctions. Leur équation différentielle.
dr -
= sn.x — = V({1 — ) (1 — Au?),
u sn.r, dr JL )( !
du / A2
u =cnxz, a—;:——&’\/(l—u’)’\l—kFu?),
©=dnz fl.’_t:_ Vit— @) e —#3),
? dx \ ;
du
u = tangamu, t—j;:\/(l—&—u?)(x—b—/.'”u'),
[16] In o
\ u — cotamx, == \/(1-&-10")(1\“—5- wty,
[¢
, du At
© =sécamuz, a:—k’\/(u”—l)(u’—- F)),
du ————
= coséc am — = (w—1)(ut— A?
w=cosicams, = \(@—1)(w=F),
I du

= —_— )1 — A"a?).
~dnz’ dr \/(u ) !
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Ce dernier tableau est utile pour la réduction de I'in-

tégrale
f\/\uw—l—- m\(u’—l— n)

aux fonctions elliptiques.

FORMULES D ADDITION.
Considérons maintenant le produit
H(z + a)H(x — a) = 0(z);
on a (tableau n°1)
0lx + 2K) = 0(z),
0(x + 2K'y—1)=0(x)e 9—{‘_ (v myV=i .

Les fonctions H? et O satisfont a la méme équation;

donc
H(x + a)H(x — a) = AH?(z) + B@?*(x).

Pour déterminer A et B, on ferax — o; on aura alors
— H?{a) == Be?(o}
On fera ensuite x = K'\/— 1; on aura alors

H(K' V= o+ a)H(K {—1—a) = AB*(K'y—1 )
ou

On a donc

et, par suite,

H(z + a)H{x — a) =

On obtient de la méme facon une foule d’autres for-
mules, que nous résumons dans le tableau ci-aprés.
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TABLEAU N° G.

H(z —a)H ( + a) = (a)H%xl)Io;'p(a)@"(x)’
(.z‘—a) (-I‘-x ll
__H(a)ea H(a) 6 (a) \
= H,(oe(o) 10 i, e, o) Hil#) @ile)
[17]) { H{= ‘(’);’11(( ;!—a) srole |
a)oe(a a)e(a
©(0) @, (0) (z)H, (=) ©(0),(0) 8(x) ©,(x),
H(‘Z_a) ®1(l'+ﬂ)
__H/(a)elq) o (g H(@)e(a) .
= H,(o]o(o) 117 O = o) @ M=)
{ 0z —a)O(z+a = Slale )@’_(OI)I (a) B2( ),

__G)(a)@.(a)H/x\H, z) — H(a) o () ©,()

N ®(0]6,(0) ’
O(I—Q)Q,(x—l—a)

l __H/(a)e(a)H(z)®/(2) — H(a)®/(a) ®(2) H,(z)

L o (o] B[] '

En combinant ces formules par voie de division, et en
ayant égard aux formules du tableau n° 4, on trouve,
par exemple, en divisant la premiére [17] par la se-
conde [17],

sn?x — sn*a
b
snzcnadna—snacnzdnx

sn(m -+ a) —
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et, en multipliant haut et bas par

snz cna dna + snacnzx dna,

snzcnadna +snacnx dnr

nr+a)= ;

1 — A’sn*a sn*x

5 3 .
c’est par ce moyen que I'on formera le tableau suivant :

TABLFAU N° 7.

—
w

snacnbdn b F=snbcenadna

nlazb) = ,

1 — A*sn’asn’b

cnacnd = snasnbdnadnd

b

[19] 7 enfa==b)= P et
dn(a =) = dnadnbd k’snasn()cnacnb-
1 — A?sn?asnb

Pour a =5 :

i asnacnadna
sn2d4 — ———mM————
11— A*sn’a
) cn’a — sn*adn?a
[201 cn2a— -
- 1 — A*sn*a
dn’a — k*sn’acn’a
dnoa = .
\

1 — A*sn‘a

{ sn(a + b) 4 sn(a — b) = Gsnacno dnb,
sn(a -+ b) — sn(a — b) = Gsnbcnadua,

! en{a +b) --cn (e — b) = Genacnd,
(

{
1] ¢ en(a - b —cn(a — b) ==—Gsnasnbdnadnb,
’dn(a +b)+dn(a — b) = Gdnadnb,
\ dn(a -~ &) —dn{e — b)=—GA*snasnbenacnb.
On a posé

2

G=———7—3°
1 — kisn?asn®b



(129 )

Les formules d’addition [19] sont les premiéres que
Pon ait trouvées sur les fonctions directes. Elles sont
analogues aux formules fondamentales de la Trigono-
métrie; mais ce n’est pas comme nous venons de le
montrer qu’elles ont été trouvées.

C’est en intégrant I'équation

que I'on est arrivé 4 la découverte des formules d’addi-
tion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour
I'intégration de cette formule est due & Lagrange. D’au-
tres méthodes, plus simples en apparence, ont I'incon-
vénient de s’appuyer sur des artifices qui supposent
évidemment que I'on connait d’avance I'intégrale.

(A saivre.)

THEOREME SUR LA GEOMETRIE DES QUINCONCES ;

Par M. Epouvarp LUCAS.

Les sommets ou les centres d’un échiquier quelconque

ne sont jamais situés aux sommets d’un triangle équi-
latéral.

En effet, si 'on prend 'un des sommets pour origine
des coordonnées rectangulaires, et si I'on désigne par

(a,b) et (c,d) les coordonnées des deux autres sommets,
on devrait avoir

a* 4 b*—=c¢' 4+ d’:(ﬂ—c)’—r(b——ll)*,

Ann.de Mathémat., +¢ série, t. XVII. (Mars 188.) q
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ou
al--b'=c¢ +d*==2{ac+ bd .,

ct, par suite,
3la?+ b )= (a+c)+(b+d).

Donc le nombre 3 diviserait une somme de deux
carrés, que l'on peut supposer premiers entre eux; ce
(ui est impossible.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1232

{ voir 2® série, t. XVI, p. 240)5

Par M. H. LEZ.

En un point M d’une conique, on construit la para-
bole osculatrice et l’on prend le symétrique P du foyer
de cette parabole par rapport & la tangente en M : dé-
montrer que le point M et son symétrique N par rapport
a P sont réciproques par rapport au cercle, lieu des som-
mets des angles droits circonscrits a la conique.

(LAcuUERRE.)

Prenant pour axe des x la normale au point M et pour
axe des y la tangente au méme point, on pourra écrire,
pour I'équation de la conique,

ax’+ 2hxy + y'— 2px = 0;
le centre de cette conique a pour coordonnées

P ) rh

y oo — .
a — i

£ J

o — hF
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Une tangente paralléle a la normale en M rencontrant
I'axe des y en deux points donnés par I'équation

(h*— a)y*— 2hpy + p*= o,

on détermine facilement le rayon R du cercle concen-
trique, lieu des angles droits circonscrits a la conique : il

14 \/ I+ a
Y
L’équation de ce cercle est donc

(r_ P )2_4, <y+ ph >’:p’{)—l—a':

est égal a

a — h* a— ra — nt)?

Les coordonnées du point N, pris sur OM de maniére
que OM.ON = R?, sont celles du poéle, par rapport au
cercle en question, de la droite x — hy = o perpendicu-
laire 8 OM; on trouve pour leurs valeurs

i r ot
. e T T

I.’équation d’une parabole tangente en M a 'axe des y

peut s’écrire
mzt 4 a2mxy +y*— 2%hx = o.

Retranchons-la de Péquation de la conique et écrivons
que la seconde corde d’intersection

(@—m*)z+a2(h—mly —2(p—7
se réduit a ’axe des y, il en résultera
m=~Fh, \=p,
et I'on aura, pour I'équation de la parahole osculatrice,
(hz+y)*—2px=o.

A Tl'aide de formules connues, on trouve pour les coor-
9.
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données du foyer

p ph

2(1—+ k%) 4 201+ A}’

son symétrique P par rapport a la tangente en M est donc
le milieu du segment MN.

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1237

(voir 2° série, t. XVI, p. 285);

Paz M. CAURET,

Professeur au lycée de Saint-Brieuc.
Ayant posé, pour abréger,

P B T — w4+ B4+ d
- 9

2

a2+ﬁ’+7’+3’+a—ﬁ+7+3,
2

Q=

R:a2+ﬁ2+72+6‘1+ a+($——«/+«‘)‘,
2.

@ P P By — 0
ol ,
2

S =

ot a, B3, 7, 0 sont des entiers donnés, on propose de dé-
composer, au moyen de formules directes, I’expression

P+ Q'R+ 8

en deux facteurs représentés chacun par une somme de
quatre carrés entiers. (S. Reauss.)

Posons

A=+ 849"+ et 2aB=u—+f+7 +7,
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il vient

+B—a, Q=

v N>
NP wlP
+
-}
!
:C!‘-

+B—9y, S=-+B—4;

d’ou

PP+ Q'+ R+ S =A(A+ 2B +1)
= (@4 B 0 (P PP S+ By 40 1
:%(a’—{— B2 i 02 ) [(2a 12 (2B 41 P (29 4177

Note. — La méme question a été résolue par MM. Th. Franchy,
maitre répétiteur au lycée de Moulins, et Moret-Blanc.

Question 1241

(voir 2° sérle, t. XVI, p. 288);

Par M. J. CHAMBON,

Eléve du lycée de Bordeaux.

Trouver 'enveloppe d’un plan passant par les ex-
trémités de trois diamétres conjugués d’un ellipsoide.
Montrer que ce lieu est le méme que celui du centre
de la section faite dans la surface par le plan variable.

(GenTyY.)

Solution analytique. — Supposons I'ellipsoide rap-
porté a son centre et a ses axes ; son équation sera
.2?7 .;y2 z2
; -+ Z; -+ —(; = 1.
Si nous considérons un point («, {3, 7), le plan polaire
de ce point sera

(1) by

1% _
a* b2 ’

o=y
ct ’

et, pour que ce plan passe par les extrémités de trois
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diamétres conjugués, il suffit que «, 3, y satisfassent a la
relation
o 12 p? 72
(2] po + fx -+ = 3
‘z\z y-? Zz .
<en se rappelant que St Rt L= 3 est le lieu des
sommets des triédres circonscrits a I'ellipsoide et dont
les faces sont paralléles & trois plans diamétraux con-

jugués) .
Pour avoir I'enveloppe des plans représentés par I’é-

- b EA) e M 4 ’
quation (1), on n’a qu’a éliminer «, 3, 7 entre les équa-
tions (1), (2) et les suivantes :

z y z
/ ! ’ s 73 —;

M . g a b c
'—ff = —'[?— = f, » clest-a-dire — == — — —.
ST R « B v
a? b e

L’élimination se fait immédiatement, en mettant ces
derniéres équations sous la forme

ax Br 73

a b e 1
Pt &
@ bt b

d’ou 'on tire
a=3z, B= 3y, 9=3z.

Le licu cherché est donc

A A !
e e T eT 3

I

C’est un ellipsoide homothétique a I'ellipsoide donné.
Il est facile de voir que ce lieu est le méme que celui

des centres des sections faites dans P’ellipsoide par des

plans satisfaisant aux conditions du probléme. On sait,
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en effet, que e centre d’une section faite par un plan est
le point d’intersection de ce plan avec le diamétre qui
lui est conjugué. Pour avoir ce dernier lieu, il n’y aurait
qu’a éliminer a, 3, y entre les trois relations

ax Br 72

& o + o -0
x v z
— I = I —y
2 B v

a.» pz , 77 .

P TIETE

Ce sont précisément les trois relations qui ont servi 4
trouver le lien précédent.

Solution géométriqgue. — Considérons le parallélépi-
péde construit sur trois demi-diamétres conjugués pris
pour arétes aboutissant au méme sommet : le lieu du
sommet opposé i celui-ci est un ellipsoide dont les demi-
axes sont a\/3, b\/3, c\/3, a, b, ¢ étant les demi-axes de
I'ellipsoide donné.

Or on sait que, si I'on méne le plan passant par les
extrémités A, B, C des diamétres conjugués OA, OB,
OC, ce plan coupe la diagonale du parallélépipéde au
tiers de sa longueur & partir du point O. On voit ainsi
que le lieu M du sommet du parallélépipéde opposé au
sommet O, le lieu N du centre de la section faite par le
plan ABC, sont deux ellipsoides homothétiques a Pellip-
soide donné. °

Cela étant admis, menons le diamétre conjugué au
plan ABC et le plan tangent a T'ellipsoide M au point
ou cet ellipsoide est rencontré par le diamétre, ce plan
tangent sera paralléle au plan ABC. Or I'enveloppe de
ce plan tangent est ’ellipsoide M; donc 'enveloppe du
plan ABC est Pellipsoide N. C. Q. F. D.
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Note. — Solutions analogues par MM. F. Pisani, professeur a Gir-
genti; Ch. Brunot, éléve du lycée de Dijon; H. Dessoudeix, éléve du
lycée de Bordeaux; Moret-Blanc; V. Jamet, professeur au lycée de
Saint-Brieuc; E. Dunoyer, éléve du lycée de Marseille; Cl. Talon, éléve
au lycée de Moulins; P. Barbarin, éléve de 1’Ecole normale.

Question 1248

(volr 2*sérle, t. XVI, p. 336 );

Par M. C. MOREATU,

Capitaine d’Artillerie.

Démontrer que \/5 est égal & la limite du rapport
des deux séries

LA SR g L1 L
s T e T Tl S
1 2 5 3 1 4 11t 29 ’

dans lesquelles chacun des dénominateurs est donné
par la relation
D,,.=3D,,,— D,.
(E. Lucas.)

Lorsqu’une fonction de 7 est déterminée par I’équa-
tion
Y2 = LY np1 = Yus
et par les conditions initiales
Yo=1, yi=zx-+a,
on peut représenter cette fonction par 'expression

1+ az— (a -+ z)z"+%

Yn= .’5"([—22) s

ou z est 'une des deux racines de I’équation
ZF—axz+1=0,
Pour la premiére des deux séries proposées, on a

a—=-—1;
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les dénominateurs successifs sont donc donnés par la
formule
1 g

n

et le terme général de la série est

n
(42—
(1 2 1 g+

Pour la seconde série, a =13 0n a
T — g+t

D,=——

(11— 2z
et, comme les signes sont alternés, le terme général est

[ \(_I)nzn
(U— 2} ———

\ il
z

Il résulte de cela que le rapport des deux séries propo-
sées est

Supposons maintenant que x soit plus grand que 2,
et que l'on choisisse, pour z, celle des deux racines de
I'équation donnée plus haut, qui est plus petite que
I'unité; tous les termes de f(z) et de ¢(z) pourront se
développer en séries convergentes. Développons, par
exemple, f(z); on aura

V—2 32— —
+2z2 —2z2-+3 — 204 2 — .
£l3) + 22— 3 H4-2'2— 27—, ..
2, =
J

TS NP S LS (ST} R

4zt g e 2 B - B —



( 138)
et, en faisant les sommes des colonnes verticales, on re-
trouve les termes successifs de ¢(z). Ainsi f(z) = 9(2),
ce qui montre, en passant, que la fonction f(z) est paire,
puisque ¢(z) n’est autre chose que f(— z); il s’ensuit,
d’autre part, que le rapport des deux séries considérées
se réduit a

I+ 2z 1 422+ 23 x4 2
r—z 1t+22—2z2 V or—2

Dans le cas particulier de la question 1248, on a x =3,

etle rapport des deux séries est bien égal a /3.

Note. — La méme question a été résolue par MM. J. de Virieu, profus-
< ur a Lyon; H.-J. Krantz, a Bréda.

Question 1249

( voir 2° série, t. XVI, p. 384);

Pazx M. C. MOREAU,

Capitaine d’Artillerie.

On a la série rapidement convergente

3—_\/_3_1 1 |

I . ;
3 3.7+3‘7.47—1‘3.7.47.2207 T
dans laquelle chacun des Sfacteurs du dénominateur est
égal au carré du précédent diminué de deux unités.
(E. Lucas.)

Soit posé
Yo=3 =17 r=47 -
et, en général,
In =Yy — 2.
On peut évidemment représenter y, par I'expression

2" l
=== X -+ ;:,, 9
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ou x est 'une quelconque des deux racines de I'équa-
tion
' — 3z +1=o.

On déduit de 1a

1+ 2 ) R 1+ 2t

0 = ’ = 1=
x = Y o Y pe

et la série proposée devient

x

I x? xt :
- + -+ , e
x[x+1-’ (1422 {1+ 2%) U‘*“”’)k"*“"‘)("f“s)_'— :|

Or la série écrite entre crochets est connue : c’est un cas
particulier de celle qui a fait I'objet de la question 1181
(voir t. XV, 2¢ série, p. 135 et 180), et 'on sait qu’elle
a pour limite 1 ou x*, suivant que x est plus grand ou
plus petit que I'unité.

Il résulte de cela que la somme de la série pro-
posée est égale a la plus petite racine de I'équation

. . 3—5
x*— 3x + 1= o0, c'est-a-dire i —,

Autrement. — On peut toujours poser

Yo— @ 1 1 1
= -+ —— ...,
2 Yo Yot Yo Y2

et chercher a déterminer o.
Or, si I'on élimine successivement du second membre
¥0y)1sYas « - > OD Oblient

Lyl'—a}’n:-l__‘_ I

2 T NAWA]
JYr— &Yoo)y _ 1 L ,
2 Ya Y2)s
...... et er ety
Yrn— Y0 Vi .o ¥Yn—t 1 I

- — 4 -+
2 Y Y nt
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Lorsque n augmente indéfiniment, le second membre
de la derniére de ces égalités tend vers zéro; on a donc

Y

e —lm ——" .
."0.}/1 .- J’"-—l

Ccla posé, la relation générale
In=Fna— 2
donne, par son élévation au carré,
yi—hd=yialyia—4.-
On en déduit facilement
Yi— b=l i — 4
et I'on voit que

¥n /

=V g == B,

lim —M
Yo oo oD n—

Remarque. — On peut remarquer que I’'on a, en gé-
néral,

,

(T ——

Yr Y n+a InYnai Yoz K

( 1 1 )2
= — 4 — ...
Yn—i Yn—1Jn K
Il est facile de voir également que
/ t\ Ty 1y VL
1— — —_ — — = e =
Q )) KI h/) Q' 7 4

Note. — La méme question a été résolue par MM. Vladimir Habbe,
Moret-Blanc et J. de Virieu.
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Question 1250

(voir 2* série, t. XVI, p. 384 );

Par M. C. MOREAU,
Capitaine d’Artillerie.

Recherche des lignes telles que la corde qui sous-tend
leurs intersections avec les c6tés d’un angle droit pivo-
tant sur un point fixe enveloppe un cercle autour de ce
point,

On sait que Uellipse, rapportée a son centre, forme
un cas particulier de cette catégorie de courbes.

(Haron pE LA GOUPILLIERE.)

Prenons, pour coordonnées d’un point quelconque M
de la courbe cherchée, sa distance OM = p au point
fixe O choisi pour origine et I'angle XOM = z que fait
le rayon vecteur OM avec une droite quelconque OX
passant par le point O. Menons le rayon vecteur OM' = '
perpendiculaire sur OM, et tragons la hauteur OH du
triangle OMM'.

Pour que la corde MM’ enveloppe un cercle autour
du point O lorsque I'angle droit MOM' pivote sur ce
point, il faut et il suffit que la distance OH de cette
corde & l'origine reste constante quand I'angle z varie;
par suite, la relation

I

]

(1) +

T
r*  OH

P

sl

existant entre les cotés de I’angle droit et la hauteur du
triangle rectangle OMM’, devra avoir lieu, avec une
méme valeur de OH, pour tous les couples de rayons
vecteurs rectangulaires.

Cela posé, on peut toujours concevoir que I'équation
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de la courbe cherchée soit mise sous la forme

(2) ~l— !

\

P': T oo

7 étant une constante.
Il s’ensuit

ct par conséquent

1 1 1 . / n
o = 5+ S+ Sfla )
et 2
On voitdonc que la condition (1) sera remplie si 'on a,
quel que soit z,

\ ™ \
‘3) f(z+—>:— (z).

2

Ainsi I'équation (2) est I'équation générale des courbes
jouissant de la propriété énoncée, si la fonction f(z)
satisfait a la seule condition de changer de signe lorsque

. T
la variable augmente de S rest le rayon du cercle en-

veloppe des cordes correspondant a deux rayons vecteurs
rectangulaires.
La fonction f(z) est périodique; en eflet, si, dans

L3 . ™ . .
I'équation (3), on augmente z de 5 il vient

fowmi==f (a4 5) =),

La période est m, ce qui montre que le point O est un
centre de la courbe.

Cherchons a mettre f(z) sous une forme plus ex-
plicite. s

Si I'on ne considére que des fonctions ayant une valeur
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unique et bien déierminée pour chaque valeur de la va-
riable, f(z)ne peut étre qu'une combinaison de fonctions
simplement et doublement périodiques jouissant de cette
méme propriété et admettant la période m. Or les pre-
miéres s’expriment au moyen de sin2z et de cos2z; les
secondes s’expriment au moyen des fonctions elliptiques
qui, lorsqu’elles admettent la période =, peuvent aussi
étre représentées a I’aide de sin2 z et de cos2z; donc, en
définitive, on pourra remplacer I’équation (2) par la
suivante 3
"4) l—_‘:—l—2+?{sinzz, cos 2z,
14 2r
ou ¢ désigne une fonction arbitraire soumise a la seule
condition d’étre impaire, c’est-a-dire de changer de signe
lorsque les variables sin2z et cos2z changent elles-
mémes de signe toutes les deux en méme temps.
Prenons pour exemple la fonction impaire simple

. . LT
¢{sin2z, cos2z: — Shipsin2z+g cos2z);

il en résulte
27

2 —
= T b
P I+ psiN22z2 + qgCos22

ou, en coordonnées rectangulaires,
M q)z+ 1— gy’ +2pxy =27

équation d’une conique rapportée a son centre.
Dans le cas d’une ellipse dont les axes sont a et b,

on a

I 1 I
- = +Z'-';

2

r  a

le cercle enveloppe est toujours réel et fini.
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Dans le cas de 'hyperbole, on a

1 1 I

r? Z_F’

le cercle enveloppe n’est réel et fini que si 1’axe trans-
verse est plus petit que 'axe non transverse.

Note. —— La méme question a été résolue par MM. Vladimir Habbé ct
Moret-Blanc.

GORRESPONDANCE.

M. Keenigs, éléve de I'Ecole de 'Immaculée Concep-
tion, a Toulouse, a envoyé une solution géométrique de
la question 34, déja résolue analytiquement, méme tome,

p- 39.

M. Eugéne Delmas, éléve du lycée de Lyon, a envoyé
une solution de la question 1230, résolue déja, méme
tome, p. 46.

M. P. Barbarin, éléve de P'Ecole Normale, a envoyé
une solution détaillée de la question 1049, déja résolue,
2¢ série, t. XII, p. 328. Il arrive a ce résultat intéressant
que lc lieu des sommets des angles droits circonscrits a

une hypocycloi‘de a 2p —+ 1t rebroussements est une cir-
conférence de cercle.

M. Ed. Guillet, maitre répétiteur au lycée de Moulins,
a envoyé une solution géométrique trés-simple de la
question 1209, déja résolue, 2° série, t. XV, p. 555.
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MEMOIRE
SUR LA REPRESENTATION DES SURFACES ET LES PROJECTIONS
DES CARTES GEOGRAPHIQUES

Par M. A. TISSOT.
[suiTE (*).]

CHAPITRE PREMIER.
Préliminaires.

1. Pour représenter une surface sur une autre, on
imagine que chacune se trouve décomposée, par deux
systémes de lignes, en parallélogrammes infiniment
petits, et, a chaque ligne de la premiére, on fait corres-
pondre une des lignes de la seconde; alors, 'intersec-
tion de deux lignes de systémes diflérents sur I'une, et
I'intersection des deux lignes correspondantes sur ’au-
tre, déterminent deux points correspondants; enfin
I'ensemble des points de la seconde qui correspondent
aux points d’une figure donnée de la premiére constitue
la représentation ou la projection de cette figure. On
obtient les divers modes de représentation en faisant
varier les deux séries de lignes qui tracent le canevas
sur I'une des surfaces.

2. A moins que les deux surfaces ne soient appli-
cables I'une sur 'autre, il est impossible de choisir un
mode de projection tel qu’il y ait similitude entre toute
figure tracée sur la premiére et la figure correspondante

(*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. XVII, p. 49.
Ann. de Mathémat..2¢série, t.XVIL. (Avril 1878.) 10
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de la seconde. Au contraire, quelles que soient les deux
surfaces, il existe une infinité de systémes de projection
conservant les angles, ettels, par conséquent, que chaque
figure infiniment petite et sa représentation soient sem-
blables entre elles. Il en existe une infinité d’autres con-
servant les aires. Néanmoins ces deux classes de sys-
témes constituent des exceptions : un mode de projection
étant pris au hasard, il arrivera généralement que les
angles se trouveront modifiés, si ce n’est en des pdints
particuliers, et que les aires correspondantés n’auront
pas entre elles un rapport constant. ,

Les longueurs seront aussi altérées. Considérons deux
courbes qui se correspondent sur les deux surfaces;

Fig. 1.

l\!/
//r

o'

soient O et M (fig. 1) deux points de I'une, O' et M,
les points correspondants de I'autre, et OT la tangente
en O 4 la premiére courbe. Si le point M se rapproche
indéfiniment du point O, le point M’ se rapprochera
indéfiniment du point O, et le rapport de la longueur
de I'arc O'M'’ a celle de I’arc OM tendra vers une cer-
taine limite : c’est cette limite que nous appellerons le
rapport de longueurs, au point O, sur la courbe OM ou
suivant la direction OT. Dans un systéme de projection
conservant les angles, le rapport ainsi défini a la méme
valeur pour toutes les directions qui partent d'un méme
point, mais il varie avec la position de ce point, 4 moins
que les deux surfaces ne soient applicables I'une sur
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'autre. Lorsque la représentation ne conserve les angles
qu'en des points particuliers, le rapport de longueurs
en tout autre point change avec la direction.

Loi de la déformation.

3. La déformation produite autour de chaque point
est soumise & une loi qui ne dépend ni de la nature des
surfaces ni du mode de projection:

Toute représentation d’une surface sur une autre
peut étre remplacée par wne infinité de projections
orthogonales faites chacune & une échelle convenable.

Remarquons d’abord qu’il existe toujours en chaque

"\
\

C o E C o’ E’

Fig. 2.
D

point de la premiére surface deux tangentes perpendicu-
laires 1'une & I'autre, telles que les directions qui leur
correspondent sur la seconde surface se coupent aussi a
angle droit. Soient en effet CE et OD ( fig. 2) deux droites
perpendiculaires entre elles et tangentes en un point O
a la premiére surface; soient C'E' et O'D’ les tangentes
correspondantes pour la seconde. Supposons que, des
deux angles C'O’D, DYO’E/, le premier soit aigu, et ima-
ginons qu’un angle droit ayant son sommet en O tourne
de gauche a droite, autour de ce point, dans le plan
CDE, en partant de la position COD pour arriver a la
position DOE. L’angle correspondant, dans le plan tan-
gent en O i la seconde surface, se confondra d’abord
avec C'O'D/, et sera aigu; en dernier lieu, il coincidera
avec DYO'E/, et sera obtus; dans lintervalle, il aura
10.
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donc été droit. Ainsi il existe un systéme de deux tan-
gentes satisfaisant a la condition énoncée (*)-

De cette propriété on conclut que, dans tout mode de
représentation, il y a, sur la premiére des deux surfaces,
un systéme de deux séries de lignes orthogonales dont
les projections sur la seconde sont aussi orthogonales.
Les deux surfaces se trouvent ainsi décomposées en rec-
tangles infiniment petits qui se correspondent de I'une a
Pautre.

Cela posé, soit M (fig. 3) un point infiniment voisin
de O, sur la premiére surface, et soit OPMQ celui d’entre
les rectangles infiniment petits dont nous venons de par-

Fig. 2.
Q . M
A
QW
’ S
§ 4 — N
Vo
P T—

ler, qui a pour diagonale OM. Déplacons la seconde sur-
face, et donnons-lui une position telle que les projec-
tions des cdtés OP, OQ tombent sur ces c6tés eux-mémes,
prolongés s’il est nécessaire; soit alors O'P'M'Q’ le rec-
tangle correspondant a OPMQ; appelons N le point de
rencontre des droites OM’ et PM. On peut considérer
ce point comme la projection orthogonale de la position
que prendrait M si 'on faisait tourner d’un angle conve-

(') La démonstration suppose que la représentation n’altére pas la
continuité et qu’a deux directions de sens contraires partant du point
considéré sur 'une des surfaces correspondent, sur l'autre, deux di-
rections aussi de sens contraires. Il peut donc y avoir exception a la loi
de la déformation en certains points particuliers; par exemple, il en
sera ainsi aux poles terrestres quand les angles des méridiens de la
carte seront proportionnels a ceux des méridiens du globe sans leur
étre égaux.
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nable, autour de OP, le plan du rectangle OPMQ. Or
cet angle, qui ne dépend que du rapport des deux lignes
NP, MP, est le méme quel que soit M5 car, en désignant
respectivement par a et b les rapports de longueurs
suivant les directions OP et OQ, c’est-a-dire en posant
o o

oF =% 0Q = b, nous aurons

NP _OP 1 MP _ 0Q 1

9

MP T 0P T4 MP 0oQ b

2

et, par conséquent,
NP b
MP @

Ainsi déja, M se déplagant sur une figure infiniment
petite tracée autour du point O, on obtiendra le lieu
décrit par N, en faisant tourner cette figure d’un certain
angle autour de OP, puis en la projetant orthogonale-
ment sur le plan tangent en O. D’autre part, on a

oM’ op’

ON — oP —a,
de sorte que le lieu des points M’ est homothétique de
celui des points N; le centre d’homothétie est O, et le
rapport d’homothétie a pour valeur a. La représentation
de la figure infiniment petite décrite par le point M est
donc bien une projection orthogonale de cette figure
faite & une échelle convenable ().

(*) M. Chasles (Mémoire faisant suite a I'4percu historique sur 1’ori-
gine et le développement des méthodes en Géométrie) distingue, dans les
figures homographiques, les relations descriptives et les relations mé-
triques. « Les relations descriptives consistent en ce que a chaque
point et a chaque plan de 'une des figures correspondent, dans I'autre»
un point et un plan respectivement. Les relations métriques consisteng
en ce que quatre points en ligne droite, dans la seconde figure, ont
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Une carte géographique quelconque, par exemple,
peut étre considérée comme produite par la juxtaposi-
tion des projections orthogonales de tous les éléments

leur rapport anharmonique égal a celui des quatre points de la pre-
mic¢re figure auxquels ils correspondent. » L’illustre géométre ajoute
d’ailleurs : « Ces relations métriques sont une conséquence des rela-
tions descriptives. » Nous allons faire voir que cela résulte immédiate-
ment de la loi que subit la déformation dans la représentation d’une
surface sur une autre.

Soient D, D’ (fig. 4) deux droites qui se correspondent dans deux
figures homographiques; il s’agit de prouver que le rapport anharmo-
nique de quatre points quelconques de D et celui des quatre points
correspondants de D' sont égaux. Pour cela, prenons, en dchors des deux
droites, deux points correspondants O et O’ dans les deux figures; joi-
gnons le premier aux quatre points de D, le second aux quatre points
de D’; puis coupons respectivement les deux faisceaux ainsi obtenus

Fig. 4.

\‘ ~
/i~
/S
4
/7
— 7.l —
A U
0

par deux transversales A, A’, infiniment rapprochées 'unc de O, 'autre
de O'. D’aprés la loi invoquée plus haut, la figure infiniment petite for-
mée par la portion du faisceau comprise entre O’ et A’ peut s’obtenir
en projetant orthogonalement la figure correspondante formée autour
du point O, puis en modifiant, dans un rapport convenable, les dimen-
sions de la projection ainsi obtenue. Aucune de ces deux opérations
n’altére le rapport anharmonique des quatre points de A ; or celui-ci est
le méme que,celui des quatre points de D ; celui des quatre points de
A’ est le méme que celui des quatre points de D’; donc le rapport
anharmonique des quatre points de D et celui des quatre points de D’
sont égaux.

En résumé, il s’agissait de faire voir que, dans deux figures homo-
yraphiques, deux faisceaux de droites correspondantes sont homogra-
phiques; or c’est ce qui a lieu, puisque, d’aprés la loi de déformation.
Pun est une projection orthogonale de 1’autre.
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superficiels de la contrée, pourvu que 1'on fasse varier
de I'un 4 l'autre, et I'échelle de réduction et la position
de I'élément par rapport au plan de la carte.

Tangentes principales.

4. De tous les angles droits qui sont formés par des
tangentes issues du point O (fig. 3), ceux des lignes OP,
0Q et de leurs prolongements sont les seuls dont un coté
reste paralléle au plan tangent aprés la rotation qui a
été indiquée tout a I'heure; ce sont donc aussi les seuls
qui se projettent suivant des angles droits. Nous pouvons
d’apreés cela compléter le lemme qui a été établi au com-
mencement du troisiéme paragraphe et énoncer la pro-
priéié suivante:

En chaque point de la surface que I’on wveut repré-
senter, il y a deux tangentes perpendiculaires entre
elles, et, si les angles ne sont pas conservés, il n'y en
a que deux, telles que celles qui leur correspondent sur
Lautre surface se coupent aussi & angle droit. De sorte
que, surchacune des deux surfaces, il existe un systéme
de trajectoires orthogonales, et, si le mode de repre-
sentation ne conserve pas les angles, il en existe un
seul dont les projections sur l’autre surface sont aussi
orthogonales.

Nous appellerons premiére et seconde tangente prin-
cipale les deux tangentes perpendiculaires entre elles
dont ’angle n’est pas altéré par la représentation. Nous
continucrons a désigner respectivement par a et b les
rapports de longueurs suivant les directions de ces
tangentes, et nous supposerons que a est le plus grand
des deux.
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Ellipse indicatrice.

5. Si la courbe infiniment petite tracée autour du
point O est une circonférence dont il occupe le centre,
la représentation de cette courbe sera une ellipse dont
les axes se trouveront sur les tangentes principales et
auront pour demi-longueurs a et b, le rayon de la cir-
conférence étant pris pour unité. Cette ellipse constitue
en chaque point une sorte d’indicatrice du systéme de
projection ().

(1) Imaginons que l'on effectue deux décompositions de V'espace en
parallélépipédes infiniment petits, chacune au moyen de trois séries de
surfaces, et faisons correspondre les surfaces qui opérent I'une respecti-
vement a celles qui opérent l'autre. Dans la représentation ainsi obtenue,
la loi de la déformation sera la suivante :

Toute sphére infiniment petite est remplacée par un ellipsoide.

Soient en effet O et O’ deux points correspondants, M un point infi-
niment voisin de O, M’ la projection de M. Considérons trois axes
ox, oy, os perpendiculaires entre eux et les directions correspondantes
o'x', o'y', o'z’ ; soient x, y, = les coordonnées de M par rapport a ox,
oy, os; soient x', »’, <’ celles de M’ par rapport a o'z, o'y', o'z.
Prenons la distance OM pour unité, et appelons g, /&, & les rapports de
longueurs, suivant ox, 0y, oz ; nous aurons

’

— o ’
' =gx, ¥

= IFIV,‘ )

=k,
D’ailleurs ’équation de la sphére qui a pour centre le point O et pour
rayon OM est
e M e
Le lieu des projections des divers points de cette sphére sera donc
fourni par I’équation
.7.'” ‘)"3 :V‘_'

ey A oo =
& h? A2 ’

qui représente un ellipsoide rapporté atrois diamétres conjugués.

Les plans principaux et les axes de I'ellipsoide fourniront ici des
propriétés analogues a celles des tangentes principales dans la repré-
sentation d’une surface sur une autre, et il serait facile d’établir les
formules nécessaires a I’étude de la déformation autour de chaque
point.
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Au lieu de projeter orthogonalement la circonférence
lieu des points M (fig. 3), ce qui donne Iellipse lien
des points N, puis d’agrandir celle-ci dans le rapport
de a A 'unité, ce qui donne le lieu des points M/, on
peut effectuer les deux opérations dans I'ordre inverse.
On obtiendra donc le point M (fig. 5) de I'ellipse indi-
catrice qui correspond 4 un point donné M du cercle,
en prolongeant le rayon OM jusqu’a sa rencontre en R
avec la circonférence décrite sur le grand axe comme
diamétre, en abaissant du point d’intersection R une
perpendiculaire RS sur la direction OA du grand axe,
puis réduisant cetie perpendiculaire, a partir de son

pied S, dans le rapportde b a aj; extrémité M’ dela
portion SM' ainsi obtenue sera le point cherché.

Altérations d’angles.

6. Tirons OM' (fig. 5), et appelons respectivement
u, u' les angles AOM, AOM’ qui se correspondent sur les
deux surfaces. Comme le second est le plus petit des
deux, on voit que la représentation diminue tous les
angles aigus dont I'un des cotés coincide avec la pre-
miére tangente principale. Entre u et v/, on a d’ailleurs
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la relation

b
tang o’ = — tang «.
a

7. Prolongeons la ligne RS d’une longueur égale a
clle-méme au-dessous de OA, et joignons le point O a
Pextrémité R, du prolongement. Les deux triangles

ORM/’, OR,M donnent

sin(u — o') =4 : [;sin (0 u').
a .

1) 1 , T , . ’
L angie u augmenlant de zéro a ;1 son allerauon U—u

augmente de zéro jusqu’a une certaine valeur o, puis
diminue jusqu’a zéro. Le maximum se produit au mo-

) . , . T .
ment ou la somme u -« devient égale a = Soient U

ct U’ les valeurs correspondantes de « et de /5 comme
elles doivent satisfaire a I'équation du n® 6, on aura

@ /b
tang U = \/%, tang U’ = v ;'

Quant a v, on peut le calculer par I'une des formules

. a—>b 2y ab
Sin w — - Py COS »w — )
a-+ b + b
a—0b [ a—\b
tangew == ——-==» tang — — 5{:*—»!:7
2 \ab 2 V/"‘ —+ \//)

) ™ » . _I; ‘ny,T:' {,)\ . -b—
tang Z+_':! = -1;9 a 5(2-;)—— a"

dont les deux derniéres proviennent de ce que, la somme

de U et de U’ étant égale a — et leur différence a w, on a
2

U=

IS
4
pie
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8. Pour que I'équation du n° 6 reste satisfaite quand

™ .
on y change u en;——u’, il suffit d'y remplacer ' par

;—r— u. Les mémes subsliu;lions, effectuées dans u + o',
donnent pour résultat m— (u + '), de sorte que la pre-
miére formule du n° 7 fait retomber sur la méme valeur
de I'altération. Ainsi, des deux angles qui se trouvent.
modifiés de quantités égales, chacun est le complément
de la projection de I'autre.

9. Si ’on veut calculer directement I'altération éprou-
vée par I'angle donné u, on se servira de I’'une des deux
formules
(a — b)tangu
@ + btangtu’

(a— b)sin2eu
a—+ b+ (a— b) cos2u’

tang (e — u') =

tang (v — o' ) =

qui se déduisent immédiatement de I'équation du n® 6.

10. Considérons maintenant un angle MON (fig. 6
et 7) qui n’ait pour cotés ni 'une ni l'autre des tan-

Fig. 6. Fig. 7.

i
i
!
|
i
H

M,
v

gentes principales OA, OB. Nous pouvons supposer les
deux directions OM, ON a droite de OB, et 'une d’clles
OM au-dessus de OA. Suivant que 'autre, ON, sera au-
dessus de OA (fig. 6), ou au-dessous ( fig. 7). on caleu-



(156 )
lera I’angle correspondant M'ON’ en faisant la somme ou
la différence des angles AOM’, AON/, lesquels seront don-
nés par la formule du n° 6. L’altération MON —M'ON/
sera‘aussi, dans le premier cas, la différence, et, dans le
second, la somme des altérations éprouvées par les angles

AOM, AON.

11. Quand T'angle AON (fig. 6) est égal a BOM/,
on sait que son altération est la méme que celle de 'angle
AOM, de sorte que 'angle MON se trouve alors repro-
duit en vraie grandeur par I'angle M'ON’. Ainsi, a toute
direction donnée, on peut en accoupler une autre, et une
seule, telle que leur angle se conserve en projection. Ce-
pendant la seconde direction se confond avec la pre-
miére lorsque celle-ci fait avec OA l’angle que nous
avons désigné par U.

12. L’angle le plus altéré est celui que forme cette
derniére direction avec sa symétrique par rapport a OA ;
il se trouve remplacé, sur la projection, par son supplé-
ment. Le maximum d’altération ainsi produit est égal a
2 w. Il ne peut jamais se rapporter a deux directions per-
pendiculaires entre elles.

Altérations de longueurs.

13. La longueur OM (fig. 5) ayant été prise pour
unité, le rapport de longueurs suivant la direction OM
est mesuré par OM'. Désignons par r ce rapport; nous
pourrons le calculer au moyen de 'une des formules

rcosu’ =— acosu, rsinu’=—bsinu, 7= a*cos’u - b*sin’u.

On a aussi, entre 7, u et 'altération u—u’ de 'angle u,
la relation

2rsin(u— u') = a - bsin2u,
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qui exprime que, dans le triangle ORM/, les sinus de
deux des angles sont entre eux comme les cotés opposés.

14. Le maximum et le minimum de r correspondent
aux tangentes principales, et sont respectivement a et b.

15. Appelons r et ry les rapports de longueurs suivant
deux directions perpendiculaires entre elles, et soit 0
I'altération qu’éprouve I’angle droit formé par ces deux
directions. 11 est facile de voir que 'on aura

rP4ri=a’+ b rricosh =abd,

ainsi que cela résulte d’ailleurs des propriétés des dia-
métres conjugués dans lellipse.

16. Pour tous les angles non modifiés par la repré-
sentation, le produit des rapports de longueurs suivant
leurs c6tés est le méme. :

En effet, soient OA ( fig. 6) et OB les deux tangentes
principales; soient MON un angle quelconque et M'ON’
sa projection. Désignons respectivement par r et r, les
rapports de longueurs suivant OM et ON, par u et u’
les angles AOM et AOM/, il viendra

rcosu’' = acosu, r,sinAON — bsinAON;

mais on sait que, si I'altération MON — M'ON’ est
nulle, ’angle AON est le complément de «/, et I'angle
AON’ celui de u, de sorte que la seconde équation donne

r,cosu =— b cosu’.

En multipliant celle-ci et la premiére membre & membre,
on obtient

rr,= ab,

ce qui démontre la propriété énoncée.
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17. 1l résulte de cette propriété que les rapports de
longueurs suivant les deux directions dont I'angle subit
Paltération maxima est égal & \Jab; car Pangle non altéré
qui a pour coté I'une de ces deux lignes se réduit a zéro,
ct a la méme ligne pour second coté (n° 11).

Altérations de surfaces.

18. Lc rapport dans lequel un élément superficiel se
trouve modifié par la représentation n’est autre que
celui du rectangle OP'M'Q’( fig.3) au rectangle OPMQ,
ou encore celui de Vaire de l'ellipse indicatrice & I'aire
du cerclej il est donc égal & ab.

19. Lorsque les deux aires sont équivalentes, on a

' 1 1
b=—, tang:.::;(a———),

a

tang = = = tang (= + 2

anyg — — B an - - | =a.
So a1 °\4 o

Les deux éléments linéaires dont I'angle est le plus altéré

conservent alors leurs longueurs.

Détermination des axes de l’ellipse indicatrice.

20. Pour appliquer les formules ci-dessus a 1'étude
de la déformation produite autour de chaque point par
un mode de projection suffisamment défini, il faut au
préalable déterminer les longueurs et les directions des
axes de l'ellipse indicatrice.

Supposons les deux surfaces rapportées & un méme
syst¢tme ou a deux systémes d’axes perpendiculaires
entre eux; soient x, y, z les coordonnées d’un point
quelconque de I'une, x/, 5/, 2’ celles du point corres-
pondant de T'autre, ! et m deux paramétres variables.
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On peut définir le mode de représentation en égalant les
six coordonnées a des fonctions convenablement choisies
de ! et de m. Pour chaque couple de valeurs attribuées
aux deux paramétres, on obtiendra un point de la pre-
miére surface et la projection de ce point. Pour chaque
valeur attribuée 4 un seul des paramétres, I'autre restant
variable, on obtiendra une courbe du premier canevas et
la courbe correspondante du second. Si ’on pose
‘
™ [ dzx\? dy\? dz\ ]’
[ (@) (@) (@) T
]
" /dx'\ dy’\* dz'\*)?
v=[ (@)= (F) (@) ]

1
2

[ (dx \? dy \? dz \?
n=[ () + (%)~ (&) ]
1
,__— dx'\? 1_1:}_’: 2 dz'\ 27?2
M ——_((-l_/;> +<dm + dm ’

les longueurs des c6tés de deux parallélogrammes infini-
ment petits se correspondant sur les deux canevas seront,
pour l'un, Ldl et Mdm, pour autre, L'dl et M'dm.

En appelant % et k les rapports de ces cotés, O et ©' leurs
angles, on aura

L’ M’
/l: — A:ﬁ’

I dx\ (dr dy\ [ dy dz\ [ dz
C°5@—m[(z><m>+(7>(a N\ )\am) |
(e () (00 (1 () (2
c0se"= L'M I:( (/l> <(lm> + ( dl ) \dm \w)\am) |’

de sorte que 1, k, © et © sont connus en fonction de /
etde m.

Dans un grand nombre d’applications, notamment
dans celles qui auront pour objet les cartes géogra-
phiques, il sera inutile d’exprimer les six coordonnées
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rectangulaires en fonction de / et de m, et la nature des
surfaces ainsi que celle du mode de projection permet-
tront de remplacer les formules qui précédent par d’au-
tres plus simples. En tout cas, nous pouvons maintenant
considérer comme donnés, pour chaque point de la pre-
miére surface, les deux angles adjacents supplémentaires,
O, 1 — 0, de deux éléments linéaires, leurs projections,
O, = — O, et les rapports de longucurs, %, k, suivant
les directions de ces éléments.

21. Des deux angles donnés, I'un est traversé par la
premiére tangente principale; nous verrons plus loin
comment on peut le distinguer de I'autre; c’est lui que
nous désignerons par O ; appelons u et v les deux parties
dans lesquelles il se trouve ainsi décomposé, u étant
celle des deux qui est formée par la tangente principale
ct la direction suivant laquelle le rapport de longueurs
est /5 soient u' et v/ les portions correspondantes de ©'.
Si, pour fixer les idées, nous supposons /2 >k, I'angle «
sera nécessairement aigu et méme plus petit que v et que
7 — v 3 quant a ¢, il pourra &tre aigu ou obtus. D’aprés
les formules du n® 12, on a

u-+v=0, acosu==~hcosu’, acosv=—>/Icosy,
W+ =0, bsinu=/lsimu, bsine=rksin¢';
d’ou I'on déduit
ab sin® = Lk sin@,

(@* + b?) sin?® = h?+ A*— 2 Ltk €0S® cos®’,
ou bien encore

(a + b)?sin*@© = h*+4- A*— 2 hk cos(® + ©’),

(@ — b)*sin?@ == A*+ k*— 2hkcos(®@ — @').

Ces équations ne changent pas lorsqu'on y remplace a
la fois ©® par 1 — O, et O par 7 — O'; elles fourniront
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/

donc a et b sans qu’il soit besoin de savoir quel est celui
des deux angles donnés a 'intérieur duquel passe la pre-
micre tangente principale. Il vient ensuite, pour le cal-
cul de u et de v,

/a-—— h* . - at — A

sinzu ~\ e S/ o
hr 0 e

cosu = cos ¢ = -— .
o — b’ @t — bt

fat — it . a — k*
tangu — —— s ang e == —— -
g hF— O g A‘-—— [)“

Pour déterminer complétement la direction de la pre-
miére tangente principale, il reste encore a choisir, rela-
tivement 4 ©, entre deux angles supplémentaires donnés,

et, relativement a ¢, entre deux valeurs supplémentaires
fournies par les trois derniéres formules. On lévera im-
médiatement toute indécision en cherchant quelle est
celle de ces deux valeurs qui, ajoutée A u, produit une
somme égale a I'un des deux angles donnés; en effet,
Péquation u -+ v = @ est incompatible avec chacune de
celles que 'on formerait en y remplagant soit © par
m — 0, soit v par ®— v, s0it en méme temps @ par
n— O et v par T — v, a moins cependant que I'on n’ait

- - . . .
® = - ou v = —» ou u==0; mais ces trois cas particu-
2 2

liers, qui ne comportent d’ailleurs aucune incertitude,
se trouvent parmi ceux que nous allons examiner. Re-
marquons encore que, si v est obtus, © sera a plus forte
raison obtus, et que, si v est aigu, O sera aigu ou obtus,
suivant que a®—+ b* se trouvera plus petit ou plus grand
que h*—+ K.

22. Lorsque les deux angles supplémentaires qui sont
donnés sur la premiére surface n’éprouvent pas d’altéra-
Ann.de Mathémat., 2 série, t. XVIL. (Avril 1878.) It
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tion, c’est-a-dire pour ®'= 0, les équations qui four-
nissent les demi-axes de Vellipse indicatrice se ré-
duisent a

ab ="k, (a—2b)sine="~L—k.

Lorsque les mémes angles se changent I'un dans
P'autre par leffet de la représentation, c’est-a-dire pour
O'= 7 — 0, les équations deviennent

ab=hk, (a-+ b)sine =75+ k.

. 1 . ™
Quand les angles sont droits, c’est-a-dire pour @ = 5

les formules générales se raménent a celles qui expriment
les propriétés des diamétres conjugués dans Vellipse indi-
catrice. Alors u et v sont complémentaires, et la pre-
miére tangente principale se dirige a 'intéricur de celui
des deux angles droits donnés qui a pour projection un
angle aigu.

Quand les rapports de longueurs suivant les directions
des deux éléments linéaires sont égaux, c’est-a-dire pour
h=1Fk, ona

o' o'
cos — sin Py
2
a—="nh sy b=h H
Q) . 0
cos — sin —
2 2

a premiére tangente principale est bissectrice de celul
la p tangent pale est bissect de cel

es deux angles donnés qui se trouve diminué en pro-
des d gles do q t d
jection.

1 les mémes rapports sont liés a ® et a ' par la re-

Si les mé p

lation
hcos® = k cos®’,
il viendra
sin®’

a:/), &:/x T 1)
sin®
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et la premiére tangente principale coincidera avec la
direction suivant laquelle le rapport de longueur est 4.
Si les données satisfont 4 la condition

hcos® = % cosO,
il viendra
sin®’

a=—h )
sSIne

=k,

et la premiére tangente principale sera perpendiculaire
a la direction suivant laquelle le rapport des longueurs
est k. (A suivre.)

SUR LES NORMALES AUX SURFACES DU SECOND ORDRE ;
Par M. LAGUERRE.

1. Etant donnés une surface du second ordre K ayant
pour équation

et un point M ayant pour coordonnées o, 3, 7, on sait
que l'on peut de ce point mener six normales a la sur-
face, les pieds de ces normales étant déterminés par les
équaltions

ou p est une des racines de I’équation

agl bp? cy?
—+ =+ - — 1 =o.
(6—p) (e—rp)

(1)

(e —p)?

Ces six points sont d’ailleurs déterminés par I'inter-
1.
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\

section de K avec la cubique gauche H, définie par les

équations
1ooa\ o ay B 11 LBz gy
(a b> - b a =0 <[l - c) rz ¢ b 0
/1 1 vz az
)
« a a [+

Cela posé, déterminons les quantités £, #, 7, P, Q, R,
X, Y, Z et G, de telle sorte que I'on ait identique-
ment

<-'—‘_5 PPN >
a b c
X+ +22—2Xr—o2Yy —2Zz2+G)

. x2 ,VI z?
= (xE+yn+ 25+ G) (—+—+—_1>,
a b ¢

\

o
2 +( 5——xn+R>[<

1 1 Bz qxy

+ \zn—yt+P 775 yz—i-?-———b— »

Y | L

On aura, entre ces dix quantités, les neuf relations

‘2XE+Bn+7C=——(G+a),
(3) ¢ 2Yn+ 9t +af=—(G+6),
| 228 + af + Bn =— (G + ¢);
/ 1 1\ (2X—a)n {(2Y —B)&
§R<Z—;)— T
P\ (2Y—B)t | (pZ—q)n
(4) P(;—'b->~ A -+ 7 )

a «

Q(.‘._%> _(2Z—9)e  (2X—a)t
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| Qy —RP=—2eaX+ (G +a}i,
(5 Re—Py=20Y + (G +b)n,
PR —Qz=2cZ + (G—I—-L‘}C.

Comme nous disposons de dix quantités indéterminées
pour satisfaire a ces neuf relations, on pourra y satis-
faire d’'une infinité de maniéres.

Considérons maintenant 1'équation (2), elle exprime
évidemment que, des six pieds des normales que I'on
peut abaisser du point M, quatre sont situés sur la
sphere

4y +22—oXoer—2Yy —2Zz:+G=o

et les deux autres dans le plan

dont le pole, par rapport a la surface du second ordre K,
a pour coordonnées &, », {; et, comme ces quantités
renferment un paramétre arbitraire, elles sont les coor-
données d’un point quelconque de la polaire, par rapport
a K, de la corde qui joint les pieds des deux derniéres
normales dont je viens de parler.

2. Désignons par S la sphére dont I’équation est
x4+ y'+ 22— 2Xx—2Yy — 2Z: + G =o;

les coordonnées de son centre sont évidemment X, Y, Z
et G est la puissance de lorigine relativement a cette
sphére. Elle contient, comme je I'ai dit, quatre des pieds
des normales que 'on peut abaisser du point M. Soient
D la corde qui joint les pieds des deux autres normales
et A sa polaire réciproque par rapport a K. D’aprés une
dénomination généralement adoptée, A est un axe re-
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lativement & K et aux surfaces du second ordre, qui
forment avec elles un systéme homofocal; en d’autres
termes, les deux droites D" et A sont perpendiculaires
entre elles.

De ce que jai dit plus haut il résulte que, si 'on con-
sidére ¥, v, { comme des coordonnées courantes, la
droite A est précisément déterminée par les équations
(3), ou encore, si I'on pose, pour abréger,

(6) 2X =a+4A, 2Y=8+B, 2Z=9+C,
par les suivantes :

(7} Al 4+-a=Bun+b=C¢+c=1,
avec la relation

(8) G+ 24 Lo q90=—X

3. Tirons de (7) les valeurs de £, », ¢ et portons-les
dans (8), en égalant & zéro le terme constant et le coef-
ficient de 1, il viendra

(9) ATg et
et

. za  Bb  qe
(10) (x_.vAw—Ff—&—C

Soient a, 7, z les coordonnées d’un quelconque des
points ot D rencontre la surface du second ordre K, le
plan tangent en ce point contient A, et son équation est

g e 24

b ¢

I
°

Remplagant, dans cette équation, £, 7, { par leurs
valeurs tirées de (7), il vient, en égalant a zéro, le terme



(167)

constant et le coefficient de A

(rr) il’;——+-‘r’£—+—|mo
(! AT T
et

, x y z

{ —_— -— = — — 0.
2] aA+bB cC °

L’équation (12) est celle du plan diamétral contenant
la corde Dj le plan, déterminé par Véquation (11),
contient le point M en vertu de la relation (g); c'est
donc le plan qui passe par les deux normales dont les
pieds sont situés sur D3 je le désignerai par P.

4. En général, pour abréger le discours, étant donné
un plan quelconque ayant pour équation
NI
P q r
j'appellerai centre de ce plan le point dont les coordon-
nées sont p, g, r et foyer de ce plan le point ot se cou-
pent les deux normales 8 K qui sont contenues dans ce
plan. On voit que le plan P, dont j’ai parlé plus haut, a
pour foyer le point M et pour centre le point m dont les
coordonnées sont A, B, C. ‘

La notion de centre d’un plan se présente fréquem-
mentdans la théorie des normales aux surfaces du second
ordre, et, a ce sujet, je rappellerai une élégante propo-
sition due a Joachimsthal :

Etant donnés, surune surface du second ordre, trois
points a, b, c, tels que les normales en ces points con-
courent en un méme point M, le pole du plan abc,
relativement & cette surface, est le centre, relativement
aux trois axes de la surface, du plan qui passe par les
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pieds des trois autres normales que l'on peut encore
abaisser dupoint M (¥).

5. En adoptant les dénominations qui précédent, il
résulte immédiatement des équations (6) que le centre N
de la sphére S est le point milieu du segment Mm.

On peut donc énouncer la proposition suivante :

Le centre de la sphére qui contient les pieds de quatre
des normales que Uon peut abaisser, d’un point donné
M, sur une surface du second ordre K, est le milieu du
segment qui joint le point M au centre du plan qui
contient les deux autres normales.

6. Pour déterminer complétement la sphére S, dont
on peut construire le centre au moyen de la proposition
précédente, il suffit de connaitre la puissance G del’ori-
gine relativement a cette sphére, ou bien encore de con-
naitre la sphére X, dont 'équation est

x4+ y*+ 22+ G =o.

Cette sphére X peut étre facilement déterminée en s’ap-
puyant sur la propriété suivante :

Le point M et le péle du plan P, relativement a la
surface du second ordre K, sont deux points conjugués
relativement a la sphére X, en d’autres termes le plan
polaire de chacun d’eux, relativement a X, contient
[’autre point.

Pour démontrer cette propriété, je remarque que le

(*) JoacmimstuaL, De quibusdam equationtbus quarti et sexti gradus
que in theoria linearum et superficierum secundi gradus occurrunt
(Journal de Crelle. 1. LI, p. 192).
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pole du plan P, relativement a K, a pour coordonnées
a b c
—x TR T 63
le plan polaire de ce pole, rclativement a £, a pour
équation

et, en vertu de la relation (10), il contient évidemment
le point «, B, y; ce qui démontre la proposition
énoncée.

7. La cubique gauche H rencontre la sphére S, d’abord
aux quatre points ou les normales concourent en M,
puis en deux autres points. Je dirai, pour abréger, que
la corde qui joint ces deux derniers points est la corde
supplémentaire de D.

L’examen de 'équation (2) montre immédiatement
que la corde supplémentaire est constamment comprise
dans le plan

zt +yn—+ 26+ G=o,

ou £, v, { désignent les coordonnées d’un point quelcon-
que de A.

Remplacons, dans I’équation précédente, £, n, ¢ par
leurs valeurs tirées de (7), et égalons a zéro le terme
constant ainsi que le coefficient de 1; nous aurons les
équations suivantes, qui définissent la corde supplémen-
taire :

axr by cz

13) — —6G=
(13) A+B+C G =o,
et

i LY E
g A+B+Cﬁo.
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L’équation (14) montre que le plan diamétral passant

par la corde supplémentaire est paralléele au plan P.
D’out la proposition suivante :

Les six pieds des normales, que Uon peut d’un
point M abaisser sur une surface du second ordre,
sont, ainsi que le point M et le centre O de la surface,
situ€s sur unc méme cubique gauche H.

Si, par le point O, on méne un plan paralléle au plan
qui contient M et les pieds de deux quelconques des
normales, ce plan coupe la cubique en deux autres
points. Ces deux points et les pieds des quatre autres
normales sont situés sur une méme sphére.

8. En désignant par £, , { des constantes arbitraires,

le pdle du plan

T ym
a b c

relativement a K, est le point (£, #, {j, dont le plan po-
laire, relativement 4 £, a pour équation

XE~4yn + 26+ G =o,

1l résulte d’ailleurs de ce que j’ai dit plus haut que, si le
plan

zE yn 3
— 4+ Y=+ —=—1=o0,

b ¢
tourne autour de la corde D, le plan
2i4yn+23t+G=o0

tourne autour de la corde supplémentaire.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

La droite A et la corde supplémentaire de D sont
polaires réciproques, relativement & la sphére L.

»
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9. Comme, dans la théorie des normales a une surface
du second ordre, on a souvent a considérer les centres
de divers plans (ces centres étant déterminés relative-
ment aux axes de la surface), il n’est pas inutile d’entrer
dans quelques détails relativement aux propriéiés de
ces points.

En premier lieu, soit, p désignant un paramétre va-
riable,

(a+pa')x+ (b+¢b)y+ (c+pd)z+d+pd =0

I’équation d’un plan tournant d’une droite fixe.
Pour trouver le licu décrit par le centre de ce plan,
identifions son équation avec I'équation

X .’r +Z "
—_— 1 — —_— — 0:
A BTcT T
il viendra
d -+ pd d+pd d—+od
A=CTTRC g TR o STED
a—+-pa b+pb ¢c—+pc

d’ott I'on voit que le centre décrit une cubique gauche
passant par les sommets du tétraédre © formé par les
plans principaux et le plan a Pinfini.

D’ott les propositions suivantes :

Le lieu des centres des plans, qui passent par une
droite fixe, est une cubique gauche passant par les som-
mets du tétracdre ©; et réciproquement:

8i une cubique gauche passe par les sommets du té-
tracdre ©, les plans, dont ses divers points sont les
centres, passent par yne droite fixe.

En second lieu, considérons une droite quelconque
dont un des points soit déterminé par les équations

a—-pa’ b+l

¢+ pc’
£ ? == —3
d+-od od 4-pdd

d+pd

z
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Le plan ayant pour centre ce point a pour équation

x N r N 2 N 1
a +pa’ b+pb’ ¢+oc rl+pd'

= o0,

et il est clair que, quand on fait varier p, il enveloppe
une cubique gauche ayant pour plans osculateurs les
plans qui forment les faces du tétraédre ©.

D'ou les propositions suivantes :

Les plans, qui ont pour centres les différents points
d’une droite, enveloppent une cubique gauche inscrite
dans le tétraédre © (*); et réciproquement:

Si une cubique gauche est inscrite dans le tétraédre ©,
le licu des centres de ses divers plans osculateurs est
une ligne droite.

Je m’appuierai maintenant sur le lemme qui suit :

Lemme. — 8@ les sommets des deux tétraédres sont
situés sur une méme cubique gauche, les huit faces de
ces tétraédres sont les plans osculateurs d’une autre
cubique gauche.

Réciproquement, siles huit faces de deux tétraédres
sont les plans osculateurs d’une méme cubique gauche,
leurs huit sommets sont situés sur une autre cubique
gauche.

11 suffit évidemment de démontrer la premiére partie
de ce lemme, la seconde proposition étant corrélative
de la premiére.

Pour la démontrer, je remarque que la cubique, qui
contient les sommets des deux tétracdres, étant une
courbe unicursale, je puis supposer que les sommets du

(*) Ventends par cubique gauche inscrite dans un tétraédre unc
cubique ayant pour plans osculateurs les faces de ce tétraédre.
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premier tétraédre soient déterminés par les racines d’une
équation du quatriéme degré f(x)=o, et les sommets
du second par les racines d’une équation de méme degré
F(x)=o.

Cela posé, on voit que les racines de I’équation
F(z) +)f{z)=o,

ou A désigne un paramétre variable, déterminent sur la
cubique les sommets d’une suite de tétraédres, chaque
point de la courbe étant d'ailleurs le sommet d’un seul
de ces tétraédres; d’ou il résulte que les faces de tous
ces tétraédres enveloppent une cubique gauche, puisque,
par chaque point de la courbe donnée, on ne peut mener
que trois plans osculateurs a4 I'enveloppe.

En particulier, les faces des deux tétraédres donnés
sont des plans osculateurs de cette cubique gauche; la
proposition est donc démontrée.

11. Considérons maintenant quatre plans dont les
centres soienten lignedroite: d’aprés ce que j’ai démontré
plus haut, les faces du tétra¢dre T, déterminé par ces
quatre plans, sont les plans osculateurs d’une cubique
gauche inscrite dans le tétraédre ©. Du lemme précédent
il résulte que les sommets des tétraédres T et © sont
situés sur une méme cubique gauche et, par suite, les
plans ayant pour centres les sommets du tétraédre T
passent par une mémec droite.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Si les quatre faces d’un tétraédre ont leurs centres en
ligne droite, les plans qui ont pour centre les sommets
du tétraédre passent par une méme droite.

Et de méme :

Si les plans qui ont pour centres les sommets d’un
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tétraédre passent par une méme droite, les centres des
Jaces de ce tétraédre sont en ligne droite.

12. Si d’un point quelconque M de ’espace on méne
les six normales a la surface du second ordre K, on sait
que le point M et les six pieds des normales sont situés
sur une méme cubique gauche passant par les sommets
du tétraédre ©. Désignons par py, ps, ps, ..., pe les pieds
de ces normales.

Des considérations qui précédent il résulte immédia-
tement que:

8i l'on forme un tétraédre ayant pour sommets
quatre quelconques des sept points M, P1yP2s -+ Pes
les centres des faces de ce tétraédre sont en ligne
droite.

13. Considérons une droite quelconque E, normale
& une surface de second ordre, ayaut pour axes les axes
de coordonnées Ox, Oy et Oz. Le lieu des centres des
plans qui passent par E est une cubique gauche L pas-
sant par les sommets du tétraédre ©. Soit M un point
quelconque pris sur cette normale; par ce point on peut
mener 4 la surface ¢ing normales distinctes de E; soient
Pis P2 Pss Pu €l py leurs pieds. Désignons par Ny le
centre de la sphére qui passe par les quatre points p,,
Ps» Puct py, de méme par N, le centre de la sphére qui
passe par]es quatre points py, ps, Py €t Py, .. .5 désignons
enfin par my, my, my, m, et my les centres des plans qui,
passant par E, conticnnent respectivement les points
P1s P2s Pss Pu €L P55

D’aprés ce que je viens de dire, les cinq points m sont
situés sur la cubique gauche L; d’ailleurs, comme je’ai
montré précédemment (n° 5), les points N sont respee-
tivement les milieux des segments M.
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D’ou I'on déduit immédiatement les propositions sui-
vantes : ~

Si d’un point M on méne cinq normales quelconques
a une surface du second ordre, ayant pour centre O,
les cing pieds de ces normales peuvent étre regardés
comme les sommets de cing tétraédres; les centres des
cing sphéres circonscrites & ces tétraédres sont situés
sur une cubique gauche, passant par le milieu du seg-
ment MO et par les points situés a Uinfini sur les axes
de la surface.

Etant donnés une droite quelconque E. et trois droites
rectangulaires Ox, Oy et Oz, imaginons toutes les
surfaces du second ordre ayant ces droites pour axes
et normales a E; st d’un point M, pris arbitrairement
sur E, on méne a l'une de ces surfaces quatre normales
distinctes de E, le lieu du centre de la sphére circon-
scrite au tétraédre, formé par les pieds des normales,
est une cubique gauche passant par le miliew du seg-
ment MO, et par les trois points a l'infini sur les axes

Ox, OyetOz.

1l est 4 remarquer que, si le point M se déplace sur la
droite E, la cubique gauche conserve sa forme, chacun
de ces points décrivant un segment de droite paralléle
a E et égal & la moitié du segment, dont le point M s’est

déplacé.

14. Je ne développerai pas davantage les conséquences
qu'on peut déduire des propositions précédentes, et je
terminerai cette Note en établissant quelques formules
qui peuvent étre utiles dans les vecherches sur les nor-
males aux surfaces du second ordre.

Soient ¢ et p” les deux racines de ’équation (1) qui
correspondent aux deux normales dont les pieds sont
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situés sur la droite D, et soit
Flo)=(p—¢")le—1""

En désignant, pour un instant, parp I'une quelconque
de ces racines, les coordonnées du pied correspondant

sont
az he cy

”_f', ()—P’ (:—o’

¢

P’équation du plan tangent en ce point

LN B B
a—p b—p c—o

h

Ce plan contient la droite A;tirons de (7) les valeurs
de £, n, ¢ et portons ces valeurs dans I’équation précé-
dente. En égalant a zéro le coefficient de A, on obtiendra
la relation

z 8 7
Ala—p " Bo—p " Cle—p)

— o,

et cette relation devant éire satisfaite pour p=p' et
) e o . y . .
p = p’, il vient, aprés quelques réductions faciles,

- 4 .
R () = p? — —abe [Z 4+ 2 ).
Flo)=p— (G +a+b+c)p—abe (,IA+ bB+cC)’
d’out
(15) G=p'+"—a—b—c,
et
[ a i ] ’
F(a\:(c—a)(a—-b)xzz\a-—p)(a—P )

(16) { F(b)=(a—b)(b—c)

IR W
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" satisfait a I'équation (1), on a identique-

Puisque
ment
avla—gy _ bgb—p)
(a—p')la—p " (b—p' ) (b—¢"]
cqle—p' )
(e—p'){e—p")

=1;

d’oti, en remplacant les dénominateurs par leurs valeurs

tirdes de (16) et p' par p,

ap \ bR

(e = 0)ife—ar @ T B e =)
L

(e—a)(b—ec)

(b—p)
(c———p)"’— 1= o.

Cette équation devant étre satisfaite pour p =p' et
p = 2", on en déduit cette nouvelle expression du poly-

nome I'(p),

a(b—cATla—plit-ble—al B (b — p)
—+c{a—b)*B?(c—p)*—(a— b)*(b—-c)}(c—a)

TR
¥ie) a(b—c) A+ blc—a)B'+c(la—b)*C?

D’ou, en vertu des équations (16), les relations sui-
vantes qui déterminent les coordonnées «, 3,7 du foyer

du plan:
xr ¥y oz _
K +ﬁ+'(—;+l—-0,
a (e —a)(a—Db)[bB*+ cC*— (b —¢)7]
A" a(b—c)PA+b(c—a)Bidcla—00)C
(19) E__ (a—b) (b—-c)[cC’-}—aA-——(c—a)]
7 BFa(b—c)'*’M—{—b’c-—a)’B*—i—c(n—bz)C’
(b—c){c—a)[aA’+ OB — (a — b)?]

v .
C ™ alb—c) A+ b(c—a)B +c(a— b*)C¥’
Ann.de Mathémat., 2¢ série, t. XVIL (Avril 1878.) 12
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et auxquelles on peut joindre la relation

I'a(a—b—c)(b-—c)’A’—{~b(b—c—a)(c——a)’B’

e —a—b)a—Db)C
8 == + .
18) G a(b—c)!A’+ b(c— a)B*+c(a—b)C?

PARTICULARITES
RELATIVES A L’EQUATION DU TROISIEME DEGRE;

Par M. S. REALIS.

Etant donnée I'équation a coefficients entiers
B4+ Pxr+Q=o,

on cn désigne les trois racines par a, b, ¢, et I'on fait,
pour abréger,
P:— 4Qx =9 (x).

Cela posé, la considération de la fonction ¢ (x) conduit
aux propositions suivantes, faciles a démontrer :

1° Si a est racine entiére de I'équation proposée, la
quantité ¢(a) est égale a un carré : le produite (b) ¢(c)
est le carré d’un nombre appartenant 4 la forme 5 u® — v*
et a la forme équivalente u* — 5¢*.

2° Si les trois racines de I'équation sont entiéres, la
quantité ¢ (a), ou a désigne 'une quelconque d’entre
elles, est le carré d'un nombre compris dans les deux
formes indiquées. En ce cas, si les racines &, ¢ sont de
méme parité, le produit ¢(b)g(c) est le carré d'un
nombreappartenanten outre al'unedes formesu® — 16+,
160 — o2,

3° La racine a étant entiére, et b, c étant exprimées
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par des nombres complexes entiers (*), ¢ (a) estle carré
d’un nombre de la forme 5u*—+ v* : le produit¢ (5) ¢ (c)
est le carré d’'un nombre appartenam en méme temps aux
formes Su® + o2, 50— v, u®— 5%, u?+ 1602,

4° Quelle que soit la natare des trois racines a, b, c, si
les coefficients P, Q sont entiers, le produitp (a) ¢(5) ¢ (c)
se réduit a un carré.

Si, de plus, la quantité — (4P*+ 27Q?*) est égale &
un carré, le méme produit est le carré d’'un nombre
renfermé dans les deux formes équivalentes Su®— o2,
u?— 59,

Si c’est la quantité 4P*+ 27Q? qui est égale 2 un
carré, le produit considéré est le carré d'un nombre de la
forme Du® 4 v2. .

Remarque.— Les formules qui établissent les résultats
indiqués trouvent une application utile dans certaines
questions d’Analyse indéterminée. On en déduit, par
exemple, 'identité

(o2 — B+ (50— (0 — BT
- [5a — (2 BT =3 (34 o,
qui fournit une infinité de solutions entiéres de I’équation

indéterminée
zf—|—z§+z§::3z’

au moyen de valeurs de z,, z,, z, contenues dans la forme
Su?— 2, et de valeurs de z contenues dans la forme
3w+ vi.

L’identité analogue

[3(e—+B)—"(32+8p)

¢/

(32— (Ba— B+ [Ble— ) — 2 (B)F=6(3¢+ §F

(*) Poir, pour les racines complexes des équations, le tome III de la
17 série, pp. 41, 145 et 325.
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ne se déduit pas directement des formules mentionnées,
mais on y arrive par des considérations semblables a
celles qui aménent les propositions énoncées plus haut.
Elle fournit, comme on voit, une infinité de solutions
entiéres de I'équation

2 2 f J— 2
2} + 2 + 22 =623,

au moyen de valeurs de z renfermées dans la forme
3u+ v2, et de valeurs de z,, z,, z, renfermées dans
I'une ou 'autre des formes 3u® — 2, u?— 32,

Au pointde vue de la théorie des nombres, les identités
précédentes constituent des théorémes remarquables
touchantla décomposition de3 z* et de 6 z* en trois carrés,
lorsque z est un nombre de la forme indiquée.

La considération de fonctions autres que ¢(x), com-
posées de méme avec les racines de I'équation du troi-
siéme degré, améne des résultats plus généraux. Nous
nous bornerons & énoncer la proposition suivante :

Le nombre z étant de la forme 3 u*+ v, et le cof-
ficient k €tant une somme de trois carrés entiers, le
produit kz* est la somme de trois carrés compris dans
une méme forme

(Au?+ Buv + Co?)?,

ot les coefficients A, B, C sont des entiers ne dépendant
que dek, et les entiers variables u,v peuvent étre positifs
ou négatifs.

Une conséquence immédiate de I'identité qui justifie
et compléte cette proposition consiste en ce que la somme
de trois carrés entiers peut étre transformée, d'une
infinité de maniéres et au moyen de formules directes,
en une somme de trois carrés rationnels.
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Il est a propos de rappeler ici,d’aprés Fermat et Euler,
que la forme quadratique 3 «® + ¢* peut représenter tous
les nombres premiers compris dans la forme linéaire
6n —+1: qu'elle peut représenter, par conséquent, tous
les nombres dont les facteurs premiers appartiennent a
cette forme linéaire (woir, au t. VIII des Nouveaux
Commentaires de Pétersbourg, le Mémoire d’Euler :
Supplementum quorumdam theorematum arithmeti-
corum, etc.; voir aussi, au t. III des OFuvres de La-
grange, le Mémoire intitulé : Recherches d' Arithmc-
tique).

SUR LES SYSTEMES DE DROITES QUI SONT NORMALES
A UNE MEME SURFACE;

Parx M. LAGUERRE.

1. Je renverrai, pour toutes les notations dont je me
servirai ici, a ma Note Sur les formules fondamentales
de la théorie des surfaces (*).

Par chaque point M d’une surface S menons une
droite m, dont la position soitdéfinie par 'angle 6 qu’elle
fait avec la normale MZ a la surface et I'angle ¢ que fait
avec la direction M X sa projection sur le plan tangent.

Les cosinus des angles que font, avec les axes coor-
donnés, les trois directions M X, MY et M Z, étant res-
pectivement

cosx, cosf, cosy,
cos§, cosn, cosg,

cos), COSp, COSv,

(Y) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XI, p. 6o.
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les cosinus des angles que fera avec les axes la droite m
en seront respectivement

cos«sinf cosp + cosZsind sing —+ cosk cosf,
cos B sinf cosg + cosy sin 0 sing -+ cosp.cosé,

cosy sin0 cosg + cosp sin 6 sing + cosv cos6 ;

et, pour que les diverses droites m soient normales a une
méme surface, il scra nécessaire et suffisant que Dex-
pression

Sdx (cosa.sinf cosp -+ cosZsind sing + cosk cosh)
soit une différentielle exacte.
On a
dx = Edu cosa + Gdvcosz,
dy = Edu cosf -+ Gdv cosn,
ds = Edu cosy + Gdv cost;

substituant ces valeurs dans Pexpression précédente,
elle donne

Esin6 cosg.du + G sinfsino.dv;

et, pour qu’elle soit une différentielle exacte, il est néces-
saire et suffisant que l'on ait

(1) :Ti(Esinecosﬂ:t—%(GsinOsinga).

2. L’équation précédente ne renferme que les quanti-
tés E et G, dont l'expression ne change pas quand on
déforme la surface S.

D’oui la conséquence suivante :

Concevons que chaque rayon m conserve une position
fixe par rapport au plan tangent en M, c’est-a-dire que
sa projection sur ce plan tangent et I’angle qu’il fait avec
ce plan demeurent invariable; cela posé, si les rayons
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émanant des divers points de S sont normaux & une
méme surface et si I'on déforme S de facon que l’élé-
ment d’une courbe quelconque tracée sur cette surface
concerne la méme valeur, chaque plan tangent & la
surface entrainant avec lui le rayon correspondant, les
divers rayons dans leur nouvelle position sont encore
normaux a une méme surface.

3. L’équation (1) étant satisfaite pour certaines va-
leurs des fonctions 4 et ¢, elle est encore évidemment
satisfaite quand on y remplace sing par ksing, k dési-
gnant une constante arbitraire.

D’ou ce beau théoréme dir 4 Dupin :

Si des rayons normaux @ une méme surface se ré-
fractent sur une surface S, ils sont encore, apres leur
réfraction, normaux a une méme surface.

4. Chaque rayon m se projette sur le plan tangent en
M, suivant une droite faisant avec la droite MX un
angle égal a ¢. Toutes ces projections enveloppent des
courbes quel’on peut, pour abréger, appeler la projcction
du systéme de rayons sur la surface. La fonction ¢ étant
connue, on obtiendra I'équation différentielle de cette
projection ¢n posant ¢ = 3 d’ou

tang o — tangi — Gﬂ)
! Edu
En remplacant ¢ par i dans 'équation (1), il vient

d, . . doL
E'\Esmecosz)::I;(Gsmesmz),

ou encore
d . . d . . ooyl
= (Esin®)cosi — (-i;(G sinf) sini — Esmesm:z’

. di
— G sinfcosi — = o,
du
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ou, en remplacant respectivement cosi et sin par leurs
valeurs,
‘ Edu Gdo
s S Tds

4 1 ) d 1 y . ;—
7 (Esin6) Edu — — (G sinb) Gdv — EG sin0 di = o,

ou encore

du d dv d
di sin§ — — — (Esin6) + — — (G sing) = o.
‘o G )+ E qa (09
Si 0 est constant, on peut, dans la relation précédente,
supprimer le facteur commun sinf, et, en remplacant

. dt dG _
respectivement — el — par leurs valeurs — GM et EN,
dv du

elle devient
di 4+~ Mdu + Ndv = 0;

ce qui est précisément I'équation des lignes géodésiques.
D’ou la proposition suivante :

Si des rayons émanant de chacun des points d’une
surface S sont normaux & une méme surface, et si
chacun d’eux fait un angle constant avec le plan tan-
gent au point de S dont il émane, la projection du sys-
téme de rayons sur S est un systéme de lignes géode-
siques de cette derniére surface.

5. La réciproque de cette proposition est également
vraie. Considérons sur S un systéme de lignes géodé-
siques, mous choisirons les axes des « et des v, de telle
sorte que ces lignes géodésiques soient définies par I’é-
quation v = const. Cela posé, cherchons les systémes de
rayons normaux a une méme surface et ayant pour pro-
Jection le systéme considéré de lignes géodésiques. Dans
ce cas, on peut poser E=1 ¢t G = F(u), et I'angle dé-
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signé par ¢ est égal & zéro, I’équation (1) devient alors
gune par @ S s ieq

Isin 0
(2) dsin —o.

dv

Cette équation étant identiquement satisfaite quand on
fait § = const., la réciproque de la proposition énoncée
est démontrée. En particulier, si I'on fait § = o, on ob-
tient ce théoréme bien connu :

St Uon considére un systéme de lignes géodeésiques
tracées sur une surface, les tangentes aux différents
points de ces lignes sont normales & une méme surface.

6. On satisfait également a I'équation (2) en prenant
pour ¢ une fonction arbitraire de u.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Etant donnés un systéme de lignes géodésiques tra-
cées sur une surface et les trajectoires orthogonales de
ces lignes, si par chaque point M d’une de ces lignes
on méne une droite située dans le plan tangent a cette
ligne en M et normal & la surface, l’angle de cette
droite avec le plan tangent étant constant le long
d’une méme trajectoire orthogonale, mais variant du
reste d’une facon arbitraire quand on passe de l’une
de ces trajectoires & une autre, toutes ces droites sont
normales aune méme surface.
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" QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES

PROPOSEE AU CONCOURS D AGREGATION DE 1874',

Par M. GENTY.

On donne une ellipse et une hyperbole homofocales ;
on imagine une conique quelconque C, doublement tan-
gente a chacune des coniques données. Trouver et
discuter le lieu des points de rencontre des tangentes a
Uellipse et & Uhyperbole aux points ol ces courbes sont
touchées par la conique C.

Nous traiterons le probléme dans le cas o les coniques
données sont quelconques.

On sait (Cuasres, Sections coniques, § 482) qu'il
cxiste en général trois séries de coniques ayant un double
contact avec deux coniques données C et C'; les cordes
de contact de chaque série de coniques passent par le
point de rencontre des axes de symptose L, ct L’ des
coniques C et C, et sont conjuguées harmoniques par
rapport a ces droites.

Donc le lieu cherché se compose de trois courbes dis-
tinctes qu’on obtiendra en considérant successivement
chacun des systémes d’axes de symptose des coniques
données.

Soient donc a et @’ deux points des coniques C et ¢/
conjugués par rapport aux axes de symptose L et L/, le
lieu cherché sera le lieu du point d’intersection des tan-
gentes aux points @ et o, c’est-a-dire (Cnasrs, §454)
une conique qui passe aux points d’intersection des
coniques données C et C.

D'ailleurs les polaires des ombilics correspondant
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au systéme considéré d’axes de symptose sont conjugudes
harmoniques par rapport a ces droites. Donc les deux
ombilics font partie du lieu, qui est ainsi complétement
déterminé,

Ainsi donc le lieu cherché se compose de trois
coniques, dont chacune passe par les quatre points d’in-
tersection de ces deux courbes et par deux ombilics
conjugués.

Autrement : Les cordes de contact avec C et C'd’une
conique doublement tangente a ces deux coniques sont
les polaires de deux points situés sur la droite qui joint
les ombilics correspondant au systéme d’axes de symp-
tose considéré, et ils sout conjugués harmoniques par
rapport a ces points.

Donc le lieu cherché est le lieu d’un point tel que
deux tangentes A, A’, mendes de ce point aux deux
coniques données, soient conjuguces harmoniques par
rapport aux droites menées du méme point a deux om-
bilics conjugués des coniques, c’est-a-dire une conique
passant par les points d’intersection des proposées et par
les ombilics (Cuasves, § 455, corollaire II).

Dans le cas ou les coniques données sont deux coniques
homofocales, les ombilics conjugués sont les points
imaginaires du cercle 4 linfini, les foyers réels ct les
foyers imaginaires des courbes données. On peut donc
écrire immédiatement les équations des courbes dont
I'ensemble constitue le lieu demandé.

L’une d’elles est le cercle qui a son centre au centre
des courbes, et qui passe par leurs points d’intersection.
On aurait pu obtenir dircctement son équation au moyen
des remarques suivantes : cette courbe est le licu d’un
point tel que deux tangentes menées de ce point aux
deux courbes données soient conjuguées harmoniques par
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rapport aux droites menées de ce point aux points ima-
ginaires du cercle a I'infini, c’est-a-dire le lieu du point
de rencontre de deux tangentes aux courbes données qui
se coupent a angle droit.

Soient
J? 7-2
e
.7‘7 + .Y’ o
a? — )2 bt — a2

les équations des courbes données.
Les équations de deux tangentes se coupant a angle
droit seront
Yy —max=— \/m’,

my +x =/ (@* — \?) + (b* — W) m?;

cn ajoutant ces équations aprés les avoir élevées au carré,
il vient pour ’équation du lieu cherché

x4 yr=at4 b — 2\

SOLUTION DE LA QUESTION D’ANALYSE

DONNEE AU CONCOURS D AGREGATION EN 1871}

Par M. GAMBEY.

Etant donnée une ligne S dans Uespace, on déter-
mine la courbe S, lieu des centres des sphéres d’un
rayon donné R, ayant avec cette courbe un contact du
second ordre. On propose de faire woir que, récipro-
quement, la courbe proposée S est, pour la courbe S,
le lieu des centres des sphéres du méme rayon R, ayant
avec elle un contact du second ordre.
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Nous définirons la courbe donnée S par les équations
zr=y(s), ‘_y:a{;(s), z2=10(s),
arc s étant pris pour variable indépendante.
Soit la sphére
(X—a)p+(Y—b)+(Z—c)*—R*=o0.

‘Nous exprimerons qu’elle a un contact du second
ordre avec la courbe S en posant les relations suivantes
(Cn. Hermire, Cours d’ Analyse):

(o —a) 4 ($— )+ (5— e} —R* =0,
() Jle—a)y +(b—8)¥ +(s—e)d =0,

[ (q)—-a)qa”—{— (:I/——b)w{;”—!— (9-—-0)9”:0,
ou ¢, ¢, 6 sont mis pour ¢(s), ¢(s), 6(s), et ou les dé-
rivées sont prises par rapport a s.

Ces trois équations en a, b, ¢ définissent une courbe
S', car on peut en tirer des valeurs de la forme

a=y9p(s), b=1y (s), c=0,(s)

R
En substituant ces valeurs dans ces équations, on ob-
tiendra donc les trois identités

(¢ — 9+ (4— 4 = (0—0)f —R* =0,
(2) | lo—a)e (b — 4y (0 —0)0 =0,
Lg—e)¢" (4 — )97+ (0 — 00" =o.
De méme, les trois relations suivantes :
(g0 — @i+ (4o — b + (8, — e — R =,
(3) {(p—a)¢ + (h—b)Y, + (6—e)b, =0,
(9 —a) ¢, + (9= b)Y+ (0 —e) 6, =0,
définissent une courbe S, lieu des centres des sphéres,
(X—a)P+(y—086)p+(Z—a—R=o,

ayant avec la courbe §' un contact du second ordre.
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Je dis maintenant qu’en posant dans les équations (3)
a=qg(s), bi=1Y(s), e=0(s},
ces équations deviendront des identités.
En effet, nous aurons
(p—o)+ (h— )+ (6,—6)—R'=o,
(4)  lop—e)¢,+(d—P) ¥ + (6—0) 0. =0,

(o—9) e+ (h— 1+ (6—08) 0l =0,

ct 'on voit immédiatement que la premiére de ces rela-
tions est une identité, puisqu’elle est la méme que la
premiére des relations (2). Quant aux deux autres, on
s’assurera que ce sont des identités en prenant deux fois
de suite la dérivée de la premiére des relations (2) par
rapport a s et tenant compte des identités qu’on obtien-
dra successivement et de celle-ci :

’

PP+ 0 =+ Y2+ 6P =1. c. o F.D.

Questions 833 et T48

(voir 2° série, t. VI, p. 480 et 528, et t. IV, p. 431);

Par M. S. REALIS.

Si les nombres entiers a, b, ¢ sont racines de 1’é-
quation
r—pr 4+ qg=o0,
on aura
P 3y at=r",
])2"?— 3&,’,// b2 — ,J/2’
pi+3y”
" 1
, 7

2
¢t —=r’ 2,

vy y" ety r étant racines enltiéres de deux
équations cubiques homogeénes que l’on peut construire,
et dont les coefficients sont des fonctions rationnelles
et entiéres de p et g. Le produit v'r" r", pris positive-
ment, sera un carré. (S. Réavss.)
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Posant
"' =3a*—2p,
" =3b*— 2p,
" 32 2p,

¥’y ¥", " seront racines de I’équation

Y —3py + 2p*— 27q* =0,
et 'on aura, en observant que a+b+c=o, .
P By = (a— bl ==,
P 3_}’" b2 — (b — C)z([, _ ﬂ)’: r//;»,

p3y"c=(c —ali(c —bp=r"

Ces formules font voir que
r'r’r" ={la —b)(b—c)(c—a)],

et permettent de construire I'équation ayant 7/, »”, 1

pour racines, savoir
rP—3pri+ fp*— 299> =o.

Si a. b, c sont entiers, les y et les 7 sont aussi néces-
sairement entiers.

De 1a I’énoncé de la question.

Ajoutons que ’on déduit de ce qui précéde

r’ + ’.I/ + r/ll e 3/)’
P2 P g — (3P>"

Ces formules, oi p peut représenter tout nombre de la
forme 3 14 ¢?, el ou les valeurs numériques des entiers
r'y r", r"” donnent un produit égal 4 un carré, ces for-
mules, dis-je, expriment une propriété du nombre 3p
qui nous parait digne d’étre signalée.

Note. — La solution de la question 833 entraine celle dec la question
analogue 748 (woir 2° série, t. IV, p. 431).
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BIBLIOGRAPHIE.

Dy~NaMIQUE ANALYTIQUE; par M. Emile Mathieu. Paris,
Gauthier-Villars, 1878. In-4°. Prix : 15 francs.

Quandladeuxiémeéditiondela Mécanique analy tique de Lagrange
parut au commencement de ce siécle, elle était une ceuvre accom-
plie; mais Poisson, Hamilton, Jacobi et d’autres géométres ont,
depuis, notablement accru I'héritage de Lagrange. Aussi M. Ber-
trand dut-il, en publiant la troisieme édition, 'enrichir de Notes
destinées a la mettre au niveau de laScience. Mais ces découvertes
étaient assez importantes pour qu’on désirdt voir fondre les nou-
veaux résultats avec les anciens, et c’est ce qui a déterminé 'au-
teur a composer I’'Ouvrage actuel. On peut juger des résultats dont
la Mécanique s’est enrichie depuisLagrange par la seule Section II,
consacrée a des lravaux qui datent déja de plusieurs années. Voici,
d’ailleurs, le contenu des neuf Sections.

La premiére renferme les théorémes généraux de la Dynamique,
des remarques sur la stabilit¢ d'un systéme libre, les équations
d’Hamilton et le théoréme de Gauss.

La deuxiéme renferme I’équation aux différences partielles d’Ha-
milton, son emploi pour intégrer les équations de la Dynamique,
des considérations générales sur les équations aux différences par-
tielles du premier ordre et sur les conditions d’intégrabilité, sur les
intégrales secondes des équations de la Dynamique, la solution si-
multanée de deux équations linéaires aux différences partielles con-
sidérées par Jacobi, pour arriver au théoréme de Poisson, et I’a-
baissement des équations de la Dynamique par suite de I’équation
des forces vives ou des intégrales des aires.

La troisiéme renferme des applications des théories précédentes
au mouvement d’un point matériel.

La quatrieme traite du mouvement de rotation d’un corps solide,
et la cinquieme de la théorie des mouvements relatifs.

Lasixi¢me traite de la transformation des équations différentielles
de la Dynamique, de la théorie des dérivées principales, due & I'au-
teur, et des équations différentielles de la Dynamique dans le cas
d’équations de condition entre les variables.

La septiéme est relative a la théoriedes perturbations, et la hui-
tieme aux problémes de la Dynamique pour lesquels ont lieu les
trois équations de la conservation des aires.

Enfin la neuviéme est relative au mouvement des projectiles.

.
PR
< LN
-\ LAY .
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE
(ANNEE 1877)

(voir »°* série, t. XVI, p. 379);

Par M. LEZ.

Composition de Mathématiques.
x? 2

On donne l’e’qualion;:2 —m =1 d’une hyperbole
rapportée a ses axes et les coordonnées (p,v)d’un
point M de son plan.

Par le point M on méne deux tangentes & U'hyper-
bole la touchant aux points A et B: trouver I'équation
du cercle passant par les points A, B et le centre O de
I'hyperbole.

Ce cercle rencontre Uhyperbole en deux points C et
D, distincts de A et de B : trouver I'équation de la
droite CD.

Si le point M décrit une droite du plan, aux diverses
positions du point M correspondront diverses positions
de la droite CD : quel est le lieu des pieds des perpen-
diculaires abaissées du centre de I'hyperbole sur ces
droites ?

On sait que, par rapport a I’hyperbole, dont I’équation
est
(1) b*xr* — a’y* — a’b*=o
la polaire AB d’un point M (g, v) a pour équation
bpx — alvy —a'b* =o.
Or, une conique passant par les quatre points ou

cette droite et une autre Bx + Ay — AB = o rencon-
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVIL. (Mai 1878.) 13
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trait la courbe (1) sera représentée par
b:_l.'z _ azyz — az[,z

. — K(bpxr —atvy —a’t’) X (Bx +Ay—AB,=o,
soit

(62— KB&*p) a? + (KAa?s — a?)y?
+ K (Ba*y — Ab*p)zy + K (Ba’b* + ABb*p) «
+ K (Aa*bh? — ABa?*v)y — a'h*(1 + KAB) = o.

Pour que la conique passe par P'origine O des coor-
données, il faut que K = —KITS’ et, pour qu’elle de-
vienne un cercle, on doit avoir

Ba*y = Ab'p et b* + a> =KBb*p + KAa®y.

De ces trois relations on tire

b‘pf—*—a‘v’
A= Pe@ o)
p(at+ 6%)
B— l)“p.’—i—a‘uz
o a’v(tz"—l—b?)’
K_—_-__ﬁbz_”w(az +0 bz_)z.

(b‘y.’ -+ a‘,z)z

Il est maintenant facile de trouver que le cercle pas-

sant par le centre de ’hyperbole et par les points A, B,

C, D a pour équation

® (aa bz+ a’b‘ _ b‘p.’— (l“v’).r
02 (azyz —_ b‘.!’l‘?)

v (@it + atbt + b+ att)y
b (a’v" S bzluz)

zt 4 y? +

= o,

et que la droite CD est représentée par
(2) bzy_(az -+ bz)x 4+ a’v (az -+ bz)},_*_ b‘y.’ + a*v* = o.

L’équation de la perpendiculaire abaissée du centre O
sur CD est
a’v
= — X,
Y=
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Cette perpendiculaire rencontre CD en un point
ayant pour coordonnées

b av
3 —_ —_—— .
(3) ar o 7 @t b

Or, le point M décrivant la droite
(4) nRX 4 my — mn — 0,
les variables g, v sont liées par la relation
(5) np + mv— mn=o.

Pour obtenir le lieu cherché, il suffit d’éliminer g, v
entre les relations (3) et (4), ce qui donne '

b*m? (@’ + b*)y + a*n(a® + b*)x + a*b*mn = o,
équation qui représente une droite.

Note. — Solutions analogues de MM. E. Fauquembergue, maitre rc-
pétiteur au lycée de Saint-Quentin ; Gambey ; Moret-Blanc; Thornton.

CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
(ANNEE 1877);

Par M. A. TOURRETTES.

On considére toutes les coniques circonscrites @ un
triangle ABC rectangle en A, et telles que les tangentes
en Bet C & ces coniques aillent se couper sur la hauteur
du triangle. On demande :

1° Le lieu du point de concours des normales en
B et C a ces coniques ;

2° Le liew des centres de ces coniques ; on distinguera
les points du lieu qui sont centres des ellipses de ceux
qui sont centres des hyperboles ;

13.
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3° Le lieu des péles d’une droite quelconque D. Ce
lieu est une conique; on considére toutes les droites D
pour lesquelles cette conique est une parabole, et U'on
demande le lienw des projections du point A sur ces
droites.

Je prends pour axes les cotés AB, AC du triangle, et
Je pose AB=a, AC= 5. Soit M{,[3) un point pris sur
la hauteur AD du triangle ; je tire MB, MC que je con-
sidére comme deux tangentes & I'une des coniques cir-
conscrites au triangle.

1° Les coefficients angulaires de ces tangentes étant

B p—b

» “——> les normales en B et C auront pour équa-
73

oa—a
tions
(1) y="5" (e a)
(2) y—b="a;

b—B
pour avoir le lieu des points de concours de ces normales,
il suffit d’éliminer «, (8 entre (1), (2) et I’équation

(3) ac—bB=o,

qui exprime que lc point M est sur la hauteur AD. On
trouve sans peine les deux équations

ay +bx —ab—=o,

ar—by —=a*— b2

La premiére est I’équation de CD et répond au cas ou le
point M est a D'infinisur AD : alors la conique circon-
scrite est un cercle.

La deuxiéme donne une paralléle a la hauteur, que
Yon construira facilement.

2° Pour avoir 'équation générale des coniques circon-
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scrites au triangle, je forme celles des tangentes : celle

de MB,

(4) (r—8)(a—a)+B(z—a)=0o,
celle de MC,
(5) “(y—B)+ (6—B)(z—=) =0,

et celle de BC,
(6) tly—l—b.r,'-—ab.':o.

Alors I'équation

[(r—8)(e—a) +f(r—a]]
X[a(r—B)+ (b—B)(z—a)]— I ay+bx—ab)=o,

ou 4 est un paramétre arbitraire, est celle des coniques
inscrites dans I'angle BMC; en exprimant qu'elle est
satisfaite par les coordonnées du point A, J’aurais ’équa-
tion demandée, que ’on met aisément sous la forme

(7) bRz +abxy + auy® —abfr — abay —o,

aprés avoir supprimé le facteur ab — a3 — ba; ce fac-
teur ne devient nul que quand le point Mest en D; alors
la conique est I'ensemble de deux droites confondues
avec CB. Elle ne répond donc pas a la question.

Le lieu des centres des coniques (7) s’obtiendra en
éliminant «, 3 entre les dérivées f'x = o, f'y = o, tirées
de ’équation (7), et I'équation (3 ). On trouvera

(8) x’——}’——é(ax——by):o,

équation d’une hyperbole équilatére ayant ses asymptotes
paralleles aux bissectrices des axes, le centre au point

a b Y e . . R
ey et passant par l'origine, ou elle est tangente a la
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hauteur AD, et par les milieux E, F, H des trois cotés
AB, AC, CB.
Le bindme caractéristique des coniques (7) est
ab— 4af3, ou, au moyende (3), 6* — 4o*.
Donc, si

b* — 4o < o, ellipses,
b* — f«* = o, parabole,

0* — fa* >0, hyperboles.

Je construis les deux droites KI, K'T’, données par

o=z g, ct qui vont couper AD prolongée en des points
TetT (*).

Par conséquent, si M, étant toujours sur la hauteur
L’ADL indéfiniment prolongée, se trouve entre les deux
parall¢les IK, I'K/, les con<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>