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PANGEOMETRIE.

Les notions sur lesquelles on fonde la géométrie élémentaire
sont insuffisantes pour en deduire une démonstration du théoréme
que la somme des trois angles de tout triangle rectiligne est égale
a deux angles droits, théoréme de la verité duquel personne n'a douté
jusqua présent, parcequ’on ne rencontre aucune contradiction daps
les consequences qu'on en a déduites et que les mesures directes des
angles des triangles rectilignes s'accordent, dans les limites des er-
reurs des mesures les plus parfaites, avec ce théoréme.

L'insuffisance des notions fondamentales pour la démonstration
de ce théoréme a forcé les géomélres d'admettre explitement ou im-
plicitement des suppositions suxiliaires, qui, quelque simples qu'elles
paraissent n'en sont pas moins arbilraires et par consequent inad-
missibles. Ainsi par exemple on admet, qu'un cercle de rayon infini
se confond avec une ligne droite et une sphére de rayon infini avec
un plan, que les angles de tout triangle rectiligne ne dépendent que
du rapport des cdtés et non des cotés eux mémes, ou enfin, com-
me cela se fait ordinairement dans les ¢lémens de géomélrie, que
par un point donné d'un plan on ne peut mener quune seule droite
paralléle & une autre droite donnée dans le plan tandis que toutes
les autres droiles menées par le méme point et dans le méme plan
doivent necessairement, élant prolongées suffisament, couper la droite
donnée. On enlend sous le nom de droile paralléle & une autre droite
donnée une droite qui, quelque loin qu'on la prolonge des deux cotés,
ne coupe jamais celle A laquelle elle est paralléle. Cette définition
est par elle méme insuflisante, parcequ’elle ne caracterize pas assez
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une seule ligne droite. On peut dire la méme chose de la plupart
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des définitions donndes ordinairement dans les ¢léments de géométrie,
car ces définitions non seulement n'indiquent pas la génération des
grandeurs qu'on définit, mais ne montrent pas méme que ces gran-
deurs peuvent exisler. Ainsi on définit la ligne droite et le plan par
une de lear propriétés; on dil que les lignes droites sont celles qui
se confondent toujours dés qu'elles ont deux poins communs, qu'un
plan est une surface avec laquelle une ligne droite se confond
ioujours dés que la droite a deux points communs avee elle.

Au lieu de commencer la géométrie par le plan et la ligne dvoite,
comme on le fait ordinairement, j’ai préféré de la commencer par la
sphére et le cercle dont les définitions ne sont pas sujelles au re-
proche d'étre incomplétes puisqu'elles contiennent la génération des
grandeurs qu’on définit.

En suite je définis le plan comme le lien géométrique des in-
tersections de spheres égales décrites autour de deux points fixes
comme centres. Enlin je délinis Ja ligne droite comme le lieu géo-
mélrique des intersections de cercles égaux situés tous dans un méme
plan et décrits de deux points fixes de ce plan comme centres. Ces
définitions du plan et de la ligne 'droite acceplées, toute la théorie
des plans et des droites perpendiculaires peut étre exposée ct démon-
trée avec beaucoup de simplicité et de briéveté.

Etant donné une droite et un point dans un plan, jappelle
paralléle & la droite donnée menée par le point donné la droite li-
mite entre celles des droiles menées dans le méme plan par le méme
point et prolongées d'un coté de la perpendiculaire abaissée de ce
point sur la droite donnée, qui la coupent et de celles qui ne la
coupenl pas.

Jai publié une théorie compléle des parallétles sous le (itre
» Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin
1840. In der Finckeschen Buchbandling.« Dans ce travail jai ex-
posé d'abord tous les théorémes qui peuvent étre démontrés sans le
secours de la théorie des paralleles. Parmi ces théorémes, le théo-
réme qui donne le rapport de la surface de tout triangle sphérique
a l.a_ surface de la sphére entiére sur laquelle il est tracé est parti-
cuhérgmant remarquable ‘(Gc{)n.mlrische Untersuchungen § 27). Si 4, B,
C désignent les angles d’'un triangle sphérique et o deux angles droits,
le rapport de la surface de ce triangle i la surface de la sphére &
laquelle il appartient sera égal au rapport de

S+ B+ C—m)

4 quatre angles droils.

’
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Ensuile je démontre que la somme des (rois angles de toul (rian-
gle rectiligne ne peul jamais surpasser deux angles dmit.&? (Geomeltr.
Uﬂlur.‘iuchungcn. § 19) et que, sicetle somme est égale a deux an-
gles droits dans un triangle rectiligne quelquonque, elle le sera dans tous
(Geomelr. Untersuchungen § 20). Ainsi il 0’y a que deux supposi-
tions possibles: ou la somme des trois angles de_l-uut (riangle recti-
ligne est égale & deux angles droits, cette supposition donne la géo-
métrie connue — ou dans tout triangle rectiligne celle somme esl
moindre que deux angles droits et celte supposition sert de base &
une aulre géomélric, a laquelle javais donné le nom de géoméfrie
imaginaire, mais qu’il est peut étre plus convm_ml}le‘ de nommer Pan-
géométrie parceque ce nom désigne une _lhéurlc géumélrique géné-
rale, qui comprend la géométrie ordinaive comme cas particulier.
Il suit des principes adoptés dans la Pangéomélrie, quune perpen-
diculaire p abaissée d’un point d'unc droite sur unc de ses paralléles
fait avec la premiére, deux angles, dont lun est aigu. .]'np!}ullc cel
angle, angle de parallélisme et le coté de la premiére droite ou il
se trouve, colé qui est le méme pour lous les points de celte droile,
coté du parallélisme. Je désigne cet angle par I (p), puisquil dépend
de la longueur de la perpendiculaire. Dans la géomélrie ordinaire on
a toujours IT(p) = un angle droit pour toute longueur de p. Dans
la Pangéométrie l'angle IF(p) passe par toules les valeurs depuis zero
qui repond & p=co, jusqu'd I (p) = un angle droit, pour p =o.
(Geometrische Untersuchungen § 23) Pour donner a la fonction I7(p)
une valeur amalytique plus générale jadople, que la valeur de celte
fonction pour p negatif, cas auquel la définition primitive ne s'étend
pas, est fix¢ par I'équation suivante

()4 1 (—p) ==
ainsi pour tout angle A>0 el <7 on pourra {rouver une ligne p

telle que IT (p)=A, ou la ligne p sera positive si A<g.ﬂe[‘_ipr0_

quement il existe pour loute ligne p un angle A tel que A==1IIp).
Jappelle cercle limite le cercle dont le vayon est infini, il pourra
étre tracé par approximation en en construisant de la manicre sui-
vante, autant de points qu'on voudra. Prenons un point sur une droite
indéfinie, mommons ce point sommet et cette droite axe du cercle

limite, construisons un angle A >0 et {;, dont le sommel coin-

cide avee le sommet du cercle limite, et dont laxe soit un des cotés,
soit eofin « la ligne qui donne I (a) = A el construisons sur le se-
cond coté de langle, i partiv du sommet une droite 2a, le point qui
termine cette droite se trouvera sur le cercle Jimite; pour conhin=

-
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neir le tracé du cercle limite de lautre cdté de l'axe il faudra ré-
péter cette construction de ce cOlé. I s'ensuit que toules les droites
paralléles & Paxe du cercle limile peuvenl étre prises pour axes.
La révolution du cercle limile autour d’un de ses axes produit une
surface que je nomme sphére limile, surface qui est par consequence
la limite de laquelle la sphére s'approche si le rayon croit & I'infini.
Nous nommerons Uaxe de revolution, et par consequence aussi toutes
les droites paralléles & I'axe de révolution, axes de la sphére limite
et plan diamétral fout plan qui conticnt un ou plusieures axes de
Ja sphére limite. Les intersections de la sphére limite par ses plans
diamétraux sont des cercles limites. Une patie de la surface de la
sphére limite, limitée par trois ares de cercle limile sera nommée
triangle sphérique limite, les ares de cercle limite seront appelés les
colés et les angles diédres entre les plans des ces arcs :1[1gics du
triangle sphérique limite, Deux droites paralléles aune troisieme sont
paralléles entre elles. (Geometrische Untersuchungen § 25). 1l sen-
suit que tous les axes du cercle limite et de la sphére limite sont
pavalléles entre eux. Sitrois plans se coupent deux a deux en tru!s
droites paralléles et si I'on limite chaque plan & la partie qui est si-
tuée entre ces paralléles la somme des trois angles diédres que ceS
plans formeront sera égale i deux angles droils (Geometrische Un-
tersuchungen § 28). Il suit de ce théoréme que la somme des an-
gles de tout triangle sphérique limite est égale & deux angles droils,
et fout ce qu'on démontre dans la géoméltrie ordinaire de la propor-
tionalité des edtés des triangles rectilignes peut par consequence étre
démontré de la méme maniére dans la Pangéométrie des triangles
sphériques limites, en remplacant seulement les droiles purul]éles a
Fon des eotés du triangle rectiligne par des ares de cercle limite
menés par des points dun des cotés du triangle sphérique limite et
faisant tous le méme angle avec ce colé. Ainsi par exemple sip, g, 7

3 - " . L] :#
sont les cdtés d'un teiangle sphérique limite rectangle et P, O, 5

les angles opposés a ces cotés il faut adopter, de méme que pour les
triangles rectilignes rectangles dans la géométrie ordinaive les équa-
flons survantes

p=rsin P =rcos Q

g=rcosP=rsin Q
T

Dans la géométrie ordinaire on démontre que la dislance de
deux droites paralléles est conslante.

Dans la Pangéométrie au conlraire la distance p d'un point d'une

-
-/
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droite & la droite paralléle diminue du coté du parallélisme, c'est
a dire du coté vers lequel est tourné l'angle de parallélisme IT (p).

Maintenant soient s, s, s”..... une seriec d'ares de cercle limite
compris entre deux droites paralléles, qui servent d’axes A tous ces
cercles limites, et supposons que les parties de chaque paralléle com-
prises entre deux arcs consecutifs soient toutes égales entre elles et
égales & x, nommons E le rapport de s i s

E}:E

ou E est un nombre plus grand que l'unité.

. n
Supposons d'abord que E =, m,n etant deux nombres en-

tiers, divisons larc s en m parlies égales. Par les points de division
menons des droites paralléles a l'axe des cercles limites, ces paral-
léles diviseront chacun des arcs s', s” etc. en m parties égales entre
elles. Soit AB la premiére partie de s, A'B' la premiére partie de s/,
A"B’ la premiére partie de s” ete. 4, 4" A4”.... les points situées
sur l'une des paralléles données et posons A'B’ sur AB de maniére
que A et A' coincident et que A'B’ tombe sur AB. Répétons cette
mn

. ’ i ; o o il ;
superposition 7 fois de suite. Puisque par supposition e il

faudra que nA'B' = mAB et que par consequence la seconde extremité
de A'B' coincide aprés la n'*™ superposition, avec la seconde extre-
mité de s, qui sera divisé en n parties égales; s's".... seront aussi
divisé en en m parties égales chacun par les droites paralléles aux
deux paralléles donuées. Mais si V'on imagine, qu'en faisant la su-
perposition indiquée ci dessus A'B' emporte la partie du plan limité
par cet arc et les deux paralléles menées par les extremités il est
clair qu'en méme temps que n fois A'B’ couvre tout larc s, nd’B’
couvrira tout larc s' et ainsi de suite parceque dans ce cas les pa-
ralléles doivent coincider dans toute leur étendue de sorte que I'on aura

nd"B" = mA'B’
ou ce qui est la méme chose

! '
s n
w=-=F; - =F elc.
s m

in

o

ce quiil fallait démontrer.

Pour démontrer la méme chose dans le cas que E est an nom-
bre incom mensurable, on pourra employer une des méthodes usitées

eé
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pour des cas semblables dans la géoméirie ordinaire; jomets ces dé-
tails pour abréger. Ainsi
8 il

r
5
""f=“5.,: i.ﬂ.i.....,-._:E

8 b

o

Aprés quoi il n'est pas difficile de conclure que
; -
§ =s F
) 3 - L]
ou E est la valeur de 5 pour z, distance entre les arcs s, s' égale
a Vunité.

Il faut remarquer que ce rapport E ne dépend pas de la longueur
de Tarc s, et reste le méme si les deux droites paralléles données
s' éloignent ou se rapprochent I'une de l'autre. Le nombre E, qui
est nécessairement plus grand que l'unité, ne dépend que de l'unité
de longueur, qui est la distance entre deux arcs consecutifs et qui
reste complétement arbitraire. La propriété que nous venons de dé-
montrer par rapport aux arcs §,§,s..., subsiste pour les aires.

P,P,P'...., limitées par deux arcs conseculifs et les deux paral-
léles. On a donec.

-&T
P=PE

Si nous réunissons n aires semblables P, P, P’.... P7-") la

somme sera
-1z

1—E
—
1—E
Pour n=co cette expression donne l'aire de la partie du plan
entre deux droites paralléles, limitée d’un cdté par larc s, et jlli-
mitée du colé du parallélisme, et Ja valeur de cetle aire sera
o
1—E
Si nous choisissons pour unité des aires T'aire P qui répond &
un arc s égal aussi & l'unité et &4 =z =1 elle deviendera générale-
ment pour un arc s quelconque
Es
E—1,
Dans la géométrie ordinaire le rapport désigné par E est eon-
stant et égal a l'unité; il s'ensuit que dans la géométrie ordinaire
deux droites paralléles sont par-tout équidistantes et que Yaire de

P



la partie du plan située entre deux droites paralléles et limitée d'un
colé seulement par une perpendiculaire commune & elles, est infinie.

Considérons a présent uo triangle rectiligne rectangle dont a, &, ¢

. ’ ﬂ L . L
soient les cOlés et A, B, 5 les angles opposcs a ces cOlés. Les an-

gles 4, B peuvent étre pris pour des angles de parallélisme [1(a),
11 (8), correspondant & des droites de longueur &, 8, positives. Conve-
nons encore de désigner dorénavant par une lellre avee un accent une
droite dont la longueur correspond & un angle de parallélisme qui
est le complément & un angle droit de Pangle de parallélisme, cor-
respondant a la droite donl la longueur est désignée par la méme
letire sans accenl, de maniére & avoir toujours

o) 11 (a') —_—% T

0+ () =57

Désignons par [ (a) la partie d'une parallele & un axe de cercle
limite interceplée entre la perpendiculaire a I'axe menée par le som-
met du cercle limite et le cercle limite lui méme si celte paralléle
passe par un point dela perpendiculaire donl la distance au sommet
est a et soit enfin L (a) la Dngueur de I'arc depuis le sommet jus-
qu'a cette paralléle.

Dans la géométrie ordinaire on a

flay=o
Lia)=u«a
pour toute ligne a.

Menons une perpendiculaive AA' au plan du (riangle rectangle
dont les cotés ont é1é désignés a, b, ¢, perpendicu’aire qui passe par
le sommet A de I'angle II (a). Faisons passer par celte perpendicu-
laire deux plans dont l'un, que nous appellerons le premier plan,
passe aussi par le coté &, et lautre, le second plan par le coté e
Construisons dans le second plan la droite BB paralléle a AA' qui
passe par le sommet B de l'angle II(£) et faisons passer un (roisiéme
plan par BB et le edté a du triangle. Ce trosiéme plan cou-
pera le premier en une droite CC' paralléle & AA'. Concevons
maintenant une sphére déerite du point B comme cenlre avec un
rayon arbitraire mais plus petit que a, sphére qui coupera con-
séquemment les deux colés a, ¢ dutriangle et la droite BB' en trois
points, que nous nommerons, le premier n; le second m, etle troi-
sieme k. Les ares de grands cercles, intersections de cette sphére par
les trois plans passant par B, cercles qui reunissenl deux a deux les points
n, m, k, formeront un triangle sphérique rectangle en m, dont les

(X
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cotés seront mn=1II(f), km=1IUI(c), kn=II(a). L’angle sphéri-
que fnm =IT(b) et Vangle kmn sera droit. Les trois droites étant
paralléles entre elles la somme des trois angles diédres, que les par-
ties des plans AA'BB', AA'CC', BB'CC' siluées entre les droites AA',
BB', €C' (orment entre elles, sera égal A deux droits. 1l s'ensuit que
le troisitme angle du triangle sphérique sera mkn = IHI(a'). On voit
done qu'a tout triangle rectiligne rectangle dont les cotés sont a, b, ¢

: T . 2
et les angles opposés II (o), I (/5), r correspond un triangle sphé-
vique rectangle dont les cotés sont I (), I (c), IT(a) et les angles

; T . % ope

opposés II'(a'), IT(b), —. Construisons un autre triangle rectiligne

rectangle dont les cotés perpendiculaires entre eux soient ¢, a, dont
Thypotenuse soit g, dont I7(4) soit I'angle opposé au coté a et IT ()
I'angle opposé au coté ¢'. Passons de ce (riangle au triangle sphéri-
que qui lui correspond de la méme maniére que le (riangle sphérique
kmn correspond au triangle ABC. Les coOtés dece triangle sphérique
seront conséquemment
I (), (g), I (a)
¢t les angles opposés

T (x), ),

et il aura ses parties égales aux parties correspondantes du triangle
sphérique kmn, car les cOtés de ce dernier élaient

() O(£) M(a)

115

et les angles opposés
T
(), I (o), E
¢e qui montre, que ces lriangles sphériques ont leurs hypotenuses
égales et un angle adjacent égal.

Il s'ensuit que
U=c;g=p; b=N

et ainsi l'existence d'un triangle recliligne rectangle avee les cdtés
a b

I (a) IH(B)

et les angles opposés

wly e

. ' . T
suppose l'existence dun autre (riangle rectiligne rectangle avec
les cotés

a o f et les angles opposés

(b)) I (c) _”_23 .

ee
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On exprime la méme chose en disant, que st
ﬂ, b’ {‘1 ai‘ 18
sont les parties d'un triangle rectiligne rectangle
a, & B, & ¢
seront les parties correspondantes d'un autre triangle rectiligne rec-
tangle. Si nous construisons une sphére limite, dont la perpendiculaire
I - g. -
A4" au plan du triangle rectiligne rectangle douné soit un axe et dont
le point A soit le sommet, nous aurons un triangle situé sur la sphére
limite et produit par son intersection avec les trois plans conduils
par les (rois cotés du triangle donné. Désignons les trois cotés de ce
triangle sphérique limite par p, ¢, r de maniére que p soit l'inter-
seetion de la sphére limite par le plan qui passe par a, ¢ l'intersection de
la sphére par le plan qui passe par &, r Ilintersection de la sphére
timite pac le plan qui passe par ¢; les angles opposés a ces cotés
seront: I (¢) oppusé a p, IT'(a') opposé a ¢ et un angle droit op-
posé a r, D'aprés les conventions adoptés ci dessus ¢ = L (b) r = L (c).
La sphére limite coupera la droite CC' en un point, dont la distance
a € sera, d'aprés ces mémes conventions, f (4); dela méme maniére
nous aurons f (¢) pour la distance du point d'intersection de la sphére
limite avec la droite BB' au point B.
Il est facile & voir quon aura

f(8) 41 (a)=Ff(c)

Dans le triangle dont les cdtés sont les ares de cercle limite
p, ¢, T NOOS aurons
p==1sin 11 (Gt); q =1 cos I {a)
En multipliant la premiére de ces deux équations par EN®) il viendra
p Ef®®) =y sin I (). E"(®,
Mais
p Ef®) = L (a)
et par conséquence
L (@) = v sio IT (). E’8)
De la méme maniére on a
L (b) = r sin I () E/(@)

En méme lemps g=rvcos Il («), ou ce qui est la méme chose
L (b) = rcos Il (z). La comparaison des deux valeurs de L (5) donne
I'équation

cos IT (¢) = sin 11 (B). E(* (1)

ec
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En substituant &' & @ et ¢ & A sans changer «, ce qui est per-
mis d'aprés ce qui ¢ été démountré plus haut, nous aurons.

cos I (b') = sin II (c). EV(®
ou puisque I (8) + H (b)) .__..f_;
sin I (b) = sin I1 (c) Ef ()

De la méme maniére on doit avoir
sin T (a) = sin 1 (c) EN®
Multiplions la derniére equation par Ef®) ¢t substituons [ (¢) a la
place de [ (b) + [ (a); cela donnera
sin IT (a) E"®) = sin I1 (c) Ef(e)

Mais comme dans un triangle rectiligne rectangle les cotés per-
pendiculaires peuvent varier de maniére a laisser I'hypothebuse con-
stante, nous pouvens poser dans celle éguation 4 =— o sans changey
¢, cela donnera, en remarquant que f (o) =o et Il (0):1?,

1 = sin II%<3 Erc) ou
1

Ef(e) —
sin I (¢)

pour toute ligne c.

Prenons maintenant 1'équation (1)
cos I (o) = sin II (55) Erta)

et substituons y a la place de E®) elle prendra la forme

1
sin X1 (u)
suivante
cos 11 () sin H (a) = sin 1 (f) (2)
En y changeant «, 8, en &', ¢, sans changer a, nous trouyons
sin 17 (&) sin 11 (a) = sin H (c)
I’équation (2) donne en y changeant les lettres
cos I (£) sin IT (b) = sin I («)

Si nous changeons dans cette équation 8, b, e ene, ', d' il viendra

cos M (c) cos I (@) = cos I (b) (3)
De la méme maniére nous aurons
cos I (¢) cos I (8) = cos I (a) (4)

co
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Les équations (2), (3), (4) se rapportent & un triangle sphéri-
que rectangle, dont nous désignerons dans la suite les cotés par

a, b,c et les angles A4, B opposés aux cOlés a,b el L;- opposé A .

Dans les équations citées nous pouvons metire a a la place de IT(5), &

a la place de IT(c), ¢ a la place de /T (a).%—A ala place 1T (), B

i la place de IT(b) de celte maniére les équations citées deviennent.
sin A sin ¢ = sin a.

cos b sin A= cos B. (5)
oS @ c0s b= rcos ¢.

Les équations (5) se rapportent & un {riangle sphérique rectan-
gle, tel quil peut étre déduit d'un triangle rectiligne rectangle, et

T X
dont les colés ne peuvent par consequence surpasser 7 Ajoulons

ue, si nous menons un arc de grand cercle par le sommet de I'an-
gle A perpendiculairement au coté &, cet arc coupera l'arc a ou son
prolongement de maniére que chacun des arcs, depuis le point d'in-

g @ ’ T , :
tersection jusqua b sera =3 et l'angle de ces arcs sera b. Aprés

cela il n'est pas difficile de conclure, que dans triangle sphérique rec-
tangle si

5T : T T

¢ < — on deyra avoir a < -é—; A =

2 2

. T d > o A T
s ¢ = — on devra avoir a= —; A=
1 = evra g =
. T a T aT

enfin si E> g on devra avoir a > 5 ‘4>"§

¥ - - ﬂ -
Il s'ensuit que si mous supposons a >, il faudra supposer en

. T I § . :
méme temps ¢ > —; 4> . Si nous prolongeons dans ce cas les

cotés a, ¢ au déla du coté b jusqu'a leur point d'intersection nous

aurons un autre triangle sphérique rectangle dont les cotés seront

- T R
T —a, b, T —c et les angles opposés ;T — A, B, JE’ c'est a dire

un triangle auquel les équations (3) seront applicables. Mais les
équations (3) ne changent pas de forme si 'on y subslitue (7T —a) 2 a,

cr
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(T—c)ac et (T—A) a A, ce qui démontre que les équations (5)
sappliquent a Cout triangle sphérique rectangle.

Passons a un triangle sphérique quelconque, dont les edlés sotent
a, b,c et les angles opposés A, B, C sans supposer qu'un des an-
gles soit droit, parceque les équalions (5) sont démontrées pour ce
cas la.

Abaissons du sommet de I'angle € wn arc de grand cercle p
perpendiculaire au coté ¢ Il peut y avoir les cas suivants: ou la
perpendiculaire p tombe dans l'interieur du (riangle, divise l'angle €
en deux partics D, C— D, et le coté ¢ en deux parties, x opposé
a D, et ¢c—x opposé & C— D, ou cette perpendiculaire tombe
hors du triangle et ajoute un angle D & l'angle C et un arc « au
coté c.

Dans le premier cas le triangle sphérique donné sera la som-
me de deux friangles sphériques rectangles. Les colés d'un de ces

; T ’
triangles seront p, x, a les angles opposés B, D,:l—; dans l'aulre les

colés seront p,c—x, b les angles opposés A, C — D, % L applica~

tion des équations (5) au premier triangle donne
sin p = sin a sin B
sin & == sin a sin D
cos psin D=cos B (A)
cos x sin B == cos D
COS @ == €08 P COS Z.

Le second triangle fournit de la méme maniére
sin p == sin b sin 4
sin (¢ — &) == sin b sin (C — D) (B)
cospsin (C— D) =cos A
€os p €08 (¢ — x) == cos b.

La comparaison des deux valeur de sin p en (4), ( B) donne ensuite
sin a sin B = sin b sin A (6)

La derniére des équations (B) étant divisée par Ja derniére des
équations (4) donne
cos b

tang ¥ = ———— — Ot C
8 cOsSacosc¢ 5

cT
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mais la combinaison de la seconde, de la troisiéme et de la derniére
des équations (4) donne

tang x = lang a cos B.

La comparaison de ces deux valeurs de tang x nous conduit a
I'équation suivante

€08 b — co0s @ cos ¢ = sin a sin ¢ cos B (7)

Si la perpendiculaire p tombe hors du triangle et ajoute I'are z,
a l'arc ¢, et I'angle D & l'angle C il se formera de méme deux tri-
angles sphériques rectangles. Les cotés de T'un de ces deux triangles

7T ;
seront p, x,a et les angles opposés ;1 — B, D, 37 les cotés de Yau-

tre seront p, ¢ x, b les angles opposés 4, €4 D, %

L'application des équations (3) au premier triangle donne
sin p = sin a sin B
sin & = sin @ sin D
— cosB=rcospsin D (€)
cos D=cosasin B

C05 @ = cospCus &.

le second triangle, dont p,c- z, b sont les cotés et 4, C4 D,E

2
les angles opposés, fournit de la méme maniére
sin p = sin b sin 4
sin (¢ -} @) = sin & sin (C - D)
cos A = cos p sin (C+ D) (D)
cos (C+ D) =cos (¢4 ) sin 4
cos b = cos p cos (¢ + ).
La comparaison des deux valeurs de sinp en (C), (D) donne de
nouveau l'équation (6); nous tirons des équations (C), (D)
cos b

tape x cotg ¢ — ——
8 J c0S a cosc

et des équations (C)
tang « = tang a cos B.

La comparaison de ces deux valeurs de tang z nous mene de
nouveau i I'équat. (7) qui est ainsi démontrée de méme que léqua-
tion (6) l'a été ci dessus pour tous les triangles sphériques en général.

]
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L’équation (7) donne par des changemens de leltres les deux suivantes

cosa— cnsbecos¢c=sinbsinccos A
€08 ¢ — oS a cos b = sin a sin b cos C.

En multipliant la derniére par cos b, en ajoutant le produit &
la premiére et en divisant la somme par sinb

cos a sin & = sin ¢ cos A - sin a cos b cos C;
en y substituant a la place de sinc sa valeur

sin 0 |

sin ¢ = sin a

sin A
conformément & Uéquat. (6) et en divisant ensuite par sina if viendra
cotang a sin & = colang A sin € - cos b cos C. (8)
En y remplacant sin & par sa valeur

et en multiphiant ensuite I'équation par sin 4, il vient:
cos a sin B == cos b cos € sin 4 -} sin Ccos 4

d'ott nous tirons par un changement de lettres
cos b sin 4 = cos a cos Csin B - sin C cos B.

L’¢limination de cos b des deux derniéres équations nous con-
duit & I'équation suivante.
cos a sin B sin C = cos B cos U -} cos 4 (9)

Les équations (6), (7), (8), (9) sont les mémes qu'on donne or-
dinairement dans la trigonométrie sphérique et quon démontre aI'aide
de la géométrie ordinaire.

Il suit de ce qui précéde que la trigonométrie sphérique reste
la méme, soit quon adopte la supposition que la somme des trois
angles de tout triangle rectiligne est égale 4 deux angles droits,
soit qu'on adopte la supposition contraire que cette somme est tou-
jours moindre que 2 droits; ce qui est trés remarquable et n'a pas
lieu pour la trigonométrie rectiligne. Avant que de démontrer les
équations qui expriment, dans la Pangéoméirie, les rélations entre
les cotés et les angles de tout triangle vectiligne, nous allons cher-
cher pour toute ligne = la forme de la fonclion que nous avons dé-
signé jusqu'a présent par I7 (z). Considérons pour cela un triangle
rectiligne rectangle, dont les cotés sont a, d,c¢ et les angles opposés

I (o), IT (B), g—; prolongeons ¢ au de la du sommet de l'angle I1(5)
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of 'I';nisuns le prolongement égal 4 4. La perpendiculaire a £, tlevée
a l'extrémité de cette ligne et du coté de l'angle opposé par le som-
met & {I(5) sera paralléle 3 a el & son prolongement au dela du
sommet de IT (/). Menons encore par le sommet de I (¢t) une droite
paralléle @ ce méme prolongement de a.

Langle que cette droite fera avee ¢ sera IT (c 4 /) et Tangle
qu'elle fera avec & sera II(6) et on aura I'équation
H(b)=H(c+ B)+ U (a) ()
Si nous prenons la longueur £ & partir du sommet de l'angle
I1(B) sur le coté ¢ lui méme et que nous élevons a Iextrémité de
/3 une perpendiculaire & £ du coté de langle I1 (5), celle droite sera
paralléle au prolongement de a au deld du sommet de I'angle droit.
Menons par le sommet de l'angle /7 (z) une droite paralléle a cette
derniére perpendiculaire, qui sera counséquemment aussi paralléle aun
second prolongement de a. L'angle de cette paralléle avec ¢ sera
dans tous les cas II (¢ — f) et I'angle qu'elle fait avec & sera I1(b),
par conséquent
I (b)) =1I (c — p) — I (&) (IT)
Il est facile de se convaincre que celte équation est vraie non

seulement st ¢>> /8, mais aussi si c= /4 et si ¢<( /5. En effet si

7T

¢c=, on a dun ¢oté Ml (c— f) =1II(0) = —, de l'autre cité Ia

perpendiculaire & ¢ menée par le sommet de l'angle IT (z) devient
o R 7T g
paralléle a a d'ou il suit que IT (b) =5 —1 (@), ce qui s'accorde

avec nolre équation.

Si ¢ < B Textrémité de la ligne S tombera au deld du som-
met de l'angle II (&) a une distance égale a £ — c¢. La perpendicu-
laire & B a cette extrémité de £ sera paralléle A a et & la droite
menée par le sommet de l'angle T (¢) pavallélement & a, d'ol il suit
que les deux angles adjacents que cette paralléle fait avec ¢ seront,
Iaigu égal & IT(B —c), Vobtus égal a Il (&) 4- IT (b). Mais la som-
me de deux angles adjacents est toujours égale a deux droits ainsi

H(—c)+HU(a)+4 ()=
ou Hb)=ma— (B —c)— I (a)
Mais d’aprés la définition de la fonction I (z)
R—0(f—c)=1U(c—f)

ce qui donne

() =11 (c— 8) — 11 (¢t)
c'est 4 dire I'équation trouvée plus haut, qui est ainsi démontrée
pour tous les cas.

cé
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Les deux équations (II), (fI') peuvent étre vemplacées par les
deux suivantes
N (b)=3 1 (c+ B) 41 1 (c — 5)
Ho)=1H(c—pF)— 1 e+ £)
Mais |'éguation (3) nous donne
cos 11 (6)
cos Il (¢) —= ————;
) cos I (o)
en substituant dans celte équation & la place de 1T (b), IT (a) lewrs
valeurs, il vient
_cosflet H 4T (e—B) ]

cos 17 (¢) = . : ,
)= tos {ill(c—pB)—il(c+B)}
De cette équation nous déduisons la suivante
tang ? 5 I (¢} = tang 3 1 (¢ — ) tang 3 II (c - 5B)

Les lignes ¢ et 8 pouvant varier indépendemment I'une de I'au-
tre dans tout triangle rectiligne rectangle, nous pouvons poser suc-
cessivement dans la derniére équation ¢c= S, c=24,....c=nb,
et nous concluons des équations ainsi déduites, qu'en général pour
toute ligne ¢ el pour tout nombre entier positil n

tang * § 11 (c) = tang  IT (nc)

Il est facile de démontrer la vérité de cette équation pour =
négatif ou fractionnaire, d'ot il sait, gn'en choisissant I'upit¢ de lon-
gueur telle qu'on ait

tang 1 IT (1) = ¢

ou e esl la base des logarithmes Népériens, on aura pour toute ligne *
~ @
tang 3 I (z) =

Celte expression donne 7 (fc}:% pour x=0 et If (x) =0

pour z ==c0, I (x) = 7 pour 2 = ~~ co eonformément i ce que nous
avons adopté et démontré plus haut.
La valeur trouvée pour tang i /T (x) donne pour toute ligne x.
23
@ —-
et¢
- -
e—f

& -F
et e

sin [1 (:r) = -

cos /1 (x) ==
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el pour deux lignes arbitraives, «,y
. | __ sinll (x)sin 1 (y)
sin I (& 4 y) = 1 4 cos 1] (:B] cos H (y)
sin /1 () sin 11 (y)
—cos 1l (z) cos 11 (y)
| _cos I (x) + cos 11 (y)
cos I (x +y) =1 ~+ cos IT () cos H (y)
cos I () — cos I (y)
1 —cos II (x) cos 11 (y)
sin 1 (z) sin 1 (y)
tang (- 9) = con W {a) + nos H [y):
Les équations (2), (3), (4) que nous avons trouvées pour un

triangle sphérique rectangle se rapportent aussi a un triangle recti-
ligne rectangle dont les cotés sont a, b, ¢ el les angles opposés I (a),

sin I!(:E-——y):i

cos Il (x — y) =

I1 () et FEF Donc en remplagant I7 (o) par A, II () par B nous
aurons pour tout triangle rectiligne rectangle, dont les cotés sont
a, b,c et ou A est Vangle opposé a a, B opposé a & et ;_z opposé a
¢, les équations suivanies:

sin I (a) cos A =sin B

sin ! (c) cos A = eos [l (b) (10)

cos 11 (c) cos B = cos II (a)

A ces équations nous ajoutons encore l'équation que voici et
qui a été aussi démontrée plus haut

sin II (a) sin I1 (b) = sin I1 (c) (11)
La premiére des équalions (10) peut, en y échangeant les let-
tres entre elles, élre écrite ainsi
sin /1 (b) cos B = sin A.
en y substituant la valeur de cos B, tirée de la truisiéme des équa-
tions (10) il vient
sin i (b) cos Il (a) = sin 4 cos II (c)

en éliminant de cette équation sin I7 (6) au moyen de 1'équation (11)
nous aurons B
tang I7 (c) = sin A tang I (a). (12)

Suient maiutenant a, b, ¢ les colés d'un triangle rectiligne quel-

ce
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quonque et A, B, C les angles opposés a ces cdtés. Abaissons du som-
met de l'angle € une ptrpendlculmre p sur le cOté c. Si p tombe
dans linterieur du triangle, de maniére a diviser 'angle € en deux
angles D et € — D et le ¢Oté ¢ en deux parlies, i opposé & D, ¢ —
oppos¢ a C— D, il se lormera deux triangles rectilignes rectangles.
Les cotés de T'un des ces triangles seront p, x, b, les angles opposés

4, D,—, les colés de lautre seront p, ¢ — x, a et les angles oppo-

sés B, C— D, ﬂ—:

Lapplication de I'équation (12) au premier de ces triangles donne
tang II (6) = sin A tang II (p)
du second de ces triangles nous tirons de la méme maniére
tang 11 (a) = sin B tang 11 (p)
d’ot nous concluons

sin A tang IT (@) = sin B tang 11 (3). (13)
L’application des équations (10) et (11) au premier triangle fournit
cos I7 (b) cos A = cos Il (x)

sin IT (z) sin I1 (p) = sin I (b)
le second triangle donne
sin 11 (p) sin I (¢ — x) = sin 11 (a).

En substituant dans cette derniére équation au lieu de sin I (¢ — x)
sa valeur tirée delaformule générale trouvée plus haut pour sin f7(x—y),

il vient
sin IT (a) _ sin 11 (c) sin IT ()

sin II (p) ~ 1 —cos II (c) cos 1] (x)
d’ou nous déduisons en substituant

sin I7 ()
sin I (x)
cos H(m) = cns [I (b) cos 4

sin {1 (P;I —

I'équation suivante

1 — cos I (B) cos I (c) cos A =sin IT (b) sin 11 (c)

sin I (a)
q!

Les équations (13), (14) se vérifient d'elles mémes si A=-E

out la perpendiculaire p se confond avec le cdté 4, car dans ce cas I'équa-
tion (13) se réduit & I'équation (12) et l’équatwn (14) al'équation (11)

(14

ce
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¢quations qui ont ¢té démonirées pour tout {riangle rectiligne rec-
tangle. Si la perpendiculaire p tombe bors du triangle sur Je pro-
longement de ¢, et ajoute une ligne z & la ligne ¢ et un angle D
a Tangle €, il se forme deux triangles rectangles, les cotés de l'un

7T , ;
sont p, z, b et les angles opposés (;t — 4), D, -, les cdtés de I'au-

T
lre seront p,c<-x, a et les angles opposés B, C 4 D, %

L'application de I'équation (12) au premier de ces {riangles donne
tang IT (b) = sin A tang IT (p).

Du second (riangle nous tirons de la méme maniére
tang II (a) = sin B tang II (p).

En éliminant tang II (p) des deux derniéres équations on (rouve
de nouveau I'équation (13). L'application des équations (13), (11) au
premier triangle lournit

— ¢05 IT (b) cos A = cos IT (x)
sin I (b) = sin IT (z) sin IT (p);
du second triangle nous tirons de la méme maniére
sin IT (a) = sin 11 (p) sin II (¢ -} x).

En remplagant dans cetle équalion sin /7 (c 4~ z) par sa valeur

tirée de la formule générale trouvée plus haut pour sin 77 (xz 4 y), on a

sin /7(a)  sin 77 (c) sin 77 (x)
sim 77 (p) 1 4 cos I1 (c) cos I (x)

En substituant dans celte équalion

in 77 (1
sin 77 (p) = Z:—:Ff:-% cos /7 (x) = — cos 1T (b) cos 4
il vient
sin 77 (a) sin 77 (c)

1 — cos /7 (b) cos 17 (c) cos A

équation (14).

(
sin 77 (b)
équation identique a

Les équations (13), (14) sont ainsi démon(rées pour foul trian-
gle rectiligne

g

L'équation (14) donmne par un changement de lettres

o sin 77 (c) sin 77 (a)
1 — cos I7 (¢) cos IT (a) eos B = — 0

¢e
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En multipliant cette équation membre & membre avee l'équation
(14) nous trouvons
1 — cos 77 (c) cos 17 (a) cos B — cos 7 (b) cos J1 (c) cos A
—- cos 17 [a) cos 17 (b) cos? 1T (¢c) cos A cos B = sin” 1T [c)
ou ¢os?® f1(c)—-cos I7(c) cos IT(a) cos B—cos 77(b) cos I1(c) cos A
~+ cos 77 (a) cos 17 (b) cos * I/ (¢) cos A cos B =o.

En supprimant dans cette équation le facteur commun cos 77 (c)
nous avons

cos 77 (¢)4cos 27 (a) cos J7 (b) cos {7 (c) cos A cos B — cos I7 (a) cos B
— c0s I7(b) cos A=o.
De la méme maniére nous trouvons
cas 77 (g) <+ cos 77 (a) cos 11 (b) eos X7 () cos B cos € — cos TT (b) cos €
— ¢os [7(¢) cos B =o.

Multiplions cetie équation par cos A et retranchons le produit
du produit de I'équation précédente par cos C nous aurons:

cos /1(a) 2 cos A -4-cos Bcos O } == cos /7 (c) gcns C+cos A cosB}
Elevant les deux membres de cette équation au carré et divi-

sant aprés par cos * 27 (c), elle prend la forme suivante
cos * 77 (a)
cos * 17 (c)

Mais I'équation (13) donne
1 sin® A
m: 1 +mtang’ﬂ(a}

1Sj nous substituons dans l'avant-derniére équation au lieu de

cos [7 (c)
cos? I (a) 4

{cosA-I—cosBcosG}’:ims C -+ cos A cos B E’

sa valeur donnée par la derniére, il vient

¢0s C4-cos Beos A |”
cos A cos Beos C i

sin*d |
g oS0 H(a)=g

el ensuite
sin® 77 (a) { 1 —

sin’? A} __sin® B (sin? C —sin” A)
sin® C) ~~ (cos A4 cos B cos ()

Divisant les deux membres de cette équation par sin® € — sin” 4
el extrayant la racine carrée il viendra

_ sin I sin C
~ ¢os A cos Beos C

sin 77 (a)

100
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sans ambiguité de signe, parceque les deux membres de la derniére

o , T
¢quation sont tous les deux positifs. En effet 77 (a) < 5 ! B m,

U<, d'ou il suit que les sinus de ces angles sont positils; ensuite
cos A+ cos (B4 C)=2cos (A4 B4 C)cosy (B4 C— 4]
Mais A 4+ B+ C <z, par conséquence
cos (A4 B4 ()

eos}(BL-C— 4,
en ajoutant a chacun des deux membres de la derniére équation le
nombre positif sin B sin €' nous trouvons
cos A cos Beos C> o

Ainsi dans tout triangle rectiligne
sin B sin €

05 A os Bcos 0 =——r— (15
cos A ¢ cos C W70 (15)

La multiplication de I'équation (14) membre & membre par I'équa-
tion suivante, qui en vésulte par un changement de lettres
sin 77 (a) sin 77 (b)

sin 47 (c)

sera positif ainsi que

(16)

1 —cos I7(a) co I7(b) cos C =
donne
§ 1 —cos IZ(ajcos JT(b)cos Cf {1—cos IT\b)cos /T c)cos A | =sin® I7}5)
a laquelle on peut aprés Texéeution de la multiplication indiquée dans
le premier membre donner la forme suivante:
cos” 17 (b) — cos 17 (a) cos 17 (b) cos C— cos I7 (b) cos 17 (c) cos A
~} cos® 17 (b) cos [T (a) cos IT(c) cos 4 cos € = o.
ou en divisant par cos /7 (b)
cos I7 (b) + cos I7 (a) cos 7 (b) cos 77 (c) cos A cos C— eos IT (a) cos G
— 08 I [c)cos d =na. (17)
Mais nous trouvons d'aprés I'équation (13)
cos I7 [¢) = el gﬁﬁ) :lnf cotang /7 (a)

I?ans cetle équation nous pouvons substituer a sin 77(c) sa va-
leur tirée de l'équation (16); aprés quoi
c0s 77 (¢) = —— sin ﬂlb} cos I7 [ajsin € ?
"1 — cos 27 [a) cos IT (b) cos C ] sin A.

0T
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La substitution de cette valeur de cos 77 (c) dans I'équation (17)
pous donne
: : cos 17 (b)
colang 4 sin C'sin 77 (b) 4 cos C 8 1 7 (18)
Réunissons les équations (13), (14), (15), (18) qui expriment
les dépendances entre les cOlés et les angles de tout triangle recti-
ligne, pour en faciliter I'application
sin A tang 77 (a) = sin B tang 17 (b) \
sin 77 (b) sin 77 (c)
sin {1 (a)
sin B sin C (19)
sin 17 (a)

colang 4 sin Csin 77 (b) 4 cos € =

1 —cos I7(b) cos I7 (c) cos A =

cos A4 cos Beos C =
cos £7 (b}
cos 11 (a)

A commencer par ces équations la Pangéométrie devient géo-
métrie analytique et forme de celte maniére une théorie géometri-
que compléte et distincte. Les équations (19) servent & représenter les
lignes courbes par des équations entre les coordonnées de leurs
points; a calculer la longueur et les aires des courbes, les surfaces et
les volumes des corps, comme je I'ai montré dans les mémoires
sclentifiques de I'université de Kasan pour I'année 1829,

Il a été remarqué plus haut que la Pangéométrie donne la géo-
métrie ordinaire si nous supposons les ligues infiniment petites. Nous
pouvons maintenant vérifier cette assertion.

Pour toute ligne » infiniment petite nous pouvons admetire les
valeurs approchées suivantes:

cotang I7 (x) = x
sin I7 () =1 —}2°
cos IT (x) = .

Si nous regardous les cdtés du triangle comme des infiniment
petits du premier ordre et que nous négligeons les infinjiment pe-
tits d'un ordre supérieur au second, les équations (19) prendront,
apres la substitution des valeurs approchées de sin 77 (a), sin I7(b) etc.
la forme suivante;

bsinA=asin B

a’ =06"+4c¢* — 2bccos 4
cos A 4cos (B4 C) =0
asin (A 4 ') = b sin A

o1
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Les deux premiéres de ces équations. sont les équations con-
nues de la trigonometrie ordinaire. Les deux derniéres donnent

A—I—B—}-C:.’f—

Nommons, pour donner un exemple de la représentat’on des
lignes courbes par des équations entre les coordonnées de leur
points, y la longueur de la perpendiculaire abaissée d'un point de la
circonférence d'un cercle de rayon » sur un diamélre fixe de ce
cercle, el z la partie de ce diamétre entre le centre et le pied dela
perpendiculaire y. L'application de I'équation (11) au triangle rect-
angle dont les colés sont a,y,r donne

sin /7 (x) sin J7 (y) = sin 77 (r) (20)

ce qui est I'équation d’un cercle entre les coordonuées rectangles o, y.
5i nous convenons de compler x & partir d'une extrémité du dia-
melre, I'équation (20) devient
sin /7 (r — x) sin I (y) = sin 17 (r)

. r -r r-o =r+y .y -y

ou bien 2ete )= Fe )(ete’);
r

si nous divisons celle équation par e, el que nous posons aprés
r = 00, nous aurons I'équalion suivanle, qui est I'équation du cer-

cle limite
[ 4

; &g WY =
2=—1(e ¢ )e
ou sin 77 (y) = tang § 17 ().

Il suit de la définition du cercle limite que deux axes du cer-
cle menés par les deux extrémités d'une méme corde, sont égale-
ment inclinés sur cette corde, propriélé qui pourrait servir de défi-
nition au cercle limite el de laquelle on peut aussi déduire I'équa-
tion de celte courbe en considérant le triangle dont les colés sont a,
y et la corde 2a du cercle limite; les angles de ce triangle seront

A ¥ ' b3 :T ¥ )

T (a) — IT(y) opposé & x, IT (a) opposé & y el — opposé & 2a.
Conformément aux équations (10), (11) on a dans ce triangle

sin 77 (x) sin 77 (y) = sin /7 (2a)
sin 77 (x) cos { 17 (a) — I (y) } =sin 77 (a
sin 77 (y) cos 11 (a) = sin { 17 (a) — 1T y) I
La derniére équation donne
2 tang 77 (y) = tang 77 (a) (21)
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ct la premiére peut étre écrite ainsi

sin* /T

N g L i
1 -} cos? 17 (a)

En substituant dans celte équation au lieu de sin® /7 (a), 1 4 cos* /7'a)

leurs valeurs en tang?® /7 (a) ¢t en introduisant la valeur de tang® IT (a)

tirée de l'équation (21) il vient

2 tang * 17 (y)
1 4 2tang* /1 (y)

2 sin I (y)
i~ sin? i (y)

Seosts I {z)) = 1 +sin T (y) v
: 1 - sin” M (y)
. L —sin I (y) {?
9 sin? 1 I (') = | .1 ) }
L < sin* I (y)
En divisant la deruiére de ces équations par l'avant-derniére
et extrayant la racine carrée, nous aurons

1 1 —sinII(y)
gl =T i

d'ou sin IT [y) = : +:::]‘; ; ﬁ :;;
Le second membre de cette équation peut prendre la forme suivante:
cos } I (z') — sin & I (2)
cos i I (x') 4 sin ; H_(:.U'}
sin} ;71— 31H(z')] sinyM(a)
cos | yr— i U (o) i =SDS},H[JJJ_

sin 77 (z) sin T (y) =

et ensuite

sin H:.rj =

d'ou nous déduisons

ou

et par conséquence
sin I (y) = tang § IT ()

comme nous avons trouvé plus haut,

Pour donner un exemple de la rectification des courbes, cher-
chons I'expression de la longueur d’une circonférence de cercle de ra-

2

, ou n

yon r. Menons deux rayons, dont I'angle an centre soit

désigne un nombre entier. Abaissons de l'extrémité d’un de ces deux
rayons une perpendiculaire p sur l'autre. Le produit np différera d'au-
tant moins de la longueur de la circonférence du cerele que n est

101



— 303 -

plus grand. Le triangle rectangle, dont p est une cathéte, » I'hypo-

T, 4
tenuse et —- l'angle opposé a p donne (équat. 13).

tang /1 (p) = tang II''r)

.
sin
n

Mais il est connu que
27
lim { nsin — } = o
1
powr a= 00, tandis que
2

- lzmg II(p) =

n -p

n(e—e )

g =P
ef nle—e )=2np
avec une approximation d'autant plus grande, que n est plus grand

el conséquement p est plus petit. Aprés qum
circonlérence (r = up = ‘T cotg IT r)

cest a dire circonférence (r, = (e—-e )rr
ce qui donne pour r trés petit
circonférence (r) = 27r

comme dans la géométrie ordinaire,

Déterminons encore l'arc s de cercle limite au moyen des co-
ordonnées: y perpendicu]a're abaissée d'une extrémilé de l'arc s sur
I'axe menée par lautre extrémilé, x partie de celte axe comprise
entre le sommet de l'arc et le pted de la perpendiculaire. Soit ¢ la
corde de P'arce s; soient de méme c,c,c, ..... les cordes des arcs

1? Ya¥ Y3
1 | y )
-i;s. i N e e Nous avons démontré plus haut (équat. 21) que

cotg IT (y) = 2 cotg 11 (} c)
sembliblement on a
COt“‘ I[‘r.', =2 cotg Il (2 cl)

coty I{ic)=2cotg H(ic,
cotg TF(ic,)=2cotg I } ¢,
et généralement pour tout nombre n entier positil
cotg Il (3 ¢c,_,) = 2 cotg II (] ¢,)

d'ou nous concluons
cotg II (y) = 2"*" cotg I1 (! c,)

si n est un nombre trés grand et c, par comséquent une ligne tres
pelite nous aurons
QN+t cotg I (} cﬂ) =2"¢c;

T0é
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Mais 2% ¢, =148 pour f =30

d’olr il suit que
s = cotg I (y) (22)

Déterminons encore lare s de cercle limite au moyen de la
partie ¢ de la tangente au sommet de I'axe menée par une extré-
mité de l'arc s, comprise entre le point de contact et I'intersection
de la tangente et de l'axe menée par Pautre extrémité de larc s,
¢ est-a-dire déterminons la fonction que nous avons auparavant dé-
signée par L (¢). Dans le triangle dont les cOlés sont ¢, ¢, [ (1) etles

angles opposés II (1), ot — II(}c), -g — II (% ¢) nous trouvons en appli-
quant 'équation (13)
sin 11 (t) tang IT (c) = sin LI (3 ¢) tang II (1),
Mais nous avons vu que (équation 21)
tang M (3 ¢) = 2 tang I [y)

a quoi nous ajouterons la remarque que

sin® II (4 c)
tang II (c) = 2es (19
et il vient
cos IT (1) = 2 cotg T (1 c)

¢'est-a-dire, en vertu de l'équation (22)
cosH(t) =s=L(t).

L’'équation de la ligne droite a une forme assez compliquée, si
I'on veut qu'elle soit générale et qu'elle représente la ligne droite,
quelle que soit sa position par rapport aux axes des coordonnées.
Abaissons d'un point fixe de la droite donnée une perpendiculaire a
sur l'axe des z et nommons L I'angle que cette perpendiculaire faif
avec la droite Nommons encore y la perpendiculaire abaissée sur
Paxe des z d'un autre point de la droite donnée dont / soil la di-
stance au premier point; soit enfin x la partie de l'axe des x com-
prise entre les deux perpendiculaires. Menons une ligne droite par
le sommet de a el le pied de y et soit r la longueur de la partie
de cette droite comprise entre ces deux points. 1l se formera deux
triangles l'un rectangle avec les colés a, x,r et les angles opposés

:"-r » ¥ ¥ r
4 X7 Iavtre avee les cbtés y,r, 1 et les angles opposés L — X,

iy 3
Cr E—Ao
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L'application des équations (10), (11) au premier de ces trian-
gles donmne;

sin If () sin I (a) = sin I ()
sin Il (x) cos X = sin A
sin I (a) cos A =sin X
cos IT [r) cos A = cos Il (x)
cos I (r) cos X = cos Il [a}.
De ces équations nous lirons
tang A = tang II (x) cos I (a)
tang II (r) = tang II (x) sin IT (a) cos A
tang X = tang I/ (a} cos /1 (x)
cos II (x) = cos II(r) cos A
sin X = sin I1 (a) cos A.

L’application de la derniére des equations (19) au second trian-
ole fournil:

s IT
cotg (L — X) cos A sin Il (r) 4 sin A = cos IT(r)

cos I (y)
d'oun il suit que
cos IT [v)
cotg (L—X) cos Asin I (r) - sin A
. cos 11 (r) { tang L — tang X }
1 14tz Lig X, cos Asinll(a) sin I(x)+-sin 4 Jtg L —tg X}
en substituant dans cette équation au lieu de tang X sa valeur il vient

COS II{y) —

cos IT (y) ==
cos I (r) ! tang L — tang IT (a) cos IT z)}

R 14tgLiglla)cosll(x) | cos Asinll{a,sinll(x)4-sind | tgL—tga;cosll(x){

Subslituons dans cette équation au lieu de cos JI(r), sa valeur;
nous trouverons foute réduction faite que
cos I (a)
sin IT (x)

Si la droite donnée est paralléle a 'axe des x on aura L = II (q)
et I'équation (23) prendra la forme suivante:

cos Il{a) cos I (a)
sin 1T (x) T ang Il (z)

cos I (y) = — sin 11 (a) cotg II (x) colg L. (23)

cos II (y) =

T0é
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-F

0l cos IT (y) =cos Il (a) e (24)

Si nous désignens par s, s' les longueurs de deux ares de cercle

limite compris entre laxe des = et la droile paralléle & celte axe

et dont le premier s soil tangent 4 a au pied de a et le second tan-

gent 4 y au pied de y nous aurons daprés ce que nous avons
démontré

s = cos IT a)
s'= cos IT 1y)
aprés quoi
: -
§ —¢§e¢

ol z est la distance entre les deux arcs s et s'. Celte équation mon-
tre que la constante E, introduite plus haut pour désigner le rap-
port constant de deux arcs de cercle limite compris entre deux pa-
ralleles, dont la distance est égale a l'unité, est égale a e, c'est-
a-dire a la base des logarithmes Népériens.

Si nous posons dans I'équat. (23) a = o et si nous posons 1 — L

a la place de L nous aurons

cos I (y) = cotg I x) cotg L
ce qui est par conséquence l'équation d'une droite qui passe par
l'origine des coordonnées z et fait un angle L avec laxe des z, ce
qui sacc.rde avec l'équation (10).

Considérons maintenant un quadrilatére, dont deux cdtés a,y
sont perpendiculaires au troisiéme cOté x. Soit ¢ le quatriéme coté
et o l'angle entre a et ¢ tandis que I'angle entre ¢ et y est droit.
Menons la diagonale r qui passe par le sommet de l'angle @ et par

le sommet de l'angle droit opposé. Cette diagonale divise le qua-
drilatére en deux ftriangles rectangles. Les ¢otés de lun de ces deux

T . ’
triangles sont a, ,r et les angles opposés 4, X, 5" les cotés de 'au-

. T T
tre sont y,c,r et les angles opposés @ — X, —

gl

L'application des équations (10), (11), (13) au premier de ces

triangles donne
sin IT (r) = sin II () sin IT (z)

sin A tang IT (a) = sin X tang IT ()
cos I (r) cos A = cos II ()
cos IT (r) cos X = cos IT (a)

: (G)

Toe
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je second triangle fournit de la méme maniére les équations suivantes:
sin 11 (y) sin 1 (¢) = sin Il (r) '
sin II (y) cos (o — X) = cos A | (1)
cosll (r] cos (p — X) = cas U (¢)
cos I1 (r) sin A = cos II (y).

L'équation (12) appliquée au premier tiiangle donne
tang Il (r) = sin X tang II ()
tang I (r) = sin A tang I (a) }
tandis que l'application de la méme équation au second triangle
fournit

(K)
tang /1 (r) == sin (o — X, tang II (y) }

(L)

En substituant dans la seconde des équations (K) pour sin IT (r)
a valeur tirée des équations (G nous trouvons

tang I (r) = cos A tang I1 (¢)

sin II (x) cos I (a)
cos I (r) = e,

f.a substitution de cette valeur de cos #f (r) dans la derniére
des équations (H) donne
cos IT (y. = sin I () cos II (a). (25)
En divisant membre a membre la derniére des équations (1)
par la troisiéme des équations (G) il vient

tang 4 = —
i cos 11 (x)

substituons dans cette équation la valeur que nous venons de (rou-
ver pour cos IT(y) a la place de cos IT(y), nous aurons

tang A = tang II (x) cos IT (a).

La division membre & membre, de la seconde des équations (G)
par la derniére de ces mémes équations produit

tang X tang («) _ sin A tang IT (a)

cosII(r) ~  cosll(a)
. En substituant dans cette équation i la place de sin A sa valeur
tirée de la derniére des équations (II) on trouve
cos 11 (y) tang II (a)
cos I (a)

tang X = cotg I (z)

To¢
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Remplagant enfin dans ecette équation cos IT(y) par sa valeur
(rouvée plus haut, il vient
tang X = cos II (z) tang II (a).

La combinaison de la seconde des équations (H) avec la pre-
miére des équations (L) donne encore
tang II'(y)  tang I (7)

sindl(y) — csAd
cos I (y) tang I (r)

COS A

tang ( — X)

ou tang (@ — X) =

et si nous substituons la valeur de tang I7(r) donnée par la seconde
des équations (K)
tang (@ — X) = tang A tang I (a) cos I (y).

Cette équation prend, en y substituant & la place de tang A4, tang X,
leurs yaleurs trouvées plus haut, la forme suivante:
tang I7 (a)
~ cosll(z)

Cette équation montre que z est toujours réelle si Yangle P
est plus grand que IT(a) et plus petit qu'un angle droit ou si

26)

T—@>1a),? —5P<7—;-. La valeur de cos Il (z) est positive si
§>9°:>H (a) et la ligne x est par conséquence aussi positive;

e
mais si o> 7% —@> IT(a), la valeur de cos /I (x) devient néga-
tive et la ligne z est située de l'autre cdté de la perpendiculaire a.

Cela démontre que si deux droites, situées dans un méme plan,
ne se rencontrent pas quelque loin qu'on les prolonge sans étre pour=
tant paralléles, elles doivent étre toutes les deux perpendiculaires a
une méme droite; toutes les paires de droites qui étant dans le
méme plan ne sont ni paralléles ni perpendiculaires 4 une méme
droite doivent nécessairement se couper. Les droiles qui étant dans
un méme plan se coupent nécessairement aprés un prolongement suf-
fisant ne seront dont que celles, pour chaque point desquelles I'an-
gle, que la droite passant par ce point fait avec la perpendiculaire
abaissé de ce point sur l'autre droite, est plus petit que I'angle de
parallélisme correspondant & la longueur de cette perpendiculaire.
A laide des résultats précédents il est possible de simplifier beau-
coup I'équation générale de la ligne droite (23) dans le cas ou la droite
a laquelle I'équation appartient ne coupe pas I'axe des z.

110
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Soit a la perpendiculaire abaissée sur l'axe des z d'un point
fixe, mais arbitraire pris sur la droite donnée, L celui des deux an-
gles entre cette perpendiculaire et la droite, qui est situé du cdté
des z positifs. Cherchons d’abord une ligne / telle que

cos IT (I) = tang II (a) cotg L
ce qui est toujours possible tant que L> II(a), c'est-a-dire tant
que la droite ne coupe pas I'axe des @. Portons celle droite ! sur
I'axe des 2 & partir de l'origine des coordonnées du coté des 2 po-
sitifs ou négatifs selon le signe de l. Erigeons a l'extrémité de la
ligne [ une perpendiculaire & l'axe des x, prolongeons la jusque a ce
u'elle rencontre la ligne donnée et soit 4 la partie de cetle per-
pendiculaire comprise entre la droite donnée et I'axe des . L'angle
sous lequel cette perpendiculaire rencontrera la droile donnée doit
sre droit d'aprés l'équation (26). Si nous convenons maintenant de
prendre le pied de la perpendiculaire b pour origine des coordonnées,
nous aurons d’aprés Iéquation (25)
cos I (b) = cos IT (y) sin II (x) (27)

ce qui est I'équation générale d'une droite qui ne coupe pas laxe
des z. Nous pouvons poser dans celle équalion y = a et en méme
temps z = — [ ce qui donne

cos I1 (b) = cos IT (a) sin I (I);

celte équation prend, si I'on y substitue & la place cos IT (b), sin II (1),
leurs valeurs, la forme suivaun(e

cos I (y) sin I (z) = cos II (a) /1 — tang* /I (a) cotg* L.

Le second membre de cette 'équation devient imaginaire aussi-
tot que tang I (a) colg L > 1, cest-a-dire pour toute droite qui cou-
pe I'axe des . Alaide de ce qui précéde nous pouvons résoudre le
probléme de trouver la distance de deux points, dont la position
dans le plan est déterminée par leurs coordonnées rectangulaires 2, y
et «',y'. Posons pour abréger

Ar=2a —z, Ay=y —uy.

Abhaissons une perpendiculaire du sommet de y sur y' et dési-
goons la longueur de cette perpendiculaire par ¢, tandis que y, dé-
signe la partie de y' comprise entre 1'axe des z et la perpendiculaire ¢.

En conséquence de I'équation (28) nous aurons

cas I (y ) = cos Il (y) sin IT (A x)
cos IT (q) = cos I (Az) sin II (y, ).
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Aprés avoir déterminé les valeurs de y,, ¢ 4 'aide de ces équations,
la distance cherchée des deux points, désignons la par r, sera don-
née par I'équation suivante, qui se tire de I'équation (11).

sin I (r) = sin Il (y' — y ) sin I1 (q).

Si Az el Ay el par conséquence ¢,r sont (rés pelits de sorte
qu'on puisse négliger les puissances supéricures de ces quantités de-
vant les inférieures, r veprésentera 1'élément ds d'une ligne courbe
a lexpression duquel on parvient en prenant

sindl (g) =1—1¢"
cosll (¢) =q—1 ¢’
sin I (r) =1 — 41
sinlf(y' —y)=1—4i(y' —vy,)

apres quoi il vient
Dz
q -

sin 11 (y)

de*
ds = 1/3 k& s B
Yt GG

Pour le cercle himile on a

sin 11 (y) = .
Des expressions générales qui déterminent sin I (a) elc. en fonc-
tion de a et qui ont été données plus haut, on tire
d Il (a) = — sin Il (a) da
aprés quoi on trouve en différentiant I'équation du cercle limite

x

sin I (y) cos I (y) dy = ¢
dee®

Ylr—e’

en intégrant par rapport & @ depuis @ =0 on trouve

szve'ﬁ.r___.l

ou aulrement s = cotg IT (y)

et ds =

comme nous l'avons trouvé plus haut. Si nous désignons par r la
distance dun pﬂiﬂt d’une ]igne courbe i l'origine des coordonnées et
par @ langle que cette distance r fait avec I'axe des z positifs,
nous aurons dans le triangle, dont les cotés sont y,a, r daprés
I'équation (12)

tang II (r) = sin g tang I1 (y).
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~ En prenant les logarithmes des deux membres de cette équa-
tion et en différentiant par rapport & y, ,v, il vient

dar — dy
cos I (r) e e Ty (y)

De cette équalion nous tirons
dr
dy = { cotg @ d +c—os o } cos I (y)
ou en y substituant & la place de cos Il (y) sa valeur en r et ¢
cos @ cos I (r) dep - sin ¢ dr
Vi—cos®peos’ H(r)
Pour exprimer dx en r et ¢ prenons (équat. 10)
cos I (r) cos @ = cos II (z).
La différentiation par rapport & r, @,  des logarithmes des deux
membres de cette équation fournit
sin? II (r) dr sin® I (z) dx
iy RPN ==
d’out nous tirons, i l'aide des équations
sin IT (z) sin 1T (y) = sin II (v)
cos I (r) cos @ = cos II (z),

dy =

P’équation suivante, qui exprime la valeur cherchée
de  cos @ sin I (r) dr — dop sin ¢ cotg 1] ()
sin 1 (y) V1 —cos* @cos® 1 (r)

aprés quoi

ds =y/dr* 4 dop* cotg™ I (r).
Pour le cercle, en supposant que Vorigine des coordopnées est au
cenlre nous trouvons, puisque dr = o,
ds = dop cotg II (r);

en intégrant depuis ¢ = o jusqu'a 992;5 et en multipliant le résul-

tat par 4 nous trouvons l'expression suivante de la circonférence du

cercle de rayon r
27t cotg I (r)

qui coincide avec celle que nous avons trouvée plus haut.

Si nous appelons s un arc de cercle limite compté depuis T'axe
des z, la révolution de s autour del'axe des @ produira une partie de
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sphére limite et l'extrémité de cet arc décrira une circonférence de
cercle, qui se détermine sur la sphére limite de la méme maniére
quune circonférence de rayon s est déterminée dans son plan dans
la géométrie ordinaire, d'ou il suit que la circonférence doit étre
égale &4 271 s. De lautre coté la circonférence du méme cercle con-
sidérée dans son plan ou la perpendiculaire y, abaissée d'une extré-
mité de l'arc s sur l'axe de cercle limite qui sert d'axe des = et
passe par l'autre extrémité, est le rayon du cercle, sera donnée dans
la Pangéométrie par la formule

. 27T colg 11 (y)
d'ou il suit que
s = cotg II (y)

comme il & été démontré auparavant.

Pour trouver l'élément des aires planes nous divisons le plan
par des cercles limites qui tous ont pour axe l'axe des x de ma-
niére que la distance de chaque cercle limite au suivant soit infini-
ment petite et puisse étre exprimée par dz. Soit s I'arc d'un de ces
cercles limites compris entre l'axe des 2 et un point d'une ligne
courbe donnée dont les coordonnées soient z,y. Soit encore s' Tare
d'un autre de ces ces cercles limites compris entre 'axe des x etun
point de la courbe donnée, déterminé par les coordonnées x - dz,

y -+ dy.

La partie infiniment petite du plan comprise entre s et s' d'un
coté et entre la courbe et I'axe des x de l'autre cOté aura pour
expression

esdx

ds = ———

e—1
ou, en subslituant s = cotg I (y),

ds

__edxcolg I (y)
=

Comme exemple déterminons l'aire du cercle limite pour lequel
nous avons trouvé l'équation en coordonnées rectangulires

sin Il (y) = e~*

A ]'z}ide de iequelle nous trouvons l'expression suivante de la diffé-
rentielle de l'aire cherchée

e
ds = % dy cos H(y) colg IT (y).
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En intégrant cette expression depuis y = o, nous (rouvous pour luive
comprise entre 'arc de cercle limite 1'axe des @ et I'ordonnée y

s=_e_1{cotglf(y)—5“+ﬂ(y)}-

f —

Nous avons vu que la partie d'un plan comprise entre deux
droites paralléles, prolongées indéfiniment du cdté du parallélisme et
limitée par un arc s de cercle limite auquel les deux parailéles servent
d’axes, a pour expression

es __ ecotg I (y)
e—1~  e—1

Aprés quoi mous trouvons pour laire comprise entre deux droi-
tes paralléles, dont l'une perpendiculaire i y, mendes par les deux
extrémités de y et prolongées indéfiniment du coté du parallelisme,
la formule

s — I (y).

A Taide de cette formule nous pouvons déterminer l'aire d'un
triangle rectiligne en fonction des angles de ce triangle. Soient pour
cela les cotés du triangle a, b, ¢ et les angles opposés A4 =1 (a),

B=11(p), g ; prolongeons I'hypotenuse ¢ au deld du sommet de

I'angle IT(f) et faisons le prolongement égal &4 4. La perpendicu-
laire 4 A menée par lextrémité de B sera paralléle au prolonge-
ment du coté a et laire de la partie du plan comprise entre ces
deux paralléles prolongées indéfiniment du coté du parallélisme et
limitée de I'autre cOté par la ligne B aura pour valeur

v — (4

Si nous menons mainfenant par le sommet de l'angle A une
paralléle a la perpendiculaire qui sera par conséquence inclinée sur
¢ sous l'angle II(c -4 £) et sera aussi paralléle au prolongement de
a, la valeur de la partie du plan entre ¢ 8 et les deux paralle-
les prolongées a linfini du cOté du parallélisme sera

ya—IH(c+ B).

De la méme maniére la partie du plan entre 4, la droite me-

née par le sommet de A4 et le cdté a avec son prolongement est

=im—II}).
\ ’ T : 7T —_—
Aprés quoi la somme de Y —II(B) et de g I (b) dimi-

i T » i ¥ . s
nuée de - II (c 4 A) sera I'expression de l'aire du triangle, qu

Tié
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aura ainsi pour valeur

s — M (b) — M (8)+ H (c+ j).

Mais nous avons démontré que

1 (b) = H () + H (c+ B).
En substituant dans P'expression de l'aire du triangle rectiligne
reclangle cette valeur a la place de If(b), U'expression de cette aire
prend la forme suivante

17— I (@) — I (B)

¢’est-d-dire que l'aire d’un triangle rectiligne rectangle est égale a la
différence entre deux angles droils et la somme des trois angles du
triangle; d'olt il suit encore gue Vaire de tout iriangle reetiligne est
égale a l'excés de deux angles droits sur Ja somme des trois an-
gles du triangle. Cela suit de ce que l'aire de tout triangle rectiligne
est Ja somme des aires de deux triangles reclilignes reclangles.

Il est facile de déduire de ce qui précéde, que laire de lout
quadrilatére est égale A lexcés de quatre angles droits sur la
somme des quatre angles du quadrilatére et en général que Taire
de tout polygone de n cotés est égale & l'excés de (n—2) 7 sur la
somme des angles du polygone,

Considérons en particulier un quadrilatére, dont deux cdtés g, y
sont tous les deux perpendiculaires au troisieme colé x, et dont le
quatriéme colé ¢ est perpendiculaire au c0té « et fait avee y un an-
gle que nous désignons par ¢». Nous avons démoniré plus haut
(équation 25) qu'entre les parties constituantes dun tel quadrilatére
il existe I'équation suivante

cos II (a) = cos I (y) sin 11 (z).

Si nous considérons z,y comme variables et ¢ comme constan-
te, l'aire de ce quadrilatére s’exprime, comme toute aire plane, d aprés
ce qui a été démontré plus baut, par l'intégrale

S dx cotg IT (y)
qui appliquée au cas qui nous occupe, donne, en substituant la va-
leur de cotg IT (y), la valeur suivante de I'aire

J" decos I (a)
o y/sin® I (x) — cos” I (a)

tandis que ceite méme aire est, en conséquence du théoréme qui ex-
prime laire de tout polygone plan en fonction des angles

=T — &

Tré
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ce qui donne
dax

v yeos® I (z) — cos® I (a)

L'angle , que le cdté ¢ fait avec le coté y, est donné par
'équation suivante (équation 26) v

tang 0 = %}ﬂy) :

cos I (z)
nous écrivons dans l'équation (M) & au lieu de I (a) et & au lieu
de II(z), elle deviendera:

g. T — () == ¢O0S H (a} {M)

IT—® ds
cos & ‘;;r sin & |/sinja —sin® &

ol ¢ est une quantité conslante.

La justesse de la valeur trouvée pour cetle intégrale peul etre
vérifiée par la différentiation. La Pangéométrie indique ainsi une
nouvelle méthode pour trouver les valeurs approchées des intégrales
définies.

Soit donnée l'intégrale
j'Adw
ou A est une fonction donnée de x; pour calculer la valeur de cet(s
intégrale il faut poser A=cotg I (y) et déterminer les valeurs
de ¥,y y"' ete. qui correspondent & 2, x) 2"'... prises arbitraire-
ment dans les limiles de I'intégration; aprés il faut calculer la lon-
gueur des cordes qui réunissent les sommets de y' & y, dey” ay'” ete. e
ainsi de suite, et les angles que chaque corde fait avec le prolon-
gement de la corde suivante. La somme de ces angles donnera la

valeur approchée de l'intégrale.

Laire de la partie du plan, comprise entre une droite donnée
et deux droites paralléles entre elles, menées par les extrémités de
la droite donnée et prolongées indéfiniment du coté du parallélisme
sera égal & ;T moins la somme des deux angles que les deux paral-
léles font avec la droite donnée, parce que cette figure peut-élre re-
gardée comme un triangle dont un des angles serait nul.

L'aire d'une courbe plane peut-étre divisée en éléments par des
droites toules paralléles & une droite donnée par exemple a l'axe des y.
Si nous menons par l'extrémité de l'abscisse x une droite paralléle
a l'axe des y, cette droite fera avec I'axe des » un angle = II (z);
la droite menée par l'extrémité de Vabscisse # - dx fera de méme
avec l'axe des = un angle égal & II (z 4 dx), d'ou il suit que 'aire

Tré
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de la partie du plan comprise entre dx et ces deux paralléles sera
égale & — d IT (). Soit maintenant u la longueur de la partie dela
premiére paralléle comprise entre l'axe des x et la courbe, la par-
tie de l'aire comprise entre les deux paralléles qui est hors de la
courbe donnée sera d'aprés ce qui A &6 démontré plus haut:

—e“d Il (x)
d’ou il suit que la partie de cetle aire qui est située entre la courbe
et 'axe des o, c’est-a-dire |'élément de 1'aire de la courbe, aura

pour expression:
AS= — (1 —e~¥) d Il (x).

Pour caleuler T'aire d'un cercle de rayon r, il faut dans l'ex-
pression générale de U'élément de Vaire d'une courbe trouvée aupa-
ravant, expression qui élajt

dS = dz cotg IT (y)
substituer la valeur de cotg I (y) tirée de I'équation du cercle
sin I1 (x) sin II (y) = sin Il (v)
ou l'origine des coordonnées rectangulaire est au centre du cercle,

cela donne
sin 4 II (I‘) .

en intégrant depuis =0, nous trouvons

1 . rcos I (z) . reotg I (x)
Se= sin M1 (r) TSN \Cos IT (r)) R (colg 1 (r))

Pour # =r, cela donne pour l'aire du quart du cercle

T o
2 sin 11 (r) S
en multipliant par 4 nous trouvons pour l'aire du cercle
r -5r

1 b
ﬂ:‘r{m—‘l}':ﬂ(ﬁ — P

Si r est extrémement pelit cette expression donne Paire du cercle
=7r?, ce qui est la méme expression que la géométrie ordinaire
fournit pour laire du cercle.

L’expression précédente de l'aire du cercle nous permet de don-
ner a lélément de laire de toute ligne courbe encore I'expression
suivante:

: |
IS =dp | s — 1}

e
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ou r est le rayon vecteur mené de l'origine des coordonnées & un
point de la courbe et @ l'angle que ce rayon vecteur fait avec une
droite fixe, qui passe par l'origine des coordonnées.

L’application de cette formule a la détermination de Iaire d’un
triangle rectiligne, dont les cotés sont a, b, ¢ et les angles opposés
A, B, C donpe, si nous regardons les angles 4, C et les cités &, a
comme variables

A

1
l'aire du triangle = f d4 {m -1 }

le ¢dté & s’exprime en fonction de ¢, 4, B & l'aide de la derniére
des équations (19)

I
cotg B sin A sin IT (¢) + cos 4 = il

cos I (b)

Tirons de cette équation la valeur de sin I7(d) et substituons la dans
I'expression de laire du triangle, il viendra

dAd

A
I'aire du triangle = § = : , il
1/1 B cos* I (c)
¢ (cotg® B sin Asin FT(c) +-cos A)®

Mais il a été démontré que l'aive du triangle est
=T —A—B—¢(

oi A et B sont des angles donnés et C est donné par I'équation (19)
sin 4 sin B
sin IT (c)

La comparaison de ces deux expressions de l'aire du triangle don-
ne ensuite:

cos -+ cos 4 cos B =

A
d4 g cotg B sin A sin IT(c) 4 cos 4 !

® \/(cotg B sin Asin 11 (c) + cos 4)° — cos® 11 ()
Si B=7 celle équation donne
A

T dA

L -

2 © feos* A —cos” I (c)

T—B— (0=

1i¢
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équation qui, aprés l'intégration, prend la forme

T ‘ sin 4
= = C = arc sin (sin 173 (c))

ce qui est d'accord avec V'équation qui détermine C.

On peut déduire de ce qui précede deux expressions de la va-
leur de l'aire de tout polygone fermé, l'une exprimée par une in-
tégrale définie, I'autre dépendant seulement de la somme des angles
du polygone. Les deux valeurs de la méme aire doivent étre égales
entre elles, on a de cette maniére un nouveau moyen de trouver la
valeur de beaucoup dmtegrales définies, valeurs qu’il serait souvent
difficile de trouver d’une autre maniére.

Pour en donner encore nn exemple considérons un triangle rec-
tiligne rectangle, qui a pour cotés de Iangle droit z,y et pour hy-
othenuse r. Soit A I'angle opposé & y et B T'angle opposé & a. Les
équations (10), (11) donnent pour ce triangle
sin II () sin IT (y) = sin II (1)
sin IT () cos B = sin A
cos IT (r) cos A = cos I (x)
cos I (r) cos B = cos II (y)

De ces équations nous déduisons

cos I (x
cos II(?‘) —— —EA.L)
1
1) =/ 1— %ﬁmﬁ

I () 1 cotg® Il (x)
H COSs =1/ —
A = sin H 1/ ( cos A ) sin® Il () cos® 4
sin A cos IT (z)
V/sin* 4 — cos® II (z)

En substituant dans cette derniére équation I7 (x) =

ctg I (y) =

beg 3
é—-—"m, nous

trouvons
sin A sin @

Vsin® A —sin® @

cotg I (y) =

110
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Mais nous avons vu que la différentielle de l'aire est dx cotg I (y)
ce qui donne, étant appliqué au cas actuel

t
bt s d s 288

ysin® A —sin® o
d'olt nous concluons, en intégrant depuis ¢ =0, ce qui correspond
a x=o0, et en remarquant que l'aire exprimée par lintégrale est

. .. T
aussi exprimée par E_A_B’ que

&)

al

aT . tane @ dw
é—"'_A'—Blenafl =

6 )/sin* 4 —sin®* @
oi A est un angle constant tandis que B est déterminée par I'équation

Eil] ;{
cos B =

cos 6
5T
'2_1
sera ¢gal & zero. On a done daps ce cas
qf

‘3 -A

de tang @

Si @ = —, l'hypothenuse devient paralléle au edté y et Vangle B

T —A=sind | — e
“ 5 y/sin* 4 —sin® @

On peut déterminer la valeur d'une intégrale plus générale, en
considérant l'aire d'un triangle rectiligne quelconque, dont les cotés
sont @, b, ¢ et les angles opposés A, B, G et en divisant celte aire en
éléments par des droites paralleles entre elles, Prenons le sommet
de l'angle € pour origine des courdonnées et le coté a pour axe
des abscises x. Soit B =1 (£) ou /S est une ligne posilive si

":.r ® . ‘:T » ] ., 8 § -
B et négative si B >> . Menons par l'extrémité de Labscisse z

une droite u paralléle au coté ¢ et prolongeons celte paralléle jusqu'a
ce quelle coupe le coté b, L'angle que cette parallele fait avee l'ab-
scisse 2 sera IT( —a 4 ) dou il suit que I'angle que cette pa-
ralléle fait avec le prolongement de z sera Il {a — S — x).

Si nous prenons pour élément de l'aire du triangle la partie de
cette aire qui est comprise entre deux paralléles w infiniment voisi-~
nes nous aurons, d’aprés ce qui a élé démontré plus haut, Lexpres-
sion suivante pour cet élément

4§ = —dll (¢ — B — z) (1 — %),
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Regardons 4, et w comme variables et a et B/ comme con-
stants. Les équations (19) appliquées au triangle dont les cdtés sont z,
u et l'angle entre ces deux cotés I (S — a - x) donnent

. cos II ()
— ) sin 11 (% — &X) = ———;
cotg Csin II (5 — a - ) sin I (x) + cos I ([ — a4 x) 5 (T

de cette équation nous tirons en posant pour abréger I1(f—a—+-2)=0w©

- cos IT (x)
cos I (u) = cotg Csin o sin Il (z) 4 cos &

puis
__colg Csin @ sin IT (z) 4 cos @ - cos IT (x)
"~ colg Csin @ sin I (x) 4 cos @ — cos II (z)’

(s

Mais
o | .
s 1) = in 1 [(—)—(f—a-0)} = St O,

de la méme maniére nous {rouvons

__ cos I —a) —cos @
T 1 —cos I (f —a)cos @

cos II (z)

La substitution de ces valeurs de sin IT(x), cos IT (x) dans l'ex-
pression de e** donne

g'm —

ctgCsin®esindl{ f—a)4-cosc | 1—cosl B—a)cosed | 4-cosTT( f—a)—cos o

ctg Csin® wsinll{ f—a)+-cosc | 1—cosll( —a)cose | —cosll( f—a)+-cosc
_ ctg Osin*@sindl{ f—a)—-cosII| f—a)sin® &)
 ctgCsin@sinll(f—a)+-2c0s— | 1-4-cos’e jcosll(f—a)

el nous trouvons ensuite
dllla—B—2)=—dll(f—a+2)=—dw

aprés quoi la comparaison des deux expressions de laire du trian-
gle doone Iéquation

f—A—B—C=—c+

f :; ::V'mtg Usin ll(f—a)sin® ©—4-2 cos @—(1 +-cos* ) cosll( f—a)
cotg Usin [1(f—a)sin? c2 - cos II (8 —a) sin® & |

=0



— 321 —

Si nous posons encore II (f —a)=o, cctle équation prendra la
forme

[T— A4 — B — C][cotg Csin o cos ] =

c=1I1(5)
*do - :
o “ 2 w— (1 08" (2 a
] e Y/cotg Csina sin® & —4- 2 cos (1 4 cos® @) cos
O=u
ou les angles A, B et la ligne £ doivent étre calculés au moyen des
équations
a=1(S—~—a), B=1I(5)
sin B sin €
cos A - cos B cos G-_—m

dont la derniére est la derniére des équations (19), appliquée au trian-
gle que nous avons considéré.

On peut cmployer dans la Pangéométrie pour fixer la position
d'un point, hormis les coordonnées rectilignes et polaires, des arcs
de cercles limite et ce dernier systéme offre méme heaucoup d'avan-
tage sous le rapport de la simplicité des formules.

Déterminons la position d'un point dans un plan par des coor-
données rectangulaires x, y de maniére que y soit la longueur dela
perpendiculaire abaissée du point, dont on veut délerminer la posi-
tion, sur 'axe des x et x la distance du pied de la perpendiculaire
y de i'origine des coordonnées. Soit » la fongueur de I'arc de cercle
limite compris entre le sommet de la perpendiculaire y et l'axe des
2, qui est en méme femps l'axe du cercle limite et nommons & la
dlstance du sommet du cercle limite, qui est situé sur l'axe des =,
a l'origine des coordonnées. Nous avons vu que dans ce cas

n == cotg 11y
ensuite I'équation du cercle limite donne
e~ (- &) = sin I (y)

a l'aide de ces deux équations on peut exprimer £, » en fonction
de z, y ou inversement z, y en fonction de &, %, ce qm permet de
passer de l'équation d'uve Ijﬁnn exprimée en x, y a I'équation de
celte méme ligne exprimée en £, ou inversement,

La différentielle des aires planes s'exprime en &,n par 1'équation
a*S = dg dy
ou S est l'aire.
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S1 nous regardons S comme fonction de z,y nous avons

((IS' dS
E
puis en différentiant par rapport a y
s 1 2S00

dz dy ~— sin 1l (y) dZ dn "~ sin Il (y)
ce qui saccorde aveec ce que nous avons trouvé plus haut.

Abaissons d’un puint dans l'espace une perpendiculaire z sur le
plan des coordonnées z, y et menons par celte perpendiculaire un
plan qui coupe le phn x, y en une droite paralléle & l'axe des a.
Prenons cetle intersection, dirigée du coté du parallélisme pour axe
d'un cercle limite qui p.asse par le sommet de la perpendiculaire z
et soit Z la longeur de I'arc de ce cercle limite compris entre le

sommet de z et cet axe. On a
Z = cotg I1(z);

la partie ¢ de la paralléle & I'axe des 2 menée par le pied de Ia
perpendiculaire z et comprise entre le sommet de Z et le pied de
cette perpendiculaire, sera donné par I'équation

0'9 — Sin H(z).

L'arc de cercle limite mené par le pied de z de maniére a avoir
l'axe des z dirigé du coté des « positifs pour axe et compris
entre ce point et cet axe aura pour longueur cotg I7 (y) et I'arc » de
cercle limite, mené par le point d'intersection de Z avec le plan des
, y ayant laxe des x dirigt du cdté des x positifs pour axe et
compris enfre ce point et cet axe sera, en vertu de ce qui a été
démontré, donné par I'équation

__colg 11 (y)
" sinll(z)°

Si nous appelons encore & la partic de Yaxe des xz comprise
entre l'origine des coordonnées et 'arc 7, I'équation du cercle limite

donne
e=2+&+9 — gin H(y).

De ces équations nous tirons en ne faisant varier d’abord que z
et Z qui en dépend
dz

e e T




— 323 —

En ne faisant varier que y et 7, il vient

dy = dy >
sin 11 (y) sin I (z)
Eofin en ne faisant varier que & et , il vient
dE = dzx.

Il ne reste, pour compléter la nouvelle théorie géométrique dé=
signée Pangéométrie, et qui est basée sur des nouveaux principes
plus généraux que ceux de la géométrie ordinaire, qu'a donner les
valeurs des dilférentielles de I'aire d’'une surface courbe et du volume
d'un corps quelconque éxprimées & l'aide de coordonnées qui déter-
minent la position d'un point dans I'espace.

Considérons dans ce but de nouveau le quadrilatére dont deux

cOtés a,y sont perpendiculaires au troisitme x et dont le quatrieme
cOté ¢ est perpendiculaire & y et fait avec a l'angle @.

Nous avons trouvé (équation 235)
cos II (y) = cos II (a) sin I (x).

Puis nous trouvons a l'aide des équations (10), (11) en nom-
mant r la diagonale menée du sommet de l'angle ¢ au sommet de
Yangle droit opposé et A Yangle entre z et r

cos I1 (r) cos A = cos II ()

cos A tang I (¢) = tang II (r).

De ces deux équations nous lirons

cos I (z) tang IT (¢) = sin I (r).
Mais

sin IT (r) = sin II (a) sin I ()
et par conséquence

tang 1 (¢c) = sin II (a) tang II (z).

Si ¢ et x sont si petils qu'on puisse négliger les puissances su-
érieures devant les inférieures et prendre pour valeurs approchées
de tang II (c), tang I (z) les suivantes

tang IT (c) =13 lang IT (x) = }

on trouve
X
6= —— (27)
sin 1T (a)
QLa droite ¢ qui joint les sommet de a et de y ne sera pas per-
pendiculaire &4 y si @ =y dans le quadrilatére. Dans ce cas la dr?l-
te p qui joint le milieu de ¢ au milieu de = sera perpendiculaire ac
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et &4 z. Nous pouvons donc remplacer dans I'équation (27) ¢ par j¢
et 2 par Jz ce qui ne change pas la forme de cette équation. Elle
est ainsi démonirée méme pour le cas a =y, cas auquel la démon-
stration donnée plus haut n’est pas immédialement applicable.

Les aires des surfaces courbes ont pour mesure la somme des
aires des triangles, qui forment un reseau continu dont tous les som-
mets sont situés sur la surface. Celte mesure sera d’autant plus exacte
que les dimensions des (riangles seront plus petites.

La limite de laquelle cette somme sapproche indéfiniment si les
dimensions des triangles diminuent indéfiniment et de laquelle elle
peut différer d’une grandeur moindre que toute grandeur donnée est
dite la valeur mathématique de l'aire de la surface Déterminons
d’abord l'aire d'un triangle rectiligne rectangle en fonction des cotés,
que nous désignerons par a, b, ¢, nommons les angles opposés a ces

_ T
cotés respectivement I (a), 1T (5), —.

2
Nous avons vu qu'on peut, dans un tel triangle, substituer a
@ b,ea,
les lignes
as a!! ﬁl b!i ¢

respectivement,
Outre cela nous avons trouvé que
2H(0)=Ic+ B+ L(c—A);
substituons dans cette équation @' & 6,8, a ¢ et ¢ a B, il viendra
a—2 (o)=L +c)+H(5—¢)
ou 2 I (a) == II (¢ — fB) — I (c 4 ).
De la méme maniére nous lrouyons
2T (B)=MH(c—a)—I(c+ a)
En échangeant dans cette derniére équation les lettres comme il a
été dit plus haut on aura
2l (c)=1(3—b)— (54 b)
De la méme maniére on a
2 (c)=M(c—a)—Ua-+}a')
d’ou nous déduisons par I'échange de letires indiqué plus haut
QI (B) =1l (}' —a')— II(}' 4 a)

>
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De la méme maniére on a
2 [ (a)=IT(d —b")— Il {d -+ b);

en ajoutant les deux derniéres équalions nous lrouvons
2 ll(c) 42 (B)=a—2 1 (a L b),

aprés quoi l'aire du (riangle A est donnée par I'expression suivante:

A=Z— 1T () — 1 (8) =0 (d4-¥)

a—

et en suite
1ang 1 & — e—'@’ e-—bl G
—tang [3o1 — i [l (a) ) tang [y ot — 5 1T ()]

d’ot nous tirons eniin
—1 d—1

1 S4-1
Si a et b sont trés petits, de sorle qu'on puisse négliger les
puissances supérieures de a, b et A cette formule donne

A= 3ad

comme dans la géométrie ordinaire. On sait qu'on peut toujurs
choisir dans un triangle rectiligne quelconque le coté ¢ de maniére,
que la perpendiculaire abaissée du sommet de I'angle opposé ¢ sur
la direction de ce coté, tombe sur le edté ¢ lui méme et non pas sur
son prolongement; cetle perpendiculaire divise le coté ¢ en devx par-
ties, l'une = adjacente al'angle A, I'autre c—zx adjacente & I'angle B,
L'aire S de ce triangle sera égzale a la somme des aires des deux
triangles rectangles formés par cette perpendiculaire et sera donnce
par l'équaticn

tang 1 A =

e —1 e —1 T 1 b1
P41 +e““”+i'e’°—}—1
=T e—1 T 1 f(
B e® { -2 -+ 1 (eﬂ_'_ 1)
équation a laquelle on peut donner la furme

("% — 1) (¢ — 1)

(1) (1) - 26F (7 — 1) (> — 1)
cette formule donne, si l'on néglige les puissances supérieures de
$, h,c vis a vis des inférieures
S=1}ch

tang 4 §

lang;S:

22
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comme dans la géométrie ordinaire. Nous avons va que l'expression
de l'aire d'un triangle en fonction des trois angles A4, B, € du trian-

gle était
S=ma—A—PB—1(.

Tirons Ja valeur de A en fonction de a, b, ¢ de la seconde des

équations (19) Cela donve I'équation
sin I7 () sin 17 (c)

sin 11 (a)
cos {1 (b) cos I (c)

cos A =

de laquelle il suit
sin [1 () sin 11 (c)
1 + cos Il (b) cos 1] (¢c) — sin o)
cos 11 (4) cos I (¢)
Si nous substituons dans cette formule & la place de
{ -+ cos II (&) cos I (c)

2008’3 A=

sa valear
sin [T (&) sin IT (r)

sin I (b —¢)

elle prend la forme

2 ) 21 — ir I = i } :
cos® 3 A = tang 11 (b) tang IT (c) {sinH (b+¢) sinll(a)}’

de Ja méme maniére on trouve

) p— ’ r “I = :
— 2 sin® | A = tang I1 (b) tang II (c) {sin I(b—c)  sinll (ﬂ)} ;
‘\ ™

de ces deux formules nous déduisons

t — cos” IT (b) cos® IT (¢)
sim* I () sin® 11 (¢)

sin” 4 = tang® IT () tang® IT (c) { —

+ = |
sin I1 (a) sin 11 (6) sin {1 (¢}~ sin® ¥ {a)
ou

sin® 4 = — tang” I (b) tang® Il (8) {
2
sin 21 (a) sin 1 (3) sin T (5) ! }
En posant pour abreger

1 1 1
sin’® 1{(a) + sin® 1 (b) + sin® I (c)

— 1 1 7 1 2
T Vsin’ H{a) sin*H {b)-_"sin’ 1 {r.]+sinﬂ’{a) sin ﬂ(bjsinﬂfn}+1
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on a sin A = tang II (3) tang I (c) P. (28)
On peut aussi donner a P la forme suivante:

e J 14_;,;71_@)} {1+5i“}]'\5) } {-I +sin:'f(c}}
otk

symétrique par rapport a a, b, ¢

En partant de I'équation (28) et en y regardant P comme une
quantité indéterminée on peut prouver de la maniére suivante gue P
doit étre une fonction symélrique par rapport a a, b, c.

Multiplions l'équation (28) par tang IT (a), substituons y a
sin A tang If () sa valeur sin B tang IT (0) tirée de l'équation (13) et
divisons aprés par tang H (b), il viendra

sin B = tang II (a) tang I (c) P.

Multiplions celte derniére équation par tang IT(b), substituons y
A sin Btang 11 () sa valeur sin Ctang I (c) tirée de l'équation (13)
et divisons aprés par tang IT(c), nous aurons

sin €= tang II (a) tang I1 () P,
cela démontre que P est une fonetion symétrique des cotés a, b, c.

Nous avons deja trouvé

sin IT (b) sin I (c)
~ sinll(q)
cos 11 () cos II (c)

cos A —

ou ce qui est la méme chose

- 1
cos A = tang H (b) tang I (¢) i ' —— — — X3
L e B (b) sin I (¢)  sin M (a) }

de la méme maniére on (rouve

# i 1
B = tang I (¢ s I (a T }
€os ang I (c) tang 11 (a) { sin 11 (c) sin Il {a)  sin 1l (b)

; : 1 1
cos C = tang II (a) tang IT (b) { O Y IO 0 }
22*
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De ces valeurs de sin A, cos A, sin B, cos B nous déduisons
sin (4 4 B) = sin A cos B + cos Asin B

’ 2 ano 1 i
= tang /7 (b) tang® 77 (c) tang (a) P { sin /7(c)sin /7(a) ~ sin /Z(b) }

1 1
~ tang”J7(c) tang 77 (a) tang 77(5) P { sin Z7() sin Z7c) T sin /{{a) }

1
= o ang I'7(H) tang® :
tang 77a) tang 77(5) tang H(cJP{Ei“ T sll) {sinfftc) "
et enfin
] __tang 77 (a) tang 77 (b) P { 1 : %
sin (44 B) = 7 YR TY RS

Fry Rl
La troisiéme des équations (19) donne

msA+ms{B+C}=sinBsiﬂC{ p |

1
sin 77(a) |
Substituons daps cette équation 4 la place de sin B, sin € leurs va-
leurs tirées de I'équation (28), elle donnera
i |

i
fB i U, ir
cos (B~ C) =— cosA-|-tang I7(c) tang® I7 a) tang T7\b) P* ;Einﬁ'(aj ]

ou ce qui est l]a méme chose |
c0s (B4 C) == — cos 4 }- Hang H(i) tang I71e) P )
sin I @) T
A l'aide des formules précédentes nous trouvons
¢os (4 4 B+ () = cos 4 cos (B 4 C) — sin A sin (B4 ()
tang® 77(b) tang® 77 (c) P

2 1 i

=-——cos’ A} 4 ; sin /7 (6)sin /7(c)  sin /7(a) }
sin /7(a)
tang® 77 (b) tang® 77 (c) P* {1 .

= T {siu 17 (b) S T (c) }

sin /7 (a)
- . tg’H(thg’H( o) P ! !
2c0s” § (A4-B+-C)j=sin" A4 ny {sinﬂfﬁ)ﬁinﬂic) Sinﬂ(“:}

smﬂ(a]
_tang® ZZ(b) tang® IT(c) P* | 1 . }
1 11 sin }T(bj+5inﬂ(c} j
sin /7 (a)

110
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2 cos” § (A 4 B 4 C) = tang® I7 (b) tang® 17 (c) P*

tang® 77{b)tang® 71{c) P* | 1 | !
+ 1 1 {sinﬁ(b}siul?(cj sin]ﬁa)_ﬁ"ﬁﬁﬁrml‘
sin/7 a)
_lang“ I7(b) tang® IT(c) P* 5 1 . 1_____1_.___'_1 }
— 1 I sinZZ(b)sin /Z(c) sinff(b) sinll(c)
sin 7 (a)

: % 1 i
—to? . e [T\ P? PR —_1
tg* Majtg IT1bj1g* Hic) (sinma) i)(siHMb) 1) (sinII[r:} 4

Mais il a été démontré que l'aire du friangle A=m7 — 4 — B —(,
par conséquence

sin % = -1—_ tang If{a) tang I &) tang H (c) P><

%
i 1 1 1 N
L . R S
|'/(sin II (a) ) (sin I1(b) (sm II (c) ¥
Si a, b, ¢ sont (rés petits de maniére qu'on puisse poser avec ube
approximation suffisante
1 i
s =1 1@ ————=1 14"
sin /] (a) il sin 11 (b) £
1
=1 tet: fang =!(1-—13ia’
oo T 0 “4-s5c¢*; tang I (a) =5 ( 1a’)
tngl]{b}::i (1 —18");tang U (c) = 2 ({1 — ¢}

il viendra

: 1/ =

sin 1A=

ou en rejetant les puissances de A supéricures a la premiére

i — =
D= _:V{L‘—'—bgd—l— C.
2 /2

Déterminons la position d'un point dans V'espace par trois co-
ordonnées rectangulaires: s perpendiculaire au plan de zy, y per-
pendiculaire abaissée du pied de z sur laxe des = et = partie de
I'axe des = comprise entre 'origine des coordonnées et le pied de y.
Prenons sur la surface courbe, dont il s’agit de déterminer I'élément
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de laire, (rois points et soient les coordonnées du premier point
x,y, 5, les coordonnées du second point

~dz
x 4 dx, y, 3 -}- (EE:) dx

el les coordonnées du troisiéme point

iz

z, y -+ dy, 54 (@ dy.

Nommons ¢ la distance entre les sommets de deux perpendicu-
laires a I'axe des x égales & y, qui interceplent entre elles une
partie dx de cet axe. En supposant dx, dy infiniment petits nous
aurons en vertu de I'équation (27)

dx

(= —
sin 11 (y)
La distance des deux premiers points pris sur la surface courbe
forme un triangle avec les droites dont les longueurs sont:

dx f‘(f.';) Jec.

sin I (y) sin IT (z) ' \dz-

Nous pouvons considérer ce triangle & couse de la petitesse de
ses cOtés comme un (triangle dont I'hypoténuse est la distance entre
les premiers deux points pris sur la surface. Nous aurons done pour
le carré de celle distance

" 1 dz~*
o { sin® I (y) sin* 11 () i3 (d—} }

De J]a méme maniére nous trouvons pour le carré de la distance du
premier point au troisicme

: i R *
i (e + () |

et pour la distance du second point au troisiéme

dz® dy* dz dz 2

sin® H (y) sin"H(zj_l_sin"H{z}_l_{ (:F—) dy _p(d:r) dm} '

L'aive du triangle, dont les cdtés sont les distances du premier
point pris sur la surface courbe au second, du second au Iroisiéme
et du troisiéme au premier et la somme des trois angles duquel
sera sensiblement égale 4 o7, & raison de la pelitesse des colés, sera
en vertu de la formule démontrée plus haut et des valeurs que nous
avons trouvées pour les carrés de ses cotés
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d*S 1 ]/ dz~? 1 dz~* 1

dedz ™ 2 sinll(z) (Eﬂ) +sin“ 11 (y) (c_?"rj) +sin" I1 y) sin® U (3)

ce qui est 'élément de l'aire de la surface courbe dont I'équation est
z= [ (,y).

Appliquons cette expression & une sphére de rayon r. Si lori-
gine des coordonnées est au centre de la sphére, I'équation de la

sphére donnera:
( ) __cos H (x)
dz’ ~  cos I (5

day __cos H{Jr)
Rd_y "~ cos I (z) (z)
et ensuite
cos IT(r) sin 11 (y) sin” II (x) _ d* S _
sin® 11 (r) ysin® U (z) sin® I (y) — sin® 1 () ~ di(x)d(y)
Multiplions par d If(y) et intégrons depuis sin Il (y) = :::Tlﬂ:g

jusqud I (y) =1, il viendra:
dS : cos I (r)
== —_—
Py T R oy 1
Multiplions encore par d If (z) et intégrons depuis [1(x) = ! 7T nous
aurons:

27t cos I (r) cos I (x)
sin” I (r)

S=

ce qui est I'aire de la surface du segment de sphére compris entre
deux plans perpendiculaires a4 un méme rayon, dont l'un passe par
Je centre de la sphére et I'autre & une dislance x du centre. Pour
avoir laire de la surface de la sphére entiére it faut mettre dans
cette formule @ =1 et doubler le résultat. De cette maniére on a
pour laire de la surface de la sphére entiére l'expression

4st cotg? 11 (r)
ou T (Gr e e—r)ﬂ s

si r est si petit qu'on puisse vejeter les puissances supérieures de r,
cette expression se reduit a
AT r?

comme dans la géométrie ordinaire.
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Posons
cos v = tang [I (r) cotg I1 (y

cos Il (z) = cos I1 (r) sin v sin @

et introduisons Jles nouvelles variables v, @ au lieu de x,y dans
Vexpression de Yélément de Ja surface de la sphére de rayon r que
nous avons en vue.

Nous trouyons

d’S  cosll{r]sinyy/1 —cos® U (r) sin® y sin® @
dpdy ~ ~ sinll (1) { — cos® I (r) sin* @ '
Multiplions cette équation par 8 dywdp et intégrons depuis

N T : £ i 7T :
Y =0 Jusqua y =, depuis ¢ =o, Jusqua @ =5 ce qui nous

donnera la surface de la sphére entiére. En égalant cetle expression
de la surface de la sphére entiére a I'expression de la méme surface
que nous avons trouvé plus haut, nous concluons que

7T T
2 g

. sinyy/1 — cos® Il (r) sin® ysin® @
smll(r) f d"”-[ e I —cos sy ~ OV

Si nous désignons par E(a) lintégrale elliptique
It

E(a) = Jdgp y1i—aisin® @

oi o est Ja constante qui se trouve sous le signe intégral nous

ayons
. f dx E ()
sin H

‘/ a? — x
En posant dans l'ml'.égrale (30) ;HT—-R a la place de I7T (r) il vient

T %
b R I‘J dy dop sin 1 sin R
¢ % /1 — sin* 9 sin® ¢ sin® R

Effectuant Tintégration par rapport i v dans les limites indiquées nous
trouvons

b1
aR= | 2B gy (1 el Ry
i { — sin @ sin R
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ce qui, en mettant Il (x) a la place de ¢, prend la forme

o0

| e“—l—i—l—?e"sinh‘}
i) d !
i !wlog{e’“’—l—l—ﬁe“’sinﬂ

L'integration par parties reduit cette équation a

e 2 ___ & y
R J (e 1) ¢®. & dx
5 e

!l:]-r_ — .
g % 2e*® cos 2 R} 1

(31)

in R~

T :
Pour R=§ celte équation donne

g
Il est facile de démontrer que I'équation (31) reste vraie quand
méme on met a la place de cos R un nombre plus grand que l'unité.

En effet on a
T

.J dy log colg y v =0
0

d'ou il suit que pour tout nombre a
‘TI‘
J dy log (e® colg s v) = a .
o

Transformons celte intégrale en posant e®cotg vy = e, il viendra

+ 00
J g 2 dw =
= i » "
o e:v-m_l_ e~ T+a
-c5

On peut donner facilement a celle équation la forme suivante

(e —e %)z da . Ta )
E e e e N e o
d'ou l'on revient A l'équation (31) en remplacant « par a y/—1.

Si nous prenons pour coordonnées des arcs de cercle himite, l'un 2
situ¢ dans un plan passant par une perpendiculaire abaissée du point
donnée sur le plan xy et par une paralléle a I'axe des = menée par
le pied de cette perpendiculaire et ayant cette parallele pour axe,
Vautre 7 situ¢ dans le plan xy ayant l'axe des z pour axe et pas-
sant par le pied de 7 et si nous prenons pour troisiéme coordonnée
la partie & de l'axe des z comprise entre l'origine des coordoniées
et le sommet du second are, I'élément du volume P doit étre d$ dn d.

-
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On a done
d* P = d¢ dn dZ.

Posons encore ¢ = cotg II (z) olt z est la perpendiculaire abais-
sée du point donné sur le plan zy, nous aurons
ap 1

dZdnds ~ sin I (z)

De Uéquation du cercle limite nous tirons

e~P =sin Il (z)
ot p désigne la distance du point d'intersection de l'arc I avee le
plan xy au pied de la perpendiculaire z. En remarquant que, en con-

séquence de I'équation du cercle limite et de la valeur de l'arc de
cercle limite en fonction de l'ordonnée, on a

colg I (y) =ne?
¢5-% = sin M1 (z) sin I (y)

on trouve

dn i

— —: d =dt}';

dy sl (ysnll(z)
d'ott il suit que

' I 1

dr dy dz~ sin I (y) sin® I (z)
En multipliant cette expression par da et en intégrant par rapport
a4 x depuis & = o, nous trouvons

apP x .

dy dz~ sin I (y) sin* II (5)’
en multipliant Ja méme expression par dy et en intégrant par rap-
port & y depuis y =0

d* P _ colg I(y)

dedz ™ sin’ H(z)

et enfin en multipliant par dz et en intégrant par rapport a z de-
puis z =0
a*p 1

== Lx ¥ .
Az dy Ssinﬂ‘(yj!g o b

Si I'on multiplie I'avant derniére de ces expressions par dx dz
que l'on intégre d’abord par rapport a z jusqua la valeur de z tirée
de T'équation

sin II (r) = sin I () sin II (z)
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et puis par rapport a @ depuis » =0 jusqua z =r et que 'on multi-
plie le resultat par 8 pour avoir le volume de la7sphére entiere,
on trouvera le volume de la sphére entiére =} T }e"" —_ e . 4y
ce qui donme pour r trés petit $v®, comme dans la géométrie
ordinaire.

Soit pour exprimer 1'élément de volume en coordonnées polaires,
r la distance de Vorigine des coordonnées & un point de V'espace,
dont les coordonnédes rectangulaires sont ., y, z. Nommons ¢ la droite
menée dans le plan ay de lorigine des coordonnées au pied de
z.t langle entre r et ¢, ® langle de g et de Vaxe des = positifs.
Posons encore I (z)=X, Il (y)=Y, Il (z)= Z, Il (v) = R, Il (¢) = Q.
Menons un plan perpendiculaire & l'axe des z et qui passe par le
point donné. Soit ' la droite menée dans ce plan du point donné
a I'axe des z et posons encore II(r') == R'. Construisons enfin une
sphére de rayon r dont le centre coincide avee l'origine des coor-
données. Le plan xy coupera cette sphére dans un grand] cercle
dont la circonférence sera égale, d'aprés ee qui a été démontré plus
haut, a

27 colg R

la partie de cette circonférence interceptée par deux plans qui pas-
sent tous les deux par l'axe des z et inclines I'un sur l'autre sous
I'angle ¢ doit éfre

¢ colg R.

La circonférence de cercle, produite par l'intersection de la méme
sphere par le plan qui passe par le point donné et gui est perpen-
* . ) ’ L]
diculaire a l'axe des z sera égale &
277 colg R’
et la partie de cette circonférence, interceptée par les deux plans qui
passent par l'axe des z et sont inclinés I'un sur lautre sous l'angle

« doit étre
o cotg R,

L'acroissement de ce dernier arc, produit par laccroissement
de> de Vangle o doit étre
de colg R'.

Le triangle, dont Ihypoténuse est r, l'un des cotés de I'angle
droit r' etdont l'angle opposé & »' est 7 — @, donne (d’aprés I'équa-
tion 13)

tang R' cos A = tang R
d'on il suit que
de colg R = d cos 6 cotg R.
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La circonférence du cercle qui est l'intersection de la méme sphére
par un plan mené par I'axe des z est égale a

27t cotg R
et I'arc de ce cercle qui correspond & I'angle & au centre doil étre
& cotg R

d’ou il suit que l'accroissement de cet arc qui correspond & un ac-

croissement d@ de l'angle 6 doil étre
dé cotg R,

Si tous les acroissements sont infiniment petits 1'élément du vo-
lume sera, comme dans la géométrie ordinaire, exprimé par le pro-
duit des trois lignes perpendiculaires entre elles

dr, de cos @ cotg R, d6 cotg R

par-ce qu'il peut étre consideré comme un prisme; on aura done
I'expression suivante de I'élément de volume en coordonnées polaires

dr dcy df cos @ cotg” R=d’ P
ou en substituant pour cotg® R sa valeur en r
P =zidrdoodfcos 0 (" —e ).
En intégrant d'abord par rapport a r depuis r =0 il vient
d* P=1de d0 cos 6 (7 — e=" — Ar).

Pour la sphére dont le centre est a l'origine des coordonnées r
ne depend pas de & et ¢. En intégrant par rapport 4 @ depuis
¢ =0, jusqud @ =27 et par rapport a & depuis 6 =0 juqu'a
@ = T et en doublant le résultat il vient pour le volume de la sphére
entiere 7 (e’ — e~ " — 4r) comme plus haut.

Prenons maintenant une partie S de la dune surface sphére li-
mite terminée par un contour rentrant sur lui méme, menons par
les dilférents points de ce contour des droites paralléles & l'axe de
la sphére, ils f rmeront une surface que nous nommerons par ana-
logie conique et qui s'étend indéfiniment des deux cdtés, mais dont
nous ne considérons que la partie située du coté de parallélisme des
axes de la sphére limite. Soit §' la partie d'une seconde sphére limite,
dont les axes sont paralléles aux axes de la premiére et dirigés en
méme sens, parlie qui est située dans l'intérieur de la surface conique.
S, S «t la partie de la surface conique située entre les deux sphéres
limites renferment un volume fini en tout sens que nous nous proposons
de déterminer. Nommons ¢ la partie d'un axe des deux sphéres in-
terceptée entre elles, appliquons une longueur égale ac plusieurs fois
sur un des axes de la premiére sphére qui passe par un des point
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du contour de § & partir du point ou cet axe perce §' et menons
par les points de division des sphéres limites, dont les axes soient
paralléles aux axes des deux premiéres et dirigés en méme sens,
Soient S, §"' etc. les parties de ces sphéres limites consécutives com-
prises dans la surface conique. Il suil facilement de ce qui a été
démontré plus haut par rapport aux ares de cercle limite située com-
me le sont les parties de sphére limite que nous considérons main=-
tenant qu'on aura foujours

S = Se-?°
S§"'= Se*°
§"—= Se-¢ et ainsi de suite.

Nommons de méme P, P', P; P"" elc. les volumes interceptés
par la surface conique entre S, S'; entre S, 5" et ainsi de suite et
faisons attention a ce que les volumes P, P', P" elc. doivent éire
proportionnels aux surfaces S, §', 8" ete.

Nous devons done avoir
P=CS

ou C est une fonction de ¢ seule; il suit de la que
P—=CS=C(CSe?
P'—=(CS8S'=(Se* et ainsi de suite.
La somme OEGP“” sera donc le volume compris dans la surface

. ¢
conique, dont la bhase est S et qui est indéfiniment prolongée du coté
da parallélisme des génératrices. Soit K ce volume, nous aurons

cS

{—o2e’

K=

cette grandeur ne doit pas dépendre de ¢, ce qui exige quon ait
= (1 — c'“’) A
ot A est un nombre absolu, et comme l'unité de volume est arbi-

traire nous prendrons
(=31(1 —e)
dans le but que le volume P, étant
P= (1 — 8"“‘]
devienne P =cS si ¢ est infiniment petit, expression qui coincide
avec l'expression du volume d'un prisme de base S et de hauteur ¢

daps la géométrie ordinaire. On pent encore prendre pour 'élément
de volume le volume compris dans une surface conique formée par
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les axes d'une surface de sphére limite, axes qui sont menés par
tous les points du contour d'une parlie de cette surface infiniment

petite dans toul sens.

Le grand nombre d’expressions différentes pour I'élément de la
méme grandeur géométrique donne des moyens pour la comparai-
sons des intégrales, moyeps qui sont surtout utiles dans la théorie
des intégrales définies.

Ayant moniré dans ce qui précéde de quelle maniére il faut
calculer la longueur des lignes courbes, laire des surfaces el le vo-
lume des corps, il nous est permis d'affirmer que la Pangéométrie
est une doctrine géométrique compléte. Un simple coup d'oeil sur
les équations (19) qui expriment la dépendance exislante entre les
cdtés et les angles des triangles reclilignes est suflisant pour démon-
trer qua partir de la la Pangéométrie devient une méthode analy-
tique qui remplace et généralise les méthodes analytiques de la géo-
métrie ordinaire. On pourrait commencer I'exposition de la Pangéo-
métrie par les équations (19) et méme essayer de substituer & ces
équations d’autres équations qui exprimeraient les dépendances entre
les angles et les cotés de tout triangle réctiligne; mais dans ce der-
nier cas, il faudrait démountrer que ces nouvelles équations s'accordent
avee les notions fondamentales de la géométrie. Les équations (19)
ayant été déduites de ces notions fondamentales s'accordent done né-
cessairement avec elles et toutes les équations qu'on pourrail vouloir
leur substituer doivent, si ces équations ne sont pas une suile des
équations (19), conduire a des résultats confraires & ces notions. Ainsi
les équations (19) sont la base de la géométrie la plus générale puis-
quelles ne dépendent pas de la supposition que la somme des trois
angles de tout (riangle rectiligne est égale & deux angles droits.

La Pangéométrie, qui est fondée sur des principes certains et qui
a été développée dans ce qui précéde donme, comme on a vu, des
méthodes propres & calculer la valeur des différentes grandeurs géo-
métriques et démontre en méme ftemps que la supposilion, que la
valeur de la somme des trois angles de tout triangle rectiligne est
constante, supposition adoptée explicilement ou implicitement dans la
géométrie ordinaire. n'est pas une conséquence nécessaire de nos no-
tions sur l'espace. Il n'y a que l'expérience qui puisse confirmer la
vérité de celte supposition, par exemple par la mesure effective des
truis angles d'un triangle rectiligne, mesure qui peut étre effectuce
de différentes maniéres. On peut mesurer les (rois angles d'un tri-
angle rectiligne construit sur un plan arlificiel ou les trois angles
d'un triangle rectiligne dans I'espace. Dans ce derniér cas on devra
préférer les triangles dont les cotés sont trés grands, puisque d'aprés
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la Pangéométrie, la différence entre deux angles droils et la somme
des trois angles d'un triangle rectiligne est d’autant plus grande que
les cotés sont plus grands.

Soit r le rayon dun cercle, A un angle au centre dont les cotés
comprennent un arc soustendu par une chorde égale dr. Nommons
p la perpendiculaire abaissée du centre du cercle sur cette chorde,
qui est divisée en deux parties égales par le pied de la perpendicu-
laire. Cousidérons un des deux (riangles rectilignes rectangles formés
par celte perpendiculaire, les rayons du cercle situés sur les cotés
de I'angle A et la chorde, triangle dont T'hypoténuse sera r et les

cOtés perpendiculaires entre eux 37, p.
D'aprés I'équation générale (13) on aura dans ce triangle
sin } A tang II (1 r) = tang 11 (1)
équation qui, combinée avec l'équation indentique
sin® 1T (57)
2cos /1 [;7)

tang Il (r) =
donne |
sin } A=jsinll (ir).
Dans la géométrie ordinaire on a
—1 g
= .
Supposons que la mesure effective donne
2T

64 K

b=
ot K esl un nombre positif,

On devra done avoir

¥ IS L gy S
sin (b":}— K) = ysin I (3 1)

Si r et K sont donnés ou peut tirer de celte équation la va-
leur de /1 (1 r) & 'aide de quoi on peut trouver l'angle de parallélisme
I (z) pour toute ligne x. Les distances entre les corps célestes nous
fournissent le moyen d’observer les angles de (riangles dont les cotés
sont tres grands. Soit o la lalitude géocentrique d'une étoile fixe a
une ¢poque flixe et £ une autre latitude géocentrique de la méme étoile,
latitude qui correspond & I'époque ot la terre se trouve de nouveau
dans le plan perpendiculaire & 'écliptique, mené par sa premiére po-
sition (c'est-d-dire la posilion ou la latitude de I'étoile était @); soit
24 la distance entre ces deux positions de la terre et &' I'angle sous
lequel est vu la distance 2a de I'étoile.
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Si les angles o, A, & ne satisfont pas a la rélation
o=, ¢
ce sera un signe que la somme des trois angles de ce triangle dif-
fére de deux angles droits

On peut choisir 'étoile de maniére que 0 soit égal a zéro et

on pourra toujours supposer quil existe une ligne z telle que
I (z}) =a.
Si 0 =0 les droites menées des deux positions de la terre a
I'étoile peuvent éwre ceusées paralléles et par conséquence on devra
avoir
B =1I(x - 2a)

d’onr il suit, d’aprés ce qui a été démontré plus haut que
lang s o —= e~
tang § f=e 7%

Toutes les fois que l'observation aura donné pour une étoile
par rapport A laquelle Vangle désigné par &' est zero, deux angles
a, /3 différents les deux derniéres équations donneront x et a expri-
més au moyen de la ligne prise pour unité dans la Pangéoméirie.
Ayant ainst la ligne # qui correspond & un angle de parallélisme

I1 (x| on pourra calculer l'angle de parallélisme II(y) pour toute
ligne y donnée.



ERRATA.

Page 291 ligne 4 en remontant au lieu de tang a cos B lisez — tang acosB
Page 291 ligne 6 en remontant au lieu de tg x cot c— lisez tg & =cot c—

1
Page 303 ligne 13 en remontant au lieu de oY lisez -é;s

Page 307 ligne 4 en remontant au lieu de tg Xtg (z) lisez tg Xtg I (z)
3 dx?

Page 310 ligne 15 en descendant au lien de b 1 1Y ) lisez =TI ()

Page 310 ligne 11 en remontant au lieu de e™% lisez ¢~® dx

Page 315 ligne 2 en descendant au liea de cos® IT (z) lisez sin® II (x)
Page 315 ligne 8 en descendant au lieu de sin { ¢ lisez sin® ot

Page 333 ligne 4 en descendant au lien de } o1 lisez 1 7T.
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