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REALISATION ET USAGE DES FORMES IMAGINAIRES
EN GEOMETRIE.

CONFERENCES DONNEES PAR M. MaxivmiLien MARIE

au Collége Stanislas, a Sainte-Barbe, a I'Ecole Sainte-Geneviéve
et a I'licole Monge ().

11. La section compléte d’un lieu f(x,y, )= o par
un plan réel se compose de la section, par ce plan, de
la surface réelle et des sections eflectives, par ce méme
plan, de toutes les conjuguées du lieu dont les cordes
réelles lui sont paralléles.

Les sections par le plan considéré des conjuguées du
lieu qu’il peut couper sont, dans ce plan, les conjuguées
de la section de la surface réelle, si clle est effectivement
coupée; ct la section de la surface réelle est I'enveloppe
réelle des sections des conjuguées que le plan coupe.

Ces derniéres sections ont le plus souvent une autre
enveloppe, imaginaire; mais cette scconde enveloppe
n’est généralement pas la section par le plan considéré
de Penveloppe imaginaire des conjuguées du lieu pro-
posé.

(') Voir t. X, p. »76.
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Ainsi, par cxemple, I'enveloppe imaginaire des con-

juguées du licu

est Pellipsoide

représenté par les solutions de la forme
x:ﬁ\/:_l, y:@'\/—l, z:f»”;/;—-l-

¢ équation; mais, si 'on coupe le licu par un plan
de I juation; ,sil p p

z =", les conjuguées de la section ont pour cnveloppe
imaginaire Dellipse

2 2 2

:-2—2 -+ % =1+ ch—q
ui n’appartient pas & la surface enveloppe imaginaire
des conjuguées du lieu.

Cela tient a ce que celles des cordes réelles de la sur-
face enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu, qui
seraient paralléles au plan sécant, ne seront générale-
ment pas dans ce plan, ou ne s’y trouveront qu’en
nombre limité.

Ainsi, dans I'exemple, les cordes réelles de la surface
enveloppe imaginaire, qui seraient paralléles au plan
z=Ah, scraient comprises dans le plan z =o0, deux
points imaginaires conjugués de la surface enveloppe
imaginaire étant les extrémités d’'un méme diamétre de
la surface.

En un Point xr = p\/——x, y= @'\/:, z=~h de
Penveloppe imaginaire des conjuguées de la section

x2 oy L2
ﬁ - 1_)3 c?
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l# est bien réel, mais ni /—f m Zl ne le sont : en effet,
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ne le sont pas.

12. Lorsqu’un plan sécant réel donne, dans la surface
réelle, une section comprenant, entre autres branches,
un anneau fermé, si le plan se déplace parallélement a
lui-méme, cet anncau se réduit & un point au moment
oule plan devient tangent a la nappe fermée de la sur-
face réelle, et est ensuite remplacé par un anneau d’en-
veloppe imaginaire des conjuguées de la section.

13. Le plan tangent a une conjuguée (C,(,C") d’un
lieu f(X,Y,Z)=o0 en un point (x,y, z) de cette con-
juguée est la conjuguée (C, ¢, C”) de l'onglet de plans

Xfe+ Yfy+2f:+Tfi=o0.

14. Si le premier membre de I’équation d’un lieu est
décomposé cn groupes de termes homogenes ct repré-

senté par
o(X, Y, Z) + 4(X, Y, Z) 4+ 1 (X, Y, Z) + ...,

l’équation générale des plans asymptotes a la surface
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réelle et @ ses conjugudes est
IuX —ogY + oL+ 9 8, y) =o,

@, 3, v formant une solution réclle ou imaginaire de
I’équation

‘ —
oz, g.y) =o.

Les conjuguées des cones asymptotes des surfaces du
second degré sont les cones asymptotes des conjuguées
de ces surfaces.

15. Le contour apparent d’une surface f( X,Y,Z) =o,
par rapport au plan des 2y et parallelement a Paxe des
z,a pour ¢quations

f(‘z‘n)’?;):“ el ‘f:,(‘Tv.y»:J:O:
qui, par I'élimination de z, fourniraient I'équation
F(X.Y)=o0

du contour apparent proprement dit.

Le lien F(X,Y) =0, construit dans le plan des
[X,Y], s¢ composera en général d’une courbe réelle et
de toutes ses conjuguées. La courbe réelle formera le
contour apparent proprement dit de la surface réelle
représentée par 'équation f(X,Y,Z) = o; mais les
conjuguées de cette courbe F(X,Y) = o ne seront pas
les contours apparents des conjuguées de la surface
f(X,Y,Z)= o, parce que dans les solutions correspon-
dantes des équations

flr,y.3)=0 et fi(z, y.3)=o0,
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'
le rapport £€ des parties imaginaires de x ct de y sera
I}

"

. ”
bien constant, mais non pas les rapports g et % (*).

16. Toutes celles des conjuguées d’'unc méme surface
qui la touchent en un méme point (ce sont celles dont
les cordes réelles sont paralléles au plan tangent en ce
point) y ont pour indicatrices les conjuguées de I'indi-
catrice de la surface réelle au méme point.

Les autres questions relatives a la courbure des sar-
faces imaginaires se résolvent par les mémes méthodes
que 'on emploie pour les surfaces réelles.

17. De la cubature des surfaces, et des périodes des
intégrales doubles. — On trouvera, dans le second
Volume de la 7Téorie des fonctions de variables ima-
ginaires, tous les théorémes préliminaires qui permet-
tent d’établir P'équivalence des chemins qui peuvent se
substituer les uns aux autres sans que la valeur de I'in-
tégrale double soit altérée.

Ces propositions ne présentent d’autre intérét que
cclui de rendre possible la démonstration a priori d’'un

(*) Si Pon coupait un licu (X, Y,Z) = o par unc scric de plans
vécls, parallcles entre eux et a I'axe des 5, les points critiques de
chaque scction seraient les points d'intersection, par les plans consi~
dérds, du contour apparent de la surface (X, Y,Z) —= o0, par rapport
an plan des | X, Y]: et pour institucr, relativement aux intéarales
doubles, une méthode analogue a celle que Cauchy a fondée pour les
intégrales simples, il faudrait faire jouer au contour apparent de la
surface & cuber le méme role factice que Cauchy avait attribué aux
contours apparents, par rapport a Paxe des z, des courbes & quarrer.

Yai réalis¢ cette idée en 1872, dans un Mémoire qui a paru,
vers 1874, dans le XLIVe Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique
et que Pon trouvera dans le troisicme Volume de ma Théorie des fonc-
tions de variables imaginaires.
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fait que I'on peut regarder comme évident : ¢’est (qu’une
intégrale double est déterminée, a des constantes prés,
par ses limites, tandis qu’elle serait complétement indé-
terminée si elle variait d'une maniére continue avec le
chemin superficiel suivi pour rejoindre les limites.

Nous omettons ici ces théorémes et nous réduisons
toute la théorie 4 sa plus simple expression.

La quadratrice de la section d’un licu f(X,Y,Z) =0
par un plan réel admet:1°, comme périodes réelles, w,
o', 0", ... les aires des anneaux fermés de la section de
la surface réelle, lorsqu’elle existe et qu’elle est effecti-
vement coupée par le plan réel considéré; 2°, comme
périodes imaginaires, w,y/—1, \/:——1, W)/ —1 les
produits par \/-_——1 des aires des anneaux fermés des
sections faites dans les conjuguées du lieu dont les cordes
réelles sont paralléles au plan sécant, mais les aires de
tous ceux de ces anneaux fermés qui sont compris entre
les deux mémes branches de la section réelle sont égales;

3°, comme périodes généralement mixtes, wy -+ wgy/—1,
W), 4 V—1,...les valeurs de Pintégrale quadratrice,
acquises dans le parcours des anneaux fermés de l'en-
veloppe imaginaire des conjugudes de la section;; 4° en-
{in, comme périodes cycliques, =dV—1, rdV =1,
md”V—1,... les produits par \/— 1 des aires des par-
ties elliptiques évanouissantes des conjuguées dont les
cordes réelles sont paralléles aux asymptotes de la section.

18.  Sil'on a coupé le lieu par une série de plans
parall¢les entre cux ct distants les uns des autres de la
quantité dh et que Q soit I'une des périodes de la qua-
dratrice de la section, Q d/ sera un ¢lément d’une des
périodes de la cubatrice de la surface et, pour obtenir
cette période, il faudra prendre intégrale fQdh, entre
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deux valeurs de & pour lesquelles Q@ s’annule, cest-
a-dire entre deux plans tangents au lieu f(X,Y,Z) = o.

19. Si la période considérée est I’aire d’un anneau
fermé de la section réelle, elle engendrera un volume
enveloppé par une nappe de la surface réclle, fermée
dans tous les sens paralléles au plan sécant; et, si cette
nappe se ferme encore dans un nouveau sens, non paral-
léle au plan sécant, la période engendrée scra le volume
enfermé par une nappe sphéroidale de la surface réelle.

20. Sila période considérée est le produit par \/——1
de I'aire d’'un anneau fermé de conjuguée de la section
et si cet anneau engendre une nappe fermée de conju-
guée de la surface proposée, la période engendrée sera
le produit par \/—_—_; du volume enfermé dans la nappe
fermée de la conjuguée en question.

21. Toutes les conjuguées fermées d’une méme sur-
face, inscrites dans la méme nappe de la surface réelle,
enveloppent des volumes égaux. — En clict, compa-
rons d’abord entre elles celles de ces conjuguées dont les
cordes réelles sont paralléles 4 un méme plan paralléle
alaxedes z : d'une part, les sections faites dans toutes
ces conjuguées par un méme plan quelconque, paralléle
au plan considéré, auront toutes méme aire ct, d’autre
part, ces scctions s’évanouiront toutes dans les mémes
plans; car les courbes de contact de toutes ces conjuguées
avec la surface réelle ne scrontautre chose que les cour-
bes de contact, avec cette méme surface réelle, de tous
les cylindres qui lui seraient inscrits parall¢lement aux
cordes réelles de toutes les conjuguées considérées, c’est-
a-dire a toutes les droites paralléles 2 un méme plan.
Or, toutes ces courbes se couperont aux mémes points de
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la surface réclle, lesquels scront les points de contact
avee cette surface réelle de ses plans tangents paralléles au
plan considéré; de sorte que, déja, toutes les conjuguées
en question envelopperont des volumes égaux et, en pa{-_
ticulicr, égaux au volume cnveloppé par la conjuguée
dont les cordes réelles seraient paralleles a 'axe des z.

Mais un plan parall¢le a 'axe des z pourra étre dirigé
parallélement aux cordes réclles d’une conjuguée quel-
conque, non comprise parmi les précédentes, et le
volume enveloppé par cette nouvelle conjuguée fermée
sera encore égal au volume enfermé par la conjuguée
dont les cordes réelles seraient paralléles a Iaxe des z.

La démonstration du théoréme énoncé s’étend donce a
toutes les conjugudes.

1 en résulte que le produit par \/:_I du volume en-
veloppé par I'une quelconque des conjuguées fermées
d’une surface réelle f(x.y,z)=o, inscrites dans la
méme nappe réelle de cette surface, est 'une des pé-
riodes de Uintégrale cubatrice de cette surface.

Ces propositions se trouvaient déja dans mon Mémoire
de 1853 et Cauchy les énonce dans son Rapport de 1854
sur ce Mémoire.

22. Si la période considérée correspond au parcours
d’un anneau fermé de I'enveloppe imaginaire des conju-
guées dc la section faite dans la surface par le plan réel
(ui se déplace paralléelement a lui-méme, cette période
s’annulera lorsque le plan sécant deviendra tangent soit
a la surface réelle ct a Penveloppe imaginaire des conju-
guées de cette surface, si elles coexistent, soit a celle
qui subsisteraseule. D’ailleurs 'intégrale [ Q dh, évaluée
centre deux valeurs de % pour lesquelles le plan mobile
deviendrait tangent, soit a la surface réelle, soit a l'enve-

loppe imaginaire de ses conjuguées, fournira une pe-
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riode, géndralement imaginaire, de I'intégrale cubatrice
du lieu considéré.
Ainsi, par exemple, sil'on rapporte un hyperboloide
a deux nappes a trois de ses diamétres conjugués, dont
I'un, ’axe des z, soit le diamétre transverse, I’équation
de la surface sera

e
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Si l'on coupe la surface par un plan z=#, compris
entre les plans tangents

la section totale aura pour équation

a? 2 I
o T = T 6

a> b2 T 2
et cetle équation représentera une infinité d’hyperboles
ayant pour enveloppe imaginaire une courbe qui, réa-
lisée, sera I'ellipse
)

22 N 2 h2

T T

la période, réclle dans ce cas, de la quadratrice de la
section sera

Q = =a'd'sin(X0Y),
ct Ja période de la cubatrice du licu, engendrée par cette
période superficiclle, sera

+c'

f =a' b'sin(zoy) dhsin(Z, XOY).
;(-'

¢’est-a-dire le volume de Dellipsoide
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a,b,c désignant les axes de hyperboloide propose;

. . xz? y2 22
car tous les cllipsoides, tels que —7 + 7o +4- =5 =1, se-

ront équivalents, en volume, comme on le sait.

De sorte que, dans ce cas particulier, le fait, analogue
a celui de 'équivalence en volume des conjuguées fer-
mées d’'une méme surface, inscrites dans une méme
nappe de cette surface, sc présente de lui-méme relati-
vement aux licux des enveloppes imaginaires des sections
faites dans la surface par des plans paralléles de direc-
tion arbitraire; dans le cas particulier qui vient d’étre
examiné, les nappes fermdes, licux de ces enveloppes,
entourent des volumes égaux.

Cetle proposition pourrait étre généralisée. Elle n’est
pas indiquée dans ma Zhéorie des fonctions de variables
imaginaires, ou la (uestion des intégrales doubles a été
prise & un tout autre point de vue.

23. Enfin, sila période considérée est une des périodes
cycliques de la quadratrice de la section faite dans la
surface par le plan mobile, ¢’est-a-dire le produit par
\/:-—1 de I'aire d’une ellipse indéfiniment allongée dans
un sens et indéfiniment aplatic dans I'autre, elle s’an-
nulera dans deux plans, et I'intégrale correspondante

frd>dh

évaluée entre ces deux plans prendra une valeur numé-
rique qui sera le produit par \/: du volume fini d’'un
ellipsoide ayant un axe infini, un axe fini ¢t un axe
infiniment petit.

J’ai donné le nom de périodes sphérigues a ce genre
de périodes de I'intégrale cubatrice d’une surface.

Soit

S(7,723) + Y(2,7,3) + A(Z. y,3) +...= 0
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I'équation de la surface la plus générale de degré m,dé-
composée en groupes de termes homogénes, de sorte que
2, 5 /> « .- soient des polyndmes howogénes de degrés
My M— 1, M —2, .. ..
Soient d’ailleurs

-1t

les équations d’une direction asymptotique, de sorte que
o(a.B,1) =o,

xr —x - Y —JXo -

x B

soient les équations d’une paralléle a cette direction : si

Il K]

I'on veut avoirles intersections de cette parvalléle avecla
surface, on pourra remplacer dans I’équation proposée

x,y et z par
To+%0, Yo+ fp et p,

ce quidonnera
oo (a, B,1) + et (209 + Yoog+ $(% B,1)]

pm—‘: o . " o
5 [ 7890+ 220 y0@ug + 1395

-+
I

+ 220 Y+ 2y04p+ 27(a B, 0)] +...=0;

mais le terme en p™ disparaitra de lui-méme, 9 (2, 3, 1)
¢étant nul par hypothése.
Si I’on veut exprimer que la droite

X — Xy _ Y —Yo _:f

a B
est clle-méme une asymptote, il faudra poser
xo‘?:}(—'—yo?lﬁ—F $(a, B,1) =0,

ce qui donnera unc relation entre les coordonnées x,
vy de la trace sur le plan des 2y d’une asymptote paral-
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lele & la direction = = Y= = d’ou I'on voit que les

8

asymptotes paralléles 2 une méme direction asympto-
tique sont généralement dans un méme plan.

Si I’on voulait déterminer les asymptotes, paralléles a
la méme direction, qui rencontrent la surface en trois
points situés 4 I'infini, il faudrait poser la nouvelle con-
dition

To Qg 2T0Y09up + V0t 220 Yy + 2y 0¥+ 2y (o, B, 1) =0;

d’ou I'on voil, comme cela avait été annoncé, que, parmi
toutes les asymptotes paralléles a une méme direction,
il y en aura généralement deux, et deux sculement, qui
rencontreront la surface en trois points situés a 'infini,
ou, ce quirevient au méme, que, si un plan quelconque
se déplace parallélement a lui-méme, chacune des pé-
riodes cycliques dela quadratrice de la section de la
surface par ce plan mobile s’annulera deux fois et deux
fois seulement. (A swivre.)



