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ETUDE 
DES CERCLES PERPENDICULAIRES 

A DEUX CERCLES DONNES. 

PARATAXIE 

CHAPITRE PREMIER 

ÉTUDE DES QUADRIQUES (S) 

1.. Notations. - Soit (0) une quadrique donnée, que nous appelle­
rons la quadrique directrice ou la directrice tout court. Dans cette pre­
mière partie, la directrice (0) est une quadrique non développable, 
dont l'équation dans un système d'axes quelconques est à coefficients 
réels. 

Nous désignerons par quadriques (H) des quadriques non dévelop­
pables engendrées par des droites réelles. Nous désignerons par des 
lettres françaises, en général la lettre (D), avec ou sans indice, et entre 
parenthèses, les génératrices d'un système de la quadrique (H), appelé 
premier système, et par des lettres grecques (L\) les génératrices ·de 
l'autre système de la quadrique (H), appelé le second. 

Nous réserverons la notation (D') avec un accent pour désigner 
la' droite conjuguée de la droite (D) par rapport à la quadrique direc­
trice-(O). De même, (L\') représentera la droite conjuguée, par rapport 
à (0), d'une droite (L\). . 
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2. Rappel des propriétés de deux droites conjug~ées. -
Observons que si une droite (D) est une génératrice d'une quadrIque (H), 
la droite (D') est, en général, distincte de la droite (D) : le seul cas où 
il n'en serait pas ainsi est le cas où la droite (D) serait commune à la 
quadrique (H) et à la directrice (0 ). . . 

Lorsque la droite (D') est distincte de la droite (D), ces ~eux drolt~s 
ne sont pas , en général, dans un même plan: le seul cas où Il ~'en s~raIt 
pas ainsi est le cas où la droite (D) serait tangente à la quadrIque dIrec-
trice (0), en un point à distance finie ou infinie. . 
. En particulier, si deux droites conjuguées par rapport à la dIrec­
trice (0) sont deux génératrices (D) et (D') distinctes d'une même 
quadrique (H), elles ne sont pas dans un même pla~; aucun~ d'elles 
n'est donc tangente à la directrice (0). Autrement dIt, la droIte (!?'), 
par exemple, rencontre la directrice en deux points P et Q nécessaIre­
ment diiitinctil. 

3. Définition des quadriques (S). - Il est clair que, si la droite 
(D) est une génératrice d'une certaine quadrique (H), la droite .(D') 
n'est pas, en général, une génératrice du même système de la quadrIque 
(H). Mais il peut arriver qu'il en soit ainsi, soit exceptionnellement 
pour une génératrice (D) particulière, soit de façon consta.nte pour 
toutes les génératrices (D) d'un même système de la quadrIque (H). 

Nous dirons qu'une quadrique (H) est une quadrique (S) pour 
exprimer que les droites (D') conjuguées par rapport à la dir~ctrice ~O) 
des génératrices (D) du premier système de (H) sont des genératnces 
du même système de cette quadrique. 

Une génératrice (Il) du second système de (H) rencontrant to~tes les 
génératrices (D), la conjuguée (Il') par rapport à (?) de la d~OIte (Il) 
rencontre toutes les droites (D') conjuguées des droItes (D); SI la q.ua­
drique (H) est une quadrique (5), les droites (D') ~ont des gén.ératrlces 
du premier système de la quadrique (H) et les drOites (Il') , qUI les ren­
contrent toutes, sont les génératrices du deuxième système de cette 

q~dciq~ ..' 
Les quadriques (5) sont des quadriques autopolatres par rapport a 

la quadrique directrice (O), c'est-à-dire des quadriques confondues 
avec les quadriques polaires réciproques de celles-ci par rapport .à. la 
directrice (O). Nous rappelons que la réciproque de cette proposItIon 
est fausse; il existe des quadriques (H) autopolaires par rapport à une 
quadrique donnée (O) et telles que les droites (D') c~njuguées .p~r 
rapport à (O) des génératrices d'un système donné (D) sOient des gene­
ratrices de l'autre système. Ces quadriques ne s'introduisent pas dans 
l'étude qui va suivre; elles sont circonscrites à la directrice (O) en tous 
les points d'une courbe plane. 

t 
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L'objet de cette première partie est de démontrer qu'il existe des 
quadriques (5) et de les définir. Nous démontrerons d'abord deux théo­
rèmes. 

4. Tbéort)me J. - S'il existe, sur une quadrique (H), deux 
couples distincts de génératrices d'un même système, (D;), conju­
guée par rapport à la directrice (0) de (Dl)' (D;), conjuguée de (D2), 

et si trois de ces quatre génératrices sont distinctes, la quadrique (H) 
est une quadrique (S). 

Une génératrice (Il) du second système de la quadrique (H) rencontre 
les génératrices (Dl)' (D~), (D2)' ( D~ ) du premier système. La droite (Il'), 
conjuguée par rapport à la directrice (O) de la droite (Il), rencontre 
les quatre droites conjuguées par rapport à cette directrice des droites 
précédentes; elle rencontre donc les droites (D;), (Dl)' (D~), (DII)' 
Or ces droites sont des génératrices du. premier système de la quadrique 
(H); trois d'entre elles au moins sont, par hypotl!èse, distinctes; la 
droite (Il'), qui les rencontre, est donc une génératrice du second sys­
tème de la quadrique (H), et cette quadrique est, par conséquent, une 
quadrique (5). 

Cette démonstration est en défaut lorsque trois des quatre droites 
(Dl), (D;), (D2), (D~), ne sont pas distinctes; mais, dans ce cas, la pro­
position est inexacte. En effet, (Dl) est alors confondue avec sa conju­
guée (D;), et (D2) avec (D~) : les génératrices (Dl) et (D2) sont des géné­
ratrices communes à la quadrique (H) et à la directrice (0); ces deux 
quadriques se coupent suivant quatre génératrices.: (Dl), (D2), (Ill), 
( 112), 

5. Théorème II. - S'il n'existe sur une quadrique (H) qu'un seul 
couple de génératrices du premier système, (Dl) et (D;), conjuguées 
par rapport à la directrice (0), il existe un couple et un seul, (al)' (a;), 
du second système, conjuguées par rapport à (0). 

Il n'existe pas deux couples distincts de génératrices du deuxième 
système conjuguées par rapport à la directrice (0), sinon la quadrique 
(H), ou bien serait une quadrique (5), ou bien couperait la quadrique 
(0) suivant quatre génératrices. Dans un cas comme dans l'autre, il y 
aurait deux couples distincts de génératrices (D) du premier système 
conjuguées. par rapport à (0). Nous allons démontrer qu'il en existe 
un, composé de deux droites (Ill) et (Il;), distinctes ou confondues. 

Soit (D2) une génératrice de la quadrique (H). 5a conjuguée (D;), 
n'étant pas, par hypothèse, une génératrice de cette quadrique (H), la 
rencontre en deux points, P et Q. Il passe par le point P une généra-
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' trice (~); celle-ci rencontrant (Dl)' (D;), (D2), (D;), sa conjuguée (~') 
rencontre aussi ces quatre droites: c'est donc la génératrice du second 
système qui passe par le point Q. Les droite~ (~) et (~') constituent 
le couple unique de génératrices du second système conjuguées par 
rapport à la directrice (0). Elles sont distinctes ou confondues suivant 
que les points P et Q sont distincts ou confondus. 

6. Intersection d'une quadrique (S) et de la directrice 
(0). - Supposons qu'il existe une quadrique (S) . Soit (D) une géné­
ratrice de cette quadrique qui coupe la directrice (0) en deux points 
(nécessairement distincts), P et Q; soit (~) une génératrice de cette 
quadrique du second système qui coupe (D) en M; soit (~') sa conjuguée 
qui coupe (D) en M'. Le point M'est conjugué harmonique de M par 
rapport à la directrice (0), c'est-à-dire-par rapport aux points P et Q. 

Par un point M de (D), passe une génératrice (~) et une seule; par 
le conjugué M', passe une génératrice (~') et une seule. Lorsque M tend 
vers P, Mf tend aussi vers P; les droites (~ret (~') tendent vers l'unique 
génératrice (rI) du second système qui passe par le point P; cette géné­
ratrice (rI) est, par conséquent, sa propre conjuguée par rapport à 
la directrice (0); c'est donc une génératrice de cette quadrique (0) . 

La quadrique (S), si elle existe, a donc en commun avec la quadrique 
directrice (0) les deux génératrices (rI) et (r 2) du second système 
qui passent, la première par le point P, la seconde par le point Q. Elle 

. coupe donc cette quadrique suivant deux autres génératrices, (G1) 

et (G2), du premier système. 

Nous pouvons donc affirmer que: Si une quadrique (S) existe, elle 
a, avèc la quadrique directrice (0), quatre génératrices communes. 

7. La réciproque de cette proposition n'est pas exacte. Soit (H) une 
quadrique ayant avec la quadrique (0) quatre génératrices communes. 
Si la quadrique (H) esL une quadrique (S), elle est, par rapport. à la 
directrice (0), sa propre polaire réciproque. Or la quadrique polaire 
réciproque (H') a bien avec la quadrique (H) quatre génératrices com­
munes, mais elle esL en général distinote de célie-ci. Il est même possible 
de préciser que ces deux quadriques font partie d'un même faisceau 
linéaire et que les paramètres qui les définissent se correspondent', en 
gén~ral, involutivement ; il existe, par conséquent, deux quadriques 
(H) correspondant aux valeurs doubles de l'involution, qui sont con­
fondues avec leur polaire réciproque (H'). L'une de celles-ci étant la 
quadrique (0) elle-même, il est donc possible de dire que, en général, 
une seule quadrique (H ) qui a avec la directrice .(0) quatre génératrices 
communes est sa propre polaire réciproque par rapport à (0) et par 
conséquent peut être une quadrique (S) . 
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Ce ra~son~ement. séduisant n'est évidemment qu'a-pproximatif, car 
la.relatlOn mvolutive entre. les paramètres qui définissent les qua­
dnques (H) et (H') pourraIt être décomposée. Un calcul d'ailleurs 
très simple, montre qu'il n'en est rien. ' 

8. Conclusion générale. - Nous allons démontrer que: Toute 
qua?rique, qu~ coupe la quadrique directrice (0) suivant quatre géné­
ratnc:s et qUI est sa propre polaire réciproque par rapport à cette 
quadnque (0), est une quadrique (S). 

Soit (D) une génératrice quelconque de cette quadrique: cette droite 
renc?ntra~t les génératrices (rI)' (r 2) communes à la quadrique et à 
la .dIrec,tnce (0), sa conju~uée (~') les rencontre aussi; mais, la qua­
drIque etant sa propre polaIre récIproque par rapport à la directrice (0) 
(D') est une génératrice de cette quadrique: elle rencontre (rI)' (r 2); 
elle est. donc comme (D) du premier système. . 

Il existe sur la quadrique donnée une infinité de couples de généra­
trices ~d'un même système conjuguées, donc (2) la quadrique est une 
quadnque (S). 

~ar quatre g~nératrices de la quadrique directrice formant un quadri­
latere gauche, Il passe donc une seule quadrique (S). 

9 .. Déterm.ination des quadriques (S) passant par une 
droIte donnee. - Nous allons démontrer le théorème suivant: 

Par ~e droite (D) .d~nnée, ~ui coupe la quadrique directrice (0) en 
deux pomts P et Q dlstmcts, il passe une infinité de quadriques (S) 
formant deux faisceaux linéaires. . ' 

L~ droite (D'), c~njuguée de (D), doit ~tre une génératrice du premier 
syst~me ~es quadrI<:!ues cherchées : en outre, celles-ci doivent couper 
la dIrectrIce (0) SUIvant quatre génératrices. Faisons choix arbitrai­
rement de deux génératrices de la directrice (0) de même système 
(rI)' (r2), passant la première par P, la seconde par Q; ces génératrices 
rencontrent en P' et en Q' la droite (D'). Les quadriques (S) que nous 
cherchons ~e peuvent être que des quadriques passant par l'un des 
deux quadrIlatères gauches formés par (D), (D') et par un des couples 
(rI)' (r2)· 

, Nous al.rons démontrer que toute quadrique (H) passant par un de 
ces quadnlatères est une quadrique (S). 
~oute quad.ri.q~e passan~ par (D) et (D') peut être engendrée par une 

dro~te (~) qUI Jomt un pomt M de la droite (D) à un point M' de la 
droIte (D'), ces deux points se correspondant homographiquement. 
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Nous obtiendrons, en particulier, la quadrique (H) qui passe par (rI)' 
(r2) et par une droite particulière (~I) ou MIM~, arbitrairement choisie, 
en choisissant la relation homographique entre M et M', définie par 
l'égalité 

(1) (M, Ml' P, Q) = ,(M', M;, P', Q'). 

Soit (~I) la droite conjuguée de (~); elle rencontre en N la droite (D) 
et en N' la droite (D'); les points N et M d'une part, N' et M' d'autre 
part, sont conjugués par rapport à la directrice (0); N et M étant con­
jugués, par conséquent, par rapport aux points Pet Q, la relation 

" 
(M, Ml' P, Q) = - (NI' Ml' P, Q) 

est satisfaite; on a de même 

(M', M;, P', Q') = - (N', M;, P', Q'). 

Ces deux égalités entraînent 

(N, Ml' P, Q) = (N', M~, P', Q'), 

ce qui démontre que la droite NN' est une génératrice de la quadrique 
(H). La quadrique (H) est donc bien (2) une quadrique (S). 

10. Réalité des génératrices de (S) lorsque la directrice (0) 
est une sphère. - Nous n'avons pas cherché, au cours des démons­
trations précédentes, à distinguer si les quadriques (S) dont nous avons 
parlé avaient bien leurs génératrices réelles, comme l'impose la défi­
nition. Nous allons chercher à quelle condition la quadrique (S) définie 
au § 9 remplit cette condition lorsque la 'directrice (0) est une sphère. 

Les droites (D) et (D') sont, par hypothèse, réelles; les points Ml et 
M; sont également réels par hypothèse. Les droites (D) et (D') étant 
conjuguées pàr rapport à (0), nous sommes amené à distinguer deux 
cas: 

10 Sphère directrice (0) réelle. - P et Q peuvent être supposés réels, 
et P', Q' imaginaires conjugués. Il est impossible, dans ce cas, de faire 
correspandre à un point M réel un point M' réel de manière que l'égalité 

(1) (M, Ml' P, Q) = (M', M;, P', Q') 

soit satisfaite, puisque le premier membre est réel et le second complexe 
ou égal à 1. La quadrique définie au § 9 n'est donc pas réelle. 

20 Sphère directrice (0) imaginaire, - P et Q sont imaginaires conju­
gués; P' et Q' le sont également. Supposons que M soit un point réel: les 

MP M P M'P' . 
nombres complexes =, ~, t ont pour module 1; donc le nombre 

MQ MIQ M;Q' 

• 

QUADRIQUES (S) 11 

M'P' 
complexe =, défini par l'égalité (1), a également pour module L 

M'Q' ' 
et, comme P' et Q' sont imaginaires conjugués, le point M' est réeL 
La droite MM', réelle, engendre dans ce cas une quadrique (S) à généra­
trices réelles. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la quadrique (S) 
définie au § 9 soit réelle est que la sphère directrice (0) soit imaginaire. 

11. Exercice 1 : Trouper les quadriques (S) relatipes à une directrice 
donnée (0), d'équation (axes rectangulaires) : x 2 + y2 + z2 + R2 = O. 

Choisissons, comme axes, des axes parallèles aux directions princi­
pales des quadrique~inconnues (S), dont l'équation sera par conséquent 
de la forme 

ax2 -t- a'y2 + a"z2 + 2cx + 2c'y + 2c"z + d = O. 

~ous supposerons d'abord a, a', a" différents de zéro. 
Ecrivons d'abord que la quadrique (S) est sa propre polaire réciproque 

par rapport à la sphère (0); pour cela, écrivons que le premier membre 
de l'équation tangentielle de la quadrique cherchée 

(
U

Z 
+ ~ + w

2
) (~ + C

'2 + c"2 _ d) _ (~ C'l' c"w _ )2_ 
a a l a" 1" + , +" h - 0 a a a a a a , 

et le premier membre de l'équation tangentielle de la polaire réciproque 

(au2 + a ' p2 + a"wi ) R' + 2 (cu + e'" + c"w) R 2h + dhz = 0 
son t proportionnels. 

Ceci nous amène à supposer c = 0, c' = 0 et c*:;é O. Les égalités 

C"2 c'2 
--d --d 
a" a' - d 1 -1 
a 2R' = a '2R' = a"2R' = a"R2 = d' 

qui expri~ent la proportion, entraînent elles-mêmes, cp étant' un para­
mètre variable, 

a· = a sin cp, c"=aRcoscp, d=-aR2 sincp, a'=+a. 

Les seules quadriques à génératrices réelles dont les coefficients 
satisfont à ces égalités ont pour équation 

(2) x2-y2+z2sin cp+2Rzcos cp-R2 sin cp=Oj 

ce sont des hyperboloïdes, sin cp étant différent de zéro par hypothèse, 
qui coupent la directrice, ainsi qu'on le vérifiera sans peine, suivant 
quatre génératrices, isotropes naturellement, et qui sont Ilutopolaires 
par rapport à la directrice (0). Ce sont donc bien des quadriques (S). 
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L'hypothèse c = 0, c' = 0, Cil = ° conduit à des quadriques don t 
7t 7t 

l'équation s'obtient en faisant, dans l'équation (2), cp =:2 ou cp =;= -2 ' 
L'hypothèse ail = ° conduirait , de même au cas cp = ° ou cp = 7t. 

Autrement dit , l' équation (2f représente toutes les quadnq,:es. (S) 
.relatilles à la sphère directrice (0) donnée, rapportée à des axes partLCulLers. 
Elles dépendent donc de qua tre paramètres, savoir cp et les trois para­

, mètres qui fixent la position du trièdre Oxyz. 

12. Exercice II : La quadrique (0) ayant pour équation 

(0) 

trouller toutes les quadriques (S) contenant Ox. 

Suivons les indications du nO 9. Ox jouant le rôle de (D), la droite 
conjuguée (D') sera la. droite de l'infini du plan yOz : 

(D') ~ x = 0, (D) \ z = 0, 
( t = 0, ( y = O. 

En outre, les surlaces (S) passeront par les génératrices de même 
système issues des points de rencontre de Ox avec (0). Pour l'un d'es 
systèmes, l'on trouve les génératrices (rI) et r 2), d'équations 

(rI) ~x=1, (r
2

) \x= - 1, 
( y = z, ( y = - z. 

Finalement, on obtient le faisceau de quadriques (SI) 

(SI) ZX - Y + À (xy - z) = O. 

En prenant l'autre système de génératrices, on trouve les quadriques 

(S2) : 

zx + y + À' (xy + z) = O. 

Si l'on prend, en particulier, la quadrique 

(So) xz-y = 0, 

on peut vérifier facilement que son intersection avec (0) se comp?se de 
quatre génératrices, et que la droite conjuguée de la génératrice G" 

est la génératrice G~. 

\ z = h, 
( Y = hx • 

/ 

, 

CHAPITRE Il 

ÉTUDE DES SPHÈRES ET DES CERCLES 
ORTHOGONAUX A UNE SPHÈRE DONNÉE 

13. Notations. - Soit (0) une sphère donnée, dont .l'équation, 
rapportée à des axes rectangulaires, est 

x 2 + y2 + Z2 + c = O. 

Cette sphère est appelée la directrice d'un système de sphères et de 
cercles qui lui sont orthogonaux et que nous nous proposons d'étudier. 

U ne sphère orthogonale à la directrice est définie quand on se donne 
son centre A : nous la représenterons par la notation : sphère (A). 
Cette sphère est réelle, sauf lorsque, la directrice étant réelle, le point.A 
est à l'intérieur de la directrice. (Le point A est, par hypothèse, un 
poin t réel.) 

Un cercle o.rthogonal à la directrice est défini quand on se donne son 
axe (D). La droite (D) est supposée réelle; le plan du cercle est le plan 
mené par 0 perpendiculaire à (D); il est donc réel. Le centne du cercle 
est aussi réel; mais le cercle n'est réel que si la droite (D) ne coupe pas 
la directrice, ce qui se produit soit quand la directrice est i ~aginaire, 
soit quand elle est réelle et que la droite (D) est extérieure à la 
directrice. . 

Les splières passant par un cercle (D) orthogonal à (0) sont définies par 
leurs centres, qui sont des points de la droite (D) . En particulier, les 
sphères de rayons IlJlls (P) et (Q) .passant par ce cercle sont représen­
tées par les points Pet Q réels ou imaginaires, où la droite (D) coupe la 
directrice: 

Les cercles d'une sphère (A) orthogonale d (0) sont représentés par 
leurs axes (D) qui sont des droites passant par A. La condition pour que 
deux cercles (D) et (6.) orthogonaux à (0) soient sur une même sphère 
est que les droites (D ) et (6.) aient un point commun A; la condition 
pour qu'ils soient dans un même plan est que (D) et (6.) soient parallèles . 

• 

i 
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14. Angle de deux sphères (A) et (B). - Nous appellerons 
angle V de deux sphères sécantes le plus petit angle positif V qu~ font 
les droites joignant un point commun M aux centres A et B de ces deux 
sphères. 

Soient P et Q les points où la droite AB coupe la directrice; ces 
" points sont les centres des sphères de rayons nuls qui passent par le 

cercle commun aux sphères sécantes (A) et (B); les droites MP, l\fQ, 
rayons de ces sphères, sont des droites isotropes, et par conséquent le 
birapport (A, B, P, Q) a pour lIaleur soit cos 2V + i sin 2V, soit 
cos 2V - i sin 2V. 

En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
sphères (A) et (B) soient orthogonales est que leurs centres soient 
conjugués par rapport à la directrice. 

15. Angle d'une sphère (A) et d'un cercle (D) sécants. -
Nous appellerons angle u d'une sphère (A) et d'un cercle (D) ayant 
deux points communs l\f et M', le plus petit angle posi tif que fait en M 
ou en M' la tangente au cercle avec le plan tangent à la sphère. Une 
inversion de pôle l\f transforme la sphère (A) en un plan (a) et le cercle 
(D) en une droite (8) : l'angle u est un des angles de la droite (8) et du 
plan (a). Pour calculer cet angle, menons par (8) un plan (~) (le plan, 
s'il n'yen a qu'un) perpendiculaire au plan (a) et un plan (y) perpendi­
culaire au plan (~). L'angle u est alors un des al1gles des plans (a) et (y) 1 
les plans ((j) et (y) sont les figures inverses de sphères (B) et (C) et, en 
définitive, l'angle u est un des angles des sphères (A), et (C). Nous allons 
construire le point C. 

Le point B, centre d'une sphère (B) orthogonale par construction à la 
sphère (A) et passant par le cercle (D), est le point commun à la droite 
(D) et au plan polaire du point A par rapport à la sphère (0) (14). Le 
point C, centre de la sphère (C) orthogonale par construction à la sphère 
(B) et passant par le cercle (D), est le point d'intersection de la droite (D) 
et du plan polaire du point B par rapport à la sphère (0). 

Les plans polaires de A et de C passant alors par B, la droite conjuguée 
de AC rencontre donc (D); il en résulte que AC rencontre (D'), conjuguée 
de (D). Le point C est, en définitive, le point commun à la droite (D) 
et à la droite qui passe par A et rencontre (D) et (D'). 

Nous énoncerons ce résultat en disant que: 

L'angle u de la sphère (A) et du ceréle (D) sécants est égal à l'un 
des angles des sphères (A) et (C), C étant le point de la droite (D) tel 
que la droite AC rencontre (D) et la droite (D') conjuguée de l'axe 
(D) du cercle. 

On trouvera une application de ce résultat aux n08 121 et 122. 

• 
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En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que le 
cercle (D) et la sphère (A) soient orthogonaux est que le cëntre A de la 
phère soit sur la droite (D') conjuguée de l'axe (D) du cercle. 

,16. C?rcles perpendiculaires. - Nous appellerons angle de deux 
c~rcles sItués sur une même sp~ère et sécants, le plus petit angle positif 
qUe font, en un des deux pomts communs, les tangentes à ces deux 
cercles. 

Deux cercles (D) et (il) situés sur une même sphère (A) sont définis par 
deux droites (D) et (il) qui se coupent en A. On peut démontrer sans 
aucune difficulté que l'angle de ces deux cercles est égal à l'angle des 
sphères (B) et (C), B et C étant les points où les droites (D) et (il) ren­
contrent le plan polaire de A par rapport à la directrice (0). Nous ne 
donnons pas cette démonstration, car le calcul de l'angle de deux 
cercles d 'une même sphère est lié aux calculs faits aux ~§§ 14 et 15 
ainsi que nous l'établirons plus loin. D'ailleurs, nous nous bornon~ 
pour lé moment à chercher la condition de perpendicularité de deux 
cercles, c'est-à-dire la condition pou; que leur angle soit droit. 

Nous dirons que deux cercles sont perpendiculaires, pour exprimer: 
1 ° qu'ils ont deux points communs, réels et distincts; 
20 qu'en ces points leur angle est droit. 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux: cercles (D) et (il) 
réels soient perpendiculaires est que l'axe (il) de l'un rencontre l'axe 
(D) du second et sa droite conjuguée (D') par rapport à la directrice (0). 

La cor:dition est nécessaire. Par hypothèse, les cercles (D) et (il) ont 
deux pomts communs, M et M'. Une inversion de centre M les transforme 
en droites p~rpeI~diculaires (d) et (8); il exisle donc un plan passant par 
(8) perpendICulaIre à (d) ; cette propriété entraîne qu'il existe une 
sphère passant par le cercle (il) et orthogonale au cercle (D). Le centre 
de cette sphère est sur la droite (il) et (15) sur la droite (D '), conjuguée 
de (D). La condition est donc bien nécessaire. 

La condition est suffisante. Par hypothèse, la droite (il) rencontre en A 
la droite (D) el en B la droite (D ' ) : soit C le point de la droite (D) conju­
gu~ du point A. Les cercles (D) et (il) étant réels par hypothèse, les 
pomts A, B, C sont extérieurs à la directrice si celle-ci est réelle' les 
sphères (A), (B), (C ) sont donc réelles. Ces trois sphères sont de~x à 
deux orthogonales; elles se coupent donc en deux points M et M' réels 
qui sont aussi deux points communs aux cercles (D) et (il) . Une inver~ 
sion de centre M transforme la figure formée par les trois sphères en 
un trièdre trirectangle et, par conséquent, les cercles (D) et (il) en 
droites rectangulaires. Ces cercles sont donc bien perpendiculaires 
puisqu' ils sont sécants et que leur angle est droit. ' 
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17. Étude de la figure formée p-ar deux cercles (Dl) et (D2) 

qui ne sont ni dans un même plan, ni sur une même sphère 
et par un cercle (.à) commun à deux sphères (Al) et (A2) 

passant, la première par le cercle (Dl), la seconde par l 
cercle (Dz). - Le point Al est un point, d'ailleurs quelconque, de l~ 
droite (Dl); le point Az est un point, quelconque aussi, de la droite (D71, 
et la droite (~) est la droite AIAz. Nous supposerons que les cercles (Dl) 
et (~) d'une part, (D2) et (~) d'autre part sont sécants, et nous aurpns 
à faire intervenir cinq angles, savoir: 

1° l'angle V des sphères (Al) et (Az), 
2° l'angle u du cercle (Dl) et de la sphère (Az), 

3° l'angle fJ du cercle (Dz)1 et de 
la sphère (Al), 

4° l'angle oc du cercle (Dl) et du 
cercle (~), 

5° l'angle (3 du cercle (Dz) et du 
cercle (~). 

Ces cinq angles ne dépendent que 
des deux paramètres qui permet­
tent de préciser, sur les droites 
(Dl) et (Dz) données, les positions 
des points Al et A2• Il existe donc 
entre eux trois relations indépen­
dantes de ces paramètres; nous 
allons en établir deux qui sont 
particulièrement simples. 

Soit M un point commun aux 
cercles (Dl) et (~); une inversion 

de pôle M transforme le cercle (Dl) en une droite BE, le cercle (~) en une' 
droite BF, la sphère (Al) en un plan (III)' la sphère (Az) en un plan 
(IIz). La figure inverse est représentée par une épure exécutée en sup­
posant le plan (II2) horizontal et le plan (III) de bout; la droite EF est, 
par hypothèse, de front. 

Les égalités (voir la figure). 

e'g' = BE sin u = e'b' sin V, 
e'b' = BE sin oc 

entrafnent une des relations cherchées: 

1 sin u = sin, oc sin V. 

On obtiendrait de même 

1 sin fJ = sin (3 sin V. 
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Ces relations sont un cas particulier d'une formule connue de trigono­
métrie sphérique: proportionnalité des sinus des angles des faces et des 

ièdres d'un trièdre. Il suffrt, en effet, de considerer le trièdre B(EG F) ,. 
ù l'angle dièdre d'arête BG est droit, et l'on a 

sin oc sin u 
-- =-.--' 
sin!: sm V 

2 

sin u = sin oc sin V. 



CHAPITRE III 

ANNEAU ORTHOGONAL. 

ANNEAU PARATACTIQUE ! 
18. Sphère orthogonale à deux cercles. - Nous nous propo­

sons d'étudier les propriétés qui se conservent par inversion de la figure 
formée par deux cercles réels (Cl) et (C2) dont les rayons ne sont pas nuls. 
Nous écarterons de notre étude le cas où les deux cercles sont dans un 
même plan, celui où ils sont sur une même sphère et celui où ils ont un 
point commun. Nous supposerons en outre que les plans des cercles 
(Cl) et (C2) se coupent; les propriétés établies avec cette hypothèse qui 
se conservent par inversion seront encore vraies lorsque les plans des 
deux cercles seront parallèles. 

Il existe en général, sur la droite d'intersection des plans des deux 
cercles, un point 0 et un seul qui a même puissance c par rapport à ces 
deux cercles. Nous supposerons encore que ce point 0 est à distance 
finie. La sphère (0), de centre 0 et de rayon p différent de zéro défini 
par p2 = c, est orthogonale aux cercles (Cl) et (C2) : nous la choisirons 
comm.e sphère dire'ctrice de cercles et de sphères orthogonaux que nous 
allons introduire au cours de notre étude. 

Le centre 0 de la sphère directrice est un point réel; mais cette sphère 
n'est réelle que si le nombre c est positif: lorsqu'il est négatif, c'est-à­
dire lorsque la directrice est imaginaire, les cercles (Cl) et (C2) forment 
une figure qui rappelle la disposition des anneaux d'une chaîne. Nous 
dirons qu'ils forment un anneau. La condition nécessaire et suffisante 
pour que deux cercles réels forment un anneau et, par conséquent, pour que 
leur directrice soit imaginaire, est que les points où l'un d'eux (Cl) coupe 
le plan du second (C2) soient de part et d'autre de ce cercle. 

La figure inverse d'un anneau est évidemment un anneau. 
Nous désignerons par (Dl) et (D2) les axes des cercles (Cl) et (C2); 

par conséquent, au cours des démonstrations et d'après les conventions 
faites au § 13, ces cercles seront aussi désignés par les notations « cercle 
(Dl) », « cercle (D2) ». Les droites (Dl) et (D2), par hypothèse, ne sont 
pas dans un même plan; la droite (Dl) coupe la sphère directrice aux 

~ 
'. 
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Points P et (\ centres des sphères de rayon nul qui passent par le 
l '<1., • P Q 

cercle (Cl); la droite (D2) coupe la directrice aux pomts 2 et 2' 

19. Congruence de cercles défmis par les cercles de bas~ 
( ) et (C ). - Une sphère variable passant par le cercle (Cl) faIt 

1 2 d' d d' 't À p tie d'un faisceau linéaire de sphères epen ant un 'param~ re, . 
De même, une sphère variable passant par le cercle (C2) faIt partIe d un 
fais;au linéaire de sphères dépendant d'un paramètre fL· Les cercles 
corn uns à ces deux sphères dépendent donc de deux paramètres 
indé endants, À et fL : nous dirons qu'ils appartiennent à la congruence 
[C . C~ dont les cercles de base sont les cercles (Cl) et (C2)· 

Un ~~rcle (6.) de la congruence [CI .C2J est orthogonal à la directrice 
(0) relative à ces deux cercles. Il est donc défini (1~) par son axe (6.); 
les droites (6.) sont les droites qui joignent (notatlOns du nO 17) un 
point Al de la droite (Dl) à un point A2 .de la droite (D2): , 

Lorsque les paramètres À et fL sont hés par une relatlOn donne~, les 
cercles' (6.) ne dépendent plus que d'un seul paramètre; nous .dlrons 
qu'ils forment un faisceau issu de la congruence [CI .C2]; la drOlte ~~) 
engendre, dans ce cas, une surface réglée que nous ~ppelle.rons la defe­
rente du faisceau de cercles dont les axes sont les generatnces de cette 
surface. 

20. Recherche des cercles perpendiculaires aux cercles 
(Cl) et (C

2
). - Les cercles perpendiculaires aux cercles (Cl) et (C2) 

sont, par définition (16), des cercles communs à une sphère (~l) pas­
sant par (Cl) et à une sphère (A~) pass~nt p~r (C2)· Ils ap?~rtlen~ent 
donc à la congruence [CI .C2J. Solt (6.) 1 un d eux. La conditlOn neces­
saire et suffisante pour que le cercle (6.) soit perpendiculaire, rl'un~ part, 
au cercle (Cl) et d'autre part, au cercle (C2) est que (16) la droite (~} 
rencontre les axes (Dl) et (D2) de ces deux cercles et les droites (D1), 

(D;), conjuguées de ces axes par rapport à la sphère ~irec~rice ,(0). 
Le problème de la recherche des cercles perpendIculaIres a d~ux 

cercles donnés est donc ramené au problème de la recherche des drOites 
rencontrant quatre droites données. Nous allons étudier ce dernier 
problème. 

l or cas : La droite (D2) est la conjuguée par rapport à la direct,:ice (0) 
de la droite (Dl)' - Toute droite (6.) qui rencontre en Al la droI.te (Dl} 
et en A la droite (D ) rencontre évidemment en ces mêmes pomts les 
droites (D;), confond~e avec (D2), et (D~), confond~e a,:ec (Dl)' Ces 
droites sont les axes d'une famille de cercles perpendIculaIres aux deux 
cercles donnés dépendant de deux paramètres. 

2e cas : Les droites (Dl), (D2), (D;), (D;) sont quatre génératrices­
distinctes de même système d'une quadrique (S) définie au chapitre J. -
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Les droites (~) qui les rencontrent sont des génératrices du deuxième 
système de cette quadrique et toute génératrice du deuxième systèm 
est une droite (~). Ces droites sont les axes d'une famille de cercl 
perpendiculaires aux deux cercles donnés dépendant d'un seul paramèt . 

3e cas: Les droites (Dl), (D2), (D;), (D~) sont distinctes, mais rte s nt 
pas quatre génératrices de même système d'une quadrique (S) . - Écar ns 
le cas simple où la droite (Dl) a un point commun avec la droite (D~ : il 
.existe dans ce cas, évidemment, deux droites (~) distinctes rLcon­
trant les quatre droites données. 

Supposons donc que (Dl), (D2) et (D;) soient trois génératri es de 
même système d'une quadrique (H) ': toute droite (~) qui les reJcontre 
sera une génératrice du second système de cette quadrique. LJ droite 
(D'2), n'étant pas, par hypothèse, une génératrice de la quadrique (H), 
la rencontre, en général, en deux points P et Q; les droite~ (~) qui 
rencontrent les quatre droites (Dl)' (D2), D;), (D~) sont les génératrices 
du deuxième système (~) et (~') de la quadrique (H) qui passent, l'une 
par P et l'autre par Q. Ce sont (5) deux droites conjuguées par rapport 
.à la directrice (0). Nous verrons ul térieurement que ceci entraîne qu'elles 
sont réelles et distinctes (29). 

21. Définitions de l'anneau orthogonal, de l'anneau para­
tactique et des cercles aparatactiqu,es. - Nous dirons que deux 
cercles (Cl ) et (C2i, remplissant les conditions imposées au nO 18, forment 
un anneau orthogonal lorsqu 'il existe une famille de cercles à deux 
paramètres perpendiculaires à ces deux cercles. 

Nous ' dirons que deux cercles (Cl) et (C2) forment un anneau paratac­
tique lorsque les cercles perpendiculaires à ces deux cercles dépendent 
d'un seul paramètre. 

Nous dirons que deux cercles' sont aparatactiques pour exprimer qu'il 
existe seulement deux cercles (ou un seul) perpenâiculaires à ces deux 
cercles. 

Il va de soi que dans les énoncés précédents le mot cercle désigne 'un 
·cercle ou exceptionnellement une droite; moyennant cette convention, 
on peut dire que: . 

La figure transformée par infJersion soit d'un anneau orthogonal, soi, 
.d'un anneau paratactique, soit de deux cercles aparatactiques est une figure 
de même espèce. 

Les trois cas étudiés au § 20 nous ont amené à des conclusions dif­
férentes; ceci nous permet d'énoncer les propriétés suivantes, contenant 
chacune la proposition directe et sa réciproque. 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles forment 
un anneau orthogonal est que leurs axes soient deux droites conjuguées 
.par rapport à leur directrice, 

1 
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La condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles forment 
un anneau paratactique est que les axes (DJ), (D2 ) de ces cercles soient 
deux..génératrices de même système d'une quadrique (S) non conju­
guées par rapport à leur directrice. 

. 22. Étude de l'anneau orthogonal. - Soient (Cl ) et (C2) deux 
cercles réels formant un anneau orthogonal ; les axes (Dl) et (D2) de ces 
deux cercles ne coupent pas la directrice (0); or ce sont deux droites 
conjuguées par rapport à celle-ci; la directrice (0) est donc imaginaire 
et il y a anneau au sens du nO 18. 

Toute sphère (Al) passant par le cercle (Cl) est orthogonale au cercle 
(C2), puisque (15) le centre Al de la sphère est sur la droite conjuguée 
de l'axe (D2) du cercle (C2). 

Une sphère que~onque (Al) passant par le cercle (Cl ) est orthogo.nale à 
une sphère quelconque (A2) passant par le cercle (C2), puisque (14) Al et A 2 

sont conjugués par rapport à la sphère directrice. 
Les cercles (~) de la congruence [CI .C21 sont les cercles perpendiculaires 

aux cercles (Cl) et (C2) • 

Les plans des cercles (Cl) et (C2), perpendiculaires aux droites conju ­
guées (Dl) et (D2), son t rectangu laires; la' droite d'intersection de ces 
deux plans est un diamètre commun aux deux cercles, parce que chacun 
de ces cercles est orthogonal au plan de l'autre; elle coupe le cercle (Cl ) 
en A et B, le cercle (C2 ) en A' et B' et l'on a (A.B .A' .B ') = -1, 
parce que les sphères passant par (Cl) coupent (C2) orthogonalement. 

On retrouve bien les propriétés de I:anncau orthogonal qui servent à 
le définir en géométrie ·élémenta ire. 

23_ ReInarque. - Il résulte du raisonnement fait au nO 20 (3e cas) 
et de la condition nécessaire et suffisante pour que del}x cercles forment 
un anneau orthogonal (21 ), que l'on peut énoncer la propriété suivante : 

Si deux cercles sont aparatactiques, les deux cercles qui leur sont perpen­
liculaires forment un anneau orthogonal. 



CHAPITRE IV 

ÉTUDE DE LA PARATAXIE 

24. ~appel de ~e.rtains résultats. - Soient (Cl) et (C
2

) deux 
cercles reels. La conditIOn nécessaire et suffisante pour qu'ils forment un 
a~neau paratactique est que leurs axes (Dl) et (D2) soient deux généra­
trices de même système d'une quadrique (S) non conjuguées par rapport 
à leur sphère directrice : les droites conjuguées (D~) ,et (D;) sont alors. 
deux génératrices du même système de cette quadrique (S). 

~ous. avons vu (1~) que la condition nécessaire et suffisante pour­
qu Il eXiste des quadriques (S) engendrées par des droites réelles, est que 
la directrice (0) soit imaginaire: les deux cercles (Cl) et (C

2
) forment. 

donc un anneau au sens du nO 18. 
Nous ~irons que deux cercles sont paratactiques, pour dire rapide­

ment qu Ils forment un anneau paratactique. 
La q.~adrique (?), .attachée aux cercles para tactiques (Cl) et (C

2
). 

est entlerement defime par la donnée de ces deux cercles, puisqu'elle 
passe par leurs axes (Dl) et (D2) et par les droites conjuguées (D;) et 
(D;) de ces axes par rapport à la quadrique directrice (0). Notons qu'il 
a été établi (6) que la quadrique (S) coupe la directrice (0) suivant 
quatre génératrices; deux seront appelées (Gl) et (G2), elles appartiennent 
au système des génératrices (Di) et (D2), appelé le premier; les deux 
au~res, (rI) et (r2), appartiennent au second système de génératrices. 
qUi est le système des génératrices (~), axes des cercles perpendiculairls 
aux cerclés (Cl) et (C2) donnés. 

25. ~gle de 'la parataxie .. - Une génératrice variable (~) de 
la quadrique (S) re~ontre aux pomts A, B, P, Q les quatre génératrices 
fixes (Dl), (D2), (Gl), (G2) de cette quadrique; le birapport (A, B, P, Q) 
de c.es quatre pomts est égal au birapport (Dl' D2' Gl , G2) de ces géné­
,ratrIces, donc .const.ant. Comme P et Q sont les points où la droite (~) 
re~contre la dIrectrIce (0) et que par conséquent ce birapport est celui 
qUi ~e~t (14) à définir l'angle des sphères (A) et (B), l'angle de ces deux 
spheres a une valeur constante e. Nous énoncerons cet important 
résultat en disant: 

\ ) 

1 
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Théorème: L'angle sous lequel se coupent les sphères qui passent 
par un cercle perpendiculaire à deux cercles (Cl) et (C2 ) d 'un anneau 
paratactique et par l'un quelconque de ces deux cercles est constant. 

La valeur 6 de cet angle constant est, par définition , l'angle de la 
parataxie. • 

Par le point A, arbitraire men t choisi sur (DI)' il passe une généra trice 
(~) et une seule qui rencontre les droites (D2) en B et qui rencontre aussi 
(D~). Si nous nous reportons au résultat établi à la fin du § 15 , nous 
constatons que l'angle sous lequel la sphère (A) co{;,pe le cercle (C2) est 
égal à l'angle sous lequel se coupent les sphères (A) et (B), c'est-à-dire 
à l'angle de parataxie.' Autrement dit: 

Théorème : L'angle sous lequel une sphère variable qui passe 
par un des deux cercles (Cl) d'un anneau paratactique coupe le 
i:econd cercle (C2 ) de cet anneau est égal à l'angle de parataxie. 

Les réciproques de ces théorèmes seront établies ultérieurement (32\ 
On en trouvera au nO 131 une démonstration analytique. 

26. Conséquences. Famille des cercles en). ::.... Ce résultat 
en entraîne d'autres importants. Soient (notations du § 17) Al un 
point quelconque de la droite (Dl)' A2 un point également quelconque 
de la droite (D2) et (~) la droite AIA2' qui n'est pas, en généràl, une 
génératrice de la surface (S). Nous adoptons pour les angles les nota­
tions du § 17 : l'angle u de la sphère variable (Al) et du cercle (C2) 
est égal à l'angle 6 de la parataxie; l'angle Il de la sphère variable 
(A2) et du cercle (Cl) est aussi égal à l'angle 6 de la parataxie; les 
égalités sin u = sin exsin V, sin IJ = sin ~ sin V entraînent, dans ces con­
ditions, ex = ~. Nous énoncerons: 

Les cercles de la congruence [Cl' 02] définie par deux cercles para­
tactiques (CI) et (Oz) coupent ces deux cercles sous le même angle. 

Choisissons , en particulier, pour droite (~ ) une génératrice d'une 
quadrique (T), a~'e que la quadrique (5), passant par les droites (Dl)' 
(D2), (rI) et (r2). Cette quadrique, qui a avec la directrice deux géné­
ratrices communes de même système, la coupe suivant deux autres 
génératrices (gl) et (g2 )' Les points p et q où la droite (~) coupe la 
directrice sont l'un p sur (gl), l'autre q sur (g2). Le birapport (Al> A2' p, q) 
est égal au birapport des quatre génératrices fixes (Dl> D2' gl' g2 ) de 
la quadrique (T). Ce birapport étant celui qui permet de calculer l'angle 
des sphères (Al) et (A2), cet angle V est constant; l'égalité sin 6 = sin exsin V 
montre que l'àngle ex et l'angle ~ sont par con8équent constants. 
Donc: 
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La famille de cercles (fi) , issue de la congruence [Cl' CJ définie 
par deux cercles paratactiques (Cl) et (C2), dont les axes engendrent­
Une quadrique (T) passant par les axes (Dl) et (D2 ) de ces deux 
cercles et qui coupe la directrice suivant quatre génératrices isotropes~ 
est une des familles de cercles qui coupent les cercles (Cl) et (C2) 

sous un même angle constant. 

Nous établirons ultérieurement (39) la réciproque de . cette propO­
sition. 

27. Conditions de parataxie. - Nous appellerons conditions de 
parataxie les ,conditions nécessaires et suffisante~ pour que deux cercles 
réels donnés (Cl) et (C2) forment un anneau paratactique. Nous dési­
gnerons par Pl et QI les points où l'axe (Dl) du premier cercle (Cl) coupe 
la directrice (0); ces points sont les centres des sphères de rayon nul 
qui passent par le. cercle (Cl) : nous les appellerons foyers du cercle (Cl). 
Nous désignerons par P 2 et Q2 les foyers du cercle (C2). 

Nous allons établir le théorème suivan t : 

Les deux conditions de parataxie de deux cercles réels donnés (Cl) 
et (C2 ) qui ne forment pas un anneau orthogonal s'obtiennent en 
écrivant que la distance d'un foyer du premier Pl et d'un foyer du. 
second P 2 est nulle. 

La quantité P1P:, distance de deuf points imaginairetl, est un . 
nombre complexe: l'égaler à zéro, c'est bien écrire deux conditions; 
c'est pourquoi nous disons que les conditions de parataxie sont... Il est 

évident que l'égalité P1P; = 0 entraîne aussi QIQ; = O. 

Les conditions sont nécessaires. Par hypothèse, les cercles (Cl) et (C2) 
sont para tactiques ; il existe donc une quadrique (5) dont (Dl) et (D 2Y 
sont deux génératrices du premier système (21); cette quadrique (5) 
coupe la directrice (0) suivant quatre génératrices isotropes; celles de 
ces génératrices (rI)' (r2) qui sont du second système de la quadrique (5) 
coupent les droites (Dl) et (D2) aux points de ces droites situés sur la 
directrice (0). Nous pouvons donc supposer que Pl et P 2,sont sur (rI)' 
QI et Q2 sur (r 2); ces génératrices étant isotropes, PIP; = 0 et 

QIQ~ = O. 

Les conditions sont ~uffisantes. Par hypo~hèse, PIP; = 0 et QIQ; = O. 
La droite joignant les points distincts Pl et P 2 de la sphère directrice 
étant, par hypothèse, isotrope, est une génératrice (rI) de la sphère 
directrice (0); de même la tlroite QIQ2 est une génératrice isotrope (r2) 

de la directrice (0). Les droites (rI) et (r 2) sont par conséquent leurs 
propres conjuguées par rapport à la directrice (0), et puisqu'elles ren-
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()ontrent la droite (Dl), elles rencontrent aussi la droite ( D~), conjuguée 
de (Dl) par rapport à la directrice (0). 

Il en résulte d'abord que les droites (Dz) et (D;) ne son t pas dans 
un même' plan, car cette hypothèse entraînerait que (Dl) et (D2) sont 
dans un même plan, cas que nous avons écarté. Ceci €mtraîn~ ensuite 
qu'il existe une quadrique (H ) bien déterminée dont les drOItes (Dl), 
(Dz) et (D;) sont trois génératrices du l'remier système et (r I) et (r 2) ' 
deux aénératrices du second. La quadrique (1-1) coupe par conséquent 
la dir:ctrice suivant quatre génératrices, (rI) et (r 2) d'une part, (GI) 
et (G ) d'autre part. Il en résulte que, si (,1) est une génératrice du sec?nd 
systè~e de la quadrique (H ), qui coupe par conséquent les génératr~ces 
(Dl)' (D;), (GI), G

2
), la droite (,1'), conjuguée de (,1), coupe les drol~es 

-conjuguées des précédentes, c'est-à-dire (D;), (Dl)' (GI), (G2); la drOlte 
{,1') est donc une génératrice de la quadrique (H) et cette dernière est 
une quadrique (5). 

Les axes (Dl) et (D2) des cercles (Cl) et (~2) sont par conséquent deux 
génératrices de même système d'une quadnque (5) et les cercles forment 
(21) un anneau paratactique. 

28. Exercice : Trouver l'équation cartésienne de la surface (W) 
engendrée par les cercles perpendiculaires à deux cercles paratactiques 

donnés. 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles (C l ) et 
{C ) forment un andeau paratactique est qu'il existe une quadrique (5) 
do~t les axes (Dl ) et (D2) de ces deux cercles sont deux généra trices de 
même système; les axes (,1) des cercles perpendiculaires sont les géné­
ratrices du second système de cette quadrique. 

Nous supposerons les axes choisis de manière que l'équation de la 
sphère directrice (0) soit 

x2 + y2 + Z2 + R2.= 0 

et celle de la quadrique (5) (11 ) 

x2 - y2 + Z2 sin cp + 2Rz coscp- R2 siI?,cp = ? 
Il est commode de faire tourner les axes de 45° autour de Oz, c'est-à­

dire de supposer que l'~quation de la quadrique (5) est 

2xy + z2 sin cP + 2Rz cos cp - R2 sin cp = O. 

Cette équation peut s'écrire 

(5) xy + (z cos~ --;. R sin~) (z sin ~ + R cos~) = O. 

• 
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Une g~néra~rice (11) de cette surface aura, À étant un paramètre variable, 
pour equatlOns 

z cos~- R sin~ = Àx 
22' 

z sin-
2
'1> + R cos~ = _'1i.. 

2 À 

Le cercle, orthogonal à la sphère (0), dont cette génératrice est l'axe 
aura pour équations . 

À(x2 + y2 + Z2_ R2) + 2Rx sini + 2À2Ry cosi = 0, 

x cos ~ -À2ysini + Àz = o. 
Ce cercle vari~ble est p~rpendiculaire aux deux cercles paratactiques 
(Cl) et (C2) qUI ont serVI pour définir la quadrique (S); il engendre la 
surface -

[(X2+y2+ z2-R2)2-4R2z2)]sin '1>+ 4Rz (x2+ y2+ z2-R2) cos cp=8R2xy. 

N.ous no~s bornerons, pour le moment, à signaler qu'elle est algébrique, 
du quatrIème degré. Nous soulignerons également que cette solution du 
pr?blème n'est pas simple: elle exige la recherche préalable de la qua­
d."lque (S),.définie par les génératrices (Dl) et (D2), de ses directions prin­
cIpales, qUI ont été choisies pour directions d'axes. Analytiquement, elle ­
est donc tnsuffisante. 

• 
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CHAPITRE V 

CERCLES PERPENDICULAIRES A DES CERCLES 
AP ARA TACTIQUES. 

TRANSFORMATION PAR INVERSION DE LA FIGURE 
FORMÉE PAR DEUX CERCLES 

29. Réalité des cercles perpendiculaires à des cercles apa­
ratactiques. - Soient (Cl) et (C2) deux cercles aparatactiques réels. 
Nous avons vu (20 : 3e cas) qu'il existe deux droites (11), au maximum, 
rencontrant les axes (Dl) et (D2) des deux cercles donnés et les droites 
{D:) et (D~), conjuguées de celles-ci par rapport à la directrice. Ces 
droites (11) et (11') définissent les cercles perpendièulaires aux deux 
cercles donnés; ce sont évidemment deux droites conjuguées par rapport 
à la directrice (0). 

Il en résulte d'abord qu'elles sont distinctes. En effet, les deux poin ts A 
et A' où la droite (11) coupe la droite (D;) sont les deux points où cette 
même droite (D~) (20 : 3e cas) coupe une quadrique réelle (H); si (11) 
était confondue avec (11'), A serait confondu avec A' et par suite réel. 
Le raisonnement fait avec les points A et A' d'intersection avec (D;) 
peut être répété avec une autre des quatre droites, (b l ), par exemple. 
Autrement dit, si (11) et (11') étaient confondues, ces droites seraient 
réelles; or elles sont conjuguées et l'on sait qu'il n'existe aucune droite 
réelle qui soit sa propre conjuguée par rapport à une sphère: les droites 
(11) et (11') sont donc distinctes. 

Il en résulte ensuite qu'elles sont réelles. En effet, si les droites (11) et 
(11') étaient imaginaires, les points A et A' d'intersection de ces droItes 
avec une quelconque des quatre droites (Dl), (D2), (D;), (D;) étant 
imaginaires conjugués, ces droites seraient imaginaires conjuguées. et 
leurs paramètres de direction seraient, pour l'une, oc + i[3, oc' + t[3', 
(1." + i[3", et, pour l'autre, (1. - i[3, (1.'- i[3', oc"- i(3". Puisque les droites 
(11) et (11') sont conjuguées par rapport à une sphère, elles sont ortho-
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gonales; les nombres ' réels, oc, (3, . .. devraient donc satisfaire à l' égalité 

oc2 + 0c '2 + oc"2 + (32 + (3'2 + (3 "2 = 0, 

ce qui est impossible; les droites (ô ) et (Ô') sont donc bien réelles. 
Les cercles perpendiculaires à deux cercles aparatactiques donnés 

(Cl) et (C2) sont donc représentés par deux droites réelles (ô) et (Ô' ), 
conjuguées par rapport à la sphère directrice (0). Ceci entraîne que: 

Les deux cercles perpendiculaires à deux cercles aparatactiques 
réels (Cl) et (C2 ) formant un anneau sont les deux cercles réels d'un 
anneau orthogonal. , 

Les ' deux cercles perpendiculaires à deux cercles aparatactiques 
(Cl) et (C2 ) ne formant pas un anneau sont deux cercles, l'un réel, 
l'autre imaginaire, d'un anneau orthogonal. 

30. Condition de parataxie d'un cercle et d'u.ne droitè. -
La comparaison des résultats établis dans la recherche des cercles 
perpendiculaires permet d'affirmer qu'il existe toujours, au minimum, 
un cercle (~ ) réel perpendiculaire à deux cercles donnés (Cl) et (C2) . 

Nous nous bornons, bien entendu, à l'étude du cas où les cercles (Cl) 
et (C2) n'ont aucup point commun, réel ou ima.ginaire, bien que cette 
proposition soit vraie dans tous les cas. 

Soit w un point ,de ce cercle (:E), Une inversion de pÔ,le w et de puis­
sance quelconque ' transforme le cercle (:E) en une droite, et par consé­
quent les cercles (Cl) et (C2) en deux cercles ayant un diamètre commun. 
Deux cercles perpendiculaires ayant deux points réels communs, il est 
possible de choisir le pôle w d'inversion à la fois sur le cercle (:E) et sur 
le cercle (Cl)' Cette inversion transforme alors la figure formée par deux 
cercles (Cl) et (C2) en une figure classique formée par une droite (D) et 
un cercle (C), dont les équations, par rapport à un système de coor­
données rectangulaires bien choisies, sont 

(C) 

(D) 

< x2 + y2 - r2 = 0, 
( z = 0; 

~ 
x=a, 

y sine- z cose, = 0; 
. 7t 

avec a > ° et ° < e < - ; r > O. 2 
Nous retrouverons la condition de parataxie (27) du cercle (C) et de 

la droite (D) en écrivant qu'un des foyers du cercle (C), de coordonnées 
0, 0, ir, est dans un des plans isotrope's passant par la droite (D) : 
y sine - z cos e - i(x - a) = O. Cette condition est : 

a = r cose, 

étant données les conditions de signes imposées aux nombres a, r, et e. 

/ 1 
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PROPRIÉTÉS DES DROITES (D). - La droite (D) porte parfois le nom 
de droite focale du cercle (C). Il est facile d'établir des propriétés intéres­
santes de cette droite. 

10 Si l' on projette orthogonalement le cercle (C) sur un plan perpen­
diculaire à la droite (D), litS demi-axes de l'ellipse-projection ont pour' 
longueur~ r et r si,n e. La demi-distance focale est donc 

r cose = a. 

Il en résulte que le pied de la droite (D) sur le plan de projection est 
un foyer de la projection. La réci­
proque est immédiate, Nous énon-

(n) cerons donc : 

Pour qu'une droite (D) soit 
focale d'un cercle (C), il faut et il 
suffit que les plans tangents menés 
par (D) à (C) soient isotropes. 

La fi gure ci-contre montre un 
cercle (C) et une droite (D) per­
çant le plan de (C) en F (l, fi) : 
l'épure est faite en supposant (D) 
vcrticalc et le plan de (C) de bout. 

20 Si l'on considère une sphère 
(S) de centre (s, Si) passant par 
(C), l'angle cp de la sphère et de 
(D) es t donné par la formule 

sf 
cos cp = s'a" 

Or on a 
of = o'a' cose, os = o's' 'cose, 

. of o'a' 
et par SUIte, - = - ,- , . 

os 0 s 

Les deux triangles ofs et f'a 's' sont alors semblables et l'on a 

cos cp = .!.L = .!!1. = cos e. 
s'a' o'al 

L'angle cp est donc constant, et l'on retrouve, par ce procédé élémentaire, 

le résultat du nO 25. 
30 Le même raisonnemen t va nous donner le moyen d'interpréter 

l'angle de deux sphères (S) et (:E) passant par le cercle (C)., S~r, la même 
épure, l'angle (S, :E) est marqué en s'a'a ' . D'ap;ès, la siltllhlude des. 
triangles précités signalée plus hau t (2°), on peu t ecnre 

.........--.... /'... 

s'a'a' == sfa, 

. , 
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<:e qui s'énonce: 

L'angle de deux sphères passant par un cercle (C) est égal à l'angle 
du dièdre dont l'arête est une focale du cercle et dont chacune des 
faces contient le centre d'une sphère. 

31. ProblèIne. Transformer par inversion deux cercles en deux 
cercles concentriques. - Nous avons écarté de notre étude (18) la figure 
formée par deux cercles (Cl) et (C2) concentriques; une inversion ramène 
<:e cas particulier au cas général; il devrait donc exister deux cercles 
perpendiculaires à ces deux cercles formant un anneau orthogonal : 
le premier est le diamètre commun aux deux cercles; on constatera 
sans aucune peine que le second n'existe pas (il est rejeté à l'infini). 

Ceci posé, proposons-nous de découvrir les inversions qui transforment 
deux cercles (Cl) et (C2) donnés en deux cercles concentriques: une 
telle inversion, si elle exis te, transformera .les 'cercles perpendiculaires 
aux cercles (Cl) et (C2) en une droite et un cercle à l'infini; le pôle d'in­
version dojt donc être un point d'un cercle perpendiculaire (:EN ces 
deux cercles et un foyer du second cercle perpendiculaire (:E') à ces 
dfjux cercles, et cela suffit. Or, les deux cercles (:E) et (:E') formant un 
anneau orthogonal, les foyers de (:E') sont effectivement sur (:E); ils ne 
sont réels ue si (:E') est imaginaire, ce qui se produit quand la direc­
trice (0) est réelle, c'est-à-dire quand les cercles donnés (Cl) et (C2) ne 
forment pas un anneau. Noùs pouvons donc énoncer que: 

Il existe deux pôles d'imJersion réels et deu~ seulement qui permettent de 
transformer deux cercles (Cl) et (C2), qui ne forment pas un anneau, en 
deux cercles concentriques. 

32. Propriété caractéristique des sphères passant par un 
des cercles d'un anneau paratactique ou orthogonal. - Nous 
continuerons l.'étude de la figure formée par deux cercles (Cl) et (Cz) 
en nous aidant de quelques calculs simples effectués sur la figure inverse, 
daI}s le système d'axes choisis au § 30, les notations étant celles du 
§ 17. . 

La figure inverse du cercle (Cl) est la droite (D); la figure inverse 
du cercle (C2) est le cercle (C); la figure inverse d'une sphère (A2) est 
une sphère (a2), d'équation: 

x 2 + y2 + Z2 - 2wz - r 2 = O. 

L'angle u sous lequel la sphère (A2) coupe le cercle (Cl) est aussi celui 
sous lequel la sphère (a2) 60upe la droite (D). Le carré de la distance du 
centre de la' sphère (a2 ) à la droite (D) est a2 + f1. 2r2 cos2 6; le cosinus de 
l'angle u est égal au quotient de cette distance par le rayon de la sphère 
(az); nous aurons donc 
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La figure inverse d'une sphère (Al) est un plan (~), d'équation 

À(x- a) + y sin6 - Z cos6 = O. 

L'angle P, sous lequel la sphère (Al) coupe le cercle (C2), est ~ussi celui 
sous lequel le plan (al) coupe le cercle (C). Les coordonnées d'un point M 
commun au plan (~) et au cercle (C) sont (r cos op, r sin op, 0), op et À étant 
liés par la relation 

(3) À(r cos op - a) + r sinop sin 6 = O. 

L'angle P, complément de l'angle de la tangente en M au cercle (C), 
(- sin op, cos op, 0) avec la normale au plan (al), (À, sin 6, - cos 6), est 
défini par l'égalité 

• 2 (-À sinop + sin6cosop)2 
sin P = - . 

1 + 1.2 

Observons que l'identité 

(- À sin op + sin 6 cos op)2 + (À cos op + sin op sin 6)2 = 1.2 + sin26 

est toujours satisfaite; puisque À cos op + sin op sin 6 est égal (3) à M, 
r 

l'expression de sin2 p peut. s'écrire 

. 2 _À2(r2-a2)+r2 sin2 6. 
smp- r2 (1+À2) 

On passe de l'expression qui donne sin2 u à celle qui donne sin2 p en 

remplaçant f1.2 par b. Si donc la première est indépendante de Il, la 

seconde est indépendante de À. 
La condition nécessaire et suffisante pour que sin2 u, fonction homo­

graphique de f1.2, soit indépendante de f1.2 est 

a2 = r2 cos2 6, 

c'est-à-dire, puisque a, r , cos 6 sont positifs, 

a = rcos6. 

C'est la condition de parataxie. Nous énoncerons donc la proposition 
suivante, qui contient la réciproque de la proposition énoncée au § 25 : 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles (Cl) et 
(C2) forment un anneau paratactique ou orthogonal est que toute 
sphère passant par l'un d'eux coupe l'autre sous un angle constant. 

(Voir une démonstration analytique au nO 131.) 
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33. Angle d'une sphère passant par un cercle (Cl) et d'un 
autre cercle (C2 ) aparatactique avec (Cl)' - Supposons que les 
cercles (Cl) et (C2l.soient aparatactiques et forment un anneau. 

Toute sphère passant par l'un de ces .cercles coupe l'autre; par consé­
quent tout plan passant par la droite (D) coupe le cercle (C), ce qui se 
traduit par la condition a < r. Nous poserons donc a = r cos6', et le 
fait que (Cl) et (C2) sont aparatactiques se traduira par 6' ::;é 6. 

Les expressions de sin2 u et sin2 1J deviennent, avec ces notations, 

Il résulte de ces égalités que sin2u et sin2 1J peuvent prendre toutes les 
valeurs comprises entre sln26 et sin2 6'. Les valeurs maxima et minima 
correspondent à À ou (.1. soit nuls, soit infinis, c'est-à -dire au cas où les 
plans (al) et les sphères (a2) passent par les cercles perpendiculaires à la 
droite (D) et au cercle (C). Nous pouvons donc énoncer le résultat 
suivant: 

Lorsque deux cercles (Cl) et (C2 ) forment un anneau aparatactique, 
les sphères qui passent par l 'un d'eux coupent le second sous un angle 
variable compris entre un maximum et un minimum. Les sphères 
qui coupent sous l'angle maximum ou minimum passent par les cercles 
perpendiculaires aux cercles (Cl) et (C2). 

(Voir solution analytique au nO 134.) 
Supposons que les cercles (Cl) et (C2) ne forment pas un anneau. Il 

existe par conséquent des sphères passant par le cercle (Cl) qui ne 
coupent pas le cercle (C2); ceci entraîne que a est supérieur à r. Les 
expressions écrites pour sin2u et sin2 1J varient, quand À et (.1. prennent 

2 2 
toutes les valeurs possibles , entre r 2 a , nombre négatif, et sin26. 

r 

Le valeurs négatives de sin2 u et sin21J correspondent à des sphères 
q ui ne coupent pas les cercles donnés. Nous pouvons donc dire que 
sin2 u et sin2v prennent toutes les valeurs comprises entre ° et sin26. 

Lorsque deux cercles (Cl) et (C2) ne forment pas un anneau, les 
sphères qui passent par l 'un d'eux coupent le second sous un angle 
variable, inférieur à un maximum. Les sphères qui correspondent à ce 
maximum passent par l'unique cercle perpendiculaire aux deux cercles 
donnés. 

• 

CHAPITRE VI 
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DÉFINITION ET ÉTUDE DES CERCLES (II) 

34. Définition des familles de cercles (II). - Soient (Cl) et 
(C2) deux cercles n'ayant aucun point réel ou imaginaire commun: 
nous utiliserons la nomencl~ture définie au § 27. Nous désignerons par 
Pl et QI les foyers du cercle (Cl ), par P 2 et Q2 ceux du cercle (C2). 

Lorsque les cercles (Cl) et (C2) sont aparatactiques, les foyers sont arbi­
trairement dénommés PlOU QI; il en est de même dans le cas où les 
cercles forment.un anneau orthogonal, car dans ce cas PlP 2, QlQZ' Pl Q2, 
P2Ql sont toutes isotropes; par contre, lorsque les deux cercles sont para­
tactiques , les points Pl' QI' P2, Q2 sont choisis de manière que Pl P2 
soit une droite isotrope et QI Q2 également. 

Nous dirons qu'une famille de cercles appartenant à une congruence 
[Cl ' C2] es t u'te famille de cercles (II ) lorsque les axes (Â) des cercles de 
cette famille seront les génératrices d'un système bien déterminé d'une 
quadrique (H) fixe passant par les quatre droites (Dl), (D2\, PIP 2 et 

QIQ2' • 
Les cercles d'une famille (II ) dépendent d'un seul para!llètre : ce sont 

les cercles d'une famille bien déterminée d'une cyclide dont la déférente 
est la quadrique (H) et la directrice la sphère (0) . 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une droite variable (Â), 
rencontrant la droite (Dl) en Al et la droite (D2) en A2' soit une généra­
trice d'une quadrique (H) passant par PIP2 et QlQ2 est que les points 
Al et A2 se correspondent dans une homographie dont les couples de 
points Pl' P 2 -et QI' Q2 sont des couples de points homologues. Les 
cercles (II ) sont donc des cercles communs à des sphères (Al) et (A2) 
dont les .centres se correspondent·comme il vient d'être dit. 

Il est par suite très simple de former l'équation des cercles (II). 
L'équation d'une sphère (Al) étant de la forme fI (x, y, z) + Àgl (x, y, z) = ° 
et celle d'une sphère (A2), f2 (x , y, z) -+ (.I.g2 (X, y, z) = 0, on détermi­
nera les valeurs (Xl et [31 de À qui correspondent aux sphères de rayon 
nul (Pl) et (QI) et les valeurs (X2 et [32 de (.1. qui correspondent aux sphères 
(P2) et (Q2)' Ào et (.1.0 étant des valeurs particulières de À et (.1., arbitraire-

DOJ'liTOT, ParQtazie. 2 
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ment choisies, la condition nécessaire et suffisante pOur que les cercles 
d'intersection des sphères (Al ) et (A2) soient les cercles d'une famille (il) s'exprime par l'égalité 

(À, Ào, O:l> (31) = (fL, fLo, 0:2, (32)' 

35. Figure inverse d'une famille de cercles (fi). _ L'inverse 
d'une sphère (Al) passant par le cercle (Cl) est une sphère (al) passant 
par le cercle (Cl), inverse du cercle (Cl) (nous laissons au lecteur le soin 
de corriger le texte lorsqu'il est nécessa ire d'écrire plan pour sphère et 
droite pour cercle); les centres Al et al sont deux points de deux droites 
fixes, les axes (Dl) et (dl ) des cercles (Cl) et (Cl), alignés avec le pôle (ù 

d'inversion. Les inverses des sphères (Pl) et (QI) sont des sphères (Pl) 
et (ql) de rayons nuls; les points al et Al se correspondent donc dans une 
homographie dont Pl et Pl> ql et QI sont des points homologues. Des 
constatations an'alogues peuvent être faites pOur les centres A

2 

et a
2 

de la sphère (A2) et de la sphère inverse. 

Le cercle (l:) d'intersection des sphères (Al) et (A
2
) sera un cercle / 

d'une famille (il) si Al et A2 se correspondent dans une homographie 
dont les. couples de points Pl> P2 et'Qv Q2 sont des c'ouples de points 
homologues. Mais cette hypothèse, rapprochée des résultats établis 
au paragraphe précédent, entraîne que al et a

2 
se correspondent dans 

une homographie dont les couples de points Pl> P2 et ql> q2 sont des 
couples de points homologues: le cercle (a) d 'intersection des sphères 
(al) et (a2

), cercle inverse du cercle (l:), appartient donc à une famille 
de cercles (il). Nous énoncerons donc: 

• 
La figure inverse d'une famille de cercles (fi) est une famille de cercles (fi). 

36. A.pplication. - Soit l: un cercle de la congruence [Cl' C
2

]; 

l'inversion déjà utilisée au § 32 transforme le cercle (l:) en un cercle (a), défini par les équations 

X2 + y2 + z2_ 2fLRz- R2 = 0, 
À(x- a) + y sine - z cose = O. 

La condition nécessaire et suffisante ' pour que les cercles (l:) appar­
tiennent à une famille (il) est que les cercles inv&ses (a) appartiennent 
à une famille (il), c'est-à-dire que À et fL se correspondent homographi_ 
quement de manière que les valeurs + i ou _ i de À qui correspondent 
aux plans isotropes soient homologues des valeurs + i ou _ i de fL qui 
correspondent aux sphères de rayon nul. 

Si les cercles (Cl) et (~2) ne forment pas un anneau paratactique, ou 

CERCLES (II) 

' - + . ou bien À = + i correspon 
bien À = + i correspolnd al' ,fL ~r u~~ des deux relations fL = - i; À et fL sont a ors les p 

(4) 
(5) 

A(ÀfL-1) + B(), + fL) = 0, 
A (ÀfL+ 1) + B(À-fL) = 0, 
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d à 

1 t tes arbitraires. " A t 
B étant deux cons an du paratacttque, c est que e ) (C ) forment un anne , . t 

Si les cercles (Cl et 2. d ' ,,= _ i. la relatIOn en re R e et À = + t correspon a\"", , l'on a a = , cos , 
À et (.L est alors 

A(À(.L-1) + B(À + (.L) = O. (4) , 

1 A e angle deux cercles apa-37 
Cercles coupant sous e mem (C ) et (C ) soient aparatac-

. d'abord que 1 2 • Il • 2 ratactiques. - Supposons. ffisante (32) pour que sm u = sm y 
. La condition nécessaire et su . ui donne sin 2 u à celle tiques. ., passe de l'expressIOn q 

est À2(.L2 = 1, pUisqu on 1 t ue ces expressions sont des 
1 çant fL2 par - e q . d ne sin2

y en remp a À2 .. 2 

qUi on 2 2 Or la condition sm2u = sm y h aphiques de À et (.L . fonct~ons ~mogr (17) à cause des égalités entrame u - y et 

sin u = sino: sm , . V " sin v == sin {3 sin V, 

réciproquement d'ailleu.rs, si ex = {3'n~e- :~r que le cercle (l:) du § 36 
La condition nécessaire et suffils a (C p) et (C ) se décompose en deux 

coupe sous e. l même angle les cerc es 1 2 , 

relations, qUi sont À(.L -1 = 0, , 

À(.L + 1 = O. 

, ticulier des relations (4) et (~), ce!ui '!:~s Ces relations sont un cas par d infini ou bien à À mfim (.L _ . 
' l À - 0 correspon (.L, 0 _ 00 ou lequel a la va eur - . t' mes de valeurs À = ,(.L _ , 

Nous' observerons que les sys ~ (a) perpendiculaires au cercle (C) 
À = 00 (.L = 0 définis~ent les cerc e~" oncer le résultat suivant: ' ' . (D) CecI nous permet en . 
et a la droite. . l d rcles aparatacttques 

. le même ang e eux ce , l' Les cercles qUt coupent sou: d l (II) définis par l un ou autre 
' de t mûles e cere es 147 ) (Cl) et (C2

) formen~ ~ a, deux cercles (voy. n08 135 et • 
des cercles perpendtculatres a ces 'fi ' , 

f 't ment de mes. C d familles de cercles sont par al e 

es eux , V des s hères 
. § 32) de calculer l angle p 1 

38. Il est aisé (nota~lO~s d~ V des figures inverses: le plan (~l) et a (A) t (
A) Il est égal a l ang e '1 au quotient de la distance 1 e 2 . . d t ngle est ega h ' (). le cosmus e ce a , sp ere a~ , / 
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du centre de la sphère (a2) au plan (al ) et du rayon de cette sphère : il 
est défini par l' égali té 

2V _ (Àa + wcos a)2 cos - • 
r 2(1 + fL2) (1 + À2) 

Cette expression, lorsque , par h ypothèse, le~ cercles (Cl) et (C2) sont 
paratactiques, devient (a = r cos a) : 

( À + )2 cos2V = IL cos2 a 
(1 + fL2) (1 + À2) , 

ou encore 

cos2V = (À + fL)2 cos2 a. 
(1 - ÀfL)2 + p, + fLJ2 

Nous constatons donc que la condition nécessaire et suffisante pour 
que l'angle V soit constant est que À et fL soient liés par une relation de 
la forme (4). 

39. Cercles coupant sous lé même angle constant deux 
cercles paratactiques. - Soient (Cl) et (C2) deux cercles para­
tactiques. Nous avons vu (26) que les cercles (:E) de la congruence 
[CI'~] coupaient sous le même angle les cercles (Cl) et (C2) et que cette 
valeur commune ex: = ~ est déterminée par l'égalité sin a = sinex:sinV. 
La condition nécessaire et suffisante pour que ex: demeure constant est 
donc que V soit constant, c'est-à-dire que À et fL soient liés plu la rela­
tion (4); or ceci exprime (36) que les cercles (cr), et par conséquent 
les cercles inverses (:E), sont des cercles d'une famille (II). 

Nous énoncerons donc la propriété suivante, qui complète la propo­
sition qui termine le § 26 : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un cercle lJariable (:E} de 
la congruence définie par les cercles (Cl) et (C2J d'un anneau paratactique 
coupe les cercles (Cl) et (C2) sous des angles constants (et égaux) est que 
ce cercle appartienne à une famille (II ). 

On vérifiera d'ailleurs qu'à une valeur donnée ex: de pet angle constant 
supérieure à l'angle a de para taxie, il correspond, en général, deux 
familles de cercles (II ) distincts. Il en correspond une seule dans le cas 

. 7t 
ou ex: =- 2" 

Les cercles perpendiculaires à deux cerdes (Cl) et (C2) formant un anneau­
paratactique font partie de la famille unique de cercles (II ) définie par un 
quelconque d'entre eux. 

40. Équation de la surface (W) (no 28 ). - L'extrême simplicité 
avec laquelle on peut définir analytiquement une famille de cercles (II) 

- , 
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"1" d la plupart des cas pour trouver avec un mini-peut elre utI Isee, ans '.. d 1 
mum de calculs les cercles perpendiculaires ou Isogonaux a eux cerc es 
d . Nous allons en donner un exemple en reprenant, dans un cas 
:;~::iier, le problème, déjà résolu au § 28,. de ~a r e,cherche de la 

~urface (W ) engendrée par les cercles perpendiculaires a deux cercles 

Para tactiques donnés (Cl) et (C2)· d 
N (30) qu'une inversion permet de transformer ces eux 

ous avons vu S tt 
cercles en deux cercles ayant un diamètre commu~. ~~poso.ns ce e 
inversion faite et soient (Cl) et (C2) les cercles donnes, d equatIOns 

~ x2 + y2 + z2:- 2rz cotg cp - r
2 = 0, 

(CJ) 1 y cos W - x sm W = 0; 
~ x2 + y2 + z2 - 2rz cotg cp' - r

2 = 0, 
(C2) ( y cos w' - x sin w' = O. 

1 0 2+ 2_r2 =0 
L'axe des z est le diamètre commun; le cerc e z = ,x. f Y 0 

.' 1 (C) et (C ) qUI orme avec z est le cercle perpendICulaire aux cere es 1 2 

un anneau' orthogonal. exemple, 
Les coordomiées du foyer Pl du cercle (Cl) seront, par 

. smw . cosw cos cp Celles du foyer P 2 du cercle (C2) sont 
- tr -- tr -. - , r . . 

. sin cp' sm cp sm cp 

. sin w' . cos w' 
- tr-.--" tr-. -" 

sm cp sm cp 

réduit à 

r cos cp ' La condition de para taxie P IP 2 = 0 se 
sin cp' . 

cos (cp - cp ') = cos (w - w' ), 

. , , + 2k7t soit - cp' = w' -'--- w + 2k7t. 
ce qui entraîne SOIt cp - cp =II>-W '. cp ., t 

L b ' m m' sont des paramètres; maIs,les axes ChOISIS pouvan 
es nom res w, w , Tl T • t t' n autour 

être remplacés par d'autres déduits ?es prelluers par une ro, a+I0
2k 

ouo . ., l' cp'-w - w 7t,n J 

de Oz west à notre dISpOSitIOn: SI ona ~~ - , , +2k 7t , . t w' - m'· SIl on a cp- cp =w - w , 
choisirons w = cp et par consequen - T , • 'd d ux 

h 
. . - - m et w' = - cp'. I} est eVI ent que ces e 

nous c OiSIrons w - T d w - cp 
cas ne sont pas distincts; nous nous bornerons onc au cas - , 

w'~ CP:~rcle (:E) de la congruence [Cl' C2] est défini par les équations 

x2 + y2 + Z2 + 2Àrx- 2ÀrY cotgcp,- 2rz cotg Cp, - r;: g, 
x2 + y2 + Z2 + 2wx - 2fLry cotg cp - 2rz cotg cp - r - . 

La vaieur À = i correspond à la sphère (Pl) et fL = i correspond à la 

sphère (P2)·. le cercle (:E) soit un 
La condition nécessaue et suffisante pour que h graphie 

cercle (II) est que À et fL se correspondent dans une omo 
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, 1 

dont t et - i sont les valeurs doubles, c'est-à-dire soient liés par la 
relation 

A(À[1. + 1) + B(À- [1.) = 0, 

A et B étant des constantes données. Les cercles (1:) correspondants 
coupent les cercles (Cl) et (C2) sous un angle constant ex. 

Pour que les cercles (t) soient perpendiculaires aux cercles donnés, 
il suffit que A et B soient choisis de manière que l'un d'eux soit un 
cercle perpen'diculairej or le système de' valeurs À = 0, [1. = 0 en définit 
un: il suffit donc que A = 0 et que par conséquent À = (.1.. 

La surface (W) engendrée par les cercles perpendiculaires aux cercles 
(Cl) et (C2) a ,pour équation cartésienne 

x2 + y2 + z2 - r2 -.:... 2rz cotg cp = x% + y2 + z2 - r2 - 2rz cotgcp'. 
x - y c,otg cp x - y cotg ,cp' 

Ces deux expressions sont deux valeurs d'une même fonction homo­
graphique pour des valeurs distinctes cotg cp et cotg cp' de la variable j 
cette fonction est donc décomposée et l'équation de la surface (W) est 

(x2 + y2 + z% - r2)y = 2rxz. 

Elle est indépendante de cp et de cp'. 

La surface engendrée par les cercles perpendiculaires à deux cercles 
par,atactiques donnés (Cl) et (C2) est par conséquent la surface mperse 
d'une surface fixe. 

Cet important résultat sera précisé ultérieurement. 
Les inversions dont il est question dans ' cet énoncé sont celles qui 

transforment un couple de cercles Pérpendiculaires dans le cercle (C) 
et la droite (D) : la puissance d'inversion permet de donner à la constante 
r une valeur donnée, choisie à l'avance. 

41. L'étude de la figure formée par deux cercles réels, que nous 
avons entreprise et poursuivie dans les paragraphes précédents, n'a 
nécessité jusqu'ici qu'un appareil analytique modeste : nous avons 
raisonné le plus possible sur des figures de géométrie Il'éelle, transformées 
par des inversions réelles, en n'introduisant les éléments imaginaires 
que pour énoncer simplement les résultats. Cette étude nous conduit, 
d'une façon à peu près inévitable, à l'étude des cercles (II). Ces cercles, 
dont les axes engendrent une ,quadrique (H) réglée et qui sont ortho­
gonaux, à une sphère fixe (0) imaginaire, mai~ de cl,lntre réel, sont 
les cercles générateurs d'une surface bien connue de ceux de nos 
lecteurs qui ont étudié la géométrie analytique. La surface engendrée 
appartient à la famille des cyclidesj mais elle n'est pas une cyclide quel­
conque: il conviendrait de l'identifier. 

.. 

CERCLES (II) 39 

Nous pourrions procéder à cette identification en utilisant quelques 
résultats classiques ou réputés tels sur les cyclides et terminer l'étude 
'précédente en nous bornant à démontrer géométriquement que la 
condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles soient paratac­
tiques est qu'ils soient inverses de deux cercles d'Yvon Villarceau d'un 
tore. 

Nous avons .préféré supposer que nos lecteurs ignorent ou ont oublié 
lesdits résultats classiques sur les cyclides; nous allons donc consacrer 
les chapitres suivants à les établir et à montrer que l'étude patiente, 
méthodique et logique des ' cyclides aurait dû conduire les géomètres à 
l'étude de la parataxie, alors qu'en fait c'est une étude logique de la 
parataxie qui nous a ramené aux cercles (II) et par eux aux cyclides. 

L'étude des surfaces cyclides, bien qu'elle ait une origine géométrique, 
est une étude analytique. 
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CYCLIDES: 
PROPRœT:tS ET CLASSIFICATION 

CHAPITRE VII 
1 

FAISCEAU QUADRATIQUE 
ET CONGRUENCE LINÉAIRE DE SPHÈRES 

42. Notat ions. - Les axes de coordonnées sont, par hypothèse, les 
arêtes d'un trièdre trirectangle Oxyz. Nous désignons par p l'un des 
nombres naturels 1, 2, 3, 4; nous appellerons ap' cp' c;, c;;, dp des 
constantes qui, sauf spécification contraire, sont des constantes réelles. 

Nous désignerons par Sp le polynome 

Sp = ap(x2 + y2 + Z2 ) + 2cpx + 2c~y + 2c~z + dp­

La surface (Sp) dont l'équation est 

S.,= 0 

est, lorsque ap est différent de zéro, une sphère dont le centre est réel: 
lorsque ap est nul, cette surface est, en général, un plan. 

Effectuons un changement d'axes de coordonnées quelconques , de 
manière que les nouveaux axes soient rectangulaires; nous désignerons. 
par S; le polynome obtenu en remplaçant dans Sp les coordonnées x. 
y, z par leurs valeurs en fonction de coordonnées nouvelles, en sorte que 

S; = 0 
sera l'équàtion de la surface (S.,) dans les nouveaux axes. 

Les formules qui, dans le système d'axes donnés Oxyz, donnent les 
coordonnées d 'un point M (x, y, z) en fonction des coordonnées du point 
inverse M' (X, Y, Z) dans l' inversion de pôle 0 et de puissance k sont 

kX kY kZ 
x = X' + y 2 + Z2' Y = X2 + y 2 + Z2' z = X2 + y2 + zz· 
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Il en résulte que l'équation de la surface (~ ) inverse de la sph' (S) 
d l

,· . , 'd p ere p 
ans lllverSlOn prece ente est 

ap k2 + 2kcp X + 2kc~Y + 2kc;Z + dp(X2 + y2 + Z2) = O. 

Nous désig~eron~ par ~p le" polynome écrit dans le premier membre en 
sorte que l'equatlOn de la sphère (~p) inverse soit . ' 

~p= O. 

43. Faisceau quadratique de sphères. - Soient 

SI = 0, S2 = 0, S3 = 0 

les équat~ons de trois sp~ères (SI)' (S2), (S3)' le mot sphère désignant, 
comm~ d usage en analytique, une sphère ou un plan. Nous supposerons 
e~sentIe~ement .q~e.les sphères (SI)' (S2)' (S3) ne sont pas trois sphères 
d un faIsceau hneaire et que deux quelconques d'entre elles ne sont 
pas confondues. / 

Dans ces ~onditions, nous appellerons faisceau quadratique de sphères 
don.t les spheres ,~e ba~e sont les sphères (SI)' (S2), (Sa) les sphères (~) 
varIables dont 1 equatlOn est -

Sl t2 + 2S2t + S3 = O. 

L.a p,ropriété d'une sphère C~) d'appartenir à un faisceau quadratique 
est mdependante du choix des axes. "' 

. E~ efIet,',effec:uons (42)1 un changement d'axes de coordonnée~ rectan­
gulaires; 1 equatlOn de la sphère (~) dans les nouveaux axes sera 

S~t2 + 2S~t + S; = O. 

Ceci démontre la proposition. 

La figure inl'erse d'un faisceau quadratique es~ un faisceau quadratique. 

Effectuons ,un c~angement d'axes préalable, de manière que l'origine 
des coordonnees solt 1 pôle de l'inversion donnée; soit 

Slt2 + 2S2t + S3 = 0 

l'équation de la sphère (~) dans ces nouveaux axes L'équation de la 
.iphère (~'), inverse de (~ ) , sera ,(42) . 

~lt2 + 2~2t + ~3 = O. 

Les sphères (~1)' (~2)' (~3) sont les sphères inverses des sphères de b . 
ce~les-ci, ~a: ~ypothèse, ~ont ~istinctes et ne sont pas des sphères :'~~ 
faIsceau hneaIre; les spheres lllverses sont, par conséquent, également 

1 \ 

~\ 
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distinctes et ne sont pas les sphères d'un faisceau linéaire. La sphère 

(~'), dont l'équation est 
~lt2 + 2~2t + ~3 = 0, 

appartient, par conséquent, à un faisce'au quadratique. 

44. Lieu des centres. - Nous nous proposons de dégager les 
propriétés géométriques des sphères d'un faisceau quadratique. Nous 
écarterons le cas où, ~, a2' a

3 
étant nuls tous les trois, il s'agit de plans 

qui sont, en général, tangents soit à un cône, soit à un cylindre du 
deuxième degré; nous écarterons également le cas où les centres des 
sphères de base sont alignés. Dans ce cas, les centres des sphères (~) 
du faisceau sont alignés et l'interprétation géométrique n'est pas 

simple. 
Nous bornerons donc notre étude au cas où les centres des sphères de 

" base (SI)' (S2), (S3) ne sont pas alignés. 
Nous remarquerons, géométriquement, que les sphères (~) sont 

extraites du réseau linéaire défini par les trois sphères (SI)' (S2), (S3)' 
Nous pouvons donc affirmer que les sphères (~) demeurent orthogonales 
aux sphères du faisceau linéaire orthogonal. Le calcul qui suit a pour 
objet de préciser la condition supplémentaire qui les caractérise. 

Les centres des trois sphères (SI)' (S2)' (S31. n'étant pas alignés, déter­
minent un plan (P); en outre, ces sphères ont un axe radical. Nous choi­
sirons cet axe radical pour axe Oz et le plan (P) pour plan xOy; nous 
désignerons par k la puissance commune de l'origine 0 par rapport aux 
sphères (SI)' (S2), (S3)' L'équation, par rapport à ce système d'axes, des 

sphères (:l~) sera 
(a

1
t2 + 2a2t + as) (x2 + y2 + z2 + k) - 2(Clt2 + 2c2t + ca)x ;. 

_ 2(c;t2 + 2c;t + c~)y = O. 

Nous constatons que les sphères (~) sont orthogonales aux sphères 

d'équation 

À étant un paramètre arbitrairement choisi, et que leur centre décrit la, 
conique dont l'équation, en coordonnées paramétriques, est 

c
1
t2 + 2c2t + Ca c;t2 + 2c~t + c~ 

x= 2+2 + ' y= 2+2 + ' aIt a2t a3 aIt a2t aa 
z= O. 

• Celte conique est une conique non décomposée; en effet, puisque les 
centres des sphères (SI)' (S2), (S3) ne sont pas alignés, le déterminant 

~ a2 aal 
Cl C2 ca 
c~ c~ c~ 
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n'est pas nul. La conique lieu des centres est donc une ellipse ou une 
hyperbole si a~ - alaa est différent de zéro, et une parabole si cette 
quantité est nulle. 

Les sphères (~) orthogonales aux sphères d'un faisceau linéaire peu­
vent être caractérisées par la propriété d'être orthogonales à un cercle 
(C) du plan (P) dont les équations sont 

z = 0, x2 + y2 + Z2 - k = O. 

Elles passent donc par deux points fixes P et Q, réels et dis incts si k 
est négatif, imaginaires conjugués si k est positif, exceptionnellement 
confondus. 

Si P et Q sont réels, le cercle (C), dont le centre est réel, est imaginaire. 
Le faisceau quadratique inverse du faisceau donné dans une inversion 
de pôle P est un faisceau quadra tique de plans tangents à un cône; et 
réciproquement, le faisceau quadratique inverse du faisceau quadratique 
de plans, que nous avons écarté de notre étude (cas où al> a2 , aa 
sont nuls), .est, en général, un faisceau quadratique de sphères passant 
par deux points . fixes défini comme ci-dessus. • 

Si P et Q sont imaginaires conjugués, le cercle (C) est réel. La figure 
inverse du faisceau quadratique donné, dans une inversion dont le 
pôle 1 est un point du cercle (C), est un faisceau quadratique de sphères 
orthogonales à une droîte fixe (D), dont les centres sont, par conséquent, 

, alignés. Réciproquement, la figure inverse d'un faisceau quadra'tique de 
sphères dont les centres sont alignés sur une droite (D), faisceau que 
nous avons ' écarté de notre étude, dans une inversion dont le centre 
n'est pas sur la droite (D), est un faisceau quadratique défini comme 
ci-dessus. 
. . 

Nous résumerons l'étude précéd~nte en énonçant le résultat suivant: 

Les sphères d'un faisceau quadratique sont, en général, des sphères 
dont le centre décrit une coniql1e réelle non décomposée et qui sont 
orthogonales à une sphère fixe. 

La conique lieu des centres est, par définition, la déférente du faisceau; 
les sphères du faisceau sont orthogonales à une sphère fixe e t au plan; 
également fixe, de la déférente, elles sont donc orthogonales à un faisceau 
linéaire de sphères fixes. L'ùne quelconque de celles-ci est, par défini­
.tion, la directrice du faisceau. 

'~5. Réciproque. - La réciproque de la proposition précédente 
llst la suivante: 

Les sphères (E) dont le centre décrit une conique réelle non décom­
posée e~ qui restent -orthogonales à une sphère fixe sont les sphères 
d 'un faisceau quadratique. 

l , 
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Nous choi~irons pour plan xOy le plan de la conique, pour ax~ Oz la 
perpendiculaire à ce plan menée par le centre de la sphère orthogonale, 
centre qui, par hypothèse, est un point réel. Les coordonnées d'un point 
de la conique, lieu du centre de la ' sphère variable (~), peuvent être 
exprI ées en fonction rationnelle d'un paramètre t : 

clt
2 + 2C2t + ca c;t2 + 2c~t + c/a 

x = alt2 + 2azt + aa' y = altZ + 2azt + a3 ' 
z = O. 

L'éq tion de la sphère variable (~) sera donc de la forme 

2 ' 2 + 2 2 clt
2 + 2C2t + Ca 2 c;t

2 + 2c~t + c~1 +' 0 x - y z - x- y 1\= 

alt
2 + 2a2t + aa alt2 + 2azt + a3 ' 

À étar:t une inconnue déterminée par ' la condition que la sphère (~) est 
orthogonale à une sphère fixe, d'équation 

x2 + yZ + ZZ - 2zzo - k = O. 
Cette condition est 

À= k. 

L'équation de la sphère (~) est par conséquent, dans le système d'axes 
choisÈ, 

(al t2 + 2a2t + aa) (x2 + yZ + Z2) - 2 (cltZ + 2c2t + ca)x 
- 2(c;tZ + 2c~t + c~)y + k(alt2 + 2a2t.+ ~) = O. 

Les sphères (~) sont donc bien les sphères d'un faisceau quadratique. 

46. Enveloppe. - Lès sphères (~) d'un faisceau quadratiqu~ 

SI tZ + 2 S2t + S3 = 0 

ont, brsque les sphères (SI)' (Sz), (S3) ne sont pas trois sphères d'un 
faiscem linéaire, une enveloppe (E), dont l'éq,uation est 

(SZ)2 - S1S3 = O. 

Le pdynome (S2)2 - SlS3 est de degré inférieur ou égal à 4 : 
(S2)2 - S1S3 = (a~ - alaa) (x2 + yZ + zZ)2 

+ 2 (x2 + y2 + ZZ) P 
+ des termes de degré inférieur à trois. 

P == ~a2 (czX + c~y + c';z) - al (c3x + c;y + c~z) - aa (clx + c;y + C';Z) 
L'rnveloppe (E) est donc une surface algébrique. Si cette surface est 

du quatrième degré, l'ombilicale en est une ligne de points doubles; 
si e11 est de degré trois, l'ombilicale en est une ligne de points simples; 
elle peut exceptionnellement être du second degré. Les sphères (~) 
toucaent leur enveloppe en tous les points d'une ligne caractéristique 
qui est un cercle : là surface (E) engendrée par des cercles est dite 
cercée. 



1 
46 CYCLlDES 

Il ~st possible de préciser que, lorsque le faisceau quadratique est 
d~~m par u~e déférente e,t .une directrice, l'enveloppe (E) est du qua­
tneme degre lorsque la deferente est une conique à centre et du troi­
sième lorsque la déférente est une parabole. Les axes des cercles de 
contact des sphères CE) avec leur enveloppe sont tangents à la déférente 
et, par conséquent, le plan de la déférente est un plan de symétrie pour 
la surface (E). • 

Lorsque l'enveloppe (E) est du second degré, elle est de rév~lution 
(nous écartons toujours le cas al = a 2, = aa = 0); les centr~s des 
sphères (L) décrivent une droite, et l'absence de déférente nous indique 
que les centres des sphères (SI)' (S2), (Sa) sont alignés; mais lorsque les 
centres de ces sphères sont alignés, l'enveloppe (E) n'est pas nétessai­
rement du second degré. 

47. Congruence bilinéaire de sphères. Définition. - Le; axes 
et les notations étant les mêmes qu'au § 42, soient 

SI = 0, S2 = 0, S3 = 0, S, = 0 

les équ,ati~~s de quatre sph,ères (SI)' (S2), (Sa), (S,), le mot sphère )onti­
nuant a deSIgner, comme d usage, une sphère ou un plan. 

Rappelons tout d'abord que, ex, (3, y étant des paramètres var.ables 
on appelle congr~e~ce linéaire ou réseau de sphères défini par trois sphère~ 
(SI), (S2), (S3) dlstmctes et n 'appartenant pas à un faisceau linéa.re la 
famille de sphères dont l'équation peut être mise sous la forme ' 

ex81 + (3S2 + ySa = O. 

~e~ sphères (S~)" (S2), (Sa) sont, par ,définition, les bases de la congr.lence 
hneaIre. On ven~e;a, que l~ pr?pnété pour une sphère d'appartmir à 
une co~gruence Imearre .es~ I.ndependante du choix des axes et qUl l'in­
verse d une congruence hneaIre de sphères est une congruence linéaTe de 
sphèr~s. ,Les sphères d'une congruence linéaire sont, en général, œtho­
gqnales a un cer~le fixe et, par,tant, à t0,'ltes les sphères qui passert par 
ce cercle, exceptIOnnellement a une drOIte fixe .. Dans le premier ce ces 
de~ cas, e~e~ ont en commun deux points, réels ou imaginaires, séné­
ralement dIstmcts. 

. ~o,u~ diro.ns ~u'une sphère !Jariable (L) est une sphère d'une congrLence 
b~lmeatre defim~ ~ar les ~phères ~e. b~se (SI), (S2), (Sa), (S,) distinctes et 
n: a~p'artenant ~t a un fatsceau lmeatre de sphères, ni à une congnence 
lmeatre de spheres, lorsque son équation sera de la forme. 

Sèll- + S2À + S31l- + S, = O. 

Dans cet,te équation,. À et Il- sont deux vari~ble.s indépendantes qui 
peuvent etre remplacees par deux valeurs arbItraIrement choisies. 

1 
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La propriété d'une ' sphère (L ) d'appartenir à une congruence bilinéaire 
est indépendante du choix des axes. 

En effet, effectuons (36) un changement d'axes de coordonnées rectan­
gulaire~ : l'équation de la sphère (L) dans les nouveaux axes sera 

S;ÀIl- + S~À + S~1l- + S~ = O. 

Cela dfnontre la proposition. ; 

La ~gure inverse d'une congruence bilinéaire de sphères est une con­
gruen,e bilinéaire. 

Efftêtuons un changement d'axes préalable, de manière que l'origine 
des cmrdonnées 'soit le pôle de l'inversion donnée; soit (42) 

Lèll- + L2À + Lall- + ' L4 = 0 

l'équaion de la sphère (L/), inverse de la sphère (L) d'une congruence 
bilinétire donnée (C). Si les sphères (LI)' (L2), (La), (L4) n'étaient pas 
distictes ou si elles appartenaient soit à un faisceau, soit à une con­
gruerce linéaire, il en serait de même des sphères inverses (SI)' (S2), 
(Sa), S,), ce qui n'est pas conforme aux hypothèses faites. Il n'en est 
doncpas ainsi, et les sphères (L') sont les sphères d'une congruence (C/) 
bilin.aire. 

4f. Lieu des centres. - Nous nous proposons de dégager les 
proviétés géométriques des sphères d'une congruence bilinéaire. Nous 
écar.erons le cas où, al' â 2, aa, a 4 étant tous ' nuls, il s'agit d'une con­
gruflce bilinéaire de plans tangents à une quadrique réglée non déve­
lopJable. Nous écarterons également le cas où les centres des sphères 
de Jase sont dans un même plan: dans ce cas, les centres des sphères (L) 
de a congruence sont dans un plan et l'interprétation géométrique n'est 
pa: simple. , 

'~ous bornerons donc notre étude au cas où, les centres des sphères 
(S), (S2), (Sa), (S4) n'étant pas dans un même plan, le déterminant 

al a2 aa a 4 

8= 
Cl c2 ca c, 

1 / / / 

Ct C2 C3 c. 
/, Il Il 

Ct Ct C3 c. 

et différent de zéro (8 -::;é 0). Les axes sont supposés rectangulaires deux 
àdeux, mais quelconques. 

Le centre d'une sph~re (L) dont les coordonnées sont 

. cIÀIl- + C2À + Call- + c4 c;ÀIl- + c;À + C~!L + c~ x= -, y= , 
a1À!L + alÀ + aa!L + a, ~ÀIl- + azÀ + aa!L + a4 
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C~ÀIL + c;À + C~IL + c~ z = -'--'--'----=:----7-::.:--':-~ 
~ÀIL + a2À + a3IL + a4 

est un point d'une quadrique (H) réglée, non développable, pUIsque, 
pa;- hypothèse, 3 est différent de zéro. 

D'autre part, les centres des quatre sphères (SI), (S2), (S3), (S.) 
n'étant pas, par hypothèse, alignés, il exi~te un point 0 , ~entrf radical 
de ces sphères, dont la puissance par rapport aux quatre sph~~s a la 
même valeur k. La puissance de ce point par rapport à la sPrfre (~) 
est la valeur que prend le rapport 

SlÀIL + S2À + SaIL + S4 
a1ÀIL + a2À + aafl. + a4 

lorsqu'on y remplace x, y, z par les coordonnées du point 0; c.mme, 
pour ces valeurs, SI prend la valeur ka1, S2 la valeur ka2, etc., œ rap­
port prend la valeur k. Les sphères (L) sont par conséquent orhogo­
nales à une sphère de centre 0, dont le rayon R est défini par l'og7Iité 

R2 = k. 

Dans le cas présent, les coefficients al> ... , dl étant réels, 0 6t un 
point réel et k un nombre réel, et la sphère orthogonale est une !':Ihère 
dont l'équation cartésienne est à coefficients réels. Nous énoncerOlS ces 
résultats en disant: 

Les sphères d'une congruence bilinéaire sont, en général, des spi ères 
dont le centre décrit une qhadrique réglée non développable e1 qui 
demeurent orthogonales à une sphère fixe. 

La quadrique (H ), lieu des centres, est appelée la déférente d la 
congruence, et la sphère orthogonale la directrice. 

49 Réciproque.- La réciproque de cette proposition est la 
suivante: 

Les sphères (l:) dont le centre est un point quelconque d'une quaQ'i­
que réglée non développable et qui demeurent orthogonales à me 
sphère fixe sont leS" sphères d'une congruence bilinéaire. 

Les coordonnées d 'un point d'une quadrique réglée non développaHe 
peuvent être exprimées en fonction des paramètres À et fi. qui définisselt 
les génératrices de la surface par les équations 

J 
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La ·condition nécessaire et suffisante pour que la sphère varl able (L), 
d'équation 

x2 + y2 + z2- 2xqX- 2YIH - 2zoZ + h = 0, 

soit orthogonale à une sphère fixe, d'équation 

:z;2. + y2 + Z2 - 20tX - 2~y - 2yz + k = 0, 

est que l'égalité 

soit satisfaite. Cette égalité définit la valeur de h, et celle-ci est évidem­
ment de la forme 

h = d1ÀfI. + d2À + dafl. + d •• 
a1ÀfI. + a2À + aafl. + al 

L'équation de la sphère (L) est par conséquent de la forme 

SlÀfI. + 'S2À + Safi. + S4 = O . . 

Nous pourrons en conclure qua la sphère (L) est une sphère d'une 
congruence bilinéaire, lorsque nous nous serons assuré que les sphères 
de base (SI)' (S2), (Sa), (S4) sont distinctes et n'appartiennent ni à un 
faisceau, ni à une congruence linéaire . . On constatera qu' il n'en est pas 
ainsi en. vérifiant que l'une quelconque de ces hypothèses entraîne que 
le lieu des centres des sphères (L) est soit une droite, soit un plan; or 
ce lieu est, par hypothèse, une quadrique réglée. La sphère (L) est donc 
bien une sphère d'une congruence bilinéaire. 

50. Cas particuliers. - 1° Il peut arriver que le rayon R (48) de 
la sphère directrice orthogonale aux sphères (L ) soit nul. Les sphères (L) 
passent alors par un point fixe réel 0 (lorsque al' a2, . .. , c~ sont réels) . 
Une inversion de pôle 0 transforme dans ce cas la congruence bilinéaire 
de sphères en une congruence bilinéaire de plans. 

Réciproquement, la figure inverse d 'une congruence bilinéaire de plans 
[cas al = a2 = aa = a4 = ° écarté de notre étude (48)] est une congruence 
bilinéaire de sphères étudiée plus haut (48) et définie géométriquement 
lorsque le pôle d ' inversion n'est pas le point commun à tous ces plans. 

2° Lorsque la sphère directrice (0) est réelle, une inversion dont le 
pôle est sur cette sphère transforme les sphères de base et les sphères (L) 
en des sphères dont les centres sont dans un même plan. 

Réciproquement, considérons la congruence (C) bilinéaire de sphères 
définie par des sphères de base don t les centres sont dans un même 
plan (P) [ce cas a été (48) écarté de notre étude]. Une inversion dont le 
centre 1 n'est pas dans le plan (P) transforme les sphères de base de 
la conaruence (C) en quatre sphères (LI)' (L 2) , (La), ( ~4) ' Les centres 
de ces'" quatre sphères ne sont pas dans un même plan. En effet, si 
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les centres des sphères (LI)' (L2), (La), (L4) étaient dans un même plan, 
ce plan serait orthogonal à ces quatr.e sphères, et les quatre sphères 
inverses (SI)' (S2), (Sa), (S4) seraient orthogonales soit à une sphèrè, soit 
à un plan différent du plan (P). Ces quatre sphères, orthogonales à la 
fois soit au plan (P) et à une sphère, soit à deux plans, seraient quatre 
sphères d'une congruen.ce linéaire; il n'en est pas ainsi, par hypothèse, 
puisque les sphères (SI)' (S2), (Sa), (S4) sont les sphères de base d'une 
congruence bilinéaire. _ 

Nous pouvons donc affirmer que l'inverse d'ùne congruence bili­
néaire (C) de sphères définie par des sphères de base dont les centreb 
sont dans un même plan, lorsque le pôle d'inversion n'est pas dans ce 
plan, est une congruence bilinéaire définie (4S) par une déférente et une 
directrice. 

L'inversion ramène l'étude des cas e.--cclus à celle du cas général. 

51. Enveloppe. - Les sphères (L) d'une congruence bilinéaire ' 

SIÀfL + S2À + SafL + S4 = ° 
'ont, lorsque les sphères (SI)' (S2), (Sa), ,S4) sont distinctes et ne sont pas 
quatre sphères d'un faisceau linéaire ou d'une congruence linéaire, 
une enveloppe (E) dont l'équation est 

S1S4 - S2Sa = O. 

Le polynôme S1S4 - S2Sa est de degré inférieur ou égal à 4 : 

S1S4 - S2Sa = (lll a4 - a2aa)(x2 + y2 + Z2)2 
+ 2(x2 + y2 + Z2)P 
+ des termes de degré inférieur à trois. 

P = al (c4x + c~y + c~z) + a4(cl x + c;y + c';z) 
- a2(caX + c~y + c~z) - aa(caX + c~y + c~z) 

L'enveloppe (E) est donc une sur.face algébrique; si cette surface est du 
quatrième degré, l'ombilicale en est une ligne de points doubles; si cette 
surface est du troisième degré, l'ombilicale en est une ligne de points 
simples; elle peut, exceptiomiellement, être du second degré. Ces 
propriétés des ~urfaces .enveloppes (E) ~ont aussi .celles (46) des envelop­
pes des sphère\ des faisceaux quadra tiques; maiS dans le cas des con­
gruences, les sphères (L) touchent leùr enveloppe en deux points seule­
ment, tandis que dans le cas des fais ceaux, les· sphères (L) touchent 
l'envelopp~ en tous les points d'un cercle. . 

Lorsque le paramètre fL varie seul, les sphères (L) passeJ?t par un cercle 
• • 1 

fixe (À), dont les équatiOns sont 

7 

~ SIÀ + Sa = 0, 
(À) ( S2À + S4 = O. ~ 

CONGRUENCE BILINÉAIRE DE SPHÈRES 51 

Ce cercle est une courbe tracée sur l'enveloppe (E), puisqu'en éliminant. 
~ entre les deux équations précédentes on trouve 

SIS, - S2Sa = 0, 

équation de l'enveloppe (E). 
Lorsque À varie seul, les sphères (L) passent par un cercle fixe (fL)~ 

dont les équations sont 

qui est aussi tracé sur l'enveloppe (E). 
Les sphères (L) touchent leur enveloppe aux deux points communs. 

aux cercles (À) et (fL). . 
Par un point ,de la surface (E), il passe, en général, un cercle (À) et 

un seul et un cercle (fL) et un seul. Ces deux cercles sont distincts;. 
les cercles (À) sont donc les cercles d'une famille à un paramètre, que 
nous appellerons cercles du premier système de la génération: les cercles 
(IL) sont alors les cercles d'une autre famille à un paramètre, que II:0us 
appellerons cercles du second système de la génération. Nous disons sys­
tème de la génération et non pas système de la surface (E), parce que 
le mode de génération met en évidence ces deux famtlles de cercles 
mais qu'il exi~te (nous l~ constaterons ultérieurement) sur la surface (E) 
des cercles qUi ne sont m des cercles (À), ni des cercles (fL ). . 

Il est évident que: deux cercles de systèmes différents sont sur une même­
sphère ou dans un même plah. 

On. vérifiera que : Lorsque la congruence bilinéaire est définie par­
une dtrectrice (0) et une déférente (H), les cercles (À) et (fL) sont orthogonaux 
à la sphère directrice et leurs axes sont les génératrices de systèmes différents 
de la déférente (H). 

Réciproquement, d'ailleurs, un cercle orthogonal à la sphère direc-· 
trice (0) et dont l'axe est une génératrice de la déférente est soit ·un 
cercle (À), soit un cercle (fL) de la surface (E). 

52. Définition des cyclides. - Nous appellerons cyclides les 
surfaces algébriques du quatrième degré admettant l'ombilicale comme· 
ligne de poillts doubles et les surfaces algébriques du troisième degré 
admettant l'ombilicale comme ligne de points simples. 

L'équation d'une cyclide est, en axes rectangulaires, 

A(x2 + y2 + z2)2 + (Bx + Cy + Dz)(x2 + y2 + Z2) 
+ax2+ a'y2+,a"z2 + 2b"xy + 2b'zx + 2byz+ 2cx+ 2c'y+ 2c"z+ d=O. 

A, B, C, D sont des constaQ.tes qui ne sont pas toutes nulles' a a' aH 
b b' bIt '" d d ' , , ,. , , ,c, c, c, sont es constantes. Nous n'étudierons que des.. 
surfaces cyclides dont l'éq.uation est à coefficients réels. 
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La propriété, pour une surface, d'être une c~clide est un~ prop~i~té 
métrique, indépendante, par conséquent, du ChOIX des axes, a condItion 
qu'ils soient les arêtes d'un trièdre trirectangle. 

L'inverse d'une cyelide est une cyelide ou une quadrique. L'équation 
de l'inverse de la cyclide définie par l'équation précédente, dans l'in­
version (0, k), est 

Ak4+ (Bx+ Cy+ Dz)k3 + (ax2 + a'y2 + a"z2 + 2b"xy + 2b'zx + 2byz)k2 
+ (2ex + 2e'y + 2e"z)(x2 + y2 + z2)k + d(x2 + y2 + Z2)2 = O. 

La proposition est donc démontrée; en outre, 
Lorsque le pôle d'inversion n'est pas un point de la eyelide, l'inverse est 

une eyelide de degré quatre. Lorsque le pôle est un point simple, l'inverse 
est de degré trois. Lorsque le pôle est un point double, l'inverse est une 
quadrique. ., 

En particuliér, l'inverse d'une quadrique est une eyeLLde ayant un pomt 
double au moins. 

Constatons que l'enveloppe (E) des sphères d'un faisceau quadra­
tique (46) est une cyclide; l'enveloppe (E) des sphères d'une congruence 
bilinéaire (51 ) est une cyclide. Les surfaces engendrées par les' cercles (II ) 
définis (40) dans le chapitre VI sont les cercles d'une même fami~le d'une 
cyclide (W); la déférente du mode de génération est la quadrIque (H) 
et la directrice est la sphère (0). Les cercles (Cl) et (C2) sont deux cercles 
de l'autre famille de cercles de cette génération. 

1 
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CHAPITRE VIII 

GÉNÉRATION DES SURFACES CYCLIDES. 
POINTS MULTIPLES 

53. Recherche des sphères bitangentes ou inscrites. -
Étant donnée une cyclide, nous nous proposons de trouver les sphères 
qui sont soit bitangentes, soit inscrites dans cette surface. Nous procé­
derons à cette recherche, d'ailleurs classique, d,ans le but de démontrer 
qu'il existe .soit des congruences bilinéaires de sphères bitangentes, 
soit des faisceaux quadratiques de sphères inscrites, de former leurs 
équations et de les dénombrer .. 

Pour former leurs équations, il faut opérer sur une cyclide quelconque 
et, par conséquent, résoudre le p~oblème pour la cyclide du quatrième 
degré, puis pour la cyclide du troisième degré. Pour les dénombrer, il 
suffit d'opérer syr la cyclide du quatrième degré, par exemple, puisque 
{52) l'i.nverse d'une cyclide, lorsque le pôle d'inversion n'est -pas un 
point "de la cyclide, est de degré quatre . 

. Nous nous bornerons, les méthodes de recherche étant les mêmes 
dans les deux cas, à résoudre le problème pour la cyclide du quatrième 
degré dont l'équation (52) est 

(x2 + y2 + Z2 )2 + (Bx + Cy + Dz)(x2 + y2 + Z2 ) + f(x, .y, z) = 0, . 
l'équat\on f (x, y, z ) = 0 étant l'équation d 'une quadrique (Q) quelconque, 
en général. Nous choisirons pour origine 0 des axes de coordonnées le 

Point (- B - ~ - Q) et pour axes Ox Oy, Oz trois parallèles aux 
4' 4 ' 4 ' 

directions principales, ou à des directions principales s'il yen a plus de 
trois, de la quadrique (Q). L'équation de la cyclide, par rapport à ces 
nouveaux axes, sera l'équation 

(1) (x2 + y2 + Z2 )2 + ax2 + a'y2 + a"z2 + 2ex + 2e'y + 2e"z + d = O. 
Soit (~) une sphere, dont l'équation est 

(2) $2 + y2 + Z2 - 2= - 2~y - 2yz + h = O. 
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a:, 13, y, h sont des constantes arbitraires. L'intersection de la cyclide et 
de la sphère se compose de l'ombilicale et d 'une biquadratique (B) 
définie par les deux équations 

S (2=+ 213y+ 2yz-h.)2+ ax2+ a'y2+ a"z2+ 2cx + 2c'y+ 2c"z+ d=û, 
? x2 + y2 + Z2 - 2= - 2i3Y - 2yz + h = û. ' 

La condition nécessaire et suffisante pour que la sphère (1:) soit ou 
bien bitangente à la cyclide ou bien inscrite est que, dans le faisceau 
linéaire de quadriques passant par la biquadratique 

(3) (2a:x + 2i3y + 2yz - h)2 + (a + 1.)x2 + (a' + 1.)y2 + (a" + 1.).;2 
+ 2 (c- a:1.)x + 2(c' - i31.)y + 2(c"- )'1.)z + d + 1.h= 0, 

on trouve ou bien deux plans distincts ou bien deux plans confondus. Le 
problème de la recherche des sphères (1:) est donc lié à celui de la recher­
che des points multiples de.Ja quadrique d'équation (3). 

Pour procéder à cette recherche, il sera commode d'introduire une 
inconnue nouvelle u, en posant 

2a:x.+ 2i3y + 2yz- h = u. 

. Les équations qui définissent les coordonnées, s'ils existent, des points 
doubles de la q~adrique d 'équation (3) seront les cinq équations sui-
vantes 

2a:u + (a + 1.)x + c - a:1. = 0, 
2i3u + (a' + 1.)y + c'- i31. = 0, 

\ 2yu + (a"+ 1.)z+c"-y1. =0, 
2cxx + 2i3y + 2yz -":" h- u = 0, 

-}tu + (c - cx1.)x + (c' - {31. )y + (c" - yÀ)z +.d + 1.h = O. 

Ce système est équivalent au système suivant 

(4) ~ 
2a: u + (a + À) x + c - a:1. = 0, 
2i3u + (a' + 1. )y + c'- i3À = 0, 
2yu + (a" +o 1.)z + . c" -': y1. = 0, 

!2cxx +2i3y+2yz- h-u=0, 
l 2cx + 2c'y + 2c"z- 1.U - 2hu + 1.h + 2d = O. 

Il reste à discuter ce système, en considérant À et u comme des 
inconnues auxiliaires, x, y, Z étant les inconnues dont le ou les systèmes 
de solutions permettront de préciser le nombre des points doubles. 

54. On trouvera en fin de volume (NOTE 1) les détails de la discussion 
de ce système. Pour faciliter la lecture de l'exposé, nous donnerons ci­
dessous les résultats obtenus : cela permettra au lecteur de poursuivre 
l' étude des chapitres suivants sans avoir à suivre les détours d'une dis­
cussion souvent intéressante, mais parfois longue. 

\ 
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55. Un premier résultat mis en évidence est que les cyclides enveloppes 
de sphères d'un faisceau quadratique (46) et les cyclides enveloppes de 
sphères d'une congruence bilinéaire (51 ) ne sont pas nécessairement des 
surfaces distinctes. Une cy'cIide donnée peut être en même temps une 
enveloppe de sphères à deux paramètres et une enveloppe de sphères 
à un paramètre, le second cas étant, a priori , moins commun que le 
premler. 

Nous conviendrons d'appeler: 
génération normale d'un«t cyclide la génération comme enveloppe de 

sphères (1:) dont l'équation dépend de deux paramètres indépendants, 
et 

génération exceptionnelle, la génération comme enveloppe de sphères 
(1:) dont l'équation dépend d'un paramètre. 

56. Générations normales. - Si l'on écrit 

cp(À) = 4c2(a' + À) (a" + À) + 4c'2(a" + 1.)(a + À) 
+ 4c"2(a' + À) (a + À) + (1.2 

- 4d) (a + À) (a' + À) (a" + À), 

nous conviendrons d'appeler racines singulières de cette équation les 
racines À = - a, 1.. == - a', À = - a" (lorsque, na turellement, ces 
nombres sont racines ). 

La discussion conduit alors aux résultats généraux suivants : 

10 A toute racine de l'équation cp (1) = 0 correspond une génération 
normale, sauf si cette racine est singulière et multiple. 

20 Les sphères (:E) d'une génération normale sont toujours des 
sphères d'une congruence bilinéaire; donc : 

a) elles sont orthogonales à une sphère directrice (0); 
h) leurs centres décrivent une quadrique (H ); 
c) elles touchent leur enveloppe, en général, en deux points M et M'; 

il y a exception si la sphère (0) il un rayon nul ; la cyclide (W) a alors 
un point double, et les sphèr~s (1:) d'une certaine génération passent 
par ce point et touchellt la cyclide en un d euxième point. 

E xceptionnellement, les centres de (1:) peuvent être <dans un plan (0 ), 
que l'on appelle plan directeur: cela arrive uniquement dans le cas 
d'une racine singulière -et simple. Ce plan est évidemment un plan de 
symétrie pour (W ). Il peut arriver que les trois générations normales 
soient à -plans, directeurs. 

57. Générations exceptionnelles. - La discussion conduit aux 
résultats généraux suivants: 

10 A toute racine singulière multiple de l'équation cp (1) = 0 corres­
pond soit ~ne génération exceptionnelle, soit un cas de décomposition; 

. ' 
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2° Lorsque la racine est double, Ja génération est exceptionnelle 
et les sphères (1:) sont toujours des sphères d'un faisceau quadratique· 
d'où l'on conclut que: • 

a) elles sont orthogonales à un cercle directeur fixe de rayon non nul; 
b) leurs centres décrivent une conique déférente dont le plan est 

celui du cercle directe\lr (ce plan est un plan de symétrie pour la cyclide); 
c) elles touchent leur enveloppe, en général, en tous les points sauf 

deux, au maximum, d'un cercle cal'actéristique. 
Exceptionnellement, les centres de CE) peuvent être alignés; les sphères 

(L) sont orthogonales à la droite (D), lieu des centres; la cyclide est alors 
une cyclide de révolution d'axe (D). Cela arrive uniquement lorsque 
deux ou moins des coefficients a, a', ail sont égaux. 

58. Racine singulière triple. - La discussion conduit aux résul· 
tats suivants: 

P:- toute ra~ine singuliere au moins triple correspond soit une géné­
ratIon exceptlonnelle avec un cercle directeur de rayon nul, soit une 
cyclide décomposée. 

Le dernier cas ne peut se produire que lorsque la cyclide se décompose 
en deux sphères et par conséquent une cyclide qui n'est pas de réyolution 
n'est pas décomposée. 

59. CI~ssification des cyclides. - Nous nous proposons, dans 
cette partie de notre exposé, de classer en familles les cyclides dont 
l'équatio~ est à coefficients réels, en n 'utilisant pour les distinguer que 
des proprIé tés anallagmatiques (qui se 'conservent par inversion). Nous 
po~rrons, par ~xemple, distinguer les cyclides par le nombre des géné· 
ratIOns .e:,ceptlOnnelles et par le nombre des générations normales; 
nous utIliserons aussi le nombre des points multiples; ce nombre est 
d'ailleurs lié . comme nous allons le voir au nombre des 'géné rations 

Les Lnyerswns que nous utiliserons sont des inyersions dont le pôle 
est un point réel et la puissance un nombre réel. 

60. Recherche des points m.ultiples à distance finie. - Les 
équations qui donnent les coordonnées des points multiples à distance. 
finie, s'ils existent, de la cyclide (W ), d 'équalion 

(x2 + y2 + Z2)2 + ax2 + a'y2 + a"z2 + 2cx + 2c'y + 2c"z + d = 0 
, > 

sont les équations suivantes: 

)

' 2X (X2+y2+z2)+ ax+c =0, 
2y (x2 + y2 + Z2) + a'y + c' = 0, 
2z(x2 + y2 + Z2) + a"z + Cil = 0, 
ax2 + a'y2 + a"z2 + 3cx + 3c'y + 3c"z + 2d = O. 

• 1 

" 
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Nous remplacerons ce système par le système équivalent obtenu en 
introduisant l'inconnue auxiliaire À = 2(x2 + y2 + z2 ) : 

x(a + À) + c = 0, 
y(a' + À) + c' = 0, 
z(a" + À) + Cil = 0, 

(1) x2 + y2 + Z2 -,~ = 0, 

À2 
(a+ À)x2 + (a' + X)y2+(al+À)z2+3cx+3c'y+3c"z- '2+2d=0. 

61. Résultats. - Nous prions le lecteur de se reporter à la NOTE II, 
à la fin de l'ouvrage, pour les calculs, d'ailleurs faciles, qui permettent 
de résoudre ce système. Nous énoncerons ci· dessous les résultats que 
l'on obtient: 

1 
10 On est conduit, dans la recherche des points multiples à distance 

finie d'une cyclide (W ), à dis linguer deux cas: cyclides non de réyolution, 
cyclides de réyolution; 

20 La condition nécessaire et suffisante poUf qu'une cyclide (W) 
non de révolution ait des points multiples est que l'équation <p (À) = 0 
(56) ait des racines multiples j 

30 A une racine multiple non singulière de l'équation <p (À) = 0, 
correspond un point multiple à distance finie j 

40 A une racine multiple singulière de l'équation <p (À) = 0, corres' 
pondent deux points multiples (distincts si la racine est double, 
confondus si elle est au moins triple), réels ou imaginaires j 

50 La condition nécessaire et suffisante pour qu'une cyclide (W) de 
révolution, non décomposée, ait un point multiple est que l'équation 
<p (À) = 0 ait une racine multiple non singulière. 

Il convient d'observer qu'à toute racine singulière double de l'équa­
tion 'P(À) = 0 correspond, d'une part (57), une génération exceptionnelle 
et d'autre part, deux points multiples (61), sauf si la cyclide (W) est de 
révolution. Autrement dit, la présence d'une génération exceptionnelle 
entraîne soit que la cyclide (W) a deux points multiples, soit que la cyclide 
(W) est de réyolution. 

Nous expliquerons plus loin le fait suivant, qui, a priori, peut paraître 
curieux: si (W) est une cyclide de révolution, sans points multiples 
à distance finie, la cyclide inverse (W'), dans une inversion quelcon~ùe 
(1) dont le pôle n'est pas sur l'axe de l'évolution, admet comme la cyc~lde 
(W) une génération exceptionnelle et par conséquent deux pomts 
multiples. L'inversion (1) a donc fait naître des points multiples; 
l'inversion qui permet de passer de (W') à (W) les ferait disparaître . 
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Nous conviendrons, pour cette raison, de dire que: la propriété, pour 
une cyclide (W), d'être de rél'olution est, au point de l'ue anallagmatique, 
équil'alente à la propriété de posséder deux points multiples. 

62'. Ordre des points multiples. - Nous avons, dans les para­
graphes . précéden ts, parlé de points multiples d'une cyclide (W). 
Il est nécessaire de préciser leur ordre: cet ordre .est inférieur au degré 
4 de la cyclide; il est donc égal soit à 3, soit à 2. 

Supposons qu'un point multiple w soit triple. Joignons w à un 
point variable M de l'ombilicale; la droite wM, coupant en cinq points ' 
la cyclide (W), -est une droite de cette surface; or cette droite wM, 
lorsque M varie, engendre le cône isotrope ou sphère-point (w). La cyclide 
(W ) est donc décomposée en (w) et en une autre sphère (S) qui passe 
par w. La sphère (S) est évidemment réelle, puisqu'elle est coupée par 
une droite réelle passant par w en un seul point,réel distinct de w. Nous 
avons donc démontré la proposition suivante : 

Toute cyclide (W) qui admet un point triple est décomposée en une 
sphère réelle (S) et en une sphère-point dont ,le centre est SUl' (S). 

Il est intéressant de former l'équation de la cyclide (W) qui admet 
un point triple; les coordonnées de ce point triple doivent annuler les 
ç\.érivées secondes du premier membre de l'équation de (W ); parmi les 
solutions possibles, choisissons le point dont les coordonnées sont (0, 0, a); 
les équations du problème de la recherche de (W) se réduisent aux 
suivantes 

a+2a2 =0, 
c = 0, c' = 0, 

a' + 2a2 = 0, 
2a"a + 3c" = 0, 

et l'éq~ation de la cyclide à point triple est 

a" + 6a2 = 0, 
3c"a + 4d = 0, 

. (x2 + y2 + Z2)2 _ 2a2 (x 2 + y2) - 6a2z2+ 8a3z - 3a4 = O . . 

L'équation <pp\) = ° de cette cyclide s'écrit 

p, - 2(2)5 = O. • 
Elle admet par conséquent une racine multiple d'ordre 5. 

Puisque toute cyclide (W) qui admet un point triple à distance finie 
est décomposée, les points multiples à distance finie d'une cyclide (W) 
non décomposée sont des points doubles. 

63. Recherche des modes de génération d'une cyclide 
donnée (W). - Les différents modes de génération trouvés précé­
demment sont les générations normales et lt<s générations exception­
nelles : les générations normales sont les générations de la cyclide comme 
enveloppes de sphères (~) appartenant à une congrue,nce bilinéaire et 
qui touclfent leur enveloppe en deux points variables en général, excep-
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tionnellement en un seul; les générations exceptionneites sont les géné­
rations de la cyclide comme enveloppe de sphèr~s (~) appartenant à 
un faisceau quadratique et qui touchent leur e~v'eloppe en tous les 
points d'un cercle, à l'exception de deux, au maXimum. 

Nous avons vu (47) que la figure inverse d'une congruence bilinéaire 
de sphères est une congruence bilinéaire, le mot (~sphère », étant utilisé, 
comme 'd'usage, pour désigner soit une sphère, SOit un pl.an; nous avons 
vu aussi (43) que la figure inverse d'un faisceau quadratique de sphères 
es t un faisceau quadratique. . ..•.. . . 

Soit (I) une inversion de pôle I; bien que le choix du pole soit mddfe­
rent, bornons-nous, pour plus de clarté, au seul.cas où le pôle I n'~st 
pas sur la cyclide (W). La figure invers~ de la cychde (W) est une cyc~i~e 
(W'); la figure inverse d'une génér~tion norr,nale d~ \W). es t une g~ne­
ration normale de (W'), et la figure mverse dune generatiOn exceptiOn­
nelle de (W) est une génération exceptionnelle de (W'). Il en résulte que 
le nombre des générations d'une cyclide (W) est égal au nombre des 
générations de même nature de la cyclide inverse (W ') .. ' 

Cela posé, rappelons qu'il existe deux sortes de génératiO~s normales: 
les unes corresponden t aux racines non singulières de l'équatiOn <p ().) = 0, 
les centres des sphères ( ~) de ces générations sont les points d'une 
quadrique (Q) appelée déférente et ces sphères sont orthogonales à .une 
sphère fixe (0), appelée directrice; les autres correspondent aux racmes 
singulières simples de l'équation <p().) = 0; les centres des sphè,res (~) 
de ces générations sont dans un plan (P) et le rayon de ces spheres est 
déterminé par une condition qu'il est malaisé de définir géométr~que­
ment. Les sphères (~) étant encore orthogonales au pl~n (P), qUi par 
conséquent remplace la directrice des autres gén~rati~ns normales, 
nous conviendrons de dire que le plan (P) est la dtrectnce ou le plan 
directeur de la génération correspondante. .. .' . 

'Rappelons aussi (50) que l'inverse d'une congruence bihneaire a plan 
directeur dans une inversion dont le pôle I n'est pas dans ce plan direc-
teur, est' une congruence bilinéaire à sphère directrice. . 
. Rappelons également qu'il existe deux sortes de génératiO~s .exc~p­
tionnelles. Pour les unes, les centres des sphères (~) de la generatiOn 
sont en général les points d'une conique appelée déférente. et ces sphères, 
orthogonales aux sphères d'un faisceau linéaire, sont orthogonales au 
cercle fixe de ce faisceau. Nous conviendrons d'appeler ce cercle le cercle 
directeur de la génération. Pour les autres, les centres des sphère~ ~~) 
déc~ivent une droite (D), c~s sphères remplissant en ~utre une conditiOn 
qu'il est malaisé de dé finir géométrique~ent : la cychde corresp~ndante 
est alors de révolution autour de la drolle (D). Comme les spheres (~) 
sont orthogonales à la droite (D), nous "C.onviendr~ns encore .d'~pp~ler 
cette droite le cercle directeur ou la drotte dtrectnce de la generatiOn. 



60 CYCLIDES 

Nous avons démontré (44) que la figure inverse d'un faisceau qua ­
dratique de sphères dont les centres sont alignés, dans une inversion 
d_ont le centre n'est pas sur la droite directrice, est un faisceau quadra­
tIque de sphères à cercle directeur. 

Si la cyclide W, dont nous voulons caractériser les diverses généra­
tions, admet une ou plusieurs générations ·normales à plan directeur 
ou bien une génération exceptionnelle à droite directrice, nous la trans­
formerons préalablement par une inversion dont le pôle 1 est un point 
qui n'est situé ni sur une des sphères ou plans directeurs, ni, s'il en existe, 
sur un des cercles directeurs ou sur une des droites directrices d'une des 
générations de la cyclide (W) . La cyclide (W'), inverse de la cyclide (W) 
dans l'inversion (1), n'aura plus de plans directeurs et ne sera certaine­
ment pas de révolution. Nous substituerons à l'étude des générations de 
la cyclide (W) l'étude des générations de la cyclide (W'). Nous dimi­
nuons, par cette convention, le nombre des cas particuliers à étudier. 

64. Cas où la cyc1ide n'a pas de génération exceptionnelle. 
- Nous supposerons donc, dans les paragraphes suivants, que la cyclide 
(W) n'a pas de plans directeurs et n'est pas de révolution. Puisqu'elle n 'a 
p~s, par hypothèse, de plans directeurs, l'équation cp(À) = 0 qui lui 
correspond n'a pas de racines singulières simples. 

Nous supposerons d'abord (1er cas) que la cyclide W n'admet pas de 
génération exceptionnelle, c'est-à-dire que l'équation cp(À) = 0 n'a non 
plus aucune racine singulière multiple. Cette hypothèse se traduit par 
l'inéquation 

(a- a')(a-a")(a'-a")cc'c" ~o. 

L'é~uation cp (À) = 0 est par conséquent du cinquième degré et ses 
racmes sont les racines de l'équation équivalente u(À) = 0, obtenue en 
posant 

4c2 4c'2 4C"2 
u(À) = -- + --+ -_ + ~2 - 4d. 

a + À a' + À ail + À 

Nous allons étudier sommairement la réalité des racines de l'équation 
u(À) = O. 

Supposons que l'on ait 

a < a' < ail. 

L'équation a une ou trois racines réelles dans chacun des intervalles 
suivants 

(-00, -ail), (--.- a", - a' ), (-a',-a), 

et zéro ou deux dans l'intervalle 

(-00, + a). 

, 
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Désignons par Àl' ~, À3 trois racines réelles et distinctes choisies dans 
chacun des trois premiers intervalles. Si ces trois racines sont simples, 
l'équation u(À) = 0 a deux autres racinés, réelles ou imaginaires, dis­
tinctes ou confondues, donc, au maximum, une racine double. Si l'une 
de ces trois racines, À1 par exemple, est double, il y a dans le premier 
intervalle une racine À1' réelle, distincte de À1 : l'équation u(À) = 0 
a donc une racine double, Àl' et trois racines nécessairement simples et 
distinctes, À'l, À2 ' À3. Si l'une de ces trois racines, À1 par exemple, est 
triple , l'équation a une racine triple, Àl' et deux simples, ~ et À3. 

En résumé, l'équation u(À) = 0 ou l'équation équivalente cp(À) = 0 
a au minimum trois racines réelles et distinctes et au maximum une 
racine multiple; celle-ci, quand elle existe, étant seule de son ordre de 
multiplicité, est une racine réelle. 

Nous désignerons plus loin par Àl' À2' À3 trois racines réelles et dis­
tinctes de l'équation u(À) = O. Lorsque cette équation n'a pas de 
racine triple, il est possible de choisir ces racines de manière que u' (À1), 

u'(À2 ), u '( À3) soient trois nombres négatifs: ce choix peut être réalisé 
immédiatement par l'examen de la courbe représentative de la fonc­
tion u(À). Lorsque l'équation u(À) = 0 a une racine triple Àl' les deux 
autres racines réelles sont À2 et À3 ; u'(À1 ) est nul et u'(À2), u'(À3) sont 
négatifs. 

A chaque racine À de l'équation u(À) = 0 correspond (56) un mode 
de génération normale; les centres des sphères CE) de ce mode de géné­
ration décrivent une quadrique (H) particulière appartenant au faisceau 
linéaire tangentiel de quadriques dont l'équation cartésienne est 

4.1;2 + -!:t- + ~ + 1 = O. (Voy. NOTE l, § 1.) 
a + À a' + À ail + À 

Les sphères (E) sont orthogonales à une sphère directrice (0) de centre 
0, dont l'équation est 

2cx 2c'y 2c"z À 
x2+ y2+ z2+ -- +--+--+ -= O. 

a + À a' + À ail + À 2 
(NOTE l, § 1.) 

Le rayon R de la sphère directrice (0) est défini par l'équation 

Les sphères directrices (0) et (0'), qui correspondent à deux valeurs 
distinctes À et À' du paramètre ~ont orthogonales ; en effet,. la condition 
d'orthogonalité de ces sphères, 

c2 C'2 C" 2 _ À + À' = 0 
(a + À) (a + À' ) + (a' + À) (a' + 1-') + (ail + À) (ail + À' ) 4 ' 

• 
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peut s'écrire 
u(À) - u(À') = 0 

4(À-À') . 

-et elle est évidemment vériflée. 
Les résultats ci-dessus, établis par le calcul, sont analytiques, valables 

quelles que soient les valeurs réelles ou complexes des racines À et À' 
distinctes de l'équation <p(À) = 0 ou u(À) = O. Nous allons les interpréter 
~éométriquemen t. 

Supposons d'abord que l'équation u(À) = 0 n'ait pas une racine 
triple. Aux trois valeurs Àl' ~, Àa, choisies comme il a été dit plus haut, 
i.:orrespondent trois genérations normales, dont les sphères directrices 
sont (01), (02), (Oa); les cenLrcs de ces sphères sont trois point.s réels 
puisque Àl' ~, Àa sont des nombres réels, et non alignés puisque ces 
nombres sont distincts; les rayons de ces sphères, définis par des équa­
tions analogues à 

4R~ = - u'(",-), 

sont des nombres réels, puisque - u'(À1), - u'(~), - u'(Àa) sont des 
,nombres positifs. Ces trois sphères sont deux à deux orthogonales ,: elles 
ont donc deux points communs réels et distincts. L'équatiçn u(À) = 0, 
ayan t trois racines réelles et distinctes, a en outre une racine double au 
maximum; la cyclide (W) a par conséquent (61) un point double au 
maximum; un des deux points communs aux trois sphères directrices 
(01), (02), (Oa) n'est donc pas un point double de (W). Nous qésignerons 
par 1 ce point et, s'il y en a deux,Tun quelconque de ceux-ci. 

Le point 1 n'est pas un point de la cyclide (W) : en effet, si le point 
1 était un point de la cyclide (W), ce serait un point simple de celle-ci; 
en ce point simple, il y aurait un plan tangent et ce plan tangent passe­
rait par Olt 02' 0a; ,or ces trois points ne sont pas alignés j le point I 
n'est donc pas un point de la cyclide (W). 

Les cyclides (W) étudiées jouissent doQ.c de la propriété suivante: 
trois de leurs sphères directrices ont un point commun non situé sur 
la cyclide. Cette propriété se conse! ye pin inversion, les sphères direc­
trices pouvant être, par cette inversion, transfor~ées en plans direc­
teurs. Il est nécessaire de faire cette observation, car (63) il est possible 
que la cyclide (W) soit non pas la cyclide à étudier, mais une transformée 
de celle-ci par une inversion préalable. • 

Puisque l'équation u(À) = 0 n'a, par hypothèse, pas de racine triple, 
elle a quatre ou cinq racines distinctes auxquelles correspondent des 
géné~ations normales. Par conséquent, une cyclide quelconque W o, 
n'admettant aucune génération exceptionnelle (l'indice 0 rappelle 
cette particularité) et admettant plus de trois générations normales, 
possède trois sphères ou plans directeurs, deux à deûx rectan~-
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laires, qui ont en commun un point I, réel et non situé sur la cyclide. 
Une inversion de pôle 1 transforme cette cyclide en une cyclide à trois 
plans directeurs de degré quatre, dont l'équation est de la forme 
(NOTE l, § 11) 

(x2 + y2 + Z2)2 + ax2 + a'y2 + aH z2 + d = O. 

Ce résultat s'énonce ainsi: , 
Toute f:!Jclide W 0, sans générations exceptionnelles, qui admet quatre 

générations normales au moins, est l'inyerse, dans une inyersion réelle, 
d'une f:!Jclide dont l'équation peut être mise sous la forme, que nous appel­
lerons forme réduite, 

(x2 + y2 + Z2)~ + ax2 + a'y2 + a"z2 + d = 0, 

a, a', a", d étant des constantes telles que l'inéquation 

(a - a') (a' - a") (a" - a) (a2 - 4d) (a'2 - 4d) (a"2 - ~d) =1=- 0 

soit satisfaite. 
' L'équation <p(À) de la cyclide à forme réduite est 

, (a + À) (a' + À) (a" + À) (À2 - 4d) = O. 

Si d est différent de zéro, elle a cinq racirtes simples, auxquelles corres­
pondent cinq générations normales; si d est nul, elle a trois racines 
simples et une double, donc quatre générations normales et un point 
double; ce point double est l'origine: il est commun aux plans directeurs. 

Les f:!Jclides W 0' sans générations exceptionnelles, qui admettent quatr~ . 
générations normales seulement, sont des f:!Jclides ayant un seul point 
double; ce point double est naturellement commun aux sphères ou plans 
directeurs. 

Etudions maintenant les f:!Jclides (W 0) sans générations exceptionnelles, 
admettant trois générations normales seulement. L'équation <p(À) de ces 
cyclides a une racine triple et deux racines simples. : la cyclide admet ' 
dond un point double réel w. On vérifiera sans peine qu'elle est l'inverse 
d'un parabolOïde non de révolution. 

65 . Cas d'une cyclide non de révolution et admettant une 
génération exceptionnelle. - Nous étudierons dans ce paragraphe 
(2e cas) les cyclides W l qui n'ont pas de plans directeurs, qui ne sont pas 
de révolution et qui admettent une seule génération exceptionnelle. 
L'équation <p(À) = 0 de ces cyclides admet une seule racine sing~lière 
multiple; .nous admettrons que c'est - a. Ces hypothèses se tradUIsent 
par les conditions 

c = 0, 
4 '2 4 "2 , __ c_ + _c __ + a2 _ 4d = 0, 

a' - a a" - a 

c'c"(a" - a' ) (a" - a) (a' - a) ::;é O. 
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Nous supposerons a' < a". 
L'équation <p(À) = 0 s'écrit alors 

4c'2( a":+- À)( a+ À)+ 4c"2(a+ À)(a' + À)+ (ÀL-4d)(a+ À)(a' + >..)(a" + À) =0. 

Nous poserons 

u(À) = ~+ ~+ À2-4d. 
a' + À ail + À 

Les racines de l'équation <p(À)= 0 sont la racine singulière - a, double 
au .moins, et les racines différentes de - a de u(À) = O. L'équation 
u(À) = 0 admet une ou trois racines réelles dans chacun des intervalles 

(-Y!, - a"), (-a",-a'), 

et deux racines ou zéro dans l'intervalle 

(-a',+oo). 

Nous conseillons au lecteur de représenter graphiquement les varia­
tions de la fonction u(À) pour suivre les explications suivantes. Lorsque 
l'équation u(À) = 0 n'admet pas une racine À1 triple, différente de - a, 
elle admet au moins une racine simple Àl' différente de - a; et pour 
laquelle U'(À)1 est négatif. 
N~us aurons donc, à la fin de ce paragraphe, à examiner deux cas, 

saVOIr: 
. 10 Il existe une racine simple au moins, ÀlJ différente de - a, pour 

laquelle u'(À1) est négatif; . 
20 Il n'en existe pas, et À1 est alors une racine triple, réelle, différente 

de - a. 
Nous avons à étudier maintenant les générations de la cyclide (W 1)' 
A la racine singulière multiple - a, correspond une génération excep­

tionnelle. Les sphères (~) de cette génératio~ sont orthogonales (55) à 
un cercle direc.teur (C), d'équations (NOTE l, § 2) 

x= 0, 
2 ' 2 " y2 + z2 + --.!!..JL -l- _ c_z_ - ~ = 0 

a ' - a ' a U - a 2 " 

Nous ne nous préoccuperons 'pas du lieu de leurs centres, qui est une 
conique du plan de ce cercle (C), appelée déférente. Le rayon p du cercle 
directeur (C) est donné par l'équation 

4p2 = - u'(- a). 

66. 1 0 (- a) est racine double de cp(À,) = O. - Si donc - a 
est une racine double de <p(À) = 0 et simple de u(À) = 0 par conséquent, ' 
ce rayon p n'est pas nul, et le cercle directeur (C ) est soit un cercle réel, 
soit un cercle dont le centre et le plan' sont réels et le rayon complexe 
pur; nous dirons, par abréviation, qu'il est imaginaire. 
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Nous avons vu(61) que l'existence d'une racine multiple singulière-a 
de l'équation <p(À) = 0 entraîne l'existence de deux points multiples P et 
Q, définis par les équations (NOTE II, § 3) 

-c' 
y=-­

a'-a' 
-c" 

z=-'--
ail -a' 

La troisième de ces équations s'écrit x 2 + pZ = O. 
Nous constatons donc que: 
Les points doubles P e' Q, de la cyclide W l' dont la présence est liée à 

l'existence d'une génération exceptionnelle à cercle directeur (C), sont lM 
foyers de ce cercle. On appelle ainsi les centres des sphères de rayon nul 
qui passent par le cercle (C); on les appelle aussi points de Poncele' 
du cercle (C). ' 

Puisque, par hypothèse, - a est une racine double, les deux points 
P et Q sont distincts: ils sont réels si le cercle (C) est imaginaire et ima­
ginaires si le cercle (C) est réel. 

67.20 (-a) est racine triple de cp(À) = O. - Examinons mainte­
nant le cas particulier où - a est une racine au moins triple de 
<p(À) = 0, donc double au moins de u(>..) = O. La quantité u/(- a) est 
alors nulle et le cercle directeur (C) réduit à un point P; les centres des 
sphères (~) sont dans un plan fixe et ces sphères passent par un point 
P de ce plan. Ce point P est l'unique point double de la cyclide (W ) 
attaché à la génération exceptionnelle; nous ne nous attarderons pas à 
l'étude d'un cas aussi particulier; une inversion de centre P trans­
forme la cyclide (W 1) en un cylindre, non de révolution. 

68. Orthogonalité des sphères directrices. - Aux racines À 

et >..', non singulières, distinctes entre elles et distinctes de - a corres­
pondent des générations normales, à lôphères directrices (0) et (0 /). 
L'équation de la sphère (0) est (NOTE l, § 1) 

Xl + y2+ z2+ 2~+2~+ ~= 0 
al + >.. aW + >.. 2 . 

Son rayon R est donné par l'équation 4Rz = - u l (>..) . La condition 
d'orthogonalité de cette sphère et de la sphère (0 /), 

C'l C"2 À + À I 

(a' + À) (a' + À/) + (a W + >..) (ail + À') - -4- = 0 

peut s'écrire 
u(À) - u(À') = 0 

4(À' - À) . 

Elle est vérifiée, et les sphères (0) et (0' ) sont orthogonales. 

DONTOT, Paralaxie. 



66 CYCLIDES 

La condition d'orthogonalité de la sphère (0) et d'une sphère direc­
trice quelconque passant par le cercle directeur (C) n'est autre que la 
condition précédente, dans laquelle on fait À' = - a et, comme u(- a) 
est nul, cette condition es t aussi vérifiée. La sphère (0) est donc ortho­
gonale au cercle directeur (C). 

Ces résultats valent d'être énoncés: 

Les sphères directrices des générations normales d'une cyclide 
(Wl ) ayant une génération exceptionnelle à cercle directeur (C) sont 
orthogonales entre elles et orthogonales au cercle directeur (C). 

Cet énoncé garde un sens même si le cercle (C) est un cercle point. 

69. Conclusions. - Il nous est maintenant possible de conclure. 
Nous distinguerons les cas suivants: 

10 Cyclides ayant une seule génération exceptionnelle à cercle directeur 
imaginaire, donc ayant au moins deux points doubles réels P et Q. 

Nous reprendrons les différentes représentations graphiques de la 
fonction u(À); celles qui correspondent au cas envisagé doivent coupel'l 
l'axe des À au point d'abscisse - a, et en ce point u'(- a) doit être 
positif. On constate que cette hypothèse entraîne l'e.x;istence de trois 
autres racines réelles Àl> À:a, Àa, distinctes de - a et distinctes entre elles, 
telles que U'(Àl ), U' (À2), u'(Àa) soient négatifs. 

Autrement dit: 

Les cyclides ayant une seule génération exceptionnelle à cercle direc­
teur imaginaire ont trois générations normales distinctes à sphères 
directrices réelles. 

Ces sphères directrices ont deux points réels communs puisqu'elles 
sont orthogonales, et aucun de ces points, 1 par exemple, n'est un point 
de la cyclide. Nous conclurons comme nous l'avons fait au § 63 : après 
avoir constaté que tous les résultats trouvés sont anallagmatiques et 
s'appliquent aux cyclides ayant, au lieu de sphères directrices, des 
plans directeurs, nous effectuerons une inversion de pôle 1 pour pouvoir 
énoncer encore que : 

Les cyclides (Wl ) ayant une seule génération exceptionnelle à cercle 
directeur imaginaire sont les inverses d'une cyclide à forme réduite 

(X2 + y2 + z2) 2 + ax2 + a'y2 + a"z2 + d = O. 

Si - a est la racine de l'équation cp(À) = 0 qui correspond à la géné-
2 

ration exceptionnelle, on aura d = ~ et (a - a') (a - ail) ;é 0 (a;é 0). 

20 Cyclides ayant une seule génération exceptionnelle à cercle directeur 
(C) réel et deux générations normales distinctes, au moins. 
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L'équation u(À) = 0 admet la racine - a simple et une racine 
réelle Àl distincte de - a, au moins: l'examen des représentations 
g~aphiques montre qu'une de ces valeurs, Àl par exemple, est telle que 
U'(Àl) soit négatif. Donc: 

Les cyclides ayant une seule génération exceptionnelle à cercle 
directeur réel et plusieurs générations normales distinctes en admet­
tent une au moins à sphère directrice réelle. 

Soit (01) cette sphère directrice réelle: elle est orthogonale au cercle 
directeur (C) réel; elle le coupe donc en deux points réels et distincts. 
Ces cyclides ont, au maximum, un point double réel, provenant, le cas 
échéant, d'une racine Àl ou À2 double: donc un des deux points communs 
au cercle (C) et à la sphère (0) n'est pas un point double de la cyclide. 

Soit 1 ce point. Le point 1 n'est pas un point simple de la cyclide, car 
s'il était un point simple de celle-ci le plan tangent en 1 à la cyclide 
existerait et serait à la fois normal au cercle (C) et à la sphère (0) ; 
ceci est impossible; donc 1 n'es t pas sur la cyclide. 

Observons encore, avant de conclure, que les propriétés ci-dessus 
(existence d'une génération exceptionnelle à cercle directeur réel el 
d'une génération normale à sphère directrice réelle) se conservent par 
inversion, la sphère directrice (0) pouvant être remplacée par un plan, 
ou le cercle directeur (C) par une droite. 

Ceci dit, effectuons une inversion de pôle 1. Le cercle directeur (C) 
devient une droite (D), la cyclide devient une cyclide de révolution 
d'axe (D), la sphère (0) devient un plan directeur perpendiculaire à la 
droite (D). Nous choisirons la droite (D) comme axe Oz, et le plan 
directeur pour plan xOy; on vérifiera sans peine que l'équation d'une 
cyclide ayant Oz comme axe de symétrie et de révolution et xOy 
comme plan de symétrie est 

(X2 + y2 + Z2)2 + a(x2 + y2) + a"z2 + d = O. 

Nous pouvons donc encore énoncer le résultat suivant: 

Les cyclides (W 1) ayant une seule génération exceptionnelle à cercle 
directeur réel et plusieurs générations normales et distinctes sont les inverses 
d'une cyclide à forme réduite. 

30 Cyclides ayant une seule génération exceptionnelle à cercle directeur 
réel et une seule génération normale. 

C'est le cas où l'équation u(À) = 0 admet la racine simple - a et une 
racine triple À1. La cyclide admet alors un seul point multiple l, réel et 
situé sur le c~rcle (C) : une inversion de centre (1) transforme la cyclide 
(W) en surface de révolution n'ayant qu'une génération normale et 
une exceptionnelle, c'est-à-dire en parabolOïde de révolution. 
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Nous avons examiné, plus haut, le cas où le cercle (C) est un cercle 
de rayon nul. 

70. Condition nécessaire et suffisante pour qu'une cyclide 
soit l'inverse d'une surface de révolution. - Il n'est pas inutile 
d'étudier avec soin les inversions qui transforment une cyclide (W) 
donnée en une cyclide ou une quadrique de révolution (W/) ou inverse­
ment. 

i 0 La condition est nécessaire: L'hypothèse est: (W/) est de révolution, 
donc les sphères d'une génération exceptionnelle, sphères inscrites le 
long des parallèles, sont orthogonales à une droite, l'axe; la surface 
inverse (W) admet donc une génération exceptionnelle à cercle directeuJ' 
réel savoir le cercle inverse de l'axe. . 

2~ La condition est suffisante: L'hypothèse est: la cyclide (W) est une 
cyclide à cercle (C) directeur réel, enveloppe, par conséquent, des sphères 
(l:) à un paramètre orthogonales au cercle (C). Soit 1 un point de ce cercle 1 
la surface (W/), dans une inversion de pôle 1, est une surface enveloppe 
de sphères à un paramètre dont les centres sont alignés, donc une 
surface de révolution. 

Nous énoncerons : 

Pour qu'une cyclide (W) soit l'inverse d'une surface de révolution 
(W /), il faut et il suffit qu'elle admette une génération exceptionnelle 
à cercle directeur réel. 

71. Remarque. - Il faut noter qu'à la génération exceptionnelle de 
la cyclide (W) à laquelle correspond le cercle directeur (C) réel .sont 
liés deux points doubles imaginaires P et Q; ces points doubles dIspa­
raissent dans l'inversion de pôle 1 comme points doubles à distance 
finie, parce que, P et Q étant les foyers d~ cercle (C) et !e point 1 un 
point de ce cercle, les dr9ites IP, IQ sont Isotropes: les Inverses de P 
et Q sont donc rejetés à l'infini. 

72. Cyclides (W2) qui n'ont pas de plan directeur, ne sont 
pas de révolution et admettent deux g~nérations exceptic;>n­
nelles. - L'équation cp(À) = 0 de ces cychdes admet deux racmes 
singulières multiples distinctes; nous admett.rons que ce sont. ~ a 
et - a'. Les hypothèses précédentes se tradUIsent par les condItIOns 

4cl/2 4c*2 
c = c' = 0, ---+ a2 - 4d = 0, -,-, --, + a'2 - 4d = 0, 

al/-a a -a 

cl/(a - al/)(a' - al/)(a - a') -=;t!:- O. 

L'équation cp(À) = 0 s'écrit alors 

4cH2(a + À)(a' + À) + (À2 - 4d)(a + À)(a' + À)(a" + À) = O. 

" 
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Nous poserons 
4 Cl/ 2 

u ~À) = --+ À2 - 4d. 
al/ + À 

Les racines de l'équation cp(À) sont les racines singulières - a, - a', 
au moins doubles, et les racines de U (À) distinctes de - a et de - a'. 
Il y en a une, au maximum. 

A chacune des racines singulières - a, - a', multiples, correspondent 
des générations exceptionnelles ; soit (C) le cercle directeur de la pre­
mière, d'équations (NOTE l, § 2) 

21/ 
X = 0, ye + z2+ _c_z __ ~ = O. 

al/-a 2 

Soit (C') le cercle directeur de la seconde: 

y= 0, x2 + 2 + 2cl/ z _ ~ = 0 
z al/-a' 2 . 

La condition d'orthogonalité d'une sphère directrice passant par (C) et 
d'une sphère directrice passant par (C') est ' 

Elle s'écrit 

cl/2 a + a' .,...."--..,....,.....,,.-----,. + -- = 0 
(al/- a)(al/- a') 4 . 

u(- a) - u(- a') 
4(a-a' ) = 0, 

et, comme u(- a) et u(- a') sont nuls, elle est vérifiée. Les deux cercles 
(C) et (C') forment donc un anneau orthogonal: l'un d'eux au moins 
est donc'un cercle réel. Nous énoncerons ce résultat en disant: 

Les deux cercles directeurs des cyclides à deux générations excep­
tionnelles forment un anneau orthogonal. L'un de ces deux cercles 
est un cercle réel. 

Notons que, si les racines singulières sont doubles, l'équation cp(À) = 0 
admet une racine simple À1, distincte de - a et de - a'; nous laissons 
au lecteur le soin de vérifier que la sphère directrice (01) de la génération 
normale correspondante est orthogonale aux cercles directeurs (C) et 
(C') : elle est donc imaginaire s'ils sont tous deux réels, et réelle si l'un 
d'eux est imaginaire. 

Si l'une des racines singulières, - a' par exemple, est triple, la seconde 
- a est double; le cercle (C') est un cercle point, dont l'axe, droite 
réelle, est tangente au cercle (C); le cercle (C) est, dans ce cas, un cercle 
réel. 

Il sera possible, par conséquent, de choisir dans tous les cas un pôle 
d'inversion 1 situé sur un cercle directeur et qui ne soit pas un point de la 
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surface (W); il sera, pal' conséquent, touj ours possible de transformer 
par une inversion les cyclides à étudier en cyclides de révolution . 

73. Cyclides à deux générations exceptionnelles et de révo­
lution, - Les cyclides de révolution sont obtenues (Voir NOTE l , 
§§ 8 et 10) dans les seuls cas où existe une génération exceptionnelle 
avec directrice recti ligne. L'équation de ces cyclid'es peut être mise 
sous la forme 

(X2 + y2 + Z2)2 + a(x2 + y2 ) + a"z2 + 2c"z + d = O. 

La pré~ence de deux générations exceptionnelles entraîne celle de deux 
racines singulières; donc . 

a il - a =;r. O. 

La racine singulière - ail doit être double ; donc 

Cil = 0, a"2 - 4d = O. 

L'équation 'des cyclides étudiées est, par conséquent, 
aJl2 

(x2 + y2 + Z2)2 + a(x2 + y2 ) + a"z2 + 4' = o. 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant: 

L es cyclides (W ) à deux générations exceptionnelles sont les inverses de 
cyclides dont l'équation est mise sous la forme réduite. 

Observons que les cyclides de révolution à deux générations excep­
tionnelles son t engendrées par la rotation autour de Oz de la courbe 
d'équations 

x = 0, 

qui peuvent s'écrire 

x = 0, ( 
all )2 

y2 + z2 + '2 = (ail - a)y2. 

Ces courbes méridiennes sont deux cercles symétriques par rapport à 
l'axe Oz. S'ils sont réels et s'ils coupent cet axe en deux points réels P 
et Q, ils engendrent un pseudo-tore (ail <: 0); s'ils sont réels et ne coupent 
pas cet axe en des points réels, ils engendrent un tore (ail> 0). On 
distingue le pseudo-tore du tore par la présence des points multiples 
réels. Le pseudo-tore a deux points multiples réels, distincts ou confondus, 
à distance finie; le tore n'en a aucun. 

74. Conclusion générale. - Nous vo ici au terme d'une étude 
laborieuse, et la conclusion en est d'une précision et d'une simplicité 
remarquables. E lle résume les résultats établis (64 à 73) : 

GÉNÉRATION 71 

~es cycli~es <":) dont l'éq:uation cartésie~,e est du quatrième !iegré 
et a coeffiCients reels sont solt des surfaces a equation réduite : 

(x2 + y2 + Z2)2 + ax2 + a 'y2 + a"z2 + d = 0 , 
soit des surfaces inverses dans une inversion réelle des précédentes soit 
des surfaces inverses dans une inversion réelle d'un cylindre ou d'un 
paraboloïde. 
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RÉSUMÉ DES RÉSULTATS ÉTABLIS 

CLASSIFICATION DES CYCLIDES 

75. Équation d'une cyclide. - Il nous paraît indispensabl~, 
parvenus au terme de cette étude, de résumer et de mettre en ordre les 
résultats les plus importants établis. Les axes Oxyz étant supposés 
rectangulaires, l'équation d'une cyclide (W), du quatrième degré, est 
de la forme (52) : , 

(1) (x2 + y2 + z2)2 + (Bx + Cy + Dz)(x2 + y2 + z2) + f(x, y, z) = O. 

L'équation f(x, y, z) est l'équation d'une quadrique ou d'un plan, ou une 
constante. 

On choisit pour nouveaux axes des axes ayant pour origine le point 0 

( 
B C D) . d d d" .. 1 1 _ _ __ - _ formant un tnè re e lrectlOns prmclpa es pour a 
4' 4' 4' 

surface t(x, y, z) = O. Dans ce système d'axes, l'équation de la cyclide 
est 

(2) (x2 + y2 + z2)2 + ax2 + a'y2 + a"z2 + 2cx + 2c'y + 2c"z + d = O. 

On dira que l'équation de la cyclide est réduite lorsque c = c' = c" = 0, 
c'est-à-dire lorsqu'elle a la forme 

(3) (x2 + y2 + Z2)2 + ax2 + a'y2 + a"z2 + d = O. 

On vérifiera que la condition nécessaire et suffisante pour que 
l'équation (1) d'une cyclide (W) soit réduite à la forme (3) est que 
les plans de coordonnées sqient des plans de symétrie droite de cette 
cyclide. 

76. Équation q> (1 .. ) = Q. - Nous appellerons équation <p(À) = ° 
d'une cyclide (W) mise sous la forme (2) l'équation 

, 4cZ(a' + À)(a" + À) + 4c'2(a + À)(a" + À) 
+ 4c"2(a + À) (a' + À) + (À2 - 4d)(a + À)(a' + À)(a" + À) = O. 

Cette équation a cinq racines. 

j 

l 
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Nous appellerons racines non singulières de l'équation <p(À) = 0 
les racines distinctes de - a, - a', - a", et racines singulières, s'il yen 
a, les racines égales à l'un de ces trois nombres. 

77. Générations normales et exceptionnelles. - Nous appel­
, 1er ons sphère~ (1:) d'une génération normale les sphères (1:) apparte­

nant à une congruence bilinéaire 

dont l;enveloppe, quand À et fJ. varient, est la cyclide donnée (W). 
Les sphères d'une géné~ation normale coupent la cyclide suivant 

deux cercles distincts. 
Nous appellerons sphères (1:) d'une génération exceptionnelle les 

sphères (1:) appartenant à un faisceau quadratique 

1:1À2 + 21:2À + 1:3 = 0, 

dont l'enveloppe, quand À varie, est la cyclide donnée (W). 
Les sphères d'une génération exceptionnelle sont tangentes à la 

cyclide, en général, en tous les points d'un cercle. 
Pour déterminer le nombre de générations, il sul fit d'étudier l'équation 

<p(À) = 0 : 
1° A chaque racine non singulière de l'équation et à chaque racine, 

s'il y en a, singulière simple, correspond une génération normale; 
2° A chaque racine singulière multiple correspond une génération 

exceptionnelle. 
Nous supposerons toujours la cyclide à étudier (W) non décomposée; 

rappelons que la condition pour qu'une cyclide soit décomposée est qu'elle 
soit de rélJolution autour de Oz, par exemple, et que la racine singulière 
- a soit au moins racine triple 'de <p(À) = 0, 

Nous ferons des cyclides à coefficients réels non décomposées une 
première classification d'après le nombre des générations . exception­
nelles. 

78. Convention. - Nous désignerons par les symboles Wo, W1, W2 
les cyclides à coefficients réels non décomposées; l'indice 0, 1, 2 indique 
le nombre des générations exceptionnelles. 

79. Éléments d'une génération normale. - Deux cas à .distin­
guer: 

1° La génération normale correspond à une racine non singulière À de 
l'équation <p(À) = O. 
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Elle est définie par deux éléments: la quadrique déférente, d'équation 

4.1;2 4y2 4z2 
a + À + a' + À + a" + À + 1 = 0, 

et la sphère directrice, d'équation 

2 + 2 + z2 + 2cx + 2c'y + 2c"z + ~ = (3. 
x y a+À a'+À a" + À 2 

Les sphères (:E) de la génération ont pour centre un point de la déférente 
e' sont orthogonales à la directrice. 

2° La génération normal~ correspond à une racine singulière simple 
de l'équation tp(À) = O. , 

Seul subsiste le plan directeur, qui est un des plans de coordonnée~. 
Cet unique élément ne permet plus de définir les sphères (:E) : on saIt 
seulement qu'elles sont orthogonales au plan directeur. Celui-ci est un 
plan de symétrie de la cyclide. 

80. Éléments d'une génération exceptionnelle. - Deux cas 
à distinguer : 

10 La racine singulière multiple de l'équation tp(À) = ° est - a et la 
surface (W) n'est pas de révolution, ou bien est de révolution autour de 
Ox. La génération exceptionnelle correspondante est définie par deux 
éléments: la conique déférente, d'équations ' 

x=O, ~+ ~+1=0 
a'-a a"-a ' 

et le cercle directeur, d'équations 

x=O, 2 + Z2+ 2c'y + ~-~= O. 
y a'-a a"-a 2 

Les sphères (:E) de la génération ont leur centre sur la déférente e~ sont 
orthogonales au cercle directeur. 

Les sphères passant par le cercle directeur sont des sphères directrices. 

20 La racine singulière double de l'équation tp(À) = ° est::- a et la 
surface (W) est de r~volution autour de Oz, par exemple. 

Seul subsiste J'axe de révolution, qui joue le rôle de droite directrice. 
Cet unique élément ne permet plus de définir les sphères (:E) : on sait 
.seulement qu'elles sont orthogonales à la droite directrice. 

Les plans méridiens son t alors des plans directeurs. Ils sont des 
plans de symétrie pour la cyclicle. , 

Nous rappelons que deUx sphères directrices quelconques, un plan d~rec­
teur et une sphère directrice, ou deux plans directeurs sont orthogonaux. 
En particulier, s' il existe un cercle directeur, il est orthogonal aux 
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sphères directrices et aux plans directeurs; s~il en existe deux, ils forment 
\ln anneau orthogonal. 

81. Points multiples. - Les points multiples sqnt des points 
doubles . Ils sont de deux espèces, qui se distinguent par leur origine. 

Nous dirons qu'un point double est accidentel lorsqu' il provient 
de la présence d'une racine non singulière multiple dans l'équation 
tp(À) = O. Nous dirons qu'un point double est permanent, lorsqu'il 
provient de la présence d'une racine singulière multiple dans l'équation 
tp(À) = O. 

Une cyclide admet au maximum un point double accidentel. Sa présence 
coïncide naturellement avec la. disparition d'une génération normale; 
les cyclides (Wo) et (W 1) peuvent avoir des points dou.bles accidentels. 

Les points doubles permanents accompagnent touJours les cercles 
directeurs des générations exceptionnelles. Ils vont par deux, distincts 
ou confondus: distincts si le cercle directeur n'est pas de rayon nul, 
confondus dans le cas contraire. 

Les points doubles permanents sont les foyers (ou points de Poncelet) des 
cercles directeurs. 

82. Inverses de cyclides. - Les propriétés anallagmatiques, 
c'est-à-dire qui se conservent par inversion, des cyclides (W) s'étudient 
sur la surface inverse (W') dans une inversion"bien choisie. . 

Le fait dominan t est que, en général, il est possible de choisir l'inl'ersion 
de manière que la cyclide (W') ait trois plans directeurs formant un trièdre 
trirectangle; on choisit ce trièdre pour trièdre de référence et l'équation de 
la cyclide (W') a alors la forme réduite (75) 

(X2 + y2 + Z2)2 + ax2 + a'y2 + a"z2 + d = O. 

Il n'y a d'exception que pour les cyclides inverses d'un cylindre ou d' un 
paraboloïde. 

Nous rappellerons : 
10 que la surface inverse d'une cyclide (W) ayant au moins un point 

double réel est une quadrique lorsque le pôle d'inversion est le point 
double; 

20 que la surface inverse d'une cyclide (W 1) à cercle directeur réel , 
lorsque le pôle d ' inversion est un point de ce cercle directeur, est une 
surface de révolution ; 

3° que la surface inverse d 'une cyclide (W2), lorsque le pôle d'inver­
sion est un point non double du cercle directeur réel, est un tore ou un 
pseudo- tore. 

Nous n'utiliserons pas, en général, ces inversions, qui sont ci tées pour 
mémoire. 



CHAPITRE X 

ÉTUDE DES FOCALES 

83. Focale d'une génération normale. - Nous ne considérerons 
dans ce. chapitre que des générations normales à plan directeur, ou des 
génératwns normales dont la sphère directrice n'est· pas de rayon nul. 

Nous appellerons focale d'une génération normale de la cycÎide (W) 
le lieu des centres des sphères (~) de rayon nul de cette génération. 

Les sphères (~I), inverses des sphères (~) d'une génération normale, 
sont les sphères d'une génération normale de la cyclide (W'), inverse 
de (W) dans la même inversion. L'inverse d'une sphère de rayon nul 
dans une inversion réelle étant une sphère de rayon nul, nous pouvons 
énoncer que l'inverse d'une focale d'une cyclide (W) est une focale de 
la cyclide inverse (W'). 

Lorsqu'une génération normale est définie par ses deux élé~ents, savoir: 
une quadrique déférente et une sphère directrice, la focale correspondante 
est la courbe d'intersection de cette quadrique et de cette sphère. Sa recherche 
est plus difficile lorsque la génération normale est à plan directeur. 

84. Focales d'une cyclide dont l'équation est sous forme 
rédui~e. - Nous allons chercher les focales de la cyclide (W) dont 
l'équation est 

(x2 + y2 + Z2)2 + ax2 + a'y2 +' a"z2 + d = O. 

Il sera commode de poser 
S2 

d=-
4' 

3 étant un nombre réel ou complexe pur. L'équa tion q>(À) = 0 de la 
cyclide (W) s'écrit alors 

(a + À}(a' + À}(a" + À}(À2 - S2) = O. 

Elle a cinq racines: - a, - a', - ail, S·, - S. 
Nous supposons d'abord S différent de zéro (ce qui entralne que la 

cyclide (W ) n'a pas de point double accidentel), différent de - a, - a', 
-ail , : 

S(S + a) (S + a') (S + ail ) :;;;i:0. 
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Il est alors racine simple, non singulière, de q>(À) = 0, et il lui correspond 
une génération normale définie par ses deux éléments: la déférente ·(H) : 

4x2 4y2 4Z2 . 
a + 8 + a' + Il +- a" + 8 + 1 = 0, 

et la sphère directrice (0) : 
8 

:z;2 + y2 + Z2 + 2 = o. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la directrice (0) soit 
tangente en deux points au moins à Iii. déférente (H) est que le carré 

de son rayon - ~ soit égal à l'un quelconque des axes de la déférente, 

par exemple que l'on ait 

c'est-à-dire que 8 = a. 
Nous aurons donc à envisager les cas suivants: 
10 La cyclide (W) n'a pas de génération exceptionnelle. L'équation 

<p(À) n'a donc pas de racines singulières multiples: 

(S-a) (S- a') (S - a") :;;;i:0. 

La sphère directrice (0) n'est pas tangente à la déférente (H) et, 
par conséquent, la focale (F) e~t une biquadratique sphérique sans points 
multiples. 

Notons que la cyclide (W) est, dans ce cas, une (Wo) sans points mul­
tiples. 

20 La · cyclide (W) a une seule génération exceptionnelle. Deux cas 
peuvent se présenter: 

a) Si la cyclide (W) n'est pas de révolution, 

(a- a/) (a' - ail) (ail - a) :;;;i:0, 

la racine singulière multiple, - a par exemple, ne peut être égale qu'à 
- 8. Donc S = a et la directrice (0 ), étant bitangente à la déférente 
(H), la coupe suivant deux cercles distincts, dont les plans ont pour 
équat ion 

a-a' a - ail __ y2 + ___ Z2 = O. 
a + a' a + ail 

La fo cale (F) est décomposée en deux cercles distincts de rayons non nuls. 

b) Si la cyclide (W) est de révolution, nous aurons, par exemple, 
a = a'. La racine singulière - a, n'étant pas (NOTE II, § 4) racme 
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triple de cp(À) = 0, sera distincte de - a" et de - 8; en outre, l'équa­
tion cpp,) = 0 n'ayant que la seule racine double - a, - a" sera diffé­
rent de - 8. Nous aurons donc 

(a - ail) (8- a) (8- ail) :;:0. 

La sphère (0) coupe alors la déférente (H) suivant deux cercles 
distincts, dont les plans ont pour équation 

a - ail 4Z2 ___ + a- 8 = 0 
ail + 8 . 

Aucun de ces deux plans n'étant tangent à la sphère (0), la biqua­
dratique (F) est décomposée encore en deux cercles distincts de rayons non 
nuls. 

3° La cyclide (W) admet deux générations exceptionnelles. Nous aurons, 
par exemple, dans ce cas, 

a=a'. 

L'équation cp(À) aura une seconde racine singulière double, distincte de 
- a : ce ne peut être que - ail; nous aurons donc 

(a - ail):;: 0, 8= ail. 

Comme (NOTE l, § 9) - a n'est pas racine triple de cp(À) = 0 puisque (W) 
n'est pas décomposée, nous aurons en outre 

8 - li:;: O. 

La sphère (0) coupe, dans ces conditions, la déférente (H) suivant deux 
cercles distincts, dont les plans ont pour équation 

a - ail 2Z2 ___ + a-ail = 0 
ail , 

c'est-à-dire, pUIsque a - ail :;: 0, 
ail 

Z2+"2= O. 

Ce sont deux plans tangents à la directrice (0) et, dans ce cas, la toca~ 
(F) est décomposée en quatre droites isotropes. 

Ces résultats remarquables sont résumés ci-dessous. 
Soit une cyclide (W) dont l'équation est mise sous forme réduite. Soit 

(F) une focale relative à l'une des deux générations normales à sphère 
directrice. 

Si la cyclide est une (Wo) (sans points doubles, par hypothèse), la 
focal e (F) est une biquadra tique sans points multiples; 

FOCALES 79 

Si la cyclide est une (W I ) , la focale (F) se décompose en deux cercles 
distincts , de rayons non nuls; 

Si la cyclide est une (W2), la focale (F) est un quadrilatère isotrope. 
Rappelons que les indices de W indiquent le nombre des générations 

exceptionnelles (78). 

85. Recherche des focales situées dans un plan directeur. 
- Nous allons chercher maintenant les focales (F) situées dans les plans 
directeurs, dans le plan yOz par exemple. 

Il faut, pour le faire, reprendre les calculs de lâ NOTE 1, § 2, en sup­
posant 

c = c' = Cil = 0, IX = 0, À=-a. 

Ces calculs ont pour but de déterminer si la sphère (~), d'équation 

x2 + y2 + z2 - 2(3y - 2yz + h = 0, 

coupe la cyclide (W) suivant deux cercles. Dans la recherche de la focale, 
cette sphère a pour rayon zéro; donc 

h = (32 + yz. 

L'hypothèse faite, 
(a - a')(a - ail) :;: 0, 

est une conséquence directe du fait que la génération qui, correspond à 
la racine - a de cp(À) = 0 est, par hypothèse, la génération normale dont 
nous cherchons la focale. 

Transcrivons, en tenant compte des hypothèses, les expressions appe­
lées A, B, A', B' : 

A = 2a(32 + 2ay2 + (32 + y2, 
a' - a a" - a 

B =~+ .-i:L + 1, 
a'-a a"- a 

82 

A' =a((32+ y2)-Z' 

B' = -a + 2((32 + y2). 

Les équations de la focale se déduisent des ·conditions 

IX = 0, AB ' - BA' = 0, 

imposées aux données pour·que la sphère (~) soit bitangcnle à la cyclide 
(W). Ces deux conditions s'écrivent. 

82 ' 82 aa" 82 

IX = 0, ((32 + y2)2 + - aa (32 + ,-:- y2 + - = O. 
a'- a a - a 4 
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Elles expriment que le centre de la sphère de rayon nul est un point de 
la courbe (F) 

x=O, 
82 -aa' 81 -aa" 82 

(y2 + Z2)2 + y2 + Z2 + - = O. 
a'-a a'-a 4 

Ce sont donc les équations de la focale (F). 

86. Étude des points multiples des .focales situées dans un 
plan directeur. - n n'est peut-être pas inutile, avant de tenter une 
étude de la quartique bi{lirculaire plane (F), de rappeler quelques résul­
tats relatifs aux quartiques dont l'équation est de la forme 

(y2 + Z2)2 + Ay2 + BZ2 + C = O. 

La recherche des points multiples à distance finie conduit à la réso­
lution du système suivant 

[2(y2 + z2) + AJy=.O, 
[2(y2 + Z2) + B]z = 0, 

Ay2 + BZ2+ 2C = O. 

Ce système n'a de solutions que dans les trois cas suivants: 
10 C = 0, 
20 A2_4C= 0, 
30 B2_4C = O. 
Dans le 1er cas, si A et B ne sont pas nuls tous les deux, la quartique 

admet à l'origine un point double. 
Dans le 2e cas, l'équation de la quartique s'écrit 

Elle se décompose donc en deux cercles égaux. Ces deux cercles ne son t 
des cercles de rayons nuls que si A + B = O. 

Le 3e cas est analogue au 2e. 

Pour étudier la focale (F), formons d'abord les quantités 

82 

C=4"' 
A2 _ 4C = (Il + a)(ll- a) (Il + a' )(Il- a') 

(a' -a)2 ' 

B2_4C = (ll-a)(1l + a)(Il-a") (Il + aN) 
(a"-a)2 ' 

A-B _ (ll - a)(ll+ a)(a"-a') 
- (a' - a) (a" - a) , 

puis examinons les différents cas possibles. 
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D'abord, par hypothèse, - a est une racme simple de q>(À) ~ 0, 
condition pour que la génération soit normale; donc 

(a' - a)(a"- a) (Il +a)(Il- a) ~.O. 

Nous distinguerons ensuite les cas suivants : 
10 La cyclide (W) n'a pas de générations exceptionnelles, ni de points 

doubles (accidentels). - L'équation ql(À) = 0 n'a, dans ce cas, que des 
racines simples, et 

(a"-a' )Il(Il+ a' )(1l +a·)(Il-a')(Il-a")~O. · 

Aucune des' quantités C, B2 - 4C, A2 - 4C, A - B n'étant nulle, la 
focale (F) est une quartique bicirculaire non décomposée sans points 
multiples à distance finie. . 

20 La cyc'lide (W) n'a pas de générations exceptionnelles, mais elle a 
un point double accidentel. ~ Ces conditions se traduisen't par 

Il=O, (ll-a')(1l + a') (ll-a")(1l + ail) (a' -ail) = O. 

C est nul; A et B sont différents de zéro, puisque B2 - 4C et A2 - 4C 
le sont. La focale (F) est donc une' quartique bicirculalre non décomposée 
ayant un point double à tangentes distinctes à distance finie. 

30 La cyclide (W) admet une seule génération exceptionnelle. - Deux cas 
peuvent se présenter : 

a) Le premier est celui où la cyclide (W) n'est pas de révolution; cette· 
hypothèse se traduit en écrivant 

a·-a'~O. 

Soit - a' la racine singulière à laquelle correspond la génération excep­
tionnelle; cette racine est multiple, ce qui s'exprime en écrivant 

(Il- a' )(1l + a') = O. 

A la racine singulière - ail correspond une génération normale; cette 
racine est donc simple, et l'on a 

Ces différentes conditions entraînent 

A2_4C = 0, B2_4C~0, A-B::;Z':O. 
L'identité 

(A2_4C)-(B2_4C) = (A-B)(A+ B) 

entraîne en outre A + B ~ O. 
La focale (F) est, par conséquent, décomposée en deux cercles, dont 

aucun n'est de rayon nul. 
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b) Le second cas est celui où la cyclide (W) est de révolution; cette 
hypothèse entraîne 

a' = ail. 

La racine singulière - a' n'est pas triple, car si elle l'était (61) la cyclide 
(W) serait décomposée; on aura donc 

(3 - a') (3 + a') ~ O. 

Ces hypothèses entraînent A - B = 0, A2 - 4C ~ O. Il en résulte, 
puisque A .= B, que la focale (F) est décomposée en deux cercles (concen­
triques), puisque A2 - 4C:::;;é: 0, qu'il~ sont distincts et, par conséquent, 
qu'un seul au plus est de rayon nul. 

4° La cyclide (W) admet deUx générations exceptionnelles. - L'équa­
tion <p(À) = 0, dans ce cas, a deux racines singulières multiples distinctes, 
qui ne peuvent être que - a' et - ail. On aura donc, par exemple, 

a'-a" = 0, 3 + a' = 0, 3-a" = O. 

Ces conditions entraînent 

B2_4C = 0, A2_4C = 0, A-B~O, 

et, par conséquent, 
A + B = O. 

La focale (F) est, dans ce cas, décomposée en quatre droites isotropes. 

87. Classification des focales situées dans un plan direc­
teur. - Ces résultats remarquables doivent être rapprochés de ceux 
que nous avons énoncés à la fin du § 84. Nous les résumons ci-dessous: 

Soit une cyclide (W) dont l'équation est mise sous forme réduite. 
Soit (F) une focale relative à une génération normale à plan directeur. 

Si la cyclide est une (W 0) sans point double accidentel, la focale 
(F) est une quartique bicirculaire sans point double à distance finie; 

Si la cyclide est une (W1) , la focale (F) se décompose en deux cercles 
distincts, dont les rayons ne sont pas nuls tous les deux; 

Si la cycIide est une (W2) , la focale (F) est un quadrilatère isotrope. 

Signalons que, 'si la cyclide est une (W 1) sans points multiples acci­
dentels, la focale (F ) se décompose en deux cercles dont aucun n'est de 
rayon nul, et que, si la cyclide est une (W1) avec un point multiple 
accidentel 0, un des cercles de la décomposition est le cercle-point O. 

88. Cas où la cyclide a un point double (accidentel ou per­
manent). - Nous observerons, avant de poursuivre, que lorsqu'une 
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cyclide admet un point double accidentel ou permanent, les focales (F ) 
admettent toutes ce point comme point double. 

Le fait est évident (86) pour les points doubles accidentels, s'il yen a .. 
Nous allons le vérifier pOlllr les points doubles permanents. Les cyclides. 
(W) qui ne sont pas de révolution, du 2e cas du § 84, ont deux points. 
doubles permanents, définis par . 

3 
x 2 + '2 = 0, y = z = O. 

Ces deux points sont sur la directrice (0) et sur la droite Ox, intersection 
des deux plans des cercles dans lesquels est décomposée la focale (F). 
Ce sont donc les points communs à ces deux cercles, points doubles de­
cette focale. 

Les cyclides (W) du 3e cas du § 84 sont de révolution; elles n'ont donc­
qu'une génération exceptionnelle à cercle directeur et par conséquent 
deux points doubles permanents, définis par 

x = y = 0, ' 
ail 

Z2+ 2 =0. 

Ce sont les deux points de contact des plans des cercles dans lesquels; 
la focale (F) est décomposée et de la sphère directrice (0). Ce sont donc 
deux points doubles de la focale, sommets du quadrilatère isotrope de la; 
décomposi tion. 

La cyclide (W) du 3° du § 86, lorsqu'elle n'est pas de révolution, a 
deux points doubles permanents, définis par 

a' 
x = Z = 0, y2 + '2 = O. 

La focale F se décompose en deux cercles, dont les points communs sont 
(86) définis par 

x = Z = 0, 
A 

y2+ 2= o. 

Or dans ce cas comme 32 = a'2 , on a A = a'. Les deux cercles de décom­
po~ition de la 'focale (F) passent donc par les points singuliers perma-· 
nents de la cyclide (W). 

En fin la cyclide (W) du 4° du § 86 a quatre poin ts doubles permanen ts,. 
définis par 

x = Z = 0, 

y = x = 0, 
ail 

z2 + -'- = 0 
2 ' 
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c'est-à-dire, puisque; dans ce cas (86), a' = - 3 et ail = 3, par 

3 
x = z = 0, y2 - 2 = 0, 

. x = y = 0, 3 
Z2 + 2 = o. 

La focale (F) a pour équations (85) 
82 

x = 0, (y2 + z2)2 - 3y2 + 8z2 + 4" = O. 

elle passe bien par ces quatre points et, comme elle est décomposée en 
un quadrilatère isotrope, ces quatre points sont les sommets de ce qua­
drilatère et des points doubles de la focale. 

La proposition est donc démontrée. Nous l'énoncerons. 

Lorsqu'une cyclide (W) admet un point double accidentel ou per­
manent, les focales (F) admettent toutes ce point co~e point double. 

Cette proposition n'est pas équivalente à celles qui ont été données 
comme conclusion des §§ 84 et 86. En effet, si, par exemple, une cyclide 
(W) admet une génération exceptionnelle, deux cas peuvent se présenter: 
ou bien cette génération est à cercle directeur et a, en général, ' deux 
points doubles permanents: la proposition précédente permet d'affir­
mer que la focale (F) est soit. une biquadratique, soit une quartique 
biciFculaire ayant deux points multiples, donc décomposée; ou bien 
cette génération est à droite directrice: la cyclide (W) d'a révolution n'a 
pas de points doubles permanents et cependant la biquadratique (F) 
se décompose. 

En fait, les deux énoncés seraient équivalents si l'on ~dmettait que 
le fait, pour une surface cyclide, d'être une surface de révolution équi­
vaut à la présence de deux points doubles permanents qui sont les 
points cycliques des plans des parallèles. Nous avons renoncé à faire 
jouer à ces deux points, qui sont des points doubles de la cyclide au 
même titre que tous les points de l'ombilicale, un rôle particulier. Il est 
difficile d'expiiquer, en effet, d'une façon élémentaire quelle est la 
véritable nature de ces points doubles et pourquoi ils se détachent de 
l'ombilicale dans une inversion. . 

Nous utiliserons donc seulement les résultats énoncés aux §§ 84 et 87, 
qui envisagent l'un et l'autre la totalité des cas possibles. 

89. Transforznation (T). - Soient (0) une sphère donnée et 1 
un point situé en dehors de la sphère (0). Soit (1) l'inversion de pôle 1 
qui conserve la sphère (0) globalement, c'est-à-dire l'inversion dont la 
puissance est la puissance de 1 par rapport à la sphère (0). 

Soient M un point quelconque, (~) la sphère de centre M orthogonale 
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à la sphère (0). Soient (~') la sphère inverse de (~) dans l'inversion (1) 
et M' le centre de (~'). Nous appellerons (T) la transformation qui 
permet de passer de M à M'. 

Les points M, M'et 1 sont alignés. 1 est un centre d'homothétie de 
(~) et '(~'); soit J l'autre centre d'homothétie. La sphère d~ diamètre IJ 
fait partie du faisceau linéaire (~), ( ~') ; donc ,elle est aUSSI orthogonale 
à la sphère (0). Les points 1 et J sont' donc conjugués par rapport à (0), 
et J décrit le plan polaire (P) de 1 par rapport à la sphère (0). 

La transformation est donc ' définie de la façon suivante : à chaque 
point M, distinct de l, on fait correspondre le point M' situé sur lM et 
conjugué de M par rapport au couple de points l, J, J étant le point de 
la droite lM situé dans le plan (P). Le point 1 est son propre homologue. 

Donc : La transformation (T) est une fwmologie harmonique de pôle 
1, de plan (P), plan polaire de 1 par rapport à la sphère 0 : 

(l, J, M, M') =-1. 

Rappelons que l'homologie est un cas particulier de la transformation 
homographique. L'homologue d'une droite est une droite; celle d'un ~ône 
ou d'un cylindre est soit un cône, soit un cylindre; celle d'une quadrIque 
est une quadrique; celle d'une quadrique à génératrices réelles non 
développable est une quadrique à génératrices réelles non développable. 

Observons enfin que l'homologue de la sphère (0) dans la transforma­
tion (T) est la sphère (0). 

90. Transforznation par inversion d'une génération nor­
znale à sphère directrice en génération norznale à sphère 
directrice. - Nous définirons une génération normale d'une cyclide 
(W ) par une déférente (H), quadrique non développable, et une sphère 
directrice (0). Les sphères de cette génération sont des sphères (~) 
dont le centre M est sur la déférente (H) et qui sont orthogonales à la 
sphère (0 ). . . 

Soit (1) une inversion dont le pôle 1 n'est pas sur la dlrectnce (0) 
et dont la puissance sera choisie de manière à conserver la sphère (0) . 
L es sphères (~'), inverses de (~), sont les sphères d'une génération 
normale de la cyclide (W'), inverse de (W ) dans l'inversion, (1) dont 
la déférente est une quadrique (H') et dont la directrice est (0). 

Le point M', centre de la sphère (~'), est l'homologue, dans la trans­
formation (T ), du point M; donc 

La déférente (H') de la génération normale inverse d 'une génération 
normale dont la déférente est (H) dans l'inversion (1), est la transfor­
mée de (H) par l'homologie (T). Elle est donc non développable. 

Puisque (89) .la sphère (0) est conservée par la transformation (T), 
la focal e (F') de la génération .inverse, intersection de la déférente (H') 
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et de la directrice (0), est la transformée par la transformation (T) de 
l'intersection de la déférente (H) et de la sphère (0), c'est-à-dire de la 
focale (F) de la génération donnée. 

La focale (F') est, par conséquent, une biquadratique ayant les 
mêmes singularités analytiques que la focale (F), puisqu'elle se déduit 
de (F) par une homologie. 

Les résultats trouvés dans ce paragraphe sont indépendants du choix 
de la puissance d'inversion. Changer la puissance équivaut, comme on 
sait, à effectuer sur la figure inverse une homothétie. 

91. Focales d'une cyclide quelconque . - Nous rappellerons 
d'abord quelques résultats classiques. Ils peuvent être établis par des 
calculs simples, que nous n_e' reproduisons pas ici, ou par des considéra-
tions géométriques. . 

La figure inverse d'une biquadratique sphérique (F), lorsque le pôle 
d'inversion 1 est un point de la sphère réelle (0) sur laquelle elle est 
tracée, mais n'est pas un point double de cette biquadratique, est une 
quartique bicirculaire ou une cubique circulaire. La biquadratique 
et la quartique ou cubique ont, à distance finie, les. mêmes singularités: 
si l'une a un point double à tangentes distinctes, l'autre aussi; si l'une 
d'elles se décompose en deux cercles, l'autre aussi, .et les cercles inverses 
sont en même temps des cercles de rayons nuls. 

La figure inverse d'une quartique bicirculaire (ou cubique circulaire), 
lorsque le pôle 1 de l'inversion n'est pas dans le plan de cette courbe, est 
une biquadratique sphérique ayant les mêmes singularités que la quar­
tique ou cubique. On démontre aussi que toute cubique circulaire ou 
quartique bicirculaire est l'inverse d'une biquadratique sphérique. 

La figure inverse d'une conique, lorsque le pôle 1 de l'inversion n'est 
pas dans le plan de la conique, est une biquadratique sphérique ayant 
un point double en I. 

Cela fait, rappelons également le résultat suivant, énoncé au § 74 : 
Les cyclides (W) à coefficients réels, du quatrième degré, sont soit 

des surfaces à équation réduite, soit des surfaces inverses dans une 
inversioR réelle des précédentes, soit des surfaces inverses dans une 
inversion réelle d'un paraboloïde ou d'un cylindre. 

Nous distinguerons donc les cas suivants: 

10 Les cyclides (W) sont des surfaces à équation réduite (84, 85,87).­
Leurs focales sont soit des biquadratiques sphériques, soit des quar-
tiques bicirculaires; . 

Si la cyclide est une (Wo), les focales ne sont pas décomposées; 
Si la cyclide est une (WI ) , les focales sont décomposées en deux cercles 

distincts, qui ne sont pas tous deux de rayon nul; 
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. l'd (W ) les focales sont des quadrilatères isotropes. 
SI la cyc 1 e est une 2 , . " . • . 

2 L 
l'd (W') sont les inverses des cycl~des (W) a equatwn redu~te 

o es cyc ~ es N u (64 65 72) que le pôle de l'inversion 
d écédent - ous avons v " . 

u cas p~ '.. n dehors de la .cyclide (W' ). Il n'est pas un po~nt 
1 peut ~re :hO;51

S 
e(F') de cette cyclide. Les focales (F) de la cychde 

.double es o.ca e d f 1 (F' ) de la cyclide (W' ) et, par consé-
(W) sont les lDverses es oca es . d . 

. d biquadratiques sphériques, solt es quartIques 1 • 

bq~~nt, Is?nt SOs10tl't ~es cubiques circulaires qui se décomposent en 
IClrcu aires, 

mêm.e temps. , l'd (W') (W') (W:) est une cyclide (W 0)' 
L'mverse dune cyc l e 0 , l , -. • 

. ltats énoncés dans le premier cas sont, par conse-
(WI )'. (W2)· Lesdresu,l d un des cercles de décomposition pouvant 
quent, valables ans e secon , . 
éventuellement être remplacé par une droite. . d' 

30 L cyclides (W') sont les inverses soit d'un p~ra.bol~ïde, so~t rn 

es . (l:) des sphères des generatlOns norma es 
cylindre (W). - Les mverses 1 . t ' (W') soit des 
de (W} sont soit des plans tangents e~ un seu p.Ol~ ~ , 1 de 

. L hère directrIce de la generatlOn norma e 
sphères bl tangentes. a, SPI" " une généra tion normale par des 
W)' nd apres mverSlOn a 

{ qUi correspO l oint à la cyclide (W) est de rayon nul; cett~ 
plans tangents en un seu p d t étude Nous n'aurons pas a 
génération normale. est excld~e e n\r~ "de o~ d'un cylindre de révo-
-étudier les surfaces mverses un para 0?1 l' d 

f le au sens ou nous enten ons. 
lution, qui n'ont aucune o~a., . males non exclues de notre 

Les focales des deux generatlons nor b' l''d (W ) non de révo-
(W' ) . d'un para 0 01 e 

étudc de la surface 0 , mverse . b 1 f 1 de (W) . ce sont , . d deux para 0 es oca es . 
lution'dsontbl~s mdvert~eq~eseSou .cubiques circulaires non décomposées , 
donc eux lqua ra 1 .' 

. d ble au pôle 1 de l'mverslOn. 
ayant un pomt ou ..' ales de la surface (W; ), inverse 

Les locales des deux gene:at~~~~o~o::nt les inverses des focales de ce 
d'un cylindre (W ) non de re~o d d;oites parallèles: ce sont donc, en 
cylindre, qui sont deux coup es e h d ' composées en deux cercles. 
gé~éral, deux courbes planes ou gauc es e . ' 

.' d' clide quelconque sont SOIt des biqua-

dr!~q:::u~~é~:~!~~~~:t d~:~::rtiques bicirculaires, soit des cubiques 

circulaires; . 11) 
lid 

t une W (pas de générations exceptlOnne es , 
Lorsque la cyc e es 0 

la focale n 'est pas décomposée; . 
. W (une seule génération exceptlOnnelle), 

Lorsque la ~yclide e;t une \ t droites ne formant pas un quadri-
la focale est decomposee en cerc es e 

lat ère isotrope; . 11) 
. (W ) (deux générations exceptlOnne es , 

Lorsque la cyclide est ~ne . 2 

la focale est un quadrilatere Isotrope. 
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92. Réciproques. - Tous les cas ayant été envisagés, les réci­
proques sont vraies. Elles n'ont d'intérêt que pour les cyclides définies 
par une sphère directrice (0) dont le rayon n'est pas nul et une quadrique 
déférente (H) non décomposée. 

Lorsque la déférente (H) et la dir~ctrice (0) se coupent suivant une 
biquadratique sphérique non décomposée, la cyclide est une (Wo) 
n'ayant aucune génération exceptionnelle; 

Lorsque la déférente eH) et la directrice (0) se coupent suivant deux 
cercles distincts. qui ne sOlft pastous deux de rayon nul, la cyclide est 
une (W 1) admettant une seule génération exceptionnelle; 

Lorsque la déférente (H) et la directrice (0) se coupent suivant 
un quadrilatère isotrope, la cyclide est une (W2 ) et admet deux géné­
rations exceptionnelles. 

93. Interprétation géométrique du nombre des points 
doubles. - La focale (F), intersection de la déférente (H) et de la direc­
trice (0) du § 92, peut avoir des points multiples à distance finie. Ces 
points sont de deux sortes: les uns seront appelés permanents: ce sont 
soit les deux points communs aux deux cercles lorsque la focale (F) 
~e décompose en deux cercles, soit les quatre sommets du quadrilatère 
Isotrope lorsque la focale (F) se décompose en un quadrilatère isotrope; 
les autres seront appelés accidentels. 

Nous avons vu que, lorsque la cyclide est définie par la donnée de ses 
de~x éléments, la directrice (0) et la déférente (H), le point multiple 
accidentel de la focale est aussi un point multiple accidentel de la cyclide 
et réciproquement: les points multiples permanents de la focale sont 
aussi des points multiples permanents de la cyclide et réciproquement. 
Ces propriétés s'étendent sans aucune peine à tous les cas envisagés. 
Elles méritent d'être examinées et énoncées. 

Pour que la biquadratique (F) 9-'intersection de la déférente (H ) et. 
de la directrice (0) ait ~n point multiple, il faut et il suffit que ces deux 
surfaces soient tangentes. Donc: 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une cyclide définie 
par sa déférente (H) et sa directrice (0) ait un point double accidentel 
est que la déférente et la directrice soient tangentes. Le point de con-
tact est le point double de la cyclide. . 

Lorsque la déférente (H) et la directrice (0) se coupent suivant deux 
cercles distincts qui ne sont pas tous deux de rayon nul, la cyclide est 
une (W1) •. La droite (6) d'intersection des plans de ces deux cercles passe 
par les pomts doubles permanents de la génération exceptionnelle: cette 
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droite (6) e~t 'par conséquent ~'axe du cer~le du:ecteur ~e la c~clide. e~, 
comme celUi' CI est orthogonal a la sphère directrice (0), Il est determme. 

L'axe du cercle directeur d'une cycliM (W 1) est la droite d'intersection 
des plans des deux cercles, intersection de la déférente (H) et de la direc-

trice (0). 
On verrait de même que: 
Les axes des cercles directeurs d'une cyclide (W 2) sont les deux diago-

nales du quadrilatère isotrope, intersection de la déférente (H) et de la 

directrice (0). . .' ., 
Rappelons, pour être complet, la propositiOn su~vante, dont Il eXiste 

nombre de démonstrations géométriques ou analytIques: 
La condition nécessaire et suffisante pour que la cyclide définie par une 

déférente (H) et une directrice (0) soit décomposée est que la sphère direc­

trice soit inscrite dans la déférente. 

94. Construction des focales connaissant l'une d'entre 
elles. _ Si soucieux que nous soyons de ne pas prolonger une étude 
que l~ simplicité des moyens mis en œuvre et la. multil?licité des cas 
particuliers rendent déjà bien longue, il nous est ImpOSSible de n~ p~s 
signaler l'importante propriété, générale d'aille~rs, des foc.ales qUi faIt 
que la connaissance de l'un~ entraîne la co~nalssan?e des aut.res. 

Nous appellerons focales d une courbe, qUi pourra etre un~ blquadra­
tique sphérique, une quartique bicirculaire. ou une c,ublque plane, 
le lieu des centres des sphères de rayon nul büangentes a cette courbe. 
Nous allons montrer que les focales d'une courbe (F) qui est une focale 
d'une cyclide (W) sont aussi des focales de cet~e cyclide. Nous ut~liserons 
pour le démontrer un procédé très élémentaire, ~ue nous apphquerons 
à la seule focale (F) définie au § 84 par les équatiOns ) 

(H) 

(0) 

4,x2 4.y2 4.z2 __ +_-+--+1=0 
a + 8 a' + 8 aH + 8 ' 

8 
x2 + y2 + z~ + - = 0, 

2 

avec les hypothèses faites dans ce paragraphe. Nous laisserons à .nos 
lecteurs le soin de vérifier, en appliquant le même procédé aux dIflé-
rents cas possibles, que la proposition est générale. . 

La focale (F) est une biquadratique sphérique, par laquelle Il passe 

un côn~ (T), de sommet 0 et d'équation 
a - 8 a' - 8 aH - 8 0 ___ x2+ ___ y2+_Z2= . 
a + 8 . a' + 8 a" + 8 

Les plans ux + l'y + wz = 0 tangents à ce cône c?upent l.a sphère 
directrice (0) suivant des cercles bitangents à la blquadratlque (F), 

/ 
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et les foyers M et M' de ces cercles (appelés aussi points de Poncelet} 
sont l~s centres de sph~res de rayon nul passant par des cercles bitan­
gents a la courbe (F) et sont par conséquent des foyers de la courbe (F) 

L,a sphère de ~entr~ 0 et passant par M et M' est orthogonale à l~ 
sphere (0); son equatIOn. est, par conséquent, 

(01) x 2 + y2 + Z2 -~= O. 

La droite OMM' engendre le cône supplémentaire (T ) du cône (T) de 
sommet (0), dont l'équation est 1 

(Tl) a + 1> x 2 + a' + 1> 2 + ail + 1> 2 - 0 
a - 1> a' _ 1> Y ail _ 1> Z - , 

La !~cale de l~ biquadratique sphérique (F) est une biquadratique 
spherIque (FI), mters~ction du cône (Tl) et de la sphère (01), Les équa­
tIOns de (FI) se dédUIsent. des ~quations de (F) par le changement de 
+ 1> en -~; autr~ment dIt, pUIsque (F) est la focale de la cyclide qui 
~orrespo~d a la racme + 1>, (FI) sera la focale de la cyclide qui correspond 
a la racme - 1>. 

La proposition est. démontrée: l'une des focales de (F) est bien l'une 
des fo?~les ~e la cychde. Il reste à le démontrer pour les autres focales: 
nous 1 etabhrons encore pour l'une d'entre elles. 

La biquadratique sp~érique (F) est aussi tracée sur des cylindres : 
par exemple, sur le cylIndre d'équation 

a - l " 4 2 __ a_ 4z2 a - a _-
y a' + 1> + ail + 1> + a 1> - O. 

Le.s plans tangents à c~ cylindre coupent encore la sphère directrice (0) 
sUIvant des. cercles ;bltangents, dont les foyers décrivent une focale 
(F2) de la blquadratIque (F ). Soit 

l'y + wz + h = 0 

l'équation de l'un des plans bitangents; l', w, h seront liés par la relation 

a' + 1> ail + 1> 1 
__ ,1'2+ --w2 + 4--h2 = 0 
a-a a-~ a - I> . 

Les coordo~nées . x, Y,. z d'un foyer du cercle d'intersection de ce pla~ 
et de la sphere dIrectrICe (0) sont définies .par les égalités 

x=O, Y=ÀI', z=Àw, À21'2+À2W2+2JJ! -~=0 
2 ' 

et le lieu de ce point est la courbe (FI), d'équations 

:x = 0, ( y2 + z2- ~)2 + (a' + 1» (a-I» 2 + (ail + I>)(a-I>) 2_ 
2 a _ a' Y Il Z - O. a-a 

FOCALES 91 

Nous reconnaissons dans cette courbe (FI) la focale ,de la cyclide (W) 
trouvée au § 85 : la focale (FI) de la courbe (F) est donc bien une focale 

de la cyclide (W). 
Nous généraliserons, puis , la propriété d'être une focale se conservant 

par inversion, nous énoncerons le résultat général suivant : 

Les focales d'une cyclide (W) sont les focales de l'une d'entre elles. 

Il en résulte diverses propriétés. Par exemple~ soit (F) une focale d'une 
génération normale d'une cyclide (W ); nous supposerons que (F) est 
une biquadratique sphérique non décomposée ; il passe par cette biqua­
dratique, en général, quatre cônes: soit 0 1 le sommet de l'un quel­
conque de ces cônes; les plans tangents à ce cône coupent la sphère 
directrice (0) de la génération normale considérée suivant un cercle 
don't les foyers M décrivent une focale (FI) de la cyclide; la sphère de 
centre 0 1 et de rayon 01M est orthogonale à la sphère (0); c'est donc 
une s.phère fixe (0

1
), Autrement dit, la focale (FI) est une biquadratique 

sphérique tracée sur une sphère (01), de centre 0 1, orthogonale à la 
sphère (0); la . sphère (0

1
) est, par conséquent, une sphère directrice. 

Nous retrouvons et nous complétons un résultat déjà établi: 

Les sphères directrices aes générations normales d'une cyclide 
sont orthogonales et leurs centres sont les sommets des cônes qui 
passent par l'une d'entre elles. 

Une autre conséquence importante de la démonstration qui précède 
est la suivante: Deux cyclides qui ont une focale commune ont toutes leurs 
focales communes. Nous dirons qu'elles sont homofocales. Nous aurons 
l'occasion de définir et d'étudier certaines propriétés de cyclides homo-

focales. 
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95. Relation entre la parataxie et l'étude des cyclides. 
- Nous avons interrompu (41) l'étude de la parataxie après avoir 
constaté que des familles de cercles à un paramètre, les cercles (II) (34), 
jouaient un rôle important dans cette étude. Ces cercles sont orthogo­
naux à une sphère fixe (0), de centre réel 0; leurs axes sont les géné­
ratrices d'un même système d'une quadrique réglée (H) : ce sont donc 
des cercles d'une même famille a'une cyclide (W) dont la déférente est 
(H) et la directrice (0). Nous sommes en mesure maintenant de recon­
naître ces cyclides (W), de les caractériser et de les étudier. L'étude des 
cyclides rejoint donc ici l'étude interrompue et en constitue la suite 
logique. 

Notons d'abord que les cyclides engendrées par les cercles (II) sont 
définies par les éléments d'une génération normale. Nous conviendrons 
donc d'écarter de notre étude les cyclides qui n'ont aucune génération 
normale. 

Nous avons dit plus haut (41) que l'étude des cyclides, étude entre­
prise et menée à bien depuis longtemps par d ' illustres géomètres, aurait 
dû conduire ces géomètres à la découverte de la parataxie; il est curieux 
de constater que c'est l'inverse qui s'est produit. La parataxie était 
depuis longtemps en germe dans les travaux de nombreux géomètres; 
son importance n'a cependant été mise en lumière que tout récemment, 
et c'est pour étudier la parataxie qu'a été reprise l'étude des cyclides. 
Nous nous sommes conduit comme, hélas! le chercheur est bien souvent 
obligé de le faire: un hasard heureux, une observation pertinente nous 
ayant révélé que nous avions quitté la bonne route, nous sommes revenu 
prendre le chemin abandonné. 
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Il peut être intéressant de chercher pour quelles raisons les premières 
études des cyclides, celles de Darboux, par exemple, ne font aucune 
allusion à la parataxie. La rll-ison en est simple et très humaine : les 
cyclides les plus séduisantes pour le chercheur sont les cyclides à géné­
rations exceptionnelles et, en particulier, les (W2) à deux générations 
exceptionnelles. Ces cyclides ont un mode de génération remarquable : 
elles sont des enveloppes de ·sphères .à un paramètre, définies par une 
conique déférente et ùn cercle directeur. Nous verrons dans les para­
graphes suivants que l' étude de cette enveloppe, au moyen de la défi­
nition donnée, est simple et conduit à des résultats suffisants pour qu'on 
puisse croire la question complètement résolue. Les chercheurs ont donc 
négligé l'humble génération normale; or c'est elle qui contenait, en 
germe, la parataxie. 

96. <::lassification des cyclides (W2 ). - Les cyclides (W2) ont, 
par définition, deux générations exceptionnelles. Nous bornons notre 
étude à celles qui possèdent une génération normale, ce qui écarte (72) 
les inverses de cylindres de révolution. L'équation 'PP,) = 0 relative 
à T'une de ces cyclides a deux racines singulières doubles et une 
racine simple : à chaque racine singulière double correspond un cercle 
directeur (qui peut être une droite directrice), dont le rayon n'est pas 
nul puisque la racine singulière n'est pas triple. Soient (C) et (C') ces ' 
cercles direc teurs, l'un d'eux pouvant être une droite : ils forment (72) 
un anneau orthogonal et l'un d'eux est un cercle réel. 

Si l'un des deux cercles directeurs est une droite, la cyclide est une 
cyclide (W) de révolution, et son équation est (73) 

a"2 
(X2 + y2 + z2 )2 + a(x2 + y2) + a"z2 + "4 = O. 

Cette cyclide est soit un tore, soit un pseudo-tore. 
Si aucun des deux cercles directeurs n'est une droite, la cyclide (W) 

n'est pas de réVolution. Soit 1 un point du cercle directeur réel non situé 
sur la cyclide, ni sur la sphère directrice (0) de la génération normale. 
Soit (1) l'inversion de pôle 1 et qui conserve la sphère (0 ) globalement 
(cette inversion est l'inversion du § 89, à laquelle correspond une homo­
logie (T ) qui sert à trouver la transformée après inversion de la déférente 
(H) de la génération normale). La transformée de la cyclide (W) par 
l'inversion (1) est une cyclide de révolution (W '); c'es t donc soit un 
tore, soit un pseudo-tore. 

Nous distinguerons donc, parmi les cyclides (W2) admettant une 
génération normale, deux familles de cyclides : 

Nous appellerons cyclides de Dupin le tore réel et les cyclides inçerses 
dans une inversion réelle d'un tore réel; 
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Nous appellerons pseudo-cyclides de Dupin le pseudo·tore réel et les 
cyclides inçerses dans une inçersion réelle ~'un p~eudo-tore réel. 

Les cyclides de Dupin sont des cY,ch,des. reelles , admettant deux 
crénérations exceptionnelles et une generatlon normale; les cercles 
directeurs (C) et (C') des générations exce~tionnelles s?nt en gén~r~.1 
deux cercles réels, et par conséquent les cycll~es de Dupm ont ~n gene­
raI quatre points doubles permane~~s !maginalfes: .Il ?' a exceptIOn pour 
le tore et pour lui seul. Cette propflete est caracteflstlque. 

Toute cyclide ayant quatre points doubles permanents imaginaires 
est une cyclide de Dupin qui n 'est pas un tore. 

97. Conditions de réalité du tore et du pseudo-t?re. - Nous 
allons étudier d'abord le tore et le pseudo-tore. Leur équatIOn commune 

est 

(1 ) 

Nous nous préoccuperons d'abord de savOIr à quelles conditions ces 

surfaces (W) sont réelles. . . , 
Le tore et le pseudo-tore sont engendrés par la rotatIon d un cercle 

autour de Oz. Les équations d'une méridienne de ces surfaces sont (73) 

x = 0, ( y2 + Z2 + iJ == (a"- a)y2. 

Elles sont réelles si les cercles méridiens sont 'des cercles réels ; il faut 
pour cela d' abord que a''' - a jsoit positif; posons , dans ce cas) 

a"- a = 4k2• 

Les équations d ' un des deux cercles méridiens seront 
- a il 

x = 0, • y2 + Z2 - 2ky + 2' = 0, 

et ce cercle sera réel si l'inégalité 
a" 

k2 - - > 0 
2 

est satisfaite, c'est-à-dire si l'.on a 

a" + a < O. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les surfaces d'équation 

(1 ) soient réelles sont 

a" - a > 0, a" + a < O. 
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,98. ~énération normale du tore et du pseudo-tore. 
L equatlOn q>() .. ) = 0 de ces surfaces est 

(a + )..)2(a" + )..) ()..2 _ a"2) = O. 

La. racine simple de ,cette équation est ail; il lui correspond une éné­
ratIOn no~male dont les éléments sont: une déférente (H), d'équ!tion 

~ 4y2 2.02 

a + ail + ~ + -;;;- + 1 = 0, 

et une sphère directrice (0), d'équation 

,x% + y2 + .02 + a" = 0 
2 . 

1
0 

Si la I~yclide (W) étudiée est un tore, le cercle méridien (97) ne 
coupe pas axe Oz' donc ail e t 'ff' 
ail + t' . 'f' C S pOSI 1 ; SI, en outre, ce tore est réel 
suiva:te:

s
. lan~g;.tI . es deux conditions entraînent les conclusion~ 

d' t' '(0) e e~ente. (H) est un hyperboloïde à une nappe et la sphère 
Irec nce est ImagmaIre. ' 

ail Ré~ipro~l1;;ment:, si la déférente (H) 'est un hyperboloïde à une nappe 
.es pOSItI et a + a est négatif; il en résulte que a" - a est positif' 

pUIsque , 
Il 2 If a - a = a - (a" + a), 

et la cyclide (W), est un tore réel. 

, La c~nditi?n nécessaire et suffisante pour qu'une c clide W 
reV~lutl?t SOIt un t~re réel est que la déférente de la :énéra.t~pn 2~0~~ 
ma e SOI une quadrIque non développable réglée. . 

Cette quadriq .. ue (J:I), ét~nt de révolution, est un hyperboloïde à une 
nappe et la sphere dIrectrIce (0) est imaginaire. 

20 Si la cyclide (W) est dl' . (97) Il •• un pseu Q-tore, e cercle mérIdIen coupe Oz 
S. et a est negatIf: la sphère directrice (0 ), dans ce cas est réelle 

~ c;tte. surface est reelle, a + ail es t néga tif, et la déférent~ (H) de I~ 
gene~a.tlOn normale est un ellipsoïde, 

ReCIproquement, si la déférente (H) est un ellipsoïde . 1 A' 
a + aA' t' . fi " . ree , a et 
1 ~~~ ne~atl s;. a sphere dIrectrice (0) est réelle, mais cette fois 
es con ItlOns n entrament plus que ail - t . 'f l' , 

n'est as n". a es pOSItI, et e pseudo-tore 
d 1 p. r ~ce~saIrement ree!. Nous ne pousserons pas plus loin l'étude 

: a ~ea I:e : 1 e pseudo-tore, surface à points doubles réels inverse d' un 
con he eh revo utI~n, ne présente pas un intérêt très ~and pour la 
rec erc e entreprIse. 

99. Conditions pour qu'un~ cyclide. soit une cyclide dè 
Dupin. - Supposons que la cychde (W) SOIt une cyclide de Dupin, 
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c'est-à-dire (96) soit un tore réel ou l'inverse dans une ' inversion réelle 
d'un tOI:e réel. Cette surface, ayant deux générations exceptionnelles, 
est une (W2) et (91) la déférente (H) et la directrice (0) ont en commun 
un quadrilatère isotrope. 

En oùtre, si la cycl,ide (W) est un tore réel, la déférente est un hyper­
boloïde de révolution à une nappe, donc quadrique à g~nératrices réelles 
non développable. Si la cyclide (W) n 'est pas un tore, elle est, dans une 
inversion (1) définie au § 96, l'inverse d'un tore réel (W'). La déférente 
(H) est la transformée par une homologie (T) (89) de la déférente (H') 
du tore réel (W'), si la puissance d'inversion est convenablement choisie. 
Comme (H') est une quadrique réglée non développable, il en est de 
même de (H). 

Réciproquement" supposons que la déférente tH) soit un hyperbo­
loïde de révolution à une nappe coupant la sphère directrice (0) suivant 
un quadrilatère isotrope; il en résulte (92) que cette cyclide e~t une (W 2) ; 
donc, si elle est de révolution, comme sa déférente est une quadrique 
réglée non développable, la c'yclidj, (98) est un tore réel; si elle n'est 
pas de révolution, une inversion (lj la transforme en une cyclide (W') 
de r,évolution; la défé.rente (H') de cette cyclide se déduit de (H) par 
l'homologie (T) si la puissance d'inversion st convenablement choisie; 
(H') est, par conséquent, une quadrique réglée non développable et, 
la cyclide (W'), inverse de (W), étant (98) UI,l tore, la cyclide (W) est 
une cyclide de Dupin. Nous énoncerons donc le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une cyclide définie 
par les éléments d'une génération normale soit une cyclide de Dupin 
est que la déférente soit une quadrique à génératrices réelles, non 
développable, qui coupe la sphère directrice suivant un quadrilatère 
isotrope. 

Nous avons énoncé la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
cyclide soit de Dupin sous une forme applicable aux cyclides de degré 
trois et quatr~. Il est bien entendu que, pour les cyclides du 4e degré, 
la déférente, étant une quadrique à centre, est un hyperboloïde à une 
nappe. 

\ 
100. Équation d'une cyclide de Dupin de degré 4. - L'é­

quation du tore est connue. Nous nous bornerons donc à trouver l'équa­
tion générale des cyclides du 4e degré, non de révolution. 

L'équation d'une pareille cyclide peut être mise sous la forme (72) 

(Z2 + y2 + z2)Z + ax2 + a'y2 + a"z2 + 2cHz + d = O. 

Nou,s supposerons qu'un choix convenable des axes Oz et Oy permet de 
supposer que l'on a 

a >a'. 

DOJiTOT, Parataz~. 

• 
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La cyclide (W) est de Dupin non de révolution si les co~ditions 

4C"2 

c'(a- a')(a"- a')(a- a"):;é- 0, -,-,-- + a2- 4d = 0, 
a -a 

4 112 
, __ c_ + a'2-4d = ° 

ali -a' 
sont vérifiées. ' 

L'équation <pp,) = ° de la cyclide s'écrit 

(a + À)(a' + À)[4C"2 + (À2 - 4d)(a" + À)] = O. 

Elle admet la racine double - a, la racine double - a' et la racine 
simple a + a' - ail. 

La déférente (H) de.Ja génération normale a pour équation 

4x
2 + 4y2 + ~ + 1. = O. 

2a + a' - ail 2a' + a - ail a + a' 

Les conditions de réalité de la cyclide (W) doivent exprimer que le 
centre 0 de la directrice est réel et ,ue la déférente. (H) est un hyper­
boloïde à une nappe; nous exprimerons donc d'abord que Cil est réel. 
On calcule Cil en élIminant d entre les deux équations 

4C"2 • --+ a2 -4d= ° a"-a ' 
4C"2 -,-, --, + a'2 - 4d = 0, 

a -a 

ce qui donne 

Posons 
4C"2 = - (a + a') (ail - a)(a" - a'). 

2a + a' - ail = 4A, 
2a' + a - ail = 4B, 

a + a' = 4C. 

Deux des trois nombres A, B, C doivent être négatifs et le troisième 
positif pour que la déférente (H) 

x2 y2 z2 

j\+ B+C + 1 =O 

soit un hyperboloïde à un~ nappe. En outre, pour que C"2 soit positif 
il faut que l'inégalité ' 

(1) C(C-A)(C-B) < ° 
soit satisfaite. 

Si C est positif, A et B sont négatifs et l'inégalité (1) n'est pas satis­
faite. Nous supposerons donc C négatif et, comme 4(A - B) = a - a', 
nombre positif par hypothèse, nous supposerons aussi A positif et B 
négatif. La seule condition de réalité se réduit alors à 

C-B <0. 

• 1 

• 
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Nous désignerons par À et IL deux paramètres choisis de manière que 

l'on ait 

et nous poserons 
~a + a' - ail = 4h2(IL2 - 1), 
2a' + a - ail = 4h2(À2 - 1), 

a+ a' = -4h2
, 

h étant un paramètre, au même titre que À et IL. De ces égalités, nous 

tirons 
a = 2h2(IL2 - À2 -1), 

a' = /2h2(À2 - IL2 -1), 
ail = - 2h2(À2 + IL2 + 1). 

La· condition de réalité est satisfaite. On choisit les signes de À et IL de 

manière que 

La valeur de d est alors fournie par l'égalité 

et 

4 '2 
_c_ + a2 - 4i:l = ° 
a"-a 

d = h4 [(IL2 - À2)2 - 2(À2 + IL2) + q. 
L'équation générale des cyclides de Dupin réelles et non de réfJolution 

est .donc . 
(x2 + y2 + Z2)2 + 2h2(IL2 - À2 -1)x2+ 2h2(À2 - IL2 -1)y! 

_ 2h2(À2 + IL2 + 1)z2 + 8h3ÀILz + h4 [(À2,- IL2)2 - 2(À2 + IL2) + 1] = ° 
À2 < 1 < IL2. 

Notons que les éléments de la génération normale sont (79) la 

déférente (H), 

et ,la directrice (0), 
x2 + y2 + z2 _ 2hÀILz + h2(À2 + IL2 -1) = O. 

Les éléments des générations exceptionnelles sont: un cercle direc­

teur (C), 

x = 0, y2 + Z2 - 2h~z + h2(À2 + 1- IL2) = 0, 
IL 

et une comque déférente (y), 

x=O, 

1 

• 
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et, pour la seconde génération, le cercle directeur (C'), 

y= 0, 

et la conique déférente (y'), 
x 2 . Z2 

Y = 0, --- - + h2 = 0 
11.~ _).~).2 • 

• 
Le cercle directeur (C) est bitangent à la conique déférente (y); ce fait 

est la conséquence de l'identité . 

[ 
). . 

11.2 y2 + Z2 - 2h- z + h2().2 + 1- 11.2 )] 
fJ. 

= fJ.2y2 + (fJ.2 - ).2)Z2 - h2fJ.2(fJ.2 - ).2) + ).2(Z_ h!:)=. 
). 

Les deux points de eontact du cercle directeur (C) et de la conique (y) 
sont définis par .. 

x = 0, z = hl!: y2 + Z2 - 2h~ z + h2().2 + 1 - fJ.2) = O. 
).' fJ. 

Ce sont les deux points communs à l'axe du cercle directeur (C') et à la 
sp~ère directrice (0) de la génération normale, c'est-à-dire les deux 
pomts doubles permanents de la génération exceptionn e définie par 
(y)' et (C'). ' 

Il est clair ' que le ce cle directeur (C') est le cercle bitangent à la 
conique directrice (y') aux deux points doubles permanents de la géné­
ration exceptionnelle définie par (y) et (C). Les éalculs qui le démon-
trent sont analogues aux précédents. ' . 

Nous résumerons les résultats précédents en précisant la position 
relative des éléments d'une cyclide de Dupin, non de révolution. 

Les éléments d'une cyclide de Dupin non de rél'olution sont: d'une par' 
une sphère directrice (0) imaginaire, deux cercles directeurs (C) et (C') réels, 
et d'autre part une quadrique déférente (H) à génératrices réelles et deux 
coniques déférentes (y) et (y') réelles. 

Les cercles<'directeurs (C) et (C') sont orthogonaux à la sphère directrice 
(0) et forment un al'meau orthogonal. Ils sont donc définis par la sphère 
(0) et leurs ,axes (D) et (D'); ces axes sont deux droites conjuguées par 
rapport à la sphère (0); ils la coupent aux points doubles permanents, 
l, J d'une part, l'" J' d'autre part, des générations exceptionnelles. 

Les deux coniques déférentes sont (notons encore une fois que nous 
avons écarté de notre étude les cyclides du 3e degré) l'ellipse réelle 
et l'hyperbole focale de l'hyperboloïde (H), quadrique déférente de la 
génération normale. 

• 
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Les cercles directeurs (C) et (C') des générations exceptionnelles sont des 
cercles bitangents réels de la famille des foyers des coniques dé(érentes {y) 
et (y') de ces générations. Les 'points de c~ntact d'un cercle dtrecteur. (C) 
et de la conique déférente (y) sont deux pomts doubles permanents, tma-
ginaires, 1 et J, de la cyclide de Dupin. . . . , 

Les conditions de réalité, la nature des dIrectrICes sont des conse­
quences des hypothèses faites sur les paramètres). et fJ., hypothèses que 
traduisent les inégalités 

).2 < 1 < fJ.2 

et qui résultent de la définition précise que nous avons donnée de la 

cyclide de Dupin. ."., , 
Bornons-nous à signaler que certams des resultats etabhs sont mde-

pendants de ces hypothèses, celui-ci en particulier : .. 
Le cercle directeur d'une g~nération exceptionnelle d'une cycltde (W'I.l 

est bitangent à la conique directrice correspondante. · 

101. Coniques déférentes des générations exceptionnelles. 
_ Proposons-nous d'examiner si une ellipse donnée, d'équations 

r Z2 y2 
X = 0, - + - - 1 = 0, 

a2 b2 

et un cercle bitangent à celle-ci, dëfini par son centr~, de coor~onnées 
O 0 z peuvent constituer les éléments d'une génératIOn exceptIOnnelle 

, , 0' 

d'une cyclide de Dupin. 
Il faut et il suffit, pour cela, que l'ellipse soit l'ellipse (y) du paragra?he 

précédent et que lé cercle soit le cercle (C), c'est-à-dire que l'on pUIsse 
déterminer les paramètres )., fJ. et h de m~nière que l'on ait 

h2(fJ.2 _ ).2) = b2, h2fJ.2 = a2, 1t~ = zoo 
fJ. 

Ces égalités seront satisfaites SI l'on choisit p'our À, fJ., h les valeurs 

suivantes 

, 

h = azo , 
c 

c 
fJ.=-' 

Zo 

- A ces valeurs correspondra une cyclide de Dupin si les inégalités 

ÀZ < 1 < 11.2 

sont satisfaites, c'est-à-dire si 

c' . _ < z~ < c2. 
ai 
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Nous pouvons donc énoncer le r'ésulta t suivant: 

La condition nécessaire et ,suffisante pour qu 'une ellipse de foyers F 
et F ' et un cercle soient les éléments d'une génération exceptionnelle 
d 'une cyclide de Dupin est que le cercle soit un cercle bitangent de la 
famille des foyers, dont le centre est un point du segment FF' extérieur 
à la développée. 

Une étude analogue à la précédente conduit à la conclusion suivante: 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une hyperbole de 
foyers F et F' et un cercle soient les éléments d'une génération excep­
tionnelle d'une cyclide de Dupin est que le cercle soit un cercle bitan­
gent de la famille des foyers dont le centre est à l'extérieur'du segment 
FF' et à l'extérieur de la développée. 

Nous rappelons que l"extérieur. de la développée est la région d'où 
l'on peut mener deux tangentes réelles à cette com·he. 

On p~ut énoncer d'une façon plus générale: 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une'conique et un cercle 
soient les éléments d'une génération exceptionnelle d'une cyclide de 
Dupin est que le cercle soit un cercle bitangent à la conique en deux 
points imaginaires et de la famille des foyers. 

Il est évidemment tentant d'énoncer le résultat plus général suivant: 
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une conique et un cercle 

soient les éléments d'une génération exceptionnelle d'une cyClide (W 2) 

est que ces deux courbes soient bitangintes. 
Cette proposition est exacte : elle se démontre, lorsque.la conique' 

donnée est une conique à' centre, en cakulant comme précédemment 
À, [.1. , h; le calcul cond.uit à des valeurs réelles pour À2, [.1.2 et h. En portant 
les valeurs trouvées dans l'équation des cyclides de Dupin trouvée au 
paragraphe précédent (100), on trouve non plus, en général, une 
cyclide de Dupin puisque les conditions À et [.1. réels et À2 < 1 < [.1.2 ne 
sont pas nécessairement remplies, mais une cyclide (W 2) dont la 
conique et le cercle donnés sont les éléments d'une génération excep­
tionnelle. 

La simplicité du dernier énoncé n'est qu'apparente. Dire d'une cyclide 
qu'elle est une (W2) ne renseigne ni sur sa réalité, ni sur l'existence sur 
la surface de cercles réels; cette affirmation ne donne donc aucune 
base solide pour une étude géométrique. Il n 'en est pas de même lors­
qu'il est possible d'affirmer que cette (W2) est une cyclide de Dupin, 
avec le sens précis donné à cette dénomination. 

.. 

CHAPITRE , XII 

PROPRIÉTÉS PARATACTIQUES 
' DES CERCLES D'UNE CYCLIDE DE DUPIN 

102. Familles de' cercles d'une cyclide de Dupin. - Une cy­
clide de Dupin (W) admet deux 'générations exceptionnelles et une 
génération ·normale. 

10 Les sphères (1:) d'une des deux générations exceptionn~lles sont, 
tangentes à la cyclide (W ) en tous les poi~ts d'u.n ,cerde '.'arIable (~)­
Lorsque (W) est un tore, ce cercle (r) appartIent soIt a la, famIlle des men­
diens, soit à celle des parallèles: ce cercle est donc ree~. Lor~que ,(W) 
n'est pas un tore, elle est l'inverse d'un tore dans u~e mverSlOn r~elle 
et les cercles (r), inverses de cercles réels, sont a.ussi des cercles reels. 
Ces cercles (r) sont les lignes de courbure de la cychde. 

A chaque génération exceptionnelle, correspond donc une famille 
de cercles réels de la cyclide. 

20 La génération normale est définie ~ar u~e sphère d~rectrice (0) 
imaginaire et une déférente (IJ) à génératrIces reelles non developpable. 
Soit M un point de la quadrique (H); la sphère de centre M, orth~gonale 
à la directrice (0) imaginaire, est une sphère réelle~ de la famIlle des 
sphères '(1:). Cette sphère (51) ~oupe la cyclide ~W) suivant ~e~x cercles, 
dont les axes sont les génératrIces (D) et (~) reelles de la deferente (H). 
qui passent par le point M et dont. les ~la~s pass~ntpar, O. Ces deux 
cercles, orthogonaux à une sphère Imagmaue et d axes reel~, s~nt des 
cercles réels. Nous utiliserons, pour les représenter et les etudIer, les, 
nt;ltations définies au § 13 : les génératrices (D), représentées. par des 
lettres latines, seront dites du premier système de la quadrIque (!I). 
et les génératrices (~ ), représentées par des lettres grecqu~s, seront dItes 
du second système. Le cercle dont l'axe est la génératrIce (D) sera .le 
cercle (D) du pr.emier système, par définition ; le cercle (~) sera le cercle 
d'axe (~) donc du second système. -

Il exis~e, en particulier, sur le ' tore, des cerè1es (D) et (~) dont I~: 
plans passent par le centre 0 du tore. Ces cercles son l connus sous 

\ 

\ 
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dénomination de cercles d'Yyon Villarceau. Ils sont égaux et leurs plans 
sont des plans dits bitangents au tore. 

Il emte donc sur une cyclide de Dupin quatre familles de cercles 
, tous réels, '. ' 

. Les cercles de contact des sphères inscrites d'une génération excep­
tlOn~elle forment une famille dite famille exceptionnelle de cercles de la 
cycltde. II y a deux familles exceptionnelles. On vérifiera sans peine que 
les plans des cercles d'une famille exceptionnelle pivotent autour d'une 
dr~ite fixe : d'une façon plqs précise, ces cercles passent par les d~ux 
pomts doubles permanents correspondants à la génération (1). 

Les cercles d'intersection des sphères CE) de la génération normale 
et de la cyclide forment deux familles dites familles normales de cercle" 
de la cyclide. Les cercles (D) de la première famille ont pour axes les 
géné~atrices du premier système de la déférente, et les cercles (6.) de la 
deuxième famille ont pour axes les génératrices du deuxième système 
de la déférente. 

3° Il n'y a pas sur la cyclide d'autres cercles que les cercles énu­
mérés ci-dessus. 

En effet, soit (00) un cercle quelconque situé sur la cyclide'(W). Une 
quelconque (1:) des sphères qui passent par (00) coupe la cyclide suivant 
un deuxième cercle, distinct où non de (00) ; cette sphère (1:) est donc une 
des sphères trouvées au chapitre VIII. Elle appartient à l'une des 
générations de la cyclide, et le cercle (00) est un cercle d'une des quatre 
familles déjà trouvées . 

103. Propriétés des cercles des familles normales. - I. 
Deux cercles de deux familles normales différentes sont soit sur une même 
sphère, soit dans un même plan. 

Les axes (D) et (6.) de deux cercles (D) et (6.), qui sont des cercles 
d'une cyclide de Dupin, de deux familles normales différentes sont deux 
génératrices de systèmes différents de la déférente (H). Si ~es généra-

(l) Nous rappelons, à ce propos, Iii; génération classique d'une cyclide de Dupin à partir de 
ces familles exceptionnelles : 

On donne dans un plan (P) deux cercles (0) et (0') (le lecteur étudiera facilement le cas 
Où l'on donne un cercle et une droite), l un des centres d'inversion, M et ?tl' deux points iOTerses. 
Le cercle de diamètre M~{' dans le plan p erpendiculaire à (P ) engendre une cyclide de Dupin. 
On .démontre aisément, et par voie purement 'géométrique, que tout plan passant par l'axe 
radical (Â) de (0) et (0') coupe cette cyclide suivant deux cercles. 

On m e t ainsi en évidence les deux r,rnilles exceptionnelles. On établir; que: 
les deux cercles ainsi cités qui passent par un point Q de la surface s'y coupent à angle droit i 
les axes de ces cercles touchent deux coniques focales : 
ces cercles sont les cercles de contact a.vec la cyclide de sphères inscrites des générations 

excep1ionnelles. # 

• 

1 
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, trices sont parallèles, les plans des cercles (D) et (6.) sont confondus; si 
elles ne sont pas parallèles, elles se coupent en un point M de la défé­
rente, et la sphère (1:) de centre M, orthogonale à la directrice (0), passe 
par, chacun des deux cer~les (D) et (6.). 

II. Deux cercles d'une même famille normale ne sont ni sur une même 
sphère, ni dans un même plan. 

Les axes (Dl) et (D2) de deux cercles d'une même famille normale 
d'une cyclide (W) sont deux génératrices de même système de la défé­
rente (H). Ils ne sont donc pas dans un même plan et, par conséquent, 
les deux cercles (Dl) et (D2), do?t les axes ne sont pas dans un même 
plan, ne sont ni sur une même sphère, ni dans un même plan. 

III. Deux cercles (Dl) ' et (D2) qui sont deux cercles d'une même 
famille normale d'une cyclide de Dupin sont, en général, paratactiques. 

Les axes (Dl) et (D2) de ces deux cercles sont des génératrices d'un 
même système de la déférente (H); la déférente (H) coupe lq sphère 
directrice (0) suivant quatre génératrices isotropes. Nous appellerons 
(24) ces génératrices (GI), (G2), (rI)' (r2) : (GI) et (G2) sont, par hypo­
thèse, du même système que (Dl) et (D2). L'axe (Dl) du cercle (Dl) 
coupe la sphère directrice (0) en deux points Pl et QI qui sont les foyers 
ou points de Poncelet de ce cercf'e : ces points sont les points de l'axe 
(Dl) situés, le premier Pl sur (rI)' le s~cond QI sur (r2). L'axe (D2) du 
cerble (D2) coupe, de même, la directrice (0) au point P 2 situé sur (rI) 
et au 'point Q2 situé sur (r 2)' Ces points sont les foyers ou points de Pon­
celet de (D2). 

Les foyers ou points de Poncelet des cercles (Dl) et (D2) sont Pl et P 2 
sur la droite isotrope (rI) et QI et Q2 sur la droite isotrope (r2) : les deux 
cercles (Dl) et (D2) sont, par èonséquent, des cercles paratactiques (27). 
excepté s'ils forment un anneau orthogonal. 

En particulier, 
\ 

Deux cercles d'Yvon Villarceau d'une même famille d'un tore sont, 
en général, deux cercles paratactiques. 

104. Cyclides de Dupin qui passent par deux cercles 
paratactiques donnés. - La réciproque de la proposition démontrée 
plus haut : deux cercles d'une même famille normale d'une cyclide de 
Dupin sont paratactiques, aurait dû logiquement conduire les cher­
cheurs à la découverte des propriétés de la parataxie. Nous ~llons 
l'étudier ici. . 

Soient (Dl) et (D2l deux cercles paratactiques, c'est-à-dire deux cercles 
dont les foyers ou points de Poncelet Pl' QI et P 2' Qz sont les uns, Pl' PI' 
sur une droite isotrope (rI)' les autres, QI' Q2' sur une droite isotrope 
(r2). Il existe une infinité de quadriques réelles non développables 
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passant par le quadrilatère gauche défini par (D ) (D2), (rI) et (r2). 
Soit (H) l'une quelconque d'entre elles. l , 

Soi t (0) I~ sphère, orthogonale aux cercles (Dl) et (D
2
); le centre 0 

de cette sphere est reel et son rayon est imaginaire: cette 'sphère, étant 
orthogonale au cercle (Dl), passe par les points P e t Q , étan t ortho­
gonale à (D 2), el~e passe p~r ~es points P 2 et Q2' èette s;;hère, passant 
par ~ 1 et,P 2' contIent la drOIte Isqtrope (rI) qui passe par ces deux points; 
elle c~ntlent auss,i la droite isotrope (r2 ). Elle coupe par conséquenb la 
~~adnque, (H) SUIvant deux génératrices de même système, (:Cl) et (r.) ; 
1 mtersectlO~ ~e la ~phère et de la quadrique se compose par conséque~lt 
de quatre ,generatnces : (rI), (r2), (Gi), (G2), toutes isotropes. 

, La cychde (W), dont la déférente est la quadrique (H) à génératrices 
re:lles non d~vclop'pable et la directrice la sphère (0), est (99) une cy­
ch de de DupIn , pUisque la déférente et la directrice ont en commun un 
q~a?rila,tère iS,otrop~. Il est clair que, les droites (Dl ) et (D

2
) étant deux 

generatnces d un meme système de la déférente, les cercles (C ) et (C ) 
sont deux cercles d'un~ même famille normale de cette cyclid:. Donc

2
: 

Deux c~rcles p'aratactLques ~onnés sO'!'t deux cercles d'une même famille 
normale d Urt faLsceau de cyclLdes de Dupin. 

Nous entendons par faisceau de cy,lides une famille de cyclides dont 
l'équation dépend d'un seul paramètre. 

Il ~st. aisé de se rend~e compte <;Iue par deux cercles paratactiques 
d?nnes Il ne passe pas d autres cychdes de Dupin que les cyclides défi­
m es plus haut. 

105 . . Cycl~de axiale pa~sant par deux cercles paratactiques. 
- ~a dlrectnce (0) des cyehdes (W) qui passent par deux cercles para­
tactIques (Dl), et (D2: don~és est ,un,e ,sphère fixe. Les déférentes (H) 
sont les q~adnques d un faIsceau hneaIre ; parmi ces quadriques, il y a 
une ~~ad:lq~e (S) ~t u~~ seule. No~s rappelons que les quadriques (S) 
ont ~te ~efime~ et e~udlees au chapItre 1 : ce sont les quadriques auto­
pOlalr,es, ~ la. dlrectnce (?), de maniè,re que ~es droites conjuguées (D') 
de:, generat:lces (D) de 1 un des systemes sOIent des génératrices de ce 
meme systeme. 

, La quadrique (S) dont il s'agit ici est définie par la donnée des droites 
;'l'eeHes (~l ) et (?2), par c~He de la droite (D~) conjuguée de (Dl) par 
Tapport a la s~here d,irectnce (0), et par les deux génératrices isotropes 
~rl ) e~ (r2) qUI renco~trent les droit:s (Dl), (D2), (D~) en des points Pl' 
P.2' ,Pt et QI> ~2' P2. Cette quadnque est une quadrique réelle (10) 
Teglee et non developpable (1). La cyclide (W) dont la déférente est la 

( ') Exemple:, si l'on prend pour (0) la sphère d'équation: x' + y, '+ z' + 1 = 0, pour (D, ) 
et ,(D,;) l,es drOites :. x = 0, y ~ Oi x = 1, Y = z, on trouve pour (S) la quadrique xz - y = 0, 
qUI conLient Ies ~droltes : 11 = ",x,.z = d, avec t T" ± t. 
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quadrique (S) et la directrice la sphère (0'), est dite cyclide de Dupin 
axiale des deux cercles paratactiques donnés. 

Nous allons étudier la cyclide axiale. 
Les droites (Dl) et (D 2) sont, par hypothèse, deux génératrices de 

la déférente (S) du premier système. Soit (À) une génératrice du second 
système; il lui correspond un cercle (À) de la cyclide axiale. Puisque 
la déférente (S) est autopolaire par rapport à la directrice (0), la 
droite (D;), conjuguée de (Dl), et la droite (D~), conjuguée de (D2) pal' 
rapport à cette directrice, sont des génératrices du premier système 
de la déférente (S). La génératrice (À) du secopd système les rencontre 
donc. 

Rappelons que (16) la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
cercles (Dl) et (Â) soient perpendiculaires est que l'axe (Â) de l'un 
rencontre l'axe (Dl) du second et la droite conjuguée (D~) par rapport 
à la directrice. Il en résulte que les cercles (Â) sont des cercles perpendi­
culaires communs aux cercles (Dl) et (D2). 

La démonstration peut être répétée à partir de deux cercles quelcon­
ques de la première famille de latcyclide; autrement dit, 

Les cercles d'une famille normale d'une cyclide axiale sont perpen­
diculaires aux cercles de la seconde famille normale de c~tte cyclide. 

Les notations étan't celles du § 13, soit (Al) une sphère quelconque 
passant par le cercle (Dl). Cette sphère, orthogonale à la directrice (0), 
est caractérisée par son centre Al qui est un point de la droite (Dl)' 
Par le point Al de la déférente (S), il passe une génératrice (Â) du second 
système de cette quadrique: cette génératrice rencontre les génératrices. 
du premier système, et en particulier la droite (D2), en un point A~ 
et la droite (D~). Nous avons vu (14) que l'angle de la sphère (Al) et. 
du cercle (D2) est égal à l'angle de la sphère (Al) et de la sphère (A2)" 
le point A2 étant le point de (D2) choisi de manière que la droite AlA2; 
rencontre la droite (D~) conjuguée, par rapport à la directrice (0), de 
la droite (D2). 

Pour calculer cet angle (14), nous chercherons les points de la droite 
(Â) situés sur la sphère directrice (0) : ces points P el Q sont les points 
c@mmuns à la droite (Â) et aux génératrices isotropes (GI) et (G2), 
communes à la déférente (S) et à la directrice (0). L'angle 61 cherché, 
angle sous lequel une sphère quelconque (Al) coupe le cercle (D2), est 
défini par une des deux égalités 

cos 261 ± i sin 261 = (Al,A2,P,Q). 

Le birapport (AI,A2,P,Q) est celui des pOints où une génératrice 
variable de la quadrique (S) coupe les quatre génératrices fixes (Dl), 

• 
1 

1 
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(D2), (Gl), (G2) j il est donc égal au birapport constant k de ces généra­
trices. Il en résulte qùe 61 est constant. 

Ce~t~ démonstration .3.' été donnée plus haut (25). Nous la reprodui­
sons ICI pour que le lecteur la trouve à la place qui, à notre avis, est 
sa place normale. Notons, avant de conclure, que l'angle 6

2 
sous lequel 

une sphère quelconque (A2), passant par le cercle (D2), coupe le cercle 
(Dl)' est défiD.i par l'une des égalités 

cos 262 ± i sin 262 = (A2,Al,P,Q). 

Ce birapport est égal à ~ et, par conséquent, 62 = 61, Remarquons 

encore que ~es s~hères (Al) et (A2) se coupent suivant un c~rcle (il) qui 
est perpendIculaIre aux cercles (Dl) et (D2) et que, réciproquement, si 
deux sphères, passant par deux cercles paratactiques (Dl) et (D2), ont 
en commun un cercle (il) perpendiculaire à ces deux cercles ce sont des 
sphères (Al) et (A2), dont l'angle est égal à 61, ' 

Nous reconnaissons des résultats classiques déjà énoncés : 

L'angle sous lequel une sphère qui p~sse par un des deux cercles d'un 
anneau paratactique coupe le second cercle de cet anneau est constant. 
C'est l'angle de parataxie. . 

L'angle sous lequel se · coupent les deux sphères q~i passent par 
les cercles d'un anneau paratactique et un cercle perpendiculaire 
commun est égal à l'angle de parataxie. 

106. Retour sur l'étude des cercles des familles normales 
d'une cy'clide de Dupin. - Soient (Dl) et (D2) deux cercles d'u"ne 
même famille normale d'une cyclide de Dupin donnée. Soit (il) un 
cercle de l'autre famille normale. La droite (il) coupe la génératrice (Dl) 
en Al et (D2) en A2 et les génératrices isotropes (Gl ) et (G2) du premier 
système de la déférente (H) en P et Q. L'angle V des sphères (A ) et 
(A2) est défini par l'une des égalités 1 1 

cos 2V + i sin2V = (AI,A2,P,Q), 
cos 2V - i sin2V = (AI,A2,P,Q). 

Le birapport (Al>A2'P ,Q) est celui de qu~tre génératrices fixes 

(Dl' D2, Gl , G2) . 

11 demeure constant quand (il) varie et l'angle V des sphères(Al ) et (~) 
également. 

L'angle u (16) du cercle (Dl) et de la sphère (A2) est égal à l'angle 
61 de parataxie des cercles (Dl) et (D2) (105), .et l'angle l' du cercle (D2) 
et de la sphère (Al) également. Les angles a du cercle (Dl) et du cer­• 
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cle (il), et (3 du cer~le (D2) et du cercle (il), défiD.is (17) par les égalités 

sin u = sina sin V, 
sinl' = sin~ sin V, 

sont égaux, et leur valeur commune cp est défiD.ie par l'égalité 
/ 

sin 61 = sin cp sin V. 

Les cercles (il) variables coupent donc les cercles fixes (Dl) et (D2) sous 
le même angle cp, constant. Si nous remplaçons (D2) par un autre cercle 
(D) de la première famille, les cercles (il) couperont (Dl) et (D) sous le 
même angle, qui sera encore cp. Donc, en défiD.itive, 

Les cercles d'une famille normale d'une cyclide de Dupin coupent 
les cercles de la deuxième famille sous un angle constant. 

107. Réciproque. - La reclproque de cette dernière propriété 
est très illtéressante et s'énonce ainsi: 

Soient (Dl) et (D2 ) deux cercles paratactiques; les cercles (4) de 
la, congruence [Dl' D2] (19) qui coupent les deux cercles de base sous 
le même angle constant sont les cercles d'une famille normale d'une 
cyclide de Dupm. 

En effet, les cercles (il) (39) appartiennent à une famille (II), ce qui 
veut dire que leurs axes (il) (33) sont les génératrices de même système 
d'une quadrique (H) passant par les droites (Dl) et (D2) et par les iso­
tropes (rI) et (r2) sur lesquelles se trouvent les points de Poncelet ou 
foyers des cercles (Dl) et (D2). En outre, ces cercles, comme tous les 
cercles de la congruence, sont orthogonaux à la sphère (0) orthogonale • 
aux cercles de base (Dl) et (D2). 

Les cercles (il) sont par conséquent lès cercles d'une famille normale 
bien déterminée d'une cyclide (W) dQnt la directrice est (0) et dont la • 
déférente est (H). La déférente coupe la directrice, par hypothèse, 
d'abord suivant les deux isotropes (rI) et (r2), donc suivant quatre 
génératrices j elle a donc . avec la directrice un quadrilatère . isotrope 
commun. La cyclide (W) est par conséquent une cyclide de Dupin. 

En particulier : 
Soient (Dl) et (D2) deux cerclesparatactique8j les cercles (il) perpendi­

culaires à (Dl) et ~D2) engendrent la cyclide de Dupin axiale qui passe 
par ces deux cercles. 

108. Figure formée par les cercles d'une famille normale 
et chacun des cercles directeurs. - Nous avons démontré (93) 
que les axes des cercles directeurs (C) et (C') d'une cyclide de Dupin (W) 
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~taient ~es diagonales du quadrilatère isotrope (GI) (Gz) (rI) (r2), 

lOt.ersectlOn de la déférente (H) et de la directrice (0). Les foyers ou 
pomts de Poncelet de ces cercles sont donc les sommets de ce quadri­
latère. Soient P et Q les foyers du cercle (C), et supposons, par exemple, 
P su~ (GI) et sur (rI) et Q sur (G2) et sur (r2). 

SOIt (D) un cercle d'une 'famille normale de cercles de la cyclide' 
l'axe (D) de ce cercle coupe (rI) en Pl et (r2) en QI; les points Pl e~ 
Q1. ~ont les foy~rs du cercle (D); la droite PIP est l'isotrope (rI)' la 
drOIte ~Q est 1 Isotrope (r2). Par conséquent; les cercles (D) et (C) sont 
para tactIques. 

Les cercles d'une famille normale d'une cyclide de Dupin forment 
avec chacun des cercles directeurs des anneaux paratactiques. 

109. Calcul des angles dé parataxie pour le tore. - Nous 
l:t' ' allons ca:lcu~er les angles de 
:/c) ~ (p) ces parat~xIes pour le tore. 
~ Les notatIOns sont celles de 

/-"",,:--_...;'f---::~~- l'épure ci-jointe. Soit (D) un 
cercle d'une famille nor­
male; nous' choisirons les 
plans de projection de ma­
nière que le plan (P) de ce 
cercle soit de bout; ce plan 
(P) est bitangent au tore j 
un des points de contact est 
mm'; le centre du cercle 
méridien passant ' par ce 
point est gg'. Nous avons 
dessiné le rabattement sur 
le plan horizontal (H): des 
cercles de section du tore 
par le plan bitangent : ils 
sont indiqués sur la figure 
par les lettres (D) et (~). Le 
premier (D) a pour dia­
mètre ab et pour centre e; 
le second a pour diamètre 
cd et pour centre f; le 
point IL, commun à ces 
deux rabattements, est le 

dl 
1 

rabattement du point mm'. Notons que l'on a 

OIL:= o'm'. 

• 
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R-r 
~otons aussi que, si l'on pose oa = R, ob = r, nous aurons oe = -2-

R-r 
fl t g'm' = --2- ; donc 

o!:, = g'm'. 

Nous appellerons 6 l' angle, co~pris entre 0 et ~, que fait la verticale 

avec le plan P. 
Le premier cercle directeur (C) est l'axe du tore; le second.(C') ,es~ u~ 

cercle du plan horizontal (H), de centre 0 et de r~yon 0 (Jo. egal a 0, m • 
Le cercle (D) et l'axe (C) sont paratactiques, ce qUI veut dIre. ~ue.l axe 

du tore est une droite focale du cercle (D), résultat connu qUI eqUIvaut 
au fait que le point 0 est le foyer. de la projecti?n sur le ~lan '(H) du 
cercle (D). Pour trouver l'angle de cette parataxIe, n~us faIsons p.asser 
par le cercle (D) une sphère CE ); elle coupe (104) 1 axe (D) SUIvant 
l'angle de parataxie. Choisissons p()ur sphère (~) le plan (P) : nous 

constatons que l'angle de la'parataxie est 6. . 
Le cercle (D) et le cercle directeur (C') sont paratact~ques. Pour en cal-

culer l'angle, choisissons encore comme sphère passant par le cercle (D) 

le plan (P); l'angle du plan (P) et du cercle (C') est ~- 6. 

Nous constatons d'abord, fait évident pour le tore, que les angles 
de parataxie sont indépendants du cercle (D) ou (~) choisi. Notons 

ensuite qu les égalités déjà signalées 

o (Jo = o'm', oe = g'm' 

entraînent l'égalité des triangles rectangles . o'm'g' et 1L 0e et par suite 
celle des angles e ILO et g' 0' m'. Soit cp l'angle e(Jo/; nous aurons donc 

!=::'-6 
2 2 ' 

et par suite, 
cp = 7t-26. 

L'angle cp est celui des rayons e(Jo et f(Jo des c~rcles (D) et (~), par 
conséquent c'est l'un des angles de ces deux cercles. Si, pour préciser, 

7t 
nous appelons angle de deux cercles l'angle co~pris entre 0 et '2 de leurs 

tangentes en un des deux points communs, nous aurons: soit 

cp = 26, 

soit 
cp = 7t - 26, 
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suivant que 6" est inférieur ou supérieur à ~; mais dans tous les caf 

l'angle sous lequel se coupent deux cercles de deux familles normales 
différentes du tore est double de l'un des angles d'une des parataxies 
définies par un quelconque de ces cercles et un cercle directeur. 

En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que le tore soil 

une cyclide axiale es' 'que ~ = ~, donc que 6 = i. 
110. Angles de parataxie pour une cyclide de Dupin. -

Soit (W) une cyclide de Dupin, inverse d'un tore. Les résultat8 précé­
dents se conservant par inversion, il suffit de les énoncer : 

Chaque cercle d'une famille nOrIIjale, d'une cyclide de Dupin définit 
avec un cercle directeur un anneau paratactique dpnt l'angle' ne 
dépend pas du cercle de la famille normale choisi. 1 

Les angles des parataxies définiés par un cercle d'une famille normale 
avec les deux cercles directeurs sont complémentaires. 

L'angle que font deux cercles, l'un d'une famille normale, l'autre 
de la seconde famille normale, est double de l'angle des parataxies 
précédentes. 

La condition nécessaire et suffisante p~ur qu'une cyclide de Dupin 
soit axiale est que l'angle des deux parataxies précédentes soit égal 
, n 
a '4" 

Enfin, comme les sphères CE) d'une génération normale passent par 
un cercle (D) de la première famille normale et par un cercle (~) de la 
seconde, 

'Les sphères bitangentes à une cyclide de Dup~ coupent les cercles 

directeurs sous deux angles constants, égaux l'un à 6, l'autre à ~- 6. 
2 

, CHAPITR~ XIII 

SPHÈRES BITANGENTES. PLANS BITANGENTS 

111. Sphères bitangentes à la cyclide. - La dernière propo­
sition du chapitre précédent mérite un peu d'attention. Les sphères 
(:E) d'une génération normale, sphères bitangentes à la cyclide (W), 
ont trois propriétés remarquables : ' 

10 Elles sont orthogonales à la directrice (0); 
20 Elles coupent le cercle directeur (C) sous un angle constant 6; 
30 Elles' coupent le cercle directeur (C' ) sous un angle constant, 

complémentaire du précédent. 
Ces trois ,propriétés ne sont pas indépendantes: deux d'entre elles' 

entraînent la troisième. Pour le démontrer, observons d'abord que 1es 
cercles (C) et (C') sont orthogonaux à la sphère {O); nous les représen­
terons donc, comme il a été convenu au § 13, par leurs axes (D) et (D'); 
les cercles (C) et (C') formant un anneau orthogonal, leurs axes (D) et 
(D') sont deux droites conjuguées par rapport à la directrice (0). , , 

Soit (A) une sphère orthogonale à la directrice (0). Pour calcuYer 
les angles 6 et 6' sous lesquels cette sphère coupe les cercles (C) et (C'), 
nous utilisons la règle donnée au § 15. Soit (~) la droite d'intersection 
des plans déterminés par le point A et lM droites (D) et (D'); la droite 
(~) coupe (D) en B, (D') en B', et la directrice (0) en P et Q. L'~ngle 6 
de la sphère (A) et du cercle (C) est défini par une des égalités 

cos26 + i sin 26 = (A,B,P,Q), 

'et l'angle 6' de la sphè~e A' et du cercle (C'), par une des égalités 
1 

cos26' + i sin 26' = (A,B',P,Q). 

Les points B et B' sont situés sur deux droites conjuguées par rapport 
à la sphère directrice; ils sont donc conjugués harmoniques par rapport 
aux points P et Q, et les deux birapports (A,B,P,Q) et (A,B',P,Q) 
sont opposés. Ceci entraîne une des égalités suivantes: 

26 = 26' + (2k + 1)n, - 26 = 26' + (2h + 1):; 
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et, comme il s'agit d'angles compris entre'O et~ , la seule égalité possible 

est 

Il en résulte que 

6 + 6' = ~ ,2. 

Les sphères qui sont orthogonales à la sphère directrice (0) d'un 
anneau orthogonal coupent les cercles de cet anneau sous des angles 
complémentaire s. 

En particulier, les plans qui passent par 0, centre de la sphère 
directrice d'un anneau orthogonal, coupent les cercles de cet anneau 
sous des angles complémentaires. 

Les réciproques de ces propositions sont les conséquences de la réci­
proque plus générale qui sera démontrée au paragraphe suivant. 

112. Réciproque. - Les méthodes géométriques suffisent à la 
découverte des propositions directes et se prêtent assez maJ à la démons­
tration des réciproques. 

Nous allons donc démontrer par le calcul la proposition suivante: 
Les sphères qui coupent lès deux cercles réels d'un anneau orthogonal 

sous des angles constants et complémentaires sont les sphères de la géné-
ration normale d'une cyclide de Dupin. . 

Nous effectuerons une inversion préalable (1) qui transforme l'un des 
cercles de l'anneau en droite et nous choisirons des axes de coordonnées 
rectangulaires de manière que les deux cercles de l'anneau soient: 

10 l'axe Oz; 
20 le cercle d'équation 

z = 0, 

Soit une sphère (~), dont l'équation est 

(x - ex)2 + (y - [3)2 + (z - y)2 - p2 = O. 

Cette sphère, par hypothèse, coupe l'axe Oz sous l'angle 6; il faut et il 
suffit pour cela que la distance MH du centre M de la sphère à Oz soit 
égale à p cos 6; on aura donc 

(1) ex2 + [32 = p2 cos26. 

L'équation de la sphère (~) peut donc s'écrire 

x 2 + y2 + Z2 - 2cxx- 2[3y - 2yz + y2 - p2 sin2a = O. 

Nous avons exposé au § 15 le procédé qui permet de calculer l'angle 
d'une sphère et d'un cercle: on fait passer par le cercle une sphère (B), 

• 
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orthogonale à la sphère donnée (A), ' puis, par ce même cercle, une 
sphère (C), orthogonale à (B); l'angle de (A) et de (C) est égal à l'angle 
de (A) et du cercle. 

Dans rIe cas présent,' la sphère (A) est la sphère (~) donnée; III 
sphère (B) aura pour équation . 

x 2 + y2 + Z2 - 2ÀZ - R 2 = 0 

et sera orthogonale à la sphère (~ ) . Le paramètre À sera donc déterminé 
par l'équation 

(2) 

La sphère (C) aura pour équation 

x 2 + y2 + Z2- 2fLZ- R2 = 0 

et sera orthogonale à la sphère (B) si 

(3) ÀfL = - R2. , 

L'angle de la sphère (~) et de la sphère (C) se calcule aisément. 

Pour qu'il soit égal à ~ - a, il fau t que l'on ait 

ex2 + ~2 + (y - 'fL)2 = p2 + fL2 + R2 - 2EPVfL2 + R2 sin a, 
E étant égal soit à + 1, soit à - 1. Cette double égalité équivaut à la 
suivante: 

L'élimination de p, À, fL entre les équations (1), (2), (3), (4) donnera 
la condition à laquelle doivent satisfaire ex, ~, y, et par conséquent le 
lieu du centre de la sphère (~). On procède rapidement à cette élimi­
nation en écrivant l'équation (4) sous la forme 

, p2 (fL2 + R2) sin2 a = y2 (fL - À)2; 

R2 
et, comme À = --, 

fL 
2 

P2(fL2 + R2) sin2 a = L(fL2 + R2)2, 
. fL2 

QU, après simplification, 

P2fL2 sin2 a = y2 (fL2 + R2). 

Le calcùl s'achève facilement et conduit à la relation 

(y2 _ p2 sin2 a + R2)2 = 0, 

e' est-à-dire enfin à 
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L'égalité précédênte est la condition nécessaire et suffisante pour que -
le centre M de la sphère CE) décrive un hyperboloïde de révolution (H), 
d'équation 

(H) 

La puissance de l'origine (0) par rapport à la sphère (L) est égale à 
1"2 - (œ2 + ~2) tg2 a, é' est-à-dire à - R2. Les sphères (L) sont orthogo­
nales, par conséquent, à la sphère (0), d'équation 

(0) ~2 + y2 + z2 + RI = O. 

La quadrique (H) et la sphère (0) ont en commun le quadrilatère iso­
trope défini par 

x2 + y2 = 0, Z2 + RI = O. 

Il en résulte que la sphère CE), dont le centre décrit un hyperboloïde de 
révolution (H) et qui demeure orthogonale à une sphère (0) de centre 0 
réel, est la sphèr.e d'une génération n.ormale d'une cyclide (W). La défé­
rente (H) et la directrice (0) se coupent suivant un quadrilatère isotrope j 
cette cyclide est donc une (W2) et, comme elle est de révolution, c'est 
un tore réel. 

Nous résumerons en di ant : Les sphères (L) qui coupent sous des 
angles constants et complé"!entaires un cercle (C) et son axe sont les sphères 
de la génération normale d'un tore réel. La transformée par inversion de 
cette propriété est la proposition réciproque que nous nous proposions 
de démontrer : 

Les sphères (1:) qui coupent sous des angles constants et complémen­
taires les cercles d'un anneau orthogonal sont les sphères de la géné­
ration normale d'une cyclide de Dupin dont les cercles de l'anneau 
sont les cercles directeurs. -

Toute cyclide de Dupin est l'enveloppe de sphères (1:) définies comme 
il vient d'être dit. 

113. Généralisation. - Le calcul précédent peut être repris dans 
l'hypothèse où les sphères (L) coupent l'axe Oz sous un angle donné a et 

le \ cercle (C) sotÎs un angle également donné ~ ~ a'. Il conduit alors 

aux deux conditions suivantes : 

œ2 +- ~2 = p2 cos2 a, 
(1"2 - p2sin2 a + R2)2 = 4R2p2(sin2 a' - sin2 a). 

Il ne petit être terminé que si a' est supérieur ou égal à a, c'est-à-dire si 

:: - a' + a <;: 
2 2' 

\ 
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Les sphères (L) n'existent donc qu: si la somme des angles ~ - a' et a 

est inférieure à ~. Autrement dit: 
. 2 .. 

La somme des angles suil'ant lesquels une sphère quelconque coupe les 
deux cercles d'un anneau orthogonal est inférieure ou égale à un angle 
droit. 

Résultat à rapprocher du suivant, dont la démonstration est clas,sique : 
La somme des angles sous lesquels un plan quelconque coupe deux droites 

orthogonales est inférieure ou égale à un angle droit. 
Nous supposerons donc 

a' > a 
et nous poserons sin26' - sin2 a = k2 cos2 a. Les coordonnées œ, ~, y 
du centre de la sphère (L) sont alors liées par la relation 

[(œZ + ~2)tg2 a _ 1"2 - RZ]2 = 4R2k2 (œ2 + ~2). 
Elle exprime que le centre M de la sphè're (L) est sur l~ ' surface de révo­
lution d'équation 

.. [(x2 + y2)tg2a _ z2 _ R2]2 = 4R2k2(X2 + y2), 

dont la méridienne est une hyperbole. 
La puissance de l'origine 0 par rapport à la sphère (E) est 

y2 _ (œ2 + ~2) tg2a, c'est-à-dire 

- R2 + 2Rk p cosa ou - R2 - 2Rk p cosa. 

Il serait possible d'exprimer œ, ~, y, p en fonction rationnelle de deux 
paramètres et d'étudier l'enveloppe de ces sphères. 

114. Enveloppe des plans des cercles d'une famille nor­
male. - Proposons-nous d'étudier maintenant les pl~s des cercles 
d'une famille normale d'une cyclide de Dupin. , 

Soit (P) le plim d'un cercle (D) d'une famille normale: il passe par le 
centre (0) de la sphère directrice et il est perpendiculaire à une géné­
ratrice (D) de la déférente (H). Les plans (P) sont par conséquent 
tangents à un cône (T), de sommet (0), du second degré. 

Chaque plan (P) est perpendiculaire à la g~nératrice (~) de la déférente 
P!lrallèle à (D); donc chaque plan (P) est aussi le plan d'un cercle (~) 
de la seconde famille normale. Les cercles (D) et (~) sont réels et sécants. 
Les deux points M et M'où ils se coupent sont des points simples de la 
cyclide, puisque les points multiples sont imaginaires: ce sont donc des ' 
points de contact du plan (P) ,avec la cyclide. Donc: 

Les plans (P) des 'cercles d'une famille normale d'une cyclide 
de Dupin sont des plans bitangents à la cyclide. 

/ 
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Cette proposition montre d'abo~d qu'il existe des plans bitangents_ 
Elle admet une réciproque : 

:rout plan bitangent à une cyclide de Dupin coupe cette surface 
swvant deux cercles réels . 

Jo'intersection d'un plan (P) bitangent à une cyclide en deux points M 
et M' coupe cet~e cyclide suivant une courbe algébrique de degré 4, 
ayant quatre pomts doubles , savoir M, M' et les deux points cycliques ' 
du ~lan (P), donc suivant deux cercles. Il n'y a surla cyclide que quatre 
famIlles de cercles; on constate que les plans des cercles des familles 
exceptionnelles ne sont pas bitangents à la cyclide; le plan (P) ne peut 
donc être que le plan du cercle d'une farpille normale. 
. Le.s plans bitangents à une cyclide de Dupin (W) sont des sphères par­

tlcuhères de la génération normale; donc (110) les plans bitangents à 
cette cyclide coupent les cercles directeurs sous deux angles ' constants , ' 
e et ~- e 2 . 

Ce résultat est remarquable, mais non pas sous cette forme, où il 
apparaît comme un cas particulier de la propr 'été générale (110) des 
sphères bitangentes. 11 

En f~it, les plans (P) sont des plans tangents à un cône (T); le sommet 
~e ce cone est le centre 0 de la sphère directrice; si la cyclide est un tore 
Il est de révolution, sinon son équation, dans un système d'axes OXyi 
déduit par translation des axes utilisés au § 100, est (notations du § 100) 

(fL2 -1)X2 + (),2 -1)y2 - Z2 = O. 

Le cône (T) est donc un cône quelconque du second degré. L'équation 
d'un pareil cône peut en effet toujours s'écrire 

a2x 2 - b2y2 - C2z2 = 0 , ' 
b2 étant inférieur à c2 ; il sera de la forme précédente si l'on choisit À et Il. 
de manière que . 

!out plan tangent au cône (T) est un plan (P), bitangent à la cyclide : 
Il coupe donc les cercles directeurs (C) et (C') suivant des angles cons­

. tants. Le cercle (C), dans le système d'axes XOY, a pour équations 

À 
X = 0, y2 + Z2 + 2h ~(fL2 -1)Z + h2(À2 -1)(fL2 -1) = 0, 

et le cercle JC/ ) 

y = 0, X2 + Z2 + 2hi(X2 -1)Z + h2 (À2 -1)(fL2 - 1) = O. 

" 
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Avant d'énoncer la propriété des plans (P); observons qu'ils coupent 
sous des angles constants e non seulement le ·cercle (C), mais toùs les 
cercles homothétiques dans des homothéties de pôle 0; en outre (110), 
le fait qu'ils coupent \C) sous un angle e et qu'ils passent par 0 entraîne 

qu'ys coupent (C') sous un angle ~ - e. 
Nous nous bornerons donc à énoncer la propriété sous la forme sui­

vante : 
Les plans tangents au cône réel (T), 

(fL2 -1)X2 + (À2 _1)Y2 - Z2 = 0 

coupent sous un angle constant e les cercles d'équation 

X = 0, y2 + Z2 + 2h ~(fL2 -1)Z + h2(À2 -1)(fL2 -1) = 0, 
fL 

h jouant le rôle d'un paramètre. 
Cette proposition générale entraîne la pro'position plus particulièr~ 

déjà énoncée: les plans bitangents à une cyclide de Dupin (W) coupent 
sous un angle constant e le cercle directeur (C) et sous un angle complé-

mentaire ~- e le cercle directeur (C'). (Voy. la réciproque au nO 138.) 

115. Calcul de l'angle de la parataxie : cercle d'une falllille 
norlllaie et cercle directeur. - Il est aisé de calculer cet angle e. 
Il suffit de choisir un plan tangent particulier, par exemple 

Yy'1 - À2 + iZ = 0, 

et de chercher sous quel angle il coupe le cercle (C). Un calcul simple 

donne 
cos2e = fL2 - 1 . 

fL2 - À2 

Ce résultat est intéressant; il s'énonce ainsi (notations du § 100) : 

L'angle e de la parataxie définie par un cercle d'une famille normale 
d'une cyclid~ de Dupin (W ) et le cercle directeur (C) du plan x = 0 est 
défini par l'équation 

Nous avons vu (110) que l'un des angles q> que font entre eux les 
cercles des familles normales est égal à 26; son cosinus est donc donné 

par' l'équation 

• 
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Ces nombres se calculent aisément en fonction des co~fficients a, 
a', a" de l'équation de la cyclide (notations du § 100 ); on obtient le 
résultat suivant, par exemple: 

L'un 4s angles <p que font entre eux deux cercles des deux familles nor­
males cf une cyclide de Dupin dont l'équation est 

(x2 + y2 + Z2)2 + ax2 + a'y2 + a"z2 + 2c'; + d = 0 
est défini par l'équation 

3(a + a') - 2a" 
cos <p = a _ a' ' 

et la condition nécessaire et suffisante pour que cette cyclide de Dupin soit 
ax~k~ 1 

3(a + a') = 2a". 

116. Remarque'. - La réciproque de )a proposition démontrée 
au § 114 serait la suivante : 

Les plans passant par un point fixe 0 et qui coupent un cercle donné 
(C) sous un angle constant ençeloppent un cône du second degré. . 

Nous ne la démontrerons pas pour le moment, bien que sa démons­
tration soit à peu près immédiate. Dans cette réciproque, en effet, la 
position du cercle donné (C) par rapport au point 0 n'est pas précisée, 
alors qu'elle l'est dans la proposition directe. Cette observation nous 
amène à nous demander si la proposition du nO 114 est complète. Nous 
avons dit: les plans tangents à un cône (T) coupent sous un angle cons­
tant deux familles de cercles homothétiques; il Y aurait lieu d'examiner 
si ce sont les seules. Cet examen sera fait ultérieurement. Bornons-nous 
donc à constater pour le moment que: 

. ~ 

Les plans (P) qui coupent sous des angles constants et complémen-
taires les cercles d'un anneau orthogonal enveloppent un cône du second 
degré (T) dont le sommet est le centre 0 de la sphère directrice de 
l'anneau. 

Ces plans (P), en effet, sont des sphères (L) particulières (112) de la 
génération normale d'une cyclide de Dupin. Ce sont- donc les plans 
bitangents à cette cyclide, et ils sont tangents à un cône {T) du second 
degré. 

• 
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ANGLES DE SPHÈRES ET DE CERCLES 
EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. PUISSANCE RÉDUITE 

117. Angle de deux sphères, angle d'une sphère et d'un 
plan en géométrie élémentaire. - Considérons d'abord deux 
sphères: (0), de centre 0, de rayon R, et (P), de centr~ P '. de rayon p. 
En géométrie, l'angle de deux sph~res (0) ~t (P) est defim dans le s~ul 
cas où ces deux sphères ont au :qloms un pomt commun ,M. En ce pomt 
M les plans tangents font entre eux différents angles; si l'un d"eux est 6, 
les autres ont pour valeur 7t - 6 + 2k7t et 6 + 2k7t. L'un quelconque de 
ces angles est, par définition, l'angle V de~ deux sphères. L'angle V est 
donc dé'fini par la valeur absolue de son cosmus, ou encore par la valeur 
de cos2V. " ,- , 

L'angle OMP des rayons MO et MP, perpendiculaires aux plans 
tangents en M, est l'\m quelconque des angles V. Il est défini, dans le 
triangle OMP, par l'égalité 

' -2 
R2 + p2_ 'OP 

cosOMP = , .2Rp 

et, en définitive, l'angle V des sphères (0) et (P) est l'un quelconque des 
angles définis par l'égalité 

[
R2 + p2 - OP

2J2 
cos2 V = . 2Rp 

Le mot sphère dans les théories géométriques où intervient l'inversion, 
désigne en géné:al soit une sphère, so~t ~n plan. L'an~le, d'une sphère 
(P) et d'un plan (Q) doit donc être definI par un procede analogue au 
précédent. Nous supposerons donc la spJ:l.ère (P) et le plan (Q) sécants . 

\ 

. J 



122 ÉTUDE ANALYTIQUE 

Soient M un point commun, H la projection orthogonale du cenlre P 
sur le plan (Q); l'angle V de la sphère et du plan est l'un quelconque <les 
angles définis par l'égalité 

cos2V = [ppHr· 

L'a~gle. V est invariant dans un~ inversion réelle (1) quelconque. 
Cela sIgmfie que, si l'inversion (1) transforme la sphère (0) en une 
sphère (0 ') de rayon R' et la sphère (P) en une sphère (Pl) de rayon p', 
1 un des angl.es de la sphère (0') et de la sphère (Pl) sera égal à l'angle V. 
Cette proprIété, qui se démontre géométriquement, se traduit par 
l'égalité 

(1) [R2 + p2 ~ Qp2J2 = [R12 + p'2 - i5'j),2J2. 
2Rp 2Rlp' 

Lorsque l'inversion (1) transforme la sphère (0) en un plan (Q) 
et la sphère (P) en une sphère (P'), l'un des angles de la sphère (P') et 
du plan (Q). est égal à l'angle V, propriété qui se traduit par l'égalité 

(2) [R2 + p2 - 6P2
J2 = rp1HIJ2. 

2Rp L p' 

118. Angle de deux sphères ou d'une sphère et d'un plan 
en géométrie analytique. - Soit (1) une inversion réelle. Dans un 
s~~tème.d' axes de. coordonnées rectangulaires dont l'origine est le pôle 1 
d InVerSIOn, défimssons par leurs équations cartésiennes deux sphères 
(0) et (P), !a seconde (P) ne passant pas par le point L Soient (0 ') et (Pl ) 
le,s figures Inverses de ces sphères dans l: inversion (1); nous supposerons 
d abord que c~ sont d.eux sphères. Les deux membres de l'égalité (1) 
s?nt des fractIOns ratIOnnelles par rapport aux coefficients des équa­
tIons des deux sphères; ils sont égaux pour toutes les valeurs de ces 
coef~cients ~uxquelles correspondent des sphères (0) et (P) réelles 
et secantes; Ils sont donc égaux quels que soient ces coefficients. Si la 
figur~ inverse de la sphère (0) est un plan (Q), les deux membres de 
l'égalIté (2) sont des fractions rationnelles par rapport aux coefficients 
des sphères (0) et (P), égales lorsque ces sphères sont réelles et sécantes 
donc égales quels que soient ces coefficients. ' 

Nous traduirons ces propriétés en disant que la quantité 

[
R2 + p2 - üp2

J2 
2Rp 

est invariante dans l'inversion (1). Cette quantité est un invariant 
métrique; ceci veut dire que sa valeur est indépendante du choix des 
axes de coordonnées rectangulaires choisies. Nous effectuerons d'abord 
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un changement d'axes de coordonnées rectangulaires, de mamere à 
prendre pour pôle d'inversion 1 un point quelconque, et nous cons ta-

., 1 .. (R2 + p2 - OP
2
)2 . . d terons aInSI que a quantIte est mvanante ans une 

2Rp 
inversion réelle quelconque. 

Nous appeUerons angle de deux sphères (0) et (P) l'un quelconque des · 
angles définis par l'équation 

[
R2 + p2 - OP

2
J2 Cqp2V = . 

2Rp 

Si les sphères (0) et (P) sont réelles et sécantes, l'angle V ainsi défini 
est un des angles que font, en un point commun, les plans tangents. Si 
les sphères (0) et (P) ne sont pas en même temps réelles et sécantes, 
l'angle V est un nombre sans aucune signification géométrique. 

Nous appellerons de même angle d'une sphère (P) et d'un plan (Q) l'un 
quelconque des angles V définis par l'égalité 

cos2V = [P;T· 

Si la sphère (P ) et le plan (Q) sont réels et sécants, l'angle V est un 
des angles des plans tangents en un point commun; s'il n'en est pas 
ainsi, V est un nombre sans aucune signification géométrique. 

Nous avons vu plus haut que la quantité cos2V est un inl'ariant 
métrique, d'une part, et anallagmatique, de l'autre: métrique parce que 
la valeur de ce nombre est indépendante du choix des axes, anallag­
matique parce que sa valeur est la même pour deux figures et pour les 
deux figures inverses dans une inversion (1) réelle quelconque. Nous 
dirons, pour nous conformer à un usage commode, que cos V et même 
V sont des invariants métriques et anallagmatiques, ou encore qu'ils 
sont conservés par un déplacement ou une inversion, bien que cette 
façon abrégée d'exprimer un fait exact en soi soit incorrecte. Il faut 
entendre par là qu'une des valeurs de cos V ou de V relative à deux 
figures (sphères ou plans) (0) et (P ) est égale à l'une des valeurs de ces 
nombres relatives aux figures inverses. 

Pour éviter autant que possible toute imprécision, lorsqu'il s'agira 
de deux sphères ou plans réels et sécants, nous conviendrons que l'angle 

V de ces deux figures est celui qui est compris entre 0 et ~, un de ceux 

que définit, par conséquent, soit l'égalité 

_ 1 R 2 + p2 - Qp2 1 
cosY - 2Rp , 
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soit l'égalité 
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èos V = PH. 
p 

119. Puissance réduite d'un point par rapport à une sphère 
ou à un plan. - Soient P 'un point donné et (0) une sphère ou un 
plan donné. Choisissons arbitrairement un nombre positif p, et soit (P) 
la sphère de centre P et de rayon p; nous désignerons par cos V l'une 
des deux déterminations du cosinus de l'angle des sphères (0) et (P). 

Nous ' constaterons d'abord ceci: le produit p cos V tend vers une 
limite lorsque, la figure (0) et le point P demeurant fixes, le nombre p 
tend vers zéro. Si la figure (0), est ,une sphère, l'une des déterminations 
de cos V est, par exemple, 

Qp2_ R2- p2 
cos V = , 2R p " 

~a limite de p cos V, lorsque p tend ver~ zéro, a pour expression 
OP2- R2 

2R . Si la figure (0) est un plan, l'une des déterminations de 

cos V est 
PH 

cosY =­
p 

et p cos V est égal, quel que soit p, à la distance PH du point P au plan. 
Nous appellerons puissance réduite d'un point P par rapport à une 

sphère ou à un plan la limi,te du produit p cos V lorsque p tend vers zéro. 
Nous venons de montrer que cette limite existe; elle n'est définie, 

comme cos V, qu'au signe près. Nous conviendrons, lorsqu'il s'agira 
d'éléments réels, que la puissance réduite est un nombre positif. 

Nous constatons que:' , 
La puissance réduite d'un point P par rapport à une sphère (0) est le ' 

quotient de la puissance du point P par rapport à la sphère (0) par le 
diamètre de celle-ci ou l'opposé de ce nombre. 

Lorsque le point P et la sphère (0) sont réels, la pùissance réduite est~ , 
par définition, le quotient de la l'aleur absolue de la puissance du point P 
par rapport à la sphère (0) par le diamètre de celle-ci. ' 

La puissance réduite d'un point P par rapport à un plan (Q) est la 
distance de ce point au plan ou lf1 nombre opposé. 

Lorsque le point P et le plan (Q) sont réels, la puissance réduite est, par 
définition, le nombre positif qui mesure la distance du point P au plan { ). 

120: Notation de la puissance d'un point P par rapport 
à une sphère (0). - Nous conviendrons de représenter par le symbole 

O(P) 
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la puissance d'un point P par rapport à une sphère (0). Nos lecteurs 
se rappelleront le sens de cette notation en se souvenant qu'en géomé­
trie analytique, si l'équation d'une sphère (0) -est t(x, y, z) = 0, 

t (x, y , z) ;: x2 + y2 + z2 + 2ax + 2by + 2cz + d, 

la puissance d'un point P (xo, Yo, zo) par rapport à cette sphère est le 
nombre que représente le symbole t (xo' Yo, zo)' 

La puissance réduite du point 'p par rapport à la sphère (0) est, 

avec cette notation, °2~) ou le nombre opposé. 

1~1. Angle d'un cercle et d'une sphère. - Nous bornerons 
notre étude au cas où le cercle (C) est un cercle dont le plan et le centre 
,sont réels. Les axes Oxyz seront choisis de manière que les équations de 
ce cercle sgient 

z = 0, 

R étant, pour le moment, un nombre réel et positif, ultérieurement un 
nombre réel positif ou complexe pur. 

La sphère (P), de cen'tre P et de rayon p, aura pour équation 

x2 + y2 + Z2 - 2xxo - 2yyo - 2zzo + d = O. 

Les données xo, Yo' zo' d sont, pour le moment, choisies de manière que 
la sphère (P) soit réelle et coupe le cercle (q. Nous avons défini (15) 
l'angle V de la sphère (P) et du cercle (C). Soit (~) la sphère passant 
par le cercle (C) orthogonale à la sphère (P), soit (~/) la sphère passant 
par le cercle (C) orthogonale à la sphère (~); nous avons démontré (15) 

- que l'un des angles de la sphère (~/) et de la sphère (P) était égal à 
l'angle V. Nous ,allons calculer cet angle. L'équation de (~) est 

d-R2 
x2 + y2 + Z2 ___ ,-Z- R2 = 0, 

Zo 

L'angle V des sphères (P) et (~/) est l'un quelconque des angles définis 
par l'égalité 

Soient F et cp, les foyers ou points de Poncelet du cercle (C); la puis­
sance P(F) de l'un de ces foyers F (0, 0, iR) par rapport à la sphère (P) 
est 

P(F) = d - R2 - 2iRzo. 
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L'égalité qui définit cos2 V peut donc s'écrire sous la forme très remar­
quable 

!V - P(F).P(If') 
cos - 4R2p2 . 

Le cosinus de l'angle d'un cercle (C) et d'une sphère réels et sécants 
est égal au quotient de la racine carrée du produit des puissances 
des foyers du cercle par rapport à la sphère par le double produit des 
rayons. 

C'est désormais en appliquant cette règle simple que nous trouverons 
en analytique le cosinus de l'angle d'un cercle et d'une sphère. 

122. Angle d'un cercle et d'un plan. - Nous nous bornerons 
encore, pour le moment, au cas d'un cercle (C) réel et d'un plan réel et 
sécant au cercle. Soit 

UX + I/y + wz + h = 0 

l'équation du plan (Q). Nous opérerons comme au § 121. 
L'équation de la sphère (~) passant pàr le cercle (C) et orthogonale 

au plan (Q) est . 

h 
X2 + y2 + z2 + 2-z - R2 = 0 

W ' 

et l'équation de la sphère (~') passant par le cercle {-Cl et orthogonale 
à la sphère (~) est ' 

, WR2 
.x2 + y! + z2 - 2 TZ - R2 = O. 

L'angle V du cercle (C) et du plan (P) est égal (15) à l'un des angles 
de la sphère (~') et de ce plan; il est donc défini par l'égalité 

w2R2 + h2 
cos2 V = . 

R2(u2 + 1/2) 

Nous constatons ici que l'une des expressions de la distance FH d'un 
foyer F au plan (Q) est • 

FH = h+ iwR 
VU2 + 1/2 

et que par conséquent le produit des distances des de~x foyers au plan 
(Q) sera 

h2 + w 2R2 
FH. If' K = ----,'--­

u2 + 1/2 

(à condition que l'on choisisse pour If' K le nombre imaginaire con­
jugué de FH et non son opposé). 
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L'égalité qui définit cos2 V peut donc s'écrire 

2V FH.cpK 
cos = R2 . 

Le cosinus de l'angle d'un cercle (C) et d'une sphère sécants est égal 
au quotient de la racine carrée du produit des distances des foyers du 
cercle au plan par le rayon de ce cercle. 

123. Conclusion. - Les résultats établis aux § 121 et 122 se 
résument en une seule proposition : 

Le cosinus de l'angle d'un cercle (C) et d'une sphère réels et sécants 
est égal au quotient de la racine carrée des puissances réduites des 
foyers du cercle par rapport à la sphère par le rayon de ce cercle. 

124. Angle d'un cercle ou d'une droite avec une sphère ou 
un plan en analytique. - Rappelons d'abord la formule qui donne 
le cosinus de l'angle d'une sphère (P), de centre P, de rayon p et d'une 
droite (D). Soit H la projection orthogonale du point P sur la droite (D); 
nous avons, lorsque la droite et la sphère sont réelles et sécantes, 

cos2 V = (P:t 
Considérons deux figures (C) et (P ) ; la première (C) sera baptisée 

cercle, mais sera , en fait, soit un cercle dont le plan, le centre, et lé 
carré du rayon sont réels, soi t une droite réelle; la seconde sera baptisée 
sphère, mais sera une sphère quelconque ou un plan réel. Soit (1) une 
inversion réelle et soient (C ') et (P') les figures inverses des figures 
(C) et (P). 

Plaçons-nous d'abord dans le cas où le cercle (C) et la sphère (P) sont 
réels et sécants; les figures inverses (C') et (P') sont réelles et sécantes. , 
On démontre en géométrie que l'angle V des deux figures (C) et ,(P) 
est égal à l'un des angles des figures inverses et l'on .traduit ce résul­
tat en disant que cos2 V est un invariant, métrique et anallagmatique 
attaché à la figure formée par le cercle (C) et la sphère (P). Le sens de 
cette expression es t clair: supposons , pour fixer les idées, que (C) soit 
un cercle de rayon R, de foyers F et cp, (P) une sphère de rayon p, (C') 
un cercle de rayon R', de foyers P' et cp', (P' ) une sphère de rayon p'; 
dire que cos2 V est un invariant anallagmatique signifie que l'égalité 

(3) 
P(F).P(cp) _ P'(F').P'(cp') 

4R2 p2 - 4R'2 p'2 
est satisfaite. 

Lorsque l'inversion (1) transforme le cercle (C) en une droite ou la 



• 

128 ÉTUDE ANALYTIQUE 

sphère (P) en un plan, le second membre de cette égalité est remplacé 
par une expression différente. Les raisonnemenis qui vont suivre s'ap­
pliquent au cas que nous envisageons et peuvent être étendus à tous 
les autres. 

P(F) P( \ P'(F' ) P'( ') 
Les quantités . <Pt et . cp sont des fractions ration-

4R2 p2 4R'2 p'2 
nelles par rapport aux coefficients des équations de la sphère (P) et du 
cercle (C); l'égalité (3) est donc équivalente à une identité entre deux 
polynomes; cette identité est vraie pour une infinité de valeurs des 
variables, celles qui correspondent aux sphères (P) et aux cercles (C) 
réels et sécants: elle est donc vérifiée pour toutes les valeurs des coeffi-
cients. . 

C · . . d' 1 . P(F}.P(cp) .. t 1 eCI reVIent a Ire que a quantIte est un mvanan ana-
4R2p2 

lagmatique daiIs une inversion. quelconque. 
Nous appellerons angle d'un cercle (C) de rayon R, de foyers F et cp, 

et d'une sphère (P), de rayon p, l'un quelconque des angles définis par 
l'équation 

2V _ P(F).P(cp) 
cos - 4R2p2 • 

Si le cercle (C) et la sphère (P) sont réels et sécants, l'angle V ainsi 
défini est un des angles que fait la tangente au cercle avec le pla. 
tangent à la sphère en un point commun; si le cercle (C) et la sphère (P) 
ne sont pas en même temps. réels et sécants, l'angle V est un nombre 
sans aucune signification géométrique. , 

Nous appeHerons de même angle d'un cercle (C) et d'un plan (Q) 
l'un quelconque des angles définis par l'égalité 

cos2V = FH.cpK. 
. R2 

(H et K sont les projections orthogonales des foyers du cercle sur le 
'plan et, lorsque F et cp sô'nt imaginaires, FH et cpK so~t des nombres 
complex,es conjugués. ) 

Nous appellerons àngle d'une droite et d'une :;phère (P) l'un quel­
conque des angles définis Har l'égalité 

coszV = (P~y. 

(H est la projection orthogonale du centre P de la sphère sur la droite.) 
, Les angles sont ceux de la géométrie élémentaire pour des figures 
réelles et sécantes : ce sont des nombres sans aucune signification 
géométrique dans les autres cas. ' 

l' 
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La q~antité cos2,V définie ci-dessus est un inpariant métrique et anal­
lagmahq.ue attache au cercle (C) et à la sphère (P) (le cercle peut être 
~ne drOIte et la sphère un plan). Cela veut dire d'abord qu'elle est 
mdéI;>endante du choix des axes, ensuite que les valeurs de cos2V atta­
chées l'uné à la figure formée par (C) et (P), l'autre à la figure formée 
par (C') e,~ (P,'), .fig~res inverses (le (C) et de (P), sont égales. 

Lorsqu Il s agIra de figures réelles et sécantes, nous conviendrons 

que l'angle V de ces deux figures fsi compris entre 0 et ~. Nous pour­

rons, dans ce cas, et sans ambiguïté, dire que cet angle est invariant 
dans toute inversion réelle (1). 

125. Puissance réduite d'un point P par rapport à un 
cercle (C). - ~e cercle (C) est, par hypothèse, un cercle dont le plan, 
le centre.' le carre du rayon sont des nombres réels; ses foyers sont F 
et ~. ~OIt (P) une sphère de centre P et de rayon p, nombre positif 
arbItraIrement choisi: l'angle V du cercle (C) et de la sphère (P) est 
défini p~lr l'égalité 

cos2 V = P(F).P(cp) 
4R2p2 • 

Obser-;ons d'abord qu~ !a quant,ité p cos V a une limite làrsque p tend 
vers zero, Cette ~u~n.tIte e se dIstingue pas de son opposée: nous nous 
bornerons donc a verI~ér que son carré p2 cos2V a une limite. Le point F 
demeurant fixe, la pUIssance P(F) de ce p~int par rapport à la sphère (P) 
tend, lorsq~ p tend vers zéro, vers PF , et par conséquent p2 cos2V 

PF2.P 2 
tend vers 4RI cp • 

Nous pourrons, moyennant quelques précautions pour le choix des 

signes, dire <r!le p ~os V a une limi te et que cette limite est PF. P cp. 
2R 

Nous appellerons puissance réduite du point P par rapport à un 
cercle (C) la limite vers laquelle tend le rapport p eos V lorsque p 
tend vers zéro, , 

La puissance réduite d 'un point P par rapport · à un cercle (C) de 

foyers F et cp, de, rayon R, est le nombre P;:cp ou son opposé. Lorsque 

l? point ~ .et le cercle (C) sont réels, la puissance réduite est, par dé fini­
tlOn, POSItIve. 

, No~s ~lIons préciser la valeur de la puissance réduite en géométrie, 
c est-a-dlre pour un cercle réel et un point P réel. Sur l'épure ci-jointe, 
le cercle (C) est dans le plan horizontal (H); l~ plan frontal de projec-

DONTOTJ Parataxie . 5 
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tion est parallèle à la droite PO AB t 1 d' . 
Nous utiliserons deux axes d'e c eds e ,Iametre frontal du cercle (C). 

" uor onnees rectang l' OX 
pOur effectuer le calcul PF2 p2 S . u aIres , 'et OY 
P; nous avons . cp. oIent x et y les coordonnées du point 

Le second 

-2-2 
PF . P cp = (x2 + y2 _ R2)2 + 4R2y2. 

membre de ~ette égalité peut s'écrire 

'1 :: 
" '1 
1: :, 
" " 

, 

;: 1 

-p&----j 

c'est-à-dire encore 

(x2 + y2 _ R2)2 + 4R2y2 
= [(x- R)2 + y2] 
• [(x + R)2 + y2]. 

Le produit PF. Pcp est par 
conséquent égal au pro­
duit PA. PB, et la puis­
sance réduite du point P 
par rapport au cercle (C) 

est~ 2R . 

La puissance réduite 
d'un. point P réel par rap­
port a un cercle (C) réel est 

le nombre positif ~. 
Les points A et B sont .les extrémités du di . 2R 
dans le plan ' passant par l'axe d ametre du cercle (C) situées 
rayon du cercle. ' e ce cercle et le point P, et R est le 

12.6. Rayon du cercle inverse d'un cerel' , 
~e la sphère inverse d'une ' s hè ' e ree,l donne, ou 
Inversion réelle. _ So' t 1 p . re r~elle, donnee dans une 
puissance k. Nous utiliser~ns (e~c~~: 1:~verslOn ,r~elle de pôlè 1 et de 
que le pôle 1 de l'" epure precedente, en supposant 
1 IDverSlOn est confondu avec le po' t P S . 
es points inverses des points A t B L ID. . oIent IX et (j 

version (1) du cercle (C) a d~: e cercle (C'), mverse dans l'in-
(.l ". , pour lametre 1X(j Or la longu d 

IXl-", qUI Jomt les points inverses des extré'm't' d eur u segment 
dqnnée par l 'égalité 1 es u s~gment AB, est 

1X(j = 1 k 1· AB 
PA.PB' . 
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qui traduit la règle simple que voici : 

Le diamètre du cercle (C' ), inverse d'un cercle (C), est égal au quo­
tient de la valeur absolue de la puissance d'inversion et de la puissance 
réduite du pôlëpar rapport au cercle (C). 

Ce résultat très simple s'étend presque évidem.ment à la sphère. 
Soient (0) une sphère de rayon .R et (0') la sphère inverse de rayon R'; 
soient M et M'un couple de points inverses et (.1. l'antihomologue de M'. 
Nous a,vons 

ce qui entraîne 

R' lM' IM' IM 
-=-=---, 
R 1 (.1. 1 (.1.. lM 

2R,=l k l.2R .. 
1(.1.. lM · 

Le diamètre d'une . sphère (0') inverse d'une sphère donnée (0) 
est égal au quotient de la valeur absolue de la puissance d'inversion 
!.lar la puissance réduite du pôle d'inversion par rapport à la sphère. 

Notons une conséquence immédiate de ces deux propositions: 

Le lieu géométrique des pôles des inversions qui transforment en· 
<leux cercles (ou deux sphères) égaux des c~rcles (ou des sphères) 
donnés est aussi le lieu géométrique des points ayant même puissance 
réduite par rapport à ces cercles (ou à ces sphères). 

127. Puissance réduite d'un point P par rapport à une 
droite. - La droite (D) est supposée réelle. Soit H la projection ortho­
gonale du point P sur la droite; 'soit V l'angle de la sphère (P), de centre 
P et de rayon p, et de la droite (D). 

La quantité p cos V tend, lorsque, la droite et le point demeurant 
fixes, p tend vers zéro,' vers une limite égale à PH ou au nombre opposé 
(124). Nous appellerons cette limite la puissance réduite du point P 
par rapport à la droite. 

La puissance réduite d'un point P par rapport à une droite CD) est 
un nombre égal soit à la distance du point P à la droite, soit au nombre 
opposé. 

Dans'le cas où les éléments point et droite sont réels, la puissance 
réduite est, par définition, le nombre positü égal à la distance du 
point p . à la droite. 

128. Étude du rapport des puissances réduitee-d'un poînt P 
par rapport à deux figures, qui peuvent être des sphères, 
des plê':\ns, des cercles ou des droites. - Soient (0) une sphère, 

\ 
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un plan, un cercle ou une droite, (01) une sphère, un plan, un cercle 
ou une droite. Soient P un point, V l'un des angles de la sphère (P), 
de centre P et de rayon p, avec la figure (0), VI l'un des angles de la 
sphère (P) et de la figure (0

1
) , 

Soient (I) une inversion réelle, (0 ') et (O~) les figures inverses des 
figures (0) et (01) ; .soit enfin (Po) la sphère inverse de la sphèr~ (P ), de 
centre Poet de rayon p' . Nous réserveron.s la notation P' pour le point 
inverse 'du point P. 

Notons d'abord que p est destiné, dans cette étude, à tendre vers zéro. 
Nous pourrons donc choisir ce nombre positif de manière que l'on ait 

p < 1 IP 1 

et supposer, par conséquent, que la sphère (P) ne passe pas par le pôle 1 
'de l'inversion: Son inverse (Po) est donc bien une sphère. 

Notons ensuite que, lorsque tous les autre~ éléments des figures (0), 
(01) et (P) demeurant fixes, p tend vers zéro, p' tend aussi vers zéro; 
en outre, le centre Po de la sphère inverse de (P) tend vers une position 
limite P': 

On vérifiera sans aucune peine que, dans ces conditions, les quan­
tités p' cos V et p' cos VI ont des limites, qui sont les puissances réduites 
tlu point P' par rapport aux figures (0 ') et (O~) . 

Ceci posé, observons q.ue l'on a 

p cos V p' cos V 
pcos VI = p'cosVI ' 

Lorsque p tend ve;s zéro, p' tend vers zéro et les quatre produits p cos V, 
p éos VI' p' cos V, p' cos VI ont des limites; nous nous plaçons dans 
l'hypothèse ' où la limite de p cos VI n'est pas nulle: dans ces conditions, 
chacun des deux membres de l'égalité a une limite- et ces limites sont 
égales. Nous pouvons donc énoncer l'important résultat que voici: 

Le rapport des puissances réduites d'un point P par rapport à deux 
figures, qui peuvent être des sphères, des plans, des droites ou des 
cercles, est égal au rapport des puissances réduites du point inverse P' 
par rapport aux figures inverses dans une inversion (I) réelle quel­
conque. 

Autrement dit, le rapport des puissances réduites est un Ùjvariant 
anallagmatiq ue. 

Ces énoncés ont un sens précis lorsqu'il s'agit d'un point P réel et de 
figures réelles; lorsqu'il n'en est pas ainsi, le rapport des puissances 
réduites de Pest seuiement égal ou opposé à celui des puissances réduites 
de P'. 

CHAPITRE XV 

INVARIANTS ATTACHÉS A DEUX CERCLES 

129. Sphères bissectrices de deux sphère~ donné~s (01 ) 

et (02), - Nous supposerons d'abord ces sphères r~elles et secantes. 
Proposons-nous de trouver le. lieu (L) ,des. points M qUI ont, par rapport 
à ces deux sphères , même pUIssance redUIte. . 

Une inversion (1) réelle, dont le pôle 1 est l'un des ,Pomts ~o~muns 
à ces deux sphères, les transforme en deux plans (01) et (02) .reels et 
sécants' elle transforme en M' un point M quelconque du heu (L). 
Le rap~ort des puissances réduites du point M' ~ar rapport au~ deu~ 
1 (0') et (0') c'est·à-dire le rapport des dIstances du pomt M pans ,1 2 , • 'd' d . t M 

' plans est égal (128) au rapport des pUIssances re UItes u P?Ill 
a ces, (0 ) Il d '1 ' 1 et le heu du pàr rapport aux sphères (01) et 2' . est onc ega a, 1 , • 

point M' se compose des deux pla~s .b~ssecteurs des plans (~I) ~t (O~) ~ 
pl ns' (w' ) et (w ' ) sont caracterIses par les deux proprIetes clas ces a ,1 2 , " . d 1 d 

siques : ils sont orthogonaux et conJugues harmomques u C?uP e e · 
plans (O~ ) et (0;). Le lieu (L) est donc composé de deux sph~res (wI) 
et (w ) du faisceau linéaire dont les sphères de base sont les spheres (01) 

et (0) données : ces sph~res (qui peuvent être des plans) (wI) et (w2) 

sont ~aractérisées par la double propriété suivante : ell~s sont or,thog9--­
nales et leurs centres WI et W 2 sont conjugués harmop.Iques du couple 
de points (01) et (02), Notons que ~i. RI et R 2 so~t (RIR 2 ~ O),les 
rayons des sphères (01) et (?2), .l~ posItIon sur la drOIte 0 10 2 des pomts 
WI et W 2 est définie par les egahtes 

wIOI _ RI w2 0 1 = _ RI. 
~ - R

2
' w2 0 2 R2 

. Il est naturel d'appeler ces sphères sphères bissectrices des sphères 

(01) et (02), 1 h' (0 ) 
Nous abandonnerons maintenant l'hypothèse que es sp e~es 1 

et (0 ) sont réelles et sécantes. Nous supposerons seulement qu auc~~e 
n'est 2de rayon nul. Nous supposerons également qu'une ~'entre e es 
ou toutes ' les deux peuvent être des plans. L'étude analytIque du pro-
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blème nous conduira à effectuer, dans ce cas général, les mêmes calculs 
que dans le cas particulier précédent et nous conduira à formuler les 
mêmes conclusions; nous les énonçons ci-dessous : 

Soient (01 ) et (02) deux sphères ou plans réels ou imaginaires, 
aucun d'eux n'étant. une sphère de rayon nul ou un plan isotrope; le 
lieu géométrique des points qui ont même puissance réduite par rapport 
à ces deux sphères ou plans se compose de deux sphères ou plans «(&)1) 
et «(&)2) appartenant au faisceau linéaire de sphères dont les bases 
sont (01 ) et (02), 

Ces deux sphères sont, par définition, les sphères bissectrices de (01) 

et de (02), En définitive, nous appellerons donc sphères bissectrices des 
deux sphères (ou plans) (01) et (02) le lieu géométrique des points qui 
ont même puissance réduite par rapport à ces sphères. Les deux sphères 
bissectrices sont orthogonales. 

Lorsque les centres 0 1 et O2 sont distincts, les sppères bissectrices sont 
caractérisées par les ' propriétés suivantes : 

10 Elles appartiennent au faisceau linéaire de sphères de bases (01) 

et (02); 

20 Elles sont orthogonales; 
30 Leurs centres c.>1 et c.>2 sont conjugués harmoniques par rapport à 

0 1 et O2, . 

Lorsque les sphères (01) et (02) sont réelles et sécantes, il en est de 
même des sphères bissectrices; lorsque (01) et (02) sont réelles mais 
non sécantes, une seule des sphères bissectrices est une sphère réelle . • 

130. Angle d'un cercle réel (E) et des sphères d'un fais­
ceau linéaire à points limites réels. - Soit (L) un cercle réel, 
de rayon p. Nous appellero,ns A et B ses foyers (ou points de Poncelet) : 
ce sont deux points imaginaires conjugués, et nous avons 

AB2 = -4p2 . . 

Soit (0) une sphère variable d'un faisceau linéaire de sphères dont les 
points de Poncelet ou points limites 1 et J sont réels. Ces sphères passent 
par un cercle (C), imaginaire, et dont le rayon R est défini par l'égalité 

IJ2 = -4R2. ' 

Nous choisirons des axes de coordonnés rectangulaires de manière 
que l'équation de la sphère (0) soit 

x2 + y2 + (z- c)2 _À[X2 + y2 + (z + c)2] = 0, 

équation qui peut s'écrire encore 

(1- À) (x2 + y2 + Z2 + c2) - 2(1 + À)cz = O. 
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Le nombre c est un nombre réel; le paramètre À est supposé réel. Le 

carré du rayon de la sphère (0 ) a pour valeur 4Àc
2 

: cette sphèr~ est 
(1-À)2 

donc réelle lorsque À est positif. . 
Proposons-nous de calculer cos2V, V étant l'angle de la sphère (0) 

et du ce'rcle (L). 
La puissance , du point A par rapport à la sphère (0) est, à cause 

de la forme même sous laquelle son équation est écrite, égale à 
AI2 -À. AJ2 

1- À La quantité cos2V est définie (124) par l'égalité 

-2 -2 -2 -2 
cos2V = (AI - À. AJ ) (BI - À.BJ ), 

16Àc2p2 

qui peut encore s'écrire 

(A12 
_ À.AJ2) (B12 _ À.i3J2) 

cos2V = - -'--------:=-:-'::=::----.::......:. 
À.IJ 2.AB2 . 

Nous avons précisé que 1 et J étaient des points réels et que, le 
cercle (L ) étant réel, A et B sont des points imaginaires conjugués' Jes 

-2 -2 -2 -2 ' 
nombres AI, BI d'une part, AJ ,BJ d'autre part, sont donc des 
nombres complexes conjugués. IJ2 et AB2 sont des nombres réels. Les 
coefficients du polynome en À écrit au numérateur de la fraction sont 
des nombres réels, et l'étude des variations de la fonction cos2 V de 
la variable À peut être réalisée par les procédés- ordinaires. 

Nous désignerons, pour plus de commodité, par u la fonction suivante 
de À : 

. 
et nous supposerons le produit AJ .BJ non nul: cette hypothèse signifie 
que le cercle (L) ne passe pas par le point J. Il est donc possible de 
choisir le point J pour qu'il en soit ainsi, excepté lorsque les cercles (C) 
et (L) forment un anneau orthogonal; dans ce cas, l'angle V est cons­
tamment droit. 

La dérivée 14f(À) de la fonction réelle u (À) s'annule pour les valeurs 
À1 et - À1' À1 étant le nombre réel et positif défini par l'égalité 

À _ AI.BI 
1- AJ .BJ· 

Les .nombres complexes AI, BI, AJ , BJ étant choisis de manière 
qu'il en soit ainsi, la fonction u(À) passe par un maximum M, égal à 

M = - (AJ.BI + AI.BJ)2, 
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qui correspond à la valeur -L. À1 du paramètre À, et par un minimum m: 

m = - (AJ .BI- ALBJ)2, 

qui correspond à la valeur +)'1 du paramètre À. 

Pour interpréter commodément ce résultat, nous nous placerons dans 
le seul cas qui puisse intéresser le géomètre: celui où les sphères (0) et 
le cercle (~) sont réels. 

Nous supposerons donc que À est une variable positive pour que la 
sphère (0) soit réelle. Le nombre À1 est réel et positif et la fonction u(À) 
admet un minimum m, qui est un nombre positif; cos2 V s'obtient en 
multipliant u(À) par une constante positive, et par conséquent il admet 
un minimum, dont la valeur est définie. par l'égalité 

cos2V = (AJ.BI-ALBJ)2, 
AB2. IJ2 

Nous n'insisterons pas, pour le moment, sur un résultat qui ne pré­
sente qu'un intérêt assez mince. Nous né l'avons établi, que pour justi­
fier les calculs du paragraphè suivant. 

131. Angles d'un cercle (E) réel et des sphères passant 
par un' cercle (C) réel. - Nous supposerons que le cercle (~) et le 
cercle (C) sont réels tous les deux. Les foyers ou points de Poncelet 
1 et J du cercle (C) so'nt des points imaginaires conjugués; les foyers 
A et B du cercle (~) sont aussi des points imaginaires conjugués. 

Il ~n résulte d'abord que IJ2 et AB2 sont des nombres réels négatifs: 

• IJ2 = _ 4R2, AB2 = - 4p2 

(notations du . § 130). 
-2 -2 

En outre, les n'ombres AI et BJ sont des nombres complexes conju-
gués; nous conviendrons de représenter par AI et BJ des dé(ermina­
tians des racines carrées de ces nombres qui sont aussi des nombres 
imaginaires coniugués. Nous conviendro~s également de représenter 
par AJ et BI deux nombres imaginaires conjugués. 

Les nombres ALBJ et AJ .BI sont deux nombres réels et positifs 
qui s'introduisent dans les calculs et qui joueront un rôle important; 
nous poserons 

ALBJ = d2 , 

Les nombres réels et positifs d2 et 11 2 sont les carrés des modules des dis­
tances d'un foyer du premier cercle à un foyer du second; notons que le 
calcul de ces nombres, pour deux cercles ' définis par leurs équations 
cartésiennes, est très simple. 

Nous supposerons les sphères (0) réelles: elles passent par le cërcle 
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(C) réel; il suffit donc, pour qu'elles soient réelles, que leur centre 

1 
. 1-:1. 

e SOIt et, comme c est un nombre complexe pur, que -- soit un 
1+À 

nombre complexe pur; il faut et il suffit, par conséquent, que À soit un 
nombre complexe de module 1. 

Pour étudier cos2V, nous le comparerons directement au minimum et 
au maximum déjà trouvés au paragraphe précédent. Un calcul simple 
donne les résultats suivants : 

cos2V _ (AJ.BI - ALBJ)2 = (ALBI - À.AJ .BJ)2 
AB2 .IJ 2 À.AB 2

. IJ2 
' 

cos2V_(AJ.BI+ ALBJ)2 =_(ALBI+ À.AJ.BJ)2, 
AB2 • IJ2 À. AB2 . IJ2 

Pour terminer et interpréter les calculs, nous poserons 

ALBI = r (cosCù + i sinCù), AJ .BJ = r (cosCù - i'sinCù), 
À = cos2cp + isin2cp; 

r est un nombre positif; <p et Cù sont des angles donnés, réels. Nous 
poserons encore 

0:2 = (AJ .BI - AI.BJ)2 
._ AB!. IJ2 ' 

[32= (AJ .BI + ALBJ)2. 
AB2.IJ2 

Nous reconnaissons, aux dénominateurs de ces deux fractions le 
produit des carrés des diamètres des cercles (C) et (~), ' et aux nu~é­
rateurs, le carré de la différence d2 - 112 et le carré de la somme 
d2 + 112• Nous aurons donc 

(d2 _ 112)2 
0:2 = -'--:-=-=---"-16R2p2 ' 

Les nombres 0: et [3 sont par conséquent des nombres réels, et 0:2 est 
inférieur ou égal à [32. 

Avec ces notations, les égalités précédentes s'écrivent 

2V _ 2 _ 4r2 sin2 (Cù - <pl 
cos IX - • 

AB2.IJ2 

cos2V _ [32 = - 4r2 cos 2 (Cù - <p), 

AB2
• IJ2 

Notons qu'elles montrent clairement que cos2 V est un nombre réel. 
Nous examinerons les cas suivants : 
~o Le8 cercles (C) et CE) forment un anneau orthogonal. - Les 

pomts A et B sont des points du cercle C, et par conséquent 

lA = lB = J A = JB = 0, d = Il = O. 
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Dans çe cas, r, 0: et [j sont nuls; l'angle V est constant et égal à un 
angle droit. Nous retrouvons le résultat connu : 

Toute sphère (0) qui passe par un cercle (C) d'un anneau orthogonal 
coupe orthogonalement le deuxième cercle de l'anneau. 

20 Les cercles (C) et ( ~ ) forment un anneau paratactique. - Nous 
aurons, dans ce cas, par hypothèse, 

AI = 0, BJ = 0, d = 0, 8 ~ O. 

. Les conditions entraînent r = 0, 0: = [j, et, par conséquent, 

cos2V= (~ .. ~~)2. 
Nous retrouvons un résultat déjà trouvé (25) : 

L 'angle sous lequel une sphère lJariable (0), qui passe par un des deux 
cercles d'un anneau paratactique, coupe l'autre ese un angle constant, dit 
angle de parataxie. 

La valeur a de cet angle de parataxie, nous est donnée par la formule 
très simple .' 

82 
cosa = --. 

4Rp 

Notons, avant de passer au cas général, qu'il est aisé de vérifier le 
résultat déjà énoncé (32) suivant: 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles forment 
soit un anneau orthogonal, soit un anneau paratactique est que toute 
sphère qui passe par l'un d'eux coupe le second sous un angle constant. 

La condjtion est nécessaire, car si, par hypothèse, les cercles (C) et 
(~) forment soit un anneau Qrthogonal, soit un anneau paratactique, 
AI = BJ = 0 e\ .cos2V est indépendant de À. Elle est suffisante, car 
si c'os2V est indépendant de À, AI.BI = AJ .BJ = O. Cette condition 
entraîne: soit AI = BJ = 0 avec BI = AJ ~ 0 et les cercles forment 
un anneau paratactique, soit AI = BJ = BI = AJ = 0 et les cercles 
forment un anneau orthogonal. La valeur constante de cos2V n'est 
. nulle que si l'anneau est orthogonal. 

30 Les cercles (C) et (~) sont aparatactiques. - Nous rappelons que 
,cela veut dire qu'ils ne forment ni un anneau orthogonal, ni un anneau 
'paratactique, condition qui s'exprime en écrivant 

d8~0. 

Dans ce cas, r est différent de zéro, 0:2 est inférieur à [j2, et les inégalités 

0:2 .;;; cos2 V < [j2 

1 
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sont satisfaites. Les valeurs extrêmes 0:2 et [j2 sont atteintes pour les 
valeurs de 'P définies par • 

'P = w + k~. 
2 

A ces valeurs , correspondent deux sphères (0) distinctes et réelles. La 
première (01) correspond à l'unique valeur À1 du paramètre À définie 
par 

À _ AI.BI 
1- AJ.BJ· 

La sphère (01) coupe' le cercle (C) sous l'angle maxImum VI défini 
par l'égalité 

Id2 - 82 1 - cosV1 =. . 
4Rp 

La seconde (0) .correspond à la valeur opposée - ~1 et coupe le 
cercle (~) sous l'angle minimum V 2 défini par 

' d2 + 82 
cos V2=---· 

4Rp 

Nous retrouvons globalement les résultats établis au § 33, savoir: 
lorsque deux cercles (C) et (~) sont aparatactiques, les sphères qui 
passent par l'un d 'eux (C) coupent le second sous un angle dont le 
cosinus est compris entre un maximum et un minimum. Les valeurs 
de ces maxima sont les nombres 

et 

Ce résultat est global, en ce sens qu'il apporte une précision impor­
tante à un résultat déjà établi, en donnant les valeurs des maxima et 
minima du nombre positif cos V; mais ce nombre cos V est dé~i 
par une équation qui admet une solution positive même si la sphère 
qui passé par le cercle (C) ne coupe pas le cercle (~). L'étude qui pré­
cède est donc incomplète et ses résultats doivent être précisés; nous le 
ferons dans le paragraphe suivant . 

Notons au passage que le nombre cos V est un invariant anallag­
matique et métrique, attaché à une sphère et à un cercle donnés; si, 
pour le calculer, on transforme par une inversion réelle le cercle réel 
donné en une droite (D) et la sphère réelle donnée en une sphère (0), de 

centre 0 et de rayon R, cos V e'st, par définition, égal au rapport °RH , 

H étant la ' projection orthogonale de 0 sur la droite (D); cosY est, par 
conséquent, un nombre inférieur à 1 pour une sphère et un cercle • 



• 
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réels et sé~ants, et supérieur à 1 pour une sphère et un cercie réels et 
non sécants. ' 

Énonçons ce résultat, que nous aurons à utiliser: 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une sphère réelle 
et un cercle réels soient sécants est que le cosinus de leur angle soit 
inférieur à 1. 

132. Invari.ants attachés à la figure formée par deux 
cercles. - SOIent (Cl) et (C2) deux cercles réels, de rayons RI et R2. 
Nous appellerons d et 1) les modules des distances d'un foyer de l' un 
des cercles' à un foyer de l'autre. ; 

Les deux nombres positifs cosVl et" cosV2 : 

cos VI = 1 d
2 

- 1)2\ cosV2 = d
2 + 1)2, 

4RlR2 • 4RlR2 

sont deux invariants anaiIagmatiq ues (et métriques) de la figure formée 
par les deux cercles. 

Ce sont, en effet, les valeurs maxima et minima de cos V invariant 
attaché à la figure formée par une sphè~e passant par l'un ~uelconque 
des deux c~rcles et le ~econd de ceUX-Cl. Notons que le mot invariant 
anallagmatIque est prIs avec le sens suivant : invariant dans toute 
inversion :réelle tr~nsformant deux cercles (Cl) et (C2) en deux cercles. 
Il faudraIt exammer ce que deviennent les nombres cos V et cos V 
lorsque l'inversion réelle choisie transforme ~n des cercle~ ou tou~ 
deux en droites. 

Si les cercl~~ (Cl) et (C2) forment un anneau lorthogonal, nous avons 
d = /) = 0; s Ils forment un anneau paratactique,lnous avons d = 0 
/):;é 0, et dans les deux cas cos VI = cos V2. ' 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles forment 
un anneau orthogonal ou paratactique est que les deux invariants 
cos VI et cos V2 soient égaux. 

Si les cercles (Cl) et (C2) sont aparatactiques, ces deux invariants 
sont inégaux. Il existe une sphère réelle (01) passant par un des cercles 
(C l) et coupant le second sous' un angle dont le cosinus est cos V et 

h ' (0' l' une sp ere i) passant par (Cl) et coupant le second cercle sous un-
angle dont le cosinus est cos V2· Nous dirons, en abrégé, qu'il existe 
une ~phère (01) passant par (C~) qui coupe le cercle (C2) sous l'angle 
maxlmu~ VI et ~n.e sphère (01) passant par (Cl) qui coupe le cercle 
(C2) sous 1 angle mlIllmum V2. Ces sphères sont dites principales. 

• Nous appell~rons donc sp~ères - principales de la figure formée par 
deux cercles reels aparatactlques (Cl) et (C2) lés sphères réelles qui 
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passent par un quelconque de ces deux, cercles et cbupent le second 
soit sous l'angle VI' soit sous l'angle V2· 

Nous dirons que les sphères principales définiés par un même angle 
VI sont associées. 

133. Comparaison , des invariants et du nombre 1. Inter­
prétations géométriques. - Nous avons vu (29) qu'il existe tou­
jours au moins un cercle réel perpendiculaire à deux cercles 'quelconques. 
Transformons la figure formée par les deux cercles réels (Cl) e t (C2) 
don,nés, _ par une inversion réelle qui transforme ce cercle perpendicu­
laire en une droite. La figure transformée se compose de deux cercles 
(C~) et (C~); il est possible de choisir les axes de manière que les équa­
tions de ces cercles soient 

r~ x2 + y2 + (z - fLl)2 - R~ = 0" 
~ y cos w - x sin w = 0; . 

x2 + y2 + (z - fL2)2 ~ R~ = 0, 

ycosw + xsinw c= 0 (0 -< 2w .:;;~) (C~) 

Nous calculerons les valeurs des invariants cos VI et cos V 2 sur la 
figure transformée par inversion, c'est-à-dire sur les deux cercles (C;) 
et (C~). Un calcul simple donne les valeurs de d2 et 1)2 : 

d2 = 1 (fLl - fL2)2 - R~:"- Ri + 2RIR2 cos2~ \, 
/)2 = \ (fLl - fL2)2 - R~ 2- Ri - 2RlR2 cos2w \. 

Les deux invariants ont les valeurs suivantes: 

\ (fLl- fL2)2- R~- R~I 
2RIR2 

et cos2w; 
/ 

l'un d'eux est cos VI et l'autre cos V 2' 
. La condition nécessaire et suffisante pour que le premier de ces inva-
riants soit inférieur à 1 se traduit par la double inégalité 

\ RI - R21 < \ fLl - fL2\ < RI + R%, 

qui exprime que la distance des centres des cercles (C;) et (C~) est 
comprise entre la somme et la valeur absolue de la différence de leurs 

rayons. , 
Le second invariant, cos 2w, est inférieur à 1, sauf si w = 0, c'est-

à-dire si les cercles (C~) et (C~) sont dans un même plan. 
Par conséquent, pour que les invariants cos VI et cos V 2 soient l'uq et 

l'autre inférieurs à 1, il faut et il suffit que les cercles (C~) et (C~) 
forment un ~nneau. La propriété de deux cercles de former un anneau 

• 
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se conserve par inversion; nous pouvons donc énoncer le résultat sui-
vant : • 

La condition nécessaire et suffisante pour que les invariants cosVl 
et cos V2 de deux cercles réels et distincts soient inférieurs à 1 est que 
ces cercles (Cl) et (C2) forment un anneau. 

Si les invariants 1 sont nulS tous les deux, l'anneau est orthogonal; 
si les invariants sont égaux mais différents de zéro, l'anneau est para­
tactique et l'angle de parataxie e est la valeur commune VI =- V2 • 

Si les invariants sont distincts, l'anneau est aparatactique; chaque 
sphère qui passe par l'un quelconque des deux cercles coupe le second 
en des points réels sous un angle V compris entre un maximum VI 
et un minimum V2• 

Pour que l'un des invariants, cos 200, soit inférieur à 1 et le second 
supérieur à 1, il faut et il sûffit que les cercles (C;) et (C;) ne soient pas 
dans un même plan, n'aient aucun point commun et ne ' forment pas 
un anneau. Ils sont, dans ce cas, forcément aparatactiques. Toutes ces 
conditions se conservent par inversion. Nous pouvons donc énoncer le 
résultat suivant: 

Si deux cercles réels qui n'ont aucun point commun réel ou imagi­
naire ne forment pas un anneau, un seul de leurs invariànts, cos V)' 
est inférieur à 1. Les sphères réelles qui passent par l'un d'eux ne cou­
pent pas nécessairement le second; lorsqu'elles le coupent en deux 
points réels, l'angle V de la sphère et du cercle est inférieur à un maxi­
mum VI' 

Il reste à examiner deux cas: Primo, celui où les deux cercles (C;) et 
(C~) ont un seul point commun, qui n'est pas un point d~ contact; dans 
ce cas, cos 200 est, inférieur à 1 et le second invariant est égal à 1; 
Secundo, celui où les cercles (C;) et (C~) soni dans Un même plan: 
l'invariant cos 200 est alors égal à 1 et Je second est inférieur, égal, ou 
supérieur à 1 suivant que les cercles (C;) et (C~) sont sécants, sont 
tangents, ou n 'ont aucun point réel commun. Ces résultats se transfor­
ment aisément par inversion. Nous pouvons donc énoncer ce dernier 
résultat: ' 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles réels et 
distincts, (Cl) et ( C2), aient un ou deux points réels communs est que 
l'un des invariants soit égal à 1 et le second inférieur à 1. 

Notons qu'il y a contact dans le seul cas où les deux invariants sont 
égaux à 1, et que les deux cercles (Cl) et (C2) sont sur une même sphère 
mais non sécants dans le seul cas où un invariant est égal à 1 et le second 
supérieur à 1. 
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134. Recherche des sphères principale~. ~ Nous opérerons 
encore sur la figure formée des cercles (C;) et (C~) du paragraphe précé­
dent, inverses des cercles (Cl) et (C2) donnés. , 

L'équation d'une sphère (S' ) passant par le cercle (e;) sera 

x2 + y2 + (z - iJ.I)2 -;- R~ + 2RI cotg <Pl (x sin 00 - y cos (0) T' O. 

L'angle de cette sphère (S') avec le plan (PI) du cercle (e;) est égal à CPI' 
L'angle u du cercle (C~) et de la sphère (S') est donné par l'égalité 

2 [(iJ.2 - iJ.I )2 - R;- Rn2 + 4R~R~ cotg2<Pl cos2200 
cos u = 4R~R~ , 

obtenue en écrivant (121) en numérateur le produit des puissances des 
foyers du cercle (C~) par rappol't à la sphère (S') et en dénominateur 
le quadruple produit des carrés des rayons de ce cercle et de cette sphère. 

Cette égalité s'écrit plus simplement, en introduisant les invariants 
cos VI et cos V 2 des cercles (e;) et (C~) calculés au § 133 : 

cos2 u = COS2VI sin2 <pI + cos2V2 COS2CPI' 

A une valeur donnée du paramètre <Pl> c'est-à-dire à une sphère (S') 
donnée, correspond une valeur de cos2 u et une seule. Réciproquement, 
à une valeur donnée u de l'angle u correspond une valeur et une seule 
de cotg2 <Pl : 

t 2 COS2u-c~s2YI 
co g CPI = 

coS2Y2-COS2U 

Cette valeur est positive lorsque cos u est compris entre les deux inva­
riants; il lui correspond, dans ce cas, deux valeurs réelles et opposées de 
cotg CPI' c'est-à-dire deux sphères (S') réelles et distinctes. 

A la valeur u. = YI correspond une seule sphère (S;) r~elle, qui, 
dans l'exemple traité, a pour équation 

, (S:) x2 + y2 + (z - iJ.I)2 - Ri = 0, 

et à la valeur u = Y 2 correspond une seule s phère (~) réelle, qui, 
dans l'exemple traité, est le plan (Pl) du cercle (C;), d'équation 

(S:) x sin 00 - y cos 00 = O. 

Les sphères (S;) et (S~) sont les sphères principales passant par le 
cercle (C;) . Elles sont orthogonales. 

Il passe par le cercle (C;) deux sphères imaginaires qui coupent le 
cercle (C;) sous un angle droit; elles correspondent aux valeurs de 

1 .' cos YI ' cos YI S' (S') (S') , cotgipl éga es a ~ -y et -t -Y' OIent 3 et • ces deux 
cos 2 cos 2 ' 

/ 

. . 
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sphères. Les deux couples de sphères (S~), (S~) et. (S~), (S~) corres-

d t 1 d 1 . 0 . cos VI . cos VI d pon en aux coup es e va eurs ,00 et t--, --. t-- U para-
cosV2 cos V2 

mètre cotg Cp!; ces couples de valeurs sont co~jugués; les ceJ;ltres des 
.sphères principales sont par conséquent conjugués harmoniques des 
centres des sphères (S~) et (S~); ces sphères principales sont en outrlt 
orthogonales entre elles.; elles sont par conséquent · bissectrices des 
sphères (S~) et (S~) (129). 

Soit (1:') une sphère variable passant par le cercle (C~), d'équation 

Z2 + y2 + (z- fL2)2- R~-2R2cotgCP2(zsinw + ycosw) = O. 

L'angle p sous leque1elle coupe le cercle (t~) est défini par l'égalité 

cos2
p = COS 2 VI sin2cp2 + COS2V2 COS2CP2' 

Par ce cercle (C~), il passe deux sphères principales : la première (1:~) 

coupe le cercle (C~) sous l'angle VI et correspond à la valeur CP2 =~; 

son équation est 

(1:~) Z2 + y2 + (z - fL2)2 - R~ = 0; 

la seconde (1:;) coupe le cercle (C~) sous l'angle V 2 \ et correspond à 
CP2=0 :'c'est le plan du cercle C~, et son équation est '-

(l:a z sinw + y cosw = O. 

Les sphères principales (S~) et (1:;) qui correspondènt à un même 
angle VI se coupent suivant un .cercle perpendiculaire aux deux 
cercles (C~) et (C~); de même, les sphères (S~) et (1:;), réduites ici à des 
plans, se coupent sllÏvant la droite qui est le deuxième cercle perpen­
diculaire aux cercles (C~) et (C;). 

Notons, avant de conclure, la formule qui donne l'un des angles V 
des deux sphères (S') et (1:') définies par les données des angles CPI et CPz : 

V - R~+ R~- (fLI- fL2)2-2RIR2 cos2wcotgcp] COtgCP21
. . 

cos - 2R R sm CPI sm 'P2/· 
1 2 

Cette formule est très précise; elle fournit avec son signe, dans le cas 
de deux sphères sécantes (S') et (1:' ), l'angle des rayons aboutissant à 
un point commun aux deux sphères. 

Pour l'interpréter, nous sommes amené à sacrifier un peu de sa pré­
cision. En analytique, les deux sphères (S') et (1:') ne sont pas toujours 
sécantes; cos V est alors, par définition (118), le nombre positif égal à la 
valeur absolue du second membre. Lorsque (S') ou (1:') sont des plans, 
l'angle V n'est plus défini avec la même précision et cos V est encore, 
par définition, un nombre positif. D'autre part, les angles CPI et 'P2 

.1 
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sont les angles des sphères (S') et (1:') avec les sphères de base , c'est-à­
dire ~vec deux sphè~es principales (S~) et (1:~); or la donnée de l'angle 
d'une ~hère (S') et de la sphère (S~) définit deux sphères (S' ), cor­
respon nt aux valeurs CPI et 7t - CPI du paramètre; nous ne désirons 
pas fai les conventions délicates qui permettraient de distinguer 
entre e deux sphères, pour les mêmes raisons qui nous ont conduit 
(117 et 18) à ne pas préciser l'angle de deux sphères. Nous sommes 
donc am nés à écrire la formule .. qui donne cos V sous la forme 

cos V = e; cos VI sin CPI sin CP2 + e;' cos V 2 cos CPI cos cp!, 

dans laq elle e; et e;' sont des nombres égaux soit à + 1, soit à - 1, 
choisis d manière que cos V soit positif. L'angle V ainsi défini est l'un 
des angl que font l'une des deux sphères (1: ' ) qui fait avec la sphère 
de base ( ~) l'angle CP2' avec l'une des deux sphères (S') qui fait avec la 
sphère d base (S~) l'angle CPI' 

Les rés tats établis et les qonnées se conservant par inversion, nous 
allons les eroncer pour deux cercles quelconques (CI) et (C2) : 

Soient (~]) et (C2) deux cercles réeIS, aparatactiques. n èxiste une 
sphère (S]) et une seule, réelle, passant par le cercle (C]) et qui coupe 
le cercle (C2) sous l'angle maximum V]' et il existe une sphère (I:]) et 
une seule, réelle, passant par le cercle (C2) et coupant le cercle (C]) 
sous le même angle V]' 

n existe de même une sphère et une seule (S2)' réelle, qui passe par 
le cercle (C]) et qui coupe le cercle (C2) sous l'angle minimum V,2 et 
une sphère (I:2) et une seule qui passe par le cercle (C2) et qui coupe 
le cercle (CI) sous le même angle V2 • 

Ces sp.hères sont les sphères principales. 
Les deux sphères principales passant par un des cercles donnés 

sont orthogonales et les deux sphères principales associées qui corres­
pondent à un angle donné VI ou V2 se coupent suivant l'un des cercles 
perpendiculaires aux deux cercles donnés. 

Ces résultats ont déjà été trouvés (33); mais nous sommes en mesu~e 
maintenant (132) de calculer les invariants cos V 1 et cos V 2; en outre, 
les règles suivantes donnent le moyen de trouver analytiquement les 
sphères principales et par conséquent les cercles perpendiculaires à 
deux cercles donnés. 

Les sphères (Sa) et (8,) qui passent par un cercle (C]) et par les 
foyers du second coupent ce dernier sous un angle droit. 

Ce résultat évident d'après la définition du § 124 peut être démontré 
liur la figure comp~sée de~ cercles (C~) et (C;), inverses des cercles (CI) et 
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(~2)' !"a sphère (S') qui passe par 'l'un des foyers du cercle 
deMIe par la valeur du paramètre cotg'Pv donnée par 

(C~.\ est 

cotg 'Pl = ± i R~ + Ri - (fL2 - fLI )2. 
2RIR2 cos2w ' 

't d d ,cosY 
c es une es eux valeurs ± ~ __ 1 qui définissent (134) 1 . (S') cos Y 2 es sp eres 3 

et (S~) qui coupent sous un angle droit le cercle (C') N t 
de sphè ' " 2, 0 ons q 

, ,r,es Imagmall'es et que ce résultat ne correspond à auc 
geometnque. 

Les sph' " 1 
t 1 b~res p:mc1pa es (8d et (82 ) qui passent par un c rcle (C ) 

I
son eSd Issectrices des sphères qui, passant par ce cercle coupe~t 
e secon sous un angle droit, 

13~. Angles de~ cercles et sphères attachés à deu cercles 
dOn:t~es aparatachques. - Nous avons déjà dit (17) qu' la fi ure 
formee par deux cercles donnés (C ) et (C) 'tt h ' g 
d' d d 1 2 S a ac ent c q angles 

ep:n, an1/ e deux paramètres, donc liés par trois relation . ce sont ~ 
~o ~,ang~e Y des sphèr~s (S) et (1::) passant (S) par (Cl) et (1::) par (C ): 

ang e u de la sphere (1::) et du cercle (C ), 2 , 
30 l'angle y de la sphère (S) et du cercle (Cl)~ 
40 l' l ' d l' 2 , ang e (X u cerc e (y), mtersection des sphères (5) e (1::), avec le 

cercle (GI ); . 

50 l'angle (3 de ce même cercle avec le cercle (C ) 
Les formules 2 ' 

sin u = sin (X sin Y . ..' smy = sm (3 sm Y, 

établie~ en géométrie, c'est-à-dire pour des éléments réels et " t 
sont éVldem t'" 1 N secan s 

L ;nen genera es. ous en avons tiré des résultats intéressants' 
_ ors~ue es 7t cercles (Cl) :t (C2) forment un anneau orthogonal: 

u - p - Y = - et (X - ~ - L 1 d 
. 2 - 1" - 2' es cerc es e la congruence [Cl' C]2 

sont les cercles perpendiculaires aux cercles donne's 
L l' C . t ,ors que anneau ( 1), (C2) est paratactique, si 6 est l'angle de para-

aXle, u = y = 6 et par conséquent (X = (3 ; l'es cercles' de la con u n 
[Cl' C2] coupe~t les cercles (Cl) et (C2) sous le même angle, et c;: a: ~e 
est constant SI Y est constant. Il nous est possible de comple't d ~ e 
résultat e t'l' 1 11 er ce ermer 

. n ~ 1 I~ant es ca cu s faits au § 134. Soient (S ) et (1:: ) d 
spheres partICuhères, passant la première par le cercle (C) 1 1 e~x 
par le c~rcle (C2); ces sphères sont principales puis ue ll:a:nsecon e 
paratactIque. Une sphère variable (S) est défin" ( ql ' eau e~t 
faites) l' l'Il le sous es reserves déjà 

par ang e 'Pl qu e e fait avec (51)' et une sphère (1::) par l'angle 'P2 
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qu'elle fait l,ivec (1::2), L'angle Y des sphères (5) et (1::) sera donné par la 
formule 

cos V = cos 6 (& sin 'Pl sin 'P2 + &' cos 'Pl cos'P 2) ; 

il sera é al à l'angle des deux sphères (SI) et (1::1) si la valeur de cos V 
est é'gale • &' cos6, c'est-à-dire si 'Pl = ± 'P2' Les cercles (y) correspon­
dant à l' e de ces solutions, 'Pl = 'P2 par exemple, sont les cercles d'une 

ille d'une cyclide bien déterminée, qui est d'aillèurs une cy­
upin, passant par les cercles (C;) et (C~). C'est la réciproque 

de la pro riété établie au § 39 ; 
Les certfes qui coupent sous un même angle constant deux cercles (Cl) 

et (C2) pafractiques sont les cercles d'une famille normale d'une cyclide 
de Dupin passant par ces deux cercles. Ils sont les cercles communs aux 
sphères p~sant par (Cl) et aux sphères passant par (C2) dont l'angle Y 
est constant. • 

Lorsque les cercles (Cl) et (C2) sont aparatactiq~es, une sphère (5) 
passant par le cercle (Cl) peut être définie (avec les réserves déjà faites) 
par l'angle 'Pl que fait cette sphère avec la sphère principale (S2), et une 
sphère (1::) par l'angle (P2 que fait cette sphère avec la sphère principale 
(1::2), Les angles u, P, V sont alors donnés par les formules 

cos2u = COS2Vl sin2'P1 + COS2V2 COS2'Pl' 
eos2p = COS2Yl sin2 'P2 + COS2V2 COS2'P2' 
cos V = e: cos V 1 sin 'Pl sin 'P2 + &' cos V 2 cos 'Pl cos 'P2' 

L'élimination de 'Pl et de 'P2 fournirait la troisième relation qui existe 
a priori entre les cinq angles (x, (3, u, Y, Y. 

De ces relations, nous tirons quelques résultats simples; 
10 A une valeur donnée de u, satisfaisant aux conditions 

cosVl < COSU < cosY2, 

il correspond une v~leur réelle et positive de cotg2 'Pl' donc deux sphères 
(S) réelles. Ce résultat s'énonce ainsi; 

Par un cercle (Cl) réei, il passe deux sphères réelles qui coupent 
le cercle (C2) sous un angle donné dont le cosinus est compris entre 
les deux invariants des cercles (Cl) et (C2); supposés aparat~ctiq ues. 

20 La condition nécessaire et suffisante pour que u = p ou (X = (3 
est 'Pl = ± 'P2 + krt. Nous retrouvons ainsi le résultat déjà établi (37) ; 

Les cercles (y) qui coupent sous des angles égaux mais pariables deux 
cercles aparatactiques sont les cercles d'une même famille d'une cyclide. 

136. Angle de deux cercles qui ont au moins un point 
commun. - Soient '(Cl) et (C2) deux cercles ayant un seul point com­
mun. Les cercles inverses (C;) et (C~) du § 133 ont un point commun 
seulement ; leurs plans sont donc différents, et l'invariant cos 2w, 
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inféri~ur à 1, est le cosinus de l'an le d ' 
au pomt commun réel' le second ' g . es tangentes a ces deux cercles 

L , mvanant est é l' 1 -
ors que les cercles (C ) et (C )' ga a. • 

(Cf) 12 sont Sur une même sph' 1 . 
1 et ( C~) sont dans un même 1 . 1'" ere, eurs Illverses 

LR2+ R~--':' ( pan, mvanantcos2C1lestéglà1 et 
le second _ 1 2 ILl - IL2 )2/ • ' 

2RIR2 est egal au cosinus de l' ngle des 
deux cercles. II est inférieur éo-al ou su . . , ' 

N " secants. 
. ous co~pleterons les résultats établis ' 

resultat SUIvant: . au § 133 en e nçant le 

Le cosinus de l'angle de deux cercles (C ) , . u:n point commun est égal à celu' d' 1. et (C;) qUI on au moins 
ferent de 1. 1 es Invanants, s il en existe un, dif-

Soient (Cl) et (C2) deux cercles ui • . ' 
de contact, ou bien deux oint q ont un pomt commu~ réel, non 
cercles, égal à 1 est alor~ 1 ~ commudns réels. L'invariant de ces deux 

, e p us gran ; nous avons don" 
4RIR2 = d2 + 82 

L'angle V des deux cer 1 d'fi . . 
. c es est e ml, en supposant 8 < d par l" 1" 

d2 
,ega Ite 

cosV=~ 
4RIR2 . 

Cette égalité, en tenant compte de la préce'dent " . 
e, s eCrit 

ou encore 

d2 _ 82 
cosV=_ 

d2 + 82' 

V 8 tg- =_. 
Par conséquent: 2 d 

La condition nécessaire et suffisante 
(C2 ) réels aient au moins un po' t pour ,que deux cercles (Cl) et 

In commun reel est 
d2 + S2 = 4R R ' 

et l'angle V de ces cercles est dé-fini par l';g:lité 

tgY = ~ 2 d (S<d). 

1~7. Interprétation du résultat _ N ' . . 
tentlOn de nos lecteurs sur ce d . : 1 ous deslrons attIrer l'at-
foyers du cercle (Cl), par A et B e::~r ;~s:e::I: Désignons par 1 et J les 
et JB sont par hypothèse db' (C2), et rappelons que lA 

JA ' , es nOm res conJug' d • et . Nous avons donc ues, e meme que lB 

IA.JB = d2, LB.JA = 82, 
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et la condition 

peut s'écrire 

(1) IA.JB + lB.JA = U . AB. 

Lorsque les points A, B, l, J sont réels, on démontre que la condition 
nécessaire et suffisante pour que le quadrilatère ABU soit inscriptible 
est (théorème de Ptolémée) que le produit AB. U des diagonales soit 
égal à la somme IA.JB + lB.JA des produits des côtés opposés, c'est­
à-dire que l'égalité (1) soit satisfaite. La démonstration usuelle de ce 
théorème résulte de la transformation de la figure par une inversion 
dont le pôle est ,un des sommets, donc un point réel; elle fait intervenir, 
dans son énoncé même qui dis tingue diagonales et côtés, les positions 
des sommets les uns par rapport aux autres. Cette démonstration ne 
peut donc pas être étendue au cas où les quatre points sont imaginaires. 

La proposition à démontrer n'est d'ailleurs pas la même. Il faut, pour 
l'énoncer, admettre qu'on appellera diagonales du quadrilatère ABU 
les droitesJéelles joignant les sommets imaginaires conjugués, et côtés 
les droites imaginaires. 

L'égalité (1) exprime alors encore que le produit des diagonales est 
égal à la somme des produits des côtés opposés, avec cette réserve que 
les mesures des côtés opposés sont des nombres imaginaires conjugués. 
Cette égalité exprime soit que les deux cercles , (Cl) et (C2) ont un point 
commun réel, ce qui revient à dire que la sphère passant par. A, B, l, J 
est de rayon nul, soit que ces cercles sont sur une même sphère, ce qui 
revient à dire que le quadrilatère ABU est inscriptible. 

Le théorème de Ptolémée, pour un quadrilatère dont les sommets 
sont imaginaires conjugués, est sensiblement différent du même théorème 
pour un quadrilatère à sommets réels. Il s'énonce ainsi: 

La condition ~écessaire et suffisante pour qu'un quadrilatère à sommets 
imaginaires conjugués soit inscriptible dans un cercle ou dans une sphère 
de rayon n1J/. est 'que le produit des diagonales soit égéû à la somme des 
produits des côtés opposés. 

N O,us saIsisso~s volontiers cette occasion pour souligner que, lors­
qu'une propriété a été démontrée par des raisonnements faits sur une 
figure réelle, il ne faut la généraliser au cas où certains de ses éléments 
deviennent imaginaires qu'avec beaucoup qe prudence. Pour bien 
-comprendre ce qui se passe dans un exemple commè le précédent, il 
faudrait reconstituer la démonstration analytique, à partir d'une figure 
réelle, du théorème de Ptolémée, pl!is appliquer cette démonstration 
à la figure complexe. Ces deux démonstrations sont bien les · mêmes, 
mais leurs interprétations changent avec les hypothèses. 

./ 
f 



CHAPITRE XVI 

APPLICATIONS DIVERSES 

Nous avons donné dans le ch . t " d 
tant d'effectuer les :alculs d a~1 re p~ece e~t, des , procédés permet-
et de cercles Nous nou es va eurs es COSInUS d angles de droites 
quelques pr~blèmes. _ s proposons de les appliquer à la résolution de .,. 

138. Problème : Trouver les 1 (C) ,- . 
plans tangents à un cône (T) , 1 cer~ es reels qUl coupent les 

, ree SUlvant un angle d'a C 
probleme est une récipro ue • 1 onne . - e 
énoncée au § 114. q • en que que sorte, de la proposition 

Soit au2 + a ' 1'2 + a"w2 = 0 

l'équation tangentielle du cône (T) . ' ! Soient (x )- ( qUI a pour sommet l'origine 0 

d
l. YI' ZI' Xz , Yz, zz) les coordonnées des foyers du ce l ' 1 (C)' 

e rayon R . x et x t rc e ree 
R est défini ~a: z, YI e Yz, ZI et Zz sont des nombres conjugués et 

- 4R2 = (x2 - XI )2 + (Y2 - YI)Z + (z2 - %1)2. 

Le plan, d'équation cartésienne 

UX + l'Y + wz·= 0 

fait avec le cercle (C) l'angle à défini par (1~4) 
cos2 a ~ (ux1 + l'YI + WZI) (ux2 + l'Y2 + WZ2) 

R2(U2 + 1'2 + (0)2) . 

Pour. que le cercle (C) soit coupé par tous les lan • 
sous l'angle donné a, il faut et il suffit que l': tI

s
. tangents a';l cone (T) 2 . qua on tangentielle 

U (X1X2 - R2 cos2a) + 1'2 (YIY2 - RZ cos2a) + WZ(z Z R2 20 + l'W (y + ) + ( 1 Z - cos v) 
.. • IZ2 ZIY2 WU ZIXZ + XI:Z) + UI' (XIYz + YIXZ) = 0 

SOit IdentIque _à l'équation tangentielle de ce cône 

au~ + a ' 1'2 + a"w2 = O. _ 

• 
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Il faut et, il suffit, pour cela, que les égalités suivantes soient satisfaites: 

Y
1

Z2 + ZIYZ = 0, Zl X2 + X1Z2 = 0, XIYZ + y1X2 = 0, 
xtX2 - R2 cos2a _ YIY2 - R2 cos2a _ zlza - R2 cos

2
a 

a - a' - ail • • 

L'étude des trois premières égalités conduit à la conclusion que l'un 
des couples de valeurs (Xl' X 2),- (YI' Y2) , (Zl' Z2) est nul. Nous supposerons 

YI = Y2 = O. Nous poserons alors 

Xl = P (COS-<>l + i $inoo), 
Zl = r(cos'!l + isin'!l), 

X~= p(cosoo- isinoo), 
Zz = r (cos '!l - i sin '!l)' 

La condition 

entraîne 
prcos(oo-'!l) =0. 

Nous choisirons '!l = 00 + i : on vérifie sans peine que les autres sol'u­

tion!> ne diffèrent pas de celle-ci. Nous aurons par conséquent 

Zl = r(- sin 00 + i cos (0), Z2 = r(- sin 00 - i cos c.). 

Les deux dernières équations du problème sont 
p2 _ R2 cos2a _ R2 cos2a r2 - R2 cos2a 

ail a' a 

auxquelles il faut joindre 
R2 = p2 sin2 00 + r2 cos2 

00. 

De ces équations nous tirons les deux équations équivalentes 

(1) a' ~in2a + cos2a(asin2oo + ail cos
2

oo) = 0, 

(2) 

L'équa tion (1) nous définit 00 lorsque a est donné; n.ous la discuterons 

ultérieurement. L'équation (2) nous donne la valeur du rapport e. Il , r -

faut observer ici que, si un cercle (C) répond aux conditions de l'énoncé, 
tous les cercles déduits de (C) par une homothétie de pôle 0 et de rap­
port variable répondent aussi à la question: nous pourrons donc choisir 

soit p', soit r arbitrairement, et la donnée de f définit, en fait, une 
. r 

famille (C) de cercles. Les différentes familles sont homothétiques. 
2 

La discussion est aisée. Il faut, pour que ~ soit positif, que a' soit le 
r 
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plus grand ou le plus petit des nombres a- a' 11·'1 f . ' , a , 1 aut en outre, pour 
que ti) eXIste, que tg26 soit compris entre les deux nombres a et 

ail • a' 

a' 

n résulte de cette discussion . 
hypothèses x = x = 0 sommaIre que deux seulement des 
d l 2 ,et YI = Y - 0 z 0 d ' es familles de cercles réel Pl 2 - , 1 = Z2 = .con UIront à 
hypothèses du § 114 : s. açons-nous, pour fixer les Idées, dans les 

. 1 
a=_ 

fL2 -1 ' a'=~ 
À2-1' a"= -1, 

qui entraînent 

a' <a" <a. 
Les hypothèses Y - 0 f . 
même de:r; _ 1 - OY2 = . OUrnlront des cercles (C) réels' il en sera Be . 

1 - X 2 = ; maIs l'hypothèse - - 0 ,. ' . 
Nous allons préciser les résul ZI - z~ - . n en fourmt pas. 

cercles (C) particulière' les au/
ats ?bte:~ ~n etudlant une famille de 

Nous supposons YI ..:... Y = 0 r:~ :,en ~, UIront par homothétie. 
(C) a pour coordonnées 2 < a < a. Le centre M du cercle 

:r; = p cos ti), Y = 0, Z = - r sin ti). .. 
Nous choisirons po 1 b . . 

ur p e nom re pOSItIf solution de l'équation 
p2 = a-a' . 

r est alors une des solutions de ' 

r2 = ali-a' 
et le point M un point de l'ellipse (E) : 

y=o, x 2 z2 
- + --1-0 a -a' Il 1 -. a -a 

Le plan du cercle (C) a pour équation 

x p sin ti) + zr cos ~ + (r2 - p2) sin ti) cos ti) = 0 . 
, d ' c est one le plan normal en M à l'Il" (E 

défini par l'équation e Ipse ). Le rayon R du cercle est 

R2 = p2 sin2ti) + r2 COS2 ti). 

il est égal à la longueur d d . d'. ' 
l'ellipse (E). Nous reconna~ssoe=l~e~~:~::'i~M' conjugué ~e ,OM dans 
sur la normale à l'ellipse (E) dIe de cercles; SI 1 on porte 

. eux ongueurs MA - MB - OM' 1 
~;I~~ ~:: ~ydé,~ri.vent les deux cercles de Chasles ~ l'elli;se et' O~ 

me nques par rapport aux axes. . , 

• 
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Nous résumons ci-dessous les résultats trouvés : 
Soit un cône (T) del, d'équation tangentielle 

au2 + a'y2 + a"w2 = 0 (a' < aN < a). 

Soit (E) l'ellipse d'équations 
x 2 z2 

y=O, -- + ---1=0. 
a-a' a"-a/ 

Soient A et B deux points choisis sur les cercles de Chasles de cette ellipse -- --de manière que (Ox, OA) = - (Ox, OB). L es plans tangents au cône T 
coup~nt sous un même angle const~nt le cercle de diamètre AB et tous les 
cercles homothétiques dans une homothétie de pôle O. Les plans de ces 
cercles sont normaux au plan de l'ellipse. 

L'ellipse (E) peut être remplacée par l'ellipse (E'), d'équations 

x= 0, 
y2 z2 --+ ---1=0. 

a -a' a-ail 

Il n'existe pas de cercles réels autres 9,ue les cercles définis ci-dessus qui 
80ient coupés par les plans tangents au cône (T) sous un angle constant. 

Tous les cercles des deux familles précédentes ne sont pas des cercles 
réels coupés par les plans tangents en des points réels. 

Nous avions établi au § 114 l'existence d'up. cercle (C); nous consta­
tons qu'il n'est pas le seul. Il correspond aux données suivantes: 

1 
a=-2--1' 

fL-
À 

r = h- (fL2 - 1), 
Il-

Le cercle (C) trouvé dans l'exercice précédent a pour équations 

pxsinw + rz COSti) + (r2 - p2) sinw COSti) = 0, 
:r;2 + y2 + z2 - 2px COSti) + 2rz sinw + (p2 - r2) cos2w = O. 

Ce cercle et les cercles homothétiques dans une homothétie de pôle 0 
sont sur un cône de sommet 0 dont on forme aisément l'équation. Celle­
ci s'écrit, après une légère transformatiori, 

~ + ~ + ~ =Q 
(a-a")cos 2 w a'-a"cos2 w-asin2ti) (a"-a)sin2 ti) 

Ce cône est un cône homofocal au cône (T ), dont l'équation est de la 
forme 

À ayant la valeur 

x! y2 z2 --, + -,--, + -,-,--, = 0, 
a-A a-A a -A 
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Le résultat trouvé plus haut peut, par conséquent, s'énoncer brièvement 
,sous la forme suivante: 

Les plans-tangents à un cône (T) coupent sous un angle constant 
les sections circulaires des cônes homofocaux. 

En outre, nous pouvons ajouter que ces sections circulaires son t 
les seuls cercles qui soient coupés sous un angle constant par les plans 
tangents au cône (T). 

1.39. Cyclides homofocales. - Rappelons qu'une cyclide (W) 
donnée peut être définie comme enveloppe de sphères d'une congruence 
bilinéaire (la génération est dite alors normale), ou comme enveloppe de 
sphères d'un faisceau quadratique (la génération est dite alors excep­
tionnelle) (55). 

A chaque génération normale correspond un~ focale, lieu, des centres 
des sphères de la génération de rayon nul ; cette focale est u'ne biqua­
dratique sphérique, une quartique bicirculaire ou une cubique si la 
cyclide est une (Wo); elle se compose de deux cercles si c'est une (WI ) 

et de quatre droites isotropes si c'est une (W2). Rappelons que les indices 
dans la notation W indiquent le nombre des générations exception­
nelles (78). Rappelons également que les focal es ont.. 'été étudiées au 
chapitre X. 

A chaque génération exceptionnelle correspondent des foyers; ce 
sont les centres des sphères de rayon nul de la génération. Nous n'avons 
pas procédé à une étude systématique des foyers; bor ons-nous à 
indiquer qu'en général une génération exceptionnelle est définie par 
une déférente et un cercle directeur; les foyers sont les points com­
muns à ces deux courbes. Il y en a quatre pour une génération excep­
tionnelle d'une (WI ), dèux pour une génération exceptionnelle d'une 
(W 2), sauf si ces cyclides admettent des points multiples accidentels. 

La figure inverse de la focale d'une cyclide (W) est une focale de la 
cyclide inverse (W/), et l'inverse d'un foyer, lorsqu'il est à distance 
finie, est un foyer de la cyclide (W/). 

Considérons, pour fixer les idées, une cyclide (W) définie par une 
génération normale, c'est-à-dire par la donnée d'une quadrique défé­
rente (H) et d'une sphère directrice '(0). La focale de cette génération 
est la biquadratique intersection de ces deux quadriques (H) et (0). 
Remplaçons la déférente (H) par une déférente (H'), quadrique du 
faisceau linéaire défini par les quadriques de base (H) et (0) : la cyclide 
(W) est remplacée par une nouvelle cyclide (W/). La cyclide (W/) et la 
cyclide (W) ont une focale commune, savoir la biquadratique commune 
aux quadriques (H), (H') et (0). Il est possible (94) de démontrer que ces 
deux cyclides ont les mêmes focales et, le cas échéant, les mêmes foyers. 

SPHÈRES ET CERC;LES ISOGONAUX 155 

rd (W) définie par une conique défé-
Considérons de même ~ned~Yc ~ e (C) Les foyers de la génération 

rente (H) et par un cerc e lrec eur . oints communs à la conique 

(~)e~:::::;~le~(~)~sK::p~:~~:so~: i:!é~:~a~~)s~:~ ~:ed~~:::t: (~~ 
du faisceau hneaue dont les CO~llq d l' d (W/) Il est 

d , (C) Il lUi correspon une cyc 1 e , . 
et le cercle lrecteur. l t l e'mes foyers que la 

. d d' t'elle a non seu emen es m 
pOSSIble e emon rer qu. êmes foyers et mêmes focales. 
cyclide (W ) d~jà connu~ m:~s encore dX:ux cyclides s'Ont homofocales 

Nous convIendrons e 1re qUf cas échéant mêmes foyers. Nous 
lorsqu'elles ont mêmes focales et'r~ ont hom~focales elles peuvent 
admettrons que lorsque deud,x. cyc 1. es ~ '''r deux déférentes qui sont, 
• d' fi . une même lrectnce e. p.. . etre e mes par . ' définissent un faiSceau 
soit deux quadriques, ~oit deu~.comques ~~l figure inverse de deux 
linéaire auquel appartient la fi lrectr;ce. , de deux cyclides homo­
cyclides homofocales est une Igure ormee 

focales. 

140. Propriétés d~s. ce~cles des get'~énnratW:: :~:~ya~~d:! 
h' d s generatlOns excep 10 e 

des sp t er;; . =-- Nous désignons par (W 1) les .cyclides qui ont une 
(W 1) ~ ,( .2) phères inscrites dite exceptiOnnelle, et par (W 2) 
seule generatiOn par s 
celles qui en on t deux. . d' l' d (W) 

L h' (:E) d.e la génération exceptiOnnelle une cyc 1 e l , 

es sp ~res ont orthogonales à un cercle directeur (C) ; les foyers 'I et J àar 
exemy e(,~) sont les points doubles per~ane. nts de la cyclide (W 1)'U 

e'Sce cerc e d' b d que ces points soient réels et distincts. ne 
upposons a or • ' 1 (T} 

, inversion (1), de pôle l, transforme la cyclide (W 1) en un c.one (~e) L 
rd homofocales en des cônes homofocaux au cone . es 

~:rl:l:sc~:: c~snes ho~ofoc~~: :~ ~~~~ i~~ ~~:~e~~tj~:i~:er;:~~: :~!: 
les pl~,n~ tange.nts a ce co ces cercles .sont les cercles des générations 

~:~~:~~:. d~:s c~:~~::s h:~ofocales à la cyclide (~1) ,; le~ inverses .d:~ 
• (T) sont les sphères de la generatiOn exceptiO 

plans tangents au cone " . 
nelle de (W 1)' Nous pouvons donc énoncer le resultat SUivant. . 

Un cercle d'une génération normale des cyclides ~omolocal~ a ~~e 
'de (W ) (W ) admettant au moins une génératwn except,~nne e, 

cych 1 ou 2
1 

' tant les sphères de la génération exceptwnnelle 
coupe sous un ang e cons . 't' 
de cette cyclide. Ils sont les seuls qui jouissent de cette propne e. . 

1 S 'ntenant que les foyers du cercle directeur (C) SOient 
upposons mal . (1) " sion dont 

. .' Nous choisirons comme inverSiOn une lllv,er 
~:~ïll:a~r::~ un point arbitrairement choisi sur le ce~cle dlr~)c~ur ,(C). 
Elle transforme la cyclide (W 1) donnée en une cychde (W t e revo-



156 APPLICATIONS DIVERSES 

lution; nous appellerons z'z l'axe de la l 'd , 1 cyc 1 e de révolution (W;) : 
c est a droite inverse du cercle (C), 

,Les focales des générations normales 
blquadratiques sphériques décomposées 
l'un et l'autre z'z pour axe, 

de la cyclide (W;) sont des 
en deux cercles (91 ) ayant 

Choisissons une génération normale' soient (F') et (F<') 1 d l ' , , l 2 es eux 
~er~es qUI, constl~uent la focale; une génératrice de la déférente" (H ') de 

e a cychde (Wl) coupe le cercle (F;) en P et le cercle (F~) en Q Le 
cdeerclle d,OI~t le~ foyehrs, ~ont P et Q est un cercle d'une famil-le nor~ale 

a gen"ratlOn c olsle. 

Soit (~') un~ sphère" inverse de l'une quelconque des s hères (1: ' 
cette sphere (1: ) a son centre sur l'ax d ' l' , P . , ), 
d 1 rd ' e e revo utIon z z et est mscrIte 

ans, a cyc 1 e (W tl· Comme elle est inscrite dans la cyclide les courbes 

~:a~:::I:uJe c~~~:r:y~id~ sQon/ .tangentes à cette sphère; en"particulier, 
d . , e aIt avec celte sphère un angle nul Pour 

~ra ulr~ ce, resu!tat par une équation, nous appellerons p le ra' on de 
a sphere ms cnte (1:'), et, les notations 1:' (P) 1:' (Q) , y " 

comIfIe 11 a été conve (120) l' ' representant, 
d ' . P nu , es pUIssances, par rapport à la sphère (1:') 

es pomts et Q, nous écrirons ' 

L '(P ) 1:'(Q) = _ p2PQ2; 

~ette éïalité exprime que le carré du cosinus de l'angle du cercle de 

doyer~ et Q§ let de la sphère (1:') est égal à 1, en utilisant une formule 
onnee au 21. . 

, Nous obtiendrons une cyclide homofocale à la cyclide (W') h' 
slssant une d 'f' 1 1 en c 01-

, e erente que conque qui passe par les deux cercles (F') 
et ( F~), une génératrice de cette déférente Coupera en P' t Q' Il 
ce' 1 (F') (F') 1 l e l es 

1 c es . et 2 , et e cercle de foyers P; et Q; sera un cercle de 
cette cychde, homofocale à la cyclide (W') donnée L' 1" d 
cercl t d 1 h' (') 1. ang e v e ce e e e a sp ere 1: est donné par l'égalité (121) 

cos2!J = 1:' (P;) ,1:' (Q;) 
" _ p2, (P;Q;)2 . 

Or les puissances des points P et P; du cercle (F') dont l' 
" l axe est 

~ z, par rapport a un~ sphère (1:') dont le centre est sur cet axe, sont 
~gales; pour une raIson analogue, les puissances 1:' (Q), 1:' (Q;) sont 
egaIes. Remplaçons, dans l'expression de cos2!J, le numérateur p 1 

, " 1 ar a 
quantlte ega e 1:' (P) ,1:' (Q), c'est-à-dire par - p2PQ2; nous obtenons 

P02 

cos26 = --.:.. . 
p;Q;2 

Cette quantité est indépendante de la sphère (1:') cho' . ISle; nous pouvons 
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dpnc dire qu'un cercle appartenant à une famille normale d'une cyclide 
homofocale à la cyclide (W.;) coupe toutes les sph~res (1:') sous le même 
angle. , 

Ce résultat se " conserve par inversion; donc : 

Un cercle d'une génération normale d 'une cyclide homofocale 
à une cyclide (WI) ou (W2), admettant au moins une génération 

• exceptionnelle, coupe sous un angle constant les sphères de cette géné­
ration. 

C'est le résultat déjà énop.cé plus haut ; observons qu'il n'est pas 
suivi, cette fois, de 'l'affirmation, exacte d'ailleurs, que ces cercles sont 
les seuls qui jouissent de cette propriété'. Cette certitude nous manque, 
parce qu'à une démonstration analytique, assez laborieuse à vrai dire, 
nous avons substitué une démonstration géométrique, élégante, mais 
sommaIre. 

141. Interprétation du résultat précédent. - Soit une cyclide 
(W1) ou (W2) admettant au moins une génération exceptiqnnelle par 
sphères "(1:) inscrites et une génération normale. A cette génération 
normale, correspondent une sphère directrice (0), une quadrique défé­
rente (H), une focale (F), intersection de ces deux surfaces; la focale 
(F), puisqu'il s'agit de cyclides (W 1) ou (W 2)' est décomposée en deux 
cercles, qui peuvent être eux-mêmes décomposés en droites : nous 
désignerons ces cercles par (FI) et (F 2)' 

Nous choisirons la génération normale de manière que les équations 
de la sphère (0) et de la qua~rique (H) soient réelles [génération cor­
respondant à une racine réelle de cp (À) = 0 (79)]; les cercles (FI) et (F 2) 
sont alo"rs soit des cercles réels, soit des cercles imaginaires conjugués. 
Nous supposerons, dans ce paragraphe, qu'ils sont imaginilires 
conjugués: leurs plan~ se coupent suivant une droite (~) réelle qui 
ne coupe pas la sphère directrice (0). 

Nous supposerons qu'il existe des quadriques réglées dans " le fais­
ceau linéaire de quadriques dont les quadriques de base sont la direc­
trice (0) et la déférente (H). Soient (Cl), (C2), (Ca) trois cercles réels dont 
les axes sont des génératrices de l'une quelconque de ces quadriques; 
nous désignerons par (PI' QI) ' (P 2' Q2)' (Pa, Qa) les foyers de ces cercles. 
Les points P 1> P 2' P 3 sont trois points du cercle (FI) et les points QI' 
Q2' Qa sont trois points du cercle (F2). Les cercles (Cl), (C2), (Ca) sont 
orthogonaux à la sphère directrice (0). 

Les cercles (Cl), (C2), (Ca) sont trois cercles des générations normales • 
des cyclides homofocales à la cyclide (W1) ou (W2) donnée. Soit (1:) 
une sphère d'une génération exceptionnelle de cette cyclide, inscrite 
par conséquent dans la cyclide (W 1) ou (W 2). L'angle VI sous lequel les 
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, sphères (~) coupent le cercle (Cl) ne dépend pas de (~); il en est de 
même des angles V 2 et V 3 sous lesquels les cercles (C2) et (C3) coupent 
les sphères (~), 

Les angles V l' V 2 et V 3 ne sont pas q~elconques, Proposons-nous de 
préciser leurs valeurs, 

Soit (C) le cercle d 'axe (~) orthogonal à la sphère directrice (0); ce 
cercle (C) est. réel, puisque, par hypothèse, la droite (~) ne coupe pas 
la sphère (0); il forme avec les cercles (FI) et (F2) deux anneaux ortho­
gonaux, 

Soit 1 un point quelconque du cercle (C); nous appellerons Pl' P2' Pa 
les puissances réduites du point 1 par rapport aux cercles (Cl)' (C2), (Ca)' 
Soit (1) une inversion de centre 1 et de puissance positive arbitraire k; 
nous représenterons par des lettres accentuées 1es figures inverses 
des figures représentées par des lettres sans accent. 

L'inyerse du cercle (C) est une droite (C') ou z'z; les inverses (F;) 
et (F~) des cercles (FI) et (F 2) qui formaient avec le cercle (C) des 
anneaux orthogonaux forment encore avec la droite (C') des anneaux 
orthogonaux; cela veut dire que la droite (C') est l'axe des cercles 
(F;) et (F~). Les inverses (C;), (C;), (C;) des cercles (Cl), (C2), (C3) sont des' 
cercles dont les foyers P;, P;, P ; sont sur (F;)" et Q;, Q~, Q; sont sur 
(F;); les diamètres de ces cercles sont donnés par la règle énoncée au 

§ 126 : ils sont égaux à !:.., ~, ~, 
Pl P2 Pa 

Soit (~') une sphère inverse de l'une quelconque des sphères (:E) 
de la génération exceptionnelle de la cyclide (WI) ou (W2) donnée; elle 
coupe les cercles (C;), (C~), (C;) respectivement sous les angles V l> V 2,'V 3' \ 

Le calcul de l'angle Via été fait au paragraphe précédent: si l'on désigne 
par P et Q les foyers d'un cercle de la cyclide (W;), inverse de la cyclide 
donnée, foyers situés sur les cercles (F.;) et (F;h la quantité cos~V 1 a 
pour valeur . 

2 _ (PQ)2, 
cos VI - (P;Q;)2 

Il en résulte que l'on a 

(P;Q;)2 cos2V 1 = ( P~Q;) 2 cos2V 2 = (P;<i;)2 cos2V 3' 

La quantité (P;Q;)2 est l'opposée du carré du diamètre du cercle (C;) : 

elle est donc égale à -~, et, par conséquent, les égalités précé-
(PI)2 • 

dentes entraînent 
cos VI _ cos V 2 _ cos Va ------ . 

Pl P2 P3 
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, b d' bord que l'inverse du Pour énoncer ce resultat, nous 0 serv,erons, a , '" e 
cercle (C) étant l'axe de la cyclide de revolutIon (W1) ou (W2), ,lllvers 
de la cyclide (W 1) ou (W 2) donnée, ce cercle (C) est un cercle dIrecteur 
de cette cyclide, Nous dirons donc: ", ' 

S ' l'de (W) ou (W) admettant au moms une generatwn , oLt une cyc t l , 2 , " , d' 
exceptionnelle par sphères inscntes (~), orthogonales a un cercle trecteur 
(C) réel. Soient (Cl), (C

2
), (Ca) trois cercles réels , dont les foyers sont sur 

une même focale de la cyclide (et qui, par consequent, sont des, cercle~ 
d'une génération normale d'une cyclide homofocale, expressIOn qUI 

n'a pas là précision de la précédente)" l 
, 'd ' d' pomt 1 quelconque du cerc e 10 Les pUtssances re Uttes Pl> P2' Pa un 

directeur (e) par rapport aux cercles (Cl)' ,(C2), (Ca) demeurent propor-
, II 'des n' ombres fixes lorsque 1 çane sur le cercle (C); twnne es a , ' l l 

20 Les sphères (~) de la génération exceptwnnelle coupent es cerc es 
(Cl)' (C2), (C3) sou,s des angles constants V l' V 2' V 3' et Con a : 

cos VI = cos V 2 = cos V 3. 

Pl P2 Pa 

L "t' (10) se de 'montre très simplement et l'étude élémen-a propne e " , 
t ' met de pre' ciser la valeur des nombres proportIOnnels a Pl> P2' Pa' aIre per , , () '1 

La droite P
1
P

2 
coupe, en général, en A3 la drOIte ~ et 1 passe une 

sphère (Aa), de centre Aa, par le cercle (C); ,cette sphère, orthogonaled~~ 
cercle .(F 1), est le lieu géométrique des pomts dont le rapP,ort d,es 1S 

O
'nts P et P est une constante k1 dont le carre est egal au tances aux pli 2 

t AaPl, nous aurons donc, quel que soit le point 1 choisi sur le 
rappor A P , 

a 2 

cercle (C), 

Nous aurons de même, 
coupe la droite (~), 

et, par conséquent, 

# 

(IP 1)4 = (AaP 1)2. 
(IP 2)4 (AaP 2)2 

en appelant. Ba le point où la droite Q)Q2 

aux 

• 

, . 
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Il est clair que ce rapport est alors un nombre positif constant dont la 
valeur peut être précisée. . ' 

142. Étude d'unè figure formée par trois cercles réels 
orthogonaux à une même sphère (0). - Soient trois cercles 
T~els (Cl), (C2), ~Ca), orthogonaux à une même sphère (0) d'équation 
reelle; les notatIOns sont celles du paragraphe précédent. Les foyers 
Pl' P 2, Pa des cercles (Cl), (C2), (Ca) (on choisit arbitrairement, pour 
<ch~que cercle, un foyer) définissent un plan, qui coupe la sphère (0) 
SUIvant un cercle (FI); les foyers Ch, ~, Qa définissent de même un 
cercle (F 2); les plans des cercles (FI) et (F 2) se coupent suivant une 
droite réelle (~). Soit (C) le cercle orthogonal à la sphère directrice 
{O) et d'axe (~); nous supposerons ce cercle réel. . 

Les sphères (};), orthogonales au cercle (C) et qui coupent le cercle 
(Cl) sous un angle donné V l' forment une famille à un paramètre que 
nous allons étudier. Nous transformerons, en vue de cette étude la 
~gure par l'inversion (1) du paragraphe précédent. Les sphères (~'), 
mv~r~es des sphères (};), peuvent être étudiées analytiquement; nous 
cholSlr~ns comme axe des z la droite (C'), inverse du cercle (C), comme 
centre ' des coordonnées le centre 0' de la sphère (0'), inverse de la 
.sphère (0), comme axes O'x, O'y deux axes perpendiculaires entre eux 
et à l'axe z'z. Les équations des cercles (F;) et (F~), inverses des cercles 
(FI) et (F2), seront , 

x 2 + y2 + z2 - R2 = 0, 
(z - a) (z - b) = O. 

R est un nombre réel ou imaginaire pur; a t b sont des nombres 
réels ou complexes conjugués. L'équation de la sphère (};') sera 

x 2 + y2 + Z2 - 2Àz + (.1. = O. 

Les foyers du cercle (C;), inverse du cercle (Cl), sont deux points, l'un 
du cercle (F~), l'autre du cercle (F~); la puissance du premier par rap­
port à la sphère (};') a pour valeur 

R2 - 2Àa+(.I.. 

Le carré du cosinus de l'angle VI que fait le cercle (C;), de rayon R~, 
avec la sphère (};'), est égal (124) au quotient du produit des puis­
s~ces des foyers de ce cercle par rapport à la sphère (};'), par 
4Rj2(À2_ (.1. ) . Les paramètres À et (.1. sont par conséquent liés par la 
relatIOn . , 

(1) (R2- 2Àa + (.1. ) (R2 - 2Àb + (.1.). = 4R;2 COS2 Vl(À2 - (.1.). 

L'égalité (1) défi.nit l'angle VI de la sphère (1: ') avec un cercle (C;), de 
ra-yon R;, dont les foyers sont deux points quelconques des cercles (F;) 
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et (F~). Une égalité analogue définit donc l'angle V 2 de la sphère (1:') 
avec le cercle (C;), de rayon R~, inverse du cercle (C 2), et une autre 
l'angle Vade cette sphère et de (C~), inverse de (Ca)' Ces trois égalités 
entraînent 

(R;)2 cos2V 1 = ( R~)2 cos2V 2 = (R~)2 cos2Va. 

Les sphères (1:') coupent donc, par hypothèse, le cercle (C;) sous l'angle 
constant VI et les. cercles (E;) et (C~), par construction, sous les angles 
constants V 2 et V 3' mais non arbitraires. 

La relation (1) entre À et (.1. étant quadratique, les sphères (};') sont 
les sphères d'u~ faisceau quadratique; les sphères (};) sont donc aussi 
les sphères d'un faisceau quadratique, et par conséquent elles sont 
les sphères de la génération exceptionnelle d'une cyclide (W1) ou 
(W2) dont le cercle directeur est le cercle (C) et dont une focale est 
décomposée en deux cercles, qui sont (FI) et (F2); ces sphères coupent 
donc les cercles (C2) et (Ca) sous des angles V 2 et Va constants et bien 
déterminés, mais non arbitraires. 

Il existe quatre façons d'associer trois à trois les foyers (Pl' QI), 
(P2' Q2), (Pa, ~) des cercles (Cl), (b-2) , (Ca) et, tout au moins dans le 
cas particulier où la sphère (0) est imaginaire, les quatre cercles (C) qui 
correspondent à ces quatre cas sont des cercles réels. Nous pouvons, 
en nous bornant à ce cas particulier, énoncer le résultat suivant : 

Il existe en général quatre familles de sphères qui coupent trois cercles 
(Cl), (C2), (Ca) donnés, orthogonaux à une même sphère imaginaire, sous 
des angles V l' V 2' V 3 constants, l'un de ces angles étant arbitrairement 
choisi. Ces sphères sont les sphères .d'une génération exceptionnelle d'une 
cyclide (Wl ) ou (W2) . 

Il serait intéressant d'examiner s'il existe d'autres familles de 
sphères remplissant ces conditions ou d'étudier les familles de sphères 
qui coupent trois cercles donnés sous des angles donnés. Cette étude 
sort des limites que nous désirons nous imposer; notons donc simple­
ment un dernier résultat: 

Les sphères (E) orthogonales à un cercle ' (C) et qui coupent sous 
un angle donné un cercle (Cl) donné enveloppent une cyclide (Wl ) 
ou (W2). 

Notons encore qu'une des focales des cyclides (Wl) ou (W2), enve­
loppe des sphères (};), es.t connue dans chacun des deux cas précédents. 
Lorsque les sphères (};) coupent sous des angles const~nts les cercles 
(Cl), (C2), (Ca), la focale se compose des deux cercles définis par les 
six foyers ; la cyclide sera donc une (W2) si ces cercles sont décomposés; 
les cercles (Cl), (C2), (Ca) sont, dans ce cas, des cercles paratactiques 
deux à deux; mais cette condition nécessaire n'est pas suffisante. Si les 

DONTOT, Paralaxie. 6 
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sphères (~) sont orthogonales à un cercle (C) et coupent sous un angle 
constant un cercle (Cl), de foyers Pl et (1, la focale se compose des 
cercles passant par PlOU par QI qui forment avec (C) un anneau ortho­
gonal; dans ce cas, la condition nécessaire et suffisante pour que la 
cyclide soit une (W 2) est que les cercles (C) et (Cl) soient para tactiques. 

143. Cyclides adInettant au Inoins une génération excep­
tionnelle et passant p~r deux cercles réels donnés, (Cl) 
et (C2 )· - Nous nous bornerons au cas où les cercles réels donnés (Cl) 
et (C2) n'ont aucun point commun. Soient Pl> ~l et P 2, Q2 leurs 
foyers. Les cercles (Cl) et (C2) n'ayant, par hypothèse, aucun point 
commun, il existe une sphère (0) passant par Pl ' P2, QI> ~. Cette 
sphère est la sphère orthogonale aux cercles (Cl) et (C2); elle n'est pas 
de rayon nul. Soit (H) une quadrique réglée passant par les droites 
réelles PIQI et P2Q2; soit (W) la cyclide dont la déférente est la qua­
drique (H) et la directrice la sphère (0) . Cette cyclide (W) passe par 
les cercles (Cl) et (C2). Nous allons montrer qu'il est possible de choisir 
(H) de manière que cette cyclide soit une (WI) ou une (W2), c'est-à­
dire une cyclide ayant, au moins, une génération exceptionnelle de 
cercle directeur (C). 

Supposons d'abord que les cercles donnés (Cl) et (C2) soient paratac­
tiques. Soient (rI) la droite isotrope Pl P 2 et (r 2) la droite isotrope Ql Q2' 
Choisissons pour (H) une quadrique réelle passant par le quadrilatère 
P IP 2QIQ2' La quadrique (H), déférente de la cyclide (W), a, avec la 
sphère directrice (0), deux génératrices communes (rI) et (r 2); elle la 
coupe donc suivant quatre génératrices isotropes, et la cyclide (W) est 
une cyclide (W2). Cette cyclide réelle admet deux cercles directeurs for­
mant un anneau orthogonal; l'un de ces deux cercles au moins est un 
cercle (C) réel. 

Supposons ensuite que les cercles (Cl) et (C2) ne soient pas paratactiques. 
Les droites (rI) et (r2) ne sont pas isotropes. Faisons passer par (rI) 
un plan quelconque (III); ce plan coupe la sphère (0) suivant un cercle 
(FI)' non décomposé, qui passe par Pl et P 2. Choisissons pour qua­
drique déférente (H) la quadl;iqu.e qui passe par P IP 2' (1 Q2 et par le 
cercle (FI); il y en a une et une seule. Elle coupe la sphère directrice 
(0) suivant deux cercles: l'un d'eux est (FI), le second est un cercle (F2) 
pass~nt par QI' Q2' dont le plan (II2) pivote autour de la droite QI Q2' La 
cychde (W), de déférente (H ) et de directrice (0), est dans ce cas une 
(WI), qui adII}et une génération exceptionnelle et par conséquent un 
cercle directeur (C), dont l'axe est d'ailleurs la droite d'intersection (Â) 
des plans (III) et (II2). 

Lorsque les cercles (Cl) et (C2) ne sont pas paratactiques, la qua­
drique (H), définie par deux génér!J.trices réelles et un cercle dont le 

r 
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plan est imaginaire, n'est pas, en général, une quadrique réelle. Lors­
qu'elle l'est, les plans (III) et (II2) sont imaginaires conjugués et la 
droite (Â) d'intersection de ces plans est une droite réelle. L'axe du 
cercle directeur (C) de la cyclide est alors réel et ce cercle est soi t 
réel, soit imaginaire. 

Sous les réserves qui précèdent, nous pouvons énoncer le résultat 
suivant: 

Par deux cercles (Cl) et (C2 ) qui n'ont aucun point commun, 
passent une infinité de cyclides (WI) ou (W2) ayant au moins une 
génération exceptionnelle à cercle directeur (C). 

Lorsque les cercles (Cl) et J C2) sont paratactiques, les cyclides 
sont des (W2) ayant deux générations exceptionnelles. 

144. Lieu des cercles directeurs (C), des cyclides (W1 ) 

ou (W2 ) qui passent par deux cercles donnés réels (Cl) et 
(C2). - Observons d'abord que la construction de l'axe (Â) du 
cercle (C), donnée dans le cas où les cercles (Cl) et (C;) sont apara­
tactiques, s'étend sans modifications au cas où ils sont paratactiques. 
Cet axe est l'intersection de plans (nI) et (II2) qui se correspondent 
homographiquement; il engendre donc une quadrique (K) passant 
par les droites P IP 2 et QIQ2' Le cercle directeur (C), orthogonal à la 
sphère (0) et dont l'axe engendre une quadrique (K), est un cercle 
d'une génération normale d'une cyclide, en général. Donc. 

Les cercles directeurs (C) des cyclides (WI) ou (W2) admettant 
une génération exceptionnelle au moins, qui passent par deux cercles 
réels donnés, (Cl) et (C2), sans points communs, engendrent, en général, 
une cyclide que nous appellerons la directrice des cercles (Cl) et (C2). 

Nous préciserons ce résultat dans le cas où les cercles (Cl) et (C2) 
sont paratactiques. Dans ce cas, la déférente (H) de l'une quelconque 
des cyclides (W2) qui passent par (Cl) et (C 2) peut être supposée réelle, 
et l'axe (Â) du cercle (C) engendre une quadrique réelle (K), qui passe 
par les droites P IP2 et QIQ2' qui sont des génératrices isotropes de la 
sphère directrice (0). Cette quadrique (K) coupe par conséquent la 
directrice (0) suivant quatre génératrices isotropes: elle est donc la 
déférente d'une cyclide (W 2)' La cyclide directrice des cercles (Cl) et (C2) 
est donc une cyclide à deux générations exceptionnelles, dont la défé­
rente est réelle. Elle sera de Dupin, puisque la sphère directrice (0) 
des cercles paratactiques réels (Cl) et -(C2) est imaginaire. 

En outre, les deux cercles directeurs de l'une des cyclides (W2), qui 
passent par les cercles (Cl) et (C2), se trouvent sur la cyclide directricè 
de ces deux cercles . Les axes de ces cercles sont des droites conjuguées 
par rapport à la sphère directrice (0); la quadrique déférente (K) est 
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par conséquen~ une quadrique (5) autopolaire par rapport à la sphèrè ' 
(0), av~c conservation des génératrices d'un même système. Nous 
avons dénommé cyclide axiale (105) la cyclide qui correspond à une 
pareille déférente. Donc : 

La cyclide directrice de deux cercles réels (Cl) et (C2) paratactiq ues, 
c'est-à-dire la cyclide lieu des cercles directeurs des cyclides (W2 ) qui 
passe~t par ces deux cercles, est une cyclide de Dupin axiale. 

145. Lieu géométrique des points d'égale puissance réduite 
par rapport à deux cercles (étude géométrique). - Nous sup­
poserons, dans ce paragraphe, que les cercles (Cl) et (C2) réels donnés 
n'ont aucun point commun, et qu'il existe des cyclides (Wl ) ou (W2) 

passant par 'ces deux cercles, qui admettent un cercle directeur (C) 
réel. 

Soit 1 un point de ce ~rcle directeur (C) réel. L'inversion (1), de 
pôle 1 et de puissance arbitraire positive k, transforme la cyclide (W), 
dont (C) est le cercle directeur et qui passe par (Cl) et (C2), en une 
cyclide (W') de révolution: Les cercles (C~) et (C;), inverses des cercles 
donnés (Cl) et (C2) dans l'inversion (1), sont deux cercles d'une même 
famille normale de (W' ), donc se déduisent l'un de l'autre par une rota­
tion; ces cercles sont donc égaux et leurs rayons sont des nombres 
égaux. Or Ç126) le diamètre du cercle (C;) est égal au quotient de la 
puissance d'inversion k par la puissance réduite du pôle 1 par rapport 
au cercle (Cl); les diamètres des cercles (c.;) et (C;) étant égaux, les 
puissances réduites de 1 par rapport aux cercles (Cl) et (C2) sont- égales. 
Donc tout point d'un cercle réel de la cyclide directrice des cercles (CIl 
et (C2) a' même puissance réduite par rapport à ces deux cercles. 

Réciproquement, soit 1 un point réel qui, par hypothèse, a même 
puissance réduite par rapport aux deux cercles (Cl) et (C2). L'inver­
sion (1), de pôle 1 et de puissance k, transforme ces deux' cercles en deux 
cercles égaux (C;) et (C~); soit z'z l'un des deux axes des rotations qui 
permettent de superposer les cercles égaux (C;) et (C~). La cyclide (W'), 
obtenue en faisant tourner un de ces deux cercles autour de z'z, passe 
par (C;) et (C~) : elle est de révolution; l'inversion (1) transforme cette 
cyclide en une cyclide (W), passant par (Cl) et par (C2), et admettant 

, une génération exceptionnelle dont le cercle directeur (C), inverse de 
l'axe z'z, passe par le pOInt 1. Le p<?int 1 est donc un point d'un cercle 
réel de la cyclide directrice des cercles (Cl) et (Ç2)' 

Nous pouvons donc conclure, en gros , en disant que la cyclide direc­
trice de deux cercles réels (Cl)' et (C2) donnés, non sécants, est le lieu des 
points d'égale puissance réduite par rapport à ces deux cercles. La 
démonstration est une démonstration géométrique; elle suppose qu'il 

'. 
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existe une cyclide directrice réelle, admettant des famiiies de cercles 
réels. Cela se produit toujours dansle cas de deux cercles paratactiques. 
Nous énoncerons donc: 

Le lieu géométrique des points ayant même puissance réduite par 
rapport à deux cercles paratactiques est la cyclide de Dupin axiale, 
directrice de ces deux cercles. 

146. Étude analytique. - Soient (Cl) et (C2) deux cercles réels; 
soit M un point qui a même puissance réduite par ra'pport à ces deux 
cercles. Soient (I) une inversion réelle quelconque, (C~), (C;) et M' les 
inverses des cercles (CJ et (C2) et du point M; le rapport des puissances 
réduites de M' par rapport aux cercles ou droites (C;) et (C~) est (128) 
égal au rapport des puissances réduites du point M par rapport aux 
cercles (Cl) et (C2), donc égal à 1. 

1° Supposons d'abord que les cercles (Cl) et (C2) aient deux points réels 
communs, 1 et J. Choisissons 1 pour pôle de l'inversion (1). Les 
figures inverses (C;) et (C~) des cercles donnés sont des droites concou­
rantes, et le lieu du point M' , qui, ayant même puissance réduite par 
rapport à ces droites, est à la mê!lle distance de celles-ci, est un sys­
tème de deux plans. Le lieu du point M se compose de deux sphères. 

2° Supposons ensuite que les cercles (Cl) et (C2) aient un seul point 
commun réel 1, que nous choisirons comme pôle de l'inversion (1), Les 
figures inverses (C;) et (C~) des cercles (Cl) et (C2) sont, dans ce cas, 

, des droites non concourantes, et le lieu du point M'équidistant de ces 
deux droites est une quadrique : le lieu du point inverse M est donc 
une cyclide. Nous passons sur ces cas particuliers. 

3° Nous supposerons que les cercles (Cl) et (C 2) n'ont aucun point réel 
commun. Dans ce cas, il existe au moins un cercle réel perpendicu­
laire commun à ces deux cercles. L'inversion dont le pôle 1 est un 
point de ce cercle transforme les cercles (Cl) et (C2) en deux cercles 
(e;) et (c~) ayant un diamètre commun. Nous allons chércher analy­
tiquement le lieu des points M' qui ont même puissance réduite par 
rapport aux cercles (C;) et (C~). L'inverse de ce lieu dans l'inversion (1) 
sera le lieu cherché. Nous avons, dans la recherche analytique, sup­
primé les accents qui servent à indiquer que les cercles et les points 
sont des inverses de cercles ou points donnés. 

Nous choisirons pour axe z'z le diamètre commun aux cercles donnés 
(CIl et (C2); les axes de ces cercles sont perpendiculaires en A et B à 
l'axe z'z; nous choisirons l'origine 0 de manière que 
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R étant le rayon du cercle (Cl) et R' celui du cercle (C2); nous suppose­
rons ces rayons différents. Les plans xOz et yOz sont, par hypo­
thèse, rectangulaires et font avec les plans des cercles (Cl) et (C2) des 
angles égaux. Ces conditions définissent , si R' ~ R, un système unique 
d'axes rectangulaires. 

Dans ce système, les coordonnées des foyers Pl et QI du cercle (Cl) 
sont " 

iR cosS, iR sinS, 

- iRcosS, - iR sinS, 

R2 -, 
P 

R2 -, 
P 

S étan,t un angle donné et p une longueur donnée. 
Les coordonnées des foyers P 2 et Q2 du cercle (C 2) sont 

iR' sinS, iR' cosS, 

- iR' sinS, - iR' cosS, 
p 

La puissance réduite d'un point M (x, y, z) par rapport au cercle (Cl) 

est MP2RMQl (125). L'équation du lieu (W) du point M est: par con­

séquent, 

~2 [X2 + y2 - R2 + ( z - ~2YJ2 + 4(x cosS + y sinS)2 

= i'2[X2 + y2_ R'2 + ( z_R;2) ]2 + 4(xsin"S + ycoSS)2, 

c'est-à-dire 

(x 2 + y2 + Z2)2 + ax2 + a'y2 + a"z2 + 2c"z + ri, = 0, 

avec 
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Pour étudier cette cyclide (W), nous formerons l'équati:an q> (À) = ° 
(76) : 

(a + À) (al + À) ~4C"2 + (À2- 4d) (a" + À)] = O. 

Elle admet deux racines singulières 1.1 et ~, en évidence : 

À = _ a = 2R2R'2 (!- 2 cos2S ) 
1 p2 R'2 - R2 ' 

~ = _ a' = 2R2R'2(.! + 2 cos2S ) 
p2 R'2- R2 ' 

plus trois autres racines. L'équation 

4C"2 + (1.2 _ 4d) (a" + À) = 0 
peut s'écrire 

4R2R'2 (R2+ R'2_(2)2(À_ 2R2R'2)+ / 1.2_ 4R4R'4) (1.- 6R2-R'2\=o. 
p' p2 \ p' p2 ) 

Elle admet la racine réelle Àa, 
2R2R'2 

1.3 =---, p2 

et les deux racines À, et 1.6 de l'équation du se~ond degré u(À) = 0 : 

. u(À) == 4R2R'2 (R2 + R'2- (2)2+ (À + 2R2R'2) (À- 6R2R'2). 
p' . p2 p2 

Pour reconnaître si les racines 1.1, ~, Àa sont simples ou multiples, 
nous formerons les quantités suivantes : 

À -À -Â -À _4R2R'2co~2S 
3 1-"2 a- R'2_R2 ' 

8R2R,2 cos2S 
~ - 1.1 = --=:-::--~~ 

R'2- R2 ' 

16R4R'4 
+ (R'2 _ R2)2 cos

2
2S, 

4R2R'2 
u(Àa) = --4-- (R+ R'- p) (R + R' + p) (R-R'- p)(R-R'+ pl. 

p 

Écartons d'abord de cette étude le cas simple où cos 2S = 0 : c'est 
celui où les deux cercles donnés (CI) et (C2) sont dans un même plan; 

- dans ce cas, 1.1 = ~ = Às. La cyclide (W) est alors de révolution autour 
de Oz; l'équation q>(À) = 0 a en outre une racine singulière triple; elle 
est par conséquent (58) décomposée en deux sphères. On peut aisé­
ment trouver les équations de celles-ci. 
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Nous supposerons désormais: cos26:;é O. Observons que u(Àa) est 
différent de zéro, car, par hypothèse, les cercles (Cl) et (C2) n'ont aucun 
point réel commun; il en résulte que À3 est distinc.t de À4 et. ~e À6 .et, 
comme cos 26 n'est pas n).11, de À1 et de À2. La racme Àa de 1 equatlOn 
'P (À) = 0 est donc une racine non singulière et simple de cette équa­
tion : il lui correspond une génération normale dont la déférente (K) 
est un hyperboloïde à une nappe, qui (79) a pour équation 

(X2_y2) (R'2-R2) + cos26(R2R'2_fh2) = O. 

La directrice de cette génération normale est la sphère (0), dont le 
rayon n'est pas nul, d'équation 

. R2R'2 
x2 + y2 + z2 - :(R2 + R'2- p2) + --= O. 

P p2 

Cette sphère passe par les foyers (P 1> QI) et (P 2' Q2) des cercles (Cl) et 
(C2) : c'est donc la sphère orthogonale à ces deux cercles. La génération 
normale qui correspond à la racine Às est la génération découverte 
par le raisonnement géométrique; la solution analytique précise et 
complète ce raisonnement, en affirmant que la déférente (K) est une 
quadrique réelle dans tous les cas. 

Il reste à examiner la condition u(À1) = u (À2) = O. Cherchons pour 
cela la condition de parataxie des cercles (Cl) et (C2) : cette condition 
s'exprime en écrivant 

c' es t-à-dire 

eR'2 -;; R2)2 _ R2 _ R'2J2 _ 4R2R'2 sin226 = 0, 

ou encore, 'en remplaçant sin226 par 1 - cos226 et en effectuant quel­
ques transformations, 

(R'2 ----: R2)2 (R + R' _ p) (R + R' + p) (R - R" - p) (R ---: R ' + p) 
p 

+ 4R2R'2 cos226 = O. 

Autremegt dit, la condition de parataxie est 

u (À1) = u(À2) = O. 

Supposons d'abord que les cercles (Cl) et (C2) soient aparatactiques. 
L'équation 'Il (À) = 0 a deux racines singulières seulement en général, 
(trois , si p2 = R2 + R'2), dont aucune n'est double; donc (77) la 
cyclide (W) n'a aucune génération exceptionnelle; on vérifiera sans 
peine que les racines À4 et À5 de l'équation u(À) = 0 sont distinctes et 
par conséquent, puisque les cinq racines de 'Il (À) sont simples, la 
cyclide (W) n'a aucun point multiple (81 ). 
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Donc: 

Le lieu géométrique des points dont les puissances réduites par rapport 
à deux cercles (Cl) et (C2 ) aparatactiques, sans points communs, sont 
égales est une cyclide admettant· cinq générations normales, sans points 
multiples, par conséquent. 

Supposons maintenant que les cercles (Cl) et (C2) soient paratactiques : 
u (À~) = u (Àa) = O. Les deux racines Àl et Àa de l'équation 'Il (À) = 0 
sont doubles; la cyclide (W ) a , par conséquent, deux générations excep­
tionnelles; la sphère directrice (0) de la génération normale, orthogo­
nale à ces deux cercles, est imaginaire; la cyclide (W) est donc une 
cyclide de Dupin. Les coefficients a, a', ail vérifient la relation 

3(a + a') = 2a"; 

donc (116) cette cyclide est axiale. 
Le lieu géométrique des points dont les puissances réduites par rap­

port à deux cercles paratactiques (Cl) et (C2 ) sont égales est une 
cyclide de Dupin axiale. • 

147. COInpléments géométriques à l'étude . précédente. -
L'étude analytique, à partir de données réelles, fournit de~ résultats 
d'une remarquable précision; elle permet d'affirmer, en particulier, 
la .réalitél tout au moins sous certaines réserves, du lieu trouvé. Cette 
étude est malheureusement assez laborieuse; il est nécessaire qu'une 
recherche géométrique l'éclaire et la guide. "Nous allons compléter 
l'étude analytique précédente par " quelques compléments géomé­
triques; nous ne supposerons plus, pour" le faire, les éléments du pro­
blème réels; mais, pour simplifier l'exposé, nous rédigerons ce para­
graphe comme s'ils l'étaient. Nous laissons donc au lecteur le soin de.. 
le traduire en langage analytique pour lui donner son véritable sens. 

I. Soient (Cl) et (C2) deux cercles aparatactiques, de loyers (Pl' ~)l 
et (P2, Q2) (nous ne précisons plus si ces points sont réels ou imagi­
naires). Nous allons étudier les propriétés de certaines figures attachées 
à ces deux cercles. 

Tout d'abord, une sphère (SI) passant par le cercle (Cl) est le lieu 
géométrique des . points M tels que 

MP1 k ' 
M~ = l' 

Le centre 01 de la sphère 51, est le point de P1Q1 défini par 

0lP1"": k2 • 
--- l, 

01~ 

cette égalité n'a de sens que si on la traduit analytiquement. 
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Soient (SI)' (52)' (Sa), (54) quatre sphères passant par le cercle (Cl); 
elles sont caractérisées par les données des quatre nombres kv k2 , ka, k4' 
Proposons-nous de cherc,her la condition pour que (Sa) et (54) soient 
bissectrices (129) des sphères (SI) et (52); il faut, pour cela, 

10 qu'elles soient orthogonales, c'est-à-dire que leurs centres Oa et 
0 4 soient conjugués harmoniques par rapport aux foyers Pl et QI : 

k~ + k!=O; 

20 que leurs centres Oa et 0 4 soient conjugués harmoniques des 
centres 0 1 et O2 des deux premiers : 

kik~ = ki. 

Les sphères bissectrices des sphères (SI) et (52) sont donc celles pour 
lesquelles 

le signe à mettre devant kl k 2 étant soit +, soit -. 
Cherchons maintenant les sphères principales (1.34) qui passent par 

le cercle (Cl)' Pour cel!!, cherchons d'abord les sphères (SI) et (52) qui 
passent par les foyers P 2 et Q2 du cercle (C2) : elles sont caractérisées par 

k - P2P l k - Q2 Pl 
1 - P2Ql' 2 - ~Ql· 

Les sphères principales bissectrices de celles-ci sont donc ca~actérisaes 
par le nombre ka, tel que 

k~ = P 2P l . Q2 P l. 
PaQl ~Ot 

Nous énoncerons ce résultat en disant: 
Les sphères passant par le cercle (Cl), de foyers Pl et QI' principales 

par rapport au cercle ~C2)' de foyers P 2 et ~, sont les lieux des points M 
tels que 

MP2 _ P2Pl . Q2P l 
-2-
MQ P2Ql.Q2Ql 

Nous avons signalé (134) que les cercles perpendiculaires à deux 
cercles aparatactiques donnés sont les cercles communs à deux sphères 
principales associées; on aura donc, si M est un point de ces cercles, 
.à la fois 

et 

r 
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Ces égalités entraînent 
-2 -2 
MPl · MP2 (P2Pl )2 

MQ~.MQ: = (Q2Ql)2' 

ce qui s'écrit, moyennan,t des conventions convenables de signes, 

MPl ·MP2 _ MQl·MQ2 
P2Pl - Q20t 

171 

Nous traduirons cette égalité en disant (pour plus de commodité, les 
cercles sont désignés p;u leurs foyers) : 

Les puissances réduites d'un point M d'un cercle perpendiculaire à 
deux cercles aparatactiques (Pl' QI) et (P 2, Q2), par rapport aux deux cercles 
(Pl> P 2) et (QI' Q2), sont égales. 

II. La cyclide (W) du § 146 est le lieu des points M tels que l'on ait 

MPl·MQl_ MP2·MQ2 
PlQl - P 2Q2 

Constatons d'abord que l'égalité précédente est vérifiée pour 

MPl =MP2 =0, MPl =MQ2=0, 
MQI = MP2 = 0, MQI = MQ2 = O. 

Cela veut dire que les quatre cercles (Pl' P 2), (Pl' Q2), (QI' P2) et (QI' 
Q2) font partie du lieu. 

Supposons d'abord que les cercles donnés (Cl) ou (PI' QI) et (C2) ou· 
(P 2' Q2) sont des cercles réels aparatactiquel; sans points communs. Nous 
savons, d'après l'étude analytique (1.46), que la cyclide (W) admet une 
génération normale dont la sphère directrice (0) est circonscrite au. 
quadrilatère P lP 2QlQ2 et à laquelle correspond une déférente réelle 
et réglée (K). L'étude géométrique, (1.44) nous apprend que (K) passe­
par les droites P lP2 et QI.Q2 ; les cercles (Pl' P 2), (Pl' Q2), (QI' P 2) et 
(QI' Q2) sont des cercles de la cyclide (W), orthogonaux à la sphère 
directrice (0) : ils sont donc des cercles de la génération normale corres­
pondante. Nous en concluons que la quadrique (K) passe, non seulement 
par les droites P lP2 et QlQ2' mais aussi par les droites P l Q2 et P2Ql' 

Utilisons maintenant le résultat établi au l (les notations ont 
changé). Les cercles perpendiculaires aux cercles (PI' P 2) et (QI' Q2) 
sont sur le lieu géométrique des points ayant même puissance réduite 
par rapport aux cercles (Pl ' QI) et (P2' Q2); ils sont orthogonaux à la 
sphère (0 ) et appartiennent par conséquent à la génération normale 
correspondante de la cyclide (W). Appelons (Do) et (Do') les axes de ces 
cercles. La déférente (K ) de la cyclide (W) est maintenant déterminée; 
la déférente (K) est l'hyperboloïde passant par les côtés Pl P2, P

2
Ot, 
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QlQ2 et Q2Pl du quadrilatère dont les sommets sont les foyers 'et par 
une des droites (tl) ou (tl /). 

La cyclide (W), lieu géométrique des points ayant même puissance 
réduite par rapport aux deux cercles aparatactiques réels (Cl) ou 
(Pl' QI) et (C2) ou (P2, Q2) peut être définie: 

10 par la sphère directrice (0) passant par Pli QI' P 2' Q2' orthogonale 
aux cercles (Cl) et (C2); , 

20 par.la déférente (K), hyperboloïde passant par les côtés P 1P2, 
P2QlI QlQ2 ~ Q2P l du quadrilatère dont les sommets s.ont les foyers Pli 
Q1> P2, Q2 et par l'axe d'un cerclE) perpendiculaire aux cercles (PlIl?2) 
et (QlI Q2)' .-

Ce résultat précis peut être traduit avec le langage utilisé au cha­
pitre VI. Un cercle de la génération normale de la cyclide (W), définie , 
par la sphère directrice (0) et Rar la déférente (K ), a pour axe une 
génératrice de cette déférente; supposons que cette génératrice coupe 
P lP2 en M et ~Q2 en M'; les points M et M' se correspondent homo­
graphiquement de manière qu'à Pl corresponde ~ et à P2 corresponde 
QI' Les cercles de la génération sont donc des cercles (il) de la con­
gruence définie par les deux cercles imaginaires C~ (Pl' P 2) et C; (Q1> Q2); 
comme cette famille de cercles (il) est définie par l'un des cercles 
perpendiculaires à (C~) et à (C~), elle est celle qui ~ été étudiée au 
§ 37; ces cercles coupent donc les cercles (C~) et (C~) sous des angles 
égaux. 

La cyclide (W), lieu géométrique des points ayant même puissance 
réduite par rapport à deux cercles aparatactiques (P 1> QI) et (P 2' Q2), est 
aussi le lieu des cercles qui coupent sous le même angle les cercles (Pl' P 2) 
et (~, Q2)' ' 

SupposQfis maintenant que les cercles ' donnés (Cl) et (C2) sont paratac­
tiques. Les cercles (P1> P2), (Pl' Q2), (P2, QI), (QI' Q2) sont toujours 
sur la cyclide (W); la déférente (K) passe donc encore par les côtés du 
quadrilatère P lP 2Ql Q2 : elle est définie par la propriété qu'elle possèdil 
d'être autopolaire par rapport à la sphère directrice (0). 

La cyclide (W), lieu géométrique des points ayant même puissance 
:par rapport à deux cercles paratactiques (Pli QI) et (P2, Q2)' peut être 
,définie: 

10 par la sphère directrice (0) passant par Pl' QI' P 2' Q2; 

20 par la quadrique (H) passant par les côtés du quadrilatère 
P lQlP2Q2 et autopolaire par rapport à la sphère (0). 

Cette cyclide est une cyclide de Dupin. 

.: 
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48 Ge'néralisation. - Lieu géométrique des points 'd, ont le • 
t. '1 lst rapport des puissances réduites par rapp~rt a d~ux cerc es ree es 

constant. - Nous nous bornerons à une etude tres sommaire. CEt lieu 

étant défini par 
MPl.MQl = k.MP2·MQ2, 

k étant une constante, les points des cercles (Pl' P2), ~Pl' Q2), (P2, ~). 
(Q Q) sont des points du lieu Celui-ci est une cychde (W) (le calcul 
en 2faitl foi) qui admet une génér'ation ~o.rm~le dont la sphère di.Î'ectrice 
est la sphère (0), circonscrite au quadnlatere P~P2QlQ2' Ce faIt, dans 
l'étude analytique, permettra de trouver la r~cme correspondante de 
l'é uation 'Il (À) = O. La déférente de la génératIOn normale passe encore 
pa; les côtés du quadrilatère PlP2QlQ2' Il en résulte que, lors~ue les 
cercles donnés sont paratactiques, la déférente (H) a avec la s~here (0) 

d .. t' P P et Q Q communes et que par consequent la, eux genera nces 1 2 1 2 . ' 
cyclide (W) est une (W2). On vérifiera que c'est une cychde de Dupm. 



NOTE 1 

GÉNÉRATION DES SURFACES CYCLIDES 

,1 .. Cas général. -.Nous allons reprendre, dans l'exposé de cette note, les 
detalis des calculs qUI nous ont p ermis d'énoncer les résultats des § 55 56 
57,58. ' , 

L'équation de la cyclide à étudier est 

(1) (x' + y' + Z2)2 +.ax· + a'y' + aHz' + 2cx + 2c'y + 2cHz + à = O. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la sphère (1:) d'équation 

(2) x' + y' + z' - 2= - 2~y - 2yz + h = ° 
soit ou b.itangente à la cyclide ou inscrite est que dans l~ faisceau linéaire 
de quadrIques 

3) (2exx + 2~y + 2yz-h)' + (a + À)x' + (a' + À)Y' + (aH + À)Z" 
+ 2 (c- exÀ)x + 2(c' - ~À)y + 2(c' -YÀ)z + d + Àh = ° 

on trouve deux plans distincts ou confondus. Nous chercherons donc les 
points multiples des quadriques (3) en posant 

2exx + 2~y + 2yz - h = u. 

Le système à résoudre et à discuter est (53) : 

) 

2ex u + (a + À)x + c - exÀ = 0, 
2~u+ (a' +À) y +c' -~À= ° 

(4) 2yu + (aH + À)z + CH - yÀ = 0', 
2ex x + 2~y + 2yz - h - u = ° 

. 2cx + 2c'y + 2cHz - À u - 2hu + ~h + 2d = O. 

Nous supposerons, dans ce paragraphe, que l'inconnue À n 'est égale à aucun 
des nombres - a, _ a', _ aH. 

Des trois premières équations du système (4), nous tirons les valeurs sui­
vantes de x, y, z : 

(5 

x = exÀ- c- 2a:u, 
a+À 

y = I3À - c' - 213 u , 
a' + À 

z= YÀ-c
H
-2yu. 

aH + À 

Nous portons ces valeurs de x, y, z dans les deux d '. 
deviennent errueres équations, qui 

(6) A + Bu= 0, 
A' + B'u= 0, 
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en posant 

A == 2ex(c-Àa:) + 213 (c' - ÀI3) + 2y(c
H 
-Ày) + h 

a + À a' + À aH + À ' 

B==~+~+~+1, 
a + À a' + À aH + À 

A ' == 2c(c-Àex) + 2c' (c' -ÀI3) + 2c
H

(C
H 

- Ày) -Àh- 2d 
a + À a' + À aH + À ' 

B' ~ 4cex + ~ + ~ + À + 2h. 
a + À a' + À aH + À 

Supposons d'abord que À n e soit pas une solution commune aux deux 
équations 

' B= 0, B' = O. 

Pour que le système (4) ait des solutions, il faut a lors que les deux équations 
(6), du premier degré en u, aient une solution commune , c'est-à-dire que À 
soit une solution de l'équation 

AB'-"':"'BA' = O. 

À et u sont alors déterminés et le système de solutions qui correspond à ces 
valeurs, x, y, z, est unique. La quadrique (3) admet un seul point double, et 
la sphère (1:), tangent e à la cyClide, n'est ni bitangente à celle-ci, ni inscrite. 
Cette solution es t à écarter. 

Supposons alors que À soit une solution commune aux deux équations 

B = 0, B' = O. 

Pour que le système (4) ait des solutions, il faut en outre que les deux équations 
(6) soient vérifiées, c'est-à-dire que À soit aussi une solution commune aux deux 
nouvelles équations 

A= 0, A' = O. 

S'il existe donc une valeur de À, solution commune aux quatre équations 

A = 0, A' = 0, B = 0, B' = 0, 

À étant déterminé e t u arbitraire, la quadrique (3) admet une ligne de points 
doubles , déterminée par les équations (5) , et la sphère (1:) est bitangente à la 
cyclide. 

Ce système d'équations est équivalent au suivant: 

B=O, B'=O, 2A'+ÀB'=0, ~ 2A+ÀB-B' =0. 

La dernière de ces équations est vérifiée qu~l que soit À; les trois autres 
forment un systèm e remarquable, que nous transcrivons ci-dessous: 

(7) 

(8) 

(9) 

1. • 1. '. 1 H. 
_"c_+ _,,_c_+ _,,_c_+ À'-4d= ° 
a + À a' + À aH + À ' 

~+ ~+-.i:L+1=O 
a + À a' + À aH + À ' 

~ + .i{L 4c# y + À + 2h = O. 
a + À a' + À + a" + À 

L 'équation (7) donne, en fonction de a, a', a", c, c', c', d, coefficients de 
l'équation de la cyclide, les valeurs de l'inconnue À. La valeur de À, réelle ou 
imaginaire, solution de l'équation (7), étant choisie, l'équation (8) exprime 
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que le centre- de la sphère (E) doit se trouver sur une qua~rique à centr<" 
d'équation 

~+~+~+1=0, 
a + À a' + À a" + À 

que nous appellerons la déférente relative au mode de génération qui correspond 
à la racine À. L'équation (9) exprime que la sphère (E) est ortho"'onale à la 
sphère fixe " 

, "À 
x' + y' + Z2 + 2~ + 2~ + 2~ + - = 0 

a + À a' + À ah + À 2 ' 

que nous appellerons la directrice relative à ce mode de génération. 
A chacune des racines de l 'équation (7), correspond donc un mode de géné- -

ration de la cyclide comme enveloppe de sphères à deux paramètres dont le 
centre décrit une quadrique déférente et qui restent orthogonales à une sphère 
directrice fixe (Cf. 56). ' 

Nous aurons à examiner quel est le nombre de ces générations, si les défé­
renies sont des quadriq..ues réelles et si ces quadriques sont ré"'lées. Cette 
étude sera faite ultérieurement. " 

2. Résolution dans le cas singulier (À = - a). - Dans ce para­
graphe, nous supposerons le nombre a distinct des nombres a' et a"; nous nous 
proposons d'examiner s'il est possible de résoudre le système des équations 
(~) en donnant à l'inconnue À la valeur particulière - a. 

La première équation du système (4) est alors 

2exu + c- exÀ = O. 

Si ex est ~if!érent de zéro, u est défini par cette équation, y par la seconde, 
z par la troISIème et x par la quatrième. Si le système (~) a des solutions, ces 
solutions corresp,ondent au cas où, les valeurs de x, y, z étant uniques, la 
quadrique d'équation (3) admet un seul point double; la sphère (~) n'est 
donc, dans ce cas, ni bitangente à la cyclide, ni inscrite dans celle-ci. 

Nous supposerons donc ex = O. La première équation du système (~) devient 

c= O. 
Les Jeux suivantes nous donnent les valeurs de y et de z : 

(10) = (3À-c'-2(3u z=XÀ-c
h

-2xu. 
y a' + À' aH + À 

Nous portons ce~ valeurs de y et de z dans les deux. dernières équatioDil, qui 
deviennent 

) l A + Bu = 0, 
(11 A' + B'u= 0, 

en posant, cette fois, 

A = 2(3(c'-À(3) + 2X(c' -ÀX) + h 
a' + À a' + À - ' 

B=~+2.L.+1, 
a' + À ah + À 

A' = 2c' (c' - À(3) + 2c' (Ch - ÀX) Àh _ 2d, 
a' + À a' + À 

B' = ~ + ..!!.!!:.:L + À + 2h. 
- a' + À aN + À 

À ayant, par hypothèse, la valeur fixe - a. 
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10 Supposons d'abord que - a ne soit pas une racine commune aux deux 
quations 

B= 0, B' = O. 

Pour que le système ( ~) ait des solutions, il faut alors que les deux valeurs de 
u, solutions des équations (11), soit égales; il faut, pour cela, que - a soit 
une racine de l'équation 

AB'-BA' = O. 

Lorsqu'il en est ainsi, u est déterminé et l a quadrique (3) admet une ligne de 
points doùbles, définie par les équations (10), puisque x demeure arbitraire. 
Les sphères CE) correspondantes sont bitangentes à la cyclide. -

Ainsi donc, lorsque c = 0; et dans ce cas seulement, les sphères (~) dont les_ 
coefficients ex, (3, X, ft sont liés par les deux relations 

ex = 0, AB' - BA' = 0 (À = - a) 
forment une famille de splières à deux paramètres bitangentes à la cyclide. 
Leurs centres sont dans un plan fixe. Nous compléterons par une étude plus 
précise les propriétés de cette famille de sphères (5). _ 

20 Supposons ensuite que - a soit une racine commune aux deux équations 

B = 0, B' = O. 

1 Pour que le système (~) ait des solutions, il faut, alors que - a soit aussi une 
racine commune aux deux équations (11), ' 

A= 0, A' = O. 

L.orsqu'il en est ainsi! la valeur de u étant arbitraire, les _équations (10) défi­
DIssent un plan de pOInts doubles, et la sphère (~) est inscrite dans la cyclide. 

L e système d'équations 

A = 0, A' = 0, B = 0, B' = 0 

est équivalent au système suivant: 

B = 0, B' = 0, 2A' + ÀB' = 0, 2A + ÀB-B' = O. 

La de.rnière de ces équations étant vérifiée quel que soit À, restent les trois 
équa~lOns que nous allons écrire. Elles se _déduisent des équations (7), (8) et (9), 
en faIs~n~ ~ = 0 e~ en remplaçant enSUIte À par - a. Pour ne_ pas masquer 
cette sImIlItude d aspect, nous transcrirons ces équations sans remplacer À 
par- a: 

(12) 

(1 3) 

(14) 

L 'égalité (12), 

~ '2 ,_ "t _c_ + _"'_C_ + À2-~d= 0 
a' + À aN ,+ À ' 

~+~+1=O 
a' + À aN + À ' 

~ + ..!!i:..:L -i- À + 2h = O. 
a' + À aN + À 

~c'· 4c"" --+ -- + a' - 4d = 0 
al-a' a'-a ' 

e~t une condjtio~ !mposé~ aux coef~cients de la cycÜde. Lorsque ce~te condi­
tion et la condItion c =, Q 80Ilt vérifiées toutes les deux, et dans ce cu 



• / 
1'18 NOTE 1 / 

seulement, les sphères (E) dont les coefficients CI: , 13, y, h sont liés par l,s 
deux relations (1 3) et (14), À étant r emplacé par - a, forment une famine 
de sphères à un paramètre, inscrites dans la cyclide. 

Le centre de ces sphères décrit la conique dont les équations sont 

x= 0, ~+~+1=0 
a'-a a"-a 

(conditions CI: = 0 et 13), qui est, par définition, la déférente du mode de géné­
ration correspondant. 

Ces sphères sont orthogonales à. une infinité de sphères fixes, d'équations 

'+ 2 + '+ 2 + 2c'y + ' 2c"z a - 0 
x y z f.Lx a'-a a"-a -2-

(condition 14). Une quelconque de ces sphères, obtenue en donnant au para­
mètre f.L une valeur quelconque, est, par définition, la sphère directrice de la 
génération. L'intersection de la sphère directrice et du plan de la déférente 
est un cercle, dont les équations sont indépendantes de f.L : nous l'appellerons 
cercle directeur de la génération. Les sphères (E) sont orthogonales à ce cercle 
directeur. 

3. Conclusion. - Il est commode, pour interpréter les résultats établis 
dans les paragraphes précédents i et 2, d'écrire l'équation (7), 

, , i '. , ", _,,_c_ + _ ,,_c_ + _,,_c_ + À' _ 4d = 0 
a + À a' + À a" + À ' 

sous la forme 

en posant 

cp (À) = 4c' (a' + À )(a" + À) + 4c" (a" + À) (a + À) + 4c"' (a' + À) (a + À) 
+ (Àt-4d) (a + À) (a' + À) (a" + À). 

L'équation cp(À) = 0 n'admettant pas, en général, les racines - a, - a', 
- a", nous conviendrons, lorsqu'elle les admet, de dire que ces racines sont 
des racines ~ingulières de cette équation. 

Toute racine de l 'équation (7) est une racine non singulière de l'équa­
tion cp (À) = 0, et toute racine non singulière de cp (À) = 0 est une racine de 
l'équation (7). Nous indiquons par le tableau ci-contre dans quels cas 
l 'équation cp (À) = 0 admet la racine singulière - a : 

Le résultat établi au § i peut s'énoncer en disant: 

A chacune des racines non singulières de l'équation cp (À) =- 0 correspond 
un mode de génération de la cyclide comme enveloppe de spUres à deUJ: para­
mètres (cf. 56). 

et les résultats établis all § 2 peuvent s'énoncer en disant: 

Lorsque (a' - a) (a" - a) est différent de :l;6ro, à la racine singulière 
- a correspond un mode de génération comme enveloppe de sphères à deux 
paramètres si la racine singulière est simple, et comme enveloppe de 
sphères à un paramètre si la racine singulière est mulüple (cf. 56 et 57). 
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-
c*O -a n'est pas 

racine 

4 " 4 ", 
(a"-a) (a'-a) *0 

_c_+ _c_ + a'- 4d*0 -aest racine , " a -a a-a simple 

1 
c= 0 

4 H. 4 " _c_ + _c_+ a2 -4d=0 - a est racine 
a'-a aH_a multiple 

\ ,'+ ,",",0 - a est racine 
simple 

4cH, 
- a est racine a=a'; 

(a'-a) ,",0 l' ~,' ~ 0 
-H-- + a' - 4d * 0 
a -a double 

4c"' 
- H-- + a' - 4d = 0 - a est au 
a -a moins triple 

c' + c" + CH, * 0 - a est racine 
double 

a = a' = aH 

c = c' = CH = 0 - a est au 
moins triple 

Lorsque la racine singulière - a est multiple, les sphères (~) sont 
orthogonales à un cercle fixe, le cercle directeur, dont les équations sont (55) 

x= 0, y' + z' + 2c'y + 2c
H

z _~= O. 
a'-a a"-a 2 

L'axe de ce cercle directeur est réel et son rayon R est donné par l'équation 

Si nous posons 

nous aurons 

'2 IIi 
R' = c + c +~. 

(a'-a)' · (aff-a)' 2 

4 " , "' u(À) = _c_ + _,,_c_ + À' _ 4d, 
a' + À aH + À 

u' (À) 4c" 
= - (a' + À)' 

,_ "2 

.. c + 2À. 
(a" + À)' 

Nous supposons encore (a' - a) (aH - a) différent de zéro. Lorsque la 
racine singulière - a est racine double de cp (À) = 0, elle est racine simple 
de u(À) = 0 et u' (- a) est différent de zéro; dans ce cas, le rayon R du cercle 
directeur n'est pas nul. Lorsque - a est racine au moins triple, ce rayon est 
nul. 

4. Génération normale : Premier cas. - Avant d'étudier les cas 
particuliers qui n'ont encore fait l'objet d'aucun examen, il est nécessaire 
d'approfondir et de préciser les premiers résultats que nous venons d'énoncer. 
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Nous avons d éjà convenu (55) d'appeler géhération normale d'une cyclide 

la génération comme enveloppe de sphères (E) dont l'équation dépend de deupc 
paramètres indépendants, et générat ion exceptionnelle la génération comme 
enveloppe de sphères (L ) dont l'équation dépend d 'un paramètre. 

Nous avons raisonné d ans les paragraphes précédents co mme si toute sphère 
(L) dont l 'équation dépend d'un ou deux paramètl'es avait une enveloppe . 
Nüùs savons que, s'il en est a insi en général, il y a des cas d'exception; nous 
avons explicitement indiqué, p ar exemple, (46) que les sphères d'un faisceau 
quadratique ont une enveloppe dans le cas où les sphères de base n e sont pas 
des sphères d 'un faisceau linéaire, et (59) que les sphères d:une congruence 
bilinéaire ont une enveloppe dans le cas où les sphères de base n e sont pas des 
sphères d'un faisceau ou d'une congruence linéaire. L'étude à laquelle nous 
allons procéd.er a pour but d 'établir aussi nettement que possible que les 
générations découvertes aux paragraphes précédents correspondent bien à 
des familles de sphères ayant des enveloppes. 

I! en est ainsi, évidemmen,t, pour certaines générations du § 1. Les sphères 
(L) sont les sphères d'une génération normale ; leur centre ùl décrit une qua­
drique (H) et elles sont orthogonales à une sphère directrice (0). Lorsque la qua- . 
drique (H) est réelle et que les sphères (L) sont réelles, une étude géométrique 
classique p ermet de démontrer que la sphère (L) est tangente à la cyclide 
enveloppe en deux points M et M', r éels ou imaginaires; ces points sont situés 
sur la perpendiculaire abaissée du centre 0, supposé réel, de l a sphère direc­
trice sur le plan tangent en ùl à la quadri~ue (H). On pourra s'assurer que, 
dans le cas simple où (a - a') (a - aH) (a - a") cc' CH est différent de zéro, 
l'équation (7) a trois racines réelles, auxquelles..correspondent trois modes de 
génération normale; les déférentes de ces générations sont un ellipsoïde réel, 
un hyperboloïde à une nappe, un hyperboloïde à deux nappes, Pour chacun de 
ces modes de génération, l 'étud4éométrique précédente permet de conclure. 

I! est même possible de préciser davantage pour celle de ces générations 
dont la déférente est un hyperboloïde à une nappe. Les sphères (L) de la géné­
ration normale correspondante sont les sphères d'une congruence bilinéaire: 
la sphère (L), de centre ùl, coupe la cyclide (51) suivant deux cercles, 
r éels ou imaginaires, dont les plans passent par la droite OMM' et sont perpen­
diculaires aux plans des génératrices (D) et (.:1) de la quadrique (H) qui passent 
par ùl. 

L'une des infériorités de la méthode géométrique est que, se bornant à 
l'étude de certaines propriétés réelles des figures, elle n'embrasse pas toujours 
la. totalité des cas possibles et multiplie, en tout cas, le nombre des cas parti­
culiers. L'étude analytique de certains problèmes déjà résolus géométrique­
ment s'impose donc pour compléter l 'étude géométriqu e et la simplifier. L'un 
des objets de la géométrie analytique est de donner une existence à des êtres 
qui sont dits, bien que ces mots jurent d'être accouplés, géométriques imagi­
naires. L'avantage de cette généralisation est de rassembler sous un même 
énoncé des propriétés d'aspect différent, d 'économiser les démonstrations, de 
soulager la mémoire et de stimuler l'imagination, d'une part en classant les 
propriétés trouvées, d'autre part en indiquant des généralisations possibles. 
J,,'inconvénient de cette généralisation est qu'elle utilise le langage de la 
géométrie pure pour définir des êtres qui n'ont aucune existence géométrique 
et qu'elle propose des démonstrations, d'aspect géométrique, qui n'ont d'autre 
sens qu'en analytique. 

L'application de ces considérations générales au problème particulier résolu 
au § 1 conduit à examiner s 'il n'est pas possible d'exprimer les coefficients <x, 
[3, y, h du premier membre de l'équation de la sphère (L) en fonction rationnelle 
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de. deux paramètres À et [L. Nous utiliserons , pour le faire, le résultat suivant: 
les coordonnées d'un point d'une quadrique (H), non développ able mais 
quelconque, dont l 'équation est à coef fi cients réels ou complexes, p euvent 
être exprimées, en fonction de deux variables indép endantes À et [L, par les 
formules 

(15) x = -cl À[L + c, À + c. [L + c. , y = c~À[L + clÀ + C~[L + C~, 
al À[L + a, À + a. [L + a. a,À[L + a.À + a.[L + a. 

1/, + Il II If .;=CIA[L C2À+C~ [L +C" 

alÀ[L + a.À + a.[L + a, 

a., a" as, a., etc. étant des constantes réelles ou complexes. Il es t par conséquent 
possible de répeter mot pour mot la démonstration donnée au § 49 et d'en 
conclure que l'équa~ion de la sphère (L ) est, dans ce cas, de la forme 

SIÀ[L + S,À + S.[L + S, = O. 

Nous ~onviendrons de généraliser les définitions et les démonstrations 
données lChapitre VII) dans tous les cas où ces définitions et démonstrations 
sont analytiques, au cas où al> a2 , etc., sont des nombres réels pu complexes. 
Moyennant cette convention, et sous les réserves d'interprétation faites ci­
dessus, nous pouvons dire que : 

A chacune des racines non singulières de l'équation <p (À) == 0 correspond 
un mode de génération normale. Les sphères CE) correspondantes sont les 
sphères d'une congruence bilinéaire, bitangentes à la cyclide en deux points 
réels ou imaginaires, distincts ou confondus. 

Cet énoncé précis est en défaut dans le seul cas où le rayon de la sphère 
directrice est nul: nous verrons plus loin que, dans ce cas, la cyclide admet un 
point double, et que les sphères (L) passent par ce point double et touéhent 
la cyclide en un seul point. 

5. DeU%ÏèIIle cas. - Nous nous placerons, dans ce paragraphe, dans 
le cas où c = 0 et où, en outre, (a - a')(a - aH) est différent de zéro. 
Nous examinerons d'abord le cas où, la quantité 

,. '21 1. H, _",_c_ . + _",c __ + a2 _ 4d 
a'-a aH_a 

étant différente de zéro, l' équation cp (À) admet la .racine simple - a, à laquelle 
correspond un mode de génération normale que nous allons étudier. 

Reprenons, dans ces hypothèses, le système des équations (4). À ayant la 
valeur - a et Cl( étant nul, la première équation est toujours satisfaite. La 
seconde et la troisième nous donnent, puisque u, étant une variable indépen-

dante, n'est pas constamment égal à - ~, des expressions de [3 et de y en fonc-
2 

tion de u, y et z : 

[3 = c' + (a' + À) Y, 
À-2u 

La cinquième nous donne h : 

y = CH + (aH + À)z. 
À-2u 

h = Àu- 2c'y- 2c"z- 2d. 
À-2u 

.. 
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Nous porterons ces valeùrs de (3, y et h dans la quatrième équation, ce qui 
donne, en remplaçant À par sa valeur - a , _ 

(a' - a) y' + (ah - a) Z2 + u' + 2c'y + 2cH z + au + cl = O. 

L es troi~ ,paramètres y, z, ,u, en fonction desquels nous avons exprimé ex, (3,y et 
h, sont Iles par cette l\!)lahon, que nous écrirons 

(16) (a'-a) (y+ _,_C' _)2 + (ah_a) (z + ~)' + ( u+!:)' 
\ a -a a -a 2 

C
/2 

C
H2 a2 

= - '-- + -H-- + -- d. 
a -a a -a 4 

La relation (16) exprime que le point dont les coordonnées sont 

X = u, Y = y, Z = Z 

est un point d 'une quadrique non développable. 
Il en ~ésulte que X, Y, Z et par conséquent u, y, z peuvent être exprimés 

e? !onctlOn de deux paramètres À et [L par l es formules (15). On en conclura 
alsement que les sphères (~) ont une équation de la forme 

S,À[L + S2À + S3[L + S, = 0, 

les sphères (S,), (S,), (S3), (S,) n'appartenant pas à un faisceau ou à une 
congruence linéaire. 

~~ gén~ration normale, 9ui, ~ans le cas envisagé, correspond à la racine sin­
guliere, sunple, - a de 1 equabon <p (À) = 0 n'est donc pas de nature différente 
de celles trouvées plus haut (4). Les sphères (I:) correspondantes sont encore 
les sphères d'une congruence bilinéaire. 

6. Génération exceptionnelle. - Les hypothèses étant 

c = 0, (a' - a) (aH - a) ~ 0, 
4c" 4cH

, -- + --+ a'-4d =0 
al-a a/l-a ' 

l'équa,ti~n <p(À) = 0 a,dmet la racine multiple - a, à laquelle correspond 
une genera~lOn e~ceptlOnne ll e " L es centres des sphères (~ ) de cette génération 
sont les pomts d, une comq ue a centre ~on décomp,osée" réelle ou i,maginaire, 
dont le plan est reel. Nous pouvons chOIS))', pour sphere dIrectrice (0) à laquelle 
les spheres (~) sont 'Orthogonales, une sphère dont le centre est réel. Nous 
avons démontré (45) que, dans le cas où la déférente est une conique réelle 
l~s sphères (~) sont les sphères d 'un faisceau quadratique, Cette démonstra~ 
tlO~, sou,s les ,rés,erves faites, peut être étendue au cas où la déférente est une 
comque ImagmaIre, Nous pouvons donc affirmer, sous les réserves déjà faites 
(4), que: 

A la racine singuli~r~ -: a, racine ,multiple de l'équation <p (À) = 0, corres­
pond un m?de d~ gene:atlOn exceptll~nne1. Les sphères (I:) correspondantes 
so~t les spheres d un faisceau quadratique et touchent la cyclide en tous les 
POlllt~ (sa~ de';1x ~u ~axim~) d'un cercle, dont le plan est réel si la déférente 
est reelle, Imagmarre SI la deferente est imaginaire. 

7. Étude de cas particuliers : Pren:lÏer cas. - Nous terminerons 
la recJ:lerche des sphères bitangentes à la cyclide ou inscrites dans celle-ci en 
exammant les derniers cas partiéuliers qui peuvent se présenter. 
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Nous supposerons, dans ce paragraphe, que l'on a 

a = a' , aH - a ~ 0, c2 + C', ~ 0, 

Dans ces conditions, l'équation <p(À) = 0 admet (51) la racine exceptionnelle 
_ a comme racine simple. Nous allons chercher s'il lui correspond un mode 
de génération et le caractériser, 

Observons d'abord que la quadrique (Q) (notations du § 53) est de révolu­
tion. Elle admet une infinité de systèmes de directions principales formant .,. 
un trièdre trirectangle; l'une d'elles, choisie pour axe Oz, est fixe. Nous choi­
sirons les deux autres de manière que nous puissions supposer c nul. Nous 
admettrons donc que l'on a 

c = 0, c' ~ O. 

Dans les calculs qui suivent, la valeur de À est - a par hypothèse, Nous ne 
remplacerons À par sa valeur qu'une fois le calcul terminé, pour permettre au 
lecteur de le comparer aux calculs précédents, 

Le système d'équations (4) devient, en tenant compte des hypothèses: 

(17) 

( oc (2 u - À = 0, 
, (3(2u- À) + c' =0, 
< y(2u - À) + CH + (aH + À)z = 0, 
) 2exx + 2(3y + 2yz - h - u= 0, 
( 2c'y + 2cH z - Àu - 2hu + Àh + 2d = O. 

Puisque , par hypothèse, c'est différent de zéro, 2u - À est aussi différent 
de zéro, et la première équation impose la condition: 

ex = O. 

Si cette condition est satisfaite, comme (3 n'est pas nul (c' ~ 0), la seconde 
équation fixe la valeur de u; la troisième fixe la valeur de z (ah - a ~ 0) ; 
les deux dernières doivent donner pour y une valeur commune; il faut, pour 
qu' il en soit ainsi, que les coefficients (3, y, h de la sphère ( ~) soient liés par la 
relation 

(18) 
c' 2cH z-Àu-2hu+Àh+ 2d . 

Lorsque cet te condition et la condition ex = 0 sont satisfaites, y et z étant 
fixés et x demeurant arbitrair e, la quadrique (3) du § 1 a une ligne de points 
multiples, et la sphère (~) est, en général, bitangente à la cyclide. Or la sphère 
(~) dépend de deux paramètres; il correspond donc à la racine simple excep­
tionnelle - a de l'équation <p (À) = 0 une génération normale, 

Pour étudier cette génération, nous procéderons comme au § 4. Les trois 
premières équations du système (17) nous donnent les valeurs de ex, (3, y : 

r.>. _ c' _ (ah + À)z + Ch. 

ex = 0, 1"" - À- 2u' Y - À- 2u ' 

la valeur de h est alors donnée par l'équation (17) : 

h = (a" + À)z' + u·-d. 
À-2u 

Remplaçons dans ces expressions À par sa valeur - a et posons 

a"-a=-k", u-kz=À', u+kz=fI.'; 
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l'équa tio"n de la sphère \~) sera 

-À'(.L' + À'(x2 + y' + Z2 + h ) + (.L' (x' + y' + z'-kz) + a (x' + y2 + zr) 
+ 2c'y + cHz + d = O. 

Elle est bien , )/ et (.L'étant deux paramètres , de la forme 

S,À' (.L' + S,À' + S, (.L ' + S. = O. 

C'est donc une sphère d 'une congruence bilinéaire, dont les sphères d e bases ne 
sont les sphères ni d 'un fais ceau , ni d 'une congruence linéaire. 

La génération normale qui correspond aux conditions choisies et à la racine 
singulière - a, de l'équation cp (A) = 0, n'est donc pas de nature différente de 
celles trouvées plus haut (4). Les sphères (:E) correspondantes sont encore les 
sphères d'une congruence bilinéaire. 

8. DeUldème cas. - Nous supposerons , dans ce paragraphe, q\le les 
conditions suivantes sont réalisées : 

a= a' , .. aH -a::j; 0, c = c' = 0, 
1. H2 _:_c_ + a2 _ 4d ::j; O. 

a -a 

C'est le cas d'une cyclide d e révolution autour de Oz. Les conditions imposées 
sont choisies de manière que - a, racine singulière de l 'équation p (À) = 0, 
soit racine double de cette équation. Nous allons chercher s'il lui correspond 
un mode de génération e,t le caract ériser . 

Dans les calculs qui suivent, la valeur de h est - a par hypothèse'; nous ne 
remplacerons À par cette valeur qu 'une fois les calculs terminés pour ne pas 
masquer les analogies qu ' ils présentent avec des calculs déjà faits . 

Le système d'équations (4) devient 

) 

a (2u-À) = 0, 
~ (2u -À) = 0, , 
y (2u-À) + CH + (aH + À)z = 0, 
2IXx + 2~y + 2yz- h- u = 0, 

2c"z- Àu - 2hu + Àh + 2d = O. 

(19) 

Observons d ' abord que la solution commune aux deux première·s équations, 

2u-À = 0, 

est à rejeter; en effet, remplaçons À par - a et u par - ~ dans les équations du 
2 

système (19) : la troisième et la cinquième d e ces équations deviennent 

c" + (aH -a)z = 0, 
, . 

2c"z-.!!:..- + 2d= 0, 
2 

et le résultat de l'élimination de z entre ces deux équations est 
" "1 ' _,,_c_+ a2-4d= O. 

a/lf· _ a . 

Cette condition n 'étant pas réalisée, le système (19) n'a pas, dans ce cas, de 
solutions. 

Nous supposerons par conséquènt que 2u - À n'est pas nul ; les deux pre­
mières équations du système (19) nous d~nnent les deux conditions 

ct = 0, ~ = O. 
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La troisième donne la valeur de z : 

z = Ày - CH - 2yu . 
a" + À 
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Nous remplacerons z par cette va leur dans les premiers m embres des deux 
d ernières équations; celles-ci deviennent 

(20) 
~ A + Bu = 0, 
? A' + B'u = 0, 

en posant , cette fois , 

A == 2y(c
H 

-: Ày) + h, 
a N + À 

A' ==2c
N

(C
H

_ ÀY ) - Àh-2d, 
a H + À 

B ==~ + 1, 
a H + À 

B' ==~ + À + 2h 
aH + À 

(rapprocher ces calculs d~ ceu::, que nous a~~ns .effectués aux § i et 2). . 
Si, pour la valeur de À egaIe a --:- a , B et ~ ~ta .. ent nuls .tous deux, le systeme 

(19) n 'aurait de solutions que SI A et A etaIent aussI nuls; or Ges quatre 
nombres ne peuvent être n.uls à la fois, éar la quantité 2A' + ÀB' , 

4 H. 
2A' + ÀB' == _c_ + À' - 4d, 

aH + À 

est par hypothèse , différente de zéro quand À es t égal à-a. 
Nous supposerons donc que , B et B' n 'étant p as nuls tous les deu~.' les 

deux équations (20) ont ~ne solution commu~e en u . . Il fa?-~ , pour qu Il . en 
soit ainsi, que les coefficIents y et h de la spher e (E) SOIent h es par la relatIOn 

Lorsque les trois conditions 

IX = 0, 

AB' - BA' = O. 

~ = 0, AB' - BA' = 0 

sont satisfaites, le système (19), qui n 'est autre que le système (4).' a. des 
solutions' la valeur de u et celle de z sont déterminées, x et y restent arbItraIres. 
La quad;ique (3) a un plan de points doubles, et la sphère CE) est en génér~l 
inscrite dans la cy clide. Or la sphère (~ ) dépend d'un seul p aramètre ; Il 
correspond donc, à la racine double singulière - a de l' équation <p (À) = 0, 
une génération exceptionnelle. 

Pour étudier cette généra tion , nous procéderons comme aux § 5 e t 6. Les 
trois premières équations du sys tèm e (19) nOlis donnent les valeurs de IX, ~, Y : 

O fJ. = 0, CH + (a N + À)z 
IX = , t' Y = À _ 2u ' 

et la cinquième, la valeur d e h : 

h = Àu - 2c~z - 2d. 
À - 2u 

N~us porterons dans la quatrièm e équati~n les valeurs tr~uvées , après avoir 
r emplacé À par sa valeur - a, et nous ob.tlendrons la relatIOn 

u. + z2 (a H - a ) + au + 2c"z + d = 0, 
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qui lie l es deux paramètres u et z. Cette rela tion s'écrit 

(21) u + - 2 + (aN - a) z + -,-, -- Iiii" - ,,-- + - - d. (
a) (c")2 c

N

, a
2 

2 a -a a -a 4 

L e second membre étant, par hypothèse, différent de zéro , elle exprime 
qu e le point de coordonnées X = u et Y = z décrit u ne conique à centre non 
décomposée. Les coordonnées d'un point de cette coniqu e peuvent s'exprimer 
en fonction rationnelle d'un paramètre t, et y et h s'expriment aussi ration­
nellement en fonction de t. Le calcul est simple; il peut, dans l'hypothèse où 
la conique d'équation (21) est réelle, seul cas intéressant en pratique, êtr e 
conduit sans intervention de nombres complexes; nous opérerons ici sans nous 
sou cier de la nature des nombres intr oduits, notre seul but étant de montrer 
qu e la génération correspondant à la racine À = ~ a est une génération 
exceptionnelle, par sphères inscrites d'un faisceau qu adratiqu e. 

Posons donc 

aH-a = _k2, u+~-k(z+~ ) =r~, 
2 a -a 

u + ~ + k(Z + _ c_
H

_) = ~, 
2 aH_a t 

C" 2 a2 --- + -- d= r2
• 

a"-a 4 

L 'équ ation de la sphère (1:) sera, t étant le paramètre var iable, 

(2k (x"+ y2+Z2) + 2k2z+ ak~ 2cN )t2-4krt+ 2k(X2+y2+ Z2) - 2k2z+ak+ 2c" = O. 

Cette équ ation est b ien de la fo rme 

S,t2 + 2S 2t + S3 = 0, 

et les sphèr es (S,), (S2)' (S3) ne son t pas des sphèr es d 'un fa isceau linéaire. 

Il en résulte que la génération exceptionnelle qui correspond, dans le cas 
envisagé, à la racine sin!JUlière double - a de l'équation <p (1 .. ) = 0, n'est pas 
de nature différente des générations exceptionnelles déjà trouvées (6). Les sphères 
(1:) de cette génération sont les sphères d'un faisceau quadratique; elles sont 
tangentes à l a cyclide en tous les points d'u n parallèle d 'une surface de révo­
lution ; leurs centres sont des points de l'axe de la surface. 

9. TroisièDle cas . - Lorsque les hypothèses sont 

a= a', 4C"2 

" + a2 -4d = 0 , 
a -a 

a" - a =p 0, c = c' = 0, 

- a est une racine au moins trip le de l 'équation <p(À) = O. 
Nou s a llons montrer que, lorsqu'il en est ainsi, la cyclide est décomposée. 

Remplaçons, dans l'équation de la cyclide, d par sa valeur; l'équation s'écrit 
a lor s 

( x2 + y2 + Z' + ~)2 + (aH _ a) (z + ~ \ 2 = O. 
2 a -a) 

L~ cyclide est donc bien décomposée, et la sphère (1:) est soit indéterminée, 
SOit fixe . 
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10. QuatrièDle cas. - Nou s su pposerons maintenant 

a = a' = aH, c' + C/2 + CH' =p O. 

L'équation <p (À) = 0 admet a lors la racine singulière - a double; nous nous 
proposons d'étudier si le système (4) a des solutions lorsque À est remplacé 
p ar -a. 

La quadrique (Q) du § 53 est alors une sphère; tous les trièdres trirectangles 
sont des trièdres de directions principales de cette quadrique; nous pouvons 
d onc choisir les axes Ox, Oy, Oz de manière que c et c' soient nuls. 

Supposons donc 

c = c' = 0, 

L e système (4) s'écrit 
1 ()( (2u- À) = 0, 
\ (3 (2u-À) = 0, 

f 

y (2u-À) + CH = 0, 
2()(x + 2(3y + 2yz - h - u = 0, 

. 2c"z-Àu- 2hu + Àh + 2d = O. 

Nous ne remplaçons pas, pour le moment, À par sa valeur - a; il suffira de 
faire ce remplacement lorsque les calculs seront terminés. 

Puisque, par hypothèse, c" est difTérent de zéro, '2u - À et y sont tous deu x 
différents de zéro . Les deux premières équations imposent les conditions 

()(= 0, (3 = O. 

L a t r oisième donne la valeur de u; la quatrième e t la cinquième, deux valeurs 
de z qui doivent être égales, ce qui impose une troisième condition aux coeffi­
cients y et h de la sphère (1:) : 

y _ h+ u 
c" Àu + 2hu-Àh-2d 

Lorsque ces t rois conditions sont satisfaites, la quadrique (3) du § i a un 
plan de points doubles, et la sphère (1:), dont l'équation ne dépend qu e d'un 
seul paramètre, est en général inscrite dans la cyclide. 

Nous formerons l'équation des sphères (1:) en calculant y et h en fo nction 
du paramètre u; cette équation sera 

u2 _ 2u (x2 + y2 + Z2) - a (x' + y' + Z2) - 2c" z - d = O. 

E lle est de la forme 
S,U2 + 2S,u + Sa = 0, 

les sphères (S,), (S,), (Sal n'étant pas des sphères d'un faisceau linéaire. Par 
conséquent, la génération exceptionnelle qui, dans le cas envisagé, correspond 
à la racine double singulière - a de l'équation <p (1 .. ) = 0, n 'est pas de nature dif­
férente des générations exceptionnelles déjà trouvées. Les sphères (1:) de cette 
génération sont les sphères d'un faisceau quadratique, tangentes à la cyclide 
de révolution le long d'un parallèle; leurs centres décrivent l'axe de révolu­
tion. 

Il . CinquièDle cas. - Nous supposerons enfin 
1 H a=a =a, c = c' = cN = O. 

• 
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L'équation cp (À) = 0 admet la racine singulière - a, et cette racine est au 
moins triple. Dans ce cas, l 'équation de la cyclide est 

($2 + y2 + Z')2 + a(x2 + y' + z' ) + d = 0 

et la cyclide est décomposée. 

12. Conclusion générale sur les générations nonnales . ~ Cette pre­
mière étude des générations d'une cyclide donnée (W) est nécessairement 
un peu confuse, à cause de la multiplicit~ des cas particuliers qu'il a fallu 
envisager. Elle met cependant en lumière certains résultats simples, de carac­
tère général, que nous allons dégager et énoncer. 

Occupons-nous d 'abord des générations normales. Les sphères CE) de ces 
générations sont toujours des sphères d'une congruence bilinéaire. Par consé­
quent, en général, ces sphères sont orthogonales à une sphère directrice (0) 
et leurs centres décrivent une quadrique (H). Exceptionnellement, leurs 
centres sont dans un plan (0) auquel elles sont orthogonales et que nous appe­
lons, pour cette raison, plan directeur. Ces sphères touchent leur enveloppe, en 
général, en d eux points M et M'. Nous verrons qu ' il y a parfois exception; la 
cy~lide (W) a alors un point multiplc, et les sphères (~) d 'une certaine géné­
ration passent par ce point et touchent la cyclide en un deuxième point. 

L' examen des résultats établis dans les paragraphes précédents met en 
évidence le Jait que la présence d'une génération exceptionnelle est liée à la 
présence d'une racine singulière multiple. Nous énoncerons donc l 'important 
résultat suivant : 

A tout e r a cine de l'équation Cj> () .. ) = 0 correspond une génération normale , 
sauf si cette racine est singulière et multiple. 

Ce même examen permet de préciser que la présence d 'une génération 
normale à plan directeur est liée à la présence d 'une racine simple et singulière . 
·01' le tableau du § 3 indique dans quels cas l'équation cp (À) = 0 a la racine 
simple - a. Ces cas sont: 10 c = 0 et 20 a = a', (aH - a) =;é 0, c' + c" =;é O. Ce 
second cas a été étudié au § 7, et nous avons montré qu'un choix convenable 
des axes permettrait encore de supposer c = O. Autrement dit, lorsque la 
cyclide (W) admet une génération normale à p lan directeur, c = 0; or, lorsque 
c = 0, le p lan directeur x = 0 est un plan de symétrie. Ce résultat n'a en soi 
rien de très surprenant: l'enveloppe des sphères d'une congruence bilinéaire 
dont le centre décrit un plan (0) admet évidemment ce plan comme plan de 
symétrie; ce qui est intéressant, c'est que ce plan de symétrie soit un des 
p lans de coordonnées. Rappelons que ceux-ci ont été choisis au § 53 et rien 
a priori ne permet de supposer que, lorsqu'il y a un plan directeur, c'est un 
des plans de coordonnées. 

Nous examinerons le cas particulier très important où la cyclide (W) a 
trois générations normales à plans directeurs. L'équation cp (À) = 0 a, dans 
ce cas, trois racines singulières simples distinctes; il en résul te que 
(a - a') (a - aH) (al - aH) est différent de zéro et que c = c' = CH = O. 
L'équation de la cyclide (W) est alors 

(x' + y' + Z')2 + ax2 + a'y' + a"z' + d = 0, 

et l'équation cp (À) = 0 

(a + À) (a' + À) (aH + À) (À' - 4d) = 0, 
avec 

(a' - 4d) (a" - 4d) (aH' - 4d) =;é O. 
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13. Conclusion générale sur les générations exceptio~elles. 
Occupons-nous ensuite des géné/'t;lions except~onnel!es. L~s sphéres (~). des 
génératio~s exceptionnelles sont touIOU~S ,des spheres d un I?,Lsceau quad!'at:que. 
Par conséquent, ces sphères sont en general orthogonales a un cercle dlredeur 
fixe et leurs centres décrivent une conique déférente dont le. centre es t dan.s le 
p làn de ce cercle directeur: ce p lan es~ u~ plan de ~ymétrle pour la cychde. 
Exceptionnellement, les centres sont ahgnes; les spheres ( ~) sont orthogon~les 
à la droite (D), lieu des centres, qui remplace le cercl~ dlI'ecte~r et peut ,etre 
appelée droite directrice : la cyclide es t alors une cychde de reyolutlOn d axe 
(D) . Les sphères (~), dans les deux ~as, touc~ent en généralle~~ envel~~pe en 
tous les points sauf deux, au maXimum, d un cercle caracteristique, Il Y a 
exception lorS'que la cyclide est décomposée. . _ . 

La présence d'une génération exceptlQnnelle de la cy?hde (W) cOlllcld? avec 
la présence d'une racine singul!ère multiple de l'équatlOn cp (À) ~ 0; SOit - a 
cette ra'Cine. Lorsque cette racille est double, nous avons trouve SOIt (6) ,?~e 
génération exceptionnelle avec un cercle direct~ur dont le rayon, (on. le veri­
fiera) n'est pas nul, soit une génération except~onnelle par spheres l~scntes 
le lonO' des parallèles d'une surface de révolutlOn. Lorsque cette r~cllle est 
triple °au moins, nous avons trouvé soit (8) une génératio~ excep~~onnelle, 
avec un cercle directeUr de rayon nul, soit (9) une cychde decomposee. 

Nous résumerons ces résultats en disant: 
A toute racine singulière multiple de l 'équation Cj> {}.} = 0 correspond soit 

une générat ion exceptionnelle, soit un cas de décomposition. . 

Lorsque la cyclide (W) se décompose, elle se décompose en deux sphères; 
elle est donc de révolution; par conséquent : . 

Une cyclide qui n'est pas de révolution n'est pas décomposée. 

On constatera que : 
Une cyclide de révolution autour de Oz est décomposée quand - a est une 

.racine singulière triple au moins de l'équation Cj>(À} = O. 

• 

" 



NOTE II 

POINTS MULTIPLES DES CYCLIDES 

1.. Le système à résoudre et discuter est (60) 

x(a + À) + Cl = 0, 
~ y (a' + À) + c' = 0, 
, z(aN + À) + CH = 0, 

(1) IX2+y2 + Z2_~=0, . 

(a + À) x2+ (a' + À)Y' + (aN +À) Z2 + 3cx+ 3c'y+ 3CNZ_~+ 2d= O. 
2 

Nous sommes tout naturellement conduit à distinguer plusieurs cas. 

2. Premier cas: L'inconnue À n'est égale à aucun des n<1mbres -a 
- a', - aH. - Les trois premières équations donnent les valeurs de x, y, z: ' 

-c 
x=--

a + À' 

-c' 
y= a' + À' 

-c" 
z= ---. 

aH + À 

Nous porterons ces valeurs dans les deux autres équations, qui deviendront 

(2 ) C2 C'2 CH2 À --+ + -0 
(a + À)2 (al + À)2 (aH + À)' 2'-' 

4c' 4c' 2 4c'" 
(3) --+ --+ --+À2-4d= 0 

a + À a' + À a" + À . 

L'équation (3) est l'équation cp (À) = 0 : 

cp (À) == 4c2 (a' + À) (a" + À) + 4c'2 (a + À) (a" + À) + locH, (a' + À) (a + À) 
+ (À2 - 4d) (a + À) (al + À) (aH + À). 

Le premier m;,mbre.de l'équation (2) est proportionnel àla dérivée du premier 
membre de 1 equatlOn (3),; les racmes communes aux équations (2) et (3) 
sont donc les raCll1es multIples de l'équation (3) c'est-à-dire les racines mul-
tiples non singulières de l'équation cp (À) = 0, ' 

Nous constatons ~onc q.ue la cyclide ,(W) ne peut av?ir de points multiples 
<!,!e dans ,l~s hy.potheses sUIvantes: ou bIen À est une racme multiple non sin gu­
her~, de 1 equatlOn ~ (À) = 0, ou bl,en À est égal à ~n des nombres - a, - a', 
-: a . Dans le ~r~~ler ~~s,.la cychde admet un pomt multiple; le second cas 
nra pas encore ete etudIe: Ille sera dans le paragraphe suivant, 

Nous résumerons ce premier résultat en disant: 
A toute racine non singulière multiple de l'équation cp (À) = 0 correspond 

un point multiple de la cyclide (W). 

POINTS MULTIPLES DES CYCLIDES 191 

3. Deuxième cas : L'inconnue auxiliaire À est égale à l'un des trois 
nombres -a, -a', _aN. - Supposons, par exemple, que nous ayons 

À=-a. 

La première des équations du système (1) impose alors la condition: 

c= O. 

Si cette condition n'est pas satisfaite, le système (1) n'a pas de solutions: 
la cyclide (W) n'a pas de points multiples, 

Si cette condition est satisf ite, le système (1) peut avoir des solutions. 
Nous allons étudier s'il en est ainsi, 

Nous supposerons d'abord que a est différent de al et de aH. Notons d'abord 
que les hypothèses : 

c = 0, (a- al) (a- aN) * 0 

expriment, dans le cas envisagé, la condition nécessaire .et suffisante pour que 
À = - a soit une racine singulière de l'équation cp (À) = 0 (na 3 de la NOTE I). 

Supposons cette condition remplie : la deuxième et la troisième équation 
du système (1) donnent alors 

-c' 
y= ---, 

a'-a 

_CH 
z=--_· 

a"-a 

Nous porterons ces valeurs de y et de z dans les deux dernières équations. La 
quatrième nous donnera la valeur de x2 : 

C'2 CH2 a 
x 2 + + +-0 

( 
1 )2 (" )2 -2 - , a -a a -a 

et la cinquième, une condition imposée aux coefficients de la cyclide : 

(4) 
, '2 1. "2 

_ .. _c _ + _,,_c_+ a2-4d= O. 
a'-a a"-a 

Si la condition (4) n'est pas remplie, la cyclide (W) n'a pas de points mul­
tiples (pour la valeur - a du paramètre À); si cette condition est remplie, 
elle a deux points multiples, distincts ou confondus, réels ou imaginaires. 

Nous interpréterons et préciserons ce résultat en observant que la condi­
tion.(4) est la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation 

~+~+À2-4d=0 
,a/+À a"+À 

admette la racine - a. Lorsque cette racine est simple, la quantité 

C'2 Clf2 a 
';""'7"'-.,.- + +-
(al _ a)' (a" - a)"' 2 

est différente de zéro; la cyclide (W) a donc deux points doubles distincts, 
et lorsqu 'elle est multiple, la cyclide (W) a deux points doubles confondus. 

Puisque, par hypothèse, c = 0, l'équation cp (À) = 0 peut s'écrire 

(a + À) [4c/2 (a" + À) + 4c"2 (a' + À) + (À2 - 4d) (al + À) (a" + À)) = O. 
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Les deux équations 

,. " l ". _'±_c_ + _'±_c_ + À' _ 4d = 0, 
a' + À a" + À 

4c" (a" + À) + 4c'" (a' + À) + (À' - 4d) (a' + À) (an + À) = 0 

admettent en même temps la racine - a et au même ordre de multiplicité, 
puisque, par hypothèse, on a (a' - a) (aH - a) =1= 0; la condition (4) exprime 
donc, en somme, la condition nécessaire et suffisante pour que - a soit une 
racine double au moins de l 'équation q> (À) = 0, et nous pouvons résumer 
l'étude précédente en énonçant les résultats suivants: 

Lorsque le produit (a' - a) (aH - a) est ' différent de zéro, la condition_ 
nécessaire et suffisante pour que la cyclide (W) ait des points multiples qui 
correspondent à la valeur - a du paramètre À est que - a soit une racine 
singulière au moins double de l'équation q> (À) = O. Si cette racine est double, 
la cyclide (W) a deux points multiples distincts; si elle est au moins triple, 
la cyclide (W) a deux points multiples confondus. 

4. Troisième cas : a = a', a - aH =1= O. - NQuS avons, au paragraphe 
précédent, supposé a différent de a' et de aH. Nous supposerons dans celui-ci 
qu'il n'en est pas ainsi, et par exemple 

a= a', a- aH =1= O. 

Nous cherchons toujours si le système (1) peut avoir des solutions lorsqu'on 
donne à À la valeur - a. Les deux premières équations de ce système 
deviennent 

c = c' = 0; 

donc, si c et c' ne sont pas nuls tous les deux, la cyclide n'a pas de points 
multiples (correspondants aux hypothèses faites) . 

Notons que la condition c = c' = 0 est aussi, dans le cas envisagé, la 
condition nécessaire et suffisante pour que l'équation q> (À) = 0 admette 
la racine - a comme racine singulière multiple; nous rappelons, pour justi­
fier cet te affirmation, que notre étude ne porte que sur les cyclides à coeffi­
cients réels. 

Il résulte de cela que, si la racine - a n' est pas racine multiple de l'équation 
'Il (À) = 0, la cyclide (W) n'a pas de points multiples. 

Nous supposerons donc c = c' = O. La troisième équation du système (1) 
donne la valeur de z : 

CH 
z=----; 

a"-a 

la quatrième donne la valeur de x' + y' : 

clf! a 
x' + y' + + - = ,0, 

(a" -a)" 2 

et la cinquième, une condition imposée aux coefficients de la cyclide : 

(5) 4c
H

' + a' _ 4d = O. 
a"-a 

-Si la condition (5) n' est pas remplie, la cyclide n'a pas de points multiples . 
Si elle est remplie , la cyclide a un cercle de points multiples; observons que, 
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dans ce dernier cas, elle est décomposée; on vérifiera, en effet, que son équa­
tion peut s'écrire 

(x' + y' +Z2 + ~y + (aH - a) (z + a..c" a)' = O. 

,.N'o toni que, étant données les hypothèses faites, qui liont 

a = a', c = c' = 0, aH - a =té 0, 

l'équation q> (À) = 0 s'écrit 

(a + À)'[4c'" + (aH + À) (À" - 4à)) =- 0, 

et que la condition (5) est la condition nécessaire et suffisante pour que - a 
soit racine triple au moins de l'équation q> (À) = O. 

5. Quatrième cas: a = a' = aH. - Nous cherchons en?ore si ~~ système 
(1) a des solutions lorsqu'on donne à À la valeur ;-a. !-es troIs premieres équa-
tions du système (1) nous donnent alors: c = c. = c = O. . 1 

Si ces conditions ne sont pas remplies, la- cyclide (W) n'a pas de pomts 
multiples à distance finie; si elle l'est, la cyclide est décomposée. Notons que, 
étant données les hypothèses faites, 

1 H a = a ::::=oc a, 

l'équation q> (À) = 0 peut s'écrire 

(a + À)' (4c' + 4c" + 4c"') + (À' - 4d) (a + À)" = O. 

Elle admet toujours la racine singulière multiple - a. 

6. Les résultats de cette étude ont été énoncés au § 6i. 

DONTOT J Paralaxie. 7 
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