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AVANT-PROPOS

Cet ouvrage s’adresse aux €tudiants de premiere ann€e de I’enseignement
supérieur. 1l intéressera les étudiants travaillant seuls et ceux qui sont suivis
par des enseignants. En pensant principalement aux utilisateurs isolés, nous
nous sommes attachés & donner la solution détaillée de chaque question et a
indiquer plusieurs méthodes de résolution chaque fois que cela a été possible.
La plupart des exercices proposés sont du méme niveau que ceux couramment
traités en M. P. 1 et le dernier chapitre se compose de problémes ou d’extraits
de probléemes donnés a I’examen de M. P. | ou de M. G. P. a Paris.

Comme tout travail scientifique, I'utilisation d’un pareil recueil d’exercices
nécessite la plus grande honnéteté intellectuelle, ainsi il ne doit étre fait usage
des solutions qu’aprés une recherche approfondie des problémes, suivie d’une
rédaction minutieuse, afin de comparer les résultats démontrés aux solutions
proposées. La plus grande rigueur doit accompagner cette comparaison.

A Tintérieur de chaque chapitre, les exercices sont classés suivant un ordre
de difficulté croissant. Les nouvelles notions apparaissent dans le méme ordre
que dans le livre d’Algébre de Michel Queysanne paru dans la méme collec-

tinn TVailllanre aofin da facilitar la travail dac &tudiante 1cnlde nane nane v
LiVEk. 3/ allivulo, ailil Ue 1aVilitvi Iv lavail Uvo Liulialito isvivo, Livuo avuo y

référons dans les textes des solutions ; par exemple, ¢f. Q, Ch. 3, § 1I, n° 51,
renvoie au numéro 51 du paragraphe II du chapitre 3 de ce livre. De méme,
toutes les notations employées sont celles qui sont récapitulées dans I’'index du
méme ouvrage.

La résolution des problemes de synthése contenus dans le chapitre 9, nécessite
une connaissance préalable de I’ensemble du programme. Pour les huit pre-
miers chapitres, nous donnons ci-aprés une table qui fournit une classification
des exercices autour des thémes principaux de chaque chapitre.

Certains exercices sont extraits de problémes donnés en M. P., 4 la Faculté
des Sciences de Paris au cours des derniéres années. Nous tenons donc 4 remer-
cier tous nos collégues qui nous ont ainsi aidés. Nous remercions aussi M. M.
Michel Queysanne et André Revuz qui nous ont proposé la rédaction de cet
ouvrage et nous ont encouragés durant notre travail.

A. CavLvo, F. BoscHET, B. CALvO, J. DOYEN
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11

1° P, O, R, S désignant quatre propositions, trouver des propositions équi-

valentes aux propositions suivantes ;
(Pou Q) et (RouS) (Pet Q) ou (RetS).

20 x, y étant deux nombres réels, résoudre le systéme :

x-DO-2=0
Sl x-206-3=0.

Solution

1° Soit 4 la proposition (P ou Q) et (R ou S),
A<[Pet(RouS)|ou[Qet(RouS)
or, [P et (RouS)] < (Pet R)ou(PetS),et
[Qet(RouS)]<>(QetR)ou(QetS).

Soit B la proposition (P et R) ou (P et S) ou (Q et R) ou (Q et S); nous avons

montré que 4 <> B.



EXERCICES D'ALGEBRE

Appliquons le résultat précédent aux propositions P’ = non P, Q' = non Q,
R =non R, S’ = non §; il vient

(PPouQ)et(RouS)<=(P'etR)ou(P'etS)You(Q et R)ou(Q'etS’),

or
(P’ ou Q') et (R’ ou S’) <> (non (P et 0)) et (non (R et S))

et
non (P et Q) et (non (R et §)) <> non [(P et Q) ou (R et S)]

Si I’on désigne par B’ la proposition
(P'et R)ou (P'et S)ou(Q et R)ou(Q ets),

on a
B’ <>[(non (P ou R)) ou (non (P ou S)) ou (non (Q ou R)) ou (non (Q ou S))]
soit encore B’ <> non [(P ou R) et (P ou S) et (Q ou R) et (Q ou S)], d’oir

(Pet Q)ou(Ret S)<>(PouR)et(PouS)et (Q ouR)et (QoulS).

20 Le systéme (S) proposé est équivalent a
[ = Dou(y=2] et [(x=2ouly=3].

Appliquons le résultat précédent, il vient

() <[(x=Det(x = )] ouf(x = Det(y = 3]
ou[(y =2et(x =2)]ou[(y = 2et(y = 3)].

Les propositions [(x = Det(x =2)], [(y = Det(y = 3)] étant toujours
fausses, les solutions du systéme (S) sont donc

[(x=Det(y =3)] ou[(y =2et(x =2)].

1.2

Soient 4, B deux ensembles et f une application de 4 dans B.
Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

a) pour toute partie X de 4, f ~'(f (X)) = X;
b) f est injective.

Méme question pour les propositions :

a’) pour toute partie Yde B, f(f "(Y))=Y;
b") f est surjective.
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Solution

Rappelons que pour toute partie X’ de 4 et toute partie ¥ de B on a
Xef'(f@) e  f(f/'m)ey

(cf.- Q., Ch. 1, § IV, n° 13).

Nous allons d’abord montrer I’équivalence des propositions (a) et (b) en
démontrant que non (@) <> non (b).

Supposons qu’il existe une partie X de 4 telle que f~'(f (X)) # X
alors il existe un élément y de f~'(f (X)) qui n’appartient pas 2 X ; or,
[vef '"(f(X)] <= [F(») ef(X)], doncil existe un élément x de X tel que
f(x) = f(») et comme y ¢ X, x # y, par suite f n’est pas injective et
non (@) = non (b).

Réciproquement si ’on suppose f non injective, alors il existe deux éléments x
et y de A tels que x # y et f(x) = f(»). Soit X la partie de 4 contenant pour
seul élément x, alors f(X) = {f(M)} et {x, y} = f~'(f(X)) donc

X+ Y(f(x)),

ce qui prouve que non (b) = non (a), donc non (@) <> non (b).

Nous montrerons maintenant de maniére directe que (a”) <>(b"). Supposons
(a) vraie et appliquons cette proposition ala partie Bde B ; il vient f (f ~'(B))
= B, or f "Y(B) = A, donc f(4) = B. Cette dernié¢re égalité signifie que f
est surjective, donc (@) = (b’). Supposons (b') vraie ; alors si y est un élément
de Y, ilexiste un élément x de Atel quey = f(x)etxef ~'(Y)car f(x)eY;
par suite y € £ (f ~!(Y)) et comme ceci est vrai pour tout ye Y, on a

Y= f(f (D)),
or on a rappelé au début que f(f ~'(¥)) = ¥, donc ¥ = f(f ~}(Y))
et B)=(a) dou (a)< ().

13

Soit f une application d’un ensemble A4 dans un ensemble B. Démontrer
I’équivalence des propositions suivantes :

a) pour toutes parties X;, X, de 4, on a f(X; n X;) = f(X)) n f(X),),

b) f est injective.

Solution

Supposons la proposition (@) vérifiée. Soient x;, x, deux éléments distincts
de A. Appliquons (g) aux deux parties suivantesde 4 : X, ={ x; }et X;={ x, };
il vient

fX,) = {f(xl)}9 f(X3) = {f(xz)}
et

B=fXnX)={fx)}n{f(x2)}
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par suite f(x;) # f(x;). L’application f est donc injective et nous avons
montré que (a) = (b).
Pour toutes parties X;, X, de 4, nous avons :

fXnX) cfX)nfX;) (¢fQ,Ch 1,§1V,n°13).

Supposons non (a) réalisée, c’est-a-dire supposons qu’il existe deux parties X,
X, de A telles que f(X; n X;) # f(X;) nf(X,)

alors il existe un €lément y de f (X;) n £ (X;) qui n’appartient pas a f (X; n X3),
or, (yef (X)) nf (X)) = [(yef(Xp) et (yef(X2))], et

(J’ Ef(Xl)) <> (Ix, € X;) (y =f(x1)) s
(J’ Ef(Xz)) < (3dx; € X3) (J’ = f(xz)) .

Nécessairement x; 7 x, car si x; = x; alors x; e X; n X, etyef(X; n X3)
ce qui est exclu par hypothése. L’application f n’est donc pas injective, par
suite non (@) => non (b) soit encore (b) = (a), d’ob (a) < (b).

14

A étant une partie fixée d’un ensemble E, on considére les applications fet g
de P(F) dans lui-méme. définies par :

fX)=4AnX et gX)=Au X  pour tout Xe P(E).

Déterminer les décompositions canoniques de ces applications (¢f. Q., Ch. 1,
§ V, n® 19). Montrer qu’il existe une bijection de g(B(E)) sur P(E — A).

Solution

La relation d’équivalence associée a f est la relation R sur P(E) définie par
(V(X, Y) e B(E) x P(E)) XRY < f(X) =AnX=AnY = f(Y).

La classe X d’un élément X de B(E), modulo R, est formée de toutes les par-
ties Y de E dont Pintersection avec 4 est 4 n X. On voit facilement que
F(PB(E))="P(A4). L’application b de P(E)/R dans P(A) définie par b(X) = f(X)
est une bijection et on décompose fen f = iob os ou s représente la surjec-
tion canonique de P(E) sur P(E)/R et i I'injection canonique de P(A4) dans
BE) (cf. Q., Ch. 1, § V, no 19).

De méme, la relation d’équivalence associée a g est la relation S sur P(E)
définie par

(V(X, Y) e P(E) x P(E)) XSY<eg(X)=AduX=A4Au Y =g).

La classe X d’un élément X de P(E), modulo S, est formée de toutes les
parties de E dont la réunion avec 4 est X U 4. g(P(E)) est I'ensemble des
parties de E qui contiennent A. Désignons par s la surjection canonique
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de P(E) sur P(E)/S, par i’ I'injection canonique de g(‘.B(E)) dans P(E) et
par b’ Papplication de P(E)/S dans g((PE))définie par b'(X) = g(X) si X € P(E);
alors b’ est une bijection et g se décomposeeng =i'ob’ o s'.

Soit j l'application de g(P(E)) dans P(E — A4) définie en posant, pour tout
élément Z de g(P(E)), j(Z) = Z — A. Cette application est bien définie car si
Zeg(B(E)), Z contient 4 donc Z=(Z —A)uAdet(Z—-—A)nA= .
Soient Z, Z' deux éléments de g(P(E)) tels que (Z)=Z—-A=Z'—A=HZ");
alorson a Z=(Z —A)VA=((Z" —AUA =2 donc Z = Z' ce qui
prouve que j est injective. De plus, j est surjective car pour tout élément Y
de P(E — A),ona YU Aeg(P(E)) et j(Y U A) = Y ; j estdonc une bijec-
tion et par suite ’application j o b’ est une bijection de P(E)/Ssur P(E — A).

1.5

Soit f une application d’un ensemble 4 non vide, dans un ensemble B.

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

a) fest injective,

b) pour tout ensemble C et tout couple (g, 4) d’applications de C dans A4,
ona[fog=foh=g=Ah]

Méme question pour les propositions suivantes :

a’) fest surjective,

b’) pour tout ensemble D et tout couple (u, v) d’applications de B dans D,
onafuof=vof=u=v]

Solution

Supposons (a) satisfaite ; si C est un ensemble et g, & des applications de C
dans A4 telles que fo g = fo A, alors pour tout élément ¢ de C on a

/(&) = f (Ko))

et comme fest injective, g(c) = k(c) ; il en résulte que g = h donc que (a) = (b).

Supposons (b) vérifiée et soient @', a” deux élémentsde A tels que £ (a')=f(a").
Soit C un ensemble formé d’un seul élément c,. Considérons les applications
g et h de C dans A définies par g(c,) = a’, h(c,) = a” ; alors on a

f(glco)) = f(Mco)) donc fog=foh,

par suite g = k donc @’ = g(c,) = Mc,) = a”, ce qui montre que f est injec-
tive donc (b) = (a) d’ou1 (a) <= (b).

Supposons (a’) satisfaite et soient D un ensemble et u, v des applications
de B dans D telles que uo f= vof. Comme f est surjective, pour tout élé-
ment y de B il existe un €élément x de A4 tel que y = f(x) donc

u(y) = u(f ) = o(f(x) = (),
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par suite © = v donc (a’) = (b’). Pour montrer que (") = (a") nous raisonne-
rons par I’absurde. Supposons donc (b') satisfaite et f non surjective ; alors il
existe un élément by de B qui n’appartient pas a f(A) ; soient z, un élément
de f(A) et u, v les applications de B dans lui-méme définies comme suit :

v(x) = x si x € f(A)

u=1d8 e {v(x)=z0 si x€ B — f(A)

alors u(xo) = xo, ”xo) = Zo donc u # v, cependant, pour tout élément x
de A, f(x)ef(A) donc u(f(x)) = v(f(x)) f(x), par suite uof= vofce
qui contredlt notre hypothése. Par suite (b') = (a') et (a") <= (V).

1.6

Soient 4, B, C, D des ensembles, fune application de 4 dans B, g une appli-
cation de B dans C et & une application de C dans D. Montrer que les appli-
cations g o fet h o g sont bijectives si et seulement si f, g et & le sont.

Solution

Nous savons (c¢f. Q., Ch. 1, § IV, n° 15) que la composée de deux bijections
est une bijection, donc si f, g et h sont bijectives, il en est de méme de go f
et hog.

Reaproquement supposons que g o f et hog soient bijectives. Comme
g o f est surjective, g est surjective ; en effet, on a g(f(4)) = Cet f(4) < B
donc C = g( f (A)) cg(B)c C par suite g(B) = C. D’autre part, ko g étant
injective, g est injective ; en effet si &', b” sont deux éléments de B tels que
gb) =g®") on a h(g(b')) = h(g(b")) donc b = b". L’appllcatlon g est donc
bijective ; soit g~! son application réciproque, alors g"'og = IdB et
gog ! = 1dC donc

f=(g 'oglof=g 'o(gof) et h=ho(gog ') =(hog)og™

par suite f et h sont bijectives comme composées de bijections.

17

Soient E, F deux ensembles non vides, munis respectivement des relations

d’équivalence R et S. On désigne par u I’application canonique de E sur E/R
et par v l’application canonique de F sur F/S.

On dit qu’une application f de E dans F est compatible avec R et S si I’ap-
plication v o f est compatible avec R (c’est-a-dire que

[xeE, xX€eEet x=x" (mod R)]=[v(f(x)) = o /)N
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Démontrer que dans ce cas :
a) Si x, x’ sont deux éléments de E,

x=x" (mod R)=f(x) =f(x') (modS§S),

b) il existe une application » de E/R dans F/S telle que vof = houw.
Etudier la réciproque.

Solution

a) Supposons f compatible avec R et S et E |
soient x, x’ deux éléments de E tels que x = x’ “1
(mod R) ; comme v o f est compatible avec R,
ona

o(f()) = v(f(x)),

ce qui signifie que f(x) = £(x) (mod S). !

b) Nous cherchons i construire une appli- E/R P F/8
cation k de E/R dans FJS rendant commutatif ¢
le carré ci-contre : FIG. 1.1

o ot

c’est-a-dire telle que hou = vo f.

Soit X un élément de E/R et x un représentant de X dans E ; alors on a par
définition de u, X = u(x). Posons A(X) = v(f(x)). Ceci définit bien une appli-
cation h de E/R dans F/S ; en effet, si x est un autre représentant de X dans'E,
onax=x" (mod R)donc d’aprés (a), v( f(x)) = v(f(x")) par suite v( f(x))
ne dépend que de X et non du choix de x.

L’application & que nous venons de définir répond bien a la question car
on a pour tout élément x de E, h(u(x)) = v(f(x)) donc hou = vof.

Réciproquement, supposons qu’il existe une application 4 de E/R dans F/S
telle que hou = v o f; alors si x, x* sont deux éléments de E tels que

x=x" (mod R)
on a par définition de u, u(x) = u(x") donc
vof() = hou() = houlx) = vof(x)

ce qui montre que v o f (x) = v o f(x") donc que I'application f est compatible
avec Ret S.

1.8

Soit f une application d’un ensemble E dans lui-méme. On désigne par &
la famille des parties S de E telles que f ~'( f(S)) = S.
a) A étant une partie de E, démontrer que f ~*( f(A)) est un élément de &.

b) Démontrer que toute intersection et toute réunion d’¢léments de & est
un €lément de .
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¢) S étant un élément de & et A une partie de E telle que S et A4 soient dis-
jointes, démontrer que S et f ~*( f(4)) sont disjointes.

d) S, et S, étant deux éléments de & tels que S; = S,, démontrer que
S, — 8, est un €lément de &.

Solution

Remarquons tout d’abord que pour toute partie X de E, ona X < f ~'( f(X))
(cf. Q., Ch. 1, § IV, n° 13).

a) Posons B = f ~'( f(A4)). En vertu de la remarque précédente, pour mon-
trer que B est un élément de &, il suffit de montrer que f ~'( f(B)) = B.
Soit x un élément de f ~'(f(B)), alors f(x) € £(B), il existe donc un élément y
de B tel que f(x) = f(y). Comme y € B, f(y) € f(A) donc f(x)ef(A) et par
suite x € f ~'(f(A4)) ; comme ceci est vrai pour tout élément x de £~ ( f(B)),
on voit que f ~*(f(B)) = B donc B est un élément de la famille .

b) Rappelons que si (X}); . ; est une famille de parties de E, on a

A(NX)ensxy e A X) =077

iel iel iel iel

Soit (S;); .; une famille d’éléments de & ; on a

f( N Si)c N /()

. iel fel
I s)=1(0169)
or,
_f“(ig f(s,-))= Qf Y fs)) = nl S;.
par suite

f"(f(n S.-)) =NS

iel icl
or on sait (remarque ci-dessus) que
S;ef! S;
NS0 s)
donc

AN S)) =N s

iel iel

ce qui montre que [} S; est un élément de ., donc toute intersection d’élé-
iel
ments de & est un élément de .
Rappelons a présent que si (X;);.; est une famille de parties de E, on a

A(UX)=Unxy e 7 (UX)=Usra).

iel iel
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Soit (S;); . ; une famille d’éléments de &, alors on a

S (AU )y =7 (U f(S9) = Uf“(f(sa) = Us,

iel iecl iel iel

donc |J S; est un élément de & et toute réunion d’éléments de & est un élé-
fel
ment de &.

e 2

¢) Nous raisonnerons par I'absurde; si Snf '(f(4)) # &, soit x un
élément de S ~ f ~ (£ (4)), alors f(x) € £(A4) donc il existe un élément y de A
tel que f(x) = f(y). Comme x€ S, f(x) €f(S) donc

Fef(S) et yef '(f(S);

or, par hypothése f ~'( f(S)) = S donc y appartient 3 S n A. Mais nous avions
supposé S N 4 = & donc nécessairement S n f~'( f(4)) = .

d) Comme S, — S, S, on a f~'(f(S,— S))<=f~(f(S)) =S,
Appliquant le résultat de ¢) aux parties disjointes S; — S; et S,, on voit que

¢ =1 rre o\ _ o~ o1 =L rro CNY O Pad P
MY \_][u)z - Dl}} = L aonc jJ \][Dz - ')l}) — I, — I €1 comine

S, — S < £~ Y f(S; — S,)) (remarque ci-dessus), on a

et S, — S, est un élément de &.

1.9

On désigne par E un ensemble et par # I’ensemble des relations binaires
entre éléments de E. Soient Re # et R' € # ; on dit que R est contenue dans
R et on note R « R si:

(V(x,y)€E x E) [xRy=-xR'y].

1) Montrer que la relation dinclusion (<) est une relation d’ordre dans Z.

2) Soit R un élément de #. On désigne par R la relation binaire sur E
définie par : (V(a, b)e E x E) aRb si et seulement s’il existe un entier n > 0
et une suite finie aq, a,, ..., a;, d’éléments de E, tels que : a, = a,
Q2n 0= i’a (az; R“zli+1 OU Qy; = Gy;41) €t (@2:42 RAg;yy OU Gyi07 = @y:44) S
i=01,.,n—1.

a) Montrer que R est une relation d’équivalence et que R < R.

__b) Montrer que si R’ est une relation d’équivalence telle que R < R, alors
R c R
¢) En déduire que R est une relation d’équivalence, si et seulement si R = R.
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1) Réflexivité : (YRe &) (V(x,y) e E x E) [xRy=- xRy] donc R < R.
Antisyméirie : si Re #, R e, Rc R et R c R, alorson a :
(V(x,y)e E x E) ([xRy=>xR’y] et [xR'y = xRy])
soit aussi :
(Y(x,¥)e E x E) [xRy< xR'y]
donc R = R'.
Transitivité : si Re A, R e A, R"e A, Rc R et R < R", alors :
(V(x,y)e E x E) ([xRy=> xR’ y] et [xR' y = xR" y])
donc en vertu de la transitivité de 'implication, on a :
(V(x,y)e E x E) [xRy = xR"y]
C'est-3-dire R < R '
2) a) Re'ﬂexiviié: si aeE, posons a, =a, =a,=a; on a: a, =a, et
a, = a,, donc aRa.

Transitivité : soient ae E, be E, ce E tels que aRb et bRc ; alors il existe
deux entiers n > 0 et m > 0 et deux suites finies a,, ..., a,, et by, ..., b, d’élé-
ments de E, telsque : ap = a, a,, = by = b, b,,, = ¢,

(az; Raz;eq OU Gy; = Gyp4q) €t (G242 Razpiy OU Ggpip = G344 )
si0<<ig<n—1,
(b2j Rbyjeq o0 by; = by;0y) €t (byjiz2 Rbyjyq Ou byryy = bypey)

si 0 < j< m— 1. Formons la suite co, ..., C3(m+n) définie en posant : ¢ = g;
si0<i<2netc;=b;_,,si2n+1<j<2m+ n);alorsona:

m+n>0,co=a, Cumem = C,
(€2: Reyisq OU C3p = C3;41) €1 (€002 RCypyq OU Chpp3 = Chpyy)
si0<i<m+n—1,doncaRe, ce qui montre que R est transitive.

Symétrie : soient a€ E, be E, tels que aRb ; alors il existe un entier n > 0
et une suite finie a,, ..., 4;, d’éléments de E tels que : aq = a, a,, = b,

(@z; Raz;oq OU ay; = Aypyq) € (Agp42 Rag;yy OU Qgpyp = Qgpyy)

si 0 < i< n— 1. Formons la suite b,, ..., b,, définie en posant b; = a,,_; si
O0<j<2metposonsk=n—i—1;onvoitalorsquesiO<i<n-—1,
ona:

az; = bZ(n—:) = byys2;

Qypvy = bogu—ney = bapsy € Qopp0 = by 2 = by ;



~J

lorsque i parcourt [0, 1, ..., n — 1}, k parcourt aussi [0, 1, ..., n — 1], on a
doncsiO<k<sn—1:

(box+2 Rbapyy Ou bypyy = baypsey) et (b Rbyyyy Ou by = byysy),

et R est symétrique. Si g€ E, be E et aRb, alors en prenant la
a, =a, =b,onaa, Ra,eta, = a, dnncaRb par suite R R,

par suite bRa et

suite g, = a

b) Soit R’ une relation d’équivalence telle que R = R’ et soient a € E, be E

deux éléments tels que aRb ; alors il existe un entier n > O et une suite finie
ao, ..., 4y, A’éléments de E, telle que: gy =a,a,, =b,

(=)

(a2i Ray;rq OU Gy; = a3p4q) €t (Q2:42 Rayps,y OU Qppiy = Gpp4 )
si0<i<n—1;comme Rc R, ona alors :
r ’

(az.'R Qpps1 OU Gg; = Gppsq) €6 (G255 R Gypsy OU Gppip = G54 y)

si0 < i< n—1,or R estréflexive donc on a (a;; R'ay;4 ) et (az;4, R ay;4,)
si 0 s i < n— 1 ; de plus R’ est symétrique, donc on a :

(a2; R az;41) et (azpeq R az:47)

si 0<i<n-—1, par suite on a: a;R' a;,, si 0 <i<n—1 et comme
R’ est transmve ona:aR bdonc R c R'.

¢) Si R est une relation d’équivalence, en prenant R = R dans b), il vient :
Rc R, or Rc R d’aprés a) donc R = R (question 1). La réciproque est
évidente.

1.10

On dit qu’une relation binaire sur un ensemble E est une relation de pré-
ordre si elle est réfiexive et transitive ; soit P une telle relation. On considére
la relation binaire R sur E définie par

(V. 1) €E x E)  [R(x,y) < (P(x,3) et P(y x)].

a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

b) Montrer que P est compatible avec R (¢f. Q., Ch. 1, § V, n° 19) ; en déduire
que Pon peut définir sur I’ensemble quotient EfR de E par R, une relation
binaire ¢ par :

O(x, y) <> P(x, y)

{V oy
L CAd L J k.
Démontrer que @ est une relation d’ordre sur / on I'appelle la relation

d’ordre sur E[R associée a la relation de préordre P).

¢) On considére les cas suivants :
®) E=R x R (ot R désigne ’ensemble des nombres réels), la relation P
entre x = (x,, x,) et y = (y,, ¥,) étant définie par P(x, y) < x; < y;.

a rlaoces A*Anmiival
a viasst U Cyuivar

-'.
-

A 1o
L
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< nmhrpc e
- L3810 Lwh B w)

. La relation P est

ey gLt LA LSO Se

Si X € E, on désigne par d(X) la somme des éléments
définie par :

R\ FE est Pensemble des narties finies de ’ensemble N
de

(V(X, Y)eE x E) [P(X, Y)< 3(X) < 8(Y)].

y) E est ’ensemble des entiers rationnels non nuls. La relation P est définie
par

(V(x,y) e E x E) [P(x, y) < (x divise y)] .

Montrer que dans chaque cas P est une relation de préordre sur E et étudier
les relations d’ordre associées.

a) Réflexivité : comme P est réflexive pour tout élément x de E on a P(x, x)
donc R(x, x). .

Symétrie : elle résulte immédiatement de la définition.

Trarnsitivité : si x, y, z sont trois éléments de E tels que R(x, y) et R(y, 2),
on a: P(x,y) et P(y, x) et P(y, z) et P(z, y), or, P est transitive donc on a
P(x, z) et P(z, x) soit R(x, z) ce qui montre que R est transitive.

b) Pour montrer que P est compatible avec R, rappelons (¢/. Q., Ch. 1,8V,
n° 19) qu’il faut montrer que :

(V(x,»,x',¥y)€E x E x E x E) [(P(x, y) et R(x, x') et R(y, y')) = P(x', y')]
Soient donc x, y, x’, y" des éléments de E tels que ’on ait :
(P(x,y) et R(x, x') et R(y,y")).

Par définition de R, R(x, x") = P(x’,x) et R(y,y")= P(y,y’) donc on a
(P(x', x) et P(x,y) et P(y,y")) et comme P est transitive, on a P(x’, y’), ce
qui montre que P est compatible avec R.

La relation binaire @ est bien définie car la démonstration précédente montre

que O(x, y) ne dépend pas du choix des représentants x, y des classes x, y.
Cette relation est évidemment réflexive et transitive comme la relation P.

Montrons qu’elle est antisymétrique. Soient x, y deux éléments de E[R tels
que O(x, y)et O(y, x), alors, par définition de @, on a P(x, y) et P(y, x) si ’on
désigne par x, y des représentants de x et y ; on a alors R(x, y) c’est-a-dire

nne b —— 1!
\l“\/ o

La relation @ est donc bien une relation d’ordre sur E/R.

c¢) o) La définition de la relation binaire P sur E ne fait intervenir que la
premiére coordonnée. Elle est donc réflexive et transitive comme la relation
d’ordre < sur R. Elle n’est pas antisymétrique car si x = (x;, x;) ety = (¥, y3)
sont deux éléments de E tels que P(x, y) et P(y, x), on a seulement x, = y,.
P est donc une relation de préordre. Soit R la relation binaire définie sur E par

(V(x,y) € E x E) [R(x,y)< (P(x,y) et P(y,x))].
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Si x = (x,, x) et ¥y = (¥4, ¥,) sont deux éléments de E, on voit que :

R(x,y)<=x; = y; .

Si on représente les points de E au
moyen d’un graphe cartésien relatif a
deux axes (Ox,, Ox,), on voit que la
classe d’équivalence modulo R, d’un
point x = (x,, x,) est formée de tous les
points situés sur la droite passant par x
qui est paralléle & Ox,. Un représentant
particulier de la classe de x est (x,, 0).
E/R muni de 'ordre @ est donc iso-
morphe 4 R (comme ensemble ordonné)
par Papplication qui associe a x, le 7 X, oo
nombre réel x, tel que, pour tout repré-
sentant x de x, x, soit la premiére
coordonnée de x.

p) Si X e E on a évidemment 6(X) < 6(X) donc P(X, X). Si X, Y, Z sont
des éléments de E tels que I'on ait P(X, Y) et P(Y, Z), on a d(X) < 6(Y) et
(YY) < &(Z), donc §(X) < &(Z) par suite on a P(X, Z). Ceci montre que P
est une relation de préordre sur E. Soit R la relation binaire sur E définie par

x2 e e o e =K X

(V(X, Y)e E x E) [R(X, Y)< P(X, Y) et P(Y, X)]
soit encore, compte tenu de la définition de P,

(V(X, Y)e E x E) [R(X, V)< 8(X) = ()] .

Observons que si X, Y sont deux éléments de E, R(X, Y) n'implique pas X = Y
(exemple : X = (1, 1, 1), ¥ = (2, 1)). On sait a) que R est une relation d’équi-
valence sur E. A chaque entier n € N correspond dans E/R la classe X, formée
des parties X de N telles que d(X) = n ; P’application ¢ de E/R dans N qui
associe n a4 X, est un isomorphisme d’ensembles ordonnés de E/R muni de
I’ordre @ associé 4 P, sur N muni de I’ordre habituel.

7) On vérifie immédiatement que P est une relation de préordre sur E.
Observons que P n’est pas antisymétrique, en effet, si x, y sont deux éléments
de E tels que P(x, y) et P(y, x), alors, il existe deux éléments k, / de E tels que
x=ky et y=hx, donc x = khx ce qui implique, soit kX = h = 1, soit
k = h = — 1,donc on a soit x = y, soit x = — y. La relation R définie sur £
par

(V(x.»)e E x E) [R(x,y)< (P(x,y) et P(y, x))]

est donc aussi définie par

(V(x,)€E x E) [R(x,»)<|x|=]¥]].
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Chaque classe d’équivalence de E, modulo R, contient donc deux nombres
rationnels non nuls, de méme valeur absolue. On peut d’autre part remarquer
gue la relation P induit une relation d’ordre sur N*,

E/R muni de 'ordre 0@ associé a P est donc isomorphe (comme ensemble
ordonné) & N* muni de ’ordre induit par P, au moyen de I'application qui
associe a toute classe X (modulo R) la valeur absolue de I'un quelconque de
ses représentants.

1.1

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Quel est le cardinal de P(E) ?

Solution

Premiére méthode (récurrence).

SicardE=0,E = J, PE) = { & } donc card P(E) = 1. Si card E = 1
alors P(E) = { &, E } donccard P(E) = 2. Supposons quesicard E=n — 1,
alors card B(E) = 2"~ ! et considérons un ensemble E de cardinal n. Soient x
un élément de E et F le complémentaire de { x } dans E ; alors on a

E=Fu{x} e Fo{x}=¢g

Soit A une partie de E ; si A ne contient pas x, A est une partie de F'; si 4
contient x, 4 — { x } est une partie de F ; de plus, si 4, A’ sont deux parties
contenant x telles que 4 % A', alors 4 — {x} # A" — { x}. On en déduit
que

card P(E) = 2.card P(F)
or, d’aprés I’hypothése de récurrence card P(E) = 2"~ 1, donc card P(E) = 2".

Deuxiéme méthode (fonctions caractéristiques).

Nous allons définir une bijection de P(E) dans I’ensemble F(E, {0, 1 }) des
fonctions de E dans {0, 1 }.

A toute partie A de E, associons I’élément f, de F(E, {0,1 }) (appelé la
fonction caractéristique de A) défimi par

{fA(x).: 1 si xe€Ad
fix)=20 St x¢A.

On voit facilement que la fonction f de P(E) dans #(E, {0, 1 }) définie en
posant f(4) = f, pour tout élément A4 de P(E), est une bijection dont la bijec-
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tion réciproque est I'application g de #(E, {0, 1 }) dans P(E) qui associe 2
tout élément fde F(E, {0, 1 }) la partie de E formée des éléments x tels que

f(x) =1
On a donc card P(E) = card F(E, {0,1}) = 2" (¢f. Q., Ch. 2,§1V, n° 39).

1.12

n
Soit n un entier naturel ; calculer Y (C ﬁ)z
p=0

Solution

Soit E un ensemble ayant 2 n éléments ; le nombre de parties X" de E ayant
n éléments est C3,.

Soit 4 un sous-ensemble de E ayant n éléments. X, étant une partie fixée
de A ayant p éléments (p < n), le nombre de parties X de E ayant n éléments
telles que X N A4 = X, est C; " ; en effet, pour obtenir X on doit compléter
X, par n — p éléments de £ — A.

Le nombre de parties de 4 ayant p éléments étant Cj, le nombre de parties X
de E ayant n éléments telles que X n A ait p éléments est Cy.C, °. Le nombre
de parties X de E ayant n éléments est donc » C.C, ¥, or nous savons que

p=0

Cr = ¢, ¥ donc

S () = C.

p=0

1.13

Démontrer que 1000 ! est divisible par 2°°* et n’est pas divisible par 2°°°.
Trouver le plus grand entier n tel que 3" divise 1000 L.

Solution

S1 2" divise 1000 !, 2° divise le produit de tous les facteurs pairs du pro-
duit 1000 ! c’est-a-dire 2, 4, 6, ..., 1 000. Donc si 2" divise 1 000 !, 2" divise
2390 (500 1). De maniére générale remarquons que si 2" divise p !, 2" divise
200013 (O(p[2) 1), O(p/2) désignant le quotient de la division de p par 2 ; en
effet, les facteurs pairsde p !'sont 2 x 1,2 x 2,2 x 3, ..., 2 x Q(p/2). Appli-
quons ceci pour chercher le plus grand entier n tel que 2" divise 1 000 !
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0 (_“1 200) = 500
(500)

o|=5) =250
1250\

Q (—i— = 125

() - <

\-)
—
Bk
S a—

[

W

P

n{31 — 14
g\‘* = 1J
of®) -
“\2/

7
Q(i = 3

f) -

On applique 9 fois le résultat précédent. Donc si 2" divise 1000 !, 2" divise
2500 2250 2125 62 231 215 27 .23.2' (1)), le plus grand entier n tel que 2"

divise 1 000 ! est donc,
n=504+250+125+62+ 31+ 15+ 7+ 3+1=9%,.

Dans la suite des facteurs composant p 1, les nombres divisibles par 3 sont

placés de 3 en 3 et sont en nombre Q(p/3) si O(p/3) de31gne le quotient de la

division de p par 3. Donc si 3" divise p 1, 3" divise aussi 323 (O(p/3) 1).
Cherchons ainsi le plus grand entier n tel que 3" divise 1 000!

Q(1%99)=333
(333\ = 111
37
.3) = ¥
off) - v
o) -
of) -
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Donc si 3" divise 1000 !, 3" divise aussi 3333.3111,337 312 3% 3! (11). Le
plus grand entier n tel que 3" divise 1 000 ! est donc

=333+ 111 +37+124+4 + 1 =498.
114 k, p, n désignant des nombres entiers tels que 0 < k < p < n, démontrer
les égalités suivantes :
a) ciert = cter
b) COCP+CHCPZy 4+ + CECy., = 2°CF.

rd r k r - b
a n éléments, C, représente le nombre de parties a

¢ nombre de parties 4 p elements de E contenant une partie

Solution a) E étant un

. 2 nomore g 1

-
=
7]
o
=
E
o

a k éléments déterminée est C,- ,f‘ C Or C,f’ x représente le nombre de fagons
de compléter une partie 4 k éléments pour en faire une partie & p éléments. Ce
nombre est aussi égal au nombre de fagons de choisir une partie a3 k éléments
dans une partie quelconque 4 p éléments. Le nombre de parties a p éléments

de E est C} ; une partie a4 p éléments étant déterminée, le nombre de parties a
k &éléments de cette partie est Cj ; on en déduit

Ch.CEZF = C2.Ch.
b) En appliquant I’égalité précédente p fois on obtient
COCP+ CLCP i 4+ +CPCY_,=(Co 4+ Cp+ -+ CHCP.

R e | o - . + o Py 1 by 10 <
Or Cp + C, + = + C} est ie nombre de parties d’un ensemble & p éléments,

soit 2" (cf. exercice 1.11), donc

o~ -

~0  _ Ap
n—p — £.L

=5
=y
=1=
3'15

+Clcizl + -+ CEC

1.15 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition associative notée multi-
plicativement.

a) On suppose qu’il existe un élément a de E tel que la translation & gauche
y, de E soit surjective et qu’il existe un élément u de E tel que ua = a. Démon-
trer que pour tout élément x de Eon a ux = x.
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b) On suppose qu’il existe un élément a de E tel que les translations 4 gauche
et 4 droite y, et §, de E soient surjectives. Démontrer qu’il existe un élément
neutre.

¢) On suppose que pour tout élément a de E, y, et §, sont surjectives ; démon-
trer que tout élément de E est inversible.

Solution

a) Soit x un élément quelconque de E ; comme la translation & gauche 7y,
de E est surjective, il existe un él€ément y de E tel que ay = xet on a ux = u(ay) ;
or la loi est associative donc u(ay) = (ua) y = ay = x. Pour tout élément x
de E on a donc ux = x.

b) J, étant surjective, il existe un élément u de E tel que ua = a. D’aprés
la question précédente, y, étant surjective, u est neutre & gauche pour la loi.

De méme, il existe un élément v de F tel que av = a et §, est surjective ; on
montre comme précédemment que v est neutre & droite pour la loi.

Calculons wv ; comme u est neutre & gauche, uv = v ; comme v neutre a
droite, uv = u donc u = v et la loi admet un élément neutre.

¢) 7, et d, sont surjectives pour tout élément a de E. La question précédente
nous permet de conclure que la loi admet un élément neutre que I’on notera e.
Soit x un élément quelconque de E ; I’application y, étant surjective, il existe
un élément x’ de E tel que xx" = e. De méme, I’application J, étant surjective
on obtient un élément x” de E tel que x” x = e. Calculons x” xx’ en utilisant
I’associativité de la loi

Xxx'=x"x)x' =ex’ = x' et x"xx' = X'(xx)=x"e=Xx"

donc X’ = x" et tout élément de E est inversible.

1.16

Soit E un ensemble fini muni d’une loi associative notée multiplicativement
et possédant un élément neutre e. Démontrer que tout élément régulier de E
est symétrisable. A l'aide d’un contre-exemple, montrer que ce résultat est
faux si E est infini.

Solution

Soit a un élément régulier de E. La translation a gauche y, de E associée a a
est alors injective (¢f. Q., Ch. 3, § I, n° 47) ; comme ’ensemble E est fini, y,
est surjective (cf. Q., Ch. 2, § II, n° 31) ; il existe donc un élément a, tel que
a.a, = e ; a étant régulier a droite, on montre de méme que la translation a
droite d, de E associée & a est injective donc surjective. II existe donc un élé-
ment a, de E tel que a, a = e. Alors a admet un inverse & droite a, et un inverse
a gauche a,, or la loi est associative donc a, = (a, a) a; = a,(aa,) = a, donc
a est symétrisable ce qui montre que tout élément régulier de E est symétrisable.

Considérons I’ensemble Z des entiers rationnels muni de la multiplication ;
cette loi est associative et admet I’élément neutre + 1. Tous les éléments de
Z* = Z — {0} sont réguliers et pourtant seuls + 1 et — 1 sont symétrisables.
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1.17

Soit E un ensemble muni d’une loi T. On dit qu’un élément a de (E, T)
est idempotent si a T a = a. Une loi T est dite idempotente si tout élément
de (E, T) est idempotent.

a) Démontrer que si une loi T associative et commutative est idempotente,
la relation binaire R sur E définie par

(V(x,y)eE x E) [R(x,y)<xTy=y]
est une relation d’ordre. Démontrer que si x, y sont deux éléments de E,

x T y est la borne supérieure de {x, ¥} dans ’ensemble E ordonné par R.

b) On dit qu'un ensemble ordonné T est un ftreillis, si et seulement si pour
tout couple (x, y) d’éléments de 7, {x, y} posséde une borne inférieure inf (x, y)
est une borne supérieure sup (x, y) dans 7.

Soit T un treillis ; pour tout élément (x, ¥) de 7 x 7 on pose

xvy=supix,)) et x Ay =inf(x,y).

Démontrer que v et A sont des lois de composition de 7 associatives, com-
mutatives et idempotentes.

¢) Etudier les cas particuliers suivants :

o) L’ensemble P(E) des parties d’un ensemble E, ordonné par I'inclusion.

) N* ordonné par la relation R définie par
(V(x, y)eN* x N*)} [R(x,y) <> (x divise y)] .

y) L’ensemble # des relations binaires entre éléments d’un ensemble E,
ordonné par la relation d’inclusion (<) (¢f. exercice 1.9).

Solution

a) Réflexivité : comme la loi T est idempotente, on a pour tout élément x
de E, x T x = x donc R(x, x) ce qui montre que R est réflexive.

Transitivité ; soient x, y, z des éléments de E tels que R(x, y) et R(y, z),
alorsonaxTy=yety Tz =z orlaloi T étant associative on a

xTz=xT@T2)=xTYTz=yTz=1z
donc R(x, z) ce qui montre que R est transitive.
Antisymétrie : si x, y sont deux éléments de E tels que R(x, y)et R(y, x)ona
xTy=yetyTx=xorlaloi T est commutative donc x = y.

Nous venons de montrer que R est une relation d’ordre dans E. A présent
soient x, y deux éléments de E ; observons que

xTXTY)=(xTx)Ty=xTy
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donc R(x,x T y) et
yTTN=yTOT)=Q0TNTx=yTx=xTy

donc R(y, x T y) par suite x T ¥ est un majorant de {x, y} pour 'ordre R
Soit maintenant m un majorant de {x, y} pour R, alors on a R(x, m) et R(y, m)
soitxTm=mety Tm=mdonc(x TY) Tm=xTHTm=xTm=m
par suite R(x T y, m) ; ceci montre que x T y est le plus petit des majorants du
sous-ensemble {x, y} de E c’est-a-dire que x T y = sup (x, y).

b) 1l est clair que v et A sont des applications de 7 x 7 dans 7 donc des
lois de composition de 7. Notons < la relation d’ordre du treillis T et consi-
dérons trois éléments x, y, z de 7. Posons

a=((xvy)vz et a=xv(yvz).

Par définition on a: a>xvyeta=zzdoncaz=zx,azyetazz or
(azyetazz)=>@z2yvz,et(@a=zxetazy v z)=>a = a.0Onmontre
de 1a méme maniére que @’ = adonca = a’ etlaloi v est associative. On fait
une démonstration analogue pour montrer ’associativité de la loi A.

Les définitions de la borne supérieure et de la borne inférieure de I’ensemble
(x, y) ne font pas intervenir I’ordre dans lequel on donne x et y ; les lois v
et A sont donc commutatives. Pour tout élément x de 7, x est bien le plus
petit des majorants et le plus grand des minorants de I'ensemble {x}, car
x < x (réflexivité de la relation d’ordre) : onadonc x v x = xetx A x = x
ce qui montre que les lois v et A sont idempotentes.

¢) o) P(E) est un treillis ; en effet, pour tout couple (4, B) d’éléments de
P(E) on a sup(4,B)=AuUB et inf(4,B)=An B, car AuB> A,
AU B> B et pour toute partie C de E contenant 4 et B, C > AU B; de
méme AN B< A, An B c B et toute partie D contenue dans 4 et B est
contenue dans 4 N B. Par ailleurs, il est bien connu que les lois N et U sont
associatives, commutatives et idempotentes.

p) N* ordonné par la relation R ést un treillis ; pour tout couple (x, y)
d’entiers strictement positifs, sup (x, y) est le plus petit commun multiple de x
et y, inf (x, y) est le plus grand commun diviseur de x et y. En effet, soit M
le p. p- c. m. de x et y, x divise M et y divise M et M divise tout multiple com-
mun a x et y ; de méme, si m est le p. g. c. d. de x et y, m divise x, m divise y
et tout diviseur commun a x et y divise m.

Les résultats d’arithmétique élémentaire montrent que les opérations v et A
associées a ce treillis sont associatives, commutatives et idempotentes.

1) # muni de la relation d’inclusion (<) est aussi un treillis. En effet, on
montre facilement que si R, R’ sont deux éléments de &, sup (R, R’) est la
relation (R ou R} et inf (R, R’) est la relation (R et R’). Les opérations v
et A sont aussi de maniére évidente associatives, commutatives et idempo-
tentes. L’exemple y se rameéne d’ailleurs a I'exemple « si I’on fait la remarque
suivante : si ’on désigne par I'(R) le graphe d’une relation binaire R sur E,
alors si Re # et R' e A,

[R = R < I'(R) =« I'(RY)] -

Le graphe de la relation (R ou R’) est I'(R) u I'(R') et celui de la relation
(R et R) est I'(R) n I'(R").
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1.18

Soit E un ensemble sur lequel on a défini deux lois de composition, I'une
notée muitiplicativement et I’autre notée *. On suppose que chaque loi pos-
seéde un élément neutre ; on appelle e I’élément neutre de 1a premiére loi et f
celui de la seconde. On suppose de plus que pour tous éléments x, y, u, vde E
ona

(x *y)(uxv) = (xu) * (V) . (D

Montrer que :
a) e = f.
b) (V(x,y)eE x E) [xy = x=y)
¢) Les deux lois données sont associatives et commutatives.

Solution

a) Appliquons ’égalité (I) pour x = v = fet y = u = e ; il vient

(f*e\(,*f fp\*(pf\
s I\

Y J -
f est neutre pour la seconde loi donc f*xe = e * eet fxf=f; e est
neutre pour la premiére lo1 donc fe = ef = f et ee = e ; (I) s'écrit alors

e. e—f*fsmte—f
b) Appliquons I’égalité (I) pour y = u = e ; il vient
(x % €) (e x v) = (xe) x (ev) .
D’aprés a), e est neutre pour les deux lois donc
X*e=Xxe =X et exv=ev=vo,

donc pour tout élément (x, v) de E x E, xv = x s v. La loil * est donc la
méme que la loi notée multiplicativement.

¢) Notons la loi multiplicativement ; I’égalité (I) s’écrit :

(xy) (wv) = (xu) ()

Appliquons cette égalité pour x = v =
couple (v, u) d’éléments de E, la loi es
1

Annlmnnnq maintenant 1’égalité ¢

LIEEy NINCANRNLIC ENAREL 'D"‘

= ¢ ; on obtient : yu = uy pour tout
donc commutative
essus pour u = ¢ ; on obtient

(xy) v = x(yv)

pour tout triplet (x, y, v) d’éléments de E, la loi est donc associative.
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2.1

Soient G un groupe et (H)); ., une famille de sous-groupes de G.
a) Montrer que [} H; est un sous-groupe de G.
iel
b) On suppose que pour tout élément i de I et tout élément j de 7, il existe
un élément k de I tel que H;, = H, et H; « H,. Montrer que |J H; est un
fel

sous-groupe de G.

Solution

a) Comme P'élément neutre e de G appartient a tous les sous-groupes de G,
il appartient & [} H; ; il suffira donc de montrer que si x et y sont deux élé-
tel
ments de (} H,, il en est de méme de xy ™! (¢f. Q., Ch. 4, § IL, n°® 72). Or chaque
iel

H; (i e I) est un sous-groupe de G donc contient en méme temps que x et y

le produit xy ! par suite xy"'e M} H..
iel

b) Comme en a) on voit que ee |J H; et il suffit de démontrer que si x
tel

et y sont deux éléments de |J H,, il en est de méme de xy~'. Soient donc x

tel
et y deux éléments de |J H; ; il existe des éléments [ et j de I tels que x € H,
ief
et y € H,. D’aprés I’hypothése, il existe alors un élément k de I'tel que H; c H,
et H; c H, donc x et y appartiennent & H, qui est un sous-groupe de G, par

suite xy ' e H, donc xy 'e U H;.

el
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2.2

Démontrer que le centre d’un groupe G est un sous-groupe de G.

Solution

Désignons par C le centre de G. Il suffira de démontrer que si x et y sont
deux éléments de C il en est de méme de xy et x~! (cf. Q., Ch. 4, § I, n° 72).
Soient donc x et y deux éléments de C ; alors on a quel que soit z dans G :
() z = x(¥2) = x(zy) = (x2) y = (zx) y = z(xy) donc xye C ; d’autre part
onapour tout zde G, xz = zx donc z = x~ ' zx et zx~! = x7! z, par suite
x~ 1 e C, d’ol le résultat.

2.3

Soit G un groupe non commutatif de centre C. On désigne par Aut G I’en-
semble de tous les automorphismes de G et par Int G ’ensemble (f,), . de
tous les automorphismes intérieurs de G ( f, est défini en posant, pour tout
élément x de G, f(x) = axa™').

a) Montrer que Aut G est un groupe pour la composition des applications
et que Int G en est un sous-groupe.

b) Démontrer que ’application ¢ de G dans Int G, définie en posant pour
chaque élément a de G, ¢(a) = f, est un homomorphisme de G sur Int G.

¢) Démontrer que Int G est isomorphe & G/C.

Solution

a) On sait que le composé de deux automorphismes est un automorphisme
et qut: ld. C()rﬂp()Sl[lUH ut’:S appllbd[l()rls est aSSOCld[lVﬁ u()r]C lﬂUUl[ une I()l Ut:
composition interne associative sur Aut G. L’application identique I de G est

un automorphisme et pour tout élément fde Aut G, on a

fol=Iof=f e fof '=f"lof=1,

donc I est élément neutre de Aut G et tout élément de Aut G est inversible,

tr
ce qui prouve que Aut G est un groupe.

T
Observons maintenant que si a et b sont deux éléments de G, on a pour

tant Alimant v Asa 7 £ a £y} —_ hvh™ l\ n_'l —_ n‘sv{nk\* £+ Anneo
LULIL WIGALIEIL A AW iy JaUJ b\.l\" u\u.}\,u } - uUJ\r\uU’ -_ J b\-/\-} WU

faofy = fas ce qui montre que Int G est une partie stable de Aut G ; d’autre
part, si e est I’élément neutre de G, on a pour tout x dans G, f,(x) = exe_1 =X
donc f, = Iet Ie Int G ; de plus, si @ est un élément de G et a~! son inverse,
ona

fﬂofa_l =fna_1 :fe =1 et fa" ofn =fa“.n =fe =1

donc foo1 = fa " et tout élément de Int G a soninverse dans Int G, par suite
{cf- Q., Ch. 4, § I, n° 72) Int G est un sous-groupe de Aut G.
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b) L’application ¢ est surjective par définition de Int G, de plus si a et b
sont deux éléments de G on a ¢(a) o (b) = f,0 f, = f.» = @(ab) donc (cf- Q.,
Ch. 4, § 111, n°® 77) ¢ est un homomorphisme surjectif de G sur Int G.

M Ta novau t‘a - oct Pancamhla dac AlAmenfc o t‘a 7 tolec e mfa) — £ ’
O LU HUyau UL §f Lot 1 LHGVILIUIL ULs CITIHVEILS & UL W 1o yul iy = Ja .
= X

Cette condition exprime que pour tout élément x de G. on a f,(x) = axa™!
soit ax = xa, autrement dit, que a est un élément central de G, par suite
1\er P = L Ld. UELOIIIp()SlflUH Ldnomque UC Q [C_] \,{ ’ b[l ‘l’ 9 lll n® 10) 8€
réduit donc a

G5 G/C > ¢(G) = Int G,

ou p est ’homomorphisme canonique de G sur G/C et s un isomorphisme de
G/C sur ¢(G) = Int G, d’ou le résultat.

N
i

Soit G un groupe. Montrer que la relation binaire R définie sur G par
« xRx' si et seulement s’il existe un élément a de G tel que x" = axa™ ' » est
une relation d’équivalence. Si x et x” sont congrus modulo R on dit qu’ils sont
conjugués dans G. Montrer que si @ est un élément de G et H un sous-groupe
de G, H' = aHa ! est aussi un sous-groupe de G (on dit alors que H et H’
sont des sous-groupes conjugués dans G).

Solution

Réflexivité : si x € G et si e est ’élément neutre de G, on a x = exe™ ! donc
xRx.

Symétrie : st xe€ G, x' € G et xRx/, il existe un élément a de G tel que
x'=axa 'donconax=a'xa=(@')x@"!) et xRx.

Transitivité - si xe G, x' € G, x" € G, xRx' et x'Rx", il existe deux éléments
aetbhde Gtelsque X = axa~ ! et x” = bx'b~!, donc

X" =baxa 'b™' = (ba) x(ba) ' et  xRx".

Cec1 montre que R est une relation d’équivalence.

Si ae G, si H est un sous-groupe de G et H' = aHa °, alors e€ H et
e = aea” ! donc e € H'. Soient donc deux éléments x et y de H', alors il existe
deux éléments & et g de H tels que :

1

x = aha™! et y=aga!,

donc
xy~! = (aha YD (aga ") = (@ha V(g 'a ) =ahg'a !,

or H est un sous-groupe de G donc (¢f- Q., Ch. 4, § I, n° 72) hg ™' e H, par
suite xy~! € H' donc (loc. cit.) H' est un sous-groupe de G.
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2.5

A et B étant deux sous-groupes d’un groupe G, soit S le sous-groupe de G
engendré par A U B.

a) Montrer que Sest I’'ensemble des €léments de Gdela forme x; . X5..... X2, 41
ouneN, (x3); <i<n SOnt des éléments de A4 et (x;;,1)o<i<» des éléments de B.

b) Montrer que S = A.Bsi et seulement si A.B = B.A.

Solition

a) Soit §’ I'ensemble des éléments de G de la forme x;.x;.....X3,4, (n€N)
tels que x,;e Asil € i< netx,,,€Bsi0<i<n;alors Bc S (prendre
n = Q) et comme I’élément neutre e de G appartient a B, chaque élément a
de A se met sous la forme a = e.a.e (e € B, a € A) donc appartient a S, par
suite A ¢ S'et AU B c §'. A présent je dis que S’ est un sous-groupede G ;
en effet, S' # J car AU B c S et 4 et B sont des sous-groupes de G, de
plus si x = X;.X3..c. X, 41 €L ¥ = Y{.V2..... 2,4, sont deux éléments de S,
alors on a

xy ! = (x1-X3- e X2n41) (yl'yZ""'y2p+l)_1
= (xl'xZ'“'°x2n+l) (yZ_pl-!-l yZ_pl""'yl_l)
= (X1 eX20) (X2n41 y;pl+l) (J’;; ----.J’;l)

Of X3,41 € B, y;,4+1 € B et B est un sous-groupe de G, donc (¢f. Q., Ch. 4,
§ II, n® 72) x5,44 y;,,lﬂ € B de plus comme A4 et B sont des sous-groupes
de G, onayy'edpour 1 <i<netyss€Bpour 0<i<n, donc en
posant z; =x; Si 1 <j<2n, zy,,4 = xz,,“yz_,,lH, et lorsque p > 0,
22n+k == y;pl+2_k Si 2 '~<§ k -<. 2p + 1, on a xy_l == zl'ZZ“"'ZZ(p+n)+l avece
zyeAsil<j<p+netzy,,eBsi0<j<n+p, par suite xp '€ S,
donc (¢f. Q., Ch. 4, § I, n°® 71) S’ est un sous-groupe de G.

Soit maintenant S” un sous-groupe de G contenant 4 v B, alors S” contient
tous les éléments de A, tous ceux de B donc aussi tous les composés de tels
éléments, donc §’ = §” ; il en résulte que S’ est le plus petit sous-groupe de G
qui contienne A U B c’est-a-dire (¢f. Q., Ch. 4, § L, n°® 73) que S’ = S.

b) Supposons que S = A.B et soit b.a un élément de B.4A (a€ A, be B)
alors b.a =(a.' b™)"' (a '€ A, b' e B) et A.B est un sous-groupe de G
donc b.a € A.B par suite B.A c A.B. Soit maintenant a,.b, un élément de
A.B (a, € A, b, € B) alors, comme A.B est un sous-groupe de G, a,.b, est
I'inverse d’un élément de A. B soit a,.b, (a, € A, b, € B) donc

a,.b, = (az-bz)-l = bz_l-a;1 s

ora; ‘e A, b;" € Bdonc a,.b,eB.Aet A.B = B.A,sibien que A.B = B.A.
Réciproquement supposons que 4.B = B.A ; alors je dis que A4.B est un
sous-groupe de G ; en effet, ee A.B et si a,.b, et a,.b, sont deux éléments

de A.B(a,€ A,a,e€ A, b, € B,b, e Byona(a,.b))(a,.b;)"' = a, b, b7 " a3,
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orbyb7'a;' € B.Aet B.A = A.B, donc il existe un élément a; de A et un

élément by de Btels que by b; ' az ' = a3.bs, alors (a, by) (a, b,) ™' = (4, a3) b,
et (a, as) by € A.B donc (cf- Q., Ch. 4, § I, n°® 72) A.B est un sous-groupe
de G, de plus 4 U B < A.B et si § est un sous-groupe de G qui contient
A U B, il contient tous les composés d’un élément de A4 et d’un élément de B

donc contient A. B, par suite (¢f. Q., Ch. 4, § I, n° 73) § = A4.B.

2.6

Trouver tous les groupes d’ordre 4. On montrera qu’ils sont tous commu-
tatifs.

Solution

Soit G un groupe d’ordre 4 noté multiplicativement ; désignons par e, a,,
a,, 4, ses éléments, e étant I’élément neutre. On sait (¢f. Q., Ch. 4, § V, n° 83)
que I’ordre de a,, a, ou a, divise 4 et n’est pas égal & 1 (le seul élément d’ordre 1
d’un groupe est I’élément neutre) ; deux cas peuvent donc se produire :

(1) l’un des éléments a,, a,, a; est d’ordre 4 ; supposons par exemple que ce
soit a,, alors a, engendre G donc G est cyclique et iIsomorphe au groupe addi-
tif Z/4 Z (¢f. Q., Ch. 4, § V, n° 83).

(1) les trois éléments a,, a,, a; sont d’ordre 2 ; alors ai =da;=a5 =eet
sachant que la table de multiplication de G est un carré latin (¢f. Q., Ch. 4,
§ I, n°© 71) on voit que la seule table possible pour G est

e a, a, a;
e e a, a, as
a, a; € a; a
a, a, a, e a,
a; a; a, .| a e

Le lecteur vérifiera que cette table définit bien une loi associative et que le

groupe G est alors commutatif ; de plus si I’on désigne par O et 1 les éléments
du groupe additif Z/2 Z, en posant

(P(e) = ((—)s 6) ’ (P(al) = (6’ T) s qo(az) = (-i-: 6) ’ ¢(a3) = (Is I)

on définit une application bijective ¢ de G sur ’ensemble produit Z/2 Z x Z/2 Z.
Le lecteur vérifiera que ¢ est un homomorphisme de G sur le groupe additif
produit Z/2 Z x Z/2 Z (cf. Q., Ch. 4, § IV, n® 79) donc un isomorphisme.
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En résumé nous venons de démontrer que les groupes d’ordre 4 sont tous
commutatifs et qu’ils sont de deux types :

— soit cycliques d’ordre 4, donc isomorphes au groupe additif Z/4 Z,
— soit isomorphes au groupe additif produit Z/2Z x Z/2Z nommé

groupe de Klein.

2.1

Soit G un groupe fini d’ordre 2 n et d’élément neutre €. On suppose qu’il
existe deux sous-groupes d’ordre n, H, et H, tels que H; n H, = { e }. Mon-
trer que #n = 2, que la structure de G est entiérement déterminée et donner sa
table. Combien G posséde-t-il de sous-groupes d’ordre 2 ?

Solution

Observons d’abord que n > 2 sinon H, = H, ; d’autre part H, U H, a
2n — 1 éléments donc G = H,u H,u{a;} ot ase€G, as ¢ H,, a; ¢ H, et
a;' = a, (si on avait a;'e H, (i = 1, 2) on aurait a, € H,, ce qui n’est pas).
Supposons n > 2, alors il existe des éléments o, € H,, a1 € H,, a, € H, tels
que a, # e, ay # e, Ay # a,, A, # e, mais alors on a a,.a, = a, car si on
avait a, a, € H, on aurait a, € H, et si on avait @, .a. € H, on aurait a, € H,
ce qui n’est pas ; de méme on voit que a;.a, = a; par suite a,.a, = ay.a,
donc @, = a) ce qui est contradictoire, donc n = 2.

Désignons par a; I’élément de H; (i = 1, 2) qui n’est pas I’élément neutre ;
alors G = {e,ay,a;,a; }etona a? =a; = as = e, par suite G est un groupe
d’ordre 4 dont trois éléments sont d’ordre 2, et on sait (cf. corrigé de I’exer-
cice 2.6) que dans ces conditions G est un groupe abélien isomorphe au
groupe additif produit Z/2 Z x Z[2 Z et que sa table de multiplication est

e a, a, as
e e a, a, a,
a, a, e a, a
a, a, a, e a,
a, a, a, a, e

11 en résulte que les sous-groupes d’ordre 2 de G sont H,, H, et Hy ={ ¢, a; }.

2.8

CaLvo. — Exercices d’algébre.

Soient G un groupe cyclique, fini d’ordre »n, noté multiplicativement, a un
générateur de G et e = ¢" I’élément neutre de G.

1) Montrer que tout sous-groupe de G est cycligue.
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2) Soit m un entier strictement positif, montrer que a™ = e si et seulement
si n divise m.

3) Soit H = { a® ) le sous-groupe de G engendré par a” (1 < p < n).

a) Montrer que H coincide avec le sous-groupe ¢ g > de G engendré par a’
ougestlep.g.c.d. dernetp

L .

- . .
+ nlamant = i nt Aromior e H
L 9 J L 9 L L 9 L L

S’

Solution

1) Soit G, un sous-groupe de G ; désignons par n, le plus petit entier stric-
tement positif tel que a" € G, alors le sous-groupe { a™ > engendré par a"
est contenu dans G, et si x € G, il existe un entier m tel que x = a™ etm = n,
donc en faisant la division euclidienne de m par ny on obtient m = ng.q + r
avec soit r = 0, soit 0 < r < ng ; alors on a a™ = @"+r = g™d,q = (go).qa"
et a™ € Gy, (a®)? e G, donc & € G, et on ne peut avoir 0 < r < ny par défini-
tion de ny, donc r =0, m = ny g et xe { a™ » ; comme ceci est vrai pour
tout élément x de G,, G, = { a" > donc G = { g™ > ce qui montre que G,
est cyclique.

2) Si n divise m il existe un entier g tel que m = ng donc
At =a"=(@@) =el=¢

puisque a est d’ordre n. Réciproquement, si a” = e, on a m 2 n sinon a n’en-
gendrerait pas G ; faisons la division euclidienne de m par n, on obtient
m = nq + r, avec soit r = 0, soit 0 < r < n, alors

a" = a" = g.d = (@ d =d = e

or ceci est impossible si 0 < r < ncar aest d’ordre n,doncr = 0,etm = n.g
d’ou le résultat.

3) a) Sigestlep. g c. d. de n et p, 1l existe un entier ¢’ tel que p = q.¢’,
donc a® = (@97 et a® € { a* ) par suite H < { a? ). D’autre part, d’apreés le
théoréme de BeEzourT (c¢f. Q., Ch. 5, § IIi, n° 99, th. 4) il existe deux entiers r
et s tels que g = p.r + n.s donc a? = a”*™ = g”.a"” = (@°).(@") = (@)
puisque a" = e, donc a’e H et par suite { a? ) €« Hdonc H = {a" ).

b) D’aprés a), H= {a?> o gestle p. g. c. d. de n et p, donc si p et n
sont premiers entre eux, g = 1 et H = G ; si p et n ne sont pas premiers entre
eux, g > 1 et H # G d’ot1 le résultat.
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Soient G, et G, deux groupes, a, un élément d’ordre n, de G, et a, un élé-
ment d’ordre n, de G,.

a) Montrer que I’ordre de I’élément (a,, a;) du groupe produit G, x G,
est le p. p. c. m. des ordres de a, et a,.

b) En déduire que si G, est cyclique d’ordre n,, G, cyclique d’ordre n, et
si n, et n, sont premiers entre eux, alors G, x G, est cyclique d’ordre n,.n,.
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Solution

a) Désignons par e, I'élément neutre de G, et par e, celui de G,. Si g est
un entier, on a (a,, a;)? = (e,, e;) si et seulement si af = e, et a3 = e,, donc
(df. exercice 2.8) si et seulement si g est un multiple commun de n, et n,,
par suite ’ordre de (a,, a,;) dans G, x G, est le p. p. c. m. des ordres de a,
et a,.

b) Si n, et n, sont premiers entre eux, si I'on désigne par @, un générateur

Ao da al~ Ao 1?Aed
Gac ‘-’l et par a, un BCIICI.GI.CUI. adl Uz, aiois G a].u.ca 1a l.ucuuclc pcuuc, 1 orare

de I’élément (a,, a;) dans G, X G, est n,.n, ; comme G, X G, a n,.n, élé-

ments, (a,, a,) engendre G, x G,, d’ou le résultat.

2.10

Un groupe abélien G est dit simple s’il n’est pas réduit a son élément neutre 0
et s’il ne posséde aucun sous-groupe différent de { 0 } et de G. Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un groupe cyclique d’ordre premier ;

(i) G est un oroune abélien simnle
\'.’ A4 Wil L i A WA
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Solution

(i) = (i1). Soit G un groupe cyclique d’ordre premier p ; comme G est cycli-
que, 1l est abélien (cf Q., Ch. 4, § V, n° 83) ; comme ’ordre de G est premier,

G n'est pas réduit A son élément neutre. Si H est un sous-groupe de G, ’ordre

a2 wna¥ Anndineze & Al (o2 4 A SV

de H d1v1se p (cf- Q., Ch. 4, § 11, n° 74) donc est égal & 1 ou & p ; dans le pre-
mier cas H = {0} et dans le second H = G, donc G est simple.

(i1) = {(i). Soit G un groupe abélien simple ; G n’étant pas réduit A son élé-
ment neutre 0, soit x un élément de G différent de 0 et soit { x > le sous-groupe
de G engendré par x ; alors { x > n’est pas { 0 } et Gest simple,donc{ x» = G
ce qui montre que G est monogeéne, par suite (¢f. Q., Ch. 4, § V, n° 83) G est
isomorphe 4 Z s’il est infini et & Z/rZ s’il est fini d’ordre ».

Je dis que G n’est pas infini ; en effet, s’il I’était, I’application f de Z dans G
définie en posant pour chaque entier rationnel m, f(m) = mx, serait un iso-
morphisme de Z sur G ; mais alors si g est un entier strictement positif, gZ

act nn conc_arannsa nranre de 7 dant P1imaoe nar £ act nin ennc (n" oune A 7
il Wil OVUILD ELUU}JV lJlUl.llU Wil &4 WILURIL I IALIMEU }.lul J Wl Uil OV IO \-l i I

différent de { 0 } et de G ce qui est impossible.

Donc G est cychque ﬁm soit n son ordre. Je dis que r est nécessairement
‘premler , € t:llt:l s’il ne Pétait pas on pourrau Fécrire sous la forme n = p-q
ou p et g sont deux entiers > 2, par suite p.x serait un élément d’ordre ¢ et le
sous-groupe { p.x ) de G engendré par p.x serait différent de {0} et de G
ce qui est impossible puisque G est simple, donc G est cyclique d’ordre premier.

2.11

Soient a et b deux éléments d’un groupe fini G.

1) Montrer que si @, b et ab sont d’ordre 2, a et b commutent.
2) Montrer que a et ' ont méme ordre.
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3) Montrer que a et bab™! ont méme ordre.
4) Montrer que ab et ba ont méme ordre.
5) On suppose qu’il existe des entiers rationnels m et » tels que a” 0" = ba ;
montrer que a” % b", a" b"~ % et ab~" ont méme ordre.
Solutioh 1) Comme a, & et ab sont d’ordre 2, on a: a® = b* = (ab)? = e (e étant

I'élément neutre de G), donc on a: a=a"', b=5b"" et ab = (ab)™' par
suite ab = b~ ' a™' = ba.

2) Le sous-groupe de G engendré par a et le sous-groupe de G engendré
par a~! coincident donc a et ¢~ ! ont méme ordre.

3) Soit H le sous-groupe de G engendré par a, alors (¢f. exercice 2.4)
bHb™* est un sous-groupe de G. Je dis que bHb ™! est le sous-groupe de G
engendré par bab™! ; en effet, pour tout entier rationnel z on a

(bab™ )" = ba" b~
donc tout sous-groupe de G qui contient bab™* contient £Hb™'. D’autre part
bHb™! et H ont méme ordre, donc bab™ ! et @ ont méme ordre.

4) Comme ba = b(ab) b, il résulte de la question 3 que ba et ab ont
méme orare.

5) Comme a"b" %2 = (@ b)) b2 = (ba)b™? = Blab™ ') b7, il résulte de la
question 3 que a™ b""2 et ab™! ont méme ordre. De méme on a

A" =a (@ b)=a*ba)=a Ma 'Da=a (@' b)(a !
donc a" 2 b" et a”! b ont méme ordre, or a~ ' b et son inverse b~ ! ¢ ont
méme ordre (question 2) et b~ ' a et ab™' ont méme ordre (question 4), fina-
lement @™ 6" 2, ™ 2 b" et ab~! ont méme ordre.

212

Soit ¢ une permutation de degré n et ¢ = 0,.0;.....6, sa décomposition en
cycles opérant sur des parties disjointes deux a deux, de [1, n}. Montrer que
I'ordre de o est le p. p. c. m. des ordres des cycles o;.

Solution

Comme les cycles o; opérent sur des parties disjointes deux 4 deux de [1, n},
ile ~aasitant dony & dAanwy (0 Y Ch A &8 UT 0 QEY  sear giiifa mneir 0114
11D LUILLLILIULGLIL ULUA d ULUAn \l.-_,. gy WAL, 77,y ¥, U UJ}, l.)al. SUIW pPUUL tuvug
entier positif ¢ on a ¢ = ¢1.05.....07 et ¢ = I si et seulement si of = 1
(1 < i < r). Or on sait (cf. exercice 2.8) que o} est 'identité si et seulement si
I'ordre de o; divise g, donc le plus petit entier positif g tel que ¢? soit I'identité
est le p. p. c. m. des ordres des o; (1 < i < 7).
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Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles et donner
leurs ordres :

L _(1234567) |, _ (12345678  _ (123456789)
~\s647321) ° T \14327865) € = \378945216) -

Calculer a?°!, b'°8 et ¢! °°° dans .

Les décompositions sont
a = (15347)(26), b = (24)(5768) et c = (138)(27) (4965).

En appliquant le résultat de I’exercice 2. 12, sachant que 1’ordre d’un cycle de
longueur p est p, on voit que ’ordre de a est 10, celui de b est 4 et celui de ¢
est 12. Par suite,

0201 — a10x20+l =a; b198 — b4’<4—9+2 _ b2 — (24)2 (5768)2 — (56) (78),
et

! 000 — (12%93+4 _ 4 _ (138)* (27)* (4965)* = (138)* = (138).

Soient » un entier = 2 et %, le groupe symétrique de degré n.

1) Démontrer que ., est engendré par les transpositions (1, 2), (2, 3), ...

(n—1,n).
(On montrera d’abord que toute transposition (i, j), I # j, est décomposable
en produit de transpositions de la forme (k, kK + 1), 1 <k <n — 1.)

2) En déduire que &, est engendré par les transpositions
(1,2),(,3),..(0,n).

ose t = (1, 2) et ¢ = (1, 2, ..., n); calculer ¢* et ¢* tc™* lorsque
— 2 et en déduire que ¢ et ¢ engendrent &,,.

X g

1) Comme on sait (¢f. Q., Ch. 4, § VL, n° 86) que toute permutation de [1, n}
s’écrit sous la forine d’un produit de transpositions, il suffira de montrer que
toute transposition (i, j) i # j s’écrit sous forme d’un produit de transpositions



38

EXERCICES D’ALGEBRE

(k, k + )avec 1 € k< n — 1;or(i,j) = (j,i) donc on peut supposer i < j

et on a alors

GH=6GI+D0E+Li+2...0-2j-DG—- 1))
G=27~DesG+ L,i+2G i+ 1)

Ao
LS I

2) Compte tenu du résultat de la question précédente, il suffira de montrer
que toute transposition de la forme (k, K + 1) (1 € k < rn — 1) s’exprime
comme produit de transpositions de la forme (1, p) (2 < p < n), or on a pour
tout entier X compris entre 1 et n — 1,

kK E+D=0K0E+ 11,k
d’ol1 le résultat.

3) Sin=2 c=1ett engendre &,. Supposons donc n > 3 et soit k un
entier tel que 1 < k < n — 2 ; comme

_(1,2, ey n — 1, n)
c=\23... n, 1

c"—( I, 2 ,...,n—k,n——k+1,...,n)
Wk +Lk+2.0, n . 1 .k

on a

et
kK _{ 1 > 2 LIRS ka k + 1 3 e f
©  \n—k+t,n—k+2...n 1 ,..n—k/

d’ou il vient que ¢* tc™* = (k + 1, k + 2). Il en résulte que toute transposition
de la forme (k, k + 1) avec 1 < k < n — 1, s’exprime comme produit de c,
tet ¢!, or on sait (question 1) que les transpositions (1, 2), (2, 3), ..., (n—1, #)

engendrent <, , donc ¢ et ¢ engendrent &,

At g =SS0 =i waihel At

2.15

Pour n > 3 on désigne par </, le sous-groupe de %, engendré par les cycles
(1, 2’ 3)’ (1! 2’ 4), ety (1, 2’ n) -

1) Montrer que &7, est un sous-groupe du groupe alterné .«7,.

2) Démontrer que si i et j sont deux entiers distincts (1 <K i< n 1 <j<n)
les permutations (1, 2) (i, j) et (i, j) (1, 2) appartiennent & </,
3) Montrer qQue &, = &,. (On remarquera que toute permutation p de &,

e Y=5 F-N

pc ut s’écrire sous la forme
p == tl‘t2""'t2p'—l't2p = tl'IO'IO'IZ'IS'IO""'IZP'—I'to'to'tzp’

ol Zg, ty, ..., Iz, sont des transpositions et 1, = (1, 2).)
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Salution

1 ne de & i1l suffira de montrer a qu 1e la famille
- bl “}’v i e n AR WDLE A G4 it ALAVWSRALL 29 DI- .m‘.l.lv

» appartient a &7, ce qui est clair puisque
n) sont des cycles d’ordre 3 donc des

I\ Comme oJ e
e €s

\FALEE L]

tu
génératrice (1 2,k),03<
les permutatlons (1, 2,
permutations paires.

2) Comme i et j sont distincts nous supposerons i < j et distinguerons trois
cas :

a)i=letj=2;alors (G )=(0,2)et (;,)(1,2)=(1,2)(j,j) =e ot e
est I'élément neutre de &, donc (i, j) (1, 2) € o, et (1, 2) (i, j) € o#,.

byi=1letj> 2;alors (1,2)(1,/) = (1,7, 2 = (1, 2,/)* donc

1,2, ped,

et (1,7)(1,2) = (1, 2, ) donc
(1L, H(A,2)es,.

¢) i>1;alors j > 2 donc (l J) et (1, 2) opérent sur des parties disjointes
de [1, =] nar suite ces transpositions commutent (¢f. Q., Ch. 4, § VI, n° 85) or

ona(l,2) () = () (1,2 = (1,2 (1, 27>, 2, i) donc.

(1,20, De o, et (i
7 n

=Y =J \"r

3) Soit p un élément de &/, ; comme p est une permutation paire elle s’ex-
prime comme produit d’un nombre pair de transpositions (¢f. Q., Ch. 4, § VI,
n° 87) ; posons p = t;.1;.....%,, OU I, 13, ..., I, sont des transpositions et

notons 7, la transposition (1, 2), alors 3 = e donc on a
p == tl Io to tz I3 IO to t4""'I2p"‘l to to tzp
= (2 o) (to 12) (3 to)-..--(t2,—y to) (t0 t2,)

or d’aprés la question précédente les permutations £,;_, t, et ly t;; (1 < i< p)
appartiennent 4 &, donc pe s, et o, = o,
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Soient G; et G, deux groupes, G; x G, le groupe produit de G, et G,,
7, et 7, ses projections sur G, et G, respectivement. On se doane deux homo-
morphismes de groupes u#, et u, définis tous deux sur un groupe G, i valeurs
dans G, et G, respectivement ; montrer qu’il existe un homomorphisme
h défini sur G a valeurs dans G; x G,, et un seul, tel que 'on ait #; o b = u,
etn,0h = u,.




Solution

Nous noterons tous les groupes multiplicativement. Nous avons & prouver
existence et I'unicité de A.

Unicité. Si h est un homomorphisme tel que r,0h = u, et i0h = uy,
on a pour tout élément x de G, m,(h(x)) = u,(x) et nz(h(x)) = u,(x) donc
k(x) = (u,(x), u(x)) par conséquent % est uniquement déterminé.

Existence. Soit h I'application de G dans G, x G, définie en posant pour

chaque éléement x de G, h(x) = (u,(x), u,(x)) ; alors on a bien 7, 0 h = u, et
7, 0 h = u, et il reste a vérifier que h est un hnmnmnmhlqme de groupes ; or

u, et u, sont des homomorphlsmes et, par définition de la loi prodult dans
G, x G,, on a pour tout couple (x, x’) d’éléments de G,

h(x,x") = (uy(x,x"), u(x,x")) = (14(x) 1y(x"), 1p(x) 112(x"))
= (u1(x), uz(x))- (u:(x"), up(x")) = h(x).h(x"),

d’on le résultat.

2117

On considére deux groupes G et G', deux homomorphismes de groupes f
et g définis sur G a valeurs dans G’ et on appelle H I’ensemble des éléments x

de G tels que f(x) = g(x).
1) Montrer que H est un sous-groupe de G.

2) On désigne par k l'injection canonique de H dans G.
a) Montrer que foh = goh.

b) Montrer que si G” est un groupe et A’ un homomorphisme défini sur G”

a valeurs dans G, tel que foh' = go k', alors il existe un homomorphisme 6
défini sur G” & valeurs dans A, et un seul, tel que #' = ho 6.

Solution

1) Soient e I’élément neutre de G et ¢’ celui de G'. Comme f et g sont des
homomorphismes, on a f(e) = g(e) = €', donc e € H, par suite (¢f. Q., Ch. 4,
§ II, n° 72) il nous suffira de démontrer que si x et y sont deux éléments de H,
xy 'eH SixeHetye Hona f(x) = g(x) et f(3») = g(3) donc

O = ()" =(g) " =2g0™h
et
Sy™ =f@) SO = gx).807") = g™
donc xy~! € H et H est un sous-groupe de G.
2) a) Si x € H, h(x) € H donc f (h(x)) = g(h(x)) par suite foh = go h.

b) Si fo k' = go k', pour tout élément x” de G” on a f (K (x") = g(K'(x"))
donc F'(x") € H. Soit donc 6 'application définie sur G” A valeurs dans H que
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I’on obtient en posant pour chaque élément x” de G”, O0(x") = K'(x"), alors
0 est induite par &' donc est un homomorphisme de groupes, de plus on a

nour tonut Aldment ¥ de G" « BB+ — O+ — B (v dane ho ) — L' af i
}IU i LA A S WAWIALIWIAL oW - W - "\v\-"f I V\J\r ’ i \-’\f }' AW RAW FE W U s Wi O1
*

0’ est un homomorphisme défim1 sur G” 4 valeurs dans H tel que ho 0" = I,
on a pour tout élément x” de G”,

h(0'(x")) = h(8(x")) = K'(x")

donc #(x") = 6'(x") car h est injective, par suite 0 = 6’ d’ou le résultat.

N
oo

Soient G,, G,, G, trois groupes, f; un homomorphisme de G, dans G, et
f2 un homomorphisme de G, dans G,. On forme le groupe produit G, x G,
de G, et G,, et on désigne par 7, et 7, ses projections sur G, et G, respective-
ment ; on appelle / I’ensemble des éléments (x;, x;) de G, x G, tels que
fi(x1) = fa(x;), h linjection canonique de H dans G, x G, et on pose
g, =mn,ohetg, =mn,0h.

1) Montrer que H est un sous-groupe de G, x G, et que f,o0g, = f,0g,.

2) Soient H' un groupe, g; et gz deux homomorphismes définis sur H' &

valeurs dans G, et G, respectivement, tels que f, o g1 = f, o g2. Montrer qu’il
existe un homomorphisme 6 défini sur H’ a valeurs dans H, et un seul, tel que

gr=go0 e g =g00.

Solution

1) Pour chaque élément x = (x,, X;) de G, x G, on a f; o n,(x) = f,(x,)
et f2 0 m,(x) = f,(x,) doncenposantfyon; = u,, 07, = u,, G = G, x Gy,
G’ = G, on se trouve dans la situation de I’exercice 2.17, donc H est un sous-
groupe de G, x G, et fion,0oh = f,on,0hsoitfiog, = f,0g,.

2) Si g1 et g3 sont deux homomorphismes définis sur H' 4 valeurs dans G,
et G, respectivement, on sait (exercice 2. 16) qu’il existe un homomorphisme A’
défini sur H’ A valeurs dans G, x G,, et un seul, tel que g1 = n, 0 h' et

AN ¥ BRI PRGN | s LT Lt S c U gt R SR
2 = N0, dlUls 1 CEAIILC Ty g1 = J2 © £2 4acvicnl

%

fionmoh = foon,ok
soit, avec les notations introduites ci-dessus, u, o A" = u, o k', par suite (exer-
cice 2.17) il existe un homomorphisme # défini sur H’ 3 valeurs dans H, et
un seul, tel que ' = hof ;alorsona g; =n, 0l = n,0hol0 =g,00 et
g2 =m,0Kh =n,0ho080 = g,00. 1l reste & prouver I'unicité de 0 ; soit
donc & un homomorphisme de H' dans Htel queg; = g,06 etg; = g, 00" ;
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onag, =mn,0(hol)etgs = n,o0(ko ) donc en vertu de ’assertion d’uni-
cité de I’exercice 2.16, on a ho 0’ = ' = ho 0, or h est injectif donc pour
tout élément x" de H' on a h(0'(x')) = h(6(x")) donc O'(x’) = 8(x"V et 6 = ¢
d’ot1 le résultat.

Le groupe H construit dans cet exercice s’appelle le produit fibré de G, et
G, au-dessus de G, relativement aux homomorphismes f, et f,.

219

Soient G, un groupe abélien, G, et G, deux sous-groupes de G, tels que
G, < G, et n; et n; les homomorphismes canoniques de G, sur G,/G, et
G,/G, respectivement.

1) Montrer qu’il existe un homomorphisme p défini sur G,/G, a valeurs
dans G,/G,, et un seul, tel que pon; = 7,.

2) Montrer que p est surjectif et que son noyau est G,;/G,.

Solution

1} Soit X un élément de Go/G, ; comme 7, est surjectif il existe un élément x
de G, tel que x = m,(x),de plus si x' est un élément de G, tel que n,(x") = n,(x),
alors x — x" € G, donc x — x" € G; et n,(x) = n,(x"), donc I’élément 5,(x) de
G,/G; ne depend que de x (et non du choix de x) ; posons p(x) = n;(x). Nous
avons ainsi défini une application p de G,/G, dans GO/ G, tellequepomn, =7, ;
de plus p est un homomorphisme, en effet, si X et y sont deux éléments de

G,/G,, il existe deux éléments x et y de G, tels que x = n,(x) et ¥ = m,(y) et
par définition des lois de composition de G,/G, et G,/G, (c¢f. Q., Ch. 4, § II,
n® 75)ona:

x + __)7_ = T[l(x + y)
donc
p(x +3) = p(my(x + y)) = 1(x + ) = 7(x) + 72(¥) = p(x) + p(y) .

A présent démontrons I'unicité de p ; si p’ est un homomorphisme de G,/G,
dans G,/G, tel que n, = p'’omn,, on a pon, = p'omy, or, pour tout élé-
ment X de Gy/G, 1l existe un élément x de G, tel que x = 7n,(x), donc

p(x) = p(r;(x)) = p'(n,(x)) = p'(x)
par suite p = p".

2) Comme 7, et 7, sont surjectifs on a 7,(Gy) = Go/G, et 13(Gy) = Go/G,
or 72(Go) = p(n1(Go)) donc Gy/G, = p(Go/G,) ce qui prouve que p est sur-
jectif. D’autre part, un élément x = n,(x) de G,/G, est dans le noyau de p
si et seulement si on a p(x) = n,(x) = G, c’est-a-dire xe G, ou encore
x € G,/G,, donc Ker p = G,/G,.
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2.20

Soient G, G,., G, des groupes, f; un homomorphisme surjectif de G, sur
G, et f, un homomorphisme de G, dans G, tels que Ker f, = Ker f5.

1) Monirer qu’il existe un homomorphisme g d ur G, a valeurs dans G,,
et un seul, tel que f; = gof.
2) Montrer que Ker g = fi(Ker f3).

Solution

Nous noterons tous les groupes multiplicativement et désignerons par e,
I’élément neutre de G; (0 < i < 2).

1) Soit ¥ un élément de G, ; comme f; est surjectif, il existe un élément x
de G, tel que v = f1(x), de plus si x” est un élément de G, tel que y = f,(x"),
on a f5(x) = f5(x), en effet, la condition f;(x) = f,(x") équivaut a

fix"l.x)=e, ouda x '.xeKerf,,
or Ker f; = Ker f; donc x™ '.x" € Ker f; et f,(x"1.x") = e, d’oti
H(x) = f2(x) ;

il résulte de ceci que f5(x) ne dépend que de y (et non du choix de x) ; posons
g2(y) = f2(x). Nous avons ainsi défini une application g de G, dans G, telle
quegof, =/, ;de plus £ est un homomorphisme, en effet, si y et y’ sont deux
élements de G, et x et x’ deux éléments de G, tels que y = f,(x) et y' = f,(x'),
onayy =f,(x.x') donc
g0y = g( fi(xx")) = f2(xx) = [3(x).£olx) = g(¥)-20") -

Pour démontrer I'unicité de g supposons qu’il existe un homomorphisme g’
de G, dans G, tel que f;, = g’ of, alors pour tout élém Eﬁt y de G, il existe un

élément x de G, tel que y = f,(x) donc
£0) = (/1) = £,(x) = g(/i(x)) = g0

14

par suite g = g'.

N CQriont v 111 AliAmant da ot v 111y AlA it Aa 7 talec min vy — £ v ¢« alare
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y est dans le noyau de g si et seulement si g(y) = fo(x e , C’est-a-dire si et
seulement si x € Ker fz. autrement dit y e f;(Ker f3) don r g = fi(Ker f3).

oll

2.21

Soient G un groupe abélien d’élément neutre O et (G;); .; une famille de sous-
groupes de G telle que ﬂ G, = { 0 }. Montrer que G est isomorphe & un sous-

groupe G’ du groupe produ1t H (G/G,) et décrire G'.

iel
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Notons G additivement. Pour chaque élément i de I, désignons par =,
I’homomorphisme canonique de G sur G/G; et soit n I'application de G dans
[] (G/G)) définie en posant pour chaque élément x de G, n(x) = (n(x)); ;-
iel
Alors 7 est un homomorphisme ; en effet, les n; (i € I) étant des homomor-
phismes, par définition de la loi produit dans [] (G/G)), on a pour tout couple

iel
(x, y) d’éléments de G: )

1

{ < AY
WX r— Vj

(=
vt \-" + )’Ihe[ = \“ \-’U + ’“:\)’I}:el

(TE (x))lEI + (TE (y))lel - TE(X) + TC(y)

De plus, le noyau de n se compose des éléments x de G tels que pour tout
élément i de I, on ait n,(x) = G; c’est-3-dire x € G,, donc

Kern=N G, ={0}

iel

-

si bien que 7 est injectif. Désignons par G’ I'image de = ; alors = induit un iso-
morphisme de G sur G’ et G’ est le sous-groupe de [] (G/G) formé des élé-

iel

ments (y,);.r de ﬂ (G/G);) pour lesquels il existe un élément x de G tel que

¥; = m(x) pour cHzique élément i de I.

2.22

Si G est un groupe abélien, nous désignerons par Hom (Z, G) ’ensemble
des homomorphismes de Z dans G.

1) Montrer que tout homomorphisme f de Z dans G est complétement
déterminé par la donnée de f(1).

2) On munit Hom (Z, G) de la loi de composition suivante : si f et g sont
deux éléments de Hom (Z, G), f + g est I'application de Z dans G définie en
posant pour chaque entier rationnel n, (f + g) (n) = f(n) + g(n). Montrer
que Hom (Z, G) devient ainsi un groupe abélien.

3) Soient Gy, G,, G, trois groupes abéliens, f; un homomorphisme de G,

dans G, et f; un homomorphisme de G, dans G,. On note f;* I’application de
Hom (Z, G,) dans Hom (Z, G,) définie en posant pour chaque élément g de
Hom (Z, G,), f={g) = f; o g, et on définit de maniére analogue f5.

a) Montrer que f* et f5° sont des homomorphismes.

b) Montrer que si G, = G, et si f; est 'identité de G,, alors f; est I'identité
de Hom (Z, G,).

¢) Montrer que (f;0f))* =f2 ofr.

d) Montrer que si f; est injectif, f; est injectif.

e) Montrer que si f; est surjectif, fi" est surjectif.
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Solution

1) Soit x un élément de G ; je dis qu’il existe un seul homomorphisme f de Z
dans G tel que f(1) = x. En effet, on a nécessairement f(0) = 0 ; si #n est un
entier = 1, f(r) =f(1) + (1) + - + f(1) (n termes) donc f(n) = n.x et
si m est un entier < 0, on a f(m) = — f(— m).

2) Observons d’abord que si f et g sont des homomorphismes de Z dans G,
il en est de méme de f + g ; en effet. si m et n sont deux entiers rationnels. on a

(S+8)(m+n)=f(n+n)+gm+n)=[f(m+f(n)+gm) + gln) =
= (f(m) + g@m) + (f(n) + g@) = (f + &) (m) + (f + &) (),

donc on a bien défini une loi de composition interne sur Hom (Z, G).
Cette loi est asscciative car si f, g, h sont des éléments de Hom (Z, G), en
vertu de I’associzativité de la loi de G, on a pour tout entier rationnel n,

(f+8+h)@=(f+80) + hr) = (f) + gmn)} + h(n) =
=f) + (g0) + k@) =f(n) + @ + N () = (f + (g + B) ().

donc
(f+9+h=f+(@E+h).

Cette loi est commutative, car on a pour tout couple (f, g) d’éléments de
Hom (Z, G) et tout entier rationnel n,

(f+8) () =f(n) + gn) = g() + f(n) = (g + 1) (n),

donc
f+g=g+F.

La fonction constante définie sur Z qui prend pour valeur I’élément neutre O de
G, est I’élément neutre de Hom (Z, G). Enfin si f est un élément de Hom (Z, G),
IPapplication (— f) de Z dans G, définie en posant pour tout entier rationnel »,
(= () = — f(n), est 'opposé dans Hom (Z, G) de f.

Par suite Hom (Z, G) est ainsi muni d’une structure de groupe abélien.

3) @) Montrons par exemple que fi;' est un homomorphisme. Si g et A
sont deux éléments de Hom (Z, G,), pour tout entier rationnel n, on a

fl((g + h) (n)) =f1(g(") + h(")) =f1(g(")) +f1(h("))
donc f,o(g + h) = f,0og + f, o h par suite
g + b)) =@+ fi(h.

d’ou le résultat.
b) Sif, = Id G,, pour tout élément g de Hom (Z, G,) on a

ff@ =1dG,og=g donc f =1d Hom(Z,G,).
¢) Si g est un élément de Hom (Z, <,), on a :

(f20f)%(@@) =fr0 frogel (ffot) (g =
=fz*(f1*(g)) =fz*(f1°g) = f,0f,0g
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donc
frofit =(fz0/1)"
d) Si f, est injectif et si g et g’ sont deux éléments de Hom (Z, G,) tels que
() =1,

onaf, og = f, o g’ donc pour tout entier rationnel n, ona f(g(n))} = f,(&'(n))
donc g(n) = g'(n) et g = g’, par suite fi est injectif.

e) Supposons f; surjectif, soient 7 un élément de Hom (Z, G,) et x un élément
de G, tel que fi(x) = k(1). Alors (question 1) il existe un homomorphisme h
de Z dans G|, et unseul, tel que iNl(l) = xetonaf;o 72(1) = h(1) donc

fioh = h = fi¥(h) et  fi estsurjectif .




3
ANNEAUX ET GORPS

3.1

Soient E un ensemble et #(F, Z/2 Z) I'ensemble des applications de E dans
I’anneau Z/2 Z. On désigne par 0 et 1 les éléments de Z/2 Z.

1) On munit F(E, Z/2Z) de I'addition et de la multiplication définies
comme suit : si f et g sont deux éléments de F(E, Z/2 Z) alors f + getf.g
sont les applications de E dans Z/2 Z telles que I’on ait pour tout élément x

de E:
(f+x)=f(x) +g(x) et (f.8)(x)=rf(x).8(x).

Démontrer que ’ensemble %#(E, Z/2 Z) muni de ces deux lois est un anneau
commutatif et unitaire.

2) A toute partie A de E on associe I’application &, de E dans Z/2 Z définie
par :

[ D, (x)=1 si xe A
| D(x) =0 si x¢ A
a) Démontrer que, quelles que soient les parties A et B de E, la relation
A = B est équivalente 2 ¢, = P
b) Calculer ¢_, en fonction de &, ; calculer &, _g en fonction de ¢, et
$psi B < A ;calculer @, et @, g en fonciion de &, et @p.
¢) Quelles que soient les parties 4 et B de E, on pose :

AANB=(4UB)— (AN B).

Calculer @44 5 en fonction de @, et Pp.
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3) Soit @ I’application de ’ensemble *B(E) des parties de Edans #(E, Z/2 Z),
définie par
d(4) = &, pour tout 4eP(E).
Montrer que & est une bijection de P(E) sur F(E, Zj2 Z). En déduire, au

moyen des résultats précédents, que (B(E), A, n) est un anneau commutatif
et unitaire.

Solution

1) L’addition de Z/2 Z étant associative et commutative, il en est de méme
de ’addition définie ici sur F(E, Z/2Z) (cf. Q., Ch. 3, § II, n° 54), de plus
lz fonction constante n définie sur £ et de valeur 0 est élément neutre de
F(E, Z/27) (loc. cit).

Si f est un élément de F(E, Zj2Z), en posant (— ) (x) = — j(x) pour
tout x € E on voit que, [ f + (— f)] () = F(x) + (— f(x)) = 0 = n(x) donc
f+ (—f) = rn ce qui montre que (— f) est 'opposé de f pour I’addition.
(#(E, Z/2 Z), +) est donc un groupe abélien. La multiplication de Z/2 Z est
associative et commutative ; il en est donc de méme de celle de F(E, Z/2 Z)
(loc. cit)) de plus, I'application constante u sur E de valeur | est I’élément neutre
de #(E, Z/2 Z) pour la multiplication. Par zilleurs, si £, g. /# sont des éléments
de #F(E,Z/2Z) et x un élément de E, on a

[(f + 8-k (x) = (f + & (). h(x) = (f(x) + g(x)).h(x)

d’ou en vertu de la distributivité de la multiplication par rapport a I'addition
dans Z/2 Z :

[(/ + &)-] (x) = f(x).h(x) + g(x).H(x)
= (/B + (&M x) = 1f-h + g.h](x);

par suite (f + g).h = f.h + g.h donc la multiplication de F(E, Z/2Z) est
distributive & gauche, donc distributive par rapport a I’addition. Ceci montre
que #(E, Z/2Z) muni de I’addition et de la multiplication ci-dessus, est un
anneau commutatif et unitaire.

2) a) 1l est clair que si A = B, ¢, = ¢5. Réciproquement, supposons que

@, = Pg, alors un élément x de E appartient & A si et seulement si
P (x) = 1 = Pp(x)
donc si et seulement §’il appartient & B, par suite A = B.

b) Sixe A, ®p_,(x)=0=1—P,(x);s1i x¢ A, D,_,(x)=1=1-F,(x); or,
pour tout élément x de E, ¢(x) = 1 donc &_, = &y — ¢, Comme, dans
Z/2 Z chaque élénent est £gal & son opposé, il en est de méme dans F(E, Z/2 Z)
cton a aussi @g_, = Gy + D,.

Soient A4 et B deux parties de E telles que B < A4 ; s1 x est un élément de E
et si x¢ A, alors x¢g Bet &, zx) =0= Py(x) — Pg(x);si xedetx¢ B
alors xe A — B donc @,_g(x) = 1 = @,(x) — Pg(x); enfin si xe B, alors
xeAdet &, _gx) =0= &,(x) — Pg(x). Ceci prouve que @,_z = &, — Py
soit aussi (c¢f. remarque ci-dessus) que @,_5 = ¢, + Py
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Soient 4 et B deux parties de E et x un élément de £ ;si xe A~ Bon 2
Dy np(X) = Oy(x). Pg(x); si x¢ A B, on a Oy, p5(x) =0 = &,(x). Dg(x)
car alors @ 4(x) = 0 ou @Pp(x) =0;donc &, 5= D,.P;.

Nous allons déduire le calcul de ¢, 5 de celui de @, 5 ; on sait que
Ppoavpy = P+ Paopdonc @, ,p= Pg_(4 5 — Pp Or

E—(AuB)Y=(E - AAn(E — B)
donc
¢'E—(Au3) = Pp_4-Pp.p= (Pp— 0,).(Pg — Pp);
comme F(E, Z/2 Z) est un anneau, on a :
¢E—(AUB) = ¢E'¢E - ¢E'¢B - ¢A'¢E + ¢A'¢B
soit
Pe-avd) = Pene— Pens— Panet+ Pang=Pr— Pp— P4 + Py
d’Ol:l ¢AUB == @A + ¢B - QA(\B SOit aUSSi ¢AUB = ¢A + ¢B + ¢AﬁB'
c¢) On a
Puap=Pave— Panp=Pa+ Ppgt+ Psp— Pans= Ps+ 5.

3) La question 2) a) montre que @ est une injection ; si ¢ est un élément de
F(E, Z/2 Z) et A(p) '’ensemble des €léments x de E tels que ¢(x) = 1, alors
on a ¢ = P, ce qui montre que P est surjective donc bijective. Comme,
pour tout couple A, B de parties de E, on a

¢AAB=¢A+¢B et ¢AnB=¢A°¢B
soit
B4 A B) = &(A) + O(B) et &(An B) = &(A).5(B),

on voit que ¢ est un homomorphisme de la loi A dans I’addition de %#(E, Z,/2 7))
et un homomorphisme de la loi ~ dans la multiplication de #(E, Z/2 Z) par
suite (P(E), A, N) est un anneau commutatif et unitaire.

3.2

Soit C le centre d’un anneau A (c’est-a-dire, ’ensemble des éléments ¢ de A4
tels que pour tout €lément x de A4, on ait ; c.x = x.c). Montrer que C est un
sous-anneau de A.

Solution

Remarquens d’abord que 1’éiément nul O de A appartient & C puisque pour
tout élément x de 4, on a 0.x = x.0 = 0. Il suffira donc de montrer que si a
et b sont deux €léments de C, il en est de méme de a — b et de a.b (¢f. Q.
Ch. 5, § I, n° 93) ; or pour tout €élément x de 4, on a x.(a — b) = x.a — x.b
et a et b appartiennent 4 C donc x.a = a.x et x.b = b.x, par suite

x(a—b)=a.x—b.x=(a— b).x
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ce qui montre que (@ — b) € C. Calculons maintenant x.(a. b) x désignant

Rl AlAmrant nnalaanana da A o A0 mAaATIUNARG Anrrea v R\ s ) L

lUuJUL‘II.D I.ill chlllclll qﬁcxuuu\l\.ic UL 7 4, U yuuvuun il e A-\u-u, - \JI, u}
(associativité de la multiplication de A4), or x.a = a.x, car a € C, donc
(x.0).b = (a.x).b mais (a.x).b = a.(x.b) et x.b=>b.x car beC, donc
(a.x).b=a.(b.x) = (@a.b).x d’ot x.(a.b) = (a.b).x, par suite a.be C et
C est un sous-anneau de A.

Gt
A

Soient A un anneau commutatif et 7 un idéal de 4. On appelle radical de I
et on note \/} l’ensemble des éléments x de 4 pour lesquelis il existe un entier n

[ﬁl qut: x dppdfllt:lll'lt: d. I-

1) Démontrer que \/ I contient I et que \/ I est un idéal de A.

2) Soient I et J deux idéaux de A tels que I = J ; démontrer que Jie v J.
Démontrer que /\/ N/ 1= \,/;

3) Soient I et J deux idéaux de A ; démontrer que \/ In_J = \/} N \/J

Solution

affas qt Aldmant da T 1 — X OI‘\“OI“’ nt s T Adans v agt & o
Cll\'l, Dl A- UD‘, ull \plwlj.lblll uh .!, A -_— l.lya-l l-l‘l‘ll— a F uUll\.r A WOl GindLILEL

Soient x et y deux éléments de \/ I ; il existe alors deux entiers m et #n tels que
x" et y™ appartiennent 4 I. Calculons (x — »)™*" ; puisque I'anneau A4 est
commutatif nous pouvons utiliser la formule du bindme ; on obtient

p=m+tn

(x—pmm= Y (=D CH, X"yt
p=0

p=n
= VYV (_ 1ymta=pP o0 p minTp
= L.\ 1’ “m+n
p=0
p=m+tn
+ z (_ l)m+n-—pCz+ P ymtn-p
p=nt1l

si0<p<nm+n—p2=mdonc
xp ym+n—p — vm(xp yn—-p)
sin+ 1l<p<m+n,
x”y’"““" = x"(x""" ymﬂ*p) ]

donc
p=n

(x = =T (- DT Gy )
p=0

p= m+n
+ x ( I)m+n~—p C,I:1+n xp—n ym+n-p)

p= n+l
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mais y™ appartient a 1’idéal I donc

/p=n

\
m m+n | el p .B—p
y { Z (_ Cm+n X y )
p=0
est €lément de I, de méme x" appartient a I, donc

(T3 g )

p=n+1

est élément de I, par suite (x — y)™*" appartient 4 I donc x — y est élément

de /1.

Soit a un €élément de A, alors (ax)" = a" x" car I’anneau 4 est commutatif,
mais x" appartient 4 I donc a" x" est élément de I, par suite ax appartient 4 \/}
ce qui montre que \/} est un idéal de A.

2) Soit x un élément de \/} alors 1l existe un entier » tel que x” appartienne
al; comme I c J, x" appartient 4 J donc x est élément de \/ J ce qui montre

que \/} c \/— J. Nous avons vu que I < \/}, donc \/; c ,\/ \/; Soit y un élé-

ment de /\/ VT alors il existe un entier p tel que yP appartienne a \[I mais
comme y* est un élément de \/I il existe un entier g tel que (y*)? appartienne a I,

donc yP? est €élément de I c’est-a-dire que y appartient 4 \/; donc ,\/ \/I c \/;

o 1
d’ott A/ VI =L
IJOnalnJcletlnJcJdonc \/InJC\/}et \/InJC \/Jsoit
/fAI’_ /_ /‘;A e UV § [ S

NI S AIN VI A prc fit SOOIt X un eiement UC ‘V/I n ‘\,'/-I—: d.lUlb ll U)lelc
deux entiers m et n tels que x" appartienne a 7 et x™ a J. Puisque x" appartient
a I, il en est de méme de x™.x" ; puisque x™ appartient a J, il en est de méme

de x™.x", par suite x"*" appartient 3 I nJ donc x est élément de I J,

donc \/}n\/}c \/Ian’m‘J \/}n\/.}=\/InJ.

3.4

Soit 4 un anneau. Un élément x de A est dit nilpotent s’il existe un entier »
tel que x™ soit nul. Soient x et y deux €éléments nilpotents de 4 qui commu-
tent ; démontrer que xy, x + y et x — y sont des éléments nilpotents de 4.

Solution

Puisque x et y sont nilpotents, il existe deux entiers met ntelsquex" =y™ =0
comme x et y commutent, on a pour tout entier p, (xy)’ = xf y¥, en particu-
lier (xy)" = x" y" = 0 donc xy est nilpotent.

Démontrons maintenant que x + &y (= + 1 ou — 1) est nilpotent.
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Puisque x et y commutent, il en est de méme de x et gy et on a pour tout
entier p,

k=p
(x+ey)f =Y C';,x"s”"‘ yPk
k=0
en particulier on a

k=n
(x + Ey)m-!-n — ym( d("+"xk£m+n—k yn—-k) +

k=0
k=m+n
+ xn( z dn+n xk—n8m+n—-k ym+n—k)
k=n+1

or X" =3" =0 donc (x + &y)"*" = 0 ce qui montre que x + y et x — y
sont nilpotents.

3.5

Soient 4 un anneau et X une partie non vide de A. Désignons par N(X)
I’ensemble des €léments u de A tels que u.x = 0 pour tout élément x de X.

1) Démontrer que N(X) est un idéal & gauche de A.

2) Démontrer que si I est un idéal & gauche de A, alors N(I) est un idéal
bilatére.

Solution

1) Soient u et 1’ deux éléments de N(X) et x un élément de X ; alors
wu—u).x=ux—u.x,

mais u.x =0 et u'.x =0 donc (u — u').x = 0 et u — u' appartient a N(X).
Soient @ un €lément de A et u un élément de N(X) ; alors pour tout élément x
de Xon a: (a.u).x = a.(u.x) = a.0 = 0 donc a.u appartient 3 N(X). Ceci
montre que N(X) est un idéal a gauche de 4 (¢f. Q., Ch. 5, § I, n° 94).

2) On sait déja (question précédente) que N(J) est un id€al & gauche de 4 ;
il suffira donc de montrer que N(J) est un idéal a droite. Soient donc a un
élément de A et u un €lément de N(X) ; alors, pour tout élément x de I on a
(u.a).x = u.(a.x) ; comme I est un idéal a gauche, q.x appartient 2 I donc
u.(a.x) = 0 = (u.a).x, par suite u.a appartient 3 N(I) donc N(I) est un idéal
bilatére de A.

3.6

Soit A un anneau commutatif et unitaire. Nous désignerons par 0 (respecti-
vement 1) ’élément neutre de I"addition (resp. la multiplication) de 4. Soit

d un €lément fixé de A. On désigne par A[\/E] ’ensemble 4 x A muni des
deux opérations

(a,a) + (b, b)=(a+ba +b)
(a,a’).(b,b') = (ab + da’' V', ab’ + a' b).
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a) Démontrer que A[\/t—l] muni de ces deux opérations est un anneau com-
mutatif unitaire. ~
b) Soit A’ le sous-ensemble des éléments de A[\/d] de la forme (a, 0). Démon-

trer que A’ est un sous-anneau de Al d] 1somorphe a2 A4, Dans toute la suite
on identifiera 4 et A’ (autrement dit, (x, 0) est identifié 2 x).

¢) Démontrer que tout élément de A[\/d] s’écrit d’'une maniére unique
sous la forme a + a’.(0, 1). Démontrer que dans A[f d], d admet une

racine carrée (c cst-a-dlre qu’il existe un élément (x y) de A[\/d] tel que
(x, ¥)* = (d, 0) = d). Cette racine carrée est-elle unique ?

d) Notons o I’élément (0, 1) de A. Nous savons (¢/. ¢) que tout élément z

de A[\/c_l] s’écrit de maniére unique sous la forme z = x + oy, Nous appelle-
rons conjugué de z I'élément Z = x — oy et nous poserons N(z) = z.zZ. Démon-
trer que Z=2z; Z+2 =z + z, 2.2’ =z.2" et N(z.z") = N(z).N(z), si z
et z’ sont deux éléments de_ A[\/ d).

e) Démontrer que A[\/d] est intégre si et seulement si 4 est intégre et si

N(z) = 0 implique z = 0. Démontrer que z est inversible dans A[\/E] si et
seulement si N(z) est inversible dans A4 et calculer alors I’inverse de z.

Solution

a) L’addition définie ici munit 4 x 4 d’une structure de groupe abélhen
(cf- Q., Ch. 4, § IV, n° 79).
Soient (a, a'), (b, b"), (c, ') trois éléments de A[\/d] on a

[(a, a).(b, b)].(c, ) = (ab + da' b', ab’ + ba').(c, ¢') =
= (abc+da' b' c+dab’ ' +da’ bc', abc'+da’ b ¢’ + ab’ ¢ + a' bc) =
= (@ a) [bc + db' ', bc’ + cb'] = (a, a)-[(b, b).(c, )]

ce qui montre que la multiplication de A[\/ d] est associative. Par ailleurs, on
voit directement sur la formule de définition que cette multiplication est com-

mutative. Si (a, a’), (b, b'), (c, ¢) sont toujours des éléments de A[\/d] on a

aussi

(e, a).[(b, ) + (c, )] =@ a).b+cb + )
=(ab t+ac+da'b +da c’,ab +ac’ +a b +4ac)
=(ab + da' b, ab’ + ba') + (ac + da’ ¢, ac’ + ca’)
= (a, a’).(b, b') + (a, a)).(c, '},

ce qui montre que la multiplication de A[\/c—i] est distributive &4 droite sur
I'addition ; comme cette multiplication est commutative, elle est distributive

sur I'addition. Ainsi, nous venons de démontrer que A[\/c-i] est un anneau

commutatif. Observons maintenant que pour tout élément (a, a’) de A[\/E],
ona:

(a,a).(1,0) = (a.1 + da’'.0,a.0 + a'.1) = (a, a")
donc (a, a@").(1,0) = (1, 0).(a, a@') = (a, @) et (1, 0) est élément unité de A[\/ ;1—]
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b) Soit ¢ I'application de A dans A" définie en posant ¢(a) = (a, 0) pour
tout élément a de A. Si a, a’ sont deux éléments de A4 tels que ¢(a) = ¢(a@).
on a (a, 0) = (@', 0) donc a = &', ce qui montre que ¢ est injective. Tout élé-
ment de A’ est de la forme (a, 0) = ¢(a) donc ¢ est surjective. De plus ¢ est
un homomorphisme d’anneaux car si a et b sont deux éléments de 4, on a :

oa+b)=(a+5b0)=(a0)+ (0 =@+ ob),

o
-

¢(a.b) = (a.b, 0) = (a, 0).(5, 0) = ¢(a)-¢(b) ;
A’ est donc un sous-anneau de A[\/t_i] isomorphe a A.
¢) Soit (a, a’) un élément de A[\/Ii] ;ona
(a, @) = (a,0).(1,0) + (a’,0).(0,1) = (a,0) + (@, 0).(0, 1),
mais dans A[\/c_l], un élément de la forme (x, 0) est identifié avec x, donc

(@, a) = a + a'.(0, 1) ; supposons qu’il existe deux éléments a, et 2; de A
tels que (@, @) = a, + a1.(0, 1) ; alors on aurait

(a,a) = (a,;,0) + (a},0).(0,1) soit (a,a) = (a;,0) + 0, a;) = (a,, a})

d’oll a = a, et @’ = a}. On peut donc décomposer d’une maniére et d’une
seule, un €lément z de A sous la forme z = x + a.y avec x et y dans A et

a = (0, 1). Cherchons un élément (a, a") de A[\/ d] tel que (a, a)? = (d, 0), soit

v o AA2Z Y ma™N — (A O - il Fant rEeondire le cug
\u T Gd ", £ G4 j = 4, uj , i1 1dUt IESOUAITE 1€ bybu:ulc
2 2
{a +da*=4d
2aa" = 0.

Ce systéme admet la solution @ = 0, a’ = 1 (soit &> = d). Cette solution n’est
pas unique en général (exemple : si 4 = Z/4 Z et d = 2, les éléments (0, 1)
et (2, 1) sont des racines carrées de d).

I

VI I e s v et v
d) Soit z = x + o.y un €lément de A[\/d] ;alorsz=x —ayetz=x+oay =z

Soient maintenant z' = x" 4+ a.y’ un autre élément de A[\/ d}, alors
z+z =x+x +oa(y+y) donc z+ 2z =x+x —aly + ),
mais
Z+z =x—ay+x —oy=x+x —ofy+y) dot z+z =z+7z
Calculons z.z’ :
= (x + ) (X' + o) = xx" + alxy’ + yx) + o? yy',
mais a? = d, donc z.z' = xx’ + dyy’ + a(xy’ + yx') d’olt

zz' = xx" + dyy" — alxy’ + yx').
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Calculons maintenant 2.2’
z.2 = (x — ap) (x' — ay’) = xx" — alxy’ + yx) + a* yy’
C=xx' + dyy' — a(xy’ + yx)
d’ot z.z2' = z.Z’. On en déduit que

N(z.Z)=z.Z2'.z.2' = z.Z2'.2.2 = z.Zz.2'.Z' = N(2).N(z") .

e) Supposons A[\/ d] intégre ; puisque A est considéré comme sous-anneau
de A[\/ d], A est intégre, de plus si z est un élément de A[\/ d] tel que N(z) = 0,
alors z.z = 0 ; comme A[\/d] estintégre cnaz =0ouz =0, si Z = 0 alors
z=0=0=zdoncz =0.

Démontrons la réciproque. Soient z et z’ deux €éléments de A[\/:l] tels que
z.z' =0 et z # 0; nous avons N(z.z") = N(z).N(z') = N(0) = 0. Or, N(z)
et N(z') sont des éléments de 4 qui est intégre donc N(z) ou N(z) est nul ;
mais z # 0 donc N(z) # O par suite N(z') = 0 donc 2" = 0 ce qui achéve de

montrer que A[\/d] est un anneau sans diviseur de 0. Nous avons vu que
s
A[+/d) est commutatif, donc C’est un anneau intégre.
Soit z un €élément inversible de A[\/ d] et z7! son inverse ; nous avons

Niz.z7Y) = N&. Nz H=N1) =1

donc N(z) est inversible dans 4. Réciproquement soitz = x + «.y un élément

de A[\/d] tel que N(z) = x* — o? y? soit inversible ; désignons par u I'inverse
de N(z)dans 4, alorsona: Nz).u=1=z.z.u donc z est inversible, d’inverse

zZou = (x — ay).(x* — o? yO)~!

3.1

Soient 4 un anneau d’intégrité unitaire et A* = 4 — { 0}. Nous dirons
que A est un anneau euclidien s’1l existe une application f de A* dans N telle
que :

E1.P tco X, f
E.2. Pour tout couple (a, b) d’éléments de A*, il existe de
de Atels que: @ = bg + ret(r=0ouf(r) <f(b))

1) Démontrer que si I’application f vérifie la condition :
(V(x,y) e A* x 4%) [x # y=f(x —y) < Sup (f(0),f0))]

alors, pour tout couple (a, b) d’éléments de A*, le couple (g, r) défini en E.2
est unique.

u Dl‘vlllcl D UL /71 _I \J‘r y} =

£\
S
€s €

Q..

2léments g et r
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2) Soit I un idéal de A différent de { 0 }.
a) Démeontrer qu’il existe un éiément a de I tel que pour tout élément x
de I — {0} on ait f(a) < f(x).
b) Démontrer que I'idéal I est engendré par I’élément a.
Solution 1) Soient a, b deux éléments de A* et (g, r) et (¢, r) deux couples tels que

a=bg +r et (r=0 ou f(@)</f(®) (1)
a=by +r et (=0 ou f(r)<f(®). Q@

En faisant la différence membre 4 membre des égalités (1) et (2) on obtient
O0=bg—qg)+r—r"soit (g—qg)=r"—r. Si g=gq' alors r=r"; si
r =r’, comme 4 est un anneau intégre et b est non nul, ¢ = ¢’. Supposons
donc g # ¢’ et r # r’ et distinguons deux cas :

) Sir=00ur'=0.Sir=0,r#0etonablg— qg)=r dot
f(blg —g") =10

et par hypothése f(r") < f(b) mais d’aprés E. 1, f(b(g — q')) = f () ce qui
est impossible. Le raisonnement est le méme si r’ = 0.

P) Sir # Oetr’ #0.0Onab(g — ¢')=r' — rdoncf (g — ¢)) = f (' — r)
de plus, d’aprés E.1, on a f(b(g — ¢")) = f(b). D’autre part, d’aprés I’hypo-
thése, ona f(' — r) < Sup[ f (), f(r)] or f(r') < f(b) et f(r) < f(b) donc
S — r) < f(b) ce qui est encore impossible. Par conséquent, pour tout
couple (¢, b) d’éléments de A*, le couple (g, r) défini en E.2 est unique.

2) a) Soit X le sous-ensemble de N formé des éléments f(x) pour tous
les x appartenant 4 I — { 0 } ; X est non vide car I # {0}, X admet donc un
plus petit élément, par suite il existe un élément a de 7 tel que f(a) soit le plus
petit €lément de X et pour tout €lément x de / on a f (@) < f(x).

b) Soient x un élément de I et a I’élément de I défini ci-dessus ; alors, il existe
un couple (g, r) tel que

x=aqg+r et (r=0 ou f(r)<f(a).

Comme I est un idéal, les €léments ag et r = x — aq lui appartiennent, par
suite f (r) = f(a) et on ne peut avoir f(r) < f(a), donc r = 0 et x = aq. Ceci
démontre que tout élément de 7 est le produit d’un élément de A par a donc
a engendre I.

3.8

Soient A un anneau commutatif et / un idéal de A. Soient A/I I’anneau
quotient de A4 par I'idéal I et = la surjection canonique de A4 sur A/I Si x est
un élément de A4, nous désignerons par x sa classe dans A/l
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1) Soit J unidéal de 4 contenant I. Démontrer que n(J) est unidéal de A/I,
Soit J un idéal de A/I. Démontrer que 7~ (/) est un idéal de 4 contenant 1.

2) Désignons par S(A4, I) I'ensemble des idéaux de A contenant I'idéal I et
par F#(A/I) I'ensemble de tous les idéaux de 4/I ¢t ordonnons ces ensembles
par 'inclusion. Démontrer que I’application 0 de #(A, I} dans .#(A/I) définie

par 0(J) = n(J) pour tout élément J de .#(A4, I), est une bijection croissante, et
que 07! est aussi une application croissante,

3) Démontrer qu'un anneau commutatif et unitaire B est un corps si et
seulement si ses seuls idéaux sont { 0 } et B.

4) Déduire de ce qui précéde qu’un idéal f de A4 est maximal si ¢t seulement si
A/l est un corps.

1) Soient X et y deux €l éments de n{J) ; il exisie deux éiéments x et y de J
tels que n(x) = x, n(y) = ¥ et comme 7 est un homomorphisme d’anneaux,
x—y=mn(x) — TE(y) = n(x — y), or J est un idéal donc

x—yeld et x — yen(J).

Soient X un élément de n(J) et a un élément de A/I; il existe un élément x
de J tel que 7n(x) = X et, comme 7 est une application surjective, il existe un
élément a de A tel que n(a) = 4 ; nous avons ?1 X = n(a) 7(x) = n{ax) mais

amae o e man b ‘;‘nw\n.‘ An not 2iem 2 AALl A AT
ax dppal LICLIL a. J UUllL ax CDL un ClUlllClll ac IL\-I} CI.. IL\J} TSt Ui iacai G L ¥R

Soit J un idéal de A/I et soient x et y deux €léments de = 1(J), alors 7(x)
et n(y) appartiennent a T ; nous avons n{x — y) = n(x) — n(y) et comme T est
un idéal, 7(x — y) appartient & J si bien que x — y e 2~ ().

Soient x un élément de n"‘(j) et a un €lément de A4 ; nous avons

(ax) = n(a).n(x)

'idéal J donc n{ax) € Jetaxen™ I
un élément de I, alors n(x) = 0 donc n(x)e J par suite
aue 7 1”\ contient I

S san vl a5

~ ~
1 r n —Itr\ _
bJ Jrd

et n{x) appartient douc n R, est un

idéal de A. Soit x

-

a
¥ c‘rr_lfn ce aul montre
xeqn “{/)cequ montre gu

2) Démontrons que I’application @ est surjective ; soit J un idéal de Al

alors 7~ '(J) est un idéal de A contenant I et 0(71"’1(.7)) = n(n“‘(f)) = J car
7 est une application surjective (¢f. exercice 1.2). Démontrons maintenant
que O est injective ; soient J et J' deux idéaux de A contenant I tels que

8(J) = 0J) ;
alors on a n(J) = =n(J'); soit x un élément de J, alors n(x) € n(J) donc

n(x) € n(J') par suite il existe un €élément y de J' tel que n(x) = =n(y)

donc m(x — y) = 0 c’est-2-dire que x —yeletcomme I < J', x — y appar-
tient & J', mais y € J' donc xe J' d’ou J « J'. Nous démontrerions de méme
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que J' < J. 8 est donc une bijection de .#(4, I) sur .#(A/I). La bijection réci-

proque 07! est définie par 6~ (J) = ™ '(J) pour tout élément J de F(A/I).
Soient J et J' deux idéaux de A contenant I et tels que J < J' ; alors

o) = n(J) < n(J7) = 6(J)

donc 6 est une application croissante. Soient J et J* deux idéaux de A/l tels
que 7 = J, alors 07 YN =z~ () = 2~ 1(J) = 6~1(J"), donc 0" est aussi
croissante.

3) Soit I un idéal d’un corps B ; si I # {0} il existe un élément non nul x
dans I, donc x est inversible et x~'.x = 1, appartient & I ; soit alors b un
élément de B, comme [ est un idéal, b = b.1g appartient a B, par suite ] = B
et nous venons de démontrer que les seuls idéaux d’un corps Bsont { 0} et B.
Supposons maintenant que les seuls idéaux de B soient {0} et B. Soit x un
élément non nul de B ; alors, I’ensemble des éléments de la forme b.x on
b € B est un idéal, soit B.x, de B ; en effet si b.x et b’'.x sont deux éléments
de B.x, alors b.x — b'.x = (b — b").x donc b.x — b’ x appartient a2 B.x,
d’autre part, si b.x est un élément de B.x et b’ un élément de B, alors

b .(b.x) = (b'.B).x

donc b'.(b.x) appartient & B.x. L’idéal B.x n’est pas réduit & {0} car il
contient ’élément non nul x = 15.x, donc B.x = B et 1; & B.x par suite il
existe un éiément x’ de B tel que 1; = x'.x. Comme I’anneau B est commu-
tatif, x’ est I’inverse de x ; tout élément non nul de B admet donc un inverse,
par suite B est un corps.

4) Soit I un idéal de A ; si I est maximal, les seuls idéaux de 4 contenant /
sont I et 4, donc 4/I n’a que deux idéaux {0} et A/ donc A/I est un corps.
Réciproquement supposons que A/I soit un corps ; si J est un 1déal de 4 tel
que I = Jet J # A, alors (8 étant injective) O(J) # 0(A4) or (4) = A/I donc
0(J) = {0} d’ou J = I, ce qui prouve que / est un idéal maximal.

3.9

Cet exercice fournit une autre démonstration du résultat obtenu a I’exer-

cice 3.8.
Soient 4 un anneau commutatif et unitaire et 7 un idéal de A ; on désigne
par A/l 'anneau quotient de A par I, et pour tout €lément x de A, la classe

de x dans A/I sera notée x.

1) Supposons que A/I soit un corps et soit J un idéal de 4 tel que I = J
et I # J. Démontrer que ’élément unité 1 de A4 appartient a J et en déduire
que I'idéal J est maximal.

2) Supposons I maximal ; soit x un élément de A qui n’appartient pas a .

Démontrer que I'ensemble 7 + Ax des €éléments de la forme u + ax avecuel
et a € A est un idéal de A contenant strictement /. En déduire que A// est un

corps.
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Solution

1) Puisque J contient strictement I, il existe un élément x de J qui n’appar-
tient pas a I ; alors x # 0 donc x est inversible dans 4 /I par suite il existe un

élément y de A tel gue xy = 1 soit ;c; = 1, ce qui signifie que xy — 1 €/, or
I < J donc Iélément g = xy — 1 appartient a4 J ; par ailleurs xe J et J est
un idéal donc xy € J par suite | = xy — g appartient 4 J. Puisque 1€ J, J est
I’anneau A4 tout entier donc tout idéal contenant strictement 7 est I’anneau A4
si bien que [ est un idéal maximal.

2) Soient z = u + a.x et z’ = 1’ + a’.x deux éléments de I + Axeta” un
élément de A, alors z —z' =u— v +(a —a).xdoncz —-z'el+ A.x et
a’.z=a"u+ (a" a).x, or I est un 1d€éal donc a”.uelet a".zel + Ax; il
en résulte (¢f. Q., Ch. 5, § II, n® 94), que I + Ax est un idéal de A4. [l est clair
que I = I + Ax de plus, x n’appartient pas a I et appartient a [/ + A.x
(x = 0 + 1.x) donc I + Ax contient [/ strictement. Nous savons que A/l est
un anneau commutatif et unitaire ; pour démontrer que A/I est un corps il
suffit donc de montrer que tout clcment non nul de A/l est 1nver31ble soit

donc x un élément non nul de A/I, alors si x est un représentant de x nous
savons que / 4+ Ax est un idéal de 4 contenant striciement I, or I est maximal
donc I + Ax = A et 1 eI + Ax donc il existe un €élément u de 7 et un élé-

ment a de A tels que_ 1 = u-+ax; alors 1 =u +ax=u+ ax mais uel
donc u=0 par suite 1 = a.x. Comme A/I est commutatif, ceci prouve que
x est inversible dans AJl ; A/l est donc un corps.

3.10

1) Soient p un ncmbre premier et g un entier tels que 0 < ¢ < p. Démon-
trer que C; est divisible par p.

2) Démontrer que dans un anneau commutatif A de caractéristique p, pour
toute suite finie a,, a,, ..., a;, d’éléments de 4, on a

(@, +a, + +a)f =af +a; + - +a .

En déduire que pour tout entier positif k, on a k? = k (mod p).

Solution

1) Nous avons

_pp—D..(p—g+1)
P glg — 1)...2.1 ?

q(g — 1) ... 2.1 divise p(p — 1) ... (p — ¢ + 1) et est premier avec p (car g
est différent de O et de p) donc g(g — 1)...2.1 divise (p - D(p — 2)..
(p —qg+ 1) dou

C,=p-m



(=23
<

avee

_-D0p-2..(p-g+1
glg — 1 ...2.1

2) Nous démontrerons le résultat par récurrence sur la longueur & de la
suite ; la formule est évidente si k = 1 ; démontrons-la pour k = 2 : si a;, a,
sont deux €léments de A, on a d’aprés la formule du bindme

et meN

3
—
]

!

1

(a; + a,)’ = af +\

or A est de caractéristique p donc, pour tout entier g compris entre l et p — 1,

a—q9 __
Ciaja}™® =

bl DlCﬂ quc

(a, + a,) =al + a}.

Supposons maintenant la formule vraie lorsque ia longueur de la suite est
k — 1 (avec k > 1) et soit a,, a,, -.., a, une suite de longueur k d’éléments
de A ; alors on a

(@ +a; + - +a)=[a +a + - +a.,)+aq]
d’ol en appliquant la formule précédente pour les suites de longueur 2 :
(@ +a, + - +a) =(; +a;, + +a_,)"+ af;
or par hypothése de récurrence, on a :
(@ +a,+ -+ =a +a}+ - +a_,
donc
(@ +a, +~+a) =af +a5 + +af.

Considérons I'anneau Z/pZ ; i est de caraciéristique p. Si k € N, nous avons
k=1+1+" + 1 (k termes) donc en appliquant le résultat ci-dessus,

P4l + )P =14 iP+ -+ iP=T 414+ +1=k

soit k? = k ou k¥ = k (mod p).

3.11

Démontrer que I’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si # est un nombre
premier.
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et de n tels que n = p.g, d’ou1 en passant aux classes modulo n,

n =
n=0,p #0et q # 0, ce qui prouve que Z/nZ a des diviseurs de O donc n’est
pas un corps, par suite, si Z/nZ est un corps, # est premier.

Réciproquement, supposons »n premier. Z/nZ est un anneau commutatif et
unitaire, pour montrer que c’est un corps il suffit donc de montrer que chacun

de ses éléments non nuls est inversible. Soit donc m un élément non nul de
Z/nZ, alors m n’est pas un multiple de # et comnie n est un nombre premier,
m et n sont premiers entre eux ; il existe donc deux entiers u et v tels que
um + nv =1 (Theoreme de BEZOUT cf. Q. Ch 5, § 11, n°® 99) d’ou en passant
aux classes modulo », um + nv = 1, mais n = O donc u.m = 1 si bien que

m est inversible. Z/nZ est donc un corps.

3.12

Solution

Soit A un anneau fini, sans diviseur de zéro, non réduit & {0}. Montrer
que A est un corps. (On utilisera les résuitats et les méthodes de I’exercice 1.15.)

Soit g un €élément non nul de A4 ; désignons par y, et §, la translation a gauche
et la translation a droite dans A, relatives 4 a. L’application y, est injective car
si x, x" sont deux €éléments de 4 tels que y,{x) = y,{x'), on a ax = ax’ donc
a(x — x)=0etcomme a# 0et 4 n’a pas de diviseur de z¢éro, x — x' =0
donc x = x’. Comme A est fini, y, est aussi surjectlve donc bljectlve (cf Q
Ch 2, § II, n® 31). On démontre de la méme maniére que J, est m_]ecuve
1, et &, étant des bijections, d’ apreés le résultat b de I'exercice 1.15 (appliqué a
Pensemble E = A — { 0}, muni de la multiplication induite par celle de A)
A est unitaire ; en appliquant alors le résuitat ¢ de I'exercice 1.15 a E, on voit
que tout e’le’ment non nul de A4 est inversible, donc A4 est un corps.

3.13

Tous les corps considérés dans cet exercice sont commutatifs. Soient 4 un
anneau commutatif intégre, O, son corps des fractions et n I'injection cano-

nique de 4 dans Q,. Soit K un corps et soit f un homomorphlsme d’anneaux
injectif de 4 dans K.

1) Soit (x, ) un représentant d’un élément g de O, (xe A,y Aet y # 0).
Démontrer que I'élément f'(y) est inversible dans K et que f(x). [ /()] ' ne
dépend que de g et non du choix de (x, y).

2) Montrer qu’il existe un homomorphisme de corps ¢ de Q, daus K, et
un seul, tel que f = @ o 7.
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3) Soient Q un corps et ¢ un homomorphisme d’anneaux injectif de A4
dans Q. Supposons que pour tout corps K et tout homomorphisme 1injectif g
de A dans K, il existe un homomorphisme de corps ¢ de Q dans K, et un seul,
tel que g = Yoo

En utilisant les propri€ié

Q I ot

™) z 1 W i
homomorphisme de corps 0 d et un homomo phlsme de orps H
de Q dans QA tels que o =1d O, et ol =1d n déduire que les

corps O et O, sont isomorphes.

t‘l'J

Solution

1) Puisque f est injective et y non nul, f(y) est un élément non nul de X
donc est inversible. Soient (x, y) et (x’, y") deux représentants d’un €lément ¢
de O, ; alors on a xp' = yx'; or f est un homomorphisme d’anneaux donc

Fx) ) =) Sf(x) mais f(y) et £(y) sont inversibles donc
FOULOI ' =reDIAoN .

2) Soit g un élément de Q, ; si (x, y) est un représentant de g, nous avons

vu que f(x) [Jf(vﬂ I ne d_gr\gp_d_ gue de g ; ; POsSOns @ m{n\ = f(x) [Jf(yﬂ , ceci

deﬁmt une application ¢ de 0, dans K Soient q et g’ deux éléments de Q,
et (x, y) et (x y ") des representants degetyqg’ respectlvement alors (xy' + yx/,

1/} a dac ramrdcantante da racesnntcm ned

Qe N oo
yy ] Cl- \JLJL . _y_y ’ DUIJI, acs 1L pLvovliitalito G q "r q CI. qq LLOpPAALL VO LLILLL. INOUS

avons donc ¢(g + ¢) = f(xy’ + yx)[f(»y)] ' ; or fest un homomorphisme
d’anneaux donc

Oy + yx)[fO] = (SR SO + OSSNSO =
= SONSON L LAOI ! + OO ONT Fe) !
=fGLON™" +1&) LN = 0l + o(g);

par ailleurs,

olaq) = FOXY [ S =SSOSO [/ =
= (SISO ) (S )-LFONY) = olg) (g

n homomorphisme de corps de @, dans K ; de plus si x est un

u
A alors n( \ admet (x. 1) pour représentan
lors m{x

LYy Ay pPUBL AwpivOSwiiiGi

P(n(x)) = fD] ! =f10)

et comme ceci est vrai pour tout €élément x de A, f = ¢ o n. Soit maintenant
@' un homomorphisme de O, dans K tel que ¢’ o = f; soit g un élément
de Q, et soit (x, ¥) un représentant de g ; (x, 1) est un representant de I’élé-
ment 7(x) et (1, y) est un représentant de I’élément [7(¥)] ', nous avons donc

g = n(x) [7(3)] ", donc
9'(g) = ¢'(n(x) [=(N] ") = ¢'(n(x)) @'([n(3)] ') =
= ¢ (X)) [¢'GON] ' =X [ SO ' = @(9) ;

comme ¢(g) = ¢'(g) pour chaque élément g de Q,, ¢" = ¢ ce qui démontre
I’unicité de ¢.

.-p

ﬂh{‘
SV
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3) La propriété du corps des fractions Q, de 4 nous montre l'existence
- d’un homomorphisme 6 de ¢, dans Q, et d’un seul, tel que 0 = 0 o 7. De méme
la propriété du corps Q nous montre I’existence d’un homomorphisme ¢’ de
Q dans Q4 et d’un seul, tel que 7 = 0’ o 0. Appliquons la propri€té du corps @,
en prenant comme corps K le corps O, lui-méme et comme application f,
’application 7 ; alors il existe un homomorphisme de corps ¢ de Q, dans @,
et un seul tel que 7 = ¢ o n ; comme Id @, vérifie cette relation le seul homo-
morphisme ¢ tel que 7 = ponestld @, ;nousavons 7 = oo =("o0b)on
donc & 00 = Id Q,. En faisant le méme raisonnement avec le corps ¢ on
démontre que 0o 6’ = Id Q. Par suite 0 est un isomorphisme du corps Q,
sur le corps Q.

3.4 Soient a et b deux nombres premiers entre eux et v et v deux entiers tels
que au + bv = 1.

1) Démontrer que si ' et v’ sont deux entiers tels que au’ + b’ =1, il
existe un entier k tel que &’ = u — kbetv' = v + ka.

2) Démontrer que si a > 2 et b > 2, il existe un couple unique (u,, v,) tel
que auy + bvy =1 et |uy| < bf2 et | vy | < af2. Etudier le cas ou a = 2
oub=2

Solution 1) Nous avons au + bv = 1 et au’ + bv' = 1 d’ous par différence
au —u) +bv —0v)=0

soit a(u — u’) = (v’ — v). Le nombre a divise (v’ — v) et est premier 4 b
donc a divise v' — v et il existe un entier & tel que v' — v = ka, d’oit

a(u — u') = bka
soit u — u' = bk par suite ' = u — kbetv' = v + ka.

2) Puisque a et b sont positifs, u ou v est positif sinon au + bv serait négatif,
ce qui est impossible. Supposons donc u positif. Nous allons chercher u, et v,
sous la forme uy, = u — kb, vy = v + ka.

Considérons 'ensemble A des entiers » tels que nb > u ; cet ensemble n’est
pas vide, en effet, b €tant supérieur 4 2, ub > u donc u appartient 2 4. Mais
tout sous-ensemble 4 non vide de N admet un plus petit élément k' et nous
avons (k' — 1)b < u < k' b ; par ailleurs on a

u—(k'—l)bsg ou k'b—ucx

L]

b Qe
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. b b .
eneffet siu— (K" —1) b > 3 et b—u> 5 alors, en ajoutant membre a

membre ces deux inégalités, on obtient b > b ce qui est impossible. D’autre

part, on ne peut avoir u — (k' — 1) b = 5 ou kK'b—u= 5 SUpposons en

ab - - - ,‘

7+2ab+bv=l ou ab(l

effet que u soit de la forme u =

2A)+2bv=2

b..i

ce qui est impossible car b diviserait 2. De tout ceci il résulte que 'une des

. . b b . o
inégalités u — (k' — 1})b < ; ou k'bh — u < > est satisfaite, donc il existe

2 2
. b
un entier ktel que | u — kb | < 3 .Posons uy, = u — kbetvy, = v + ka ; alors
., _b . o s
= < — et nous all nevn montrer que la ~rreiesla £ 2 Y gotiofoit nevw ~Ares it o
| uo | -~ CL LIUUD allulid 111uliuul \.‘ j ™) \JUUPIC \uo, Uo’ odlioidll AUA CULIUILIULDD

2
de I’énoncé.

. ab .
Nous avons aug + bvg = 1 donc | — bvg = auy d’ott |1 — boy | < ) soit

ab a s ab ab
l — —< byy < -+ 1 d’otr — < by < =+ 1
2 02 ’ 2 02
ral A 1 L4 1242 1 - ab 1 11 e | a ' 1 e ) 2 ~
Lonsiderons 1 1inegaine oy < ? + 1, €u€ dounc vy < i -+ l; €L comime o > 2,
I
v < + =
0<3*3-

1
+ zsoity, < a' +

— siaestimpaireta=2a + l,onav, <a + 3 ;
_ 2 3 6
” - * ” - - a
. vy et a’ étant des nombres entiers, on en déduit v, < a’ mais a’ < 5 donc
a

[S=

— siaestpaireta=2a, on a vy <a + - soit v, < a' mais nous ne

pouvons avoir v, = g’ car on aurait au, + bvg = 2a"' uy + ba’' =1 ora > 2
donc a’ > 1 soit @’ = 2 et comme a’ divise le premier membre, a’ devrait
diviser 1 ce qui est impossible.

a
= , comme

Nous venons donc de démontrer que, dans tous les cas v, < 3

ab a « 1. s e,
-5 < bvy, nous avons | vy | < 5" Il reste & démontrer 'unicité du couple
b a )
(1, o) tel que aug + bvg = 1, |uy| < s et|v,| < =. Soit donc un couple
A V3 v/ U 1 1 LU | 2 1 l 2 } o

(14, vy) tel que au, + bv, = 1; d’aprés le résultat de la question 1, il existe
un entier A tel que u; = uy — b et v, = vy + Aa; il nous suffira donc de
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. . s b
montrer que si 4 # 0, 'une des inégalités | u, | < 5 ou lv, | < g n’est pas
satisfaite ;or,sid # 0,| 41| > letona|uy — u, | = |A|bdonc|uy— u, | = b

. . b . :
par suite on ne peut avoir | u, | < 5 sinon on aurait

g — uy | S lupl +1u | <b

ce qui n’est pas. Le couple (1, vo) trouvé précédemment est donc unique.
Examinons maintenant le cas ol a = 2 ou b = 2. Par exemple, si g = 2
alors b est un nombre impair car a et b sont premiers entre euxdonch = 25’ + 1,

ceci n’est autre que I’égalité de BEzoUT 2(— b") + (1) b = 1 avec uy = — b
a . .
et vo = 1, nous avons donc | uy | < iet |vg | = X Le cas ou b = 2 se traite

de maniére analogue.

3.15

Le but de cet exercice est de déterminer tous les triplets (x, y, z) d’entiers
rationnels vérifiant I’équation :

x? 4 y? =22, (E)

1) Soit (x', ', z) une solution de I’équation (E). Démontrer qu’il existe un
entier d tel que x' = dx, y' = dy, z’ = dz et (x, y, ) premiers deux 3 deux,
(x, y, z) étant une solution de I’équation (E).

2) Soit (x, y, z) une solution de (E) telle que (x, y, z) soient premiers deux a
deux. Démontrer que x et y sont de parités différentes.

3) Supposons x pair et y impair. Démontrer qu’il existe deux entiers i et v
telsquey = u — v,z = u + v et u et v sont premiers entre eux,

4) Démontrer que u et v sont les carrés de deux entiers premiers entre eux.
Donner la forme de la solution (x, y, z). En déduire toutes les solutions de
I’équation (E).

Sclution

1) Soit (x’, ¥', z') une solution de (E) avec x" # 0, y" # 0, 2’ # 0 et soit
dlep. g.c.d. de x',y, 2. Alors x' =dx, y' =dy, 2/ = dz et (x, y, z) sont
premiers entre eux dans leur ensemble. On a d? x? + d? y? = d? z% donc
x? + y* = z*; de plus, si deux des nombres x, y, z admettent un diviseur
commun ¢ différent de + 1 et — 1, alors 6% divise le carré du troisiéme donc
0 divise le troisiéme nombre et ¢ est un diviseur commun & x, y, z ce qui est
impossible. II en résulte que x, y et z sont premiers deux 4 deux.

2) Soit (x, y, z) une solution de (E) telle que x, y, z soient premiers deux a
deux. On a x* 4+ y? = z? ; il est impossible que x et y soient pairs car 2 serait

CaLvo. — Exercices d’algébre. 3
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diviseur commun 4 x et y. Supposons que x et y soient impairs et posons
x=2p+1,y=2g+ l,alors 2p + 1)? + (29 + 1)? = 2% soit

2p*+g*+p+g)+1]=2°
par suite zZ est pair donc z est pair, mais si ’on pose z = 2 r on obtient
20 +¢*+p+ @+ 1]=4r% donc 2(p*+q*+p+qg)+1=2r7
ce qui est impossible, donc x et y sont de parités différentes.

3) Les notations étant comme a la question précédente, supposons x pair
et y impair. Nous avons x? = zZ — yZ. Puisque x est pair et y impair, y? est
impair donc z? et z sont impairs, or x? = (z — »)(z + y)etz —yet z+ y
sont pairs donc sil’onposez — y = 2uetz + y = 2v,onobtienty = u + v,
z=u — v et les entiers u et v sont premiers entre eux car s’ils avaient un
diviseur commun [ différent de + 1 et — 1, ce diviseur diviserait & la fois y
et z ce qui est impossible.

4) Nous avons xZ = 4uv ; posons x = 2 x’, il vient x'? = uv ; soit p un
diviseur premier de x’, alors p? divise v et comme u et v sont premiers entre
eux, p? divise soit u, soit v. Ceci démontre que les décompositions en facteurs
premiers de u et v ne comportent que des exposants pairs donc u et v sont des
carrés. Posons u = a? et v = b? ; a et b sont premiers entre eux car si 1 était
un diviseur commun 3 a et b différent de + 1 et — 1, 12 diviserait u et v ce
qui est impossible. Nous avons donc x = 2ab, y = a* — b* et z = a* + b~
Compte tenu du résultat de la question 1 on voit que les seuls triplets d’entiers
rationnels tels que (x, y, z) soit solution de I’équation (E) et x soit pair, sont
les triplets de la forme

x=2dab, y=da*— b?), z=da*®+ b?

ou d, a, b sont des entiers rationnels, a et b étant premiers entre eux.

3.16 Soient p et g deux nombres entiers premiers entre eux.
1) Montrer que, quels que soient les entiers y, z, il existe un entier x tel que
x = y (mod p) et x = z (mod q) .
Démontrer que toutes les solutions sont congrues modulo n = p.q.

2) Soit (3, z) un élément de (Z/pZ) x (Z/qZ). Démontrer qu’il existe un
élément unique x de Z/nZ tel que, si x (resp. y, z) est un représentant de
x (resp. ¥, z) alors

x = y (mod p) et x = z (mod q) .
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3) Démontrer que I'application f de (Z/pZ) x (Z/qZ) dans Z/nZ, qui A (y, 2)
fait correspondre 1’élément x défini ci-dessus, est un isomorphisme de ’anneau
produit (Z/pZ) x (Z/qZ) sur I'anneau Z/nZ.

4) Soit x un entier ; démontrer que la classe de x modulo p (resp. g) ne
dépend que de la classe de x modulo #. En déduire I'isomorphisme réciproque

de f.

Solution

1) Puisque les nombres p et ¢ sont premiers entre euX, il existe des entiers u
et v tels que :

pu + gv = 1. (D

x doit vérifier y — x = kp, z — x = k' q o0 k et k' sont des entiers, soit
y — z = kp — k' g, mais d’aprés (1) nous avons

y—z=@—-2)pu+ (- 2qv
donck =(y — 2)uetk’ =(y — 2)v, d’ou
x=y—@-2dw=z-(z-y)1g
donc x = y (mod p) et x = z (mod g).

Soit x’ une autre solution, ona:y — x' =k, petz— x =kiqgouk, et
k1 sont des entiers rationnels, alors

x—x =k, —kp et x—x =(kiy—K)q

donc x — x’ est divisible par p et par g. Comme p et g sont premiers entre eux,
x — x' est divisible par p.g = n donc x = x’ (mod n).

2) Soit y(resp. z) un représentant de y (resp. z). Nous savons qu’il existe un
élément x de Z tel que x = y(mod p) et x = z(mod g) et toute autre solution
est congrue & x modulo # ; donc y et z nous donnent un élément x de Z/nZ
et un seul, vérifiant la condition de I’énoncé ; en effet, si ', z’ sont d’autres
représentants de y et z, on a 3’ = y(mod p), 2’ = z(mod g) donc x = y' (mod p)
et x = z' (mod ¢q), nous retrouvons donc les mémes solutions.

3) Démontrons d’abord que f est un homomorphisme d’anneaux. Soient
(7, 2) et (¥, 2') deux éléments de (Z/pZ) x (Z/qZ) et soient y, z, V', 2’ des
représentants de y, 2, ', Z' respectivement. Soit x (resp. x) un entier tel que
x = y(mod p) et x = z(mod g) (resp. X' = y’'(mod p) et x' = z'(mod g)) ;
alors on a

.+ =fy+y.z+ 27,
or les quatre congruences précédentes nous montrent que

X+ x'=y+)y(modp), x+ x =2z+ z'(mod g)
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donc

fh+y.z+2Z]=x+x =x+x'
d’ou
6,2+ G2} = f(3, 2) + f(¥, 2).

Nous avons de méme xx’ = yy'(mod p) et xx" = zz'(mod g) donc
A0, D0 )] = fDy, 28] = 3x" = 3% = (5, D, 2)

et f est bien un homomorphisme d’anreaux. Cet isomorphisme est injectif
car si (y, 2) et (3', 2') sont deux éléments de (Z/pZ) X (Z/qZ) tels que

fG,2) =10y, 2)

alors en posant X = f(y, ) et en choisissant des représentants x, y, z, ', z’
dex,y,z,y,2 respectlvement ona x = y(mod p), x = z(mod q), x=y (mod p)

et x = z’(mod gq)doncy = y' (mod p) et z = z' (mod g) soity = y' et z = 2",
Par ailleurs. nous avons card (7/n7\ = n = card r(7t’n7\ X (7//17\-] donc

1ifwued Sy

(¢f. Q., Ch. 2, § II, n° 31) fest bijective, par suite f est un isomorphisme de
(Z/pZ) x (Z/qZ) sur Z/nZ.

4) Soient x et x" deux entiers congrus modulo n ; alors il existe un entier k
tel que x = x' + kn, maisn = p.gdonc x = x' + (kq) p d’ott x = x' (mod p) ;
de méme x = x’ + (kp) ¢ ol x = x'(mod gq). Soit x un élément de Z/nZ et
soit x un représentant de X ; désignons par (X), (resp. (x),) la classe de x
modulo p (resp. g). Nous venons de voir que ces classes ne dépendent que de x
et non du représentant x de X choisi. Considérons l’appllcatlon g de Z/nZ
dans (Z/pZ) x (Z/qZ) définie en posant pour tout élément x de Z/nZ :

2(3) = (¥ (3),) -
Calculons f'(g(X)) pour un élément x de Z/nZ ; on a
F(gGN) = (), (x) ) = x

car si x est un représentant de x, x = x (mod p) et x = x(mod g). Calculons
gl f(7, 2)] pour un élément (¥, z) de (Z[pZ) x (Z]gZ) ; soit x un entier tel
que, si yetzsont des représentants de yet 2 onait x = y(mod plet x = z(mod q),
alors f(3.2) = x et g(f (), z)) = g(x) or x = y(mod p) donc (x) =y, de

— mlind AY Aneen £ . a of £1% 1.\\ of vy — f+ BN A
U.I.CU.I.C JL = Z \u.l.UU q’ UL \JL} d L ycu. D 5\_[ \A ’} -— g\)\.} \.y L’ \./CD

deux résultats montrent que
gof=1d[(Z/pZ) x (Z/9Z)] et fog=1dZ/nZ,

donc g est I'isomorphisme réciproque de f.
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317

Soit A un anneau commutatif unitaire et (1,),.n Une suite croissante (pour

”
M~y

122 nlenolnen) A% A Aoy Aa A
1 IHGIUsIiULn ) G ludua Uuc A,

1) Démontrer que I = {J I, est un idéal de A.
neN

2) Démontrer que dans un anneau principal 4 toute suite croissante d’idéaux
est stationnaire. (Utiliser le fait que la réunion de cette famille est un idéal
principal).

3) Démontrer que toute famille .# non vide d’idéaux d’un anneau principal A4
posséde un élément maximal.

Solution

1) Soient x et y deux éléments de 7 ; il existe alors deux entiers m et n tels
que xel, etyel,;supposons n = m, alors I,, = I, donc x et y appartiennent
a I, et comme I, est un idéal, x — y € I, par suite x — y € I. Soient x un élé-
ment de / et a un élément de A, alors il existe un entier n tel que x € I, et comme
I, est un idéal, ax € I, d’on ax € I. Ces deux résultats montrent (¢f. Q., Ch. 5,
§ II, n° 94) que I est un idéal.

2) Soit (I,),n une suite croissante d’idéaux de A4 ; alors I = |J I, est un
nelN

idéal de 4 donc il existe un élément a de A4 tel que I = (a). Mais a appartient

a I donc il existe un entier # tel que a€ I, alors (a) < I,, mais I, < I donc

I, = I Pour tout entier mtel quem =2 nonaalors I, < I, « Idonc I, = I,

ce qui montre que la suite (I,), .y €St stationnaire.

3) Soit £ une famille non vide d’idéaux de A. Supposons que cette famille
n’admette pas d’élément maximal ; soit I, un élément de £ ; puisque I, n’est
pas maximal, il existe un élément de # soit I, tel que I, = I, et I, # I,.
I, n’est pas maximal donc il existe un élément de # soit I, tel que I, < I,
et I, # I,. On construit ainsi une suite strictement croissante d’idéaux de A.
Comme l'anneau A est principal, cette suite est stationnaire, ce qui est en

Prur R Sy Sy PR P Ry s

ot n A a1 £ e P 11 . Y S s d o~ - T o Lnsanll . A A e
CONIIragiCLIOfNn dvel 1T 1dil qU CLIC COSL SULIVICIIICIIL CLUINSAILILC, Ld 14lllIC JF dAUTIICL
donc un élément maximal.
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4.1 Mettre sous la forme x + iy les nombres complexes suivants :
1) I+ 0L
3—-4i
1+i\? 1-7i
2 Q—J TSI
2451 2-—5i
3) . -1t 1+1°
Solution ) 3+6i _@+6D@+4i) 3 6.
3—-4i 25 575
2)
(L+i\* (L=70_[A+D@+D)* (A-7D¢4-3D __, .
0= st s 25 N '
2 ¥ 5 1 2 - 5 1
3) Posons z = , alors z = — donc
1 - 1 +1

24+51 2-—5i
1= T 1+

_@asha+d 3 7. 24+5i 2-—5i
or z= 2 = -5+ 31 donc gt e =




NOMBRES COMPLEXES n

4.2

Trouver les racines carrées des nombres complexes suivants :
1) 7+ 24i.
2) 4ab + 2(a* — b?)i (aeR, beR).

Solution

1) Soit z = x + iy une racine carrée de 7 + 241, alors on a
22 =x2 —y? 4+ 2xpi =T+ 24i
donc
{xz —y:= 17 1)
xy =12 (2)

. S 1 .
de I’équation (2) 1l résulte que x et y ne sont pas nuls et que y = - d’ou en

portant dans ’équation (1),

xz_ﬂg:-; soit xt—T7x*—144=0.

x
L’équation X? — 7X — 144 = 0 a les racines 16 et — 9 donc x? = 16 par
suite x = £.4 avec g2 =1 et y = % = £.3 donc les racines carrées de
7 + 241 sont
4+3i et —4—31.
2) Soit z = x + iy une racine carrée de 4 ab + 2(a® — b?) i, alors
z2=x* —y? + 2xyi=4ab + 2(a? — b)i

donc on a

x? — y*=4ab (1)
[

xy =a’— b*.

Il y a donc trois cas :

a) sia = b;alors, z2 = 4a* donc z est réel et vaut 2a ou — 2a;

b) si a = — b; alors, z2 = — 4 a? donc z est imaginaire pur et vaut 2 ai
ou —2ai;

c)sia#beta# — b, alorzs, de I’équation (2) il résulte que x et y ne
2

sont pas nuls et que y = d’o0 en portant dans (1),

x2 3 (az _ b2)2

x2

=4ab soit x*—4abx*— (a® - b)* =0,
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or I'équation X? — 4abX — (a®* — b*)? = 0 admet les racines (a + b)* et
—(a — b)? donc x* = (a + b)? et x = &(a + b) avec £ = 1, dob

al — b2

Yo dai by XD

et les racines de 4ab + 2(a®> — b?)i sont dans ce cas a+ b + (a — b)i et
— @+ b)y—(a— b)i

43 Résoudre les équations suivantes :
1) 2 - (55— 14)x—-251+12)=0 (xeC)
2) X ~—@B3+4D)x—1+5i=0 (xe().
Solution 1) Le discriminant de cette équation est
=05 ~-141)* +85i+12)= — 75— 100i.
Comme il n’est pas nul, I’équation 1) posséde les racines > = 1421 + ed ol
e =1o0ue= —1etd est une racine carrée de 4.
Posons d = u + iv, alors d? = (u? — v) + 2uwi = — 75 — 1001 donc
on a
{uz—vz=—75 1"
uv = — 50. 2"
s . , . 50 Ny
De I’équation (2) on tire v = — o et en portant dans (1°) il vient
w2095 st ut 4 T5uP— 2500 =0,

2
u

or I’équation X2 + 75X — 2500 = 0 admet les racines — 100 et + 25 par
suite u? = 25 et u = £'.5 avec £'? = 1 ; en portant dans (2') on obtient alors
v' = — ¢’,10 donc les racines carrées de 4 sont 5 — 101 et — 5 + 101 et les
racines de I’égquation 1) sont

(5—141)J2r(5—101)=5_12i o 6= 141);(5— 10) _

— 21,

2) Le discriminant de I’équation 2) est

A= +4i) +41—51)=—3+4i.
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Il n’est pas nul donc I’équation 2) posséde les racines w oueg=1
ou e = — 1 et d est une racine carrée de A. Le calcul des racines carrées de A

- se fait comme & la question précédente et on trouve 1 + 2i et — 1 — 21

d’ou les racines de I’équation 2), 2 + 3iet 1 + i.

44 a, b, ¢, d étant des nombres réels, résoudre les équations suivantes :
1) lz|+z=a+ b1 (z€ ()
2) lz] —z=c+ di (ze C).
Sofution 1) Posons z = x + iy alors on a \/x2 + y* + x +iy = a + bi d’olen

égalant les parties réelles et imaginaires :

{ X+ +x=a (1)
y=> @

il en résulte que
X2+ b +x=a 3)

soit \/x2 + b%* = a — x et en élévant au carré

XX+ bp2=@@—x? et a—x=0

d’ou
2 2
ax = ;i et a—x2z20
Il y a donc deux cas : ) ,
. a — b° .. . s .
a) Sia+# 0, alors x = BV et la condition a — x > 0 est satisfaite si
a
et seulement sia > 0. Doncsia > 0, on a
2 2
a — b .
zZ=--——— 4+ bi
2a

et si a < 0, il n’y a pas de solution.

b) Sia = 0, alors I’équation (3) devient VX% + B2 + x = 0, soit

X +b=x* et x<0.

Si b = 0, z est réel ; ’équation (1) s’écrit alors |z| + z=0soit | 2| = — z
et ses solutions sont tous les nombres réels négatifs. Si b # 0 I’équation (1)
ne posséde aucune solution.

2) Posons z = x + iy ; alors on a v/x% 4+ 2 — x — iy = ¢ + di d’ob

{\/ X+y*—x=c

y=-—d
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et Vx? + d?= ¢ + x; en élevant au carré on obtient
xX2+d*>=(c+x)} et c+x=0

d’ot
d? — ¢
cx = > et c+x=20;
comme dans la résolution précédente on examine deux cas :
2 2
—c

a) Sic # 0, alors x = , et la condition ¢ + x = Oentraine ¢ = 0,

Dousic >0o0na
a2 — 2
2¢

— di

zZz =

-

et si ¢ < 0, il n’y a aucune solution.

b) Si ¢ = 0, on obtient Vx? + d> = x, d’ott x* + d® = x*> et x > O.
Sid = 0, z est réel ; I’équation initiale s’écrit alors | z| — z = 0, soit |z | = z
et ses solutions sont tous les nombres réels positifs. Si d # 0, I’équation ne
posséde aucune solution.

4.5

Etablir les égalités suivantes :

7I) (1 *2i£)(1 + i) = ﬁ(COSSS_I + isin%i—r-).

1) (cosf + isin =

7 7
. A /4 . = 13n ., . 13=
2) (1—1)(cos§+1sm-§)(\/§—1)_2\/2(COSW—1sm—60—).
\/5_(cos-71 + isin -E) =
3) 12 12 J3-—i
I +1 o2
Solution 1) Ona

1 .3 n (n) . n..n)
5—1--2——cos(v~ 3)+1sm -3 et ]+1~\/§(cosz+1smz

donc en appliquant la formule de MOIVRE,

. . 1 —i .

((:os%r + isin g) (——21——\/5) 1 +i)=

= /5_( 05—7—:+isin7—z)(os(—§)+isin(—7—t))(os£+ising)

A b 7)\° 3 3) ) \¢ 3 ]
T m T .. {rn m o=

—\/5(005(7—3%)“8"’(?‘5*2))

= \/5.(cos§—7—r + isin§—1—r).
84 84
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2) Ona
: = i . . T
1 -i1= \/2(005(— Z)+ 1sm(— Z)
et
\/5- 1= 2(cos(~ g) + isin(u 3
donc

a- 1)(0052 + isin )(\/3 —i) =

)

;)

75

n T T T
._Zﬁ(COS(g—Z—E)-FISIU(g—Z—'E))
A s 13 MY . 5 13= 13 )
:Z\/l‘ \ _0'}+ISI ‘—'_ }“".’.\/L\COS—GO— 1 —60—}
3) On a
i+i=\/§(cos%+isin._§),
donc
ﬁ(cosr—+1sm ﬂ) (cos +1smw—)
12 12/ 12 12
1+i - [{‘ME_LIQI'I‘IE
\aT 4
= cosl®E ) wisinf® T
-—\..;UD\I 4}'['1311\12 4/
i . _\/5 1._\/5—_1
COS('— g)-l-lSln(—" -—-—2'—""'51-———*2—
4.6 Résoudre les équations suivantes :
t ., : /2
1 28 = =T M=
) 1 —1i.3

4 1—1

2] =
) £ 1+i.3
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Solution 1) Ona

(cos + iin)
1+1\/§ 2\(':0554_181!13/ i3 2n
P 3= : . =cos?+isin?
“IV3 2feos(- %) # isin( - 7))
\ v/ \ 2/
I’équation 1) s’écrit donc
6 2n . . 2m
Z =COS—§~+ISII}T
et ses six racines sont (¢f- Q., Ch. 6, § II, n° 119)
27”+2kw 2Tn+2""
Z, = COS + 1sin — 0< k<))
6 6
soit aussi
s n k=
Z, cos(§+?)+151n(§+§-) 0< k<))
2) Ona
. ﬁ(cos(— E)+isin(— E)) 5
1—1 _ . 4 4 \/2 17 . ., 1=
1.:/?= / - Y =TCOS 19 + 1810 19
1+ 1420 2(cosl—:;+isin§) VAN 12 12 7

I’équation 2) s’écrit donc

1
zb =22 (ccoslz—JT + tsin 17 n)

12 12
et ses quatre racines sont (¢f. Q., Ch. 6, § II, n° 119)
1
—= 17 n kn) .. (17=n kn))
— 2 8 bl e R
Zp = 2 (008(48 +2 +1sm(48 + 5 0<<k<3.

4.1

o, B, p étant des nombres réels et n un entier positif, calculer :

n—1
A=Y pcos(a+ kp)
k

=0

n—1

B= ) plsin(a + kP).

k=0
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Soiution Posons C = A4 + iB et calculons C.

n—1 n—1
e N Rlnnofo L LY L Saimn e L LAY N kL@t Rp)
~ — L P \UUD \U» T l‘\/’.}’ T 1 Oolli \(.L T ’J]} -—_ L P (=)
k=0 k=0
donc
n—1 i p-: einﬁ
C — elu Z (p e:ﬁ)k — em "_—‘E ,
K=0 1 —pe
orona

1 —p"e"‘"_(l — p"e"™) (1 — pcos B + ipsin B)
1 —pe” (1 — pcos ) + p?sin? B

soit aprés calculs,

1 _ pn einﬁ 3 1 —p e—iﬂ . pn einﬁ + pn+l ei(l‘l"l)ﬁ
1 —pe’ 1+ p*—~2pcosp
d’ou
C- e:a —p el(d—‘ﬂ) . pn el(a+nﬂ) + pn+1 ei(a+(n—-l),8)

I+ p*—2pcosf
d’ou en séparant partie réelle et partie imaginaire de C,

_ Cosa — pcosfo — ) — p"cos (o + nf) +p"“cos(o: + (n — 1) B)

4 2
I +p°—2pcosf
B sin o — psin (@ — ) — p"sin (o + #f) + p"" ' s (& + (n — 1) f)
1+ p*—2pcosf .
4.8 Soit ¢ une racine p-iéme de ’unité ; calculer
AY

\

A=14+2e+3e + - +ng" 1,

Solution  Sie=1,4 =" 7+ )]

des pour le calcul de-A.

. Supposons € # 1 ; nous allons donner trois métho-

Premiére méthode. Multiplions 4 par (1 — &) ; on obtient ;
(1—-—eA=1+e+e2+ -+ - n";
comme ¢ est une racine n-iéme de I'unité, différente de 1, on a

n-—l__l'_'{':,I

i o
1 — &

=1 et I +e+6 + - +¢ =0




EXERCICES D’ALGEBRE

donc

n
A(IH£)=-—-n et A:E—*:"i‘.

Seconde méthode. Remarquons que A est la somme des nombres écrits
dans le triangle suivant :

1 ¢ &2 & ..... g !
g & ...... g2 g
e &£ ... g2 gl
e . gnmr gl
‘E.n*'Z n—1
n—1
En sommant ligne par ligne, on obtient :
n—1 n—1 k n n—1 _k
- E — & g — 1
A= Z(Bk+8k+l+'"+£" l)= Z — C
k=0 k=0 1 — & k=0 1 —¢
donc
| B 1
A= YE D= +e+e®+ -+ —n),
1 —¢,%% 1—¢

Oor on a vu que

donc

Troisiéme méthode. Considérons le polyndme

PX)=1+X+ X2+ +X";

alors on a
I‘_‘Xn+l

P(X) = - x

donc
n+1 n
Py =" ("+‘12X Pl F2X 43X g ox
(1-X)
par suite
n£"+1~(n+1)8"+l_ne—n n

A = P'(g) =

(1 — g)? -8 e—1
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49 J désignant le nombre complexe e et a, b, ¢ trois nombres complexes
donnés, on considére le systéme
(x +v+2z =g (1)
(S){x+jy+jfz=0b (2
x+ 2y +dz=c (3
1) Résoudre ce systéme.
2) Comment faut-il choisir a, b, ¢ pour que x, y, z soient réels ?
Solution 1) Rappelons que

R e & B
1+j+j = i = 0.
En additionnant membre & membre les équations (1), (2) et (3), on obtient :

b
3x+(y+z)(1+j+j2)=a+b+c donc x:a+3+c.

Multiplions les deux membres de I'équation (2) par j?, ceux de I'équation (3)
par j et additionnons membre 4 membre les équations ainsi obtenues et I’équa-

tion (1) ; on obtient
. T '2 . _ 1
x+2)A+j+)+3y=a+b’+¢ dob yzi'_iﬂg_t_"l__

Enfin, multiplions les deux membres de I’équation (2) par j, ceux de I’équa-
tion (3) par j? et additionnons membre & membre I’équation (1) et les deux
équations ainsi obtenues ; il vient

Le systéme (.S) admet donc la solution :

z Lor a2 _ X +2
b bj“+ ¢ b (o
x=a+3+c,y:a+13+j,z=a+é+1-

2) Si x, y, z sont réels, ’équation (1) montre que a est réel et les équa-
tions (2) et (3) que b et ¢ sont deux nombres complexes conjugués. Réciproque-
ment si a est réel et si b et ¢ sont conjugués, alors b + ¢ est réel donc x I'est,
et on a bj = ¢j* et bj* = cj(car j% = j) par suite bj + ¢j* et bj* + ¢j sont réels
etil en est de méme de y et z. Par conséquent, une condition nécessaire et suffi-
sante pour que x, ¥, z soient réels est que a soit réel et b et ¢ conjugués.
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4.10 Etablir I'identité suivante :
lz+zP+|z—z2=2(z|>+1|2'|?)) (zeC, Z€C)

et en donner une interprétation géomeétrique.

Solution  On a, pour tout couple (z, z') de nombres complexes :
lz4+z1P=@C+2)YE+2N)=C+2NVE +2V=zz+zz + 2 z+ 2 7,
lz—2z P =(z—-2V(z=2)=(—~2)z—2)=22—~22 -2 2427,
donc
|z+z'|2+|z—z'|2=225+22'?=2(|z|2+|z'|2)

Soient M, M’ deux points d’un plan, d’affixes z et z’ relativement 4 un systéme
d’axes orthonormé Ox, Oy ; si N est le point d’affixe z + z’, on sait que le
quadrilatére OMNM' est un parallélogramme. |z + z'|? est le carré de la
longueur de la diagonale ON de ce
parallélogramme, | z — z’|? est le carré
/| de la longueur de la diagonale MM,
N et 2(1z1* + |2’ |?) est la somme des
carrés des longueurs des quatre coOtés
M. du parallélogramme OMNM'.
L’identité
lz42 12+ z—2 P=2(1z|* + | Z'|?),
nous fournit donc le résultat géomé-
trique:lasommedescarrésdeslongueurs
des diagonales d’un parallélogramme
est égale 3 la somme des carrés des
FIG. 4.1 longueurs de ses quatre cotés.

S
w Y

411 Déterminer par le calcul et géométriquement les nombres complexes z tels
que

z—3

a) } —ng =1.

z—3 J2

b z—5| "2
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Solution &) Sotution par le calcul. Posons z = x + iy, alors
lz =3P =(x—-32+»*, lz—-51=(x—57%+)°

et la condition

5' 1 équivaut & |z — 3|* = |z — 5 |* soit aussi
—bx+9+y x? — 10 x + 25 + y?, soit x == 4. Les nombres com-
plexes cherchés sont donc tous les nombres complexes dont la partie réelle

est égale a 4.

Solution géométrique, Rapportons le plan 2 un systéme d’axes orthonormé
x'" Ox, y" Oy, Désignons par A, B, M les points d’affixes 3, 5, z par rapport a

ce repere, Alors, la condition

— 53} = 1 équivaut a la condition

| MA| = | MB|

qui signiﬁe que M est un point de la médiatrice du segment AB ; cette média-

JUREEET E  | - e

trice est la uu)lu:: a cquauuu X = 4, uum., un noiilioi€ COMmpICXE Z vérifie la

condition = 1 si et seulement si sa partie réelle est égale a 4.

zZ— 5

b) Solution par le calcul. Posons z = x + iy, alors la condition
z—3 ’ J2

z—5| 2

2
équivaut 2|z — 3|2 =1]z — 5% soit (x — 3)* + y* = ((x — 5)* + y?)
soit encore apres calcul

x-12+3*=8. 0

Les nombres complexes cherchés sont donc les nombres z = x +iy tels que
x et y vérifient ’équation (1).

Solution géométrigue, Rapportons le plan 4 un systtme d’axes orthonormé
x' Ox, y' Oy ; désignons par A, B, M les points d’affixes 3, 5, z ; alors la condi-
1241 V2 .

—— = — . Or onsait que
MBI 2
I MAL V2
— — est le cercle de diameétre CD,
| MB| 2

tion de I’énoncé est équivalente a la condition

’ensemble des points M tels que

[
les points C et D étant les points de x" Ox qui divisent AB dans le rapport% .

La détermination des points C et D se fait comme suit : Le point C situé entre

| C4 I ~v2 .
— vérifie || CcA I+ 1l CB I =1 AB | = 2 donc
| CB I 2

A et B tel que

—_— _i —— —
| CB | (1+E/§—)=2 et |CBl=4-2.2,
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par suite C est le point d’affixe 1 + 2 N 2. Le point D extérieur au segment AB

DA 2
tel que !l — " = 1/— se trouve donc sur la demi-droite x" 4 donc on a
I DB | 2
—> —_— — —— 2
I DB~ 1 DAl = 14BI~2 o DBI(1-Y2)=2

A <

dot | DB || = 4 + 2 /2, par suite le point D est le point d’affixe 1 — 2 +/2.
Le cercle de diamétre CD est donc le cercle dont le centre E est le point d’affixe 1

et le rayon est 2+/2; son équation est (x — 1)? + y? = 2 V2)? = 8. Les
z—3

= —-2— sont donc les
z— 5

nombres complexes z vérifiant la condition >

nombres z = x -+ iy tels que (x — 1)? + y? = 8.

4.12

Quelles relations doivent exister entre les nombres complexes dont les
images sont : :

a) trois points alignés,
b) les sommets d’un triangle équilatéral,
¢) les sommets d’un polygone régulier & n cotés,

e

ution

Rapportons le plan 4 un systéme d’axes orthonormé x’ Ox, y’ Oy.
a) Soient 4, B, C trois points d’affixes a, b, ¢ par rapport au repére choisi,
- >
Les trois points 4, B, C sont alignés si et seulement si (4B, AC)=0 (mod n)

c’est-a-dire si et seulement si
Arg(b — a) — Arg(c — @ =0 (modn),
d’on la condition nécessaire et suffisante pour que A, B, C soient alignés :

b “_“)E 0 (mod ).

Arg (c—_ a

b) Soient A, B, C trois points d’affixes a, b, ¢ par rapport au repére précé-
dent. Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si

— —> —> —> 2n
| 4Bl = IBCI et (4B, BO)=;
le nombre complexe Z — b est de module 1 si et seulement si || AB =1 BC I,
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2n

: : . 2n Y-
il est d’argument si et seulement si (4B, BC) = —-, donc la condition

3 3
nécessaire et suffisante pour que le triangle ABC soit équilatéral est que
2in
¢ — 3
=0 =
b—a

¢) Soient Ag, 44, A5, ..., A, 1, n points d’affixes respectifs a,, a,, as, ..., a,_,
par rapport au repére choisi. La condition nécessaire et suffisante pour que
ces points soient les sommets d’un polygone régulier, est que ’on ait pour
l1<k<n-2

—> _— — > > 2n
lA—1 Al = || A Apsy |l et (Ai-1 A AL A1) = W

donc Ay, A4, ..., A,—, sont les sommets d’un polygone régulier si et seulement
sl on a

Uy — Qg e "

4.13 A chaque triplet 4, B, C de points distincts du plan, d’affixes a, b, c¢ relati-
vement 3 un systéme d’axes orthonormé Ox, Oy, on associe les nombres
complexes :

(A, B,C)=a+ bj + ¢*, (4,B,C)=a+ b?*+ ¢,

u(A, B, C) : 5

— 3
w(A4, B’C)—v(A,B,C)’ ol j=e

1) Comment sont transformés u(A4, B, C), v(A, B, C) et w(A, B, C) quand
on remplace les points A, B, C par leurs images :

a) par une translation,
b) par une rotation de centre O,
¢) par une homothétie de centre O.

2) Montrer que deux triangles ABC et A’ B’ C' du plan sont semblables
si et seulement si w(A4, B, C) = w(A4’, B', C").

3) Trouver les triangles ABC du plan tels que (A4, B, C)=0 ou (4, B, C)=0,
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1) a) Soit 7 la translation de vecteur OM et m Paffixe de M. alors Paffixe
de 7(A) (resp. ©(B), 1(C)) est a + m (resp. b + m, ¢ + m) donc

u(x(A4), «(B), (C)) = a+ m + (b + m)j + (c + m)j* =
=a+bj+g*+ml+j+j7),
or j est une racine cubique de 'unité donc
1+j+j2:—li~——_—jj3j=0
et
u(t(A), ©(B), «(C)) = a + b + ¢j* = w(A, B, C);

on démontre de la méme maniére que v(w(A4), %(B), (C)) = (4, B, C) et ilen
résulte que

w(t(A4), 1(B), 1(C)) = w(4, B, C).

b) Soit p la rotation de centre O et d’angle o ; alors I'affixe du point p(4)
(resp. p(B), p(C)) est ae™* (resp. be', ce™) donc

u(p(A), p(B), p(C)) = (a + bj + ¢j*)e'* = (4, B, C).e",
de méme v(p(A), p(B), (C)) = (4, B, C) " donc
w(p(A), p(B), p(C)) = w(4, B, C).

¢) Soit o 'homothétie de centre O et de rapport k ; alors I'affixe du point
o(A) (resp. o(B), o(C)) est k.a (resp. k.b, k.c) donc

u(o(A), o(B), o(C)) = k(a + bj + ¢*) = k.u(4, B, C)
et on voit de la méme maniére que
v(a(A), o(B), o(C)) = k.1(4, B, C)

donc

w(a(A), o(B), 6(C)) = w(4, B, C).

2) Soit D un point de I'axe Ox distinct de O. Si ABC est un triangle du
plan, a, b, c étant les affixes des points 4, B, C, désignons par 7,z la transla-

tion de vecteur Za par p,pc larotation de centre O et angle oo = — Arg(b — a)
i gy

et par 0,5 ’homothétie de centre O et de rapport l:—?_lz—" Alors la transfor-
| AB ||

mation A,pc = 6 458c°Panc® Tapc transforme le triangle A BC en un triangle ODE
qui lui est semblable ; de plus, chacune des transformations o ,g¢, Pape. Tase
conserve w(A4, B, C) donc w(0O, D, E) = w(A, B, C). Soient maintenant 4BC
et A" B’ C' deux triangles du plan, 7,.g¢, Papc> Oasce les transformations
définies & partir des points A’, B’, C' comme I’ont ét€ T,5¢, Pancs Oapc & partir
des points ABC, alors posons A g = O4pcoPapcTope € désignons par
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ODE'’ le triangle image du triangle A" B’ C' par la transformation 4,.g.¢.
On a w(A’, B’, C") = w(O, D, E’). Les deux triangles ABCet A" B’ C’ sont alors
semblables si et seulement si les triangles ODE et ODE’ sont égaux. Si d. e, €’
sont les affixes des points D, E, E’, on a

!

no™Mm o
L, L) =

e at
w0,

d]+e_]2_d+€J .../nnnl\ad-l_e
- - _— W\, L/, L) =

dj2+ejudj+e dj + ¢

S

o
-

Il est clair que si les triangles ODE et ODE"’ sont ¢gaux,
w(0, D, E) = w(O', D, E") ;
réciproquement, si w(O, D, E) = w(O, D, E") on a

d+e d4éj
di+e dj+e

d+e)dj+e)=(d+e)d+e)

soit d(e — ¢') + di*(¢’ — €) = O soit encore d(1 +j%) (¢ —e)=0o0rD # O
donc d n’est pas nul, par suite e = €’ et les triangles ODE et ODE’ sont égaux.
Il en résulte que les triangles ABC et A" B’ C’ sont semblables si et sculement
si w{d, B, C) = w4, B', C').

3) Soit ABC un triangle tel que (A, B, C) = 0. Alors, si a, b, ¢ sont les
affixes de 4, B, Cona: a + bj + ¢j* = 0. Désignant par 1, la transforma-
tion définie précédemment et par ODE le triangle image de ABC par 2,5,
on a, compte tenu des résultats de la question 1, u(O, D, E) = u(A, B, C)e™*
aveca = — Arg (b — a), doncu(A, B, C) = Osiet seulement si u(0, D, E) = Q.
Désignons par d, e les affixes des points D, E ; alors w(O, D, E) = dj + ej*.

Siu(O, D, E) = 0onad= — ef; cette relation signifie que le vecteur OD se
déduit du vecteur OF par la rotation de centre O et d’angle — g, donc le

triangle ODE est équilatéral. La réciproque est immédiate. Comme les triangles
ODE et ABC sont semblables on voit que le triangle ABC est équilatéral si et
seulement si u(A4, B, C) = 0. On démontre de la méme maniére que les trian-
gles ABC tels que v(A4, B, C) = 0 sont aussi les triangles équilatéraux.
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b.1

Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatif et 4, B, C trois sous-
espaces vectoriels tels que

AnB=A4nC (1)
A+B=A4A+C 2
Bc C. (3)

Montrer que B = C.

Solution

La relation (3) étant vérifiée, il suffit de prouver que C < B. Si ¢ est un
élément de C, il appartient 4 4 + € donc (2) & A + B, par suite il existe un
élément a de A4 et un élément b de B tels que ¢ = a + b. D’aprés (3), b appar-
tient & C donc a = ¢ — b appartient 8 A N C qui est égal 3 A n B et a appar-
tient 2 B. L’élément ¢, somme de deux éléments de B est lui-méme élément
de B, ce qui prouve que C < B.

5.2

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif KX,
On considére deux sous-espaces vectoriels 4 et B de E.

1) Montrer que si A et B sont tous deux distincts de E, alors A u B est une
partie stricte de E.
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2) On sunnose aue dim. 4 = dim. B. Montrer nar récurrence sur |
<y VAL SUPPOSL o dl 2 Gk 2. DMONUICT pal ICLRlItiie s el
n — dimg A qu’il existe un sous-espace vectoriel X de E tel que

E=A®X=BdX

Solution

1) Examinons deux cas suivant que I'un des sous-espaces 4 ou B contient
I’autre ou pas.

a) SiAcBouBc A alorsAUB=BouAuB=Aetcomme Aet B
sont des sous-espaces stricts de E, A U B est strictement contenu dans E.

b) Si A & Bet B ¢ A, alors il existe un élément x de B qui n’appartient
pas 4 A4 et un élément y de A qui n’appartient pas 3 B. Formons 1’élément
z = x + y. Il n’appartient pas & A4 sinon x = z — y serait dans 4. Il n’appar-
tient pas a2 B sinon y = z — x serait dans B, donc z ¢ 4 U B, par suite 4 U B

est strictement contenu dans E.
2) Sin— d““K A= O, Ofi a d;].].l.K A = dim g B =
et X = {0} est un supplémentaire commun é Aet B.
Supposons le résultat démontré si n — dimg A = p (avec p = 0), c’est-a-
dire si dimg A = n — p. Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E tels

que dimg A = dlmK Betn—dimgA = p+ 1. Alors,

o, R—»m _ n — 1 o »n
AF — I ‘.’ A T IR

donc A et B sont des sous-espaces stricts de E, par suite (question 1) 4 U B

est strictement contenu dans E.
Soit x un élément de E — (A v B). Formons les sous-espaces 4’ = A @ Kx

et B = B @ Kx (ces sommes sont directes car x ¢ 4 v B), Alors
dimg A" =dimg B =dimgz A+ 1=n—p,

donc n - dimg A’ = p et (hypothése de récurrence) il existe un sous-espace X’
deEtelque E=A" @ X' = B @ X'. Alorson a

E=A®KxPX =BOKxd X’
et en posant X = Kx @ X'’ on définit un sous-espace X de E tel que
E=A@®@X=BadX

d’ou le résultat.

5.3

Soit K un corps commutatif fini de caractéristique p. Soit e son élément
unité.
1) Montrer que p est un nombre premier.

2) Montrer que le sous-corps L engendré par e est isomorphe 4 Z/pZ.
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3) Montrer que ’addition de K et la restriction 2 L x K de la multiplica-
tion de K munissent K d’une structure d’espace vectoriel sur L.

4) Montrer que K est de dimension finie sur L. Si dim ;K = n, calculer le
cardinal de K en fonction de p et n.

Solution

1) Ké ant ﬁni le sous-groupe additif J engendié par e est fini donc (¢f. Q,,

Ch. 5, § I1, n° 97) 1a caractéristique p de K est non nulle. Nous savons que p est
le plus pptlt entier positif tel que p.e = 0. Sip = p,.poona

(p1e)(p2e) =(pype)=0.

Si on suppose p, # petp, #ponap,e# 0et P2 € # 0 donc K admet des
diviseurs de zéro ce qui est impossible. Donc p est bien un nombre premier.

2) D’aprés Q., Ch. 5, § II, n° 97, J est isomorphe & Z/pZ. Comme p est
premier, Z/pZ est un corps (cf. exercice 3.11). Comme J est un corps conte-
nant e, on a J o L. D’autre part le groupe sous-jacent & L contient e donc
L contient Ie sous-groupe engendré par e, c’est-a-dire que L o J. On a alors
L = Jet L est bien isomorphe a Z/pZ.

3) K est un groupe abélien additif. S1 /7, I’ sont des éléments de L et k, k'
des éléments de K, I’associativité de la multiplication et sa distributivité par
rapport 4 I’addition permettent d’écrire

(IINE = II' kD (14+ "Nk =1L 1+I'k e + Y = [k 4+ I
\*F gy ERE fvy \P T g iy 1 B L) B | "oy L2 L B 2 A )

Comme I’élément unité de L est le méme que celui de K on a bien, pour tout

élément k de K

ek = k.
On voit que tous les axiomes qui définissent la structure d’espace vectoriel
soni vérifiés,

4) Nous savons (cf. Q., Ch. 7, § III, n° 135) que tout espace vectoriel admet
au moins une base. K étant fini, il ne peut admettre que des bases finies ; il
est donc de dimension finie, soit n, sur L. Mais alors (¢f. Q., Ch. 7, § II1, n° 136)
K est isomorphe & L" et par suite a (Z/pZ)". On a donc

card K = card (Z/pZ)' = [card (Z/pZ)]" =

b.4

Dans I’espace vectoriel R* rapporté & sa base canonique, vérifier que les
vecteurs

a=(1,2,-1,-2) b=(2,30,—-1) ¢c=(,3—-1,0 d=(,21,4)
sont linéairement indépendants et calculer les coordonnées du vecteur

x= (7,14, — 1, 2)
sur la base {a, b, c,d}.
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Solution Nous appliquons ia méthode de Q., Ch. 7, § Iii, n° 138. On obtient succes-
sivement les systémes
a b c d X
‘ 1 2 1 1 7
2 3 3 2 14
-1 0 —1 1 —1
-2 -1 0 4 2
a b'=b—-2a c=c—a d=d x'=x—7a
1 0 0 0 0
2 —1 1 0 0
-1 2 0 2 6
-2 3 2 6 16
a bl c”=cl+ bl d”= dl-_ c” xllle— 3 c"
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
—1 2 2 0 0
—2 3 5 1 1
Sur ce tableau on voit que a, b, ¢, d sont linéairement indépendants. La rela-
tion reliant les cinq vecteurs est x”" = d” ce qui donne d' — ¢" = x" — 3¢’
soitd + 2c¢" = x"soitencored —a+ 2(c’ + ) = x — Taou
d—a+ 2Ac—a+b—-2a=x—-"Ta
soit aussi x = 2b + 2 ¢ + d. Donc les coordonnées de x sur la base { a, b,
c. d} sont (0, 2, 2, 1).
Bhh 1) On considére I'espace vectoriel sur R, ¥ = R? muni de sa base canonique.

Déterminer suivant les valeurs de a le rang du systéme suivant

=(1, Lo b=(a1) c=(l,1)

Solution 1) Nous appliquons la méthode Q., Ch. 7, § TII, n° 138. On obtient succes-
sivement les systémes

a b ¢ a b—a c—oaa a b—a c—oaa+b—a
1 1 o 1 0 0 1 0 0

1 o 1 1 a—1 1—a 1 a—1 0

a 1 1 a 1—a 1-o° a 1—o 2—a—ao’
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Or2—a—o>=0sietseulement sia =1oua = — 2.
Si o = 1, les trois vecteurs a, b, ¢ sont égaux et le systéme est de rang I.
Si o« = — 2, a et b sont linéairement indépendants et c = (1 + a)a+ b

donc le systéme est de rang 2.
Enfin si o # 1 et a # — 2, le systéme est de rang 3.

2) a ne peut prendre que les valeurs O et 1. Si o = 1 les trois vecteurs a, b, ¢
sont égaux et le systéme est de rang 1. Si a = O le calcul précédent montre
que a et b sont linéairement indépendants, mais comme a + b + ¢ = 0, le
systéme est de rang 2.

5.6

Soit E I’espace vectoriel sur R des fonctions définies sur Z a valeurs réelles.

1) Soient a, et a, des nombres réels tels que a, # O et a; > 4 a,. Soit F
I’ensemble des éléments f de E vérifiant la condition

(VneZ) (fM+afin—1D+af@m—2)=0).
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2) Si a et b sont deux réels quelconques, montrer qu’il existe un élément f
de F et un seul, tel que f(1) = aet £(2) = b. Quelle est la dimension de F ?

3) Trouver tous les éléments o de R tels que la fonction f(n) = o (ne Z)
soit dans F.

4) Montrer que si o, § sont deux nombres réels différents, les fonctions
f(n) = o et g(n) = f" (n € Z) sont linéairement indépendantes. Trouver une

base de F lorsque af > 4.a,.

5) On suppose que a: = 4 a,. Montrer que si y est un nombre réel qui
vérifie Y2 + a, y + a, = 0, la fonction A(n) = ny" (n € Z) est dans F. Trouver
une base de F.

Solution

1) Soient f;, f, deux éléments de Fet 4,, 4, deux réels. Alors on a pour tout
entier rationnel n :

Mh+LLM +a i+ LL)n—1)+a(d/,i+LA)0n—-2)=
= 1,(fi(n) + a, fi(n — 1) + a; fi(n — 2)) +
+ L,(fo(m) + a; fon — 1) + ay fo(n — 2)=0
donc 4, f; + A, f; € £ et F est un sous-espace vectoriel de E.

2) On a nécessairement f(3) = — a, f(2) — a, f(1). Si on définit de proche
en proche f jusqu'a (n — 1), on a nécessairement

fim=—a fin-1)—a f(n-12).
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D’autre part

£10) = — aiz(alf(l) + 1)

et f(— p)=—a—lz(alf(—p+1)+f(~l’+2))-

Donc il existe une seule fonction f de F vérifiant f (1) = a et f(2) = b. Soient
¢, la fonction de F définie par ¢,(1) = 1 et ¢,(2) = O et ¢, la fonction de F
définie par @,(1) = Oet ¢,(2) = 1. Pour toute fonction fde Fon a

S = (Do +1(De) (1)
et

@ =(fM e + 1) 02) 2.

Puisque les fonctions de F sont définies par leurs valeurs sur 1 et 2, on a
=1 e, + Q) ¢, donc (g,, ¢,;) est un systéme générateur de F. D’autre
part @, et ¢, sont linéairement indépendantes car

iy +2,0,=0 ((AlaAZ)ER x R)

entraine 4; (1) + 1, @2(1) = 4; = Oet 4; ©(2) + A; 9,(2) = 1; = 0. Donc
(¢4, ) est une base de F et dim F = 2,

3) Sife Fonao"+ a, " ' + g, 0" % = Oc’est-a-dire a® + a, & + a, = O.
La réciproque est immédiate donc f est dans F si et seulement si a est racine
de I'équation x% + a, x + a, = 0.

4) Soient A et p deux réels telsque Af + ug = 0. Pourn = Oonal + p=20
etpourn=1,da +puf =0;donci = — pet J(a — f) = 0. Comme o # f,
A= pu = 0. Donc f et g sont linéairement indépendantes. Lorsque a: > da,,
I’équation x* + a, x + a, = 0 admet deux racines réelles distinctes soient a
et B. Les fonctions f et g définies par f(n) = o", g(n) = " (n € Z) étant linéai-
rement indépendantes, forment une base de ’espace vectoriel F de dimension 2.
Donc tout élément / de F s’écrit k(n) = A" + pff" (neZ)avec LeRet peR.

2
5) Comme a7 = 4a,0na

2 2
2 a; a, a;
y+a1y+—):v+— =0 donc = - —=.
2 2 2
Soit n un entier rationnel ; on a
Hn)+a h(n— D +ah(n—2)=nm"+an— 1Dy ' +an—2)y 2=

= "3’"_2(3’2 +a,y+ ay) — Y 3a,y+2a,)=0

donc h e F. On sait que la fonction k(n) = y" (n € Z) est dans F. Montrons
que h et k sont linéairement indépendantes. Soient 4 et p deux réels tels que
A+ pk =0;pourn=0onapu=0etpourn=1onady+ uy= 0donc
A = p = 0. Alors (h, k) forme une base de F et tout élément f de F s’écrit

fm) =@+ un)y".
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8.7

Soient E,; et E, deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K et p une
application linéaire surjective de E, sur E,. Si E est un espace vectoriel de
dimension finie sur K et f une application linéaire définie sur £ & valeurs
dans E,, montrer qu’il existe une application linéaire ¢ de E dans E, telle

que f = po ¢.

Solution

Soit { ey, e,, ..., €, } une base de E. p étant surjective il existe des éléments g,
de E, (1 < i < n)tels que p(a;) = f(e;). Alors (cf. Q., Ch. 7, § IV, n° 143, th. 6)
il existe une application linéaire ¢ de E dans E, telle que ¢(e;) = a; pour
1 €<i<n Ona bien pour 1 <i < n, po ¢e;) = pla) = f(e;). Les applica-
tions p o ¢ et f coincident sur une base donc elles sont égales.

5.8

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K
et { a;, a,, ..., a, } une base de E. Démontrer que p éléments de E (p < n)
X1, Xz, ..., X, sont linéairement indépendants si et seulement s’il existe un
endomorphisme f de E tel que f(x,) = q, pour 1 < k < p.

Solution

Supposons que x;, X,, ..., X, soient linéairement indépendants. On sait
(cf. Q., Ch. 7, § II1, n° 135) que I'on peut trouver des éléments x,,, ..., X,
de E tels que {xl, X3, ..., X, } SOit une base de E. Alors (¢f. Q., Ch 7, 81V,
n° 143, th. 6) il existe un endomorphisme f de E tel que f(x,) = g, pour
1<k <n

Réciproquement, supposons l'existence de I’endomorphisme f. Soient
AL, 22, ..., 27 des éléments de K tels que

Ah.kxk= 0.

k=1

On a alors

FO =53 #x)= ¥ #ie)= ¥ Fa =0
k k=1 k=1

=1

~

Les ¢€léments g (1 k < p) étant lin€airement indépendants, la derniére
égalité entraine A' = A2 = -+ = 17 = 0, ce qui prouve que les éléments
X1, X2, ..., X, forment une famille libre.
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b9 E étant un espace vectoriel sur un corps commutatif K, on appeile projecteur
tout endomorphisme p de E, tel que p> = po p = p. On désigne par e I'iden-
tité de E.

a) Démontrer que p est un projecteur si et seulement si e — p en est un.
Montrer que si p est un projecteur les relations suivantes sont vérifiées

Im(e — p) = Kerp (1)
Ker(e — p) = Imp. )

b) Démontrer que si p est un projecteur, alors
E=Imp®Kerp.

¢) Démontrer qu’un projecteur p commute avec un endomorphisme u de E
si et seulement si son noyau et son image sont stables par u.

Solution a) Supposons que p soit un projecteur. Alors

(e —p)o(e —p)=e0e—poe—eop + pop
=e—p—p+tp=e—p,
donc e — p est un projecteur. Réciproquement si e — p est un projecteur,
(e —plo(e —p)=e—p,dole—p=e—p—p-+ pop ce qui entraine
pop =p. o
Soit ¥ un élément de Im (e — p) ; il existe un élément x de E tel que
(e—pP)(x)=1y.
Mais alors

py)=po(e—p)(x)=(p—pop)(x) =0,

donc Im (e — p) = Ker p. Soit x un élément de Ker p ; comme p(x) = 0 on a
x=x—p(x)=(e —p)(x) ce qui prouve que Kerp =« Im(e — p) d’ou
I’égalité (1).

Posons p' = e — p; la relation (1) devient Kerp' = Im (e — p") c’est-a-
dire Ker (e — p) = Im p.

b) 11 suffit de montrer que Imp n Kerp = {0} et que E = Im p + Ker p.

Commengons par montrer Que Im p n Ker p = {0}. Soit x un élément de
cette intersection. Il existe un élément y de E tel que x = p(y) ; mais

0=px)=pop(y) =p0) = x
donc le seul élément de I’'intersection est bien 0. Pour montrer que

E=Imp + Kerp,



X

choisissons un élément z de E. On remarque que z = p(z) + [z — p(2)].
Comme p(z — p(2)) =(p — pop)(z) =0, [z — p()] est un élément de
Ker p ; par ailleurs p(z) se trouve dans Im p d’oti on déduit que z est somme
d’un élément de Ker p et d’un élément de Im p.

¢) Supposons que u et p commutent. Soit x un élément de Ker p, alors
p(u(x)) = u(p(x)) = u(0) = 0 donc u(x) est aussi dans Ker p et Ker p est
stable par u. Si y est un élément de Im p, il existe un élément x de E tel que
y = p(x) et u(y) = u(p(x)) = p(u(x)) est encore dans Im p, donc Im p est
stable par u. Réciproquement, supposons I'image et le noyau de p stables
par u. Soit x un élément de E. D’aprés (b) nous savons qu'il existe un élément x,
de Tm p et un élément x, dans Ker p tels que x = x, + x, ; alors on a

u(p(x)) = U0 p(x,) + uo p(x;) = uo p(x,)
et
p(u(x)) = pou(x,) + pou(x,).

Comme Ker p est stable par u; u(x,) est dans Ker p donc pou(x,) = 0. Im p

o

étant stable par u, u(x,) est dans Im p et x, et u(x,) s’écrivent respectivement
x; = p(x3) et u(x;) = p(x,) ou x5 et x, sont des éléments de E. On a alors
u0 p(x) = uo p(x,) = uopop(x3) = uo p(x;) = u(x,)
et
pou(x) = pou(x,) = pop(x,) = p(xy) = tx,)

ce qui prouve que uop = pou.

5.10

Soient £ un espace vectoriel de dimension finie # sur un corps commutatif X

et £ un endomorphisme de E. On pose :
fO=WE, f‘=f"1of k21,
Nk=KBI'f" et Ik=1mfk.
a) Démontrer que pour tout entier naturel k, on a
Nk < Nk+l et Ik o Ik+l .

b) Démontrer qu’il existe un entier naturel p tel que pour £ < p on ait
Ny # Nyy et pour k = p, on ait N, = N, .

¢) Démontrer que pour k < p, I, # I, etpourk =2p, I, = I, ,.

d) Démontrer que E = I, @ N,

e) Démontrer que la restriction de fa I, induit une fonction de I, dans I,
qui est un automorphisme de 1,.
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Solution

a) Soit x un élément de N,. On a f¥(x) = 0 d’ob f**'(x) = f[f*x)]
= f(0) = 0.

Donc x € Ny, et N, € N4
Soit ¥ un élément de I,,, ; alors il existe un élément x de E tel que

y = f"“(x) fH f(x)] donc yestdans I, et L, < 1.

b) La suite (dim M), . n est une suite infinie croissante d’entiers qui ne
prend quun nombre fini de valeurs puisque pour tout entier k, dim N, < n;
par suite il existe des entiers r tels que dim &, = dim N, ; etcomme N, < N, ,
ona N, = N,,,. Soit p le plus petit de ces entiers, On a forcément N, # N,
si k < p. Comme N, = N,4,, il suffit de démontrer que si NV, = N,,; on a
Nyyit = Nyyz On salt déja que Ny, < N.,,. Montrons que si N, = N,
ona Ny, € N, . Soit x un élément de N, ,,. On a

[ =Y (f)) =0

donc f(x) est un élément de N, ,, donc f(x) est dans N, et on a

Hf@)) ="' =0

ce qui prouve que x € N, , donc N, ,, = N, , . Donc p est bien’entier cherché

¢) Nous savons (c¢f. Q., Ch. 7, § IV, n° 143, th. 7) que pour tout entier &k
dim I, = n — dim N,.
Donc pour k < p,dim I, #dimf,,, d’ou I, # L,,,. Pour k = p
diml, = dim I, ,

et comme nous savons que ., <« l,,onal, = I, ,.

d) Démortrons d’abord que I, n N, = {0} ; soit y un élément de I, N N
alors il existe un élément x de E tel que y = f?(x), ona f?(y) = f 2”(x) =
comme x est dans N,, quiest égal A N,, y = f¥(x) = Odonc I, n N, = {0 }
A présent démontrons que E = N, + [,; soit x un élément de E, alors
fi(x)el, et I, = I,, donc il existe un element y de E tel que £7(x) = f*7(y)
donc f "(x — "(y)) = ( par suite

x—fPMNeN,, fix)el, et x=(x—f"0))+ foQ),

d’ot E= N, + I, par suite E= N, ® 1,

e) Comme f(I,) < 1,,, et I,,, = I,, la restriction de f & I, induit un
endomorphisme de I,. Comme I, est de dimension finie, il suffit de montrer que
cet endomorphisme est injectif ; smt y un élément de I, telque f(3) = 0, ona
y = fP(x)avec x€ E ; alors f(¥) = f"*(x) = 0doncx € N p+1: L Nppy = N,
par suite x€ NV, d’olt y = f"(x) = 0 donc la restriction de fal, induit un
automorphisme de /,..
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5.11

On appellera suite (a;) toute suite finie strictement croissante de nombres
réels vérifiant :

O:a0<al<"'<ai<ai+l<“'<a"<a"+1:l (l)

(n n’est pas forcément le méme pour chaque suite).

On désigne par E I’ensemble des fonctions réelles en escalier définies sur
[0, 1], c’est-a-dire des fonctions f telles qu’ii existe un entier », une suite (a;)
vérifiant (1) et une suite (b;) de n + 1 nombres réels quelconques tels que :

pour tout x€[a;, a;4. [ ona f(x)=5b;, (i=0,1,..,n). )]

On désigne par L I'ensemble des fonctions linéaires par morceaux définies
sur {0, 1, c’est-a-dire des fonctions g telles qu’il existe un entier n, une suite (a;)
vérifiant (1) et deux suites (b;) et (c;) chacune de n + 1 nombres réels quel-
conques tels que :

pour tout x€la;, a;+,[, 0N a gx)=5b;x+c¢; (i=0,1,..,n). 3)

1) a) Démontrer que E est un espace vectoriel sur R.

b) Etant donné un nombre réel k tel que 0 < k& < 1, on désigne par ¢ la
fonction définie sur [0, 1] en posant :

ag(>)=0 si 0<x<k; gx)=1 si k<x<]1.
Démontrer que si (k;) est une suite finie de nombres réels distincts deux &

deux (0 < k; < 1), la famille (e, ) est une famille libre de E.

¢) Démontrer que toute fonction en escalier de E s’écrit, de maniére unique,
sous forme d’une combinaison linéaire finie de fonctious ¢,.

2) a) Démontrer que L est un espace vectoriel sur R et que I'’ensemble L’
des fonctions g linéaires par morceaux, continues sur [0, 1[ et telles que
£2(0) = 0, est un sous-espace vectoriel de L.

b) Etant donné un nombre réel k tel que O < k < 1, on désigne par /, la
fonction défirie sur [0, 1] en posant :
Lix)=0 si O0<x<k;f(x)=x—k si k<x<l1,.
Démontrer que si (k;) est une suite finie de nombres réels distincts deux 3
deux (0 < k; < 1), la famille (/) est une famille libre de L.

¢) Démontrer que tout élément de L’ s’écrit de maniére unigue sous forme
d’une combinaison linéaire finie de fonctions /.

d) Démontrer que L est somme directe de E et de L'.
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Solution

Etant donné deux suites (a;) et (a;) vérifiant la condition (1) de 1’énoncé,

nous désignerons par (a;) * (a;) la suite (ay) dont ’ensemble des termes est la
réunion de ’ensemble des termes de la suite (a;) et de I’ensemble des termes

de la suite (a;), 'indexation étant faite de maniére 3 ce que la suite (ay) soit

lnrc IQ nnndi_
A D L L% L€ 4

m

ctrictement croiccante * ]a Sn-

'l
OLL IwiwilIWEIL Wi VIOUG LI 4 & 111e

= 0)et son dernier

terme est | (dernier terme commun des suites (a;) et (a;)). Observons de plus
que tout intervalle de la forme [ay, ay ., [ est contenu dans un intervalle et un
seul de la forme [a;, a;, ([ et dans un intervalle et un seul de la forme [a}, a}, ,[.

1) a) 11 suffit de vérifier que E est un sous-espace vectoriel de % ({0, 1{, R)
c’est-a-direque si fe E, f'e EetacR,ona(f — f)e Eet a.feE. Soient donc

! : e .
f,.f" deux fonctions en escalier sur {0, 1, (a,) et (b,) les suites associées & f, (a;) et

(b)) les suites associées & f ; formons la suite (a;) * (a;) = (ay) ; alors chaque
intervalle [ag, ax, [ est contenu dans un intervalle et un seul, de la forme
[a;, a; 4 ([ soit [a;4y, a;qy+ s [ et dans un intervalle et un seul de la forme [aj, aj, [

soit [a;(k,, @}y + 1], donc pour tout x € [a, ax [ona : (f— f) (x) = byyy — b i)
ce qui montre que (f — /') est une fonction en escalier définie par les suites

(a)) * (aj) et (bigy — bym)-
Par ailleurs, si o € R, la fonction a. fest la fonction en escalier définie par les

suites (a;) et (ab)) donc FE est un espace vectoriel.
b) Soit (k;); <;<» une suite finie d’éléments de [0, 1{ distincts deux a deux ;

| 4 [ 4
cang ractroindra la gAnAralitd nn nant 011nnncnr Ane reg AlAdmente nnt Ata ol
1S U Oocl CCS CiCIICIits Ui €

Odild L1woOllwiiilllw 1G 5& 1wich 1 3 3 }IUML oY [ ¥ (=)

de telle maniére que :

£

O<k1<k2<'"<ki<kl'+l<"'<k"_1<kn<1.

Soient «,, o, .., o, des nombres réels tels que I’on ait :

M:

O(,-ekizo.
1

Nous allons montrer par récurrence sur p que o, = 0(1 < p < n). Tout
d’abord soit x € [k, k,[, alors on a g (x)=1¢et g(x)=0s12<j<n,

Annn
LU

Y o x)=0a, g (x) =0, =0.

i=1

Supposons que o; = a, = -~ =, = O(avecptelque 1 < p < n),alorsona:
): i “k; Z o; €, >
i=1 i=p+1

prenons x € [k, 5y, k,s[sip+ 1 <nouxefk, 1{sip+1=mn,alorsona:

&, .. (x)=1 et g (x) =0

CALvO. — Exercices d’algébre. 4
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sig>p+ 1, donc

n
Z o ek;(x) = Oyt ekp“(x) =0y = 0,
i=p+1
par suite oy = a, = - = o, = 0, ce qui montre que la famille (e,,) est une
famille libre de E.
¢) Observons que si k est un nombre réel (0 < &k < 1) la suite (g;) attachée

a la fonction e, est la suite a,, a,, a, avec ay = 0, a; = k, a, = 1, par ailleurs
(cf. démonstration de a) pour tout réel o, la suite (a;) attachée 4 la fonction
. e, est la méme que celle qui est attachée & la fonction ¢, et si k et &’ sont deux
réels distincts (0 < £k < 1, 0 < k' < 1) avec par exemple k < k', la suite (a;)
attachée a la fonction ¢, + ¢, (et aussi a toute fonction de la forme ae, + ' ¢ ;
o eR,a €R)est la suite : 0, k, k', 1. Il résulte de tout ceci quesi k,, k5, ..., K,
sont des nombresréels telsque : 0 < k, <k, <~ <k, < let cx,, ey O, des

nombres réels quelconques, la suite (a;) attachée & la fonction Z o; e, est

i=1
la suite : 0, k, kyy - k m 1.
Soient & présent f une fonction en escalier sur [0, 1], (@) <i<n+1 €t Po<ign
les suites telles que :

O=gy<a;<a<..<ag;,<a;; <" <a,<a,;;=1 (hH

et que, pour tout x € {a;, a;, ;[ on ait : f(x) = b(i = 0,1, ..., n).
De la remarque précédente 1l résulte que si f's’écrit sous la formef: o; €,; avec
O=Fko<ky < <ki<ky < <k,<l,ona nécessairemlc:rﬁ m=net
a; = k; pour tout i = 0, 1, ..., n. Cherchons donc une décomposition de f en

. n
combinaison linéaire des fonctions e, €,,, ..., €4 ; Si f= Y o; e, on a pour

i=0
x€[ag, a1l , e, (x)=1 et e, (x)=0 si 1<j<n, donc
n
f(x) = by, = ag €, (x) = ag et f =boe, + Y a:e, ;
J N\ 0 0 “ao\*/ “0 i 0 Tao i/:_.l:a.’
4 présent si x€{a;, a] on a e, (x) = ¢, (x)=l1ete,(x) =0si 2<j<

donc f(x) = b, = by + oy et a; = by — b, Supposons que o, = b, bq ;
pourg = 1,2, ,pavecl < p < n,alors prenons x € [a,  , ,,+2[51p + I <n
et xe€[a,, 1{ si ptl=n; on a e(x)=¢,(x)="=¢ (=1 et
e,,q(x)=05iq>p+ I, donc :

f(x)_bp+1 _b +(bl b0)+”'+(b _bp—l)+ap+l

d’ou Op+1 = b,,+ par suite pour tout entier q = l z o n, oy = bq— bq_ |
et
n
ry < _
J = 2, %€
i=0

m
Si maintenant on suppose que f = Y. o; e,; avec
1=0

O=ay<a, <<a,<a,,,=1,
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on a vu que nécessairement n = met a; = a; pour i = 0, 1, ..., n, donc on a

n
Y g =
i=0

or les éléments de la suite (g;) étant deux & deux distincts, la famille (e,) est
une famille libre de E, doncon a a; = o; pour touti = 0, 1, ..., n.
2) a) Comme en 1) a) il suffit de vérifier que L est un sous-espace vectoriel

de Z([0, 1[, R) et L’ un sous-espace vectoriel de L. Soient f et f’ deux fonc-
tions linéaires par morceaux sur [0, 1] (a;), (b)), (c;) les suites associées 2 f, et

(a}), (b)), (c}) les suites associées 3 ' ; formons la suite (ax) = (a;)* (a;); chaque
intervalle [ax, ar+1[ est contenu dans un intervalle et un seul de la forme
[a;, a;4 ([ s0it [ayyy, aiy+ 1] €t dans un intervalle et un seul de la forme [a}, a4 ([
soit [a;u) @jgy+1[, donc pour tout x € {ax, ax+1{ on a

(f — ) = (bigy — blgy) x + (Cigy — Cigey)

donc (f — f') € L ; par ailleurs si o € R, la fonction «.f est 1a fonction linéaire
par morceaux définie par les suites (a;), (x.b;) et (x.c;) donc L est un espace
vectoriel.

Si maintenant ge L' et g'e L', on a (g — g')e L, g — g’ est continue et
(g—g)(©0)=g(0) — g'(0)=0donc (g — g)el'; de plus si aeR, ag est
continue et og(0) = 0 donc age L’ et L' est un sous-espace vectoriel de L.

b) Soient (k;); <;<n une suite finie d’éléments de [0, 1] distincts deux a deux
que nous supposons classés de telle maniére que :

Ok <k <<k, , <k, <1

n
o; ea; d’Ol‘J Z (ai - a:) ea; =0
i=0

i

n
et o, Ay, ..., o, des nombres réels, tels que ’on ait : Z o; I, = 0 ; montrons,

i=1
par récurrence sur p que o, = 0(1 < p < n). Tout d’abord si x € )k, k,[ on
al,(x)=x—kyeth(x)=0si2<j<ndonc

Y ol (x) = oy(x — k) =0

i=1
or x — k; # 0donc a; = 0.
Supposons que o; = a, = - = a, = 0 (avec p tel que 1 < p < n), alors
on a:

Yoah,= Y ol =0;
=1 i=p+1

prenons x€ Jk,+q, k2 st p+ 1 <n ou Yk, 1fsi p+1=n, alors on a
by o) =x — Kk, eth(x) =0sig>p+1,donc

2 o lk;(x) = OUp+ 1()C — kp+ 1) =0

i=p+1

et x — k,y; #0 donc a,,, =0 par suite o; = o = =+ = o, = 0, ce qui
montre que la famille (/) est une famille libre de L.
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¢) Soient fun élément de L' et (a))o<i<n+1o Plo<icn €t (€ <i<n €S SUItES
associées 2 f. Alorsona : ¢, = Oetla continuité de f's’exprime par les conditions

biaj,1 + ¢ = by a1 + €y (i=01.,n-—1) )

qui s’écrivent aussi

Civ1 = Z(bj'_bi"'l)af"'l (i=0, 1,...,"—1). (2’)
j=o

Supposons que f = Y a; I, ol les k, sont des nombres réels tels que
i=0

ko=0<k <k, <<k,<1;

un argument analogue a celui employé dans 1) ¢) montre que ’on a nécessaire-
ment m = net k; = a; pour tout i =0, 1, ..., n. Cherchons donc une décompo-
sition de fen combinaison linéaire des fonctions L, I, ..., L,,.

Si f= EZO a; I, on a pour tout x € Jag, a[, [, (x) = x — apetl,(x) = O si

| <j<ndoncf(x) =bex =0y xd ot ag = by (car x # 0) et
f:bolﬂ()—'_zai[ﬂi;
i=1

A présentsix € Jay, afonal(x) = x, ,(x) = x —a et (x) =0si2 <j<n
doncf(x) =byx + ¢, =bygx + oy(x — a;) = (b + ;) x — &, a,, d’olt par
identification des coefficients de x, o; = by — by (I'identification des termes
constants fournit alors I’égalité ¢; = (by — b,) a,, vraie en vertu des condi-
tions 2).

Supposons que «, = b, — b,_, pour g =1, 2,...,pavec 1 < p < n et soit
x€la,.y, api2lsip+1 <nouxela, l[sip +1=n;alorsona

I, (x)=x—a,, e [, (x)=0 si g>p+1,

donc
r
fx) = bp+l X+ Cpiq = z o; lm(x) + ap+1(x — Gpyq)
i=0
P
= Z af{x — a;) + OC,,+1(X — ap+l)
=0
p P
= Yoo x — Y %A 0y X — Oy Gpyy
=0 i=0
or

H

r
o = bO + (bl - bO) + 0+ (bp - bp—l) = bp
=T
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d’ot par identification des coefficientsde x : a4, = b,,, — b, (Videntification
des termes constants fournit alors I’égalité

p+1

Cpr1 = Z o a; = Z (b; — biiy) @iy y (car ay = 0)

qui est vraie en vertu des conditions 2’). On a donc pour tout entier
g=12,..,n

zbq—bq_] et f: Za;lui.

Si maintenant on suppose que f = Z oz I,; avec
=0

ap,=0<d) <ay, <~ <a, <a,.,=1,

on a vu que nécessairement m = n et a; = a; pour i = 0, 1, ..., n, donc on a

or les éléments de la suite (a;) sont deux & deux distincts, donc la
une famille libre de L, donc on a o; = a;pour touti = 0, 1, ..., n.

d) E et L' sont deux sous-espaces vectoriels de Letona EnL = {0},
en effet, si fe En L', f est une fonction en escalier continue donc constante
sur {0, 1{ telle que f(0) = O donc f = 0. Pour démontrer que L est somme
directe de E et de L’ il suffira de démontrer que tout élément de L s’écrit, au
moins d’une manié¢re sous la forme d’une somme d’un élément de E et d’un élé-

\ ment de L'. Soient f une fonction linéaire par morceaux sur [0, 1{ et (a)o<i<n+1>
(bo <i<n €t (€)o <i<n l€S Suites associées 4 £ ; nous allons définir une fonction en
escalier g sur [0, 1] telle que (f — g) € L' (on aura alors f = (f — g) + gd’ou
le résultat). Si g est une fonction en escalier sur [0, 1 définie par les suites (a;)
(intervenant dans la définition de f) et (d)g<; <. alors, pour tout x € {a;, a;4,{
ona(f—g)(x)=b;x+c¢;—d;(i=0,1,...,n)or(f — g) € L si et seulement
si(f—g)(0)=0c¢et

Civy — diyq = Z (b;_ bj+1)aj+1 i=01,..,n-1)
j=0
(conditions 2’ exprimant la continuité de (f — g)), donc en posant dy = ¢, et
div1 = Cyy — Z (b; — bjy1) Gj44 (i=01.,n-1)
j=o

'ﬁnt _une fonction en escalier g sur [0, I] telle que f— ge L' d’ot

C>

T
L =
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b.12

E étant un espace vectoriel de dimension finie supérieure ou égale a 2 sur
un corps commutatif K, on désigne par f un endomorphisme non nul de E
commutant avec tout automorphisme de E.

a) Montrer que si x et y sont deux éléments linéairement indépendants de
E, il existe un automorphisme u de E tel que u(x) = xetu(y) = x + y.

b) Soit a un élément de E n’appartenant pas a4 Ker f. Démontrer que les
vecteurs a et b = f(a) sont liés. En déduire I'existence d’un élément A(a) de
K tel que f(a) = Aa).a.

¢) Démontrer que A(a) ne dépend pas de a.

d) Quel est le centre de 'anneau #(E) ?

Solution

a) Soit n la dimension de E. Si x et y sont linéairement indépendants on sait

(¢f. Q., Ch. 7, § III, n° 135, th. 4) qu’il existe des éléments ey, ..., ¢, dans E
telsque { x, y, €3, ..., €, } forme une base de E. On définit I’ appllcatlon lmealre u
par ses valeurs sur cette base : u(x) = X, u(y) =x+y ue)=e;(3<i< n).
Pour voir que u est un autoin rpulsme il suffit de prouver gue

{x,x+ y,e;3...8,}

est une base de E (¢f. Q. Ch. 7. § IV, n°143) et pour ceci, il suffit de vérifier que
ces n vecteurs sont linéairement indépendants. Soient 4,, 4,, ..., 4, des éléments
deKtelsqued, x + Ap(x + ) + A3 e; + - + 4,¢, = 0. On a alors

(;..1+Az)x+)..2y+l3e3+”'+A."e"=0
et comme les vecteurs x, y, e, ..., €, sont linéairement indépendants :
Al+12=’12:‘13:“'=ln=0 d’on /1.1:12:/13:"':/1":0.

Par suite u est un automorphisme de E répondant a la question.

b) Supposons que a et b soient linéairement indépendants (supposition justi-
fiée puisque b # 0). Soit # un automorphisme de E tel que

wa) =a et ubd)=a-+b.

Alors fou(a) = f(a) = b et uof(a) = u(b) = a + b donc f et u ne com-
mutent pas ce qui contredit I’hypothése. Les vecteurs a et b étant hés il
existe un scalaire A(a) tel que b = f(a) = i(a).a.

¢) Considérons deux éléments a, et a, de E, distincts et non nuls. Soit v
un automorphisme de E tel que v(a,) = a,. Comme f et v commutent on a

fo uay) = f(a;) = May).a, = vof(a,) = U(}'(al)'al)
= Ay(ay)-v(ay) = Aay).a; .

Comme a, # 0, Aa,).a, — A(a,).a, = 0 entraine A(a,) = Aa,) ce qui
prouve que A(a) ne dépend pas de a.



ESPACES VECTORIELS 103

d) On a démontré que tout élément f du centre de #(F) est de la forme
f{x) = A.x ot 1 € K. Réciproquement si 1 est un élément de K, f I’endomor-
phisme de E défini par f(x) = A.x et u un endormophisme de E, on a pour tout
élément x de E, f(u(x)) = A.u(x) = w(Ax) = u(f(x)) donc fou = uo f. Par
suite, le centre de .Z(F) est ’ensemble des homothéties de E,

513

E, E,, E, étant des espaces vectoriels sur le méme corps commutatif K,
fo une application linéaire de E, dans F; et f; une application linéaire de E,
dans E, on dira que .

- Jo

est une suite exacte si et seulement si Im f, = Ker f,.
Ey, E,, ..., E, étant des espaces vectoriels sur Ket L (0 <k <n— 1)des
applications linéaires définies sur E, a valeurs dans E, , ,, on dit que la suite

Eo El I E2 —fi.—> e -fi_—i En—l -fL_—l> .E:,l
est exacte en B, (1 < k < n — 1) si et seulement si la suite
S
E,  —>E,—>E,

est exacte.
La suite

EO Jo El I E2 Iz In- zE 1————->E

sera dite exacte si et seulement si pour tout k, | < k < n — 1, elle est exacte
en E,. SiE, = {0} onle notera 0 et on n’écrira pas f;,_, et f, puisque ces appli-
cations sont uniquement déterminées.

a) Démontrer que f, est injective si et seulement si

)
0 — Ey = E,
est une suite exacte.
b) Démontrer que f; est surjective si et seulement si

Jo
Eo,—-E, -0
est une suite exacte.

c) E et F étant des espaces vectoriels, f un phcatlon lmealre de E dans F

et & un sous-espace vectoriel de E, montrer

0G5> E—EG—0 ()
0-KerfSELFAFInf -0 )

ou i, et i, désignent les injections canoniques de G et
les surjections canoniques.
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a) f, est injective si et seulement si Ker f, = { 0} (¢f* Q., Ch. 7, § IV, n° 140)

nivalent A Pexactitude de la suite

q le Pexactitude e

[ 4
nnI ect o
quigsi e

S
0— E; > E, .
b) f, est surjective si et seulement si Im f, = E, c’est-a-dire si et seulement si,
la suite
Jo
Eo - El —> 0
esl exacte.

¢) (1) i, étant injective et s, surjective, les résultats (a) et (b) permettent
d’affirmer que la suite (1) est exacte en G et E/G. Comme on a

il((;) = G = KCI’ Sy
la suite (1) est aussi exacte en E donc est exacte.

(2) Comme précédemment la suite (2) est exacte en Ker fet F/Im f parce que
i, est injective et s, surjective. Comme i,(Kerf) = Ker fet Ker s, = Imf la
suite (2) est exacte en E et F donc est exacte.

5.14

a) Soient E,, E,, ..., E, des espaces vectoriels de dimension finie et

fﬁjfii woos [y des app plications linéaires telles gue la suite
O_’Eo——)fo ‘El —~—>fl Ez—i%%--.f—“_—z)v "_lﬁ_—l)vEn—FO

soit exacte (cf. exercice 5.13).
Montrer que

et que

Y (- 1)*dimE, =0.
k=0

b) E et F étant deux espaces vectoriels de dimension finie, soient
fEnF-> E et g:EnF->F

les injections canoniques. On définit une fonction A sur E @ F i valeurs dans
E + F de la maniére suivante : si x est un élément de E @ F, il s’écrit de maniére
unique x = x, + X, avec x; € E et x, € F. On pose i(x) = x, — x,. Montrer
que k est une application linéaire et que la suite
O-EnF L E@F s E+F-0
est exacte. En déduire que
dm(En F) + dim(E + F) = dim E + dim F.
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Solution &) On sait (¢f. Q., Ch. 7, § IV, n° 143, th. 7) que
rg fi, = dim E, — dim Ker f; O<k<gn-1).

La suite étant exacte on a Kerf,=Imf,_, donc

s
3
=
4]
7~
o
*
Il
en]
'9.
T
3
i
1]

E,, on trouve :
dmE, =rgf,
dimE, =rgf, + 18/,

dim En—l = rgf‘n—l + rgfn—Z
dim Eu = rgfn—l -

En sommant membre & membre ces égalités, on obtient :

dimE,,,, = Z g fope1 + Z g fon = Z g fi
1<2ht 1<n 1<2ht 1<n 0<2hsn k=0
n
Z dim E,, = g fon + Z g fop—1 = Z g fi. -
0<2h<n 0< 2h<n 1<2h—1<n k=0

On a donc bien

dim E2h+ 1 = z dim Ezh

1<2k+1xn 0<2h<n

d’oll en mettant tous les termes de cette égalité dans un méme membre
Y (- D)*dimE, = 0.
k=0

b) Linéarité de h. Soient x et y deux éléments de E@ F, x = x; + X,
y = ¥, + y, leurs décompositions en somme d’un élément de E et d’un élément
de Fet Aet udeux éléments de K. Alorson a :

Ax + py = Axy + x2) + w(yy + y2) = (Axy + py1) + (Axz + wyy).
Comme Ax, + puy, est dans E et Ax, + py, dans F, on a nécessairement :

(Ax + py)y = Axg + py;, et (Ax + py), = Ax
/

+ Uy ;

donc

hix + pyy = (Axy + pyy) — (Ax; + uyy) = Ax, — x3) + iy, — ¥2) =
= JHx) + Hh(y) ;

ce qui prouve que / est une application linéaire.
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Exactituae en E n F. 11 suffit dg
élément de E n F tel que (f +
E et g(a) dans F et comme O s

AlL A~ 12 AlX o
ClClllClll ac L Cl a’un <Cicincent

a = 0 puisque f est injective.

Exactitude en E @ F. Montrons d’abord que Im (f + g) < Ker h. Soit y
un élément de Im (f + g) ; il existe un élément a de E N F tel que

y=0U+28(a=rf(a + 2.
Comme f (a) est dans E et g(a) dans F, on a
yi=f(a),y,=gla) dot hy)=f(@@)-glad=a—a=0.

Ilen résulteque Im (/' + g) = Ker A

A présent soit x un élément de E @ F tel que i(x) = x;, — x, = 0 ; alors
x, = xpestunélémentde En Fetx=x, + x, = f(x,) +g(x)=(f +8)(xy);
on a donc aussi Ker 2 < Im (f + g) donc Ker A = Im (f + g).

Exactitude en E + F. 1l faut montrer que £ est surjective. Soit z un élément
de E + F; il existe un élément x de E et un élément yde Ftelquez = x + y;
alors i(x — y) = x — (— ¥) = x + y = z, il en résulte que la suite est exacte
en E + F.

En appliquant 2 la suite exacte

O-EnFIE@F "sE+F-0

le résultat (a) on trouve

dm(EnF)+ dm(E + F) =dm(E® F) = dimE + dim F.

8,15

Soit E une algébre sur un corps commutatif K. On désigne par £(E) I’algébre
des endomorphismes de E (considérée comme espace vectoriel sur K). Un

pnr‘nmnmhicmp n r‘n pmf Qnmln 11TmMe I’Dl’ll!l‘lf'h‘l‘l f‘ﬂﬂc FQ 'll ll‘srlﬁp IQ f‘n“f"lf'lnﬂ
whAlWiWIALAV Y }II.JIIJJLI.\J A bV A Wnd L ul.’l_’\.«l\.( CELAW MU F IVLILAUE WAGEIY Ky O 11 VAt 1l A4l WWORINMA LAV
suivante :

(V(x,»)€E x E) [D(xy) = D(x) y + xD(3)] . (D

On désigne par 2(E) I'’ensemble des dérivations de E. Pour tout endomorphisme
fde E on pose f° = Id E et pour tout entier naturel n > 0, f" = f""*of.

a) Soit e I’élément neutre de E. Montrer que 'application ¢ de K dans F
définie par @(o) = ae pour tout o« € K est un homomorphisme d’anneaux
injectif. Dans la suite du probléme on identifiera K et ¢(K) au moyen de ¢.

b) Soit D une dérivation de E. Calculer D(e) et D(o) pour a € K.
¢) Montrer que si a € E, ’application D, de E dans E définie par
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d) Montrer que 2(E) est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel £(F).

€) Montrer qu’en général, P(E) n’est pas une sous-algébre de I'algcbre #(E).

f) Montrer que si D, et D, sont des éléments de D(E), il en est de m€me
de [D,,D,]=D,0oD, — D,o0 D,.

g) Supposons que E soit une algébre commutative et soit D une dérivation
dans E. Calculer D(x") pour x€ E, ne€ N et n = 2. Démontrer que si x € E,
yeFEet pe N* alorson a

Solution a) Siaet fsont dans K, on a

@l + p) = (x + p) e = ae + fe = ¢(0) + ¢(f);
@(of) = (af) e = (oe).(Be) = ¢(@) @(B) ;

enfin si () = ¢(f) on a ae = fe ce qui entraine o« = f, donc ¢ est un homo-
morphisme injectif et il n’y a aucun inconvénient a considérer K < E.

b) D(e) = D(ee) = eD(e) + D(e) e = D(e) + D(e) ; on a donc D(e) = 0.
SioeK, ona Do) = D(ae) = aD(e) = a0 = 0.

¢) Montrons d’abord que D, est un endomorphisme ; si « et f sont dans K
et xet ydans E, on a

Dax + By) = a(lox + fy) — (ex + By)a = aax + fay — oxa — fya
= a(ax — xa) + flay — ya) = aD(x) + D (y).

Vérifions I’égalité (1)
D, (x) y + xD(y) = (ax — xa) y + x(ay — ya) = a(xy) — (xy) a = D(xy).

d) Soient D, et D, deux éléments de Z(E) et a,, a, deux éléments de K.

Nous savons que o; D, + a, D, est un endomorphisme de E. Vérifions que
Cc’est une dérivation :

(¢ Dy + a5 D) (xp) = oy Dy(xp) + o Dy(xy) = ay Dy(x) y + oy xDy(y) +
+ 0y Dy(x) y + oy xDy(y) = (o0 Dy + 0, D)) (X) ¥ + x(oy Dy + a3 D) ().
2(E) est donc un sous-espace vectoriel de #(F).

e) Pour que 2(E) soit une sous-algébre de #(E), il doit Etre stable pour la
composition des applications. Soient D, et D, deux éléments de 9(E) ; cal-
culons D, o D,(xy) ol x, y sont deux éléments de E :

(D0 D) (xy) = DI(DZ(x)y + XDz(J’)) = Dl(Dz(x) J’) + Dl(XDZ(J’)) =
= (D10 D) (x) ¥ + Dy(x) Dyi(y) + Dy(x) Dy(y) + x(Dy0 D) (y) s

comme en général D,(x) D,(y) + D,(x) D(y) # 0, D, 0 D, n’est pas une
dérivation dans E.
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f) [Py, D;] est évidemment un endomorphisme de E. Pour calculer
[D,, D;](xy) (x € E, y € E) nous pouvons utiliser le calcul précédent, on
obtient :

[Dy, D3] (xy) = (D, 0 D3) (xy) — (D0 Dy) (xy)
= (Dyo Dy)(x) ¥y + Dy(x) Di(y) + Dy(x) D(¥) +
+ x(Dy0 D) () — (D10 D) (x) y — Dy(x) D2(»)
— Dy(x) D,(y) — x(D, 0 Dy) ()
=(Dyo0D; —D,0D)(x)y + x(D,0 D, — D0 D) (y):
donc [D,, D,] est bien une dérivation de E.
g) Calculons d’abord  D(x*) = D(xx) = xD(x) + D(x) x = 2 xD(x);
supposons qu’on ait D(x"™) = nx"~ ' D(x) ; calculons D(x"*') : on a
D(x™*1) = D(xx") = D(x) X" + xD(x")
= D(x)x" + nx"D(x) = (n + 1) x" D(x) .
On a donc pour tout entier n = 2:
D(xX™) = nx""! D(x) .

Pour p = 1 I’égalité (2) coincide avec (1) et est vérifiée par définition. Suppo-
sons-la vraie pour tous les entiers strictement inférieurs a p. On a alors

p—1
D*(xy) = D(D*"'(xy)) = D(k;0 Ck_, D¥(x) D"""l(y))
p—1
=3 Gy () D)
= T Ch[D6) D7) + D) D]

p—1
= D°(x) D"(y) + ¥ (Cp—1 + C,21) DF(x) D*7*(») + D¥(x) D(y)
k=1

4
= kz Ck D(x) DP"My), carCi_, + Ci2) =C
=0

(cf. Q., Ch. 2, § I], n° 41). La formule proposée est donc vraie.

>

5.16 1) Considérons les formes linéaires (f7); <:<4 Sur R* définies au moyen de
leurs coordonnées dans la base duale de 1a base canonique de R*, par :

fl=(1’0:_j'-0) f2=(031a03—;11—)

fi=(1,0,0, — f4=(0’1’0‘ —;17)

ou A et u sont des nombres réels non nuls.
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Etudier I'indépendance linéaire de ces formes et trouver lorsqu’elles sont
indépendantes la base de R* duale de la base {1}, f2, f3, f4 }-

2) Mémes questions pour les formes définies par :
g, =(,0,—sina, —cosa), g,=(0,1, — cosa,sina),
g3=(l,0,5inﬂ,—COSﬁ), g4.=(0: l,—COSﬁ,—Sinﬁ),

ol o et ff sont des nombres réels.

Solution 1) En utilisant la méthode Q., Ch. 7, § III, n° 138, on trouve la relation
fo = f —(00 0 —1+1)-
4 2 — Y Yy Uy # }. 3

donc les formes données sont linéairement indépendantes si et seulement si
A # p. Supposons 1 # p; la base duale de {f}, f3, f3, f4 } est formée des
vecteurs e,, e,, €3, €, qui vérifient les conditions

fle)=0; (1<i<4 1<j<4.

- 1 2 3 4 v . .
Soient x;, x;, x;, x; les coordonnées de e; (1 < i < 4) sur la base canonique
de R*. On a alors

fie)) = x} - Ax:li =1
2 |

Sfale) = xy — le =0

f3(91) = x} - ux:' =0

1
fo(ey) = xf - Ex‘: =

De la deuxiéme et de la quatriéme équation on tire x; = xi = 0, de la troi-
i i 1 1
siéme x; = O et de la premiére xi‘ =7 donc e, = (O, 0, — 7 O) .

Le systéme correspondant i e, est

Xy —2x2 =0

1
xz—‘i'x;=l
X —pxz =0

1
X3~ =x5=0
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De la deuxiéme et de la quatriéme équation on déduit

Ap Y
4 i 2 —_
X2 = 1 Iy et X 1= r B
de la troisiéme équation on tire
oo A
2 A — U
et de la premiére
2
u
.xg - 'A'":—a El
~donc
o — ( A’ A s A )
S V I A Ty R

Le systéme correspondant 4 e, est

1
x3 — ng =0.
En appliquant la méme méthode que ci-dessus, on trouve
2 A ~ 1 - K 1
X3=x3=0, xz3=1, x3=1
donc,
Fi 1 AY
e, = (1,0,1,0).
Le systéme correspondant a e, est
xt —Jdx3 =0
1
Xgqg — ;.{ x: =0
Xy — pxg =0
1.
Xs——X,=1
¢ %
On trouve
7 2 2
a_ M 4 1_ 3 1
= ’ Xq = ———, = - s =
MEW T HT T TR D T I
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d’ou

2) Appliquons la méthode de Q., Ch. 7, § III, n° 138, on obtient les sys-
témes suivants :

21 22 &3 24
1 0 1 0
0 1 0 1
— sin & — COS o sin f — cos f
— COs o sin o — cos f — sin f
g1 g2 g3 = 8 — &1 g4 = 84— &2
1 0 0 0
0 1 0 0
—sina — cos a sin 2 + sin f§ coso — cos fi
- cos o sin o cos & — cos f — (sina + sin ff) .

On voit donc que la condition sin o + sin § # 0 est nécessaire 4 I'indépendance
linéaire des formes g; (I < i < 4). Supposons cette condition satisfaite, alors
le dernier systéme ci-dessus est de méme rang que le systéme

cosa —cosfi

21 g2 g3 s = 84— sin o + sin f g3
1 0 0 0
0 1 0 0

—sinae -—-cosa sina + sinf§ 0

(cos o0 — cos f)?
sino + sin §

— cos a sine cosa—cosf — (sina+ sin f) —

Il résulte de tout ceci que les formes g; (1 < i < 4), sont linéairement indé-
pendantes si et seulement si

sina + sinff #0 et (cosa — cosf)? + (sino + sin f)? # 0

donc si et seulement si sina + sin f # 0 et cos o« — cos f # 0 ce qui équivaut
aux conditions a # n + f (mod27n) eta # — f (mod 2 n).

Supposons ces conditions satisfaites. Si on appelle { a,, a,, as, a, } la base
duanle de f o, o Y at W il < 7 < A) lac canrdanndec de o, cir 1a hace
i \l S— J S— _l'_’ AW WUV WV IIIIWWD Wil ul w14 LA D

Hvalv _"“" 161> 62> g39 34 I B )'i-
canonique de R?, et si on applique la méme méthode que pour (1), on trouve

-

Y= v! — gin . v — cos o v?
) By sSin .y COS o. Vg

1

wn

o.da.
&i\8i

e}

Ll ]

g,(a;) = 2 — cos a.y? + sin a.y* =
gs(a;) = yi + sin B.y; — cosB.y; =0

g4(a)) = y2 — cosB.y; —sin f.yt =0.
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En faisant la différence de la premiére et de la troisiéme é€quation, et de la
deuxiéme et de la quatriéme, on trouve

— (sin o + sin f) y3 + (cos B — cos a) v
r CA 4

Y

4
(cosf —cosa) y; + (sina + sinf) yt =0

qui donne
a—fp
3_ sinoa+sinf s —3
2 —1] _
Lcos (o + £) ] 2sin 2T E i
2
et
i sin 2~ b
4 _ Cosff—cosa 2
2[cos (o + f) — 1] 2sin 2 :')_ p
On obtient ensuite
i 1
yi= = sin oyl + cos fyt =}
et
y? = cosea.y; — sin a.y‘,‘ = — z—cotga—;—_-—ﬁ—.

En résolvant les trois autres systémes de la méme maniére on trouve

a— f . _—R\
o Cotg“ + B cos > sin >
1 — T 5 ’ »
2 ZSinE%—E ZSil‘la ZB
. a—f o — fp
. _( COt i sin 2 COS—2——
2 - s >
"2 ZSin——-t—[i ZSmE—i——lz
\ Z 2
/4 cosg-———_———g —smafﬁ\
a3 = 1 lcotga+ﬁ - =
3 — 3 s [y
272 2 23ina+ﬂ ?.sinoC B
2 2
. o—f o— B
cof a+p 1 M7z T3
a, = — A > ’ 3
2 2 2
ZSing%E ZSlna;ﬁ
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8.17

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimen-
sion finie sur un corps commutatif K. Démontrer que

F+GOLt=F'nGt 1
FnG)yL=Ft+ Gt 2)
En déduire que si E = F@® G, ona E* = Ft @ GL.

Solution

1) (F + G)t est ’ensemble des formes linéaires sur E qui s’annulent sur
F+ G;comme Fc F+ Get Gc F+ G, une forme linéaire qui s’annule
sur F + G s’annule sur F et sur G donc appartient 4 Ft " Gl et on a

(F+ G) < FL A G*L.

Soit maintenant f un élément de FL n G1. Tout élément y de F + G s’écrit
y=x,+x;,avec x,€EFet x,e6G et ona f(x)=f(x;)+ f(x;) =0, donc
Je(F + G)let F n Gt < (F + G)! par suite FL n Gt = (F + (L.

2) Nous savons (¢f- Q., Ch. 7, § VI, n° 151) que pour tout sous-espace
vectoriel H d’un espace vectoriel E de dimension finie, on a (H1)1 = H. Alors
(Fn Gt =[(FH)tn (GY)1]L. En appliquant (1) aux sous-espaces FL et Gt
de E*, on obtient (FY)L n (GL)L = (FLt + GL)L d’on

(Fn G)l=[(Fl+ Gl)l]l= Ft + Gt
SE=F®G,ona

FL+ GL=(FnG"L={0}L=E*

et
FL AGL=(F + Q) = Et= {04} ;

donc on a bien F* = FL @ G!.

518

E et F étant deux espaces vectoriels de dimension finie sur le méme corps
commutatif K, V étant un sous-espace vectoriel de E, on désigne par & (E ; F)
I’ensemble des applications linéaires de FE dans F qui s’annulent sur V. On
désigne par ¥ un supplémentaire de V dans E.

a) Démontrer que .Z(E ; F) est un sous-espace vectoriel de #(E ; F) iso-
morphe & (W ; F) et 3 #(E/V ; F).

b) Démontrer que V1 est isomorphe 3 W'*.

¢) Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F, f (F*) est
isomorphe a [ f(E)]*.
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a) Si g, et g, sont deux éléments de L (E ; F) et 1, et 1, deux éléments
de K, ona (4,2, + 4, 2)(V)=4,2:(V)+ 2, 2,(V) =0, ce qui prouve
que A, g, + 4, g, appartient 3 & (E ; F) qui est donc un sous-espace vecto-
riel de £(E ; F). Définissons une fonction ¢ de &(E ; F) dans (W ; F)de
la maniére suivante : si g est un élément de L (E ; F), ¢(g) = g|w (restriction
de g a W) ; ¢(g) est bien un élément de L(W ; F) ; si g,, g, sont des éléments
de LWE, F)et 4,, A, des éléments de K on a

A1 81+ 2282) = (A1 8 + 228)w =4 &uw + A2 821w
= 4, 0(g1) + 42 0(82)

donc ¢ est une application linéaire. Si ¢(g) = g|w = 0, g est nulle sur deux
sous-espaces supplémentaires donc g = 0 ce qui prouve que ¢ est injective.
Soit 7 un élément de #(W ; F). L’application linéaire »’ définie par hjy = 0
et hjw = h est un élément de &\ (E ; F) tel que @(h") = h, donc ¢ est surjec-
tive par suite ¢ est un isomorphisme de Zy(E ; F) sur L(W ; F); d’autre
part on sait (¢f. Q., Ch. 7, § III, n° 131) que E/V est isomorphe & W donc
L(W ; F) est isomorphe 3 L(E/V ; F).

b) vt = PUE; K); W* = (W ; K). En appliquant (a@) on voit que V*
est isomorphe 3 W*

¢) Soit A un supplémentaire de Ker fdans E. D’aprés (b), (Ker f)* est iso-
morphe 4 A*, On sait (¢f. Q., Ch. 7, § IV, n° 141) que A et f(E) sont isomor-
phes, donc [ f(E)]* est isomorphe 2 A*. On sait aussi (¢f Q., Ch. 7, § VI,

n° 153) que (Ker f)* = ' (F*) ; donc [ f(E)]* est isomorphe & f (F¥).

519

Soient K un corps commutatif ; A,, A, et B des espaces vectoriels sur K.
On note Z(A; ; B) I'espace vectoriel sur K des applications linéaires de A,
(i =1, 2) dans B et #(A, x A, ; B) I'espace vectoriel sur K des applications
bilinéaires de 4, x A, dans B.

1) Soit f un élément de #(A4, x A, ; B).

a) Si x est un élément de 4, on note f, I'application qui A tout élément y
de A, associe f,(») = f(x, ¥). Montrer que f, est un élément de #(A, ; B).

b) On appelle fTapplication qui 4 chaque élément x de E, associe f(x) = f..
Montrer que f est un élément de £(4, ; L(A, ; B)).

2) Soit_¢ P'application qui & tout €lément f de #(A, x A4, ; B) associe
¢(f) =f Montrer que ¢ est un isomorphisme de #%(A4, x A, ; B) sur
.Sf(Al 1 L(A, ;B)).

Solution

1) a) f, est bien une application de A, dans B. Soient y, y* des éléments
de A, et A, A’ des éléments de K ; comme f est bilinéaire, on a
Oy +.2Y) = f0 Ay + X y) = M (%, 3) + X f(x,¥) = M) + ¥ [y
ce qui prouve que f, est une application linéaire donc f, € £(A4, ; B).
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b) Comme f, € (A, ; B), f est bien une application de 4, dans #(4, ; B).
Soient x et x’ des éléments de A4, et 4, 4" des éléments de X ; alors on a

fOx + X x) =fraswe e M+ V)= + X f,.

Pour prouver ’égalité de ces deux fonctions il suffit de démontrer que leurs
valeurs coincident pour tout élément y de A4, ; or

Jixrzx() = fQAx + X' X, y) = Af(x, ) + X f(x', y)
= 0 + XV fe() = (U + X ) () -

Pour écrire ces égalités on a utilisé la bilinéarité de f et la définition des lois
dans I’espace vectoriel .#(A, ; B). Donc f est bien linéaire.

2) Soient f, f' deux éléments de #(A, x A, ; B) et 4, 2’ deux éléments
de K. On a

OAf + X fY =2 +2f et AN+ A o) =i + X[ .
Pour comparer ces fonctions calculons leurs valeurs pour un élément x de A4, :
W+ 2= + 2= + 2
= M)+ X ') =+ X S5

Or, pour tout élément y de 4, on a

M +V)D=@f + 1 )0y =Hxy)+Vf(xy)=
= M) + A £:0) = M + X £)O):
par suite pour tout élément x de 4, ona: (Af + A" f)(x) = Af+ 1 f N (x)
Cest-a-dire (Af + ' f) = Ao(f) + A o(f") ce qui prouve que ¢ est
linéaire.
Montrons que ¢ est inj_qctive ; soient f et g deux éléments de #(A4, x A, ; B)
tels que @(f) = ¢(g) = f = g. Alors pour tout élément x de 4, on a

f)=2()=f. = g

et pour tout élément y de A4,, f.(¥) = g.(y) = f(x, y) = g(x, y) ; par suite
pour tout élément (x, ¥) de A, x A, on a f(x, y) = g(x, y) ce qui prouve bien

que f = g. o _
Pour montrer que ¢ est surjective choisissons un élément u de
Z(4,; £, ; B).
Soit / Papplication de 4, x A, dans B définie par

h(x,») = u(x) (v) ((x,») € 4, x 43).



116 -

EXERCICES D'ALGEBRE

Montrons d’abord que 4 est bilinéaire. Soient x, x’ des éléments de A4,, y, '
des éléments de A4, et A, 1’ des éléments de K. Alors on a

h(dx + X' x', y) = u(hx + 2" x') (b)) = (Au(x) + 2" u(x')} ()
= Au(x) (y) + 2 u(x") (y) = Ah(x, y) + " h(x', y)
et
h(x, iy + 2" y") = u(x) (Ay + X' y") = du(x) (y) + 2" u(x) )
= Ah(x,y) + A’ h(x,y").

Calculons maintenant (k) = h. On a pour tout x de A, et tout y de A,,

(x) =h, et h(y) = h(x,y) = u(x)(y); donc h, = u(x) et h = u ce qui
prouve bien que ¢ est surjective, donc ¢ est un isomorphisme.

5.20

Soient ¥V un espace vectoriel sur C et E un espace vectoriel sur R ou C.
Une application f de E dans V est dite R-lin€aire si, pour tout élément x de E,
tout élément y de E et tout nombre réel 4, on a

fx+y)=f(x)+f() et f(Ax) = 1.f(x).

Si E est un espace vectoriel sur C, f est dite C-lin€aire si pour tout élément x
de E, tout élément y de E et tout nombre complexe o, on a

S+ =fX)+1() et fox)=oa.f(x).

a) Soient A et B deux espaces vectoriels sur C et f une application R-linéaire
de 4 dans B. Démontrer que f est C-linéaire si et seulement si f(ix) = if (x)
pour tout élément x de A.

b) Dans la suite du probléme E désigne un espace vectoriel sur R. On consi-
dére E x E muni de ’addition interne

x, )+ X, V)=x+x,y+y) ((x,y)€eEXE, (x,y¥)eE x E)
et de la loi externe
a.(x,¥) = (ax — by,bx + ay) ((x,y)€E X E, acC et a =a+ bi).

Montrer que E X E muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur C qui
sera noté E¢.

c) Soit J I’application de E dans E. définie par J(x) = (x, 0) pour tout
élément x de E. Montrer que J est R-linéaire et injective, et que pour tout
élément (x, y) de E¢, (x,y) = J(x) + iJ(p).

d) Montrer que E¢ et J possédent la propriété suivante :

(P) Pour tout espace vectoriel V' sur C et toute application R-linéaire f, de
E dans V, il existe une application C-linéaire f de E dans V, et une seule, telle

quef=f_oJ.
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€) Montrer que si E’ est un espace vectoriel sur C et ¢ une application R-
linéaire de E dans E’ qui possédent la propriété (P), alors E’ est isomorphe
aE..

f) Soient E et F deux espaces vectoriels sur R. On construit comme ci-
dessus E¢ et J, et F¢ et J, respectivement. Soit f une application R-linéaire
de E dans F. Montrer qu’il existe une application C-linéaire f¢ de E dans F¢
et une seule, telle que fecoJ = J,0f.

g) Si G est un espace vectoriel sur R, J, et G¢ construits comme ci-dessus,
g une application R-linéaire de F dans G, et g I’application C — linéaire dans G
correspondante ; montrer que (g o f)¢ = g¢ 0 fe-

h) Montrer que (Id E)e = Id (E) et que si f est un isomorphisme, alors
fc est un isomorphisme.

“lHvaile, Uil a pai

£ = if ().

-
®)
; L]
b
2
]
i
v]
4
4]
4
¥]
']
£
h
]
-
]

Réciproquement si cette derniére condition est satisfaite et si 4 est un nombre
complexe, alors A = a + ib avec g et b réels et la R-linéarité de f et I’hypothése
permettent d’écrire pour tout éiément x de E :

f(x) = f((a + ib) x) = f(ax + ibx) = f(ax) + f(ibx)
=af (x) +ibf(x) = (a + ib) f(x) = I (x),

donc f est C-linéaire.

b) Nous savons (¢f. Q., Ch. 4, § IV, n® 79) que E x E muni de cette addi-
tion est un groupe abélien. Vérifions les autres axiomes. Si x, x’, y, ¥’ sont
des éléments de E, et A, p des nombres complexes qui s’écrivent 4 = a + ib,
i = c + id avec a, b, ¢, d, réels, alors on a tout d’abord

(A) (x, ¥) = [(a + ib) (¢ + id)] (x, ¥) = [(ac — bd) + i(ad + bc)] (x, y)

= {(ac — bd) x — (ad + bc) y, (ad + bc) x + (ac — bd) y]
— rnfnv — AN _ Bldy L s Bfoy — duN L ol dyv L nn\}

= LACX — 8y} — AEX + Y}, ALX — &) T &8X T oY)
= (a + ib) (ex — dy, dx + cp) = (a + ib) [(c + id) (x, )]
= A(p(x, »)) -

On a aussi

A, y) + (x,))] =@+ ib) [x + X', y + ']
= [a(x + x) — by + ¥), b(x + x) + a(y + y)]
=(ax — by + ax’ — by', bx + ay + bx' + ay")
= (ax — by, bx + ay) + (ax' — by', bx' + ay’)
=(a+ib)(x,») + (@ +ib) (X', y) = Ax, y) + Ax, y")

.
P4
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On a encore

A+ ) xy) =@+ +ib + D] (x)
=({@+dx—(b+dy,b+dx+(a+c)y)
= (ax — by + ex — dy, bx + ay + dx + cy)
= (ax — by, bx + ay) + (cx — dy, dx + cy)
=(a + ib) (x, y) + (¢ + id}(x, ) = Ax,y) + p(x, y)

On a enfin
Ix,y) =0 +10(xy) =(1.x=0.y,0.x + 1.y) = (x, ) -
Donc E x E est bien un espace vectoriel sur C.

¢) Soient x, y deux éléments de E et g un nombre réel. On a

Jx +))=x+30=(x0 + (0 =JXx + JO)

J(ax) = (ax,0) = a(x,0) = a.J(x) .
Donc J est R-linéaire et il est clair qu’elle est injective ; de plus on a
JxX) +iJ0) =(x,0-+ 0+ 1.) (3,0 = (x,0) + 0.y — 1.0,0 + 1.y)
= (x,0) + 0,y) = (x, ).
La formule proposée est donc vraie.
d) Soient V un espace vectoriel sur C et f une application R-linéaire de E

dans V. Supposons qu’il existe une application C-linéaire fde Ec dans V telle
que fo J = f. On a alors pour tout élément (x, y) de Eg,

fxp) =FUG) + W) = FUR) + f(I6)
=(fo D@ +if o) =f( +ifY).
Donc si f existe, elle est définie par f(x, y) = f(x) + if(y) pour tout élément

(x, ¥) de E¢, ce qui prouve son unicité. Montrons que cette fonction est bien
celle que I’on cherche. On a tout d’abord pour tout élément x de E,

(fo)(x) = f(x,0) = f(x) +if(0) =f(x) donc folJ=f.

Soient maintenant (x, ¥), (x’, ¥) deux éléments de E¢ et a un nombre réel,
alors on a

F N+ YN =FE+X,y+ ¥ )=fx+x)+if(y +y) =
= F0) + [ + G) + () = () + 1) + () + )
fGL ) + f(x, ¥
et f(a(x, y)) = f(ax, ay) = f(ax) + if(ay)
= af () + iaf(y) = a(f(x) + if(»)) = af(x, y).
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Donc la R-hinéarité de f résulte de la R-linéarité de f. D’aprés (@) pour que f
soit C-linéaire il faut et suffit que pour tout élément (x, y) de E¢ on ait

fix, ) = if(x, y)

or on a précisément

i 1) = F(© + 1i) (x, ) = f(— y, %) )
= f(— ») + ifx) = i(if () + F(X) = if(x, y).

Donc f est la seule application C-linéaire de E. dans V telle que f = fo J.

¢) Comme (E¢, J) satisfait & (P) il existe une application C-linéaire J' de
Ec dans E’ et une seule, telle que J' = J' o J. Comme (E’, J') satisfait 3 (P),
il existe une application C-linéaire J de E’ dans E¢ et une seule, telle que
J = Jo J'. Mais alors J = (Jo J') o J ; d’autre part on a aussi J = Id Eco J,
et la propriété (P) appliquée & (E., J) nous assure I'unicité d’une application
C-linéaire # de E. dans E¢ telle que J = hoJ donc h = Id Ec = Jo J'. Un
raisonnement semblable appliqué aux égalités J' = (J'o J)oJ' = IdE'0 J’
montre que J' o J = Id E’. Donc J est un isomorphisme de E’ sur Eg.

f) Jyof est une application R-linéaire de F dans Fc. La propriété (P)
assure I’existence et 'unicité d’une application C-linéaire f¢ de E¢ dans F¢
telle que J, o f = feo J.

2) OnaJ,og =gcoJyet Jyof = fcolJ. Donc
J,o0(gof) =gcoJiof=(gcof)o/.

En raison de I'unicité de I’application (go f)c on a (g0 f)¢c = &c o fe

k) On a évidemment Jo Id E = Id (Eg) o J donc Id (Ep) = (Id E)¢. Soit k
I’application réciproque de f. Ona hof=Id Eet foh = Id F donc

hco fe = (hof)e = (Id E)c = 1d (E¢)
et
Jco he = (foh)e = (Id F)¢c = Id (Fp).

Donc f, est un isomorphisme de E. sur F.
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6.1 On considére pour chaque nombre réel x, la matrice
ch x sh x)
Ax) = (sh X ch x) )

1) x, y étant deux nombres réels calculer A(x). A(y).

2) Si x est un nombre réel, calculer (4(x))" pour tout entier rationnel n.

Solution 1)
h x ch ch
Ax)- Aly) = (Eﬁiﬁﬂi 1 Slﬁjfiﬁi chx chJ;; : SSIIIIJ)’CSh ;)

or ona

chxchy+shyshx=ch(x+ y)
et

shxchy +shychx=sh{x + y)
donc

/

A)-4() = |

ah v L) ch v L )
Cii y, - Vs SLL\X T V7

\
sh (x + y) ch(x+y))=A(x+y)'

2) On a (A(x))® = A(x + x) = A(2 x). Soit n un entier strictement plus
grand que 2 ; supposons que (A(x))"~' = A((n — 1) x), alors

(A" = (AX)) ' A(x) = A((n — 1) x + x) = A(nx)
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par suite pour tout entier n = 1 on a (A4(x))" = A(nx). Observons mainte-
nant que

= (1 9 _1p,
s ‘\0 1/ b

donc pour tout nombre réel x on a (A(x))° = I, = A(0). De plus, si x est un
nombre réel on a

AX).A(— x) = A0) = I, = A(— x). A(x)
donc A(— x) = (A(x))™'. Il en résulte que pour tout entier p < 0 et tout

nombre réel x on a (A(x))” = [(A(— x)) '] = (A(— x))"? = A(p.x), par
suite pour tout entier rationnel n et tout nombre réel x on a (A(x))" = A(nx).

6.2 On considére les matrices
1 1 0 i 0 0
A=(0 1 1) I=(0 1 0) B=A-—-1
0 0 1, 0o 0 1)
1) Calculer B" pour ne N.
2) Calculer A" pour n € N.
Solution 1) Ona B® = ret

o]

Il
——

oo

o -

p—

—"

0 0 0/
donc
(o 1 0\ (0 1 0\ (0 0 1\
BZ=|0 1]fo o0 1]=l0 0 0
‘o o ol o o Vo o o
et
0 0 1\ /0 1 0 0O 0 0
B®*=B*.B=|0 0o o]lo 0 1]1={0 0 0].
0O 0 o/\0 o0 o 0O 0 0

Donc pour tout entier n = 3, ona B" = Q.
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2) Comme B et I commutent, on peut employer la formule du bindéme et
ona

A =@+ =I+Cr B+ CGrig =14+ Dp
On a donc _
1 l’.(_’l_zfl_ll
A" = 0 1 n
0 0 1
6.3 Soit .# ,(R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 4 coefficients réels.

Trouver toutes les matrices 4 de .4,(R) qui vérifient 42 = A.

Solution Posons
o
e d
ol a, b, ¢, d sont des nombres réels. On a
47 — (a b) (a b) B (a2 + bc ab + bd)
~\c d] \c d]  \ac + cd bec + d*

d’ou le systéme d’équations :

a’ + bc =a (1)
ba+ dy=b )
e +d) =c 3
be +d* =d. @

Supposons b = 0. De (1) on déduit > — ¢ = O0donca = 1 oua = 0. De (4)
on déduit 42 —d=0donc d=1oud=0.Sia+d#1onac=0;
si a + d =1, ¢ peut prendre n'importe quelle valeur. On trouve donc les

matrices ;
0 o\/1 O0\/0 O0\({1 O
(0 0) (0 1) (c 1) (c 0) (ceR).

2

Supposons b # 0. De (2) ondéduita + d=letde (1) c= “ _b 9 Ontrouve
donc dans ce cas les matrices
a b
a® — a avec beR* et aeR.
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6.4 On considére la matrice

=)

7y

N

Trouver toutes les matrices a coefficients réels X, X’ telles que AX = A4

at T4 A
LA A= A.

Solution  Posons

alors
(2 1)(x y)_(2x+z 2y+t)
A'X_(Z 1)(2 t] T \2x+4z Zy 4+t

. {z=2—2x
1 3¢ t=1—2y.

a L 2

I

e
{ X+ z
R

AS

NN

A

I

Les matrices X telles que AX = A sont donc les matrices de la forme

— X y
X—(Z—Zx I—Zy) (xeR, yeR).

De la méme maniére si on pose

on a

Z

X'.A =(x, ’:)
t
d’otl le systéme

[y=1-X

[x+y =1 .
v =1-12.

lz +1 =1 *

Qo
ol

Les matrices X’ telles que X’ A = 4 sont donc les matrices de la forme

X'=(x' l—x) (x’ER,Z’ER).

{ | R
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6.5

Soient 4,,, 4,2, 431, A22, B11, By2, By, B,, des matrices carrées d’ordre n

A coefficients dans un corps commutatif K. On définit des matrices carrées
d’ordre 2 n en posant

A= (All AIZ) B = (Bll BIZ)-
Ay Az, By, B,,
Démontrer que

A B— (Au By, + A,; By,

Ay Byy + Ay Bzz)
A,y By + Az, By,

Az By; + 4,3, By,

Solution Posons

A= (aij)l sisans B = (b:'j)l sis2n>
1<j<2n

A.B = (C.'j)l <is2n-

1<j<2n

Pour toute matrice M 2 coefficients dans K, on notera (M);; le coefficient
de la i-i€éme ligne et j-iéme colonne. On a

1sjs2n

2n

n Zn
C;j = Z ay by; = Z aiy by; + Z ai by -
k=1 k=1 k=n+1

Examinons les quatre cas suivants :

1) i<netjgn Alorspour 1 €< k € n,

ey = (A11)a et bkj = (B, l)kj
etpourn + 1 <k <<2n,

ay = (A12)i-n et bkj = (BZI)k—n,j s

par suite
n 2n
ci= ) (Aia(Budy + ), (Arin—n(B21)i—n;
k=1 k=n+1
soit
Cij = Zl (A11)a (Byy)y; + z; (A12)a (B2y)i;
k= 1=
donc

ci; = (Ayy Biy + (412 Byy)y; = (41, By + 452 Byy)y; -
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2) i<n et n+1<j<2n Pour k<n, on a (ap)=(4,1)u et by;=(Bi2),j—n
etpourn+ 1<k <2nonaay = (A12)it—m b = (Ba2)i—n,j—n On trouve

2n
ij (A12)ik—n (B22)k—n,j—n
= (Au By, +
< i< 2Znetj<n Dela méme maniére on trouve
cij = (A1 Byy + A3 Byy)i ;-
Hnt+l<gi<Znetn+ 1< j< 2n Ontrouve aussi

¢ij = (Az1 Byz + A2z B2a)i_ i
d’ol1 le résultat.

Ce procédé s’appelle « multiplication des matrices par blocs ».

6.6

A étant une matrice de type (m, n) & coefficients dans un corps commutatif K
montrer que 4 ‘A et *AA4 sont des matrices carrées symétriques.

Solution

Posons

t
A =(a;})1<i<m et A = (b1 <ksn
1<;%<n

1<I<m

Alorsona b, =a,sil <k <netl <1< m A'Aest une matrice carrée
d’ordre m et ‘A A une matrice carrée d’ordre n. Posons

A'A = (Cij)l Sism et ‘AA = (dij)l sign
1£j<m

1<j<n

Montrons que ces matrices sont symétriques. On a

n n
cy= 3 Gy b;= Y aga; (A <i<ml<j<m
k=1 k=1
et
n n
cjl._kéll ajkbm._k%‘l ag dg (Ilsisml<j<m
d’ol
Cii = Cji I<ism 1<j<m
De la méme manigre ona

dij = LZ by ay;

-

m
Z Qy; Oy ;

k=1
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et
m m
dji = z bjk by = Z G Opi
k=1 k=1
donc
d;; = dj; l<i<sn 1<j<n
6.7 Soient n un entier supérieur a 2 et

Zn .. 2m
a = cos — + isin—.
n n

On désigne par X et Y les matrices de 4 ,(C) de termes généraux respectifs :

— Ap—1)(g—1) , _ 4~ 1r(g—1)
Xpg = @ , VYpg = d

Calculer X2, Y2, XY, YX. Quel est I'inverse de X ?

Solution Posons

On a alors

"
Zpg = zll X py Xpg = Z a(p—l)(r—l)a(r—l)(q—l) — Z (ap+q—2)r—1 .
r=

r=1 r=1

Sip+g=2oup+g=n+2 a*"2%=1 et z,,=n Dans tous les

autres cas,
ptg—2yn __ 1
pr = g‘_l_+__2) -0
a? 1T — 1
donc
/n 0 0 0\
0 0 n
x?=]0 0
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Posons
2
Y = (upq)l sp<n
15g<n
Alors on a
n n n
“pg — L., Yprrg — e u = L, \& J .
r=1 r=1 r=1

Sip+g=2o0up+g=n+2 onaa*"?=1letu, = n Dans tous les
autres cas u,, = 0 donc Y* = X2 Posons

l<p<n-
1<g<xn

XY = (v,,)

alors on a

r=1

n n n
Upy = z Xpr Vg = z g1 =)@l _ Z (ap—q)(r—l) .
r=1 = r=1

Comme précédemment, v,, = 0 sauf si a” ¢ =1 auquel cas v,, = n. La
seule possibilité pour que a?? = 1 est p = g, donc XY = nl,,
Posons

YX = (tpq)l$p$.n .

1€g%n
Alors on a
the = Zl Vor Xrg = Z:l g~ PN =11y Z:l (a* " r—1
1
11 est clair que XY = YX = n.I,,donc X! = - Y.
6.8 Si A est une matrice de .4 ,(R) on note (4);; le coeflicient de la i-iéme ligne

et de la j-iéme colonne de 4. On pose

N(A) = n sup |(A);]-
i<isn

1€5%n

a) Montrer que l'application N de #,(R) dans R, ainsi définie, est une
norme.

b) Montrer que si A et B sont deux matrices de .4 ,(R), on a

N(A.B) < N(A4).N(B).
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Solution

a) Pour montrer que N est une norme, il faut vérifier les trois conditions
o) N(4) = 0équivautd 4 = 0,

B) Si 4 est un nombre réel N(1A4) = | 1 |[N(4) ;
y) Si A et B sont deux éléments de 4 ,(R)

MA + B) < N(A) + N(B).

o) Il est clair que N(0) = 0 ; réciproquement, si N(4) =0 ona

sup I(A)ij|=0
1<isn
1<€j<n
donc (A);; =0si1<igsn 1<)

<j < n par suite 4 = 0.
B) N(AA) =n sup IUA)EJ‘ |
or (14);; = A(A),;; donc

N(4) = n sup [A(A);]
1€i<n

=n|A| sup |(Ay;]|=14|NA).

1sisn
1sjxn 1<jsn

y) Si A et B sont deux éléments de .#,(R), on a

N(A + B)=n sup [(4 + B);|
1<isn
1sj<n

or (A+B);;=(A);;+(B);; donc | (A+B);; | < | (A);; | + | (B)y; | par suite on a

N(A + B <n sup (|(A)y;| + | (B);1) <n sup [(A);| +n sup [(B)
157%n 15 1<jen
soit N(4 + B) < N(A) + N(B).
b) N(AB) = n sup |(AB); |
155
or
(AB)” = Z (A)ik (B)kj
k=1
donc
| (4B); | < k; [ () | | (B); | < o sup |(4);| sup |(B)y;].
B 1<) PP
Par suite

1€j€n

N(AB) < n? lsup | (A); | sup |(B),; ]| = N(A) N(B).

15isn
L jsn 1<j<n
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6.9 On dit qu’une matrice 4 de .#,(R) est nilpotente s’il existe un entier positif p
tel que A7 = 0. (Pour les propriétés des éléments nilpotents d’un anneau
voir I'exercice 3.4.) Soit A une matrice nilpotente de .4, (R); on définit la
matrice 4 de .4 ,(R) par

A 1
e'= Y —A°.

p=0 p!

a) Montrer que si A et B sont deux éléments de .4, (R) qui commutent, on a

QA¥B _ oA B
b) Calculer e, e®, e pour
0 1 3 { 0 1 — %\
A=(g (1)) B=lo o 1}lc<l-1 o _\é_g
0o o of \-1 E o

Solution a) Comme A et B commutent on peut appliquer la formule du bin6me
44+ Betona

1 1 1
etef = ( — A") ( — B") = ——— AP B*
p;O p! q?zo q! pz0 g20 ‘ q'
d’ou
A _B . 1 k n—k ] “ k k pyn—k
e e’ = B — C,A" B
n>0 k;O k'(n— k)! aso n! k;o
— ] n_ ,A+B
= P n'(A + BY' =e¢
b) On a
42 (0 1) (0 1) _ (0 0)
W0 o/\W0 o \Ww o
donc

CaLvo. — Excrcices d’algébre
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d’autre part on a
o 1t 3N/ 1 3 0O 0 1
B =|l0 0 1jfo o 11=l0 0 0} et B*=0,
o o o/\Ww o0 o 0 0
donce® = I + B + 1 B? soit
7
L3
el = 1 1
0 1
enfin on a -
1 1 3 V3 \/5\
1 == - - = N V-
( 0 2 0 1 2\ / 4 4 2
» | N V3L v3 o1 1
¢ = 1 0 2 1 0 21 4 4 2
1 3 1 /3 Y31
\5 5 Yf\—3z & 0/ \“2‘ ~3 1/
et
1 3 V3 3
/" U =3\ 2 e “f\
s_ o2 Vil V31 1]_
ci=c.ct={ -1 0 5 7 i 5 =0
ISRV IR | DRV B 1}
2 2 2 2 )
donce® =TI+ C + 1 C? soit
3 | - N3 _1_\/5\
8 8 2 4
c | . 3 7 V31
© = 8 8 7 t3
13 B3t 3
2 4 2 4 2
6.10 Si
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est une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels, on définit la trace de la
matrice A, soit Tr 4 en posant

TrA =) a;.
i=1

a) Montrer que Papplication Tr de .# (R) dans R est une forme linéaire
sur .#,(R) (considéré comme espace vectoriel sur R).

b) Si A et B sont deux matrices de .4 ,(R) montrer que Tr (4B) = Tr (BA).

¢) Soient X et Y deux matrices de .#,(R) représentant ie méme endomor-
phisme de R" par rapport a des bases différentes. Montrer que Tr X = Tr Y.

Solution

a) Soient

deux matrices de .4 ,(R) et A un nombre réel. Alors on a
Tr(A+B) =) (@+b)=Yay+ ) by=TrA+TrB,
i=1 i=1 i=1
et

Tr(AA) = Y daz =21 Y a; =4Tr A,
i=1 i=1

donc I'application Tr est une forme linéaire sur .#,(R).
b) Posons

C = (¢;j)15i<n = AB et D = (d;j)1<i<n = BA,
15j<n

1€j<n

alors

et

donc Tr C = Tr D soit Tr (AB) = Tr (BA).

¢) Si X et Y représentent le méme endomorphisme, il existe une matrice P
inversible telle que ¥ = P~! XP. Alors d’aprés la question précédente,

TrY=Tr (P 'XP)=Tr (XPP")=Tr X.
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6.11

Soit E I’ensemble des matrices de la forme

v =(_5 )

ol a et b sont des nombres réels.

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .#,(R) (considéré comme
espace vectoriel sur R) et un sous-anneau de .#,(R). Quelle est la dimension
de E?

2) Soit ¢ Papplication de C dans E définie par ¢(a + ib) = M(a, b). Mon-
trer que ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel et d’anneau. E a-t-il une
structure de corps ?

Solution

1) Sia, b, a, b, 1sont des nombres réels, on a
, ,_[a—a' b— b\ , ,
M(a, b) — M(a', b') = \b — b ; _a,)— M@—ada',b—»),
a b Aa Ab
AM(a,b) = 2 (_ b a)— (_ ib la) = M(Aa, /b) ,
et

. a b a b\ _ aa’ — bb’ ab’ + ba’)
Mia, b).M(a’, b) = (— b a) (— b a’) - (~ (ab' + ba’) aa’' — bb'
donc M(a, b). M(a', b) = M(aa' — bb', ab’ + ba’). Par suite E est un ‘sous-
espace vectoriel et un sous-anneau de .#,(R). Posons

1 0 0 1

alors I et J forment un systéme générateur de E puisque pour tout a et tout b
dans R on a M(a, b) = al + bJ. Montrons que I et J forment un systéme
libre ; si A et u sont deux nombres réels et si AI + pJ = 0, alors M(4, u) = 0
donc A = u = 0 par suite I et J forment une base de E sur R et E est de dimen-
sion 2.

2) Montrons que ¢ est une application linéaire ; si a, b, a’, b’, A sont des
nombres réels, on a

elf@a+ib) + (@ +ibY] =o(la+ a) +ib + b)) =M@+ d,b+ b) =
= M(a,b) + M@, V') = ¢la + ib) + @@’ + ib),
et
o(Ma + ib)) = ¢(la + iAb) = M(la, Ab) = AM(a, b) = A¢(a + ib) ;
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donc ¢ est bien linéaire ; ¢ est surjective par définition, de plus si
¢(a + ib) = M(a, b) = 0
onaa=>b=0donc a+ ib =0 par suite Ker ¢ = {0} et ¢ est injective.
¢ est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels. On a aussi
¢[(a+1b) (d' +ib’)]= @(aa’ —bb' +i(ab’ +ba'))= M(aa’ —bb', ab’ + ba')=
=M(a, b). M(a’, b')=p(a+1b). p(a’ +ib’) ,

donc ¢ est un isomorphisme d’anneaux. E étant un anneau isomorphe au
corps C est lui-méme un corps.

6.12

Soit E I’ensemble des matrices carrées d’ordre trois a coefficients rationnels,
de la forme

a b c
M(a, b,c) = | 3¢ a—3c b
3b —3b+ 3¢ a—3c

ol a, b, ¢ sont dans Q.

a) Trouver trois matrices I, J, K de E, indépendantes de a, b, c, telles que
toute matrice de E s’écrive sous la forme M(a, b, ¢) = al + bJ + cK.

b) Montrer que E muni de l’addition des matrices et de la multiplication

e riem crrmlaten oot TTes CrTIE OO R v e d s aes

pd.r Un bbd.ld.ll C, ©SL Ul bUle-CbdeC Vu-lUIICI UC M 3\“} \zucllc t:bl. sa Ullllcﬂbluﬂ "‘
©) Calculer J?, J.K, K.J, K2

d) En déduire que E muni de 'addition et de la multiplication des matrices
est un sous-anneau commutatif de .4 ;(Q).

Solution

a) Posons
(1 0 0\
I =M(1,0,0)=|0 1 0
¢ o 1
/0 1 0\
J = M(@©,1,0) ={0 0 i
\3 —3 0/
0 0 1
K = M(0,0,1) =(3 -3 o).
0 3 -3

Il est alors immédiat de vérifier que si a, b, ¢ sont des nombres rationnels on
aM@a,b,c)=al + bJ + cK.
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b) Soient M(a, b, c) et M(a', b, ') deux éléments de E et 1 un nombre ration-
nel ; alors on a

M@, b,c)— Md,b,cy=al+bJ+cK—dl-bJ—-— K=
=@a@a—-a)VI+Gb-b)J+(c—NK=Mua—d,b—b,c— )
et

AM(a, b, &) = Mal + bJ + cK) = Aal + 2bJ + JcK = M(da, 1b, ic) .

E est donc un sous-espace vectoriel de .4 ;(Q).
Les matrices 7, J, K engendrent E puisque tout élément de E est combinaison
linéaire de ces matrices. Soient A4, u, v des nombres rationnels tels que

A+ u+vK=0,

alors
A Il v 0O 0 0
M@A, u,v)=|3v A—3v ] =[0 0 O
3u —3u+3yv A—3v 0 0 0

par suite A = u = v = 0, ce qui prouve que les matrices I, J, K sont linéaire-
ment indépendantes. Donc 7, J, K forment une base de E qui est de dimension 3,

¢) On a

0 1 0 1 0 0 0 1
J2=l0 0O tllo 0 1l]=] 3 -3 0|]=K
3 -3 o/\3 -3 0 0O 3 -3
0 0 IN/fO o© 1 0 3 -3
K*=[3 -3 oll3 -3 ol=[-9 9 3]=3J-3K,
0 3 —-3/\0 3 -3 3 —18 9
0 1 o0N/O0 0 1 3 -3 0
JK={0 0 1|3 -3 ol=| o 3 —-3)=31-3J,
3 -3 o/\0 3 =3 -9 9 3
0O 0 1\ /0 1 0 3 -3 0
K.J=[3 =3 oJlo o 1l=] 0 3 —-3|=31-3J.
0 3 —-3/\3 -3 o -9 9 3

d) Nous avons déja vu que E est un sous-groupe additif de .#,(Q). Soient
M(a, b, ¢) et M(a', b, ¢') deux matrices de E ; alors on a

M@a, b, o). M@,b,c)=@ +bJ +cK)(@I+ b J+ K)=
=ad I+ab'J+ac K+ba'J+bbJ* +bc JK + ca K+ cb’ KJ + cc K?



MATRICES 135

soit, compte tenu des résultats de la question précédente :
M(a, b, ). M(@', b', c)=ad I+ab" J+ac’ K+ba J+bb' K+bc'(31-3J)+
+ca K+eb'(3I-3)+cc’(3J—-3 K)=(aa'+3bc’ +3 cb) I+
+ (ab’ +ba’ —3(bc’ +cb)+3 cc’) J+(ac’ +bb +ca’—3 ') K.

Le produit de deux matrices de E étant dans E, celui-ci est un sous-anneau
de #,(Q). Commeonal.J =J.ILI.K = K.I,J.K = K.J, ce sous-anneau est

commutatif.
6.13 Soit E I’ensemble des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a coefficients réels,

de la forme
a b . b
b, a -, .

M@, by={. - - .. (a,b) eR x R).

: : ) b
b...... b a

a) Montrer qu’il existe dans E deux matrices I et J ne dépendant ni de a ni
de b telles que I’on ait

M(a,b) = al + bJ ((@, D)eR x R).
b) Montrer que E muni de I’addition des matrices et de la multiplication par

un scalaire réel, est un sous-espace vectoriel de .#,(R). Quelle est sa dimension ?

¢) Montrer que £ muni de I’addition et de la multiplication des matrices est
un sous-anneau de .#,(R).

d) Déterminer les éléments inversibles de E.

Solution &) Soient

I =M(,0) =
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la matrice unité de .4 ,(R) et

0 1 1
1. o,
J =M@, 1) = o
‘1
... =1 -0

11 est clair que pour tous nombres réels a et b on a
M(a, b) = al + bJ .

b) Soient M(a, b) et M(a’, b') deux éléments de E et A un nombre réel ;
alors on a

M(a, b)—M(@', bY=al+bJ—a' I-V J=(a—a) I+(b—b)J=M(a—a',b—b")
et
AM(a, b)= Nal +bJ)=Aal+ \bJ=M(Ja, AD),

donc E est un sous-espace vectoriel de .#,(R). Nous savons déja que I et J
engendrent E ; d’autre part il est évident que si

M+pJ=0 ((%peR x R)

alors M(4, p) = 0 donc A = pu = 0, par suite 7 et J sont linairement indépen-
dantes et forment une base de E qui est donc de dimension 2.

¢) Nous avons déja montré que E est un sous-groupe additif de .# . (R).
Pour vérifier que la multiplication est stable dans E, il suffit de montrer que
les produits formés & partir de Jet JsontencoredansE. Or 12 = Jet I.J=J.I=J
car I est I'identité. Pour calculer J? posons

J = (ai)i<i<n €t J? = (Bipr<i<n -

1<j%<n 1<j<€n

alors a;; = 1sii # jeta; = 0sii=j, et on sait que

bik = Z ai] ajk.
i=1
Les seuls termes nuls de cette somme sont ceux ou figurent a;; ou a,,, les autres
étant égaux 4 1, donc by =n —2sii# keth; =n—1, dol
JP=m— DI+ @n—2)J.
Alors st M(a, b) et M(d’, b") sont deux matrices de £ on a

M(a, b).M(d', ¥)=(al+bJ) (@’ I+b J)=ad I+(ab'+ba’) J+bb" J*=
=(aa’+(n—1) bb’) I+ ((ab’ +ba")+(n—2) bb') J=
=M(aa’ +(n—1) bb’, (ab’' +ba’)+(n—2) bb')

donc E est un sous-anneau de .4 ,(R).
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d) Soit M(a, b) un élément non nul de E ; cherchons a4 quelle condition il
existe une matrice M(x, y) de E telle que M(a, b). M(x,y) = I. On a d’aprés la
question précédente

M(a, b). M(x,y) = M{ax + (n — 1) by, ay + bx + (n — 2) by),
d’ou le systéme
f ax + (n — 1)
{ay+bx+(n—2)

. 1
Si b = 0, a est non nul et on trouve x = ol 0 donc

by
by =0.

[M(a, 0)] ' = M(%,O).

Sib#0eta=0,0na
1 2—n

Y=w=ns ¢ *Tm-ns

donc

Fein pn1—1 2—n 1
LIS, 2] M\(n—l)b (n—I)b}
Sia # Oetbh # 0en éliminant x on trouve
[@> +(n—2)ab—(n— 1)b*]y= —b.
La condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution existe est
@ +@n—2ab—(n— DB #£0.

En résolvant ’équation du second degré en a,a> + (n — 2)ab — (n — D b*> =0
on trouve les solutions a = b ou a = — (n — 1) b. Les €éléments inversibles
de E sont donc les matrices M(a, b) telles que a # beta# — (n— 1) b et
Pinverse de M(a, b) est:

M( a+m-—2)b — b )
A +(n—ab— -0 @ +(n-2Dab— (n—1)b?

6.14

On dit qu’une matrice

A = (@)1 <i3
15j<3

w

3 3
Y Ga-is Y oai=1,23); Y a)i=123); } a;
i=1

i=1 i=1 i=1
sont égales. Si 4 est une matrice magique, on notera s(A4) la valeur des huit
sommes ci-dessus.
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a) Démontrer que I’ensemble .# des matrices magiques muni de I’addition
des matrices et de la multiplication par un scalaire est un sous-espace vectoriel

de .4 ,(R).

b) Soit &/ l'ensemble des matrices magiques antisymétriques. Montrer
que s/ est un sous-espace vectoriel de .#. Quelle est la valeur commune des
huit sommes d’une matrice de &/ ? Déterminer toutes les matrices de /.

¢) Soit & 'ensemble des matrices magiques symétriques. Montrer qu’une
matrice de & s’écrit comme somme de deux matrices magiques symétriques
dont I'une admet Q0 comme valeur des hnit sommes

SALFEEL A SAElw CAnediine R ELEE L R [+ Leg Y ARdax NFiiiaiswide

d) Déterminer toutes les matrices de %,
e) Quelle est la dimension de # ?

Solution &) Soient

A = (@)1 <i<a et B = (b;))1<i<3
1<j<3 1<j<3

est leur somme, on a

Cij = ai.i + bi} (1 S_ is 3, 1 S_j s 3),

3 3 3 3

N e =N ata oY= N 4.0 N B, (1 i<
L “ij L, g v Ys L, Mgt L Yy TSRS TR Y
i=1 i=1 i=1 i=1

3 3 3 3

A Y . v O . ' AR A £1 = & -~ A\
2 =2 @ +by)= ) a;+ 2 by 1<i<3
3 3 3

Z Ci = (ail + bu) = .Z d; + Z bli

et

w

3 3 3
E Cia-i = z (ai,4—i + bi.4—i) = z Qia-i + Z bi.4—i -

[

-
!

-

Les matrices 4 et B étant magiques, ces sommes sont égales et de plus
sS(C) = s(A4) + s(B).
Si A est un nombre réel et

D = (d,)

€ig}
1€j<3
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la matrice A4, on a

3 3 3

\ I‘]_ — U 14 — 1 N 4 {1 ~ & <« A\
2 dy= 2 Aay=21) a; A<j<3)
i=1 i=1 i=1

3 3 3

AR | I | I . fa - -~ "\
Yody= > Aay;=2) a; (1<i<3)
=1 =1 i=1

3

et

3 3 3
Zl di,4-—i = Z Aig ;= A z Aiaq-
= i=1

i=1

Comme A est une matrice magique toutes ces sommes sont égales et on a

s(D) = 1s(4),
par suite .# est un sous-espace vectoriel de #;(R).
b) Soient
A = (@ipi<i<s et B = (bi)i<i<s
1€j<3 1<€j<

deux éléments de <7 et

C= (Cu‘)l <i<3

1<j<3
leur somme. Alors on a
ci=a; +by=—a;— b;= c; I1<i<3,1<j<3)
dnamin 7 ol 212 semmbainn nabioertar Abonrvr1r Fha sanfRaenn ot 1 mnd 1100 sevgmnlecn wfal Ad
UL © CHLU ULIC 11IAallIve auuay llCll]L{UC 2T 11ICIILIIC >d1 A OUHL UEL HTULITUIC 1CCL CL

la matrice 14, on a

d:. = lu.

= day= —Aday=—d; (1<i<3,1<j<3)

donc D est une matrice antisymétrique, par suite & est un sous-espace vecto-
riel de .#. On sait que les termes diagonaux d’une matrice antisymétrique a
coeflicients réels sont nuls, donc si 4 est une matrice magique antisymétrique
on a

3
s(A4) = Z az; =0
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En regardant les autres sommes on trouvea,;; = — @,y €ta,; = — Qy3 = a3
Si on pose a,, = a, on trouve la forme générale des matrices magiques anti-
symétriques
0 a —a 0 1 —1
—a 0 al=al|—1 0 I
a —a 0 1 —1 0

¢) Le fait que & soit un sous-espace vectoriel de .4 se démonire de la méme
maniére que pour . Soit

B = (b:'j)l <i<3

153

une matrice de % et soit s = s(B) la valeur commune des huit sommes de B.
Une décomposition répondant i la question est

S S S ) A A
bl] b12 bl3\ /bll_§ b12_§ bl3_§\ (-j 3 —3—
A b A S S A
b ba bal=|ba—3 bamy ba—zlHly 3 3
5 S S S ) s
b3l b32 b33} \b31_‘3‘ b32—§ b33—§) \—3- 3 —3—

En effet les deux matrices de cette somme sont dans & et

s s s
(bu—§)+(b22_§)+(b33—§)=b11+bzz+b33 —s=5-5=0

d) Soit
C= (Cij)lsis3

1€5<3
une matrice de & telle que s(C) = 0. Comme

Ci3 + €2+ 63y =0=2¢;3+ ¢y,

on a
Y _ _ 22
613————, aIOI'S clz__c]]_CIJ__cll'l_—_-‘
2 2
3c,,
€33 = — €y — €2 et €23 = — €13 — €33 = €11 +—
3c . .

D,autre part Cip = — €ig — €39 = Cyy — % . En ecrivant Ca3y = C32
on trouve ¢,, = 0. En posant ¢,, = ¢ on trouve la forme générale des matrices
C de ¥ telles que s(C) = 0 ; soit

c —c 0 -1 0
—c 0 cl=c| —1 0
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Donc la forme générale des matrices A de & telles que s(4) = sest

1 -1 0 1 1 1
el -1 0 1 +§1 11
0 1 -1 11 1

e) Toute matrice
A= (aij)l <i<3

1<j<3

de .# s’écrit comme somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisy-

métrique,
a;, +a a,3 + a
/an ajgz 013\ ( ay L 2 21 = ) 31\
_ | a1z + ax dz3 + az;
a3y Gz G S5 azs 5|t
\031 as, a33/ \031 ;‘ a;; aszj '2|' az, a5 /
Qg3 — a3 ay3 — dzy
[0 mpm mgm)
21 — G12 Gz3 — 032
+ 2 0 2
Qsz; — di3 di3z — d23 0
2 2
donc les trois matrices
0 1 —1 1 —1 0 1 1
X=1-1 0 1] Y=|-1 0 1] Z=]1 1 1
1 —1 0 0 1 —1 1 1 1

engendrent I’espace vectoriel .#.

Soient 4, u, v trois nombres réels tels que AX + uY + vZ = 0.0nayu + v=0
A—pu+v=0et —14+v=0 dol A=pu=v=0. Les trois matrices
X, Y, Z forment donc une base de .4 qui est par conséquent de dimension 3.

6.1b Soient a, b, ¢ trois nombres complexes et f ’endomorphisme de C* dont la
matrice par rapport 2 la base canonique { e,, e, e; } est

a b c
A=1lbh c a

¢ a b
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Trouver la matrice de f par rapport a la base

! r
e =e te; +ey, € =e,, €3 =¢€;.

Solution La matrice de passage P de la base {e,,e,,e5} 3 la base { e, ez, €3}
(cf. Q., Ch. 8, § II1, n° 160) est

1 0 0
P=|1 1 0
1 0 1

Onae, = e; — €2 — e3, e, = e3 et e; = e3, donc I'inverse de la matrice P est

1 0 o
Pl=l-1 1 o0
-1 0 1

La matrice de f par rapport 2 la base { e}, e2, €3 } est P™! AP (¢f. Q., Ch. 8,
§ II1, n° 161) soit

1 0 0\ /a b c\ [1 0 0
Pl'aPp=|-1 1 o]J|p ¢ al]|1 1
-1 0 1/ \c b/ \1 0 1
soit encore,
a b c 1 0 0
P 'aP =| ~a+b  —b+c —c+alll 1 0
—a+c —~b+a —c+b/ \1 0 1
soit aussi,
a+b+c b c
P lAp = 0 —~b+c —c+a
0 —b+a —c+b
6.16 Soit f I’endomorphisme de I'espace vectoriel R? (sur R) dont la matrice par
p p ( p
rapport 2 la base canonique { e,, e,, €3 } est
0 1 ~sin 0
M=f -1 0 cos 0
—sinf cosf 0

0 étant un nombre réel donné.
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a) Démontrer que /> = 0.
b) Pour tout nombre réel ¢t on définit ’application linéaire

2
2
g,=h+tf+§f2

ol kest I'application identique. Montrer que ’ensemble G décrit par g, lorsque ¢
décrit R est un groupe abélien pour la composition des applications.

¢) On pose
e; =e cosl+ e,sinf, e, = f(e,), e; = f(ez);

démontrer que (e}, €3, e3) est une base de R>.
Déterminer la matrice de f par rapport 4 cette base.

Solution &) 11 suffit de montrer que M3 = 0, or

0 1 —sin 0 0 1 —sin 0
M?=|-1 0 cosO]]| —1 0 cos 0
—sin f cos 0 —sin 8 cos ¢ 0
—cos? 0 —sinfcos@ cos
=| —sin G cos 0 —sin? 0 sin 0
—cos 0 —sin 0 1

et M3 = M?>.M = 0.
b) Calculons g, 0 g, ou ¢, t" sont des nombres réels ;

12 t12
mos = b+ + 552 o(h+ 15+ 577
t12 1'2
=h+0f+5+f +uf +5f°

r 1 r
=h+“+”f+§U+U”Q=&H-

Donc G est stable pour la composition des applications, de plus h = g, donc
he G et pour tout 1, gog_, = go = h =£-.°8, donc(g) ™' = g_ et Gest

[ 4
esieen sl Aol oy | n . oot aldlia z FLAP.Yoree

un sluUupu lJUul. id WILIPUDILIUII acs a Ppu I.lUllD ’ ll UDI, aUUllb il Car Si { OULIL

des nombres réels on a

g:O8r = Bt+rr = Br+e = 8r O & -
¢) La matrice de passage P (cf. Q., Ch. 8, § III, n° 160) est

cos 0 0 1
P=|sin@ —1 0

0 —sin 0 cos 0
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car f(e;) = — e; — egsinfletf(e;) = e, + e; cos 0 ; ona donc
e, =¢e,cos80 + e;sin 0
e = —e; —e38in b
€3 =€, + e;cosl.
En résolvant ce systéme on trouve

e, = € cos 0 + €, sinfcos 6 + e, sin® 0

e, = e;sinf — e; cos’ @ — e, sinOcos O

| e; = — ey — ey sin0 + e5cos 0

d’ou la matrice inverse de P

cos 0 sin 0 -1
P ' =|sinOcos 0 — cos? 0 — sin 0.
sin? 6 — sin 6 cos 6 cos 0

On sait (¢f. Q., Ch. 8, § III, n° 161) que la matrice de f par rapport 3 la base
{ e, ez e3 } est égale 2 P~! MP. Or

sin 0 —~ cos2 0 — sin 8 cos 0
MP = (cos 0 — sin O cos 6 — sin” @ ,
0 — cos 0 — sin @
donc
0 0 0
PIMP=(——cos(9 sin 0 cos 0 sin’ 0
sin 0 — cos2 0 — sin 0 cos 0

6.17

K étant un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et E un espace
vectoriel de dimension finie n sur K, on considére un endomorphisme fde E
telquefof=IdE.Onposeg =IdE + feth=IdE — f.

a) Montrer que g(E) et A(E) sont stables par f et sont deux sous-espaces
supplémentaires de E. Quelles sont les applications induites par f respectivement
dans g(E) et i(E) ?

b) En déduire que toute matrice M de #,(K) telle que M? = I, est semblable
A une matrice de la forme

6 )
0 -1,

oupeN,geNetp+qg=n
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Solution

a) Soit y un élément de g(E), il existe un élément x de E tel que
y=8(x)=x+f(x);

on a donc f(3) = f(x +f(x)) =f (%) + fof(x) = x + f(x) = y par suite
g(E) est stable par f et I'application induite par f dans g(F) est Id g(E). Soit z
un élément de A(F), il existe un élément x de E tel que z = A(x) = x — f(x) ;
on a donc f(z) = f(x — f(x)) = f(x) — x = — z par suite h(E) est stable
par fet finduit ’application — 1d h(E) dans k(E).

On a g(E) n ME) = {0} car si x est un élément de g(E) n h(E), d’aprés ce
quonavuf(x) = x = — xdonc 2 x = O et comme K n’est pas de caractéris-
tique 2, x = 0.

Par ailleurs si y est un élément de E on peut écrire

=3y +3ifO)+iy—3f(»

(inverse de 2 existe dans K puisque la caractéristique de K n’est pas 2). Mais

y+3f() =g y)etiy — 1f(3) = k3 y) donc nous avons écrit y sous la
forme d’une somme d’un élément de g(E) et d’un élément de h(E), par suite

E = g(E) + ME) donc E = g(E) ® HE).

b) Soit f I'endomorphisme de K" dont la matrice par rapport a la base
canonique est M ; comme M? = I, on a f? = Id E. D’aprés (a) il existe deux
sous-espaces supplémentaires P et Q de E dans lesquels f induit respectivement
IdPet —IdQ.Sip=dimPetg=dimQ, onan=p+ g etil existe une
base de E dont les p premiers éléments forment une base de P et les ¢ derniers
une base de (. Par rapport & une telle base la matrice de fest

(g 0)
0 -1,

et cette matrice est semblable 3 M puisqu’elle définit le méme endomorphisme
de K" que M.

6.18

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. On désigne par f un
endomorphisme de E tel que fof = — Id E, et on définit une loi externe sur
C x E en posant pour tout nombre complexe a + i1b et pour tout élément
xde E

(a +ib) = x = ax — bf (x).

a) Soit E' 'ensemble sous-jacent 3 E muni de I’addition de E et de la multipli-
cation définie ci-dessus. Montrer que E’ a une structure d’espace vectoriel sur C.
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b) Montrer que si { a,, a,, ..., a, } est une base de E’, alors
{ al: az, Lt ] anaf(al)af(aZ), -":f(an) }

est une base de E. En déduire que s’il existe un endomorphisme f de E tel que
fof = — Id E, E est de dimension paire.

¢) Trouver la matrice de f relativement & la base trouvée en (b). En déduire
que sur tout espace vectoriel E de dimension paire sur R, il existe au moins un
endomorphisme ftel que fof = — Id E.

d) Soit g une application de E dans lui-méme.

Démontrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

o) g est un endomorphisme de I’espace vectoriel E sur R qui commute avec f.

B) g est un endomorphisme de I’espace vectoriel E’ sur C.

e) Soit G une matrice de .# (C) ; on pose G = A + iB ou A et B sont des
matrices de .# ,(R) et

A B
G) = .
@(G) (_ B A)
Démontrer que ¢ est un homomorphisme de I'anneau . ,(C) dans ’anneau
A3 (R). Démontrer que Im ¢ est Pensemble des matrices de .4, (R) qui
commutent avec la matrice
(0 — 1,,)
I, 0/
Solution a) E’est un groupe abehe n pour I’addition pui q e I’addition est la méme

qm: c_: elle de E. Il reste & vérifier les axiomes relatifs 4 la multiplication (cf.
Q. Ch. 7, § 1, n° 125).

Sia, b, ¢, dsont des nombres réels et x un élément de E' on a

[(@ + ib) (¢ + id)] = x = (ac — bd + i(ad + bc)) * x
= (ac — bd) x — (ad + bc) f(x)
= a(ex — df (x)) — b(cf (x) — dfo f(x))
=(a@+ib) = [(c + id) = x] .

Si a, b sont des nombres réels et x, y des éléments de £/, on a

(@ +ib) = (x +y) =alx +y) — bf (x + y) = ax — bf (x) + ay — bf(y)
=(a+ib)xx+(@a+ib)xy.
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Sia, b, ¢, d sont des nombres réels et x un élément de E on a

(@+ib) +(c+id)xx=(@+)x— (b +d)f(x)=
=ax—bf(X)+ex—df(x) =@+ ib)xx +(c+1d)y*x,

enfin si x est un élément de E on a
lsx=(1+01)*sx=x—0.f(x) =x.

Donc E’ est un espace vectoriel sur C.

b) Montrons que les 2 n vecteurs proposés sont linéairement indépendants
dans E. Soient 4,, A,, ..., 4,, U1, U2, ..., i, des nombres réels tels que

Aiay + a8, + -+ A,a,+pf(a) +pafa) + +p,fa)=0

on a
| o+ uf@) =0, —in)wa; si 1<j<n
donc

(A —ipd*a; + (A, —iw)*a; + - + (4, — 1) *a,=0,
ora,, a,, ...,a,estune basede E’donc A, — iy, = 1, — iy, = - = 1, —iy,=0
parsuite 4, = 1, = -=* = A, = 1y = pp = - = yu, = 0. Montrons maintenant

que les vecteurs a,, a,, ..., a,, f (a1), f(az), ---.f (a,) engendrent E. Soit x un
élément de F ; comme élément de E’, x s’écrit sur la base a,, a,, ..., a,

x= (o +if)*a; + (a2 +ifz)*a, + -~ + (o, +if,) * a,
soit
x=o0ya — B fla) +oya; — Baf(a) + + o,a, — B, f(a)
donc x est bien combinaison linéaire des vecteurs proposés, par suite
dmE=2n=2dmE’,

donc s’il existe un endomorphisme f tel que fo f = — Id E, la dimension de E
est paire.

¢) Si on appelle { e, e,, ..., €, } la base ci-dessus de E, on a e; = a; si
l<ig<nete;=f(a;_)sin+1<j<2n doncf(e)=e,4;si 1l <ign
etf(e) =fofla;—) = —a;_,= —e;_,sin+ 1 <j < 2n La matrice de f

sur cette base est
(O — 1 ,,)
I, 0
ou I, est la matrice unité d’ordre n et 0 la matrice nulle d’ordre n.

Si E est un espace vectoriel de dimension paire 2 n, muni d’une base, la
matrice ci-dessus définit un endomorphisme dont le carré est — Id E car

(1(: ‘01") (? ) I")=(—01" —01,,) = =l

(la multiplication est effectuée par blocs, cf. exercice 6.5).
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d) Supposons (&) vérifiée. Pour démontrer (f) il suffit d’étudier le comporte-
ment de g par rapport a la multiplication ; soient @ + ib un nombre complexe
et x un élément de E’, on a

gl(a + ib) = x] = glax — bf (%)) = ag(x) — bg(f(x)) =
= ag(x) — bf (g(x)) = (a + ib) = g (x),

donc g est un endomorphisme de E’.
Supposons maintenant () vraie et soit x un élément de £, on a

donc f et g commutent.

e) Soient G = A +iB, G’ = A" + iB’" deux matrices de .4, (C) et leurs
décompositions en matrices de .#,(R), on a

, A+ A B+ B
‘p(G+G)_(—B—B' A+A’)
A B A B ,
(L2 545 )o@+,
et

AA' — BB® AR + BA'\
( —(AB’'+ BA") AA—BB)

- (— ; ﬁ) (_ ';: j) = ¢(G) 9(G") .

@(GG") = @p(AA’ -- BB’ + i(AB" + BA)) =

donc ¢ est un homomorphisme de I'anneau .4 ,(C) dans ’anneau .#,,(R). Les
matrices de Im ¢ commutent avec la matrice donnée car

B T R RO

d’autre part cherchons 4 quelle condition une matrice (
~ I,

);ona
0

0
commute avec la matrice ( I

o %)=0 @ e )-8 5

on trouve donc A = D et B = — C c’est-a-dire que la matrice doit étre de la
forme (A + 1B)avec A + 1B dans .# ,(C).
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6.19

Trouver le rang des matrices suivantes a coefficients dans Q.

a) 2 -3 —4
3 1 5
—1 0o -1
0 2 4/
b) 1 7 5 3 —2\
0 4 2 2 0
2 =2 4 0 1
3 —1 7 1 3

Solution

La méthode est 1a méme que celle qui sert a2 déterminer le rang d’un systéme
de vecteurs (¢f. Q. Ch. 7, § III, n°® 138).

a) v, vy U
2 -3 —4
3 1 5
-1 0 -1
0 2 4
est un systéme de vecteurs de Q* de méme rang que le systéme suivant
vy vy =20, + 31, vy =v; + 20,
2 0 0
3 11 i1
-1 -3 -3
0 4 4

On a vy = v} et les vecteurs v,, v, forment une famille libre, par svite la
matrice proposée est de rang 2.
b) Le systéme de vecteurs de Q*

vy vy Us Uy Us
1 7 5 3 =2
0 4 2 2 0
2 -2 4 0 1
3 —1 7 1 3

est de méme rang que le systéme suivant

v, va=v,—Tv, Vi=v;—5v, wva=v,—3v, vs=0vs5+20,
1 0 0 0 0

0 4 2 2 0

2 -16 —6 —6 5

3 -22 —8 —8 9
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Comme v = vy le rang du systéme ci-dessus est le méme que celui du systéme
{ vy, v3, U3, v5 } Qui est égal & celui des systémes suivants

vy CH vy =v3~}v2 s
1 0 0 0
0 4 0 0
2 —16 2 5
3 —22 3 9

vy vy V5 vy = 205 — Sv;
1 0 0 0

0 4 0 0

2 —16 2 0

3 —-22 3 3

Ce dernier systéme étant de rang 4, le rang de la matrice proposée est 4,

6.20 Trouver le rang des matrices suivantes a coefficients dans C.
a) 1 —1 3
-1 i —1-2i
i 1 i—2
b) 1 —1 —1 |
1 1 1 i
1 1 3i 3

Solution Nous appliquons la méthode utilisée dans I’exercice précédent.
a) La matrice proposée fournit le systéme de vecteurs de C*

vy vy Us
1 —1 3

-1 1 —1-21
i 1 i—2

donc le rang est celui du systéme suivant

v, vy = 0y + U, vy =v; — 30,
1 0 0

—1 i—1 2-21
i i+1 ~21—2

Il est clair que v3 = — 2 v3; donc la matrice est de rang 2.
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Uy L] K] Vs
i —1i -1 i
1 1 1 1
1 i 31 3

est de méme I‘?ﬂg que le systéme

v, vy = vy + i, vy = vy + iy, v, = vy, — vy
1 0 0 0
i 0 0 0
1 21 4i 2

r ’ [ - r - . - v
or on a vz = 2 v; et vy = ivz ; comme v; et vz sont lineairement indépendants
ce systéme est de rang 2 ainsi que la matrice proposée.

6.21 _ Trouver le rang des matrices suivantes a coefficients dans R.
a) a 0 b
b a 0].
0 b a
AV LY iy )
b) a 0 b\

o R OO
8 © O
e ——

—
> o
o o0

Solution a) Il est clair que si a = & = 0 le rang de la matrice est 0 est que sia = 0,
b # 0, la matrice est de rang 3. Supposons maintenant g # 0, alors les systémes
suivants de vecteurs de R* sont de méme rang

Uy Dy U3
a 0 b
b a 0
0 b a
Uy v, vy = av; — by,
a 0 0
b a —b?
0 b a’
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.- B o = arh 4+ b? .
vy Uy by = avy + 0 by
a 0 0
b a 0
0 b a’+b?
sia = — bla matrice est de rang 2, si a # — b elle est de rang 3.

b) Comme en {a) si a = b = 0 la matrice est de rang Oetsia = Oet b # 0,
elle est de rang 4. Supposons donc a 7= 0 ; alors les systémes suivants de vecteurs
de R* sont de méme rang

vy U, U3 Uy
a 0 0 b
b a 0 0
0 b a G
0 0 b a
v, v, U3 v, = av, — b,
a 0 0 0
b a 0 —b*
0 b a 0
0 0 b a?
U, L, U, vy = avy + b" v,
a 0 0
b a 0 0
0 b a b*
0 o b a’
vy vy U3 vy = av, — b* v,
a 0 0 0
b a 0 0
0 b a 0
0 0 b a — b
Donc si a? # b? la matrice est de rang 4 etsia = bousia= — b, le rang
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Soient E, F, G trois espaces vectoriels sur un méme corps commutatif K.
Démontrer que la seule application linéaire de £ x F dans G qui soit aussi
une application bilinéaire de £ x F dans G, est I'application nulle.

Solution Soit f une application linéaire et bilinéaire de £ x F dans G ; comme f est
linéaire on a f (0, 0) = 0. Soit (x, ¥} un élément quelconque de £ x F; calcu-
lons f(x,y) = f(x + 0, y + 0) en utilisant le fait que f est bilinéaire, il vient

fx+0,y+0)=f(x,y)+ f(x,0) +f(0,y) + f(0,0)
donc nous avons f(x, 0) + f(0, y) = O et puisque f est linéaire,
(%, 0 + £(0,») = f[(x,0) + (0,»)] = f(x,») = 0.

ur tout élément (x, v) de £ x Fon a f(x, ) = 0 donc fest 'appli-
3 r

22200 R “~3 F 7

Par suite,

1 al 3

no
cation nulle de £ x Fdans G.

7.2 Calculer les déterminants suivants :
12 127 |66 106 192 72
) D‘“' 97 110 P2=141 66 Ds=171 59
1 log, a | la+b b+d ©0 o]
—_ I —_ —_—
b} Da log, b 1 | Ds la+c c+d Ps —1 wl
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ou a, b, ¢, d sont des nombres réels aveca > 0,a# letbh > 0,b # 1, et ol

w—cosz—n+isin—n-
= 3 3 -

Solution a) Remplagons la premiére ligne par la différence entre la premiére et la
seconde ligne, nous obtenons

1 17
el -1l

97 110

112 127
97 110

Remplagons la seconde colonne par la différence entre la seconde et la pre-
miére colonne, 1l vient

15 17'_'15 2'

D‘=|97 110 97 13

Remplagons la seconde ligne par la différence entre la seconde ligne et 6 fois
la premiére

15 20 j15 2
Dl—:97 13'—!7 1!—15)(1—2x7—1
donc D, = 1 et un calcul analogue permet de montrer que D, = 10et D, = 100.
b) Puisque
Log b Loga
log, b = Loga et log, a = Log b on a D,=0.

Des combinaisons linéaires entre lignes et colonnes montrent que
Ds=(b— c)({d — a).
Nous avons D¢ = w? + @ ; comme @ est une racine cubique de 1, nous

avons > + @ + 1 = 0d’ou Dg = — 1.
7.3 Démontrer que si a, b, ¢ sont des nombres réels
a—b—c 2a 2a
D= 2b b—c—a 2b =(a+b+c).

2¢ 2¢ c—a-b
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Solution Remplagons la premiére ligne par la somme des trois lignes ; nous obtenons
a—b—c 2a 2a a+b+c a+b+c a+b+c
D = 2b b—c—a 2b = 2b b—c—a 2b
2¢ 2¢ c—a—b»b 2¢ 2¢ c—a—b

Remplacgons la deuxiéme (resp. troisiéme) colonne par la différence entre la
deuxiéme (resp. troisiéme) colonne et la premiére ; nous obtenons,

a+b+c a+b+c a+b+tc at+b+c 0 0
2b b—c—a 2b = 2b —a—b—c 1)
2¢ 2¢ c—a—>b 2¢ 0 —a—b-c

d’ol en développant ce déterminant par rapport 4 sa premiére ligne,

D=(@+5b+c’.

7.4 Calculer
1 csE+'si T n+isi z
03 1 n3 COS4 I]4
D—c:oﬂ—is'7t 1 cc)—2—7r+ii—7r
= 53 m§ s3 sn3
T isin® cos ﬂ—isi 2—7}
cosz—lsmz 3 n 3 1

Solution  Posons, pour chaque nombre réel o, €'* = cos o + i sin a. Le déterminant D
s’écrit alors

in in

1 el e4

_ir 2in

p=|¢? 1 el
- _in _2in

e 4 e 3 1

d’ot, en le développant au moyen de la régle de SARRUS,

in in 2in in in 2in (iﬂ: in inix 2ix '_ﬂ:)

D=1+e 4e3e3 4+ ed4e 3e 3

2o 4 3

ede 4+ +ed3e 3 +ede

i

1-(e—i£+ei£)—3 :—ZCos;—t -2=—\2-12.
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1.5 Démontrer que si a, b, ¢ sont des nombres réels,
1 sin a cos a
D=11 sin b cosb|=sin{(b ~ ¢c) +sin{c — a) + sin(a — b)
1 sin ¢ cos ¢
4si b—¢c . c—a .  a—5b
— 4sin - sin sin )
2 2 2

Solution Remplagons la deuxiéme (resp. troisiéme) ligne par la différence entre la
deuxiéme (resp. troisieme) ligne et la premiére. Nous obtenons

[

Il sin a cos a
D=0 sinb — sina cosb — cosa
0 sin ¢ — sin a Cos ¢ — cosa

d’otl en développant par rapport 4 la premiére colonne,
D = (sin b — sin a) (cos ¢ — cos a) — (cos b — cos a) (sin ¢ — sin a) ;
en développant et simplifiant on obtient

D =sin(b— c¢) + sin{c — a) + sin(a — b),

or on a
sin(b — ¢) + sin (¢ — a) = 2 sin -13-27-_‘? cos i_t_b?:_zf
et
. . a—b a—»b
sin{a — b) = 2sin 5 C0s 35—,
donc
- a— a+b—2c
D = 2sin 5 ( oS 5T T ______,___)
= — 4sin —m%- sin &~ % sin b—c
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7.6 Calculer
1 1 1
D=|1 w w?
w? w
ou

w = szn+'sin@-
= CO! 3 i 3

Solution Remplagons la premiére ligne par la somme des trois lignes du déterminant.
Sachant que w® = 1 et 1 + @ + w? = 0, on obtient

1 1 1 3 0 0 2
P=|1 o w?|l=[1 o w?| =3 0)2 = 3w? — w).
1 w? w 1 w? w @
Comme w? = @ :
_ . ... 2T
D=3(w—a))=—6|lmw=—61sm—3—.

7.7 Démontrer que si a, b, ¢ sont des nombres réels,
1 1 1 1 I
1 1 cos ¢ cos b .24 . 2b . Jc
D= | cos ¢ 1 oS d = — 16 sin ism ism 5
1 cos b cos a 1
Solution Retranchons la premiére colonne de chacune des trois autres, on obtient
1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 cosc cosh| |1 0 cosc— 1 cosbh — 1
1 cosc 1 cosal |1 cosc -1 0 cosa — 1
I cosb cosa 1 I cosb—1 cosa—1 0
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par suite, en développant par rapport a la premiére ligne, -

0 cos ¢ — cos b — 1 ‘
D=lcosc—1 0 cosa — 1
cosb — 1 cosa—1 0
et en utilisant la régle de SARRUS, on obtient
.24 . b _,c
D = 2(cosa — 1){(cos b — 1}(cos ¢ — 1) = — 16 sin 5 8in” 5 sin” .
1.8 Soit n un entier supérieur a 2 et
2w . . 2=
a=cos— +18mn—.
n n
On désigne par X la matrice de .4 ,(C) de terme général
(p—1) (g1
Xy, = a1 ) (A<p<n 1<qg<n.
a) Calculer X'? et montrer que

(n—1)(n—2)
detx*=(-1) 2 n".

b) Soient aq, ay, --., a,~; des nombres complexes ; considérons les matrices

ao a, az - ap—1
ay as as . s g

M =f - Y=MX et Z=XY
a,_1 dg a; ay—2

de 4, (C);onpose M = (my,), Y= Z=(Z)(1 <p<snl<qg<n)
Démontrer que

=
-

—(p-1)(@g—1 k(g—1
ym=a(p )4 )Za(q )ak

k=0
n—1
— : —_ k(p—1)
Z,, =0 si p#gq et zpp“nkZa” a,.
=0

¢) Calculer det Z et en déduire que

(n—1)(n—2) n—1 s/m-—1
detM =(—1) 2 IT (Z a ak),

n=0 \k=0
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Solution @) Le calcul de X2 a été fait dans I'exercice 6.7 ; rappelons que

/n 0 0....0\
0 o .

0 o

oo n -
\0- no0... o)
donc det X? = g(0) " ol &(o) est la signature de permutation

_(1 2 3 n—1 n)
=\ n n—1 3 2

){2

soit
(n—1)(n—2) (n—-1)(n-2)

go)y=(—1 2 dou detX?’=(-1 2 n".

b) Pour chaque entier m nous désignerons par [m] I'unique entier tel que
{m]l =m (modn)et 0 < [m] < n. Avec cette notation on a

Mpg = ppig-2) si I1<p<n et 1<g<n

d’autre part

donc

— (g-1)(E—-1)
Vpg = Z Grp+i-214
i=1

soit

n
Vpg = g @ HwE-1 Z Arprio2) g4 DE-D+H@-D (-1
i=1

soit encore

n
Vg = a*(q*l)(p*l) z Arpsi-2) a(q—l)(p+l—2)-
i=1

pti—2

Mais a ne dépend que de la classe modulonde p + i — 2 donc

gPHi=2 — glp+i-21,
quand i décrit I’ensemble {1, 2, .., n}, [p + i — 2] décrit I'ensemble
{0,1,..,n— 1} donc

n—1

—(¢g-1)(p—1 -1 -
ypq:a(q )(p )Zakak(q ) L<p<n1<qg<n).
k=0
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Par ailleurs, nous avons

n
Z Xpi Vig
i=1
soit

n—1
Zpn Z PV~ 5= = 1) G- ”LZ a, a"“’“’],

i=1 =0

le terme entre crochets est indépendant de i, donc
n n—1
_ (i-1)(p—q) k(g—1)
Zpg = [ a ] . [Z a,a ]
Li=1 J Lk=0 i |
Sip#g,
n n(p—q)
. - a — 1
O AL e =0 donc z,, =0
i=1 a7 -t
Si p - q;
n n—1
 _(i~-1)(p—aq) R P _ I E(p—1)
‘ = aonc qu = n a
i=1 k=0

soit

n-1
detZ = [] n(z a"("_”ak).
k=0

r=1

Mais Z = XY = XMX donc det Z = det X.det M.det X soit
det Z = (det X)*.det M |

d’oun la relation

n n-1 m—1)(n—-2)
n" l:[l (Z a, a"("*'))=(— H 2 n"det M,

d’on
(n—l)(n 2) =n {n—l
detM =(—1) 2 Y a, a"("')\
N 4 I. \ y A K /
r=1 k=0

et en posant r = h + 1, on obtient

(=1) (:=2) n=1 fu—1
derr=(-n 2 1 (T a)
0 k=0

h=

D’ALGEBRE
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19

Soient p, g, n trois entiers naturels tels que p + g = n. Soit &, I'ensemble
des permutations ¢ de &, telles que o(i) appartienne a 'ensemble { 1,2, .., p }
pour touti = 1,2, ., p.

Soit (s, t} un élément de &, x &, ; définissons la permutation 6(s,¢) = ¢
par

o(i) = s(i) si I<igyp
o()=tGj—p+p si p+l<j<p+yg.
1) Démontrer que I'application 0 ainsi définie est une bijection de &, x &,
sur &, . et que &(0(s, 1)) = &(s) &(2).

2) Soient A, A’ deux matrices carrées a coefficients réels, d’ordres respectifs
p et g, C une matrice a coefficients réels de type (p, ¢) et B la matrice carrée
d’ordre p + g = n a coefficients réels définie par

A C
B‘(o A’)

ou 0 est la martice nulle d’ordre (g, p). Posons

B = (bf)lsisn -
1<j<n

Démontrer que
det B = Z &(o) b‘l’(l) bg(z)_._"bz(n) :

G€ S pag

en déduire que det B = det A.det A'.

Solution

1) Démontrons que I’application 6 est surjective ; soit ¢ un élément de
& p,q > Puisque o(i) appartient 2 { 1,2, ..., p } pour tout élément ide { 1,2, ..., p },
o induit une bijection sde { 1, 2, ..., p } sur lui-méme ; comme ¢ est une bijec-
tion, pour tout élément j de {p+ 1, p + 2, ..., p + g} o(j) appartient 2
{p+1,.,p+ g} donc o induit une bijection ' de {p + 1, .., p + ¢q} sur
lui-méme ; posons pour k = 1, 2, ..., g, t(k) = t'(k + p) — p; il est clair que
t est alors une bijection de I’ensemble { 1, 2, ..., ¢ } sur lui-méme et que I’'on a
o = 0(s, t) donc 0 est une surjection. Démontrons maintenant que I’applica-
tion O est injective. Soient (s, t), (s', ¢') deux éléments de &, x &, tels que
O(s, t) = O(s", t") ; par définition de 0 nous avonspouri= 1, 2, .., p,

[0¢s, )] () = s()) = s'() = [0(s',¢")] (i) donc s=1+,
pour j=p+1,p+2,..,p+g,
[0 0] =tG-p +p=0'(—p) +p=[061]0),

donc t = t', par suite (s, t) = (5", t") donc 0 est bien injective donc bijective.

CaLvo. — Exercices d’algébre. 6
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Soient (s, t) un élément de &, x &, et ¢ = 6(s, t) ; cherchons le nombre
de couples (i, j) tels que i < j et o() > o(j). Si i appartient & {1,2, ..,p}et
511 appartient a {p +1,..,p+ q} onai<jet 0'(1) < 0'(_1) donc dans ce cas
il ne peut y avoir d’inversion. Les inversions seront donc les couples (i, j) tels
que i et j appartiennent ou bien 2 { 1,2, ..,p}oubiena{p+1,...,p + q}
et tels que o(i) > o(j) et i <j. Si i et j appartiennentii {12 ., p }, on a
o(i) = s(i) et o(j) = s(j) donc le nombre de couples (i, j) tels que i < j
et o(i) > o(j) est le nombre d’inversions de s. Si i’ et j° appartiennent 2
{p+1,.,p+ q}eti’ <j nous aurons o(i’) > o(j') si et seulement si

t@" —p+p>t(j—p) +p

soit t(i" — p)y>1t(j’—p); st on pose i =i —p, j=j — p, alors nous
aurons i' < j" et o(i") > o(j') si et seulement si i < jet t(i) > #(j) Cest-a-dire si
et seulement si (i, j) est une inversion de ¢. Dans ce cas le nombre de couples

JN tels que i’ < j' et 6(i") > o(j'), est le nombre d’inversions de ¢ ; par suite

le nombre d inversions de o est la somme des nombres d’inversions de sett;
soient (o), i(s), i(t) ces trois nombres ; alors
g(6) = (— 1) = (= OO = (— 1) (= 1 = g(s).8(1) .
2) D’aprés la définition de la matrice B,
bi=0 si I<i<p e p+l<j<p+gq;
soit ¢ une permutation de %, qui n’appartient pas 4 &, , alors il existe au
moins un entier i tel que 1 <i<petp+ 1 <o(i) <p+ q donc tel que
B? = 0, par suite si ¢ n’appartient pas 3 & pg l& produit b7V p3'?  pr
est nul, or
det B= Y &(o) b{™" b3®....b2™

deSn

Y &) b b3 b3™ .

de Fp.g
Si (s, t) est un élément de &, x ¥, et o = O(s, t) on a )
&(0) btlr(l) btzf(Z)“___bz(n) = &(s) &(t) bsl(l) b-;(Z) b-?(p) bsill(l). .__.bgi:l(q)
et comme @ est une bijection de &, x &, sur &, , ona

detB= >  o(s)e() bV by bsi'.‘”. BT =
(s.)e ¥ px &g

= Y eI B Y ()b BRI = det Adet A” .

== £ * = or
L3R S 41

det B
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Soit a un nombre réel ; calculer I'inverse de la matrice

4 cos a — sin a)
sin a cos a/’




~
w
m
-
™
Q
g:
=1
@]
Z
(74 ]
r
Z
™
>
=
m
(74 ]
o~
(V4]

Solution On a det A = cos? a + sin?a = 1 donc A est inversible ; sa comatrice est
( cos a - sin a)
sin a cos a
donc
A { cosa sin a\
"~ \—sina cos a)’
1.11 Calculer les inverses des matrices suivantes de .4 ;(C),
-3 2 —1 1 1 1
A=| 2 0 1 B=|1 w?
—1 2 1 1 o
ou

co—coszn+isin T
- 3 3

Solution Le déterminant de A est égal 4 — 4 et sa comatrice est

-2 -3 4

(—4 —4 4

2 1 —4

donc
-2 —4 2 . 1 —3
A—‘=-—g(—3 —4 1):( 3 1 —i)-
\ 4 4 -4/ \-1 -1 1)

Rappelons que det B = 3(w? — w) (¢f- exercice 7.6) ; la comatrice de B est

0 -0 o-ow w? — w
0! —w o—1 1 — w?
0wl — o 1 — w? w— 1

en utilisant la relation 1 + @ + @? = 0 on trouve

2 b3 2 1 1 1

/w w0 w w w\ (3 3 3

B! = L 0 -0 o —1 1~w2::1 1 o
2 _ 2 _ i o 1

\@ w 1 w w 1 \3 3 T
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112

Soient £ un espace vectoriel de dimension finie sur un corps Ket £y, E,, ..., E,

des sous-espaces vectoriels de E tels que £ = E; @ E, @ - @ E,. Nous pose-
rons d(i) = dimy E; (1 < i < k) et supposerons E rapporté a une base

B = { Q1,15 Q1 24 -y A g1)> Q2,15 -o+5 A2 4(2)> 3,15 «-=3 Qi 15 =25 A 3qk) }

telle que pour i = 1,2, ..., k, { a;,y, a; 5, ..., G; 4, } SOit une base de E;.

1) Soit f un endomorphisme de E tel que f(E;) < E;pouri= 1,2, .., k;
soit f; I’application linéaire de E; dans E; (1 < i < k) définie par fi(x) = f(x)
pour tout élément x de E; et soit A4; la matrice carrée d’ordre d(i) représentant
I'application f; par rapport a la base { a; ¢, a; 5, ..., ;4 } de E;. Démontrer
que la matrice 4 de f par rapport a la base B est

Al 0....0
0. A3 .
A=MfG@p)=| . T g
0 ..... 0 AF

2) Démontrer que fest un automorphisme de E si et seulement si pour tout
i=1,2,..,k, f; est un automorphisme de E;. En déduire que A est inversible

si et seulement si toutes les matrices A; (1 < i < k) sont inversibles.

3) On suppose 4 inversible ; calculer 471,

Solution

1)} Déterminons les colonnes de la matrice A4 ; soit a;, un élément de la
base (a, ;) ; le vecteur a;, appartient & £; de méme que f(q,,); la

(d(1) + d(2) + -+ + d(l — 1) + n)-iéme

colonne de la matrice A4 est formée des composantes de f(a; ) sur la base (a, ;);
comme f(a;,) appartient a E;, il existe des scalaires 1,, 4,, ..., 4, tels que

d(i)

fla,) = =Z1 Aty

la (d(1) + d2) + - + d(I — 1) + n)-iéme colonne de la matrice 4 com-
prend donc de haut en bas, (d(1) + d(2) + -~ + d(/ — 1)) zéros, puis
Ays A2, oees Agqiy, puis rien que des zéros. Comme f(u;,) = fi(a;,,) les scalaires
A1s Azs -es Agy sONL les composantes sur la base a;;, G; 3, ..., G4 du vec-
teur f(a,,) de E;, donc ils constituent la n-iéme colonne de la matrice A
par suite la matrice A a bien la forme indiquée.
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2) Supposons que f soit un automorphisme ; alors, pour chaque entier
i=1,2, ..k, f, étant la restriction de f 4 E; est un endomorphisme injectif
de E; qui est de dimension finie donc f; est un automorphisme de E;. Récipro-
quement supposons que toutes lss applications f; (1 < i < k) soient des auto-
morphismes. Soit x un élément de E tel que f(x) = 0 et soit

xX=x; +x, + + x,
la décomposition de x sur les sous-espaces E,, E,, ..., E,. Nous avons

FG) =1 (x) +1(x2) + - + /() =fi(x1) + fo(x2) + - + fillx) = 0.
Or f(x;) étant un élément de E; (1 < i < k) et la somme des E; étant directe,
onapouri=1,2,. .k, fi(x;) = 0. Mais chacune des applications f; (1 <i<k)
est injective donc x; = 0 (1 < i < k) par suite x = 0 et ceci prouve que f est
injective. Comme E est de dimension finie [ est alors un automorphlsme de E
(¢f. Q., Ch. 7, § IV, no 143, corollaire 2). Puisqu’un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie rapporté & une base, est un automorphisme
si et seulement si la matrice qui le représente est inversible, il est clair que A4

est inversible si et seulement si toutes les matrices A} (1 €i<k)lesont.

3) Puisque 4 est inversible, f est inversible donc toutes les applications f;
(1 <i<k)le sont; la matrice de f; ' est [4]] ' (1 < i< k). Si x est un
élément de E,, alors y = f; '(x) appartient 2 E; et on a

fO) =) = fi(f7'™) = x

doncy = f~'(x)etf " et fi ' coincident sur E, ; il résulte alors de la premiére
question que A~ qui est la matrice de f ~! par rapport 2 la base (a; ) est

[41" o0.. .0
PR 1 R
) . "0
0. . .0 [41"

113

Soit K un corps commutatif. On considére la matrice A de .4 ,(K) définie par

A = (a;;h <i<n
1</<n
Montrer que A est inversible et calculer 4. (On pourra considérer 4 comme

la matrice d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension 7 sur K,
rapporté 2 une base.)
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Solution
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Soit £ un espace vectoriel de dimension n sur K ; rapportons £ a une base
{ay, a,, ..., a, } et soit f ’endomorphisme de E dont la matrice par rapport 2
la base { a,, ..., a, } est A. Comme la matrice A4 est triangulaire on a

dt‘:t A= A el22....00,, = 1
donc A4 est inversible (¢f. Q., Ch. 9, § II. n°s 165 et 170), par suite f est un auto-
morphisme, or on a

f(a,) = a,

f(flz) =a, + a

f(a,) = a, + a, + - + a,

f_l(al) =a,,
Ny r—1s

RN r—1£f r 1N AY r— 1L rr RN
(az)=] \Jax) —ay)=7 \Jlaz)}y—Jj \4)=4az; — a;.

n entier tel que 2 < p < n; supposons que pour i = 2,3, ..., p on ait

un
Y=aqa — a. alv_sgnaf(n..\=n.-l-g-—|—---—|—n..dong
¥ -1 l_‘l’ J ATpTr 1/ =1 ' 4 ' ' T1

a1 =f (al)"‘f_la) 4+ f7 l(‘ﬂp+1)—- . »

=a + (G —a) + - + (a a,_1) +f (ap+l) a, +f (ap+1)
d’ou f ~Y(a,+,) = a,4+, — a,; par sulte pour tout entier g = 2 3,..,nona
f- l(a )=a,—a,_,etla matrloe A~' qui est la matrice de f ! par rapport
ala base {al, s Oy } eS8t

I

poot ool
0, 1. —1. :
4 = - ) 0
) 1 -
0 0 |

1.14

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de deux.
1) Calculer le déterminant de la matrice 4 de .4 (K),

I 1 0. O
o 1. 1
A=}. . -0

1 1
r 0 0 1

2) Dans le cas ou le déterminant de A est non nul, calculer A~ 1. Expliciter
A ' pourn =3et5.
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Solution 1) Développons le déterminant de A par rapport a4 la premiére colonne ; il
vient
1. 1. 06....0 I o.. .. 0
SRR P .
detd= |- ". - . Tol+C=t o 1 - -
: AR | 10
0...... 0 -1 0...:0 1 1

Chacun des déterminants d’ordre (n — 1) figurant dans cette somme est le
déterminant d’une matrice triangulaire donc est égal au produit de ses termes
diagonaux c’est-a-dire 4 1, on a donc det 4 = (1) + (— 1)"*1. 1l en résulte
que det 4 = 2 si n est impair et det A = 0 si n est pair.

2) Supposons n impair. Soient £ un espace vectoriel de dimension n sur K,
{ a,, a,, ..,. a, } une base de E et f I’endomorphisme de E dont la matrice par
rapport 2 la base { a,, a,, ..., a, } est A. Nous avons alors les relations

fla)) = a, + a, soit  a; =f"'(a)) + f'(a,)
f(az) =a, + a, soit a; =f_l(a1) +f"1(az)

f:‘(ai) = G;_y + q; soit a; =f“1(ai-1) +f—l(ai)

f@) = apy +ay SOt a4y =fNan) + @)

On en tire

Y (= D" a =2,
donc =1

fad=Y (- 1)‘“92'1

i=1
d’ou
fﬂl(al) = a, —f“l(a") =q, — ; (~ 1)t+1%.-

soit

fTMay =5~ X (=3

On a ensuite f ~'(a;) = a, — f ~(a,) soit
. RN - i+
f_l(az):az_(%_ i;z(_ 1) l%)=i[— 01+az+.z:3(— 1) lai] .

Soit k un entier tel que 1 < k < n ; supposons que

f_l(ak) =(_ ) [al — G, + 4+ (_ l)k+l ak] + }2—'(— l)“ Z (_1)i+lai

2 P=k+1
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alors
-1 -1 — H? J+1
f7 (aksr) = agay — f_ (a)) = ‘—-f‘_‘[al —a; + -+ (-1 ak] +
Gy (- et i+1
+a,, - B D Y (— ) g
d “ - i=k+2
onc
f o) = (= O [ay —ay + - + (= ) 2 q,] +
(_ |)k+1 n
i Y (=D
2 i=k+2
Par suite, on a pour toutentiecr g = 1, 2, ..., i
- (— 1)} (— 1) ¢ ,.
FNa) = T [ - ap ke (- D] S Y (- D g,
i=g+1

Les coefficients des vecteurs 1 Gyy ooey a,,} dans 1 €
éléments que la g-iéme colonne (1 < g < n) de la matrice 4

Application. Sin = 3 on a

EE TS S
e
-+ 4
etsin=5o0na
/ yoo =4 b4 %\
1 1 1 1 1
z z 7 b
A"l -t 1 1 1 — 1 1
s 2 F 2z 2 2 -
\ yo-4 b 4 —%/
e
1.15 1) Soient K = Z/2Z le corps a4 deux éléments et A4 la matrice suivante
de A ,(K) )
1 —1 0 1
a<le v )
LY 1 1 1
W0 1 o

v

Déterminer le rang de A.
2) Méme question pour la méme matrice lorsque K = Z/3 Z et K = Z/5 Z.
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Solution 1) Calculons le déterminant de A

1 —1 0 1 |1 0 0 0
1 1 -1 1 1 2 -1 0
det 4 = 0 1 1| 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 -1

développons par rapport a la premiére ligne ; il vient

2 -1 0
det 4 = |1 1 1l=—-2—-1-(1+2=-6.
1 1 -1
dans Z/2 Z on a donc det 4 = — 6 = O par suite il faut chercher les mineurs
non nuls de ce déterminant ; or on a
1 -1 0
1 1 —1|l=1-(-1-1D=3=1
0 1 1

donc la matrice A de # (Z/2 Z) est de rang 3.

2) Si K= 2Z/3Z on a d’aprés le calcul précédent, det 4 = — 6 = 0 donc
on doit rechercher les mineurs non nuls du déterminant de 4 ; on a
1 —1 1
1 1 | =14+1—(=1+1)=2
0 1 1

ce mineur étant nul non dans Z/3 Z, la matrice 4 de # ,(Z/3 Z) est de rang 3.
Si K = Z/5 Z on a d’aprés le premier calcul det 4 = — 6 = + 4 donc det A4
est non nul dans Z/5 Z et A est une matrice de rang 4 de ./ ,(Z/5 Z).

.16 On considére la matrice suivante de .#5(R),
13 —8 —12
A=|12 -7 —12) i
6 —4 — 5

1) Montrer que cette matrice est inversible et calculer 471,

2) En déduire Pexpression de 4" en fonction de A4, pour tout entier ration-
nel n.




—1

I

—4 -
d’ot en développant suivant la premiére ligne,

detA=—-—5x5+2x12
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=-1.

Comme det A n’est pas nul, 4 est inversible ; pour calculer 4™ ' commengons

par calculer la comatrice de 4,

—13 —-12
com A = 8 7
12 —12
alors
13 —8
A“=—'comA=(12 —7
6 —4

\

-6
4
5

—1
1

»

th o N

2) Comme 4 = A~ ! si n est un entier pair on a en posant n = 2 p.

A" = AP AP = A (A" YW =447 Y=0=1I,

ou I, désigne la matrice unité de ./ﬂl3(2R). Si n est un entier impair on a en

posant n =2p + 1, A" = A** A or A

P = 13 donC An - I3-A = A

117

Résoudre, dans le corps Q le systéme suivant

x— y+ z=
Sx+2y— z=
\—3x—4y+3z=

3 (1)
5 (2
1 3)

Solution

Multiplions les deux membres de I’équation (1

) par 2 et retranchons I’équa-

tion (2) ; on obtient — 3 x — 4y + 3z = 1, par conséquent I’équation (3)
est une combinaison linéaire des deux premiéres, donc le systéme proposé est

indéterminé et on doit résoudre le systéme

3 —

(53525 "
5+

Sy +2v =
A A T 4

4

4



DETERMINANTS ET EQUATIONS LINEAIRES 171

ol z est une inconnue non principale ; on trouve

1

1
xf7(11—z) et y:7(—10+6z).
118 Résoudre dans le corps Q le systéme suivant
3x+ 4y+ z+ 2t= 3 )
6x+ 8y+2z+ 5t= 7 2)
9x+ 12y +3z+ 10t = 13. 3
Solution La matrice des coefficients de ce systéme, soit
3 4 1 2
6 8 2 5
\9 12 3 10/
1 2

est de rang 2 car tous les mineurs d’ordre 3 sont nuls et par exemple |, < |

est un mineur non nul. Il y a donc deux équations principales (les équations (1)
et (2)) et deux inconnues principales (z et t), par conséquent on doit résoudre
le systéme
l z+2t=3—-3x—4y
2z4+5t=7—-—6x—8y

onobtienti=1letz=1—-3x—4y.
Vérifions que x, y, z, ¢ ainsi définis vérifient bien I’équation (3) :

9x+ 12y +3(1 —3x—-4y)+10=13 3)
ce qui est vérifié.
La solution du systéme est donc: x, y quelconques, z =1 —3x— 4y et
t=1.

719

Résoudre dans le corps Q, le systéme suivant

2x+ y+ z+ t=3 )]
x+2y+ z+4+ t=1 (2)
X+ y+2z+ t=2 (3

x+ y+ z+2t=4 ()]
x— y+ z~ t=0. (5)
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Solution Ajoutons membre & membre les quatre premiéres équations ; nous trouvons
5x+5y+5z+5t=10donc x + y -+ z+ ¢t = 2. En retranchant cette
égalité successivement des équations (1), (2), (3), (4) on obtient

x=1, y=-1, z=0, t=2.

x=1, y=—-1, z=0, t=2.
1.20 Résoudre dans le corps R et discuter suivant les valeurs du paramétre réel m,
le systéme suivant
X+ y+ z=m+ 1 (1)
mx+ y+(m-1Dz=m 2
x + my + z=1. (3)

Solution Le déterminant du systéme est

T 1 1 1 0 0
I—-m —1
D=im 1 m—-1{=\m 1 —m —l=m_l O—m—-l
1 m 1 I m-—1 0
a) Sim # 1, le systéme est un systéme de CRAMER et admet la solution unique
suivante
m+ 1 1 1 1 m+ 1 1 !
m 1 m—1 m m m — |
_ 1 m 1 _ 1 l |
* = m— 1 y= m— 1
I 1 m+ 1
m 1 m
_ 1 m 1 |
s m -1
soit :
_—m e m+2m— | _ —m __m3—m_m(m |
x = m—1 B Aair~auy LEE S + 1.
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b) Sim = 1 le systéme devient

X+y+z=2
xX+Yy =1
x+y+z=1
il est donc impossible.
1.21 Résoudre dans le corps R, et discuter suivant les valeurs des paramétres

réels a, b, c, d le systéme suivant

x+ y+ z=1
ax+ by + cz=d
ax+b’y+ctz=4d>.

Solution  Calculons le déterminant du systéme

11 1 0 0 b e e
D=|a b ¢ |=]a b—a C—a |=|p2_ 2 2_ .2
a b 2 a? br—a> - a?

dot D=(b —a)(c —a)(c — b).
Sia#b,b+#cetc+#a,le systtme est de CrRaMER et admet la solution
unique suivante

1 1 1 1 1 1

d b c a d c

d? b? c? a? d? c?

T h-0kc-a@-b T T G-ok-aa—b °
1 1 1
a b d
a? b? d?
z b-—0(c—-a)(a-b
soit

x=(0*d)(d—b) y=(d—c)(a—d) ,b—dld—-a
{(¢c —aY(a — b)’ (b —c)(a—-b)’ (b —o)(c—a)
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Sia = b, posons x + y = t; le systéme devient

t+ z =1
at +cz =d
a’lt + c*z =d*.

Si a # ¢, il est de rang 2 et il admet une solution unique si et seulement si
son déterminant caractéristique est nul soit

| 1 1 1
a c d |=(c—a)(d —a)(d—c)=0.
a? c? d?

Comme ¢ # a, il y a une solution si et seulement sid = aoud = .
Si d = a, le systéme devient

[ t+z =1

l at + ¢z =a
att+ Atz =a?

douilontirez = Qett = 1.
Si d = ¢, le systéme devient

t+ z =1
at +dz =d

alt + 4%z = d?

[ t+z =1
{a(l+z)=d
a*(t + z2) = d*.

Sia=dil admetlasolutionz=1—t=1—x— y.
Si a # dle systéme est impossible.

Dans le cas ol le systéme n’est pas un systéme de CRAMER, les résultats
que nous avons obtenus se résument dans le tableau suivant

{ d # a et d # c, systtme impossible

‘ c#a{d=a, systeme indéterminé (z = 1, x =1 — y)
a<b ld#aetd=nc systéme indéterminé (z = 1 et y = — x)
{ a#d, systéme impossible
c=a . e as .
a=4d, systeme indéterminé (z = 1 — x — y).

On a des discussions analogues pour les cas b = cet a = e.
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1.22 Soient K un corps commutatif de caractéristique p et a,, 4,, ..., a, s des
éléments de K. Résoudre et discuter dans K le systéme suivant

{x0+x1=al
,x0+x2=az

x0+x"=an
x0+x1+x2+"'+x,,=s.

Solution Additionnons membre & membre les n premiéres équations ; nous obtenons

nx0+x1+x2+"'+x,,=a1+a2+"'+an,
soit
mn—Dxog+{xo+x,++x)=a, +a+ - +aq,

et en tenant compte de la derniére équation

nnnnnnnnnnnnn fan _ I ottt 110v smriltinda Ao 2 s alaeg o
SUPPpPUIVLD YUl (N 1y duUlL I HIUIMIPIC UL 7 4, dlulo .
— si a; + a; + - + a, = 8, Xy est arbitraire et on a x; = @; — Xo pour

i=1,2,..,n;
— sia, + a, + - + a, # s, le systéme est impossible.

Supposons maintenant que (n — 1) ne soit pas un multiple de p ; alors
(n — 1) est inversible dans K et

_al+az+"'+a"_s
n—1

Xo

k]

d’ot1 'on déduit

_a ta;++a_+nagi+ a4, + - +a,—s

pra— pouri=1,2,..,n.

1.23 Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels strictement positifs. Démontrer que
le systéme suivant ne posséde aucune solution dans R.

xX+y+ z4+ t=
xX—y— z4+
- x—=y+ z+
~-3x+y—3z-—-17t¢t

i
QL o0

I
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Calculons le déterminant de ce systéme

1 1 1 1 1 0 0 0
p_| 1 -1 -1 i | 1 -2 -2 0
| 1 11— 0 2 2

| —3 1 -3 7] |—3 4 0 -4

1 0 0 0

1 -2 0 0

| -1 0 2 2

3 4 -4 -4

Ce déterminant a deux colonnes égales, il est donc nul. Cherchons un mineur
non nul ; on a

1 1 1 1 0 0
1 -1 1= 1 -2 —2|=-4.
-1 -1 1 ~1 0 2

Donc le systéme est de rang 3. Prenons £ comme inconnue non principale et
résolvons le systéme

xX+y+z=a—-1 (1)
xX—-y—z=b—1 (2)
—x—=Vv+z=c—1. 3)

En ajoutant membre & membre les équations (1) et (2) nous trouvons

a+b-2t a+b

2x=a+b—2t soit x = 5 5

t.

En ajoutant membre 4 membre les équations (2) et (3) nous trouvons

—b-c+2t_ b+t

—2y=c+b-2t soit y= > 5 -

En ajoutant membre & membre les équations (1) et (3) nous trouvons

] c— 2
2z=a+c¢c— 2t soit z=a+2 I=a;:c—t.

Remplagons x, y, z par les valeurs que nous venons de trouver, dans la der-
niére équation du systéme proposé ; on obtient

a+b b + c) a+c -
—3( > —-t)+(t-- > )—3( 5 —t)—lt:d

soit — (3a+ 2b+ 2¢) =d Comme a, b, ¢, d sont des nombres réels stric-
tement positifs il est impossible que d = — (3a + 25 + 2 ¢), donc le systéme
proposé est impossible.




8.1 Dans K[X] on considére les polyndmes suivants
=X’ +2X+3,gX)=2X*+3X+1,M(X)=3X*+X+2.
Calculer P=f* 4+ g* + h* — 3 fzh.

a) pour K= 12,
b) pour K= Z/3 Z.

Solution L’expression d’un polyndme symétrique en fonction des polyndmes symé-
triques élémentaires (cf. Q., Ch. 11, § HII, n° 199) permet d’écrire

£ L 1 LM £ 1.

£3 — £ INI L o oINS L oo [
J\J-r'g T’l}\_’g T ¥ T iyyr JJgEn.

fP+ed+P=(+g+h
Le polynome P a calculer est donc
P=(f+g+Hh ~3(f+eg+h(fk+gh+h)
soit encore
P=({+g+B[(f+g+hH —3fg +gh+ H)]
a) K=27Z.0n a

f(X) + g(X) + H(X) = 6(X* + X + 1)
fXNgX)=2X*+7X*+13X* 4+ 11X+ 3
gX).HX)=6X*+11X 4+ 10X +7X+2
X)) f(X)=3X*4+7X*+13X>4+7X+6
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donc
(fe+gh+ X)) =11X*4+25X3 +36X2+25X+ 11
par ailleurs
f+e+mD*X)=36[X*+2X*+3X24+2X+ 1]
donc
PX)=6[X>+X+ 136 [X*+2X +3X2+2X+1]-
—33X*—75X3—-108X2—-175X — 33]
soit
PX)=6[X*+X+13X*-3X*-3X+3]=
= 18[X® — 2X3 + 1] = I8[X°® + 1)2,
b) K = Z/3 Z. 18 est multiple de 3 donc P = O dans Z/3 Z.
8.2 Dans C[X] on considére les polynOmes
fX)=aX’+bX +c, o(X)=aX*+FX+7y.
Peut-on trouver des nombres complexes a, b, ¢, o, f, y tels que flp] = ¢[f].
Solution On a
OX(X) =2 X* 4 2afX® + (B2 + 2ay) X% + 2ByX + y%,
donc
FIe1 (X) = fo(X)] = ap*(X) + bo(X) + ¢
soit

el (X) = aoc* X* + 2 aofX?® + (af® + 2 aoeff + bo) X* +
+(2apy + pH)X + ay* + by + c.

Pour obtenir ¢[f] (X) il suffit d’intervertir les réles joués par (a, b, ¢) et(o, B,7) ;
les deux polynomes f[¢] et ¢[f] sont égaux si et seulement si tous leurs coeffi-
cients sont égaux ; @, b, ¢, o, f,  doivent alors vérifier les égalités :

2

ao® = aa
2 qaf = 2 aab

ap* + 2 aaf + ba = ab® + 2 aab + fa
(20ﬁy+ﬁb=2cxbc+ﬁb
ay’+by+c=oc + fc+7y.
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1T cas. g et asont non nuls.

Le systéme précédent se raméne 4 a = o, b = ff, ¢ = y Cest-a-dire que
fle] = @lf]si et seulement si f = ¢.

2¢ cas. a et o sont nuls.

b, ¢, B, y doivent alors vérifier la condition

by + ¢ = fc + y.

3¢ cas. a est nul, o est non nul.
Le systéme se raméne a

b = b?
2abc =0
by + ¢ = ac® + fc + 7.

Si b = 0(c, a, B, y) doivent vérifier la condition ¢ = ac? + fic + y, autrement
dit ¢ doit étre racine de I'équation aX? + (f — DX + y = 0. Si b # 0, alors
nécessairement b = | et ac =0, ¢ = ac? + fc. Comme o estnonnul onac =0

et @[f] = fle] quels que soient o, 5, y, aveca # 0.

4¢ cas, a est non nul, « est nul.
Ce cas se déduit du précédent en intervertissant les roles joués par les lettres

grecques et latines.
Dans les cas 2, 3, 4 le probléme admet donc des solutions autres que la

solution triviale f = ¢.

8.3 Effectuer dans R[X] les divisions euclidiennes de
a) X"sing — Xsing +sin{n— 1) ¢.
b) X"Flcos(n— 1) — X"cosnp — Xcos ¢ + 1
par X% — 2 X cos ¢ + 1.

Dans les deux cas on trouve que le reste est nul. Peut-on démontrer plus
rapidement ce résultat en se plagant dans C[X].

Solution @) Effectuons la division euclidienne du polyndme
f(X)=X"sin¢g — Xsinnp +sin(n—1) ¢,
par le polyndme g(X) = X2 — 2 X cos ¢ + 1, dans R[X]).
Le quotient du mondme dominant de f par le mondme dominant de g est
mo=X""%sin¢ (¢ Q. Ch. 11, § II, n° 189) ; posons f;, = f — m,y.g, alors

fiX)=X""1sin2¢ — X" ?sing — Xsinnp +sin(n— 1) ¢;
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le quotient du mondéme dominant de f; par le mondme dominant de g est
m; = X" 3sin2 ¢ ; posons f, = f; — m, g, alors

f(X)=X""2sin3 ¢ — X"'3sin2({>— Xsinnp +sin(n— 1) o.

Nous pouvons recommencer 4 fois (1 < A < n — 2). Supposons que par ce
procédé on ait trouvé m,_, = X"~ %~ sin kg et

fX)=X"""sin(h+ D)o — X" " 'sinhgp — Xsinng + sin(n — 1) ¢

alors m;, quotient du mondme dominant de f, par gestm, = X" *"Zsin(h+ 1) ¢
et on a en posant f,,, = f, — m, g,

LX) =X""1sin(h+2)¢p — X" " Zsin(h + Do
— Xsinng +sin(n— 1) ¢.

En recommengant (n — 2) fois I’opération on obtiendra donc

fic2X)=X?sin(n— 1) — Xsin(n— 2) ¢ — Xsinng + sin(n — 1) ¢,
soit

focdX)=sin(n— Deo[X? —2Xcosg + 1] =sin(n — 1) ¢.g(X);
par suite le quotient de f par g est
g=my+m +-+m_s+sin(n— 1o

soit
g(X)=X""2sine + X" 3sin2¢ + - + Xsin(n— 2 ¢ +sin(n— o,

et le reste est nul.
Si nous nous plagons dans C[X], le polyndme g s’écrit

gX) = (X — ) (X — e7'9),

or
f(e¥) = e™sing — e“sinnp +sin(n— g

soit
f(e'°) = cosngsin ¢ — cos @ sinng + sin(n — 1) ¢ +
+ i[sin ne sin ¢ — sin ¢ sin ne]
par suite f(e'*) = 0 ; de méme on a f(e~?) = 0 donc g divise f.
b) En effectuant la division euclidienne dans R[X] de

HX)= X"*1cos(n— D)o — X"cosnp — Xcos ¢ + 1
par g(X) = X? — 2 X cos ¢ + | on trouve le quotient

gX)=X"'cos(n— Do+ X""2cos(n—2)¢p + - + 1

et le reste nul. )
D’autre part, en se plagant dans C[X] on vérifie que A(e'?) = k(e '¢)= 0
et comme g(X) = (X — ') (X — e™'%), g divise .
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8.4

Démontrer que les deux polyndmes X2 + 1 et 2 X de Z[X] sont premiers

entre eux. En déduire que ’anneau Z[X] n’est pas principal. Que peut-on dire
dans Z[X] de 'idéal engendré par (X2 + et X ?

Solution

Dans Z[X] les diviseurs de 2 X sont 1, 2, X, 2 X et leurs opposés ; or 2, X et

divisent pas X2 + 1, dnnn Yz 4+ 1 et?2 Xsont premiers entre

¥ A wany AR i 3 S Case Svaiiawasy waiea e

parsuite 2 X
par suite 2 X' n
eux dans Z[X]. Supposons que Z[X] soit principal ; alors, l’1deal I engendré
par X? + 1 et 2 X est principal ; il est engendré par un de ses éléments qui ne
peut étre que 1 car 1 est le seul diviseur commun 4 X2 + 1 et 2 X, or 1 ne peut
appartenir a I ; en effet, les polynomes de I sont de la forme

(X*+ )4 + (2X)B,

A et B étant deux polyndmes de Z[X]. Z[X] est un sous-anneau de R[X].

Cherchons les polynomes A et B de R[X] tels que (X?+ DA + (2 X)B =1;
d’aprés le théoréme de BezouT (¢f. Q., Ch. 11, § 11, n° 190) les polyndmes 4 et
) 4

B de degré minimum vérifiant ces identités sont 49 = 1, B, = — % et tous les

autres sont de laforme 4 =14+ 2X)Q et B= — %’ —(X* + DQouQest

un polyndme de R[X]. Or aucun polyndme B ne peut appartenir & Z[X] par
suite 1 ne peut appartenir a  ; Z[X] n’est donc pas principal,

Par contre (X? + 1) — X(X) = 1 donc 1 appartient & Pidéal J de Z[X]
engendré par X2 + 1 et X, donc J = Z[X].

8.5

Dans I’anneau Z[X] démontrer que I'idéal engendré par (X2 + 1) est premier
et non maximal.

Solution

Soit I I’idéal engendré par X2 + 1 dans Z[X]. Soient P et O deux polynOmes
de Z[X] dont le produit P.Q appartient 4 I; alors X% + 1 divise P.Q et

X2 + 1 n’admet pas de diviseur autre que les (‘nnctanfec et lui-méme ; donc

X? + 1 divise sont P, soit Q et par sulte P ou Q appartient a I. I est donc un
idéal premier ; or il n’est pas maximal ; en effet I'idéal engendré par X2 + 1
et 2 X est strictement contenu dans Z[X] (¢f. exercice 8.4) et contient 1,
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8.6

Calculer dans R[X]1e p. g. c. d.

DdeX*+ X3 ~3XxX2—-4X—letdeX®+X*—X—1,

2) des polyndmes f, g, h avec
f(X)=2X—-5X"—14X*+36X3+8X?+ 12X - 31
g(X)=2X>"—-9X*+2X3+37X*+ 10X - 14
HX)y=X>-2Xx-1.

Solution

1) Remarquons que
XP*+X2-X-1=(X+DX*-D=X-1DX+ 1.

Posons P(X) = X* + X* — 3X? — 4 X — 1. Alors 1 n'est pas racine de P(X)
et — | est racine de P(X);ona P(X)=4X*+3X*—6X—4,donc— 1
n’est pas racine de P'(X); par suite, — 1 est racine simple de P(X). Le p. g. c. d.
de P(X)etde X* + X2 — X — lestdonc(X + ).

2) Observons que — 1 est racine de f(X), g(X) et A(X) et que
HX)=(X+ DX2-X—-1)

et
g(X)=(X+ 1)(2X4 — 11'X3 +13X24+ 24X — 14) .

Calculonsle p. g.c.d. de X2 — X — letde
2XY—11X3+13X2+24X - 14,

I’algorithme d’EucLIDE (¢f. Q., Ch. 11, § I1, n° 190) fournit les résultats suivants:

) X 13 9 261 3 528
2XT-9X+ 6\ 50— 7| a5 Xt a5
2X*— 11 x4+ 13x%* + 5 545
+24X—14X_X~1 21X -8 41
545
21X — 8 - 0

par suite 2X* — 11 X* + 13 X* + 24X — 14 et X? — X — 1 sont premiers
entre eux, donc (X + 1)estlep. g.c.d. def, geth.
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8.7

Soient a un nombre réel et m, n deux entiers naturels. Calculer dans R[X] le
p.g.c.d.de X" — a"etde X" — 4™

Solution

Supposons a non nul (sinon le probléme serait trivial) et n > m. Comme

LRI

nous sommes ramenés a calculer le p. gec.d. de (Z" — 1) et de (Z™ — 1).
Effectuons la division euclidienne de (Z" — 1) par (Z™ — 1). Pour cela nous
sommes conduits a diviser n par m. Soient g, et r; le quotient et le reste de cette
division. On vérifie aisément que

Zn _ 1 — (Zm _ 1) (Zn—m + Zn—Zm + -+ Zn—q.rn) + (Zr, _ 1).
Le reste de la division de (Z" — 1) par (Z™ — 1) est donc (Z™ — 1), par suite

lep.g.c.d.de(Z" — 1)et(Z" — 1) estceluide(Z™ — Det(Z — 1).
Ecrivons I'algorithme d’EucLIDE pour la recherche du p. g. c. d. de n et m,

ql qz .......... qp—l qp
n m e rp—2 Fpm 1
ry ra L T L rp

r, étant le dernier reste non nul de cette suitede divisions, c’est-a-direle p. g. c. d.
de m et n. En recommengant p fois le raisonnement précédent, nous voyons que
lep.g.c.d.de(Z" — ) etde (Z™ — 1)estceluide (Z»-* — Netde(Z»— 1)
c’est-a-dire (Z'» — 1) car r,_, est un multiple de r,,.

En conclusion, le p. g.c. d. de (X" — @) et de (X" — @™) est (X" — a") ol r
désigne le p. g. c. d de m et n. En particulier si # et n sont premiers entre eux,
lep.g.c.d.de (X" — d)etde (X" — a”) est (X — a).

Trouver le p. g. c. d. des deux polyndmes 3 X* + X + let3 X2+ 2X — |
a) dans Q[X],

b) dans Z/3 Z[X]),

¢) dans Z[X].

Solution

a) En remarquant que — 1 est racine de 3 X? + 2X — 1 on décompose
aisément ce polyndme

3X24+2X—-1=X+1D)@BX—-1).
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X3+ Xx+1,

donc3X3+ X+ 1et
n

£33

autres diviseurs

Or — 1 et L ne sont nas racines de

=197 318 l}uu ARl AT A

3 X2 4+ 2 X — | sont premiers entre eux dans Q[X]e
communs que les éléments de Q.

b) DansZ/3Z[X],3X* +2X +1=2X+ let
3X2+2X-1=2X-1,
d’autre part (X + D+ 2X - 1)=3X=0donc (X+1)=—-(2X-1)
et (X + 1)estle p. g. c. d. des deux polynémes proposés.

¢) Dans Z[X] les deux polyndmes considérés n’ont d’autres diviseurs que les
éléments de Z (car Z[X] est un sous-anneau de Q[X]); par suite ces polyndmes
sont premiers entre eux.

tJJ

5
—
(o T S}

8.9

Trouver tous les polynémes f de R[X] tels que f(X) + 1 soit divisible par

— D*etf(X) — 1 par (X + )%
) en utilisant la relation de BEzouT,
b) en co

»—\

nsidérant le polyndme dérivé de f.

en

On montrera qu’il existe un polyndéme f, et un seul, répondant a la question,
qui soit de degré inférieur 4 7.

Solution

a) La recherche du polynome f est un probléme équivalent a celui de la
recherche de deux polyndmes U et V définis par f(X) + 1 = (X — 1)*. U(X)
et f(X)— 1 = (X + 1)*. ¥(X) et donc liés par la relation

2= (X — D~.UX) — (X + D V(X),

dite relation (). Comme (X + 1)* et (X — 1)* sont premiers entre eux, d’aprés
le théoréme de BezouT il existe des couples (U, V) de polyndmes vérifiant (o) et
parmi ces couples, un couple unique (U, V,) de polyndmes de degrés stricte-
ment inférieurs & 4. Cherchons (Uy, V).

Premieére méthode. On trouve (U,, Vy) en effectuant la suite de divisions de I’al-
corithme A’Fiic) inE nour la recherchae du n o ¢ r‘ de {Y-L 1‘4 etde (Y — 1\4

DOVE VLI W AUaAs L A5 LV LIWA WL W pe e s W R g 43 A .

On a les résultats suivants :

1 1 8 25
1 gX—3 | 3% |[:X

Xe4+4X346X2+ 32
+4X+1X4-—4X3+6X2-—4X+1 8X3+8X|5X241 5X

8X3+8X 5Xx24+1 32 1
5
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La derniére division nous permet d’écrire

-6xt 0= (5x) (5+)
1=(x2+1) (32)( = x) .

.. - . 32 ,
La division précédente donne une expression de 5 X que I'on porte dans
I’égalité ci-dessus, il vient
25

—or (B0 for s -orofss]

soit
1= —(HX)EX+8X0) + (X2 +1) (1+ZX).

On recommence en utilisant les divisions précédentes ;

(25 3
1= (3—2X)(8X + 8X)+
+(1 +§X2)[x—1)4— 8x3+SX)(1X—1)]
d’on
B 5.2 4[25 ( 52)(1 1)] 3
1_(1+4x)(x D+ l-mXx (1 +7X ) gx —3) | 8% +8X)
soit
_ éz) oy [__5_3 Sy2 _ 29 1]
1~(1+4x (X —D*+ |- 55X + X -5 X + 5] x
x [(X + 1)* — (X — D]
soit encore
[+ Bxe i Sx] ‘
I—[2+32X+8X +H XX -+
1 29 S, S 3] 4
+[2 32X+8X 32X x +1)
donc
1+ By Sy, Sy
U(X) =1+ 16X TiX T ieX
et
5
VO(X)=~1+%9—X——X2+»S—X3.

16 4 16
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Deuxiéme méthode. Ecrivons la relation (o) pour — X,
2= (X + DU X) — (X — D} Vo(— X).

En raison de 'unicité des polyndmes U, et Vy, on a Uy(X) = — Vo(— X).
Uo(X) étant de degré inférieur ou égal a 3 est de la forme

U(X)=a+ bX + cX?* + dX3,

donc
UfX).(X — 1)) =dX" + (c — 4 X + (6d— 4c + b X*
+(a@a—4b+6c—4d)X*
+(d—4c+6b—4a) X3
+6a—4b+o)X*+(b—-4a)X +a,

et Vo(X)(X + 1)* = — [Uy(— X).(— X — 1)*]; a, b, ¢, d vérifient donc
(en raison de (®))

2a =2

6a—4b+c=0

a—4b+6c—4d=0

c—4d=0.
La solution de ce systéme est
29 5 5
a—l, b—TE, C—Z, d=T6

Tous les polyndmes (U, V) vérifiant (&) sont de la forme
U(X) = Uy(X) + PX) (X + 1)*, V(X) = Vo(X) - P(X)(X — 1)*

P(X) étant un polyndme quelconque de R[X].
Le seul polyndome f, de degré 7 répondant 4 la question est donc

29 5 5
— 4 _1 s _ = 2 il 3)
So(X) 1+(X+1)( +16X 4X +16X
_35 s dxtaly]
_16[ X+ X _SX +7X .

Tous les polyndmes f solutions du probléme sont de la forme
FX) = fo(X) — PX)(X* — 1)*

ou P(X) est un polyndme quelconque de R[X].
b) Les notations étant celles de la question précédente, le polyndme dérivé
[ de f vérifie les deux relations

f1(X) = 4X - D.UKX) + (X - )*.U'(X),
(0 =4X + . V(X)+ (X + D*. vV (X).
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Les polynémes U, V et leurs dérivées vérifient donc I’égalité

X — DP[AUX) + (X — DUEO] = (X + D[4 V(X) + (X + D V()]

r (X A 1}3 est nrem;pr avec fy — 1\3 r‘nnn {Y_L 1\3 Aivise 4 LT{X

Ny
L ] L1l

(X — DUX),il e;is donc un polynome ox) de R[X] tel que
4UX) + (X — ) U'(X) = QX).(X + 1)°
4VX)+ (X + D VX)) = 0 (X — 1)?

et par suite, tel que f(X) = Q(X) (X2 — 1)

Cherchons d’abord les solutions du probléme correspondant & un poly-
ndme Q(X) constant c’est-d-dire cherchons les polyndmes f,(X) tels que

So(X) = A(X? — 1)? o 4 est un nombre réel. Il existe une constante réelle & telle
que

+

)Y
’

X' 3. 5 3x°
Xy=24|=——-—=-X - X+ k
Jol 7 5 3
T analunAmea £fVY L 1 admat 1 ramma ranins ? redra A ot oo lamnnf c1 1
L PUI"AIU[LI\:J 0\.11 } ] 2 Quiliivi 1 wurlillile LOMLILIW W UL ULW 7T Wbt OWUlWliIWIIL o1 &
est racine de ce polyndme et racine triple de sa dérivée fo(X) deuxiéme

e
condition est reallsee ’il a la forme précédente, 4 et k vérifient donc la relation
1 3
1[7—§+k]+1_0,

de méme f(X) — I admet — I comme racine quatriéme si et seulement si

1 3
_ = nd 1=
/l[ 7 + 5 + k] 0
. . 35
donc nécessairement k = Oet 4 = 16"
On retrouve bien I'existence d’une solution unique f, de degré inférieur ou

égal 4 7.

Si f est une solution quelconque du probléme, f — f;, est un multiple de
(X + 1)* et de (X — 1)* donc de (X? — 1)*. Les solutions du probléme sont
donc les polyndmes f de R[X] de la forme f(X) = f(X)— P(X) (X* — 1)* ou
P(X) est un élément de R[X].

—

<>

Soient K un corps commutatif et E I’espace vectoriel des polynémes a une
indéterminée X sur K, de degré inférieur ou égal a n. Si a est un élément de K,
4 tout polyndme P de E, on fait correspondre le polyndme f(P) défini par

f(P)(X)= (X — a)[P'(X) + P'(a)] — [ P(X) — P(a)].

a) Montrer que fest un endomorphisme de E.

b) Trouver I'image et le noyau de f.
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a) La dérivation est un endomorphisme de E. Soient P et Q deux polynoémes
de E, J et p deux éléments de K, alors (AP + pQ) = AP' + pQ'. D’autre part
(AP + uQ) (X) = AP(X) + pQ(X) ; 1a formule définissant f(P) faisant interve-
nir P et P’ de maniére linéaire, on a

S@P + pQ) = A (P) + pf(Q) ;

f est donc un endomorphisme de E.

b) Les polyndmes (e,)o <x<n définis par e (X) = (X — a)* forment une base
de E.Onaf(ey) =0,f(e) =0etf(e) =(k —2) e, pour 2 € k < n. Im fest
engendré par les polyndmes (f(e))o<i<n: OF f(eo) =f(e)) =f(e;) = 0 et
pour 2 < k < n, f(e,) est de degré k, donc les polyndmes f(e3), f (e,), ..., f (e,)

a2t L AL Ll ALIN N2 IRy A2 3757 \*4

forment une partle llbre (cf. Q. Ch 11, § II, n° 187 th. 6) max1male extraite

d’une partie generatrice de Im £, don forment une base de Im ;7 Tout polynome
£ ’Arrit Annn r‘n ani o

D Ao T
£ G 1Ml 7 S ECTIT Gonc GE mant

P(X) =4 (X —a)’ + 24X —a)* + - + (n — 2) Jy_oX — a)f

pl‘
L= §

ou 4,, 45, ..., 4,_, sont des éléments de K.
On observe aussi que a est une racine triple de tout polyndme de Im f; réci-
nroauement tout nolvndme n de E admettant 2 nour racine trlnlp s’ écrit

[ B LA S L AXRJALEw Qs iiiwy visane I~ --

(d’aprés la formule de TAYDOR)

Q‘"’t’a)

o(X) = (X — a)° Q;'('_“) bt X —ay?

car Q(a) = Q’'(a) = Q"(a) = 0, il appartient donc & Imf. Imf est donc le
sous-espace de dimension n — 2 formé par les polyndmes de E qui admettent
a pour racine triple. E étant de dimension #» + 1 et Im f de dimension #n — 2,
on a

dim Kerf=dimE — dimImf =3

(¢f. Q., Ch. 7.8 1V, n° 143) ; or e,, €,, e, sont trois vecteurs libres qui appar-
tiennent & Ker f, donc ils forment une base de Ker fet Ker f est I’ensemble des
polynomes de E de degré inférieur ou égal a 2.

8.11

Soient a, b deux entiers rationnels et n un entier naturel. Montrer que le

nolvndme
| ™ Bt

X"(a — bX)"

PX) = n!

de R[X] ainsi que toutes ses dérivées, prend des valeurs entiéres pour

X=0 el X =

R
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Calitinn Tes(n — 1) oremidres dérivées . DY oment amiillac smmiie VN oot VO a .
vuiuLivii S 1) PICIILICICS llVCCb Uc (A )>UIIL HULILS PUUL A = Ul a = Ebdl
P(X) contient X" et ( X — —g " en facteur. Ecrivons la formule de TAYLOR pour
\ bJ
ce polyndéme ;
v Yn+1 o an
P(X) = P" f‘— pth 0 = 0) —« .
On en déduit que
_ n Pn 0 (n+1) (2n) n
(a — bX)' = PY(0) 4 P (0)(~———~+1)' -+ P (0)(2 )|X

En développant le premier membre de cette égalité au moyen de la formule du
bindme et en identifiant les coefficients de 1, X, X2, ..., X", on obtient alors,
pour toutentier ptelque 0 < p < n,

P(n+p)(0) (l’l + P) Cp n-—p( b)p

donc toutes les dérivées du polyndme P(X) prennent des valeurs entiéres pour
X = 0 puisque les dérivées d’ordre supérieur 4 2 n sont identiquement nulles.

~ a . .
De méme la formule de TAYLOR en 7 nous permet d’écrire

CIEE Ly e

i (5) (=5)”

Posons X — % = Y ; il vient

(- IYGY +aF 1 .(a 1 (n+1)(£)
2 _ 'P()+(mn+1)'P Uy 4 4

ami? (5}
+amiF ‘b,Y'

Nous obtenons donc pour tout entier p compris entre O et n,

!
P(n+P) (fl_) — Cﬁ (I’l ":"p) . (_ l)n b 4" P

b

Q‘Hh

par suite, toutes les dérivées de P(X) prennent des valeurs entiéres pour X =
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8.12

On dit qu’un anneau A est factoriel s’il est intégre, unitaire et s’il posséde
les propriétés F, et F, suivantes :

(F,) Tout élément non inversible de A est produit d’un nombre fini d’élé-
ments extrémaux de A.

(F;) Si a et b sont deux €éléments de A4, tout élément exiréma
divise le produit a.b, divise soit a, soit b.

Soient x, y, p des éléments de A ; on écrit x = y(p) si et seulement s’il existe
un éiément k de A4 tel que x — y = k.p.

A étant un anneau factoriel et p un élément extrémal de A, on considére le
polyndme

A

T P
a1 p 4t A {ul

fX)=ay+a; X+ - +a, X"

de A[X]. On désigne par K le corps des fractions de ’anneau A.

a) Démontrer que si q;,=0(p) pour i = 0, 1,..,n — 1, a, # O(p) et
a, # 0(p?), alors le polynome Sfestirréductible sur K [X] (Ce resultat est connu
sous le nom de critére d’irréductibilité d’Eisenstein.)

b) En déduire que si n est un entier naturel premier, le polynéme
S (X)=1+ X+ X? 4 + X!

est irréductible sur Q[X].

Solution

a) Supposons que f soit le produit de deux polynémes g et h de degrés stric-
tement positifs, & coefficients dans 4. Posons

g(Xj':-bo +'b14X'+ -+ biﬁd
MX)=co+c, X+ +c¢,X" avec I+ m=n.

Les coefficients de f s’expriment en fonction des coefficients de g et h de la
maniére suivante

a;= Y be, pour i=01,.,n.
rts=i
O=sr<i
O<s<€<m
En particulier ao = by ¢, donc p divise bg ¢, par suite p divise b, ou ¢, en
raison de ( \1"2} ouppOSGﬁS par €Xc r"p 1IE quc p divise Uo , COMine pz e divise
pas a,, p ne divise pas ¢,. Pour 0 < i < [ on peut écrire

a;=bco + Y b,c,.
r+s=i
o<r<i—-1
0<s<m
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Supposons démontré que p divise b, pour r compris entre O et i — 1 ; comme
p divise a;, p divise b; ¢, et par suite b;. Nous avons ainsi démontré par récur-
rence que p divise by, by, ..., b;, or ceci est impossible car p ne divise pas a,
et a, = b, c,, ; fest donc irréductible sur K[X].

b)OnaX"—1=X-1)o,(X); posons g(Y) = ¢,(Y + 1), alors

Y+ 1) -1,

en utilisant la formule du bindme on obtient
g =Cp + CZY + -+ + CEPVYP o 4 YL

2(Y) est un polynome de degré n — 1 a coefficients dans Z ; Z est un anneau
intégre, unitaire dont le corps des fractions est Q et dont les éléments extré-
maux sont les nombres premiers ; de plus Z satisfait aux conditions (Fy) et (F,) ;
en effet, tout entier rationnel se décompose en produit d’un nombre fini de
facteurs premiers et tout nombre premier p qui divise le produit a.b de deux
entiers rationnels, divise soit a soit b. Z est donc un anneau factoriel. Soit a
le coefficient de Y” dans g(Y) ; comme a, = n, on a a, = 0(n) et a, # O(n?) ;
n étant premier, il divise C; pour 1 < p < n — I, donc a, = On) pour
l<p<n—2;o0onaa,.,=1donc a, ; #0n). g(Y) satisfait donc au
critére de la question précédente. Le polyndme g(Y) et par suite le polyndme
@, (X) sont donc irréductibles sur Q[X].

8.13

Soient n un entier naturel non nul et E P’espace vectoriel des polyndmes a
une indéterminée X, a coefficients réels, de degré strictement inférieur a n.
Soient x,, x,, ..., x, des nombres réels distincts deux & deux ; on pose

HX)=(X — x) (X — x3) ... (X — x,).
1) Calculer H'(x;) (1 < i < n) et les n polyndmes

1 H(X)

- 1<i<mn).
H'(x)(X — x)

E(X)

2) Calculer E(x;) 1 < j<n, 1 <i<n); en déduire que les polyndmes
E,, E,, ..., E, sont linéairement indépendants et qu’ils forment une base de F.

3) a) Montrer que P’application ¢; (1 < i < n) de E dans R, définie en
posant pour chaque élément P de E, ¢ (P) = P(x;) est une forme linéaire.

b) Montrer que (¢, @, --., @,) est 1a base du dual E* de E, duale de la base
(Ey, Ej, ..., E;) de E.

¢) En déduire le résultat suivant : étant donnés n nombres réels y,, ¥, -y ¥y
il existe un polyndme P de E et un seul, tel que P(x;) = y; pour 1 i< n.
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4) Soit f une fonction définie continue sur l'intervalle [¢, b] de R, & valeurs
réelles. On considére I'application g de E dans R, définie en posant pour chaque
élément P de E,

o(P) = j £() PG dt .

Montrer que g est une forme linéaire ; donner ses coordonnées sur la base
(@1, @z, - @,) de E*, sous forme d’intégrales définies.

5) Soient by, b,, ..., b, des nombres réels telsque b, < b, <-- < b, < b, ;.
Pour chaque entier { compris entre 1 et n on définit une application i; de E
dans R en posant pour chaque élément P de E,

biv1

yi(P) = J- P(t)de .

b

Montrer que ; (1 < i € n) est une forme linéaire. Démontrer qu’il existe
F,

n polyndémes F,, F,, ..., F, de E tels que
|0 si i #j

En déduire que (,, ¥, ..., ¥,) est une base de E*.

6) Exprimer (sous forme d’intégrales définies et en fonction des E; et des F;
(1 <i<n 1<j<n) les coordonnées des formes ¢; (1 < i< n) surla
base (¢4, @2, ..., @,) et les coordonnées des formes ¢; (1 < i < n) sur la base
('!’11 IJ’Z, bt ] '!’n)'

7) Trouver la base duale de la base de E formée par les n polyndmes 1, X,
X2, .., x"

Solution

1) On trouve facilement
H(X) = T (X = %) e (X = o) (X = 3500 o (X = %),
J:

donc
H(x;) = (x; — x0) o (6 — X0 ) (6 — X49) e (s — %) (ISP ),
on en déduit que

(X —x) e (X — %) (X — Xi41) oo (X — X,,) {

(x; — xl) v (X — X2 1) (X5 — X4 0) -ee (X5 — x,) <€ i< n).

E(X) =

2) En remplagant X par x; dans E; on trouve Efx;) = J;; (ou §;; = 1 si
i=jet d;; = 0sii+#j) Montrons que la famille (E,, E,, ..., E,) est libre ;
soient A, 4, ..., 4, des nombres réels tels que A, E; + A, E;, + - + A, E, = 0.
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Nous avons en particulier (Al Ei+ALE, +-+ A, E) (x)=0 pour
I <i<nsoitd,=0pourl <i<n

La dimension de ’espace vectorlel E étant n, la famille libre (E,, E,, ..., E,)
est une base de E.

3) a) ¢; (1 € i < n) est une forme linéaire car si P, Q sont deux éléments
de E et A un nombre réel, on a

P + Q) = (P + 0)(x) = P(x) + O(x;) = ¢«P) + ¢{Q)

@AP) = (AP) (x;)) = A(P(x)) = Ap{(P).

b) Pour montrer que (@y, @3, .., @,) €st 1a base duale de (E,, E,, ..., E,)
il suffit de vérifier que @A(E;) = d;;pour 1 <i < net 1 <j<n(d Q., Ch 7,
§ VI, n° 150) ;oronaprémsement(p(E) = E(x) oyl i<l <j<gn.

¢) Soient yy, ¥, ..., ¥, des nombres réels et O un polyn(‘)me de E; comme
E,E,, .., E, forment une base de E, il exnste un élément (o, oy, ... cx,,) de R”
et un seul, telqueQ =o, E; + ozzE + = + o, E,. Alors onapourl <%i<n,
e(0) = o, E\(x)) + oy Ex(x)) + - + o, E «X) = o ; par suite, le polynbme
P=y, E +y,E; ++y,E estle seul polyndme de E tel que ’on ait
@{P)= P(x))=y;pour l <i<n

4) g est une forme linéaire car on a quels que soient les éléments P, Q de £
et le nombre réel A,

b
@+ 0= [ 10@+ 0= 1000+ 0w)a

b b
= J' f(® P dt + J- f(® Q@) dr
= g(P) + 2(Q)
b
et g(AP) = j‘ J(®) AP(?) dt

b
=2 J' f() P()dt = lg(P).

Cherchons des nombres réels «,, o5, ..., o, tels que
g =0 ¢ + oy + "+ &P,
On doit avoir
gE)=a,0(E) + 0 0E) + - +o,0(E)=0; (1 <j<n)

donc la j-ieme coordonnée de g sur la base (¢,, ¢,, ..., ¢,) est égale a

b
g(Ej) =j FAE ) dt.

CaLvo.— Exercices d'algébre. 7
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5) Nous savons déja que ¢; (1 < i < n) est une forme linéaire puisqu’il
suffit de remplacer dans la question précédente I’intervalle [a, b] par I'inter-
valle [b;, b;+ ] et de prendre pour fonction f la fonction constante de valeur 1.

Cherchons un polyndme F; (1 < j < r) tel que

b; 41

J b

pour 1 < i < n. Soit G, la primitive de F; nulle en b, ; Comme

J'b“l Fi)dt = G{b;y,) — G{by) =y,

by

nous devons imposer 3 G; de vérifier les égalités :
Gib)) =0, Gb)) =0, ..., Gib) =0, Gfb;s)) =1, ..., Gb,, ) =1.

Mais d’aprés la question 3 ¢ nous savons qu’il existe un polyndme G; de degré »
au plus, vérifiant les égalités précédentes ; le polynéme F; = G; est de degré
strictement inférieur & n donc il appartient 4 E.

Pour montrer que les n éléments ¥,, ¢, ..., ¥, forment une base de I’espace
vectoriel E* dont la dimension est n, il suffit de montrer qu’ils sont linéaire-
ment indépendants. Soient A,, 4,, ..., 4, des nombres réels tels que

MY+ 22, + o+ LY, =0;
nous avons eﬁ particulier
MYIF) + Lo (F) + -+ 2,0 (F)=24;=0 (I1<j<m,

donc (¢, Y3, ..., ¥,) est une base de E*.
6) D’aprés la question 4 on sait déja que ; s’écrit dans la base (¢4, @1, .--, ¢,)

¥ =,-=i1 Vi(E;) @; = Z (jbi“EJ-(t)df)(pj.

b;

i=1

Cherchons les coordonnées o; 4, ; 5, ..., &; , de @; sur la base (Y, Y2, ..., ¥,.) ;
ona

o0 = Z g Wr s

k=1

donconapourl <j<n,

@(F ;) = Z 0 Wi (F j) = 0 ;

k=1

donc

Q; = ; ei(F;) y; = FZ:‘ Fix) ;.
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7) Nous savons (¢f. Q., Ch. 7, § VI, n° 150) que les » éléments de E* qui
constituent la base duale de 1a base (1, X, X?, ..., X"~ 1), sont les n projections
déterminées par cette base. Nous devons donc trouver les coordonnées d’un
polyndme P de E sur cette base ; or, la formule de TAYLOR appliquée 3 un
polynéme de degré n — 1 au plus, définit ces coordonnées :

P"(0)

_ , L P,
P(X) = PO) + POIX + 5 X" + tmo X '

Donc les éléments de la base (0,, 0,, ..., 0,) duale de la base (1, X, X2, ..., X" 1)
sont définis en posant pour tout €lément P de E,

)

0(P) = Y

(1<k<gn).

(==
——h
)

Mang ' rdonndre PAaiiotian \—3 L 17 v+ — 12 ey svornit vcor v+ — 2: L sy o
L7Ak1d S LIUCOULIMILIL ] b\luatlunl A T 1o A — 14 (W I.NUL PUDC]. A — U T UV

se ramener a une équation du second degré.)

Solution  Posons x = v + v ;il vient (u + v)® + 12(u + v) = 12 soit
W+ +Cuw+ 1)+ v) =12,

donc si I'on pose uv = — 4, on a u® + v* = 12 et par suite 1° et v* sont les
solutions de I’équation du second degré

X?—12x—-64=0.

On a donc #® = 16 et v* = — 4. Si 'on note j la racine cubique de I’unité
d’argument ZTT , les solutions de I’équation #* = 16 sont

ul=i/16, u2=j‘\3/16 et u3=j2i/ﬁ.
De méme, les solutions de 'équation v® = — 4sont — Y4, — jYdet — j2 ¥4,
les racines de I’équation proposée sont données par x = u + v avec v’ = 16,
v’ = —4etuv = — 4 donc par

X1 =i/E—i/Z, x2=ji/ﬁ—j2\/2;
' -X3 =j2i/E_ji/Z.

Il n’y a pas d’autre racine car I’équation est de degré 3.
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8.15

Résoudre dans C les équations suivantes

4 ~ .2 18 _ N 1\
X — X — 1o =vu i)
*— x4+ 4=0 )

Solution

1) Si x vérifie I’équation (1), x? est solution de I’équation du second degré
X?—2X—15=0 qui a pour racines 5 et — 3. Les quatre solutions de
nt donc V5, — 5, i3, — i J3

Ui — VI, 1l yI, — iy

2) L’équation du second degré associée a 1’équation (2) en posant X = x?
n’a pas de solution réelle ; pour résoudre (2) nous emploierons une méthode
différente de la précédente. On a

x4—x2+4=(x2+2)2-—5x2=(x2+\/§x+2)(x2——\/§x+2)

par suite, les solutions de I’équation (2) sont les solutions des équations du
second degré

24 fS5x+2=0 et x*—. 5x+2=0,

soit

—5+iV3 - 513 J5+iV3 503
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 )

8.16

Soit n un entier positif. Décomposer en éléments simples sur C puis sur R

. . 1 1
les fractions rationnelles ——— et —5 07— .
1 i

£ i

Solution

Pour chaque entier positif p, posons

1
X)) = o5

dans C le polyndme X? — 1 a p racines distinctes (w,)o<;<,-1 données par

2kni

w,=¢€r .
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La décomposition en éléments simples de f,(X) est donc de la forme

-1
14 a,

fp(X)= z )?_wk

k=0

ag, Gy, .., @, €tant des nombres complexes. Si w est un nombre complexe,
onal 1dent1te

X - =X -)X" '+ oXP P+ + 0P X + oY)

donc on a

et par suite

(¢f. Q., Ch. 12, § II, n° 206). La décomposition de la fraction rationnelle f,(X)
dans C(X) est donc

- Zkni
Z: — avec (w,=¢?

J(X) =

"UI"-'

14-.1 Aa alla nn'nf

™ Al emnndn Aa 1
itlC GC p; € 1850

AA Aa
Leite ucpuu.lpumuuu Ul _[ \A } est lllUC}}blanllLb del

donc le probléme posé dans C(X). La décomposition de f,(X) sur R s’obtient
en regroupant deux A deux les éléments simples de la décomposition sur C
correspondant 2 deux poies compiexes conjugués. On a
2 krn
2 (X €08 —— — 1)
14

X2 — 2(cosg—:—:—73)X + 1

"Ci

Wy, + EJk — X((Dk + C—Uk) —_ 2 —
X—w, X-o X*—(wp+ @)X +1

Si p est pair, f,(X) a deux poles réels 1 et — 1 ; la décomposition dans R(X)
de f£3.(X) est donc

1 1
i — I

X — 1 X+1

fanlX) = 5

Si p est impair, f,(X) a un seul podle réel 1, par suite la décomposition dans
R(X) de fon41(X) est

1 1 " (Xcoszilfl_l)
f2n+l(X)= 2 n + 1 X —1 + 2 Z
k=1 x2 _ 2 X cos
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8.17

Soient # un entier positif 2t a, b dcux nombres complexes ; décomposer
en €léments simples sur C, les fractions rationnelles
i i
vz n
x* =y (X - a)' (X — b)

Solution

On remarque que la premiére fraction & décomposer est un cas particuiier
de la seconde obtenu en posant @ = | et b = — 1. Traitons donc directement
.. 1
la décomposition de . Posons

X —ay' (X — by

1

FX)=———;
0 (X — by

en appliquant la formule de TavLoR 2 'ordre (n — 1), pour X = a a la frac-
tion F(X), on obtient

n—1 F(n_ l)(a)
n—1D!

F(X)= Fa) + (X — a)—lir—(ﬁ)- + -+ (X —- a)

= + (X — a)" G(X)

ol G(X) est une fraction rationnelle dépourvue de pole en a (¢f. Q., Ch. 12,
1

(X —a)y' (X — b

§ II, n° 206). Or la décomposition en éléments simples de

sur C est de la forme

1 " A " B
=Z_"_._+z L4

X —a)'(X — b 551 (X —af 5= (X— by

ou A, et B, (1 <p < n) sont des nombres complexes. Le calcul précédent
montre que

1 _ F(a) N F'(a) P FO" (@)

. G(X).
(X—a)"(X-by X—ay 1!(X-ay ! n—-1N!'(X—-a) &)

En raison de 'unicité des coeflicients A4 pet Byona

_ F("—p)(a) '

SCE TN

or FOX)y=(—m(—n—1D.c(—n—p+ DX -b)™""
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donc
FPA@)=(—1)’nn+1D)..(n+p— D~ b ?
(—1D)P(n+p-1! 1
- n—1)! @ - by"*?
et p-"} suite
e
n—Din—pt {(a— b)y*"7*
soit encore
A= (= Pty ——
(a — b)™*

Les coeflicients B, s’obtiennent en changeant les roles joués par aet b; on a

donc

n—1
2n—p-1

B, = (— 1" *C

En particulier

1 (= 1) s

1
(b _ a)Zn—p

(— 1P 1

= p;I 221|—p Zn—p-1

Xz -1\

[(X T x+ 1)"]‘

8.18 Décomposer en €éléments simples dans C(X) et dans R(X) les fractions
rationnelles suivantes
Fu(X) ! : (1)
l —
X -1DPX24+2Xx +4
1
Fy(X) = (2)

ou a et b sont des nombres réels tels que cos

FiX) =

3XP 42X+ X 43X +2

X* - 2X*cosa + cos b) + 2X*(1 + 2cos acos b) —

— 2X(cosa + cosb) + |

a#cosh,a¢Zrethd¢ Ln.

(3)

X*+ 1
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Solution 1) Décomposition de F,(X) dans C(X) est de la forme

F(X)=i 4, B N C
: I 1P (X +1-iy3) X+1+i3)’

ol A,, A;, As, A4, A5, B et C sont des nombres complexes. B est la valeur
1

X-1D’&X+1+i

B = — ; de méme C = = = .
(—2+iV3)°QiV3) Q +iv3)°2iV3)

Pour calculer les coefficients A4,, A,, A5, A4, As, posons ¥ = X — 1 ; alors

X2+ 2X+4=7+4Y + Y?eten faisant la division suivant les puissances
croissantes de 1 par 7 + 4 ¥ + Y?(¢f- Q. Ch. 12, § I, n° 206) on obtient

prise par la fraction \@) pour X = — 1+ V3 donc

I T+4Y +Y?
4 | 1 4 9 ,
A 7T Y
4 8 31
2 3 3 4
7Y R T
8 .3 9 .4
PP
_3 Y4 3 Y3
74— 74-
180 s 31 4
7—5 Y + ‘-7*3 Y
Ecrivons alors I’égalité que nous fournit cette division
1 4 9 8 31 180 31
| =(7+4Y+Y? (———Y+~Y2——Y3—— }f“)+_)fﬁ"+_yh
( ) 7 72 73 rAr 7° 7°
d’ou I’'on déduit
- ] _ 1 _ 4 9 8 3
Y(7+4Y4+YYH 7Y 7TPY* PYY 7*Yr Py

180 + 31Y
(T +4Y +YH
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soit en revenant a 'indéterminée X

4

1 i 4 S

= - +
X-1D°X*+2x+4 1x-1) 7*"x-1)" Px-1°
8 31 31X + 149

~ +
X -1 TPX -1 TXE+2X + 49

ce qui nous donne 4 la fois les coefficients 4, (1 < p < 5) et la décomposition
dans R(X).

2) Commengons par décomposer en facteurs le dénominateur D(X) de la
fraction F,(X); ona

D(X) = x*? [(XZ + %)— 2(cos a + cos b)(X + i) + 2(1 + 2cosacos b)] .

Posons Y = X + 51{; il vient

D(X)= X*[Y? — 2(cosa + cosb) Y + 4cosacosbh],
D(X) = X2[Y — 2 cosa] [Y — 2 cos b] =
=(X?*—-2Xcosa+1D(X* —2Xcosh + 1)
par suite, la décomposition de D(X) dans C[X] est
DX)=(X —e)(X —e (X ~e") (X — e’
Compte tenu des hypothéses faites sur a et b, les quatre facteurs de D( ,:1()
de

sont distincts deux i deux donc la décompaosition en éléments simbles

Fy(X) dans C[X] est de la forme

A A B B
Fy(X) = — + — -+ — -+ i)
AX) X—e" X-—e x-—e? x—e®

la fraction F,(X) étant a coefficients réels, A4 et B sont les conjugués des nombres
complexes A et B ; A est la valeur prise par la fraction

1
(X —e ™ (X?* —~2Xcosh +1)

pour X = ¢, donc
A= 1 _ 1
(€ —e ") (e* —2ecosb + 1) (e —e el —2cosb+e )
soit aussi ‘
A- 1 —ie ™

Aisin a(cos a — cos b)e'® 4sina(cos a — cos b)’
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par suite
- _ia

ie
" 4sina(cosa — cos b)

a et b jouant des rdles symétriques dans ’expression de F,{X), on a
—ie ie®

~ 4sin b(cos b — cos a) et ~ 4 sin b{cos b — cos @)’

En regroupant deux par deux les fractions obtenues dans la décomposition de
F,(X) dans C(X), on obtient la décomposition de F,(X) dans R(X) ; ona donc

— X + 2cosa +
2(cosa — cos b)(X? —2X cosa + 1)

+ — X +2cosh
2(cosb — cosa)(X* —2Xcosb + 1).

Fy(X) =

3) La fraction F;(X)admet une partie entiére ; en effet on a
XZ
X*+1

Fi(X)=3X+2+
2

X*+1

dans R(X) (ce procédé ayant un

Effectuons

Nous sommes donc ramenés 3 décomposer la fraction
2

X
Xt +1
intérét pour le calcul des intégrales en analyse).

X* + 1 est un trindme bicarré et on a

X*+1=X*+1D*=2X'=(X?+1+2X)X*+1 - 2X)

directement la décomposition de

XZ

X4 + 1

X* __AX+B CX+D
X*+1 X*4+Xx2+1 X*-X\2+1

ou A, B, C, D sont des nombres réels telsque 4 = — Cet B = D car le premier

membre est une fraction paire.
Aprés réduction au méme dénominateur du second membre et identification
—1
des numérateurs on obtient B= D =0etA = — C = m d’ou la décompo-

sition dans R(X)

La décomposition de dans R(X)est donc de la forme

F(X)=3X +2+

1 [ 1 1 ]
22 X2 -2x+1 X2+ 2Xx+1)
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td —"
Les racines de X2 — X \/5 + 1 dans Csonte 4 ete a ; dansC(X) la décom-

.. § |
position de est
X2 —Xx2+1
1 A A
2 N = n + n’
X —J2x +1 i -

X—e+ X —e 4

ou A désigne le nombre complexe

n 1 = — —1: et Z = 1—.._;
eiz i e_'z- \/2 \/2
de mé€me on voit que
1 . i . 1
x2 +X\/i +1 _3In 3iz ’

V20X ~ e %) J2AX —e*)
par suite la décomposition de F;(X) dans C(X)est
-1 1 1 -1

F3(X)=3X+2+i + + +

n n

X—eiz X —e 4 X—e 4+ X —e

i 3is ~3iZ
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PROBLEMES DE SYNTHESE

9.1

Soient K, K’, K” des corps commutatifs, E, E’, E” des espaces vectoriels sur
K, K’, K" respectivement, ¢ un homomorphisme de corps de K dans K’ et ¢ un
homomorphisme de corps de K’ dans K”.

Une application f'de E dans E’ sera dite @-semi-linéaire si elle vérifie quels que
soient les éléments x, yde Eet Ade K

f(x+y)=f(x)+10)
JAx) = (A f(x) .

1) a) Montrer que si E, et E, sont deux espaces vectoriels sur le corps K et A
une application linéaire de E, dans E,, alors & est Id K-semi-linéaire.

b) Soient f une application ¢-semi-linéaire de E dans E’ et g une application
y-semi-linéaire de E’ dans E” ; montrer que g o f est une application ({ o @)
semi-linéaire de E dans E”, -

¢) Supposons E de dimension finie et soient (a,, a,, ..., a,) une base de E et
b, b, ..., b,, n vecteurs de E’. Montrer qu’il existe une application ¢-semi-
linéaire f'de E dans E’ et une seule, telle que f(a;) = b, pour 1 <i < n.

d) Supposons que ¢ soit un isomorphisme de corps et que E soit de dimen-
sion finie sur K. Démontrer qu’une application g-semi-linéaire f'de E dans E'est
bijective si et seulement si I'image par fd’une base de E est une base de E’.

2) a) Posons E = K[X] et E' = K'[X]. Soit f I'application de E dans E’ qui
a chaque polyndme

P(X) = —Zo A X
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de K[X] fait correspondre le polyndme

VX = 3
o) = 2,
=0
de K'[X]. Montrer que fest une application ¢-semi-linéaire de K[X] dans K’[X].
b) Démontrer que f est un homomorphisme d’anneaux de K[X] dans K'[X].
¢) Si a est un élément de K qui est racine du polyndme P de K[X], montrer
que ¢@(a) est racine du polyndme f (P) de K'[X].
3) Posons F = .#,(K) (espace vectoriel et anneau des matrices carrées
d’ordre n i coefficients dans K) et de la méme maniére F’' = & (K’).
a) Soit g I'application de F dans F' qui, a la matrice
A= (aij)l <i<n

1<j€n

de F fait correspondre la matrice

g(A4) = (ﬁo(aij))l <i<n

1<5<n

de F' . Montrer que g est une application ¢-semi-linéaire.
b) Démontrer que g est un homomorphisme d’anneaux de Fdans F’.

Solution

1) a) Si hest lindaire, on a quels que soient les éléments x, y de E et A de K,
Mx + y) = k(x) + Ky) et H(Ax) = Ah(x) = (Id K) (4) K(x), donc h est Id K-

semi-linéaire

b) Si x, y sont des éléments de Eet A un élément de K, ona
gof(x +y) =gl
et

gof(x) = g(f(1x)) = (o) f(x) =
= () e(f(x)) = Wo @) (A) (gof) (x)

donc g o fest (i o ¢)-semi-linéaire.

¢) Soit f I’application de E dans E’ définie comme suit : si x est un élément
de E, x se met d’une maniére et d’une seule sous la forme

X = Z Ai a,-
i=1
ou Ay, Aas ..., 4, sont des €éléments de K et on pose

1) = 3 g by
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-semi-linéaire ; en effet si x, y sont des éléments de E et A un

12 o+ A K A 1. . .. . %L —
CICIIICIIL UC A, d1 UC plub Xy ) D CCIIVCHL

>
=)
H
- 0
Kﬁ
[47)
L
, B

=

I
M=
~
RS

i
M =
=

D

-
i
[
-
i
-

on a

o + 1) b= T (@2) + 9) b

™=

fx+y)=

~ ¥ 0 b+ ¥, o) by = S0) +£0)
et
S0 = . oGA) b= 3 0@ @) b= od) ¥, o) b= oS-

Par ailleurs on a f(a)) = b; pour 1 < i < n. Je dis que f est la seule applica-
tion ¢-semi-linéaire de E dans E’ qui posséde cette propriété ; en effet, si f*
est une application g-semi-linéaire de E dans E’ telle que f'(@;) = b; pour

I <i<netsix= )Y Aa;estunélémentdeE, ona
=

= ) o) b =f(x), donc f'=f.

A Qo o e P A\ e haoca da E Quoisesencnse e £ on~it iianticm At

ay oOit (G4, Gy, ..., 4,y UNC 0a5C GE L. SUpPPOSONS (Juc j S0it DijeClive €t

montrons que (f (a,), f(a3), ..., f(a,)) est une base de E’. Soient 4}, 42, ..., 4, des
n

éléments de K’ telec aue N 1% Fla) = O - comme m ect curiective il exicte dec

A ALANW AL Wiy Ak L) 1% ] 1““ .L IBIJ \“U w5 3 AL AN A I'I W DR Wkl 'v, Al WARIODWW WD

i () f(a) =0

i=1

or

)

o f@ = ¥ fea) =1 (5 ha)

-

donc

et comme f est bijective
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of P N A oA .1 | I | Y o Y S
UL U uz, aasy a } Cbl ulIc Ddbt: Uuc L UULIC Ay = Al = 77 = A, = U CL LLULLLIIC (P
est un homomorphlsme de corps A} = A, = - = A, = 0 donc les vecteurs

(a,), f(ay), ..., f(a,) sont linéairement indépendants. Montrons que

(fa), f(ay), ... f(a)

erae A I . s1en ZlLannnent A L7 ~o
CDL un D_YDLCU.IC 5cuc1au;u1 ue Lo, bUll-y ULl CICILICHL UL L., COmiric _] >

tive il existe un élément x de E tel que y = f(x), donc il existe des éléments
Ags 24, ..., A, de K tels que

-

.
S"LJC\,-

y

alors

y=f) = 3 9 f@.

donc (f(a,), f(az), ..., f (a,)) est un systéme générateur donc une base de E’.
Réciproquement, supposons que (f(a,), f(az), -... f (a.)) soit une base de E' ;
montrons que fest surjective. Soit y un &lément de E _alors il existe des éléments

Al A2, ..., A de K’ tels que
Aif(ay);

||
[ =

T
()

comme ¢ est surjective, il existe des éléments A, A,, ..., 4, de K tels que
p(A) =Aipourl <ig<netona

_ Ei o(d) fa) = ‘gl fha)=f (il A ar),

donc f est surjective.
Cherchons maintenant le noyau de f(considéré comme homomorphisme

de groupes). Soit x = z": A; a; un élément de E tel que f(x) = 0, alors on a
i=1

et {£fln ) Fia ) £f{a Y} act nne hace de F’! dane (1) — Dnonr 1 < 7 < n
e \J \“l,,:’ .\uz{, -.t,_’ \“"]’ il LA RO \O\f. F = kLR W \F\lul’ hed }l\.’“l- L~ F N Ty
or ¢ est injectif, donc 4; = 0 pour 1 < i < n par suite x = 0, Kerf = {0

et fest injective donc bijective.
2) a) Soient
PX)=Y 4X et QX)= Y u; X’
i=1 ji=1

deux éléments de K[X] et 4 un élément de K ; supposons par exemple que
m < n, alors on a

P(X) + O(X) = 2(A 4+ u) X'+ z '

i=m+1
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donc
S(PX) + (X)) = ;0¢(1 + ) X+ ZH o(A) X

_io (p() X' + o(u) X + Z 1 o(A) X'

;"0 o) X" + Z olu) X! = f(P(X)) + f (Q(X))
et

S0-PO0) = ¥ 0GR X' = 3 0 6B X'

= o) ¥ @A) X' = oD (PCX)),

donc f est une application ¢-semi-linéaire.
b) P(X)et O(X)étant comme en (a), on a

P(X). 0(X) = Z X' avec y= Y . A by
donc
S(PX). QX)) = 3, o(v) X', or gvw)= L 02 o)
15k<m
donc

seen.oo0) = (3 009 x) (Eo o) X) = F(PO)F(QUX)),
par suite f est un homomorphisme d’anneaux.

¢) Si « est racine du polyndéme P(X) = ) A4 X ‘,ona
i=0

Y 4 =0 donc qo(z Aiozi)=0
i=0 i=0
et comme ¢ est un homomorphisme de corps
Y o) e@] =0
i=0

donc ¢(o) est racine de f (P (X))
3) a) Si
A= (Ap1<i<n> B = (btj)1sisn

1<j<n 1<€j<n
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sont deux éléments de Fet 4 un élément de K, ona

g(A + B) = (fP(aij + b:j))lsisn = (fP(aij) + ¢o(bi))1<i<a

1<j<n 1<j<n
(pla; ) 1<isa T (‘P(bq)){ﬂsn g(A4) + g(B),
1<j<n <j<n
et
g(A-4) = ((0(1%;))1&;&" = ((P(A)‘(P(aij))]l‘.ﬁiSn
<j<n Lf<n
= (D). (@)1 <i<n = ¢(D.2(4),
1<j<n

donc g est une application ¢-semi-lin€aire.
b) A et B étant comme en (a), on a

n

(011)1\.\.»; avec Cij = Z ay by,
k=1

_’\l’l

i
aonc

g(A.B) = ((P(cij))1€i$n = (=i1 @lag) fP(bkj)) 1<i<n

1<j<n 1<j<n

f(co(a..))mﬂ [rp(b..)lg.ﬁ.] — o(4).2B),

1€j5< <js<nl

donc g est un homomorphisme d’anneaux.

::.Q
N

(e, €3, ---, €,) la i)ase- _canomque de R"(
¥ = (¥1, ¥2» ---» V) deux Eléments de R". On

On note Z 'ensemble des entiers rationnels, R I’ensemble des nombres réels,

\Y
)
[72]
e
o
=
(o
=
I
_
=
~
Lo
v
=
o

0se

3

fO,Y)=x131+ X292+ + X, ¥,
On considére Z" comme sous-groupe du groupe additif R”,

I) Soit @ 'lhomomorphisme canonique de Z sur Z/2 Z.
Si x = (x,, X3, ..., X,) est un élément de Z", on pose

O(x) = &(x; + x, + - + x,).

Montrer que 6 est un homomorphisme de Z" sur Z/2 Z. Déterminer son noyau K
et son image. Quel est le nombre d’éléments du groupe Z*/K?

2) Montrer que K est I’ensemble des éléments x de Z" tels que f(x, x) soit
pair, et aussi le sous-groupe de Z" engendré par les vecteurs

e; — e,, e + e, I<i<n-—-1).

CaLvo. — Exercices d’algébre. 8
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3) Soit S'I’ensemble des éléments x de Z" tels que f(x, x) = 1 ou f(x, x) = 2.
Déterminer les éléments de S et leur nombre.

4) On pose

a
un élément (x,, x,, ..., x,) de R", calculer ses coordonnées par rapport 4 la base
(a,, azs ..., a,). EXprlmer les éléments de S comme combinaison linéaire des
vecteurs a; (1 < i < n).

5) Soit V le sous-espace vectoriel de R" de base (a,,a,, ..., a,-). Quelle
relation vérifient les coordonnées d’un vecteur x de V par rapport a4 la base
(els €25 ooy en) ?

On pose T = S n V. Déterminer les éléments de 7 et leur nombre. Calculer
f(x, x) pour un élément de 7. On pose a, = e; + e, + * + e,, montrer que V
est I’ensemble des éléments x de R" tels que f(x, a,) = 0.

Montrer que (a,, @5, ---, G,_ ;, G,) €st une base de R".

6) Soit i un entier tel que 1 < i < n — 1. Montrer qu’il existe un vecteur b,
de R", et un seul, tel que

(D fb,a)=206;; pour I<j<n—1,et

@ fBua) =0

On déterminera b; par ses coordonnées relativement a la base (e,, e, ..., ,)-

7) Montrer en utilisant (1) et (2) que b,, b,, ..., b,_, sont linéairement indé-

pendants et forment une base de V. Exprimer les b; comme combinaisons
linéaires des a;. Pour n = 4, calculer la matrice de passage M de la base

(a,,a,,...,a,-,) ala base (by, by, ..., b,_,).

x+y= (xl + Vs X2 + Yo, - X, + 3,
par suite
0(x + ) = O((x, + y)) + (x2 +y2) + - +(x, + 1)) ;

I'addition dans Z est commutative, associative et ¢ est un homomorphisme,
donc on a

Ox +y)=Px; + x; + -+ x)+ D +y, + +y,)=0(x) + 6(y).

Z/2 Z a deux éléments (_)_et 1 qui sontimages d’au moins deux éléments de Z" ;
en effet 8(0,0,...,0) = 0 et 6(1,0,0, ..., 0) = 1, par suite § est un homomor-
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phisme surjectif de Z" sur Z/2 Z. Son noyau K est I’ensemble des éléments
(%15 X35 ---» X,) de Z" tels que x; + x, + - + x, soit pair. La décomposition
canonique de 6 prouve que Z"/K est isomorphe & Z/2 Z donc a deux éléments.

2) Soit x = (x4, X3, ..., X,,) un €lément de Z" ; alors
fL,x)=x3+ x5+ +x2.

Si a est un élément de Z, le nombre a*> — a = a(a — 1) est pair donc a® et asont
de méme parité. Or on sait (1) qu'un élément x = (x4, X5, ..., x,)} de Z" est dans
K si et seulement si x; + X, + = + X, est pair ; en vertu de la remarque pré-
cédente cela revient a dire que f(x, x) est pair,
Soit K’ le sous-groupe de Z" engendré par les vecteurs
e

Onafle; —e,e; —e)=2etfle; +e,e;+e)=2(1<i<n-—1) done

les vecteurs e; — e,, €; + e, (1 < i < n— 1) appartiennent a K et il s’ensuit que
K'c K. Soitx = x;e; + x, e, + - + x,e,un élémentde K;ona

—e,e; te,(1<i<n—1).

x1+x2+"'+xn=23
ou s est un élément de Z et

x=xe; —e) + x(e; — )+ + x,—1(e,—1 — &) + 25e, =
= x,(e; —e,) + x,(e; — )+ - + x,_1(e,—1 —¢,) +5(e; +¢,)—s(e; —¢e,),

donc x appartient &4 K'et K’ = K.

3) Six = (x;, x5, --., X,) est un élément de Z*, on a
f,x)=x]+ x5+ + x3;

x; (1 € i < n) étant un élément de Z, x? est supérieur ou égal 4 1 s’il n’est pas
nul ; donc, pour que f(x, x) = 1 ilfaut et suffit qu'un des x; et un seul soit égal
a + 1 ou — 1, les autres étant nuls. Les éléments x de Z" tels que f(x, x) = L
sont donc les vecteurs e; (1 < i < n) et les vecteurs (— ¢;) (1 < i < n). Leur
nombre est 2 n. Pour que f( x, x) = 2 il faut et suffit que deux coordonnées
distinctes de x soient égales a 1 ou — 1, les autres étant nulles. Les vecteurs x
de Z" tels que f(x, x) = 2 sont donc les vecteurs e; + e;, e; — e;, — e; + ¢,
— e; — e;avec 1 < i < j < n Leur nombre est donc

AC:=2nn—-1=2n*-2n.

Par suite le nombre d’éléments de S est 2 n?.

4 Onae,=a,€,—, =0a,-, + a,,...,e, = a, + a, + - + a, Par suite
(a;, a;, ..., a,) est un systéme générateur de R". Comme il est minimal,
(a1, a;, ..., a,) est une base de R". Si x = x;e; + x,¢;, + - + x, €, est un
élément de R", on a

x=xa; +a; + +a)+ xa, + a3+ +a,)+ -+
+ xn—l(an—l + an) + Xp O
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donc

X = xlal + (‘xl + xZ)az + - +(x1 + x2 + - +xn_1)a”_l +
+(xy +x, + 0 + x)a,.

Les coordonnées a,, o5, ..., &, de x par rapport a la base (a,, a,, ..., a,) sont donc

Oy = Xy,0 = X4 + Xgy seey Oy = X4 + X, + -+ xn_l,

oy = X1 + X3 + ° + Xx,.
Les vecteurs de .S sont les vecteurs

eg(l<i<n, —eg(l<i<n), ge—¢j¢

I<i<j<n =1, g =1).

Nous avons déja exprimé les vecteurs e; (1 < i < n) comme combinaison
linéaire des a; (1 < i < n) donc aussi les vecteurs (— e;) (1 i< n).On a

Ei ei - Ejej = Ei(ai + ai+1 + o + aj_l) + (Ei - Ej) (aj + e + an) .

5) Vest le sous-ensemble des vecteurs (x,, x,, -.., x,) de R" tels que
o, =Xy + X3+ +x,=0.

Parmi les vecteurs de S, ceux qui appartiennent & ¥ sont ceux dont deux coor-
données sont opposées, les autres étant nulles. Ce sont donc les vecteurs

e;—e;jete; —egavecl <i<j<gn Leur nombre est 2 CZ = n* — n. Si x
est un élément de Ton a f (x, x) = 2. Soit x = (x4, X3, .., X,) un élément de R" ;
onaf(x,a)=x; +x, + - + x,; V est donc ’ensemble des éléments x de

R" tels que f(x,a,) = 0. Comme f(a,, a;) = n, a, n’appartient pas a V
(ay, ay, --., 4, - 1, @) est un systéme libre, il est maximal, c’est donc une base de R”.

6) Posons b; = (x,, x5, ..., x,). Les conditions (1) et (2) se traduisent par
X1 —Xp =X —X3=""=X;_; —X%=0,x;,—x;,, =1,
Xig1 — Xig2 = Xj42 — Xjp3 = " =X, 1 — X, =0
et
x1+x2+"‘+x,,=

Soit encore par

X=Xy, =Xz3=""=X=1+4X,,,X41 = Xp42 =" = X,,
avecix; + (n — i) (x; — 1) = 0, par suite

n—i ]
x1= =1—

i
n n
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et finalement
b, = (1 - %)(el + e + -+ ei)—;l(e,-ﬂ + 4+ e).

7) Soient 4,, 4,, ..., 4,_, des éléments de R tels que
Aeby +A3by + A+ Ay by =0;

alors on a pour 1 <jgsn—1, f(A; by + -+ A4, b,_y,a) =0 car le
vecteur A, b, + -~ + 1,_, b,_, est nul ; par ailleurs,

f(ll bl + - + A‘”"‘l b”__l, aj) = j‘j

d’apreés les formules (1) et (2), donc les €léments 4;(1 < j < n — 1) de R sont
tous nuls et les vecteurs by, b, ..., b, ; sont linéairement indépendants. D’aprés
(2) ils appartiennent & ¥ ; comme V est de dimension n — 1, ils forment une
base de V. D’aprés les formules de (4) on a

e +e;+ " +e=a,+2a, +3a; + +ig; +i{a;,, + -+ a,)
eyttt =an, +2a,,+ - +{n-ia;,

et par suite en utilisant (5) on obtient

. . . ) : 1
bi=(1 —i)a, +2(1 -i)a2 +---+i(1—1)a;+z(1—’+ )a;+1+
n n n n

. B
+ i(l - ': )am + 4 i(l ~1—1)a,,_1.

Pour n = 4 on obtient

by =%a; +%a, + %a;s
b, =%a, + a; +%a,
by =%a, +%a, + 3a,

et par suite, la matrice M est

P ¥ %
M=|1 I 1
P43
9.3 Soient K un corps commutatif et n un entier tel que n > 2. Soit P, I'espace

vectoriel des polyndmes a une indéterminée X, a coefficients dans K, de degré
strictement inférieur a n. Soient a et f deux éléments distincts de K.

1) Quelle est 1a dimension de P, ?
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2) a) Montrer que les trois sous-ensembles suivants constituent des sous-

VIULILIEL . 111

espaces vectoriels de P, :

E, : ensemble des polyndmes de P, possédant la racine «,
E; : ensemble des polynomes de P, possédant la racine f3,
E : ensemble des polynOémes de P, possédant les racines o et f8.

—

émontrer que les polyndmes

(X — o), X(X — ), X} (X — ), .0, X" HX — 0),

b)

forment une base de E,.
¢) Démontrer que les polyndmes

X -)X - XX —0) (X —p);..; X" X —a) (X — f)

forment une base de E.

3) Soit u l'application de P, dans lui-méme définie en posant pour chaque
polynome P de P,

[P)] (X) = P@) X + P(B).

a) Montrer que u est linéaire.

EY TYLbsesnntiinns Do e nernes An o,
) LCIClCT IC HUuyal Jue K.

¢) Démontrer que u(P,) est le sous-espace de P, formé par les polyndmes de
degré inférieur ou égal a 1.

4) Démontrer qu’il existe des éléments A, u de K tels que
MY —o)+ux—-p=1.

En déduire que £, + E; = P,.
Vérifier la relation

dim E, + dim E, = dim (E, + Ep) + dim (£, n Ep).

Soiution

-

1) La famille (1, X, X2, ..., X"~ ') est une famille libre de P, (c¢f. Q. Ch. 11,
§ II, n° 187) et engendre P, ; c’est donc une base de P,, par suite P, est de
dimension n sur K.

2) a) Soient P, Q deux éléments de E, et A, 1t deux éléments de K ; alors on a
P(x) = Q(a) = Odonc (AP + pQ) (o) = AP(o) + uQ{o) = O par suite AP + uQ
appartient & E, donc E, est un sous-espace vectoriel de P,. On démontre
de la méme maniére que £, est un sous-espace vectoriel de P, ; de plus, il est
clair que £ = E, n E; donc E est aussi un sous-espace vectoriel de P,.
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b) 11 est clair que les polyndmes (X — o) ; X(X — &) ;... ; X" (X — ),
sont des éléments de E,. Comme ces polyndmes ont des degrés distincts deux i
deux, ils forment une famille libre de E, (cf. Q.,Ch. 11, § II, n° 187). Le sous-
espace E, est contenu strictement dans P, donc dim £, < n — 1 ; comme nous
venons de trouver n — | éléments de E, linéairement indépendants,

dmE,zn—1,

donc dim E, = n — 1 et la famille donnée est une base de E,.
c) Les degrés des polyndmes

X - X =) XX - (X —f);..; X" (X~ o) (X - f)

sont deux & deux distincts donc (¢f. Q., Ch. 11, § I1, n® 187) ces polyndmes
forment une famille libre. Il est clair qu’ils appartiennent tous & E, donc
dim E > n — 2. Or E est un sous-espace strictement contenu dans E, (par
exemple (X — «) appartient &4 E, et non & E) donc dim E < n — 2 par suite
dim E = n — 2 et la famille de polyndmes ci-dessus est une base de E.

3) a) Soient P, Q deux éléments de P, et 4, u deux éléments de K ; alorsona

[u(AP + pQ)] (X) = (AP + pQ) (@) X + (AP + pQ)(B)
= (AP) (@) X + (10) (@) X + AP(B) + nQ(p)
= A[P) X + P(A)] + 1[0 X + O(B]
= A[uP)] () + u[1(0)] (X)

donc u est linéaire.

b) Un polyndéme P de P, appartient au noyau Ker u de u si et seulement si
[:4P)] (X) = P(0) X + P(f) = O c’est-a-dire si et seulement si

P() = P(f) =0;
donc Keru = E.
¢) 1l est clair que tout élément de u(P,) est de degré inférieur ou égal a 1.
Réciproquement, soit AX + p un polyndme de P, de degré inférieur ou égal

a 1, cherchons un polyndme P de P, tel que [u(P)] (X) = AX + p ; il suffit de
déterminer P tel que P(a) = A et P(f) = p ; le polyndme

_,X-p (X — o)
P(X)—Aa_ﬁ + u F—a’

par exemple, satisfait 4 la question, donc u(P,) est formé de tous les polyndmes
de P, dont le degré est inférieur ou égal a 1.

4) Les polynomes (X — o) et (X — f) de P, sont évidemment premiers
entre eux, donc le théoréme de BEzoUT permet d’affirmer qu’il existe deux
éléments A, u de K tels que A(X — o) + (X — ) = 1. Par ailleurs, on peut
aisément calculer A et p ; il suffit pour cela de résoudre le systéme

A+u =0
Ao+ puf = — 1
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et on trouve
i 1 1
-« FTu—p

L’égalité que nous venons de démontrer, prouve que 1 appartient 2
E, + E;;

il en est donc de méme de tous les éléments de K. Par ailleurssi0O <k <n — 1,
on vérifie facilement I’égalité

Xe=(X—o) (X' +aX*2 4 - 4+ 52X + o5 + &5

Or o est un élément de E, + E, et (X—oa)(X" T paX*2 4+ + 7Y
appartient 4 E, donc a E, + E;, par sulte X* appartient & E, + E;, donc
E, + E; contient la base (1, X, X 2 X"~1) de P,, par suite E, + E; = P,

On a
dmE, =dmE;=n—1;E,nE;=E,dmE=n—2

et
E,+ Eg =P, donc dim(E, + E) =n,

par suite on a bien

dim E, + dim E; = dim (E, + Ep) + dim (E, n Ep) .

94

Dans ce qui suit nous désignerons par % (N, C) I’espace vectoriel (sur C) des
fonctions définies sur N & valeurs dans C ; par C[X] I’espace vectoriel (sur C)
des polyn6mes a une indéterminée X et a coefficients complexes ; pour chaque
entier n = 0, nous noterons C,[X] le sous-espace vectoriel de C[X] formé des
polyndmes de degré inférieur ou égal a n, et du polyndéme nul.

I. 1) Pour chaque entier £ > 1, on pose
(XPF=XX—-1).c. X—k + 1)
et { X }° = 1. Montrer que pour chaque entier n > 1, les polynOmes
(XX}, L (X

forment une base de C,[X].

2) Soit A I'application définie sur C[X] & valeurs dans C[X] qui associe &
chaque polyndome P de C[X]le polyndme AP défini par

(4P)(X) = P(X + 1) — P(X).

a) Montrer que A est un endomorphisme de C[X].
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b) Montrer que pour tout entier X > 0, ona
A{XY=k{X}".
¢) Montrer que pour tout entier n > 0, on a
A(C,[X]) = C,-,[X].
d) Déterminer le noyau de A.
3) On pose 42 = Ao A, 4* = Ao A%, et pour tout entier h > 1,
A¥T1 = Ao A"

Montrer que si P est un polyndme de degré n, alors: A"P # 0,
AT Pp=0et

(A )( (4% P) (0) (4" P) (0) ,

{X}+‘” -,\-,{X}‘

P(X) = P(0) +

II. 1) On désigne par D I"application définie sur #(N, C) & valeurs dans
F(N, C) qui associe a chaque fonction f de #(N, C) la fonction Df définie en
posant pour tout entier n, (Df)(n) = f(n + 1) — f(n).

a) Montrer que D est un endomorphisme de #(N, C).

b) Déterminer le noyau de D.

2) @) On pose D* = Do D,D* = Do D? et pour tout entier h > 1,
D"*1 = Do D" Montrer que si la fonction f est une fonction polyndme de N
dans C, de degré r (c est-a-dire, s’il emste des nombres complexes a,, ay, ..., a,
tels que a, # O, et f(n) = a, + a; n + - + a,n pour tout élément n de N)
alorsona D" f# 0, D'*' f= 0.

b) Réciproquement montrer que si f est un élément de F(N, C) tel que
Df#0et D'+1 f =0, alors f est une fonction polyndme de degré r, de N

IIL. Les notations étant celles de II, soit f une fonction polynéme de N

dans C, de degré (r —_ l\ Montrer qu ’il existe une fonction nglvngmc g de N

smiasndS e e ANFAEwA ARAS b TAAlw EWSEIwWRANSAR

dans C et une seule de degre r, telle que I’on ait Dg = fet g(O) = 0. En dedu1re
une expression simple dela somme f(0) + (1) + - + f(n).

Application. Calculer les sommes suivantes :

A=14+22 4 +n
B=1+2++n
C=1"+3¥+--¥Q2n—-1)
D=12+23++nn+1).
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I. 1) Pour chaque entier k > 0, { X }* est un polyndme de degré k donc
{X1}° { X}, ..., { X} forment une famille libre de C,[X](cf. Q.,Ch. 12, § I,
n° 187) qui est de dimension n 4 1, donc ces polynomes forment une base de

C.[X].
2) a) Si P, Q sont deux polyndmes de C[X] et 4, u deux nombres complexes,
on a

[4U4P + Q)] (X) = (AP + pQ) (X + 1) — (AP + pQ) (X) =
= A[P(X + 1) — P(X)] + W[ O(X + 1) ~ O(X)] = H4P)(X) + (4Q) (X)

par suite A est bien un endomorphisme de C[X].
by Sik = l,ona{X}¥ = X(X— D.....(X — k + 1)donc
A{XP={X+1}~{x}
=X+DHXNX-D..... X—-k+2)—XX—D....(X—k+ 1)
=XX-Do.. X—k+2)[(X+ D - X -k +1)]
=kXX~-1D.... X~k +2)=k{X} .

¢) Si P est un élément de C,[X], d’aprés (1) il existe une famille a,, a,, ..., an
d’élements de C tels que

PXy=a,{ XY +a, {X} "+ +a, {X}+a,{X}°.

D’aprés (a) on a
AP)(X) =A@, {X}"+ - +a; {X} +a, {X}°) =

=g, A{ XY +a, A{X} '+ +a, 4{X} +a,4{X}°:
or d’aprés (b) on a

A{XY=k{X}¥ ! si k>1
et il est clair que
4{X}°=0, donc UPV(X)=na, {X} " '+ +2a,{X}+aq,

donc AP appartient & C,_[X] et par suite A(C,[X]) = C,-,[X]. D’autre part,
observons quesik > 1, on a
a{x}"

{X}k—l= k

donc si
OX) = by { X1V 4 = + by { X} + b

est un polyndme de C,_;[X]ona Q = AP avec

POy = Bty g Dmz et ey ()

n

donc C,_ ([X] c A(C,[X]) par suite A(C,[X]) = C,_,[X].
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d) Remarguons aue si P est un nolvhome de deeré n(n = 1) et si1
A ik b b St e rY-J - orv ERTE F 2

PX)=a,{X}"+ - +a;{X} +a,

avec a, # 0, alors (4P) (X) = na,
exactement ; par suite le noyau de 4
supérieur ou égal 4 1. Les polyndmes de degré 0 sont les éléments de

C = ColX]
et il est clair que si P appartient & Co[X]ona AP = 0 donc
Ker 4 = Cy[X] = C.

3) Posons P(X)=a,{ XV +a,  {X} "+ +a,{X} +a,(a,#0).
Alors on a

UAP) X)) =na,{ X} *+(m—Da,_ { X} 2+ +a;

(A2PY(XNN=nn—-~ Na XYW 2 4L (n —_1Nn—Da
\ iV AN Fa 2™ L) LI N J \ et

et par récurrence sur k on voit que pour tout entier ktelque 1 € k < n,ona
APYX)=nrn—1,...t—k+Da,{X}"*+ - +k!a,.
En particulier ona (4" P) (X) = nla,donc A" P # Oet
A" P =A4"P)=0
d’aprés (2, d). De pluson a (4* P)(0) = k !a, pour 1 < k < ndonc

AP) (O Zp)(© 2 A" P) (0 "
( Bf){X}+bdzy){X} +"“+Lu£¥){x},

P(X) = P(0) +

Cette identité, connue sous le nom d’identité de GREGORY, permet de
calculer les coordonnées d’un polyndme P de C,[X] par rapport & la base
{X}% {Xx},...{X}" de la méme maniére que la formule de TAYLOR
permet de calculer ses coordonnées par rapport 4 la base 1, X, X?, ..., X"

II. 1) a) Si f et g appartiennent 3 F(N, C) et si 4, u sont deux nombres
complexes, on a pour tout entier naturel n,

DAf+ug)(m) =M+ p)(n+ 1) — Y + ug)(m) =
=Af(m+ 1) — f®] + pylgr + 1) — gn)] = ADf(n) + uDg(n),

donc
D(Af + vg) = ADf + uDg,

par suite D est un endomorphisme de # (N, C).

b) Une fonction f de # (N, C) appartient au noyau de D si et seulement si
I'on a Df = 0 c’est-a-dire si et seulement si ’on a pour tout entier naturel n,
Dfn)=f(n+ 1) — f(n) = 0. KerD est donc I’ensemble des fonctions

hWY

conctantace da danc
WALEAIOLCIRILWY Wi LY WARIOD W

-
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2) @) Soit / un élément de (N, C). Supposons que f soit une fonction
polyndme de degré r, de N dans C ; alors, il existe des nombres complexes

ae, a,, -.., a, tels que a, # 0 et
fW=a, +an+an 4+ +an
pour tout entier naturel n. Soit P le polynome de C,[X] défini par
PX)=a X +a X'+ +a X+a,;

alors on a, d’aprés (1.3), 4" P # 0et A"*! P = 0. Or, fest la restriction 4 N
de la fonction polyndme P de C dans C, associée aP(¢f. Q.,Ch. 11, §1, n° 185)

et on a AP(X) = P(X + 1) — P(X), donc (AP) (z) = P(z + 1) — ;(z) pour

tout nombre complexe z et en particulier (4P) (n) = (Df) (n) pour tout entier
e o r AN FARA NS \ F AR
naturel n. Df est donc la restriction 2 N de AP et on voit par récurrence sur k

hk r A 1 a_ " s T nT h | A4 ™ - F ~ AF T rl Fay A
que D* f est la restriction 3 N de A* P. Mais nous savons que A" P # O et
A1 P = 0donc D""! f = Q0 et comme N est infini la restriction de la fonction
polyndme A" P a N ne peut étre identiquement nulle, donc D’ f # 0.

b) Nous procéderons par récurrence sur r. Si f appartient 2 (N, C) et si
’on a Df # 0 et D* f = 0, alors d’aprés (1, b), Df est une fonction constante :
soit a sa valeur ; alors on a pour tout entier naturel n, f(n + 1) — f(n) = a
donc (f(n) — f(n — D) + (f(n— 1) — f(n — 2)) + ~ + (f(1) = £(0) =
soit f(n) =na + f (0) si bien que f est une fonction polynome de degré 1 de N

cnrAcnsmt lao eAo.14 P PNy Sy SRR 1 nt orit £ 2ue

Aamoe 1 Quecnnomg
uallo .. OUPPUDUIID a JPLUOC L 1< ICDullal ULldliviill o put.u F— 1 ¢CL oUIL J Ui

éiément de #F(N, C) tel que D' f # Oet D'*' f = 0. Alors on a

Dr-UnMA £0 ot DDA =0
UJ , A\ Wi ar \UJ }' v LY

donc d’aprés I’hypothése de récurrence Df est une fonction polyndme de degré
(r — 1), de N dans C. Soit

PX)=a, (XY ' +a ,{X} 2+ +a,{X}+a

le polyndme de C,_ [ X]tel que Df'soit la restriction & N de la fonction polyntme
P associée 4 P. Alors on a

P=4Q avec Q0=-""{X} 4+ +a{X} (£LL0.

Désignant par g la restriction &2 N de la fonction polyndme é associée a Q,

o
nous savons (2, @) que Dg est la restriction 2 N de AQ, or P = AQ, donc
Dg = Df; par suite D(g — f) = Oet g — f est une fonction constante (II, 1, b)
donc fest une fonction polyndme de degré r, de N dans C.

III. Si fest une fonction polynome de degré r — 1, nous venons de montrer
qu’il existe une fonction g de degré r, telle que f = Dg (remplacer Df par f

A la fin de la démonstration de II '7 h\ de nlus cette fonction o est telle que

A6 WAWALIVEIU WL QuivEl ARy FLvo wwilv (URiwiiviil & L3 3 L)
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g(0) = 0. Supposons que g’ soit une fonction polyndme de N dans C, de
degré r, telle que Dg’ = fet g'(0) = O ; alors on aurait Dg = Dg’ soit

D(g —g')=0,
par suite g — g’ serait une fonction constante, or

(g—£)(0)=g0) —g'(0)=0 donc g=g".

Si g est 1a fonction telle que Df = g et g(0) = 0, on a pour tout entier naturel
n,

SO + (D) + = + f(n) = Dg(0) + - + Dg(n) =
= (g(1) — g(@) + (g — g(D) + -~ + (g(n + 1) — g(n))
=gn+1)—g0)=grn +1).
Applications.

a) Calcul de A. Soit f1a fonction polyndme de N dans C associée au poly-
ndéme P(X) = X2.Ona{X}* =X(X - 1) = X* — X, donc

X' ={x}+{x},
par suite (III) l1a fonction polyndme g associée au polyndme
HXP+3{X}=0X
est telle que Dg = fet g(0) = 0. Or

o) = XX = 1)6(2X — 1)

donc
A=1"4+22 4+ -4+ =fO+fD+fQOQ++f(M=gnr+1)
donc

=n(n+ D2n+1)

4 6

b) Calcul de B. Méme procédé que pour A avec f associée au polyndme
PX)=X*Ona{XP=X*-3X>+2Xdon

PX)={XP+3X2—2X={XP +3{X})?+{Xx)
et
20y 132
000 = L{xy 4 (xp 4 Lyxyp XEZD
d’ou
n’(n + 1)’

B=D4+2 4+ 4+ =fO+fD+ - +f(m)=gn+1)= 7
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¢) Calcul de C. Le procédé précédent fournit ici :
PX)=0Q2X + 1)2=4{X}2+8{X}+ 1,
d’ot
X2X-1D2X +_1_)
3 b

Q{X}=5{XP +a{XY+{xX}=

ce qui donne
_n2n—-1)Q2n+1)

¢ 3

d) Calcul de D. Méme procédé
PX)=XX+1D={Xx}P+2{X};

Q(}():ﬂ_,_ (xy2= XX = DX+  p_nr+Dn+2)

3 3 3

9.5

Soit E I’espace vectoriel complexe C? rapporté 2 la base canonique (e, e,, €3).
A tout élément a de coordonnées (a,, a,, a;) de E, on associe 'application
linéaire f, de E dans E définie par

fley) =a e +a,e; + aye

fder)) = aje;, + a; e,

Soe3) \= a, €;
(a; désignant le conjugué de a; dans C).

1) a) Exprimer les coordonnées (¥1» Y2, ¥3) de ¥y = f(x) en fonction des
coordonnées (x,, x,, X3) de x.

b) Caractériser les éléments a de E pour lesquels f, est un automorphisme
de E. ]

¢) Lorsque f, n’est pas un automorphisme de E, déterminer le rang de f,
en fonction du plus grand indice p (1 € p < 3) pour lequel a; est nul pour
1<i<p.

2) a) Montrer que pour deux éléments aet b de E,on a f, + f, = f.+s-

b) On définit dans E la loi de composition T par x T y = f,(») pour tout x
et tout y de E. Démontrer que pour deux éléments a et b de E, on a

.f;o.ﬂ=fﬂTb'

¢) Montrer que I’addition de I’espace vectoriel E et la loi de composition T
munissent E d’une structure d’anneau unitaire. Cet anneau A4 est-il commu-
tatif ? Quels sont les éléments inversibles de cet anneau ?

3) A étant un élément de C, comparer f,, et Af,.
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Solution Dans toute la suite nous désignerons par M, la matrice de I'endomor-
phisme f, de E, relativement & la base canonique. On a donc

a, 0 0
Mﬂ = az al 0
as Z1_2 a;

1) a) L’égalité vectorielle y = f,(x) s’écrit sous forme matricielle

Ya =}z a; 0 X2 ]

V1 a, 0 O) b
Y3 a; 1)) al \Xx;

On a donc

Yi = a4 X%
Yy, =a;x; + a; x;
y3=a3x1+azx2+a1x3.

b) Le déterminant de la matrice M, est a3 a,. Ce déterminant est nul si et
seulement si a, est nul ; par suite, f, est un automorphisme si et seulement si
a, n’est pas nul.

. f{a; O : . .
¢) Supposons a, nul ; la matrice { > _ | extraite de M, a pour détermi-

a
nant a, a, ; par suite, M, est de rang 3 ainzsi que f, si a; n’est pas nul, et on a
dans ce cas p = 1. Si a, est nul et a; non nul, f, et M, sont de rang 1 eton a
p=2;enfin si a; =a, =a; =0, f, est de rang 0 et p est égal & 3. Ainsi,
lorsque £, n’est pas un automorphisme de F, le rang de f, est égal 4 3 — p.

2) a) Les coordonnées de a + b sont (a, + b;, a, + b,, a3 + b3) si
a=(a,;,a; as) et b = (by, by, b5);0na

a, + b;=a, + b, (1<i<?3)

donc M_,, = M, + M, et par suite {,,, = [, + fp.
b) Effectuons le produit des matrices M, et M, ;

a, 0 0 bl O 0
olfp, b, O

M, .M, ={a, a,
a; d, a;)\bs b, by
a; by 0 0
={a, b, + a, b, da, b, 0

as b1+£_12 b2+a1 b3 5251+a152 aq bl

On remarque que M,.M, = M_, c étant I’élément de E de coordonnées
(a, by, a; by + a by, a3 by + a; by, + a, b3). D’autre part les formules de
(1, @) montrent que ¢ = f(b) et par suite c = a T b. On a doncf,0f, = f 7.
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¢) Soient x, y, z trois éléments quelconques de E ; on a les égalités suivantes

xXTWNTz=Lfir D) =Lfi0D =L/ =L0T2)=xTOG T2 (9
xTO+2)=f00+2)=L)+fE@D=xxTyY+ T2 B
x+Tz=f2)=f2)+ 2D =xT2)+ (¥ T2). 69,
La loi T est donc associative (), distributive par rapport a ’addition de E
((® et (1)) 11 en résulte que ’addition et la loi T munissent E d’une structure

d’anneau. Les formules de (1, a) appliquées & x de coordonnées (0, x,, 0) et
y de coordonnées (0, y,, 0) montrent que

xTy=1(00Xx,y,;) et yTx=(00,0,x,y,);

donc si x, est réel non nul et y, imaginaire pur, non nul, x T y est différent
de y T x, et par suite I'anneau obtenu n’est pas commutatif. f,, est ’applica-
tion identique de E ; pour tout élément a de E, on a donc

fa =fn°fel =fe; o.fa =faTe| =fe1Ta -

Drautre part, on voit facilement que si a, b sont deux éléments de E, alors
fa =/ si et seulement si @ = b. 1l en résulte que pour tout élément a de E
on a

a=aTe =e Ta.

e, est donc €élément neutre pour la loi T, et par suite ’'anneau A est unitaire.

Les formules (2, a) et (2, b) montrent que I’application ¢ qui a un élément a
de E associe 'endomorphisme f,, est un homomorphisme de ’anneau 4 dans
I’anneau des endomorphismes de E. Cet homomorphisme est injectif puisque
fa = 1y si et seulement si a = b. Donc, pour que a soit inversible dans E il
faut et suffit que £, soit un automorphisme de E. Les éléments inversibles ce 4
sont donc les éléments a de coordonnées (a,, a,, a;) avec a, non nul.

3) Ona
la, 0 0 Aa, 0 0
M,, =|la, a, 0 et A.M,=|la, JAa, 0
lay;  Aa,  Aa, la, A,  Aagy

Par suite M,, = AM, si 4 est réel ou si a, = a; = 0. Dans le cas contraire
M,, # AM, et par suite f;, # Af,. @ n’est donc pas une application linéaire de
I’espace vectoriel E dans I’espace vectoriel des applications linéaires de E
dans E.

9.6

Soit .# I’algébre sur R des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels, et
soit &/ le groupe multiplicatif des matrices inversibles de .#'.

Pour tout élément X = (j Z) de .4, on pose D(X) = ad — bc. On désigne

par R* le groupe multiplicatif des nombres réels non nuls, par R} le groupe
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multiplicatif des nombres réels strictement positifs et par T = R/2nZ, le
groupe additif des nombres réels modulo 2 7.
1) Montrer que les matrices

RO R P AR

constituent une base de .. En déduire que toute matrice X = (a d) de .4
c

s’écrit de fagon unique sous la forme X = xo I + x; J + x, K + x3 L. Cal-
culer x,, x;, X3, X3 en fonction de a, b, ¢, d et calculer D{(X) en fonction de x,,

X1y X3y X3.
Démontrer les relations J2= — I, K*=1>=1; J. K= —K.J=L:
LJ=TIe J.L=—K

2) Démontrer que 'application R de T dans . définie par
R(0) = cos 6.1 +sinfB.J,

pour chaque élément 6 de T, est un homomorphisme injectif de T dans .
Démontrer les relations

R(— —g-).J.R(g)= J; R (— g) .K.R (g)= K.R(®);

R Y

Démontrer que I'application Ude R} x T dans .o définie par U(s, 6) = 5. R(0)
vérifie la relation

U(s, 8).U(s’,8) = U(ss', 6 + ).

En déduire que U est un homomorphisme injectif du groupe produit R xT

dans /.
Démontrer la relation K. U(s, 6).K = U(s, — 8).

3) Calculer J.X et X.J, En déduire que I’équation
J.X=X.J 4y

est équivalente au systtme d’équations x, = 0 et x3 = 0. Pour une solution X
de (1) quelle est I'expression de D(X) en fonction de x, et x,.

Montrer que U établit une bijection entre I’ensemble R: x T et Iensemble
des solutions de I'équation en X

X“tjx=1J. )
4) Démontrer que I'application S de R dans o/ définie par
S(t)=cht.l+ sht.K

pour chaque nombre réel ¢, est un homomorphisme injectif de R dans /.
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Démontrer que 'application 7 de R* dans &/ définie par
i 0
(o) = (0 a')
» pour chaque élément ¢ de R*, est un homomorphisme injectif de R* dans .

En posant V{1, 6) = S(t) T(6) démontrer la relation

V(. o] = T(é) S(~ 1)
et calculer la matrice J, , = [V(t, 6)] " *.J. V{1, 0).
5) Calculer les coefficients de la matrice X2 en fonction de ceux de X. Mon-
trer que toute solution de I’équation
X2=—~1 3)
peut s’écrire de fagon unique sous la forme
sh2¢ och2t
i .
— —~ch2t —sh2t
o
En déduire que 'application w de R x R* dans &/ définie par «(t, 0) = J,,
établit une bijection entre ’ensemble R x R* et I’ensemble .# des solutions
de I’équation (3).

6) Démontrer que pour tout élément 4 de &, la matrice A™*.J.4 est un
élément de #. Montrer qu’il existe un élément unique (¢, 0) de R x R¥* tel
que la matrice B = A.[V(t, 6)] " soit une solution de I’équation (2).

En déduire que toute matrice 4 de & §’écrit de fagon unique sous la forme

A = U(s, 0) V(1, o).
Quelles sont les valeurs des paramétres s et @ relatifs & la matrice — A4 opposée
de A.
Solution 1) Comme . est de dimension 4, il suffira de montrer de Z, J, K, L forment

une famille libre. Soient x,, x4, x,, X3 des nombres réels tels que
Xl +x, J+x, K+ x3;L=0

alors

6 9=l Penlt Yonl Denl
0 o/ "°\0 1 -1 0 2\ 0 3\0 ~1

. (xo + x5, % + xz)
X2 — X1, Xg — X3
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donc
Xo+ X3 =X;1 4+ X3 =X — Xy =X — X3 =0

d’oll x; = x; = x, = x3 = 0. Les matrices 7, J, K, L forment donc une base
de .#, par suite toute matrice

. x = {@ b\
\c¢ 4
de .# s’écrit de maniére unique sousla forme X = x, I + x, J + x; K + x; L

donc
xo__a+d’ x1=b_c, ch_b+c, x3___a—d
2 2 2 2
Ona
D(X)=ad — bc = x3 + x? — x2 — x},
r=(3 ) o= D)=-
3t£n démlo(ntre de méme que K2 =I*=[J. K= —K.J=Let L.J =1,

2) Pour démontrer que R est un homomorphisme de T dans 7, il faut
démontrer que si 6, 8’ sont deux éléments de T, on a R(6).R(6") = R(6 + 0.
Or,

R(6).R(®) = [cos 8.1 + sinB8.J])[cos 0. + sin 8" .J)
et comme J2 = — Iona
R(6).R@) = cos (0 + 0).T+sin (@ + &) .J = RO + 0).

Cherchons le noyau de cet homomorphisme. Soit 6 un élément de T tel que
R{) = I,alors cos 6 = 1,sin 8 = 0 ; il en résulte que & = 0 donc R est injectif.

0 . 0 :
J commute avec [ et J donc avec cos 5 + 1+ sin 5 - J, par suite

R(=9).7r(Q)=r(- Y r
N4/ \< ZJ

0
;).J =RO).J=1.J=1J.
/ \ </

\

Nous avons

0 7] . 0 0 )
R(—- 5) K = cosil.K—smiJ.K— K(cosil + smi.l)
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car J.K = — K.J, donc

par suite

Effectuons le produit membre & membre des deux relations démontrées, nous

obtenons

R(=9)rr(0)r(- ) r(0)= s,
ot
) (- 9) ket (0) =R

comme J.K = L nous avons
7] o
R (— 5) .L.R(E) _ L.R().

Pour prouver que U est un homomorphisme de R% x T dans «, il suffit de
vérifier la relation U(ss’, 8 + 6") = U(s, ). U(s’, 8") or on a

U(s, 6).U(s",0) = s.R(6).5'.R(6") = s.5.R(6).R(6")
= s5.5.R(6 + 6) = U(ss’, 0 + 0).

Cherchons le noyau de cet homomorphisme. Soit (s, 6) un élément de R xT
tel que U(s, ) = s.R(6) = I. Nous avons

cos 0 sin 0) {1 O)
*\ = sing cos @/ \0 1
soit scos@ = letsind =0d’o @ = Oet s = 1 ; par suite (s, 6) est ’élément

neutre du groupe produit R% x T et U est injectif.
On a K.U(s,0).K = K.s.R(().K = s.K.R(®).K or

R(-9)-k=kR(3)

étant vrai pour tout élément 8 de T, on a R(6).K = K.R(— 8) donc
K.U(s,60).K = sK.K.R(— 6) = s.R(— 6) = U(s, — 9).

3) Nous avons
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par suite on a J.X = X.J si et seulement sia = det b = — ¢ soit d’aprés les
relations démontrées en (1), si et seulement si x3 = O et x, = 0. Si X est solu-
tion de ’équation (1), on a D(X) = x5 + xi.

Soit (s, 6) un élément de R} x T; démontrons que U(s, 6) est solution de
I’équation (2). Nous avons

Ued

Uls, 8) = s[cos 8.7 + sin 8.J7]

donc d’aprés ce qui précéde J. U(s, 6) = U(s, 6).J ; comme D(U(s, 6)) = s?,

U(s, 6) est inversible et son inverse est U ~1 ) par suite U(s, §) vérifie
[U(s, )]~ '.J.U(s, 6) = J donc est solution de (2).

Réciproquement soit X une solution de I’ equat.an (2) ; alors X est inversible

etJ.X = X.Jdoncx, = x, = Oet xa + x; # 0. Posons s = \/xg + x1, alors

X —s(xol i .I)

et on sait qu’il existe un élément 0 de T et un seul, tel que

X . X1
cos § = =2 et sinf = —,
s s
donc X = s.R(0) = U(s, 0) ; or U est injectif, par conséquent U établit une
S ]~ am b * at Aemon a no or = mem o ~
bijection entre R} x T et Pense lc des solutions de (2).

4) Pour démontrer que S est un homomorphisme il suffit d’établir que
S().S(tD) = S@t + t") si ¢, t' sont deux nombres réels. Or

S().S() = [ch¢. T+ sht.K][ch¢'.T + sh¢'. K]
= [(ch¢.cht’ + sht.sht) I + (cht.sht’ + sht.cht').K]
=[ch@ +¢).I+sh(+1).K]=St+1).

Si ¢ est un nombre réel, ¢ appartient au noyau de S si et seulement si S(t) = 7
soit ch?z =1 et sh# = 0 soit encore ¢ = 0, donc S est un homomorphisme

injectif.
Si 0, o' sont deux éléments de R*, on a

T(6).T(c") = ((1) S_) ((1) g_,)= ((1) 0_2_,) = T(od’),

donc T est un homomorphisme. Comme 7(¢) = I si et seulement si o = 1,
T est injectif.
Soit (¢, 6) un élément de R x R* ; on a

[V, o] ! =[S0).T(@]™ " = [T(@] .[SO]! T( é S(— 1),

et un calcul direct montre que

sh2t och2t
oo = —1ch2t —sh2¢]”
a
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5) Si X =(‘c’ S),ona

X2 — (a b) (a b)_ (a2 + bc  ab + bd)
RV d/ \c d]  \ac + de ch + d*} "
Si X vérifie I'équation (3), on a

@ 4+be=—1, ch+d*=—1, bla+d) =0 et cla+d)=0.

Comme il est impossible que b ou ¢ soit nul (car alors a®> = — letd? = — 1)
nous avons a + d = 0 ; par suite, si Xest solution de I’équation (3), X est de

a b .- .
la forme X =(c a) ot a> + bc = — 1. Nous savons qu’il existe un

, alors comme

b
nombre réel ¢ et un seul, tel que a = sh2 ¢ ; posons 0 = h27
a* +bc=—1,onash?2t+ bc= —1donc

1
bc = ch?21¢ et c=Ech2t.

X s’écrit donc, de maniére unique, sous la forme

sh2t¢ och 2 ¢

X = —lch2t —sh2¢
c

L’application « définie par w(t, 6) = J, , est une bijection de R x R* sur &
car J, , est une solution de I’équation (3) et réciproquement, toute solution X’
de Péquation (3) s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme X = J, .

6) Soit 4 un élément de &7. A est inversible et nous avons
A ' ID AT =A"1TP A= -1,

donc A1 J. A est une solution de (3) ; par suite il existe un élément (z, o) de
R x R* et un seul, tel que

AV J.A=1,,=[Vto)] TV 0),
alors
[Vt 0)] . A= LA V@, 0)] " =T

donc A.[V(2, 6)]"" est solution de I’équation (2), par conséquent il existe un
élément (s, 6) de RY x T et un seul tel que A.[V(, 0)]! = U(s, 6) soit
A = U(s, 8).V(t, 6). En conclusion, toute matrice 4 de &/ s’écrit, d’une maniére
et d’une seule sous la forme 4 = U(s, 6). V(z, o).

Il est clair que

R + m) = — R(®).
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donc si
A = U(s, 0) V(t, 0) = 5.RB).V(t, 0)
on a
— A =sR(O + n).V(, 0)
soit
—A=U(s,0 + n).V(@, o).
9.7 Les matrices considérées sont a coefficients réels. Une matrice 4 m lignes et

n colonnes sera dite matrice de type (m, n). Nous identifierons une matrice
de type (1, 1) 4 son unique coefficient. Si U, V sont des matrices de type (m, 1),
V.U = "U.V est donc considéré comme un nombre réel.

Dans I'espace vectoriel sur R des matrices de type (m, 1) nous considérons

la norme définie par | U | = JU.U (ot U est une matrice de type (m, 1)).
Si A et D sont respectivement des matrices de type (m, n) et (m, 1), une
matrice X" de type (n, 1) est appelée une pseudosolution de ’équation en X

AX—-D=0 (E)

si pour toute matrice Z de type (n, 1), on a
[AX —D| < AZ - D]|.

1) Montrer que si ’équation (E) a des solutions, les pseudosolutions de (E)
coincident avec les solutions de (E).

2) Montrer que si X et Y sont des matrices de type (n, 1) et 4 un nombre
réel, on a

| AX + 2Y) — D> = | AX — D||* + 22'Y'A(AX — D) + 22| AY |*.

En déduire que les pseudosolutions de (E) sont les solutions de I’équation en X
‘AAX = 'AD.
3) Montrer que si X est une pseudosolution de (E), alors
| AX —DI|*=|DI|*—-"'X"AD.
4) Montrer que si X est une matrice de type (n, 1) les deux équations en X
‘AAX =0 et AX =0

ont les mémes solutions.

5) Démontrer les propriétés suivantes :
() Si X, et X, sont deux pseudosolutions de (E),

.4(X1 - Xz) - 0.

(A Si M, N sont deux matrices de type (n, p), on a *AAM = ‘AAN si et
seulement si AM = AN.
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(y) Lerang de ‘AA est égal au rang de A.

SOy YOr 4t SN e S At al P L

\Q) chUdllUn kD} I.Uu_]Uurb Uﬂb pb €uaoso lUllU \Ul’l pUurla LUHbl CICI
Pensemble .# des matrices ‘A.U ou U est une matrlce quelconque de type
(m, 1)‘, et ’ensemble £’ des matrices "AAW ot W est une matrice de type
(n, 1).)

6) On suppose que le rang de la matrice A4 est égal 2 n. Montrer que ’équa-
tion (E) a une pseudosolution unique X et déterminer en fonction de 4 une
matrice B telle que X = BD. Vérifier que BA est la matrice unité et AB une
matrice symétrique.

Solution

1) Soit X une solution de (E). Pour toute matrice Z de type (n, 1) on a
|AZ - D|| =z |AX—D|| =0

donc X est une pseudosolution de (E).
Soit X’ une pseudosolution de (E) et X une solution. On a

|AX' —D|| <|AX—-D| =0
donc
|AX'—D|| =0 et AX'— D=0,

par suite X" est solution de (E).

2) ||A(X+MO—D1|2=
= [A(X + AY) — D][A(X + AY) — D]
= [(AX — D) + 17(AY)][(4X — D) + 14Y]
= (AX — D).(AX — D) + A'Y*A(AX — D) +
+ A'(AX — D) AY + 227(4Y) (AY)
AX — D | + A'Y'A(AX — D) + 27("(AX — D) AY) + 2* | AY |?

e ¥ AR L2

= |l |
= | 4 ||2 +2A'Y'A(AX — D) + ).2 | AY ||*.

Pour que X soit une pseudosolution de (E) il faut et suffit que pour tout Y,
le trindme du second degré en A atteigne son minimum pour 4 = 0. En effet,
on a alors, | AX — D ||> < | A(X + 1Y) — D || pour tout 4 et tout Y. Cette
condition est équivalente 4 ‘Y*A(AX — D) = 0 pour tout Y, ou encore
*A(AX — D) = 0. On voit donc que X est pseudosolution de (E) si et seulement
si 'TAAX = *AD.

3) Soit X une pseudosolution de (E), alors
) 'd

Nni2 _tray T f AV M _ TVid _IMIAY
T L/ T \AA T L/ j\Aa — L] =\(A A L/ j\1A

= 'X'4AX — 'X*AD — 'DAX + ‘DD,

[
I <1

or ‘DAX est un nombre réel, donc

| AX — D |? = 'X(AAX —'AD) + | D |I> = (DAX)= | D || — *X'4D.
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4) Il est évident que si AX =0 on a ‘44X = 0. Soit X une matrice de
type (n, 1) telle que ‘44X = 0. On a alors ‘X 'AAX = 0= | AX|* donc

5) (o) Soient X et X, deux pseudosolutions de (E). D’aprés (2) X, et X,
vérifient ‘A4AX, = ‘AD = ‘AAX, d’ou en appliquant (4) on déduit

‘AAX, — X,) =0 et  A(X,— X,) =0.

(/) L’implication AM = AN entraine ‘A4AM = *AAN est immédiate. Sup-
posons que ‘AAM = *AAN et soit U une matrice de type {(p, 1). On a alors

‘AA(MU) = 'AA(NU).

Mais MU et NU sont deux matrices de type (n, 1), on peut donc appliquer (4)
et on obtient AMU = ANU. Cette égalité étant vraie pour toute matrice U
de type (p, 1) on en déduit que AM = AN.

() Soit f (resp. g) 'application linéaire de R" dans R™ (resp. de R" dans R")
définie par la matrice 4 (resp. ‘4 A4) relativement aux bases canoniques de R"
et R™. A la question (4), nous avons montré que si x est un élémentde R", alors
on a f(x) =0 si et seulement si g(x) = 0 donc Ker f = Ker g, par suite
rg A =dim Im f=n — dim Ker f =n — dim Ker g = dim Im g = rg‘4A.

(&) Soit h T'application linéaire de R™ dans R", rapportés a leurs bases
canoniques, dont la matrice est ‘4, Alors £ = Imh et #' = Img, ol g est
’application définie en (y). Comme rg A = rg ‘4 (¢f. Q., Ch. 8, § III, n°® 162),
dmImhi=dimImf=dimImg, donc dimJS = dim.#'. D’autre part,
comme g = hof,ona f c #',donc £ = F.

La matrice ‘4D appartient 3 # donc aussi 4 #°, par suite il existe une
matrice X de type (n, 1) telle que *fAAX = *AD. Cette matrice X est une pseudo-
solution de (E), donc I’équation {E) posséde toujours des pseudosolutions.

6) D’aprés (5, &) nous savons que E a au moins une pseudosolution. Si le
rang de A est n, application f définie en (5, y) est injective. Si X;, X, sont
deux pseudosolutions de (E), d’aprés (5, «) on a

AX, — X)=0 ou f(X; —X)=0 donc X, =1X,.
Il existe donc une matrice X et une seule telle que
‘AAX = 'AD.

La matrice ‘4 A est carrée d’ordre n et son rang qui est celui de A4, (5, y) est n,
La matrice ‘A4 est donc inversible et on a

X = (AA)~'*4AD donc B = (AA)'.'A.
B.A=(AA)™'."dAd = I, et AB = A('A4) ‘4

‘(AB) = A('AA) ']'A = ACAA)"''A = AB;

....
(4]
[0
72y
)
-
=t
Y]
=
7]
aw]
Q
W
14
[}
-
(¢}
7]
-
7
L[>
=
4}
-
-t
-
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9.8

I. On désigne par E I’ensemble des matrices de la forme

a c b
M(a, b,c) =| b a+c b+ec
c b a-+rc

ol a, b, ¢ sont des nombres rationnels.

a) Démontrer que toute matrice de E s’écrit de maniére unique sous la
forme al + bJ + cK ou I désigne la matrice unité de #,(Q) et J, K deux
matrices de 4(Q) indépendantes de a, b, c.

b) En déduire que E est un sous-espace vectoriel de .#,(Q), considéré
comme espace vectoriel sur Q. Quelle est la dimension de E ?

¢) Calculer J?, JK, KJ, K* ; montrer que J® = J + L
d) En déduire que F est un sous-anneau de ’anneau . ;(Q).

II. On pose A(X) = X — X — 1.
a) Démontrer que si le nombre rationnel représenté par la fraction ration-
nelle p/q (p € N, q € Z*) est racine du polyndme

BX)=ay, X"+ a, X" ' + - +a,

a coefficients entiers, alors p divise a, et g divise a,. En déduire que le poly-
ndme A n’a aucune racine rationnelle.

b) Démontrer que le polyndme 4 admet une seule racine réelle, désignée
dans toute la suite par w.

¢) Démontrer que le polynome A4 est premier avec tout polyndme non nul
de Q[X] de degré inférieur ou égal a deux.

d) En déduire que les nombres réels 1, w, w? sont linéairement indépen-
dants dans R considéré comme espace vectoriel sur Q.

€) On désigne par F I’ensemble des nombres réels de la forme P(w) ot P(X)
est un polynéme de Q[X]. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R
considéré comme espace vectoriel sur Q et que (1, w, w?) est une base de F.

f) Démontrer que F est un sous-corps de R.

III. Soit « = a + bw + cw? un élément de I’ensemble F. On désigne par £,
I’application de F dans F définie pour tout élément ¢ de F par

&' =/ =al.

a) Démontrer que f, est un endomorphisme de I’espace vectoriel F, et que
c’est un automorphisme si et seulement si o # 0.
b) Calculer la matrice M de f, relativement a la base (1, w, w?).

¢) Démontrer que I’application ¢ de F dans E définie par

o(a + bo + cw?) = M(a, b, ¢)
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est a la fois un isomorphisme d’espaces vectoriels et un isomorphisme d’anneaux,

puis que E est un corps commutatif.
d) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que le déterminant

de la matrice M(a, b, c) soit nul.

Solution

I. a) Si on pose

1 0 0 0 0 1 0 1 0
I=|0 1 0] J=|1 0 1] K=|0 1 1
0 0 1 0 1 0 1 0 1

il est évident que M(a, b, ¢) = al + bJ + cK. D’autre part si
al + bJ+cK=al+bVJ+cK

onaa=a,b=",cetc=c, donc la décomposition de M en combinaison
linéaire & coefficients dans Q de I, J, K est unique.

b) Soient M(a, b, c) et M(a’, b, ¢') deux éléments de E, et r un nombre
rationnel ; alors on a

M(a,b,c) — M(a', b',¢c) = Ma—a',b— b,c — ¢)

et
r-M(a, b, ¢) = M(ra, rb, rc),

donc (¢f. Q., Ch. 7, § 1, n° 128) E est un sous-espace vectoriel de .#;(Q)
Comme tout élément de E est de maniére unique combinaison linéaire des
matrices I, J; K, ces trois matrices forment une base de F qui est donc de

dimension 3.

c)
0 O 1\N/0 0 1 0 1 0
JA=l1 o0 1}l o 1]=|0 1 1]1=K,
0 1 0/ \0 1 0 1 0 1
0 0 1\ /0 1 0 1 0 1
J.K=|1 0 1]lo 1 1)l=[1 1 1)=14+1J,
0 i o/ \1 0 1 0 1 1
0 1 oN/0 0 1 1 0 1
K.J=|0 1 1]l 0 1l=|1 1 t)l=1+1J,
1 0 1/ \o 1 0 0 1 1
0 1 0\ /0 1 0 0 1 1
K2 =[0 1 11{0 1 11=[1 1 2l=J+K
1 0 1/ \1 0 1 1 1 1
EnfnonaJ?=J.J*=J.K=J+ I
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d) Nous savons déja que E est un sous-groupe additif de .#4(Q). Il reste 2
vérifier que E est stable pour ia multiplication des matrices. Soient M(a, b, ¢),
M(a', V', ") deux éléments de E ; alors on a
M(a, b, ). M(a', V', ") =

=@ +bJ+cK)( @I+ b J+cK)

=ad I+ abJ+ ac’ K+ ba' J + bb' J* + bc’ JK +

+ca K+ cb' KJ + cc” K?

=ad'I+ab J+ac K+ ba"J+ b K + bc'(I + J) +

+cad K+ cb'(I+J)+ cc'(J + K)
=(aa’" + bc" + YT + (@b + ba" + bc" + b + cc)J +
+ (ac + ca’ + bb + c)K

= M(aa" + bc" + cb',ab’ + ba' + bc" + cb’' + cc’,ac” + ca’ + bb + cc’).
Comme I./ = J.I = J,I.K = K.I = Ket J.K = K.J, E est un sous-anneau
commutatif de .#;(Q).

II. a) Si p/q est racine de B on a

n n—1

aog+a1p

n + = +a,=0
q q

n—1

donc
ap" +ap" g+ +a,q"=0.
Par suite on a
ap"= —qla,p""! + -+ a,q").
Comme ¢ divise le second membre, g divise a, p". La fraction p/q étant irré-
ductible, p" et g sont premiers entre eux donc g divise a,. De I’égalité
ag" = —plap P! + -+ a1 ")

on déduit de la méme maniére que p divise a,. D’aprés cette propriété, pour
qu’un nombre rationnel p/g soit racine de X* — X — 1 il faut que p et g¢
divisent 1. Les seules possibilités sont pfg = l et p/g= — 1, or ni 1 ni — 1
ne sont racines de A(X), par suite A(X) ne posséde aucune racine rationnelle,

b) Faisons une étude sommaire de la fonction réelle d’'une variable réelle,
f(x) = x* — x — 1. Sa dérivée f'(x) = 3 x* — 1 s’annule pour

J3
)

X, = - et X, =
1 3 2
et on a le tableau de variations suivant :
_ -V3 Vi
X o 3 3 + oo
=) + q — C +
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aveEc

y2=f(—i3==——i:—~L-—1<O et f(0) = — I
V3

—3—] ,f(x) < Oet comme

f(x) tend vers + oo lorsque x tend vers + oo, f s’annule une seule fois pour

Il en résulte que pour tout nombre réel x de ] — o0,

. 3
une valeur « strictement supérieure a 3 .Ce nombre réel w est donc le seul

qui vérifie w® = w + 1.

¢) Soit C(X) = ro X + ry un polyndme du premier degré de Q[X]. D’aprés
la question précédente, les seuls polyndmes de R[X] qui divisent 4, admettent
w pour racine. Si on suppose que C et 4 ne sont pas premiers entre eux, ona

row + r; =0donc w = -- :.—1 donc w est dans Q, ce qui est faux, donc C et
0

A sont premiers entre eux. Soit maintenant D(X) =ro X2 +r; X + r, un

polyndme du second degré de Q[X]. Si D divisait A4, le quotient serait un poly-

ndéme du premier degré de Q[X] diviseur de A4, ce qui est impossible. 1l reste

a envisager le cas oll 4 et D auraient un diviseur commun du premier degré ;

alors w est racine de D et on a

w = ——w— = avec w=w+1=——w ——=w,

Sir1=0,

w+tl=—-—"w

ce qui entraine w € Q, doncr, # O et

En comparant les deux valeurs de w? on trouve

¥ r r ¥
b, _T2_T2, _To

i

et cette relation n’est possible que si we Q ou si

r r r r
1"z o Tz_To,
fo Iy Fo Ty
ces deux égalités entrainent
2 2
_ r Fo

r, ==+ = d’on ri=rg et ro =11
ro 7

[
~
~
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Alors D(X) = ro(X? + X + 1), qui est un polynédme irréductible dans Q[X],
donc D ne peut avoir en aucun cas, w pour racine et A et D sont premiers
entre eux.

d) Sir,, ry, r, sont trois nombres rationnels, on vient de voir que
row +rio+r,=0

n’est possible que si 7, = r; = r, = 0 donc 1, w, w? sont linéairement indé-
pendants sur Q.
e) Soient P,(w), P,(w) deux éléments de F et r un nombre rationnel. On a

Pi(w) — Py(w) = (P — P))(w) et P, — P,eQ[X],
r-P(w) =(@P)(w) et r.P,eQ[X];

donc F est un sous-espace vectoriel de R. Nous savons que la famille (1, w, ©?)
est libre, il suffit donc de montrer qu’elle engendre F. Comme tout élément
de F est combinaison linéaire 2 coefficients dans Q des w" (n € N) il suffit de
montrer que ces vecteurs s’écrivent en fonction de 1, w, w?. La propriété est
vraie pour n = 0, 1, 2. Supposons-la vraie pour n — 1, alors il existe trois

rationnels ro, ry, 1, tels que ©"~! = ry + r; @ + r, w? ; mais alors

W =row+ro+rel=roow+r o +ro+l)=
=r + (o +r)ow+r o,

ce qui prouve que " est lui aussi combinaison linéaire de 1, w, w?. Ceci
achéve de montrer que (1, o, w?) est une base de F.

f) Soit @ + bw + cw? = P(w) un élément non nul de F. Nous savons que
le polynéme P(X) = a + bX + cX? est premier avec A(X) ; d’aprés I’égalité
de BezouT (cf. Q., Ch. 11, § II, n® 190) il existe deux polynémes U et V tels
que U.P + A.V =1 ; on a donc U(w) P(w) + A(w) V(w) = 1, or A(w) =0
donc U(w) P(w) = 1; U(w) est un élément de F donc P(w) est inversible
dans F et F est un sous-corps de R.

III. a) Soient &, et &, deux éléments de F et r un nombre rationnel. Alors
on a

f& + &) =all + &) =aby + al, = fo(&) + fE2)

et

JAréy) = aréy = r(@é,) = rf (&) .

f. est donc un endomorphisme de F. Comme F est de dimension finie, pour
que £, soit un automorphisme, il faut et suffit que f, soit injectif c’est-a-dire
que af, = af, entraine &; = &,. 1l est clair que cette condition équivaut 2
o # 0.

b) Nous savons que les vecteurs colonne de M sont les images des vecteurs
de base (¢f- Q., Ch. 9, § I, n°® 155) ; or on a

f()=a.1 =a+ bo + cw?;

flw) = aw = aw + boy* + co® = aw + bw? + c(w + 1) =
=c+ (a + c) v + bw?
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et

[ 0?) = aw? = aw? + bw® + co* =
=ao’ + o+ D+coko+1D)=b+®+ )+ (a+ o) o?,

(¢« ¢ by

1"vf=\0 a+c b+ cj= M(a, b, c) .

c b a+c

c) Soit f application de F dans Z(F) qui 4 chaque élément o de F associe
S (@) = f, et soit g ’application de I’ensemble G des fonctions f, (o € F) dans E,
qui 2 f;, fait correspondre M(a, b, ¢). On a évidemment ¢ = g o f. Nous savons
(¢f. Q., Ch. 9, § I, n® 155) que g est un isomorphisme d’espaces vectoriels et
d’anneaux. Montrons que f'en est un. Soient «, f et & des éléments de F et run
nombre rationnel. On a

Sf(a + B) (&) =f;+ﬁ(€) =+ P &) =0a + p¢ =
=1L + [, = (S @) + f(B) )

donc f(a + ) = f(a) + f(B) ; et
J) () =£8) = (o) & = r(@&) = 1f,(©) = 1f () () ,

donc f(re) = rf (). Par suite f est une application linéaire de F dans G. Sup-
posons que f () = f(p) ; alors pour tout élément & de F on a

F@ @) =fB) (@) = 1A = fo(&) = of = B

ce qui n’est possible que si « = § ; donc f est injective, D’autre part, f est sur-
jective par définition de G, donc f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
De plus, on a quels que soient les éléments a, f, £ de F,

F@B) (©) = £ip(8) = @B) & = alBE) = £(BO) = £,(fo(®) = (f,01) )

donc f(af) = f(x) o f(B), par suite f est aussi un isomorphisme d’anneaux.
Il en résulte que @ = go f est aussi un isomerphisme d’espaces vectoriels et
d’anneaux.

E étant isomorphe en tant qu’anneau 2 F qui est un corps, est muni aussi

d’une structure de corps.

d) Le déterminant de M(a, b, c) est non nul si et seulement si la matrice
est inversible. E étant un corps, tous ses éléments sont inversibles sauf 0.
Donc det M(a, b, ¢) = 0 si et seulement si a = b = ¢c = 0,




