Geometrie
elementaire

Andre Gramain










GEOMETRIE ELEMENTAIRE

m.
COLLECTION @WJ METHODES

HERMANN, EDITEURS DES SCIENCES ET DES ARTS



o~ arn . b

André Gramain, né en 1943, est professeur a I’'université de Tours.
Ses travaux se situent dans le domaine de la topologie différentielle.

ISBN 2 7056 6333 9

© 1997, HERMANN, EDITEURS DES SCIENCES ET DES ARTS, 293 RUE LECOURBE, 75015 PARIS

Toute reproduction ou représentation de cet ouvrage, intégrale ou partielle, serait illicite sans I’autorisation de 1’éditeur et
constituerait une contrefagon. Les cas strictement limités & usage privé ou de citation sont régis par la loi du 11 mars 1957.



I. Le plan vectoriel euclidien ................... ... ool

. Norme euclidienne, produit scalaire de R* ...............
Matrices orthogonales ............... e
. Matrices orthogonales directes ............................
Nombres complexes .......................................

Mesure de I’ anale de deux droites duplan ................

n
App. Le revétement exponentiel du cercle par la droite ......
Ezercices . ........coiiiiiiiiii it i ettt

@ e

II. Géométrie métrique plane .......................ciiaL.

b

. Droites duplan ... e

L/I01CS parauadics, GIo

[ K]

ih
'I‘ranslatlons, rotations, symétries .........................
Angles, triangles et cercles .................. .. ..ol

SIS

III. Géométrie affine ...........oiiiiiimimei i tiinennnannn,

Barycentre ...l i i

Nannd s d
. LOOIAOIinc

) =
(1
/)]

Applications affines .............. ... il
Structure d’espace affine ................... ...l
Barycentres et applications affines ........................
Homothéties et translations ...............................

o ok e

[ay

I D

ok
-~

i peed
oo



vi Table
7. Cercle des neuf points d’un tniangle ....................... 71
8. Projections, affinités, symétries ........................... 74
Ezercices ... e e, 19
IV. Isométries de I’espace euclidien de dimension 3 ...... 87
1. Groupe orthogonal O(3) ..................coiiiiiiian.n. 88
2. Isométries en dimension 3 ........... ... i, 91
3. Produit vectoriel .......... ... .. i 95
4. Qdatem'ons ............................................... 97
5. Topologie de SO(3) et SO(4) ...........ccovvviiiiiiinan. 98
Ezercices .......oouuiuuiiiiiiiiiniiieteetetesennnnnnneannas 101
V.Similitudes ... e 105
L Définmition ... et i e 105
2. Forme canonique d’une simiiitude ...............co000enen. 106
3. m= 0, 2, 3 e it e 107
4. Similitudes planes (utilisation des nombres complexes) .... 108
5. Similitudes planes directes ................. ..., 109
6. Triangles semblables ........................ ..ol 113
Ezercices ...........coiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeaa... 114
VI Cercles ...t e e 117
1. Définition et équations ................cciiiiiiiiiiinn... 117
2. Intersection d’un cercle et d’une droite .................... 118
3. Puissance d’un point par rapport & un cercle ............. 122
4. Deux cercles ........ooiiiiiiiiiiiiii i it i 124
5. Faisceaux linéaires de cercles ...................ccvnun.... 127
6. Faisceaux orthogonaux ..................cciiiiiiiiinnn.... 129
7. Constructions géomeétriques ..............covvvveenenennnn. 131
B. INVeISION ..ottt ittt ittt 134
Ezercices .......oounuunuiiiiii ittt ittt ieitnianeeans 140
VII. Homographies et birapport ............................. 147
1. Homographies ..............cciiiiiiiiiiiiiiineiinnnenn.... 147
2. BirapPOTt .. e i e 151
3. Birapport de quatre points d’une droite ................... 154
4. Birapport de quatre droites concourantes du plan ......... 155
5. Un peu de géométrie projective ........................... 159



Table vi

6. Homographies entre deux droites d’un plan ............... 163
7. Homographies et involutions sur une droite projective .... 166
8. Birapport harmonique ............ ... ..ol 169
Bzercices ......ouiiii i i 173
VIII. Coniques (géométrie élémentaire) .................... 177
1. Premiére définition (foyer et directrice), équation polaire . 179
2. Equation cartésienne ...............cociiiiiiiiiiiiiiiinan 180
3. Définition bifocale des coniques & centre .................. 182
4. Sections planes d’un cone de révolution ................... 184
5. Intersection d’une conique et d’une droite ................. 187
6. Tangentes aux coniques .............ccoiiiiiiininnerinnnnns 193
7. Propriétés particuliéres ................ ..ottt 200
EZercices ......oooiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 202
IX. Coniques (géométrie projective) ........................ 211
1. Courbes algébriques du second degré ...................... 212
2. Intersection d’une conique et d’une droite ................. 215
3. Points conjugués, polaire, pole ...............ccooiiiiinnn. 219
4. Diametres ...........iiiiiiii i i i e 222
5. Homographies sur une conique ............................ 224
6. Homographies des tangentes .............................. 230
7. Intersection de deux coniques ................ccvviiinnnn.. 234
8. Faisceaux de coniques 235
9. Polaires et poles par rapport aux coniques d’un faisceau .. 240
10. Intersection avec une droite .................... ool 242
11, FOyers ...t i i i it 245
Ezercices ........cooiiiniiiiiiiiiiiiiiiiit i it 249
Index ...ttt i i it e e et e 255
Notations .........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i iiiieii e, 259






Avant-propos

tiques, troisieme année d’études umversitaires en France. Il est destiné
a des étudiants, futurs professeurs, qui auront & enseigner la géométrie
dans les lycées. C’est un exposé descriptif des concepts de la géométrie
élémentaire, utilisant les connaissances d’algebre linéaire et d’analyse
des premieéres années d’université. Le cadre de I’exposé est un espace

& ]’Av A“

vectoriel eu n. Il s’agit surtout de géométrie plane, & ’exception
d’un exposé géneéral de géomeétrie affine et de I’étude des isométries de

I’espace de dimension trois. Les méthodes analytiques de la géométrie
cartésienne sont utilisées progressivement dans l’esprit d’une initiation
d’usagers peu experts.

Dans les deux premiers chapitres, on traite de la géomeétrie
des angles, des rotations et des symétries. La géométrie du triangle, et
des pomts remarquables qui lui sont attachés, est traitée soit dans le

Dans le troisiéme chapitre, la structure d’espace affine est intro-
duite. Les transformations affines, projections, symétries, homothéties
et translations, donnent un nouveau style aux démonstrations. Le qua-
trieme chapitre est consacré aux isométries dans un espace de dimension
trois. L'introduction des quaternions permet de décrire la topologie des

groupes orthogonaux en dimension trois et quatre. Les similitudes sont
IS T 7 S S U TN T J5 U T PRSIy S T T SIS Sy S
abO1IAces au Clnguicing Cilapivic€. La CliCoIc, 1 S agll suriouy ac geolncull
plane.

Le sixiéme chapitre est une étude relativement élémentaire des cer-
cles dans le plan (puissance d’un point, orthogonalité), et de I’inversion.
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L’objectif principal est de résoudre un certain nombre de problémes de
constructions géométriques.

Le chanitre VII introduit le birapport et les homographies de la

[=0

exercices au troisieme cha.pitre, avec une vision plus globale.

Les coniques font 1’objet des deux derniers chapitres ; I’'un expose
les divers modes de définition des coniques relatifs aux foyers et direc-
trices, le second aborde analytiquement 1’étude des coniques prolectlves

et des faisceaux de coniques. On y retrouve, avec un
certains résuitats établis antérieurement.

On a essayé de rendre l’ouvrage plus facile & consulter en veil-
lant, au prix de redites, a I’autonomie des chapitres ou méme des para-
graphes. Les exercices qui accompagnent chaque chapitre sont des ap-
plications du développement du chapitre. Ils traitent pour la plupart de
résultats classiques qui complétent le cours. Certains sont repris dans
le développement d’un chapitre ultérieur. Une bibliographie importante,

mais limitée, doit servir de guide a I’étudiant “qui veut en savoir plus”.

Pour la commodité du lecteur, la fin d’'une démonstration est signalée
wnw 3ma Anasrhla hawea wrvamédtnals o
pa iT QUUUUIT UallT vOluvilailc . ”



CHAPITRE |

Les deux premiers chapitres sont consacrés a la géométrie eu-
clidienne plane, en particulier & la géométrie du triangle. Le modéele

donté ect le nlan vectariel R2 muni du
A wI v AN W UNJALAWwA A - A
1 y o

- ALLSALR

scalaire et de la distance usuels. Le premier chapitre introduit les no-
tions d’algeébre linéaire et bilinéaire, et d’analyse, nécessaires, tandis que
le second chapitre est & proprement parler géométrique

Partant de la définition du produit scalaire de R?, et de la norme
euclidienne, on étudie en détail le groupe des ma.trices orthogonales

2 x 2. La notion d’angle résulte de cette étude. Pour introduire la mesure

des angles, nous avons seulement supposé le lecteur familier avec la
théorie élémentaire de la convergence des séries entiéres. L’exponentielle
complexe et les fonctions trigonométriques sont définies comme sommes
de séries, et leurs propriétés d’addition sont établies. On
une démonstration compléte du fait que P’application 61— €' est un
revétement du cercle par la droite. La définition du nombre = et la
mesure des angles reposent sur ce théoreme. Quelques notions sur les
'opérations de groupes, qui peuvent éclairer le lecteur, ont été données en

exercice. Par analogle avec le groupe orthogonal, le groupe de Lorentz

> [
o'W
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F‘, ~

"
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Le deuxiéme chapitre étudie les isométries du plan. Une partie
de la géométrie élémentaire du triangle y est abordée, en liaison avec le
théoréeme de ’angle inscrit. Cette étude est complétée dans les chapitres
suivants a ’aide des homothéties et de la notion de barycentre.

Un élément de R? est un couple (z;, z;) de deux nombres réels.

Un élément de R? est appelé vecteur et noté &, avec une petite fleche,



2 I. Le plan vectoriel euclidien

lorsque ’on fait appel a la structure d’espace vectoriel de R?. Lorsque
R? est seulement le cadre de questions affines, on parle de points et on

omet la fleche. L’espace vectoriel R? est appelé plan vectoriel réel ; les

omet la fleche. L’espace vectoriel
sous-espaces vectoriels de dimension 1 sont appelés droites vectorielles.
La base de l'espace vectoriel R* constituée des vecteurs €; = (1,0) et
€2 = (0,1) est appelée base canonique.

DEFINITION 1. — Soient & = (z1,22) et ¥ = (v1,y2) deuz éléments de
R?2.Ona r y

sy ~

< &,Y>, défini

-
~
(=]
3

E-y=a1y1 + T2y .

- -

Soient Z, 3, 2 des vecteurs de R? et A un nombre réel. On a

(1) - y=y-%,
(2) (£+9)-2=2-2+y- 2,
3) (A2) 5= M&-9).
Pour tout vecteur & = (z1, ;) de R?,le carré scalaire £2 =z - &
est le nombre réel positif ;2 + 222 . On pose
(4) 2]l = VE- £ = V212 + =22,
PROPOSITION 1. — On a les propriétés suivanies pour # et 4§ € R? et

AER :
I|Z]| >0, et ||Z]| =0 équivaut ¢ £=0,
lIAZ]| = |A] [|]],
Nz o 3l < I 4

e T il = H*ll T 1yl -

Les deux premiéres propriétés résultent immédiatement de la
relation (4). La troisiéme sera démontrée comme conséquence de la
proposition 2 qui suit.

PROPOSITION 2. — Pour tous ¢ et 4 € R2, on

AVNS A NS i A AN

{+]

| P

[ 0 o
non nuls de R?, et A un nombre réel. En utilisant 1
produit scalaire, on obtient

bilinéarité du

A T A R A N . A S A N T A S 3 BN R e T W -2
(A2+y) =(A2+ty)-(ATty)=2 " A" +2(x-y)ArA+y”°.
Ainsi, le carré scalaire (AZ + §)? s’exprime comme un polyndme du
second degré en A. Comme un carré scalaire est > 0 pour toute valeur

réelle de A, le discriminant de ce trinome est < 0. On a donc

(5'5)2—52 .17250,



d’ou la proposition 2. ||

On peut démontrer maintenant la derniére assertion de la propo-
sition 1. En développant comme plus haut (Z + §)?, et en appliquant la

1€ +411” = 121 + 22 - g+ 141",
< 1211* + 211201 191 + 191,
+

= (HZ] + 12 I

— NI n a7 i

La proposition 2 exprime que z +— ||Z]| est une norme sur R?.

Cette norme est appelée norme euclidienne car elle permet de déﬁm la

distance usuelle de la géométrie élémentaire. On dit que le nombre réel

||Z]| est la norme, ou la longueur, du vecteur £. On dit qu’un vecteur
est unitaire si sa longueur vaut 1.

PROPOSITION 3. — L’ensemble des vecteurs de R? qui sont orthogonauz
d un vecteur T # 0 est une droite vectorielle que l’on appelle droite

vectorielle orthogonale a4 =
12

En enet, Papplication ¥ +— Z -4 est une forme linéaire non nu
1 dan

R?, donc de dimension 1. H

mn_
ue

sur R?. Son noyau est un sous-espace vectoriel de codimension

\D

1

i
T \
hadi 8

o

8

N\

~ \

Soient D et D; deux droites vectorielles, et soient £ € D,
z, € D; deux vecteurs non nuls. Si & et &; sont orthogonaux, tout
vecteur de D est orthogonal a tout vecteur de D; . En effet, on a

(AZ) - (M1&1) = AN (2- 1) = 0.
Chacune des droites est la droite vectorielle orthogonale a tout vecteur
non nul de 'autre. On dit que les droites vectorielles D et D; sont

orthogonales. Leur intersection est réduite a 0 qui est le seul vecteur de
R? orthogonal a lui-méme.
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2. Matrices orthogonales

DEFINITION 2. — On dit qu’un couple (€1,€2) de vecteurs est orthonor-
mal si les vecteurs €, et €, sont unitaires et orthogonauz entre euz.

Cela s p:r'nmmp par

leill = llezll =1,  é1-é;=0.

Deux vecteurs unitaires orthogonaux €1 et €3 ne peuvent étre
/\é'
est

proportionnels. En effet, si 'on avait

)‘5'1-5'1:) dou A=0 et t?:ﬂ ce

€y = on aurait €)-e; =
al

=~ = el | hr 3
n

o o 2
orthonormal est donc une base de R°. O

orthonormal au lieu de couple orthonormal.

Ezemple. - La base canonique (é7,€2) est un repére orthonormal. Les
couples (1€}, +€2) ou (+€7,+€;) sont des repéres orthonormaux.

Dans la suite, on note M2(R) l’algébre des matrices carrées a

deux lignes et deux colonnes, a coefficients réels.

DEFINITION 3. — On dit que la matrice A = ( b d

si les vecteurs colonnes (a,b) et (c,d) forment un couple orthonormal.
La condition pour que la matrice A soit orthogonale peut
s’expliciter sous diverses formes équivalentes.

@ c) est orthogonale

(O1) al+b2 =1, c? +d? =1, ac + bd = 0,
R [fa b\ (a ¢\ /1 0Y)
(02) \e ally al=\o 1)
\* ¥/ \vVY %/ \Y */
(03) ‘AA =1,

\

‘A désigne la matrice transposée de la matrice A, et 1, la matrice

\

nité a 2 lignes et 2 colonnes.

La condition (O3) exprime que la matrice ‘A est inverse a gauche
e la matrice A. On a

(R

lll

sait qu’il est équivalent, pour une matrice carrée, de

22 = L9 vel

N

posséder une inverse a gauche ou une inverse a droite, et que ces inverses
sont nécessairement égales. La condition (O3) est donc équivalente aux
conditions suivantes :

(04) AA =1,,
(05) al+ ¢ =1, b +d% =1, ab+cd =0,

(06) la matrice ‘A est orthogonale.
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PROPOSITION 4. — Pour que la matrice A soil orthogonale, il faut et il
suffit que lapphca,tzan linéaire de R? dans R? définie par A conserve

iecteurs = et 'u de

Posons €; = A€} et €3 = Aéy. Les vecteurs e; et €3 sont les
vecteurs colonnes de la matrice A . Supposons que ’application linéaire

définie par A conserve le produit scalaire ; les vecteurs €1 et e; forment

mdotna ot ~Té 'L AAAAA 1o snme ALL 343 an
I11atllCT ©OHL ULL1IOKOiLalt pal aciinivion.

i IRy IRy R l
a.wrs uIl couple Or1vii

onuuua.l, ia

Inversement, supposons que les vecteurs €; et e forment un
couple orthonormal. Soient & = z1€] + z2€; et y = y1€1 + Y262 deux
vecteurs. On a alors

. AZ = z,€] + z3€3, Ay =yi€1 + yae2,
d’ou Az - A:l:i"—- 1Y é*12 + (:Blyz + mgyl) 6_.1 . 62 + T2Y2 522

=z1Y1 + T2Yy2 =T - Y. I

PROPOSITION 5. — Les matmces orthogonales carrées 2 x 2 sont in-

versibles. Pour la multiplication des matrices, elles constituent un groupe
dont ’élément neutre est la matrice unité 1, .

On a vu qu’une matrice orthogonale A est inversible, que I'inverse
de A est la matrice transposée ‘A , et que ‘A est une matrice orthogo-
nale. D’aprés la proposition 4 (ou la condition (03) ), la matrice produit

de deux matrlces orthogonales est elle-méme orthogonale. Il en résulte

..C!
o
d
-
=
+1}

matrices inversibles.

DEFINITION 4. — Le groupe des matrices orthogonales 2 x 2 est appelé

groupe orthogonal de la dimension 2 et noté O3(R) ou plus simplement
0(2).

Etant donné un vecteur unitaire %@ = (a,b) de R?, déterminons
toutes les matrices orthogonales A = (Z ‘Ci) ayant ¥ pour premier

4 s *4 2 N 2 - i_* A
vecteur colonne. On sait que I'on a a® 4+ b° = 1. Pour que la matrice A
soit orthogonale, il faut et il suffit que ’on ait

M\ 2, 2 __ 4 12 , 12 1 i T |
109) a” +c” =1, " +a” =1, av + ca =

n
vU.
Les deux premieres relations donnent

c=+v1—-—a?2=c¢b, d=%+v1-0b2=¢a,
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ou € =41, ¢ = +1. La troisitme relation s’écrit alors e’ = —-1.0On a
ainsi démontré le résultat suivant :

a
A, = (Z _;'b el A; = (Z fa) )

Le déterminant d’une matrice carrée est égal au déterminant de
la matrice transposée. Si A est une matrice orthogonale, de 1’égalité

tA — A23::34 m1ie Mam o (Aad AY2 1 d’oti det A = +1
n —-.12,U.uucuu quc1u1a \ucun) —.I., uu cv.yy — 141 .

On prendra garde qu'une matrice dont le déterminant est égal
a 41 n’est pas nécessairement orthogonale. L’espace vectoriel M3(R)
des matrices carrées 2 x 2 a pour dimension 4. Les matrices de
déterminant +1 constituent une sous-variété algébrique de dimension 3
dans M;(R), définie par I’équation (ad — bc)? = 1. Les matrices ortho-

L ndrmem

=)
oW
ot
m.
=]
[~
=
[t
(oW
(4]
(oW
4]
=
4]
-
(]
i
4]

“Ul
E

e
ﬂ
o
=

PROPOSITION 7. — Les malrices orthogonales dont le déterminant est
égal ¢ 1 constiluent un sous-groupe du groupe orthogonal O(2).
En effet, si A et B sont deux matrices, bn a
det(AB) = (det A)(det B). Il
DEFINITION 5. — Le groupe des matrices orthogonales de déterminant
uyw. w & vV wt"l\d.‘-' el.vuy\v ﬂy\t\vlm va.vl.l.vav&l.m wv ' vvp Uv‘\‘."’ ’ v P.w
V&2 72

simplement SO(2). Ses élémenis soni appelés mairices orthogonales
directes, ou matrices de rotation.

PROPOSITION 8. — Le groupe spécial orthogonal SO(2) est constitué des
-5\
matrices de la forme | ], ou a et b sont des nombres réels tels

\6 ay

~
w

que a2+ b2 =1.
Le groupe SO(2) est commutatif. Il opére de fagon simplement
transitive sur ’ensemble des vecteurs unitaires de R? .
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Dans la prop. 6, on a fait l'inventaire des matrices orthogonales.
matrices du type A; ont pour déterminant 1, celles du type A,

(D r‘
e-o-uz

ir déterminant —1.

v u‘. ALAWwaAs ¥

N,
/\”‘ﬁ

(
)

/
~_

Une matrice orthogonale transforme un vecteur unitaire en un

B

vecteur unitaire (prop. 4). Dire que ’opération du groupe SO(2) sur
I’ensemble des vecteurs unitaires est simplement transitive, c’est dire
que, étant donnés deux vecteurs unitaires u et v il existe une q' €
matrice orthogonale directe A telle que Au = v. D apres ce que l’ na
vu a la fin du § 2, il existe une unique matrice orthogonale directe B
telle que Bé; = %, et une unique matrice orthogonale directe C telle
que Cé; =7. On a donc CB~'% = 7. Inversement, si ’'on a A# =7,
C en raison de I'unicité

o T daamainad
. L

.
An ln b 12 dlllc}.

G¢C 14 ITiaur 1"° O
matrice A en résuite.
Enfin, le petit calcul

(5) (a, —b) (c —d)_(ac——bd ——(a.d+bc))
b a/j\d ¢ /) \ad+bc ac—bd |

montre la commutativiié de la muitiplication dans ie groupe SO(2). ||

[
o

A dAa
< G¢C

Remarques. — 1) Le groupe orthogonal O(2) n’est pas commutatif
(exerc. 4)

_____ = 1. 37 PR S B
4) DUICII.I:, COIILIIIC (lﬂ. 15 14 uCIIlOIlSﬁIEthIl C

matrices orthogonales directes, et soient # =
alors # = A#, ou A est la matrice CB~!. Soi

ot
-
[y
e O
=
=

commutativité du groupe SO(2), on a ¥; = A, .

4. Nombres compiexes

A) Groupe unitaire
Le corps C des nombres complexes peut étre défini comme le
groupe additif R? muni d’une loi de multiplication. Soient u = (a,b),
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v = (¢,d) deux éléments de C ; le produit uv est défini par
(6) uwv = (ac — bd, ad + bc) .
Cette multiplication est associative et commutative ; elle a pour élément

re ’élément (1,0) que ’on note 1. Sil’on note z 1’élément (0, 1),

a \ 4
1o smeldic i dinm Ao 9 4 DNasmines 1Al Ao masmsvAcidiae ) o T "4 PO I .
1a luuualpuk.u.uuu aé v €sviu L1y uc iui ac LUI[IPU&II:IUII AL ~plliicallt yul
ait 1 pour élément neutre et pour laquelle on ait 2 = —1.

Le corps R des nombres réels s’identifie au sous-anneau de C

+

| 7]
u© = (a,, b) s’écrit u = a + 1b ; la premiere composante est appelée partie
réelle de u et notée Re u, la deuxiéme est appelée partie imaginaire et
notée Im u. La valeur absolue, ou module, du nombre complexe u est

définie par
la + ib| = Va2 + b2.

Vel i1 1° 1° h | 4 - 3 L s Wi T Sri 2 .0
C’est la norme euclidienne du vecteur ¥ de R®. La propriéié intéres-
sante est la multiplicativité de la valeur absolue :

(7 (a+
Le

le nombre complexe it=a—1.0na

|"b
()
1~
=
-,
—
L~
—d
(31N

vi=a’+0b= |'u.|2.
Il en résulte qu’'un nombre complexe u # 0 est inversible et a pour
inverse le nombre complexe #%/|u|?. En particulier C est un corps

cammutatifat ’'ancamhla 0V 4
LCULLIGuvA Ll Tu 1 COasSTiniuil W (6

commutatif pour la multiplication. En raison de la multiplicativit
valeur absolue, ’ensemble des nombres complexes u tels que |u| =

-
=

ui, au nombre

est un

o
3
=3
)
X
®
Q
4+
[
o
Q
1~
(=]
o
m
Q
&
7]
=~
o
[
®
[l
Q
S
8
o~

=3

[

o

®
—~

3
Q
+
©
o

o

|
VS
O =
= O
N—’
-+
o~
< N Na—”
_- O
o |
(WY
N——
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L’application m de C dans Mj(R) ainsi définie est R -linéaire et
injective. La comparaison des formules (5) et (6) montre que I’application

m conserve la multiplication. Enfin, on a vu que les éléments de SO(2)
PR | i V4 T RIS | 2 ., 12 4 ) S 19 1° P
sont les matrices m(a + ib) telles que a° + b* =1, donc 'application

m induit une bijection de U sur SO(2). |

B) Ezponentielle compleze.
La série entiére ) .,2"/n! a un rayon de convergence infini. On
définit la fonction ezponentielle, notée exp, en posant, pour tout z € C,

On sait que la somme d’une série entiere est une fonction continue et
dérivable a l’intérieur du disque de convergence, que la série dérivée
(terme a terme) a méme rayon de convergence que la série envisagée, et
que sa somme est la dérivée de la somme de cette série. Ici, la fonction
exp(z) est dérivable en tout point de C, et elle a pour dérivée la fonction
) elle-méme.

n deux séries de nombres complexes.

98]
o
ot
4]
=
=S
]
4
o
p &
S
]
S
a
v
(o]
<

h)

cdriac sct 1o civia ©OO a3 ~
STLITD TdL 1d dCLIT Z n>0 wn 0OU

p+g=n
Si les séries ) wu, et ) v, sont absolument convergentes, on sait que
la série ) w, est absolument convergente et que I’on a

- foe— \ /v \
D wn={() ua) (D vn).
n n n

Soient z et 2z’ deux nombres complexes. La série produit des deux séries

Yon>o02"/nl et 30 502" /nl est la série ) 5w ol

«— 2P Z'1 (z+ 2')"
Wn = , 0 T T !
prg=n y 4 q: H
Comme les deux séries sont absolument convergentes, on a donc
(8) exp(z + z') = (exp z) (exp 2’
Notons e le nombre réel exp(1), c’est-a-dire le nombre
e=1+i+i+ . +i+* -y =
1! ' 2 n! L pl
n>0

En raison de la relation (8) et de la continuité de la fonction exp, pour
tout nombre réel z, on a exp(z) = e* . Par convention, lorsque z est
un nombre complexe, on écrit aussi e* au lieu de exp(z).

[
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Par définition de exp(z), on a
exp(z) = exp(2).
Si z=z+iy,ou z e¢ yER , on a donc |e*|
d’ol
Q =) = e,
et, en particulier, |e'¥|=1.
Les fonctions cosinus et sinus de la variable réelle 6 sont définies

respectivement comme partie réelle et partie imaginaire du nombre
complexe €' . On écrit en abrégé cosf et sinf. Par définition, on a

o 1 . "
cos® = Re ¢!’ = ;(e“’ + e"") ’

sin = Im €' = l,(ew —e7 ).

21
Ces relations sont équivalentes a
(11) e® = cos6 + isin 6, e *® = cosf —isin@.

Les relations (10) et (11) sont connues sous le nom de formules d’Euler.
La relation |e*®| = 1 s'écrit
(cos8)? + (sin 0)2

- AN

- A 7 -~ - ul.v _
De [ (e*) =€*, on déduit 5(e*°) =1

- .

, d’ou

<

d

d ) .
%5 (cos8) = —sin¥, E(sxn 6) = cosé.

PROPOSITION 10. — L’application €:0 +— e'® est un morphisme du
groupe additif R dans le groupe m‘u.ltiplicatif C*. Elle a pour zmaqe

le groune unitaire U et son novau est un sous-
U r v ' LA 4 L

vevwer WY UV v gy

n’est pas réduit @ 0.

Les relations (8) et (9) montrent que, pour « e¢ B € R, on a
eila+8) — — 1918 ot !p‘a| —1. La premy}ze paztl de la Proposi ition en

a e de oposition
résulte. La deuxiéme partie de la démonstration est plus délicatie ; elle ne
repose pas sur des calculs mais sur des raisonnements faisant mtervemr
la topologie de la droite réelle. Nous la donnons en appendice a la fin de

ce chapitre. |

N

du morphisme ¢ est forme T

o
y ©

u':_,

] ela 1
nbre réel > 0. Par définition 7 est le plus petit nombre réel 6 > 0
tel que e® =1. Pour tout € R, on a €(8+7) =% =¢(f).
Autrement dit 'application € est périodique, et T est sa plus petite
peériode > 0.
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|

|

o*)

DEFINITION 6. — Le nombre ™ est la moiiié de la période de ia fonciion
6 — e'f .

On déduit facilement de cette définition les égalités

AL g —1, nr/2 — i
Par ailleurs, en séparant partie réelle et partie imaginaire dans la
formule (8), on obtient les formules d’addition des fonctions trigonomé-

triques
cos(a + ) =cosa cos 3 — sin asin 3,

sin(a + B) =sin a cos 8 + cos asin B.

COROLLAIRE . — L’application de R dans SO(2) qui, au nombre réel
6 associe la matrice

sinf cosé

R(6) = (cosO —sinf

est un morphisme surjectif de groupes, périodique de

™™ /N\

e
On a en effet R(f) = m(e'”) et le corollaire résulte des proposi-

tions 9 et 10. I

1]

"
)
—
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C) Angles de vecteurs du plan.

DEFINITION 7. — Etant donnés deuz vecteurs unitaires © et v de R?,
on appelle angle des vecteurs 4 et v, et on note (#,v) l’unique élément
A de SO(2) tel que v = Au.

On o v o dacciic e Pannlicntinn de B dance SO(9) an: amn
Wil a vu Ll. UCTSOUd l.lu.t: b GPPLI.L“IILUI.I. Wuc AL Uild UV\LI} \.ll.l.l.’ [« 7§
nombre réel 8 associe la matrice
cosf@ —siné
R(G) —
sm0 cos 6

est un morphisme surjectif de groupes, périodique de période 2.
Comme il est plus facile d’additionner des nombres réels que de multiplier
des matrices, on préfére repérer I’angle de deux vecteurs par un nombre

réel.

nt’\n\‘l‘\t‘l’mtn\r QR _ Fi4ami Jnnnn’n tlan:m monrtonme mmJ*n;mn ;‘. ot n_a‘ l’a 2

AL LINL LAVIN U Livwive wWUIvivle Wl ww vilvLwio wivwwwviveo w Lv v we aw
e . e - 2 — A s T N 7 2

on appeue mesure de l'angle ('u,, ) tout nombre reel U 1lel que {'on ait

sin 6 cos @

cos @ —sina)

ou de facon équivalente
v=-¢eu.

Le nombre réel 6 est déterminé a I’addition pres d’un multiple
entier de 2« . Pour exprimer que 6’ — @ est un multiple entier de 27, on
écrit 8/ =6 (mod 2x). Par analogie, on écrit (#,v) =6 (mod 2x),
ou bien (#,7) =8 (2x), pour exprimer que le nombre 6 est une mesure
de l'angle (#,%). Il ne s’agit pas d’une éga.]ité mais d’une convention

’ Id
d’écriture Pour rendre cohér
\I\“.LU““‘ S A W -k A W w\S ALNV A

~a s A Vi

additivement la composition des angles. C

égalité qui résulte du fa.it que, si ¥ = A¥ et w = Bv, alors W = BA%.

La matrice R(6) ci-dessus est appelée matrice de la rotation
L’aoplication de R2 dan

e 6. L’application de R“ dans R“ définie par la
) est appelée rotation vectorielle d’angle 6 ; nous la notons
rotg . S1 W est un vecteur unitaire quelconque, ’angle (w,R(0)w) a
pour mesure 6.

e e e o ——dal 2 Al __ .. 17 _

fixé pour objectif de rendre rigoureux le développement de la géométrie.
Sur la notion d’angle, 1’échec a été d’une telle ampleur qu’éléves et
professeurs évitaient souvent, d’un commun accord, de parler d’angles. Je
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crois que deux difficultés sont ici présentes, qu’il ne faut pas ignorer. Tout

d’abord un fait mathemathue, I’existence du morphisme de groupes
de R dans sn(-)\ ( ollaire des prop. 9 et 10\ qu’il faut définir et

u admettr e les propriétés (application surjective,
ouverte et de noyau discret). Ensuite 1’écriture additive des angles qui
repose sur la commutativité du groupe 50(2) et les habitudes données

par 'usag
1

\

iT DOUT Mesur a= 1o
ur pour icsuict I1cd HIIBICS ac U a 1OU U.CS[CB. Ull

e du rapporte

toute ’utilité de repérer la mesure d’'un angle par un nombre
réel. Mais ce nombre n’est pas unique, et il est indispensable de définir
de fagon univoque une notion d’angle. On a ici choisi d’appeler angle
un élément de SO(2), c’est-a-dire une rotation. On aurait aussi bien
pu appeler angle un élément de U(1), c’est-a-dire un nombre complexe

voit alns

correspondant a la multiplication des nombres complexes et non a leur
addition.

Cela résulte de la commutativité du groupe SO(2). En effet, soit
A = (#,7) ; ona donc v = A#, d’ou R¥ = RA% = A(R). |
ION 12. — Soient % = (cosa,sina) et v = (cos3,sin5) deuz

T - — e
PROPOSIT
s unitaires, alors

vecteur

(2,) =8 — a (27).

On aen effet % = R(a)é;, v = R(B)é1, v = R(B) R(a) '€ . Mais
on a R(B)R(a)"! = R(8 — a) puisque application 6 — R() est un
\—7 \7 7 \r~ ] r ~1 ) of o \V) SV eaa
morphisme de groupes. I
’ _’ 2
DEFINITION 9. — Sotent U et V deuz vecteurs non nuls de R*.
—_ — — , —
2i wivyeo \ LA T , Cuv ¢ wivysce \w, u’ Wwle vVLLvVCwio wivevwivico w — v / “ v ||
— 3 g 4
et v=V/||V].

. . T : s 2 =9
Par convention, s1 U et V sont deux vecteurs non nuls de R*,
) , — — . . — —
et si @« € R est une mesure de I’angle (U, V), on écrira cos(U, V) et

. - g 4 . . g ’ L4 ’
sin( U, V) au lieu de cosa et sina, ces fonctions étant indépendantes

A ~hnter Aa 1o smacizies ~ A 171 /7 TT YXr\
Uu CIlIV1IA Ul la 11ICSUIC a uc i uuglc \ U ’ A\ ).
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— —
PROPOSITION 13. — Soient U et V deuz vecteurs non nuls de R2.
On a .

A A TE TR T AP E : B TA
U Vv —HVIHRY IOV, v
Il suffit de démontrer la relation dans le cas de deux vecteurs
unitaires % = (cosa,sina) et ¥ = (cosB,sinB). On a alors
4- v = cosacos 3 + sin asin 8 (par définition),
= cos(B — a) = cos(u, ¥) (prop. 12).||

5. Réflexions ou symétries orthogonales

Les matrices orthogonales 2 x 2 dont le déterminant est égal a
—1 sont de la forme ) R
g_(e &)
\b —a)
ol a et b sont deux nombres réels tels que a? + b* =1 (cf. prop. 6).
Un petit calcul établit 1’égalité B2 = 1,. Le polynéme caractéristique
de la matrice B est le polynome
xg(A) = A% — (a® + %) = A% — 1.
Ses racines sont —1 et 1.
Soit a un nombre réel tel que a + ib = e*** (prop. 10). On vérifie
par le calcul que les vecteurs unitaires

0
Iy

a {— cin
€- =\ sin &, €05

o)
&)
sont vecteurs propres de la matrice B pour les valeurs propres 1 et

—1 respectivement. Ces vecteurs sont orthogonaux. La matrice B est
diagonalisable et ’on a

.

Q
=
=)
—~
R
-
4
w
]
-4

5:‘+:%(5:‘+B5:'), £ :%(5—355)
En utilisant la relation B? = 1,, on obtient
B£+ == —..g., Bz_ = —i_,
£:£++£.., B£:£+—£_

L’interprétation géométrique de ces relations utilise la notion de pro-
jection orthogonale que nous allons introduire.
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PROPOSITION 14. — Soit D une droite vectorielle de R?. Pour tout

vecteur £ de R? eziste un unique vecteur §y € D tel que le vecteur

3l
)
i — £ soit orthogonal ¢ D . Notons pp [!application de R?2 dans R?

ortho i) Votons pp [’application de
qui, au vecteur I, associe le vecieur §j. L’application pp esit linéaire,
son image est D, et l’on a pp opp = pp .

Soit € un vecteur unitaire appartenant a la droite D. Le vecteur
y = (€- £)e appartient & D. On a

— Y
rtannr an nr\nnrf 1ant &2 D
w b A VAV ALY - g

w Ptlul. '

(@) = (- 3.
La linéarité de ’application pp résulte de cette relation ; le reste de
’énoncé est immédiat. ||

rojection orthogonale d1

rojeté orthogonalde Z sur D

d A ~ - .

mage D,

Revenons a I’étude précédente. Les droites vectorielles D, et D_
engendrées par €, et €_ respectivement sont les sous-espaces propres
de B pour les valeurs propres 1 et —1. Elles sont orthogonales. Le

/

i

£, — BZ, appartient a D_ . Par suite Z, est le projeté orthogonal de
& et de BZ sur D, . On a ainsi démontré le résultat suivant.

Q.

w
N
\

PROPOSITION 15. — Soit B une matrice orthogonale dont le déterminant
est égal & —1 . L’ensemble des vecteurs de R? invariants par B est une
droite vectorielle D . Si & est un vecteur de R?, les vecteurs £ et B
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ont méme projeté orthogonal sur D et l’on a
BZ - po(#) = —(% - p0(2)).
L’application de R? dans R? définie par la matrice B est

appelée -g, 1éirte rt.hogo:n.a! par rapport a la droite vectorielle D . Nous
la noterons symp, . D’aprés ce que nous avons vu plus haut, la symétrie

orthogonale par rapport a la droite vectorielle engendrée par le vecteur
(cos a,sina) a pour matrice

{' cos2a  sin2a

\ sin2a —cos2a /"’
PROPOSITION 16. — Soient D et D’ les droites vectorielles engendrées
par les vecteurs € = (cosa,sina) et &' = (cosa’,sina’). On a

symp, o symp, = roty(q'—q) -

"cos 2a’ sin 2a’ \ [ cos 2a sin 2a
sin 2a’ — cos2a’ sin2a — cos22a

(cos 2(a' —a) —sin2(a’ — a))
sin2(a’ —a) cos2(a’—a) J°
PROPOSITION 17. — Soient 4 et ¥ deuz vecteurs unitaires de R?, et
soit S une symétrie orthogonale. On a

(S, Sv) = —(, 9).
Soit 8 € R une mesure de I’angle (%@, %). Supposons que S soit

la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle engendrée par
le vecteur (cosa,sina), et posons S = sym_ . D’aprés la prop. 16, on a

sym, o sym,_g/o = rotg, SYym,_g/208ym, =rot_g.

Il en résulte

sym(¥) = sym, orotg(i) = rot_posym

d’ou (5%,59) = -f (mod 27). |

Ezercice. Notons comme ci-dessus sym, la symétrie orthogonale par
rapport a la droite vectorielle engendrée par le vecteur (cosa,sina).

’, .
Démontrer les relations

waRANSaArVA WA Awe

rolg o sym, = SYym, . g/2, SYym, orolg = SYymq,_g/2 -

PROPOSITION 18. — Le groupe O(2) a deuz composantes connezes : le
groupe SO(2) des rotations et l’ensemble des symétries orthogonales.
Ces deuz composantes sont homéomorphes au cercle.
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Le groupe O(2) est la réunion de I’ensemble SO(2) des matrices
orthogonales de déterminant 1 et de l’ensemble des matrices orthogo-

nales de déterminant —1 que nous noterons S . L’application qlu_

L a5 0 AT ALV Le 43 AN 8 =35 LY

na.l.rice carrée 2 X 2, associe son déterminant, est continue. Par s

O(2) et S sont des parties fermées de O(2). On a vu que le groupe
SO(2) est homéomorphe au cercle unité de R? et qu’il est connexe (ap-
pendice). L’ensemble S des symétries orthogonales est homéomorphe a
SO(2). En effet, soit S un élément de S ; l’a.pplica.tion A+ AS est

un homéomorphisme de SO(2\ sur S et I’application B +— BS~ 1 est

Armbhioinn 2L atams e o 1
NoOI pPIiisiIie recipioguec. 1

Soient D et D’ deux dro

Ty
[¢]
wn
<
D
(]
-+
2
& ]
el o
>
@
wn
’ o
¢']
N
¢
3

respectivement par des vecteurs unitaires € et €’ . Pour qu’une rotation
vectorielle transforme D en D', il faut et il suffit qu’elle transforme ¢
en €' ouen —€’.1l y a donc deux rotations vectorielles transformant
D en D', la rotation d’angle (é,€”) et la rotation d’angle (€, —¢€”). On
a (€',—€')=xn (mod 27), d’ou

B (6,—€'y=(€,')+ (mod 2m).

On convient d’appeler mesure de l’angle des droites vectorielles

D et D' tout nombre réel 6 tel que D' = roty(D). Le nombre
6 est déterminé a I'addition prés d’un multiple entier de =. Si
€= (cosa,sina) et & = (cosa’,sina’), ona

f=a’'—-a ou f=a' —-a+w (mod2n),
d’ol 6=a"—a (mod ).
Il est pratique de désigner par (D, D’') toute mesure de ’angle des droites
D et D’. Avec cette notation, la relation de la prop. 16 s’écrit

symp: o symp = roly(p,p’) -

On notera que 2 (D, D’) est un nombre réel défini & 27 prés, et que la
rotation rotypp pr) est bien définie.

Certains auteurs tiennent a définir I’angle (D, D’) de deux droites
D et D' comme ’ensemble des deux rotations qui transforment D en
D'. Cela dépeint bien la situation, mais ce peut étre d’un maniement
lourd. Nous nous contenterons de la mesure définie & 7 preés.
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APPENDICE

Le revétement exponentiel du cercle par la droite

On a vu au §4 que I'application 6+ e*® est un morphisme du
groupe additif R dans le groupe multiplicatif U des nombres complexes
dont le module vaut 1. Notons ¢ ce morphisme ; nous allons démontrer
que € est une application surjective, et que le noyau de € est un sous-
groupe discret de R qui n’est pas réduit a 0.

AJTILLILVILLLIVILD IOI.U.IE ACLLIL1EAC D
Lemme 1. - Soit U, [U’ensemble des nombres complezes u tels que

|lu| =1 et Re u> 0. L’application u — Im u est un homéomorphisme
de U, sur lintervalle fermé [-1,1].

Imu

b u
1
]
//
Pour v € U, , posons f(u) = Im u. L’application f de U, dans
I'intervalle [—1,1] ainsi définie est continue. Pour démontrer que f est

un homéomorphisme, le plus simple est de construire une application
continue g de lintervalle [-1,1] dans U, telle que go f=1Idy,
et fog=1Id[_y,4. Pour -1 < <1, posons g(y) = /1—y%+1y. Le

. l’annhcaflnn g est
+ apprcationn cs

‘d

|-0~
(x]
Q
=
o>
od o
=]
®

Lemme 2. — L’ensemble U est conneze.
Soit U_ I’ensemble des nombres complexes u € U tels que

b} ’
Re ©u < 0. De méme que U, , l'ensemble U_ est homéomor
19

I'intervalle [—1,1]. Les intervalles de R sont des ensembles connexes.
L’ensemble U est la réunion des deux sous-espaces connexes U, et U_
qui ont en commun les points 7 et —i (un seul suffirait). Il est donc
connexe. |

d
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Lemme 3. — L’application €: 0 — €' est une application ouverte de R
dans U .
Il s’agit de démontrer que, pour tout f; € R, I'image par la

tv ] vo
ut 6 € R,ona ¢(6) =¢(6 )6(0 — 6p) . Or la translation
60— 6 — 00 est un homéomorphisme de R sur lui-méme, et I’application
u +— €(6p) v est un homéomorphisme de U sur lui-méme. Il suffit donc
de démontrer le résultat dans le cas particulier ot 6y = 0, le cas général
s’en déduit aussitot.

Ta Fanctian cin O o mAne d

: 0 TNy fasd
La 101iCuiGlii Siliv & poul v. U

u fait que cos
la fonction cos@ est strictement positive au voisinage de § = 0, et la
fonction sin @ est strictement croissante au voisinage de § = 0. L’image
par la fonction sinf de tout voisinage de 0 est donc un voisinage de 0.

L’application € est continue, I’ensemble U, est un voisinage du
point 1 = ¢(0) dans U, donc I’ensemble V = ¢~1(U,) est un voisinage
de 0 dans R . Pour tout voisinage W de 0 dans R, contenu dans V,
on a €(W) = g(sin(W)), ou g désigne I’homéomorphisme de I'intervalle
[-1,1] sur U, défini dans le lemme 1. Par suite ¢(W) est un voisinage

du point 1 dans U, et le lemme 3 est démontré. |l

D’apreés le lemme 3, I'image e¢(R) du morphisme € est un :
groupe ouvert du groupe U. On sait qu’un sous-groupe ouvert d’un
groupe topologique est aussi fermé. Comme l’espace U est connexe
(lemme 2), le sous-groupe €(R) est égal & U, et 'application € est

L’application € n’est pas constante. Son noyau est un sous-groupe
fermé de R, distinct de R . On sait que tout sous-groupe de R est soit
un sous-groupe dense dans R, soit un sous-groupe discret de la forme
aZ,ou a € R. On est nécessairement dans le second cas. Démontrons
que le noyau de € n’est pas réduit a 0. Si ¢ éta.lt le cas, ’application

i ]

et 11me o
uu A AL “

n
w
1]
=

')
o
o
e
(4]
(«]
[ i ad
[y
«
(4]
Q
o
g,
4]
o

I'application réciproque serait continue. L’ensembie U est fermé et
borné dans R?, il est donc compact. La droite réelle R, image de U
1 | serait compacte. Ceci est absurde, donc
1 S | - i 1 £ e r ~ n

le noyau de € est de la forme aZ, avec a > 0.

'I

par ’application continue €~
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Exercices

1
4

Retrouver une démonstration de i'inégaiité ||Z + Fjj < ||| + |i#]} -

2

Démontrer que, pour qu'une matrice soit orthogonale, il faut et il suffit qu'elle transforme

un (resp. tout) repére orthonormé en un repére orthonormé.

3

a) Soient A et B deux matrice carrées n X n telles que AB = 1, . Démontrer que
'ona BA=1,.

b) Soit E un espace vectoriel, et soit A endomorphisme de E . On suppose que B et
B’ sont deux endomorphismes de E tels que AB = 1 et B’A = 1g . Démontrer que
'ona B=B'.

c) Donner I'exemple d'un espace vectoriel E et de deux endomorphismes A et B de

E tels que I'on ait AB = 1g sans que A ni B soit inversible.

A
4

N ¥ _ a 0" ge_® N L. /a _b\
a) Soient a et b€ R teis que a? + b2 . A queiie condition ia matrice \b a
commute-t-elle 3 la matrice ( )

b) Déterminer le centre du groupe 0(2) .

5

Soient a et b € R tels que a? + b2 = 1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs
propres des matrices

A = (z -;b) et As = (z _ba) .

7

a) Soient S et T deux matrices orthogonaies indirectes 2 X 2. En utilisant les égalités
S? = T? = 1, , démontrer la relation TS = (ST)™!

b) Soient R € SO(2) une matrice orthogonale directe, et S € O(2) — SO(2) une
matrice orthogonale indirecte. Démontrer que I'on a RS = SR™! . (On pourra remarquer

qu'il existe des matrices orthogonales indirectes T et T’ telles que R =TS = ST’ )
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c) Déduire de b) une démonstration du fait que, si % et ¥ sont des vecteurs unitaires,
on a (Si,Sv) = —(d,7) (prop. 17).

8

Déterminer la matrice de ia projection orthogonaie pp dont i'image est ia droite
vectorielle D engendrée par un vecteur unitaire 4 = (a,b) .

9
Soient E un ensemble et G un groupe. On désigne par e i'éiément neutre de G.
Une opération (a gauche) du groupe G sur I'ensemble E est une application ¢ de G
dans I'ensemble F(E,E) des applications de E dans E ayant les propriétés suivantes :
(01) é(e) = Idg .
(02) ¢(aB) = ¢(a)o ¢(B) pour tous o et B €
7]

L'application 8 de G x E dans E définie par

z) = ¢(a)(z) est appelée loi d

I'opération ¢ .
a) Démontrer que l'application 6 a les propriétés suivantes :

(L1) 6(e,z) =z pour tout z € E,

/8y A\ N7t nin AR Y nt n \ . PRSI ~ T e e _a A -~

(LZ) Uka, UUJ,.’L‘)) = U\ap,l') pPOUr IOUL T € L €L TOUS & €L P € u.
b) Inversement, si 6 est une application de G x E dans E satisfaisant aux conditions
(L1) et (L2), démontrer qu'il existe une unique opération de G sur E qui ait pour loi
0.

Lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, on écrit a.z au lieu de 6(c, z) .

10

Soient E un ensemble et G un groupe opérant sur E, la loi d'opération étant notée
(o,z) — a.x. On dit que 'opération de G sur E est transitive si, pour tout = et
tout y € E , il existe un élément o de G tel que a.r = y. On dit que |'opération est
simplement transitive si, pour tout z et tout y € E, il existe un unique élément a de
G telque ar=y.
a) Supposons que i'ensembie E ne soit pas vide, et sdit a un éiément de E . Démontrer
que, pour que |'opération soit transitive, il faut et il suffit que, pour tout y € E , il existe
un élément o de G tel que a.a=1y.

c) Soit H un sous-groupe de G . On suppose que I'opération de H sur E est transitive
et qu'il existe un point a de E tel que H contienne le sous-groupe S; de G constitué
des éléments o de G tels que a.a = a (Sq est appelé le sous-groupe fixateur de a ).

Démontrer que H est égal a G.
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11

Soit E une R -algébre unitaire intégre de dimension finie. Démontrer que tout élément
non nul de E est inversible.

12

Soit G un sous-groupe (additif) de R différent de {0} .

a) On suppose d'abord que O est un point isolé dans G, c'est-a-dire qu'il existe h > 0
tel que GN] — h,h[= {0} . Démontrer que la distance de deux élémentsde G est > h.
Soit a la borne inférieure des éléments > 0 de G. Démontrer que a est >0 et
appartient 3 G, puis que G = aZ.

b) On suppose maintenant que 0 n'est

que 0
une suite (gn) d'éléments non nuls de G tendant vers 0. Démontrer que, pour tout
nombre réel h > 0 et pour tout entier n € Z, l'intervalle [nh,(n + 1)h] contient un
élément de G . En déduire que G est dense dans R .

13

Pour tout vecteur # = (z;,z2) de R?,on pose G(%) = z,2

— z22 . On définit ainsi une

forme quadratique G associée a la forme bilinéaire symétrique g(Z,y) = 11 — z2v2 .

. , . a b\ .
a) Démontrer que, pour qu'une matrice A = (c d) conserve la forme quadratique

G , ou ia forme bilinéaire g, il faut et il suffit que i'on ait

(1) a2 -c% =1, b? - d2 = -1, ad — bc = 0.

b) Soit G la matrice ((1) _?1) . Démontrer que la condition (1) est équivalente a la
condition

(2) G= (‘A)GA.

En déduire que la condition (1) est équivalente a chacune des conditions suivantes :

(3) G = AG(A),

(4) a2 -b? =1, ? - d? = -1, ac - bd = 0,

s

c) Déduire de ce qui précéde que les matrices A satisfaisant a la condition (1)

constituent un groupe. Ce groupe est noté O(1,1) et appelé groupe de Lorentz.

o2
o
3
3
'
D
—d
[y
S’

il $auit at il
W oIgus Tu i

1 ' B
a=¢ ' b=c¢ '
\/1-p2 /1 -2
—_ ﬁ y ! 1
c=¢€ ' a=c¢
/1 _ A2 /1 _ A2
viT# v+t ¥

e) Démontrer que les matrices appartenant a2 O(1,1) sont les matrices de la forme

chd ¢€'shé
€ \sh8 &'ché



Ezercices 23

ou 6 parcourt R, et e=+1, &' ==41.
Le groupe O(1,1) posséde quatre composantes connexes homéomorphes a R . La

composante connexe de |'élément neutre est le sous-groupe des matrices de la forme
fch8 shé)\

A)=sho cho)

C'act 1o
. €3t

Les transformations de Lorentz sont utilisées en théorie de la Relativité restreinte pour
décrire les changements de coordonnées entre deux référentiels de I'espace-temps dont
I'origine de I'un est animée d'un mouvement de transiation uniforme par rapport a l'autre.
Pour éclairer l'interprétation physique, posons z; =t (variable de temps) et z3 =z«

(variable d’'espace). Considérons la transformation linéaire
t=t'ch0+:r'sh0, z=1t'sh8 + z' ché.
m

z) et (t',z') sont les coordonnées d'un

rentiele R et R/ la tran

L1 A% P . LI AR -1 ves L L - ' e

Les couples (

’
c
A
LA

Q.

ane deuyx
ans de

2 — 2 . La vitesse de la lumiére est ici égale a 1 . L'origine spatiale ' = 0 du référentiel
R’ est animée d'un mouvement uniforme z = Bt , ou B = th@ , par rapport au référentiel
R . On peut vérifier que les autres points fixes dans R’ sont animés de la méme vitesse
uniforme.

Soit M’ un point fixe par rapport 3 R’ , de coordonnée spatiale z'. Posons

(2) = age) (2).

\le \r

{51‘ _ ,(6) (tl)

g,/ z!
Un petit calcul montre que l'on a

—t] = (t2 — t1) /1 - B2.

C'est le paradoxe du retard de I'horloge en mouvement.

Prenons maintenant deux points de coordonnées (t',z]), (t',z), qui sont fixes

. .
spatialement et sim

an —- s Ve

i i 2
Ty —x) = (22 — 1) /1 - B2

C'est ce que I'on appelle la contraction de Lorentz.

multanés dans R’ . Un petit calcul montre que l'on 2

Pour plus d'informations, on peut consulter le livre de B. Doubrovine, S. Novikov,
A. Fomenko, Géométrie contemporaine, éditions Mir (1982), vol.1, ch. |, §6.






CHAPITRE I

Ce chapitre est consacré a la géométrie euclidienne du plan.
L’adjectif euclidien signifie pour nous que le plan est muni d’une distance,
Nous prenons pour cadre I’espace vectoriel R?. Les points des
figures que nous étudions sont des éléments de R? que nous notons par
des lettres romaines A, B, M, H, etc. L’élément B — A de R? est

noté AB (vecteur AB). Comme dans tout espace vectoriel, 1’élément
neutre de R? est noté 0 (zéro). Certains auteurs I’appellent origine et le

!
l

R?,onaalors A=A —0=0A ou OA. Dans le chapitre suivant, nous
formaliserons le double role que nous faisons ainsi jouer aux éléments
de R2, et nous démontrerons qu’il n’y a aucun inconvénient a procéder
comme nous le faisons ici. On peut faire de la géométrie affine dans un

aanare vastarial
LapalLc AR08 L}

v
A la norme de R? est associée une distance qui fait de R? un

’

espace métrique. La distance de deux points A et B est, par définition,
ll—:_:\)ll —~ E ] . . . L ] N 1 a w1 A W
égale & ||AB||. On la note plus simplement |AB| ou AB.
Les coordonnées d’un point du plan seront notées suivant les ca

(2. 25) on (2 1) . La npremiere coordonnée est ’abscisse
(Z1,22) ou (2,y). La premiere coordonnee est l'abscisse
I’

w

.
1
msnavasa

]a {]P'Il 2‘m
y A% A% ~

ordonnée. La droite R x {0} est appelée axe des abscisses ou axe

. , - g , .
horizontal, elle est notée 0x; ou Oz . L’axe des ordonnées ou axe vertical

;1 1 .. [P ] -—— . » A—-’ A_’
est la droite {0} x R, notée 0zy ou 0y.

1. Droites du plan

La droite vectorielle A engendrée par un vecteur non nul % de
R? est I’ensemble des points M de R? de la forme A%, ou A parcourt



o
(=;]
P
-

-
(428
4]
w
=]
(4]
[
@
w
(=]
=
[ gl
[—
3]
w
[¢]
(o]
(=]
-~
(oW
(=}
=
=
¢ 29
(3]
W
(oW
=
<
a
g
[
a
=
-
8
fo—)
[s']
W
=
(=}
2
o
-
3]
W
-
(429
]
Pt
w
L]
(3]
(gl

droite vectorielle A sont les suivantes :
(1) z = Aa, y=A

Si ¥ = (c,d) est un vecteur non nul orthogonal & 1, I’ensemble

—
des points M tels que OM soit orthogonal & v est une droite vectorielle
contenant # ; c’est la droite A . L’équation implicite de A s’écrit

cz+dy=0.
On peut prendre ¥ = (—b,a). L’équation de la droite A s’écrit alors
(2) —bz + ay = 0.
N\

\

<

Soit Mo un point du plan, et soient (zo,
roite affine Dy de direction A, contenant

) ses coordonnées.
, est ’ensemble des

o
)
S8
o ¥

-

(3) x = 2o + Aa, Y = Yo + Ab, A€ R.

L’équation implicite de Dy s’écrit

(4) c(z — 20) + d(y — wo) =,
ou bien

(5) cz + dy = czo + dyp.

Si on note f la forme linéaire définie par f(M) = cz +dy, les
équations (4) et (5) s’écrivent f(MoM) =0 et f(M) = f(Mo).

Y
T4 .
Aﬂ!i'\*If\"l

uz+vy+w=20

est 1’équation d’une droite affine D du plan si u ou v#0. Le
vecteur de coordonnées (u,v) est orthogonal a cette droite. On dit que
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’équation est normalisée si u® + v? = 1. Dans ce cas, la distance du
point M = (z,y) ala droite D est égale & |uz + vy + w| (cf. exerc. 2).

5
. o

Dy est la droite affine de direction

ooy
a

de la droite affine passani par A et B, ou de la droite affine AB. Cer-
tains auteurs la notent (AB). La directlon A de la droite affine Dg est
déterminée par un vecteur non nul quelconque # € A. On parle aussi
de droite affine de direction i, contenant Mg . On dit parfois que u est
un vecteur directeur de Dy .

affine. On précise qu’il s’agit d’une droite vectorielle s
qu’elle passe par 1’origine.

2. Droites paralleles, droites orthogonale:

DEFINITION 1. — Deuz droites affines de R? sont paralléles si elles ont
meéme direction.

PROPOSITION 1. — Toute droite est paralléle a elle-méme. Pour que deuz

droites distinctes de R? soient paralléles, il faut et il suffit qu’elles

’ .
nage'nt aucun point commun

Deux droites ayant méme direction et un point commun sont
égales. Inversement, soient D et D’ deux droites sans point commun,
e

, P ]
(6) jaz+tby=c,
laz+by=C
! J )

leurs équations respectives. Le systéme d’équations linéaires (6) n’a au-
cune solution, par hypothése. Son déterminant ab’ — ba’' est nécessaire-
ment nul. Les vecteurs (a,bd) et (a’,b’) sont proportionnels, donc les
droites D et D’ ont pour direction la méme droite vectorielle d’équation
ar+bu—=0

ez +by=0. I

DEFINITION 2. — Deuz droites affines sont dites orthogonales, ou per-
pendiculaires, si leurs directions sont orthogonales.
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PROPOSITION 2. — Deuz droites de R? qui ne sont pas paralléles ont un
unique point commun. C ’est le cas pour deuz droiles orthogonales.
affirmation résulte de la prop. 1. D’autre part, deu

("D
$
-y
3
Y
-'.
D

L.a premier

A4S AT S L3 §

droites affines ortnogonales ne sont pas paralléles, car deu" droite

vectorielles orthogonales sont distinctes (I.1).

PROPOSITION 3. — Soient D wune droite affine et M un point du plan
R?. Il eziste un unique point H de D tel que le vecteur MH soit

1 P | A T s ...- ......
orthogonal @ D . Le point H est lunique point réalisant le minimum de

la distance MP lorsque le point P parcourt D .

H

P\
D~ T—AM

La droite orthogonale & D, issue de M, rencontre la droite D en
un point H qui est ’'unique point répondant a la question. Soit P un

. — —
point de D ; comme les vecteurs MH et HP sont orthogonaux, on a

— — — —
HAADI12 /A y AADY2 _ HwAIT2 , nophi2
[l MP (| — (M al) — (Mo = [j1rj .

La deuxiéme assertion en résulte aussitot. Il

Le point H est appelé projeté orthogonaldu point M sur la droite
D . L’application qui, a un point M du plan, associe le projeté orthogonal

- o guie o Aeazdn T

cir e 212 s

de M sur D est appeiee pr ]“6 U piall SUTI i1a Qroiwe u.
Cette application est notée pp . La droite D est I’ensemble des points
fixes de I'application pp. Si A est une droite vectorielle, la projection

orthogonale pa est bien celle définie au chap. I.
N

N\ A
~ >

A:

~

PROPOSITION 4. — Soient A une droite vectorielle et D wune droite
affine de direction A . Soitent A et B dea inte du nlan, A' et R’

W uive WL Wi LLueUIiv e e MV VLTY u’r-v v Pewivy 4a

les projetés orthogonauz de A et B sur la drozte D.Ona
N .
A'B’ = pa(AB).
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—_
Comme A’ et B’ sont des points de D, le vecteur A’B’ appar-
_’l 2 L o )
tient a la droite vectorielle A . Les vecteurs AA’ et B

\
NIV a
AGUA & Lwd .

=

. 23

A ; d’ou le résultat. I

Y]

Remarque. — Nous venons d’utiliser la relation

?
Ce n’est pas autre chose qu 10n

_! L _/ N AT~ 2o 2

st a, a, 0 # 0. Nous utliserons souvent

ot
.
~

ains

d a suite cette relation,
y compris pour les angles, sans citer le nom du mathématicien Michel
CHASLES (1793-1880).

w)
[

(oW
)
=]
w
[
o
>
)
=

Ezercice. - Soient A, B, C, trois points distincts

a) Pour que les droites AB et AC soient orthogonales, il faut et il suffit
que ’on ait
AB? 4+ AC? = BC? (Pythagore).

Lorsque cette condition est satisfaite, on dit que le triangle ABC est
rectangle en A .

’angle (1?6, B_.A:) . Démontrer les relations

BA =BCcosB, AC=BC|sinB|.

3. Translations, rotations, symétries

DEFINITION 3. — Soit ¥ un vecteur de R?. La translation de vecteur
7 est l’application de R? dans R? qui envoie un point M du plan au

oM’ = oM + v.
Cetie application est notée iry .
—
Il résulte de la définition que I’on a ¥ = MM’ . Par suite, la donnée
de la translation détermine le vecteur de la translation. La translation de
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vecteur 0 est I’application identique. Une translation de vecteur ¥ # 0
n’a aucun point fixe.
L’application composée de deux translations est une translation.

On a précisément
trgotry =trgotrg =trg s .

PROPOSITION 5. — Soient t une translation, A et B deuz points de
R?, A'=t(A) et B' =t(B) leurs transformés par t. On a

A B' — AB.
En particulier, une translation conserve les distances et les angles.
—_— —
Si t est la translation de vecteur v, ona v'= AA’ = BB’, d’ou

—_ -
A'B' = AB. I
DEFINITION 4. — Soient 1 un point de R? et 6 un nombre réel. La
rotation de centre 1, d’angle 6, est l’application de R? dans R? qui
envoie un point M du plan au point M' tel que

-, ——

IM' = rotg(IM),

a rotation vectorielle d’angle 6 (1.4).
T

us n ons r-t(w) la rotation de centre I, d’angle 6. Le
point I est un point fixe de rot(1g) ; c’est le seul si § #0 (mod 27).

Si une rotation est distincte de ’application identique, son centre est
bien déterminé (c’est ’'unique point fixe), son angle est déterminé par

— — .
IM' = rotg(IM) (1.4, prop. 8), la mesure 6 de cet angle est déterminée

(mod 27) .
La rotation de centre I et d’angle 7 est appelée syméirie par
rapport au point I, ou symétrie de centre I. Le transformé du point M

par la symétrie de centre I est le point M’ tel que M’ = —IM.

PROPOSITION 6. — Soient r une rotation d’angle 6, A et B deuz points
de R?2, A' =7(A) et B’ = r(B) leurs traé.sformés par 7. On a
—
A'B’ = Totg (A )
-T—; =, =, —> — —
COROLLAIRE. — Une rotation conserve les angles et les distances
T _ 4 at o . _a__°*_ 11 R | PN P _a Yo ___ . __
La rotatioii CCLOIICUE TOlg cCOoIscerve la Norime, €t 1 on a aoinc

Q..

||A'B|| = ||AB|| , d’oli la conservation des distances. La conservation
angles résulte de la prop. 11 du chapitre 1. ||
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Soit D une droite du plan. Etant donné un point M du plan,
notons H le projeté orthogonal de M sur la droite D, et M’ le point

xl ONATIT 1 =4 AX/ 41 & Py A
défini par MM’ =2MH. On dit que i€ point Ivi €St 1€ SYmeEITIque au

point M par rapport a la droite D. L’application qui, au point M,
associe le point M’ est appelée syméirie orthogonale (ou simplement
symétrie) par rapport & la droite D, ou symétrie d’axe D . Nous noterons
symp cette application. Pour que M soit un point fixe de I’application
symp , il faut et il suffit que H = M, c’est-a-dire que M soit un point

IIA n T -« "l ““A’A ’1’ TMTMaoa cvrmt’:"in Aﬂ'*ﬂ-m‘“ﬂ CSMAM AWA AAYMIYIMAO aNoo ‘\] Ane
ac . LA GQOnNILCC G unc symduliC GCWCIMmIne SOIi axX< COmMImc CNnseimioit GEs

s M
D

....-"M \

L vecteur HM' est orthogonal & D, par suite le point H est aussi
le projeté or thogonal de M’ sur la droite D. On adonc symp(M') =
t

points fixes.

symp o symp = Idg2.

Si A est une droite vectorielle, la symétrie par rapport a la droite
A est la symétrie orthogonale définie au chapitre I.

PROPOSITION 7. — Sotent A une droite vectorielle et D wune droite
affine de direction A . Soient A et B deuz points du plan, A’ et B’
les symétriques de A et B par rapport a la droite D. On a

—_—

A'B' = 3ymA_(X§).

\\

A’ ¢ \
\
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Soient H et K les projetés orthogonaux des points A et B sur
la droite D. On sait que HK = Pa (ﬁ) (prop. 4). Par ailleurs

—_— — g —_— — — —
A'B’ — AB =BB' — AA' = 2(BK — AH) = 2(HK — AB),
!
ce qui montre que A'B’ = sym,(AB). I
COROLLAIRE. — Une symétrie orthogonale conserve les distances et

transforme les angles en leurs opposés.

DEFINITION 5. — Sotent A et B deuz points du plan. Le milieu du

— —
annan o e s éRni pvar — dpat 1Mmimmimnsn mnse
9T Illc'bt AB C.'Jt IC Pulvlbt I dcﬁl P AB — 2AI . C C t l quc PUblbt

du plan tel que l’on ait iA + IB=0.
Le milieu I du segment AB est un point de la droite AB. Pour

tout point M du plan, on a 2Mi = m+ﬁ+ﬁ+ﬁ, d’ou
— — —
2MI = MA + MB.
Cette propriété caractérise le milieu du segment AB.
Soit M un point du plan. On a

(1)  MA? - MB? = (MA + MB) - (MA — MB) = 2Mi - AB.

PROPOSITION 8. — Soient A et B deuz points distincts dans le plan.
L’ensemble des points M du plan qui sont équidistants des points A et
B est la droite orthogonale & AB passant par le milieu du segment AB .

Cette droite est l’aze de l’unique symétrie transformant A en B.

Elle est ap ,lee médiatrice du segment AB .

a proposition résulte immédiatement de la relation (7). I

PROPOSITION 9. — L’application composée de deur syméiries orthogo-
nales du plan est une rotation ou une translation.
Soient D et N/ deuxr droites du nlan et enit f ’annlication

MU VCIVY v aAr we wi pewivy v uvwvvv v Wy pevLwuvviiv

composée symp, o symy, .

a) Si les droites D et D' ont un point commun 1, lapplication
f est la rotation de centre 1, d’angle 2(D,D’).

b) Si les droites D et D' sont paralléles, l’application f est une
translation. Soient H € D et H' € D' deuz points tels que la droite HH'

o1t nr‘ibnnn;nnlp auzr droites D et D' l’nnnhrahn'n f est la translatio

CIv Y W ivw T s v~ LA A A e v = v-—vv

de vecteur 2HH’ .

a) Supposons que les droites D et D’ aient un point commun
I. Soient A et A’ les directions respectives de D et D’. Soit M un
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point du plan, et soient M’ = symp(M), M" = symp,(M’). D’aprés la
prop. 7, on a

IM” = Symp, o symA(IM)

D’apres la prop. 16 du chapitre 1, I’application composée sym,: o syma

est la rotation vectorielle d’angle 2 (A, A’) . La mesure (D,D’) de ’angle
de deux droites affines n’a pas encore été définie. Par définition, c’est la
mesure (A, A’) de ’angle des directions de D et D’. On vérifie bien
que 2(D,D’) est un nombre réel défini a 27 prées, et que la rotation
d’angle 2(D,D’) est bien définie.

M® \UD
N

b) Soit M un point du plan, posons M' = symp(M) et M" =
symp,(M'). Les points M, M’ et M” sont alignés sur la droite L
orthogonale a D et D', issue du point M. Les points H et H’

la droite L et des droites D et n’ -
4 v

,.“‘A‘ﬂ n‘ Fa% 2] A
Q a QIOIW L Cuv GCS GiO1uvC i

A
Q iNueIscCuiion c“pect; vement

sont les projetés orthogonaux des trois pomts M, M' et M” sur ces
deux droites. Par définition d’une symétrie orthogona.le on a

— —_— 4 14
MM' = 2MH = 2HM/, M'M" = 2M'H/,

d’ou

Il reste juste a démontrer que le vecteur HH' ne dépend pas du choix

du point M. Si les droites D et D’ sont confondues, alors HHE' = 0.
Sinon, notre assertion résulte immédiatement du lemme suivant.

Lemme du parallélogramme. — Soient A, A', B, B’ quatre points non
1 L i S miAnes s o n PRI b 5.3 .1 AID/ _ A ATl _ ____11)M_ © ! _
aiignés. On suppose AB paraiicie a A'B', el AA" paraiiéle a BB' . On
a alors
'’ / !/
B=AB, AA = BB'.
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B
A Q
Bl

Parmi les quatre points, il en existe trois qui ne sont pas alignés,

/! o / !/ !
par exemple A, A’ et B. Le vecteur vy = BB’ — AA'=A'B" — AB est
se s e . T2 —_ : N o
colineaire a AA" et AB ; 1 est donc nul. [l

28 et cer
La. ﬁgure forme e par tro
triangle ABC. Les points A,

e el et S e S —a A& 7Y 1__
BC est opposé au sommet A. On suppose en général les

t
distincts, et on dit alors que le triangle n’est pas dégénéré. Si les sommets
sont alignés on dit que le triangle est aplat:.

PrOPOSITION 10. — Soit ABC wun triangle non aplati. Notons A
a ~ Pare=girer- A\ P Al g 2~
B, C les mesures des angles (AB,AC), (BC,BA), (CA

méme signe et l’on a
A+B+C=x%m.
En effet, on a

(AB, AC) + (CA, CB) + (BC, BA) = (AB, BA),

et (AB BA)—7r (mod 27),d’ou A+B+C_1r (mod 27). Comme
|A+B+C| est <3x,onadonc A+B+C=xr.

A

)\

ar une rotation, ce qui ne change rien aux angles, on peut

ae

—

cunnacer ane le vecteur RO a nour coordanndee {a 0 aver a ~ 0O

auyyva\:; \.lu\o A\ AAVAYA AVA Y Y A NS w tlvul. WAV ANAVIAILILVY D \W, V,, L A AV V] W Ve
—

Le vecteur unitaire BC/|BC| a pour coordonnées (1,0). La rotation

vectorielle d’angle (BC,BA) transforme le vecteur unitaire B—C)/ |BC]|
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en le vecteur unitaire ﬁ/ |IBA|. Le vecteur BA a donc pour co-
ordonnées (|BA|cosB,|BA|sinB). De méme, la rotation vectorielle

o L .. - . -
d’angle (CB CA) transforme le vecteur unitaire CB/|CB|, de coor-

donc pour coordonnees (—|CA|cos( C),-—|LA|sm( C)) Par suite, on
a |BA|sin B = |CA|sin C, ce qui montre que les nombres B et C ont
méme signe. En permutant les roles des sommets, on obtient que les

nombres A, B, C ont meme signe. i

PR e o N 4 NV __ 2 __ -

mme ci-dessus que les poi its B et C soient sur 'axe
horizontal O:c, et que BC = (a,0), avec a > 0. Les nombres A,B,C
sont > 0 si le point A est au-dessus de I’axe Oz, ils sont négatifs si le
de 0z.Un't
ordre dés sommets. Sil
triangle orienté ABC est direct. On dit qu’il est indirect
dans le cas contraire. Un triangle direct reste direct aprés une permu-
tation paire de I'ordre des sommets (permutation circulaire), il devient

indirect aprés une permutation impaire des sommets (transposition de
deux sommets).

wn
g]
(@]

ﬁppOSOﬁS

-4
et

oint A est en-dessou

Q

s
iangle orienté est un triangle AB

PPN ~ N
SUILV 2 VU,

On dit qu’un triangle ABC est 2socéleen A si AB= AC. Il est
équivalent de dire que le point A appartient a la médiatrice de BC, ou

que les points B et C sont symétriques par rapport a une droite issue
de A.

Si le triangle ABC est isocele en A, on a

B= 6, A+2B=+nr.

En effet, la symétrie par rapport a la médiatrice de BC transforme
—_— —

_— —
I’angle (CA,CB) en I’angle (BA,BC), et I'on a

— —— _— —
A MM IT\A nn\_l'nn AN
(CA,CB) = —(BA,BC) = (BC,BA)
~~ -~
Ezercice. - Démontrer que, si B = C, le triangle ABC est isocéle en A

Soient I un point du plan et R un nombre réel > 0. On appelle
cercle de centre I, de rayon R, I’ensemble des points M du plan tels
que IM=R.
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PROPOSITION 11. — Etant donnés trois points non alignés A, B, C du
plan, il eziste un unique cercle passant par ces trois points. Si 1 désigne

le centre de ce rprrlp on a

L s L e M L =

(IB,IC) = 2(AB, AC) (mod 2m).
Les médiatrices de AB et AC ne sont pas parali¢ies. Elles se
rencontrent en un point I qui est I'unique point du plan équidistant de
, B, C.Le point I est le centre d’un cercle passant par A, B et C.

Posons

a = (IB,IC), B=(IC,IA), « = (IA,IB).

On a a+B8+~v=0 (mod 2x). Dans les triangles isoctles IAB et
IAC, on a les relations

2a1 +v =, 2+ B =7 (mod 2n)
. _’ ___’ \
Par ailleurs, on a a; + az = (AB, AC), d’ou
—_— —
2(AB,AC)=2r—vy-fB=a (mod 27). Il
THEOREME. — Etant donnés deuz points distincts B et C du p!an et un
_ 1 7 7 79 _ 11 7 2 : V. 8 7 7 . 7 1 n 7~ \
nombre réel a , I’ensemble des points M du plan (privé de B et ‘C) tels

que (IVIﬁ, I\TC') = a/2 (mod ) est la droite BC ou un cercle passant
par B et C (privés de B et C).

Si a =0 (mod 2x), la condition signifie que les vecteurs MB et
e

MC sont colinéaires. Si a Z0 (mod 27
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Soit D la droite issue de B dont l’angle (BC,D) avec BC vaut
(r —a)/2 (mod 7). La. d1:01te D n’est pas orthogonale a BC. Elle
t

(
SN .
des points M du plan tels que (MB,M )=a/2 (mod «). Soit o
0 o' =a

MB. MC)

AV u’ ;v& ]

points M tels que (MB, MC) =a' -7 (mod 27).

e NNUo
> i‘wu

/\
I | l
-
3
)
oW
ND
3
g
)
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Pour fixer les idées, supposons que BC soit un vecteur horizontal
> 0 comme dans la discussion qui suit la prop. 10. Il résulte de cette
discussion que, si M est un Doint situé strictement au-dessus de 1’axe

0z la mesure de I’ angle (MB, Mb) qui appartient a I’intervalle | — =, x|
est > 0, et qu’elle est < 0 pour les points situés au-dessous de ’axe. ||

COROLLAIRE Pour que quatre points distincts A, B, C, D du plan

situés sur une meéme droite ou un méme cercle, 1l faut et 1l suffit
itues sur une meme daroile ou un meme cercle, il jautl el i suffit

(AB,AC) = (DB,DC) (mod «). I

5. Isométries du plan euclidien

DEFINITION 6. — On appelle isométrie de R? toute application f de R?
dans R? qui conserve les distances. Cela signifie que, pour tous points
A et B de R?, ona |f(A)f(B)| = |AB].

Nous avons vu que les translations, rotations et symétries rthogo—

nales sont des isométries. Ce ne sont pas les seules. Nous allons explici
tanitac lag icnmndtrias A nlan annalidian Aamng re maraogrs wha ot 1o ceazierand
LUUWLLD 1UD IDUIIITLLIITD Uu plall tulliuivil ualld Lo Pdv.las.ldpl.lc CTuL 1T ulvallu.

PROPOSITION 12. — Toute isométrie du plan euclidien est produit de 0,
1, 2 ou 3 syméiries orthogonales.

Par convention, ’application identique est considérée comme pro-
isométrie qui a trois points fixes non alignés est i’application identique.
Ensuite nous nous ramenerons a ce cas en introduisant suffisamment de
points fixes par composition de 'isométrie donnée avec des symétries
orthogonales.
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Soit f une isométrie de R%. Si M est un point du plan, on
notera M’ le point image f(M). Nous commengons par une remarque

qui sera utilisée A plusieurs reprises. Si A est un point fixe de f,
c’est-a-dire si A = A’, et si M est un point quelconque du plan, on a
|AM| = |[A'M'| = |AM’|.Si M’ est distinct de M, le point A appartient
a la médiatrice du segment MM'.

a) Supposons que I’isométrie f laisse fixes trois points non alignés.

Soit M un point du plan. Si les points M et M’ sont distincts, la

médiatrice du segment MM’ contient les trois points fixes non alignés,
ce qui est absurde. Par suite, application f laisse fixe tO“t point du
plan : c’est ’application identique.

b) Supposons que 'isométrie f laisse fixes deux points A et
B distincts, mais aucun point situé hors de la droite D joignant A
et B. Soit C un point pris hors de la droite D. Les points C et
C' sont distincts, la médiatrice du segment CC’ est la droite D car
elle contient les points A et B. L’application g = sympof est une
isométrie qui laisse fixes les points A, B et C. D’aprés a), g est
’application identique, donc f= symD

l‘\ q“nnncnn
\4, uuyyvuvl.l

uwn

quel
un point distinct de A . La médiatrice D

.

u segment BB’ passe par A .
L’application g = sympof est une isométrie qui laisse fixes les points
A et B. D’aprés a) et b), 'isométrie g est une symétrie orthogonale
ou ’application identique. Ce dernier cas est exclu car tout point de D
serait alors un point fixe de f. Il existe donc une droite D’ telle que

J— PR —_—
symp of = symp, , d’ot f = symp o symy,,

1, 14 £ _I_

d) Si Papplication f n’a aucun point fixe, on en introduit un
en composant comme ci-dessus f avec la symétrie sym;, par rapport
a la bissectrice D d’un segment AA’'. L’isométrie g = sympof a au

moins un point fixe, le point A . D’aprés ce qui précéde, 'isoméirie g
est composée d’une ou deux symétries (ce ne peut étre 'identité). P

suite, I'isométrie f = symp og est produit de deux ou trois symétries.

Remarque. — Si une isométrie laisse fixes deux points A et B distincts,
elle laisse fixes tous les points de la droite AB. En effet, soit M un
point du plan et soit M’ son transformé par I’isométrie. On a déja vu
que si M :,é M’ | la médiatrice du segment MM’ est la droite AB. C’est
si le noint

annoas
AVE uyyu

n
“l’

COROLLAIRE. — Les isométries du plan constituent un groupe de bijec-
tions affines du plan engendré par les symétries orthogonales.
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L’application composée de deux isométries conserve les distances ;
c’est donc une isométrie. La surprise, c’est qu’un isométrie du plan

est bijective, car elle est produit de symétries qui sont des applica-
4 1 b} hd

tions bijectives. L’application réciproque conserve aussi les distances.
Nous préciserons plus loin ce qu’est une application affine ; disons pour
I’instant que ce sont les applications qui conservent l’alignement. ||

”

6. Forme canonique des isométries du plan

pneamara T o mannd
cHvIIvC, JC Pl w

b~

2 syméiries orthogonales.

La démonstration repose sur les deux faits suivants établis dans
la prop. 9.-Si D; et D; sont deux droites issues d’un point I,
I'application composée symp,h osymp est la rotation de centre I,

d’angle 2(D;,D3). Elle est donc égale a symp; o symp; pour tout
uple de droites n' D’ . issues de I, telles aue (n’ n'\ =(D,.D, \

wpat Qv iy =72 SLARS YUt \“i1+v25 — ..’1,

De méme, si deux droites D; et D2 sont paralléles, l’apphcatlon
composée symp osymp est la translation de vecteur ZITI—I—I-I;, avec
H, €D;, Hy € D; et HiH; orthogonal a D; . Cette translation est le
produit symp: o symy, pour tout couple de droites D}, Df, paralléles
a Dy, et telles que la droite D% se déduise de D) par la translation de
vecteur I—-I_lﬁ;

Démontrons maintenant le lemme. Soient D;, D3, D3, Dy
quatre droites du plan, et soit f ’application composée

, © Symp_ o symp, o symp_ .

a) Si les droites D;, D3 et D4 sont paralléles, il existe
une droite D) telle que symp; © symp, = symp, © symp, . Le produit
symp, o symp_ o symp est alors égal a symp car symp, osymp, est
}a.ppucauuu idéi‘ltiqnc Par suite f = S'yﬁ‘sz4 o symp,

b) Si les droites D3 et D4 sont paralleles, et si les droites D,
et D, sont paralléles, alors f est une translation comme composée des
deux translations symp, osymp et symp, osymp, .

c) Si les droites D3 et D4 sont paralléles, et si les droites D; et

D; ont un point commun I, soit D/ la paralléle & D3 issue de I, et

ue (N DY =(D. D, \ On eait

[72]
@
&
(oW
o
-
[l
o
=
~ €D
Neol

la rotation symy,, o symp, est égale & la rotation symp, o symp: . On
est alors ramené au cas envisagé au a).

d) Si les droites D3 et D4 sont concourantes en un point I, dans
un premier temps, en les remplagant par deux autre droites issues de I,
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et ayant le méme angle, on peut se ramener au cas ou D; et D3 sont
concourantes. On peut alors, par le méme procédé, rendre D3 paralléle

a Dy, et on est ramené a b) et c). Il

PROPOSITION 13. — Le produit d’un nombre pair d

v
_a __ YU S 3 Y S T oo oamcim At A)inn ommame bhvas oana
nales €31 UMnE€E LTransialion Oou uUneE ToLaALIOT.. LE pProaull o wir noIiuTre -

pair de syméiries orthogonales est une syméirie orthogonale ou le pro-
duit de trois syméiries orthogonales. Le produit d’un nombre pair de
syméiries orthogonales ne peut étre égal au produit d’un nombre impair

de syméiries orthogonales.

Les deux premiéres assertions résultent immédiatement du lemme.
Pour démontrer la derniére assertion, remarquons d’abord, en regardant
les ensembles de points fixes, qu'une symétrie ne peut étre égale a une
rotation ou a une translation. Démontrons maintenant qu’il est impos-

sible que le produit s3 o 83 0 s; de trois symétries soit égal au produit
85 0 84 de deux symétries. En composant 1’égalité s3 0350387 = 850 84

par s; a gauche, on obtiendrait alors s5 o 83 0 83 0 8; = 84 . Mais le pro-
duit s5 0 83 0 85 0 8; est une rotation ou une translation, et ne peut étre
égal a la symétrie s,4. |

COROLLAIRE. — Les rotations et iranslations consiituent un sous-groupe
distingué d’indice 2 du groupe des isométries du plan.

Les produits d’un nombre pair de symétries (translations et ro-
tations) sont appelés isométries directes, ou déplacements du plan.
To mnradsit Ao Aoy Adnloacrmant
e P OQiuiv ac€ acux ucplabc LCILL
déplacement est un déplacement. L’ensemble 7 “"(2) des déplacements
est un sous-groupe du groupe Z(2) des isométries du plan. Les produits
d’un nombre impair de symétries sont appelés isométries indirectes, ou
antidéplacements. Ils constituent un sous-ensemble Z~(2) de Z(2). Si

s € I7(2), lapplication f+» fos induit une bijection de Z%(2) sur
]

wm AL nlaacrmant Mo aean Ph |t NG

un UT pPialTliiTiiy, 1 111VYTIDT U ull

w
>
]

Z-(2), la bijection réciproque étant ’application g+ gos™!. I
PrRoOPOSITION 14. — Une isoméirie indirecte qui a un point fize est

une syméirie orthogonale. Une isoméirie indirecte sans point fize peut
s’écrire de facon unique comme composée de la syméitrie par ra,pport da

ine droite D et d’une itranslation t de vecteur non nul paralléele a D

Vi WIvU PSW Y Ew Y W vowve TV s F dadddd i A

6

ceite derniére condiiion équivaut d i o symp = sympot).

Soit f une isométrie indirecte ayant un point fixe A. Soit B un
point du plan qui soit distinct de son transformé B’ . La médiatrice D du
segment BB’ passe par A, et I’application symp of est un déplacement

—~~
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ayant au moins deux points fixes. Ce déplacement est nécessairement

Soit f une .soznétrie indirecte sans point fixe.

Soit un n 1directe sans it fixe. Soit A un
point du plan; posons A’ = f(_A_) et &= A'A. L’application irgzof
est une isométrie indirecte qui lai fixe le point A. C’est donc la

r'd hd \ . b} \
symétrie par rapport & une dro te Dl. On a trgof = syle, d’ou
— . = )

f =tr_gosymp . Décomposons le vecteur % en somme v+ w d’u

vecteur v paralléle 4 D; et d’un vecteur w orthogonal a D;. Il
0 4 oo X__c*ai_ T™ 1M X ™ PR | PR P - — @i o ST

€X1Si1€ unc aronc U paraucic DJ1 WUC qUC T _§ — 9 ":D S l)1 .

f =tr_gosymposymp osymp =tir_zosymp

comme annoncé. La droite D est stable par 'application f (ce qui
signifie que l'image par f de tout point de D est un point de D).
() b § SB6v r J r r J
. R s

Comme ’application f n’a pas de point fixe, le vecteur v n’est pas nul.
On vérifie sans peine que la droite D est la seule droite invariante par
f . L’unicité de la décomposition f =tr_gosymp en résulte. Il

H] -

it
et leurs groupes (cpu, Paris, 1969). L
plan était connue de Leonhard EULER

Exercices

1

PU — ) . g .
a) Dans le plan rapporté a des axes quelconques (Oz,0Oy), on considére les points
M= (z,y), M'=(z',y') et M" = (z",y"). Démontrer que, pour que ces points
soient alignés, il faut et il suffit que I'on ait

|z y 1|
I:L" y' 1|:0.
le'l' yil' ll

b) Soient D, D’ et D les droites d'équations respectives

ur 4+ vy 4+ w =0,
!

u'z + vy 4+ w =0,
n n n —
u'rz 4+ vy 4+ w =0.
Démontrer que, pour que les droites D, D’ et D' soient paralléles ou concourantes,
il faut et il suffit que l'on ait
u v w
u v "l=o.

w
u)Il
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2
Soit D la droite (affine) de R? dont I'équation est uz + vy + w=0.

Déterminer les coordonnées de la projection orthogonale du point 0 sur la droite D . En

a
ur de la distancede 0 2 D

- (-1 41O} v & s .

(| D .
g
3
<
W
]

-~

Démontrer que la distance a la droite D du point M de coordonnées (z,y) est égale a

|u:::+vy+w|/\/u2 + v2.

3

[ o WS R s ‘_ ___________________ Ir_\-: r-\—:’_\ ______ | LIy St I R P A
vans ie pian rapporie des axes queu.onques (Uz,VUy) , ecrire | equation ae ia aroite
joignant les points A = (a,0) et B = (0,b) .

rd - —’ -—’ . - 3
Dans le plan rapporté a des axes quelconques (Ox,Oy), on considére les points
= (a,0), B = (0,b) et C = (0,0). Déterminer les coordonnées des milieux A’, B’
C' de BC,CA et AB. Ecrire les équations des droites AA’, BB’/ et CC’.

(®
-

NJia e 4

Démontrer qu’'elles sont concourantes et déterminer les coordonnées de leur point com-
mun.

9
Dans R?, on considére les points A = (0,a), B = (b,0) et C = (c,0). Déterminer
les équations des trois hauteurs du triangle ABC . Démontrer qu'elles sont concourantes

et déterminer les coordonnées du point commun.

6
Dans le plan rapporté a3 des axes quelconques (f? y), on considére des points
A =(a,0), B=(b,0), C=(c0), A’ =(0,a’), B’ =(0,b') et C' =(9,c').

a) Démontrer que, si AB’ est parallele 3 A’B, et BC’ paralléle 3 B'C, alors CA’
est parallele 3 C'A .

b) Démontrer que si les couples de droites {BC’, B'C), (CA’, C'A), (AB/, A’B) sont
concourants en des points U,V et W respectivement, ies points U,V et W sont

alignés (théoréme de Pappus *).

c) Si, dans le plan, on se donne trois droites A, B et C issues d'un méme point D, et
trois droites A’ ,B’ et C’ issues d'un autre point D', quel énoncé peut-on envisager
de démontrer?

* Pappus d’'Alexandrie, Ve siécle ap. J.C.

7
Dans cet exercice et les suivants, on considére trois points non alignés A, B et C
dans R? . On pose a = |BC|, b= |CA|, c = |AB|. On désigne par A.B et C les
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mesures des angles (ﬁ, R) . (B?,ﬁ) et (ﬁ,éﬁ) qui appartiennent a l'intervalle

]—m,x[. R R

On rappelle que I'on a la relation A+B+ C = +*x, et que A, B et C ont méme

o,
o

ign
Démontrer ia reiation

aZ=0b2+c% - 2bccos A .

Depuis quelques années, il est 3 la mode d'associer a cette formule le nom du
mathématicien Al-Kacht (mort & Samarcande en 1429). Elle est explicitement énoncée et
démontrée dans les Eléments d'Euclide (livre 2, prop. 12 et 13).

8

a) On désigne par A’ le milieu de BC . Démontrer la relation
— 1
AB? + ACZ = 2AA"% + - BC2?.
2

b) Soit k un nombre réel; déterminer I'ensemble des points M du plan tels que

;2+I\—/I_62=k.

=

a) Démontrer que, pour que le triangle ABC soit rectangle en A, c'est-a-dire que
—_ 2 . - oo ruse) 292 522
AB.AC = 0, 1l taut et Il sutht que AB“ 4+ ACU® = BCU~”

b) Démontrer qu'une condition équivalente est 2AA’ = BC, ol A’ est le milieu de
BC . Préciser I'ensemble des points M du plan tels que MB.MC = 0.

a) En désignant toujours par A’ le milieu de BC , démontrer la relation
—_—
AC? - AB? = 2AR'.BC.

b) Soit k un nombre réel; déterminer I'ensemble des points M du plan tels que

MC2-MB2 =k .

1
a) On admet I'existence d'une mesure borélienne dans R? , appelée aire ou surface, pour

laquelle la mesure d'un rectangle est le produit des longueurs de ses c6tés. On suppose

que le triangle ABC est direct, et on note S sa surface. Démontrer la relation

Q)

2S = absinC.
b) En déduire les égalités
a b c abc

sinK sinﬁ B sina "~ 25
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On pose 2p=a + b+ c. Démontrer la relation
AT e V ll \‘.I u} \’I U} \’I bl \JV' JIR BRI WL XALIIVIN I

—

[Exprimer cosA et sinA 2 l'aide des exerc. 7 et 11, et écrire la relation (sinA)2+

(rnqA\z =1 ]

* Héron d'Alexandrie, dit Héron 'ancien, ler ou lle siécle av. J.C.

Soit G le centre de gravité du triangle ABC (point de concours des médianes AA’,
DN/ FaVal AN mes__ e Mo o at
DD , UuU ) pemorntrer ia reiauion

— —— ——

AGZ+BG?2 +CG%2 = - (a2 + b2+ ¢?)

-4 A
14
Etant donnés deux points distincts B et C du plan et un nombre réel o, déterminer

le centre du cercle constitué des points M tels que (MB,MC) = «/2 (mod «).

Al

= A

er
or g

R
|}

ve)

!

a) Démontrer qu'il existe un unique déplacement f tel que f(A)= A’ et f(B ) B’
Préciser le centre et l'angle si f est une rotation, préciser le vecteur si f e
translation.

b) Méme question pour une isométrie indirecte.

16
a) Soit f une application du plan dans le plan. Supposons qu'il existe un nombre

réel 6 0 (mod 2x) tel que, pour tout couple A, B de points du plan on ait

_— . . , . .
F(A)f(B) = rotg( ﬁ) . Démontrer que f est une rotation d'angle 6 et, en particulier
P 13 7=} £ a un naint fiva

\‘uc J a W P\Jllll TiIAG

b) Soient I; et Iz deux points du pian, 6, , 62 deux nombres réeis. Démontrer que
I"application

f = rOt(I,,G,) (o] TOt(I‘ .0, )
est une rotation si 6; + 62 Z0 (mod 2x), et que c'est une translation si 6, + 6, = 0

(mod 27) . Lorsque 6, = 62 = = démontrer que f est la translation de vecteur 2 11_12' .

17

a) Soient @ et #' deux vecteurs unitaires de R2 . Démontrer qu'il existe une unique

2

symétrie orthogonale vectorielle o transformant # en @' . Soit o' I'unique symétrie
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vectorielle orthogonale qui transforme i en —ii'. Les symétries o et o' sont les
symétries orthogonales par rapport a deux droites vectorielles orthogonales A et A'.
b) Dans le plan R?, soient D et D’ deux droites (affines) distinctes ayant un point
u'il existe exactement deux symétries orthogonales transformant
D en D’. Ce sont des symétries par rapport a des droites (affines) A et
orthogonales entre elles et passant par A .

On a les égalités d'angles de droites (D,A) = (A,D’) et (D,A’)=(A',D’). Les
droites A et A’ sont appelées les bissectrices du couple des droites D et D’.

c) On conserve les notations de b). Démontrer que !'ensemble des points M du p
dont les distances 3 D et 3 D’ sont égales, est A UA’.

d)Si f(z,y) =0 et f'(x,y) = 0 sont les équations normalisées des droites D et D',

les équations de A et A’ sont f(z,y) — f'(z,y) =0 et f(z,y) + f'(z,y) =0.

18
Soient A,B et C trois points non alignés du plan R?, et soient A’,B’,C’ des
points, distincts de A, B, C, situés sur les droites BC, CA et AB respectivement.

a) Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles AB'C’, BC’A’ et CA’'B’ ont
un point commun.

b) A quelle condition ce point appartient-il aussi au cercle circonscrit au triangle ABC ?
c) En déduire que, étant données quatre droites parmi lesquelles il n'y a pas de paire de
droites paralléles, ni de triplet de droites concourantes, les cercles circonscrits au quatre

triangles formés a I'aide de ces droites, ont un point commun (point de Miquel).

9

C. s NA ...
. J0IL lvi U

p
sur les droites BC, CA et AB

a
=

respectivement.
Démontrer que, pour que les points A’ , B’ et C’ soient alignés, il faut et il suffit que
le point M appartienne au cercle circonscrit au triangle ABC . La droite contenant les

points A’ , B’ et C’' est alors appeiée drotie de Stmson.

20
a) Démontrer que les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes. On notera ABC
le triangle, AA’, BB’ et CC’ ses hauteurs, et D le point d'intersection de BB’ et

I ’ Ny . L4 - [4 1
CC’, et on démontrera que AD est orthogonal 3 BC en utilisant des égalités d'angles
inscrits.

Le point commun aux hauteurs est appelé orthocentre du triangle. Chacun des points
A ,B,C,D est l'orthocentre du triangle défini par les trois autres points.
b). Démontrer que les symétriques de |'orthocentre par rapport a chacun des cotés du

triangle sont situés sur le cercle circonscrit.
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c) Soit O le centre du cercle circonscrit. Démontrer |'égalité d'angles de droites
(AB,AD) = (AO,AC) (mod =).

Autrement dit, les couples de droites (AB, AC) et (AD, AO) ont les mémes bissectrices.
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Le terme d’affinité est la traduction littérale de I’allemand Ver-

- A . Tocdinand MAnrrro

W(lﬂbd"ﬂ.lb(bjb introduit par LULER et lcp' S par nuguab rerainana iviOBIUS
(1790-1868). Dans son ouvrage fondamental Der barycentrische Calcul
(1827), MOBIUS définit les transformations projectives d’un plan dans un
plan, transformations étudiées simultanément par Michel CHASLES qui
leur donne le nom d’homographies. Ce sont les transformations qui con-

servent ’alignement, mais pas la distance. MOBIUS demontre qu’elles

1o ki + A + + 1s
conservent le DIrapport ac gquairce pGlI‘u igh

mations projectives, il distingue celles qui conservent le parallélisme
et les appelle affinités ou transformations affines. Aujourd’hui le terme

d’affinité est réservé par la plupart des auteurs a certaines transforma-
tions affines (cf. §8).
Les applications affines de RP? dans R" sont les applications

ire 'nv'nnfn n wvertolr de R7
N '\I “\I

\
Y — Y + B, ocu A est ““e m v N\ S ‘.1.. uvu; A

2 ¢ AALN A Ex

Les propriétés affines sont les propriétés respectées par les applications
affines : alignement, parallélisme, rapport de segments colmea.lres S1

n —mn_ on rencontre le
n P, on rencontre ¢

constituent un groupe car I’application réciproque d’une application
affine bijective est elle-méme affine.

ne. Les applications affines bi

L’espace R" est un espace vectoriel de dimension n automa-
tiquement muni d’une base (la base canonique). Le choix de cette base
n’intervient pas dans la deﬁmtlon d’une application hneane de R" dans

es applications affines, ni le choix
de la base, ni 'origine ne jouent de role. On peut définir une struc-
ture plus faible que celle d’espace vectoriel, la structure d’espace affine,
adaptée a la définition des applications affines.
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Par choix personnel, je me dispenserais volontiers de parler de
cette notion d’espace affine. Mais les espaces affines ont pénétré dans les

’ .
PArUHAWIILIIIUVG UG LUIILVUWAS WUWiLD 200 QIiiiVU0 UVy VU 20 j SVILlv ViiLVAL. Ui alS
a h | h | 1 r (&) 'r h | h |

trouve dans de nombreux ouvrages francais ou étrangers. La définition de
la droite affine comme espace homogéne sous le groupe R (celle que nous
donnons au §4) a méme atteint 4 une certaine époque le programme des
classes de quatriéme, pour le plus grand bonheur des journaux satiriques.
Pour que mes étudiants puissent se présenter en confiance aux concours,

et pour qu'ils puissent aborder directement d’autres livres de géométrie,
2 a__d_ Ao mmmmme o X . Lo 22 WAL 2 P . S
JC ralic ucs cspalcd alllllt> dalld CC Cllapluic. lv.lalb JC U.CII[UI"JIC aussl quc

I’on ne perd rien a faire de la géométrie affine dans R" , de méme que
I’on peut apprendre toute 1’algébre linéaire de dimension finie dans R"
en parlant de matrices au lieu d’applications linéaires.

Le premier paragraphe est consacré aux barycentres. Il est trés
succinct. L’étudiant qui voudrait approfondir la notion de coordonnées
barycentriques pourra lire avec profit le livre de Serge DuBuc, Géoméirie
plane, PUF, Paris (1971). Mais on verra que le véritable objectif de

ce chapitre est de démontrer des propriétés géométriques a 1’aide des
V1IQLiIOo1V1 1IIGUIVLIID QllL11IUD \I.I.UI.I.IU vilis UICE’ L1IGLID1G Ululla’ Pl JC\' UlUlla} .

1. Barycentre

Dans ce paragraphe, on désigne par E un espace vectoriel réel.
Soient p un entier, A;,..., A, des pointsde E, a; o, des nombres
r ) 19 ) P i o ~ ) =1y ey “p VAW AANVAZAW L W

2 ¥V

réels. Pour M € E, posons

F(M) = a;MA, +...+ a,MA,.

Si P est un autre point de E, on a

—
1 1 AD

{1\ £ \ — [~ ~ \
\1) J\ )—\UIT...TQP)J.V.IJ.'.

PROPOSITION 1. - 81 a1+ ...+ ap =0, l’application f est constante.

S5t a1 +...+ap # 0, Papplication f est une bijection de E sur E.
La premiére assertion est claire. Supposons a; +...+ap #0, et

soit v € E. Etant donné un point M de E, le point P de E défini par

est I'unique point de E tel que f(P) = ¢'. Il ne dépend pas du choix de

g
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DEFINITION 1. - St a1 + ...+ ap # 0, on appelle barycentre des points

Ay, ..., A, affectés des pozds respectzfs ai,...,ap, ou barycenire de la
fnmq”p de points nondérés (A..o:). Punigue noint G de E tel que
"""""" poINtS pONALIes (A4, &), ¢ Unque p 1
e —_—
{92} o (A, 1 4+ (A —10
\u} A ~adag [ LI | \ﬁp\‘.‘&p e

Compte tenu de (1), la propriété (2) est équivalente a la pro-
priété suivante :

g I p = 4
pour tout point M € E. En effet, si la relation (3) est vraie pour un
point M de E (ici le point G), elle est vraie pour tout point M € E
Remarque . — E

QF‘
E
o g
3]
]
Cin
=3
(3

Ezemples . - 1) Dans R, le nombre réel A est barycentre des points
01_1\94'{ )\.SlAnfne +d\¢hn

y & III wv \.l.,ll’ 4°a ww AL [S4 94 I.I.Il

(

\
point G défini par AG = AAB est le barycentre des points pondérés
(A,1—2) et (B,]).

0 A 1

A G B
2) Le milieu d'un segment AB est le barycentre de (A,1)
at ID 1. Le seament AB est Vensemble des barvcentres des points
Cu \ } LT JSCYNIvCIvr nly) TOLV 1 TLIDTILILIVIT Ut Uul‘y‘-cllblcb ucs PUIII‘JD

€
ponderes (A,1—A) et (B,A) pour 0< A< 1.
PROPOSITION 2 (transitivité des barycentres). — Soient (A1,ai), ...,
(Ap, ap) des points pondérés tels que ay+...+ap # 0, et soit G leur
barycentre. Soit q un entier < p, tel que a1+ ...+ ay # 0, et soit G’
le barycentre de (A,,a1), ..., (Aq,aq) Alors G est le barycentre de
(Gha1+... 4«

\
\_/

— o ——d —
alGAl + ...+ aqGAq + aq+1GAq+1 + e+ apGAp =
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La relation (3) appliquée & G’, barycentre de A;,..., Ag4, s’écrit

B
al(ﬁ1+...+aq(_}zq=(a1+...+aq)GG'.

N N
1J ou
_' 3 - >
{ —l— \ 4 o |1GA_|1 _Lais-La-GA-:O‘
a1+ ...+ aq)G Qg+1 g+1 T P )

relation de type (2) qui prouve le résultat annoncé. ||

A\
/\\\
c’ B’
G
L= \ ~\
B A/ C

Ezemple 3. - Soient A, B, C trois points d’'un plan E. Soient
A', B’ et C’ les milieux respectifs des segments BC, CA, AB.
Soit G le barycentre des points (A,1), (B,1), (C,1). Le point G
est appelé centre de gravité du triangle ABC, car on sait depuis
ARCHIMEDE {287-212 av. I \ que G est non seulement le centre de

gravité de l’ensemble des trois points A, B, C, mais aussi d’une plaque
triangulaire homogéne de sommets A, B et C. D’aprés la prop. 2,
le point G est barycentre des points (A, 1) et (A’,2). Il satisfait &
GA +2 GA’ = 0. Il est situé sur la médiane AA’ , aux deux tiers de la
longueur a partir du sommet. Le méme résultat est exact pour les trois
médianes. On vient de démontrer que les trois médianes du triangle ABC
sont concourantes en G.

PROPOSITION 3. — Supposons l’espace vectoriel E muni d’un produit

scalaire. Soient (Ai,a1), ..., (Ap,ap) des points pondérés tels que
€ £ 0N of enst (2 loum harnneromine DPanm $4nmt maimt M da B
“1 T [] “p 7— J , v Vv ~A s W vws COIvvI Ve &£ VW v we valhll 4AVa we u’
on a
2 2
(4) aMA;“+...+apMA,* =
— — —
{a1—l-. '—La_\“‘az—l—n-i‘zAiz—l- _-Ln._ -rA._2
\™71 i ! PJ [ § 1 T T KpFiap .

On a en effet
Za,(MG + GA; )2 D oz,)MG2 +2MG - D a;GA; )+ > a .GA;?
et Za,—GA.- = 0 par définition du barycentre. ||
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La relation (4) est connue sous le nom de formule de Leibniz

(Gottfried Wilhelm LEIBN1Z, 1646-1716). Si les poids a; sont tous > 0,
—

cette relation prouve que la fonction g(M) =Y a;MA;? a un unique

minimum pour M = G. En termes de mécanique, cela signifie que le

centre de gravité d’un systéme de points est aussi centre d’inertie de

ce systtme. En mécanique, la formule (4) est appelée formule des
moments et attribuée a Christiaan HUYGENS (1629-1695). Elle exprime
ue l'inertie d’un systeme par rapport & un point M est la somme de

-2 W0

el e e and 2 A AV m~ammdiial otda L momdma ANmamdia
1Nncruvi€ par rappoiv a ivi un Uu_]cu pULILbUCL Situ€ au CCiivIc a'incr uc

du systéme, ayant pour masse la masse totale du systéme, et de I'inertie
du systéme par rapport a son centre d’inertie. Signalons qu’a Paris,
entre 1672 et 1676, LEIBNIZ s’initia aux mathématiques avec 1’aide
bienveillante de HUYGENS qui résida lui-méme a Paris de 1665 a 1685,
date de I’édit de Fontainebleau. En cinétique et en calcul des probabilités,

’ \
la méme formule (4) porte le nom de théoréme de K@NIG.

Ezemple 4. - S1 1 est le milieu du segment AB, et si M est un point
quelconque de E, on a

En observant cette formule, on voit que, si les cotées MA, MB et
la médiane MI du triangle MAB ont des longueurs voisines, le coté
AB est petit. C’est cette remarque qui est utilisée pour démontrer le
théoréme de projection sur un ensemble convexe compact ou complet.

2. Coordonnées barycentriques

Soit E un plan vectoriel, et solent A, B, C trois points non
., —_— —
alignés dans E. Les vecteurs AB et AC forment une base de E. Pour
un point M de E et des nombres réeis A et p, les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(5) m:Aﬁ+um
(6) (1 - A — p)MA + AMB + uMC = 0

PROPOSITION 4. — Tout point M du plan est barycenire des points A,
C, affectés de poids a, B, v tels que a+8+v =1, et cect de

‘nn‘ll I I
nigque. 1

La famille des nombres (a,8,7) de la prop. 4 constitue les
coordonnées baryceniriques du point M dans le repere ABC.



52 III. Géométrie affine

Les points M pour lesquels a@ = 0 sont les points de la droite
BC . Les points M pour lesquels 3 + v

=0
paralléle 2 BC issue de A . En effet, si 3+ v

sont les points de la droite

ona a=1 et

—
MA = B8(MC — MB) = 8BC.
M\ J r~

AVA &

La réciproque tient a l’unicité des coordonnées barycentriques.

A/\
/ \\L
¢/ \ '\

——

B Al C

Supposons 3 + v # 0. La droite MA rencontre la droite BC en
un point A’. La relation

—_— —
an AlanrnnAcs aiw laa Airantiang inddrmoandantes doc wvertanece ATA o4 DO
oS¢ UCLUIIIPUDC SuUul 1TO UlLTLUULuiVILID 1 IUCPCIIU.G.III»CB UCD vyOCOLLCTULdD A A Vv Dy
en

! : !
7 ? 7
aA’'A=AM

ccd hoscrnamiaa Ao D A
oL uzuyu:uuc uc \D,p

et (C,7), la deuxiéme relation que M est barycentre de (A,a) e
(A’,1—a), ou encore de (A,a) etde (A',B8+ 7).

Si les coordonnées barycentriques a, 8, v du point M sont
toutes distinctes de 0 et 1, la droite MA rencontre la droite BC en
un point A’, de méme MB rencontre CA en B’, et MC rencontre

I
AB en C'. On

-t s’

3
?

~B'C + aB'A = 0, aC'A + BC'B = 0.
Si

(3]

et 7 sont deux vecteurs proportion

% = AU, on convient de poser A =

A'B B'C C'A>_( 7)( a)( ﬂ)

3
?

A'C B'A C'B
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THEOREME 1 (Jean de Céva). — Soient A, B, C trois points non

alignés. Soient A’ un point de la droite BC

B’ un point de la droite
CA, et C' un point de la droite AB. On sup 1

H
D nose gque les siz poinis sont
distincts. Pour que les droites AA', BB’ et CC' soient paralléles ou
concourantes, il faut et il suffit que l’on ait
!/ ‘ ! ; / ’
A'B B'C C'A )

A'C B'A C'B
On vient de démontrer que la relation est satisfaite si les trois
droites AA’, BB’ et CC’' sont concourantes en un point M. Un peu

plus loin dans ce chapitre (corollaire de la prop. 18), nous saurons
démontrer que le para]]ehsme des droites AA’' et BB’ est équivalent

A | T_a° A’B AB’ nn/ 1 ratall
a la relation = . De méme, le paraliélisme de BB’ et CC’
A'C  AC
-
est équivalent a C A = CA La relation de CEVA dans le cas du

- ~C'B_ CB
parallélisme en résulte facilement.

Inversement, si la relation est satisfaite, 1l existe des nombres réels
~~ ﬂ nd A ‘nlc Pa B Y-
(® 4 ] V Cu , LCI1D \iuc

—_— — —_—

A'B_ 0% B'C_ Jé) C'A_ a
¢ B g2 * gp 7

Si a+08+v#0,le barycentre des points A, B, C affectés des poids

a, B et « _partlent aux droites AA’, BB’ et CC’'. Le cas ou
a+ B+ v =0 correspond au parallélisme.

Une autre démonstration de ce théoréeme est donnée en exercice
(exerc.10). Il

PROPOSITION 5. — L’ensemble des barycenires des points Ao,... ,A
est le sous-espace affine Ao+ F de E passant par Ay, dont

rection est le sous-espace vectoriel F de E engendré par les vecteu
_— —_

AoA,,..., -O-p-

=
=
\fb
-
Ras
)
o]
=
=]
=
=
)
@]
=~
=
(g ad
=
.
)
=
-
=
Jfb
=
3
o
I~y
1]
]
Iy
[¢' 28
1]
|t
7]
>

e

Ap , les rela.tlons suivantes sont équivalentes

(7) A()M = AAgA1 +... + ApAoAp
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(8) (1= A+ +2)MAG+ > AMA; =0 I

™ 1 h 4 o 1 n L R A | hY __ N £ a4 21 ____Mma
rour que€ ia aimension d€ r solti €gal€ a p, U 1aut €t U sulitt quc

X
les vecteurs AgA;,...,AgA, soient linéairement indépendants. On dit
alace ~mwis Voo vmimdas A A et afReaen nand s dlancmm daanda (Yon: na
alvuld qut: 1Cd Pullllla 8.0 g ey np SUI1LL u,_uwbc eny ¢ bwcpclbwu,lbba Ul 11T
dépend pas du role particulier q us avons fait jouer au point Ag

3. Applications affines

DEFINITION 2. — Soient E et E' des espaces vectoriels. On appelle
application affine de E dans E' toute application f de la forme

f(z) = () + b,
ol ¢ est une application linéaire de E dans E', et b un élément de
E'.
Remarquons que la donnée de f caractérise ¢ et b de fagon

unique. On a ¢(y) = f(z +y) — f(z) pour tous =z, y€ E, et b est
égal 2 f(z) — ().

PROPOSITION 6. — Pour qu’une application f de E dans E' soit une
movmlnnndsnm AdfBams ol frnaid o4 2l 00 fB4 nni?i] smasds sima neemlinndanon lion Locamn
UIPPG"LUI':‘VU (7 J‘,b llC, [ Ju,u.,b Cv & O JJﬁll q(b o6 CLLOLE Wil P SLLWLLUIL SLILCW LT
¢ de E dans E' telle que l’on ait

(9) f(A)f(B) = ¢(AB)

................ Snnid amma-d D I I T o cnlodee O\ o2 Ve
puw1 wiy pullbb .l'l Cb puur wulL poriee D Ut L LU TCiaLiun \U} €Il uiury

valable pour tout couple A, B de points de E L’applicatio
est entiérement determmee par la donnée de f.

Soit f une application affine de la forme f(z) = ¢(z)+b.0On a
alors

linéazire

3
€

f(RY — f(A) = o(B) — ¢»
J\P) TINEY \=)

pour tout couple A, B de points de E.

Inversement, soient ¢ € L(E;E’) une application linéaire et A
un point de E, tels que l'on ait la relation (9) pour tout point B
de E. Posons b= f(A)— (p(A) ; on a alors f(B) —<p(B)+b pour

tout RcR ro

. n
P T gy VU gy

=
[ xy

Prnd‘
f(B) — ¢(B) est égal a b ; il est indépendant de B. Si A’ et B sont
deux points quelconques de E,ona f(B) — ¢(B) = f(A') — ¢(A'),d’on
la relation (9) pour tout couple de points de E. Enfin la relation (9)

détermine ¢ lorsque f est connue. ||
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Ezemples. - 1) Les applications linéaires sont des applications affines.
2)Si E=FE' et si ¢ =Idg, les applications affines f(z) =z +b

3) Les translations, les rotations, les symétries et les projections
orthogonales sont des applications affines de R? dans R?.

4) Les applications affines de R? dans R" sont les applications
de la forme f(X)=AX+ B, ou A est une matrice n X p e¢ B un
vecteur de R".

PROPOSITION 7. — L ’application composée de deuz applications affines
est une application affine. Pour qu’une application affine f de la forme

f(z) = ¢(z) + b soit bijective, il faut et il suffit que l’application linéaire
¢ soit bijective. L ’application réciproque de f est alors une application

affine.

Soient f:E—E' et f/:E' — E” deux appliecations affines qui
s’écrivent
/ / / /! /
flz) =p(z) +b et f(2') =¢'(z)+ V.
On a alors
£l (e T : Yy _! \/ Y ANTER 1A
JAN \P\9)T0)

(. £\ 1\ S SN AU
\P\L)T0O)7T0 —(\¥Y 0P
ce am montre que t c n

~\
L)
n

t une applicatio e.

La translation &’ — 2’ + b est une bijection de E’ sur lui-méme.
Pour que f soit bijective, il faut et il suffit que ¢ soit bijective.
L’application ¢~! est alors une application linéaire, et la relation

z' = p(2) + b est équivalente & la relation z =~ !(a' — b), ou encore
—1 2 FA — 1 TR R - N -a -

z= *(2') — ¢~ '(b), ce qui montre que l'application f~' est une

application affine I

COROLLAIRE. — Les applications affines bijectives d’un espace vectoriel

E dans lui-méme constituent un groupe 1
Ce groupe est appelé groupe affinede E et noté Ga(E). Le groupe

linéaire GI(E) est un sous-groupe du groupe affine Ga(E). Les trans-

lations & +— z + b constituent un sous-groupe de Ga(E), isomorphe au
groupe additif sous-jacent & E ; on notera 7 (E) le groupe des transla-
tions.

PROPOSITION 8. —a) Les groupes T(E) et GI(E) sont des sous-groupes
du groupe Ga(E).

b) T(E)N GI(E) = {Idg} .

c) T(E) est un sous-groupe distingué de Ga(E).
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d) Tout élément de Ga(E) est le composé toy d’une application
linéaire ¢ et d’une translation t.

. .
t & expliquer est le-

sﬂ'll] no ': n
var pu 1n W@ Vapiiiyyu I a .

une application affine f, associe I’application linéaire ¢ définie par la
relation (9), est un morphisme du groupe Ga(E) sur'le groupe GI(E).
Le groupe des translations est le noyau de ce morphisme. ||

4. Structure d’espace affine

Pour la géométrie élémentaire, nous ne sommes intéressés que par
les espaces vectoriels et les espaces affines sur le corps R des nombres
réels. Mais les définitions de ce paragraphe sont valables sur un corps
commutatif quelconque.

A) Rappel d’algébre linéaire

Un espace vectoriel E sur un corps K est un ensemble mum
d’une addition E x E — E et d’une lo1 d’opération K x E — E ayant
certaines propriétés.

Une partie F de E est un sous-espace vectoriel de E si F n’est
pas videet si F+ FCF et KF C F. La loi de composition et la loi
d’opération induites sur F en font alors un espace vectoriel.

Si F est un sous-espace vectoriel de E et z un point de E, le
sous-espace affine F/ de E, de direction F, issu de z, est ’ensemble
/7 . T ™ a A — T/ — T 19 \ /! N ™
F "=z +F.Pourtout yeF,ona y—zecF,dou FF=y+F

/ r /
I

aces affines Fy et

F)| de directions respectives Fy et F; est soit vide, soit un sous-espace
affine de direction FoNF;.

Soient E et G deux espaces vectoriels (sur le méme corps K)
et f une application K-linéaire de E dans G. Si F est un sous-espace
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vectoriel de E, son image f(F) est un sous-espace vectoriel de G. Si
F’' est un sous-espace affine de E, de direction F, son image f(F')

ect 1N sonNg-£E
whl LA (¥ ) I

un u D Q1 H est nn sons-
r L ol - _k ~ -

F).Si H est un son
7
T

espace vectoriel de G, son image réciproque f~'(H) est un sous-espace
vectoriel de F. Si H' est un sous-espace affine de G, de direction H,
son image réciproque f~!(H') est soit vide, soit un sous-espace affine

de E, de direction f~1(H).

Soit f une application linéaire de RP dans R™ et soit b un
point de R™ . L’équation vectorielle f(z) = b résume un systéme de n
LR S S | . § s ... DL d__ £/__\ __ L Y a4 ¥ra_____°__ __
equ U1OI1S 11I1€AIIES a p HICOIILNUCECS. ILESoudIc ]\z) j— 0, €SL UCLCIIILINCIT

zo est une solution particuliére de I’équation, et F le noyau f~1(0) de
I’application f.

DEFINITION 3. — Sur un ensemble E, une structure d’espace affine
associée d un espace vectoriel V est la donnée d’une application de

—_— -  —

b) pour tous A, B et Cc E, on a AB+BC = AC.
Un ensemble muni d’une siructure d’espace affine est appelé espace
affine.

Avec les notations de la définition, on parle de l'espace affine

(E,V) en sous-entendant ’application de E x E dans V qui définit

\71? ~ 7 ittt Y X e =

la structure. Souvent, on parle d’un espace affine E, et on note E
I’espace vectoriel associé.

Ezemples. - 1) Si E est un espace vectoriel, 'application (A,B) — B — A
munit E d’une structure d’espace affine associée & l’espace vectoriel
E lui-méme. On dit que c’est la structure affine naturelle de 1’espace
vectoriel E.

2

w2
tj
®
th

2) Si t un sous-espace affine de direction F d’un espace
N L | m s h | A\ LI | \ 2 A 2 n - 1T/ 3
vectoriel E (au sens de A) ci-dessus), pour tous A et BeF', le

—_— . “ . . —_— .
vecteur AB appartient a F. L’application (A,B) — AB munit F’
d’une structure d’espace affine associée a I’espace vectoriel F .
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DEFINITION 4. — Soient (E,V) et (E', V') deuz espaces affines. On dit
qu’une apphcatzon de E dans E’' est une application affine s’il eziste

inéaire ¢ de V dans V' telle que, pour tous points A

o (44 b v Vwrew Ladh ol Ll g i

Si E n’est pas vide, on peut remplacer la condition « pour tout
A » par «il existe A ». L’application linéaire ¢ est alors entiérement

dé termmee par f. On dit que ¢ est ’application linéaire associée a
1 + £
p 8 [ 7] J Y

£
cMITIIran
J Ak

VWY

o

PROPOSITION 9. — Soient f une application affine de (E,V) dans
(E', V') et f' une application affine de (E', V') dans (E”,V") ; soient
v et ' les applications linéaires assdtides. L ’npnlzcetzon f' o f est une
applicaiion affine, I’application linéaire associée est ¢’ o .

Si E n’est pas vide, pour que f soit bijective, il faut et il suffit
que @ soit bijective. L’application f~! est alors une application affine,
et ¢~ ! est l'application linéaire associée ¢ f~!.

La démonstration est calquée sur celle de la proposition 7. I
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L’ensemble des a affine
(E,V) dans lui-méme est un groupe. Il est appele groupe aﬂ‘ine de E
ou groupe des automorphismes de E ; on le note Ga(E). Si E n’est pas
vide, I’application f+— f est un morphisme du groupe Ga(E) dans

22 TA VA o ae L 2 e

.IC groupe \JI\V) DOII noyau est 1 ensemme ues appucauons amnes
f telles que f = Idv . Ce sont les applications affines f telles que

_f(A)f(B); —~ AB pour tous points A et B de E. D’aprés le lemme du

_—
parallélogramme, une telle application est caractérisée par Mf(M) = v,
) Dl e crmdee £ A 17 PRI « « NIy PR [
OUu 7 €Sv um vecuieur i1ixe ac v . \JCB ppuu:l.uuus &lllIICS SOILL PPrIces

translations de l'espace affine E ; elles constituent un sous-groupe, noté
T(E), du groupe affine Ga(E). Si E n’est pas vide, le groupe des
translations est isomorphe au groupe additif V.

N N e doin o mnaenan o

\J} ViItvl W Wil UTtyuive
Soit (E,V) un espace affine n de, et soit 2 un point de E
_________ £ 3. T do— o X AL0__ ___ £LA\N __ A 4 LSS ato
J.J a.ppuca.uon J 4€ L, dalls v aciliue par J\A) — 36 €SL DljeEcuive par
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Par suite I’application f est une application affine de E dans V muni
de sa structure affine naturelle, dont I’application linéaire associée est

P’annlication identiane Id+;
l'appicatlon 1dentique Idy
A 1 1 19

Ainsi, le choix d’un point dans E définit un isomorphisme de

I’espace affine E sur ’espace affine sous-jacent a l’espace vectoriel

associé. A un automorphisme ¢ € GI(V), on peut associer I’automor-
_—

phisme affine f de E défini par ﬂ f(M) = (M) . L’
n

st un

'cl
| =p
[¢]
®
:.'“
©]
=}
.G
i)

o

de Ga(E) dans G\ ).
du groupe des translatlons T(E) par le groupe linéaire GI(V).

s

Remarque. — L’ensemble vide ¢ est un espace affine associé a n’importe
quel espace vectoriel.

Notons py l'application de ExE dans V qui, & un cou-

A Y b ] . n h ] ™ . 1 . -:-:-t - 1 1 s ®
ple (A,B) de points de E, associe le vecteur AB. Pour la relation

d’équivalence R associée a cette application, deux couples (A,B) et

o - _* ——’ . . ]
(A, B') sont équivalents si AB = A’B’. L’application py se factorise en
l’application canonlque p de E x E sur I’ensemble quotient ( E x E)/R,
."e 1Py AA {w p\ /'D A ne " m}\]ﬂ

?
¥V X ayjre Gans v . l €nsemaoie

.
[+
(=]

ot
wu
E * b ] *
L

n'est pas vide, 'application gv est surjective et I’application ¢v
est bijective. Munissons I’ensemble (E x E)/R de la structure d’espace
vectoriel transportée de celle de V par la bijection ¢y, et notons

E I’espace vectoriel ainsi obtenu. L’application p munit 1’ensemble
»
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apphcatlon identique de E est un isomorphisme de I’espace affine
(E, E) sur l’espace affine original (E,V), dont l’application linéaire
associée est I'ilsomorphisme ¢y .

Dans la pratique, on peut oublier l’espace vectoriel V, et le

remplacer par I’espace v
E et de ’espace vectoriel associé E.
Le choix d’une origine © dans E peut s’interpréter comme

suit. Les couples (£2,A), ou A parcourt E, forment un ensemble de
—

renracentante dee dlémente de R am ennt lae rlaocecee de la realatinon

AN Pl\la\dllu lll‘g Ao WA ALANL ALVD SAN Ad ’ \i“l DN\JALV ANed WwACMIID AN AN ANVACMULVIAL

d’équivalence R .

Autrefois, on appelait vecteur un couple (A,B) de points de
P’espace, que 1’on représentait par une fléeche joignant A a B, la pointe
en B. La relation d’équivalence R était appelée équipollence, et les
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classes d’équivalence portaient le nom de vecteurs libres.

D) Autre définition

DEFINITION 5. — Sur un ensemble E, une structure d’espace afﬁne

’ \
n ﬂﬂnl")ﬂﬂ n 1UnNn e
WuuUvLwYLLe W wr vo

L

U v W WV IvIivw ™ --v' seLiseS e

de VxE dans E, notée (v,A)— A+ 7, ]ouzssant des propmetes
sutvantes :

b) pour tout A € E et tout B € E, il eziste un unique vecteur
7€V telque B= A+ v.

La condition a) exprime que I’application 8 est une loi d’opération
du groupe additif V sur E, la condition b) que cette opération est

simplement transitive ( cf. chap I, exerc.9 et 10). Lorsque E n’est pas
8

=]
CT‘ .

ra - [ 2 o o o “f\ \ MM “n“‘ AN MIiarar mANYIP *r\’li" A w “g & 1

Vi C, Qlld 1a LVUill Lviv ), Vil Pcuu 101111} aveli pyvuL vwwuv n 7 pa w i1
—_—

existe A ». Sile vecteur v de b) est noté AB, on voit que la définition 5

est équivalente a la définition 3.

E) Sous-espace affine

~ Vel . 7

DEFINITION 6. — Soit (E,V) un espace affine. Une partie F de E est
un sous-espace affine de E si, pour tout A € F, l’ensemble des vecteurs

AB , ou B parcourt F, est un sous-espace vectoriel de V .
Lorsque F n’est pas vide, on peut remplacer « pour tout A » par

«il existe A ». L’ensemble des vecteurs AB est alors un sous-espace
vectoriel W indépendant du choix de A . On dit que W est la direction

du sous-espace affine F. La partie vide de E est un sous-espace affine;
on conviendra qu’elle admet pour direction tout sous-espace vectoriel de

K.
Si F est un sous-espace affine de E de direction W, I’application

—
/ \ _ N L. T . - __
(A,B)— AB de F xF dans W munit F d’u

structure d’espace

ne structu
affine associée a ’espace vectoriel W. Lorsque F n’est pas vide, on

note souvent F sa direction.

<

Un sous-espace affine F' d’un espace vectoriel E, au sens de A),
est un sous-espace affine de ’espace affine E, et sa dlrectlon au sens de
A) est bien la direction que l'on vient de définir

PrOPOSITION 10. — L’intersection de deuz sous-espaces affines est un
sous-espace affine. Si F et F' sont deuz sous-espaces affines de E, de
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. . . e -*, . . , .
directions respectives F et F', lintersection FNF' est (vide ou) un
—_ —

sous-espace affine de direction F N F'.

C’est immédiat. |

On dit que les sous-espaces affines F et F’' sont paralié¢les si

=)

= TF'. Les sous-espaces F et F’ sont alors disjoints ou confondus.
— —

On dit parfois que F et F’ sont faiblement parallélessi F C F’' ousi

)

ia 17.. Py ame Dazszdma
1CIL 1 Uil TOL Ulthllu ualild 1 auuvlc,

F) Repére affine

[¢e ™1V A WY L o) /il ayt}\.u\. WUllIIVIIOIVIL UL 14 A W11l1llVilo1iVil uUvu 1 cayu\.c yvuvivviivi
—
E . Soit n cette dimension. Un repére affine de E est la donnée de
(2,€1,...,€n), ou N est un point de E, et (€},...,€,) une base de
——) - ’ ’ ’ _)
E . Tout point M de E est repéré par les coordonnées du vecteur @M
sur la base (€] €,)
\T1) ) ()
Une autre fagon de définir un repére affine est de se donner n + 1
. _——-’ _—’ .
points Ao,..., A, desorte que les vecteurs AgAy,..., AgA, constituent

une base de E . Un point M de E est repéré par les coordonnées du
vecteur AgM sur la base (AOA;, . ..,AOA,;).

Soient E et F des espaces affines. Soit (Ao,...,A,) un repére
a‘l‘qline de E ef l:n':n“f n,\ n ” " tln E‘ T] nv;c‘n 1Mo II“:I‘IIA [-% o 9
vV OViLviLY UU, c ey AN w IJUJ. I.UD Uuev 1 « 11 CAIOLL Uil uxu\iuc u.y

plication affine f de E dans F envoyant A; sur B;, pour i =0,...

b
En effet, il existe une unique application linéaire ¢ de E dans F telle

que ¢(AoA;) = BoB; pour :=1,...,n. Pour tout point M de E, on
mArnccaimos o NN — oAl A N\ fn el ALL 24 £ od cmmzzara o
a nécessairement Doj(M) = P{aohl), C&€ qui ac€nnit j et prouve somn
unicité
M\ nv____ __ e 101
\J} Ls3PaCE QjJLTLE EUCHIAGIET
Un espace afﬁne euclidien est un espace affine réel E dont ’espace

vectoriel associé L'J (ae dimension nme) est muni d’un produit scalaire.
Si A, B, C sont des points de E, on peut parler de produit scalaire

—_— - —
AB - AC et de longueur BC = |BC| = ||BC||.
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5. Barycentres et applications affines

Nous avons défini au § 1 le barycentre d’une famille finie de points

pondérés d’un espace vectoriel. On peut démontrer que le barycentre est

- a
’ ’ . e
préservé par les applications affines

£

,"I ”

uii

espace vectoriel. Les considérations du § 4 entrainent alors, dés que 1’on
sait un peu de théorie des catégories, que I’on peut définir le barycentre
d’une famille de points pondérés dans un espace affine. Nous allons le

faire directement, en calquant la définition sur celle donnée au § 1.

Soit E un espace affine, soient A;,...,A, des points de E, et
ay,...,ap des scalaires tels que a;+...+ap#0. Pour MEE, on

pose

Si P est un

(1) f(M) — f(P) = (a1 + ...+ ap)MB.

On en déduit que f est une application bijective de E dans E . Le
barycentre de la famille des (A;, a;) est défini comme 'unique point G
de E tel que f(G) = 0. Il est caractérisé par I'une des deux relations

(2) a,GA; + ...+ a,GA, = 0,
(3%) atMA; +...+apMAp, = (a1 +... + a,,)l\Td

pour tout M € E.

Remarque. — Soient Ag,...,A, des points d’un espace affine. L’ensem-
ble des barycentres des points Ag,...,A,, pour tous les poids possi-
bles, est le sous-espace affine F de E passant par Ay, dont la direc-

tion est le sous-espace vectoriel F de E engendré par les vecteurs
—) —_— , , . .
AoAi,...,AoA; . Cela résulte, comme au § 2, de I’équivalence des re-
lations
, _ —_— _—
(7 ) AoM = M AQA 1 + ... + APAOAP ,
— —_—
(8’_) (1 - (Al +...+ AP))MAO + ; ) AMA; =0.
1<i<p
Si un sous-espace affine G de E contient les points Ag,...,A,,

il contient tous leurs barycentres, par suite il contient F. Le sous-

espace affine F est appelé sous-espace affine engendré par les points
AO gy Ap .
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PROPOSITION 11. — Soient E et E' des espaces affines et f wune
application affine de E dans E'. Si G est le barycentre d’une famille

(A.,u.)m-ép de points pondérés de E, le point f(G) est le barycentre
de la famille (f(Ai), ai)i1<i<p d poinu pondérés de E' .

’

Si f est l’application linéaire associée & f, on a

dot ¥ aif(G)f(A:) = ¥ i f(GA:) = f(¥ aiGA;) = f(0) = 0.

Ceci montre que ]\u ) est barycentre de la famille ( f(A, ), & )1<,<p On

obtiendrait le méme résultat en appliquant f & la relation (3'). ||

PROPOSITION 12. — Soient E et E' des espaces affines. Si une applica-
tion de E dans E’ conserve les barycentres de tout couple de points de
ion affine.

Soit f une application de E dans E’ qui conserve les barycentres
de tout couple de points. Supposons que E n’est pas vide, choisissons
un point O de E et posons O’ = f(O). On définit une application ¢

—

— —
de E dans E' en posant ga(OA) O'f(A) pour tout A € E. Nous

P | DI [ SN DI | PR LI S a1 T . .. 'll.__-
auoils acinoivicr quc i a.ppu(.a.uun @ oL UIICNIC ll CIl [Cb 1eia
> — —
AN £\ _ N £ N eraN  _INDN _InA\ — .~ A D\
J\A)JD) =V Jib) =V jia) = plUD) — plUa) = glAD),
relation qui prouve que f est une application affine et ¢ 'application

linéaire associée.
Par hypothése, si A et B sont deux points de E, sia est un

nombre réel et si G est le barycentre de (A,1— a) et (B,a), le point
F(G) est le barycentre de (f(A),1— a) et (f(B),a). D’ou

— — — - — —

/
o((1— 2)OK + aOB) = ¢(08) = O'f(G) = (1 - a)0(OK) + a(OB)
R . ) )

En prenant A = O dans cette relation, on obtient ¢(aOB) = ap(OB).
En prenant a=1—-a = 15 , on obtient

1— 1— 1, — —

9(50A +50B) = 5(0(0A) + ¢(0B)).
On en déduit bien que ¢ est une application linéaire. [|
PROPOSITION 13. — Soit f une application affine d’un espace affine E
dans un espace affine E'. L’image f(F) d’un sous-espace affine F de

E est un sous-espace affine de E' de direciion f(—b':)) :
Supposons F # ¢, et soit A un point de F. Pour que M
appartienne a F, il faut et il suffit que AM appartienne a F. Lorsque
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- —

- >
M parcourt F, le vecteur f(A)f(M) = f(AM) parcourt f(F), d’ou
la proposition. I

COROLLAIRE. — Une application aﬁ‘ine transforme trois points alignés

O
e,
3
[
(%)
O
3
o~
[+ ]
3
(3]
]
[
1)
3
)
3
3
"]
e

coplanaires, eic.
Une application affine transforme deuz sous-espaces affines paral-
leles en deuz sous-espaces affines paralléles. I

Terminons ce paragraphe par les énonc

o
W

QO A
o
oW
o
=

? 2

la géométrie affine. Nous indiquons en exercice (exerc.16) un pla
démonstration.

=

THEOREME 2. — Une bijection d’un espace affine réel de dimension > 2
sur lui-méme qui conserve l’alignement est une application affine.

Le second théoreme est un théoréme de géométrie euclidienne.
Au chapitre 11, il a été démontré pour la dimension 2 en utilisant
les symétries orthogonales. On peut s’inspirer de cette méthode en
dimensions supérieures. Nous indiquons en exercice au chap. 1v (exerc.1)
une autre démonstration.

THEOREME 3. — Toute application d’un espace affine euclidien dans lui-
méme qui conserve les distances est une bijection affine.

6. Homothéties et translations

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace affine réel non

2 ? o N

DEFINITION 6. — Soit v € E . La translation de vecteur 7 est | ‘applica-
tion tr; qui envoie un point M de E au point M =M+ 7 de E.
Les translations sont les applications affines de E dans E don

by Y- An “‘. n [~-YaYe]
w v e NJuw vVl

k

. k=
=
[+-]
th

3
Q
[£]
d
[

des automorphismes affines de E. Elies constituent un sous-groupe de
—’

Ga(E), isomorphe a E , que I’on note T(E). Une translation trans-
forme tout sous-espace affine de E en un sous-espace affine paralléle.

o

DEFINITION 7. — Soit un nombhre réel —rL 0

AVA A ANF AN v e L 4 (144 ~
2

3
Py
by

.
omothétie
A VAL VAW

1 2

vectorielle de rapport k dans un espace ecwmei
V dans V définie par h(z) =kz.

Les homothéties vectorielles constituent un sous-groupe de GI(V)
isomorphe au groupe multiplicatif R* .

< @

i"apphcation h de



6. Homothéties et translations 65

PROPOSITION 14. — Le groupe des homothéties vectorielles est le centre
du groupe GI(V).

a olka)
e Py )

e
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o
ot
Q
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- O

k¢(z) . Par suite
MENE) -
les homothéties vectorielles appartiennent au centre de GI(V).

Pour démontrer la réciproque, nous démontrons d’abord qu’une
application linéaire qui appartient au centre de Gl(V) transforme tout
vecteur en un vecteur proportionnel. Nous démontrons ensuite un lemme

général qui permet de conclure.

Pour la premiére partie de la démonstmtloni nous supposons,
—— PN L B4 -~ 1_ 3 Yy A2 A 94 __4 02
pal' COIIIIHOQIBC, ue 1 ulmensu)n ae 1 Sp&CC VCCI:U[ICI A\ €SL 11ILLC.

Soit ¢ un élément du centre de Gl(V) Procédons par ’absurde, et
supposons que € V est un vecteur # 0 tel que les vecteurs z et ¢(z)
soient indépendants. On peut compléter le couple (z,¢(z)) en une base
(z,¢(z),€3,...,€,) de V. Soit 9 ['unique application linéaire de V
dans V définie, sur les vecteurs de base, par
P(z) =2, Y(o(z))=2+¢(z), ¥(&)=é.

La matrice de 13 est une matrice triangulaire supérieure dont tous les
éléments diagonaux sont égauxa 1. L’application 1 est donc un élément

de GI(V). Maison a ¢(¢¥(z)) = ¢(z),donc oy Z#¢Yo¢d et ¢ ne peut

ppartenir au centre de GI(E).
} of of il G

Lemme. — Si une application linéaire d’un espace vectoriel dans lui-
méme transforme tout vecteur en un vecteur proportionnel, c’est une
homothétie vectorielle.

Soit ¢ une application linéaire de V dans V. Suppposons que,
v b mccd XY ) savicts i mAarmbhes 2221 RN a2 ) oo L/ LM\
PUUJ. WiuL T T Vv y 11 TAIDIVT Uil 11VILIVIT 1TTL ﬂr\nﬁ) Ll quc (p\-ﬁ) —_— N\cﬁ)-ﬂ

Si ¢ et y= Az sont des vecteurs non nuls et proportionnels, on a

#(y) = ¢(Az) = A@(=) , soit k(y)Az = Ak(z)z, d’ou k(z) = k(y). Si =

&

ﬂﬂﬂﬂﬂ ‘ 1rnn‘n AR R J-] ‘“AA“A“A““‘N ‘'aS 21 l o A’”n I‘A’ﬂ

CI‘ y SUILL uca YLLLbLulo 1 lucpc luallba’ Vil G 1TO csmlllca

¢(z +y) = k(z + y)(z +y),

Y ST N ¥ 0 ST ¥ U\ U A g Py L{_.\_

YL T YY) — P\L) T PLY) — R \®e)® 1T Y)Y,
d’ou k(z) = k(z + y) = k(y) . La fonction k(z) est constante, et il existe
un nombre réel k tel que ¢(z) = kz pour tout z € V. Il
PROPOSITION 15. — Une homothétie vectorielle d’un espace vectoriel V
laisse siable toui sous-espace vecioriel de V . Elle iransforme ioui sous-

espace affine en un sous-espace affine paralléle.
Soit h I'homothétie vectorielle de rapport k. Si W est un sous-
espace vectoriel de V et z un point de V, on a h(W)=kW =W,
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Bz + W) = h(z) + h(W) = h(z) + W . I

DEFINITION 8. — Soit k un nombre réel #0, et soit I un point
d’un espace affine E. L’homothétie de centre I, de rapport k, est

’nmm' nn 1] | M IJII me R nn; A un maind -]
“'l (4 ad wwivo ad !W s w Wwiv VeIV AV wo

M’ défini par IM' = k1M .

On notera parfois A1 x), ou h(I, k), ’homothétie de centre I, de

rapport k. Soient A et B deux points de E, et soient A’ et B’ leurs
t

transformés par ’homothétie h(;xy. On a TA’ = kIA, IB’ = kIB, d’ot
— — — —> — —
AlD! __ 1!/ TA! _ L/TD TAY _ZLAD
A'D =1D —IA =k(ID—1A)=FKAD.

L’homothétie h(j i) est une application affine dont 'application linéaire

associée est ’homothétie vectorielle de rapport &k de E.

PROPOSITION 15 BIS. — Une homothétie de cenire 1 laisse stable tout
sous-espace affine passant par le point 1. Elle transforme tout sous-
espace affine de E en un sous-espace affine paralléle.

Cela résulte immédiatement de la proposition 15. I

PROPOSITION 16. — Soient D et D' deuz droites affines. Toute appli-
cation affine de D dans D’ est constante ou bijective. Ftant donnés un
couple de points dzstmcts A, B de D, et un couple de points A', B’
f de D dans D' telle

u ton affine f de D dans D’ telle
que f(A)=A" et f(B) =B'.

Soit f une application affine de D dans D’. L’application
linéaire associée f est nulle ou bijective, par suite f est constante ou
bijective.

Soient A et B deux points distincts de D, et A’, B’ deux

n’ Q': ‘F ﬂ* 1MmMma
nc

r- y-1 [ % 2aYa)
A ¥ 4.7 e WA J wou Wil uyyu.\.u
B 1

transforme A en A’ et B en B’, I’application f est I’'unique

o

! qui
q . o oyt - Y
application linéaire ¢ de D dans D' telle que ¢(AB) = A'B’. Pour

. ——-—+ ——+
tout point M € D, on a nécessairement A'f(M) = ¢(AM), ou encore

P Ly ST L T T Y T PV
F(M) = A"+ ¢(AM) . Cette relation prouve I'unicité de f et définit bien
une application affine de D dans D’. I

PROPOSITION 17. — Le groupe affine Ga(D) d’une droite affine D est
constitué des homothéties et des translations.



6. Homothéties et translations 67

Soient (A,B) et (A’,B’) deux couples de points distincts de D.
Déterminons ’unique application affine de D dans D qui transforme

5i A'B’ = AB, l'application linéaire f est ’application iden-

—

de D, on a A'f(M) =AM
) J\m1)

M f(M) = AA’. L’application f est la translation de vecteur AR’

Si A'B' = kAB, avec k#1 (et kE#0), application f est

(<14

AV
, Q0

< n T % . 1 VIS . IR,
X€ 1. rour que 1 SOt un pOlIlE nxe a€ j, U iaut €L

fi
I'on ait 1A’ = kIA . Ceci s’écrit 1A + AA’ = kﬁ ou encore
IA = =L ARA’. Cette égalité détermine le point I. Pour tout point M

—) __)
Ao N Aam e alane TAM/ — LIS T lanmmlinatinn £ acd Dh v dhlicin Ao annd
uc o ) Vil a alvld 1lvi. — Nh1lVl . L d.ypubd.lolUl.l J CTOL 1 I1IVIIIVLIITLIT UT LUCILLL

THEOREME 4. — a) L’ensemble des homothéties et des translations d’un
espace affine E constitue un sous-groupe distingué du groupe affine
Ga(E) .

b) C’est l’ensemble des applications affines de E dans E dont
Uapplication linéaire associée est une homothétie vectorielle.

c) C’est l’ensemble des applications affines de E dans E qui
transforment toute draite en une draite paralléle.

évidence. Certains auteurs appellent dilatations les applications affines
qui sont soit une translation, soit une homothétie, et parlent du groupe
des dilatations. D’autres auteurs appellent dilatations les similitudes
d’un espace affine euclidien. Nous éviterons ces terminologies.

4

Nous démontrerons d’abord a) et b) en remarquant que b) im-
P

plique a), puis en
apres ia prop. i8.

b) implique a). - Une application affine f de E dans E, dont
I’application linéaire associée f est une homothétie vectorielle, est un

n
ARANJ AL “ll L J

2 1 e h | k) ™1 | T\ 19 11 1 1 21 2.8 1
automorphisme affine de E. D’apres b), ’ensemble des homothéties et
translations est l’1mage réciproque du groupe des homothéties par le
f f de Ga(E) dans vl(E) Par suite b) im

norphisme f+— f de Ga(E) dans G . uit nplique a).

Démonstration.de b). - Soit f une application affine de E dans
E dont 'application linéaire associée f est ’homothétie vectorielle de



68 ITI. Géométrie affine

rapport k.Si k = 1, on a déja vu que f est une translation. Supposons
k#£1,et demontrons que P’application f admet un point fixe. Soit A un

noint r:lp E . posons A’ f(A\ Si A= A’ le noint A est un noint fixe

point de I, posons A A A", lepo A t unp t

1 r o A /7 Al 1 b 2z ™ 2z A 2 Al 2 111 . £ T

ae j.ol1l A X A ,ladron€ p passant par A €t A €Sl staDi€ par j . n
— —_

effet, solent B€ D et B’ = f(B),ona A'B’ = kAB, ce qui montre que

vvvvv y SOIENL D v I\ ) q q

a

‘application f induit une transformation affine

de la droite D. D’apres la prop. 17, c’est une homothétie de rapport
t

k. Il existe donc un point I de D fixe par f. Si I est un point fixe
’ —_— e .

de f, pour tout point M de E, on a If(M) = f(IM), autrement dit

R —

TLIAAN _ LTAA T o.M 4> £ o4 Yoo VL a) fac X _a__ T ph [

1J \lVl} — K1Vl dppucduun J ©dlL alOld 1 NoInoticLic ac ceivic 1, uc

rapport k I

PROPOSITION 18. — Soient A, A', B et B’ des points d’un espace
affine E, tels que A#B, A’ :,éB' et B # B'. Si les droites AB et

A’'B’ sont pum“élés il u

qui transforme A en A’ et B en B'.
Si les points A, A’, B, B’ sont alignés, on applique les prop. 16

et 17. Sinon, les quatre points sont distincts et appartiennent & un méme

plan. Dans ce plan, les droites AA’ et BB’ sont paralléles, ou bien elles

ont un unique Domt d’intersection.

.
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a
translation f transforme la droite AB en la droite parali¢cle & AB issue
du point A’ c’est-a-dire la droite A’B’. La droite BB’ , parallele 8 AA’,
est stable par f. Donc f transforme le point B, intersection de AB
et BB’, en le point B’, intersection de A’B’ et BB’.

Dans le second cas, si les droites AA’ et BB’ ont un unique
point commun I, ce point est distinct des points A, A’, B, B’.
S homothétie de centre I qui transforme A en A’. Le méme
raisonnement que dans le premier cas montre que f transforme B en
B'.

L’unicité de f est immédiate. En effet, si f est une homothétie,
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son centre doit étre a l'intersection des droites AA’ et BB’', si f est
une translation, les droites AA’ et BB’ doivent étre paralléles. ||

COROLLAIRE. — Sotent D et D’ deuz droites issues d’un point 1, sotent

]
A et B deuz points de D, A’ et B’ deuz points de D’ . Pour que les
AA’ et RR’ y )

l"’lnﬂ-*aﬂ [ ﬂnmn”a"an [ Fo LN -3 ~n
wi vevewo wv AL AS v v ‘th w.lu!uo, J\‘lw UWJJV !w‘i o v
— =,
10 ——I -———-I
IA IA’

: \

Si 1’égalité (10) est satisfaite, et si k est la valeur commune des
deux rapports, ’homothétie de centre I, de rapport k, transforme A en

—/

h o) 4 Al 1 ~ h | nn/ 2 A alt b : 3 A af : MM/
B et A’ en B'’. On a donc BB’ = kAA’. Inversement, si AA’ est BB
sont paralléles, d’aprés la prop. 18, il existe une homothétie de centre I
transformant A en B et A’ en B’, d’ou (10).

] application affine de E dans E
ul transforme toute droite de E en une droite paralléle. Soient A et B

eurs images par f.Si A=A',
d’aprés ’hypothése sur f, toute droite issue de A est stable par f. Si
de plus B = B’, tous les points de la droite AB sont fixes (prop. 16).
Si M est un point hors de la droite AB, son image M’ appartient a la
droite AM, stable par f, et a la droite BM pour la méme raison, donc

M =M’, et f est 'application identique.
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Si f n’a pas plus d’un point fixe, on choisit A et B de sorte que
A#A'" et B B D’apres la prop 16, la restriction de f a la droite
AB

=.
=]
(428
(4]
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=
]
g ]
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=
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éede A, B, A’ et B'.
Soit C un point pris hors de la droite AB. Les droites A'f(C) et AC
sont paralléles, ainsi que les droites B’f(C) et BC. Les droites AC et
BC n’étant pas paralleles, ceci détermine le point f(C) de fagon unique.
D’aprés la prop. 18, il existe une homothétie ou translation unique g
qui transforme A en A’ et B en B’. De ce qui précéde, on déduit

d'ou1 finalement f = g. Par suite, f est une homothétie

D!

. A

Taédinn 11
1aU101. 1

THEOREME (théoréme de Desargues affine). — Sotent A, B, C, A',
B’, C' siz points distincts d’un espace affine E. On suppose que les
triangles ABC et A'B'C’' ne sont pas aplatis. On suppose AB paralléle

A AlD/ nMn ~1131. & RICY et CA manalldls 4 OV A7 ]
w sCe w v I [

np ., DY llu:lu:bbctc o D v o paras rs les tro

Alo nots
droites AA", BB’ et CC’ sont paraliéles ou concourantes. Le iriangle
A'B'C’' est l’image du triangle ABC par une translation dans le premier
cas, par une homothétie dans le deuziéme cas.

Comme les droites AB et A’B’ sont paralléles, il existe, d’apres
la prop. 18, une homothétie ou translation f de E qui transforme A

!
n A’ e¢ B en B'. Le méme raisonnement qu 1 démonstra

de ¢) ci-dessus prouve que f(C) = C’. Le théoréem

)
=

o’
t’l)
=
[ =]
o
o

Remarque. — Dans son livre de géométrie, M. Berger indique que ce
théoreme est lié a l’associativité de la multiplication dans R, et que,

dans certains développements axiomatiques de la géométrie, I'énoncé du
théoréme est considéré comme un axiome

THEOREME (théoréme de Pappus affine). — Soient D et D' deuz droites
distinctes dans un espace affine. Sotent A, B, C de
A’ B C des '

4a g a“r 3 ~ Lo d r 1

pomts de D, et
N

AB’ est paraliéle d A
paralléle ¢ B'C .
D’aprés les hypotheses et la prop. 18, il existe une homothétie ou
translation f de E telle que f(B) = A, f(A’) = B’. De méme, il existe
une homothétie ou translation g de E telle que g(A) =C, g(C') = A'.

(9o f)(B)=C, (fog)(C)=B"
Les six points donnés étant distincts, les droites paralleles AB’ et
A’B sont distinctes. Elles sont contenues dans un plan P qui contient
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y

A AN

C B A

donc D et D’. Les droites D et D’, distinctes et contenues dans le plan
P, sont paralléles ou se rencontrent en un point I. Dans le premier cas, f

et g sont des translations, dans le deuxiéme, ce sont des homothéties de
1°

et 0 -- = wasavy W Nawe arvarav vaarww

v 3 _____ £

centre 1. Dans les deuxcas fog=go f, et ’application fog est une
translation ou une homothétie. Les droites BC’ et B’C sont paralléles.

Remarques. — 1) L’énoncé reste exact, méme si les six points donnés ne

sont pas tous distincts, a condition de remplacer les assertlons du type
A nf 'R’

« ‘AR’ nef narallala a A’R . Nnar « lae

une droite paralléle & une droite qui contient A’ et B ».
2) Le théoréme de Pappus est conséquence de la commutativité
de la multiplication dans R .

Ezercice. - Dans un espace affine E, soit ¢ la translation de vecteur 7,
et soit A I’homo hé de centre I, de rapport k (# 1). Déterminer les
centres des homothéties toh et hot.

7. Cercle des neuf points d’un triangle

Soient A, B, C trois points non alignés dans un plan affine.
signe par A’, B, C'1 és BC, CA et AB
du triangle ABC. L’homothétie h(A,;) transforme B en C' et
C en B’. Par suite, les droites BC et B'C’ sont paralléles. De
méme, CA est parallele 8 C'A’, et AB parallele & A’B’. D’apres le
théoréeme de Desargues, les médianes AA’, BB’, CC’ sont paralléles ou

RC
AN

~
o
]

-y

~
P8 At
A v vUb

.
nite lae méd:
alvC 1CS IMCQ

wl»—a

y par
en un point G, et I’homothétie (G,
en le triangle A’B'C’.

Supposons maintenant le plan muni d’une structure euclidienne.
La hauteur du triangle ABC issue de A est la droite reliant A au

) transforme le triangie ABC

=
Nh--
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projeté orthogonal A” de A sur la droite BC. On désigne par BB’
et CC” les hauteurs issues de B et C. On note O le centre du

p

............... P 4.........1.. ADM Ta Avn~iéa AN ~né 1o .:I...4...-..
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du segment BC, elle est orthogonale 8 BC, donc paralléle a la hauteur
AA" . L’homothétie h(G,—3) transforme A en A’, elle transforme la
hauteur AA” en une paralléle issue de A’, donc en la droite A’O. Il
en est de méme pour les deux autres hauteurs. Ii en résuite que les trois
hauteurs concourent en un point H dont 'image par h(G, —%) est le
point O. Le point de concours H des hauteurs est appelé orthocentre
du triangle. On a

On note C le cercle circonscrit au triangle ABC ; on note T le
cercle image de C par ’homothétie h(C, 1\ et w le centrede I'. L
cercle I' est le cercle circonscrit au triangle A’ B'C',et ona

—
GO = -2 Guw.
. — —
Les points G, H, O et w sont alignés, et I'on a HO = —20w . En

— B —

remplagant Ow par OH + Hw, on obtient
— —
HO = 2 Hw.

L’homothétie h(H, %) transforme O en w, elle transforme le
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o
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cercle C en un cercle dont le centre est w et le rayon moitié de celui
de C, c’est-a-dire le cercle T'. Les milieux A", B"”', C""" des segments
HA, HB, HC sont les homothétiques de A, B, C par ’homothétie
h(H, %) . IIs appartiennent donc au cercle T'.

b N ™)

oit D le diamétre du cercle C qui est parallele a BC. D’apres
t

S
la prop. 9 du chap. 11, la translation ¢ de vecteur 204" est égale a

sympgc o symp . On a donc

(11) t o symp = sympc © symp, 0 symp = syMmpc -

Par ailleurs, ’homothétie h(G,—3) transforme H en O et A en A'.
On a donc

— —>
AH =20A'.

Le point H appartient au cercle C’ déduit de C par la translation de
vecteur 204’. La symétrie par rapport au diametre D t{ransforme C
en lui-méme. D’aprés (11), la symétrie par rapport a BC transforme
C en (', et par suite C' en C. Le symétrique H, de 'orthocentre H
par rapport &8 BC appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.
Le point A" est milieu de HH, , c’est I'ilmage de H, par I’homothétie
h(H, 1), il appartient donc au cercle T'. Ainsi les trois points A", B",

c”, p1eds des hauteurs, appartiennent au cercle I'.

ade dac hadas ¢ lag mmiliasse Ao ..............4 LY |
lJlCU.b dacs naiuwcuirs Clc 1€S Imiuicux acs sc BLLITILWD 17

sommets du triangle. Le cercle I' est appelé cercle des neuf points e
droite OG droite d’Euler du triangle ABC . Outre-Rhin, le cercle T' est
appelé cercle de Feuerbach, en hommage & Karl Wilhelm FEUERBACH
(1800-1934) qui a démontré, en 1822, que le cercle des neuf points est
tangent au cercle inscrit et aux cercles exinscrits du triangle ABC (cf.

chap !
\alll.r v iy . ’o 2 g @ ANV AL praval AN A

cercie. SiI’on regarde bien ce que I’'on vient de démonirer, on en voit trois
supplémentaires immédiatement. Pour en savoir plus, on peut ouvrir
le petit livie de Michel COLLET et Georges GRISO, Le cercle d’Euler,
Vuibert, Paris (1987).
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8. Projections, affinités, symétries

DEFINITION 9. — Soit E un espace vectoriel. On dit que deuz sous-

espaces vectoriels F; et F, de E sont supplémentaires si F; + F; = E
et F- NF, = {0}.

taires, il faut et il suffit que tout vecteur z de E s’écrive de fagon unique

T =, +22, avec ¢ € F; et z5 € F,. Dans ce cas, on appelle z; et
zo les composantes du vecteur z sur F; et F; respectivement.
PROPOSITION 18. — Soient F; et F, deuz sous-espaces vecloriels

supplémentaires dans un espace vectoriel E. Soit p; Uapplication de
E dans E qui, ¢ un vecteur  de E, associe sa composanie z;, sur
F, . L’application p; est linéaire, son image est ¥, , son noyau est F,,
et l'lona prop, =p1 .

x =2z + g, y=1v + vy,

ou z; et y, appartiennent a F,, et z; et y, appartiennent a F,. On

()

z+y=(2z1+3)+ (22 +w).
L’unicité de la décomposition assure que 1’'on a

pi(z +y) =21+ v1 = pr(z) + pu(y

On démontrerait de méme 1’égalité p;(Az) = Ap;(z). Les autres affir-
mations de la proposition sont immédiates. [l

y)-
z) .

L’application p; est appelée le projecteur d’'image F; associé aux
sous-espaces supplémentaires F; et F,.

PROPOSITION 20. — Soient E un espace vecloriel el p une application
linéaire ielle que pop = p. Noions F; l'tmage de p et F, son noyau.

Les sous-espaces vectoriels F,; et Fy sont supplémentaires, et p est le

projecteur d’image F; associé auz sous-espaces supplémentaires F, et
Fs.



8. Projections, affinités, symétries 75

Tout élément z de E s’écrit z = p(z) + (z — p(z)), on p(z) € F,

et ¢—p(z) € F2, donc E=F; +Fy. Soit z un élément de F;NF,.
Comme z appartient & F;, il existe y€ E tel que z =p(y). On a
p(z) = p(p(y)) = p(y) = z. Comme z appartient & F2,ona p(z) =0,
d’olt z =0. Par suite F; NF, = {0}. ||

Remargues. - 1) L’ensemble des points fixes de p est ’espace F;, noyau
de 1g — p. L’application linéaire 1g — p est le projecteur d’image F;,

€ noyau r1

(o™

2) La prop. 20 exprime qu’un projecteur est entierement déterminé
par son image et son noyau.

"

PROPOSITION 21. — Soit E un espace affine associé ¢ un espace vectoriel

E . Soit F, un sous-espace affine non vide de E, de direction F 1, et

—

—
soit F o un sous-espace vectoriel de E , supplémentaire de F 1 . Pour

3 QWP iveWeiI T WL

tout point M de E, le sous-espace affine M + T 9 renconire F, en

\

un point unique M’ . L’application p qui, ¢ M associe M’, est une
application affine dont l’application linéaire associée est le projecteur

. — —
d'mage F ,, de noyau F,.

| =
1 )
M

- / / Fy /
1 a4 yd
/ e - yd

/

On choisit un point A de F;. Soient M et M’ deux points de
E . Ecrivons

AN
Pour que M’ appartienne & F,, il faut et il suffit que AM' appartienne

=

a ?1. Pour que M’ appartienne &4 M + F , il faut et il suffit que
—

L-

SN DU T I S L =
unicite aeia a cunlpusu.wu du
—

vecteur AM sur les sous-espaces supplémentaires F ; et F 2 entraine

S
imt N/
v 1vL .

’

. P . - . - -
Si p; désigne le projecteur de E , d'image F ;, de noyau F,,
ona AM' = pl(m). Par définition de p, ona A=A’ ; on a donc
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__’ ——) . .
A'M' = p;(AM). Cela prouve que l’application p est affine et que le
projecteur p; est I’application linéaire associée. Il

— R I R —_
F, (ou parallele a F ;).
THEOREME (dit de Thalés ') . — Dans un espace affine E, soient D et

D' deuz droites, et soit F une direction d’hyperplan ne contenant pas

les directions de D et D'. Tout hyperplan de direction F rencontre D

en un point M et D' en un point M'. L’application f de D dans D'

En effet, 'application f est la restriction a D de la projection

d’image D', de direction —I?, dans ’espace E. ||

/N

/
VY

/ \

COROLLAIRE. — Sotent D et D' deuz droites dans un espace affine E.

uz rencontrent la

droite D en des points A, B, C et la droite D' en des points A’', B’
et C'. On a alors

AC A'C

AB’ AIB;

__ A 4 I 4 -
En eftet, si AC = AAB, alors
~ —— -

A'C’ = f(AC) = f(AAB) = Af(AB) = AA'B'. I

1 THALES de Milet (VII®-vI® siécles av. J.C.), le premier des sept
sages de la Grece.
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PROPOSITION 22. — Sotent E un espace affine et p une application
aﬁine de E dans E telle que pop=1p. Alors p est la projection

d’image o(E \ de direction le novau de 7o .
image p(E) de direction le noya P

L’application linéaire p satisfait & pop = p ; c’est un projecteur.
Son noyau et son image sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires

[4.]

.4

dans E (prop. 20). L’image p(E) de Papplication p est un sous-espace
affine de E, de direction p( E) Pour tout point M de E, le point p(M)

2 . — o, e
Le vecteur Mp(M) appartient donc au noyau de p. La proposition
résulte de la définition des projections. |

DEFINITION 9. — Soit E wun espace vectoriel. Soient F,, Fy deuz
sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. On note p, et p,
les projecteurs d’images F, et Fy associés. La symétrie vectorielle de
direction F, par rapport au sous-espace F; est lapplication s de E
dans E définie par
s(z) = p1(z) — p2(=).

L’application s est linéaire. L’espace F; est I’ensemble des points

fixes de s. L’espace F;, est stable par s, et 'application induite sur F,

est I'application z+— —z . L’application s est un automorphisme de
I’espace vectoriel E, et 'ona sos=1g.

s(z) —z = —-2py(x) et s(z)+z=2pi(z).

\

—
Le vecteur zs(z) appartient & F; et le milieu du segment zs(z)
appartient a F; . Plus précisément, on a

F1 = Ker (s — 1), Fy = Ker (s + 1g).

PROPOSITION 23. — Sotent E un espace vectoriel et s une appli-
cation linéaire de E dans E telle que sos = 1g. L’application s

est la syméirie vectorielle de direction Ker (s + 1g) par rapport d
Ker (s — 1g) .

Un petit calcul utilisant s o s = 1g montre que (z + s(z)) appartient &
F, et (z—s(z)) & F,.Parsuite E=F; +F;.S50it € F;NF;.0na
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s(z) —z=s(z)+2 =0, dou z=0. Cela prouve que F; NF; = {0},
et que les sous-espaces vectoriels F; et F; sont supplémentaires. La

.
relation
A WAL VAN

AR

[y

DN | s

3(;)_;\ (2 4 & (g\ — 3(;“
\¥J \¥ “\TJ7 \T7/

) 2\
montre que s est la symétrie vectorielle de direction F, par rapport a
F:. |

tJ
t.

FINITION 10. — Sotent E un es

non vide de E et F 2 un sous-espace vectoriel de E supplémentaire

—
de _ﬁl. La symétrie affine par rapport a F;, de direction F, est
P’application s qui, ¢ un point M de E associe le point M’ tel que le

_—_’ ___’
7 . ’ .
vecteur MM’ appartienne & F; et que le milieu de MM’ appartienne
a b4

On peut vérifier que 'application s est bien définie, que c’est une
application affine dont I'application linéaire associée s est la symétrie

vectorielle de direction F , par rapport a -F_"l L ensemble des pomts

 §
E . Si p désigne la projection d'

PROPOSITION 24. — Soit 8 une application affine d’un espace affine non
vide E dans lui-méme telle que s o s = Idg . L’application s est une

1T ana o

e otmen nfhne
SYNHLELIrsc JJble.
Si § est I'application linéaire associée a s, ona sos=13z, ce

qui montre que 3§ est une symétrie vectorielle par rapport a un sous-
—

—
espace vectoriel F pa.ra.]lelement a un sous-espace supplémentaire F ;

(prop. 23). Soit A un point de E et soit

b
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L’ensemble des points fixes de s est le sous-espace affine F; =
I+ F1.Eneffet M= 8(M) est équiva.lent a M= "(1_1\7[)) . Plus généra-

—_— — —— —_ —

- .. gy 4 e 4 - .
lement, écrivons IM = IN + NM cIN€EF;et NMe€ F,.0na

P =\ - \ - - -

—_—
Is(M) = 5#(IM) = IN — NM.
On en déduit que le milieu du segment Ms(M) est le point N (de F;),

e — . N - S o,
et que le vecteur Ms(M) appartient & F 5, d’ou la proposition. |

DEFINITION 11. - Soit E un espace vectoriel. Soient F,, Fo deuz sous-
espaces vectoriels supplémentaires dans E et k un nombre réel. On

noite p; et p, les projecieurs d’images F, et Fy associés. L’affinité
vectorielle par rapport au sous-espace F, , de direction F, et de rapport
k, est ’application f de E dans E définie par

f(z) = pi(z) + kp2(z).

Si k=1, f est 'application identique. Sinon, l’ensemble des
points fixes de fest I’espace F;. Les symétries et les projections sont
des cas particuliers d’affinités correspondant & k= —1 et £k =0.

Dans un espace affine, une affinité est une application affine
associée a une affinité vectorielle distincte de 1’identité.

d'un triangle ABC sont concourames, et démontrer que I'orthocentre H du triangle

est barycentre de (A ta.nA) (b,t.a.nb) et (L,,t.a.n(,).

Soient A,B, C trois points non alignés et a, B, v trois nombres réels tels que
a+B+v#0.0nnote G le barycentre de (A,a), (B,8) et (C,v)
a) A quelle condition le point G est-il distinct de A ? A quelle condition la droite AG

est-elie paraiieie a ia droite BC 7
b) On suppose que les droites AG, BG et CG rencontrent les droites BC, CA et

AB en A, , B, et C; respectivement. Démontrer qu'il existe une relation

(1) a'm1+ﬁ'lﬁ1 +‘Y'&1=0,
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et calculer o', B’, 7¥' enfonctionde a, 8, ~.

c) Ecrire la relation (1) lorsque A;, B; et C; sont les pieds des hauteurs du triangle
ABC (utiliser le résultat de I'exerc.1).

3

Dans un plan euclidien, démontrer que le centre O du cercle circonscrit au triangle ABC
est barycentre de (A,sin2A), (B,sin2B) et (C,sin2C).

4

Soient A, B et C trois points non alignés du plan R2 . Démontrer qu'un point M
intérieur au triangle ABC est barycentre des points A, B et C affectés des poids a,
B et v, ol

a = aire(MBC), B = aire(MCA), ~ = aire(MAB).

5

Soient A, B et C trois points non alignés du plan R2. On note a, b et c les
longueurs des segments BC, CA et AB, et on pose 2p=a+ b+ c. On appelle
bissectrice intérieure de I'angle en A du triangle ABC la bissectrice du couple des

a) Démontrer que les trois bissectrices mtér!eures ont un unigue point commun. On note
I ce point commun ; démontrer que 1 est le centre d’un cercle tangent aux droites AB ,
BC et CA (cercle inscrit).

b) Démontrer que I est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b), (C,c) [utiliser
I'exerc.4, ou bien projeter B et C orthogonalement sur AI].

C\ NDatarmi aravité d'un trianale en fil de fer

) vetermin v gravite g un triangle en 11 ge ter

1\ e a TT A 94 a A9 .94 1 _ a 2 _ _a s v [} % a v ] *a T
0) vn note U, v el Vv |es pOInT.S ae contacCt au cercie II’ISCI’I[ el ges aroites pu ,

CA et AB. Démontrer que les droites AU, BV et CW ont un point commun qui
est le barycentre des points (A,1/(p —a)), (B,1/(p —b)) et (C,1/(p —c)) (point de

[

C.,e
intérieure issue de A ont un point commun. On note J, ce point commun ; démontrer
que J, estle centre d'un cercle tangent aux droites AB, BC et CA (ccrcle erinscrit
dans l'angle A).

f) On note U’ le point de contact du cercle exinscrit dans I'angle A et de la droite

vmmbone miia I] o8 1T/ oane svmét eimiian mar parmm et mis smilini: A casmeamts DO
noiLrcr quc L L&) SUIIL yllu:ulquca pdl ldPPUIL au mmnmcu uu acsulcnt DU .

e

g) On définit de méme V’ comme contact de CA et du cercle exinscrit dans I’angle
B, et W/ comme contact de AB et du cercle exinscrit dans I’angle C . Démontrer que
les droites AU’ , BV’ et CW'’ ont un point commun qui est le barycentre des points
(A,p—a), (B,p—1b) et (C,p—c) (point de Nagel).
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6

Une partie C de R™ est dite conveze si chaque fois que deux points M et N

appartiennent 3 C, tout le segment MN est contenu dans C.
Soit C une

[S4A041 UL VAR Y Y ~ LA AR ey -

7 4 A X s _tal Lo o P S S | 1 |

artie convexe fermée, non vide, de R™ et A un point de R™ | La distance
d de A a C est, par définition, la borne inférieure des longueurs |AM| , lorsqiie le point
M parcourt C.

Soit M,, une suite de points de C telle que les longueurs |AM,,| tendent vers d lorsque
n — oo . En utilisant la formule de la médiane, démontrer que la suite (My) est une
En déduire qu'ii existe un point B de C tei que |AB| =d. Démontrer i'unicité d'un
tel point.

Le point B est appelé projection du point A sur I'ensemble convexe C. Le méme
résultat est valable dans un espace hilbertien et joue un rdle important en analyse
fonctionnelle.

7

-

Soit D une droite et @ un vecteur # 0 de méme direction que D.Si A et B sont
des points de D, on appelle mesure algébrique du vecteur AB relativement 2 i, eton
note AB, le rapport Kﬁ/a, c’est-a-dire le nombre réel )\ tel que AB = Aid.

a) Dans un espace affine, soient P, Q, R trois points distincts sur une droite D .

e \l ’wl.\-, e
a un vecteur arbitraire de méme direction que D ).
Prouver la relation suivante (relation de Stewart) :
QR MP? + RP MQ? + PQ MR? + QR RP PQ = 0.
b) Dans R?, la bissectrice intérieure de I'angle en A d'un triangle ABC coupe le

segment BC en K. Calculer la longueur AK en fonction de a = BC, b= CA et
c=AB.

Soient A ,B,C et D quatre points d'un plan affine, sans alignement de trois d’entre
Aty NDNem At a .I\:f NI D N D Q lac smiliaiiw Aac cacemmantes A D AN nn nmn AD s
CuUX. Uit NOLS 1vi, Iv , I' , ¢, IV, O 18 Mii€uxX G&5 SEEMiSNIS Ao , nvU ,UD , v, A €t
o
BC

_— = =4 oge P . . ’

a) Démontrer I'égalité MP = NQ (utiliser des homothéties). En déduire qu'on peut
former trois parallélogrammes avec les points M, N, P, Q,R,S.

b) On se place maintenant dans un plan euclidien, et on suppose que le quadrangle
ADMN fnt mcdbeemn o i b i Mmoo an aoa ooabl e a . . oalt_ B
ADULJ ©OL vrLiolcriLriguc \(.lld(.u" Jgcd poHiL €L ornocernire au lrlangle
trois autres). Démontrer que les parallélogrammes du a) sont des rectangles. En déduire
que les six points M, N, P, Q, R, S appartiennent 3 un méme cercle, ainsi que les
points d'intersection A’, B’ et C' de AD et BC,de AC et BD, et de AB et

CD (cercle des neuf points du triangle ABC ).
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9

Soient A , B, C trois points non alignés, et soient P, Q, R des points situés respec-
tivement sur les droites BC, CA et AB, et distincts des points A , B, C. Démontrer

que,pour que les points P, Q et R soient alignés, il faut et il suffit que l'on ait
P Q A - rary o (] ? AN 7= \
_— e — =1 \EIICOTC'”I.C Qc IVIeEnciaus).
PC QA RB

[On utilisera I'homothétie de centre P qui transforme B en C et I'homothétie de centre

Q qui transforme C en A ]

10

Soient A , B, C trois points non alignés, et soient A’ un point de la droite BC, B’ un
point de la droite CA et C’ un point de la droite AB . On suppose que les droites AA',
BB’ et CC’ concourent en un point M. Retrouver la relation de Céva en appliquant
le théoreme de Ménélaiis a la sécante BMB' du triangle AA'C, et a la sécante CMC’
du triangle AA'B.

11

Dans un espace affine E, on appelle symétrie par rapport a un point I, ou symétrie de
centre I, I'homothétie de centre I de rapport —1.

Soient I et J deux points de E et soient sy et s; les symétries par rapport a I et
J . Démontrer que |'application composée sj o sy est la translation de vecteur 2 .

12

a) Etant donnés n points Aj,...,An dans un espace affine de dimension queiconque,
on demande de trouver n points M;,...,M,, desorteque A; soit le milieu du segment
M;Ms, As lemilieu de MoMj3, ..., A, le milieu de M, M; . On démontrera que, si

n est impair, il existe une unique solution. Si n est pair, pour qu'il existe une solution,
il faut et il suffit que I'on ait

ArAs 4+ AzAs...+An_1An =0.

Si cette condition est réalisée, on peut choisir arbitrairement le point M; . [On notera
s; la symétrie de centre A;, et on étudiera la nature de |'application composée
8n 0...08] .]

b) Etant donnés trois points A, B, C, il existe un unique triangle A’B’C’ dont les
triangle sont les hauteurs du triangle ABC .

c) Pour que quatre points soient les milieux des quatre cotés d'un quadrilatére, il faut
et il suffit qu'ils soient les sommets d'un parallélogramme (théoréme de Varignon); en

particulier, il faut qu'ils soient coplanaires.
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13

Dans un espace affine E, soient h |I'homothétie de centre I, de rapport k, et h'
I'homothétie de centre I’ , de rapport k’. Déterminer le centre de I'homothétie h' o h

si k'k # 1, et le vecteur de la translation h'och si k'k=1.
Dans un espace affine de dimension > 2, donner une construction géométrique.

14

Soient D et D’ deux droites dans un plan affine. Soient A, B, C trois points de D,

et A’,B’,C’ trois points de D’ . On suppose les six points distincts.

a) Démontrer que, si les droites AA’, BB’ et CC' sont paralléles, ona £~ = %.
AB aA'B
b) Démontrer que la réciproque de a) est fausse.

19

Dans un espace affine E, on dit que les points Ag, ..., A, sont affinement
indépendants si les vecteurs ml , mz y eees mn sont linéairement indépendants.
a) Démontrer que, si les points Ag, ..., A, sont affinement indépendants, le sous-
espace affine engendré par Ag, ..., A, a pour dimension n .

Démontrer que cette propriété est indépendante de |'ordre des points Ag, ..., An .
b) On suppose les points Ag, ..., A, affinement indépendants. Soient F un espace
affine et By, ..., B, (n+ 1) points quelconques de F . Démontrer qu'il existe une
unique application affine f de E dans F telle que f(A;)=B; pour 1 =0,...,n.

16

On se propose de démontrer |'énoncé suivant :

Sotent E un espace affine de dimension n > 2 et f une application bijective de

E dans E qui transforme toujours trois poinls alignés en trois points alignés. Alors

Uapplication f est une application affine.

a) Dans la suite, si A est un point de E, on notera A’ le point J(A). Soient

Al, ..,Ax des points affinement indépendants de E. Démontrer que les points
., A’ sont affinement indépendants.

ux droites paralleles, f(D) et f(D’) sont des droites paralléles.
c) Soient A, B, C trois points non altgnes et D le point défini par AD = AB + AC.

, T~/ Y] P
rquelona A'D'=A'B"+ A'C’.

d) Soient A et B deux points distincts d'une droite D . Soit A € R et soit M le point
PP I 3 - OV, =
défini par AM = AAB. On note #(A) le nombre réel défini par A'M’ = ¢(A)A'B’.

Démontrer que I'on a

(A + p) = &(A) + ¢(n),
&(An) = ¢(2) (n).
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e) En déduire que ¢(A) = A pour tout A € R, et conclure.

17

Soient A et B deux points distincts d'un plan affine euclidien P , et soit k& un nombre
réel >0 et #1.

a) Démontrer que I'ensemble des points M de P tels que MA = k MB est un cercle
C dont le centre est le barycentre J de (A,1) et (B,—k?).

b) Le cercle C rencontre la droite AB en deux points C et D tels que

A na
wAa DA

= —k.

B DB

On dit que le couple de points (C,D) divise harmoniquement le segment (A,B), ou

que les points A, B, C et D forment une diviston harmonique (ABCD).
On peut calculer

A0 = AB, BG—-—' AB. AD- —* 1B ! 2

k-1
AC _ BC k-1

AD BD k+!
La derniére égalité montre que la division (CDAB) est harmonique.

0
f

E
I
[y

c) On choisit un repére sur la droite AB, et on note a, b, c et d les abscisses des
ntmta A D s+ N NEemnmboam o walatinem
PU"ILa SN, b, v cCL U WCHHIIVIILICT 1a 1rciallivit

En déduire les relations
2 1 1

= — 4 ——
AB AC AD
Jjc? = JD? = JA.JB ,
AC.AD = AB.AJ.
Chacune de ces relations est suffisante pour que la division (ABCD) soit harmonique.

[Les division harmoniques sont étudiées a |'aide du birapport au chapitre Vil, §8 ]

18

Dans un plan affine euclidien, on considére une droite A et quatre points A, B,C,D
de A formant une division harmonique. Soient O un point hors de A et A’ une droite
rencontrant les droites OA , OB, OC, OD en des points A’ ,B’,C’ et D’ distincts

..l- N N Ale niin oo A
(¢}

O .0On NnD N NN Ao - I APy

A ,0OB,K6OC,6 OD forment un faisc .

a) La paraliéie a OA issue de B coupe OC en M et OD en N . Démontrer que B
est milieu de MN . [On considérera les homothéties de centres C et D qui transforment
A en B ]

b) La parallele 3 OA’ issue de B’ coupe OC en M’ et OD en N’. Démontrer que

B’ est milieu de M'N’ . En déduire que la division A’B’C’D’ est harmonique.
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On vient de démontrer qu'une droite qui rencontre quatre droites formant un faisceau
harmonique, les rencontre suivant une division harmonique, et qu'une droite paralléle a

I'une des quatre droites rencontre les autres en trois points dont I'un est milieu des deux

w
CuL
0]

c) Soient D; et Dy deux droites issues de O, D3 et Dy les deux bissectrice
I'angle de D, et D3 . Les droites D;D2D3D4 forment un faisceau harmonique.

Soient A, B, C trois points non alignés, soit A’ le milieu de BC et A la paralléle a
BC issue de A . Les droites AB, AC, AA’, A forment un faisceau harmonique. Tout

e reem . simbinm A
G

]
0
m

10
19
Soient A, B et C trois points non alignés dans R? .

a) Soit R l'image de B par la rotation rof(,, _,,/3). Démontrer que les angles

— —_— — .
(RA Y ot {RR RA) cont doauy 32 —x/3 (m ) et aue le triancle ARR
\“l‘ l, lbu’ A \ulu,u‘ ll A2 R AN ‘6\‘“’\ -l IIIU \ ' I — \1“\- LA~ I-llul'b" 4 B A WASF

est équiiatéral.
b) Soient P et Q les points définis respectivement par P = rot(B__,r/a)(C) et
Q = rot(c,—x/3)(A) . Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles ABR, BCP
et CAQ ont un point commun F .
Démontrer que les droites AP, BQ et CR concourent au point F, et que I'on a les
égalités d'angies de droites

(FB,FC) = (FC,FA) = (FA,FB) = 2x/3 (mod ).
c) Démontrer que les longueurs AP, BQ et CR sont égales (utiliser des rotations de
centres A, B ou C).

2

w
c

a8
cL J .

En utilisant les rotations de la question précédente, dernontrer que le triangie IJK est
équilatéral et que G est son centre de gravité.
e) Soit M un point du plan, et soit M’ I'image de M par la rotation de centre B,
d'angle 7/3. Démontrer I'égalité de longueurs

MA + MB + MC = M'R + M'M + MC.

Fn déduire aue i le t nol ARBRC est direct et si les trois ancles du triancle sont
- CECLe Qute, s 2 L LA} 4 ‘ D S8l G/ell, 81 & &S U7 TS Siigite Uu wnianigiC SUnL
P i N 1 |, . o T s b . AA L P LI 1 1
Comprls entre U el 47"/0 , 1€ po n[ ' estie point IVl realisant le minimum ge la somme

MA + MB + MC .
La propriété b) est attribuée a Evangelista Torricelli (1608-1647), la propriété d) a
Napoléon Bonaparte (1769-1821), la propriété e) a Pierre de Fermat (1601-1665).
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ISOMETR
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DE DIMENSION 3

Un espace affine euclidien E est un espace affine dont ’espace
—
vectoriel associé E est muni d’un produit scalaire. Le choix d’une

—’
origine da.ns E et d’un repére orthonormé de E identifie un espace
oduit scalaire habituel. C’est
La structure euclidienne munit I’ensemble E d’l_l_lﬁ distance. La
distance de deux points A et B de E est la norme ||AB|| du vecteur

AB. Les isométries de E sont les applications de E dans E qui

conservent la distance. Les isométries du plan ont été étudiées aux
ue ce sont d

Nous avons décrit explicitement les isométries

o

irectes (translations et
rotations), et indirectes (composées d’une symétrie et d’une translation

IQ] éle o l,axe e ]Q QIrrm ﬂ'* ;Q\ NI\IIE

alurNnne o ]
.
A< DJ AdLN Ill.l\o} dAvVvuo VY ULILD LDUOO.
.

I‘L

1 Ve o h

orthogonal O3(R) en tant que groupe topologique.

Ce chapitre est consacré a la dimension 3, mais nous y signalerons
quelques faits généraux. Il reste exact, en toutes dimensions, que les
isométries sont des bijections affines. Nous décrirons explicitement les

anw ~ N o aRSe Wy asa AN 7 a

vissages. Les isométries indirectes sont composées d’une symétrie or-
B |

b ) |

thogonale par rapport a un plan, et d’une translation paralléle au plan
de symétrie ou d’une rotation autour d’un axe orthogonal a ce plan.

L’introduction des quaternions permet une description des grou-
pes orthogonaux en dimensions 3 et 4.
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88

Groupe orthogonal O(3)

1.
A) Définitions
L’espace vectonel R3 est muni du produit scalaire canonique. Si
1s de R3, le produit

= Z1y1 + T2Y2 + T3Y3-
est donnée par
/= /o 2

= vz1? +z;

Les propriétés du produit scalaire et de la norme sont analogues a celles
étudiées au chapitre 1 dans le plan R?. Elles sont aussi valables pour le

81
‘21

2|‘,2
T3”°.

o
o
8y

produit scalaire & -3y = > z;y; de R"
La base canonique de R3 est formée des vecteurs €; = (1,0, 0)

ﬂhl
,

PROPOSITION 1. — Soit f une application linéaire de R® dans R3
soit A la matrice de f relativement d la base canonique. Les propriétés

roduit craln.n'p

. Viwwes ww=iess

suivantes sont e’quivalentes
rve le p

n\ l’n'n'nl_ on f conse

b) l’application f conserve la norme,
c) Vapplication f transforme toute base orthonormale en une base

orthonormale,
d) il eziste une base orthonormale que l’application f transforme

en une base orthonormale,
e) les vecteurs colonnes de la matrice A forment une base or-

7
thonormale de R3,
t —
f) AA =13,
tA —

g) A A = 13 )

h) Joo miondoniama limemoas Ao 1l cvvsdeenn A Lrsmev ot ciano hroo ~sdh s
ll.} €I vCLLCUWI o GbyleJ we oW JiIvbi LT Ny JUI ILCILL Wi UWot UILivvnur -

male de R”° .
Les démonstrations sont exactement celles données au chapitre 1

dans le cas de la dimension 2
DEFINITION 1. — Les matrices satisfaisant auz conditions de la prop.1

sont appelées matrices orthogonales. Elles constiiuent un sous-groupe du
groupe des matrices inversibles Ce groupe est appelé groupe orthogonal
nlement O(3) .

4 33.... ement U\ 9J)

ﬁﬂ,ﬂ‘;nﬂ, 2
v <~

de la dime
Remarque. — Soit A une matrice orthogonale. Si un sous-espace vectoriel
F de R3 est stable par A, 'orthogonal de F est stable par A .
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7

PROPOSITION 2. — Le déterminant d’une matrice orthogonale est égal d
+1. Les valeurs propres sont des nombres complezes de module 1.

Soit A une matrice orthogonale. On a IAA=13 et det‘A =
1_1 A . 3. .. 3.4 A\2 __ 1
aciv A ’ oIl aoIlcC \UCB ﬂ) — 1.

@)
=]
5 ¢

unit C° du produit scalaire hermitien
< &Y >= Z 1y + Zay + Z3ys.
Soit A € C une valeur propre de A correspondant a un vecteur propre

nan nul » r‘3 On o
A1VAL LilUL o\ WS e \JIiL W

< AZ,AZ > =<
<

Comme < &,Z ># 0, on adonc AA=1 1

Les valeurs propres d’une matrice orthogonale sont trois nombres
complexes de module 1, dont le produit est 1, qui sont les trois racines

PROPOSITION 3. — Les matrices orthogonales dont le déterminant est
égal @ 1 constituent un sous-groupe d’indice 2 du groupe orthogonal. ||

I'd ’
Etarminant act .-..--.l
CLEeITIiiNaliv €Su Ciali

1 est appelé groupe spécial orthogonal et noté SO3(R), ou simplement
SO(3). Ses éléments sont appelés matrices orthogonales directes. Les
matrices orthogonales dont le déterminant est égal & —1 sont appelées
matrices orthogonales indirectes.

l [o—
(4]
9"

onales directes
On dit qu’un repére (#, U, 3) de R3 est directsile déterminant
det(#;, 2, U3) , relativement a la base canonique, est > 0. Les matrices
orthogonales directes sont les matrices dont les vecteurs colonnes forment
un repere orthonormé direct de R3.
Soit A une matrice orthogonale directe. Le déterminant de A

D\ dors ane madl o
D) WVIWLTECES UTLILU
’

6!1-1 <> 4 « AdVO vaiL ui1io PLUPL\.’D ue La SVILYV 1iULVUOoOoQdLIT1lIVILY 4 9 < 9
a0 .y A o A . ~ ’ T o~ N Y . . a .
e”,ou e R.D1 V=0 (mod 27), la matrice A est la matrice de

I’application identique. Sinon, le sous-espace propre de la valeur propre
1 est une droite vectorielle D de R3. Le plan vectoriel P orthogonal &
D est stable par A. L’application linéaire de P dans P induiie par A
conserve le produit scalaire et son déterminant est égal a 1. C’est une
le +0

rotation vectorielle d’an

DEFINITION 2. — Soient D une droite vectorielle et P un plan vectoriel
orthogonal ¢ D dans R>. Soit (€1,€5,€3) un repére orthonormé direct
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dont le premier vecteur €, appartient ¢ D . On appelle rotation d’angle
@ autour de la droite D orientée par le vecteur €, , l’application linéaire
de R3 dans R3 qui induit sur D lidentité, qui laisse stable P et induit
sur P, identifié ¢ R? par le repére (€3,€3), la rotation d’angle 6 .

Si %0 (mod 77r\ la droite D

Si §#£0 (mod , dro
de la rotation. Munie ou non d’une orien
la rotation.

Ezemple. - La matrice de la rotation d’angle 6§ autour de I’axe vertical
_’ -
O0xz3 orienté par le vecteur €3 est la matrice

r
]
oB
S o
(¢]
(]
W
D
-0
\-—-

0

PROPOSITION 4. — Toute matrice orthogonale directe est la matrice d’une
rotation d’angle 6 autour d’une droite vectorielle D orientée. Sauf dans

le cas de la matrice de l’identité, la droile D est bien délerminée, la
mesure de l’angle 6 est déterminée mod 27 et au signe prés qui dépend
de l’orientation donnée d D . |
C) Matrices orthogonales indirectes
Soit A une matrice orthogonale dont le déterminant est égal a
N A B i —if

—1. Les valeurs propres de A sont nécessairement —1, e'’, e %9
on 6cR.Si 6 =7 (mod 27), la matrice A est la matrice —1;5 de
I’homothétie vectorielle de rapport —1, ou symétrie de centre 0. Sinon,
le sous-espace propre de la valeur propre —1 est une droite vectorielle D
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de R3.Soit P le plan vectoriel orthogonal & D, et soit Sp la matrice de
la symétrie orthogonale par rapport au plan P . L’application Sp induit

nr P elle communte a A Poenn
& A2 A NI ALALALARA VN - A A e A NI AN

s B=AoSp. La matrice
h I b ] 193

B est orthogonale directe, c’est la matrice d’une rotation d’angle +6
autour de la droite D.

PROPOSITION 5. — Soit A une matrice orthogonale indirecte. Il eziste
un plan vectoriel P tel que l’on ait

A=BoSp=SpoB

n Q. pet In matrmers do la enmbimio arthononnnlo nar rannart o ot R
v w ul—’ COov v J1I0vWwwei ¥OU WY Yw v IV v v VI uluvyvlvl..u II‘.' "‘lt’t’vl v w i ’ ww AF
la matrice d’une rotaiion autour de la droite veciorielle D orihogonale a
P . Sauf dans le cas o A = —13, le plan P est déterminé par la donnée

de A. I

Ezemple. - La matrice orthogonale indirecte composée de la rotation
i3 — , T R Y 1 . - .3
d’angle § autour de I’axe vertical 0z3 orienté par le vecteur €3 et de
la symétrie par rapport au plan horizontal est la matrice

cos@ —sinf@ 0
sinf cosé 0

\ o 0 -1/

2. Isométries en dimension 3

DEFINITION 3. — Une isométrie de R3 est une application f de R3
dans R3 qui conserve les distances, c’est-d-dire telle que l’on ait

IF(A)f(B)|| = ||AB||
pour tous points A et B de R3.

Ezemples. - 1) Les translations sont des isométries.
2) De méme que l’'on a défini les rotations autour d’une droite
vectorielle, on définit les rotations autour d’une droite affine. Soient D

o
-
O
;0
(4]
<
(1
. O
[ g
@)
-
st o
1]
=
(4]
ol
(4]
o>
D
=
= [ d
=]
(©)
=5
o
-
(1]
)
-
o
=
-
®
-
(®)
[t
[+)
=
(©)
=
A
®
=
(o]
(]
(1]
D
[+]
=
[l
®)
=
L ]

dans R® définie par ‘
—n —
IF(M) = o(IM)

ol ¢ désigne la rotation d’angle # autour de la droite vectorielle B,
orientée par le vecteur e} .
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PROPOSITION 6. — Toute isométrie de R> est une bijection affine.
Une prem eére fagon de démontrer la proposition est de procéder
es (cbap II, prop. 19\ Une isométrie
f de R° qui a quatre points fixes non coplanaires est I’application
identique. En effet, si un point M était distinct de son transformé M',
le plan médiateur de MM’ contiendrait les points fixes de f, ce qui est
impossible. Si f n’a pas suffisamment de point fixes, on en introduit
en composant f et des symétries par rapport a des plans médiateurs.
On démontre ainsi que toute isométrie de R3 est composée d’au plus 4

Une autre démonstration est indiquée en exercice (exerc.1). Les
deux démonstrations sont valables en dimension quelconque. I

COROLLAIRE. — Les isomélries constituent un sous-groupe du groupe

affine de R3 . Ce sont les -applications affines dont Papplication linéaire

Tive W WYY sww LR AP 22 AL 2] prvaveviv vvwvcv

associée est orthogonale. Le groupe des isoméiries de R> est produit
semi-direct du groupe des itranslations, isomorphe @ R3, par le groupe
orthogonal 0(3) : I

linéaire associée est orthozonale

-
(1]
wn
3
w
3
m\
-~
=.
(4]
wn
(oW
®]
=
o~
-
)
U
l:'
(]
)
o~
[~y
(=]

uen
sous-groupe d’indice 2 du groupe des isométries. Les isométries dont
lapplication linéaire associée est orthogonale indirecte sont appelées

isométries indirectes, ou parfois anti-déplacements.

PROPOSITION 7. — Tout déplacement de R> est composé d’une rotation

analads .. 5 7

COWLLU € &
rotation. Cette décomposition est unique. La rotation et la translation
commulent.

o™
)
]
=3
L)
L)
.
]

| D1
D ~f(A) |
N I
S /|t | /
B
A sy

Soit f un déplacement de R3. L’application linéaire associée
[ est une rotation autour d’une droite vectorielle (ou l’application
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identique). Démontrons d’abord que, si f a un point fixe, f est une
rotation. Supposons que f ait un point fixe I. Pour tout point M de

N R Y §

3 Lt
R>, on a alors If(M) = j\uu) , ce qui montre que f est une rotation
autour d’une droite affine issue de I, ou éventuellement I’application

identique.
hw 3

Supposons maintenant que f n’ait pas de point fixe. Soient A un

point de R3 et soit ¢ la translation de vecteur f(A)A.L apphcatlon

PO S PR S, . At e
r—¢0J ©dtL ul l acplaccliciiv g

23 Ialcce Lo To vainm A T\’..—._...-. s
u1_ Lumac 1nXc i< Huuu. £ . D'apres ce qu

précede, r un rotation. Si r est ’application identique, f est une
translation. Sinon, soit D l’axe de la rotation r. La translation —t
se décompose en un produit —t =1%;0t3, ou %; est une translation
parallele a D et ¢; une translation orthogonale 8 D. On a ainsi
f =1ty 0oty or. Tout plan P orthogonal a D est stable pa

-~
[
N
o
e
-/
o
=
7]

un nla annlicatinn #. A » 1 atinn nlana ot admat Aane
y “ll’ uy!l Wb VAV AL u‘ ~ f ALR WL Wi wuavsil ylull\o, WV WLillilVvV BVl
un point fixe I;. D’aprés ce qu’on a vu au début de la démonstration

t, or est une rotation r; autour de la droite affine D; paralléle & D,
issue du point I;. Ainsi, on a f =, or; comme annoncé.

Pour établir ’unicité de la décomposition, supposons que f soit
le produit ¢t or d’une rotation autour d’un axe D et d’une translation
si f est I'id

“97‘9]]‘\2]9 ﬁ n n'n a nlnrc { - "D_“ par S'Ilife

pPaiGuaiviv & s NsiAL T WwivAD J « A )

I'identité et f est la translation ¢. Si f n’est pas l'identité, et si ¢
est la translation nulle, f est une rotation dont I’axe est I’ensemble D
des points fixes de f. Simi f , ni ¢t n’est 'application identique, f n’a
pas de point fixe car tout plan orthogonal a I’axe D de la rotation r
est stable par r et transformé par la translation ¢ en un plan disjoint.
L’axe D est ’unique droite stable par f. En effet, si une droite D;

’,
entité
NA\wAdd " LA

-3

et
~

Ay

est stable par f, sa direction Bl est stable par f , donc égale a la

direction de D ; par suite D; est stable par ¢ et par r, donc égale a
D. La translation ¢ est alors la translation induite par f sur D |
. AVULAR lll\AUlvVve yuu. J [~A'9 S p g II
ann e ansing . mtiima rAatatiam m ot ima trancladtiam 4 AT domd

ik Avvavivil 1 Cbu 11 LIAlidIavivVUIl ¢ CLUIILIIIU bcllb’

A anl o @ 1\ Panire -
ClHHwIywco. - .l.} 1 UUul l.i
t 1

D
il faut et 1l sufﬁ translation soit paralléle a l axe de la rotation.

Antra ~u1a l ..... Aoa A& nlaanrmman
NONLIe€ que i€ groupec aes acpiacemen

%)
Q.
o
-
)

o

ge
:l
)
o
-

posante connex
de R3.

n identique dans le groupe des isométries

COROLLAIRE. — Un déplacement de R3 qui laisse stable un plan affine
P est soit une translation paralléle @ P, soit une rotation dont l’aze est
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orthogonal @ P . |

PROPOSITION 8. — Toute isométrie indirecte de R3 est composée d’une
symétirie orthogonale par rapport ¢ un plan affine et d’un déplacement

1, soil une ro

une translation paralléle d ce plan

.

gqut est soit rotation
1 7

n autour
d’une droiie affine orihogonale au plan. Sauf dans le cas des syméiries
par rapport d un point, cette décomposition est unique. La syméirie et le

déplacement commutent.

w)

/ M <>. Q(M) M t(M)

f(M)
Soit f une isométrie indirecte de R3. L’application linéaire
associée f admet —1 pour valeur propre. Soit D une droite ayant

la direction d’un vecteur propre pour la valeur propre —1, et soit p la
projection orthogonale de R3 sur D. L’application po f induit une
application affine de D dans D dont ’application linéaire associée est
I’homothétie de rapport —1. Par suite po f|D est une homothétie de
rapport —1 et admet donc un point fixe A. Le plan P orthogonal

a D issu de A est stable par f. Notons sp la symétrie orthogonale
par rapport a P . L’application g = sp o f est un déplacement qui laisse

n
o
o
(4]
o
D
o>
~]
[
=)
(oW
[+

d’un axe orthogonal a P.

Pour établir 'unicité de la décomposition, supposons que f soit
la composée sp o g de la symétrie orthogonale par rapport a P et d’un
déplacement qui est soit une translation paralléle & P, soit une rotatlon

autour d’une droite affine orthogonale & P Necess..ire...ent, la direction
A D 4 ~al ______1_ _ 4 o e o 1
a€ r €5y Orvnogomnai€ a un vecieur propre de ] pour la valeur propre

—1. S1 —1 est valeur propre simple, la direction de P est déterminée,
et P est 'unique plan stable par f.Si —1 n’est pas une valeur propre
simple, c’est une valeur propre triple, I’application f est une symétrie
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par rapport a un point I. Pour tout plan P passant par I, ’application
f est produit de la symétrie sp et du demi-tour autour de la droite D

onale 3 P issue de I. |

DEFINITION 4. — Le déterminant d’une fa,mille (Z,9,2) de trois vecteurs
de R3 relativement d la base canonique (€1, ¢&7,€3) est noté det(Z,y, z),

\ 4
ou simplement (Z,9,z), et appelé produit mixte de la famille (&, ¥, 2)
— ra 2 Y _____r_ o s __ = = A
Les vecteurs & et y étant donnés, I'application 2'— (&, 3, 2) est

une forme linéaire sur R3. Comme le produit scalaire est une forme
bilinéaire inversible, il existe un unique vecteur ¥ de R3 tel que l’on

4
1L

@

—_~

1

S’

(£
\

2y

Y
I
@y
Wy

nour tont 7 < R3
pour tout PSS » A

' I

DEFINITION 5. — L’unique vecteur ¥ défini par la relation (1) est noté
£ Ay, et appelé produit vectoriel des vecteurs = et .
par la

Ainsi, le produit vectoriel est caractérisé

Ny

L’application (&, y) — & A y est une aplication bilinéaire antisymétrique
de R3 x R? dans R3.

Sil’on note (z;,z2, z3) les coordonnées de &, et si l’on prend des
notations analogues pour y et z,ona

z1 2|
(:B, Y, 2?) =|&2 Y2 22
3 Y3 z3

P | -~ 42w

la matrice antisymétrique :

0 —I3 T
T3 0 —&T1
\-z2 =z 0 )

Ezemple. - On a
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PROPOSITION 9. — Soient Z et ¥ deuz vecteurs de R3, et soit U € O(3)
une matrice orthogonale. On a

<
[
e
0
t
'
~.
=
Ry
3
X
e
o

(U3, 03, U7) = (det 0) (3,5, 2,
((U2) A (Uy)) - U2 = (det U) (A Y) - 2,
= (det U) (U(Z A 1)) - (U2)
d’ou la proposition. I

Soient £ et ¥ deux vecteurs non nuls de R3, situés dans un
plan vectoriel P. Le choix d’une base orthonormale (é},€é2) équivaut

au choix d'un isomorphisme linéaire ¢ de R? sur P conservant le
produit scalaire. L’angle de vecteurs (Z, ") relativement d la base (€7, €3)

st angle des vecteurs ¢ 1(Z) et ¢ !(y) de RZ. Clest I’élément
A de SO(2) tel que Ap~1(Z) = 1(3’(’) L’angle des deux vecteurs

relativement a un autre repere orthonormé de P est A ou A~! suivant
que le changement de repére est direct ou indirect. On ne peut pas

parler d’angle de vecteurs de R3. Il est cependant commode de parler

l’ ﬂnln fln I'l 1mnw [4 tn'l é ] a f]a'ﬂﬂi

u.usxc G Géux ved €1 v, Giini
\

1ra 2 ~ o W™
CUulo. U LOouv uiL 1iiviiiuviv 1

Y

au signe prés et a I’addition prés d’un multiple entier de 27, tel que A

ou A~! soit la matrice de la rotation d’angle 6. Si £ et ¥ sont des
vecteurs unitaires, on a toujours la relation & -4 = cos9.

AV 4

a
Ol
=]
3
L]
n
(]
571
1)
~ U
<
73
D
3
e

e
onal @ £ et y, et le repére

17'63 .J‘m,on, C €s n
0 € R est une mesure de l’angle des vecteurs

c cat t
(" v, i:'/\g') est direct. Si
Z et y, alors

(3) 12 A 9]l = ||2]] ||9] | sin 6].

La définition du produit vectoriel montre que & Ay est nul si
et i sont colinéaires, et seulement dans ce cas. La relation (2) avec
= & donne (:i:'/\ Y)-Z=(Z,¥,%) = 0. Ainsi & A § est orthogonal a Z.

e méme, Z Ay est orthogonal a 7.

) Nl 8

La relation (2) appliquée & Z’= & Ay donne
ﬂ

- - -

4) (2,9, 27 9) = [IZA4]%
qui est > 0 si & et y ne sont pas colinéaires ; le repere (
direct.

~—~

- - -

E,Y,ZAY) est
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Pour calculer la norme de Z A ¥, démontrons d’abord la relation
dite du double produit vectoriel :

(5) EANPAZ=—(y-2)T+(Z-2) 7.

Les deux membres de (5) sont des fonctions vectorielles trilinéaires
de £, ¢, z. Il suffit de vérifier que la relation est satisfaite lorsqu’on
prend pour Z, i et 2’ les vecteurs de la base canonique, soit vingt-sept

)
vérifications. Compte tenu de la prop 9, et du début de la démonstration,

T
est ramené aux pr
définition.

En appliquant (5), (4) et (2), on obtient

IZAH° = (£, 9,27 9) = (EA§,Z,79)
( a

— 2

=((ZAYPYNZ)-§= —(:i:’-y)‘—i—:i:'zﬁz,
d’ou
(6) IZA 412+ (Z-9)° = 112)° |9

On sait que Z -y = ||Z||||9]| cos @ ; on en déduit la relation (3). I

Les quaternions d’HAMILTON constituent un corps non commu-
tatif, qui est une algébre de dimension 4 sur R. Notons (1,1%,3,k) la
base canonique de R*. L’algébre H des quaternions peut étre définie

comme étant ’espace vectoriel R* muni de I’unique loi de multiplication
R -bilinéaire, ayant 1 pour élément neutire, dont la table est la suivante

ém
ij=—ji=k, jk

I
|
-
LN
Il
&
-
.
I
|
s
=
Il

o

On peut vérifier sur ces relations que la multiplication est associative.

Le corps des nombres réels s’identifie a la sous-algébre de H cons-
tituée des quaternions de la forme (a,0,0,0). Un quaternion de ce type

T T T T

est dit réel. Un quaternion dont la premiére composante est nulle est ap-
pelé quaternion pur. Le conjugué du quaternion u = a + bi + cj + dk , ol
a, b, c, de R, est le quaternion % = a — bi — cj — dk . L’application

AE* Mmm '\"4;'\
€Su Uil afiviau

A L&
w r—

sEI

uv = v U,

pour tous u et v € H. Par ailleurs, un petit calcul montre que 1’on a

vi=tdu=a’+b2+c?4+d?= Hu”2
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Il en résulte qu’un quaternion u # 0 est inversible et a pour inverse le
quaternion #/||u||?. Par suite H est un corps. Ce n’est pas un corps

effet, si w = a + bt + cj + dk, la relation ui = tu implique c =2 =10,
et uk = ku 1mplique b =0.

PROPOSITION 11. — La norme est multiplicative. Autrement dit, pour
tous quaternions u et v, on a

N+ a an oaXad
Uil a €11 CIICL
(w)wv =uvi&=uiv7,

car le quaternion réel v commute a %. ||

En raison de cette propriété, I’ensemble des quaternions g tels
que ||g]| =1 constitue un groupe pour la multiplication. Ce groupe est
noté Sp(1), ou simplement S dans ce paragraphe.

COROLLAIRE. — Soit 8 un quaternion de norme 1. L’application
u+— su est une transformation orthogonale de R*. Il en est de méme

de l’application u +— us.
En effet ce sont des applications linéaires qui conservent la norme
(cf. prop. 1). |

, par analogie avec le corps des nombres complexes, une multiplication
respectant la norme. Son éléve Arthur CAYLEY sut définir une structure
multiplicative, mais non associative, sur R® (les octaves de Cayley).
On sait aujourd’hui que ces constructions ne sont pas possibles dans
d’autres dimensions. On sait aussi que les sphéres des dimensions 0, 1

e

e’-
e
=
)
=,
[ ol
=p
=
o
E."
Nel
=
o

5. Topologie de SO(3) et de
Soit s € S un quaternion de norme 1. L’application ¢, de R*
dans R* définie par

(7) b,(q) = sgs~!
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est une transformation orthogonale de R* (corollaire de la prop. 11). On

#5(1) = 1, par suite les quaternions réels sont fixés par ¢, . Le sous-
ace de base (3

. . 14
esp 1 ,J, k) des quaternions purs, orthogonal 4 la droite réelle,
r iJIYy b § r b] ]
_ m ad Ll e A | J5 PUNYLY U | PP R L ; mn3
cst dU 1C sta.un: I ([)‘ 1ucut JLOILS 1 CBP&LC U.Cb qu vEIn IUI pu S n

a
par la base (z,7,k) et notons encore ¢, la transformation orthogonale
induite sur R3.

PROPOSITION 12. — L’application ® : s — ¢, est un morphisme continu
et surjectif du groupe S des quaternions de norme 1 sur le groupe
SO(3) . Son noyau est le sous-groupe {1,—1} des quaternions réels de

Sur la formule (7) définissant ¢,, on voit que ® est un mor-
phisme de groupes. La multiplication par un quaternion est une appli-

cation linéaire, donc continue, car la dimension est finie. L’inverse s~ !,
égal a §, dépend continiment de s, d’ou la continuité de .

La sphere S, réunion de deux hémisphéres homéomorphes a une
boule, ayant leur frontiére commune, est connexe (cf. chap. 1, lemme 2 de
I'appendice). Son image ®(S) par I’application continue ® est connexe,

et contient l’application identique, image de 1 par ®. Le sous -groupe
SO(3) et son complémentaire sont fermés dans 0(3), puisque ce sont

les images réciproques de 1 et —1 par I’application “déterminant” qui
est une application continue. Par suite ®(S) est contenu dans SO(3).

Démontrons enfin la surjectivité. Soit # un nombre réel et soit s
le quaternion cos® + isin @, que ’on peut aussi écrire e’ . On a

)
#s(3) = eioje"ia = ezioj = jcos 20 + ksin 26,
¢, (k) =eke % = €2k = —jsin 20 + k cos 26.

arnmlircndsam

L,appu\,auuu ¢, €s aq
orienté par z. De méme, le groupe P
autour de j et autour de k.

sla 90 i ..o .. o — 2
t 1gie 20 autour du support de 12

S) contient toutes les rotations

T wAdadin A1
1a Tovavion a

Tout quaternion pur u, de norme 1, peut s’écrire

U = 2CO0S (P cOS Y + jsin  cos Y + k sin 1.
d

Dans R3  1’élément u estim

I : nen nage de ¢ parl’élément A de ®(S) composé
Jh DI DI Y B i | S N _ ___a ur 1 1 2
a€ la rovavion aangie —y autour de j et de la rotation d’ angle o
autour de k. Si1 8 =cosf + ¢sinf comme ci-dessus, la transformation

A@,A"! est la rotation d’angle 260 autour de u. Ceci prouve, en. vertu
de la prop. 4, I’égalité &(S) = SO(3). “ l
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Le noyau de & est ’ensembles des quaternions de norme 1
appartenant au centre de H, c’est-a-dire 1 et —1. ||

Remarques. — 1) Si u est un quaternion pur de norme 1, on peut vérifier
Fah b V-3 ‘A f‘“'\‘l\'“;f\'\ D —— a l ~ma E:“ a (2% TARAATIP MY AAPIYIA 1 A* a3 V- A Aﬂ* ]'\
\.luc I A9 \.lua-l:CLl.u.U I O — SV T wollLlv a PUuL A1VU1111C 1 ) o1 1} \.luc (’IJ TCov 1a
rotation d’angle 26 autour de I’axe défini et orienté par u (exerc.6).

2) L’espace quotient S/{1,—1} s’identifie au plan projectif
P;(R). Comme la sphére S est compacte, 'application canonique de
P;(R) sur SO(3) déduite de ® est un homéomorphisme. L'application

ba

¢

w

Ommiiie ce SOuS-gIG‘d““ est iscr%;«, Ouv yulu § G& S PO séde un 'v'GiSi-
nage que ® envoie homéomorphiquement sur un voisinage de P(s

Dans cette situation, selon un résultat classique, la sphére S est un

On peut aussi décrire le groupe topologique SO(4) a l'aide des
quaternions. On définit un morphisme ¥ du groupe S des quaternions
de norme 1 dans O(4) en posant, pour s€ S et g€ H,

K

Comme plus haut, I'image de ¥ est contenue dans SO(4).

Par ailleurs, les transformations orthogonales conservent la norme.
Le groupe SO(4) opére donc sur S par restriction de son opération
sur R*. Notons II I'application orbitale du point 1 de S, définie par

H(Ql.\ — ﬁ’l
\¥J) —

3
o]

Lemme. — Le morphisme ¥ est une section continue de l’application II ,
autrement dit, on a (Il o ¥)(s) = s pour tout s€S.

Une transformation 9 € SO(4) qui laisse fixe le point 1, laisse
stable le sous-espace des quaternions purs, et y induit une transformation
orthogonale directe. Ainsi, le sous-groupe de SO(4) fixateur de 1
s'identifie au groupe SO('S\

h | 1

Nous allons démontrer que I’application © de S x SO(3) dans

SO(4) définie par
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est un homéomorphisme. Pour cela, il suffit de construire une application

réciproque continue. Pour tout 3% € SO(4), d’apres le lemme, la trans-
formation ¥(¥(1))~! envoie le point (1) aun point 1. Par suite la
\T\=/7J r T\7J
el wTel 0 fANY—1 . o T 2l 01 Do dcad b ©ONAN e
Compo €e ‘f\ \.l)} O ILAC 1€ pOlllLV 1 Ioul woutv y aU\‘t} s POSOILS
_ -1
5(4) = ($(1), ¥($(1)) 0¥) €S x SO(3).

On vérifie formellement que © o X est 'application identique de SO(4),
et que X o © est 'application identique de S x SO(3). |

9\ 1. AL o

D-...__.- ues Lann cbteadi A 1o Iy
LETIL (L'Iq ucy., — O) L.a Ucl llUIlSt[ﬂtlUll uc ia pliop. .lO IUIILLIUIIIIC

a

chaqu
fois qu’un groupe opére continiment sur un espace topologique et que
Papplication orbitale d’un point posséde une section continue.
4) Aucune des applications © ni X n’est un morphisme de
groupes (remarquer que II, qui est la premiére composante de X, n’est
pas un morphisme).

EY T ag anés
o) LES €N

Targ 7
1TLID 1Y ]

1, 3, 7 sont les seuls pour lesquels 1
de SO(n+ 1) sur S, a la propriété que les applications orbitales
possédent des sections continues (John ADaMs, 1957).

6) Le groupe ¥(S) est un sous-groupe de SO(4) qui opére

transitivement sur Sz sans étre égal & SO(4) tout entier.

Exercices

1

L'espace vectoriel R™ est muni du produit scalaire euclidien

a) Démontrer que I'on a < f(z), f(y) >=< =,y > pour tout = et tout y € R™ .
b) Soit (e1,...,ex) une famille orthonormale de vecteurs de R™ . Démontrer que la

f(ex)) est orthonormale.

gs sy €%/ FRNONONIN

c) En déduire que i'application f est linéaire, et que c'est donc un automorphisme

orthogonal de R™ .

d) Démontrer que toute isométrie de R™ est une application affine dont I'application

L ) .’
linéaire associée est orthogonale.
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2

a) Soient # et § deux vecteurs de R? . Démontrer que l'aire du parallélogramme
construit sur = et Y (parallélogramme de sommets 0, &, £+ i et §) est égale a
l |, valeur absolue du déterminant relatif 2 la base canonique.
b) Démontrer que cette aire est égale a ||T A §j|| , olion a plongé R

RZ x {0} de R3.

c) Supposons connu que, dans R" , le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs

Zy,...,Zn estégal a |det(Z,...,Zn)|. Soient maintenant n vecteurs T, ..., Zn
de RP ol p>n, etsoit M la matrice p X n dont les colonnes sont les coordonnées

des vecteurs T; . Démontrer que le volume n-dimensionnel du paraiiéiépipéde construit
,___
sur les n vecteurs Z; est égal 3 /det(*MM). On considérera d'abord des vecteurs

appartenant 3 R™ x {0}, puis on rameénera le cas général a ce cas particulier.

3
a) Soit M une matrice carrée 3 X 3. La partie symétrique M, et la partie antisymétrique
Ma de M sont définies par
1
M, = 5(M +'M), Mg = 5(M —tM).
Démontrer que, pour U € 0(3) ,on a
(U™'MU), = U™'M,U, (UTIMU); = U IM,U.
L 3 Ja a
b) Soit § € R et soit R(8) la matrice de la rotation d'angle 6 autour de I'axe 0z3
cosf —sinf O
R(6) = | sinf cosfé O
0 0 1
Remarquer que |'on a
R(8)o% = (sinf) &3 A T pour tout # € R3,

Tr R(0) =1+ 2cosé.
En déduire que, si S est la matrice de la rotation d'angle 8 autour d'une droite vectorielle

orientée par un vecteur unitaire %, on a

SeZF = (sinf) G AZ  pourtout %€ R3,

[ . 1. ~ 2 I~ 1.\
i/4 -3/4 —6/4

S=|{-3/4 1/4 —6/4
Vv6/4 VB/4 -1/2

est la matrice d'une rotation, et déterminer |'axe et I'angle de cette rotation.

4

a) En utilisant la proposition 4, démontrer que SO(3) est connexe.

b) Comment pourrait-on démontrer que SO(n) est connexe pour tout entier n ?
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o

Y
[

) En dérivant la relation ‘AA = 13, démontrer que |'espace vectoriel tangent 3 O(3)

[{Y]

point 13 (élément neutre) est |'espace des matrices antisymétriques.

b) Au § 5, on a défini, pour tout quaternion s de norme 1, la transformation orthogonaie
®(s) de I'espace vectoriel de base (1,j,k) par ®(s)(qg) = sg5.

Donner I'expression de la dérivée de ® . Expliciter les matrices de &'(1).z, ®'(1).5,
®'(1).k.
c) En déduire que @ est une application de rang 3, puis que son image est la composante

connexe de I'élément neutre dans O(3).

6

a) Un quaternion pur est un quaternion appartenant au sous-espace vectoriel de base

(i,7,k) de H . Démontrer que, pour que g soit un quaternion pur, il faut et il suffit

que g = —q.

L4 . ’ L 4 - ” rd
b) Soient u et v deux quaternions purs. Démontrer I'équivalence des propriétés
suivantes :

(1) u et v sont orthogonaux,

(i) uv est un quaternion pur,

(i) vw+vu=0.
c) Le choix de la base (1,3, k) identifie I'espace vectoriel des quaternions purs 3 R3 .
Pour tout quaternion s de norme 1, on note ®(s) la transformation orthogonale de
I'espace des quaternions purs définie par ®(s)(g) = sgs. Soit u un quaternion pur de
norme 1. Démontrer que ®(u) est le retournement (ou demi-tour) dont I'axe est le

support de u .

d) Démontrer que, si u et v sont deux quaternions purs de norme 1, il existe un

2y == ai12201)
U — Www .

tal Aala
LA \1“\-
e) Soient 6 un nombre réel et u un quaternion pur de norme 1. On pose
s =cosf +usind (=e*?). Démontrer que ||s|]|=1 et que ®(s) est la rotation

d'angle 26 autour de I'axe défini et orienté par u .

4
[

a) Démontrer que, pour que le carré g2 d'un quaternion soit réel, il faut et il suffit que

q soit réel ou pur.
b) Soit f un automorphisme de I'algebre H , c'est-a-dire une bijection R -linéaire de

H dans iui-méme qui respecte ia muitiplication. Démontrer que f induit I'identité sur
la droite réelle et laisse stable I'espace des quaternions purs.
c) En utilisant b) de I'exerc. 6, démontrer que f induit une transformation orthogonale

de I'espace des quaternions purs. En déduire que f est un automorphisme intérieur.
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8

On désigne par S le groupe des quaternions de norme 1.
a) Démontrer que I'on définit un morphisme A du groupe produit S x S dans le groupe

s -~
orthogonal O(4) en posant A(r,s){(q) =rgs pourtous (r,s) €S xS et g H.
b) Démontrer que I'image de A est SO(4), et que le noyau de A est le sous-groupe

a deux éléments (1,1) et (—1,-1).
c) Démontrer que les groupes A(S x {1}) et A({1} x S) sont deux sous-groupes
distingués de SO(4) qui opérent transitivement sur S .



CHAPITRE V

2

=
(

Une similitude dans un espace affine euclidien E est une applica-
tion de E dans E qui multiplie les distances par un facteur k£ > 0,

démontre que les similitudes sont des applications affines bijectives. Mais
le fait remarquable est qu’une similitude de rapport k # 1 admet un
point fixe.

Ces résultats sont établis dans les deux premiers paragraphes.
Toute la suite du chapitre est consacrée aux similitudes planes.

1. Définition
DEFINITION 1. — Soit k un nombre réel > 0. Une similitude de rapport

k d’un espace affine euclidien E est une application de E dans E qui

____l_lt_ lie les lgngu.e_q_l.rs par _k auntrement dit une nnnlzrahn'n 'f telle que,

—
pour tous points A et B de E, on ait ||f(A)f(B)| = k||AB|| .

Ezemples. - Les similitudes de rapport 1 sont les isométries. Une
homothétie de rapport k est une similitude de rapport |k|.

PROPOSITION 1. — Les similitudes sont des itransformations affines
bijectives. Les similitudes d’un espace affine euclidien E constituent un
sous-groupe du groupe affine de E, engendré par les homothéties et les
1sométries.

de rapport k. L’application composée g = h™" o f est une isométrie.
Ainsi qu’on I’a rappelé en introduction, une isométrie de E est une
application affine bijective. L’homothétie h est aussi une bijection affine,
donc f = hog aussi.
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L’application composée de deux similitudes de rapport k et k' est
une similitude de rapport kk’. L’application réciproque d’une similitude

ort k est une similitude de rapport 1/k. D’ou la propositio

Les similitudes directes constituent un sous-groupe d’indice 2
du groupe des similitudes. C’est I'image réciproque, par le morphisme
f +— det f, du sous-groupe du groupe multiplicatif R* constitué des
nombres réels > 0.

[PAS P 81 (>

de E Le déterminant de E est —1. L’application f+— so f est une

£
£
=
3

directes sur l’ensemble des similitudes
e:

aavSSvaan

Soit E un espace affine euclidien de dimension n. Si h est
une homothétie de rapport —1, ’application linéaire associée a pour
déterminant (—1)" . Par suite h est un déplacement si n est pair, une
isométrie indirecte si n est impair.

Si lg dimension n de E est
rapport k est produit d’une homothétie de rapport +k et d’un
déplacement. Une similitude indirecte de rapport k est produit d’une
homothétie de rapport +k et d’une isométrie indirecte.

Si la dimension n de E est impaire, une similitude directe
de rapport k est produit d’une homothétie de rapport k& et d’un

déplacement, ou d’une homothétie de rapport

et d’une iso étne

D v
ndAlmaats TTen cdoilidaad. 2en diunda Ao momenam L
aireéci€. vumnc Simuivuac Iinairécv€ a€ rapporl t K

ou

homothétie de rapport —k et d’un déplacement,
de rapport k et d’une isométrie indirecte.

nort £+ 1 admet um noimt fize
- - e - LR 4 “w lwtl‘lvl v 7— e WWitvwwv wiv tlvll'vll vau
unique.
Soit f une similitude de rapport k # 1 dans un espace affine
—_— -
annalidian w PAnir +nt11é wrontazew m o D ~ I Ing\“ J— l._”n-“ Ao n
cuLiiuilvil 1 Uul LuulL vyYyoouvoul [ 7 i V) 3 ViL a ”J \cb}” —_— N”ub” ] UviLC
- . . S . - . = .
|f(z) — || > |1 — k| ||z||. L’application linéaire x +— f(z) —z est in-
—
1ﬂl‘+""n {‘r\mmn IQ f];mn“ﬂ;l\“ f]n I-I‘ ﬂ‘ G“IA AIIA Aﬂ‘ ﬂ‘II'-':AlI"“rA
JULULIVYUL. UUVILLLILIL 1 Ullllviiolvil UL id oL lllllc’ T1iT CUDUuV O I.JCLUI.VCc
Soient A un ¢



—

N -7 . , . e, Y
f(AI) = A'L. Si l’on pose I' = f(I), on a par ailleurs f(AI)=AT. Il
en résulte que I =1’ :le point I est un point fixe de f.

Démontrons que ce point fixe est unique. Par ’absurde, si J est

COROLLAIRE. — Soient f une similitude de rapport k #1, et 1 son
point fize. Alors f est le produit hog (ou go h) de l ’homothétie h de

, .
centre I, de rapport k, et d’une ¢ et

3
('b\
(e
3
™,
(4]
>}
~]
Sh
Ca .
n
[+
:!
:b
i
lN

e e nnint 1
rvvlvv -~ , A%

commutant avec h .
L’application g = foh~! est une isométrie laissant fixe le point
I.Onaalors f=goh.
Pour démontrer que g et A commutent, remarquons d’abord que
I’homothétie vectorielle h commute avec toute application linéaire, en
culier avec §. Comme I est point fixe de g et de h, po

~7 AL LAA

es
. ) ——p —

points quelconques M et N, on a Ig(M I

Par suite ¢ et h commutent. |

p
Il
Q,
P

] n=1.

2 2
e na L] A4

PROPOSITION 3. — Une similitude de rapport k # 1 d’une droite eucli-
dienne est une homothétie de rapport +k .

; ALA U EALS e 11

PRoOPOSITION 4. — Une similitude directe de rapport k #1 d’un plan
euclidien est produit d’une homothétie de rapport k et d’une rotation de
méme centre.

Une similitude indirecle de rapport k £ 1 d’un plan euclidien est

produit d’une syméirie orthogonale par rapport ¢ une droite D et d’une
homothétie de rapport k dont le cenire est situé sur D .

Dans les deuz cas, les deuz transformations commutent et la
décomposition est unique.
Soit f une similitude plane de rapport k # 1, soit I son point

h Phomothétie de centre I

l A ARNJARANS VARV VAN

p-t

L 4

o f est une isométrie qui admet I pour point fixe. Les deux
premiéres assertions en résultent. Pour démontrer 1’unicité, il suffit de
remarquer que le centre de I’homothétie est nécessairement le point fixe

de la similitude f. Il
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PROPOSITION 5. — Une similitude de rapport k # 1 d’un espace affine
euclidien de dimension 3 est la composée d’une rotation autour d’une

droite D et d’une homothétie de rapport +k dont le centre est situé sur

SIS S P

= . - e o an _ 7.
€3 €Uz LT'(I:TLSJOT'mU:L ons comm uieni et ia

n est unique.

CJ
S 1
(L1
(w]
Q
3
C
()
sl
@n
(]

Soit f une similitude de rapport k # 1 et soit I son point fixe.

Soit h I’homothétie de centre I, de rapport k si f est une similitude

directe, de rapport —k si f est une similitude indirecte. L’application

= h~!o f est un déplacement qui admet I pour point fixe. C’est donc
T

tation autour d’une droite passant par I. L’unicité est analogue

9 1 8 1L paAasdallb 12 1 4

~al1. A 1. D) I
CCLlC Uc l1a UIIII.CIlBlUll & . ||

£
(¢)
Q
e
W
Q
2
(43
7
3
0
3
tJ“ "
-
®
W
(«]
O
3

a
(=3

PROPOSITION 6. — Les similitudes directes du plan sont les transfor-
mations f de la forme f(2) =az+b, oi a et b sont deuz nombres
complezes et a # 0.

Les similitudes indirectes sont les transformations f de la forme
f(z) =az+b, oi a et b sont deuz nombres complezes et a # 0.

Les translations sont les transformations z+ z + b, 0u b € C est

le vecteur de la translation. La multiplication par un nombre réel k # 0

est ’homothétie de centre 0, de rapport k. La multiplication par le

) ]

Il résulte de cet inventaire que les transformations f de la forme

az +b sont des similitudes directes et que celles de la forme
= az + b sont des similitudes indirectes.
wversement, soit f une similitude directe. Le cas des tr

étant réglé, supposons que f ne soit pas une translation. Alors f est

soit une rotation, soit une similitude de rapport # 1. Dans les deux cas,
f a.dmet un point fixe. Soit a un point fixe de f ; on a vu que f est
le produit hog d’une rotation de centre a et de ’homothétie h de
centre d e rapport k. Ainsi
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Les similitudes indirectes sont les composées go s, ou g est une
similitude directe et s la symétrie orthogonale par rapport a ’axe réel.

Ce sont donc les transformations de la forme 2+—az +b. Il

lation s1 @ = 1. C’est une isométri

f est le point d’affixe z solution de z = a

f associée est donnée par f(z) = az.
'1’1_,

La similitude indirecte g définie par g(z) =az+b est une
isometrle si |a|] = 1. L’application linéaire associée est donnée par

PROPOSITION 7. — Etant donnés des points A, B, A', B' € R?, avec
A#B, AN £B, il eziste une unique similitude directe f telle que
(A)—A' et f(B)=B

De méme, il existe une unique similitude indirecte g telle que

g(A)=A' et g(B) =B'.
Soient a, B, a', B' les affixes des points A, B, A’', B'.
Déterminer la similitude directe f, c’est déterminer deux nombres

PUIpIGIgN, Pl L N LN il .
LUIIIPICLCB a Cl: v,o0u u £+ v, > quc

Il s’agit d’un systéme linéaire carré dont le déterminant a — 3 est # 0,
d’ou une unique solution (a,b). Comme a' # (', le nombre a est #0.

MNa vl 1o _-..L-_..L- Ao 1. ot Ma A I 3T a_ DU P S
Jc ll.I.ClI.I.C ia ICCNCICIE A€ 1a Simuitude€e indairecie y coillrault au
systéme de Cramer
a =aa+b, I
B =apB +b.
Remarque. — Un certains nombre de problémes de géométrie plane
peuvent étre traités par le calcul en identifiant le plan au corps des

nombres complexes. Nous traitons en exercice de cette maniére la droite
de Simson. Cette méthode est bien adaptée aux questions de similitudes
qui conduisent & des problémes linéaires.

[ [« H
J. Simi

Dans ce paragraphe, pour pouvoir parler d’angles de vecteurs,

nous prenons E = R?2. Il suffirait en réalité d’identifier E a R? par le
choix d’une base orthonormale.
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PROPOSITION 8. — Une similitude directe de R? tonserve les angles.
Une similitude indirecte les transforme en leurs opposés.

signe si c’est une isométrie indirecte. Il

DEFINITION 3. — Soient I un point de R?, @ un nombre réel et k un
nombre réel > 0. La similitude de centre I, d’angle 8, de rapport k,
est ’application composée de I’homothétie de cenire 1, de rapport k , et
de la rotation de centre 1, d’angle 6.

Remarquons d’abord qu’une homothétie et une rotation de méme
centre commutent. De plus, d’aprés le § 2, ’ensemble des similitudes
directes du plan est constitué des translations et des similitudes directes
qui ont un point fixe. Ces derniéres sont les similitudes de la définition 3.

T o atrmnclid.- A - 1
Lia dLnujruuc 5 a

centre I, d’angle 6, de rapport k, trans

€
un point A du plan en le point A’ défini par les relations

(1) (IA,JA") =6 (mod 27),  |IA'| = k|IA].
Ceci monire que, étant donnés un point I et deux points A et A’
distincts de I, il existe une unique similitude directe de centre I qui
transforme A en A’.

L’application linéaire associée & s est la similitude vectorielle (de

centre 0 € R?) de méme angle et de méme rapport. Si A et B sont

ts distincts dans R? et si A’ et B’ sont leurs transformés

Inversement, soient (A,B) et (A’,B’) deux couples de points
distincts dans le plan. Cherchons & déterminer 'unique similitude directe
s qui transforme A en A’ et B en B’ (prop. 7). L’idée est que les

relations (2) définissent 6 et k, et que les relations (1) permettent de
déterminer I. Mais on doit étre un peu plus soigneux car s peut étre
une translation.

Définissons 6 (mod 27) et k par les relations (2) S1 6
qu-l

t‘bﬂ

0o
xist

1l

!

7

’
N— - AT TMMmamie @ e dramalareaa A
thuOtl"%tle ou tx&ﬂS}&txuu 'thuquc § qui un.uafuu.uc A €n A

o)

et
en B’ (III, prop. 18). Si 6 =0 (mod 2x) et k = 1, 'application s est

—_

la translation de vecteur AA’'. Si 6 =0 (mod 27) et k # 1, il s’agit
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e —

d’une homothétie de rapport k. Si § =7x (mod 27), 'application s
est une homothétie de rapport —k.

Supposons maintenant § Z0 ou 7 (mod 27). Si A=A’ le
point fixe de la similitude s est A, etil n’y a plus a chercher. Si A # A',

—p
1. 13 J. 4o N\X du 1 dala ~s N — .
1€ 11€éu aes pu S Ivi u pia ii v€1S quc \J.V{A, I‘v{A ) = 9 \nuud 21;} est un

arc de cercle d ‘extrémités A et A’ (ll, §4). Le lieu des points M du
plan tels que MA’'/MA =k est un cercle (ou une droite si k =1) qui
sépare A et A’ (III, exerc.17). Le point d’intersection de I’arc de cercle
reliant les points A et A’ et du cercle (ou de la droite) qui les sépare
est 'unique point I du plan satisfaisant aux relations (1). Ces relations

~ t Pt NMa ]o c.m;]:+|14n o II

MOoNnVITHv quc a8 simuivuad s G centre I, d,a'lgle 9, d l‘appert k,
transforme A en A’. Les relations (2) (qui ont servi & définir 6 et k)

montrent que cette similitude transforme B en B’.

I
B’ B
Sunnosons fnninr s %0 ou * (mod \ et soit O le point
b ] 1 ~

d’intersection des droites AB et A’B’ bupposons aussi qu'aucun des
points A,B, A’ ou B’ n’est confondu avec O. On a

(OA,0A’) = (OB,0B’) = (AB,A'B') =6 (mod ).
Par suite, le point I appartient aux cercles OAA’ et OBB'.
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Supposons que O soit le centre de la similitude. Soit A€ R le
nombre réel tel que OB = AOA . On a alors

OB’ = #(OB) = #(AOA) = A5(0A) = AOA".

4

L’homothétie de centre O, de rapport A transforme A en B et A’ en
B’ . Les cercles OAA’ et OBB’ sont tangents en O. Inversement, si ces
cercles sont tangents en O, le centre de la similitude est en O.
D’apreés ce qui précede, si les cercles OAA’ et OBB’ ne sont pas
tangents, le centre 1 de la similitude s est le point d’intersection autre

Pe LT W] n l’a rno
gut U 4t ¢

PROPOSITION 9. — Sotent A, B, A', B’ des points distincts dans
le plan euclidien. Pour qu’il eziste une similitude directe de centire 1
transformant A en A’ et B en B', il faut et il suffit qu’il existe une
simzilitude directe de cenire 1 gqu: f'f'ﬂmfm'me A en B et A’ en B'.

Remarquons d’abord que, comme les quatre points A, B, A’,
B’ sont supposés distincts, ils sont aussi distincts de I. Nous donnons
maintenant deux démonstrations de la proposition.

Analytiqguement, soient a, b, a’, b’ les affixes des points A, B,

A, B’ On peut supposer que l’aﬁixe du pomt I est 0. S’1l existe une

de directe de centre I transformant A en A’ e¢t B en B, il

SALLA ‘L a a vaTean AR

existe un nombre complexe w tel que
a’ = wa, b’ = wb.

Aucun des nombres complexes a, a’, b, b’ n’est nul. On a donc
a ¥V ¥ b
— = d’ou — = -
a (/] a’ a
et il existe un nombre complexe v tel que b =va, b = va', d’ou une

similitude de centre I qui transforme A en B et A’ en B'.
Bl
\/_—
TV

Géométriguement, supposons qu’il existe une similitude directe s
de centre I transformant A en A’ et B en B’. Soit s’ la similitude de
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centre I qui transforme A en B. Les similitudes s et s’ commutent,
et 'on a donc

1/ A s _ AN . 4 7ANN /DN D 1l
WA )=3813Aa)) =858 4a))=5b)=Db I
osmanane — Qi lae dArnit AR A'R! eant cancanrantae an n1n naint
emanrgue. ol 1€S GIO1L D 41 5 SCIv CoNCouransyes €n un poins

r-Y-4
o
[}

] o

- o

O, et si les droites AA’ et BB’ sont concourantes en un point O’
le point I est commun aux quatre cercles OAA’, OBB’', O'AB et
O'A'B’. C’est le point de Miquel du quadrilatére formé par les quatre

ATt

droites AB, A'B’, AB’ et A'B (voir II, exerc.18).

~

6. Triangles semblables

DEFINITION 4. — Deuz triangles ABC et A'B'C' dans le plan
euclidien sont semblables sz les longueurs de leurs cotés sont proportion-
nelles, c’est-d-dire st

A'B'’ B'C' C'A
AB _ BC CA

L’image d’un triangle par une similitude est un triangle semblable.
La proposition suivante affirme que la réciproque est exacte.

PROPOSITION 10. — Sotent ABC et A'B'C’' des triangles non aplatis
dans le plan affine euclidien E . Si ces triangles sont semblables, l’'unique
application affine de E dans E qui transforme A en A', B en B’ et
C en C' est une stmilitude.

Comme A # B et A’ # B’, il existe une unique similitude directe

trancfarma A Al n
[ Iy

ranctAr a an at an n/ NAtAang Fy nadd
AGILIOLVL11LLIC Fe 9 CiL T i Clil 1 LL

. Notons s ce
et k son rapport. Le point C" = s(C) satisfait a |A'C"|=k|AC]|,
|IB’C"| = k|BC|. On a donc |A'C"|=|A'C'| et |B'C"|=|B'C’|. Par
suite, ou bien C' = C” | ou bien la médiatrice D du segment C'C" est
la droite A'B’. Dans le premier cas, la similitude direcie s transforme
le triangle ABC en le triangle A'B'C’. Dans le second cas, c’est la

similitude indirecte sym

LEL 4D 03 .
D

)

A

A U N
c / K— N

i B,

A ol
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PROPOSITION 11. — Dans R?, deuz triangles ayant des angles égauz ou
opposés sont semblables.

Soient ABC et A'B'C' deux triangles non aplatis dans R?
A A ?1 ?1_[ N [} o a 1.
Un suppose A = EA ’ D = €D y UL=€EL ,0u € =xIT1. 001l § 1 umque

similitude directe transformant A en A’ et B en B’. Elle trans-

forme C en un point C” tel que (A' B’ ,AC") =A (mod 2r) et
_— — ~ .
(B'C" B'A'’)=B (mod 2x). Si e=1, le point C" appartient aux

J PR I Al 2 MY Alagt A~rne 1
UI.Ul.laCD Ve S W) Cu D v 3 C OOL U 1!

C’ = sym,.5: 08(C), d’ou la proposition.

smd Y Q. - — _1 Oon a
L N . C — J., 1 QG

Remarque. — Une bijection affine f d’une droite D sur une droite D',
appartenant toutes deux & un méme plan afﬁne euclidien, se prolonge
en une similitude directe du plan. Soient en effet A et B deux points
distincts sur D, A’ et B’ leurs images par f, et s I’unique similitude
directe du plan qui transforme A en A’, et B en B'. Si M est un

— Y > >
point de D satisfaisant & AM = AAB, alors A'f(M) et A's(M) sont
_—
tous deux égaux a AA'B’, d’ou f(M) = s(M).
On dit alors que les points M et f(M) décrivent des divisions
semblablessur D et D'. Si s est une similitude de centre I, le triangle

Tl‘. ﬂ(l‘\ AB‘A BAMI\I""\IA - 21 "‘I'\'I‘I”IA T A B( A \ If\-nﬁila la '\I\I“‘ “‘ hid.- % A F-%
11'10\1'1’ UDLVLLY olilinluviG Uiy aou u;lausj.c 1LA O \n, l.u:.aquc j Lo yUlllIl VL VGLIAL
(prop. 9).

Exercices

1

Soient 8 € R et b € C. On considére la similitude indirecte g définie par
g9(2) = e®z +b.
a) Ecrire les équations donnant les coordonnées (x,y) des points fixes de g .

b) A quelle condition portant sur 6 et b la similitude g est-elle une symétrie

orthogonale ? Expliciter I'équation de |'axe de symétrie dans ce cas.

2
Soient A, B et C trois points non alignés dans un plan affine euclidien.
a) Etant donné un point M du plan, hors des droites AB et AC, démontrer qu'il existe

une unique similitude directe de centre M qui transforme la droite AB en la droite AC .
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b) On note sy cette similitude. Soient P un point de la droite AB et P’ = sy (P).
Démontrer que les points A, M, P et P’ sont cocycliques.

c) On note U, V et W les projections orthogonales de M sur les droites BC, CA

[}
¢

droite AB .
d) En déduire que, pour que les points U, V, W soient alignés, il faut et il suffit que
le point M appartienne au cercle circonscrit au triangle ABC . Dans ce cas, la droite

A ¢4 Xy

portant les points U, V, est appeiée droite de Simson du point M .

3

On identifie le plan R2 3 C, et on va donner une démonstration analytique du théoréme
de la droite de Simson.

a) Si A et B sont deux points du plan d’affixes a et b, vérifier que le produit scalaire
OA - OB est égal 3 Re (ab) .

b) Soient A et B comme ci-dessus, et soit ¢ = re'®

un nombre complexe # 0.
Etudier suivant les valeurs de 0 le lieu des points M d’affixe z satisfaisant a la relation
Im((z—a)/é(z—-1b)) =0.

Démontrer que la relation Im ((w — u)/(w — v)) = 0 est une condition nécessaire et
q points U, V|, W d'affixes u, v, w soient
c) Supposons A # B, soit M un point du pian et soit W ie projeté orthogonai de M
sur la droite AB . Calculer I'affixe w de W en fonction de a, b et de |'affixe 2 de
M . Pour cela, vérifier et utiliseg la relation

~ —  AM-AB

VY —— UL Iz ® 2

d) Soient A, B, C trois points non aiignés dans ie pian. Soit M un point du pian et
soient U, V, W les projetés orthogonaux du point M sur les droites BC, CA et
AB . Démontrer que, pour que les points U, V, W soient alignés, il faut et il suffit

aue le npoint M appartienne 3 un cercl
que D ppartienne a un cercl

M

&5 &8 e g S

passant par les points A, B et C.

<

A
-y

Soient C et C' deux cercles dans le plan affine euclidien, I et I’ leurs centres, R et
R’ leurs rayons.
transforme C en C’

b) Supposons que les cercles C et C' aient deux points communs A et B. Soit s la
similitude de centre A qui transforme C en C’. Démontrer que, pour tout point M de
C . les points M, s(M) et B sont alignés.
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5

Soient A, B et C trois points non alignés dans le plan affine euclidien. On note

sA, s, Sc les symétries orthogonales par rapport aux droites BC, CA et AB

respectivement. Soient C le cercle circonscrit au triangle ABC et C5, Cg, Cc les
am L 2_ _1_ Vel e M i Za _ _ _a _ [ . S Y < | Vad A Ved
transtorimes ae { par ies symetries s, , s et s3c . Les trois cercies {5 , {p et (¢

passent par |'orthocentre H du triangle ABC (I, exerc.20).
Démontrer que, si M est un point de C, les points 35 (M), sg(M) et sc(M) sont
alignés sur une droite passant par H (droite de Steiner). (Appliquer |'exercice 4 aux

084 )



CHAPITRE VI

C

m

RCLES

Les questions abordées dans ce chapitre sont métriques et nous
utiliserons des coordonnées cartésiennes. Tout se passe dans le plan R?.

Apres la définition et les équations d’un cercle, la puissance d’un
point par rapport a un cercle est abordée a la fois par la géométrie
et par D’étude, sur les équdtions, de l'intersection d’une droite et d’un
cercle. L’étude de I'intersection de deux cercles conduit a la notion d’axe
radical, et de faisceau de cercles. Des conditions d’orthogona.llte de deux

’
cercles sont ét
2 ]

-k
-

-

de construction a la régie et au compas. Le chapitre se termine par
un paragraphe sur les inversions dans le plan, et quelques applications.
D’autres sont données en exercices.

1. Définition et équations

z? + 14> — 2az — 2by+a® + b2 — R%2 = 0.
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Inversement, 1’équation
(2) 2?2 + y* — 2az — 2by + ¢ = 0.
est l’equatlon du cercle de centre I = (a,b), de rayon R = va? + b?
si a2+b%2—-¢>0.8Si a®+b®>—c<0, aucun point (z,y) de R? ne
satisfait & l'équation (2).

Le cercle de centre I, de rayon R, est décrit par les équations

paramétriques
(z=a-+ Rcosé,
(3) q , .
Ly=0+ Rsinb,
ou 6 parcourt intervalle [0,2x].

Cercle passant par trois points du plan. Etant donnés trois points
, M3 de coordonnées (z;,¥i), 1 =1,2,3, pour que le cercle
d’équation (2\ passe par ces trois points, il aut et 11 suffit que I’on ait

(S) 22 + y;2 — 2az; — 2by; + ¢ =0, pour 1=1,2,3.
Le systéeme (S) est un systéme de trois équations linéaires aux inconnues
a, b, c. Son déterminant est

2z 2y —1‘

detS =122, 2y, —1|=-4 |#1-23 v
PN N |$2—$3 Y2 — Y3 |
| 423 <Yys —1| '

Si les points M;, M2, M3 ne sont pas alignés, le déterminant est # 0,
le systéme posséde une unique solution qui donne 1’équation de ’unique
cercle passant par les trois points.

Dosmamnmas _ T a sarsla (Y agt l’:....... d=a D Dar le naramidtrasa rantin
LC7 bu,lqu,c. LT LTLIUIU U oL 1 1L 1105 uv av pai Iv paia ucw.asc LCoiiviiitu
P -_— 0 - ] —
(3) . C’est donc une partie connexe de R*. Le complémentaire R* — C

du cercle est la réunion de deux parties ouvertes disjointes de R?,
I’tntérieur, ensemble des points M tels que IM| <R, et l’ezterzeur,
ensemble des points M tels que |IM|> R. Si un ensemble connexe,
droite ou cercle par exemple, a un point intérieur et un point extérieur

Par ailleurs, 'intérieur et I’extérieur sont des parties connexes de
R?. L’intérieur est en effet convexe (le démontrer). Pour lextérieur,
utiliser le fait que les cercles de centre I de rayon > R rencontrent tous

Considérons le cercle C d’équation (2) et étudions l'intersection
de C et d’une droite D du plan. Le cercle étant défini par une équation
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implicite (du type f(z,y) = 0), nous définissons la droite D par des
roite D issue du point Mo = (o, %)

dont la direction est donnée par le vecteur unitaire # — (. 08), ou
direction est donnee par le vecteur umt u=(a,0), ou

(o' 28
0
=
[++)
=
o
=
w
T
[+*]
-4
. @
3
O~
-
=}
Ne]
=
1]
w
-
)
=

aa

aramétrique

w

y=aQ+AIB'

o~
>
C S
o ]
Il
2
[ém)
+
D
R

L’équation aux A des points d’intersection est obtenue en substituant
dans (2) les expressions de z et y données par (4). On obtient

’

(2o + Aa)? + (yo + AB)? — 2a(zo + Aa) — 2b(yo + AB) + ¢ = 0,
5) A% + 2AP(Mo) + C(Mo) = 0,

C(M) = 2% + y* — 2az — 2by + ¢,

—

= (z —a)’+ (y— b)? —a® — b* + c = IM? - R?,
P(M) = az + By — aa — bf3,

—

=a(z—a)+PB(y—b)=u-I

=

Q.
e
ae
fu—
(4]

A(Mo) = HMo? — IM,? + R? = R? — TH?.
Si A(Mp) < 0, ce qui signifie que la distance du point I a la

droite D est > R, le cercle et la droite n’ont pas de point commun
dans R2.

>
Mo / \ 1 }
,/

[ 4
—

\ /
N

Si A(Mg) > 0, la distance du point I a D est < R, le cercle
et la droite ont deux points communs M; et M,. La demi-somme des

4 . .
racines de ’éauation (5) est —P(M~) — % - Mn T.e noint ect lo
- 4 - v\“w'-v-l \v, s W - \- ‘U’ L "‘-U ~d e Ak N yvl‘lv E XN I v AN
. anr ar

milieu du segment M; M, .

Si A(Mg) =0, la distance du point I a la droite D est égale
au rayon ; le cercle et la droite ont pour seul point commun le projeté
orthogonal H du point I sur la droite D. On dit que la droite D
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est tangente en H au cercle C. Du fait que IH = R, la tangente est
extérieure au cercle a ’exception du point H.

Etant donné un arc paramétré plan z = £(t), y = n(t) , de classe
C!, le vecteur vitesse au point M(t) = (£(t),n(t)) est le vecteur dérivé

—_

7\7(:) = (¢'(t), 7' (¢)) , parfois noté M’ () ou dM/di. Un point M(%) de
I’arc est dit régulier si le vecteur vitesse en ce point est # 0. On appelle
tangente & P’arc en un point régulier M(2) la droite affine de direction

V(t) issue du point M(t).La ta.ngente est invariante par un changement

de paraméirage ¢ — 9(1) de classe C! dont la dérivée 6’ (11.\ ne s’annule

dM/du = (dM/dt) 8 (u).
Dans le cas du cercle paramétré par les équations (3), le vecteur
vitesse a pour coordonnées

z'(6) = —Rsinf, 9'(6) = Rcosé.
Tous les points sont réguliers et la tangente au point M(8) est orthog-
onale au rayon IM(6).

v (8)
\

M(8)

\ /
N

Si une courbe C est définie par une équation implicite f(z,y) =0
de classe C!, on dit qu’un point Mg = (zo,yo) de la courbe est régulier

si les dérivées partielles f;(Zo,y0) et f;(zo, %) ne sont pas toutes deux
m1 lnn QA;* “‘I\ nmn “n;“+ Fn’"“ 187 AA lg "A“’l\n QI aQPFr OVvOrm ]
AlUiivo [ SAS/8 iVA Q) wak yulll v i \06 Uilvi WUV I VUVuiL vy ’ =4 u.yllUDUl.la Pal UA\IIIIPL\I

(a:o, yo) # 0. D’apres le théoreme de la fonction implicite, il existe un
1nterva.lle J de R, voisinage de z¢, un voisinage V de My dans R?,
et une fonction ¢ de classe C! sur J tels que la portion de la courbe
C contenue dans V soit paramétrée par y = ¢(x). Le vecteur vitesse

SD..

M /rl'r a pour coordonnées (1,¢'(z)). Tous les points de CNV sont
’ g

ég €IS pour ce parameuage
De l'identité f(z,¢(z)) =0 pour & € J, on déduit en dérivant

fz(2,6(2)) + fy (2, ¢(2)) ¢'(z) = 0.
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Yy
N \
A\
J ! T

L’équation de la tangente au point My est

(v — w) — (z — 20) ¢'(20) = 0.

Elle s’écrit aussi

(2 — 20) fz(20, o) + (v — wo) £, (20, %) = 0.

Dans le cas du cercle, on obtient ’équation

ou encore
(6) zzo + yyo — a(z + 2o) — b(y + wo) + ¢ = 0.

Pour que la droite D d’équation uz + vy + w = 0 soit tangente
au cercle de centre I = (a,b), de rayon R, il faut et il suffit que la

distance de I a la droite D soit égale a R. Cette condition s’écrit
(7) (ua + vb + w)? — R*(u® +v%) = 0.
L’équation (7) est appelée équation tangentielle du cercle.

Tangentes issues d’un point. Par un point intérieur au cercle, il ne

tangente, la droite orthogonale au rayon IH . Par un point My extérieur
au cercle, on peut mener deux tangentes au cercle. Les contacts de ces

b b ] Fod
w A
s

-

b K N2 TA X b ]

ol
d
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Analytiquement, soit D une droite issue du point Mo = (Zo, %) ,
d’équation
Yy — Yo = m(z — zo)-
On écrit que la droite D est tangente au cercle en utilisant 1
tangentielle, si on s’en souvient, ou simplement en écrivant que la

distance de I a D est égalea R :

-
]
A

iscriminant (réduit) s’écrit aprés calcul
A= R2((330 ~a)? + (v - b)’ — R?),

— R2T M _ R2).

= R*(IMo
On retrouve qu'il y a deux tangentes si le point Mg est extérieur, une
tangente pour un point du cercle, et aucune tangente pour un point
intérieur.

Dans le premier cas, le calcul des solutions m; et m; fait
intervenir des racines carrées. Mais 1’équation de I’ensemble des deux

4:annall I
L « L

a =4
U< v

(¥ — %)* — (m1 + m2)(y — %)(z — zo) + mymz(z — ) = 0,

expression qui ne fait intervenir que la somme et le produit des racines.
Remarquons que le choix d’écrire ’équation de D résolue en y nous a

fait oublier les droites verticales. Elles correspondent & ’annulation du
m PR | 2 132 R ’ | 4 \2 n2
coefficient de m* dans’équation aux m, c’est-a-dire a (zop —a)° = R

3. Puissance d’un point par rapport a un cercle

Ll

4 de €0 Quicmemmcmcne ~aaa 'I_ A_ 24
ubv uu y 4 ouppuauua quc lda Ar1oi1uvc

O

P N P

D ac
INLCP1ITIILUILLS 1ITS

D, de direction u, issue du point Mg coupe le cercle C en deux points
M; et M, . Ces points sont définis par

P 4 - — 4 -
MOMI = Al'u,, MOM2 = Ag'u,,

ot A; et Ay sont les racines de I’équation (5). On a alors

x A Y 1 VA Y S
MoM,; - MoM2 = AjA2u” = C(My),
car C(Mg) est le produit des racines de ’équation (5).

Pour la méme raison, si la droite D est tangente au cercle C au

point H,on a MH? = C(My) . D’on la proposition qui suit.
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PROPOSITION 1. — St une droite issue du point Mo renconire le cercle
C en deuz points M; et My, on a _

—

MoM, - MoM, = C(M,) = Mol? — RZ.

PPN ]

Si la droite est tangente au cercle au point H, on a MH? = C(Mo) . ||

DEFINITION 2. — Le nombre C(M) = MI2 — R? est appelé puissance du
point M par rapport au cercle C. Pour un point M de coordonnées
(z,y), 0n a
C(M) = 2?2 + ¥ — 2az — 2by +c.
La condition C(M) = 0 caractérise les points de C, la condition
C(M) > 0 les points extérieurs a C, la condition C(M) < 0 les points
intérieurs a C.

M;

S ——
Ml

’

Donnons une démonstration géométrique de la proposition 1. Soit
M) le point diamétralement opposé a M: sur le cercle C. L’angle

(M. M, A')Y incerit dane nn demi-cercle ect droit e noint . oct
\L"l*'*‘ L".ll".l} , ALLDWA AV NAWILY WAL NAViiALL \l\l‘\"\” WV \AAVAVe e yv&ll.ll "‘.1 war v
1 - et 1 1 ., -y moar 19 .
1 sur la droite MgMs ’ daou

le projeté orthogonal de M-

. W
R

o
3
3

o

le plan. On suppose que les droites AB et A
d’intersection P . Pour que les quaire points A, B, A', B’ appartien-

nent & un méme cercle, il faut et il suffit qu n ait
—_— — —, =3,
(8) PA.PB=PA'.-PB

La condition est nécessaire d’aprés la prop. 1. Inversement, sup-
posons 1’égalité (8) satisfaite. Aucun des points A, B, A’, B’ ne peut
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étre le point P sinon deux d’entre eux seraient égaux a P et ils ne

ivs n, D, A .t Son

ts. Les poin
existe un unique cercle C passant par ces trois points. La droite PA’

. . . =22 SP o2 .
ne peut étre tangente a C, car on aurait alors (PA')* = PA -PB,-d’ou
A’ = B’ contrairement a ’hypothése. La droite PA’' recoupe C en un
A’ . PB” , d’ou

—. == ' —r . . .
PB”" = PB',et B' = B", donc B’ est un point du cercle C. ||

I , Q€ Tayomns n €v

(C) 2+ y® — 2az — 2by+c =0,

(C) 2?2 +y? —2d'z-2by+c =0.

DEFINITION 3. — Si les centres 1 et I des cercles C et C' sont distincts
an annolle ave radical deoe denur coreloe lo droite A d’danation =
viv w‘l‘luttv WALV LA WALWVLN Wwy wWuw wey wvwi vwiIvwe fTw wi vvvwe donaslh w D, WwWwwvwvwviIiv

(A) 2(a—a)z+2(b-b)y—(c—c')=0

Q.
e

nointe M
tlvvlvvv AV
qui ont méme puissance par ra,pport auz deuz cercles. Il est orthogonal d
la droite des centres 11' . Les points communs auz deuz cercles sont les

points d’intersection de ’un d’entre euz et de l’aze radical.

PROPOSITION 3. — L’aze radical des cercles C et C' est l’ensemble des
4 Le (‘{M\ = ("(M\ ‘est le

nlan tele o eneemble l"ﬂﬂ 'nnrn'lc
"'w.v w ! A A 4 \A'L U ‘I

wivw vl'vv'v

L VAV ~

En effet, I’équation de A s’écrit C(M) — C'(M) =0. I

N’

La proposition montre que la recherche des points d’intersection
de deux cercles se raméne a 1’étude de I'intersection d’une droite et d’un
cercle.
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—_—
e
™~
g

Deux cercles C et C' du plan peuvent etre
mamaamtminias 1la camnt olares AigciAaints A canfandac
= CUILILC lbllquca, 115 dVIilL AULD UL JULILILWS UU bUl.u.Ulluua,

- non concentriques et disjoints,
- tangents, I’axe radical est alors la tangente commune au point commun,
- sécants, ’axe radical est alors la droite joignant les deux points

communs.
Si les cercles ne sont pas concentriques, la droite des centres II'
est axe de symétrie de chacun des deux cercles.

O
C

Nous admettons I’énoncé suivant.

PROPOSITION 4. — Pour que les cercles C et C' se rencontrent, il faut
et il suffit que l'on ait

IR-—R|<II"<R+R. Il

DEFINITION 3. — Deuz cercles sont orthogonaux s’ils sont sécants et si,
en chaque point commun, les tangentes sont orthogonales.

s les cercles C et C’ sécants et soient P et Q leurs

points communs. Par symétrie par rapport a la droite des centres, si
les tangentes en P sont orthogonales, les tangentes en Q sont aussi
orthogonales. Les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes pour
que les cercles soient orthogonaux.
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(a) Le rayon IP est tangent ¢ C' en P.
(b) Les rayons IP et I'P sont orthogonauz.

N -
/ NN
/ A\ AN

Y'Y 1. I PIP, SIS o RV SR o | . G ~
IlypUIaIlCBC qut: 1€S CCICICdD U CL o SVUICILL BCLGI.I.I:B, ol

a d’autres conditions équivalentes.

(c) I_I’f2 —R? 4+ R'2,

(d) C(I'Y = R'? (ou bien C'(I) = R?),
\™/ \=J \ \"/ 71
(e) 2aa’ + 2bb' = c+ .

Les conditions (c) et (d) sont équivalentes. La condition (c) est
nécessaire : c’est la relation de Pythagore dans le triangle II'P qui est
rectangle en P d’aprés (b) . Inversement, si la relation (c) est satisfaite,
s C un point P au moins, car la longueur II’

est comprise entre |R — R’| et R + R’. La relation (c) montre alors que
le triangle II'P est rectangle en P, donc les cercles sont orthogonanux
d’aprés la condition (b).
L’équivalence des conditions (e) et (c) est obtenue en écrivant

i l

[
-
X

"o 2 —12 2192 c.

2=(a—ad)?+(-0) R*=da’+b*—-¢c, R?=a?+0b?-

4 —— Y i T 3. ___.1 ~ R |
t 1t par le centre 1 au cercie C, coupant
le cercle C en des points et N et coupant le cercle C' en M’ et

N/ N onid - el 3
N . v v A\ ient

mn
v §

oie
orthogonaux, il faut et il suffit que IM? = IM'.IN’ (condition (d)).
D’ou une autre condition équivalente :
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(f) Les points d’intersection d’un diaméire de C avec C et avec C'
forment une division harmonique (cf. II1, exerc.17, ou VIIL.8).

Remarque. — Si les cercles C et C’ sont orthogonaux, le cercle de

Alnendd=a T/

noace Aaa inte sammung & (1 ot YV
aiaiicvIc 11 passc a v €t U .

T
[+})
[ |
[—
o
/]

Dans le plan, considérons deux cercles C; et C, de centres I
et I, d’éguations
? he §
2, .2
(Ci1) ¢“+y° — 2a1z — 2b1y +c¢;, =0,
2, .2
(C2) z° 4+ y° — 2a2x — 2by+¢c2 =0,
n“ ST MMNNCco r‘nne ]g ﬂ'll':*ﬁ MNAMO ]ﬂﬂ Ilﬁil' ”ﬁfﬂ]ﬁﬂ mo ﬂl\ﬂ“ mNeoe rNn Y.
\sIiL oW yva\. VAWILYD AWy OouUulLVY \il‘.\o AVOD UV UA VwviAVviIVO O IPL oViIIbY ‘Iwa vV CIv

C(M) = A1C1(M) + Ang(M)

Si A1+ A2 =0, P'équation C(M) =0 est I’équation de l’axe
radical de Cl et Cz
Si A, + Az # 0, Péquation C(M) =

i BB | S

o

est ’éguation d’un cercle C

que I'on notera \;C; + ,\202 . On peut supposer A; + A, = 1. Le cercle
— A)C; + AC; a alors pour équation

2 2

z°+y" —2((1-A)ay +Aaz)z —2((1 — A)by + Ab2)y+ (1 — A)eg + Acz = 0.
QSAn rentre ect le naintd (1 — YT, 1 )T horveroantra da (T. 1 _ )\ a4
MULL LViaLbALV Lo iV puULLLY \.L I\’J.l T /337 9 Wkl yLLILVWLIL UV \11,1 I\} v
(12”‘\)
DEFINITION 4. — L’ensemble des cercles d’équations

I AR Ya N2 VAN Ve A VA ~

(1 —A)Ci(M) + AC;(M) =0,
nq‘: [ oot nnnp’é n;ennnn \nén;rn An ﬂnrnlnc nmnaml’mtf mam (V. ot
Vw /4 T AL, LUV wppLiv LlGiovivu UIIVGILV UL Luilils crvyonnwi o pwi ] Cv
C,.

PROPOSITION 5. — Pour qu’un cercle C appartienne au faisceau en-
gendre par deuz cercles non concentriques Cy et C,, il faut et il suffit
12, aze T .J nl do €Y o4 O anad 12nma TG A2l A, N 2 £
¢ GTE TGGICEs GE U €1 LU 5011 +» GIE @iCde € L] €1 LUg.

On a en effet I’équivalence des deux relations
C(M) = (1 — X)Cy(M) + AC (M),
C(M) — C1(M) = A(C2(M) — C1(M)). |

Iy-)
wC

hCi
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L’axe radical de C; et C, est appelé axe radical du faisceau. Un
falscea.u est déterminé par la donnée d’un cercle et de ’axe radical du
s rc

s les cercles du faisceau appartiennent a la

A e
aroiuvc

Notons A D’axe radical du faisceau, D la droite 1112 et H le
point d’intersection de ces deux droites (orthogonales). Il y a trois types

de faisceaux.
wn,_ T nends 2l ds Q2 Y_ - _ P o ead A
Iraisceau Q€ CeErcies secants. ol 1€S CErcCies \Jl €L U2 onv acux
points communs P et Q, ’axe radical est l droite PQ. Le faisceau

est f‘QIl_Stltl_le de tous les cercles passant par P et Q. Tout point de la

I IELAL 0 Le 2 8 L Lo - 4510

droite D est centre d’un unique cercle du faisceau. On dit parfois que
les points P et Q sont les points de base du faisceau.

A

Faisceau de cercles tangents. Si les cercles C; et C; sont tangents
en un point H, ’axe radical est la tangente commune au point H.
Le faisceau est I’ensemble des cercles tangents &8 A au point H, en
convenant que le cercle de centre H de rayon 0 a bien cette propriété.
Tout point de la droite D est centre d’un unique cercle du faisceau.

A
Ay

w)

el
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Faisceau de cercles a points limites. Si les cercles C; et C, sont
disjoints, ils sont aussi disjoints de 1’axe radical. On note H le point

d’intersection de 'axe radical et de la droite des centres. Soit p le nombre
2.1 N 4Y o Y LTI\ oy YT 2 £
réel > 0 tel que C;(H) =Co(H) =p

(i . LCS CCI’CICS uu iailsceau sont les
cercles centrés sur la droite D qui sont orthogonaux au cercle I' de
centre H, de rayon p. Soient P et P’ les deux points de D tels que
HP = HP' = p. Tout point I de D hors du segment ouvert PP’ est
centre d’un cercle du faisceau dont le rayon R satisfait & IH? = R? + p?

Les cercles de centres P et P’. de ravon nul. appartiennent au

, de ray 1, appartiennen faiscean.
Tl m02r o wmevcs Ao momele de: folcmnn: mamdéal Aene Vo e d e d DD/
11 11 y a pad ut LCillic uu IMBLCGU LCII.IJIC aans ie BCgI[lCllb O CIv I'Ir
Les points P et P’ sont appelés points limites, ou points de Poncelet

du faisceau.

PROPOSITION 6. — Par tout point situé hors de l’aze radical d’un faisceau
de cercles, il passe un unique cercle du faisceau.
Soit F le faisceau de cercles engendré par les deux cercles non

-oncentriques C; et Cy. Pou

L/

- Y~ D _4& N~ -~
I ANC v Cb llcn p(.)boll.b

Ca(M) = (1 — X)C1(M) + AC2(M).
Si Mo est un point situé hors de l’axe radical de C; et C,, on

a C1(Mg) # Ca(My). 1l exlste un unique nombre réel A tel que
Ci {Mn\ = 0. Le cercle d’ém

cercle an 1 Oy (M\ — 0 est ’uniague cercle dn faie-
1 A\ I AW A \.Q.L\i“\f WA h Wil WA W ANWAD

.......... mm = T o 21 AN ) 1 1 — L% | 1 .
ceau F passant par le point Mg . Ce cercle est bien réel puisque 1e point

My lui appartient. I

6. Faisceaux orthogonaux

PROPOSITION 7. — S un cercle T' est orthogonal 4 deuz cercles C; et
m j S Sty S B I N 7 0N a7 _ 1 _ 1 £ Ve o 4
L2 aisiincis, w €51 OTLNOGOTGL G LOUS €S CETCLES QU ja 1sceau F engenare
par C, et C,.

Soient I; et I, les centres des cercles C; et C,, et soient R;
et R, leurs rayons. Commme le cercle I' est orthogonal aux cercles C,
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et Cy,ona I'(I;) =R;? et T(Iz) = Ry? (d’apres la condition (d) du
§4). Si les cercles C,; et C, avaient méme centre, ils auraient méme

ravon et nt confondus. Ainsi, les cercles C; et Cs ne sont pas

Alpy Var Ve uv; - vvnl AL A AL ¢ Aray ave Wwwawalsw anw =was?

concentnques Si p désigne le rayon du cercle T', le centre J a pour

puissance p? par rapport aux deux cercles C; et C; (condition (d)).
Le point J appartient donc a ’axe radical A de C; et C,, et a méme
puissance par rapport a tous les cercles du faisceau F. I

nATA ~ Q T e mcasn PIGE § oy ~

PROPOSITION 8. — Les cercles or uyuuuu.c a deuz
triques forment un faisceau.

Soient C; et C, deux cercles de centres I, et I, der
R; et Ry. Si I' est un cercle orthogonal a C; et C,, les puissances
des points I; et I, par rapport & I’ sont respectivement R;%? et Rj?
Par conséquent la droite I;I; est toujours I’axe radical de deux cercles

‘LI\”A“-\II" "\ n N A‘ (‘- T] ﬂ‘lm‘ Ill\“n 'ln JA’“‘A'\"A' Fa b b -3
VIIDEUIIGUA @ ] v w2 . a1 duuiv QLT Qe QUINONuITI Ju i TAIOW

™

cercle T orthogonal & C; et C; ; les cercles orthogonaux a C; et C,

sont alors les cercles du faisceau défini par I' et ’axe radical I;I;.
Dans le cas ou C; et C; engendrent un faisceau & points limites

P et P’,le cercle de diamétre PP’ est orthogonal 3 C, et C,. Si C,

et C, sont tangents en un point H, tout cercle passant par H centré
enr o tancanta sAamminna rédnnnd & la Aanactinn Q1 (Y. at (. Ant danvy
gL 1 Uallb\oll Ve WwUldllill Wil L\ollvll“ < ACS \iu\oa VAV IiLe WA S 1 we \J‘ WJAkV v UuA

points communs P et Q, tout cercle centré sur la droite PQ dont le
diamétre AB porté par la droite PQ est divisé harmoniquement par P
et Q est orthogonal a C; et C,. Il

-l
-l
- M
It)
®
=]
0
|

b ]

engendré par ces cercles. Soit F’
C; et C; (prop. 8). Tout cercle de F' est orthogonal a tout cercle de
F (prop. 7). On dit alors que les faisceaux F et F' sont orthogonauz

)
&

ou conjugués. Sile faisceau F est un faisceau a points de base P et P’
le faisceau F' est le faisceau a points limites P et P’. Sile faisceau F
est un faisceau de cercles tangents, le faisceau F’ est aussi un faisceau
de cercles tangents. L’axe radical de chacun des faisceaux est la droite
des centres de 1’autre.

Analytiquement, l’équation d’un cercle du faisceau a points de

un
e

(Ca) :1:2+y2 2dz — a? = 0,
ou A € R. La condition pour que le cercle C’ d’équation

2 +y? —2d'c—2b'y+c' =0
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soit orthogonal & C) est

2a'\ = —a?+¢.
Pour que cette condition soit satisfaite pour tout A € R, il faut et il
suffit que ’on ait @’ = 0 et ¢’ = a?. L’équation du cercle C' est de la

'rn'm -
AULiIAC

(Cy) 22 +y* —2uy+a’=0,
ol p est un nombre réel quelconque. L’équation (C,) est I’équation
générale des cercles du faisceau & points limites P et P’.

7

Constructions géométriques

Avant I'introduction du dessin assisté par ordinateur, les instru-
ments de précision du dessinateur étaient la régle et le compas (ruler
and compass). La régle permet de tracer un segment de droite passant
par deux points donnés. Le compas permet de tracer un cercle dont on
connait le centre et le rayon (ou le centre et un point). Dans la pratique,
le dessinateur utilise aussi le té et I’équerre qui facilitent certains tracés
réalisables avec la régle et le compas. Le té permet de tracer les droites

paralleles a une dir- tion fixe. L éq erre, avec la régle, permet de tracer
1. 1 'A, e N __ s e = YINY L N _a°* _ __ 1 ___ A
18 Aroive vI10 g € ou pa.l'a.uel a une (urec 1011 Qolnee pa.ssa.nl; pa.I ui

point donne.

Pour les constructions qui suivent, on demande une construction a
la régle et au compas, mais on autorise les raccourcis permis par 'usage
de I’équerre.

b
.~

1) UO'";SLT"U/I:TC m. 1uédiai7'i(?é a un acynbcnb.
Les points communs & deux cercles sécants, de méme rayon,
centrés aux points A et B, sont deux points de la médiatrice du segment

3) Construire les contacts des tangentes d un cercle issues d’un point
eztérieur au cercle.
C

-~ -~

Si C a pour centre I, le cercle de diamétre M ercl

~

cercle
aux points de contact des tangentes au cercle C issues de Mg (§ 2). Les
points de contact des tangentes sont aussi les points d’intersection de C
et de la polaire de M par rapport & C (VII, exerc.8, ou IX, prop. 7 et
cor. de la prop. 9).
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4) Consiruire l’aze radical de deuz cercles sécants. Consiruire l’aze
radical de deuz cercles disjoints.

joignant leurs points communs. S’il ne sont pas sécants, pour construire
un point de leur axe radical, on trace un cercle auxiliaire S rencontrant
C; et Cy. Le point d’intersection de I’axe radical de S et C; et de 1’axe
radical de S et C, appartient a ’axe radical de C; et C,.

5) Construire les points de Poncelet du faisceau engendré par deuz cercles
disjoints non concentrigues.

IS - _ a<wvae swdls) _
miner un point M de ’axe radical des

On commence par déterm
deux cercles (construction 4). Un cercle de centre M, orthogonal & I’un
est

des cercles (construction 3) thogonal a tous les cercles du faisceau.
es

6) Construire les cercles passant par deuz points donnés et tangents d
une droite donnée.

Supposons donnés deux points A et B distincts, situés d’un

méme coté d’une droite D. Si la droite AB est parallele a la droite
D, il y a un cercle tangent a D passant par A et B. Son contact avec

SV | LU LUIILAaL L

N arnracdian 2 1. 2
J uppurucul. a4 la 1liculaviilCc

u t
Si la droite AB coupe D en I, il y a deux cercles passant par
A et B qui sont tangents & D. Leurs contacts T et T’ avec D sont

caractérisés par IT? = IT'? = IA - 1B . Pour déterminer la longueur IT,
on trace un cercle auxiliaire S passant par A et B, on méne de I une

wn

Aﬂ!lﬂh;ﬂ \ n"],hn
Cii uilli pouilx )y Lv 10l a

!+
-
<
~

Supposons donnés deux points A et B distincts, tous deux
intérieurs ou extérieurs a un cercle C. On construit un point I ayant
méme puissance par rapport a C et par rapport a tous les cercles du
faisceau F des cercles passant par A et B. Pour cela, on détermine
I’axe radical A de C et d’un cercle auxiliaire S de F, ayant de
4).

7

les droites

~ waA A

-~

>0
o>
hd o
(®]

A \ Vel

A et AB se coupent en I, et si la droite AB n’est pas tangente & C,
il y a deux cercles répondant a la question. Leurs contacts avec C sont

; — —
les points T et T’ de C tels que IT? =IT'2 = IA .- IB. On détermine
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la longueur IT grace a& une tangente & S issue de I, comme dans la
construction précédente.

\
ente a  on ne trouve an’un cerele
A VN, - - , 7 AL ARN, VAN WA T W ‘i“ A AR WA A WA

h | A T h | 7y 11

la médiatrice du segment AB est un diameétre d ¢, ele est axe de

= N
i o

symétrie de la figure, et coupe le cercle C aux points de contact des
cercles cherchés.

8) Construire les cercles tangents d deuz droites données et passant par

gl
S
=
Q
™,
=1
S
S
S
&
&

o
s cercles tangents & deux droites D et D', sécantes en I, sont
entrés sur 'une des bissectrices du couple (D, D'\ , et forment deux

|"}

familles. Dans chaque famille, ils se déduisent les uns des autres par des
homothéties de centre 1. Si M est un point en dehors des droites D et

M. Il y a deux homothéties qui transforment le point M en un point
de S. Les homothéties inverses transforment S en ’un des deux cercles
cherchés. Concretement, supposons que le centre J de S appartienne
a la bissectrice A. La droite IM coupe S en M; et M; Les points
Ji et J2 de A tels que J1M soit parallele a JM; et JoM paralléle a

9) Construire le cercle d’un faisceau a points limites P et P' passant
par un point A pris hors de l’aze radical et de la droite PP’ .
Une premiére construction utilise le fait que le cercle cherché

ercle du faiscean conj ugué ui passe par A. Une

Vo]

e fait q
AP AP’ ) coupent la droite PP' en des points qui sont les extrémités
n diametre du cercle cherché.

On remarquera que le centre du cercie cherché appartient a I’axe
radical de C et d’un quelconque des cercles du faisceau conjugué de F .

11) Construire, s’il eziste, le cercle orthogonal d trois
e

A .
Son centre a meme puissanc

par rap
les trois cercles n’ont pas leurs centres alignés, il existe un unique point
ayant cette propriété, appelé centre radical des trois cercles. On ’obtient
comme point commun aux trois axes radicaux des cercles pris deux par

deux. Si ce point I est extérieur a& un cercle (puissance > 0), il est
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extérieur aux trois. Un cercle de centre I orthogonal a I’un des cercles
est orthogonal aux trois.

N

1'2) Construire les cercles tangenis d irois droites données.
Il1 y a quatre cercles tangents a trois droites en posmo générale.

ant le cerele ncp'n ot ]n
\JALWV ANV \l\l‘\ll\‘ O ALAW \.'U ANNT

Q
)
w

ce cle“ evinecrrite an trianole fn-rmc.: nar lee

m;;u\o;;uﬂ e UJ.A ALEyAL AUL LAV AL AVLO

trois droites. Leurs centres sont les points d’intersection des bissectrices.
On peut aussi utiliser des homothetles comme dans la construction 8.

13) Construire les cercles tangents d deuz droites et ¢ un cercle donnés.
Se ramener a la construction 8.

14) Etant donnés trois nombres réels a, b, c, construire le nombre réel
x=bc/a.

On peut trouver une méthode utilisant une homothétie, et une
méthode utilisant la puissance d’un point par rapport a un cercle.

- -\

15) Fiant donnés deuz nombres réels a et b, consiruire le nombre réel
y=Vab.

Il y a plusieurs constructions possibles utilisant la puissance d’un
point par rapport & un cercle.

8. Inversion
On désigne par E un plan affine euclidien.

DEFINITION 5. — Soient O wun point de E et k un nombre réel #0.
L’inversion de péle O , de puissance k, est l’application f de E — {O}
dans lui-méme qui associe d tout point M distinct de O le point

= f(M) défini par

ercle de centre O, de on Vk.Si k est < 0,1 n’y a pas de

< = e a2 e Y .. a

OM-OM’' =k.Si k est > 0, ’ensemble des points fixes de I'inversion
C

Il est immédiat que (fo f)(M)=M pour tout point M de
E — {O}. Une inversion de péle O est une bijection de E — {O} sur
lui-méme.
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Si f' est I'inversion de pdle O, de puissance k', ’application
f o f est la restriction 8 E — {O} de I’homothétie de centre O, de

‘ 7 11 n anrs ’'aS Y i1/) 1./ T _ 2 Vi
ra.ppor IC /IC nn enet Qe UlVl UlVl = IC et UlVl UM =K , U ICSUILC
k' OM = kOM

PROPOSITION 9. — St A et B sont deuz points distincts non alignés
avec O, les points A, B et leurs inverses A' et B’ sont les points
d’intersection des droites OA et OB, et d’un cercle.

AI
A
0 \ J
B\ /B’

N

Soient A et B deux points distincts de O, et soient A' = f(A),
B’ = f(B) . Si les points O, A et B sont alignés, les points A’ et B’
appartiennent a la droite OA , de sorte que les points A, B, A’ et B’
sont alignés. Si les points O, A et B ne sont pas alignés, et si A # A’,
on désigne par C le cercle BAA'. Si A =A’, on prend pour cercle
C le cercle passant par B qui est tangent en A & la droite OA. La

. Lecercle C

(o]
o
=)
o
@)
(@]
-y
o
[4-]
[¢)
1]
~
[¢]
|
D
(')
-Q.
(D~
’L
D
‘”’
L

recoupe la droite OB en un point B" tel que OB - OB" = k. Par suite

=B", et les points A, B, A’ et B’ sont les points d’intersection
du cercle C et des droites OA et OB. ||

PROPOSITION 10. — L’tnversion f de péle O, de puissance k, esi
une application de classe C' de E — {O} dans E. Sa dérivée Df est

caractérisée par
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On en déduit que application M s |[|[OM]||? est dérivable et que
I’application linéaire tangente est 1’application h — 20M-h.

Sur la relation (9) définissant l’inversion f, on voit que f est
dérivable et que 1’on a

. h —— 20M-h
= - OM a1 ?
_ 011:42 (h —2(% - k) %),
-

&1

ND
\JiL

(o]
(2
td
p._l
|
n
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19
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b
e
s
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()
e
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o
®
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®
3
3
(7]
t!j

C — {O} et
A un point reguher de c, la, co'u,rbe F(C) est différentiable et le point
f(A) est un point régulier de f(C) . La tangente en A' d la courbe f(C)
est la syméirique de la tangente en A a la courbe C par rapport d la
droiie perpendiculaire & OA issue du milieu du segmeni AA'.

-
Tilo el ds " L

droite vectorielle engendree par % . L’application h — h — 2(% - I_;.) U est

la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle orthogonale
au vecteur #. ||
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Comme conséquence de ce corollaire, certains manuels disent que
«'inversion conserve les angles ». Ce raccourci est un peu inexact et doit

étre corrigé

weas LMLl iDvC

COROLLAIRE 2. — Sotent Cy et Cy deuz courbes différentiables passant
______ A J_ T ¥al! Qo A o . 2 L1

par un puzn A @ I — 1UI Ot A €351 Uk point regusdicr U:CS (I:CUIZ
courbes, le point A' = f(A) est un point régulier des courbes inverses C;

l

e 4 . .
et Co . L’angle (V', V%) des vecteurs vitesses au point A' des courbes
2 1y YV 2 y4
C et C; est ’opposé de l’angle ( 1, V2) des vecteurs vitesses au point
A des courbes C; et C I

Image d’une droite par une inversion.
Si D est une droite passant par O, l'image de D — {O} par
Pinversion f de péle O, de puissance k, est D — {O}.

A\ /
[ — Ny g/
| H H

Sila droite D ne passe par O, I'inverse de la droite D est le cercle
de diameétre OH’ (privé de O ), ou H' est I'inverse du projeté orthogonal
H de O sur D. En effet, si A est un point de D distinct de H, et A’
linverse de A, les points A, A’, H et H' sont cocycliques (prop 9),

Pangle (AA', A’H' ) est drot et le point A’ appartient au cercle de
Al snddan NIT) T srmccno o 2 Al Y PR 21 a2 .
ulﬂ-llleblc Uﬂ . lllVC[BCIIICIlb’ ST A SbL C CIC!C, QilSuvincy

e
de O, la droite OA’ coupe D en un point A, et
A= f(A).

Inverse d’un cercle

n amrae 172422, A 100 1) a A2 —
LJ apitd 1 ciuuct uc 1 IJ.IVC[BC a unc aroiwc

1e contenant pas le pole,
I'inverse d’un cercle C passant par le pole d’inversion O (privé du point
O ) est la droite perpendiculaire au diamétre OK du cercle C, issue du

point K’ inverse de K.
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p laisse stable le cercle C. Pour chaque sécante D issue de O, elle
échange les deux points d’intersection de D et du cercle C.

Si f est 'inversion de pdle O, de puissance k , ’application com-
posée fog est ’homothétie h de centre O, de rapport k/p. Comme
g(C) =C, on a f(C) = h(C). L’image du cercle C par l'inversion f
est le cercle C’, image du cercle C par ’homothétie h de centre O,

de rapport k/p.

\ _

Supposons les cercles C et C’ distincts. Soient M et N des

points de C, distincts et non alignés avec O. Soient M’ et N’ leurs
¢ .

ra
—_d
11

nsformés par Pinversion f. D’aprés la prop. 9, les points M, N, M’
AT

st
)
)
)
)
)
>

N
N

/)]
@]
| &
=~
(g]

I,ona IM-IN = m; . IN' , et le point I appartient & ’axe radical des
cercles C et C’. Siles droites MN et M’'N’ sont paralléles, les centres
des cercles C, C' et MNM'N’ sont alignés ; les droites MN et M’'N’

)
qu sont les axes radicaux de deux de ces cercles sont perpendiculaires

1L, SU

'I'I..‘I.... NVeowa radiasl Ao N 2 Y

a1 ran AAma nn
a l1a 1Td, UL pa CICBGIMCI LMUC\JCIIU-

Si A est un point de C , la tangente & C’ au point A’, inverse
de A, se déduit de la tangente en A & C par la symétrie orthogonale

par rapport & la médiatrice de AA’. Si ces tangentes se coupent en un
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point I, on a I’égalité des longueurs IA et IA’ et le point I appartient
a l’axe radical de C et C’'. Les tangentes peuvent étre paralléles lorsque
A et A’ appartiennent a la ligne des centres, ou bien sont les contacts

d’une tangente commune passant par O.

PROPOSITION 11. — Soient A et B deuz poinis de E — {O}, et soient
A’ et B' leurs transformés par l’inversion de péle O, de puissance k.
On a la relation

Cela résulte du petit calcul

AIBI2 — (O_B’r _ 6KI)2 — k2 (
\
[

£ ~r > 2T O ne A D ~ TN ;i mdone nmcnnde dloion mmanala e X
COROLLAIRE. — Soient A, B, C, D quatre points d’un cercle, disposés

dans cet ordre. On a alors les relations de PTOLEMEE !
AC.BD=AB.CD + AD.BC,

AC _AB.AD+CB.CD
BD BA.BC+DA.DC

1

MY 1. Drem~v cramrees <o laszd O AY___ __ 1_°_ << A2y a0 X__ X ___ "N _
viauac rlrovemiEr veCul a Alcxandri€c au acpurv au acuxicme
siecle de notre ére. Il est surtout connu pour ses travaux en géographie et

astronomie, et pour son modéle géocentrique du mouvement des planétes
qui fit autorité pendant 14 siecles.
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Pour cela on transforme le cercle BCD en une droite par une
inversion de pdle A. La premiére relation est obtenue en écrivant
B'D' = B'C’' + C'D’, la deuxiéme en écrivant la relation de Stewart (III,

P e 1o aamteda A n' NNt
exerc.() pour ies pomnts A, o, U, U .

Exercices

1

1
Donner une démonstration géométrique de la proposition suivante (prop.2) en faisant
intervenir des triangles semblables. Soient A, B, A’, B’ quatre points distincts dans

ppose qgue les droites AB et A'B’ ont un unmue point d’ intersection P .

Daiio mitn loe ~itmbon maiméa A A rien smArnn mawmala | £asrt ~s
r our quc 1o quauc PUI s N, sy L, dppdl I.ICI"ICI a ull Iriciiic Loiuic, 11 iautk ©t
. . = =, =2,
il sutht que l'on ait PA-PB =PA"-PB’

Soient C; et Co deux cercles de centres I, et I distincts, et soit H le point de |'axe

radical situé sur I,I; . Démontrer que, pour tout point M du plan, on a

............... 12 L L

Ca(M) = C, (M) = 2151; - AM.

Y o YO |- (AU - i ADaM n o~ o mmcmbon dir mmvmla Al ma ) ~a D _—
v consiacere uri l. Idllgle ADUV . VIl TIOLE U 1€ LCjiure uu LC"LIC (.II'LUHS(.I'IL €L ILv S0n

rayon. On note I le centre du cercle inscrit et r son rayon. On note D le point
d'intersection de la bissectrice intérieure de I'angle A et du cercle circonscrit.

a) Démontrer les égalités DB = DC = DI . [Les bissectrices extérieures des angles B et
C rencontrent la bissectrice intérieure de I angle A enun point J. On remarquera que
ie cercie de diamétre 1J passe par B et C, et qu'ii est centré au point D .]

b) En appliquant I'exercice précédent au cercle circonscrit et au cercle de centre D, de
rayon DI, démontrer la relation OI? = R? — 2Rr (relation d’Euler).

c) Soient I, le centre du cercle exinscrit dans I'angle A et ra son rayon. Démontrer
la relation OI2 = R? + 2Rr, .

A
-$

Dans un plan affine euclidien, on considére trois points non alignés A, B, C, et une
droite coupant BC, CA et AB en D, E et F. On dit que les quatre droites ABF,
BCD, CAE et DEF constituent un quadrilatére complet. Les six points A, B, C,
D, E, F en sont les sommets. Les droites AD, BE, CF sont appelées diagonales.
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On note A’ le projeté orthogonal de A sur BC, B’ le projeté orthogonal de B sur

AC et H l'orthocentre du triangle ABC .

a) Démontrer la relation HA .-HA' = HB - HB'.
n

Armanty
SV

log

~

Ve 1 1= a mam

\‘UC il a uc
™

o

©
c
[/,
*
o
A
™

+)
0

\
l e
sont ies diagonales AD, BE, CF.

c) Démontrer que les orthocentres des quatre triangles ABC, BDF, CDE, AEF sont
alignés sur une droite A , et que les milieux des trois diagonales sont alignés sur une droite

perpendiculaire a A .

B

S
On pose w = e2i7/5 1/’=W+‘1‘ et p=1419.

a) Démontrer que ¥ est racine ::1 polyndme X2 4+ X — 1. Préciser I'autre racine.

b) Préciser le centre et les points d'intersection avec l'axe (T;; du cercle d’'équation
¥ +z242-1=0. .

c) Démontrer que les points d'abscisses —¢, ¥ et 2 du cercle de centre O, de rayon
2 sont les sommets d'un pentagone régulier. On obtient ainsi une construction a la régle
et au compas du pentagone régulier.

d) On pose A =(-¢,0), B=(¥,0), C=(2,0), O=(0,0). Démontrer que la
division (ABCO) est harmonique.

6

On considére un cercle C de centre I. On dit que deux points M et N du plan sont
conjugués par rapport au cercle C sile cercle de diamétre MN est orthogonal au cercle
C.

a) Etant donné un point M du plan, distinct de I, on note AB le diamétre de C
qui contient M . Démontrer que, pour qu'un point N du plan soit conjugué de M, il
faut et il suffit que le projeté orthogonal H de N sur le diamétre AB soit conjugué
harmonique de M par rapport 3 A et B.

L’'ensemble des points conjugués de M est la droite D perpendiculaire en H au diamétre
MI . La droite D est dite polaire de M, et le point M péle de D.

b) Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

£°y 0 i AA = NT . . L4
\I) 1es points ivl el IN sont conjugues,

(ii) le point N appartient a la polaire de M,

’ ) .
c) Détarminer la nolaire d'un noint M de € Démantrar aiie et lo naint M aet axtiriane
\.} ESLLSTIIINIST 1O pPUIGITS M Wi UL UVE UT W . STTHIVIILT O UG, O T pPVIIIL LV TOL TALTHICTWY

au cercle, la polaire de M passe par les contacts des tangentes issues de M .

d) Soit D une droite qui coupe le cercle C en deux points P et Q. Démontrer que
pour que deux points M et N de D soient conjugués par rapport a C, il faut et il
suffit que la division (M, N, P, Q) soit harmonique.
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7

Démontrer que les tangentes en trois points A, B, C d'un cercle C coupent les droites
BC, CA et AB en trois points alignés. (Pour cela, on démontrera que les polaires des

troic nointe sont concourantes)
trois points sont concourantes).

8

Soient A, B, C, D quatre points d'un cercle C, de sorte que AB et CD ne soient
pas des diamétres. On suppose que le pdle P de la droite AB est sur la droite CD.
Le pdle Q de CD est alors sur AB. Un gquadrangle ABCD ayant ces propriétés est

) Démontrer que ie cercie de centre Q , de rayon QC, appartient au faisceau de cercies
a points limites A et B . En déduire la relation AC.DB = AD.BC.
b) Soit R le point d'intersection des droites AB et CD . Soient I et J les milieux des

segments AB et CD . Démontrer que la droite IB est bissectrice du couple de droites
Ia7al m\ 7 PR PR } et DD AN et b i ab e b Aot
\I\J, } \Un remarq que id Tivisiorn \r y IV, Uy Ll) Cbt hdflllUl"qUC CL guc i o U[Ull.\'.'.b

IP et IR sont orthogonales).
c) Démontrer I'égalité des angles de droites (AI, AC) et (DI,DA) . En déduire que les
triangles IAD, ICA et BCD sont semblables.

d) Démontrer les relations
IA? = IB2 = IC.ID, CA.CB = CD.CI, IC +ID = JA + JB.

e) Démontrer que, pour tout point M du cercle C, le faisceau (MA,MB,MC, MD)
est harmonique. (Remarquer que la question est indépendante du choix du point M, et

que le résultat est immédiat par hypothése lorsque M est I'un des points A, B, C ou
D).

o
b4

On considére un point M intersection de trois cordes AB, CD et PQ d'un cercle. On
suppose que M est milieu de PQ . Les cordes AD et BC coupent PQ en R et S.

Démontrer que M est milieu du segment RS .

LA A1 fiel ST~

k)

[Aide : Soient E et F les projetés orthogonaux de R sur AB et CD, et soient G
et H les projetés orthogonaux de S sur CD et AB . Utiliser la similitude des triangles
ERM et HSM, FRM et GSM, ARE et CSG, DRF et BSH, pour démontrer
MR\ 2 RA.RD ) MR RP.RQ
(E) =~ sBsc P° (_I\E) ~ SPsSQ

et conclure (d'aprés Coxeter & Greitzer, Redécouvrons la géométrie).]

10

On se place dans un plan affine euclidien P, et on note h(A,a) I'homothétie de centre
A |, de rapport a.
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a) Soient h;, hy et hz trois homothéties de P telles que hzohz oh; soit
I'application identique de P . Démontrer que les centres de ces homothéties sont alignés.
b) Soient C un cercle dansle plan P, et A,B,C,D,E . F six points distincts situés

sur le cercle €. On pose

(AB)n(CD) =P, (CD)Nn(EF)=Q, (EF)n(AB)=R,
en supposant que tous les couples de droites envisagés sont sécants, et que tous les points
ainsi définis sont dictincts.
d, e, f tels que
h(E,e)(R) = h(D,d)(P) = Q,  h(C,c)(Q) = h(B,b)(R) =P,
h(A,a)(P) = A(F, f)(Q) = R

Préciser le centre et le rapport des homothéties

o

d) ha = h{C ,.)—lot.ul.

p ( )
y 153 — 1s\ Uy 1e\1L5yVv) -

c) Démontrer que I'on a ace = bdf . En déduire que h3 ohy oh; est I'application
identique, puis que les points L, M, N sont alignés (théoréme de Pascal).

1

ains un p

O =

teltaim A mamaiAddo o tiema femiimolaa £ - | N
dlt’.ll. (*11] LUII&IUC(C ulic lllVCfblUll J ue pot e U N ue pUIssanLe [

positive. On pose k = R?, avec R > 0. Le cercie C de centre O, de rayon R, est
I'’ensemble des points invariants par f . Il est appelé cercle de l'tnversion considérée.
a) Démontrer que tout cercle orthogonal 3 C est stable par f.

b) Soit M un point du plan extérieur 3 C . Démontrer que I'image par f du cercle T
de diamétre OM est la polaire de M par rapport au cercle C . [On pourra remarquer
que les points de contact des tangentes a C, issues de M, appartiennent au cercle T .]
c) Déduire de b) que l'inverse du point M est le pdle, par rapport 3 C, de la droite

orthogonale a OM issue de M, ceci que le point M soit extérieur ou intérieur au cercle
C.

12

Cet exercice décrit une construction du centre d'un cercie donné utilisant seuiement ie
compas (probléme de Napoléon).

Etant donné un cercle C du plan, on procéde comme suit. D'un point A de C pour
centre, on trace un cercle I recoupant C en B et B’. Les cercles de centres B et
B’, passant par A, se recoupent en un point C. De C comme centre, on trace le
cercle I'; passant par A . Les cercles I' et I'; se coupent en D et D’. Les cercles
de centres D et D’, passant par A se recoupent en un point 1.

Démontrer que le point I est le centre du cercle C .

Indications : Considérer I'inversion f de pdle A, dont le cercle ' est I'ensemble des

points fixes. Démontrer que f transforme C en la droite BB’, médiatrice de AC . En
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déduire que f(C) est le centre du cercle C . Démontrer ensuite que f transforme la
médiatrice de "AD (qui passe par C) en le cercle de centre D passant par A, et que
ce cercle passe aussi par le centre de C .

d’'une droite, peut &tre réalisée a i'aide du seui compas. Ce résuitat générai a été démontré
par Georg Mohr (1672), et Lorenzo Mascheroni (1797). On en trouvera un exposé dans
le livre de J. Fresnel, Méthodes modernes en géoméirie, Hermann (1996).

Dans un plan affine euclidien, on considére deux inversions f et g, respectivement de
poles I et J. On suppose les points I et J distincts. On se propose de démontrer que

la transformation h = g.o f o g est une inversion ou la symétrie par rapport 3 une droite.
a) Supposons d'abord que le point J ne soit pas invariant par I'inversion f. Soit A un
point du plan, situé hors de la droite I1J. On pose f(A) =B, g(A)=A’, g(B)=B’,

Le cercle JAB recoupe la droite IJ en un point U, le cercle JA’B’ recoupe ia droite
IJ en U’ . Démontrer que 'ona U = f(J) et U’ = g(I). En déduire que la droite A’B’
coupe la droite IJ au point K = g(U), et que I'on a

KA’ . KB' = KI-KJ.

Conclure que la transformation h est une inversion de pole K = g(f(J)).
f

b) Supposons maintenant aue le

qu oint J soit invariant

p J soit invariant p
alors neceésairement > 0. Soit C le cercle des points invariants par f, et soit A la
droite image de C par g. Soient A, B, A’ et B’ comme dans a). Remarquer que le
cercle de diamétre AB est orthogonal a C, et que la droite IJ est tangenteen J au

cercle JAB . En déduire que les points A’ et B’ sont symétriques par rapport 3 A .

14

Dans un plan affine euclidien, soient ABC un triangle non aplati, A”, B"” et C”
les pieds des hauteurs, et H I'orthocentre. On se propose de démontrer, 3 I'aide d'une
inversion, que le cercle I" circonscrit au triangle A’’B'’C’ passe par les milieux des
segments AB, BC, CA, HA, HB et HC (cercle des neuf pomts)

AB-AC" = AC-AB” = AH -AA".

Al

4 e PR L -y . A PR S, ‘ " a__
b) En déduire que l'inversion f de pdle A, de puissance AH:AA" , transforme le

cercle I" circonscrit au triangle A”B”’C’ en le cercle [’ circonscrit au triangle BCH .
c) Soit K le deuxiéme point d'intersection de la droite AH et du cercle I . En
remarquant |'égalité des angles de droites (KB,KC) et (AC, AB), démontrer que le
point A" est milieu du segment HK . En déduire que le point f(K) est milieu du

segment AH.
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d) D'apres b) et c), le cercle I" passe par le milieu du segment AH . Les points A, B,
C, H jouant des roles semblables, le cercle " passe par les milieux des six cotés du
quadrangle ABCH .

15

On se propose de démontrer que le cercle des neuf points d'un triangle est tangent au
cercle inscrit dans le triangle, et aux trois cercles exinscrits (théoréme de Feuerbach).

a) Soit ABC un triangle non aplati. Démontrer que les bissectrices intérieures A, , Ap
et Ac des trois angles du triangle ont un point commun I, équidistant des trois cotés.
Démontrer que la bissectrice intérie

ire A, et les deux bissectrices extérieures Al et

_— A S S WS -

A ont un point commun I, équidistant des trois cOtés, centre du cercle exinscri
tangent aux trois c6tés du triangle.

On définit de facon analogue les points Ig et Ic . Les points I, I, Ig, Ic sont les
centres des quatre cercles tangents aux trois c6tés du triangle.

+ A
[ 9 el

circonscrit au triangie ABC . Démontrer que ia droite aa’ est ia médiatrice du segment
BC . En remarquant que le cercle de diamétre 11, passe par B et C, démontrer que
le point a est milieu du segment 11, .

Soient U et U’ les points de contact du cercle inscrit S et du cercle exinscrit S, avec

Aot

[P s DM Nz Al cB o AR
Id Urioilc Dyv . vl

JU'" a méme milieu A que le segment BC.
c) On note A, le point d’ mtersection de la bissectrice A, et de BC, et A le pied
de la hauteur issue de A . Démontrer que la division (AA,II,) est harmonique. En
utilisant b), en déduire la relation

AA".A'A, = A'U2,

d) Soit f i'inversion de pdie A’, de puissance A_"'Ut"’. ies cercies S et S, sont
tangents a la droite BC . Notons L leur deuxiéme tangente commune. En remarquant
que la droite A, est une bissectrice du couple des droites BC et L, démontrer que L
est paralléle a la tangenteen A a C.

Déduire de cela et de c) que I'inverse f(L) de la droite L est un cercle passant par les
points A’ et A’  dont la tangente en A’ est paralléle a la tangenteen A a C.

Ceci prouve que f(L) est le cercle T, cercle des neuf points du triangle ABC . Comme

la droite L est tangente aux cercles S et S, , qui sont stables par f, il en est de méme
de T'.

16

Soient C et C’ deux cercies dans un pian affine euciidien. On suppose que ces cercies
ont des rayons distincts et ne sont pas tangents.

a) Démontrer qu'il existe deux inversions f et f’' qui transforment le cercle C en le

cercle C' . Les pdles I et I’ de ces inversions sont aussi les centres des deux homothéties
transformant C en C'.
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b) Soit " un cercle orthogonal & C et C’. Démontrer que I' est stable par les inversions

f et f'.

En déduire que la droite joignant I'un des points d'intersection de I" et C a I'un des

points d'intersectionde ' et C' passepar I ou I'.
AY Ca % . T JRTP W S, - T . 2 Py Lo m e Bemne oz
c) Soit maintenant ' un cercle tangent 8 C en T, et a C' en T'. Démontrer que

c
la droite TT' passe par I ou I’, et en déduire que le cercle I' est stabie par i'une
C' est

s

des deux inversions f ou f'. [On pourra remarquer que la tangente en T’

paralléle 3 la tangente 3 C au point U ol la droite TT' recoupe C ]

17

Soient C un cercle dans un plan affine euclidien.

a) Soit A un point du plan n'appartenant pas au cercle C . Démontrer qu'il existe une

b) Etant donné un point B distinct de A, donﬁer une constructim, ala r"egle et au
compas, du point B’ = f(B). [On pourra remarquer que I'inverse d'un cercle I" passant

par A et B est une droite facile & construire si les cercles C et I' sont sécants.]

c) En déduire une construction des cercles tangents a C passant par A et B, s'ils

xistent,

®

18

Soient C,, C2 et C3 trois cercles dans un plan affine euclidien. On cherche a construire
les cercles I" tangents aux trois cercles donnés.

a) Si deux des cercles ont un point commun A, étudier le probleme posé aprés une
inversion de pdle A .

u'il existe une inversion transformant
C1 et Cy en des cercles concentriques C| et C; . Soit I’ le centre des cercles C|
et C;, et R| et R, leurs rayons. Le diamétre du cercle ', inverse de I', est alors
gal 8 R} + R, ou |R] — RJ}|. Le centre de I’ appartient a un cercle de centre I’

a e

R] — R.| ou R} + R} . On trouve alors de zéro a huit cercles ayant ces
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t
des transformations homographiques de la droite réelle conduit & pro-
longer la droite affine en droite projective ( § 1). Le groupe des homogra-
phies est caractérisé par la conservation du birapport ( § 2). Dans le plan,
par ’étude des projections centrales d’une droite sur une autre droite,
on définit une structure de droite projective sur le faisceau des droites

1cQoInag fl’\in v\f\ nt II,I\I‘I IA l\ivnnr\nn‘ AA nnnatra rl'rn'l"nc ranrAanrantac { g R
1SS0 UvTo ull P I.Il vu 1V wvii PPUL L Uue ‘.lu.ﬂ-lll.c ULUVUIVLD LUVIILVVY ul.ﬂ-].l oo \ J v
PRN

et 4). Pour une homographie quelconque entre deux droites d’un plan,
on établit I’existence d’un axe d’homographie et le théoréeme de PApPUS
(§6). Les deux derniers paragraphes sont consacrés aux involutions et a
la conjugaison harmonique.

i. Homographies

A) Fonctions homogra.phiques

Soient a, b, c, d des nombres réels. Pour z € R, on pose
(1) olz) = 212
\77 \7/J cz+d

Le nombre ¢(z) est définisi cz+d #0.
Si ad—bc#0 et c=0, la fonction ¢(z)=Sz+ % est une
bijection affine de R sur R.

Si ad—bc#0 et ¢c#0, le nombre ¢(z) est défini si = est

7 7 ) A S ~ A a v

h | LY r d1 L ) fal

# —d/c. La fonction ¢ est une bijection de R — {-%} sur R — {2}

La bijection réciproque 9 est définie par

2) W) = S22
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Les conditions équivalentes y = ¢(z) et & = ¥(y) s’écrivent aussi

(3) czy—azx+dy—b=0.

La fonction ¢ est dérivable et sa dérivée a méme signe que ad — bc.
La courbe représentative est une hyperbole équilatére d’asymptotes

P P R A PN Ta fa -

. nc a3~
L — _U/L v Yy — w,l—. ua 1Vl vivil

©
a
u
¢
8
L
- T
d
=
a
q
.,
<
S
o

graphique, ou homographie, en raison de la similitude de son écriture
et de ’écriture de la fonction réciproque.

———

F v e e p e - m - - -

a/c
....................... B
/ n a
/ U z

Remarque. — Lorsque ¢ =d = 0, le nombre ¢(z) n’est jamais défini.
Si ad —bc =0 et c # 0, la fonction ¢ est constante; on a ¢(z) =a/c
pour tout z # —d/c.

B) Prolongement d R
On note R la réunion disjointe R U {w} de la droite réelle et

d’un point noté w.Si ad—bc#0 et c# 0, on convient de prolonger
¢ en une ppl_l cation ¢ de R dans lul-meme en posant

- d, ~ @

o( c)—“’! p(w) = e
On obtient ainsi une bijection d R sur lui-méme dont Papplication ¥

g ¢
[
(5

) -

prolongée de fagon analogue est I’'application réciproque. On munit R de
la topologie pour laquelle R est ouvert, avec sa topologie usuelle, et pour
laquelle un ensemble fondamental de voisinages du point w est formé
des complémentaires des intervalles compacts [—A, A], oi A parcourt
R. Comme |p(z)| tend vers +oo lorsque z tend vers —d/c, et vers

tend vers +o00, la fonction nrnlnngee

est co

A

1
1
oméomorphismes réciproques 1'un de P'autre.
Si ad—bc#0 et ¢ =0, on pose p(w)=w, et les conclusions
sont analogues.

=
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=

’espace R est appelé complétion projective de la droite réelle

R . Le point w est appelé point é l’infini de R.. On le note souvent oo :
on prendra garde qu’il n’y a qu’un point a P'infini sur la droite complétée
il poa o) M J 1 r o
o
R.
DEFINITION 1. — On appelle homographies de R les bijections de R
sur lui-méme obtenues par prolongement d’une fonction homographique

ar +b .

p(z) = —— ou ad — bc #0.
CT + G

Pour simplifier, la fonction homographique et son prolongement
seront en général désignés par la méme lettre ¢ : on ne fera pas de
distinction entre ¢ et .

Soient ¢ et ¢’ deux homographies définies par

ar + b a’ y + b
= —— et
#(2) cc+d #'(y) = cy+d
Un petit calcul montre que 'on a
n.":r_ —L hl’
(‘P’ o ‘P)(m) - N7 !
z + b

ou les nombres a", b, ¢, d’ sont deﬁms par 1’égalité matricielle

a’ b’ a b a b
(4) (C" d") = (cl dl) (C d)
La composée de deux homographies est donc une homographie. Par

aille en on =2 r]pua vin1 nne la hitectinn réci

est une homographle. D’ou la proposition.

Le groupe des homographies de R est aussi appelé groupe projectif
de la droite. Le groupe affine de R s’identifie & un sous-groupe du groupe
projectif.

C) Applications homographiques
Soient D une droite affine et (O, %) un repére affine pour D. Un
point M de D est repéré par sa coordonnée z définie par 1’égalité

OM = zii. Soient D' une autre droite affine et (O',%') un repére
affine. Une application affine de D dans D’ est une application qui,
en coordonnées, s’écrit ¢ +— az + b. On définit de méme une application
homographiqgue f de D dans D' comme une application qui s’éxprime

en coordonnées par une fonction homographique &' = ¢(z). Si ¢ n’est
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pas une homographie affine, f n’est pas vraiment une application de
D dans D’. Il y a un point exceptionnel de D ou f n’est pas définie.
C

omme pour les applications de R dans R, on régle cette question en

i N I, _ — A _ ! JRPIN. Sy . S § LN . . —_—— _

adjoignant & chacune des droites D et D’ des points a l'infini ocop et
oop! .

La définition est indépendante des repéres affines choisis, car un
changement de repére affine se traduit par une bijection affine, donc
homographique, sur les coordonnées.

torielles de R%. Un élément D de P;(R) est défini par la donnée
d’un point (z,y) de D distinct de (0,0). Un tel couple (z,y) est

: h D. Tous les systém
de coordonnées homogeénes de D sont alors de la forme (Az,Ay), ou
A€ R-—{0}.Si y#0, on peut choisir (z/y,1) pour coordonnées ho-
mogenes de D . L’application g qui, & un point D de P;(R), associe le
nombre réel z/y si y # 0, et le point oo € R si y = 0, est bijective. La

bijection réciproque associe & un nombre réel A le point de coordonnées

homogénes (A,1) dans P;(R) (c’est-a-dire la droite vectorielle passant
e Vo 2 Y 1Y 3. 2N L M e nte s i oo le i1 1 0\
ar 1€ pOlIl \ ’ .l} ae€ 1L } ’ €11€ asSSOClE€ au pO I1L C pOlIl \.l, )

[a b rn

Une mairice A = \C d} ’ ou ad — bc ? U, définit un isomor-

phisme linéaire de R?, donc une bijection ¢ de l’ensemble P;(R) des
droites vectorielles de R? sur lui-méme. En coordonnées homogénes,
c’est I’application

(2,9) — (az + by, cz + dy).

Transportée par la bijection ¢ a la droite complétée R, la
ar +b

bijection ¢ est ’homographie ¢(z) = +d
cx

. On comprend alors mieux
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les relations (2) et (4), la prop. 1, ainsi que les conventions ¢(oc0) = a/c

ue © soit ]’ldpnhfn 1l
faut et il suffit que la matrice A laisse stable toute droite de R? et, par
suite, que A soit la matrice d’une homothétie (III1.6, lemme). Le groupe
des homographies de R s'identifie au groupe Gl;(R)/R*, quotient du
groupe linéaire du plan par le sous-groupe des homothéties. Il est noté
PGl (R).

Dans la suite, on identifier
h ]

d

€ vu

o
&

a com

"~

"

2
(9]
]
[
Jud o
<
(4}
-]

a
/1

/.—a

(oW
(]
fu—
[q']

droite et la droite projective P;{R). On adoptera le point
mieux adapté aux situations envisagées.

Munie de la topologie définie en B), la droite complétée R est
homéomorphe a un cercle; en particulier, c’est un espace compact.
Si on munit la droite projective P;(R) de sa topologie de quotient
de R?— {0} par le groupe des homothéties, 'application g est un
homéomorhisme (exerc. 9 et 10).

2. Birapport

DEFINITION 2. — On appelle birapport de quaire nombres réels disiincis
z,, 2, 3, T4 le nombre réel
T3 — &1 T4 — Ty
. )

T3 — T3 Tq4 — T2
ou le symbole “ : ” désigne la division.

o ro », ect noté ( Zz3,Z3 )

i

PROPOSITION 2. — Le birapport (1,2, 23,z) est une fonction homo-
graphique de z .

Les points z,, z, et z3 ont été supposés distincts. L’expression
A'I'I "\;rnnhnrf (’Il. M. M 'll\ nef n]nrc 1MIna nnn";nn l\f\ml\ﬂ'n“l‘;hi‘n mATN
Uu viiappuviv \‘"1) wZy w3y, w’ WOU @WIVIOD WILLV LViluvuivil AIUAIAUELGPJ.U.\.IU.C 11vilL
dégénérée de la variable z. i

On prolonge comme au §1 cette fonction homographique a R
et on obtient

?

8

w

l
B8
e

[ ]

—~~
]
(=
8
g
Gi
~

8
w

< B

On étend de fagon analogue la définition du birapport lorsque I’on donne
la valeur oo a l’'une des variables z;, z; ou z3.

On remarquera que le birapport ne prend aucune des valeurs
0, 1 ou oo siles éléments z,, z3, 23, z4 de R sont distincts.
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Si les points ;, 2, #3 sont distincts, la fonction homographique
h(z) = (z1, 22, #3,2) prend les valeurs

~ Ll N\ _ N L~ __ 1
h(lﬁ]_) — W, 75\152} — VU, "'\‘.;3} —_— 1
COROLLAIRE. — Une application injective de R dans R gui conserve le
y ] 2

2

birapport est une application homographique.
Soit f une telle application. Soient ,, x5, z3 des poip_ts
distincts de R et y;, y2, ys leurs images par f. Pour z et y€ R,

LGS l.Ul.lLtl.Ulla ¢l Cv Y SO i
hypothese, on a ¥(f(z)) = ¢(z) pour tout
le corollaire.

(21, 22, 23, 4) = (3, T4, 21, T2) = (T2, 21, 24, Z3).
Posons k = (z1, 22, %3,24) . On a alors
1
T4, 33) = 7
k
Les 24 permutations des z; donnent six valeurs possibles pour le
birapport, a savoir

(32

1 1 1 k
g1k oo l-p T RoT
Si k = —1, ’ensemble nombre des valeurs se réduit aux trois valeurs

[ (V]

PROPOSITION 3. — Une homographie conserve le birapport.
a) Une translation ¢ : z — z + b conserve les différences z; — z; .
On a en effet

e(zi) — ¢(2) = (zi +b) — (2 + b) = 2i —=;.
Par suite une translation conserve le birapport.
" Tk — T4
b) Une homothétie ¢ : z +— az conserve les rapports .
. — B;
] ]

Elle conserve donc les birapports.

c) L'application ¢ : z — 1/z conserve le birapport. Lorsqu’aucun
des nombres z; n’est nul, cela résulte du petit calcul suivant :
1 1 1 __ 1 - . e - .
T3 T, . T4  x _ T3 T T3T3 T4 — T) T4T
1 11 17 - ) —
3 Z2 Za z2 T3 Ty T3T1 T4 T2 T4y

= (311 T2, T3, $4)-
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Lorsque 'un des nombres est nul, par exemple z4, on a

1 1 1 ,_._13 - % T3 — 1 T3T2
s _g—;m): 1 1 = =($1,$2,$3,0).
i1 T9 T3 _— - = I3 — T2 I3T
Tra T2
n,f\“ Iﬁ M AMOAPT n":l\“ Al‘ l\;rn'\“r\r“ "™wae e /| L 1 I’-
47 UU 1G LUIlLIov1I vGuivilL uu uxlnyy\u.u PGL oL T J./ o
~n 1L
., . . az +o ,, .
d) Cas général. La fonction homographique ¢(z) = 4 s’écrit
cz
sous forme canonique :
4 a 1bc—ad )
pleg)=-+-—7F- sic#0,
c ccz+d
a b .
=-z+4+ — si c=0.
d d

Toute homographie est composée d’une homothétie, d’une ou deux trans-
lations et éventuellement de la transformation & +— 1/z. La proposition
en résulte. |

PROPOSITION 4. — Si (z1,22,23) et (y1,¥y2,¥y3) sont deuz familles de
trois éléments distincts dans R , il eziste une unique homographie h
telle que h(z;) =y pour i1 =1,2,3.

D’apreés la prop. 3, on a nécessairement

(y1, ¥2, 43, A(=)) = (21, 22, 23, 2).
Inversement, cette relation définit h(z) comme fonction homographique
de z (prop. 2). I

Ezemple. - Si @,, z3, z3 sont des éléments distincts de I~{, I’unique
homographie h telle que h(z;) = 0o, h(z2) =0, h(z3) =1, est définie
par

h(z) = (21, 22, 3, 2).

COROLLAIRE. — Sotent (x1,Z2,%3,%4) et (Y1,¥2,Ys,ys) deuz familles
de quatre éléments distincts dans R . Pour gu’il eziste une homographie
alle gue him.Y — 2:. smoeim 2 — 1 9 QA 2] fnmd o4 2] efhit anuo loa
CseC (IUC ’b\‘-’" _ y' PU(’:I & — J.’ ‘l, U,'I’ [ 1] wa‘: Cv e O Uﬁll qu:c $CO
birapports (21,2, T3,24) et (y1, Y2, Y3, Ya) Sotent égauz.

La condition est nécessaire (prop. 3). Inversement, soit h 'unique
homographie qui transforme les trois points z;, 2, 3 en ¥, ¥y2, ¥3
(prop. 4). Si les birapports (z1, z2, 3, 4) et (y1,¥2,¥3, ¥a) sont égaux,
on a

h
n

{.. P Ll Y\ — [, P s mas. )
\Y1, Y2, Y3, 14\®4)) — \Y1, Y2, Y3, Y4 ),

N

d’ou h(z4) = ys car’application y — (y1,¥2,ys,y) est homographique,
donc injective. |
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Remargue. - Ce qui vient d’étre dit dans ces deux paragraphes s’applique
aussi bien aux nombres complexes qu’aux nombres réels. On peut parler

de fonction homographique complexe en prenant les nombres a,b,c,d
L | 1 o~ T _ Yzac 2 _ 1% __ r~1 1_ N __1 _La______
eE la. Varla.me T dans o . La compleuon p]f JECLIVE LU 4d€ U €51 obienuc

par I’adjonction d’un unique point a l’infini. Le birapport de quatre
nombres complexes distincts a les mémes propriétés que celui de quatre
nombres réels.

On peut munir C d’une topologie prolongeant celle de C,
pour laauelle les homographies sont des homéomorphismes. Pour cette

(exerc. 9).

3. Birapport de quatre points d’'une droite

Sn;f N unna Arnite affina t soit (O ) nn renare affine Dour 1
ViV 47 ALV WA L'A ™) ulllll\o’ v AV \v, w, wuwaL L\oy\ol\o willililv !l wi i
droite D. Un point M de D est repéré par son abscisse z € R définie

par OM = zii. Soient M,;, My, M3, M4 quatre points distincts sur la
droite D,et z;,, x3, ®3, x4 leurs abscisses. Les abscisses z; des points
M; dans un autre repére affine (O’, @') se déduisent des abscisses z; par

ne transformation affine z! = az; + b. On a donc égalité des birapports

~l N M @)\

y T3, T4) \PIOP. 3.

DEFINITION 3. — Le birapport (M;, M3, M3, My) de quatre points dis-
tincts d’une droite affine D est le birapport de leurs abscisses dans tout
repére affine de D .

Par définition
)

est donné par

(M, M3, M3, M,y) =

MolMgz Moy
Ezemple 1. - So 1ent P et Q deux points distincts sur la droite D. Si
M; est le barycentre de (P,1— ;) et (Q,\;), pour i=1,...,4,0na

(M1,M2,M3,M4 = (A1, A2, A3, Ag).

En effet, si p et g sont les abscisses de P et Q dans un repére affine,
le point M; a pour abscisse z; = (1 — A;)p + Aiq.

DEFINITION 4. — Un repére projectif pour une droite affine D est une
application homographique ¢ de R sur D . La coordonnée (ou abscisse)

d’un point M de D relativement au repére projectif ¢ est l'unique
z€R tel que M = ¢(z) .
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PROPOSITION 5. — Soit D une droite affine et soient M; , Mo, M3, My
quatre points distincts sur la droite D . Le birapport des abscisses

de ces poinis est 1 ndéne ndant du renére 'nq'-nanr'hf rhn a1

w1 ,w‘ ) wo ) wc‘ ww vvv Y viviv vlvwv vlvwwvv FLpLIL prvyevvey v Ve

h |

En effet, tout changement de repére projectif est une transforma-
tion homographique des coordoonnées. |

DEFINITION 5. — Soient D une droite affine, M; , My, M3, M4 quatre
points distincts sur la droite D . Le birapport (M;, M2, M3, My) est le
birapport (z;) des abscisses des poinis M; dans ioui repére projeciif de

1 in 1
de trois points de R, par exemple par points ¢(o0), ¢(0) et
P 1

#(1). On sait que, pour z € R, on a (

homographique ¢ est donc caractérisée par

(6(00), #(0), 4(1), #()) = =.

Un repeére projectif ¢ est un repere affine si ¢(00) = oop, .

.8-—‘
om

Ezemples. - 2) Soit D une droite affine et soient P et Q deux points

distincts sur la droite D . L’isomorphisme affine ¢; de R sur D qui,
certre de (P 1 _)) at (O ) co

Y 1 \f92 — Ay & \\‘,I\},acpfo

\
a A€ R, assoc

un repére projectif de D en posant $1(00) = oop. On a ¢,(0) =P,
$1(1) = Q, ¢1(00) = ocop, . Il est d’usage de noter (1 —A)P +AQ le
point ¢;(A).

3) Soit ¢, l’application de R dans D qui a 1’élément de R de
coordonnées homogeénes (A, p) associe le barycentre de (P, ) et (Q, p)
si A4+ pn#0,etle point oo si A+pu=0. I_’a.npl ation ¢, est un
repére projectif pour D. On a ¢3(0) = Q, ¢2(—1) = @d2(c0) =P.
Le point ¢2((A, 1)) est souvent noté —’\—?1'9- .

K
4) Un autre paramétrage projectif de D est souvent pratique.
P+ AQ
Pour A € R, A # —1, on désigne par ¢3(A) le point — , barycen-
A

tre de (P,1) et (Q,A). On obtient un repére pro_]ectlf en posant
¢3(_1) = O0p , ¢3(m) = Q .

4. Birapport de quatre droites concourantes du plan

Dans un plan affine E, soient D et D’ deux droites distinctes
issues d’un point I. On munit le plan E d’un repére affine. Un point
M de E est repéré par ses coordonnées (z,y) € R2. Les équations de
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D et D' respectivement s’écrivent D(M) =0, D'(M) =0, ol
D(M) = uz + vy + w,

PROPOSITION 6. — L’ensemble des droites du plan E qui passent par le
point 1 est l’ensemble des droites d’équation
AD(M) + A'D’ (M) =0,
ot X et X sont des nombres réels non tous deuz nuls.
Comme les directions des droites D et D’ sont distinctes, on a
uv' — u'v # 0. Par suite Au+ A'u' et Av+ A’'v' ne sont pas tous deux

nuls. Posons

(5) D(x,an(M) = AD(M) + A'D'(M).

L’équation D, xy(M) = 0 est ’équation d’une droite qui passe par le
naint T samminn a 1 ot !

PUI.II. v 4 LVIiikliiiWUiL ©» 1rJ wu

D
Inversement, soit P un point distinct de I dans le plan E.
Comme D(P) et D'(P) ne sont pas tous deux nuls, ’équation
(6) D’(P) D(M) — D(P) D'(M) = 0

t

st ’équation de la droite IP . ll

On vérifie facilement que, pour que les droites Dy a1y et Dy, 41
soient égales, il faut et il suffit qu’il existe k € R, k # 0, telque u = kA,
p' = kX' . Ainsi, 'application qui associe la droite D( xr) &1’élément de

o~

A, '), est une bijection de R

Cifiv 1. L&ia nc

&

dont les coordonnées homogénes sont
Qi 'I’,.-...-... L'I.. Aac Anas
SUl 1 TIIDTILIIVIT UULD ulilvul

doit pas nous étonner si 1’on revient & la définition de la
P;(R) donnée au §1.

roite projective

PROPOSITION 7. — Dans le plan affine E, soient quatre droites distincies
D;, 1<i1< 4, issues d’un point I pnnr toute droite A du plan E,

D;, es d’w nt 1. ute droite lan
qui ne contient pas 1 et qui renconire chaque droite D; en un point M, ,
le birapport (M, M2, M3, M4) est indépendant de la droite A .

Soient D et D’ deux droites distinctes issues du point I. Soient
P et P’ deux points distincts dans le plan E. Ecrivons que la droite

P+ u'P’ ,
D(x,x') (définie par (5)) contient le point il On obtient
L+
(7 AuD(P) + X' D(PY + M uD(PY+ Mu/'D'(PY=0
\*J ""\"I"""”\"I"""’ \*7 P ¥ =A\* ) >

La relation (7) est une correspondance homographique entre les élé-
ments £ et m de R.de coordonnées homogénes (A, A) et (p,p') res-
pectivement, si elle n’est pas dégénérée. Pour que cette correspondance
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soit dégénérée, il faut et il suffit que ’on ait
D(P)D'(P’) — D'(P)D(P’) = 0.

Cette derniére condition signifie que les points P et P’ sont alignés avec

I. En effet, on a vu que, si P est distinct de I, la droite IP a pour

quation

[« T

i
o\
0}.

—~

Revenons a la proposition. Si, pour 2 =1, 2, 3,4, la droite D; est
la droite D;, du faisceau engendré par D et D', et si les points P et
P’ sont deux points de la droite A, le birapport des points M; est égal
au birapport des £; . D’ou la proposition. 1
Remarque. — La droite PP’ a pour équation
(D'(P') — D'(P))D(M) + (D(P) — D(P"))D'(M) =

D'(P')D(P) — D(P')D'(P).

DD/ lang~iza
r'r 10rsgquc

A
A=D'(P')-D'(P), X =D(P)-D(P).

La relation (7) donne alors g+ p’ =0, ce qui correspond au point a

yu&m.l.\-x\.' L e ] Y ) AN AN

(1]
wn
[

9° o .

iInfini de la droite A.

[

Le birappori (D1, D3, D3,D4) de quaire droiies concouranies et
distinctes D;,D;,D3,D4, dans un plan affine, est, par définition,
le birapport des points d’intersection de ces droites avec une droite

\

quelconque du plan. D’aprés la démonstration de la prop. 7, le birapport
de quatre droites D,,, 4 € R, d’un faisceau linéaire, est égal au
birapport des £; .

rr &

Dans un plan E, soient A une droite et I un point hors de cette
droite. La projection cenirale de centre I du plan E sur la droite A
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est ’application qui associe a un point M du plan, distinct de I, le
point p(M) d’intersection de la droite IM et de A, si les droites IM

et A ne sont pas paralléles. Si ces droite

a aravaw

nt nra“plpe on convient

-.v SaRaivivoy Vai VY

n

/e VA
que p[J.Vl.) = OOA .

COROLLAIRE. — Dans un plan affine, soient A et A’ deuz droites et 1
un point extérieur d ces droites. La projection centrale de cenire 1 sur
la droite A' induit une application homographique de A sur A’.

D’aprés ce qui précéde, si M, , My, M3, M4 sont quatre points de
A, le birapport des droites projetantes IM; est égal au birapport des
points M; de A, et aussi au birapport de leurs images M) sur A’.
D’apres le corollaire de la prop 2 du §2, une application qui conserve
1

an 'If'l o
ullll.l\iu\:. | I

Faisceau de droites paralléles. - Dans le plan affine E rapporté a un
repére affine, soit D la droite d’équation uz + vy 4 w = 0. Les droites
paralleles & D sont les droites D) d’équation

(D) uz +vy+ A =0,

ou A parcourt R.

Soient A et A’ des droites non paralleles & D. Soient D,,,
1 =1,2,3,4, quatre droites distinctes paralléles & D, et soient M; et
i les pomts d’intersection de D,; avec A et A’. Les points M.

M; par la projection de dir

~T§ e 25 Vvav; as “AL v

ctio D . am est
Vas .I-l a4 ] \.luL wow
ion affine. Par suite le birapport des points M/ est égal au
birapport des points M; . On peut définir ainsi le blrapport des droites
D), . On vérifie facilement que le birapport des droites D, est égal au

birapport des A; .
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A' A
M;_ M, DX,
/ \
! Pvié \‘ M3 D,
/ \

5. Un peu de géométrie projective

L’introduction d’un point a l'infini sur la droite réelle nous a
les s

ermis. an 81 de rendre hnpr'hvp

) 2 4y QL 20Aias

"!5
4]
wn
=
Ky
Q

vu que les propriétés du birapport étaient permanentes si I’on convenait
que deux droites paralléles avaient en commun un point & l'infini. On
peut rendre compte de ce phénoméne en se plagant dans le cadre de la
géométrie projective.

Le plan projectif P(R) est I’ensemble des droites vectorielles
de R3. Un élément M de P2(R) est défini par la donnée d’un point
(z,y,2) de R?3, distinct de l'origine. Dans la suite, on dira que M
est un point du plan projectif, et que (z,y,z) est un systéme de
coordonnées homogénes du point M, ou un représentant du point M.

Tl mAtie arrivars J’.’-_:_- a hi .“ Ve _L LY | Masa loe cwratdiomnaa
11 1noud d[[lVCIﬂ U CCILIC avudlvTlilIcCIlLy 1vi — \iﬁ,y’ l) d0ud 1S dysLcl imes

de coordonnées homogénes de M sont de la forme (Az Ay, Az), ol
A € R — {0} . En d’autres termes, le plan projectif P2(R) est ’ensemble
quotient de R3 — {0} par le groupe des homothéties vectorielles. Dans ce
paragraphe, on note p I’application canonique de R® — {0} sur P;(R)

qui, & un systéme de coordonnées homogénes (z,y, z), associe le point
M = olz. u. 2)
4dVA —— 'I\‘I, y, ~,

Une droite projective dans P;(R) est I'image par p d’un plan
vectonel de R3. Léquation d’une droite projective D, condition

noanr nl o ]
pYUL yuv L\,
~~ .

D

, s’écrit

mrre | mia: | azea — )
U T Uy T we = v,

oli u, v, w sont des nombres réels non tous nuls. On dit que (u,v,w)
sont les coordonnées homogeénes de la droite D.
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JEE— §

La droite d’équation z — 0 est appelée droiie de l’infini et souvent
notée Do, . Le complémentaire de cette droite s’identifie 4 R? par
I’application

Yy
q:(zay’z)'_’('f!'f .
zZ Z

Notons E le complémentaire de la droite Do, , identifié & R? par

I’ annll lication qg.

Si D est une droite projective distincte de D, , 'intersection de
D et de E est la droite affine d’équation

uz + vy + w = 0.

T o Arn;‘a n -ﬂ“nl\“*'n I fl' ;‘ﬂ rln I"“g“: (- %31 '\l\"\‘ l_,.l L 7] n\ DI\“'
A WULUVULLVL s AVCIIVUILVAL 10 UlVULIW UL 1 111i1111 Oou !JUI.l.lll \ U, Ill, U’ « 4 VWUl
la cohérence des notations, on pourra noter E le plan projectif, D la

droite projective D, et D son intersection avec E.
Pour que trois points

P=(z,y,2), P =(a2',¥,2'), P" = (2",4",2")

1 1 7 \ M H

solent alignés, il faut et il suffit qu’il existe v, v, w, non tous nuls, tels
que

uz + vy + wz = 0,
(8) uwr' + vy + wi@ = 0,
we” + vy + w2” = 0.

Pour que le systéme linéaire homogéne (8) admetiie une solution non
nulle, il faut et il suffit que son déterminant soit nul, autrement dit
z y z
det | 2’ y 2 | =0.
\mll yl z"/
Siles points P et P’ sont distincts, I'unique droite qui les contient
est la droite de coordonnées

v=1yz — vz, vzzz'—z'a:, w=zcy —z'y.

coordonnées homogenes
Az + X'z, Ay + X'y, Az + A7),

ot £ est un élément de R de coordonnées homogenes (A, \'). Attention,
conua.lrefl‘léfw a. ce¢ que .I. OIl a Ia.u €en gcomeu‘le a.mne, 1e p(‘)lnt lVl\L} ne
peut étre noté AP + AP’ car ce point ne dépend pas seulement de £,
P et P’, mais il dépend aussi du choix des coordonnées homogénes de

P et P’. Une projection centrale n’est pas une application affine.
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Pour que trois droites projectives D= (u, v, w), D' = (v',v',w'),
D" = (u",v",w") soient concourantes, il faut et il suffit que I’on ait

I/ u v W \\
det | v v w | =0.
\ u" ,u" wii

Si D et D’ sont deux droites distinctes, elles ont un unique point
commun I de coordonnées homogenes

droite de I'infin.

Une apphca.tlo linéaire bljectlve v de R3 dans R3 transforme
toute droite vectorielle en une droite vectorielle. Il en résulte une app;i—
cation bijective de P;(R) dans P2(R) que nous notons p(u), et qu'on
appelle application projective, ou homograph:e.

Soient u et u' deux isomorphismes de R3 ; pour que l'on ait
u) = p(v'), il faut et il suffit qu’il existe A€ R, A #0, tel que
)«u En effet, ’endomorphisme ™!
iell

10
AN,
1

P~
A
”\—r

ou' la.isse stables toutes les

est une homothétie.
Si u et u' sont deux isomorphismes de R3, on a

qui
Sl A est la matrice d’un isomorphisme u de R3, l homographie
p(u) transforme le point M de coordonnées homogénes (z,y,2) en le
point M’ de coordonnées homogénes (z',v/,2') satisfaisant a

[z [z

[y | =a y .
\ 2/ \ 2/
\“/ \“/
Ezemple. - Soient a, b, c¢ trois nombres réels non nuls. Soit u

'isomorphisme de R3 dont la matrice est
[fa 0 0\

A=|0o b 0].
\o o c)

v v b/

L’homographie p(u) laisse invariants les points

X=(1,0,0), Y=(0,1,0) e¢ O =(0,0,1).
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Elle transforme le point U =(1,1,1) en le point de coordonnées

(a,b,c). Les points X, Y, O sont parfois appelés points de base de
Po(R). et U le point wn.rfp

21=%,y ¥ U 20 pPOSS LIRS,

. @
"3
¢
'y
(%]

Les points M;,M;, M3, qui ne sont pas alignés, sont les ima-
ges par l’application p des vecteurs e;, ey, es d’une base de R3.
Soit » lisomorphisme linéaire envoyant cette base sur la base canon-
ique, I’homographie p(u) transforme M, ,M,, M3 en les points bases

0O ot la noint 'nt }4 — (a h dn nt

s o Nl TR MAIITM
JL, i ,\.I’ Vv Aiv P\I.l.l.lll ivi g ik Uil !IUI.II. V. \w’ U’ b} uvilL

o o rn
GuLvullv LUT

ordonnée n’est nulle. D’apres I’exemple précédent, il existe une homo-
graphie laissant invariants les points bases et transformant M en U.
Par composition de ces deux homographies, on obtient une homographie
k transformant M;,M,,M3,M4 en X, Y ,O,U. Il existe de méme
une homographie %’ transformant M} ,M),M%,M} en X,Y,0,U.
L’homographie h = k! ok’ répond a la question. L’unicité résulte du
fait que ’application identique est la seule homographie laissant inva-

riants les quatre points X,Y,0,U. I

Plus généralement, une application linéaire injective u d’un es-

ace vectoriel FE dane un esnace vectariel F induit une annhic
W ¥V W I L]

o
Y AAwa ad ATeaio  waL wepeVw LA vA.A\ml. E S ALRNA RZA W Wiiv sV

notée p(u) del’espace P(E) des droites vectorielles de E dans l’espace
P(F) des droites vectorielles de F . Les applications p(u) sont appelées

n’n’nlzt‘nhn'nc proj ective es, et hnmnarn'nthq s1 elles sont bilectives.

---------- = T3 =4 Laats SVl VAN

On peut ainsi retrouver les résultats du §2 par un chemine-
ment différent. Une démonstration analogue a celle de la prop. 8, mais
plus facile, permet de démontrer qu’étant donnés trois points distincts
M;,M,, M3, sur une droite projective l~), il existe une unique homo-
graphie h de D sur R qui envoie M; ,M;,M3 en 00, O et 1.Si M

est un point de D, on peut alors définir le birapport (M4, M2, M3, M)
comme I'élément hA(M) de R (cf. §2, exemple). Il est alors presque

immédiat qu'une homographie conserve le birapport.
Il reste a démontrer que le birapport (z;, 2, z3,z4) de quatre
nombres réels distincts a bien I’expression donnée comme définition au
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§ 2. Une homographie h de R dans R qui envoie &; en oo et z; en
0 est de la forme

T—T
h(z) =k ——,
T— T
avec kcR .1 rnnrh_;rn“ h(g_q\ -1 donng k= (z 11\/(30 —_ ._’l_‘.n\ .
WSROV T SR Am LARIRANEY \*&3) = 17i\=9 <)

Remarque. — Muni de sa topologie d’espace quotient de R3 — {0}, le plan
projectif Po(R) est un espace compact ayant une sphére de dimension
2 pour revétement & deux feuillets (cf. exerc. 10).

PROPOSITION 9. — Soient D et D' deuz droites affines et h une

application homographique de D dans D'. Il eziste des repéres affines
¢:R—D et ¢': R — D' telle que l’ezpression 6 =¢'"'oho¢ de h

st h est une applicaiion affine,

)==
0(z) = 1/z sinon.

Si h est une application affine, ce qui est équivalent & h(ocop) =
oop: , choisissons un repere affine ¢: R — D. Alors ¢’ =ho¢ est un
repere affine pour D’ . L’expression # del’application h dans ces reperes
est ’application identique de R..

Si h n’est pas une application affine, soient J' = h(oop) et

I = h~!(oop:). Choisissons des reperes affines ¢ pour D et ¢’ pour

D’ tels au rh(n\ — | r/)’(ﬂ\ — J' . L’expression 8 de h dans ces reperes
b S ) i 2 o

est une homographie de R telle que 6(0) = oo, #(oo) = 0. Elle est donc

de la forme 6(z) = k/z,avec k€ R*. 1l sufﬁt de modifier le repere ¢°
en le composant avec I’homothétie de rapport k¥ de R pour obtenir le
résultat annonce. I

";nl
LA

AJGilO 1 PI.G uc, Uo WUiVvVivLo 47 ©u P g SUILLL v U ul
de reperes affines. La relation entre I’abscisse # d’un point M de D et

I’abscisse 2z’ du point M’ = h(M) est de la forme
azz' + bz +cz' +d=0,

s
e\ (., by bec — a,d
\2tg) =+ a} -
Le changement de repere affine pour transformer cette relation en
zz’ = 1 est alors visible.
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Si a =0, la relation affine bz + cz' +d = 0 ne présente pas de
difficulté. Si les droites D et D’ sont contenues dans un méme plan

euclidien. les points M et M’ décrivent des divisions semblables {r'f
A Y

wasy =S po L ava ~ 2 ~va ARG LLIVELLS 222250 T2 LAS LAY

-y

s
homographie s’exprime comme ’application identique.

Soient maintenant deux droites D et D’ distinctes dans un méme

plan, e¢ h une homographie de D dans D’. Pour éviter d’avoir a
A ﬂ*‘“ﬂ'l‘ﬂr IDE ~rne hn"““lt'“l'ln'l'c Aﬂ “nrn]]n’ 1Iiemsos maNnn nNAaAnNe “l NnANe l"n'n: nn
SALAW Ullls WUAWA AWwW wiaw ll“l VAN AAWANW NAN y“l w\ruﬂlll\', ALY N d (=4 NJARD \ACHRALD WAALR

plan projectif E et nous prenons pour D et D’ des droites projectives.
Les droites D et D’ ont alors un unique point commun.

DEFINITION 6. — Sotent D et D’ deuz droites projectives distinctes

dans un plan projectif, et soit O leur point commun. On dit qu’une
r . . ___L°_ L J_. T __.__ T/ 2 . - L _____1_ _° _
o1 g plue It a€ LUJ 8SuTr U €Sl une ﬂomOlOgle It \U} — U

Ezemple. - Soient D et D’ deux droites projectives distinctes dans un
plan projectif, et soit K un point du plan, hors des droites D et D’.

La projection centrale de centre K induit une homologie de D sur D’.
En réalité, toute homologie est de ce type
K
NI

o~

Soient D et D’ stinctes dans un pian
projectif, et soit A une homologie de D sur D’. Soient M et N
deux points de la droites D, distincts entre eux et distincts du point
d’intersection O de D et D'. On pose M’' = h(M), N’ = h(N). Les
quatre points M, M', N et N’ sont distincts, et distincts de O . Les

droites MM’ et NN’ se coupent en un point K qui n’appartient ni a
D,nia D’'. La projection centrale p de cenire K de D sur D’ est une
O

homographle qui coincide avec h aux points O, M et N. Par suite
h = p car deux homographies qui coincident en trois points sont égales

(prop. 4). |
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Le point K est appelé centre de I’homologie h .

PROPOSITION 11. — Sotent D et D' deuz droites distincies dans un
méme plan, et O leur point commun. Soit h une homographie de D
sur D' . Il existe une droite A ayant la propriété que, si M et N sont

RN D it cnian T ada TN o ANl 2 NI ot T A s Lo
OTTLLS WISLITLCLS SUT 0 ATOWLE 1J , 31 IV1 €L 1IN SOTLL €UTS LTAUTLSJOTTIES
se l

»
)
Y
B
|

rencontrent en un point de la droite

(o9
-
Q
[~
[
a
a
[
U
O
[~
a
=
[ d

a
A’, B’, C' leurs transformés par ’homographie h. On suppose A et
A’ dlstmcts de O. Les droites AB’, A'B, AC’' et A'C sont distinctes.

On note W le point d’intersection des dr01tes AB' et A'B, V le point
d’intersection des droites AC’ et A'C, et A, la droite VW .

/

¢’
4

/

Soient p' la projection centrale de centre A’ de la droite D sur

la droite Aj , et soit p la projection centrale de centre A de la droite
LAY Ad uy!lu\a

sur |

+1AN ! + mna hamaoranhia Ao T
v bV uile uuxuusxuyluc uc iJ

h‘::

sur D’ qui transforme A en A’, B en B’ et C en C’. L’homographie
h est donc égale & pop’. Il en résulte que, pour tout point M de
D, le point d’intersection des droites AM’ et A’'M appartient a A, .
En particulier, pour M = O, le point J' = h(O) est l'intersection des
droites Ap et A’O. De méme, le point I = h=1(O) est l'intersection
des droites AO et A, . '

Si les points I et J' sont distincts (i.e. si h n’est pas une
homologie), la droite A, est la droite 1J'. Pour tout point M de la
droite D, distinct de O et I, la droite Ap; est égale & 1J'. Si N est

un point de D distinct de M, les droites MN’ et M'N se coupent en
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un point de la droite 1J'. Si M est égal 8 O ou I les droites MN' et

M’'N se rencontrent en J’ ou en I. D’ou la proposition dans ce cas.
tu

Qi Phomogranhie h e e homologie pour tount nnlnf M distinct

[
A A lelllv “ .I-v sw - AN Asa v-vo-v vvvvvvv w aasn W -
de O, la droite Ay joint le point O au point d’intersection de AM'
et A’M. Elle est donc égale 3 A et la conclusion est la méme. |

La droite A est appelée aze de I’homographie h.Si h n’est pas

une homologie, c’est la droite qui joint 'image et 'image réciproque du

e ™/ Q: L P
point O commun aux droites D et D'. Si h est

une llUIIlUlUglC, nous
verrons que ’axe de I’homologie est la polaire du centre de I’homologie
par rapport au couple de droites D et D’.

COROLLAIRE (théoréme de Pappus). — Soient D et D' deuz droites pro-
jectives dans un plan projectif. Soient A, B, C trois points distincts sur
ia droite D, et A’, B', C' irois poinis disiincis sur la droite D' . On
suppose ces points distincts du point d’intersection de D et D' (sinon
I’énoncé est incorrect ou sans intérét). Les trois points d’intersection des

droites AB' et A’'B, BC' et B'C, CA’' et C'A sont alignés.

~J
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ﬂ} 'ommis aouvies a une nomograpnie

Soit h: z+— 2’ une homographie de la droite projective R sur
elle-méme définie par la relation

(9) azz' + bz +cz’ +d=0,
ou ad —bc #£0.
S1 a = 0, ’homographie h est une application affine, le point oo

est un point fixe. Si, de plus, on a b+ ¢ =0, application A induit
une translation sur R . Elle n’a alors pas d’autre point fixe sauf lorsque
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d =0, cas ou h est application identique. Si b+ ¢ # 0, I’application
h mdult sur R une homothétie, d’ou un second point fixe.

Qi a0 le noint oo n’est nas fixe. Les noints fixes 2 € R sont
[ S ¥ 7— Vg 40 pPULLY UV Al DOV PO siate DO pULALSO Ll w N - L9
les solutions de 1’équation

az +(b+c)z+d=0.

L’homographie posséde zéro, un ou deux points fixes réels.

PROPOSITION 12. — St une homographie h de R posséde deuz points
fizes distincts u et v, le birapport (u,v,z,h(z)) est indépendant de
zE R f u v}.

i T
1nuc1scnbcnb si u et v sont deuz points distincts sur
relation
(10) (u,v,z,h(z)) =k
ot kER est # 0o ou 0, définit une homographie h ayant v et v

pour poinis fizes.

Soient u,v,z,z’,y et ¥ des éléments de R supposés distincts
entre eux. Un petit calcul élémentaire montre I’équivalence

('u.,v,:z,z') = (u’”’y’ y,) — (u,v,m,y) = (usv)z”y’)-
La premiere assertion résulte alors du fait que I’homographie A conserve

le hlrannorf .

~aa S

Pour démontrer la seconde, choisissons une homographie ¢ qui
envoie © en oo et v en 0. La relation (10) est équivalente a

(00,0, 8(2), d(h(z))) = &
qui s’écrit plus simplement ¢(h(z)) = k¢(z). Lue dans le repére pro-

ec‘,lf ¢'— ]nnnL “flnn _’l est l’hnmnfhnhp de rannort L - plag st une

T o o vansas ALV ALANS VAL VAW \A\o A p pULY Wy \; LI~

application homographique qui laisse fixes les points co et 0. I

L’homographie h définie par la relation (9) admet pour unique
point fizele point 0 si a 20, b+c =0 et d = 0. Larelation (9) s’écrit

! . 2y " N 1 1 a
azz' +b(z—2') =0, ou encore ——= =7
B) Involutions
DEFINITION 7. — Une involution est une application homographique

h d’une droite projective dans elle-méme, distincte de l'application
identigque, et dont le carré h oh estl’ pplzca,tmn identique.

ITne invaliition <nr act c 6 AT e ralatican AdAa la fArme
VIIT 1ilVULULivil dul iy ©OY u 118 t: pal Ii€ I€lauviOlil ac€ 1a 10II0¢e
!
azz' + b(z +2') +



168 VII. Homographies et birapport

PROPOSITION 13. — Pour qu’une application homographique h de R

o~

dans l~1 soit une tnvolution, il suffit qu’il eziste un point z de R tel

que .Jz\ #z et h(h(z))=12z.

Une démonstration rapide consisterait a dire que ’homographie
h o h a trois points fixes, les deux points fixes de h (dans C ) et le point
z, et que hoh est donc I’application identique.

Plus soigneusement, supposons h définie par la relation
azz’' + bz +cz' +d=0.
Quitte a faire une homographie, on peut supposer que les points z et
z' = h(z) sont distincts de oo . Par hypothése, on a
azz' +bz+cz' +d=az'24+b2' +cz2+d =0,
d’ou (b—c)(z—2')=0,douil résulte b=c. Il

COROLLAIRE. — Sotent z,2' ,y,v quaire points distincis de R . Il
pomacds Miamo mimasnin smmalidsnn Jda B ani smmnie » on wl ot a pe ad 1
CLLILE WILT u,lbiqu,c SILUVVLLILWVIL WT AL qu'l cCnuviwle &4 i & , CL cn y . ”

PROPOSITION 14. — Une involution de la droile projective réelle R
admet deuz points fizes ou aucun point fize. Une involution de la droite
projective compleze admet deuz points fizes.

Bn eoffet 124 “atiop any nointe Rvee am2 1 Dhx d

4jar  VirL vy a vqu & uAa pULILVO  Jravo e [ AL

discriminant 5> — ad # 0. I

p— o 1mmn
— V “» wwis

PROPOSITION 15. — St une involution h a deuz points fizes u et v,
elle est caractérisée par (u,v,z,h(z))=—1.
On sait (prop. 12) que I’homographie h est caractérisée par
(u, v, z, h(z)) = k,
on k€ R est #0,et #1 (quicorrespond a h = Id ). Par transposition
de z et h(z),ona (u,v,h(z),z) = 1/k. Pour que h soit une involution,
il faut et il suffit que ’'on ait &k = 1/k, soit k= —1. I

COROLLAIRE. — Une involution est déterminée par ses deuz points fizes.

C) Formes réduites d’une involution de R
Une involution affine est caractérisée par la relation

b(z+2')+d=0.

T.e noint 0o ect un noint ‘ﬁ e Si nrend nour oroine le cecaond noint
il r ~ AALR W A a4 A4~ A L= ¥ 13 rvaanv nv L] L £ Y l‘ r ‘I“ v “l vL‘.b‘.ll\f AN [SASA VAV F IRV § yv‘llv
fixe, la relation devient z + &’ = 0. Une fh :

involution affine est la symétrie
par rapport a un point.

Si I'involution n’est pas une application affine (a # 0), et si I'on
prend pour origine l'image du point oo, I'involution est caractérisée
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par zz' = d. Une involution qui ne laisse pas fixe le point oo est une
inversion.

8. Birapport harmonique

DEFINITION 8. — On dit que quaire points distinctis A, B, C, D
d’une droite projective forment une division harmonique si leur birapport
(A,B,C,D) est égal d —-1

On sait que (A, B,C,
A, B) et (C T)\ transforme

Ps LR e I tial

o~

Le fait que la division (A,B,C,D)
propriété des deux paires de p
de leur ordre.

Supposons que les points A,B,C,D appartiennent a& une droite
affine A . Pour que la division (A, B,C,D) soit harmonique, il faut et

il suffit que ’on ait

— —

A AD
(11) -2

— —

BC BD
Sil’on choisit un repere affine sur la droite A, et s1l’on note a, b, c et
d lec shericcee dee nointe A R (O et D la relation (11) ect danivalente
W Aww WiVUOVIOOWY \dww yv;;lua Py , s , -~ wv o , AU A WA VAN/AL \.l. l-’ war v \l\iul'w\lllv\l
a la relation

(a,b,c,d)

qui s’écrit aussi
{19) (a LB\ LdY—= 92({ab L £d)

Si l'on désigne par I le milieu du segment AB, on a les relations
équivalentes

( 3) 2 = . + 1 )
AB AC ' AD

(14) 1A? = IB? = IC.ID,

(15) CA.CB = CD.CI.

Si A,B,C sont trois points distincts sur une droite affine A

pour que la division (A,B,C, mA\ soit harmonique, il faut et il suffi

=313 & ) === == =T s

l."F..

~

point C soit le milieu segment AB.

Si A et B sont deux points distincts fixés sur une droite pro-
jective A , pour tout pomt C de A distinct de A et B, il existe un
unique point D de A tel que (A, B, C D) = -1 (prop. 2) On dit que
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le point D est le conjugué harmonique de C par rapport au couple de
points A et B. L’application C + D est une involution dont les points

fives sont A et R (pron. 15). On conviendra de dire aue chacun des
AL wnr MINT AR W - A w v L4 \r-vr- a.v’o ~ AR A ‘1

points A et B est son propre conjugué harmonique par rapport a A et
B.

DEFINITION 9. — Dans un plan projectif, on dit que quaire droites

projectives distinctes Dy ,D;,D3, D4 issues d’un point 1 forment un
&2 le biranport (D. D, D. D.) ‘fp'wlw—l_

"'.SI'IG on 1 hnrmn'n'l
ABaD v v Swa s A Vel wp v v \"’1 2y 3y~ 4y esr €

Pour cela, il faut et il suffit que les points d’intersection M; , M,
M3, M4 de ces droites avec une (toute) droite ne contenant pas le point
I, forment une division harmonique (§4, définition du birapport de

quatre droites).

Ezemples. - 1) Dans un plan affine euclidien, soient D;, D, , D3, D4 qua-

tre droites 1ssues d’un point 1. Si D3 et D4 sont les deux bissectrices de
n_ n*“ n,. ln “‘n'l ﬂ" {n >

N. N, D ac
Ul wu U‘ F A 1“15\4\1 wu \UI’U" Ud, U4} vo

.
o

le faisceau est harmonique et si les droites D3 et D4 sont orthogonales,

ce sont les bissectrices du couple des droites D; et D,.
Fn effet

enit A nne draite narallal
D\JAV el Wiivwv Wi VvVivwe yaluu‘/l

(4]
go-
e
.
e
[

ll \tll.\l

, i rencontre Dy, D,
et D3 en des points M;,M2 et M. Si D3 et D4 sont les deux
bissectrices de D; et D;, le point M3 est milieu du segment M;M,,
et la division (Mj, M3, M3,00a) est harmonique, d’oi la premiére
affirmation. Si le faisceau (D;, D2, D3, Dy4) est harmonique, le point M3

est milieu du segment M;M;, et les droites D; et D, sont symétriques

par rapport a D3 . La droite D3 est I’une des bissectrices, la droite D, ,
PSS PNy Ry & R [ 4 YI_ 4 b 4
qu1 lul €SiL Orbnogon 1 ) €SL 1 auvre 1 Sectrlce

2) Dans un plan affine, soient A,B,C trois points non alignés,
soit A’ le milieu de BC et A la paralléle a BC issue de A . Les droites
AB, AC, AA’ et A forment un faisceau harmonique.
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Tout faisceau harmonique de droites concourantes dans le plan
affine peut étre obtenu par une construction de ce type.

PROPOSITION 16. — Soient A,B,C,D quatre points projectivement

indépendants dans un plan projectif. Soient 1, J et K les points de

es (AB,CD), (AC,DB) et (AD,BC). Le

faisceau de droites (KA, KB, KI,KJ) est harmonique.

(39
N
39
=3

)

Dire , tre . 3

dire qu’ils sont distincts et que 5 nt e

sont distinctes (§5). Notons k le birapport (KA, KB, KI,KJ). Soient

E et F les points d’intersection de la droite KJ et des droites AB et

CD respectivement. En considérant les droites KA , KB, KI,KJ et les

deux sécantes AB et CD, on obtient I’égalité des birapports
(ABILEY=(D CIF)=Fk

\n,u,x,u, _— \.IJ, \J,l.’ L'} -_— .

>

En considérant les droites JA ,JB,JI,JK et les mémes deux sécantes
AB et CD, on obtient 1’égalité des birapports

(A,B,1,E) = (C, D, L, F).

'autre. On a donc k = 1/k,soit k2 =1, d’ou k= +1.Si k était égal
a 1,les points I,J et K seraient alignés. Le fait que ces points ne sont
pas alignés n’est pas tout a fait évident. Nous ’établissons dans le lemme
suivant, ou intervient explicitement que nous faisons de la géométrie sur
un corps de caractéristique différente de 2. ||

Lemme. — Si quatre points A,B,C,D, dans un plan projectif, sont
projectivement indépendants, les points I = ABNCD, J = ACNBD et
K = ADN BC ne sont pas alignés.
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D’aprés la prop. 8, il existe une homographie envoyant les points
C

A,B,C,D aux points X,Y,O et U définis au §5. Autrement dit,
on peut choisir un repére projectif dans lequel on ait = (1,0,0),
B=(0,1,0), C=(0,0,1) e¢ D =(1,1,1). On voit facdement que l'on
a alors I =(1,1,0), J =(1,0,1) e¢ K=(0,1,1). Ces points ne sont
pas alignés car
1 1 0
det(O 1 1):2. I
\1 0 1)

Remarg — Sous les h ypo ses de la proposition 16, les faisceaux

5 hypotheéses
(IB, IC, IK 1J) et (JC,JD,JI,JK) sont aussi harmoniques.

Dans un plan projectif, soient D et D’ deux droites distinctes,

point d’intersection. Soit M un point n’appartenant a aucune
e D Aan TV Qn;f T. 1 d;v;uv jeena dn T fnne

o a
wvo p &4 v P &4 . A AJOD N ue l g‘
- -

e |
(IM,L,D,D’) soit harmonique. Une droite A issue de M rencontre
les droites L,D,D’ en M’,N,N’. La division (M,M’,N,N’) est
harmonique. En d’autres termes, le lieu des conjugués harmoniques du
point M par rapport aux points d’intersection avec D et D’ d’une
droite variable passant par M est la droite L. Cette droite est appelée

droite polaire du point M par rapport au couple des droites D et D',

Ve pv v NAWweS wa

D/ /L \ D

La proposition 16 permet une construction simple, a la regle, de
la polaire d’un point par rapport a un couple de droites distinctes. Avec
les notations de cette proposition, la droite KJ est la polaire du point
I par rapport au couple de droites (AD, BC).
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Exercices

1

a) Soient 1 ,x2 ,x3,%4 et y1 ,¥2 ., Y3, ys deux suites d'éléments distincts dans R
On suppose i'égaiité des birapports

(z1,72,%3,74) = (¥1,Y2,Y3,¥4).

Démontrer que, pour toute permutation o € S; , on a |'égalité des birapports
)

si (11,12713,$4)=k,

alors (Ta(1)r Ta(2)r Ta(3)s Ta(s)) = ho(k).

Démontrer que la fonction h, est homographique. Démontrer que I'application o — hes
est un morphisme du groupe symétrique Sy dans le groupe PGl;(R) des homographies

—~ N

c) Démontrer que I'image de ce morphisme est un groupe G a six éléments que i'on
précisera, et que son noyau est un sous-groupe H de S; a quatre éléments que I'on
précisera.

d) Démontrer que les orbites de G dans R qui ont moins de six éléments sont {0,1,00}
et {-1,2,3

e) Sur le corps C des nombres complexes, démontrer qu'il y a une autre orbite

exceptionnelle, I'ensemble {—3j, —52} , des deux racines cubiques complexes de —1 .

2

Dans R?, les équations

ax? + 2bzy + cy? = 0, az? + 28zxy + vy® =0,

I'équation d'un couple de droites vectorielles (D, D), et I'équation

n
d'un couple de droites vectorielles (A, A’) . Ecrire la condition liant les coefficients pour

que le faisceau (D,D’, A, A’) soit harmonique.

J

Soient P = (p1,p2) et Q = (q1,92) deux points distincts dans R2 . On suppose
que la droite PQ ne passe pas par l'origine. Pour a € ﬁ. on note M(a) le point
(1 — a)P + aQ. Calculer les coordonnées du point P(a) d'intersection de la droite
OM(a) et de la droite D d'équation y = 1. On retrouve ainsi qu'une projection centrale

est une transformation homographique.

4

Démontrer {'équivalence

(O0,0,IL‘,.’L") = (oo,O,y, yl) —~ (O0,0,.‘L‘, y) = (O0,0,.’L", yl)
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en remarquant que le multiplication des matrices diagonales est commutative.

=
9

a) Soient A et B deux points d'une droite affine D, et soit I le milieu du segment
AB . On munit la droite D du repére projectif pour lequel les points A, B, I ont pour
coordonnées homogeénes (1,0), (0,1) et (1,1). Démontrer que le point de coordonnées
homogenes (z,y) est le barycentre de (A,z) et (B,y) si x+y # 0, et le point ocop
si z+y=0.
b) Soient A, B, C trois points non alignés dans un plan affine P, et soit G
I'isobarycentre de A, B, C. On munit le plan P du repére projectif dans lequel
de A, B, C, G sont (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

S 22, w , X 201 Lt

les coordonnées homogeénes

gl B | L B

et (1,1,1). Démontrer que le point M de coordonnées homogenes (z,y,z) est le
barycentre de (A,z), (B,y). (C,2) si c+y+2#0.Pour z+y+2z=0, le point
M est un point a l'infini dans une direction que |'on précisera.

6
Démontrer |'égalité suivante (formule de Laguerre) :

(tan6,tané’,:, —1) = exp (2:(0 — 6)).

-
{

Soit f un nombre réel # 0. Dans R?, on note F et F’ les points de coordonnées
(f,0) et (—f£,0) respectivement.

Etant donné un nombre réel a # —f , on pose A = (a,0), B =(a,1), H=(0,1). On
note H' = (0,h’) le point d'intersection de la droite BF’ et de I'axe vertical z =0.
On note B’ = (a’,h’) ie point d'intersection de ia droite HF et de ia droite horizontaie
y=~h'.

3
()
"3
>

>
/_

<
~¥ N

—]
[se)

Démontrer que les nombres réels a et a’ sont liés par la relation
1 1 1

a a f
Cette construction est utilisée en optique pour déterminer I'image A’ = (a’,0) du point
A = (a,0) par une lentille de distance focale f.
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En utilisant la proposition 16, donner une construction simple de la polaire d'un point
par rapport 3 un cercle (VI, exerc.6).

Q

>4

a) Soit w une lettre ne désignant pas un nombre réel. On note R I'ensemble R U {w}.
Démontrer qu'il existe une unique structure d’espace topologique sur I'ensemble R qui
posséde les propriétés suivantes :

B) I'ensemble R est ouvert dans R,

v) les complémentaires des intervalles compacts [—A, A] forment un ensemble
fondamental de voisinages du point w dans R.
b) On note S le cercle de centre 0, de rayon 1 dans R2 , et A le point (0,1).
Etant donné un point M = (z,0) de I'axe Oz , déterminer les coordonnées (z',y’) du
point d'intersection M’ , autre que A, de la droite AM et du cercle S. Inversement,
exprimer x en fonction de (z',y’') .
Les points M et M’ se correspondent par l'inversion de péle A, de puissance 2, que
I'on appelle aussi projection stéréographique de centre A .
c) Notons h I'application de S — {A} dans R qui, au point M’ de S — {A}, associe
I'abscisse x du point d'intersection de la droite AM’ et de I'axe 0z . Démontrer que

r

. Arnlarmasebhicma

un nomeomorpnisme.

-

L A=
nn <
Démontrer que h se prolonge en un homéomorphisme h du cercle S sur R, envoyant

Aen w.

d) De facon analogue, démontrer que la droite complexe complétée C est homéomorphe

10

La droite projective P;(R) est I'ensemble des droites vectorielless de R2 . C'est donc
I'ensemble quotient de R2 — {0} par la relation d’'équivalence R dont les classes sont

les droites vectorielles de R? privées de 0. On munit P;(R) de la topologie d'espace
quotient. On note ¢’ V'application de R? — {0} dans R qui, a un éément (z,y),
associe z/y si y# 0, et w si y =0 (notations de |'exerc.9).

!

a) Démontrer que I'application g’ est continue, et qu’elle passe au quotient pour définir
une bijection continue g de P;(R) sur R (c¢f. §1, D).

b) Démontrer que la relation d’équivalence R induit sur le cercle unité S de R? la

relation d'équivalence Rs dont les classes sont les paires {id, —i} de vecteurs unitaires
opposés.

Démontrer que I'espace topologique quotient S/Rg est homéomorphe 3 S [on pourra

identifier S et le groupe U des nombres complexes de module égal 3 1, et considérer
I'application z - 22 ].
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c) En déduire que la droite projective P;(R) s'identifie a I'espace quotient S/Rg, et
que I'application g est un homéomorphisme de la droite projective P;(R) sur la droite

complétée R .
d)
~7

m

®
)

n procédant comme en a) et b), démontrer

nl

procédant comm
bR %) . - . . _a 1 [ . __%a 2 [ a) . | h o I8 s b _a® 11 2 b 1 - - . 0
a |1 espace quotient ae 1a spnere unite D2 ae IL- padar ia reiation a equivaience aont ies
classes sont les paires de points diamétralement opposés. En déduire que P2(R) est un

espace compact.



CHAPITRE VIII

>ONIQUE

(géométrie élémentaire)

La terminologie de conique pour désigner ellipse, hyperbole et
parabole, est I’abréviation de section conique. Au 1V€ siecle avant notre
ére, dans ses travaux sur la duplication du cube (construction géomé-
trique de +/2, reconnue impossible depuis Galois), MENECHME, éleve

de Platon, aurait été amené a considérer les courbes définies comme sec-
dimma AV A Ao smleraleadz o s dam mlae acdbh e 13 wima sdnlontnian
LIVIIDdD U uIl DUI[C ac ISVOoluvion pal ull piail U1 ulusuum a ullc 551[51 LLIULT

Absentes des éléments d’EUCLIDE, les coniques sont le sujet d’un im-
portant traité d’APoLLONIUS (111°siécle av. J.C.). Celui-ci envisage les
sections planes quelconques d’un c6ne a base circulaire, et établit les
équations données au § 2. Ainsi, pour Apollonius, les coniques sont les
projections centrales de cercles.

équations sont décrites par une représentatio

"—"'a.
A =

transparente. la surface

b. Une ¢

n produit ab es

-« O
.

e
3
3
a
A

‘aires de rectangles. La construction d’un point (z,y) de la
parabole d’équation y? = 2pz est équivalente a la construction d’un
rectangle dont 'un des cotés est donné égal a 2p et dont la surface
est égale au carré y?. La dénomination de parabole vient du nom
grec de cette construction ( rapaBoAn signiﬁe comparaison, abordage,

), Pour ’hyperbole d’équation u =z(2p+ pz/a),ils ‘agit de

- T TN LI “I"'"

) PR SN S o | —mmd a0 A A4 V_ A 4 Y0

1a COIISLIucCuionn a 1 [CCbﬂ-llgle (.l ulrc y y QOILL 1€5 COLES SOILL 1 IIICOIIIIUC e
et une longueur z, plus grande que 2p, de sorte que la différence entre
ce rectangle z x = et le rectangle 2p x z soit un rectangle semblable au

rectangle donné p x a. Le nom d’hyperbole signifie ezcés. Pour ’ellipse



178 VIII. Conigues (géométrie élémentaire)

d’équation y? = z(2p — pz/a), il s’agit d’une application avec défaut
(ellipse). Les solutions de ces problémes de construction sont données
dans le livre VI des Eléments A’EUCLIDE, curieusement sans référence

La définition des coniques par un foyer et une directrice était
connue de PAPPUS (111°s.). A part cette définition et les théorémes de
PONCELET et de DANDELIN (datant du début du X1x®s.), APoLLo-
NIUS connajssait toute la théorie éiémentaire exposée da.ns ce chapitre.
s qu’on lui doit est d’écrire
les équations des courbes, qui sont des relations entre les «lignes » qui
représentent 1’abscisse et I’'ordonnée des points. Mais il fa.ut attendr

p )
rés de ]
b}

les

(4]

1n YVIITC ciarle
aa AALR PAVwNwAN
h |

es manipulations et des calculs sur ces équations.

Au début du xvii®siécle cependant, les coniques devaient étre
suffisamment connues et présentes dans l’enseignement universitaire
pour que GALILEE et KEPLER en connussent les propriétés. Le premier
démontrait la trajectoire parabolique des objets en chute libre. Le

de lnneme constatant aue l’hypnthése de la lol des aires et les mesures

“Aalciiic R L CLriitatl L0 A4S LUV L% 222% vw

de TYycHO BRAHE ne permettaient pas a la planéte Mars d’avoir une
trajectoire circulaire, fit ’hypothése que la trajectoire était portée par
une ellipse dont le soleill occupait un foyer.

a lo mrlanmicira at Ao VMo do a2 1200
C la ulcualuquc Tl UT 1 adlliVIlULILIC, 1 TLHPDT

et la parabole apparaissent dans les programmes des classes terminales
scientifiques frangaises aprés le coup d’état de 1852. L’ellipse est le lieu
des points dont la somme des distance aux deux foyers est égale a une
longueur donnée. La parabole est le lieu des points équidistants du foyer
et de la directrice. L’hyperbole n’apparait qu’en 1902, suivie en 1905

de la définition commune par foy irectrice, ainsi que des sections
planes des cones de révolution

Nous avons choisi de commencer par la définition commune par
foyer et directrice (qui exclut le cercle). Les équations et la définition
bifocale des coniques a centre en résultent. Les sections planes de cones

de révolution sont abordées dans l'esprit du théoréme de DANDELIN.

Les théorémes de PONCELET sont traités dans le cadre des définitions
bifocales.
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1. Premiére définition (foyer et directrice), équation polaire

Soit D une droite dans un plan affine euclidien E. Si M est un
point de E, on notera d(M, D) la distance du point M a la droite D.
C’est la longueur du segment MH, ou H est le projeté orthogonal du

t le pr
point M sur la droite D. Soient F un point de E hors de la droite D,

et e un nombre réel > 0.

DEFINITION 1. — La conique de |

Choisissons un repére orthonormal dont 1’origine est le point F,
et I'axe des abscisses la droite perpendiculaire & D issue de F (axe de
symétrie des données). On note K le projeté orthogonal du point F sur
la directrice D, et on pose ﬁ\: d.

T

M;
/i

F/im K

@

Soit M = (rcosf,rsinf) un point du plan, on note H et m les
projections orthogonales de M sur les droites D et FK.On a

cos §|.

ALTTY r ) ]

MF = |r|, MH =mK = |d -
La condition MF = e MH s’écrit
(1) +r = e(d — rcos¥b).

Le changement de r en —r et de 6 en 6 + 7 ne change pasle point M,

et permet d’éliminer le signe + . L’équation de la conique en coordonnées
polalre st don
ed

(9) __ e
{ ) 1+ ecosf
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2. Equation cartésienne

Par un choix convenable des axes de coordonnées, on peut sup-

o namhre — od ect
2 v. uC NICINIOIC = &€& £S5\

3

V4 2 ’ b ] 3 N r'd 1)

En notant (z,y) les coordonnées du point M, I’
devient +r = p — ez, qui est équivalente a

(3) 2’ +9° = (p—ez)”.
Si e =1, ’équation (3) s’écrit
(4) v =—2p(z— :)

C’est I’équation d’une parabole d’axe Fz, dont la tangente au sommet
est la droite = = p/2, médiatrice de FK.

~
N |y
\ D

pl2 |p

S

8

/

v
v

d

Si e # 1, ’équation (3) s’écrit
z2(1 — e?) + 2pez + v* — p? =0,

ou encore, en regroupant les termes en = dans un carré,

5\ (z—z0)? ¥ =0
() a? +€b_2— — Y%
avec
ZO——‘peq) a:T:__I)_,“7 b:%'
1-¢? i-er’ T -]
et e=15si 0<e<l, €e€=-1 s e>1

La droite y = 0, axe de symétrie de la figure constituée du point
F et de la droite D, est axe de symétrie de la conique. Mais il apparait un
axe de symétrie non prévu, la droite z = x¢, d’ott un centre de symétrie
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O = (zc,0). Les coniques d’excentricité # 1 sont appelées coniques d

centre.

En prenant la droite z — z; pour axe des ordonnées, pour
0 < e< 1,l’équation (5) devient
6 2 92 1
(6) 2 2
équation d’une ellipse que I’on peut représenter paramétriquement par
(7 T = acosu, y = bsinu.

B
A [ B F \A
\ J

—_
Les points d’intersection de ’ellipse et de ’axe Oz sont les points

A =(a,0) et A’ = (—a,0). Les points d’intersection avec I'axe Oy sont
O;nfc R — (D h) et B’ — (0’ _b). ﬁns

LALVOD ar — \V, V}

—

es p
sommets de Dellipse. L’abscisse —zo du foyer F dans ces nouvelles
coordonnées est > 0 et notée ¢ ; on a

wnn
a
=
ot
ot
a
(2]
a
L]
)
Pt
o
(¢'2Y
2]
=-n
&
-
o
ma
ot
)
(W)
(LA
=
=
[
=,
o
=
o
)
L ]
5}
>
1]
L]
a
sy ]
[oP)

irectrice. Le parametre
p, ’excentricité e et la distance d du foyer a la directrice sont donnés

b2 c b2

o\ U 5 — J
(8) p=— e=— a=

a a c

La directrice est la droite d’équation
t=c+d=ad?/c.
Si Pexcentricité est > 1, ’équation (5) devient
(9) B B
\"J

équation d’une hyperbole d’équations paramétriques
(10) z=tachu, y = bshu.
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N\ 7

N N\ S/

[
;>
3>

®
&

o
4

i N

En posant ¢ = g, le foyer F a pour abscisse —c et ’'on a

a?+b%=
Les relations (8) sont encore valables. La directrice D a pour équation
nt — PRI 2.,
£ — —C T U — —a /L

Les points A’ = (—a,0) et A = (a,0) sont les sommets de ’hyperbole.
Dans le cas des coniques a centre, soient F’ et D’ les symétriques

de F et D par rapport au centre O de la conique. La conique de foyer
F . de directrice D . d’excentricité e est aussi la conique de foyer F!  de

b) e e 1 =

P L —_— aa . 2 o arAST
directrice D y UC IICIINEC €XCCIl

I |
=y
(=]
g
e
[ =l
.
t—!
ml
Pt
(@]
=
o]

distance focale.

3. Définition bifocale des coniques a centre

2 2

T Yy

— + 35— 1=0,

a b
~n N -~ L T ag Favare cnn lag mmtmée Y — o N0Y ¢ T __ [ ~ N\ | P
Ou v Qv \ d. uLes 1uyc1a sont ies pults r — (C, U} cvt r — (—¢, U} y 1Ed
directrices correspondantes D et D’ ont pour équations & = a?/c et
2 = —a’/c. On note K et K’ les points (a?/c,0) et (—a?/c,0).

Soit M un point du plan, et soient H et H' les projections
orthogonales de M sur les droites D et D’. Si le point M est situé
entre D et D', on a

MH + MH' = KK’ = 2a?/c.
Si, au contraire, le point M est a I’extérieur de la bande limitée par D
et D',ona

IMH — MH'| = KK’ = 2a%/c.
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Si le point M appartient & l’ellipse £, on a MF =eMH,
MF' = eMH', d’ou

11\
(11)

Comme FF’ = 2¢ < 2a, la deuxiéme égalité est impossible, et ’on a

(12) MF + MF' = 2a.

Le méme raisonnement pour I’hyperbole H d’équation

'l‘2 112
:: - ;’q - 1 = 0)
a’ b

conduit a

(13) IMF — MF’| = 2a,

la premiére égalité de (11) étant impossible car FF' > 2a.
Nous venons de démontrer que les conditions (12) et (13
sont nécessaires pour que le point M appartienne a Pellipse £ ou a

I’hyperbole H respectlvement On peut démontrer qu’elles sont suff-

S’

ue dans le méeme Sp sprit

asavanass u

ue

-\ D~
[ 3l

’=
=

.-I:

1
1
It

>

a démonstration directe (voir exerc. 19). Nous donnons ci-dessous une
démonstration analytique qui prouve que les conditions sont nécessaires
et suffisantes, a la fois pour ’ellipse et pour I’hyperbole.

PROPOSITION 1. — Soit C la conique d centre de foyers F = (c,0) et
F' = (—¢,0), de grand aze 2a . Pour qu’un point M du plan appartienne
d C, il faut et il suffit que l’on ait

MF+MF =22 si 0<c<a (casde lellipse),

IMF — MF'|=2a si 0<a<c (casde Uhyperbole).
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La condition (MF 4 MF’)? = 4a? est équivalente & MF + MF' = 2a si
0<c<a,eta |MF— MF'|=2a si 0 <a<c.Elle est équivalente a

2 12 ~2Y\2 __ 2 I2
(MF? + MPF'? — 4a?)? = 4 MF*MF

(222 + 29 + 2¢* — 4a?)? :4((m—c)2 ¥)((= + ¢)* + %),

2\2 9\2 ‘ 2
)

(22 + 4 +c®—2a?)? = (22 +y* + ¢
2a(222 + 2% + 2¢? — 2a®) — 4c?z? = 0,

2 2

z 1
I S—
2 T g2 2

qui est I’équation de la conique C. |

Dans un espace euchdien de dimension 3, soit A un cone de
révolution de sommet S, dont ’axe est une droite A passant par S et
0 <@ <7/2.Lecone A est la réunion

\
ou
des droites génératrices issues de S dont ’angle avec 'axe A vaut 8.

Oilt alls:t 2

nt par S. Construisons d’abord les
sphéres inscrites dans le cone A tangentes au plan II. Soit X,
une sphére inscrite dans le cone A. Il y a deux points ¢ et ¢’
diamétralement opposés sur ¥ ou le plan tangent est paralleéle a II . Si
le plan tangent T au point ¢ ne contient pas le sommet S, il existe
une homothétie de centre S qui transforme T en II. Cette homothétie

tA- ela o .‘..-...
101111C 1a p i<l

Soit II un plan ne passa

1
5
2]
. g,

) l.l.l.abllbe

Wi a
t F homothethue de ¢. Sile plan II, rallele a H
s tangent au cone, on obtien

o €ii

-

oints ¢ ou ¢’ appartient

'’y a qu’une sphére inscrite

=’-c

a une generatnce du cone parallele a
tangente au plan II.
Etant donnés le cone A et le plan II, déterminons la courbe T

intersection de ces deux surfaces. Soit ¥ une sphere inscrite dans le cone
A, tangente a II au point F. Soit C le cercle de contact de ¥ et A

i1,

) T

et soit P le plan de ce cercle. Si les plans II et P sont paraliéles, le
plan II est orthogonal a ’axe du cone, et la courbe I' est un cercle. On
suppose que les plans II et P ne sont pas paralleles, et on note D la
droite commune a ces deux plans.
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My = Mm cos@.
Si M est un point du plan II, et si H est le projeté orthogonal de M
sur la droite D, on a

My = MH sin a,
ou « €]0,7/2[ désigne une mesure de ’angle des normales aux plan P
et II.

Si le point M appartient a la courbe I' d’intersection de A et
IT, les longueurs Mm et MF, longueurs de deux tangentes issues de M
a X, sont égales. On a donc
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Les points de I' appartiennent a la conique C de foyer F, de directrice
sin o

D, et d’excentricité dans le plan II.
cos @

Pour démontrer que tout point de C appartient au cone A,
il suffit de remarquer que, si M est un point de l’espace extérieur
na nor MM ) 1o dist

g].l.\r yﬂl v \L'L, d ’ pie ]

tielle du point M a X, les points du coéne A sont caract

; ln (-5 2 Y
@ 1 ayu.

)
Pinédeali 1> 8M Yeach et lee nointe evtérienre nar indaalité an-
’
posee.

d

w
II ne passant pas par le sommet du cone, est une conique. Les foyers de
cette conique sont les contacts avec II des sphéres inscrites dan

7
&
o
Qs
1
®

et tangentes ¢ II. La directrice correspondante est

Le cas d’une seule spheére inscrite dans le cone et tangente au plan
II correspond & a + 0 = w/2 ; ’excentricité est égale a 1, et la courbe
I’ est une parabole.

On obtient une elh
le plan Iip ne contient aucune génératrice du cone; le plan II ren-
contre alors une seule nappe du cone. Si M est un point de Dellipse
I', la génératrice SM rencontre les cercles C et C’' de contact des
deux sphéres inscrites X et X' en m et m/. La longueur mm’ est
indépendante du point M. Comme le point M est situé entre m et

m', on a Dégalité mm’' = Mm 4+ Mm', et 'on retrouve que la somme

< Saaumbdd L Y27 N m Y

1 ™ __ s 1 ___ 2__a1_ 1
MF + MF' est indépendante d
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L’excentricité est > 1 sile plan IIp contient deux génératrices du
cone. La omque I’ est une hyperbol d nt les asymptotes sont paralleles

roduites dans

- ; & ---. v- LAY~ --

N
q

4 ar_° ___

on a mm" = |Mm — Mm/| car le point M se trouve a l‘eaneur des
3 7
points de rencontre de sa génératrice et des cercles C et C’'. On retrouve
ainsi la différence des distances |MF — MF’|.
Inversement, on démontre que toute conique est une section plane
d’un céne de révolution (exerc. 20).

APOLLONIUS de Perge savait que toute section plane d’un cone
é base circulaire est une comqne uependa.m, il faﬂut 0 7ingt

Polytechnique, fixé a Bruxelles, mette en évidence la détermination
géométrique des foyers et directrices grace aux sphéres inscrites tangentes
au plan sécant. Il signala que ce résuitat était implicitement contenu
dans un travail d’Adolphe QUETELET (1796-1841), mathématicien belge.
La proposition 2 est connue sous le nom de théoréeme de Quételet et
Dandelin, ou théoréme belge.

L’équation (6), ou les équations paramétriques (7) du § 2, mon-
trent que toute ellipse se déduit d’un cercle par une affinité orthogonale.
Par suite ’ellipse est une courbe de classe C*° dont tous les points sont

’

™ _ e mead
IC Cl'b. DI.IC bcparc I.C pl €n (.ICU.L pa.rucb ouvertes

u
bornee et convexe, appelee intérieur de 'ellipse, 1’'a

connexes, 1'une
e non bornée, ap-
pelée eztérieur. Une droite rencontre une ellipse en 0 , 1 ou 2 points.

Les tangentes sont les droites qui ont un point commun avec ’ellipse.

A @
I// M

[

N

Soit € lellipse de foyers F et F', de grand axe 2a, ou
|FF/| < 2a. Pour qu’un point M du plan appartienne a £, il faut et
il suffit que la somme MF + MF’ des distances de M aux deux foyers

5

\

)

-~

o
|

T34
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soit égale & 2a. Il revient au méme de dire que le cercle C(M) de cen-
tre M, de rayon MF, est tangent au cercle ®' de centre F’, de rayon

2a . Par analogie avec la directrice d’une parabole, le cercle ®' est ap-

PR, Jh AU Py,
pClC CCTCGC atrecweur

a et F. On peut cons
point ellipse £ de la fagon suivante. On choisit un point ¢ du cercle
directeur ; le point M d’intersection de la médiatrice du segment Fo
et du rayon F'¢ appartient & ’ellipse. Nous verrons ci-dessous que la

médiatrice de Fy est la tangente en M a D’ellipse.

Etudions l'intersection de l’ellipse £ et d’une droite A du plan.
Q24 T V. £’ Ao amnlac mantede e A 2t mocon - e IV Tlowa
Q01LV s IC uuabcuu €S CEICICS CCIVICS sur a Pubbullla pal I' . L aAl
radical est la perpendiculaire & A issue de F. Lorsque F est en dehors
de A, il s’agit du faisceau des cercles passant par le point F et par
o naint 2h cuvmlérmiane da ' mar ro -t A Q: 1o Arnida A sacaa
1< PUI (47 l’J a_y ucullqu.c uc 1 Pal IGPPULIJ d e o Il 1 aroite a PGBBC

par F, le faisceau F est un faisceau de cercles tangents. Les points
d’intersection de ’ellipse et de A sont les centres des cercles du faisceau
F qui sont tangents au cercle ®'. L’existence de tels cercles dépend des
positions de F et ¢ relativement & &'. Pour une ellipse, la distance
focale 2c est strictement inférieure au grand axe 2a. Le point F est

a) Si le point 1 est extérieur au cercle ®’, il n’y a aucun cercle
répondant a la question. La droite A ne rencontre pas 'ellipse.

b) Si le point 3 appartient au cercle directeur &', la droite
A, médiatrice de F1/), rencontre le rayon F’ ¢ (car F est strictement

’ hd \
ntérieur & P’

= - N~ ai saaa vv--

re de ’unique cercle passant par F
e 1que cercle passant par I,
h Y

a dr01te A est tangente en M a l'ellipse.

~€~
-

tangent a ' au point
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c) Sile point 9 est intérieur au cercle directeur @, il existe deux
cercles du faisceau F qui sont tangents au cercle directeur. On peut les

cle auxiliaire S du faisceau, qui rencontre le
cercle ®' en deux points dictincts C et D (¢f. VI.7, construction 7).
Le point I d’intersection de la droite CD et de ’axe radical du faisceau
F (s’ll existe) est centre radical du cercle &' et du faisceau F . Il est
extérieur & S, car les points C et D du cercle ' ne séparent pas les

points F et 1 sur le cercle S. Le point I est donc aussi extérieur a

®' . Les contacts ¢; et @2 des tangentes au cercle ®' issues de I sont
oo acdede doo Ao omdae AIARA N 2 /ALA N Lon-ll.
1CS COILLACLd UCCd UCux CCICITDd \J\lVll) cu \J\lVlZ) CIICLCIITD.

Le cas d’exception est le cas ou la droite CD et I’axe radical de

F sont paralléles. Ce cas se présente si le foyer F', centre du cercle
directeur, appartient a A, droite des centres du faisceau F . Les points
p1 et o sont alors les deux points d’intersection de la droite A et du
cercle directeur.

L’énoncé suivant résulte de ce qui précede.

PROPOSITION 3. — Pour qu’une droitte A soit tangente d l’ellipse € , 1l
faut et il suffit que le symétrique ¥ du foyer F par rapport a la droite

A appartienne au cercle directeur de rayon 2a, centré da l’autre foyer

F’ . Ta nnim nt de contact de ln I’mnz e A et d l"a ’a’lonnc F‘ aat a!o"ng la

LG PV viv yv w wiwv * Lesvpu v

d’intersection de la droite F'v et de la droite A .

nnint
A" & v

\4‘.’ 10

DEFINITION 2. — On appelle cercle principal de l’ellipse £ le cercle de
rayon a centré au centre de l’ellipse.
e Drinc;

COROLLAIRE. — Les projections orthogonales des foyers de l’ellipse E
sur les tangentes décrivent le cercle principal.
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En effet, ’homothétie de centre F, de rapport 1/2, transforme le
cercle d1recteur ®’ en le cercle principal. Lorsque le point ¢ parcourt le

cercle @' le projeté m‘fhngnnal de F sur la médiatri

B) Hyperbole
Les équations (9) ou (10) du § 2 montrent que toute hyperbole se

déduit par une affinité orthogonale de I’hyperbole équilatére d’équation
z? — y? = 1, ou, aprés rotation, de I’hyperbole équilatére y = 1/2z. Une
hyperbole est donc une courbe de classe C°®° dont tous les points sont

réguliers. Une hyperbole a deux composantes connexes, chacune d’entre

elles a deux branches a ’infini avec asymptotes. Les deux asymptotes

ne droite et d’une hyperbole, on est conduit & une

équation du second degré. Une droite rencontre donc une hyperbole en
0, 1 ou 2 points. A la différence de ’ellipse, les droites qui rencontrent
I’hyperbole en un seul point ne sont pas uniquement les tangentes. Les
paralléles aux asymptotes, autres que celles-ci, ont aussi cette propriété.
Soit H D’hyperbole de foyers F et F' de grand axe 2a, ou

- B&Jr )y AV B l.l.u S~ Y g

I’'intersection d’

/! n a ’_o x f

|FF'| > 2a . Le foyer F est extérieur au cercle directeur &', de cenire
F', de rayon 2a. Pour qu’un point M du plan appartienne & H , il faut
et il suffit que I’on ait |[MF — MF’| = 2a . Cette condition est équivalente,
comme pour ’ellipse, au fait que le cercle C(M), de centre M, passant
par F, soit tangent au cercle ®'. La construction d’un point M de
lhvnerbole a partir du contact ¢ de (‘(M\ et de ®' est analogue a

celle indiquée pour I’ellipse.

Soient A une droite du plan, et F
ur A q

('b'—'

/]

ui pass ct
e A avec }L:y'pt‘:ruuw n’est autre que la recherche des centres des
cercles du faisceau F qui sont tangents & ®’. La discussion ressemble
a celle faite pour I’ellipse, mais en tenant compte du fait que le foyer F

est extérieur a 9’.

a) Si le point %, symétrique de F par rapport & A, est intérieur

e fai
1 passent par F . La recherche des points d’intersection rle la

enida A
1010

(o]

a &', la droite et I’hyperbole sont disjointes.
b) Si le point ¥ appartient a ¥, il y a un unique cercle

convenable, sauf si le point 3 est I'un des contacts T; ou T, de I’une
des tangentes & &’ issues de F. On peut vérifier que les médiatrices
de FT; et FT, sont les asymptotes de I’hyperbole. Si v est distinct
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de T; et T, sur &', la droite A est la tangente 3 H au point M,
intersection de la droite A et du rayon F'¢.

Si le point est exteneur a &' et sil’axe radical du faisceau
, il y a deux points d’intersection. Si 1’axe

e ] o
®
w
-+
o
- M
o]
4]
=
[
pa

 F est tangent é_. @' | il v a un unique point d’intersection, la

A=y pURAS

PROPOSITION 4. — Pour qu’une droite A soit tangente d I’hyperbole 'H ,
ou soit une asymptote, i faut et il suffit que le symétrigue ¢ du foyer F
pl_l rapport a la droite A appartienne au cercle directeur de rayon 2a,

entré a l’autre Juyc1 F/
Les asymptotes sont obtenues lorsque la droite Fvy est tangente
au cercle directeur. Sinon, le point de contact de la droite A el de

I’hyperbole H est le point d’intersection de la droite F'v et de la droite
A

%)

COROLLAIRE. — Les projections orthogonales des foyers de I’hyperbole £
sur les tangentes et les asymptotes décrivent le cercle principal.

C) Parabole

Nane P2 1o marcahala A2Z2nnadinn  2:2 —— ot 1Mma mmtrm La Aa
alld Au ] i1 PGLGUULC u cqu.auuu y — l:[hb Cbb uilc< LUULUC UC

classe C*™ dont tous les points sont réguliers. Une droite horizontale ren-
contre la parabole en un unique point. Une droite d’équation z = ay + b
rencontre la parabole en 0, 1 ou 2 points. Les tangentes sont les droites
non horizontales qui ont un point commun avec la parabole.

Soit P la parabole de foyer F, de directrice D. Pour qu’un point
rt enne a ’D 1] {'m t at 1l Rt qu

tlllu.l. AN 4111 w I ACH A wV i Dulllu \i W AW wwiwie V\L'].’ A% 8

)

Y& A p
centre M, de rayon MF, soit tangent a la directrice D.

L’ etude de D’intersection de la parabole avec une droite A est la
recherche des cercles centrés sur A, passant par le point F et tangents

a la directrice D. Soient, comme précédemment, ¥ le symétrique de F
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par rapport a A, et F le faisceau des cercles centrés sur A et passant
par F. Il s’agit de rechercher les cercles du faisceau F qui sont tangents

a D . La discussion est analo ogue a celle des conia

\
est an nigues a cent
1
1°

a) Si les points F et 3 sont séparés par la directrice
A et la parabole sont disjointes.

b) Sile point ¥ appartient a D, la droite A rencontre la parabole
en un unique point M, situé sur la perpendiculaire a D au point 7.

La droite A est tangente en M ala parabole.

re
™ 1. . i
L, la dIoivc

______ & N 2 — ==
[a.ppou a v .

est orthogonale a la directrice, en deux points sinon. La construction
géométrique des points d’intersection est analogue a celle donnée dans le
cas de D’ellipse a 1’aide d’un cercle auxiliaire S appartenant au faisceau
des cercles centrés sur A qui passent par F.

........ ) OO
P2

o
/
~
=

Une autre méthode peut étre utilisée pour construire les cercles
passant par F, centrés sur A et tangents & D. En effet, les cercles

~

e déduisent tous de I’un d’entre eu
homothéties dont ie centre est ie point d’intersection de D et A si ces
droites sont sécantes, par des translations si ces droites sont paralléles.
Partant d’un cercle auxiliaire de cette famille, on recherche I’homothétie

ou la translation qui le transforme en un cercle passant par F (voir
exerc. 5).

PROPOSITION 5. — Pour qu’une droite A soit tangente d la parabole P,
i faut et il suffit que le symétrique ¥ du foyer par rapport d la droite
A appartienne d la direcirice. Le point de contact de la droite A et de
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la parabole P est alors le point de A qui se projetie orthogonalement
au point ¢ sur la directirice.

de la parabole est le milieu de F
médiatrice de FK.

COROLLAIRE. — Les projections orthogonales du foyer de la parabole sur
les tangentes décrivent la tangente au sommet.

(2]
3
3

A) Coniques ¢ centre

Conservons les notations du § 5 précédent, et considérons 1’ellipse
£ de oyers F et F" de grand axe 2a.ou |F F'| < 2a . Etant donn

’
nen
(& 1 S £4, OU I Cc uil

n 12 _____°__ ___ N 12 1 | S __a

p(‘)im r u'u pla-[l, UCLECIINIIIONS les I.a.nge €s al empse lSSﬁeS au pou‘lt.
P . Pour qu’une droite A soit tangente a 1’e lhp se, 1l faut et il suffit que
le symétrique ¢ du foyer F par rapport & A appartienne au cercle
directeur de centre F’', de rayon 2a (prop. 3). Sil’on impose a la droite
A de passer par P, le point ¢ appartient aussi au cercle C(P) de

centre P, passant par F . Inversement, pour tout point d’intersection ¢
(P et .«Bl la mmadia at

mra Aa
\J\J. } y 1@ lLlivUlGUulive uv

point M d’intersection avec F'¢, et passe par le point P.

N— A

NS
o7

N S oH

-l

Si PF +PF' > 2a, le cercle C(P) rencontre le cercle directeur

&’ en deux points dlstmcts @ et ¢ .1l yadeux tangentes distinctes a
L kDN | M '....---.., Ad. D
1 CmPB ISOUCS U I

e

Si PF + PF’' = 2a, les deux cercles sont tangents, et le point P
appartient a ’ellipse. La tangente en P est 1’unique tangente a I’ellipse
issue de P.



194 VIII. Conigues (géométrie élémentaire)

Si PF + PF’' < 2a, les deux cercles sont disjoints, il n’y a pas de
tangente a l'ellipse issue de P .

tale
[TA WD ¥

¥
£
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ue PF + PF/ < 2a son
intérieurs (strictement) a I’ellipse. Les points P tels que PF + PF’' > 2a

oint
sont les points extérieurs. Ce sont les points d’ou ’on peut mener
deux tangentes distinctes & 1’ellipse. Tous les points d’une tangente, a
I’exception du contact, sont extérieurs a ’ellipse. On peut démontrer

directement que ’intérieur de ’ellipse est convexe en remarquant que la
fonction P — PF + PF’ est convexe (rf exerc. "n

N asvvassaa o aa ¥V dn NP

v/

Pour ’hyperbole H de foyers F et F’, de grand axe 2a, avec
|FF/| > 2a, la construction des tangentes issues d’un point P est la
méme. La discussion sur ’existence des points d’intersection des cercles
®’ et C(P), tenant compte du fait que le point F est extérieur & &',
conduit aux résultats suivants.

Si |PF-PF|<2a,iy
tangentes ou asymptotes a I’hyperbole.

|PF — PF'| = 2a, le point P appartient & I’hyperbole. La
tangente en P est I’'unique tangente a I’hyperbole i1ssue de P.
Si |PF — PF'| > 2a, il n’y a pas de tangente issue de P.

On a vu que l’hvnerhnle avait deux branches séparant le p]_a_.n

il b Sk AT Sav SR A X< 334038 Les ]

en trois régions ouvertes et connexes. La fonction g(P) = PF — PF’ est
continue. On a

g(F') = 2¢ > 2a, g(0) =0, g(F) = —2¢ < —2a.

e =deezmaan AL o L 1y —d

ar suite les trois régions découpées par H sont respecti

mble des points P tels que g(P) soit > 2a, compris entre —2a
et 2a, ou < —2a. Les branches de H sont respectivement défimes
par g(P) =2a et g(P) = —2a. La région définie par |PF — PF'| < 2a
est parfois appelée eztérieur de I’hyperbole. C’est I’ensemble des points
d’ou sont issues deux tangentes ou asymptotes. La région définie par

DD J— Dp, ~N O~ act e rr 10 armno ]n’n :;n{ ’lna.a
P S § 4 & ~ aw vou yall AD uyll A (2144 <

=

PF — PF/ = 2a. Cette région est convexe; cela résulte en effet, pour
lhyperbole équilatére, de la convexité de la fonction z+— 1/z pour

z > 0 Tl n’vanasde démonstration géomeétriane analoone a celle doannée
pour l’ellipse (convexité de f(P) = PF + PF’); la fonciion g n’est pas

convexe, pas méme en restriction au demi-plan PF — PF/ > 0.

PROPOSITION 6. — Soient I' une conique d centire, et F [l’'un de ses
foyers. Si M et M' sont les contacts des tangentes issues d’un point P
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d la conique, la droite FP est bissectrice du couple des droites FM et
FM'.

T nc

Prv.s vy I Vr.v.l . % , -
LES ccu;}.ca P\ t ¢ nt

La droite F'P est la droite des centres ; elie est bissectrice du couple
des droites F'¢ et F'¢’. Comme les points M et M’ sont situés
respectivement sur ces droites, la proposition est démontrée pour le foyer

F'. |

de la tangente en M et d’une asymptote A la droite FP est bissectrice
du couple des droites FM et A’, oi A’ est la paralléle & 'asymptote

A issue de F.
P

ROPOSITION 7. — Soient I' une conique d centre, F et F' ses foyers
Si T et TV sont deuz tangentes {ou asymptotes) & la conigue issues
d’un point P, les couples de droites (T, T’) et (PF,PF’) ont mémes
bissectrices.

l)//‘\\/_\ N

)
V )
H \\ \\ // H'

N \

G \/F
Reprenons les notations de la démonstration de la prop. 6. Le
cercle C de diamétre PF passe par les milieux H et H' des segments

Fo et Fy' respectivement, puisque les droites PH et PH’ sont les
médiatrices de ces segments. La droite PF’ | droite des centres des cercles
C(P) et &', est orthogonale a la droite ¢’ , donc aussi 3 HH' qui lui
est paralléle. Soit G le deuxiéme point d’intersection de la droite PF’ et

u cercle C. La corde FG, orthogonale 3 PF’, est paralléle a la corde
HH’ . Les deux segments HH’ et FG ont méme médiatrice. La symétrie

par rapport a cette médiatrice montre 1’égalité des arcs H'G et FH du
cercle C, donc ’égalité des angles inscrits (PH', PG) et (PF,PH) (cf.
I1, exerc. 20). D’oui la proposition. |
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Remarque. — Si P est un point de la conique, la tangente en P est
bissectrice du couple de droites (PF, PF’'). En effet, la tangente est I’axe

métrie du triangle FPy, isocéle en P. Afin que les e
stations sont des cylindres a section elliptique dont les foyers sont
au niveau des quais. Les sons émis d’un quai, aprés réflexion sur les
parois, se concentrent sur I’autre quai.

_____________________ 4 _ P

S (.l ux p[OpOblblOIlb pICCCUCHECb sc‘)ﬁf. coinn
théorémes de Poncelet. Jean Victor PONCELET (1
de I’école Polytechnique, capitaine d’artillerie d

a Grande
fait prisonnier par I’ennemi en 1812, fut retenu en captivité a Saratov.

L’histoire dit qu’il entreprnt, sans documents, de reconstituer la théorie
des coniques, et cuu’ll arriva a ces deux énoncés sur les tangentes qui
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consacra a la geométrie algébrique, domaine dans lequel on lui doit de
pénétrants travaux.

B) Parabole

Considérons la parabole P de foyer F, de direcirice D. Pour
qu’une droite A soit tangente a la parabole, il faut et il suffit que le
symétrique ¢ de F par rapport a A soit situé sur la directrice. Si on
impose a la droite A de passer par un point P, le point ¢ appartient au
cercle C(P) de centre P, de rayon PF. Inversement, le point P étant

donné, pour tout point d’intersection ¢ de la directrice et du cercle
C(P), la médiatrice du segment Fy est une t rg ente & la parabole au
point M dont la projection orthogonale sur D est le point ¢ .

Si la distance d(P,D) de P a D est strictement inférieure a
la longueur PF, le cercle C(P) rencontre la directrice en deux points
distincts. La parabole a deux tangentes qui passent par P .

Si d(P,D) = PF, le point P appartient a la parabole, et la

an - e~ n Ao - - 1 e
P Uulllyuc valilgclive issue U.C .l.' .

Si d(P,D) > PF, aucune
pla

[ aad

angente ne passe par le point P. Les

points P du plan tels que d(P,D) > PF sont dits intérieurs a la
parabole. Ils constituent un ensemble convexe dont la frontiére est la
parabole.

PROPOSITION 8. — Si M et M’ sont les contacts des tangentes issues

d’un point P d la parabole, la droite FP est bissecirice du couple des
droites FM et FM'.
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Soient ¢ et ¢’ les points d’intersection du cercle C(P) et de la
directrice D. Ce sont les projections orthogonales sur D des points

de contact M et M’. Les droites My et MI(P’ sont p_ral eles a

e WA wlSN W aVa ~ = a¥ A LS 4 aa ~ad <

Paxe de la parabole. Les droites Py et Py’ sont symétriques par
rapport a la droite Pz, diamétre du cercle C(P) paralléle a ’axe de
la parabole. Les angles (¢M, pP) et (¢'M’,¢'P) sont opposés. Par
symétries respectivement par rapport aux tangentes PM et PM', les

angles (FM,FP) et (FM', FP) sont opposés, d’ou la proposition. ||

. " !
ION 9.- 5t M et M

d’un point P d la parabole, les couples de droites (PM,

ou Pz est la paralléle a l'aze de la parabole issue de P) ont mémes
bissectrices.

La démonstration est exactement celle de la prop. 7 ou l'on
remplace la droite PF’ par la droite Pz qui est bien orthogonale aux

YY ww AL AL . Il

Remarque. — La tangente en un point P de la parabole est bissectrice
du couple des droites PF et Pz. Cette propriété est a l'origine de
I'utilisation des miroirs paraboliques dans les télescopes astronomiques.
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C) Foyer et directrice

I N
i

(4]
©

point U, la droite F M
Soient H et H' les projetés orthogonaux sur D des points M et

M’ . Par définition de I', on a
MF M'F

MH et M'H’ sont paralléles, ’homothétie de centre U qui transforme
M’ en M, iransforme aussi H en H et 'on a
MH MU
M'H M'U
On a donc
MF MU
(14) A LT : A EITTY
e 'F MU

De la relation (14), on peut déduire de plusieurs maniéres que FU
est bissectrice de (FM,FM’). La premiére est la connaissance des
coordonnées barycentriques du centre du cercle inscrit ou exinscrit dans

ravdl

le triangle FMM' (III, exerc.5).
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est un cercle de diamétre UU’ et que la division (MM'UU’) est har-

1
Directement, soient K et K’ les projetés orthogonaux de M et
M’ sur la droite FU. On a
MF MU MK

MF MU MK

Par suite les triangles FMK et FM'K’ sont semblables, d’ou 1’égalité
Ao anclac MY TAAY 2 /DY DRI oo o oo
acs allgics \I‘ n,r lVl} (o1 1) \.[' N, rivi ) au >SIEIIC pPICc>

COROLLAIRE. — St les tangentes en M et M’ d la conique T' se coupent
au point P, les droites FP et FU sont orthogonales.

Fn offa ctinctoc ot re econt lae denvy hiccartr
AJdAL o VALLW W & WV VWO IWVALY AVD AV <h RS SAYASA ‘P S

CE:
gl
-
=

du coupie

PROPOSITION 11. — Si la tangente en un point P de T' renconire la
directrice en un point T , les droites FP et FT sont orthogonales.
Certains ouvrages déduisent ce résultat du corollaire précédent
par un raisonnement de passage & la limite. Le point de vue adopté
dans ce chapitre est que les diverses coniques sont des courbes de classe
C® connues par leurs équations paramétriques. Nous avons rappelé
(ou admis) que les tangentes sont les droites qui ont un unique point
d’intersection avec la conique, & 1’exception des paralléles a 1’axe d’une

es asyr
Pour démontrer la prop. 11, il nous faudrait étudier 1’intersection d’une
droite avec une conique définie par foyer et directrice afin de repérer
les tangentes. Cette étude est voisine de celle donnée au B) pour la

parabole. Nous en donnons le plan en exercice (exerc. 18). ||

COROLLAIRE. — Une droite A passant par le foyer F rencontre la
conigue T' en deuz points M et M’'. Les tangentes en M et M’ se
coupent en un point de la directrice associée au foyer F . Si la droite

A rencontre la directrice en un point U, la division (U,F,M,M’) est
harmonique.

La derniere asser
,D) _ MF
M'U  d(M',D)  M'F

La premiere est conséquence de la prop. 11. , |
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D) Résumé en images

N A A
M mfvi’ M TY\\M" M M/ U
Y S

"'ll\

\
_
N

S

(
(

7. Propriétés particuliéres
A) Ellipse

On a vu au § 2 que l’ellipse £ de grand axe 2a, de petit axe 2b,
est décrite par les équations paramétriques

T = acosu, y = bsin u.

v

Oz . De méme, ’ellipse est I'image du cercle de centre O, de rayon b
(cercle secondaire), par 1’affinité orthogonale de rapport a/b par rapport
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a ’axe Oy On en déduit une construction point par point de l’ellipse
et de ses tangentes. La demi-droite d’angle polau'e u, issue de ’origine,

mmarmmmrmdnas Jla rancla coarmmrmdaleons oz mmtemd O (L mn as PRINSSUE WY S PR,
1ICTIICUILLIT IT CTICIT dBTLLIIUalitT au P LILL ¢ — \U COUd uw, Ublll 'u,) CL 1T CT1CIT
principal au point P = (acosu,asinu). Le point M = (acosu, bsin u)

de l’ellipse a méme abscisse que P et méme ordonnée que Q. Si la

tangente en P au cercle principal coupe l’axe Oz en T, la droite MT
est la tangente a l’ellipse en M.

B) Hyperbole

'-2 .l2
L’hyperbole H d’équation — — Z—2 =1 a pour asymptotes les
a

droites d’équations

zr Yy z Yy
-4+ == 0, ——==0
a b a b
L ’
Prenons ces asymptotes convenablement orientées comme nouveaux axes
—) —

de coordonnées Ou et Ov (non orthogonaux). Les vecteurs de base
unitaires sont

. —’ .
= (cos 6, —sin 0), V = (cos#,sin8),
ou cosf =a/c, sinf = b/c. Le changement de coordonnées s’écrit

T

Soit M un point du plan, et soient OP et CTQ' les composantes

— — —
de OM dans le repére (U, V). Pour que M soit situé sur ’hyperbole
H , il faut et il suffit que I’on ait OP.0OQ = c?/4.

AN Vi
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PROPOSITION 12. — Soit A wune droite renconirant les asymptotes
de l’hyperbole H en des points A et B. Si la droite A renconire
I’hyperbole en deuz points distincts M et M', les segments MM’ et

.......................... v Sy

Y R S O 1 Jnld. A nod Bmon ot o
AD Ontl mMeme mmu:u. I e ATOWNE L €U tunycnie

point M, ce point est le milieu de AB.
L’équation de la droite A passant par les points A = (a,0) et
B = (0,3) s’écrit

de La proposﬁ.ion en réSulte
Exercices
1

—
Avare B ot B! ecnr la dreaitea N Démantrar la ralatinn a . '/ h2
~ A = A i DA "<a “' vl‘\- A/ « WWLIIIVIILIOLI TW T LUl LIVY i

ou b désigne le demi petit axe de I'ellipse.

Quelle relation a-t-on pour une hyperbole ?

-

Z
Dans R?, on considére la conique I’ d’équation
2 2
z Yy
-+ = =1,
a2  a? -c?

ayant pour sommets les points A = (a,0) et A’ = (-a,0).
a) Soient M un point du plan et m sa projection orthogonale sur (_)_;: . Démontrer que,

pour que le point M appartienne 3 I, il faut et il suffit que I'on ait mM? = mA -mA’.

b) Démaontrer aue 'hvnerbole dauilatére de sommete A ot A! obteniie nour 2 — 92
b) Démontrer que I'hyperbole équilatére de sommets A et A’ obtenue pour ¢ 2a°,
est le lieu des points ol les cercles passant par A et A’ ont une tangente paralléle a
—_—

Oy.

‘o

J

Soient F et F’ deux points d'un plan euclidien.

a) Démontrer que la fonction f définie par f(M) = MF + MF’ est une fonction convexe
dans le plan. En déduire que l'intérieur de I'ellipse d'équation MF + MF'/ = 2a, ou
2a > FF’, est convexe.
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b) Démontrer que la dérivée de f est donnée par
—_—
1
pomyi= (EM FMY
v \FM " F'M/

Retrouver ainsi le premier théoréme de Poncelet.

£

~
A

Soit £ une ellipse, F et F' ses foyers, ®' le cercle directeur centré en F/, O le

£, 2a et 2b ses axes. Démontrer que, pour que les tangentes 3 £ issues
d'un point P soient orthogonales, il faut et il suffit que le cercle C(P) de centre P, de

rayon PF, rencontre le cercle ®' en deux points diamétralement opposés sur C(P).
Démontrer que cette condition est équivalente a

2 12 2

4a”,

TN N Ny
PF° 4+ PF

puis a PO? = a? + b°.

Le cercle de centre O , de rayon Va2 + b2 est appelé cercle orthoptique de I'ellipse. C'est
le lieu des points d'ou I'on peut mener deux tangentes a |'ellipse qui sont orthogonales.

Etudier le méme probléeme pour I'hyperbole, pour la parabole.

9

Considérons la parabole de foyer F, de directrice D, et une droite A rencontrant D
en un point U . Soit C un cercle centré en un point I de A, tangent 3 D . Démontrer
que, pour que la droite A rencontre la parabole, il faut et il suffit que la droite UF
rencontre ie cercie C. Dans ce cas, si m et m’ sont ies points d'intersection de C et
de UF, et M et M’ les points communs 3 A et ala parabole, les droites Im , Im’
et FM, FM’ sont deux a deux paralléles. Etudier a part les cas particuliers d'une droite
A orthogonale ou paralléle 3 D .

o
(o)

Une droite passant par le foyer d’'une parabole rencontre la parabole en deux points M et
M’ . Démontrer que les tangentesen M et M’ 2 la parabole se coupent orthogonalement

en un point N de la directrice et que le cercle de diamétre MM’ est tangent en N 3
la directrice.

4

Démontrer que les milieux des cordes d’'une parabole qui sont paralléles 3 une direction

donnée appartiennent a3 une méme droite paralléle a I'axe de la parabole.
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8

Dans un plan euclidien, on suppose que les trois cotés d'un triangle ABC sont tangents

a une parabole P .

a) Démontrer que le foyer ' de P appartient au cercle C circonscrit au triangle ABC
I & o VoI (PR U U VY IRy PR 2] - A D ai.ee DO VA ~d AD
\U" renldrqucrd quc 1€5 prJC(.LIUlIa UlelUsUlldlCa @&, LU, 77 Uuc I dUI Duv, uvAa ©L Ab

sont alignées sur la tangente au sommet). Réciproque.
'b) Démontrer que |'orthocentre du triangle ABC appartient a la directrice D de

la parabole. Pour cela, on pourra d'abord démontrer que, si B’ est le second point

d'intersection de la droite F3 et du cercle C, la droite BB’ est paralléle 3 D . Puis,

- Tt 2t U Y _ I | ) o S e PO Y n S I S _a - TTnD i 2 DD .
SI B €Sl le symelilrique ae r par rapport a O, on aemonitirera que 1o el DD SsSOont
paralléles.

Dans R?, on considére la parabole P d'équation y? = 4z et on note F le point
(1,0).

....... oo N, Ca. 4% o 1" a o al
1 dax vy . Liuaier i

droite d'équation y = a + mx et de la parabole P suivant la valeur de m . En déduire
I'équation de la tangente oblique T, a la parabole P issue de A, et les coordonnées
du point A’ de contact de T, et de P . Vérifier que T, est perpendiculaire 2 la

.
dranita
Gril A .

b) Soient A = (0,a) et B = (0,8) deux points distincts sur i'axe @ avec a #0,
B # 0. Déterminer les coordonnées du point R d'intersection des tangentes T, et Tg
issuesde A et B a3 P . Quel est I'’ensemble des points de R? d'ou sont issues deux
tangentes a P orthogonales entre elles ?

c) Soit s la similitude directe de centre F qui transforme B en A . Déterminer en
fonction de a et 3 ia matrice de ia similitude vectorielle 3 .

d) On conserve les deux points A et B fixés des question précédentes. Soient
C = (0,7), ou v # 0, un point variable de I'axe (Tg; Tc la tangente oblique a P
issuede C,et P, Q les points d'intersectionde T avec Tg et T, respectivement.
Ecrire les coordonnées des points P et Q, et vérifier que I'on a s(P) = Q. En déduire
que les points F, P, Q et R sont cocycliques.

e) Déterminer les coordonnées de |'orthocentre du triangle PQR , et vérifier que c'est un

point de la directrice de P .

™

de f.
ie petit axe en T , et ia normaie en M coupe ie petit axe en N .

a) Démontrer que les points M, F, F/, N et T appartiennent 3 un méme cercle.
b) Si A et B sont les projections orthogonales de F sur la tangente et la normale,

démontrer que la droite AB- passe par le centre de |'ellipse.
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11

Dans un plan affine euclidien, on considéere deux cercles C, et Cs , de méme rayon R,
dont les centres O; et Oo satisfont a |0, 09 < RV2. Un point M, décrit C; et

..... HETR Y. | Alreis O Ao
un point ivip aelrit vz uc

a) Déterminer le lieu du point d'intersection des droites O;M; et O2M; .

b) Démontrer que la médiatrice du segment M; My passe par un point fixe F que l'on
déterminera.

c) Démontrer que le lieu du milieu du segment M;M; est le cercle C de centre O,
milieu de O; O5 , de rayon R/\/'i.

d) Démontrer que la droite M| M2 reste tangente a |'ellipse de cercle principal C, dont

F est un foyer.

12

Dans un plan affine euclidien, on considére deux droites S et T, et un point F en
dehors de ces droites. Deux points A et B décrivent respectivement S et T de facon
que |'angle de droites (FA,FB) reste constant. Démontrer que le projeté orthogonal de
F sur la droite AB décrit un cercle. En déduire que la droite AB reste tangente a une

conique que |'on précisera.

13

2 . y - . y = ’
a) Dans R, un point o de I'axe Oz et un point 3 de I'axe Oy se déplacent de
telle sorte que la longueur a3 reste égale a un nombre donné £. Soient a et b deux
nombres réels > O tels que a + b = £. Démontrer que le point M du segment af tel
que Ma =b, MB = a, décrit I'ellipse d'équation

2.‘2 1/2

S tE-1=0
Méme question avec a —b = £ .
b) Soient a et B comme dans a), et soit C le point qui se projette en «

- - . P . - -
et B sur Ox et Oy respectivement. Démontrer que le point C décrit le cercle

C de centre O, de rayon £. Si w est le milieu de OC, démontrer que I'on a
——) ey —_—  —)

[, em. . N e NN £ ] O
\WU,W\J U-b, U\J} 1

) \ Il
On désigne par I' le cercle de centre w de rayon £/2. Démontrer que dans le

LY
“\

mouvement plan sur plan ou le cercle I' roule sans glisser a I'intérieur du cercle C, les

points a et (3 sont fixes dans le plan mobile I, que tout point de I" décrit un diamétre

c) Dans un mouvement pian sur plan, si deux points a et B8 du plan mobile Il se
déplacent sur deux droites Ou et Owv respectivement, démontrer que tout point du

plan mobile décrit une ellipse ou un segment de droite de centre O (théoréme de La
Hire).
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14

Dans R?, soit ‘H une hyperbole dont les asymptotes sont deux droites U et V issues
de l'origine O .

Nt

a) Une droite A rencontre H en M et N

......... H en A, et V en B. Démontrer

que, si A varie en restant paraiiéie 3 une direction fixe, ie produit MA - MB reste
constant. (En notant P et Q les projections de M sur U et V, parallélement & V
et U respectivement, on pourra remarquer que les triangles MPA et BQM restent
semblables 3 eux-mémes et que le produit QM.PM reste constant).

b) En déduire que les seg
D) ©n aed rqclcaac5

~ HH
Dewven swmelenes
< I

e s wwe
LTiL THICTHIT

4
IJ

Dans R?, on considére I'hyperbole équilatére H d'équation zy = 1.

a) Soient A et B deux points distincts sur H, et 1 le milieu de AB . On suppose
les points I et O distincts. Démontrer que les bissectrices de I'angle (OI, AB) sont
b) Soient A, B, C trois points distincts sur 7. On suppose que ie triangie ABC
n'est pas rectangle, et on note H son orthocentre. On note A’ le symétrique de A
par rapport a l'origine O . En appliquant a) aux cordes A'B et A’C de I'hyperbole,
démontrer la relation (A’B,A’C) = —(AB,AC) (mod x). En déduire que les points
A’, B, C et H appartiennent & un mé
c) Soit I' I'image de C par I'homothétie de centre A, de rapport 1/2. Démontrer que
' est le cercle des neuf points du triangle ABC , et qu'il passe par O .

d) On note D le point ol la hauteur AH recoupe I'hyperbole H, Q le milieu de AD
et J le milieu de BC.

En utilisant a) et c), démontrer que le point H est sur I'hyperbole H .

4 0N
10
Dans R?, soit £ I'ellipse d'équation

2 2
z y
§+b—2—1—0.

a) Soit A une droite issue de I'origine. Démontrer que les milieux des cordes de I'ellipse

. ~ . 7 -

1 enn rtiannant 1Hna Mama Ao

ui son rtiennent a une méme droite A’ issued
!

W
1)
o
%

A 7

que les milieux des cordes paraiiéies a A’ appartiennent a A . (On pourra remarquer
que, pour un cercle, les diamétres orthogonaux ont la propriété en question, et transformer
ce résultat par affinité orthogonale).

On dit que les droites A et A’ sont des diamétres conjugués de I'ellipse.

tamt cammmambiiene o P ! ’
s A\ E1 8 capcuuvclllcnt PV{ ) INVT et PV/I N N l

(TN
v)

o
diamétres conjugués A et A’ . Démontrer que I'aire du paraiiéiogramme construit sur

les vecteurs OM et OM’ est égale 3 ab (premier théoréme d’Apollonius).

Démontrer la relation OM2 + OM'2 = a? + b? (deuziéme théoréme d’Apollonius).




FEzercices 207

17
Dans R2, on considére les hyperboles H et H' d'équations respectives
ox2 2 Y LI TC
(M) = -5 -1=0 (M) S -z +1=0
On note U et V les asymptotes communes aux deux hyperboles.
a) Soit A une droite issue de l'origine. Démontrer que les milieux des cordes de

I'hyperbole M qui sont paralléles 3 A appartiennent a la droite A’ issue de I'origine

caractérisée par (U,V,A, A’) = —1. Démontrer que les milieux des cordes paralléles a
A’ appartiennent 3 A .
On dit que les droites A et A’ sont des diamétres conjugués de 'hyperbole H .
A . PP AR SRS DG | ., S R S Sy 17/ Antin mmiomba L.V § ~ NI
UCuUA PUIIILB vl <L 1IN .

LY Q.- %a A Aot PP Pryy
U} Q0IL A Ufne JdroiLe dduc uc IUIISIIIC rencontrant 71 en
N
7

Démontrer que ie diamétre conjugué A’ rencontre H

en des points M’ et N’.
Démontrer que le segment MM’ est parallele 3 une asymptote, et que son milieu
appartient 3 I'autre asymptote. Démontrer que la tangente 3 H en M et la tangente

.
EY
en M’ 3 H' se rencontrent en un point d'une asymptote

aire du parallélogramme construit sur les vecteurs OM et OM' est
égale 3 ab (premier théoréme d’Apollonius).

Démontrer la relation OM? — OM'2 = a® — b2 (deuriéme théoréme d’Apollonius).

18

u §5, nous avons étudié |'intersection d

pod

une droite et d'une conique dans le cadre de

Soit I' la conique de foyer F , de directrice D, d'excentricité e . Pour tout point M
du plan, on note d(M,D) la distancede M a D, et S(M) le cercle de centre M, de

rayon ed(M, D). Pour qu'un point M appartienne 3 T', il faut et il suffit que le cercle

b) En déduire la construction des points d'intersection éventuels M et M’ de A et
™ =h_Ln_ _* A —_ e at_ . o b L ) - 2 la — o T T Po Bt _at . .
I', valable si A ne contient pas le foyer F. On choisit un point I de A, distinct de

U . Pour que A rencontre I, ii faut et ii suffit que ia droite FU rencontre e cercie
S(I). Si FU rencontre S(I) en m et m’, les paralleles 3 Im et Im’ issues de F
rencontrent A aux points M et M’ communs avec T'.

c) Lorsque A rencontre ' en deux points M et M’ , démontrer que la droite FU est

L_.,- d_ [TOAA hl"
DIS§ cLrice ge (\rivi, r'ivi }

d) Remarquer que le cas d'une droite A paralléle a I'axe (si ' est une parabole) ou a
une asymptote (si [" est une hyperbole) correspond a un point U sur le cercle S(I).
e) Démontrer que, pour que la droite A soit tangente a T", il faut et il suffit que la
droite FU soit tangente a S(I). En déduire que les droites FM et FU sont alors
orthogonales.
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f) On suppose e # 1 (conique a centre). Soit K le projeté orthogonal de F sur D.
Soient A et A’ les pointsde I' situés surla droite FK , et soit O le milieu du segment
AA’ . Démontrer que le cercle S(O) coupe FK en A et A’.

Sunposons la droite A ortho
En déduire que le faisceau (FK, FI,FM,FM’) est harmonique, puis que I est milieu de
MM’ . On retrouve ainsi géométriquement que la médiatrice de AA’ est axe de symétrie
pour I'.

L

de la définition bifocale et de la définition par foyer et directrice. On suit la démonstration
du livre de H. Lebesgue, Les coniques.

Dans un plan affine euclidien, soient D une droite, F' un point hors de D, et e un
nombre réel > 0 et # 1. On note K la projection orthogonalede F sur D, ,et A la
droite FK .

a) Démontrer qu'il existe un point O (unique) de A tel que, si F' et D’ sont les
symétriques de F et D par rapport 3 O, pour tout point M du plan, on ait

(1) MF? — ¢? MH? = MF"? — ¢2MH"?,

en notant H et H’ les projections orthogonales de M sur D et D’ respectivement.
(On remarquera que la relation (1) est équivalente a 4> OK -OM — 40F -OM = 0 J)
b) Soit I' la conique de foyer F, de directrice D, d'excentricité e. En remarquant que
FF’ = e2 HH' , démontrer que, si un point M appartient 3 I", on a

(t) MF 4+ MF' =FF'/e sio<e<1,

(e£) MF — MF/ = FF"/P ou (wee) MF/ — MF = FF'/e sie > 1.
c) Inversement, on veut démontrer qu'un point M satisfaisant a I'une des trois conditions
(2) appartient a ia conique I'. Remarquer d'abord que, si M satisfait 3 (.) on a
nécessairement 0 < e < 1, et que, si M satisfait 3 () ou (), ona e>1. En

utilisant la relation

, A ATR R AR ao! A2
(MF 4+ MF') - (MF — MF') = 2FF' - OM,

P

remarquer que le point M est situé dans |'une des trois régions du plan délimitées par

, . .
D et D’ suivant la relation (¢), (et

le point M, ona HH’ = £+MH + MH’ . En utilisant la relation (1) et la relation (2)
satisfaite par M, démontrer que 'ona MF =eMH .

20

Etant donnée une conique, on recherche les sommets des cones de révolution sur lesquels
la conique est tracée.

a) Dans un plan IT, soit £ l'ellipse de grand axe AA’, de foyers F et F'. Démontrer

que le lieu des sommets S des cOnes de révolution portant 'ellipse est I'hyperbole de
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sommets F et F', defoyers A et A’, dans le plan orthogonal 3 1 le long de la droite

AA', privée des points F et F’. (On remarquera que, si S est le sommet d'un cdne
répondant 3 la question, on a |SA’ — SA|=FF'))

narabole
parabole.

i1 4 001 Lol L=y &






CHAPITRE IX

~ANANILIALICO
CONIQUES

(géométrie projective)

Si I'idée de géométrie projective a pris forme dans les travaux de
DESARGUES (1591-1661), qui étudia les polaires et utilisa le birapport,
’est au X1x°€ siécle que la théorie des coniques fut abordée, par toute une

l A
sdndratian da thlomantimianag camma nang la faicang Anng saa shanitra
BC ICTavioNn 4 mauviicin LILITIID, LUI11llllU ilvud 1v I.O.IDUI.I.D uGlilo LU uvilapiuviv.

Pour I’aspect hlstonque, le lecteur pourra consuiter le livre d’Amy
Dahan-Dalmedico et Jeanne Peiffer, Une histoire des mathématiques.
Nous nous contenterons de citer les noms de PONCELET (principes de la
géométrie projective), de MOBIUs (1790-1868) et CHASLES (1793-1880)

(homographies et birapport), de voN STAUDT (1798-1867) ( coordonnees
hnmnnéree\ rln Priirven (1“01 1RARY (ranrdannd es t

llvlllva 13 D’, A MV ANLIAGL ANV LA J.VUU UVVL“VLILI\I

STEINER (1796-1863) (generatlon homographlque des coniques).
Pour les questions qui vont étre traitées dans ce chapltre, nous

5
/

. ~

réel. Nous nous plagons dans le plan projectif complexe P;(C).
point de P3(C) est déterminé par un systéme (z,y,z) € C3 — {0} de
coordonnées homogenes complexes. Le plan projectif réel est 1’ensemble
des points de P3(C) qui ont des coordonnées homogeénes réelles. Le plan
affine R? s’identifie a I’ensemble des points de P;3(R) dont la troisiéme

coordonnée est :éO Son comp plémentaire dans po(B\ est la droite de

1 __a_

.VII, §a) De meme, le complemenuure de C?
P,(C) est la droite de I'infini complexe, notée D, , d’équation 2z =10.

Les notions de birapport et d’homographie étudiées au chapitre
VII s’étendent a la géométrie complexe.
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1. Courbes algébriques du second degré

1)
uwn
(2]
(@)
T Q
L)
] ::
£
4
<
g
o

J

degré 2. Une courbe algébrique réelie du second degré dans P,(C) est
I’ensemble des points de P3(C) dont les coordonnées homogeénes (z, y, z)
annulent un polynéme F(z,y,z) homogene de degré 2, a coefficients
réels (non tous nuls) :

Nous utiliserons 1’identité d’Fuler, satisfaite par les polynomes homo-
geénes, qui s’écrit pour le degré 2

7\ /7 . ! w __ o
(2) eF, +yk, +z2F, =2F.

Soit I' la courbe d’équation (1). Un poini singulier de T' est un
point ou les trois dérivées partielles de F s’annulent. Un point régulier
de la courbe est un point qui n’est pas singulier. Les points singuliers ont
pour coordonnées les solutions non nulles du systéme linéaire homogene :

( a» .1 !, L b » _—
dz + oy + a'z
1 bz + dy + cz =

~

~w O

o o e

On dit que la courbe I' est décomposée si F est un produit de
deux facteurs du premier degré (a coefficients dans C).

ROPOSITION 1 — Paun
A JVJA A AV £ W I

O 4N E ]

%

H

décomposée, il faut et il suffit qu’elle admette un point singulier.

Supposons F = D;D;, ou D; et D; sont deux facteurs du

ramiar dacrd On o alare B/ — (M. YV D | nN.MH.VY Asr matnd mamrmzsm
iviiivi uvglve. vii @ a10Is r r — \U]_}z.uz Ul\u2)x - SAU PULILY

. T

des droites d’équations D; =0 et Dy =0, la dérivée partielle F/
s’annule. De la méme maniere, toutes les dérivées partielles de F sont
nulles en ce point.

Inversement, supposons qu’un point I de la courbe soit singulier.

Par un changement projectif de coordonnées, on peut supposer que I

—_ Lk a0 MM
—U =C=v.uou

W
y
y
’..

ac
Lot ]

qui est bien produit de deux facteurs du premier degré (a coefficients
dans C). |
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Discutons maintenant ’existence de points singuliers suivant le
rang de la forme quadratique F. Sa matrice est

/ - A L7\
w C U
|I b a \l

\¥ a ¢/

Si le rang de A est 3,1l n’y a pas de point singulier, on dit que

S|

I' est une conique réguliére.

Silerang de A est 2,il y a un unique point singulier I. La forme
quadratique F est produit de deux formes linéaires distinctes. La courbe

' est réunion de deux droites réelles, ou de deux droites complexes
conjuguées distinctes, d’intersection I. Dans ce dernier cas, le point
singulier est I’unique point réel de la courbe. Si le point I est a I'infim,
les droites affines sont paralleles. Ainsi 2 — y> = 0 est l’équation de
la réunion des dr01tes z+y=0et z—y=0.L%quation z? — 22 0
la

singulier est le point (0,1,0). Le cercle de rayon nul i 4y
réunion des droites ¢ +iy=0 et ¢ — iy = 0. L’équation z? + 22 =0
est I’équation des droites paralléles complexes conjuguées z = iz et
T=—1z.

Sile rang de A est 1, il y a une droite de points singuliers. Par
suite F est un carré D?, ot D = 0 est I’équation d’une droite réelle.
On dit que T' est une droite double, ou une droite comptée deux fois. On
prendra garde que la forme linéaire D peut étre a coefficients complexes
méme si D = 0 est I’équation d’une droite réelle. Ainsi F = —22 est le

_____ Ao T — 2 Loan b Sa
LGI.I.C uc v — lnB , l cquu.uuu w; —

C

EF ‘

S

O
a

lle
Sile rang de A est égala 1 ou 2, on
décomposée.
Nous avons commencé a utiliser le nom de conique pour désigner
les courbes algébriques du second degré. C’était une anticipation de
I’énoncé qui suit.

PROPOSITION 2. — La partie affine d’une conique réguliére est une ellipse,
une hyperbole ou une parabole.

Supposons det A # 0, et considérons la forme quadratique de
deux variables définie par les termes de degré 2 en (z,y)

F(z,y,0) = az® + 2c’zy + by?,

y _[a ¢
v=(25)

dont la matrice est
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Cette forme quadratique n’est pas nulle sinon la conique serait décom-
posée. Les valeurs propres s; et s; de la matrice symétrique A’ sont

réelles

AANINS @

Si det A’ # 0, le rang du systéme linéaire

n (az + cy + b =0,
(4) ic’m + by + o =0,
est 2. On fait un premier changement de coordonnées, par translation,
pour placer I’origine aun point I de coordonnées affines (zq,yp) solution

du systéme (4). Puis, par rotation des axes, on diagonalise la matrice
A’ . L’équation de T' dans les nouvelles coordonnées (X,Y) s’écrit
(5) $:X% +s,Y2 +h=0.

Le terme constant est nécessairement réel et # 0 puisque la conique
n’est pas décomposée. On peut démontrer que ’'on a h = det A/ det A’
(exerc. 1).

Si s; et s; sont de signe contraire (%.e. si det A’ < 0), ’équation
(5) est 1’équation d’une hyperbole rapportée a ses axes. Si s; et s
sont de méme 31gne on a I’équation d’une ellipse rapportée a ses axes.
Si A

r-Y- mno
1 Lo >

. ’
f\lﬂ roao ] nn
\JAALV A Vvwa \Jak

£
bt o
P

-
~2=
¢
"t

a ™
A l.l
parfois que I' est une ellipse imaginaire, mais il est plus

correct de parler
d’ellipse sans point réel. Si le signe de h est opposé a celui des valeurs

propres, I' est une ellipse dont les longueurs des axes sont 2\/—h/s; et
—h/82 .

Supposons maintenant det A’ = 0. L’une des valeurs propres de
A’ est nulle. 'antre est £ 0 car la conian est réouliere. Par n
A’ est nulle, 'autre est # 0 car la conique est réguliere. Par un
changement affine de coordonnées, 1’équation de I' s’écrit

$Y?2 + kX =

avec k réel et # 0, pour la méme raison. Il s’agit d’une parabole. ||

ddonn (A doom A e Vo momboe b Ao e
Cbl.a uill piowviciiic uucau.c \D‘YBIJC 11T \‘I y talluld Jut ja 1CCIITICIIC UTS axtd
est du second degré (recherche des valeurs propres et vecteurs propres

de la matrice A’).

PROPOSITION 3. — La donnée de l’ensemble des points d’une courbe
i JINS N ue di secon PR { N\ P Y SR SR b AR L I §
a 4 q a,u, SCCUTL(L a,egrc aans 1'2\\.1) QELeETTNINE ¢ €qualion da€ ia

courbe, a un facteur multiplicatlif pres.

S la courbe T' posséde un point réel régulier, la donnée des points
réels de T' détermine l’équation @ un facteur multiplicatif prés.
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La démonstration est indiquée en exercice (exerc. 2 et 3, d’apres
le livre de P. Samuel, Géométrie projective, pp. 52 et 113).

Remarque. — Etant données deux coniques régulieres ayant des points

réels, il existe une transformation homographique réelle transformant

4 A Tnnd dacafartmiar ~mac ,~ATIISIAS
UL U ajulu uialldlulilicl Loy Lvliyuo

s anm Hawdan TV.w o4 A~ wm o

UulIlcT CIlI 1 auuvicc. 1L/l CllClﬁ, Ull PCU.

en paraboles, en transformant la tangente en un point en la droite de
se dé

Pinfini. Ensulte les paraboles se déduisent les unes des autres par des

propriétés projectives.

2. Intersection d’une conique et d’une droite

f]'l'l enl‘nnr‘ flﬁﬂ"ﬁ’ AA’{‘:“’I# nar ]’nn“nfinn n A "\ - A’"]l\“ﬂ I"Q“\l\"‘fl
MU Juewwiiua “\lal.\l AN iLaLx yul. 4 W WUwvawvaisL i \ﬂ-l’ y’ ”, T e L\.\.sxv‘.la AVER I VAVIRVE
un petit probléme de notations. Si M est un point de P;(C), et (z,y, 2)

\ ’ \ ’ —’
un systéme de coordonnées homogénes de M, on écrira (z,y,z) = M

—

et F(z,y,z) =F(M). Il n’est pas possible d’écrire F(M), car les
divers systéemes de coordonnées homogénes de M donnent des valeurs
1o’ 4 N o _L ta_ ON T __

différentes a F . La petite fleche nous rappellera cette difficulté. Il n’y
aura pas d’ambiguité a noter F la forme bilinéaire symétrique associée

a la forme quadratique F, plutot que d’utiliser une autre lettre. Cette
forme bilinéaire est définie par

—_ — — — — —
F(Xo,X1)=X0:-AX; = X;-AX,,
—
IR ( X XY= a2 F AX YL B (XYt B (X2
H‘.\JLU, 4&1, wu.l.z\xxll ] Uly\‘xllTﬂUJ.z\Jxl),
— — —
_ ’ ' !
——le (X0)+y1Fy(\X0)+z1Fz(X

r

— —
A\ An mranmdAinndas havencdinae M (. as ) 1.V, Y S e =\
i}, G€ COOIaoniiecs nOmogenes 1ig = \Zo, Yo, 20), M1 = (Z1,Y1,21) -
La droite D est ’ensemble des points M de coordonnées homogenes
— — — .
M =uMy+vM;, ot (u,v) € C?— {0} représente un élément de la

D et T est

qui s’écrit apres développement de la forme quadratique :

™7/ x

(6) w? F(Mo) + 2uv F(Mo, M;) + v2 F(M,) = 0.

Supposons d’abord que I’un au moins des coefficients ne soit pas
nul. L’équation (6) est une équation du second degré a coefficients
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réels. Elle admet soit deux solutions réelles (dans R), soit une seule
solution réelle (racine double), soit deux solutions complexes conjuguées

distinctes

Pour étudier le cas de la racine double, on peiit supposer que Mo
est un point commun & D et T', c’est-a-dire F( M = 0. Pour que la
racine (1,0) soit double, il faut et il suffit que I’on ai F(ﬁo, ﬁl) =0

et F(Ml) 0.
C

ute droite D, passant par M
rencontre I' au seul point M.

Si maintenant Mg est un point régulier de I', la forme linéaire
M — F(ﬁo, ﬁ) n’est pas identiquement nulle. Pour qu’elle s’annule en
My et M, il faut et il suffit que la droite D soit I’ensemble des points
M tels que F(ﬁo, ﬁ) = 0, Ainsi, ’équation de la droite D est

! ! !
(7) ze(M0)+yFy(M0)+ze(M0) =0.
A i NV V IR o | 12:1 222 AINN..1 4
Tenant compte de F(Mo) =0 et de I'identité d’Euler, cette équation

s’écrit
(8) (= — 20) F&o(Mo) + (v — %) Fly(Mo) + (z — 20) F, (M) = 0.

Supposons les points My et M a distance finie ; on obtient 1’équation
affine de D en prenant z9 = z = 1, soit

(9) (a:—:z:n\F (Mn\-*—(‘u Yo) ( 0)

DA

i

Il s’agit de la tangente a la courbe I' (chap. vi, §z)

Si le point Mg est a l’mﬁm, on peut vérifier. que la droite D
est une asymptote (cas de ’hyperbole) ou la droite de I'infini (cas de
la parabole). Une transformation projective ramenant le point My a
distance finie transforme la droite D en la tangente en ce point. On dira

que la droite de l'infini est tangente & la parabole au point & l'infini de
l’axe. On dit qu’une asymptote est tangente & I’hyperbole au point a

linfini de I’asymptote.

O
&
[
']
w
(g}
Q
5
a
)
=

Il reste le cas ou ton

N T
=0, F(Mo, M;) =0 et F(

Les relations F(Mg
dans R3 1 recter M
ualis au ’1 ] L

N

l

vecteurs Mo et M. Ils sont donc colinéaires. Il existe deux nombres

réels u et v, non tous deux nuls, tels que A(ulT/fo + v-ﬁl) = 0. Le point
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— —
I de coordonnées homogénes uMy + vM; est un point singulier de T'.
La conique I' est décomposée, et la droite D est contenue dans I'.

Il n’y a pas de surprise avec les coniques décomposées. Pour les
coniques réguliéres, on peut énoncer :

PROPOSITION 4. — Une droite réelle renconire une conique réguliére
en deuz points réels, un point réel ou deuz points complezes conjugués
distincts dans le plan projectif compleze. Une droite qui n’a qu’un point
commun avec la conique est la tangente en ce point si ce point est a

Supposons la conique I' réguliere. Pour qu’une droite D soit
tangente a I', il faut et il suffit qu’il existe un point My de I' tel
que D ait pour équation (7). En d’autres termes, pour que le vecteur

1_\’ f A | mn3 *a P ] ] ’ 1 \ 19
U =(u,v,w) A€ IL" SOll un sysi€me ae cooraonnees nomogenes d une

tangente a I', il faut et il suffit qu’il existe un vecteur ﬁo non nul de
R3 satisfaisant aux deux conditions

— —
(10) Mo-AM, =0,
(11) D et

Compte tenu de (11), la condition (10), qui signifie que Mg est un
point de I', est équivalente a

—_ —
(12) D -My=0,
. . —-—)
ani exnrime aue M. est un noint de D . L’exnctence de M;s nonr leanel
‘1 r ‘1 .'-U LA 4 “a A r WAALRWY AW s Ak VARBAN VAL W AW AVA U yv A A ‘\1‘1“\'&
(11) et (12) soient satisfaites est équivalente a
— 1=
(13) D-AT D=0
aAd \o\iuuulull \.I.Il} wou uyy\.].\.\. otlwwubvu' CWIVYCIVLPL 800 UL F e
mmnmm'nn j— 1 \ DI\“‘- I,All‘“ﬂn Il ’A’ﬁ““ﬂ‘:ﬂ“
LICIIVPC O .I.) i vul 1 C.Luyac u C\.l QA Livil
2 2
T Yy
—+=-1=0,
a b
on a
(1/a® 0O 0\ fa‘ 0 0\
A=| 0 1/82 o0 | A'=(0 » o |
\ o o -1/ \o o _—1/
\ / \ v Y 2/

L’équation tangentielle de 1’ellipse est

alu? +02v2 —w?2=0.
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2) De méme, ’hyperbole d’équation

3) Pour la parabole d’équation
2 = 2pz,
on a
0 0 —p)\ [ 0
A=| 0o 1 o | A'=1] o
\-p 0 o) \-1/p 0 0
L’équation tangentielle de la parabole est

12—21l=0=

Le fait remarquable est que 1’équation tangentielle d’une conique
réguliére est une équation homogene du second degré, réguliére elle
aussi. On parle parfois de la conique duale. Par ailleurs, dans la relation

D-M=o0 qui exprime que le point M appartien t ala dr01te D, les

_ q__ _ _ 2

S R { R, M
ordonnées du point et de la droite jouent ila

oles similaires. Par

w
]

€S

(g]
(@]
Cu

conséquent, en échangeant les roles des points et des droites, un résultat
sur les coniques définies de fagon ponctuelle donne un résultat sur les
coniques définies de fagon tangentielle. Ainsi, la prop. 4 peut étre lue
comme suit.

PROPOSITION 5. — Par un poini réel, passeni deuz iangenies réelles, une
tangente réelle, ou deuz tangentes complezes conjuguées distincles @ une
conique réguliére. Les points de la conique sont les points d’ou est issue
une seule tangente.

tisfaisant & une équation G(u,v,w)=0, ot G est une forme quadra-
tique, est appelé enveloppe de deuziéme classe. Si la matrice B de la
forme quadratique G est de rang 3, ’équation caractérise les tangentes
a une conique réguliere définie par la forme quadratique dont la ma-
trice est B~!. Si le rang de la matrice B est 2, la forme quadra-

tique est produit de deux formes linéaires distinctes uz
b 4
€

1 1
= = =2 22232 LY = 1 H YIL

I 5. A canvcardtldatcn V1o bV RN,
uation caracterise les droites p
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points M; ou M2 de coordonnées (z1,y1,21) et (z2,y2,22) . Sile rang
de B est égal a 1, la forme quadratique est le carré d’une forme linéaire,
et sa nullité caractérise les droites passant par un point M.
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3. Points conjugués, polaire, pole
On considére toujours la conique I' d’équation F(z,y,z) =0.

DEFINITION 1. — On dit que deuz points P et P’ de P2(C) sont
— —
conjugués par rapport d la conique I' s’ils satisfont ¢ F(P, P') = 0.
La relation de conjugaison est I’orthogonalité relative a la forme

quadratique F . La conique est I’ensemble des points qui sont conjugués
d’eux-meémes.

PROPOSITION 6. — St I' est une conique réguliére, l’ensemble des
conjugués d’un point P par rapport ¢ I' est une droite.
Cette droite est dite polaire du point P, et parfois notée PL.

C’est la droite D de coordonnées homogénes D = AP , Ou encore
D = (FL(P), Fy(P),F,(F)).

PROPOSITION 7. — Soit I' une conique réguliére. Si P est un point de
', sa polaire est la tangente en P a I'. S1 P est hors de T, sa polaire
ne passe pas par P ; elle joint les contacts des tangentes issues de P .

Si

o
[}
W
o~
=
=

il est conjugué des contacts des tangentes issues de P. I

Remarque. — Si P n’est pas un point de I', il admet un unique conjugué
sur toute droite issue de P.



220 IX. Conigques (géométirie projective)

PROPOSITION 8. — Si I' est une conique réguliére, toute droite est la
polaire d’un unique point du plan.
En effet la droite D est la polaire du point P de coordonnées

l

homogénes P =A"'D , et de ce seul point. I
Si D est la polaire de P, on dit que P est le polede D, et on

écrit parfois P = D+ .

PROPOSITION 9. — Supposons que I' soit une conique réguliére. Soit

D une droite rencontrant I' en deuz points M et M', distincts ou

o~ an l\ Jn‘n D LYy-l l]anlm
C Wwo we

! * e
Conjonaus. rour gu P et P de D 3"3""!, con MUQUES
-

par rapport & T, il faut et il suffit que la division (MM'PP
harmonique.

Si P et P’ sont confondus, pour qu’ils soient conjugués par
rapport a I', il faut et il suffit qu’ils coincident avec un des points
M ou M’, d’ou la proposition dans ce cas. Si P et P’ sont dis-
tincts, paramétrons la droite D comme lieu des points N de coor-
données homogénes N =uP +vP"'. L’équation aux (u,v) des points
d’intersection s’écrit

D) _‘:_:’\ _ _:—_-) :"\ a9 ——I_-T"\ -
v F(P)+2uvk(P,P )+v"F(P')=0U
. 1] . ’ \ : b
Si P et P’ sont conjugués par rapport & I' et distincts, I'un des

deux n'’est pas sur I'. On a la méme conclusion si P et P’ sont
conjugués harmoniques par rapport 8 M et M', et distincts. Supposons

F(?) # 0, et prenons A = u/v € C comme variable. L’équation aux A
des points d’intersection s’écrit

21—1[—1:’\.5\\1—\
F(P)+2AF

e i g
Yy, r

(F, ")+

—
n/
r

—

) =
Si p et u' sont les racines de cette équation, la condition F(?, P! )=0

est équivalente & p +p' =0, ou encore & (00,0,u,4')=0. D'ou la
proposition. Il

Pour une conique singuliére, certains des résultats précédents
restent exacts, d’autres non. Un point singulier de I est conjugué de tout
point du plan. Cependant, ’ensemble des conjugués d’un point P qui
n’est pas un point singulier de T', est une droite, qu’on appelle encore
la nnl aire de P. Si T est une droite double. cette droite est donc la

ahdhe ol A Ng =225 S~

polaire de tout point non singulier. Si I' est décomposée en deux droites
distinctes D et D’ ayant un point commun I, la polaire d’un point
régulier P de I' est nécessairement la droite IP. Si les point P et
P’ n’appartiennent pas & I', la démonstration de la prop. 9 est encore
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valable. Les points P et P’ sont conjugués si les droites IP, IP', D
et D’ constituent un faisceau harmomque La polalre de P est a droite

IP’ . mais la droite IP’ est aussi la lea

i~ A ) AL Swa A \-.a.v- E A 4 Swa ; ¢ = -— -2

-

COROLLAIRE. — Sotent A,A’,B,B’ quaire poinis distincis sur une
conique réguliére T'. Soient 1 le point d’intersection des droites AA'
et BB, J celuide AB' et A'B, et K celuide AB et A'B’'. La droite
joignant deuz des points 1,J ou K est la polaire du troisiéme.

En effet, pour le point I par exemple, le faisceau de droites
KL KJ. KA. KA ique (VIL8. vroo. 15). La droite KJ

(J.LJ. Ao, A, (A est harmoniqu ;
\ , ) 3 } ALLV \i A ¥ \ ¥V Ade U PLUP .I.U’ pwie’] WAA Vi
-

!

rencontre les droites IA et IB en des points appartenant a ia polaire
de I. Par suite, la droite KJ est la polaire de I. I

Le corollaire donne une construction a la regle de la polaire d’un
point P par rapport a une conique réguliére, ainsi que des tangentes
issues de ce point a la conique.

PROPOSITION 10. — Supposons que I' soii une conique réguliére. Si le
péle P d’une droite D appartient ¢ une droite D', le pole P' de D’
appartient ¢ D .

En effet, les points P et P’ sont conjugués. |
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DEFINITION 2.

— Deuz droites sont dites conjuguées par rapport @ une
conique régulier

1 le pole de l’une est un point de | autre

it, les droites

R
g
.3 ‘Q
1]
=

Analv
Snaly

et D’ sont co

D
’ - _ N :-’ N 1 —'_'—’
coordonnées homogeénes satisfont a D'-A™" D
=
- D =

U.

=
AD’

PROPOSITION 11. — Supposons que I' soit une conique réguliére. Soient
D et D' deuz droites conjuguées par rapport @é I' se coupant en un point

A horsde T'. Si T et T' sont les contacts des tangentes issues de A,
l fg_q eau (AT AT D T)’\ est harmonigue.

y =y &~ Qe JESSY sAIeEy

La droite TT' est la polaire de A (prop. 7). Elle contient les
poles P et P’ de D et D’ qui sont conjugués de A . Les points P et
P’ sont conjugués par rapport & I', donc (T,T',P,P’) = —1 (prop. 9)

Ce paragraphe est consacré a certaines propriétés d’une conique

réguliére relatives a la droite de I'infini. Il s’agit donc de propriétés affines.

Les points d’intersection de la

conique I' d’équation F(z,y,2) =0
..... 1o Aeaite Az 102 nt Eoa [~ = O) solution
avel 1a aroiv€ a1 L CCD \nﬁ y ) Ulu Livil

w

de I’équation

gente a D,
],]’\vnprl‘\nle a de'l Y nn’l“*q rf"plc A ]’1“““1 ]’n“lncp (‘P'I Y nn’;nfc rnmn]pvpc
I’hyperbo ux points réels a I'infini, ’ellipse deux points complexes
conjugueés.

Plus précisément, les points a I'infini de I’hyperbole d’équation

2 2
- _1=0
a b2
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sont les points de coordonnées (a,b,0) et (a,—b,0). Les tangentes en

ces points sont les asymptotes d’équations respectives (z/a) — (y/b) =0

ot (»/ _l_{'n/}i\:
Cu \tu, T \Y/Vv)

t' r ’ellipse d’équation

z?2 P

S+ -1=0,

les points a l'infini ont pour coordonnées (a,ib,0) et (a,—1b,0), et
les tangentes en ces points ont pour équations (z/a) — (y/ib) =0 et
(2/a) 4+ (vu/ib) —

\&/@) T \y/ %)

Si I' est une ellipse ou une hyperbole, le pole I de la droite
de l'infini est défini par les équations F;(T) =0, F;(T) =0. Si
une droite D passant par I rencontre ' en M et M’, la division
(M, M’,1,00p) est harmonique (prop. 9), autrement dit, I est le milieu

du segment MM'. Le point I est centre de symétrie de I'. On retrouve

11LL 4L UL oayiit L UL

ts connus.

Le point & l'infini de la parabole d’équation y? — 2pz = 0 est le
point X de coordonnées (1,0,0). Ce point est le pole de la droite de
Iinfini. Une droite D passant par X, distincte de la droite de I'infini,
recoupe la parabole en unique point M. Ici, les points I, ocop et M’
sont confondus en X. On a bien une division harmonique, mais sans
intérét. On n’a pas envie de dire que le point X est centre de la parabole.
Cependant, malgré la particularité affine de la parabole, on peut donner
des définitions et des résultats communs.

o
=8

FINITION 3. — On appelle diameétre de la conique I' la polaire d’un

PROPOSITION 12. — St P est un point d linfini n’appartenant pas d
la conique, le diamétre polaire de P est le lieu des milieuz des cordes
paralléles passant par P .

I
I
Si P est un point a I'infini n’appartenant pas a T', le diamétre

polaire de P a pour point a I’infini I’unique point a I'infini P’ conjugué
de P. Le diametre polalre de P et celu1 de P’ sont des droites

- ]
,e-v-

plus & I'. Deux diametres conJugues sont chacun le lieu des milieux des
cordes paralléles a 1’autre (cf. chap. viiI, exerc. 16 et suivants). Notons
que, si une droite réelle rencontre la conique en deux points complexes
conjugués M et M, le milieu de MM est un point réel.
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Pour une hyperbole, deux diamétres conjugués sont conjugués
harmoniques par rapport aux asymptotes (prop. 11). En particulier,
I’hyperbole et ses asymptotes découpent sur une droite deux segments

e LA LU i1

Q: acd TTma -......L..'I- M | maoe Ada wdeireacs 4L b 1.
oL 1 CStT Ui palavvuic, U y a pad uc ICLIPLUL loC CIILiIcT 1O
diametres. Le point P’ est le point a 'infini de la parabole. Le diameétre

polaire de P est une droite paralléle a I’axe de la parabole.

Remarques. - 1) La condition de conjugaison entre les points & I'infini de
coordonnées homogeénes (1,m,0) et (i,m’,0) s’écrit

PRI Y g |.~.’ L havme! — N
a1 Cc\7 77 T O = v.

s
™

N’

2) Des diamétres conjugués et orthogonaux ont pour directions
des directions propres de la forme quadratique F(z,y,0). Ces directions
sont les directions des axes, appelees aussi directions principales. Pour

N1Ie avNnNe U1l o
AV VURD WY VILY VT 1L Wvr

~
Q
et o

. e

par un point A du plan projectif peut étre paraméiré de diverses
maniéres par la droite projective R.Si D et D' sont deux droites
distinctes issues de A , au point (), X') de R , on peut faire correspondre
la droite AD + A'D’. Ou bien, on peut repérer une droite issue de A
par son intersection avec une droite pIOJeCtlve A ne passant pas par

A . Tous les paramétrages obten
1)

D~

L2 Pl

"
s
g
:
e )

ar
des homographies. En d’autres termes, ces paramétirages munissent le
faisceau Fp des droites issues de A d’une structure de droite projective.
Il n’y a rien a dire de plus quand on se place dans le plan projectif

complexe.
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PROPOSITION 13. — Soient A et A’ deuz points réels distincts dans le
plan projectif, et soit h une application homographique de Fp dans
Far. St la droite AA' n’est pas sa propre image par h, le point
d’intersection d’une droite D et de sa transformée h(D) décrii une
conique réguliére, passant par A et A’, lorsque D parcourt Fj .
Choisissons des coordonnées de sorte que A et A’ aient pour
coordonnées (1,0,0) et (0,1,0). Une droite D passant par A s’écrit
y =tz , une droite D' passant par A’ s’écrit =z =t'z. Supposons que

la correspondance homographique h s’exprime, entre t et t', par la

(14) p+qt+rt' +sit' = 0.

Les coordonnées (z,y, z) du point d’intersection de D et h(D) satisfont
a la relation obtenue en éliminant ¢ et t' entre les équations de D et
n

, soi
(15) pz° + qyz + rzz + szy = 0.
Il s’agit bien d’une courbe du second degré.

Le déterminant de la forme quadratique vaut A = s(qr — ps)/4.

N act nn
AL wo v AL WA,

o}

si gr—ps=0 ou

AV Y NS & \/iL «» [ 92 AL g7 ¥ <bd vy

sinon I’homographie h serait dégénérée. Le cas de s = 0 correspond
a h(oo) = oo ;la droite AA’, qui est la droite de l'infini, se correspond
alors a elle-méme. Dans ce cas, on dit que I’homographie h est une ho-
mologie (cf. VII.6). L’équation (15) est celle d’une conique décomposée
en la droite de l'infini z = 0, et la droite pz + qy+rz =0.

Sous ]’hvnnthé_e de la br opos ition. la coni

4 22 < r- ~3l; &% % 2 1 Le

-m

l
i
’

liere. Elle contient le point A’ qui est atteint lorsque
point A, atteint lorsque h(D) = AA'.

Soient I' une conique réguliere, et A un point de I'. Une droite
D passant par A recoupe la conique en un unique point M. Notons

#wa Papplication de F5 dans I' qui associe M a D. Lorsque D estl
tangente en A, on prend M = A

PROPOSITION 14. — Soient T' wune conique réguliére, et A et A’
deuz points distincts sur I' . L’application composée = A,l oma est une
application homographique de Fp dans Fy:

Prenons A et A’ comme dans la démonstration de la prop. 13.
Pour que les coordonnées (z,y,2) du point M d’intersection des droites
y =tz et ¢ =z satisfassent a I’équation (15), il faut et il suffit que ¢
et t' satisfassent a la relation (14). D’ou la proposition.
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Pour étre completement rassurés, regardons le sort des tangentes.
La tangente en A a pour équation sy+ rz =0 ; elle correspond a
t=—r/s et, par la relation (14), & t' = co qui est le paramétre de
la droite AA’. |

--------- R | anr AT S

COROLLAIRE. — Soient A,A',M,N,P,Q siz poinis d’une conique
réguliére. On a l’égalité des birapports

(AM, AN, AP,AQ) = (A'M, A'N,A'P,A'Q).
En effet une homographie conserve les birapports. L’énoncé du
corollaire est, en réalité, équivalent a celui de la proposition. I
Il résulte de la prop. 14 que 'application o munit la conique T
d’une structure de droite projective, indépendante du point A choisi.
En particulier, w5 définit un paramétrage rationnel de la conique.

’Z : 2 2 —
Ezemple. - Prenons pour I' le cercle d’équation z“+ y°* — 1 = 0 et pour
A 2 - N - 2 r 39 o ;3
le point (—1,0) de R*. Le deuxiéme point d’intersection de T' et de

la droite d’équation y = ¢(z + 1) a pour coordonnées :

Yy




5. Homographies sur une conique 227

DEFINITION 4. — On dit qu’une application h d’une conique réguliére

I' dans elle-méme est homographique si, étant donné un point A de la
1

!inntign T 0 hora au 'fmn cfn'r'mp In t’mrfp AM en la
A ~ W ™ "A , ’w !.'vllJ s - A - W -

On dit aussi que h est une homographie sur I'. Si h est une
homographie sur I', pour tous points A et A’ de T, Papplication
w;,l ohomws est une application homographique de F5 sur Fyu:.

PROPOSITION 15. — Soit h une homographie sur une conique réguliére
I'. Si h posséde deuz points fizes distincts U et V, pour tout couple
de points A et B de T, les droites Ah(B) et Bh(A) se rencontrent
sur la droite UV . Si ’homographie a un unique point fize U, le méme
résultat est ezact en remplacant la droite UV par la tangente en U.

Supposons les points fixes U et V distincts. Soient A un point
de T, distinct de U et V, et h(A) son transforme L’application k;

l" h s “I\; '\ﬂﬂf\n“n -~ -\I\"‘ . r-% r-.r.v 1
M A= T 1 + A%
Liu.l., @ uil PU.I.LIU iVl uc i [] AdDUVLIC 1T PUlllIl U 111LT1DTO

......

h(A)M et de la droite UV, est une homographie de la conique T' sur
la droite UV . L’apphcatmn k2 de la droite UV dans I' qui, au point
m de UV, associe le deuxiéme point d’intersection de la droite Am et
de T', est une homographie. L’application composée k = k, o k1 est une

homographle de la conique I‘, qui coincide avec h aux trois pomts A,
Uet V.Onadonc h—==% ( VII. nprop. 4). d’on la

— ~aadse

ce cas.

Si h a un unique point fixe, on procéde de la méme maniére. Pour
conclure a 1’égalité h = k, il suffit alors de remarquer que k& a un unique
point fixe. I
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DEFINITION 5. — La droite UV est appelée axe de I’homographie.
Une homographie h est entiérement déterminée par son axe et

un couple A, h(A), avec h(A) # A
\"771 \"~/ 7
COB.OLL.-IB.E (t--éoréme de Pasc_l) — Sotent A,B,C,D,E,F siz
1° A PSR a = mmd
13

r_ M aana aman
. Les poinits d’intersection

€
L=ABNDE, M=BCNEF et N=CDnNFA sont alignés

v N T

[\
[\

m———

Il existe sur la conique une unique homographie h telle que
h(A) =D, h(C)=F, h(E) =B. Les points L ;M et N sont alignés

\ - A

i \

SIS, - _ PR, 2 I
sur 1’axe de 1 nomographle 1

Le théoréme de Pascal sur I’hexagone inscrit, appelé par son
auteur hezagramme mystique, est 1’exemple le plus populaire d’une

propriété projective. Blaise PAascAL (1623-1662) le démontra pour un
hexagone inscrit dans un cercle, et remarqua que, par projection centrale
dans l’espace, on obtenait le théoréme pour toute conique.

On notera que, pour une conique décomposée, le théoréme de

Pappus (chap. vIiI, §6) exprime le méme résultat que le théoréme de
Pascal.

. 13
couples de points sont confondus et que ’on remplace la droite qui les
joint par une tangente. Ainsi, les tangentes au cercle circonscrit a un

triangle, en chacun des sommets, rencontrent les c6tés opposés en trois
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points alignés. On peut remplacer le cercle par toute conique circonscrite
au triangle.

Ia n

PROPOSITION 16 (Frégier). — Soient I' une conique réguliére ei 1 un
point hors de I'. L’application qui, ¢ un point M de I', associe le
deuziéme point d’intersection de la droite IM et de la conique, est une
involution sur ' dont l’aze est la polaire du point 1.

Inversement, si h est une involution d’aze A sur la conique, la

droite Mh(M) passe toujours par le pole de A .

Soient A et A', M et M’ les points d’intersection avec I' de
deux droites passant par I. Les droites AM et A'M’ se rencontrent sur
la polaire A de I,il en est de méme des droites AM' et A'M (§3, cor.

de la prop. 9). Slnnvson A et A’ distincts et fixés. I ’homngranhle h

(1 ‘axe A qlll envole A sur A y envole aussi M sur 1V.|. et IVI' sur M.

L’application M — M’ est homographique, et c’est bien une involution.
Inversement, si h est une involution d’axe A sur la conique, les
droites Ah(M) et h(A)M se rencontrent sur A, ainsi que les droites
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AM et h(A)h(M). La droite A est la polaire du point I d’intersection
des droites Ah(A) et MAh(M). I

Le point I est appelé point de Frégier
1 ion sont | rsect

de I'involution. Les points
fixes de 'involution sont les points d’intersection de A et de la conique
Ce sont les contacts des tangentes issues du point de Frégier
6. Homographies des tangentes
3 b] , * ’ ’ \ . ’ \
Ainsi qu’on I’a expliqué au § 2, un théoréme ponctuel appliqué a
la conique duale de T' donne un théoréme tangentiel sur la conique T'
Les résultats du paragraphe précédent ont des traductions qui sont des

théorémes sur les tangentes aux coniques réguliéres.

PROPOSITION 17. — Soient D et D' deuz droites réelles du plan
projectif, et h une application homographigue de D sur D'. Si le point

d’intersection de D et D' n’est pas sa propre image par h, les droites
Ph(P), ou P parcourt D, sont les tangentes ¢ une conique réguliére.
(traduction de la prop. 13).

g~
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PROPOSITION 18. — Une tangente variable ¢ une conique réguliére
renconire deuz tangentes fizes distinctes D et D' en des points P et
P’ . L’application de D dans D' qui envoie P en P' est homographique.
(traduction de la prop. 14).

Ainsi, ’ensemble des tangentes & une conique réguliére I' est muni
d’une structure de droite projective. Le birapport de quatre tangentes
est le birapport de leurs points d’intersection avec une autre tangente.

Il est indépendant du choix de cette tangente.

PROPOSITION 19. — Le birapport de quatre tangentes est égal au birapport
de leurs contacts sur la conique.

Soit D une tangente (fixe) a la conique T' et soit U le point
de contact. Soit T une tangente (variable) & la conique, distincte de

D, soit M son point de contact, et scit P le point d’intersection
de T et D. L’application qui, a la tangente T, associe le point P

d’intersection avec la tangente D, est homographique par définition de
la structure de droite projective sur ’ensemble des tangentes & I'. Par
ailleurs, les coordonnées homogeénes (u,v,w) de la polaire UM de P
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/

P v/ D
\\ N

s’expriment par ’homographie (u,v,w) = AP ,ou A est la matrice de
la forme quadratique associée a 1’équation de I'. Par définition de la
rojective de I', 'application UM +— M de Fy dans T est
ique. D’ou la propositio 1. I
Ezemple 1. - Parabole

Soient P une parabole dans R?, D et D’ deux tangentes a

la parabole. Une tangente variable T rencontre D en P et D’ en

P’ . L’homographie de D sur D’ ainsi définie est notée h. La droite de
I'infini est tangente & la parabole, par suite h(ocop) = cop: . L’application

h est affine. Les points P et P’ décrivent des divisions semblables sur
D et D' (chap. v, §6). Le centre I de la similitude a la propriété que

’angle (IP,IP’) est constant. Nous verrons ci-dessous (exemple 3) que
le centre de la similitude est le foyer de la parabole.

____________ TN cieme A4 A V- 4
ulvc[sculcub, soient D une droite du plan et s

plane directe, qui ne soit ni une homothétie, ni une translatlon, et dont
le centre soit hors de D. Lorsque P parcourt D, les droites Ps(P)

.................. 2 2 N ¢ ofMY At 1o Frvor act 1o
c a 1J <Cu S\U), aoInu 1€ l.UJCl. €Su 1€

,—
ﬂ
o
3
s
[ al
)~

centre de la similitude s.
Ezemple 2. - Hyperbole

Dans R?, soit H une hyperbole de centre O, d’asymptotes D
et D'. Soit A I’homographie de D sur D’ définie par une tangente
1_ N e« D 4 T - D/ N—- . LINN . 4
1€ 1 [CllbUlll‘[dllb J €l r €L U ¢l r . vVl da "o\U) — 00D’ €L
h(ocop) = O . L’homographie h est donc définie par une relation

ND ND/ L
\J 1 \J 1 n

’ hd —-> _—_’ \
entre les mesures algébriques de OP et OP’ par rapport a des vecteurs

directeurs arbitraires de D et D’.
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Inversement, si des points P et P’ sur des droites D et D
issues de O satisfont a une relation (16), les droites PP’ enveloppent
une hyperbole d’asymptotes D et D’.

Remarque. - Points cycliques, droites isotropes, foyers

mamanthlca Mane la Rlan wmAatra0ntif aammnlava lag mAtmts &2 150nBm: T 44
l)d.l.CllbllCDC. Jalld 1T Pla | § P]. JC\.I: 1L CU IIPICAC’ 1TD PUI LU & 1 111il11r 1 ©TUL
I de coordonnées homogénes (1,3,0) et (1,—%,0) sont appelés points

cycliques. Ce sont les points a I’infini de tout cercle du plan. Les droites
isotropes d’un point A , a distance finie, sont les droites AI et AI. Une
droite isotrope n’est pas réelle car son point a l'infini ne I’est pas, mais

’

réel A est une conique décomposée ; c’est le cercle de rayon nul centré
en A. Par exemple, si A est 'origine O, I’équation z2+y%> =0 se
0

La forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique
2 +1y® est zz' + vy . L'orthogonalité pour cette forme bilinéaire est
I’orthogonalité ordinaire. L’application qui, & une droite D issue de O,
associe la perpendiculaire D’ issue de O, est une involution du faisceau
de droites Fo dont les rayons doubles sont les isotropes de O. Pour
tes A et A’

NN
\iu

orthogonales, il faut et il suffit que I'on ait

(<31 D ¢
SAw uan

- (D

i ‘L
-y
Q

(A, A, AL AD) = —1.

Plus généralement, si A et A’ sont deux droites réelles issues de A,
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on a
(A, A, AL AT) = e~ 2887

ou (A,A’) est une mesure de l’angle des deux droites (formule de

Laguerre, chap. viII, exerc. 6\

A AN e A N

b ot

Soit ' une conique réguliére. Supposons d’abord que la droite
de l'infini ne soit pas tangente & I' (conique a centre). Les tangentes a
I’ issues des points cycliques I et I sont deux couples de droites non

s 1 A Al 1 LU S 4 T T 1 *a
reeues Ao, A pour ie pomnt 1, 1_\ et L\ pour 1e pOl 1. LES ArolLes

A et A sont les isotropes d’un point réel F, A’ et
d’un autre point réel F’. Les points d’intersection complexes conjugués
ANA' e¢ AN A’ ne nous seront pas utiles 1c1.

Si I’ est un parabole, la droite de I’infini e tangente a I'. Les

Nous avons tous les éléments, au chapitre précédent, pour vérifier
que, dans les deux cas, les points d’ou sont issues deux tangentes
isotropes sont les foyers de la conique, et que les polaires des foyers
sont les directrices associées. Nous donnerons une démonstration de ces

alsaved Gha

Ezemple 3. - Soit I' une conique réguliere. Une tangente variable T
rencontre deux tangentes fixes D e¢ D’ en P et P'. Si A est un

Ile du 'I'\l

"(5

L]
o’

homographie du faisceau F, des droites issues de A . Les rayons doubles
de cette homographie sont les tangentes issues de A . Sil’on prend pour
point A un foyer F de la conique, le birapport (FI,FI, FP,FP’) est
constant ; ’angle de droites (FP,FP’) est constant.
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Soient M et M’ les points de contact des droites D et D’ avec
la conique, et soit N le point d’intersection de D et D’. L’homographie

h de D sur D’ qui envoie P en P’ envoie M en N, et N en M’.
e Ams P2 1342 Ao o loe Ao Aeqldae M T'NY) 24 /TN T'MA O+
Vil a aonc 1 cgallit€ acs anglcs ac aroies (rivi, r l‘} €L {(fiv, rivi ) vii

retrouve ainsi le premier théoréeme de Poncelet.

PROPOSITION 20. (Brianchon). — Soient T;, 1 < i< 6, siz tangentes d
une conique réguliére, et sotent P;, 1 <1 <5, les points d’intersection
4 7] L 4°_ m 4 m 7] b ) m —~m T 4 *
des tangenies consécuiives T; et Tiy1, et Pg =Te¢NT,. Les irois
droites P1P,, P2Ps et P3Pg¢ sont concourantes. (traduction du théo-

reme de Pascal).

- iy A

Comme pour le théoréeme de Pascal, dans le cas de tangentes deux
deux confondues, on obtient que les droites joignant chaque sommet

Ce théoréme a été démontré vers 1810 par BRIANCHON (1785-
1864), a partir du théoréme de Pascal, en utilisant la transformation
a I'. Cette démonstration

repose sur le fait que, si trois points sont alignés, leurs polaires sont
de

dite par polaires réciproques par rapport

(4]

Lo 111

concourantes. Peu de temps aprés, PONCELET systématisa 1'idée

b)
- memmn mmmd oo e
on dl LC civic p

A4l o e T PRI,

- om o wm b -
duallit 1Tpoudalll dul 18 COIT

esp 0o
PLUCKER justifia la dualité par la similitude de
points ou sur les droites.
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es points fizes de l’involution. (traduction du theoreme de Fregler).

Cette proposition ne nous apprend rien. La droite Mh(M) passe
par le point de Frégier, pole de la droite des points fixes. Son pole
appartient a la droite des points fixes.

Ezemple 4. - Le lieu des points d’ou ’on peut mener deux tangentes &
une parabole qui soient orthogonales, est une droite D. Les tangentes
orthogonales a elles-mémes sont les tangentes isotropes. Elles sont issues
du foyer qui est donc le pole de D . La droite D est la directrice.

7. Intersection de deux coniques

PROPOSITION 22. — Deuz coniques distincles, n’ayant pas de droite en
commun, se rencontrent en av plus 4 points.
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Si les deux coniques C et C' sont décomposées, la question ne

présente pas de difficulté. Supposons la conique C réguliére. Par une
homographie du plan, on envoie un point A de C, n’appartenant pas a
C', au point X de coordonnées homogénes (1,0, "), et la tangente en
A sur la droite de linfini. La conique C est alors une parabole d’axe

—
parallele a Oz, d’équation
2 2

(y + p2)° +qzz + rz° = 0.
- R ~ ;. . . b 2 T
Par une transformation affine, elle devient la parabole y°* = zz. Les
comques C et C' n’ont pas de point commun & Pinfini. La recherche
tersection est un probléme affine. On fait 2 =1 et on

remplace z par y° dans’équation de C’, on obtient une équation E(y)
en y (caril y a un terme en z2 dans I’équation de

t n ne

|

|

.2 'n_\ _on 1u: est 1
JI y IV 3y T Js ey o =

PROPOSITION 23. — Par 5 points du plan, dont 4 ne sont pas alignés,
il passe une unique conique.
Lorsque ’on écrit que la forme quadratique F(z,y,2) s’annule

f\l\ rn"‘\:m
v
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homogenes reliant les 6 coeﬁiments de F. Un tel systeme a des solutions
non nulles. S’il a deux solutions non proportionnelles, d’apres la prop. 22,
les deux coniques ont une droite en commun. D’aprés ’hypothese, cette
droite contient au plus 3 des points donnés. Il reste, en dehors de cette
droite, au moins 2 autres points, et ces points déterminent la seconde

droite composant la conique. I

8. Faisceaux de coniques

>

DEFINITION 6. — Sotent F et G deu:r, polynémes

2, a coefficients réels

omogenes de degré

3 e Té par Zes (:-Oﬁ,-iq-ues d
le des coniques ayant pour équation
uF(z,y,2) +vG(z,y,2) =0,

oi (u,v) un couple de nombres complezes non tous deuz nuls.
]

~

algrean ect en
ACMAIWwWw LYWL w v A

=)

na n
) Shad Yu
\ .

>
e

» 0

. E

appartenant. Les points communs & deux coniques engendrant le faisceau
sont communs & toutes les coniques du faisceau. Ils sont appelés points
de base du faisceau. Si les deux coniques engendrant le faisceau n’ont
pas une droite en commun, il y a au plus 4 points de base (prop. 22). Si
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deux coniques génératrices ont une droite en commun, toutes les coniques
du faisceau sont décomposées en cette droite et une droite décrivant un

s ce type de faisceanx

’
aigscean hinéaire. Nous écartero alsce
Ialsceau hineaire. Nous ecartero
’

u linéai
Pour les questions géométriques, nous nous intéressons surtout
aux coniques réelles du faisceau, c’est-a-dire a u et v réels. Cependant,
certaines coniques complexes du faisceau apparaitront naturellement.

Par un point distinct d’un des points de base, il passe une unique

. .——’ ——* \
conique du faisceau. En effet, '’équation uF(M) + vG(M) = 0 posséde

\ AN

une unique solution homogéne si F(M) et G( 1) ne sont pas tous deux
nuls.

PROPOSITION 24. — Les coniques passant par 4 points, dont 3 ne sont
pas alignés, constituent un faisceau.

Par un choix convenable du repére, on peut supposer que les
quatre points sont les points O = (0,0,1), X =(1,0,0), Y =(0,1,0)
et U=(1,1,1) (chap. vii, prop. 8). Une conique passant par les points
O,X et Y a pour équation

Pyz +qzz +rzy=0.
La condition de passer par U s’écrit p+q+r =0. On a donc bien
un faisceau linéaire, engendré, par exemple, par les coniques d’équations
yz—ze=0¢et ze —2zy=0. I

PROPOSITION 25. — Si, dans un faisceau, il y a une conique réguliére,
le faisceau posséde au moins une conique réelle décomposée, et au plus
trois coniques complezes décomposées.
tion F =0 et une autre conique d’équation G =0. La conique
d’équation AF + G = 0 est décomposée si le déterminant de la forme
quadratique AF + G est nul. Ce déterminant s’écrit

F

Supposons le faisceau engendré par une conique réguliére d’équa-

M~

qui annulent ce déterminant. l

Suivant le nombre de points de base, il y a divers types de faisceaux
linéaires de coniques.

A) Quaire points de base

Trois des quatre points ne peuvent étre alignés, sinon les coniques
auraient une droite commune. Les coniques du faisceau sont toutes les
coniques passant par les quatre points de base A,B,C,D (prop. 24).
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Nous appellerons faisceau général un tel faisceau. Si I’un des points de
base n’est pas réel, le point complexe conjugué est aussi un point de

hAﬂP

\
\ /

A

~— /ﬂ\/\\ N

S/ N T~

Les coniques décomposées sont les couples de droites (AB,CD),
(AC,BD) et (AD,BC). Leurs points singuliers sont appelés péles du
faisceau. Ils sont deux a deux conjugués par rapport a toutes les coniques

Ezemple. - Le faisceau de cercles a points de base P et Q est le faiscean
de coniques dont les points de base sont P, Q et les points cycliques
I et I. Un faisceau de cercles a points limites a pour points de base les
points cycliques et deux points complexes conjugués sur ’axe radical.

B) Trois points de base

PROPOSITION 26. — St deuz coniques réguliéres ont 3 points communs,
elle sont tangentes en l’un de ces points.
Soient C et D deux coniques régulieres, d’équations F = 0 et

G =0, qui n'ont que trois points communs A, B, C. D’aprés la
prop. 25, il existe un nombre réel A tel que la conique H d’équation
F + AG = 0 soit décomposée. Les coniques C et H ont pour points

oints A, B, C. Deux cas se présentent : ou bien le point
ppartlent a C, ou bien I'une des droites composant H

—/ /—.-’\ R Ye I/ 1—.—‘)\ —/ l—:‘)\ R YY) 1_.—’\ ~—1 /—.—’\ . 1 l_.')\ -~
Fo(A)+AG(A)=F,(A)+AG,(A)=F,(A)+AG,(A)=0.
Les équations des tangentes a C et D au point A sont proportionnelles,

les coniques sont tangentes.
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oo b daiiatS o o Yo decrormdoe am A 2 /7 2 N A arnd Yoo

palls 1€ dacuxicInce Cas, 15 LallgCIllcs €Il A d4 C CL 4 /71 SOIIL 1SS
mémes. Leurs coordonnées homogenes (F,(A),F,(A),F,(A)) d’une
Pa:l.ll’ A 1)

(FL(A)+AGL(R),F,(A) +AGL(A),F,(A) +AGL(R)),

d’autre part, sont proportionnelles. Elles sont donc aussi proportionnelles

-

(Gz(A),Gy(A),G.(A)). |

Les coniques d’un faisceau a trois points de base passent par trois
points A,B et C, et ont une tangente donnée D au point A (par
s “yant ces
propriétés appartiennent au faisceau. Le point A qui correspond & une
unique racine double d’une équation du quatriéme degré est réel ainsi

que la droite D. Les points B et C peuvent étre réels ou complexes

conjugues.
Il y a deux coniques décomposées dans le faisceau, le couple
'8)) R(‘\ nf 1P l'r\'l‘ln]n (AR A T n’v o0 Ane deany nAlae la nAaint A
\.IJ, AN ’ wu L\o JUupiv \ﬂu, \J, « 44 AR <@ \iu\' usLvua PUI\'E, e PU.I.IIII Py N
et le point d’intersection de D et BC.
Ezemples. - Le faisceau de cercles tangents
/.2 . 2\, —_—n
\(D Ty ) + AT = VU
est le faisceau des coniques passant par les points cycliques et tangentes
he | r r r J ! Ty vettpvesvve
—
en O al’axe Oy. Le faisceau de paraboles
(¥ -1)+Az=0
est le faiscean des conigues tanocentes an noint a la dAroite de I'infini
WAV AW AlwAM wVWwiIawE AW \t\llll\i“\f\l uu&navllvvw L llvl.l.lv < & AW NAAVAVGS WUV L 1iL1111
et passant par les points de coordonnées (0,1) et (0, —1)

’) Deuz points de base
Nous indiquons, sans justifications, les deux types de faisceaux
ayant deux points de base.
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C1) Coniques bitangentes. Si deux coniques génératrices d’un
faisceau sont tangentes en deux points, toutes les coniques du faisceau

le sont. Réciproquement, le faisceau est constitué de toutes les coniques
tangentes en un point A a une droite D, et en un point A’ a une droite
D'.S1 U =0 est '’équation de D, U' =0 celle de D' et V =0 celle
de la droite AA’, ’équation du faisceau est
!
wUU +0vV2=

Les coniques décomposées sont le couple {D,D’) et la droite double
AA’

Ezemples. - Les hyperboles d’asymptotes données constituent un faisceau

de coniques bitangentes a I’infini. Par exemple

zy+A=0
est I’équation du faisceau des hyperboles ayant les axes pour asymptotes.
Le falscea' d’équation

(Z2+¥*)+A2=0

X coniql es rég gnliéres p’enerafnoeq
ordre 3 en A et se couper simplement en
B. On dit alors que les coniques sont osculatrices en A . Le contact a
I'ordre 3 signifie que les rayons de courbure sont égaux. L’unique conique
décomposée est le couple formé de la droite AB et de la tangente en A .
S1 U=0 et V=0 sont les équations de deux droites passant par A,
et F =0 I’équation d’une conique réguliére tangente en A a U =0,

wuUV4+vF=0

est celle du faisceau de coniques osculatrices en A & la conique
d’équation F = 0, passant par le second point d’intersection de Ila
conique F = 0 et de la droite V =0.
D) Un point de base

Deux coniques réguliéres génératrices ont un contact d’ordre 4.
On dit qu’elles sont surosculatrices en ce point. Le faisceau est constitué
de toutes les coniques ayant un contact d’ordre 4 en un point A avec
une conique réguliere C. L’équation du faisceau est

rr2 - ~

vU°+F =0,
ou F =0 est I’équation de C, et U =0 I’équation de la tangente en
A . L’unique conique décomposée est la droite double U2 = 0.
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Ezemple. - Avec une tangente commune a linfini, et le point X pour
contact, on obtient des faisceaux de paraboles se déduisant par transla-
tions paralléles & 1’axe

iils pala

5

¥y —2p(z—A)=0.

Pour mémoire les faisceaux de coniques décomposées sont le
faisceau d’équation
D(uU+vV)=0,
dont nous avons déja parlé, et le faisceau d’équation
rr2 . xr2 ~
wU°+vV° =0,
qui a un seul point de base.
9 Pé!es et nalairae nar rannart anvy canimiac A imnm faieraan
] "vlull weob Pul Iuvvvl & GAWAN vvlll““vq i SR IlIVvwwsdu
DonnAnnctTmMIAN D7 _ Cand T nim frnoonnma: Ao mnamomasns naimaral maevevmadnomd
I LWV VUVUO111IVUIN L. UL o wit Jw&abcw W LU bbq Co wwqwcb P"w' LT ILL
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0ins une conique réguliére.

St un point P n’est point singulier d’aucune conique du faisceau,
les polaires de P par rapport auz coniques du faisceau passent toutes par
un méme point et dépendent homographiquement de la conique.

Si P est point singulier d’une conique décomposée C du faisceau
F , il a méme polaire par rapport d toutes les coniques du faisceau autres
que C.

L
W\

est le faisceau d’équation uF + vG = 0, la polaire de P a

wF(P, M) +vG(P, M) =o.
Si les formes linéaires _ﬁr—»F(?,_ﬁ) et ﬁ»—»G(?,TVY) ne sont
pas proportionnelles, la polaire de P décrit un faisceau de droites,
et elle dépend homographiquement du parameétre (u,v). Pour que

les deux formes linéaires soient proportionnelles, il faut et il suffit

u'll existe des para

o2

(93
w1
-
©
o
Poet o
=
o~
Z.
=
o]
=]
=
(1]
L ]

Les points singuliers des coniques décomposées sont appelés péles
du faisceau. Nous avons vu qu’un faisceau général a trois poles. La polaire
de chacun d’entre eux est la droite qui joint les deux autres. Si une
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conique décomposée du faisceau est une droite double, tous ses points
sont des poles.

Si P n’est point

coniques du faisceau. On dit que le point P’ est le point conjugué de P
par rapport au faisceau F . Le conjugué de P’ est le point P.

PROPOSITION 28. — Soit F un ftncrpn'u aénéral et D une droite ne

(4 T o e wey, WiV Wi VeV v

conienant aucun des irois poles. Les poles de D par rappori auz coniques
non décomposées du faisceau décrivent une conique. Celie conique est
ausst le lieu des conjugués des points de D par rapport au faisceau.

Le pole de la droite D par rapport a une conique non décomposée
C du faisceau est l'intersection des polaires, par rapport & C, de deux
points P et Q de D. Ces nolanes décrivent homographiquement les

faisceaux de droites rp' et rQl . LEUr poirt d’intersection décrit une
conique, sauf dans le cas exceptionnel ou la droite P'Q’ est la polaire
de P et Q par rapport a une conique D du faisceau (prop. 13). Dans
ce cas exceptionnel, la conique D est nécessairement décomposée, et la
droite D contient son point singulier, ce que 1’on a exclu par hypothése.

Analytiquement, supposons le faisceau engendré par les coniques
d’équations F = 0 et G = 0. Les équations des polaires de P et Q par
rapport a la conique d’équation uF + vG = 0 s’écrivent

—_— — —_— —
uwF(P,M)+vG(P, M) =0,

—— — —_— —
AN NN NN A N
ur\\.&,.lu)—rv\z\\.&,lv.l)—u.

L’équation du lieu des points M d’intersection, obtenue en éliminant
(u,v) entre les deux équations, est

—

(17) F(P,M)G(Q, M) -F(Q,M)G(P, M) =0.

AN L4 s

D <

it R un point de la droite D, de coordonnées homogénes

Q..
O

Y

R=uP +v Q Le point M conjugué de R, intersection des polaires

de R par rapport aux deux coniques génératrices d’équations F = 0 et
G =0, est solution du systéme

—_— — —_— —
=D AN TN ALN n
r\r,wl)-rur\\.g,w) U,

S 2
ra AL\ l'\

) nl—’ —’

vG{(P,M)+vG(Q,M) =
L’équation du lieu du point M, lorsque R décrit la droite D, s’obtient
en éliminant (u,v) entre les deux équations du systéme. C’est aussi
’équation (17). Il
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Si la droite D contient un pole I du faisceau, son pole décrit la
droite JK joignant les deux autres poles. Si la droite D est la droite
JK , elle a pour pole I par rapport a toutes les coniques du faisceau.

des trois poles du faisceau, la

ettt b

Si la droite D ne contient aucun

conique lieu des poles de D est appelée conique des neuf points. Elle
passe par les trois poles I, J et K du faisceau. En effet, I est le
conjugué du point d’intersection de D et JK par rapport a toutes les
coniques du faisceau. Si A et B sont deux points de base, le conjugué
harmonique, par rapport 8 A et B, du point d’intersection P de D et

AB, est comugue de P pa rapport a toutes les coniques du faisceau.

obtient la conique des centres. Elle passe par les points I, J, K, et par
les milieux des six c6tés du quadrangie dont les sommets sont les quatre

points de base du faisceau.

10. Intersection avec une droite

PRrROPOSITION 29 (Desargues et Sturm). — Les deuz points d’intersection

2

- J-.... RPN a Azan "
uc

PR G Da ~ PR ..- P s mmand nan = and
con l.qu,ca wriy juroccuw pur wivc wi U LC I LUNILLENUILL

Cn

base se correspondent par une involution.
Soit F le faisceau engendré par les coniques d’équations F =0
et G =0.Soit D une droite ne contenant aucun des points de base du
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faisceau, et soient P et Q deux points distincts sur D. Soient M; et

— — —
M, deux points de D de coordonnées homogeénes M1 = A1 P +p1 Q
et ﬁg = }\2? + ﬂza . Pour exprimer que les points M; et M; sont les

deux points d’intersection de la droite D et d’une conique du faisceau,

e devone derire an’il evicte (1 ) c € — 0V tele aue les ¢
VUuUd UCVYUIIS TUILIU yu u vaidwve \w, u, Ly \J 1YJS LUIS Yuvr IS L

=

A1, 1) et (A2, p2) soient les solutions homogenes de I’équation

— — — —
uF(AP +uQ)+vG(AP +pQ)=0.
{\- An nant A.;Gn“- Ina nn::nlne I\_ ll_\ at (‘_.. ll_—.\ rPATNIYINO A""g'ﬂf ]AE
W1l VUll prtuv uviiiiila 1vs vuvupivs \/\1,'&1, vu \I\J’ 2) VVULLLLILLIU VU uailvy AV
solutions homogenes de 1’équation

(18) A? Hi1p2 — /\F' (Arp2 + A1)+ 1 A2 =

faonut at I enfht anlile en
AU U VU Ll. DWULALAR VY u Al IV

2 h | 19

) o
et M, soient les points d’interseciion de D et d’'une conique d’équation
uF +vG =0, il faut et il suffit que le premier membre de 1’équation
(18) soit combinaison linéaire des polynomes

FOAP +1Q) = AF(P)+2 F(P, Q) + v’F(Q),
GOAP +10) = 2\2G(P) £G(P, Q)+ c{'ﬁ’\
\ FH<) \ ) Q)+ \ <)
Pour cela, il faut et il suffit que le dé termmant des oefhc1ents soit nul,

(19)

nnln e l

2G(P,Q) G(Q)/
ne relation involutive de la forme

( pipz  —(Aip + A2py) A \\
det | F(P) 2F(_P’ 6’) F(Q)
\\ (P)
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aAdidy +b(Aipe + Aopr) +cpypa = 0.
Lea ccu“les des “A‘“*E A,;“*ﬂ'ﬂﬂl‘*‘f\“ aXrasr n An ~ - Ved ) B s N o) AAE I‘f\“':n’l‘nﬂ
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génératrices satisfont (évidemment) a cette relation. L’involution est une

’

homographie dégénérée si ces deux coniques ont un point commun sur
la droite D. |

COROLLAIRE 1. — St une droite ne contient aucun point de base, ni péle,
d’un faisceau, elle est tangente a deur coniques du faisceau.
L’mvolutlon n’est pas dégénérée. Elle a deux points fixes distincts

1 points singuliers ou itacts. I

Prenons pour sécante la droite de I’infini. Si I'involution a ’infini
définie par le faisceau n’est pas dégénérée, le faisceau posséde deux
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coniques ayant une intersection double avec la droite de I'infini. Une
telle conique est soit une parabole, soit un couple de droites paralléles.

COROLLAIRE 2. — Si deuz hyperboles équilatéres appartiennent d un

farecean 1outee lee coniauee du faiecean sont dese huperholes éauilatéres
J\.'vvvww, VW WVwY LACA ] vvlvv“ A A4 LA 4 Jwvvv‘-w‘. WiV T W lv,rw' W T "’ wVeww
Une hyperbole équilatére est une conique nt les points a I'infini

sont conjugués par rapport aux points cychques.

Si 'involution définie par le faisceau sur la droite de P'infini n’est
pas dégénérée, il y a deux couples conjugués par rappori aux points
cycliques. L’involution est donc la conjugaison par rapport aux points

Si l'involution est dégénérée, les deux hyperboles équilatéres
données ont mémes pomts a l’mﬁm. Ce sont des points de base du fais-

Soit F un faisceau général ayant ses points de base A,B,C,D
a distance finie. Pour que F soit un faisceau d’hyperboles équilatéres, il
faut et il suffit que deux coniques décomposées, (BD,AC) et (CD, AB)
par exemple, soient des couples de droiies orthogonales. Le troisieme
couple (AD,BC) est alors, lui aussi, orthogonal. On retrouve ainsi —
mais & quel prix — que les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes.

Si trois points A, B et C sont situés sur une hyperbole équilatére
H , 'orthocentre D du triangle ABC appartient aussi a ’hyperbole.

b

4 ]
Pour démontrer cela, on peut supposer que le triangle n’a pas d’angle
droit. Le faisceau F d’hyperboles équilatéres engendré par H et par la

conique décomposée (AD,BC) admet A, B et C pour points de base.
Une conique décomposée de F est constituée de la droite AB et de la
perpendiculaire issue de C, c’est-a-dire de CD . Le point D est donc le
quatrieme point de base.

Soit toujours F un faisceau général d’hyperboles équilatéres
~wre fan T~ P L 0__s_
ayant ses point A,B,C,D a distance finie. La conique des

des centres des comques du falscea.u est un cercle.
infini a pour

infini. Ils sont les poles de la droite
de I'infini par rapport a ces coniques, et appartiennent donc a la conique
des neuf points. On retrouve ainsi le cercle d’Euler du triangle ABC.

COROLLAIRE 3. — Pour que, dans un faisceau de coniques, il y ait un
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cercle, il faut et il suffit que toutes les coniques du faisceau aient les

mémes directions principales.
Les s fix T et V

__________ 4 I__ A:___at__ _ 1
J.C la.lscea.u SOOIt a€s dairecuvions a

€

coniques du faisceau. Pour que les points U et V soient conjugués
par rapport aux points cycliques, il faut et il suffit qu’ils définissent des
directions orthogonales. Le corollaire en résulte. ||

11. Fovers
A) Foyers et directrices

PROPOSITION 30. — Les tangentes d une conique réguliére issues d’un
foyer de la conique sont isoiropes. La polaire du foyer est la directrice

Inversement, supposons que les tangentes d une conique réguliére
réelle T, issues d’un point réel F a distance finie, soient isotropes. Si
la polaire de F est la droite de 'infini, la conique est un cercle de centre
F . Si la polaire de F n’est pas la droite de l’infini, le point F est un

foyer de la conique T, et sa polaire est la directrice associée.
ne oI r‘p fover F . de directrice 1D r]’p“vvntllclté e
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La coni
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est I’ensemble des points M de R® dont le rapport des distances a
F et & D est égal & e. Soient (zo,y) les coordonnées de F, et
uz +vy+w =0 1’équation de D, ou ’on suppose u?+7v2=1. La
condition MF = ed(M, D) s’écrit
(z — 20)* + (v — w)? — e*(uz + vy + w)? =
4 4 -4 7

ou encore

(v — ) — i (2 — 20))((¥y — w0) + i (z — 20)) — e*(uz + vy + w)® = 0.
Elle est de la forme AUU’ 4+ uV? = 0, équation du faisceau de coniques

tangentes aux droites d’équations U = 0 et U’ = 0, aux points d’inter-
cantt~r owran la Ae~téa AL .. 4..A_ X7 - N L p L PP WY U
STL LIVIL VOU 1a Uluiil U Tuativil v — U. IV VU la PICIIICIC a>d>dCluivil uc

la proposition.

Inversement, si les tangentes issues du point F, de coordonnées
homogenes (z¢, yo, 1), sont isotropes, et si la polaire D de F a pour
équation uz + vy + wz = 0, la conique I' appartient au faisceau de
coniques bitangentes d’équations

\

(20) A(z - a:oz)2 + (y — yoz)z) + p(uz + vy + wz:)2 =0.
La conique étant réguliére, les coefficients A et g sont #0, et on
peut prendre A =1.Si u=v =0, on a I’équation d’un cercle de centre
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(z0,¥%). Si u ou v n’est pas nul, on peut supposer v +v2=1.0n
a I’équation de la conique de foyer F, de directrice D, d’excentricité

/=1 si 1 < 0 et une conique sans point réel si u > 0. [l
V™ rr =Y -1 | 4 [ ale i

;.

lllIlIll, et une autre aroue 4. LeEs tangentes

issues de I sont la droite de l'infini et la droite complexe conjuguée A .

Il y a un unique foyer, le point d’intersection de A et A . C’est un point

réel.

Supposons que I' soit une conique a centre, c’est-a-dire non
es e I ne

réelles. Ce sont deux droites A et A’. Les tangentes issues de I sont

tangente a la droite de 'infini. Les tangentes issues de

sont pas
r

les droites complexes conjuguées A et A’. Il y a deux foyers réels F
et F’ qui sont les points d’intersection de A et A d’une part, de A’

et A’ d’autre part. Il y a aussi deux foyers complexes, le point ¢,
intersection de A et A’ , et le point complexe conjugué &, intersection

de A et A’. Analytiquement, il n’y a pas de différence entre foyers réels
et complexes. La conique a une équation de la forme de I’équation (20)
si I’on prend pour (z,yo) les coordonnées d’un foyer complexe, et pour
uz + vy + w = 0 ’équation de sa polaire.

A/ / I
A //
.4

F/ 3

a\

/

A

A

. ~—_ \

l\\
~\

B |

o |

Considérons ’ellipse d’équation

Y] =2
o Yy

— 4+ = -1=

1=0

a? + b2 ’
ou 0<b<a. On trouve les foyers réels F et F’' de coordonnées
(c,0) et (—c,0), ou c* = a® — b®. Les directrices correspondantes sont
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les droites d’équation z = a?/c et z = —a?/c. Pour ces deux foyers
’excentricité est c/a. Les foyers & et & ont pour coordonnées (0, ic)
L trices ont pour équations y = —ib?/c et y = ib?/c.

r hw § 7 >4

et (ﬂ —qr-\ Les direc
/

’

.

Y . 1 D
1.1 CXCCI[EI'IC té est 2 /. Iro

(voir exerc. 10).

Soit I' une conique dans R? définie par un foyer F et la directrice
associée D . Les propriétés du foyer et de la directrice qu’on vient

d’établir permettent de retrouve

tes établis
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par des moyens élémentaires au cnapitre précédent.
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le foyer F, les tangentes en M et M’ se rencontrent sur la directrice.
En effet, le point d’intersection des tangentes en M et M’ est le pole
de la droite MM'. Il est conjugué de F.

Soit P un point du plan d’ou I’on peut mener deux tangentes a
I', et solent M et M’ les contacts de ces tangentes. Supposons que la
droite MM’ rencontre D en un point U. La polaire de F est la droite
D,la polaire de P est la droite MM’. La polaire de U est donc la droite

i
=
(et
[+
=}

- A 4
€S AroLves

]

B) Coniques homofocales
Soient F et F’ deux points distincts du plan R?. Une conique
qui admet F et F’' pour foyers admet pour centre le milieu O du

segment FF’ et pour axe la droite FF'. Elle est tangente aux droites
isotropes A et A issues de F et aux droites isotropes A’ et A’ issues
de F'.

Nous avons vu que les coniques passant par quatre points, dont
trois ne sont pas alignés, sont les coniques d’un faisceau linéaire. Par



248 IX. Coniques (géométrie projective)

dualité, les coniques qui sont tangentes a quatre droites, dont trois ne
sont pas concourantes, sont les coniques d’un faisceau d’enveloppes de

SALALALLL LAiGooU. VAL JOoLLLW FREfey LTl LU ALLRALL AL AL
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rmes
quadratiques en (u,v,w), non proportionnelles. Les propriétés données
pour les faisceaux ponctuels se transposent, par dualité, aux faisceaux
tangentiels.

Soit F le faisceau tangentiel des enveloppes tangentes aux droites

A, A, A’ et A’. Les enveloppes décomposées sont les couples de points

d’intersections de ces droites prise" deux par deux (F T‘"), (I,I) ou
I=ANA" et I=ANA" et (,2) ot D=ANA et 2=ANA'.

Les tangentes singuheres de ces enveloppes sont FF/, &® et la
droite de I'infini. Elles jouent le role des poles d’un faisceau ponctuel. Les
droites FF' et ®® ont des points a Iinfini conjugués harmoniques par
rapport aux points cycliques ; elles sont donc orthogonales. Les points F
et F’ sont conjugés par rapport au couple des droites ®® et D, ; par
suite & est la médiatrice de FF’. De méme, FF' est la médiatrice de

®® . On voit aussi que, si T est une tangente a une enveloppe I' de F,
les symétriques de T par rapport aux droites FF/ et & sont tangente
a I'. Les droites FF’ et ®& sont les axes de toutes les coniques de F

PROPOSITION 31. — Par un point P de R? n’appartenant ni d la droite
FF', ni d la médiatrice du segment FF', il passe deuz coniques de
foyers F et F' . Les tangentes en P a ces deuz coniques sont les deur
tes PF et PF'.

Par un point P qui n’appartient ni aux isotropes de F et F’
(droites de base du faisceau), ni aux axes FF' et ®&, ni a la droite de
infini (droites singulieres des enveloppes décomposées), il passe deux
coniques ayant pour foyers F et F’ (traduction du cor. 1 de la prop. 29).

Les tangentes issues d’un tel point P aux coniques de F se corres-

pondent par une involution (traduction de la prop. 29). Les droites fixes
de cetie involution sont les tangentes aux deux coniques de F passant

par P. Les droites PI et PI se correspondent dans l'involution. Par
suite les droites fixes sont orthogonales, et 'involution est la symétrie par
apport a ces droites. De méme les droites PF et PF’ se correspondent

ar I'involution. D’ou la proposition. ||

[y

Remarque. — On retrouve ainsi que les tangentes issues d’un point P a
une conique de foyers F et F' ont les mémes bissectrices que les droites
PF et PF’ (deuxiéme théoréme de Poncelet).
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Exercices

N =

oit I une conique réguliére d'équation
F(z,y, z) = ax® + by® + c2® + 2a’yz + 2b'zz + 2c'zy = 0.
a) Soit I = (zo,y0,20) l'unique point tel que F.(I) = F;(I) =F,(I) =0. En remar-

quant que (zo,Y0,20) est solution du systéme
faz + cy + b=z

] N N ]
1 cx + by + a'z
LI | .. 1 ~ in}
WU T 4y T cz Iy

A4

démontrer que i'on a, avecC ies notations de iX. 1
(det A')FL(I) = 2det A.

b) Démontrer qu'un changement de variables affine ne change pas les dérivées partielles de
F au point 1. En déduire que, si un changement de variable affine transforme F(z,y, 2)
en 5)X2+3,Y2+hZ2 ,0ona h=detA/detA’ (en supposant detA’ # 0).

2

On se propose de démontrer que si deux équations F(r,y,z) =0 et F/(z,y,2) =0,
homogénes de degré 2, définissent le méme ensemble de points I' de P5(C), elles sont
proportionnelies.

Traiter d'abord le cas ou I' est une droite double.

Si I' n'est pas une droite double, il y a trois points non alignés sur " . En prenant ces
points pour points de base de P3(C), les équations s'écrivent

uyz + vzr + wry =0 et u'yz + v'zz + w':z:y = 0.

']

.......... 1 loe Aativ Zmttabimema itminonanmt 22 ~marnrna Famabiama PR S
qut: A= 1} lll\dlll. Z =1 y 1€ UTUA cquauuua uclllllaaclll. y LU 1UINiCLiviImn llUllIUsldPlllqu!‘:b
de x.

Soit I" une courbe algébrique de degré 2 dont I'origine soit un point régulier. On se

propose de démontrer que deux équations de degré 2 de I' sont proportionnelles.

a) Remarquer que toute équation de degré 2 de I' s'écrit

Q(z,y) + L(z,y) =0, od
Q est une forme quadratique et L. une forme linéaire non nulle.

b) Soient Q4+ L =0 et Q; +L; = 0 deux équations de I'. En coupant I' par la
droite d'équations paramétriques r =ta, y=1tb, ol t parcourt R, remarquer que

les équations
t Q(a,b) + L(a,b) =0 et tQ;(a,b)+Li(a,b)=0
ont méme solution en t pour tous a et b € R . En déduire d'abord que L et L; sont

proportionnelles, puis que Q + L et Q; + L; le sont aussi.
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4

Soit A un point d'une conique réguliere T'. Si deux droites orthogonales D et D’
variables, issues du point A, recoupent I' en M et M’ , démontrer que la droite MM’

passe par un point fixe.
~ ~ ~

5

Soient L, M, N, P quatre points distincts sur une conique réguliere I". Soit A une
droite ne contenant aucun de ces points, et rencontrant I" en deux points C et C’'. On
note A, A’,B, B’ les points d'intersection de A avec les droites LM, NP, MP , LN

respectivement.

ANY (B.BY. (C.CH
J AW j, (M

dant dans une involution sur la droite A .

b) En déduire la relation

AB.AB’ A'B.A'B’
AC.AC' ~ A/C.A'C'

(D)
La relation (D) est, en réalité, nécessaire et suffisante pour que les trois couples
proviennent d'une involution.

c) Dans le cas particulier ou B et B’ sont confondus au milieu de CC’, retrouver le
résultat de I'exercice 9 du chap. VI (le papillon).

d) Enoncer la conclusion dans le cas particulier ot B=B’ et C = C’.

Ce probleme et sa solution sont diis a3 Desargues.

6

Soit " une conique réguliere d'équation F(z,y,2) =0.
a) Démontrer que I'ensemble des deux tangentes & I', issues d'un point P, a pour
équation

F(M,M)F(P,P)-F(P,M)? =o.

b) Démontrer que I'ensemble des points P d'ol I'on peut mener deux tangentes 3 I’
orthogonales entre elles, est une droite si I' est une parabole, un cercle de méme centre

que I" dans le cas d'une conique a centre. (Ecrire que les points cycliques sont conjugués

[P S P, . ~

C) Déterminer le rayon du cercle trouvé i(‘)fSQ'u‘é ia COr‘liq‘Ué a pour équation
2

Application a une ellipse ou une hyperbole d'axes 2a et 2b.
Préciser la droite dans le cas de la parabole d'équation y? — 2prz = 0.
Pour une parabole, le lieu des points d'ou I'on peut mener deux tangentes orthogonales,

est la directrice. Pour une conique a centre, le cercle trouvé est appelé cercle orthoptique.

=t-] 8 12 rcic

7

Soient I' une conique réguliere et A et B deux points dans le plan de .
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a) Déterminer le lieu des points P du plan tels que les droites PA et PB soient
conjuguées par rapport 3 I'. On remarquera que cette condition signifie que le pdle de
la droite PA appartient 3 la droite PB. On sera amené a distinguer trois cas :

™

a) Si ies points A et B sont conjugués par rapport a I', ie lieu cherché est ia
réunion des droites polaires de A et B.

B) Siles points A et B ne sont pas conjugués par rapport a I", la droite PA est la
polaire du point M d'intersection de PB et de la polaire AL de A . La correspondance
entre les droites PA et PB est homographique.

B1) Siladroite AB ne se correspond pas a elle-méme, le point P décrit une conique

passant nar A et B
passant pat et B.

gy

B2) Remarquer que la droite AB se correspond a elie-méme si elle est tangente a
" . Démontrer que le lieu de P est alors constitué de cette tangente et de la polaire du
point d'intersection des tangentes a I", autres que AB b issuesde A et B.
b) Supposons que A et B soient ies points cycliques. ii est alors équivaient de dire
que les droites PA et PB sont conjuguées ou que les tangentes a ' issues de P sont
orthogonales (prop. 11). En appliquant a), démontrer que le lieu des points d'oul I'on peut

mener des tangentes orthogonales 3 une conique a centre est un cercle C .

Le cas ou A et B sont conjugués par rapport a I" correspond a |I'hyperbole équilatére,
le cercle C est décomposé en les droites isotropes issues du centre de I".

Si la conique ' est une parabole, le liet

Ry P S P 4
]

poOiaire au T1oyer.

8

aj Soient I' une conique réguiiere, et PQR un triangie conjugué par rapport & T,
c'est-a-dire tel que chaque c6té du triangle soit la polaire du sommet opposé. Soit C une
conique passant par les points P, Q et R.

Démontrer que tout point A de C est sommet d'un triangle conjugué par rapport a
[', dont les sommets appartiennent a C . (Soient M et N les points d'intersection de
[ et de la polaire A de A par rapport 3 I'. On démontrera que les points M et
N sont conjugués par rapport aux coniques décomposées du faisceau a points de base
A P .Q.R. On en déduira qu'ils sont conjugués par rapport aux points d'intersection

B et Cde A et(C).

b) Démontrer que les sommets de deux triangles conjugués par rapport 3 une méme

conique [' sont six points d'une méme conique.

c) Etant donnés six points A, B, C, A’, B’, C’ d'une conique C , démontrer qu'il existe
I' par rapport a laquelle les triangles ABC et A’B'C’ soient conjugués.

d) Démontrer que le cercle circonscrit 3 un triangle conjugué par rapport a une hyperbole

équilatére passe par le centre de I'hyperbole.
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9

a) Démontrer que, pour que les points A,B,C,D du plan appartiennent a un méme
cercle, il faut et il suffit que les couples de droites (AB,CD) et (AC DB) aient des

bissectrices para!!é!es. Les bissectrices du troisieme couple (AD,BC) sont alors paralléles
aux précédentes. (Utiliser la condition pour qu'u-u faisceau de coniques contienne un cercle,

corollaire 3 de 1X.10).
b) Si deux paraboles d'axes orthogonaux ont quatre points communs, ces points appar-

tiennent 3 un méme cercle.

c) Si le cercle osculateur 3 une conique I', en un point A, recoupe I' en un point B,
ies bissectrices de AB et de ia tangente en A sont paraiiéles aux axes de ['.
En identifiant les équations
2 2
. \2 . s e2( N9 _ . x Yy 0
(z — o) +(y—y) e(ur+vy+w) =0 et a—2+b—2—1_ ,
déterminer les foyers réels et complexes de I'ellipse ainsi que les directrices associées.
2 2
’ ~ - ) L4 . x y
Résoudre la méme question pour I'hyperbole d'équation il 1=0.
a

11

a) Démontrer que les coniques de R2 qui ont pour foyers les points F = (c,0) et
! = (—c,0) sont les coniques d'équation

ol A est un nombre réel différent de 0 et de —c? .

b) Rechercher les coniques de foyers F et F’ passant par un point M du plan. Vérifier

que, si le point M n’appartient pas aux axes, il passe par M une hyperbole et une ellipse
de foyers F et F’

Démontrer que les centres des coniques d'un faisceau tangentiel sont alignés. Dans le
cas d'un faisceau général, la droite des centres contient les milieux des diagonales du
quadrilatére formé par les quatre tangentes de base.

G appartiennent a un faisceau de cercies.

Application : les trois cercles ayant pour diameétres les diagonales d'un quadrilatére
appartiennent 3 un méme faisceau.

b) Supposons que le faisceau G soit un faisceau tangentiel de paraboles (une des
tangentes de base est la droite de I'infini). Démontrer que les directrices des paraboies
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du faisceau G passent toutes par un méme point H . Démontrer que les hauteurs du
triangle formé par les trois autres tangentes de base jouent le réle des directrices pour les
enveloppes décomposées du faisceau, et passent par le point H .

e l'orthocentre di

triangle formé par trois tangentes 2 une parabole
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- théoréme affine de, 70
diameétre d’une conique, 206, 223
dilatation, 67

direct, repére, 89

directe, isométrie, 40, 92

- matrice orthogonale, 6, 89
directeur, cercle, 188

- vecteur, 27

direction d’une droite, 27

- d’un sous-espace affine, 60
- principale, 224

directrice d’une conique, 179
division harmonique, 84, 169
double produit vectoriel, 97
droite affine, 26, 66

- de SIMSON, 45, 115

- de STEINER, 116

- projective, 150

- vectorielle, 27

droites conjuguées, 142, 222
- isotropes, 232

- orthogonales, 3, 27

- paralléles, 27

Ellipse, 178, 181, 261
enveloppe de deuxiéme classe, 218
équation tangentielle

- d’un cercle, 121

- d'une conique, 217
équibarycentre, 49
équipollence, 59

espace affine, 57
EUCLIDE, 43, 178
EULER (Leonhard), 41, 47
- cercle d’, 73

- droite d’, 73

- formules d’, 10

- identité d’, 212

- relation d’, 140
excentricité (conique), 179
exponentielle, 9

Faisceau de cercles, 127

- de coniques, 235

- général de coniques, 237

- harmonique, 84, 170

- tangentiel, 248

faisceaux orthogonaux, 130
FERMAT (Pierre de), 85
FEUERBACH (Karl Wilhelm), 73
- cercle de, 73

- théoréme de, 145

foyer d’une conique, 179, 245
FREGIER, point de, 230

GALILEE, 178
GERGONNE, point de, 80
groupe affine, 55, 58

- de Lorentz, 22
orthogonal, 5, 88
projectif, 149, 161
unitaire, 8

1]

spécial orthogonal, 6, 89

HAMILTON (William Rowan), 98
harmonique,

- birapport, 169

- conjugué, 170

- division, 84, 169

- faisceau, 84, 170

- quadrangle, 142

hauteur d’un triangle, 42, 72
HERON, formule de, 44
homogeénes, coordonnées, 150, 159
homographie, 45, 147, 227

- axe d’, 166, 228
homologie, 164

homothétie, 66

- vectorielle, 64

HUYGENS (Christiaan), 51
hyperbole, 177, 181
hyperboles équilateres,

- faisceau d’, 244

Indirecte, isométrie, 40, 92
infini, droite a 1’, 160
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- point a 1’, 149
inversion, 134
involution, 167
isobarycentre, 49
isocele, triangle, 35
isométrie, 37, 91

- directe, 40, 92

- indirecte, 40, 92
isotropes, droites, 232

KEPLER (Johannes), 178

LAGUERRE, formule de, 174
LEIBNIZ, formule de, 51
LORENTZ, groupe de, 22

Matrice orthogonale, 4, 88

- directe, 6, 89

médiane, 50

- formule de la, 51

médiatrice, 32

MENECHME, 177
MENELAUS, théoréme de, 82
mesure d'un angle, 12

milieu d'un segment, 32, 49
MIQUEL point de, 45
MOBIUS (August Ferdinand), 47

NAGEL, point de, 80
NAPOLEON, 85

- probleme de, 143
normalisée, équation, 27
norme euclidienne, 3

Opération d'un groupe, 21

- simplement transitive, 6, 21
- transitive, 21

orthocentre, 45, 69
orthogonal, groupe, 5, 88
orthogonale, matrice, 4, 88
orthogonales, droites, 3, 27
orthogonaux, cercles, 125

- faisceaux de cercles, 130

- vecteurs, 3

orthonormal

osculatrices, coniques, 239

PAPPUS, 178

- théoreme de, 42, 70, 166
parabole, 177, 180
parallélépipede, volume du, 102
paralleles, droites, 27
parallélogramnme, lemme du, 33
parameétre d'une conique, 180
PASCAL, théoréme de, 143, 228
pentagone régulier, 141
perpendiculaires, droites, 27
pi, 11

point de Fermat, 85

- de Frégier, 230

- de Gergonne, 80

- de Miquel, 45, 113

- de Nagel, 80

- de Napoléon, 85

- de Torricelli, 85

régulier, 120, 212

pondéré, 49

singulier, 212

unité du plan projectif, 162
points conjugués, 141, 219, 241
- cycliques, 232

- de base, 128, 162, 235

- de PONCELET, 129

- limites, 129

- projectivement indépendants, 162

polaire, 141, 219

pole

- d'un faisceau de coniques, 237
- d'une droite, 141, 220

- d'une inversion, 134

PONCELET (Jean Victor),178, 196

- théorémes de, 196
principale, direction, 224
produit mixte, 95

- scalaire, 2

- vectoriel, 95

- vectoriel double, 97
projecteur, 74

projectif, groupe, 149, 161
- plan, 159, 211

- repeére, 154

pplication, 161
pro_]ete orthogonal 15, 28
puissance d'une inversion, 134
- par rapport a un cercle, 123
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PTOLEMEE, 139
PYTHAGORE, 29

Quadrangle harmonique, 142

quaternion, 97

- pur, 97

QUETELET (Adolphe), 187
Radical, axe, 124, 128
rectangle, triangle, 29, 43
réflexion, 14

régulier, point, 120, 212
réguliéere, conique, 213
repere affine, 61

- direct, 89

- projectif, 154
revetement, 18, 100, 163
rotation, 12, 30, 90

Segment, 49

semblables,

- divisions, 114

- triangles, 113

similitude, 105

- directe, indirecte, 106
SIMSON, droite de, 45, 115,
singulier, point, 212

sinus, 10

sommets d'un triangle, 34

- d’une conique, 180-182
sous-espace affine, 56, 60
STEINER, droite de, 116
STEWART, relation de, 81
supplémentaires,

- sous-espaces vectoriels, 74

surosculatrices, coniques, 239

symétrie affine, 78

- vectorielle, 77

- orthogonale, 16, 31

- par rapport a un point, 30

Tangente

- a un cercle, 120

- a une conique, 189, 217

- a une courbe plane, 120
tangentielle, équation , 217
THALES de Milet, 76

- théoreme de, 76
théoréme belge, 187

- d’Apollonius, 206, 207

- de Brianchon, 234

- de Céva, 53, 82

- de Desargues affine, 70

- de Desargues et Sturm, 242
- de Feuerbach, 145

- de Frégier, 229

- de La Hire, 205

- de Menelais, 82

- de Pappus, 42, 70, 166

- de Pascal, 143, 228

- de Poncelet, 196

- de Quételet et Dandelin, 187
- de Thales, 76

- de Varignon, 82
TORRICELLI (Evangelista), 85
translation, 29, 55, 64
triangle, 34

- aplati, 34

- direct, indirect, 35

- isocele, 35

- rectangle, 29, 43

triangles semblables, 113

Unitaire, vecteur, 3
- groupe, 8

VARIGNON, théoréme de, 82
vecteur

- directeur 27

- libre, 60

- unitaire, 3

- vitesse, 120

vissage, 93
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a a 1
1IC1Ic, 1.1

M2 (R) : algébre des matrices carrées 2 x 2, 1.2
1, : matrice unité n x n

O2(R) ou O(2) : groupe orthogonal, 1.2
SO,(R) ou SO(2) : groupe spécial orthogonal, 1.3
Re : partie réelle, 1.4

Im : partie imaginaire, [.4

U(1) ou U : groupe unitaire, 1.4

exp : fonction exponentielle, 1.4

cos @ : fonction cosinus, 1.4

sin§ : fonction sinus, 1.4

R(6), roty : rotation vectorielle d’angle 8, 1.4
(¢, ¥) : angle de deux vecteurs du plan, 1.4

Pp : projection orthogonale dimage D, 1.5

(D,D’) : angle de deux droites du plan, 1.6

symp : symétrie orthogonale d’axe D, 1.5, II.3
tr; : translation de vecteur %, I1.3

rot(19) : rotation de centre I, d’angle 6, II.3
A angle dans un triangle, I1.4

E ¢ I

Fa P A n)Y ~ - TIIT
\JG\LJ) BIUUPC alll IC, 11l.

TIT 4
, 111.4

00

T 2N

GI(E) : groupe linéaire, III.3
T(E) : groupe des translations, I11.3, II1.4
h(1,x) : homothétie de centre I, de rapport k, IIL.6
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O3(R) ou O(3) : groupe orthogonal, IV.1
SO;(R) ou SO(3) : groupe spécial orthogonal, IV.1

\ J \¥J o r r o b)
(Z,9,Z) : produit mixte, & A ¢ : produit vectoriel, IV.3

H : algebre des quatermons, IV.4
Sp(1) ou S : groupe des quaternions de norme 1, IV.4

R : complétion projective de R, VII.1

P,(R) : droite Drmectlve reelle. VII 1
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(z1, 2, 3, z4) : birapport de qua.tre nombres, VII.2
P2(R) : plan projectif réel, VIL.5

F : foyer, D : directrice, e : excentricité, VIII.1

p : parametre, 2a : grand axe, 2b : petit axe,

2¢ : distance focale, VIII.2

—

M : coordonnées homogenes d’un point, IX.2
T . conrdanndes komogines dune draite TY 9
17 . COULUVUILIITUDS ILVILIVERTIIUS U Ullv ulule, 1.4
P+ : polaire du point P, IX.3

D' : péle de la droite D, IX.3
I, I : points cycliques de P,(C), IX.6
®, & : foyers complexes, 1X.11
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ANDRE GRAMAIN

GEOMETRIE ELEMENTAIRE

Destiné & I'enseignement de géométrie en licence de mathématiques, cet ouvrage a
été composé A partir d’'un cours. Les notions nouvelles y sont abordées et illustrees
progressivemant.

Les méthodes mises en jeu sont celles de I'algébre linéaire, de la géométrie analytique
et de la géométrie des transformations. L'approche n’est pas celle de la géomeétrie
axiomatique ; le cadre choisi est celui des espaces vectoriels réels. L’algébre
linéaire élémentaire étant supposée acquise, le produit scalaire usuel et le groupe
orthogona! sont introduits et étudiés en détail en dimensions deux et trois. La
géométrie affine est étudiée dans le méme cadre. La géométrie projective est abordee
en suivant le fil conducteur des coordonnées homogénes. Les méthodes analytiques
de la géométrie cartésienne sont utilisées progressivement dans l'esprit d'une initiation
d’usagers peu experts. Ces méthodes débouchent, par l'utilisation des transformations,
dans le domaine de ia géométrie synthétique, et donnent au lecteur une approche
nouvelle de ia géométrie élémentaire que permet la familiarité avec les coricepts me-
triques, affines et projectifs et les groupes qui y sont attachés.

Un chapitre de géométrie euciidienne plane expose la géométrie du triangle, qui ser-
vira de champ d’application aux notions introduites ultérieurement. Les faisceaux de
cer~les et I'inversion sont traités a un niveau élémentaire. Les coniques font I'objet
de de'ix chapitres : 'un expose les divers modes de définition des coniques reiatifs
aux foyers et directrices, le second aborde analytiquement I'étude des coniques pro-
jectives et des faisceaux de coniques. L'étude des isométries en dimension trois,
avec l'introduction des quaternions, compléte I'enseignement.

Une bibliographie, volontairement limitée aux ouvrages accessibles aux étudiants,
ouvre cependant de larges perspectives. Les exercices, qui traitent pour la plupart
de résultats classiques, illustrent et compiétent chaque chapitre.
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