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A nos petits enfants.

Avant-Propos

Celui qui méprise la géométrie d’Euclide est semblable
d un homme qui, revenant de contrées lointaines, décrie

sa maison.
H.G. Forder

Dans le cycle d’études secondaires, le programme de mathématiques
comprend, habituellement, pendant une seule année, un cours portant
soit sur la géométrie plane, soit, peut-étre, sur la géométrie et les éléments

de géométrie analytique : ce sont 13, dit-on, les mathématiques de la
dixiéme année (1). Placé au début du cycle secondaire, ce cours est d’ordi-
naire, pour I’éléve, son seul contact avec le sujet. Par contre, & celui qui
a I’esprit mathématique, ’occasion est offerte d’étudier 1’algébre, élémen-
taire, courante ou méme supérieure. Il est donc naturel de s’attendre
4 quelque prévention en faveur de I’algébre aux dépens de la géomeétrie.
De plus, des enthousiastes sans jugement conduisent I’éléve 4 croire
que la géométrie est « hors du courant essentiel des mathématiques »
et qu’elle devrait étre remplacée par I’analyse ou la théorie des ensembles.

Cette situation inférieure de la géométrie dans les programmes sco-
laires est peut-étre due a ce que les éducateurs connaissent mal la nature
de la géométrie et les progrés réalisés au cours du développement de cette
derniére. Parmi ces progrés, figurent maints beaux résultats; par exemple
le théoréme de Brianchon (voir 3.9), le théoréme de Feuerbach (voir 5.6),
le théoréme de Petersen-Schoute (voir 4.8) et le théoréme de Morley
(voir 2.9). 1l faut se rappeler, selon I'histoire, qu'Euclide écrivit pour des
adultes se préparant a étudier la géométrie. D’autre part, jusqu’au
vingtiéme siécle, I'une des principales raisons justifiant I'enseignement
de la géométrie était que la méthode axiomatique de cette derniére
constituait, croyait-on, la meilleure introduction au raisonnement déduc-
tif; et, naturellement, en vue d’un enseignement efficace, on insistait
sur cette méthode. Cependant, quand cela lui convenait, nul géométre,
ancien ou moderne, n’a hésité a utiliser des procédés moins orthodoxes.

(*) Il s’agit de l’enseignement aux Etats-Unis (N.d.T.).
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Si la trigonométrie, la géométrie analytique ou les méthodes vectorielies
peuvent l'aider, le géomeétre y aura recours. De plus, il a inventé des
techniques modernes, 4 la fois élégantes et puissantes, qui lui sont propres :
'une d’elles repose sur I'emploi de fransformations telles que rotations,
symétries et homothéties, qui permettent d’abréger la démonstration de
certains théorémes, et, aussi, établissent un lien entre la géométrie,
d’une part, la cristallographie et I'art, d’autre part. Le chapitre 4 est
consacré i cet aspect «dynamique » de la géométrie. Une autre technique
« moderne » fait appel a l'inversion qui traite de points et de cercles
en considérant une droite comme un cercle passant par «le point a
I'infini » Le chapitre 5 en donnera quelques apergus. Enfin, une troisiéme
technique est celle de la géomélrie projective qui, sans s’attacher aux
distances et aux angles, met en lumiére I'analyse entre points et droites
(celles-ci étant infiniment étendues et non limitées & de simples segments).
Ici, deux points quelconques sont joints par une droite, et deux droites
quelconques se coupent en un point; de plus, deux droites paralléles

+
sont considérées comme ayant un point commun situé sur « la droite 4

I’infini ». Dans le chapitre 6, on trouvera quelques indications sur ce sujet.

Aujourd’hui encore, la géométrie posséde toutes les vertus que les
éducateurs lui attribuaient il y a une génération : elle existe toujours
dans la nature, et attend qu'on la découvre et qu’on apprécie. Pour
I’éléve, et surtout par ses propriétés projectives, la géométrie ne cesse de
constituer une excellente introduction 4 l'axiomatique. Elle posséde
encore I'attrait esthétique qu’elle a toujours eu, et la beauté de ses résultats
ne s’est pas estompée. En fait, elle est plus utile et méme plus nécessaire
aux savants et aux mathématiciens qu’'elle ne le fut jamais : on le voit
en considérant, par exemple, les formes des orbites des satellites artificiels
et la géométrie &4 quatre dimensions dans le continu espace-temps.

Au cours des siécles, la géométrie s’est développée. De nouveaux
concepts, de nouvelles méthodes d’action furent forgés : a I'éleve, ils
apporteront défi et surprise. Par les moyens qui nous conviendront
le mieux, revenons donc¢ & Euclide; et, pour nous-mémes, découvrons
quelques-uns des plus récents résultats. Peut-étre pourrons-nous, ainsi,
retrouver un peu de l'intimidation émerveillée que suscita en nous le
premier contact avec la géométrie...

Les auteurs sont particuliérement reconnaissants au Dr Anneli Lax

de son patient concours, et de toutes ses utiles suggestions.
H. S. M. C.

Toronto et New York. S.L. G.
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Points et droites

associés da un triangle

Comportant une bibliographie bien plus étendue que
celles de P'arithmétique et de I'algeébre réunies, et au
moins aussi vaste que celle de I'analyse, ia géométrie,
plus que toute autre branche des mathématiques, est
un trésor riche de choses intéressantes et d demi-aubliées
dont une génération pressée n’a pas le temps de jauir.

E.T. Bell

Ce chapitre a pour but de rappeler certaines de ces choses 4 demi-
oubliées dont le Dr Bell a parlé, d’établir quelques théorémes nouveaux,
étudiés depuis Euclide, et d’appliquer les résuitats découveris a des
problémes intéressants. Pour cela, nous considérerons un triangle quel-
conque, ainsi que les points et droites les plus remarquables qui lui sont
associés : le centre du cercle circonscrit, les médianes, le centre de gravite,
les bissectrices, les centres des cercles inscrit et ex-inscrits, les hauteurs,
I'orthocentre, la droite d’Euler, et le centre du cercle des neuf points.

Les bissectrices aménent naturellement i mentionner, en passant,
le théoréme de Steiner-Lehmus, dont, pendant une centaine d’années,
la démonstration fut réputée difficile, alors qu’aujourd’hui nous la consi-
dérons comme vraiment trés facile.

Enfin, A partir d’un triangle et d’'un point P quelconque, nous dédui-
rons un autre triangle ayant pour sommets les pieds des perpendiculaires
abaissées de P sur les cdtés du triangle initial. Cette idée conduit a des
développements amusants dont certains ne seront exposés qu’au cha-
pitre 2.
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1.1. LOI DES SINUS

La loi des sinus est un théoréme de trigonométrie auquel nous aurons
souvent recours. D’ordinaire, malheureusement, on le trouve dans les
ouvrages sous une forme partielle moins utile que ne pourrait I’étre un
théoréme général. Nous nous permettons donc, tout d’abord, d’établir
la loi des sinus sous la forme qui nous convient.

Fig. 1.1A

Soient un triangle ABC et le cercle, de centre O et de rayon R, qui lui
est circonscrit, comme on le voit sur les figures 1-1A et 1-1B. Tragons

",
le diamétre CJ et la corde BJ. Dans les deux cas envisagés, I'angle CBJ
est droit, puisqu’il est inscrit dans une demi-circonférence; et on a, dans
les deux cas aussi,

a a
sin J = — = —-

CJ 2R
Dans la figure 1.1A, les angles J et A sont égaux comme inscrits dans
ie méme arc de cercie; tandis que, dans la figure i-iB,ona J = ® — A4,
puisque les angles opposés d’un quadrilatére inscrit sont supplémentaires.
Mais, en nous rappelant que sin § = sin (x — 0), on voit que, dans les
deux cas, on a sin J = sin A; et, par suite, sin A = a/2R, d’ou :

a
sin A -
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Appliquée aux autres angles du triangle ABC, la méme méthode donne

b
et

sinB=2R sinC=2R'

Nous pouvons donc énoncer ainsi la loi des sinus :

Théoréme 1.11 — Dans un friangle ABC dont le cercle circonscril a
pour rayon R, on a :

a o C
sinA sinB sinC

rig. 1.iB

Dans la suite, nous représenterons l'aire d’un triangle ABC par
S(ABC), celle d’'un quadrilatére PQRS par S (PQRS); etc.

Exercices

1 - Montrer que (1), dans tout triangle ABC, méme si I'un des angles B
et C est obtus,ona: a = b cos C 4 ¢ cos B. Appliquer la loi des sinus

nanr dtahliv 1la » farmnla A’addition «
rvul W LGN AAL Ach W AWALARAMARYW i GANA VAL LAV AL N

sin (B 4+ C) = sin B cos C + sin C cos B.

2 - Dans tout triangle ABC, on a
a(sin B—sinC) 4+ b (sin C — sin 4) + ¢ (sin A -- sin B) = 0,

(*) Dans les exercices suivants, on omettra, comme implicites, les mots ¢« mon-
trer que s,
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3 - Dans tout iriangie ABC, on a : S(ABC) = abdc¢fiR.

4 - Si p et g sont les rayons de deux cercles passant par un point A et tan-
gents en B et C, respectivement, a la droite BC, on a: pqg = R?, R étant
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.

1.2. THEOREME DE JEAN DE CEVA

Nous appellerons segmen{ de Céva le segment rectiligne joignant
I'un des sommets d’un triangle & un point quelconque du coté opposé.
Par exemple, si X, Y et Z sont des points situés respectivement sur
les cotés BC, CA, AB d’un triangle ABC, les segments AX, BY et CZ
sont des segments de Céva. Cette dénomination vient du nom du mathé-
maticien italien Jean de Céva qui, en 1678, énonca le trés utile théoréme
suivant :

Théordme 1,21 — Si, dans un friangle ABC, les lrois segments de Céva
AX, BY, CZ, sonl concouranis, on a :

BX CY AZ_1
XC YA ZB ™
A
Z
Y
P
/
B m C
Fig. 1.2A

Des segments (ou droites) sont concourants s’ils passent tous par un
méme point P. Pour démontrer le théoréme de Jean de Céva, rappelons
d’abord que si I'une des hauteurs d’un triangle est égale 4 I'une des hau-
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teurs d’un autre triangle, les aires des deux triangles sont proportionnelles
aux cOtés perpendiculaires 4 ces hauteurs. En particulier, dans la figure
1-2A, on a

BX S(ABX) S(PBX) S(ABX) — S(PBX) _ S(ABP)
XC =~ S(AXC) ~ S(PXC) = S(AXC) — S(PXC) S(CAP)

D’une fagon analogue

CY _ S(BCP) AZ _ S(CAP)
YA ~ S(aBp)’ © ZB T S(BCP)

En multipliant ces trois expressions membre & membre, il vient :

BX CY AZ _ S(ABP) S(BCP) S(CAP) _
XC YA ZB ~— S(CAP) S(ABP) S(BCP) _

La réciproque de ce théoréme est également vraie :

Théoréme 1.22 — Si frois segments de Céva, AX, BY, CZ, salisfont a
la relation
BX CY AZ

XC YA ZB ~

1,
ils sont concourants.

Pour le vérifier, supposons que les deux premiers segments se coupent
en P, comme plus haut, et que le troisiéme segment passant par P soit
CZ’, D’aprés le théoréme 1.21, on aura alors

BX CY AZ’___1
XC YA ZB =~

Mais comme, par hypothése, on a
BX CY AZ
XC YA ZB =~

1,

il s’ensuit que

AZ'  AZ

Z’B "~ ZB
Z’ colncide donc avec Z, et nous avons ainsi démontré que AX, BY et CZ
sont concourants.



6 Redécouvrons la géométrie

Exercices

1-8i X, Y et Z sont les milieux des c6tés d’un triangle, les trois segments
de Céva correspondants sont concourants.

2 - Les trois segments de Céva perpendiculaires aux cétés d’un triangle
sont concourants.

3 - Soient ABC et A’B’C’ deux triangles non égaux dont les cdtés sont

respectivement paralléles, comme sur la figure 1.2B : les trois droites
AA’, BR’, CC’ (prolongées) sont concourantes. (De tels triangles sont

dits homothétiques; nous les considérerons 4 nouveau en 4.7).

VAN

L

4 - Soit AX un segment de Céva, de longueur p, qui divise BC en deux
segments BX = m et XC = n (voir fig. 1.2C). On a alors ;

c
Fig. 1.2B

a(p®* + mn) = b*m + c'n.

Conseil. Additionner les expressions donnant les cosinus des deux
angles supplémentaires de sommet X en fonction des cétés des triangles
ABX et ACX. Le résultat obtenu exprime le théoréme de Stewart, que
ce dernier énonc¢a en 1746. Ce théoréme fut probablement découvert
par Archiméde environ 300 ans avant J-C., mais sa premiére démons-
tration connue est due 3 Simson en 1751,
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A

<

B m X i ' C
Fig. 1.2C

1.3. POINTS REMARQUABLES

Il existe de nombreux points et droites remarquables associés 4 un
triangle : nous devrons donc nous borner & n’en considérer que quelques-
uns. L'un d’eux, que nous avons déja mentionné, est le cenire du cercle
circonscril 4 un triangle, Soit O ce point (voir fig. 1-3A); il est I'intersec-

Fig. 1.3A
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tion des trois perpendiculaires élevées au milieu des cotés du triangle.
Le rayon du cercle circonscrit a déja été noté R.

On appelle médianes les segments de Céva joignant les sommets d’un
triangle aux milieux des cdtés opposés. Ainsi, sur la figure 1-3B (voir
ci-dessous), les segments AA’, BB’ et CC’ sont les médianes du triangle
ABC. 11 s’ensuit que : BA' = A'C, CB’ = B’A et AC’ = C’'B. D’aprés
le théoréme 1.21, on voit que les médianes sont concourantes. Leur
point commun est appelé centre de gravité du triangle : si ce dernier était
découpé dans un matériau de densité uniforme et suspendu par un fil
fixé au centre de gravité, il serait en équilibre.

Revenant 4 la figure 1-3B, un fait nous frappe. Les triangles GBA’
et GA’C, ayant des bases égales (BA’ = A’C) et une hauteur commune,
leurs aires sont égales — et représentées par la méme lettre z sur la
figure. Pour la méme raison, on a :

S(GCB’) = S(GB’'A) ==Y et S(GAC) = S(GC'B) = Z.
Mais on a également S (CAC’) = S(CC'B), c’est-d-dire 2y + z =

z + 2x; donc £ = y. D’une facon analogue : S(ABA’) = S(AA’C), d’ol
y = z. Finalement : x = y = 2, d’oul :

Théoréme 1,31 — Les médianes d'un triangle partagent celui-ci en six
pelits triangles d’aires égales.
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Poursuivant I’examen de la figure 1.3B, nous remarquons 4 nouveau
que S(GAB) = 2 S(GBA’). Ces triangles ayant une hauteur commune
(elle serait abaissée de B sur AA’), il en résulte que AG = 2 GA'. Et
on trouverait pareillement : BG = 2GB’, et CG = 2GC’. Ainsi :

Théoréme 1.32 — Les médianes d’un Iriangle se diviseni mutuellement
dans le rapport 2:1 ; ou, en d’aulres lermes, se coupent aur deux tiers de leur
longueur a partir des sommels d’ ol elles sont issues.

A

On appelle hauteurs du triangle ABC les trois segments AD, BE et CF
perpendiculaires, respectivement, aux cdtés BC, CA et AB. Comme nous
I’avons vu dans I'exercice 2 du paragraphe 1.2, la réciproque du théoréme
de Jean de Céva montre que ces hauteurs sont concourantes; leur point
commun, H, est appelé 'orthocenire du triangle. Les points D, E et F
sont les pieds des hauteurs; en les joignant, on obtient le friangle orthique (*)
du triangle ABC.

Les trois bissectrices intérieures constituent un autre important
ensemble de segments de Céva; on voit 'une d’elles, AL, sur la figure

() Voir E. ROUCHE et Ch. de COMBEROUSSE, Traité de géométrie, 7° éd., tome I et
I, 1900, réédition Jacques Gabay, 1997 — Tome I, p. 448, et F. G.-M. (Frére GABRIEL-
MARIE), Exercices de géométrie, 6° éd., 1920, réédition Jacques Gabay, 1991 — N= 292 j et
m, 664 a, 1052 et 1136.
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1.3D. En appliquant le théoréme 1.11 aux deux triangies ABL et ALC
(dont les angles en L, étant supplémentaires, ont des sinus égaux), on a :

BL c ¢ LC b
snd2 snL O sinAj2 sinlL
d’'ou :
BL ¢
LC™ b
A
¢ b
[
B L C
Fig. 1.3D

Des résultats analogues pouvant étre établis en considérant les bis-
sectrices intérieures des angles B et C, on a ainsi démontré le théoréme
suivant :

Théoréme 1.33 — La bissectrice iniérieure de I'un quelconque des angles
d’'un friangle divise le c6té opposé en segmenis proportionnels aux longueurs
des cités adjacents.

Tout point de la bissectrice AL est équidistant de CA et de AB; et,
d’une maniére analogue, tout point de la bissectrice intérieure de I'angle B
(non représentée sur la figure 1.3D) serait équidistant de AB et de BC.
Le point I, intersection de ces deux bissectrices (voir fig. 1.3E) est donc
a la méme distance, r, des trois cotés :
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Théoréme 1.34 — Les bissecirices iniérieures des irois angles d’un
triangle sont concourantes.

Fig. 1.3E

Le cercle de centre I et de rayon r est tangent aux trois cotés du
triangle : on 'appelle le cercle inscrit.

Exercices

1 - Si un triangle a un angle obtus, le centre du cercle circonscrit et 1’ortho-
centre sont situés i I’extérieur de ce triangle.

2 - Trouver le rapport de l’aire d’un triangle donné A l'aire d’un triangle
dont les cdtés sont égaux aux médianes du premier.

3 - Tout triangle ayant deux médianes égales est isoscéle.
4 - Tout triangle ayant deux hauteurs égales est isoscéle.

5 - Etablir une autre démonstration du théoréme 1.34 en appliquant
les théorémes 1.22 et 1.33.

6 - Calculer la longueur de la médiane A A’ (voir fig. 1.3B) en fonction des
longueurs a, b, ¢ des cétés du triangle ABC.
Conseit: Appliquer Je théoréme de Stewart (Exercice 4 du paragraphe
1.2).

7 - Le carré de la longueur de la bissectrice AL (voir fig. 1.3D) a pour

expression :
a ]
e[+~ (5]
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8 - Dans un triangle rectangle de cbtés 3, 4, 5, trouver Ia longueur de Ia
bissectrice de I’angle droit.
9 - Dans un triangle, le produit de deux cotés est égal au produit du dia-

métre du cercle circonscrit par la hauteur correspondant au troisiéme
chté.

I.4. CERCLES INSCRIT ET EX-INSCRITS

La figure 1.4A représente le cercle inscrit tangent aux cétés BC, CA
et ABen X, Y et Z respectivement. Les deux tangentes & un cercle
menées par un point extérieur A ce dernier étant égales, on voit que
AY = AZ, BZ = BX, CX = CY. D’ou, avec les notations indiquées
sur la figure :

y+z=a, z4+x=05b zx+y=c
En additionnant ces expressions membre & membre, et en désignant,
avec Euler, le demi-périmétre par s, on a :
2x+2y+22=a+b+c=2s,
d’ol
z+y+z=s
et:

Théoréme 141 —r=s5s—a,y=5s—b, z=5—c¢c.

AT\

Fig. 1.4A
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Z

Fig. 1.4B

L’aire du triangle IBC (dont la base est BC = a et la hauteur corres-
pondante r) est S(IBC) = arf2. En additionnant les expressions analogues
pour les triangles ICA et IAB, on obtient; 1/2 (@ 4 b 4 ¢)r = sr. Dol :

Théoréme 1.42 — S(ABC) = sr.

Sur la figure 1.4B, le triangle I,I»I. a pour cotés les bissectrices exté-
rieures des angles A, B et C. Tout point de I.I,, bissectrice extérieure
de I'angle B, est équidistant de AB et de BC; et, de méme, tout point
de Il est équidistant de BC et de CA. Le point I, commun aux deux
bissectrices, est donc a4 la méme distance, rs, des trois cotés. Etant équi-
distant de AB et de AC, I, doit donc appartenir au lieu géométrique des
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points équidistants de ces droites, c’est-a-dire & A, bissectrice intérieure
de I’angle A :

Théoréme 1.43 — Les bissectrices extérieures de deux des angles d’un
triangle ef la bissectrice intérieure du troisiéme angle sont concourantes.

Ftant tangent aux trois cotés, le cercle de centre J, et de rayon r,
est I'un des trois cercles ex-inscrits. Ces derniers ont pour centre I, Iy, I
et pour rayons r,, ry, r.. Chaque cercle ex-inscrit est tangent 4 I'un des
cOtés du triangle et aux prolongements des deux autres. Le cercle inscrit
et les trois cercles ex-inscrits sont parfois appelés les quatre cercles {ri-
tangenls du triangle.

Selon les notations des points de contact indiquées sur la figure 1.4B,
on voit que les deux tangentes BX, et BZ, sont égales. De plus

BXy +BZy = BC + CXy + ZsA 4+ AB

=BC+CYs+ YA+ AB=a+ b + ¢ = 2s.

Ainsi, les tangentes au cercle ex-inscrit de centre I, issues de B, ont

pour longueur s : il en serait de méme pour les tangentes menées par les
autres sommets. Donc :

AY,=AZ, = BZ, = BX; = CX, = CY. = s.

Et comme CX, = BX, — BC = 5 — a (et de méme pour les autres
tangentes), on a :

BX, =BZ,=CXy =CYp=5s8—aq,

CYe =CXa=AY:=AZ, = s — b,

AZy = AYy =BZ; = BX =s5—c.
Exercices

1 - Sl trois cercles de centres A, B, C sont tels que chacun soit tangent aux
deux autres, leurs rayons sont s — a, s — b, s — ¢ (a, b, c et 8 étant
les cOtés et le demi-périmétre du triangle ABC — voir fig. 1.4A).

2 - En donnant & s, r et R leur sens habituel, on a : abc = 4sr R.

3 - Les segments AX, BY et CZ de la figure 1,4A sont concourants. Leur
point commun est le poinl de Gergonne du triangle ABC.

4 - Le triangle A BC est le triangle orthique () du triangle I,I,1. (fig. 1.4B).

(}) Voir la définition au paragraphe 1.3 de ce chapitre (N.d.T.).
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5-S(ABC) = (s — a)ra = (s — b)ro = (s — ¢)re (Cf. théoréme 1.42).
1 1 1 1
6 - T + T + T T

1.5. THEORE ME DE STEINER-LEH MUS

I] existe un certain nombre de problémes de géométrie qui semblent
exercer un attrait particuiier sur quiconque a, un jour, achoppé contre
leur difficulté. Méme dans les siécles passés, ce fut 1a, semble-t-il, un trait
caracléristique de la géométrie. 11 suffit, en effet, de rappeler les trois
célébres problémes de I'antiquité : duplication du cube, trisection d’un
angle quelconque, et quadrature du cercle. Les tentatives faites pour les
résoudre ont conduit & développer maintes branches nouvelles des mathé-
matiques. Méme actuellement, de prétendus mathématiciens envoient
des « solutions » ce ces problémes et mettent le lecteur au défi de prouver

PR W & w e e

qu’ellus sont fausses.
Voici, notamment, un théoréme qui suscite toujours de I'intérét :

Théoréme 1.81 — Toul triangle ayani deuz bissecirices égales (complées
enire un sommel el le clé opposé) esi isoscéle.

En 1840, I’énoncé de ce théoréme fut envoyé au grand géometre suisse
Jacob Steiner par C. L. Lehmus (dont, sans cela, le nom aurait été oublié
depuis longtemps) en demandant une démonstration purement géomé-
trique, Steiner donna cette derniére sous une forme assez compliquée
qui inspira 4 maints autres mathématiciens la recherche de méthodes
plus simples. Sur le théoréme de Steiner-Lehmus, des articles parurent
dans diverses revues en 1842, 1844, 1848; puis, presque chaque année,
de 1854 a 1864; enfin, assez réguliérement, pendant les cent années
suivantes.

L’une des démonstrations les plus simples repose sur les deux lemmes
suivants :

Lemme 1.811 — Si, dans un cercle, deux cordes sous-tendent des angles
inscrils aigus el inégaux, le plus pefil angle correspond a la plus pelile corde.

DEMONSTRATION — A deux cordes égales correspondent deux angles
au centre égaux et deux angles inscrits, de valeur moitié, égaux. Tandis
que si deux cordes sont inégales, la moins longue, étant la plus ¢éloignée
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du centre, sous-tend un angle au centre plus petit que celui correspondant

a l'autre corde, donc un angle inscrit plus petit également.

Lemme 1.512 — Si deux des angles d'un ftriangle sont inégaur, au
plus petit d’entre eux correspond la bissectrice intérieure la plus longue.

DEMONSTRATION — Soit ABC un triangle tel que B << C (voir fig.
1.5A); et soient BM et CN les bissectrices des angles B et C : nous voulons

/‘-——___
Al C el o DAL o« MR QS ? o eumien o a M ’ —
démontrer que BM >> CN. Soit M’ le point de BM tel que M'CN = BJ2.

Cet angle étant égal a l\m, il s’ensuit que les quatre points N, B, C, M’
sont situés sur un cercle. Et puisque,

B<12B+C <12(A+B+0)

on a ;.
e, T —
CBN < M'CB < n/2.

A

/

Fig. 1.5A
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Or, d’aprés ie lemme 1.5311, CN < M’B. 1l en résuite donc :
BM > BM'’ > CN.

DEMONSTRATION DU THEOREME — 1l arrive souvent que ’on puisse
énoncer un théoréme sous une forme « contraposée » équivalente. Par
exemple, au lieu de dire fous les hommes sont moriels, on pourrait, tout
aussi bien, dire les immorifels ne soni pas des hommes. Pareillement, au
lieu de démontrer le théoréme 1.51 lui-méme, il nous suffira de démontrer
que si, dans le iriangie ABC, B # C, il s’ensuit que BM 3 CN. Or ceci
est justement une conséquence immédiate du Lemme 1.512.

La démonstration ci-dessus a une histoire amusante. Elle fut établie
par deux ingénieurs anglais, G. Gilbert et D. MacDonnell, et publiée
dans la revue American Mathemalical Monthly (1963, n° 7, pp. 79-80)
avec la Nole de I’ Editeur suivante :

« Dans son compte rendu du livre de Coxeter Intmduction a la Géo-

-~ Py - ~ 1 - 100 1£0 .Y f P .
mélrie (Se'.ieut;ﬁ\. Ameriuan, 204, 198 i, Pp. 1 uu-xuoj, Martin Gardner

a expos¢ ce théoreme d’une maniére si intéressante que des centaines
de lecteurs lui envoyérent leurs propres démonstrations. 1l prit la peine
de passer au crible cette masse de notes jusqu'a ce que, seul, subsistit
le joyau ci-dessus. »

Certains lecteurs peuvent ne pas étre satisfaits de ce que, comme
la plupart des autres, la démonstration de Gilbert et Mac Donnell soit
« indirecte » : au lieu du théoréme de Steiner-Lehmus lui-méme, les
aufeurs démontrent, en eflet, la contraposée {(lemme 1.512). Si plusieurs
démonstrations prétendument directes ont été proposées, chacune d’elles
est, en fait, une démonstration indirecte déguisée. Pour voir que tel est
bien le cas, rappelons que, dans la pratique, seuls les théorémes les plus
simples sont démontrés compléetement. Les autres le sont en recourant
a d’autres théorémes déja connus qui forment toute une suite remontant
aux axiomes; et si I'un quelconque de ces théorémes comporte une preuve
indirecte, la démonstration qui les utilise ne saurait, 4 bon droit, prétendre

h 1
étre directe. D’autre pa.‘.'t, certains des théorémes les p pluo auul.ucn et les

plus fondamentaux sont démontrés de fagon indirecte : si donc nous
tenions absolument & n’avoir que des preuves directes, notre provision
de théorémes ne contiendrait plus que d’extrémes banalités. Cette
remarque peut-elle nous affliger en quoi que ce soit ? Comme I'a écrit
le grand mathématicien anglais G. H. Hardy : « L’'une des meilleures
armes du mathématicien est la preuve par l'absurde si chére 4 Euclide.
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Dans une partie d’échecs, il n’y a pas, de loin, de coup qui la vaille : un
joueur peut risquer de perdre un pion, ou méme une piéce, mais, pour
le mathématicien, c’est la partie entiére qui est en jeu ».

Exercices

1 - Soient BM et CN les bissectrices extérieures des angles B = 12¢ et
C = 132° d’un triangle ABC, chacune d’elles étant limitée au coté
opposé. Comparer leurs longueurs sans recourir aux fonctions trigo-

nométriauae () Rottama)l
.\luvu \vn ‘—'v““lll“"

ARV EIA LA

2 - Si Yon veut appliquer le théoréme 1.51 au triangle de Bottema (ci-
dessus) — ou nul ne peut nier que ’on ait B < C — 2 quel moment
notre démonstration est-elle inexacte ?

3 - Etablir une démonstration « directe » du théoréme de Steiner-Lehmus
en utilisant la formule donnée dans I’exercice 7, paragraphe 1.3.

La figure 1.6A ci-dessous représente un triangle ABC aux angles
aigus, le centre O de son cercle circonscrit, son orthocentre I et son
triangle orthique (1), en désignant ainsi le triangle dont les sommets sont

e RS

é "/

B D A’ C

Fig. 1.6A

(*) Voir paragraphe 1.3 (N.d.T.).
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les pieds, D, E, F, des hauteurs; son examen est fructueux. Précisons,
tout d’abord, pourquoi la méme valeur a = #/2 — A y a été indiquée
pour plusieurs angles. Le triangle OA’C étant semblable au triangle JBC
e e,
de la figure 1.14A, il s’ensuit que A’OC = A; les angles en B et C du
triangle OBC ont donc pour valeur commune #/2 — A. D’autre part,
—— —
dans les triangles ABE et ACF, les angles EBA et ACF sont égaux,
comme compléments de A ; cette égalité aurait, d’ailleurs, pu étre déduite
du fait que, ..LTEE et Eﬁ‘\(.f étant des angles droits, le quadrilatére BCEF

AL KAt WL

est inscriptible dans un cercle. Des remarques analogues 4 propos des
quadrilatéres BDHF et CEHD conduisent finalement aux égalités

e T e " — e
HDF = HBF = EBF = ECF = ECH = EDH.
HD est donc la bissectrice de 1’angle E/‘EF

De méme, les angles FED et DFE ont pour bissectrices respectives
HE et HF. On obtient ainsi un premier résultat intéressant : les hauteurs
d’un triangle sont les bissectrices des angles du triangle orthique; ou,
cn d’autres termes :

Théoréme 1.61 — Dans un iriangle dont les angles sont aigus, I'ortho-
cenire est le centre du cercle inscrit du Iriungle orthique.

Comme nous I'avons remarqué, la figure 1.6A montre que
e, o
HDF = DBO. HD étant perpendiculaire 3 DB, FD doit I'étre aussi

-a e - weRaS W r WAAVAAW WRSTAEA - A WRATLY

4 OB. Pareillement, DE est perpendiculaire 4 OC, et EF i 0A.

-

Exercices

1 - Les triangles AEF, BDF, DEC et ABC sont semblables (voir fig. 1.6A).

2 - Représenter une figure comportani les mémes éiéments que la figure
1.6A, mais lorsque I’angle A est obtus. De nos conclusions précédentes,
lesquelles faudrait-il modifier ?

3 - Dans un triangle ayant un angle obtus, I'orthocentre est I’un des centres
des cercles ex-inscrits du triangle orthique.

T

4-HAO = B C|
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1.7. TRIANGLE COMPLE MENTAIRE ET DROITE D’EULER

Nous appellerons triangle complémentaire (1) d’'un triangle donné,
celui qui a pour sommets les milieux des cotés de ce dernier. Ainsi, sur
la figure 1.7A, le triangle A’B'C’ sera le triangle complémentaire du
triangle ABC dont les milieux des cOtés sont A’, B’ et C’; on y voit éga-
lement que G est le point commun aux deux médianes AA’ et BB’ de
ABC, que H est le point commun aux deux hauteurs AD et BE de ABC,
enfin que O est le point commun 3 deux hauteurs de A’B’C’. Le simple
examen de la figure 1.7A fournit un nombre remarquable de résultats.

A

v AN

B 0 N ¢
Fig. 1.7A

Tout d’abord, ayant leurs c6tés paralléles, les deux triangles ABC
et A’B’C’ sont semblables. De plus C'B’ = B(C/2; ainsi, le rapport entre
deux segmenis reclilignes correspondants quelconques sera 1/2 (ce qui
précise la simple correspondance entre co6tés). En fait, les segments
B'C’, C’'A’ et A'B’ partagent le triangle ABC en quatre triangles égaux.

On voit, de plus, que AC’A’B’ est un parallélogramme; d’ol il résulte
que AA’ coupe C’B’ en son milieu. Les médianes du triangle A’B'C’

(") Voir E. ROUCHE et Ch. d¢ COMBEROUSSE, op. cit. - Tome I, p. 447.
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recouvrent donc celles du triangle ABC; et, par suite, ces deux triangles
ont pour centre de gravité le méme point G. Enfin, P est, a la fois, le milieu
de B'C' et de AA’.

D’autre part, les deux hauteurs du triangle A’B’C’, représentées sur
la figure 1.7A sont les perpendiculaires au milieu des cotés AB et BC
du triangle ABC : on en conclut gue leur point d’intersection, O, est
en méme temps V'orthocenire de A’B'C’ et le centre du cercle circonscrit
4 ABC — d’ou il résulte que AH = 204".

De plus, selon le théoréme 1.32, AG = 2GA’. Et comme AD et OA’
sont paralléles, comme étant perpendiculaires & BC, on a finalement,
dans les triangles semblables HAG et OA'G :

HAG=04'G et AGH = A'GO.

Ceci montre que les trois points O, G et H sont alignés et que
HG = 2GO0.

Théoréme 1.71 — Dans fout triangle, Uorthocenire, le cenire de gravité
el le centre du cercle circonscrit sont alignés; de plus, la distance entre I'ortho-
cenire el le cenire du cercle circonscrit est divisée dans le rapport 2[1 par
le centre de gravité.

On appelle droite d’Euler, la droite sur laquelle ces trois points sont
situés.
Observons de plus prés la figure 1.7A : N désigne le point ou la droite

d’Euler, HO, rencontre la droite qui est issue de P en étant perpendi-
culaire & B'C’. Ainsi, les trois droites AH, PN et A’O, étant perpendi-
culaires 4 B’'C’, sont paralléles entre elles. De plus, puisque AP = PA’,
PN est A égale distance des deux autres; et, par suite, N est le milieu
de HO.

La discussion ci-dessus a été faite en considérant le cdté B'C’ du
triangle A’B’C. Mais, si I’on appliquait le méme raisonnement a I'un des
deux autres cotés, on verrait que le segment HO reste fixe et qu’il est
partagé en deux parties égales par la perpendiculaire au milien du nouveau
cdté considéré. On peut donc affirmer que les perpendiculaires au milieu
des trois cOtés du triangle A’B’C’ passent par le point N, milieu de HO.
En d’autres termes, N est le centre du cercle circonscrit au triangle A’B’'C’.

En résumé, le centre du cercle circonscrit au triangle complémentaire
est situ¢ au milieu du segment HO de la droite d’Euler du triangle initial.
De plus, le triangle A’B’C’, étant semblable au triangle ABC dans le
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rapport 1/2, le rayon de son cercle circonscrit est égal & ia moitié du rayon
du cercle circonscrit & ABC.

Nous devons ici dire quelques mots d’Euler dont le nom revient
si souvent, et dans tant de branches des mathématiques. Léonard Euler
naquit 4 Bale en 1707. Il fut admis 4 I’Académie de Saint-Pétersbourg
en 1727, et, en 1741, partit pour Berlin pour y occuper la chaire de mathé-
matiques de I’Académie de Prusse. Revenu 4 Saint-Petersbourg en 1766,
il y resta jusqu’a sa mort, en 1783.

Euler fut un travailleur infatigable; par son activité, il a enrichi tous
les domaines des mathématiques. Ol que I’on regarde en effet, on trouve
soit un théoréme ou une formule d’Euler, soit une méthode d’Euler,
473 des mémoires qu’il écrivit furent publiés pendant sa vie; 200 peu
aprés sa mort; 61, enfin, plus tard. De plus, tous ses travaux furent
exécutés dans des conditions pénibles, car, en 1735, il perdit la vue d’un
il et, en 1766, il devint tout & fait aveugle, Son adresse dans les calculs

était remarquable, et sa compréhension intuitive des mathématiques

prodigieuse. Maintes fois encore, dans cet ouvrage, nous retrouverons
le nom d’Euler.

Exercices

1 - En s’inspirant de la figure 1.1B, et non plus de 1.1A, dessiner une
nouvelle figure 1.7A, et vérifier que notre démonstration du théoréme
1.71 reste valable lorsque le triangle ABC a un angle obtus.

2-0H* = 9R* — a® — b3 — ¢%,
3-DA’ = | b2 — ¢ |[2a.

4 - Si la droite d’Euler est paralléle au c6té BC d’un triangle ABC, on a la
relation tg B-tg C = 3.

1.8. CERCLE DES NEUF POINTS

Pour faciliter un peu les choses, supprimons quelques lignes sur
la figure 1.7A, puis ajoutons en quelques autres de maniére & réaliser la
figure 1.8A; sur cette derniére, K, L et M sont les milieux des parties de
hauteurs comprises entre les sommets et I'orthocentre, soit AH, BH et CH.
Les triangles ABC et HBC ont en commun le c6té BC; les milieux de
leurs autres c6tés étant respectivement B’ et C’ pour ABC, et L et M
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pour HBC, il s’ensuit que les segments B’C’ et LM sont paralléles 4 BC
et égaux a sa moitié. D’une fagon analogue, LC’ et BM' sont paralléles
A4 AH et égaux a sa moitié. Le quadrilatére B'C'LM est donc non seu-
lement un parallélogramme — comme ayant ses cotés paralléles deux a
deux — mais aussi un rectangle puisque BC et AH sont perpendiculaires.
On wverrait pareillement que A'B’KL et C'A’MK sont aussi des
rectangles. Il s’ensuit que A’K, B'L et C'M sont trois diamétres d’un

cercle, comme dans la figure 1.8B. L’angle A'DE étant droit (voir fig.
1.8A), le cercle ayant A’K comme diamétre passe par D (voir fig. 1.8B)
et, de méme, par E et F. En résumé :

A
|
|
|
!
1K

7 ! E 4

/I NSNS

F "

~A\H_-N
AL

L // | \\\\ M

// T \\\

// | \\\\
8 D K ¢
Fig. 1.8A

Théoréme 1.81 — Dans un triangle quelconque, les milieuzx des trois cétés,
les pieds des trois hauteurs el les milieus des segments compris entre les trois
sommels el I'orthocenlre sonl situés sur le méme cercle dont le rayon est Rj2 (1).

Avec Jean-Victor Poncelet, nous appellerons ce cercle le cercle des
neuf points (?) du triangle. Les points K, L et M étant diamétralement
opposés aux points A’, B’ et C’, respectivement, les triangles KLM et

(') R étant le rayon du cercle circonscrit au triangle (N.d.T.).

(*) On ’appelle également cercle d’Euler. Voir 4 ce sujet R. DELTHEIL et D. CAIRE
Géométrie, 4° &d., 1950 et Compléments, 1951, réédition Jacques Gabay, 1989 — G., p. 77,
et E. ROUCHE et Ch. de COMBEROUSSE, op. cit.,, Tome I, p. 306-307.

¥
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A'B'C’ peuvent se déduire I'un de I’autre par un demi-tour (c’est-a-dire
une rotation de 180° ayant pour centre le centre de ce cercle). Il est
clair que, permutant les deux triangles égaux, cette transformation doit
également permuter leurs orthocentres H et 0. Le centre du cercle des
neuf points est donc au milieu de HO, en un point déja désigné par la
lettre N pour rappeler le nombre neuf. En d’autres termes :

Théorédme 1.82 — Le centre du cercle des neuf points est situé sur la droite
d'Enler a égale distance de I'orthocenire ef du cenire du cercle circonscrii.

A

B ) A’
h 4
X 1.

ig.

D
i

o
o

L’histoire des deux théorémes n’est pas trés claire. 1)’aprés un pro-
bléme publié dans une revue anglaise par B. Bevan en 1804, il semble
qu’ils étaient déja connus & cette époque. C’est a tort que, parfois, on les
attribue a4 Euler, celui-ci ayant démontré, dés 1765, que le triangle
orthique et le triangle complémentaire avaient le méme cercle circonscrit.
En réalité, les auteurs européens parlent souvent du « cercle d’Euler ».
en 1821. C'est plus tard encore que K. Feuerbach redécouvrit le résultat
partiel d’Euler en lui adjoignant une nouvelle propriété si remarquable
qu’elle 2 amené maints auteurs a appeler le cercle des neuf points « cercle
de Feuerbach ». D’aprés le théoréme de Feuerbach (que nous démontre-
rons dans le paragraphe 5.6), le cercle des neuf poinis est langent aux
quatre cercles inscrit et ex-inscrits.
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Exercices
1 - Le quadrilatére AKA’O (fig. 1.8A) est un parallélogramme.

2 - Sur le cercle des neuf points de Ja figure 1.8B, les points K, L ef M
partagent en deux parties égales les arcs EF, FD et DE, respectivement.

3 - Le cercle circonscrit au triangle ABC est le cercle des neuf points du
triangle Ig1,1. (voir fig. 1.4B).

4 - Soient trois cercles égaux qui passent par un méme point P et se coupent

+ 2 e d S 4 A D M A
en trois autres points A, B, C. Démontrer que le rayon commun aux

trois cercles est égal au rayon du cercle circonscrit au triangle ABC,
et que P est 'orthocentre de ce dernier.

5 - Le cercle des neuf points d’un triangle ABC coupe les cotés de ce der-
nier suivant les angles | B—C |, {C— A |et | A— B |

1.9. TRIANGLES PODAIRES

Le triangle podaire et le triangle complémentaire sont deux cas parti-
culiers d’un type plus général de triangles associés 4 un triangle donné.
Soit donc P un point quelconque situé a l'intérieur du triangle ABC,

A

Fig. 1.9A

et PA,, PB,, PC,, les perpendiculaires abaissées de P sur les cdtés
de ce dernier, comme on le voit sur la figure 1.9A. Nous appellerons
le triangle A,B,C, le friangle podaire du point P par rapport au
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triangle ABC (}). La condition, pour P, d’étre a I'intérieur de ABC peut
étre supprimée sous réserve (comme nous le justifierons dans le para-
graphe 2.5) que P ne soit pas situé sur le cercle circonscrit au triangle
ABC. Si P est confondu, soit avec I'orthocentre, soit avec le centre du

cercle circonscrit, on retrouve évidemment soit le triangle podaire, soit
le triangle complémentaire, respectivement.

Examinons attentivement la figure 1.9A. Les points B, et C; sont
. . . T — e
situés sur le cercle de diamétre AP, puisque les angles PC A et PB,A
sont droits; en d’autres termes, P est situé sur le cercle circonscrit au
triangle AB,C,. Si, 4 ce dernier et au triangle ABC, on applique la loi
des sinus, il vient

B,C, a
sin A AP, ou sin A 2R,
donc
AP
16 =aoge

On aurait, de méme :

BP
CA, =b — 3R

CP
et AlBl = C-2—R-

Nous avons donc démontré le résultat suivant :

Théordme 1.91 — Si le point origine des perpendiculaires esl silué a

des dislances z, y et z des sommels du friangle ABC, les colés du frianaole

UL WMLV VrY Wy U MU UWESE - A. iy RS

podaire soni égaux a :
ax by ¢z

Le cas particulier ot x = y = z = R est, naturellement, bien connu.

Voici maintenant un exercice intéressant qui fait intervenir des
triangles podaires successifs et constitue, en méme temps, un exemple

ah o nt A’ atin o
Znarmanc a uuasluauuu en 5vuxuctxau Pour la pwmzére fﬁls, Semh!u*t‘ﬁ‘l!

I’éditeur J. Neuberg le donna sous forme d’un supplément a la sixiéme
édition (1892) de I'ouvrage classique de John Casey, A Sequel fo the Firs!
Six Books of the Elemenis of Euclid (3). La figure 1.9B représente un

(') Voir E. ROUCHE et Ch. de COMBEROUSSE, op. cit. — Tome I, p. 455, et F. G.-M,,
op. cit. — N° 2282.
(*) Suite aux six premiers livres des Eléments d’Euclide.
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point P situé a l'intérieur du triangle ABC, et 4 partir duquel on cons-
truit A,B,C,, triangle podaire de P par rapport 4 ABC. D’une fagon
analogue, et toujours A partir de P, on construit A,B,C; et 4,B,C, qui
sont, respectivement, les triangles podaires de P par rapport de A,B,C,
et A,B;C,. Finalement, Neuberg a découvert le résultat que voici :

Théoréme 1.92 — Le troisiéme Iriangle podaire A,B;C,;, est semblable au
triangle initial ABC.

Fig. 1.9B

La démonstration est d’une simplicité surprenante. En fait, aprés
avoir joint A & P, elle apparait sur la figure car P est situ¢ sur les cercles
circonscrits aux triangles AB,C,, A,B,C,, A.,B;C,, A;B.,C, et A,B,C,,
ce qui entraine les égalités d’angles :

— T —T ——
C,AP = C,B,P = A;B,P = A,C,P

sA; P

——
= BanP = BA
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et
—— T ——— e
PABl = PCIB], = PC]_A’ = PB’A’
/\ T e
== PBzCs == PA,Cso

En d’autres termes, les deux parties de ’angle A (indiquées par un
arc simple et un arc double) se retrouvent en C,, pour la premiére, et en
B,, pour la seconde, puis, en B, et C,, enfin, toutes deux, en A,. Il s’ensuit

lag triangles A R at A RO Aantla
que s blla:151u5 L1533 €F f1300g0y ont leurs au.s.lvs en A et Aa égaux Comme

il en est de méme pour leurs angles en B et B, le théoréme est démontré.
I1 est intéressant de suivre, sur la figure, cette sorte de « ballet » des angles
lorsqu’on passe de A & A,;; il est aussi précis que les mouvements d’une
équipe bien entrainée.

Le Dr A. Oppenheim, vice-recteur chancelier de I'Université de
Malaisie, a Singapour, a généralisé la propriété ci-dessus des triangles
podaires successifs. Il a trouvé, en effet qu’a partir d’'un polygone a n cétés,
le nleme polygone podaire qu’on en déduil lui est semblable. La vérification
de ce résultat dans le cas de n = 4 est trés instructive.

Ici, arrétons nos recherches aprés avoir fait une partie de ce que
nous voulions entreprendre : partant de faits bien connus, nous avons
établi quelques résultats simples mais importants. Il existe maints pro-
blémes se prétant & étre résolus par les méthodes indiquées ci-dessus;
certains, d’ailleurs, sont des « colles » bien connues que le lecteur aura
peut-étre déja rencontrées. Nous terminerons ce chapitre en proposant,
a titre d’exercices, cinq de ces casse-téte traditionnels.

Exercices

1 - Seit un triangle équilatéral ABC. Une droite passant par A, coupe le
coté BC en Q et le cercle circonscrit au triangle en P. Démontrer la
relation

Lot 1

BT PC = PO

2 - Soit un carré ABCD, et, a I'intérieur de ce carré, un point P tel que
(voir la fig. 1.9C) le triangle PA B soit isoscele et ait deux angles égaux
4 15°. Démontrer que P, C et D sont les sommets d’un triangle équilatéral.

3 - Soit un paralklogramme ABCD et un point P extérieur tel que PB
et PD fassent des angles égaux avec les cétés BC et CD, respectivement
T

(voir fig. 1.9D). Démontrer que Jes angles EE;B et DPA sont égaux.
(Malgré son aspect, la figure 1.9D est naturellement une figure plane).
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4 - Soit ABC (voir fig. 1.9E) un triangie isoscéle dont ies deux angles
égaux en B et C sont de 80° chacun. Les deux segments BD et CE
divisent les angles en B et C, respectivement, le premier en deux angles

de 20° et 60°, le second en deux angles de 30° et 50°, Trouver la valeur
it
de ’angle EDB.

15 15

Fig. 1.9C

=7

Fig. 1.9D

5 - Soient un triangle équilatéral ABC et le demi-cercle décrit sur AC
comme diamétre a l'extérieur du triangle. Si deux droites issues du
sommet B partagent ce demi-cercle en trois arcs égaux, le cété AC
est lui-méme partagé en trois parties égales par ces droites.
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Quelques propriétés des cercles

Bien que les travaux des Grecs aient &té féconds, nan
seulement en géométrie mais encare dans jes domaines

lae taliie wrmelle dasn meoshd smm masie lam mirmma sadeam

IS PruUs yuiics Ul rﬂu;nerﬂuuquca, nmuu I1G Uruin !-GPC"‘
dant, aujourd’hui, dépossés en tout point, certainement

méme en géométrie.
F. Klein

Au cours des si¢cles, on a toujours eu la plus haute considération
pour le cercle dont la forme parfaite a touché tant les philosophes que les

astronomes. Jusqu’a ce que Kepler énoncét ses lois, il était inconcevable
que les nlanétes nn«pni se mouvaoir sur des arhites autres que des cercles.

— 2T el ALe Ul 2 JLAVRRWRAL 222 BB Rl 2L SRAI 2 m LR LA LA

Si, de nos jours, des termes tels que « carré », « droite », et d’autres ana-
logues, ont parfois des significations incertaines, il n’en a jamais été de
méme pour le cercle qui, dégagé de toute superstition absurde et pseudo-
scientifique, demeure aussi digne d’estime qu’il le fut toujours.

Faute de place, il nous est impossible de mentionner plus que quelques-
unes des propriétés les plus intéressantes établies, depuis Euclide, & pro-
pos du cercle et de ses liens avec les triangles et d’autres polygones.

2.1, PUISSANCE D’UN POINT PAR RAPPORT A UN CERCLE

Rappelons, tout d’abord, deux des théorémes d'Euclide qui
concernent : 1'un, les produits des segments en lesquels deux cordes
d’un cercle se divisent mutuellement (c’est-a-dire, d’apreés la figure 2.1A,
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PA X PA’ = PB x PB’), I'autre. la comparaison d’une sécante et d'une
tangente a4 un cercle issues d’'un méme point P extérieur a ce dernier
(c’est-a-dire, d’aprés la figure 2.1B, PA X PA’' = PT?). En admettant
de considérer une tangente comme la position limite d’une sécante, on
peut combiner comme suit les résultats précédents :

Théoréme 2.11 — Si deux droiles passant par un point P coupent un
cercle, 'uneen A et A’ (qui peuvent coincider ), I'auire en B et B’ (qui peuvent
coincider) on a : PA x PA' = PB x PP

Fig. 2.1A

Pour le démontrer, il nous suffit de remarquer que, les deux triangles
PBA’ et PAB’, étant semblables et ayant leurs angles en P opposés par
le sommet, permettent d’écrire :

PA _PB
PB' — pA”

Fig. 2.1B
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Dans le cas de la figure 2.1B ci-dessus, on aurait recours, d’une
maniére analogue, aux triangles semblables PAT et PTA’ qui condui-
raient 4 :

PA PT
PT ~ PA”
d’ont
PA x PA’ = PT* = PB x PB'.

Soient, maintenant, R ie rayon du cercle et d la distance de P au centre
de ce dernier. Si 'on suppose que BB’ est un diamétre du cercle (B étant
I'extrémité la plus éloignée de P) on voit que, P étant i I'intérieur du
cercle comme dans la figure 2.1A, on a :

AP x PA'=BP X PB' = (R+ d)(R—d) = R* — d%;
tandis que si P est A I'extérieur du cercle (cas de la figure 2.1B), il vient

PAXPA’'=PBx PB' =(d+ R (d—R) =d— Rt

L’équation
AP x PA’ = R — d?

permet aisément de démontrer une formule due 4 Euler.
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Théordme 2.12 — Soient O et I, respectivement, les cenires des cercles
circonscrit et inscrit d’un triangle, et R ef r les rayons respectifs de ces cercles.
Si l'on désigne par d la distance 01, on a:

d* — R* — 2rR. (2.12)

Sur la figure 2.1C on voit que la bissectrice intérieure de I'angle A
est prolongée jusqu'a son intersection, en L, avec le cercle circonscrit.
Soit LM le diamétre perpendiculaire & BC. En posant, par briéveté,
a = Aj2 et § = Bf2, ia figure montre que

e o — T
BML = BAL = a et LBC = LAC = a.
En I, I'angle extérieur du triangle ABJ est
— T
BIL = a + § = LBI.
Il s’ensuit que LBI est isoscéle, d’ot LI = LB. On a donc :
Rt—d*=LI X IA=LB xIA

LBLM o sna
IY/IA - sin a

= LM x IY = 2Rr.

= LM

Par suite d* = R? — 2rR, comme nous voulions le démontrer.

Etant donné un cercle quelconque de rayon R, et un point quel-
conque P situé i une distance d de son centre, nous appellerons I'expres-
sion

di P Rz

la puissance de P par rapport au cercle. Cette puissance est évidemment
positive si P est extérieur au cercle, nulle si P est situé sur le cercle, et
négative si P est 4 I'intérieur de ce dernier. Dans le premier cas, nous
avons déja obtenu l'autre expression de la puissance

PA x PA’,

dans laquelle A et A’ sont deux points quelconques du cercle, alignés
avec P (comme dans le théoréme 2.11). Cette expression de la puissance
reste d’ailleurs valable, quelle que soit la position de P, si 'on a recours,
avec Newton, aux segments rectilignes dirigés qui constituent une sorte
d’algebre vectorielle a4 une dimension dans laquelle

AP = — PA.
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Le produit (ou le quotient) de deux segments dirigés appartenant
a une droite est considéré comme positif ou négatif suivant que les seg-
ments sont, ou non, de méme sens. Avec cette convention, I’équation

d®* — R* = PA x PA’

est donc valable dans tous les cas.

Si P est 4 'intérieur du cercle, on a

d—R'=—(R*—d) = — AP x PA’ = PA x PA’;

tandis que si P est sur le cercle, A ou A’ colncide avec ce point, et I'un
des deux segments est nul. En réalité, d’ailleurs, aprés avoir remarqué

que le produit PA x PA’ a la méme valeur pour toute sécante (ou corde)
passant par P, nous aurions trés bien pu prendre ce produit comme
définition de la puissance de P par rapport au cercle.

Cest Jacob Steiner, dont on a déja vu le nom au chapitre 1, qui,

?
awel 1 ——— LI Y 1.1 L2

¢ le mot puissance avec cette signification.

e la menneidaas

£olo o nearnl
POUr ia premiiere 10is, a empu

Exercices

1 - Quelle est la plus petite valeur algébrique possible de la puissance
d’un point par rapport 4 un cercle de rayon R donné ? Quel est le point
correspondant 4 cette valeur minimum ?

2 - Quel est le lieu des points ayant, par rapport 4 un cercle donné, la
méme puissance (supérieure 4 — R%) ?

3 - Si #* est la valeur positive de la puissance d’un point, donner l’inter-
prétation géométrique de la longueur L.

4 - Soient PT et PU les tangentes menées par un point P 4 deux cercles
concentriques, T étant situé sur le cercle intérieur; et soit Q le point

ou PT coupe le cercle extérieur, Montrer que I’on a PT?* — PU* = QT2

5 - Le rayon du cercle circonscrit 4 un triangle est égal 4 au moins deux
fois le rayon du cercle inscrit dans ce triangle.

6 - Exprimer la puissance du centre du cercle inscrit dans un triangle
par rapport au cercle circonscrit 4 ce dernier, en fonction des rayons,
r et R respectivement, des deux cercles.

7 - En recourant aux segments dirigés on peut exprimer le théordme de
Stewart (voir paragraphe 1.2, exercice 4) sous la forme symétrique
suivante : Si P, A, B et C sont qualre poinis dont les trois derniers sont

alignés, on a PAY-BC + PB*-CA + PC*- AB + BC-CA-AB = 0.
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8 - Soit une drojte passant par le centre de gravité G d’un triangle ABC
et qui coupe les cétés de ce dernier aux points X, Y et Z. En utilisant
des segments dirigés, démontrer que

1 1 1

= 0,
GX+GY+GZ

9 - En se placant au sommet d’une montagne haute de 1 609 métres, et
en supposant que la terre est une sphére de 12743,3 kilométres de
diamétre, 4 quelle distance voit-on I'horizon ?

2.2. AXE RADICAL DE DEUX CERCLES

Dans 'un de ses livres (1), E.T. Bell a raconté I’anecdote suivante.
Pendant son exil hors de la Bohéme, la jeune princesse Elisabeth avait,
un jour, abordé avec succés un probléme de géométrie élémentaire en
utilisant les coordonnées. Et Bell écrit : « ce probléme est un bel exemple
du genre qui ne se préte pas a I’emploi direct et sans nuances de la géo-
métrie cartésienne élémentaire ». La princesse avait pour maitre René
Descartes (auquel les coordonnées cartésiennes doivent leur nom (%)),
et celui-ci déclara « qu'il n’entreprendrait pas d’achever la solution...
en un mois ! »

Lalecon & tirer est claire : si elle est possible avec une certaine méthode,
une solution peut trés bien n’étre pas, pour autant, la meilleure ou la
plus rapide. Voici, en tout cas, un théoréme dont la démonstration ana-
iytique, sans étre en rien plus difficile que la démonstration synthétique
habituelle, a quelques conséquences intéressantes :

Théoréme 2.21 — Le lieu géomélrique des poinls ayan! méme puissance
par rapporl a deux cercles non conceniriques esl une droile perpendiculaire
a la ligne des centres de ces cercles.

Exprimé en coordonnées cartésiennes, le carré de la distance d entre

-~

Aarrer mmnfode far N o4 £ IV s
utua polaws (2, yj €L W, o) €8t
d* = (z —a)* + (y — b)~.

(") Men of Mathematics.

() Certains affirment qu’en fait c’est Pierre Fermat (1601-1665) qui inventa la
géométric analytique parce que, dans une lettre & Descartes, il en donna le principe
essentiel.

Voir Pierre FERMAT, Précis des (Euvres mathématiques et de I'Arithmétique de
Diophante, 1853, réédition Jacques Gabay, 1989.
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La puissance du point (x, y) par rapport au cercie dont ie centre est
le point (a, b) et le rayon r est donc :

d—rt=(z—at4 (y— b —r

En particulier, étant le lieu des points (z, y) de puissance nulle, le
cercle lui-méme a pour équation

x—a)yr+@—>0r—rr=0 (2.22)
Mise sous ia forme (r — a)* + (y — b)* = r%, cette méme équation
exprime que le cercle est le lieu des points dont les distances au point

(a, b) ont la valeur constante r.
Si, maintenant, on écrit I’équation du cercle sous la forme

2+ yr —2ax —2by + ¢ =90, (2.23)

(avec ¢ = a* 4 b* — r?), le premier membre de cette équation c’est-a-
dire
z? 4 y* — 2ax — 2by + ¢

exprime encore la puissance d’un point quelconque (z, y).

Un autre cercle, de méme centre (a, b) mais de rayon différent, aura
une équation de méme forme, ¢ étant naturellement différent; tandis
que tout cercle n’ayant pas le méme centre aura une équation de la
forme

2+ y*—2d'z— 2y + ¢ =0, (2.24)

dans laquelle @’ # a, ou &’ 7 b, ou ies deux a ia fois. Pour les deux cercles
non concentriques dont il est question dans le théoréme 2.21, nous pou-
vons donc utiliser les équations (2.23) et (2.24). Ainsi, le lieu des points
(z, y) ayant méme puissance par rapport a ces deux cercles sera défini
par Yégalité

z?+ Yyt — 2ar — 2by + ¢ = 2* + y* — 2d'x — 2b'y +- ¢/,
qui, aprés simplification, s’écrit
(@ —ayz+ W —by=1/2( —o).

Le lieu est donc une droile.

Si I'on adopte un systéme de référence ou I'axe de z est la ligne des
centres, les équations des cercles se simplifient comme suit :

»4+y*—2ar+c=0, 4+ y*—2dz+c¢ =0, (225
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avec a’ # a, et I’équation du lieu devient
¢ —¢

o)

On a donc une droite perpendiculaire 4 I’axe des z, c’est-a-dire a la
ligne des centres. Or, du fait qu’elle représente I'ensemble de tous les
points d’égale puissance, cette droite peut étre définie géométriquement
en fonction des cercles : nous aurions donc pu la prendre comme axe
des y, comme sur la figure 2.2A. Les équations de deux cercles non concen-
triques peuvent, ainsi, se simplifier encore et s’écrire

4 ypr—2ar+c¢c=0, 224+py*—2ax+c=0 (2.26)

Le lieu est alors z = 0. Réciproquement, tout point (0, y) de la droite
t = 0 a la méme puissance y* 4- ¢ par rapport aux deux cercles.

-

(0,y)

(a,0) 0 (a’,0)

Fig. 2.2A

La remarque précédente achéve la démonstration. Nous aurions pu,
naturellement, abréger cette derniére en écrivant immédiatement les
équations des deux cercles sous la forme (2.25); mais, dans ce cas, nous
aurions omis le beau lemme suivant lequel, pour tout cercle exprimé
sous la forme générale (2.23), la puissance d’'un point quelconque (z, y)
est représenté par le premier membre de I'équation.
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Le lieu géométrique des points ayant méme puissance par rapport
4 deux cercles non concentriques s’appelle I'are radical de ces derniers.
Dans le cas particulier ol les deux cercles se coupent en deux points A
et A’ (fig. 2.2B), chacun de ces points a une puissance nulle par rapport
aux deux cercles dont I’axe radical est alors la droite AA’. De méme,
lorsque deux cercles sont tangents (fig. 2.2C), leur axe radical est leur
tangente commune au point de contact.

A
A:A
Fig. 2.2B Fig. 2.2C
Exercices

1 - Quel est le lieu géométrique des points tels que les tangentes menées

par I'un d’eux A deux cercles donnés soient égales ?
2 - Lorsque la distance entre les centres de deuX cercles est supérieure

a ]a somme de leurs rayons, ces cercles ont quatre tangentes communes
dont les milieux sont alignés.

3 - Soient PAB, AQB, ABR, P’BA, BQ'A et BAR’ six triangles semblables,
tous situés du méme coté de AB qui leur est commun. (La figure 2.2D
en représente trois, les autres pouvant s’en déduire par symétrie (1)
par rapport a la perpendiculaire au milleu de A B). Démontrer que ceux
des sommets qui ne sont pas sur AB (c’est-d-dire P, Q, R, P’, ¢, R),
appartlennent au méme cercle. Conseil : comparer les puissances de A
et B par rapport au cercle PQR.

4 - Si, dans ’équation (2.23), a et b sont donnés, pour quelles valeurs de ¢
cette équation représente-t-elle un cercle ?

(') 11 est utile de recourir & la symétrie pour résoundre maints problémes de géo-
métrie,



Quelques propriétés des cercles 39

5 - Etant donné deux cercies non concentriques, indiquer une consiruction
de leur axe radical, telle qu'elle demeure valable lorsqu’'un des cercles
est intérieur i I’'autre.

Fig. 2.2D

2.3. FAISCEAUX DE CERCLES

Les deux cercles de I'équation (2.26) (qui peuvent étre deux cercles
non concentriques quelconques) appartiennent & une famille infinie
représentée par I’équation

x4+ y* — 2ax 4- ¢ = 0,

dans laquelle ¢ est constant tandis que a peut varier en prenant toutes
les valeurs réelles (sauf cependant, si ¢ est positif, celles qui sont com-
prises entre + 4¢) Une telle famille est appelée faisceau de cercles parce
que tout couple de ses éléments a méme ligne des centres et méme axe
radical. Si ¢ est négatif, tout cercle du faisceau coupe 'axe des y aux deux

mémes points (0, + «/_—¢), et le faisceau comprend simplement lous
les cercles passani par ces deux poinis. De méme, lorsque ¢ = 0, le faisceau
comprend tous les cercles tangents, & I'origine, a I'axe des y. Enfin, la
figure 2.3A représente le cas ol ¢ est positif.

Etant donné lrois cercles n’appartenant pas a2 un méme faisceau et
dont deux quelconques ne sont pas concentriques, on peut les considérer
deux a deux et déterminer ainsi trois axes radicaux. Tout point ayant

méme puissance par rapport aux trois cercles doit appartenir a ces trois
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axes. Réciproquement, tout point situé a I'intersection de deux de ces
derniers doit aussi appartenir au troisiéme. Enfin, si deux de ces axes sont
paralléles, le troisiéme doit également leur étre paralléle. En particulier :

AN

o\ 1 }

|’
-
o
——

Fig. 2.3A

Théoréme 2.31 — Si les cenlres de trois cercles forment un triangle, il
n’existe qu’un seul point ayanlt méme puissance par rapport auzx trois cercles.

Ce point commun aux trois axes radicaux est appelé le centre radical
des trois cercles.

Exercices

Qoit

- s

1 - Soiant de rcles tangents en T, Pun dtant intdrienur a l’ autre,

WAL w uvu‘ uvn >4 yu.ll.av.nyu was x 5 wALA WRCALAy AAEwWA - -

a e
A B une corde du plus grand cercle, tangente au phwht en P. Démon-
trer que la droite TP est la bissectrice de I'angle ATB.

2 - Soit O le centre radical de trois cercles extérieurs les uns aux autres.
Montrer que les six points de contact des tangentes 4 ces cercles issues
du point O sont situés sur un méme cercle.

MPLE MENT SUR

Il vaut la peine de considérer & nouvean le cercle circonscrit & un
triangle, dont nous avons déja parlé dans les chapitres précédents. Soient
donc (voir la figure 2.4A) O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC,
le diamétre AA,, le rayon OL = R, perpendiculaire & BC, et la hauteur
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AD = ha. Les angles ABC et AAC étant égaux, les triangles ABD et
AA,C sont semblables; et I'on peut écrire :

ha _ b
c AA,
ou
be
ha = 5 (2.41)

Si, maintenant, on retranche de I’angle §-A\C les deux angles égaux :

—— "
A,AC = BAD = nf2 — B
1l reste

DAA, = A —2(#/2—B)=A+2B—(A+B+0
=B—Co

Cette expression de DAA, = DAO correspond aucasoit'ona B > C.
T
Au contraire, si 'on avait eu B << C, les deux angles égaux A,AC et
N
BAD auraient eu une partie commune, ce qui se serait traduit par

D40 = C — B. On peut donc réunir ces deux cas dans une meéme
expression

DAOD = |[B—C| (2.42)
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Sur la figure ci-dessous, on voit les trois hauteurs AD, BE, CF pro-
longées jusqu’a leurs intersections avec le cercle circonscrit, en D', E’, F’

respectivement; et H est 'orthocentre. De plus les angles DAB et FCB
sont égaux comme compléments de B dans les triangles ABD et BCF;

ils sont notés 8 sur la figure, de méme que EEI)T , puisque ﬁéﬁ" = m
L’égalité des triangles rectangles CDH et CDD’ montre, par ailleurs, que

HD = DD’ (2.43)
Et on a, de méme : HE = EE' et HF = FF'.

A

Fig. 2.4B

Le cercle de diamétre AB passant par D et E, le théoréme 2.11 permet
a’écrire HA x HD = HB X HE; et, pareillement, HBX HE = HC x HF.
D’ol, finalement :

HA x HD = HB x HE = HC X HF (2.44)

Soient maintenant X, Y et Z trois points situés respectivement sur les
cdtés, BC, CA, AB d’un triangle ABC (la figure 2.4C ci-dessous en repré-
sente deux seulement) : les cercles ayant pour diamétres les segments
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de Céva AX, BY et CZ passeront par les pieds des hauteurs, D, E, F,
issues, respectivement, de A, B et C, et les trois produits figurant dans
les équations (2.44) sont les puissances de ’orthocentre H par rapport
4 ces trois cercles. Par suite, H est le centre radical de ces derniers, ce
qui démontre les deux théorémes suivants, proposés comme problémes
a diverses époques :

Théoréme 2.45 — L’are radical de deux cercles construits sur deux seg-
menis de Céva d’un iriangle comme diaméires passe par Porthocenire H de
ce {riangle.

Théordme 2.46 — Si, sur frois segments de Céva d'un triangle pris comme
diamétres, on construit trois cercles n'appartenani pas @ un méme faisceau,
le centre radical de ces cercles est Porthocentre H du triangle,

Fig. 2.4C

Les considérations simples que voici auraient pu, également, per-
mettre d’arriver aux mémes résultatis, Si AD est la hauteur (1) issue de 4,
on peut dire que le faisceau des cercles passant par A et D est formé par
les cercles ayant pour diamétres les segments de Céva issus de A, AB
et AC étant, en particulier, deux de ces derniers. Ainsi, considérés deux
& deux, les cercles décrits sur BC, CA et AB comme diamétres ont pour

(') Non représentée sur la figure 2.4C,
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axes radicaux les hauteurs du triangle A BC, le centre radical de ces cercles
étant I'orthocentre H. (De ce point de vue, le fait que les hauteurs sont
concourantes apparait comme un cas particulier du théoréme 2.31).
Enfin, il s’ensuit que H a la méme puissance par rapport & fous les cercles
décrits sur des segments de Céva comme diamétres.

Dans I’énoncé du théoréme 2.46, il faut remarquer les termes « n’appar-
tenant pas & un méme faisceau » Hs impliquent, en effet, que les trois
segments de Céva ne sont pas tous issus d’un méme sommet du triangle
ABC. Mais, comme nous le verrons a I'occasion du prochain théoréme,
cela va beaucoup plus loin !

™
LS

T2 O A
L IR &2

En faisant intervenir d’autres éléments, on peut déduire quelques
problémes amusants du théoréme 2.46 lorsqu’on applique celui-ci aux
segments de Céva AX, BY et CZ. Bien que ces derniers ne soient pas
nécessairement concourants, les choses se compliquent s’ils le sont. Si
I'on décrit des cercles dont les diamétres sont les médianes, les hauteurs
ou les bissectrices d’un triangle, nous pouvons, par exemple, nous pro-
poser de démontrer que le centre radical de ces cercles est I'orthocentre
du triangle.

Le cas le plus intéressant de segments de Céva non concourants a Jien
lorsque les points X, Y, Z, situés sur les cotés BC, CA, AB (prolongés
si nécessaire), sont alignés, comme sur la figure 2.4D : on peut alors, tout
aussi bien, dire que sont alignés, soit les points X, B, C pris sur les cdtés
du triangle AYZ, soit les points Y, C, A pris sur les cdtés de BZX, soit
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les points Z, A, B pris sur les cotés de CXY. 1l s’ensuit que les cercles
décrits sur AX, BY, CZ comme diamétres sont tels que, pris deux a deux,
leurs axes radicaux passent par H et aussi (pour la méme raison) par
les orthocentres des trois autres triangles. Comme, manifestement, ces
quatre orthocentres sont distincts, les axes radicaux doivent coincider.
Nous avons donc démontré le théoréme que voici :

Théoréme 2.47 — Si quaire droiles se coupenl en six poinis A, B, C,
X, Y, Z de ielte sorie que les ensembles de points alignés soieni XBC, YCA,
ZAB, XYZ, les cercles décrils sur AX, BY el CZ comme diamélres appar-
liennenl @ un méme faisceau de cercles, el les orthocenires des quaire iriangles
AYZ, BZX, CXY el ABC sont alignés.

La figure 1.3C montre une autre propriété d’un triangle et de ses
hauteurs. Comme on le voit, en effet, de méme que H est ’orthocentre
du triangle ABC, A est également lorthocenire de HBC, et, pareillement,
B l'orthocentre de HAC, et C, celui de HAB. La construction ABCH
s'appelle un gquadrangle orthocentrique (). Elle a un certain nombre de
propriétés intéressantes dont nous n’étudierons que celle-ci : Seit ABCH
un quadrangle orthocentrique, les cercles circonscrits aux quatre triangles
obtenus en considérant les sommels trois par trois onf des rayons égaux.

Pour le démontrer, le plus simple est de recourir & I'équation (2.43)
et 4 la figure 2.4B. L’égalité des triangles HBC et D'BC, que 'on voit
sur cette derniére, entraine celle de leurs cercles circonscrits; et il en
est de méme pour les deux autres couples de triangles.

Exercices

1 - Dans un triangle, les points ou les hauteurs (prolongées) coupent le
cercle circonscrit forment un triangle semblable au triangle orthique.

2 - On prolonge les bissectrices intérieures des angles d’un triangle ABC
jusqu’a leurs points d’intersection — L, M, N respectivement — avec
le cercle circonscrit. Trouver les expressions des angles du triangle LMN
en fonction des angles A, B et C.

(") Voir F. G.-M., op. cit. ~N*292 m et 2183 d.
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2.5. DROITE DE SIMSON

Si, d’un point P quelconque, on abaisse des perpendiculaires sur les
cdtés d’un triangle ABC, leurs pieds forment, d’ordinaire, un triangle
A,B,C, : c’est le triangle podaire étudié au paragraphe 1.9. Examinons
maintenant le cas particulier ol le point P est situé sur le cercle circonscrit
au triangle, comme le montre la figure 2.5A. Par souci de clarté, nousavons
situé P sur I’'arc CA qui ne contient pas B, et plus prés de A que de C;
les autres cas de figure pourraient, d’ailleurs, se déduire de celui-la en
permutant les sommets A, B et C. Les angles'm , PB,A et PC,B étant
droits, P est situé sur les cercles circonscrits aux triangles A,BC,, A,B,C
et AB,C,. Par suite,

— T —
APC =JI‘-—B == CIPAI-
Si, de ce dernier, on retranche APA,, il vient :
—— e —
A,PC = C,PA.
Mais, comme les points A,, C, P, B, sont situés sur un méme cercle, on a:
T —— T —
A,PC = A,B,C.
Pareillement, les points A, B,, P, C, étant aussi sur un méme cercle,

T ——
C]_PA == CIBIA.
D’ou, enfin :
T "
A 1B1C = C]_BlA M
de sorte que les trois points A,, B,, C, sont alignés : le triangle podaire
relatif 4 P est « dégénéré ».

Réciproquement, si un point P est situé de telle sorte que le triangle
podaire qui lui correspond par rapport 4 un triangle ABC soit dégénéré,
ce point deit évidemment étre situé & P'intérieur de I'un des trois angles de
ABC et au-dela du cdté opposé. En permutant, s’il le fallait, les lettres des
sommets, on peut donc considérer que I’angle en question est B et que C,
est sur le prolongement du coté BA et au-deld de A, comme on le voit
sur la figure 2.5A. On pourrait donc procéder en sens inverse dans la dis-
cussion précédente sur les angles, la conclusion étant alors que P est
situé sur le cercle circonscrit. D’ou :
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Théordme 2.61 — Les pieds des perpendiculaires abaissées d’un poin{
sur les cotés d’un Iriangle sont alignés si, el seulement si, ce point est situé
sur le cercle circonscrit au triangle.

La droite sur laquelle sont situés les pieds des perpendiculaires issues
d’un point s’appelle la droife de Simson du point par rapport au triangle.
Robert Simson (1687-1768) a fait différents travaux tant de géométrie
que d’arithmétique; il a, notamment découvert que si f» est le ni¢me terme
de la suite de Fibonaceci (*) — 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55... —onala
relation fa—y fa+; — [*s = (— 1)*. La « droite de Simson » lui fut attri-
buée parce qu’elle semblait bien correspondre & ses conceptions géomé-
triques, mais c’est en vain que les historiens la recherchérent dans ses
ceuvres : en fait, c’est William Wallace qui la découvrit en 1797.

A
Bh

/\
: ¢
B,
C, »\
NS

Fig. 2.5A Fig. 2.5B

Exercices

1 - Lorsqu’un triangle a un angle obtus, faut-il modifier sur quelque point
notre démonstration du théoréme 2.51 ?

(") Voir F. G.-M,, op. cit. — N* 22,762 4 767, 1212 a, 1234, 1276 b et 1277 b.
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4 - Soit A le point d’intersection de deux tangentes 4 un cercle en B et C,
et soit A,B,C, le triangle podaire d’un point P quelconque du cercle
par rapport au triangle isoscéle A BC. Démontrer la relation :

-1)_A12=PBIXPC10

2.6. THEOREME DE PTOLEMEE ET SA GENERALISATION

On peut, comme suit, déduire un théoréme trés utile du concept de
la droite de Simson. A ce sujet, revenons a la figure 2.5A. Bien que le
triangle podaire A,B,C, soit dégénéré, les longueurs de ses « cOtés »
restent données par le théoreme 1.91 :

B.C a-AP AC b-BP AB ¢ CP
1%41 — 2R ] 1“1 — 2R ] 171 — 2R
Et comme AR, + B,C, = A,C;,,onentirec- CP +ag-AP = b - BP;
i) ARINATy W s I ?
c’est-a-dire

AB x CP 4+ BC x AP = AC x BP.

ABCP étant un quadrilatére inscriptible, nous avons ainsi démontré
le théoréme de Ptolomée :

Théoréme 2.61 — Dans un quadrilatére inscriplible, la somme des pro-
duils des deuz couples de colés opposés est égale au produil des diagonales.

Le théoréme de Ptolomée a une réciproque que I'on peut rendre plus
précise par la remarque suivante : pour toute position de B, autre que
sur le segment A,C,, il faut remplacer I'équation A,B, + B,C, = A,C,
par l'inégalité '

A,B, + B,C, > A,C,
qui entraine :
AB x CP 4+ BC X AP > AC x BP.

D'ou :

Théordme 2.862 — Soient ABC un Iriangle ef P un poinl qui ne soil pas
situé sur I'arc CA du cercle circonscril. On a l'inégalité :

AB x CP + BC x AP > AC x BP.
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Exercices

i - Soit P un point quelconque situé¢ dans le plan d’un triangle équilatéral
ABC. On a alors, soit PC + PA = PB, soit PC + PA > PB, suivant
que P est, ou n’est pas, situé sur I’'arc CA du cercle circonscrit.

2 - Si un point P est situé sur Parc CD du cercle circonscrit & un carré
ABCD, il en résulte :

PA(PA + PC) = PB(PB + PD).

3 - Si un cercle coupe deux cétés et une diagonale d’un parallélogramme
ABCD, aux points P, Q et R, comme le montre la figure 2.6 A, on ala
relation :

AP x AB + AR x AD = AQ x AC,

Conseil : Appliquer le théoréme 2.61 au quadrilatére PQRA, puis rem-
placer les cdtés du triangle PQR par les c6tés correspondants du triangle
semblable CBA.

Fig. 2.6A

2.7. COMPLEMENT SUR LA DROITE DE SIMSON

La droite de Simson a maintes propriétés intéressantes dont certaines
méritent d’étre examinées. Observons donc, tout d’abord, la figure 2.7A
qui ne différe de la figure 2.5A que par le prolongement de la perpendi-
culaire PA, jusqu’d son intersection, en U, avec le cercle circonscrit,

et par le tracé de la droite AU.
Dans les quadrilatéres inscriptibles PAUC et PB,A,C, on a :
T e T — e —
PUA = PCA = PCB, = PA,B,.
I1 s’ensuit que la droite AU est paralléle a la droite de Simson A,B,.
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Comparons maintenant les droites de Simson relatives au point P

et 4 un autre point P’ (situé lui aussi, naturellement, sur le cercle cir-
T

conscrit). L’angle qu’elles forment est tout simplement l’angle UAU’

que font les droites AU et AU’, celles-ci leur étant paralléles (voir fig.
2.7B). Les deux cordes PU et P'U’, étant perpendiculaires & BC, sont

H\ P'
!
|
|
/
0
}
|
|
0N -4 —/ P
+] X A"
N~ VU
u
Fig. 2.7A Fig. 2.7B

paralléles entre elles et déterminent des arc égaux, PP’ et UU’, sur le
cercle circonscrit. On a donc :

o, — T
UAU' = 1]2 UOU" = 1;2 POP,
ou, en distinguant les angles positifs des angles négatifs :
i e T, —
UAU = 1/2 UOU’' = — 1/2 POP'.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

‘Théoréme 2.71 — Les droiles de Simson relatives a deux poinis P et P’
situés sur le cercle circonscril @ un triangle font un angle dont la mesure
est la moitié de Uarc P'P.

Si nous imaginons que P décrive le cercle circonscrit avec une vitesse
constante, la droite AU tournera autour de A, i vitesse angulaire éga-
lement constante, de telle sorte que U décrive le cercle en sens inverse de P

et que, lorsque ce point aura parcouru tout le cercle, AU ait une direction
opposée a sa direction initiale. Pendant ce mouvement, la droite de Simson
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tournera aussi autour d’un centre de rotation qui se déplace constamment,
et son enveloppe sera la belle courbe symétrique appelée deltoide (1), ou
« hypocycloide de Steiner ». On pourrait, trés facilement, suivre ces
déplacements si on les représentait sous forme de « dessins animés »
transformés en un film.

Fig. 2.7C

Poursuivons notre étude en examinant maintenant la figure 2.7C
qui combine les figures 2.4D et 2.7A en leur ajoutant les droites HP, D'P
(qui coupe BC en Q), et HQ (prolongée jusqu’a son intersection avec PU,
en V). Les droites HD' et PV étant perpendiculaires & BC, il s’ensuit,
d’aprés I'équation (2.43), que les triangles QHD' et QPYV sont isoscéles.
En d’autres termes, HV est symétrique de D’ P par rapport 4 BC. De plus,
comme

e —— T —— e,
D'HV = PVH = D'PU = D'AU,

HYV est parall¢le 4 AU qui, nous I'avons déja montré, est elle-méme paral-
l¢le & la droite de Simson relative a P.

(') Voir E. G.-M., op. cit. - N= 293 ¢, et F. GOMES TEIXEIRA, Traité des courbes spé-
ciales remarquables planes et gauches, tomes I, 11 et 11, 1908-1915, réédition Jacques
Gabay, 1995 — Tome 11, p. 74.
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Finalement, on voit donc que cette droite, A,B,, étant paraii¢le au
cdté HV du triangle PV H et coupant le c6té PV en son milieu A, coupera,
en son milieu aussi, le troisieme co6té PH :

Théoréme 2,72 — La droile de Simson relative a un point du cercle
circonscrit coupe en son milieu le segment joignant ce point a Uorthocenire.

Ce paragraphe n’est qu'une simple introduction 4 tout ce qui concerne
la droite de Simson; celle-ci a beaucoup d’autres propriétés a propos
desquelles, il nous faut, malheureusement, renvoyer le lecteur a d’autres
ouvrages.

Exercices

1 - Si deux points sont diamétralement opposés sur le cercle circonscrit
a un triangle, leurs droites de Simson sont perpendiculaires 'une 2
I’autre, et se coupent sur le cercle des neuf points du triangle.

~—ada

2 - Soient ABC un triangle équilatéral inscrit dans un cercie de cenire
et P un point quelconque de ce cercle : 1a droite de Simson relative a P
coupe le rayon OP en son milieu.

2.8. LE PAPILLON

Pendant assez longtemps, on a mentionné, ici et 13, le théoréme du
papillon que nous énoncerons sous la forme suivante (voir fig. 2.8A) :

Théorédme 2.81 — Soient M le milieu de la corde PQ d’un cercle el, passant
par M, deux auires cordes quelconques AB et CD. Les cordes AD ef BC
coupent PQ en deux points X et Y tels que le milieu du segment XY soit le
point M.

Maintes démonstrations, plus ou moins longues et difficiles, ont été

données de ce théoréme. Nt‘)t“"“"ent nous en avens regu ‘I'rnle du Dr 7n||

du Newark State College, dont I'une, précise-t-il, fut proposée en 1815
par W.G. Horner & qui I’on doit une méthode de calcul des valeurs appro-
chées des racines d’un polyndme. (Selon E.T. Bell, Horner aurait été
devancé par un Chinois). La démonstration la plus courte fait appel
a la géométrie projective. Bien qu’elle ne soit pas trés bréve, celle que
nous donnons ci-dessous est simple et facile 4 se rappeler.
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Des points X et Y abaissons, d’une part, sur AB, les perpendiculaires
x, et y,, respectivement et, d’autre part, sur CD, les perpendiculaires
x, et 5., respectivement. Si, par briéveté, on pose PH = MQ = q,
XM = r et MY = y, on voit que les couples de triangles semblables
MXEet MYH MXFet MYG,AXE et CYG,DXF et BYH, permettent
d’écrire :

T x Ty I, AX T XD
y y oy ¥ yp CY y  YB
d’ou

_(a——a:)(a»ir:x:)_a*—:::2 a?
T lat+ypa—y a—p @

1
I
I

et, finalement, x = y, comme nous voulions le démontrer.

Fig. 2.8A

Exercices

1 - Si, sur la figure 2.8A, on trace les droites AC et BD en les prolongeant
jusqu’a leurs intersections avec PQ elle-méme prolongée, les deux points
obtenus, sont, comme X et Y, équidistants de M.

2 - Soient PT et PB deux tangentes menées par un point P i un cercle,
AB le diameétre de ce cercle passant par B, et TH la perpendiculaire
abaissée de T sur AB. Montrer que AP coupe TH en son milieu.

3 - Soient I le centre du cercle inscrit dans un triangle ABC, X le point
ou BC est tangent A ce cercle, et A’ le milieu de BC. Montrer que la
droite A’ coupe AX en son milieu.
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2.9. THEOREME DE MORLEY

Vers 1904, Frank Morley démontra I’un des théorémes les plus extra-
ordinaires de la géométrie élémentaire. 11 le signala a4 des amis anglais
de Cambridge, et, vingt ans plus tard, le publia au Japon. Entre temps,
le théoréme avait été découvert a nouveau et proposé a titre de probleme
par la revue Educational Times qui regut deux solutions : I'une de celles-
ci, due & M. T. Naraniengar, est pius éiégante que ies douzaines d’auires
élaborées depuis lors, nous la donnons ci-dessous. Voici d’abord, I'énoncé
du théoréme.

Théoréme 2.91 — Efant donné un triangle quelconque, dont chaque angle
est partagé en irois parties égales par deux demi droites issues de son sommel,
les siz demi-droites, prises deux d deur adjacentes @ un méme cété du triangle,
se coupent aux sommels d’un triangle équilatéral (1).

Avant d’aborder la démonstration de Naraniengar, il faut, tout
d’abord, démontrer le Lemme suivant (voir la figure 2.9A) :

A

EL)

() Voir la figure 2.9B (N.d.T.}.
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Lemme — Si qualre poinls Y’, Z, Y, Z’ salisfonl aux condilions

Y'Z = Z72Y = YZ,

et T — i
X¥Z' = 7Z'YZ = n— 2a > n/3,
Y'ey

ces poinls sont silués sur un méme cercle. De plus, si un poinl A, qui n’est

T
pas du méme cété que Y par rapporl a la droite Y'Z', est tel que Y'AZ' = 3a,
ce poinl esl aussi sur le méme cercle.

Soit O (fig. 2.9A) le point ol se coupent les bissectrices des angles

YZY etﬁz, égaux par hypothése. Il s’ensuit que les triangles 0Y’'Z,
OZY et OYZ' sont isoscéles et égaux, leurs angles 3 la base étant #zf2 — a.
Leurs cotés égaux OY’, OZ, 0Y, OZ’ sont les rayons d’un cercle de
centre O et leurs angles au sommet commun est 2a. En d’autres termes,
chacune des cordes égales Y'Z, ZY et YZ’ sous-tend un angle au centre
2a, et, par suite, sous-tend un angle inscrit ¢ ayant pour sommet tout

Fig. 2.9B
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définir cet arc comme le lieu des points (de I’autre coté de Y par rapport
a Y'Z') tels que la corde Y’Z’ sous-tende un angle inscrit 3a. Etant I’'un
d’eux, le point A est donc sur le cercle de centre O.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 2.91
lui-méme. Comme on le voit sur la figure 2.9B, les demi-droites partageant
en trois les angles B = 3§ et C = 3y se coupent en U et X. Dans le
triangle BCU, les angles en B et C ont pour bissectrices BX et CX; le
point X est donc le cenire du cercle inscrit dans ce triangie, et UX est
la bissectrice de I’angle en U. Si maintenant, sur CU et BU, nous déter-
minons deux points Y et Z tels que XY et XZ fassent avec XU, de part
et d’autre, des angles égaux de x/6, les triangles UXY et UXZ sont
égaux. Donc XY = XZ; et comme I'angle en X est de xn/3, le triangle
XYZ est équilatéral.

De plus UZY est isoscéle. Son angle en U lui est commun avec le
triangle UBC dont les autres angles sont 28 et 2y. Par suite, chacun des
angles en Y et Z du triangle UYZ a pour expression g + y.

En posant A/3 = a, et compte tenu de ce que A + B+ C = =,
on a

a+pf+y==3 dout pf+y=n3—a
Aipsi :
YZU = a3 —a et XZU = 2a/3 — .

Déterminons maintenant, sur BA et CA, respectivement, les points Y’
et Z’' tels que BY' = BX et CZ' = CX. Les triangles BZX et BZY’
sont donc égaux, comme le sont aussi les triangles CYX et CYZ', de
sorte que :
YZ =2X =272Y = YX = YZ.
Avant de pouvoir appliquer le lemme, il nous faut encore évaluer
e — o
les angles YZY' et Z’YZ — ce qui est simple. Les angles égaux BZY’
—
et BZX ayant en effet des suppléments égaux, il s’ensuit :
e e, o
UZY = XZU = 2n/3 — a,
et
T a—— T
YZY = YZU + UZY' = (n/3 —a) + 2n/3 — a)
= 5 — 2a.

De méme, Z@ = 1t — 2a; et, naturellement, ¢« = A/3 << #=/3.
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Si, maintenant, nous appliquons le lemme, il en résuite que les cinq
points Y’', Z, Y, Z’ et A sont tous situés sur un méme cercle. Les cordes
égales Y'Z, ZY et YZ’ sous-tendant des angles égaux a en A, les demi-
droites AZ et AY partagent en trois parties égales I’angle A du triangle
ABC. En d’autres termes, les points X, Y, Z, que nous avons déterminés
de fagon & ce qu’ils soient les sommets d’un triangle équilatéral, sont,
en réalité, les points mentionnés plus haut dans le théoréme de Morley
dont la démonstration est ainsi achevée.

Exercices

1 - Si, sur la figure 2.9B on prolonge, d’'une part, AZ et CX qui se coupe-
ront en V, d’autre part, BX et AY qui se couperont en W, les trois
droites UX, VY et WZ seront concourantes. (En termes de géométrie
projective, les triangies UVW et XYZ sont homologiques (). En
général, UVW n’est pas équilatéral).

2 - Pour quel type de triangle ABC, le pentagone A Y'ZYZ’ sera-t-il régu-
lier ?

3 - Lorsque le triangle ABC est équilatéral, les points Y’, Z, Y, Z’ sont
quatre des sommets d’un polygone régulier & neuf cotés; le point A
est aussi un sommet de ce polygone et il est opposé au coété ZY.

4 - Si 3a, 38 et 3y sont les angles d’un triangle dont le cercle circonscrit
a le rayon R, les cotés du triangle équilatéral de Morley ont pour valeur
commune R sinasin g8sin y.

5-8ile coté Z'Y’ d’un rectangle BCZ’'Y’ est partagé en trois parties
égales par les points YZ (de sorte que Z2’'Y = YZ = ZY’), et si le
centre X du rectangle forme un triangle équilatéral avec Y et Z, les
droites BX et BZ partagent en trois parties égales I’angle droit en B du

rectangle.

(") Voir R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. — C., p. 265-266.
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Points alignés
et droites concourantes

Mais il ouvrit les charnidres toutes grandes,
il en poussa et tira les axes et les flancs
jusqu'd ce qu'ils semblent tous corrés et oblongs
comme une figure compliquée
du second livre d’Euclide.
C. L. Dodgson

Aprés avoir étudié quelques autres propriétés des triangles et qua-
drangles (ou quadrilatéres), nous aborderons le domaine de la géométrie
projective — en allant méme un peu plus loin. Nous devons remettre
4 un autre volume I'exposé systématique de ce sujet passionnant; mais
il est légitime de mentionner ici quatre de ses théorémes essentiels parce
qu’'on peut les démontrer par les méthodes euclidiennes; en réalité, trois
de ces derniers sont si anciens qu'a I'époque de leur découverte, on ne
disposait d'aucune autre méthode. Tous les théorémes en question
concernent, soit des poinis alignés, soit des droites concourantes. 1.’esprit
de la géométrie projective commence a apparaitre dés que 'on observe
que, dans beaucoup de cas, des droites paralléles se comportent comme
si elles étaient concourantes.
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3.1. QUADRANGLES; THEOREME DE VARIGNON

On peut définir un polygone comme étant la figure formée par un
certain nombre de points appelés sommefs et un méme nombre de segments
rectilignes appelés colés; les points appartiennent & un méme plan et
constituent un ensemble ordonné périodique, ainsi que les segments
rectilignes joignant les couples successifs de points; enfin trois points
successifs ne peuvent étre alignés. En d’autres termes, un polygone
est une ligne brisée fermée sur elle-méme et plane. Par exemple, le penta-
gone a cinq cOtés et cinq sommets, I’hexagone, six, et ainsi de suite. Mais
cette dénomination de forme grecque (qui, littéralement, exprime le
nombre d’angles de la figure) n'est pas employée dans les cas simples de
trois et quatre cOtés : au lieu de « trigone » et « tétragone » (bien que
« trigone » soit conservé dans le mot « trigonométrie ») on emploie alors
les termes d’origine latine « triangle » et « quadrangle » A ce propos, nous
déconseillons d’appeler un quadrangle « quadrilatére » () : en géométrie
projective, ol les c6tés sont des droites indéfinies et non plus de simples
segments, nous devrons recourir i ces deux mots avec des sens différents.

On dit que deux cdtés d’'un quadrangle sont adjacenis ou opposés
suivant qu'ils ont, ou non, un sommet commun. Et, de méme, deux
sommets sont adjacents ou opposés suivant qu’ils sont, ou non, situés
sur un méme cdté. On appelle diagonales les droites joignant les couples
de sommets opposés. Ainsi, le quadrangle ABCD a pour cotés AB, BC,
CD, DA, et pour diagonales AC et BD.

Sur la figure ci-aprés, les trois quadrangles sont de types manifes-
tement différents : le premier est convere, ses deux diagonales étant a
'intérieur du contour; le second est concave, une diagonale est intérieure
au contour et l'autre, extérieure; le troisiéme est croisé, les diagonales
étant toutes les deux extérieures.

Nous définissons naturellement 1’'aire d’'un quadrangle convexe comme
étant la somme des aires des deux triangles que détermine une diagonale :

CIADRCIN _ C/ADM
DADUL ] = O\10

("} Rappelons a ce sujet, la définition donnée par R. DELTHEIL et D. CAIRE (voir
Géométrie, 4 éd., 1950, p. 137, réédition Jacques Gabay, 1989) : « On donne le nom de gua-
drangle a la figure formée par quatre points du plan, réservant la dénomination de quadrila-
tére, ou méme de quadrilatére complet, pour la figure formée par quatre droites du plan ».
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Fig. 3.1A

Pour que cette formule soit également valable dans le cas d’un qua-
drangle concave, nous considérerons que l’aire d’un triangle est positive
ou négative suivant que les sommets sont énoncés dans un ordre corres-
pondant au sens inverse des aiguilles d’une montre, ou dans le sens de ces
aiguilles. Ainsi:

S(ABC) = S(BCA) = S(CAB) = — S(CBA).

Par exemple, le quadrangle concave situé au milieu de la figure 3.1A
a pour aire :

S(ABCD) = S(BCD) + S(DAB) = S(CDA) — S(CBA)
— S(CDA) + S(ABC).

Enfin, nous devons considérer que l'aire d’'un quadrangle croisé est
la différence des aires des deux petits triangles qui paraissent la constituer.

Associée 4 1a notion de segment dirigé (voir paragraphe 2.1), la conven-
tion S(ABC) = — S(CBA) nous permet d’étendre nos démonstrations
du théoréme de Jean de Céva, et de sa réciproque (voir 1.21 et 1.22)
aux cas ou, pour X, Y ou Z, le rapport des segments que 'un de ces
points détermine sur le c6té correspondant est négatif, c’est-a-dire lorsque
le point est sur le prolongement du cété.

Le théoréme suivant — dt A Pierre Varignon (1654-1722) — est tel-
lement simple que 'on s’étonne de sa publication si tardive, en 1731.

Théoréme 3.11 — Si l'on joint les milieux des cétés d’un quadrangle, la

figure oblenue est un parallélogramme dont Uaire est égale a la moitié de
laire du quadrangle.

Rappelons, tout d’abord, que, dans un triangle, le segment joignant
les milieux de deux coétés est paralléle au troisiéme et a pour longueur
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points P, Q, R et S (voir fig. 3.1B) sont les milieux des cotés. On voit
que dans les triangles ABC et CBD, PS et QR, respectivement, sont tous
deux paralléles & BD et égaux & BD 2. Par suite, le quadrangle PQRS
est un parallélogramme () que 'on appelle souvent le parallélogramme
de Varignon du quadrangle ABCD.

Fig. 3.1B

Quant 4 I'aire de PQRS, on peut écrire :
S(PQRS) = S(ABCD) — S(PBQ) — S(RDS) — S(QCR) — S(SAP)

= S(ABCD) — 1/4 S(ABC) — 1/4S(CDA) — 1/4S (BCD) —
—1/4 S(DAB)

— S(ABCD) — 1/4 S (ABCD) — 1/4 S (ABCD)
= 1/2 S (ABCD).

Si le lecteur représente un quadrangle concave (fig. 3.1B, droite),
il verra que la décomposition ci-dessus s’applique aussi a ce cas.

Les diagonales de tout parallélogramme se coupant mutuellement en
leur milieu, les milieux de PR et de (S coincident avec le centre du paral-
lélogramme de Varignon (c’est-a~dire le point O de la figure 3.1C). D’autre
part, de méme que AC et BD sont les diagonales de ABCD, AD et BC
sont aussi les diagonales de ABDC. Le milieu de PR étant unique, il
s’ensuit que le parallélogramme de Varignon PYRX et le nouveau qua-
drangle ABCD ont le méme centre 0. D’ou :

(*) Si ABCD était un quadrangle gauiche (c’est-a-dire dont les quatre sommets
ne sont pas dans le méme plan), PQRS serait encore un parallélogramme,.
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Fig. 3.1C

Théorédme 3.12 — Dans un quadrangle, les segments joignani les milieux
des couples de célés opposés, el les segments joignani les milieux des diago-
nales soni concouranis et se coupeni muiuellement en leurs milieuz.

Tel est le premier de nos théorémes sur les droites concourantes.
Le suivant donne un résultat utile.

Théoréme 3.13 — Si 'une des diagonales d’un quadrangle pariage celui-
ci en deux triangles d’aires égales, elle coupe I'autre diagonale en son milieu.
Réciproquement, si Pune des diagonales coupe I'auire en son milieu, elle
pariage l'aire du quadrangle en deux pariies égales.
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Pour nous en assurer, supposons, en effet que la diagonale BD partage
le quadrangle ABCD en deux triangles DAB et BCD d’aires égales (voir
fig. 3.1D). Ayant Ja méme « base » BD, ces triangles doivent avoir les
hauteurs correspondantes AH et CJ égales. Donc les triangles AHF
et CJF sont égaux, et AF = CF. Réciproquement, si, par hypothése,
AF = CF, ces deux mémes triangles sont égaux et AH = CJ. D’ou
S (DAB) = S (BCD).

Nous sommes maintenant en

de ce paragraphe :

Théoréme 3.14 — Si les prolongements des cotés opposés AD el BC
d’un quadrangle ABCD se coupent en W, el si les poinis X el Y sont les
milieux des diagonales AC ef BD, on a S (WXY) = 1/4 S (ABCD) :

C
Fig. 3.1E

Marquons, tout d’abord, les milieux, P et R respectivement des cétes
AB et CD; puis tragons PX, PY, RX, RY, RW. Joignant les milieux Y
et R de deux cotés du triangle BCD, le segment RY est paralléle & BC
et coupe en son milieu I'autre diagonale, DW, du quadrangle DYWR, La

réciproque du théoréme 3.13 permet donc d’écrire :
S (RYW) = S(YRD) = 1/4 S (BCD) ;

et on trouve pareillement :

S (RWX) = 1/4 S(CDA).
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De plus, en appliquant le théoréme de Varignon au quadrangle ABDC,
il vient :

S (RXY) = 1/2 S (PYRX) = 1/4 S (ABDC)
1/4 S (CAB) + 1)4 S (BDC)

1/4 S (ABC) — 1/4 S (BCD).

En ajoutant les trois expressions ci-dessus on a finalement :

S(WXY) = S (RXY) + S (RYW) + S (RWX)
— 1/4 S (ABC) — 1/4 S (BCD) + 1/4 S (BCD) + 1/4 S (CDA)
1/4 S (ABC) + 1/4 S (CDA) = 1/4 S (ABCD).

Exercices

1 - Le périmétre du parallélogramme de Varignon d’un quadrangle est
égal a4 la somme des diagonales de ce dernier,

2 - Etant donné un quadrangle quelconque, la somme des carrés de ses
cOtés est égale 4 la somme des carrés de ses diagonales et de quatre fois
le carré du segment joignant les milieux des diagonales (voir fig. 3.1F).

Fig. 3.1F

3 - Dans un parallélogramme, la somme des carrés des cotés est égale 4 la
somme des carrés des diagonales.

4 - En appelant a la longueur des cités égaux d’un trapéze isoscéle dont
les cOtés paralléles ont les longueurs b et ¢, et dont les diagonales ont
la longueur d, on a ; d* = a?® 4 be.
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3.2. QUADRANGLES INSCRIPTIBLES; FORMULE DE BRAH MAGUPTA

Soit un ensemble de E segments rectilignes joignant V points deux
4 deux; et considérons le comme une « armature » dont les segments
sont des barres rigides articulées a leurs exirémités mais devant rester
dans un méme plan. Il est évident qu'un triangle (E = V = 3) est
rigide tandis qu’'un quadrangle (E = V = 4) a un degré de liberté,
'un de ses angles pouvant s’accroitre ou décroitre, en entrainant, pour
les autres, les variations qui en résultent. On dit qu’une armature est
« pseudo-rigide » si elle cesse d’étre rigide quand on enléve I'une quel-
conque de ses barres. Sir Horace Lamb a démontré de maniére simple
que pour une armature, une condition nécessaire, mais non suflisante,
de pseudo-rigidité est

E = 2V h— 3-
Si, par exemple E = 5 et V = 4, on a alors un quadrangle a une dia-
gonale; et la suppression de cette dernitre assure le degré de liberté

mentionné ci-dessus.

Les cotés d’un quadrangle convexe peuvent étre constitués par
quatre segments quelconques de longueurs a, b, ¢ et d, pourvu que l'une
de celles-ci soit inférieure 4 la somme des trois autres. Grace au degré
de liberté, on peut augmenter ou diminuer deux angles opposés de fagon
4 ce qu’ils deviennent supplémentaires : les quatre sommets sont alors
sur un méme cercle. Supposons que les diagonales d’un tel quadrangle
inscriptible soient [ et n, comme on le voit la figure 3.2A, a gauche.
Découpons le triangle formé par a, I et d et, aprés I’avoir retourné, repla-~
cons le prés du triangle lbe, 1a diagonale [ étant de nouveau commune
(fig. 3.2A, centre) : on obtient ainsi un quadrangle bcad. En recommen-
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¢ant sur ce dernier la méme opération que ci-dessus, mais, cette fois le
long de la diagonale m, on arrive, aprés retournement du triangle dbm,
4 un troisiéme quadrangle cabd, toujours inscrit dans le méme cercle
(fig. 3.2A, droite). Ce quadrangle aurait, d’ailleurs, pu étre réalisé en
découpant le premier le long de sa diagonale n : ses diagonales sont m
et n, et aucune autre transformation du type ci-dessus n’est maintenant
possible (sauf un renversement total faisant passer de abed & dcbha).
D’aprés le théoréme de Ptolomée 2,61, on peut écrire

mn = be + ad, nl = ca + bd, Im = ab + cd.

Les quadrangles envisagés ci-dessus étant convexes, on peut consi-
dérer I'aire de chacun d’eux comme étant la somme des aires positives
de deux triangles, car le retournement d’un triangle de la maniére indiquée
ci~dessus ne modifie pas son aire positive. Nos trois quadrangles ont donc
méme aire — bien qu’il n’y en ait pas deux d’égaux (a2 moins que deux
des longueurs a, b, ¢, d ne soient égales). L’énoncé suivant résume les
remarques précédentes :

Théoréme 3.21 — Quatre seqgments quelconques, de longueurs différentes
el telles que chacune soit inférieure a la somme des trois autres, peuvent
constituer les cités de trois quadrangles inscriptibles différents ayant tous
méme aire.

Corollaire — L’aire d’'un quadrangle inscriptible est une fonction
symélrique de ses quatre colés.

C’est le mathématicien indien Brahmagupta qui, au septiéme siécle
de notre ¢re, découvrit la signification précise de cette fonction.

Théoréme 3.22 — Soit un quadrangle inscriptible de cités a, b, ¢, d el
de demi-périmétre s. Son aire K est donnée par la formule

Kr=(s—a)(s—b)(s—c)(s—ad.

Pour établir cette formule, 'une des méthodes les plus simples fait
appel a la trigonométrie. Considérons en eftet le quadrangle inscriptible
de la figure 3.2B ci-dessous, dans laquelle E est le sommet commun
aux cotés a et b, F le sommet commun aux cotés ¢ et d, et n la diagonale
joignant les deux autres sommets. (Dans la suite, E et F désigneront
les angles du quadrangle en E et F). De I’égalité E + F = x, on déduit :

cos F = —cos E, et sin F = sin E.
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D’autre part, on a la relation
at+ b —2abcos E =n*=c¢*+ d* —2cdcos F,
d’otl
2{(ab+cd)cos E = a* + bt — ¢t — d? (3.221)
De plus I’aire du quadrangle, K, est :
K = 12absin E + 1/2 ¢d sin F = 1/2 (ab + cd) sin E,
ce que I'on peut écrire :
2(ab + cd)sin E = 4 K. (3.222)
Elevons au carré et additionnons les deux équations (3.221) et (3.222);
il vient
4 (ab + cd)* = (a* + b* — c* — d%)* 4 16 K?

ou encore
16 K* = (2ab + 2cd)* — (a* + b* — ¢ — d¥).

De l'identité générale A* — B* = (A — B) (A + B) appliquée au
second membre de ’équation précédente, on déduit :

16K? = [2ab + 2¢d — (a® + b* — c* — d¥)]
X [2ab + 2¢d + (a* + b* — ¢* — d¥)]

= [¢? 4 2¢d + d* — a® + 2ab — b?]
X [@® + 2ab + b* — ¢* 4 2cd — d?]

— [(c + d* — (a — by [@ + b — (c — d¥]
=[c+d—a-+0b(c+d+a—Db))

X[a+b—c+d(a+b+c—d)]
= (25 — 2a) (25 — 2b) (25 — 2c) (25 — 2d),

ou 2s = a + b + ¢ + d. La démonstration est ainsi achevée.

Si, dans le théoréme 3.22, on pose d = O, on obtient la formule de
Héron donnant I'aire d’un triangle en fonction de ses cotés, a, b, c et son

demi-périmeétre s : o
[S(ABC)]* = s (s —a) (s — b) (s — ¢).

Bien que cette formule soit attribuée 4 Héron d’Alexandrie (en 1'an 60
de notre ére, environ), van der Waerden pense, avec Bell, qu’elle est due
a Archiméde (troisiéme siécle avant J.C.).
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Une autre découverte de Brahmagupta concerne un type particulier
de quadrangle inscriptible :

Théoréme 3.23 — Si les diagonales d’'un quadrangle inscriptible sont
perpendiculaires I'une a U'auire et se coupent en un point P, une droile
passant par P et perpendiculaire a I'un quelconque des cétés coupe le coté
opposé en son milieu.

———

Fig. 3.2B Fig. 3.2C

Soit (voir fig. 3.2C) un quadrangle inscriptible ABCD dont les dia-
gonales AC et BD sont orthogonales et ol la droite PH, perpendiculaire
a BC, coupe DA en X. On peut écrire :

DPX = BPH = PCH = ACB = ADB = XDP.

Le triangle XPD est donc isoscéle, et il en est de méme du triangle
XAP, Par suite,
XA = XP = XD.

Exercices

1 - Si un quadrangle, de cotés a, b, ¢, d, est inscrit dans un cercle et cir-
conscrit 4 un autre cercle, son aire K est donnée par la formule

K* = abed.
2 - En appliquant la formule de Héron, trouver l’aire d’un triangle ayant

pour cétés
(a) 13, 14, 15; (b) 3, 14, 15.
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3 - Exprimer Ie rayon r du cercie inscrit dans un triangie en fonction de s,
s—a,8s—b,s—ec.

4 - En adoptant les notations du paragraphe 1.4, montrer que
ra +ro +re—r =4R, et S (Iglsl;) = 2sR.

5 - Avec les notations de la figure 3.2A, montrer que :

Imn
K = 4—R-.

6 - Si, dans I’exercice 5, on pose d = 0, comment le résuitat est-il modifié ?

7 - L’aire K d’un quadrangle convexe dont les cdtés sont a, b, ¢, d, et qui
est inscrit dans un cercle de rayon R, est donnée par la formule

_ (bc + ad) (ca + bd) (ab + cd)
o 16R? ’

8 - Si I’on prolonge deux c6tés opposés d’un quadrangle inscriptible jusqu’a
leur intersection en V, et les deux autres cétés jusqu’a leur intersection
en W, les bissectrices intérieures des angles en V et W sont perpendi-

culaires.

Ki

9 - Si I'on joint un point P quelconque du plan d’un rectangle ABCD
aux sommets de ce dernier, on a la relation :

PA* — PB* + PC*— PD* = 0.

10 - Etant donné un quadrangle inscrit dans un cercle, le produit des
distances d’un point du cercle 4 deux cétés opposés est égal au produit
des distances de ce méme point aux deux autres cotés, et aussi au
produit des distances du méme point aux diagonales.

3.3. TRIANGLES DE NAPOLEON

Nous examinerons maintenant quelques figures construites 4 partir
de triangles et de quadrangles. I] est surprenant, a ce sujet, que I’on n’ait
pas porté plus d’attention au théoréme simple que voici :

Théoréme 3.31 — Si, sur les cdtés d'un iriangle quelconque et a I'extérieur
de celui-ci, on construil des Iriangles tels que la somme des lrois angles
opposés aux cilés pris comme bases soil égale ¢ 1800, les cercles circonscrils
a ces Iriangles onl un point commun.

Cette fois encore, il s’agit d’un théoréme sur les droites concourantes |
Sa démonstration est trés simple. Soient, en effet, les triangles CBP,
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ACQ et BAR construits sur les cotés d’un triangle ABC donné et tels
que leurs angles en P, Q, et R satisfassent a larelation P + Q + R = 1800.
Les cercles circonscrits aux triangles CBP et ACQ ont deux points
communs, C et F. En joignant F 4 A, B et C (%), on voit que :
" —_— —
AFB = 360° — (BFC + CFA)
= 360° — (180° — P + 180° — Q)
=P 4 @ = 180° — R.

Fig. 3.3A

Il en résulte que F se trouve sur le cercle circonscrit au triangle BAR,

comme il I’est aussi sur les cercles circonscrits aux deux autres triangles
BCP et ACQ.

Deux cas particuliers sont intéressants :

Théoréme 3.32 — Si les sommels A, B el C sont silués, respectivement
sur les célés QR, RP et PQ d’un triangle PQR, les cercles circonscrils auzx

triangles CBP, ACQ ¢l BAR onl un poinl commun.

Théoréme 3.33 — Si, sur les colés d’un triangle ABC el & Uextérieur de
celui-ci, on construif les trois triangles semblables PCB, CQA ef BAR, les
cercles circonscrifs d ces {rois friangles on{ un poin{ commun. (D’apres

(}) Ce qui n’a pas été 1ait sur la figure 3.3A pour ne pas la surcharger (N.4.T.).
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I’ordre dans lequel figurent les sommets des triangles semblables, on voit
que les angles en P, Q et R, ne sont pas correspondants).

Démontré par A. Miquel en 1838, le théoréme 3.32 a été appelé
théoréme du pivof par Forder. Si, au lieude P, Q, R, A, B, C, nous adoptons
les notations A, B, C, A,, B,, C,, pour reprendre celles de la figure 1.9A,
nous pouvons, tout aussi bien, le démontrer de la facon un peu plus
développée que voici. Si A,, B;, C, sonl trois poinls quelconques situés
sur les cbtés BC, CA, AB, respectivement, d’un triangle ABC, les cercles
circonscrits aux triangles AB,C,, A,BC,, et A,B,C on{ un point commun P.
Dans le cas particulier o1 AP, BP et CP sont des diamétres de ces cercles,
A,B,C, est alors le triangle podaire du point P par rapport au triangle
ABC. En laissant fixes le triangle ABC et P, on peut faire tourner soli-
dairement les trois droites PA,, PB, ef PC, autour du « pivot» P, et cela
d’un angle quelconque, de maniére a obtenir le « triangle podaire oblique »
A,B,C, : il est évident que les cercles circonscrits aux triangles AB,C,,
A,BC,, et A,B,C passent toujours par le point P.

Les points A,, B,, C, ne doivent pas nécessairement former un triangle :
comme dans la figure 2.5A, par exemple, ils peuvent étre alignés, Dans
ce cas, A,, B et C sont trois points situés sur les droites B,C,, C,A, AB,;
et le méme théoréme montre que les trois cercles circonscrits aux triangles
ABC, A,B,C, A,BC, ont un point commun. Et comme les seuls points
communs aux deux derniers cercles sont A, et P, nous avons ainsi démon-
tré le théoréme suivant :

Théoréme 3.34 — Si quatre droiles se coupent mutuellement en six points
A, B, C, A,, B,, C,, de sorte que les ensembles de points alignés soient
A,BC, AB,C, ABC,, A,B,C,, les cercles circonscrits aux qualre triangles
AB,C,, A,BC,, A,B,C, ABC ont un point commun.

Dans le cas particulier o AP, BP, CP sont des diamétres des trois
premiers cercles ci-dessus, A,B, est la droite de Simson de P par rapport
au triangle ABC. Si I'on maintient fixes le triangle et le point P, on peut

fmrp tourner enhﬂgu-ement lyﬂ tr‘:}ls droites PA]_, PBI et PC]_ autour da D

d’un angle quelconque, de fagon & obtenir une « droite de Simson oblique ».
Celle-ci contient les nouveaux « pieds» A,, B,, C, qui sont tels que les
trois droites PA,, PB,, PC, fassent des angles égaux (ayant méme sens
de rotation) avec les trois droites BC, CA et AB.

Un intéressant corollaire du théoréme 3.33 concerne le friangle formé
par les centres 0,, 0, ef Oy (voir fig. 3.3A). Les cbtés 0,0, 0,0,, 0,0,
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de ce triangle étant perpendiculaires aux cordes communes (ou axes
radicaux) des cercles pris deux 4 deux, son angle en 0, doit étre le sup-

plément de Lﬁ', ce qui signifie que 0, = P.De méme, 0, = Qet Oy = R.

Ce sont 13, justement, les trois angles différents de nos trois triangles
semblables. D’ou :

Théoréme 3.38 — Si, sur les cétés d’un triangle quelconque, ABC, el
a Uextérieur de celui-ci, on construit les triangles semblables PCB, CQA,
el BAR, les centres des cercles circonscrits & ces triangles forment un triangle
également semblable.

En particulier (voir fig. 3.3B ci-dessous) :
Théordme 3.36 — Si, sur les cités d’un triangle quelconque, el extérieu-

rement & celui-ci, on construit des triangles équilatéraux, les centres des
cercles circonscrits a ces derniers forment un triangle équilaléral.

Fig. 3.3B

Napoléon Bonaparte fut, on le sait, quelque peu mathématicien et
porta un vif intérét & la géométrie. On raconte, 4 ce sujet, qu’avant de
s’imposer 4 la téte de la France, il entreprit une discussion avec les grands
mathématiciens Lagrange et Laplace, jusqu’a ce que ce dernier lui dise
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séverement : « Général, une lecon de géométrie est la derniére chose
que nous ayons a4 vous demander». Pourtant, Laplace devint ensuite
son principal ingénieur militaire.

Le théoréme 3.36 a été attribué 4 Napoléon : on peut cependant douter
que ses connaissances fussent suffisantes tant en géométrie pour obtenir
ce résultat remarquable, qu’en anglais pour composer le fameux palin-
drome qu’on lui préte aussi

ABLE WAS I ERE I SAW ELBA ().

Quoi qu’il en soit, il est commode (dans le cas ou les triangles PCB,
CQA et BAR sont équilatéraux) d’appeler {riangle extérieur de Napoléon
du triangle ABC, le triangle 0,0,0, formé par les centres des cercles cir-
conscrits. D’une fagon analogue, et dans le cas ol les triangles équilatéraux
sont construits a I'intérieur du triangle A BC (fig. 3.3C), nous appellerons
lriangle intérieur de Napoléon le triangle N,N,N, des centres des cercles
circonscrits. Avec cette convention, I’énoncé du théoréme 3.36 se réduit
a cecl :

= wawa

Le triangle extérieur de Napoléon est équilatéral.

Ce résultat fut démontré par Yaglom par une autre méthode qui
différe de la nétre, mais qui permet d’aboutir au théoréme analogue
que voici :

Théoréme 3.37 — Le triangle intérieur de Napoléon est équilatéral.

En appliquant la loi des cosinus au triangle AQ,;0, de la figure 3.3B,
une autre voie améne également & un intéressant « sous-produit». En
effet, AO, (non tracé sur la figure), étant le rayon du cercle circonscrit
au triangle équilatéral de cdté CA = b, a pour longueur b/y3; et, de
méme, AQ; = c¢/y3. De plus,

OgAOa = A + 600.
D’ol :
0,0, = 1/3 b* + 1/3 ¢* — 2/3 bc cos (A + 600).

D’autre part, les sommets N, et N, du triangle intérieur de Napoléon
sont les symétriques de O, et O, par rapport & CA et AB respectivement;

et, de plus, m, = A — 60°. Il s’ensuit donc :

(*) Intraduisible en francais par un autre palindrome. Disons seulement qu’il
signifie : « J’étais puissant avant de voir I'tle d’Elbe ». (N.d.T.).
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—e i i 2
N,N,? =§b’—|—§c=—-§ be cos (A — 609)

en soustrayant cette équation de la précédente, on a :

0,0, — N,N,t = E be [cos (A — 60°) — cos (A + 60°)]

e

- bc sin A sin 60° = — bc sin A

J—

IP-“

= 75 S (ABO).

D’une maniére analogue, on a aussi :

— 4

0,0;' — N,\N,;* = 0,0, — N,N,* = \Té S(ABC)'
Et comme 0303 = 0301 = 0103, il vient :

AY AT ARY AT AT AT

IV giVay = IV4iVy = IV 1IN,

Finalement, en se rappelant que I'aire d’'un triangle équilatéral est
égale 4 /3/4 fois le carré de son coté, nous pouvons exprimer comme
suit notre intéressant « sous-produit» :

Théoréme 3.38 — Pour fout iriangle ABC, la différence des aires des
iriangles extérieur el intérieur de Napoléon est égale a S (ABC).
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En réalité, comme on le voit sur la figure 3.3C, le triangle intérieur
de Napoléon est « rétrograde», de sorte que son aire S(N,N,N,) est
négative (ou nulle). Aussi la formule exacte est, non pas :

S (0,0,05) — S (N,N,N,) = S (ABC)

mais

S (0,0,05) — S (NaNle) =3 (ABC)
ou encore

S (0,0,05) + S (N,N,N;) = S (ABQ).
Exercices

1 - Si, sur deux cétés d'un triangle, on construit des carrés, les cercles
circonscrits A ces derniers se coupent sur le cercle qui a pour diametre
le troisiéme c6té du triangle, et les centres de ces trois cercles sont les
sommets d'un triangle rectangle isoscéle.

2 - En adoptant les notations de la figure 3.3B,
a) les droites PO,, QO, et RO, passent toutes trois par O, le centre du
cercle circonscrit au triangle ABC.
b) les droites AO,, BO, et CO, sont concourantes.
¢ les segments AP, BQ, CR sont égaux; de plus, ils passent par le
point F commun aux cercles circonscrits aux trois triangles ACQ, BPC,
ABR et se coupent mutuellement sous des angles de 60°. (Fermat,
auquel le point F doit la lettre le désignant, a montré le premier que
la somme des distances FA, FB, FC est minimum lorsqu’aucun angle
du triangle ABC n’est supérleur a 1200),

L T _a

3 - Sur la figure 3.3C, les droites AN,, BN,, CN,; sont concourante

4 - Les triangles extérieur et intérieur de Napoléon ont méme centre.

3.4. THEOREME DE MENELAUS

Ménélaiis d’Alexandrie (ler siécle apreés J.C.), qu'il ne faut pas

.
confondre avec Ménélaiis de Sparte, écrivit un traité appelé Spharica,

dans lequel il utilisait une certaine propriété d’un triangle sphérique,
et comme si la propriété analogue d'un triangle plan était déja bien
connue. Peut-étre en était-il ainsi; mais aucune trace antérieure de celle-
ci n’a été conservée et nous nous bornerons a appeler théoréme de Ménélaiis
I’énoncé de cette propriété sous la forme suivante (voir les figures 3.4A
et B) qui a recours a des segments dirigés (voir paragraphe 2.1) :
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Théordme 3.41 — Si frois points X, Y, Z situés sur les célés BC, CA, AB

(ou leurs prolongements) d’un friangle ABC sont alignés, il en résulte :
BX CY AZ
CX AY BZ

=+ 1.

Réciproquement, si U'on peut écrire celfe équation pour des points X, Y, Z

situés sur les colés (ou leurs prolongements) d’un (riangle, ces poinls son{
alignés,
alignés.

Fig. 3.4A

Soient X, Y, Z (fig. 3.4A et B) trois points alignés et h,, h,, A, les lon-
gueurs des perpendiculaires abaissées de A, B et C sur la droite XY,
en les considérant comme positives d’un cdté de cette droite, et négatives
de 'autre. En multipliant membre 4 membre les trois équations

BX h CY h AZ M
CX h Ay M BZ h
on a le résultat cherché. (Il faut remarquer que, pour avoir trois points

X, Y, Z distincts et alignés, on doit toujours prolonger soit les trois cotés
du triangle ABC, soit F'un d’eux seulement).
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Réciproquement, soient les points X, Y, Z situés sur les trois cdtés
de telle sorte que I'on ait
BX CY AZ _
CX AY BZ

+ 1.

Si I'on suppose également que AB et XY se coupent en Z’, on aura
BX CY AZ
CX AY BZ

+ 1.
De ces deux équations, il résulte :

A7 A7

BZ BZ

Ainsi, Z’ coincide avec Z, ce qui démontre que les points X, Y, Z sont
alignés.

Enfin, remarquons-le, ie théoréme de Ménélaus fournit un critére pour
montrer que des points sont alignés, tout comme le théoréme de Jean
de Céva (voir paragraphes 1.21 et 1.22) permettait de montrer que des
droites sont concourantes. Pour souligner cette différence, le théoréme
de Ménélaus peut étre mis sous I'autre forme que voici

BX CY AZ
XC YA ZB

— 1.

Exercices

1 - Etant donné un triangle scaléne, les bissectrices extérieures de ses trois
angles coupent les cotés respectivement opposés 4 ces derniers en trois
points qui sont alignés.

2 - Etant donné un triangle scaléne, les bissectrices intérieures de deux
de ses angles, et la bissectrice extérieure du troisiéme coupent les cdétés
respectivement opposés a ces angles en trois points qui sont alignés.

3.5. THEORE ME DE PAPPUS

Voici, maintenant, I'un des théorémes les plus importants de la
géométrie plane. S’il fut démontré pour la premiére fois par Pappus
d’Alexandrie, environ 300 ans aprés J.C., ce n’est pourtant que prés de
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seize siécles plus tard que I'on reconnut son réle dans les fondements
de la géométrie projective. Et c’est a4 bon droit que Pappus fut appelé
le dernier des grands géométres de l'antiquité. On peut, de diverses
maniéres, énoncer le théoréme qui porte son nom; voici 'une d’elles :

Théoréme 3.61 — Soien! frois poinis A, C, E situés sur une droile, el
Irois autres points B, D, F situés sur une aulre droile : si les droiles AB, CD,

" - -
EF coupent DE, FA, BC, en L, M el N, respeclivement, ces Irois

sont alignés.

nnin
L3

FU FLe

Cn

Fig. 3.5A

On reconnait le caractére « projectif » de ce théoréme au fait que celui-
ci concerne uniquement une certaine disposition géométrique, sans
qu’interviennent des mesures de longueurs ou d’angles, ou que I’on ait
a considérer un certain ordre: dans chacun des ensembles de trois points
alignés, il n’importe nullement, en effet, de savoir lequel des points est
situé entre les deux autres. La figure 3.5A représente 1’'une des dispositions
possibles; mais la figure 3.5B en montre une autre, tout aussi adéquate.
On peut faire une permutation circulaire des lettres A, B, C, D, E, F,
a condition, cependant, de déterminer correctement L, M et N. Pour
éviter de considérer des points a I'infini, ce qui nous entrainerait trop
loin dans le domaine de la géométrie projective, supposons denc, ici,
que les trois droites AB, CD, EF forment le triangle UVW que l'on voit
sur la figure 3.5C. En appliquant le théoréme de Ménélaiis aux cing
ensembles de trois points chacun :

LDE, AMF, BCN, ACE, BDF,
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ces points étant situés sur les cdtés du triangle UVW, ona:
VA WM UF , YVBWCUN

" AWMUFvV ' BWCUNV

—

I
S
E

VA WCUE
AWCUEV

VEWD UF _

= —1,
BWDUFYV

—1,

A

Fig. 3.5B

Fig. 3.5C
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Divisons maintenant le produit des trois premiéres équations par le pro-
duit des deux autres, on obtient finalement, aprés de nombreuses sim-
plifications :

VL WM UN
IW MU NV

d’ou il résulte que les points L, M et N sont alignés, comme nous voulions
le montrer.

Exercices

1 - Soient A, C, E trois points situés sur une droite, et B, D, F, trois autres
points situés sur une seconde droite. Si les droites AB et CD sont res-
pectivement paralléles 4 DE et FA, EF est paralléle & BC.

2 - Si les six points A, B, D, E, N, M sont tels que soient concourantes
d’une part, les droites AE, DM, NB en P, et d’autre part, Jes droites
AM, DB, NE en (, que peut-on dire des droites AB, DE et NM ?

3 - Soient C et F des points situés respectivement sur les cétés AE et BD
d’un parallélogramme AEBD; et soient M el N les points ol se coupent
respectivement, d’une part les droites CD et FA, d’autre part les
droites EF et BC. En désignant par P le point ol se coupent MN et DA,
et par Q le point ou se coupent MN et EB, on a AP = (B,

4 - Combien de points et de droites trouvent-on sur la figure 3.5A (ou sur
la figure 3.5B) ? Combien de ces droites passent-elles par chaque point ?
Combien y a-t-il de points sur chaque droite ?

3.6. TRIANGLES HOMOLOGIQUES ; THEORE ME DE DESARGUES

C'est Iarchitecte Filippo Brunelleschi (1377-1446) qui, le premier,
a abordé la théorie géométrique de la perspective; on lui doit, notamment,
le dome octogonal de la cathédrale de Florence, et le Palais Pitti. Un
autre architecte, Girard Desargues (1591-1661) fit ensuite une étude
I'\IIIE nnmnl:‘r"n rln nn"""n mﬁmn "’l’lénr;n- ﬂ"’ ﬂlllﬁ 'fn'r'r‘ ‘;l ﬂ“ﬂﬂ"ll" Mo éann
IIIHD UUIIIPILUC UL LOLLL LLIIVALILY LRV ULAL, LUy l’l“ﬂ Vil iy AL ayln:uuu \.{uu DULL
théoréme « des deux triangles» était tout aussi important que celui
de Pappus. En réalité, on peut le déduire de ce dernier, mais d'une fagon
laborieuse ; aussi, est-il bien plus facile de partir du théoréme de Ménélaiis.

Si, entre deux figures formées de points et de droites, on peut établir
une correspondance telle que les couples de points correspondants soient

situés sur des droites concourantes, nous dirons que ces figures ont un
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centre d’homologie (). Si Ia correspondance est telle que les couples de
droites correspondantes se coupent en des points alignés, nous dirons,
de méme, que les figures ont un axe d’homologie (}). Dans I'esprit de la
géomeétrie projective, le théoréme des deux triangles de Desargue exprime
que : si deux Iriangles ont un centre d’ homologie, ils ont aussi un axe d’homo-
logie. Pour éviter les complications qui apparaitraient s’il y avait des

droites paralléles, nous nous limiterons & énoncer le théoréme sous la
forme suivante :

Théoréme 3.61 — Si deux friangles soni homologiques, et si les couples

de leurs cblés correspondants se coupent, les trois points d’intersection sont
alignés.

Fig. 3.6A

Ici encore, il s’agit d’'un théoréme concernant seulement la dispo-
sition géométrique. Les figures 3.6A et B représentent deux cas possibles,
mais il y en a beaucoup d’autres : les triangles PQR et P’(’ R’ sont homo-

| P Aara zma harmialasta Ao nambna N at Voo mcremalae Ao Voceeer ~ALL..
IVEIJULS Udild UWilt IVINUIUEIC Ut Leutic U, €L 105 Loupics uc jeurs Ccules
correspondants se coupent en D, E et F. (Dans l'exercice 2 du para-
graphe 3.3, on a déja étudié quelques cas de triangles homologiques,

cas qui se présentent pour deux quelconques des triangles ABC, PQR
et 010303)-

(") Voir R. DELTHEIL ¢t D. CAIRE, op. cit. — C., p. 262-263.
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Pour démontrer ce théoréme, appliquons celui de Ménélaiis (3.41)
aux trois ensembles de points
DR'Q), AP'R, FQP,

ces points étant situés sur les cotés des trois triangles

OQR, ORP, OPQ.

Py

On a ainsi :

ODRR'OQ _ ==~ REPPOR . PFQQOP _

RD OR' QO "  PEOP RR " QFOQ PP

Multiplions ces équations membre 2 membre; il vient, apreés quelques
simplifications :

+ 1.

QD RE PF
RD PE QF
1l en résulte que D, E et F sont alignés, comme nous voulions le
montrer.
On voit aisément que le théoréme de Desargues entraine sa réciproque :

si deux triangles ont un axe d’homologie, ils ont un centre d’homologie. Nous
nous bornerons & exprimer cette réciprogue sous la forme suivante :
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Théoréme 3.62 — Si deux Iriangles oni un axe d homologie, el si I'on
Joint les couples de sommels correspondanits par des droiles qui se coupent
en un poini, ce poini est le centre d’homologie des triangles.

En énoncant que deux triangles PQR et P'Q’R’ ont un axe d’homo-
logie, nous voulons dire qu’il existe trois points alignés, D, E et F tels
que ces points soient respectivement les intersections des couples de
droites QR et G’'R’, RP et R'P’, PQ et P’'Q’, comme on le voit sur la
figure 3.6A. Si nous définissons le point O comme l'intersection des
droites PP’, RR’, nous voulons démontrer qu'’il est aligné avec Q et Q.
Or, nous pouvons appliquer le théoréme 3.61 4 ces deux points puisque
les deux triangles FPP’ et DRR’ présentent une homologie de centre E :
il s’ensuit que les points d’intersection des couples de cdtés correspondants
— soit, O (droites PP’, RR’), ' (droites P'F, R'D) et Q (droites FP,
DR) — sont alignés comme nous voulions le montrer.

C’est 1d un cas de démonstration purement « projective »,

Exercices

1 - Si deux triangles ont un centre d’homologie, et que deux couples de
cbtés correspondants soient paralléles, les deux autres cotés sont éga-
lement paralléles. (Dans ce cas, que présente déji I'exercice 3 du para-
graphe 1.2, les deux triangles sont dits homothétigues).

2 - Combien la figure 3.6A (ou la figure 3.6B) comprend-elle de points et
de droites ? Combien y a-t-il de points sur chaque droite ?

3 - Désigner deux triangles ayant comme centre d’homologie : a) P, b) P’,
¢), D.

4 - Que peut-on dire 4 propos des sommets et c6tés des deux pentagones
DFP’OR et EPQ'R’ 7 Y a-t-il, sur la figure, d’autres pentagones
ayant les mémes propriétés ?

5 - Soient deux droites non paralléles tracées sur une feuille de papier,
et telles que leur intersection ne soit pas sur la feujlie; et soit un point P
situé sur la partie de cette derniére comprise entre les droites. Déter-
miner une droite passant par P et telle que si on la prolongeait suffi-
samment elle passerait par le point d’intersection des droites données.

Si ces derniéres étaient parailéles, quel serait le résultat de la construe-
tion précédente ?
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3.7. HEXAGONES

On dit que deux sommets d’'un hexagone sont adjacenis, alfernés
ou opposés suivant qu’ils sont séparés par un, deux ou trois cdtés. Ainsi,
par rapport au sommet A d’'un hexagone ABCDEF, F et B sont adjacents,
E et C sont alternés, et D est opposé. La droite joignant deux sommets
opposés s’appelle une diagonale. Par exemple, I'hexagone ABCDEF
a trois diagonales — AD, BE, CF — et trois couples de cotés opposés
— AB et DE, BC et EF, CD et FA.

Il y a douze facons différentes de désigner un hexagone donné par les
lettres ABCDEF : tout d’abord, on peut appeler A n’importe lequel
des sommets; puis I'un ou I'autre des sommets adjacents peut étre appelé
B; les désignations suivantes étant faites d’aprés 'ordre alphabétique.

Etant donné six points non alignés, on peut leur affecter les lettres
A, B, C, D, E, F de 6! =320 facons différentes, chacune d’elles déter-
minant un hexagone ABCDEF ayant les six points donnés pour sommets.
Ii en résuite que ie nombre des hexagones distincts ainsi obtenus est

720

1_2=60.

Sur la figure 3.7A ci-dessus, on voit trois des soixante hexagones
que déterminent six points sur un cercle. Bien que le premier type
(« convexe ») nous soit le plus familier, il ne nous faut pas oublier, pour

autant, les cinquante neuf autres hexagones que peuvent former les mémes

six points.

Au paragraphe 3.1 nous avons souligné que, dans un polygone, I'un
quelconque des ensembles de trois sommets successifs ne pouvait étre
formé de points alignés. Il est, cependant, d’autres cas ou I'on peut
trouver des points alignés; et, notamment, on peut énoncer le théoréme
de Pappus (3.51) sous la nouvelle forme suivante :
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Si chaque ensembie de irois sommeis aliernés d’un hexagone esi formé
de points alignés, et si les lrois couples de cotés opposés se coupent, les trois
points d’intersection sont alignés.

Exercices

1 - Soit un hexagone ABCDEF dont les c4tés opposés BC et EF sont
paralléles 4 la diagonale AD tandis que les cdtés opposés CD et FA
sont paralleles a la diagonale BE, et les cotés opposés DE et AB sont
paralléles entre eux : la troisi¢me diagonale CF est alors paraliéle & AB,
et les centres de gravité des triangles ACE et BDF coincident.

2 - Soient deux ensembles de trois points alignés chacun : de combien
de fagons peut-on les considérer comme des ensembles de trois sommets
alternés d’'un hexagone ?

3.8. THEORE ME DE PASCAL

A T'age de seize ans, I'illustre philosophe et mathématicien Blaise
Pascal (1623-1662) démontra le trés beau théoréme que voici :

Théoréme 3.81 — Si un hexagone quelconque est inscrif dans un cercle,
ses cotés opposés se coupent deur d deux en lrois points alignés.

Nul ne sait comment Pascal lui-méme a démontré ce théoréme, car
sa démonstration n’a pas été retrouvée. Cependant G.W. Leibniz (qui,
en méme temps que Newton, a créé le calcul différentiel et intégral)
I’avait vue et en avait fait 'éloge. Une telle situation nous incite 4 essayer
d’établir 3 nouveau la démonstration perdue, et cela, en ne recourant
qu'aux résultats et méthodes dont on disposait a I'époque de Pascal.
C'est ce que fit Forder en utilisant seulement les trois premiers livres
d’Euclide; mais ce fut un four de force (1), et il est plus vraisemblable que
Pascal fit appel au théoréme de Ménélaiis d’une maniére analogue &
oalla srava wrnaini
il Llu.C YUlvd,.

La figure 3.8A représente I'une des nombreuses facons dont les som-
mets d’un hexagone inscrit dans un cercle peuvent étre disposés. (Le
lecteur verra aisément comment il faut modifier la démonstration si la
disposition des sommets est I'une des cinquante-neuf autres possibles).

(*) En francais dans le texte (N.d.T.).
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Nous voulons donc démontrer que les trois points L, M, N ou se coupent
respectivement les couples de droites

AB et DE, CD et FA, BC et EF,
sont alignés.

Supposons que les trois droites AB, CD, EF forment le triangle UVW
(voir fig. 3.8A); et appliquons le théoréme 3.41 aux trois ensembles de
trois points chacun LDE, AMF, BCN, points qui sont situés sur les cotés

MIA WaARLS

VLWDUE 1 VAWMUF

. VEWCUN _
WL UDVE  WAUMVF

WBUCVE

+ 1,

+ 1.

Fig. 3 8A
g. s.0n

Multiplions ces équations membre & membre, en remarquant que, d’apres
le théoréme 2.11 on a :

WD UE VA UF VBWC UE x UF VA x VB WC x WD
UDVEWAVEWBUC UCxUD VE x VF WA x WB

+ 1.
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11 reste finalement
VL WM UN N
WL UM VN
d’ol1 I'on déduit que L, M et N sont alignés, comme il fallait le montrer ().

On appelle droite de Pascal de I'hexagone ABCDEF la droite passant
par les trois points L, M, N. Comme nous I’avons vu au paragraphe 3.7,
les mémes six points déterminent soixante hexagones, donc (en général)
autant de droites de Pascal. L’ensemble de ces derniéres présente une
disposition trés intéressante : un certain nombre d’entre elles, en effet,
sont concourantes, tandis que quelques points de concours sont ali-
gnés, ete.

Selon le bref Essay pour les conigues (%) qui a été conservé, Pascal
savait parfaitement que son théoréme s’appliquait 4 un hexagone inscrit
dans une conique tout aussi bien que s’il I'eit été dans un cercle. Dans
les manuels de Géométiie projective, on trouve le théoréme réciproque
qui fut démontré par William Braikenridge et Colin MacLaurin, indé-
pendamment 'un de I'autre :

Si les trois couples de sommels opposés d’'un hexagone se coupeni en
trois points alignés, les six sommets de I' hexagone soni situés sur une conique
qui peut dégénérer en deux droifes (comme dans le théoréme 3.51).

(1) Cette tentative pour refaire ia démonstration de Pascal a paru dans la 18°
édition de I'ouvrage de Théodor Spieker : Lehrbuch der ebenen Geomelrie (Potsdam,
1888). Voir, aussi, celle qui a été faite par Coxeter et Greitzer dans : L’hexagramme de
Pascat. Un essai pour reconslifuer celle découverte, le Jeune Scientifique (Joliette,
Québec), 2, (1963), pp. 70-72.

(3) Voir notamment : Pascal, (Euvres complétes, Editions du Seuil, Paris, 1963,
pp. 35-37 (N.d.T.).
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Si I'on fait coincider certains sommets de I’hexagone inscrit, on peut
obtenir quelques théorémes intéressants sur les pentagones et quadrangles
inscrits. En de tels cas, le coté dont les extrémités coincident devient
un point, tandis que la droite qui le porte devient la tangente au cercle
(ou a la conique) en ce méme point. Considérons, par exemple, le qua-
drangle inscrit ADBE de la figure 3.8B. En assimilant le quadrangle
crois¢ ABDE & un lhexagone dégénéré dans lequel coincident B et C
d’une part, E et F d’autre part, on peut appliquer le théoréme de Pascal
et en conclure que les tangentes en B et E se coupent en N, point situé
sur la droite joignant L (intersection de AB et DE) et M (intersection
de BA et EA).

Exercices

1 - Si cing des six'sommets d’un hexagone sont situés sur un cercle, et si
les trois couples de cétés opposés se coupent en des points alignés,

1o cividemin gnreamnd ack LAal Thaadk 2m 1 n}e

le sixiéme sommet est cgaie ment situé sur le cerc

2 - Etant donné un quadrangle ABCDE inscrit dans un cercle et n’ayant
pas deux c6tés paralleles, les tangentes au cercle en A et C se coupent
sur Ja droite joignant Jes points d’intersection, d’une part de AB et CE,
d’autre part de BC et EA.

3.9. THEORE ME DE BRIANCHON

C.J. Brianchon (1760-1854) a démontré un théoréme intéressant
qui présente un rapport subtil avec celui de Pascal et fait intervenir
un hexagone circonscrit 4 un cercle. Sa démonstration repose sur la
« dualité » (*) de points et de droites, principe qui appartient au domaine
de la géométrie projective. Cependant, lorsque la conique est un cercle,
la recherche d’une démonstration euclidienne devint un probléme excitant
dont la solution a été donnée par A.S. Smogorzhevskii. Mais, avant de

donner le détail de cette derniére, démontrons tous d’abord le lemme
que voici :

(') Sur le principe de dualité, voir notamment E. ROUCHE et Ch. de COMBEROUSSE,
op. cit. - Tome 1, p. 236, et R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. - G., p. 138.
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Si P’ et Q' sont deux points situés sur les tangentes en P et () a un cercle,
du méme coté de la droite P(Q) et lels que PP’ = QQ', il exisie un cercle tan-
gent aux deux droites PP’ el QQ’, en P’ et Q' respectivemenl.

Q
N
LA
/
<
P
Fig. 3.9A

Toute la figure est, en fait, symétrique par rapport 4 la perpendicu-
laire élevée au milieu de PQ qui est & la fois la médiatrice de P’'Q’ et I'un
des diamétres du cercle annoncé. Les perpendiculaires 4 PP’ et Q(,
en P’ et @', coupent cet « axe de symétrie » au méme point qui est le centre
du cercle cherché.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de Smogorzhevskii

que voici :

******

les Irois diagonales sont soit concourantes, soil, peut-éire, paralléles.

Soient R, Q, T, S, P, U, les six points de contact avec le cercle des
six tangentes AB, BC, CD, DE, EF et FA (voir fig. 3.9B). Nous suppo-
serons, pour simplifier, que I'hexagone ABCDEF est «convexe », et que,
les trois diagonales AD, BE, CF sont des sécantes du cercle inscrit ne
pouvant pas étre paralléles. Sur les prolongements des cotés, prenons
maintenant les points P’, @', R', §’, T', U’ tels que ;

PP’ =QQ = RR = 8§ =TT’ = UU",

ces longueurs étant d’ailleurs arbitraires, et selon le lemme précédent,
construisons les trois cercles : I (tangent 3 PP’ et QQ’ en P’ et Q'), II (tan-
gent A RR' et SS" en R et §'), et 111 (tangent &4 TT' et UU’ et 7" et U').

Sachant que deux tangentes & un cercle issues d’'un méme point sont
égales, on peut écrire AR = AU et RR' = UU’; d’ou, par addition,
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AR = AU’. De méme, on a DS = DT et S8 = TT’; d’ou, par sous-
traction, DS’ = DT". Il s’ensuit que les points A et D ont méme puis-
sance (voir paragraphe 2.2) par rapport aux cercles II et III, et que
la droite qui les joint coincide avec 1'axe radical de ces derniers. D’une
maniére analogue, BE est sur I'axe radical des cercles I et II, tandis que
CF est sur I'axe radical des cercles III et I. Comme nous I’avons vu au
paragraphe 2.3, les azes radicaux de irois cercles n’appartenant pas a un
méme faisceau ef pris deux a deux sont concouranis (ou, peuli-étre, paral-
léles). Nous avons montré que les diagonales de I’hexagone pouvaient
étre considérées comme les axes radicaux de trois cercles : ces diagonales
ne pouvant évidemment pas coincider, les cercles n’appartiennent pas
a4 un méme faisceau, ce qui achéve la démonstration.

Voici le théoréme réciproque, qui reléve de la géométrie projective :

Si les trois diagonales d’un hexagone soni concourantes, les six cilés
de cel hexagone sont fangents @ une conique qui peul dégénérer en un couple
de points (comme, par exemple, dans ’exercice 2 du paragraphe 3.5,
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les deux points F et L ou se coupent les deux couples de trois droites
chacun).

Si certains cdtés d’un hexagone circonscrit & un cercle se réduisent
a un point, on peut obtenir quelques théorémes intéressants relatifs a
des pentagones et quadrangles circonscrits 4 un cercle : le sommet
commun a deux cotés confondus devient alors le point de contact de ces
derniers avec le cercle (ou la conique).

E F (P) E

(R)
(F) )

B — c
B - Q)
Fig. 3.9C Fig. 3.9D

Considérons, par exemple, le pentagone circonscrit ABCDE de la
figure 3.9C. En l'assimilant & un hexagone dégénéré ABCDEF ayant
un « angle plat» en F, on peut appliquer le théoréme de Brianchon et
en conclure que le point de conlact du cété EA du peniagone circonseril
ABCDE se trouve sur la droile joignant C au point d’inlersection de AD
ef de BE.

D’une maniére analogue, on peut considérer comime hexagone dégé-
néré le quadrangle circonscrit BCEF (voir fig. 3.9D) dont les cotés FB
et CE sont tangents au cercle en A et D; d’olt I'on conclut que les diago-
nales BE et CF du quadrangle se coupent sur la droite AD qui joint les
points de contact avec le cercle des cotés FB et CE.

Exercices

1 - Sur la figure 3.9D, la droite PQ (non tracée) joignant les deux autres
points de contact, passerait aussi par le point d’intersection des diago-
nales.

2 - Si, sur la figure 3.9D, on considére ’hexagone ABQCEF, quelles sont
les nouvelles droites concourantes ?

3 - Le théoréme de Brianchon suggére-t-il une autre méthode pour faire
i’exercice 3 du paragraphe 1.4 ?
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Transformation des figures

C’est par la foi qu"Hénoch fut transféré pour ne pas voir
la mort, et on ne le trouvait pas, parce que Dieu I'avait
transféré. Avant son transfert, en effet, il lui est rendu
témoignage qu'il avait été agréable d Dieu.

Epitre aux Hébreux, 11, 5

A la fin du paragraphe 1.6, nous avons remarqué que I'angle droit
formé par FD et OB (voir fig. 1.6A) résultait de deux rotations, d’angles a,

autour de D et B respectivement, des deux droites orthogonales HD et CB.
Nous avons noté é_g.falpmanti dans ce aqui prénf‘r_dp le théoréeme 1.71, que

A2 AIRLE (L3 L)y ¥ A w) S A Malls LN 1 ~onen QA 2%, LAIURSR 222N

les deux triangles semblables ABC et A’B'C’ ont le méme centre de
gravité et que, leurs orthocentres étant H et 0, il en résultait AH = 204’.
Enfin, c’est en faisant appel a4 un demi-tour, aprés le théoréme 1.81, que
nous avons permuté les orthocentres des triangles égaux A’B’C’ et KLM.
Rotation, homothétie et demi-tour sont trois cas d'une {ransformalion
qui (dans le cadre de cet ouvrage) signifie I'application d’un plan sur
lui-méme et cela de telle sorte que tout point P de ce plan ait une image
unique F’, et que tout point @’ soit I'image d’'un unique point (. Cette
notion d’« application» (}) a un réle essentiel dans maintes branches
des mathématiques : par exemple, en écrivant y = f(z), nous appliquons
I'ensemble des valeurs correspondantes de y.

(') A ce sujet, voir par exemple, E. ARTIN, Algebre géométrique, 1962, réédition
Jacques Gabay, 1996 - p. 1-4.
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La géométrie euclidienne n’est qu'une géométrie parmi d’autres,
chacune de celles-ci ayant ses concepts fondamentaux, axiomes et théo-
réemes propres. En 1872, dans son célébre programme d’Erlangen, Félix
Klein proposa de classer les géométries selon les groupes de transforma-
tions que I’'on peut mettre en ceuvre sans modifier ces concepts, axiomes
et théorémes. En particulier, la géométrie euclidienne est caractérisée
par le groupe des similifudes, c’est-a-dire des transformations qui conser-
vent les angles. Un cas important de similitude est I'isométrie, transforma-
tion qui conserve les distances, comme le font une rotation ou, notamment,
un demi-tour. L’isométrie est & 1a base de I'idée familiére d’égalifé : deux
figures sont égales si, et seulement si, on peut passer de I'une a I'autre
par une isométrie.

4.1. TRANSLATION

Si 'on excepte 'opération identique (*) dans laquelle tous les points
restent dans leurs positions initiales, la transformation la plus courante
est 1a franslation qui conserve la distance entre deux points et la direction
de la droite qui les joint.

>

1

>
o

1

[ e o]

Fig. 4.1A Fig. 4.1B

Si A’B’ est la transformée d’un segment rectiligne AB, ou bien A, B,
A’, B’ sont sur une méme droite (fig. 4.1A), ou bien AA’B’B est un paral-
lélogramme (fig. 4.1B). Dans le premier cas, on dit que AA'B’B est un
parailélogramme dégénéré. Ainsi, la translation est définie par le vecteur
AA’, ou, aussi bien d’ailleurs, par une infinité d’autres vecteurs équi-

—
pollents, tels que BB’. En particulier, on peut considérer que ’opération
identique est définie par le vecteur zéro.

(') Voir R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. - G., p. 24.
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Pour démontrer divers théorémes relatifs aux aires, on utilise la
propriété qu’'a la translation de conserver la forme et les dimensions de
toute figure. Par exemple (voir fig. 4.1C), pour établir la formule courante
donnant I'aire d’un parallélogramme ABCD qui a un angle aigu en A,
nous retranchons le triangle rectangle AHD et, grice & une translation,
nous I’ajoutons dans la nouvelle position BH’C, ce qui donne le rectangle
HH'CD.

/L,
B H

Fig. 4.1C

La figure 4.1D ci-dessous représente la solution du probléme suivant :
dans un cercle donné, inscrire un rectangle ayant deux cotés égaux et
paralléles 4 un segment rectiligne donné, a. Cette solution est obtenue
par une translation du cercle définie par I’'un ou I’autre de deux vecteurs
égaux et opposés, et de longueur a. Les points B et C ol se coupent le
cercle initial et le cercle qui en est la transformée, sont deux des sommets
du rectangle cherché; les cotés AB et DC de ce dernier étant égaux et
paralléles a a.

- -

D - ™~
“\ - a 3
J A
! \
-' \
e = ————
H ’ 1
]
0 \ 0 ]
/
\\ /
hJ /,
-
rd
A\-—/B \\""'- -”’
Fig. 4.1D

Exercices

1 - « Inscrire », dans un triangle A BC, un segment rectiligne, égal et paral-
l¢le 4 un segment rectiligne donné, a (voir fig. 4.1E).
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2 - Représentier par une figure une partie de ia suite iilimitée de triangies
que ’on peut obtenir en appliquant a un triangle équilatéral ABC
donné toutes les translations définies par la somme d’un nombre entier

de fois AB et d’un nombre entier de fois AC.

A

AN
VAN

Fig. 4.1E

4.2. ROTATION

La rotation est un autre type de transformation qui conserve les
les distances. Elle consiste a faire tourner tout le plan autour d’un point
et d’'un angle donné; ainsi, les dimensions et la forme de toute figure
demeurent invariables, mais tous les points de cette derniére se déplacent
sur des arcs de cercles concentriques. Le seul point qui reste fixe est le
centre de rotation qui, d’ailleurs, appartient ou non a la figure subissant
la rotation.

Comme exemple de la maniére dont on a recours aux rotations, consi-
dérons (voir fig. 4.2A) le triangle ABC et les trois triangles équilatéraux
construits sur ses cotés et extérieurement, soit BPC, CQA et ARB. Ayant
tracé les droites BQ et CR, on voit qu'une rotation de 60° autour du
point A comme centre améne le triangle ARC sur le triangle ABQ. 1l

s’ensuit que Iﬁ = 60° et RC = BQ. On montrerait, d’'une fagon
analogue, que PA = CR. Par suite :

AP = BQ = CR.
De plus,

T Ty ", e,

RFB = 60° = RAB et CFQ = 60° = CAQ
et I'on en déduit que les quadrangles ARBF et CQAF sont inscriptibles;
ce qui est aussi le cas du quadrangle BPCF, puisque BFC = 120° et
— e,
CPB = 600, Ainsi, les cercles circonscrits aux trois triangles BPC, CQA
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et ARB passent tous par le point F que I'on appelle le point de Fermal
du triangle ABC. Aprés avoir défini ce dernier comme étant le point
d’intersection des droites BQ et CR, nous allons voir maintenant qu’il
doit aussi se trouver sur AP.

Q

D
r

Fig. 4.2A

Dans la démonstration du théoréme de Pythagore donnée par Euclide,
les trois carrés CBIG, ACKJ et BADE (voir fig. 4.2B ci-dessous) sont
construits sur les cotés du triangle rectangle ABC donné, et i I'extérieur
de celui-ci; de plus, le dernier de ces carrés est partagé en deux par la
hauteur CH, On voit aussi que les points 0,, 0, et O, sont les centres des
carrés. Si, pour démontrer le théoréme de Pythagore, il existe des méthodes
plus simples que celle d’Euclide, la figure que celui-ci utilise n’en suggére
pas moins beaucoup de résultats inattendus. Les droites AI, BJ,CD
et CE étant tracées, on voit qu’une rotation de 90° ayant A pour centre
fera coincider le triangle ADC avec le triangle ABJ. Par suite, BJ = DC
et BJ est perpendiculaire & DC. D’une maniére analogue, AI et CE sont
égaux et orthogonaux.
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Enfin, les couples de triangles semblables, BCX et BKJ d’une part,
CAY et GAI d’autre part permettent d’écrire les relations suivantes :

CX €X BC a CY_CY CA_ b
b KJ BK a4+ a GI GA a+P¥

et ’on en déduit

=
o

P!
A
N
o
-

ll
)

¢
5,
il

I~
+
o

U

Fig. 4.2B
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Exercices

1 - Si, sur les cétés d’un parallélogramme et extérieurement & celui-ci,
on construit des carrés, les centres de ces derniers sont les sommets
d’un carré.

2 - En se reportant a la figure 4.2B, montrer que a) les trois droites AI, BJ
et CH sont concourantes; b) 0,0, = CO,, et ces deux segments sont
orthogonaux; ¢) U, V et W sont les milieux de GK, JD et EI respec-
tivement.

3 - Construire un triangle équiiatéral tel qu’un point donné lui soit intérieur
et soit distant de 2, 3 et 4 unités de longueur de ces trois sommets.

4.3. DEMI-TOUR

I1 existe un type de rotation qui a, comme les translations, la propriété
de transformer toute droite en une droite paralléle, mais de sens inverse :

Alnct 1o Adoerrs dnsize ~ae raboatian A 1QN0 1~ 4 actd AmbiAwmarennd
v COL 1T uﬁ"ﬁfr'buu', Ul LUL4dlivii uc 1o0v qul, Ull IG VUlll, CTolL CTlILITITILIICILIL

déterminé par son centre. Le résultat de deux demi-tours effectués suc-
cessivement est le méme que celui d'une translation, puisque celle-ci
transforme une droite en une droite paralléle; plus briévement, le « pro-
duit » (*) de deux demi-tours est une translation (qui se réduit 4 I’opération
identique lorsque les deux demi-tours ont méme centre). D'une fagon
plus précise, soient A, B, C trois points d’'une droite tels que B soit le
milieu de AC : le demi-tour de centre A ne changeant pas la position de
ce point, et le demi-tour de centre B amenant A en C, le produit de ces

deux rotations est donc la translation AC qui aurait été obtenue, aussi,
par le produit des demi-tours successifs autour de B et C.

La figure 4.3A ci-dessous représente le produit des deux demi-tours
successifs ayant 0, et O, pour centres. Le segment linéaire AB est, tout
d’abord, transformé en A'B’, de sens contraire, puis en A"B", de méme

sens. Ainsi, le produit des demi-tours est la translation ﬁ" == Iﬁ'.
Gréce aux demi-tours, on peut démontrer simplement maints théo-
rémes anciens et bien connus. Soit 0, par exemple (voir fig. 4.3B), le milieu
commun aux deux segments AC et BD. Le demi-tour de centre O ame-
nant AB en CD, il s’ensuit que ABCD est un parallélogramme. De méme,

(") Sur le « produit » de deux rotations, voir notamment R. DELTHEIL et D. CAIRE,
op. cit. - G., p. 33.
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Met N (VOll‘ Ilg 4.:5(_.) étant les milieux de AB et AC, on voit que Ie

ue
o

produit des demi-tours autour de ce point est la translation MM’ = BC:

BC
MN est donc paralléle A BC et égal a Tk

Exercices

1 -Soit A I'un des deux points ot se coupent deux cercles. Construlre
Ila

une droite paecnnf par A at enir lanua 1

F-1-4 Aﬂl‘
LA™ AN A

v navalae Adtarmina
U vy L ¥ Al =)

r
A WID Wl

R4 4R Www WAL l“\i“ﬁl Alu.lll.cllt

des segments égaux.

2 - Etant donné un cercle et un point A extérieur & ce cercle, construire

une droite passant par A et coupant le cercle en deux points P et Q
tels que AP = PQ.

3 - Si les c6tés opposés d’'un hexagone sont égaux et paralléles, ses diago-
nales (joignant les sommets opposés) sont concourantes.



100 Redécouvrons la géométrie

4.4. SYMETRIE PAR RAPPORT A UN AXE

Un troisitme type de transformations concernant les distances est
la symélrie par rapport a un axe. Tout point de I’axe, tel que H ou K
(voir fig. 4.4A) reste fixe, et, par suite, est son propre symétrique. Si HK
représente la trace d’un miroir plan perpendiculaire au plan de la figure,
I'image réfléchie d’'un point A extérieur au miroir est le point A’ situé
sur la perpendiculaire abaissée de A sur le plan du miroir — c’est-a-dire
sur I'axe de symétrie — et tel que HA’ = AH. Sur la figure 4.4A, le
segment AB a pour image le segment A'B’; et il est aisé de montrer que
I'image C’ d’un point quelconque, C, de AB doit étre située sur A'B’.
Les diagonales AB’ et A’B du trapéze AA’B’'B sont les images 'une de
Pautre; et leur point commun X, étant sa propre image, est situé sur

I’'axe de symétrie. Les angles AXH et B'XK sont égaux comme Opposés
par le sommet; et, dans les triangles égaux BXK et B'XK, on a

T —

T Trerm

B'XK = KXB. On en déduit
e e ——
AXH = KXB.

I1 s’ensuit donc que la ligne brisée AXB représente le chemin le plus
court pour un rayon lumineux allant de A en B, en se réfléchissant sur
le « miroir» HK. Si, en effet, comme on le voit sur la figure 4.4B, la
réflexion avait lieu en un point Y différent de X, la trajectoire serait alors
AY + YB = A’'Y 4 YB, et elle serait plus longue que A’B = AX + XB.

gQr-——""7"7

>\‘=

Fig. 4.4A Fig. 4.4B



Transformation des figures 0l

Ceci nous montire, en passant, comment, sans recourir au caicui,
on peut résoudre géométriquement un célébre probléme d’extrémum.
Selon les physiciens, la trajectoire d’un rayon lumineux issu de A, frap-
pant le miroir et allant en B, est celle qui rend minimum le temps de
parcours. Or, dans un milien homogéne, ce temps est proportionnel a
la distance parcourue. 11 s’ensuit donc que, pour aller de A a B, unrayon
lumineux tombant sur le miroir sous un angle a s’en éloignera en faisant
un angle égal, puisque telle est 1a condition de parcours minimum. I)’ordi-
naire, d’ailleurs, en physique, les angles sont mesurés a partir de la
normale au miroir, au point d’incidence, plutét que du miroir lui-méme.
Sur la figure 4.4C, on voit I’angle d’incidence i et I'angle de réflexion r.

]
! ,/
| /
I
|
|
a | 2 miroir

Fig. 4.4C

Exercices

1 - Etant donné un triangle scalene ABC, dont les c6tés peuvent réfiéchir
la lumiére, en quel point P du c6té AB faut-il placer une source lumi-
neuse pour que, aprés réflexion sur les deux autres cétés, un rayon

lumineux issu de P atteigne de nouveau ce méme point 7 Conseil :
voir le paragraphe 1.6.

2 - Si un triangle a une base et une aire constantes, son périmétre sera
minimum s'il est isoscéle.

3 - Faire I’exercice 1 du paragraphe 4.3 en recourant 4 un axe de symétrie.

Pour établir maints théorémes intéressants, d’'une maniére a la fois
simple et frappante, on peut faire appel aux propriétés de la symeétrie
par rapport a un axe. Recourons donc & ces derniéres pour résoudre
ce probléme : Construire un triangle qui soit inscrit dans un triangle



102 Redécouvrons la géométrie

donné dont les angles sont aigus, et tel que son périméire soit minimum.
C’est le probléme de Fagnano (%).

Pour trouver la solution, soit, tout d’abord, le triangle ABC (voir
fig. ci-dessous) dans lequel sont inscrits deux autres: le triangle orthique
de ABC (en tireté) et un triangle quelconque (en pointill€). Considérons
les symétriques, par rapport au cété AC, des trois triangles précédents
— ce qui donne le triangle ACB’ et les deux triangles inscrits correspon-
dants. Puis, prenons successivement les symétriques de ACB’ par rapport
a CB’, de CB’A’ par rapport 4 B’A’, de B’A’C’ par rapport & A’C’ et,
enfin, de A’C’B” par rapport & C'B”; et examinons ce qui résulte de la
« chaine » de triangles ainsi construite.

Fig. 4.5A

Si ’on ne tient pas compte des points C et C’, on voit que la ligne
brisée BAB’A’'B"A”" présente des angles (mesurés dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre) : 24 au point A, 2B au point B, — 24 au
point A’, — 2B au point B”". La somme de ces quatre angles étant nulle,
il s’ensuit que B"A” est égal & BA par iranslation; et, de plus, que les
couples de points correspondants situés sur ces deux segments forment
un parallélogramme tel que PP'Q’'Q.

Rappelons maintenant que les hauteurs du triangle ABC sont les
bissectrices des angles du triangle orthique correspondant. On en déduit

(*) C’est, en effet, Fagnano qui a proposé ce probléme en 1775, et 1'a résolu par
le calcul. La démonstration donnée ici est due & H.A. Schwarz dont la méthode fut
étendue aux polygones 4 2n + 1 cOtés par Frank Morley et F.V. Morley.
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qu’aprés avoir effectué les symétries précédentes, les cHtés du triangle
orthique seront, I'un aprés 'autre, portés par la droite PP’ de la figure
4,5A, D’une facon analogue, les cotés d’un autre triangle inscrit dans
ABC — par exemple celui représenté en pointillé — formeront, dans
les symétries successives, une ligne brisée allant de Q, sur AB, a Q' sur
A"B’. P() étant égal et parallele 4 P'Q’, le segment rectiligne QQ’ est
égal & PP’, lui-méme égal au double du périmétre du triangle orthique;
or cette derniére longueur est manifestement inférieure a celle de la ligne
brisée (en pointilié) joignant (§ 4 @ et égale, elle, au double du péri-
meétre du second triangle (en pointillé) inscrit dans ABC. Finalement,
c’est le triangle orthique, de cotés a, b, ¢, qui a le périmétre minimum.

4.6. PROBLE ME DES TROIS VASES

Une appiication curieuse de la syméirie axiale consiste a résoudre
des problémes ou I'on demande de partager une certaine quantité de
liquide en fractions déterminées, et cela en recourant a des dispositifs de
mesure qui semblent imprécis. Mais il nous faut, tout d’abord, dire quel-
ques mots des coordonnées trilinéaires dont ’emploi sera nécessaire,

On vend, parfois, du papier « triangulé » sur lequel sont tracées trois
séries de droites paralléles qui partagent le plan en une mosaique de
petits triangles équjlatéraux : c’est une extension commode du papier

mvradmllA el "o WA o [ e ymommn ] mam ae A

\luauxulc Gluuluuc l.ll.ll. DCIL H. ICPICDCII.WI UCB pUI.I.IIob uc Cooravnnces
cartésiennes données. Un tel papier se préte bien & porter des points ayant
des coordonnées frilinéaires données par rapport aux cotés d’'un triangle
équilatéral assez grand. Dans le plan de ce triangle ABC, de coté a et
de hauteur h, les coordonnées trilinéaires d’un point P sont les distances,
z, g et z de P aux trois cotés BC, CA et AB, en les considérant comme
positives lorsque P est & I'intérieur du triangle; et P est appelé le point

(=, y, 2).
Orona:
1 1 1
an + Qay + Eaz = S (PBC) + S (PCA) + S (PAB)

1
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d’ol : xr+y+z=h

Chaque fois que trois quantités variables ont une somme constante,
I'emploi de ces coordonnées trilinéaires convient parfaitement. Lorsque
I'une d’elles est constante tandis que les deux autres varient en ayant
une somime invariable, le point (z, y, z) se déplace sur une droite paralléle
4 I'un des cotés du triangle. Et, en particulier, les trois cbtés ont pour
équations :

z =0, y =0, z2=20,

les sommets A, B, C ayant respectivement pour coordonnées (h, 0, 0),
(0, h, 0) et (0, 0, h).

Les circonstances indiquées ci-dessus se présentent justement lorsque
'on répartit h litres d’un certain liquide entre trois vases de telle sorte
que le premier regoive x litres, le second y et le troisitme z Or, verser
progressivement le liquide du second vase dans le troisiéme revient
4 faire déplacer le point (z, y, z) le long de la droite x = constante,

Anna n anna ¥al ~ AAnarniaan 118 o Annioan Ao ynanidns anrvmacnnandantda
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Si chaque vase peut contenir h litres, chaque coordonnée pourra donc
varier de 0 & h; et I'on aura ainsi un probléme banal [h; h, h, h] dans
lequel le domaine d’existence des solutions est constitué par toute la
surface du triangle ABC, avec les conditions :

0<z<h O0<y<h 0<z<h

Un probléme bien plus intéressant est défini par [h; b, ¢

avar h ™ a~ h~ r TNanc na naec lac nnntanannae doe ¥rnic vacog r|
A Y W JiL f E -~ U -~ e L7AIMD v ‘ln“ AW WAL LVWALCALIWWAD WA WA VAN T LANWA A

sont a, b et ¢ litres; et ’on se propose de répartir une quantité déter-
minée, d, de liquide, en versant 4 plusieurs reprises d’'un vase dans un
autre, soit en vidant le premier, soit en remplissant le second (ou méme
en faisant les deux simultanément). Les variables ont maintenant les
limites suivantes :

et le domaine correspondant peut étre une aire hexagonale, réguliére
ou non, bornée par les six droites

=0 2=a, y=0, y=b, z=0, z=0¢,

Dans des cas particuliers, I'aire hexagonale pourra se réduire a celle
d’un pentagone d'un trapeze, d’un parallélogramme, ou méme, comme
on I'a déja vu, & toute la surface du triangle équilatéral de référence.
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Les figures 4.6A et 4.6B, par exemple, correspondent au probiéme
[8; 7, 6, 3] dans lequel 8 litres de liquide sont, d’abord, répartis d’une
certaine facon entre des vases pouvant contenir 7, 6 et 3 litres, et ol il
s’agit de mesurer, en la versant, une quantité de 4 litres. Les limites
des variables sont donc, ici :

0 <z <7, 0 <y <6, 0 <z <3.
Elles déterminent une aire hexagonale bornée par les six droites :
z =17, z=0, y =6, z =0, z = 3, y = 0;
et les sommets de I’hexagone sont les points :
(7,1,0), (2,6,0), (0,6,2), (0,5 3), (5,0,3), (7,0,1),
ou, avec une notation abrégée : 710, 260, 062, 053, 503, 701.

AVAVAVAVAN
YAVAVLVAVAYA
</ AVAVAVAVAVAVA
o/ \/\L\/\/\/\/\/A ¢ s/ NN NN NNN N\

080 062 053 008 080 062 053 008
Fig. 4.6A Fig. 4.6B

La figure 4.6A met en évidence le point 332 qui représente une situa-
tion particuliére : il y a trois litres dans le premier vase, trois dans le
second et deux dans le troisiéme. Les six droites en pointillé issues de ce
point correspondent aux six facons possibles de verser. Passer du point
332 au point 530, par exemple, signifie que 'on vide le troisiéme vase
(0 au lieu de 2), en versant dans le premier (5 au lieu de 3); tandis que
suivre le chemin opposé allant de 332 & 233, signifie verser du premier
vase dans le troisitme. Et, de méme, passer de 332 4 062 est réalisé
en versant du premier vase dans le second qui est, ainsi, plein puisque
sa contenance est de 6 litres. Sur la figure 4.6B, la ligne brisée et hachurée
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allant de 332 a 440 représente I'un des nombreux chemins possibles
reliant ces deux points, c’est-a-dire I'une des facons de diviser les 8 litres
donnés en deux portions égales. La trajectoire brisée ne comprend que
des parall¢les & I'un des cotés du triangle de référence, et ne change de
direction que lorsqu’elle atteint soit un cdté, soit un sommet de I’hexagone
limitant le domaine d’existence des variables. Si, en appliquant les mémes
régles, on poursuivait le chemin au-dela de 440, on passerait, en fait,
par tousles points & coordonnées entiéres situés sur la frontiére du domaine.
1l s’ensuit donc que, dans le cas du probléme [8; 7, 6, 3], on peut, en
versant d’'un vase dans un autre, mesurer fouf nombre entier de litres
inférieur a 8.

820 802

ANVANYAWAY

550 505

AVAVAVAVYA

LN NN NN N N N NN
073 055 046

Fig. 4.6C

La figure 4.6C se rapporte au probléme [10; 8, 7, 6] dans lequel il faut
répartir 10 litres de liquide en utilisant des vases pouvant contenir 8,
7 et 6 litres. On pourra donc, ici, faire aisément des transferts de 1, 2, 3
ou 4 litres. Mais, sauf si I’'un des vases contenait 5 litres au début, un
transfert de 5 litres sera toujours impossible parce que les trois points
055, 505 et 550 forment un circuit triangulaire sans cesse fermé sur
lui-méme (voir la figure 4.6C) et auquel aucun autre circuit ne permet
d’accéder. Une telle circonstance se produit, d’ailleurs, dans tout pro-
bléme [h; a, b, c] pour lequel on a

h=2d>2a>b>c¢>d



Transformation des figures 107

Le probiéme [10; 8, 6, 4], que voici, présente une particularité un peu
différente (voir fig. 4.6D) : les circuits passant par le point 550 cons-
tituent un réseau de petits triangles équilatéraux et d’hexagones réguliers.
Ainsi est représenté le fait évident qu’'avec des vases contenant tous les
nombres pairs de litres, on ne pourra jamais « mesurer» une quantité
exprimée par un nombre impair. On doit s’attendre a de telles difficultés
dans tout probléme [h; a, b, c] ou les nombres a, b, ¢ ont un diviseur
commun supérieur 1.

064
Fig. 4.6D

Les plus célébres des problémes [h; a, b, ¢] sont ceux dans lesquels
ona:
h=a=2d =b+c,

d’ou il résulte que le domaine & considérer ici est borné par le parallé-
logramme dont les sommets sont a00, cb0, Obc et b0c. Deux solutions,
en sept et huit étapes, de 'application numérique [8; 8, 5, 3] sont représen-
tées par les figures 4.6E et 4.6F, la question posée pouvant s’énoncer
ainsi : deux hommes ont un vase dans lequel il y a 8 litres d’un certain
liquide, et deux vases vides dont les contenances sont de 5 et 3 litres;
ils veulent partager les 8 litres en deux portions égales.

La premiére opération doit étre de remplir, soit le vase de 5 litres

(fig. 4.6E), soit celui de 3 litres (fig. 4.6F). Puis, chaque fois que le chemin
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suivi rencontre I'une des quatre droites y =0, y =5, z=0, z = 3,
qui sont les cétés du parallélogramme limitant le domaine d’existence
des variables, nous considérerons cette droite comme un miroir. En
d’autres termes, nous suivrons la trajectoire d’une boule de billard
frappée de telle sorte qu’elle suive d’abord une bande du billard (supposé
avoir cette forme inhabituelle 1). Le processus des réflexions successives
sur les bandes tient & ce que chaque segment de la ligne brisée, étant
paralléle a I'un des cétés du triangle de référence, représente un transfert
de liquide d’un vase dans un autre, tandis gue le troisiéme vase ne donne
lieu 4 aucun changement. On obtient ainsi une solution en sept opérations

successives :
800, 350, 323, 620, 602, 152, 143, 440;
et une autre en huit opérations :

800, 503, 530, 233, 251, 701, 710, 413, 440.

Il est évident que I'on peut résoudre un tel probléme (aveca = b + )
lorsque les entlers b et ¢ sont premiers entre eux, c’est-a-dire n'ont pas

de diviseur commun supérieur & 1.

800 800

10 101

620 602

Exerclces

1 - On donne un vase dans lequel il y a 12 litres de liquide et deux vases
vides pouvant contenir 9 et 5 litres. Comment peut-on réaliser deux
portions égales ?
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2 - Trois voleurs dérobent un vase contenant 24 onces de baume et
s’enfuient. Puijs, ayant acheté trois autres vases et arrivés en lieu sir,
ils veulent partager leur butin, mais constatent que les verres achetés
contiennent respectivement 13, 11 et 5 onces, Comment pourront-ils
faire trois parts égales ?

3 - Soient P et P’ deux points dont les coordonnées trilinéaires par rapport
a un triangle ABC sont respectivement (x, y, z) et (2', y’, z’). Lorsque
ces coordonnées satisfont aux équations

=yy = zz,
les deux points P et P’ sont dits conjugués isogonaux (*) et 'on a les
égalités angulaires :

—

ot — e T —
P°'AC = BAP, P'BA = CBP, P'CB = ACP,

4.7. HOMOTHETIE

L0 Y = aa = a2 L7

commune : elles transforment une figure donnée en une figure égale.
Et toutes celles qui ont cette propriété de conserver les distances sont
appelées isomélries.

Cependant, on peut recourir avec fruit a4 une transformation qui, &
toute figure, fait correspondre une figure semblable. Une telle similitude
conserve les angles, mais pas nécessairement les distances, celles-ci étant
alors, toutes augmentées ou diminuées dans le méme rapport appelé
rapport d’ homothétie. Tout segment linéaire AB est donc transformé en
un segment A’B’ dont la longueur est

A'B" = k- AB,

Les transformations exposées précédemment ont une caractéristique

le rapport k pouvant étre supérieur, égal ou inférieur & 1. L’isométrie
est le cas particulier de la similitude ou k = 1.

On peut préciser davantage les remarques ci-dessus en définissant
la similitude comme étant une transformation qui conserve les rapports
entre les dislances; car cela entraine la conservation tant de I'alignement
de points, que des angles.

Le type de similitude le plus simple est I’homothétie, qui transforme
loule droite en une droite paralléle. Une homothétie ne se réduisant pas

(") Ou encore inverses. Sur les points inverses et les droites isogonales, voir notamment
E. ROUCHE et Ch. de COMBEROUSSE, op. cit. — Tome I, p. 453-454.
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4 une simple translation est dite homothétie centrale parce que toutes
les droites joignant des points homologues passent par un méme point
que le centre d’homothétie. Pour voir pourquoi il en est ainsi, examinons
les figures 4.7A et 4.7B, dans lesquelles les segments homologues AB
et A'B’, portés par des droites paralléles, satisfont & I’équation vectorielle

A'B’ = + k- AB.

Fig. 4.7A

Tout point C formant un triangle avec A et B a un homologue C’
qui est le point d’intersection de la paralléle & AC menée par A’ et de la
paralléle & BC menée par B’. Si ’homothétie n’est pas une simple tran-
lation (c’est-a-dire si k 5 1), les droites AA’ et BB’, n’étant pas paraliéles,
se coupent en un point O tel que :

— soit
OA’=k-0A e OB =k-OB
comme dans la figure 4.7A,

— soit
OA’ =—k-0A e OB =—k-OB,

comme dans la figure 4.7B.

Des droites paralléles déterminant, sur des transversales, des segments
proportionnels, on voit aisément que C’ est situé sur OC; et, plus préci-
sément, on a :

—_ —
oC' = + k-0C.
Si 'on suppose que le point O s’éloigne indéfiniment vers la gauche
de la figure 4.7A, on congoit qu’'une franslation constitue la forme limite
d’'une homothétie centrale oi A’B’ = k - AB, lorsque k tend vers 1,
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11 est encore plus facile de modifier Ia figure 4.7B de fagcon 4 ce que O

soit le milieu de AA’ : ’homothétie centrale A-'_I’T = k- A_l’? a done,
comme cas particulier, le demi-tour

— —

A'B’ = — AB,
ABA’B’ étant alors un parallélogramme de centre O.

<A
\\\ ¢
- .__.::\_: ’_/_’_ B'_-
B _-70 \\\
v A~
Fig. 4.7B

Exercices

1 - Quel est le lieu géométrique du milieu d'un segment de longueur variable
et tel que 'une de ses extrémités reste fixe, tandis que 1'autre parcourt
un cercle ?

2 - Etant donné un triangle ABC dont les angles sont aigus, construire
un carré dont un c6té est porté par BC, les deux autres sommets étant
situés sur CA et AB.

4.8. SIMILITUDE

Si une figure est transformée d’abord par homothétie puis par trans-

lation, les droites homologues restent paralléles, et la figure obtenue
finalement est une homothétie de la premiére. Plus généralement, et
pour la méme raison, le produit de deux homothéties est encore une
homothétie. Mais si une figure est transformée d’abord par homothétie,
puis par rotation, les droites homologues ne restent plus paralléles. Ainsi
le produit d’une homothétie et d’une rotation (autre que la transformation
identique ou un demi-tour) n’est pas une homothétie, tout en demeurant

une similitude directe qui conserve tant la grandeur que le sens des angles.
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D’une facon générale, le produit d’une homothétie et d'une rotation
ayant toutes deux méme centre s’appelle une similitude (). Cette trans-
formation peu connue peut facilier la solution de maints problémes.

Si une telle similitude de centre O transforme AB en A’'B’ (voir
fig. 4.8A), il s’ensuit que les triangles OAB et OA’B’ sont directement
semblables et que 'on a

—— e —
AOA’' = BOB'.
'y

0
Fig. 4.8A

De plus, comme dans le cas d’'une homothétie ordinaire, le rapport
d’homothétie est
0A' A'B’
OA ~ AB’

Toute similitude étant complétement déterminée par son centre O,
son rapport k et I'angle de rotation 6, nous conviendrons de la repré-
senter par la notation :

O(k, 6).

(Comme il est d’usage, les angles de rotation seront comptés positi-
vement dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre, et négativement
Anma Phawedbma oamat T an Botsemnae A"TA 484 A ™MD cinw awrnsee;la mamsnfoamdod
Udlld 1 dauilv dUlld). LOd Uguled F.7.0 CL T/, Pdl CKCIHPIL‘,, ICPICDUHLCIIL
respectivement les similitudes O(k, 0°) et O(k, 1809°); tandis que O(1, 9)
est une simple rotation.

Pout montrer comment on utilise les similitudes, démontrons notam-
ment le théoréme que voici :

(') R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. - G., p. 70.
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Théoréme 4.81 — Si, sur les cétés BC, CA et AB d’un friangle ABC,
el extérieurement a celui-ci, on construil des carrés de centres 0,, O,, 0,,
les segments rectilignes 0,0, et CO, sont égaux et orthogonaucx.

En examinant la figure 4.8B, on voit que, par la similitude A (42, 459),
le triangle CAO, sera transformé en KAB, tandis que 1'autre similitude
C (v2, — 45°) transformera le triangle 0,C0; en BCK. Or, les deux
triangles obtenus par des transformations ont en commun le cdté BK,

Fig. 4.8B

homologue de 0;C et 0,0,, respectivement, dans ces derniéres qui, d’autre
part, ont le méme rapport d’homothétie /2 : il s’ensuit donc qu'avant leur
transformation, 0,C et 0,0, devaient étre égaux. De plus, les transforma-
tions de 0,C et 0,0, ayant été effectuées en faisant intervenir des rota-
tions de 45° et — 45°, I'angle des transformées est nul; les deux segments
0,C et 0,0, devaient donc étre orthogonaux initialement. Ainsi, la
démonstration est achevée. (On voit que les droites AQ,, BO,, CO, sont
concourantes comme étant les hauteurs du triangle 0,0,0,; la derniére

seule est tracée sur la figure 4.8B.)
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Aprés avoir défini une similitude comme étant le produit d’une
homothétie centrale et d’une rotation ayant toutes deux le méme centre,
nous sommes tout naturellement amenés 4 nous demander ce qu’est
le produit d’'une homothétie centrale et d’une rotation de centres diffé-
rents. Voici la réponse, & la fois simple et surprenante : c’est encore une
similitude, car il n’existe pas de type plus compliqué de similitude directe.

Théoréme 4.82 — Deux figures directement semblables quelconques se

e ol ae PR —— .. PR R P L el n
correspondent soif par une tran .uuiwn soit par une similitude.

Pour le démontrer, considérons deux segments, AB et A’B’, appar-
tenant & des figures directement semblables. Si A’B’ est paralléle et égal
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a4 AB, la transformation effectuée est alors une translation. Soient, en
effet, C un point quelconque non situé sur AB, et C’ son homologue.
Les figures étant directement semblables, il s’ensuit que les triangles
ABC et A’B'C’ sont égaux, leurs cdtés homologues étant paralléles.
Ainsi, tous les segments joignant des points a4 leurs homologues sont
paralléles et égaux : la transformation est donc une translation.
Supposons maintenant que A’B’ ne soit pas égal 4 AB. (Si les quatre
points ABA’B’ ne forment pas un quadrangle comme sur la figure 4.8D,
on prendra un autre couple de segments homologues en formant un,
cette fois, et en conservant les notations AB, A’B’. Dans le cas, par
exemple de la figure 4.8D, ol B est sur AA’, on pourra utiliser le milieu

Fig. 4.8D

de AB au lieu de A, et le milieu de A’B’ au lieu de A’) : les droites AA’
et BB’ se coupent alors en D (voir fig. 4.8C). Considérons les cercles
circonscrits aux triangles ABD et A’B'D : ils ont un premier point com-

mun en D, et un second en 0. La comparaison des angles m, (ﬁ,
—— e N e — — P i
ODB’ et OA’B’ montre que OAB = QA’'B’ et, de méme, OBA = OB’A’.
Ainsi, les triangles OAB et OA’B’ et, de méme, OBA = OB’A’. Ainsi,
les triangles OAB et OA’B’, étant directement semblables, sont homo-
logues dans une similitude O (k, 6), avec

1)

t 0=A0A
~o0a % U=4av4.
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En d’autres termes, toute similitude directe qui n'est pas une trans-
lation a un point fixe et, de plus, ce point est unique. En effet, s’il y avait
deux tels points, A et B par exemple, le segment AB serait lui-méme
constant, et comme on aurait

AB

" AB L,

la similitude serait une isométrie comportant deux points fixes. Si I'on
effectue une telle transformation, I’homologue d’un triangle ABC est
un triangle ABC’ tel que C’ appartienne aux cercles de centres A et B,
et de rayons AC et BC, respectivement. Les seules isométries laissant A
et B fixes sont donc la transformation identique (ou tranmslation de
longueur nulle), et la symétrie axiale (qui entraine une similitude inverse,
car elle change les signes des angles).

Si, par exemple, on dessine sur du papier calque, et si I'on super-
pose (1), deux cartés d’'un méme département a des échelles différentes,
il n’y aura qu’un seul lieu représenté par le méme point sur les deux
cartes.

Ces considérations ont été développées par Julius Petersen (1880)
et P.H. Schoute (1880), en un trés beau théoréme dont voici un cas
particulier :

Théoréme 4.83 — Soieni, d’'une parl, ABC el A’B'C’' deux ftriangles
directement semblables, et, d’autre part, AA’A", BB'B", CC’'C" trois triangles
Al mnndammnaerd masm hlabhloan o 1o dadcenndl. APDILPN ot locn Aiomnnfosnnend cssenElall.
ULreLLCiiciul dEHIUaULtEs « LW riuus ylﬂ L1 D Wa B WiOry ULrevteliieciil seinpia ot

au triangle ABC.

Lorsque les triangles ABC et A’B'C’ sont égaux par translation,
la proposition est évidente. S’ils sont inégaux, soit O(k, 6) la similitude
unique transformant ABC en A'B'C’, de sorte que I'on ait

0A’ OF o

k=34 =0B = 0C
et 6 — AOA’ — BOB' = CoC,

comme dans la figure 4.8D.

() La superposition signifie, Ici, que la carte a la plus petite échelle est enti¢rement
contenue dans les limites de I'autre. Il est alors aisé de montrer que le centre de la
similitude est effectivement situé dans le département représenté.
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Il s’ensuit que les triangles
0AA’, OBB’, occ’,
sont semblables. Or, par hypotheése, tel est aussi le cas des triangles
AA’A", BB'B", cecc.
D’ol1 il résulte que sont également semblables les triangles

O0AA”, OBB", 0CC";

et 'on a
OA" _ 0oB” _ oc’ K
OA ~ 0B 0C
AOA" = BOB® — COC” = @'

11 existe donc une similitude O(k’, §’) transformant ABC en A"B"C”.
Du théoréme de Petersen-Schoute voici un autre cas particulier

s ’
que Pon démontre d’une facon analogu

Théoréme 4.84 — Lorsque, dans une certaine similitude, tous les poinis P
de AB ont pour homologues lous les poinis P’ de A’'B’, les poinis qui divisent
les segments PP’ dans un rapport donné, ou bien sont distincts el alignés,
ou bien coincident lous.

Exercices

i - Si, par une similitude ayant pour cenire le sommet A d’un triangie
ABC, on transforme celui-ci de facon a ce que le sommet décrive le coté
BC, le sommet C décrira lui-méme une droite.

2 - Si ABC est un triangle scaléne, son triangle de Napoléon intérieur est
de sens rétrograde; c’est-a-dire que le sens de son orientation est contraire
A ceux des triangles ABC et 0,0,0, (voir le paragraphe 3.3 o I'on a
simplement énoncé cette proposition sans la démontrer).

4.9. TRANSFORMATIONS SUCCESSIVES

Il est remarquable que toutes les transformations discutées précé-
demment soient des correspondances biunivoques entre tous les points
dont 'ensemble forme le plan, et ces points eux-mémes. Parmi elles,
nous n’avons considéré que les fransformations confinues (ou « homo-
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morphismes »), c’est-d-dire des transformations qui, & des points voisins,
font correspondre des points voisins (). Puis, parmi ces derniéres, nous
avons discuté les transformations linéaires (ou « affinités ») qui conservent
les droites et, par suite, le parallélisme de deux droites. Dans les trans-
formations linéaires sont venues ensuite les similifudes qui conservent
les rapports de distances; mais nous avons laissé de co6té les variétés
les plus singuliéres, notamment la « déformation de Procuste » (qui trans-
forme un cercle en une ellipse de méme aire). Les similitudes particuliéres
que nous avons considérées sont les isoméiries qui conservent les distances,
les homothélies qui transforment une droite en une droite paralléle, et
les similitudes qui {(comme le font certaines isométries et certaines homo-
théties) laissent fixe un certain point et conservent le sens de rotation
(dans le sens inverse, ou direct, des aiguilles d’une montre). Ces diverses
catégories se chevauchent, d’ailleurs, quelgue peu : parmi les isométries,
nous avons envisagé les symétries axiales (ou réflexions), les transla-
tions (qui, selon la définition ci-dessus, sont des homothéties) et les

Transformations

Transformations continues

Transformations linéaires

Similitudes Déformation de Procuste

Isométries Homothéties Similitudes

Symétrie  Translations Rotations Homothéties centrales
axiale
(Réflexion)
Demi-tours
(1) D’une fagon plus précise : si A est un point et A’ son homologue dans une

transformation continue, I’homologue B’ d’un autre point B sera situ¢ dans un cercle
arbitrairement petit entourant A’ pourvu que B solt suffisamment prés de A.
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rotations (qui sont des similitudes de rapport 1). Les autres homothéties
sont des homothéties centrales (qui sont des similitudes, & angle de
rotation nul). Enfin, les demi-tours sont a la fois des rotations (de 180°)
et des homothéties centrales. Toutes ces relations peuvent se résumer
clairement en une sorte d’« arbre généalogique» dont chaque élément
représente une partie spécialisée du précédent.

Exercices

En adoptant Jes coordonnées cartésiennes, une déformation de Procuste
1
transforme un point (x, y) en un point (x’, y"), avecx’ = krety = P

Avec les mémes coordonnées, écrire des expressions analogues pour
les transformations suivantes :

1 - Translation amenant (0, 0) en (a, b).

- Symétrie par rapport 4 I’axe des y.

- Symétrie par rapport a la droitex — y = 0.

- Demi-tour ayant 1’'origine des coordonnées comme centre.
- Homothétie centrale O(k, 0°).

6 - Similitude O(k, 90°).

7 - Une isométrie non encore citée.

2
3
4
5

8 - Une similitude non encore citée.
9 - Une transformation continue non linéaire.

10 - Une transformation non continue,
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Introduction a la géométrie
de FPinversion

Plogans une coge sphérique dons le désert; entrans-y et
fermons-lo. Puis folsons une inversion par rapport d lo
coge. Le lion est alors d I'intérieur de la cage, et nous
sommes d 'extérieur.

H. Petard

Dans ce chapitre, nous admettrons (le moins possible, d’ailleurs)

tout le plan euchdien : seul le point O ne subira aucune transformation.
D’une fagon plus précise, nous considérerons un cercle fixe de centre O,
et nous le prendrons comme cercle d’inversion : les cercles passant par O
ont alors des droites pour inverses, tandis que les autres cercles sont
transformés en cercles. (Il arrive souvent que 'on puisse simplifier des
probléemes en transformant certains des cercles considérés en droites;
mais des figures plus compliquées changeront de forme complétement).

5.1. COUPLES DE POINTS SEPARES

On a estimé que le théoréme suivant était assez difficile & démontrer
pour étre proposé, en 1965, au concours William Lowell Putnam. Notre
démonstration s’inspire des diverses solutions présentées.
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Théoréme 5.11 — Si quaire poinis A, B, C, D ne sonl situés ni sur un
méine cercle, ni sur une méme droite, il existe deur cercles sans points com-
muns dont l'un passe par A et C, et Uautre par B el D.

A\ /C
\F"’//
\ )
Fig. 5.1A Fig. 5.1B

Pour le démontrer, remarquons, tout d’abord, que Ia perpendiculaire
au milieu du segment AC, p, ne peut pas coincider avec la perpendiculaire
au milieu du segment BD, ¢. Si p et ¢ se coupent (voir fig. 5.1A), leur
point commun O est le centre de deux cercles conceniriques passant, 'un
par A et C, 'autre par B et D. Si, par contre, p et ¢ sont paralléles (voir
fig. 5.1B), les droites AC et BD seront, elles aussi, paralléles. Considérons,
sur cette derniére figure, les points P et Q situés, respectivement, sur p
et ¢, et 4 égale distance des paralléles AC et BD; les cercles APC et BQD

nant Avidarmimant altann nain P R S ey
i1 Ul © L¥

LY
vi

Fig. 5.1C

On dit que deux couples de points distincts, AC et BD, sont séparés
I'un de I'autre si les points A, B, C, D sont situés sur un cercle (ou sur une
droite) dans un ordre tel que I'un ou 'autre des arcs AC (ou le segment
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de droite AC) contienne I’'un, et I’'un seulement, des autres points, B et D.
Nous exprimerons cette relation par le symbole habituel

AC || BD

que I'on peut, d’ailleurs, écrire aussi de sept autres fagons telles que
AC || DB, ou BD || AC.

Si deux couples de points, AC et BD, situés sur une droite ou sur
un cercle, ne sont pas « séparés» I’'un de I’autre, on peut aisément décrire
deux cercles sans points communs et passant, I'un par A et C, 'autre
par C et D. Dans le cas de la figure 5.1C, ot les quatre points sont alignés,
il est possible de recourir aux cercles ayant AC et BD pour diamétres.
Enfin, si les quatre points sont concycliques (fig. 5.1D), les centres des
cercles pourront étre les points d’intersection des tangentes en A et C,
d’une part, et en B et D, d’autre part, au cercle sur lequel sont situés
A, B, C, D.

( \

c

D
Fig. 5.1D

De plus, sil’on a la relation AC [/ BD, tout cercle passant par A et C,
mais non par D, «sépare» B et D en ce sens que I’un de ces deux points
est intérieur au cercle tandis que I’autre lui est extérieur : le cercle passant
par A et C coupe donc tout cercle passant par B et D.

La forme contraposée du théoréme 5.11 montre que si un cercle
quelconque passant par deux points donnés a au moins deux points
communs avec un cercle quelconque passant par deux autres points,
les quatre points envisagés doivent étre soit alignés (fig. 5.1E), soit
concycliques (fig. 5.1F). Dans de tels cas, nous I'avons vu, les deux
couples de points se «séparent» mutuellement. Grice aux remarques
précédentes, nous pouvons définir & nouveau la notion de séparation
d’une maniére qui soit symétrique et sans savoir, au préalable, si les
quatre points sont alignés, concycliques, ou ni I'un ni I'autre.
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On dira que deux couples distincts de points, AC et BD, se sépareni
mutuellement si fout cercle passant par A et C coupe tout cercle passant
par B et D, ou coincide avec lui.

En fait, il existe une troisicme facon de caractériser la séparation
sans faire intervenir aucune cercle.

iy
Y

Fig. 5.1E

Théoréme 5.12 — Les distances mutuelles de quatre points A, B, C, D
satisfont @ la relation

AB X CD 4+ BC x AD > AC x BD,
Uégalité n’étant réalisée que si AC || BD.
La démonstration que voici demande une certaine attention; mais
elle est intéressante. Traitons, tout d’abord, le cas ou les quatre points

sont situés sur une méme droite; nous pourrons, ainsi, recourir provisoi-
rement & des notations vectorielles (comme au paragraphe 2.1).

OO
Y,

Fig. 5.1F
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Posons donc :

AD=z, BD=y, (D=1
d’ou
Zi?=x—y, BC =y —z AC=1—1z
Par suite
A_L'?xCTI’)—FB—C..‘x‘tl—I.) @—p:z+@yY—2)x =@ —2)y
— AC x BD (5.121)

Si 'on a AC |/ BD (comme dans la figure 5.1E), le segment AC ne
comprend que I'un seulement des points B ef D : il en résulte que les rap-

ports A_ﬁjﬁ.‘ et ﬂ)/ﬁ& sont de signes contraires; de méme, les produits
AB x DC et BC x AD sont également de signes contraires, tandis que
les prodults AB x CD et BC x AD sont de méme signe. Si I'on considére

AB, CD, etc. comme des quantités positives, I’équation (3.121) reste donc
valable. Maintenant, lorsque A et C ne séparent plus B et D (cas de la
figure 5.1C), tous les signes précédents sont changés; et, par exemple,

AB x CD et BC x AD sont de signes contraires. D’autre part, en
employant des longueurs positives, nous savons, d’aprés (5.121) que le

nombre positif AC x BD est égal a la différence entre les nombres positifs

AB x CD et BC x AD. Leur somme étant plus grande que leur diffé-
rence, il s’ensuit que :

—_— — —p — — —

AB x CD 4+ BC x AD > AC X BD,
ce qui achéve la démonstration du théoréme 5.12 dans le cas de points
alignés.

Si, maintenant, ’ensemble des quatre points n’est plus situé sur une
droite, il existe nécessairement un sous-ensemble de trois points formant
un triangle et que, en changeant les notations si nécessaire, nous dési-
gnerons par A, B et C, le quatriéme point (qui pourra étre sur I'un des
cotés du triangle) étant D. Dans ce cas, le théoréme 5.12 est alors une
conséquence du théoréme de Ptolomée (2.61) et de sa réciproque (2.62) :
d’aprés ces derniers, nous savons, en effet, que les distances mutuelles

de quatre points A, B, C, D (dont les trois premiers forment un triangle)
satisfont a la relation

AB x CD + BC x AD > AC x BD
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I'égalité n’ayant lieu que si ABCD
diagonales AC et BD.

est un quadrangle inscriptible de

Exercice

1 - Ecrire I'ensemble des huit symboles équivalents & AC // BD.

On appelle rapport anharmonique de quatre points quelconques,
A, B, C, D, distincts et pris dans cet ordre, le nombre (A BCD); en fonction
de quatre des distances mutuelles de ces points, il est défini par la formule

AC x BD CA DA
(ABCDy = [ —— (ou encore —- - :)
AD x BC \ CBR DB,

Si I'on divise les deux membres de la relation figurant dans le théoréme
5.12 par AC x BD, on obtient, en conservant la notation précédente :

Théoréme 5.21 — Les rapporis anharmoniques de quatre points distincls
satisfont a Uéqalité
(ADBC) + (ABDC) =1

si, ef seulemeni si, fon a AC || BD.

Ce critére de «séparation» en fonction de rapports anharmoniques
nous permet de procéder a I'inverse de ce que nous avons fait plus haut :
au lieu de définir la séparation en fonction de cercles, nous pouvons main-
tenant, en effet, définir des cercles en fonction de la séparation! Car
trois points distincts A, B, C déterminent un cercle (ou une droite} unique
que I'on peut définir comme étant formé par ces points eux-mémes et
par tous les points X tels que :

BC || AX, ou CA |/ BX, ou AB || CX.

Exercices

1 - Montrer que :
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA)
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soa o W o ——

2 - Calculer (ADBC) 4+ (ABDC) dans les cas suivants :
a) le rapport des distances de B (situé entre A ef C) a2 A et & C est égal
au rapport des distances de D (extérieur @ AC) 4 A et 4 C, de sorte que
AB{BC = AD/CD.
b) D est le centre du triangle équilatéral A BC.
¢} ABDC est un carré.
d) ABCD est un carré.

5.3. L’INVERSION (1)

C'est L.J. Magnus qui, en 1831, découvrit la « quasi-transformation »
suivante. Etant donné un cercle w, de centre O et de rayon k (voir la
figure 5.3A), et un point P différent de O, nous définirons ’inverse de P
comme étant le paint P’ situé sur la droite OP et 4 une distance OF'
telle que I'on ait

OP x OP' = Io.

De cette définition il résulte donc que I'inverse de P’ est P : comme le
demi-tour et la symétrie axiale qui nous sont familiers, I'inversion associe
les points par couples. De plus, tout point situé a I'extérieur du cercle
d’inversion w a pour inverse un point situé a l'intérieur de ce cercle :
ainsi, I'inversion « permute I'intérieur et I’extérieur du cercle ». Les seuls
poinis qui soient leurs propres inverses sont les poinis appartenant a la
circonférence du cercle .

() Lattention du lecteur est attirée sur la fagon dont les auteurs présentent, ici,
I’inversion. Dans la plupart des ouvrages frangais, en effet (voir notamment R. DEL-
THEIL et D. CAIRE, op. cit. — p. 153-155), étant donné un point fixe O et un nombre
4, positif ou négatif, on appelle d’abord « inversion de pole O et de puissance u » la trans-
formation associant & chaque point M, dans le plan ou dans ’espace, le point M’ situé sur la
droite OM et défini par la relation OM - OM’ = . Les points M et M’ sont alors dits omo-
logues, ou inverses, dans I’inversion considérée. Celle-ci est dite positive ou négative sui-
vant que 2 est, lui-méme positif ou négatif : dans le premier cas M est situé sur la demi-
droite OM, tandis qu’il est sur la demi-droite opposée dans le second cas.

C’est ensuite, seulement, que, dans le cas d’une inversion positive, on considére le
cercle d’inversion de centre O et de rayon R tel que i = R, cercle auquel est orthogonal tout
cercle passant par deux points inverses.

Différant du mode d’exposition ci-dessus, les auteurs considerent d’emblée le cercle
d’inversion w de rayon k — ce qui revient & n’envisager que des inversions positives.

I1 est rappelé, d’autre part, que, sauf dans le dernier paragraphe (6.7) sur les pro-
jections stéréographique et centrale, cet ouvrage ne concerne que la géométrie plane
(N.d.T)).
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Lorsque P décrit un certain lieu géométrique (par exemple, une
courbe), P’ décrit le lieu géométrique inverse. En particulier, I'inverse
d’un cercle de centre O et de rayon r est un cercle concentrique de rayon

k2/r.
T
N
\\OJ/ P’
i T

Fig. 5.3A

Toute droite passant par O est sa propre inverse, sous réserve cepen-
dant que le point O lui-méme soit exclu. (Il ne faut pas tenter d’échapper
a cette condition en considérant O comme son propre inverse : I'inversion
ne serait plus, en effet, une transformation continue, car P’ est d’autant
plus éloigné de O que P en est plus prés). Soit, maintenant, P un point
intérieur au cercle w, mais différent de O; et considérons la corde TU,
perpendiculaire 4 OP en P, ainsi que le point P’ ou se coupent les tan-
gentes 4 w en T et U. Les triangles OPT et OTP’ étant semblables, le
point P’ est, par construction, tel que :

oP 0T

OT ~ OP"’

d’ott OP x OP' = OT* = k2.

P’ est donc l'inverse de P.

Fig. 5.3B
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Réciproquement, pour déterminer I'inverse de tout point P’ extérieur
a w, on peut décrire le cercle qui a OP’ pour diamétre : si ce cercle coupe
le cercle w en T et U, l'inverse cherché est le point P milieu de TU,
c’est-a-dire le point o TU coupe OP’.

En examinant la figure 5.3B, on se rend compte que I'inverse d'une
droite quelconque a ne passant pas par O est un cercle passant, lui, par O
(ce point lui-méme étant exclu), et que le diameétre de ce cercle passant
par O est perpendiculaire a a. En voici l’explication détaillée Soient, en
effet, A le pleu de la perpeuuu,uuuu: abaissée de O sur aq, A’ l'inverse de A,
P un point quelconque de a, et P’ le point ol OP coupe le cercle de dia-
métre OA’. Les deux triangles OAP et OP'A’ sont donc semblables, et
I'on peut écrire :

Réciproquement, tout pot le cercle de
diamétre OA’ est transformé en un point P de la droi s’ensuit que
fout cercle passant par O (ce poinl étant loujours exclu) a pour inverse une
droife perpendiculaire au diaméfre passanl par O, c’est-a-dire une paralléle
4 la tangente en O au cercle donné.

Ainsi, deux cercles se coupant en Q et P ont pour inverses deux droites
se coupant en P’, 'inverse de P; et deux cercles tangents I'un 4 I'autre
en O ont pour inverses deux droites paralléles.

En fait, il existe un instrument qui nous permet de tracer la figure
inverse de tout lieu géométrique donne il n’est guére plus compliqué
que le compas servant A tracer des cercles. Découvert par L. Lipkin en
1781, ce mécanisme articulé fut réinventé par A. Peaucellier prés de
quatre-vingt-dix ans plus tard : c’est I'inverseur de Peaucellier. 11 com-
prend six tiges; deux d’entre elles, de longueurs égales a, relient un
point fixe O aux deux sommets opposés ( et R d’un losange PQP'R
de coté b (inférieur A a), dont les quatre sommets sont articulés par des
charniéres (voir fig. 5.3C). Lorsque I’on fait décrire 4 P une figure donnée,
le sommet P’, auquel on a fixé un crayon, en décrira la figure inverse;
car, si X désigne le centre du losange, on a :

OP x OP' = (OX PX) (0X + PX) = 0X* — PX?
= — [PR* — RX%] = OR® — PR®
= a® — b3,

&
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c’est-a-dire une quantité constante. Naturellement, d’aprés la construc-
tion méme de l'inverseur, les tracés obtenus restent dans la couronne
limitée par les deux cercles de centre O et de rayons a + b et a — b.

En particulier, si une septiéme tige SP relie P 4 un un point fixe §
dont la distance a O est égale 4 SP, le point P devra décrire un cercle
passant par O, et, par suite, P’ décrira une droite ou, plus exactement ici,
un segment rectiligne. L’inverseur de Peaucellier permet donc de résoudre
le vieux probléme de la construction d’une droite sans recours 4 une régle
(dont, remarquons le, la linéarité dépend théoriquement de la construc-
tion préalable d’une autre droite).

Fig. 5.3C Fig. 5.3D

Un triangle a généralement pour inverse une figure bizarre composée
d’arcs de trois cercles passant par 0. Bornons-nous, cependant, a étudier
les sommets A, B, C de ce triangle : si I’on désigne leurs inverses par A4’,
B', €’ (voir la figure 5.3D), il y a, entre le point O et les triangles ABC
et A'B'C’, quelques relations intéressantes. Supposons donc, pour sim-
plifier, que O soit situé a l'intérieur de ABC. Des égalités

0A X 0A" = k* = OB x OB',

il résulte que les triangles QA’B’ et OBA sont semblables et que les angles
notés 1 (fig. 3.5D) sont égaux. Il en est d’ailleurs de méme pour les angles

marqués 2. On voit donc aisément que I'angle BOC est égal & la somme
des angles en A et A’ des triangles ABC et A'B'C’, respectivement. En
effet, d’une part,

" — —

BOC =1+ A'B'0+ 2+ A'C'O
et, d’autre part,

—— T —— T

A'B'O = BAO et A'C'0 = CAQ.
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11 s’ensuit donc que
" —— — e ——
BOC =142+ BAO + CAO = B’A’'C’ + BAC.

On a, de méme
COA =B + B,

Ainsi, étant donné un triangle ABC, nous pouvons déterminer la
position de O de facon 4 obtenir un triangle A’B’C’ dont les angles A’

et B’ ont des valeurs choisies d’avance. Une fois le Pﬁiﬁt Ot trouvé, on

pourra faire varier k, et, par 1a méme, les dimensions du triangle A’B'C’
(voir Exercice 7). Si le point O n’était pas a l'intérieur de ABC, de petits
changements suffiraient; les points A, B, C pourraient méme étre alignés.
D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 5.31 — En prenant un cercle d’inversion de rayon convenable,
les inverses de trois points A, B, C, dislincls, pourront étre les sommels
d’un triangle A’'B’C’ égal a un triangle donné.

Exercices
1 - Construire la figure inverse d’un carré circonscrit au cercle d’inversion.

2 - Pour quelles positions de O les cotés d’un triangle donné seront-ils
transformés en trois cercles égaux ?

3 - Etant donné le cercle d’inversion «, de centre O, et un point P quel-
conque distinct de O, construire I'inverse de P en n’utilisant que le

A~ anme --\.-r'ln F@ Y
LUIIIPRB, Qolic 3afs LURIT )

a) lorsque OP > k/2;

k k
an <OP<§(RT1)'

4 - Quelle relation y a-t-il entre un triangle ABC et son inverse A’B’'C’
lorsque le centre d’inversion O est :

a) le centre du cercle circonscrit 4 ABC,
b) I'orthocentre de ABC

Ta Aramtma As nla :l- Anma A D
b} 1€ CeNure aQu cercic lll AL UaAlld AL

b) lorsque —

c?
5 - Un point (x, y) étant situé a I'intérieur du cercle
xﬁ + y2 —_ kz’
trouver les coordonnées de son inverse par rapport a ce cercle.

() En utilisant l'inversion, on peut montrer que toutes les constructions faites
avec une régle et un compas peuvent, en fait, étre obtenucs avec seulement un compas.
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6 - Etant donné deux triangles ABC et DEF, indiquer sommairement ia
construction permettant de déterminer le centre O et le rayon k du
cercle d’inversion, de telle sorte que les inverses A’, B’, C’' de A, Bet C
forment un triangle égal 4 DEF.

5.4. INVERSION DANS LE PLAN

Comme nous I'avons déja vu, tout cercle passant par O (ce point étant
exclu) a pour inverse une droite, et tout cercle de centre O a pour inverse
un cercle concentrique. Mais il est naturel de se demander ce qui arrive
lorsque le cercle occupe d’autres positions. Aussi, 4 titre de premier pas
dans cette voie, nous allons chercher comment la distance entre deux
points est modifiée par I'inversion.

Théordme 5.41 — Elant donné d’une part un cercle d’inversion de cenire
O el de rayon K, d’autre part un couple de poinis A, B el le couple de leurs
inverses A', B’, on a la relaiion suivanie :
k*- AB
OA - OB

En effet, les triangles OAB et OB’A’ étant semblables (voir fig. 5.4A),
on peut écrire

A'B  0A’ OA x 0A’ k2
AB OB (0A XOB O0A x OB
Il s’ensuit aisément que 'inversion conserve le rapport anharmonique
de quatre points, comme le montre le théoréme suivant :

A'B =

Théoréme 5.42 — Si qualre poinis A, B, C, D ont pour inverses respeclifs
A, B,C,D' ona:
(A'B'C'D'y = (ABCD).
En effet :
kAC o k:BD
(A'B'CD’) = A'C" x B'D _ OA _><_OC OB >—<_OD
A'D" x B'C' k2AD y k*BC

OA xOD OB x 0C

x
X

3l

= (ABCD).

L‘h‘ T-’a'
Ol o
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Ce résultat entraine, & son tour, que I'inversion conserve la sépara-
tion de couples de points.

Théoréme 5.43 — Si qualre points A, B, C, D ont pour inverses respeclifs
A, B, C,D' et si AC || BD, il en résulte A'C’ || B'D".

En recourant aux théorémes 5.21 et 5.42, on voit que la relation
AC || BD implique les suivantes :

(A'L'B'C’y + (A'B'D'C'y = (ADBC) + (ABLC) = 1,

N Nt

d’ou il s’ensuit : A'C" /] B'D.

Fig. 5.4A

Nous avons vu, a la fin du paragraphe 5.2, que I'on peut définir tout
cercle donné comme étant formé par trois de ses points, A, B, C, et par
tous les points X satisfaisant a I'une des relations BC [/ AX, CA [/ BX
et AB [/ CX. 11 en résulte que I'inverse d’'un cercle donné sera formé
par A’, B’, C’' et par tous les points X’ satisfaisant a I'une des relations
B'C'|/A'X,CA ||BX, A'B" || C’X’; cet inverse est donc le cercle
(ou la droite) A’B’C’, et il n’est une droite que si le cercle donné passe
par 0. Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant :

Théoréme 5.44 — L’inverse de tout cercle ne passant pas par O esl un
cercle ne passant par O.

La définition d’un cercle (ou d’une droite) en fonction de la séparation
de couples de points suggere que nous pourrions utilement modifier notre
terminologie de facon a ce qu’une droife soit un cas particulier d’un
cercle, c’est-a-dire qu’elle soit considérée comme un cercle de rayon
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infiniment grand. Nous conviendrons également d’ajouter au plan eucli-
dien un seul point a l'infini, P_, qui est I'inverse du centre de tout cercle
d’inversion; et nous appellerons plan d’inversion ce plan ainsi compléte,
De plus, un cercle de centre O transformant tout cercle passant par O
en une droite, nous considérerons une droite comme un cercle passant
par le point P,. De méme, deux cercles tangents I'un 4 I'autre en O
ayant pour inverses deux droites paralléles, deux droites paralléles seront
considérées comme deux cercles tangents I'un & ’autre en P,. Ces conven-
tions étant faites, nous pouvons associer le théoréme 5.44 aux résultats
du paragraphe 5.3 de fagon a obtenir, pour Je plan d’inversion, le théoréme
que voici.

Théoréme 8.456 — L’inverse de lout cercle est un cercle.

L’addition du point P, au plan euclidien nous permet maintenant
d’affirmer que I'inversion est une transformation biunivoque étendue a
tout le plan d’inversion : tout point (sans exception cette fois) a un
inverse, et tout point est I'inverse d’un autre point.

On dit que deux cercles se coupent, sont langenis ou ne se coupenl pas
suivant que le nombre de leurs points communs est 2,1 ou 0. 11 en résulte
donc qu’un couple de cercles de I'un quelconque de ces trois types a pour
inverse un couple du méme type — en comprenant, parmi les couples de
« cercles tangents », soit un cercle et une tangente, soit, aussi bien, deux
droites paralléles.

Exercices

1 - Solent A un point quelconque extérieur au cercle w, A’ son inverse et P
un point variable situé sur « : montrer que le rapport PA/PA’ est
constant. Réciproquement, soient B et C deux points situés sur la
droite AA’, 'un entre A et A’, 'autre extérieur 3 AA’, et dont les
distances 4 A et A’ sont dans le méme rapport (différent de 1, comme
dans I'exercice 3a) du paragraphe 5.1) : le cercle ayant BC pour dia-
metre est le lieu des points dont les distances 3 A et A’ sont aussi dans
le m&me rapport {on appelle ce lieu le cercle d’ Apolionius),

2 - Soient un point A quelconque du cercle » et un diamétre quelconque
BC de ce cercle : si 'on joint A 4 B et C, les droites AB et AC coupent
le diamétre perpendiculaire 4 BC en des points P et P’ tels que P’
soit l'inverse de P.

3 - Par deux points quelconques intérieurs 4 un cercle, on ne peut faire
passer que deux cercles tangents au cercle donné,
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4 - De trois points quelconques, distincts comme centres, on peut décrire
trois cercles dont chacun est tangent aux deux autres. Si a, & et ¢ sont
les distances entre ces points pris deux A deux, on voit aisément que
les rayons des cerclessont s — a,s — b,s — cavecs = 1/2(a + b + ¢).
(Les trois points ci-dessus ne forment pas nécessairement un triangle
et peuvent étre alignés.) 1l existe alors exactement deux cercles tangents
aux trois cercles précédents; ils n’ont pas de points communs (on les
appelle les cercles de Soddy.)

5 - En utilisant I’'inversion, donner une démonstration rapide du théoréme
519

e L ada

6 - Etant donné le cercle d’inversion w de centre O, l'inverse d’un cercle a
passant par O est 1’axe radical de » et de a (voir paragraphe 2.2).

7 - En considérant une droite comme cas particulier d’un cercle, deux droites
se coupant en un point se transforment-elles en deux cercles tangents,
ou en deux cercles se coupant ? Justifier votre réponse en fonction du
nombre des points communs aux droites données.

5.5 CERCLES ORTHOGONAUX

De la conservation des cercles, on passe immédiatement 4 la conser-
vation des angles. Tout naturellement, en effet, on définit les deux angles
supplémentaires formés par deux cercles qui se coupent comme étant

Fig. 5.5A

les angles que font leurs tangentes en 'un des points d’intersection; car,
d’aprés la symétrie par rapport i la ligne des centres, les angles aux
deux points d’intersection sont évidemment les mémes.



Introduction d la géométrie de Finversion 135

Pour voir si l'inversion par rapport 4 un cercle de centre O modifie
les angles, soit 8 ’'un des angles que font deux droites a et b passant par
un point P (voir fig. 5.5A). Or, précédemment, en discutant la figure 5.3B,
nous avons vu que la droite a est transformée en un cercle d passant par O,
et dont la tangente en O est paralléle a cette droite a. D'une maniére
analogue, la droite & a pour inverse un cercle g passant aussi par 0 ol
il a pour tangente une paralllle &4 b. D’autre part, § étant I’'un des angles
que font les tangentes 4 a et § en O, il est, par définition, I’'un des angles
sous lesquels ces deux cercles se coupent. Or, ces derniers se coupent non
seulement en O mais aussi en P’ qui est I'inverse de P : on retrouve donc
le méme angle en P’.

Si les droites a et b passaient par O, le lecteur verrait aisément com-
ment il faut modifier la démonstration ci-dessus : dans ce cas, en effet,
a et b sont leurs propres inverses, et I'invariance de 8 est évidente.

Si a et b sont les tangentes de deux cercles passant par P, les inverses

Théoréme B.B1 — Si deux cercles se coupent sous un angle 0, leurs inverses
se coupent sous le méme angle.

On dit que deux cercles sont orthogonaux si, en leurs deux points
d’intersection, ils se coupent & angle droit, leurs tangentes en ces points
étant, par suite, orthogonales. Il en résulte le cas particulier suivant
au théoréme 5.51 :

Théordme 5.62 — Des cercles orthogonaux oni pour inverses des cercles
orthogonauzx.

Si, sur la figure 2.1B, on admet que P est le pdle d'inversion, avec
la notion habituelle O, on peut considérer le cercle représenté comme
un cercle quelconque passant par deux points inverses I'un de I’autre,
A et A’. 11 en résulte alors :

k* = OA X OA’ = OB x OB’ = OTs;

et, par suite, toute autre sécante, telle que OB’B, déterminera un autre
couple de points mutuellement inverses, B et B'. De plus, I'une ou 'autre
des tangentes au cercle issues de O, par exemple OT, a un point de contact,
T, qui est son propre inverse et se trouve donc, par 1 méme, sur le cercle
d’inversion . D’ol :
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Théoréme 8.63 — Toul cercle passant par deux points distincts, inverses
l'un de autre par rapport au cercle w, est son propre inverse et est orthogonal
a w.

Réciproquement, lout cercle orthogonal & w est son propre inverse. Car
s'il coupe w en T et que A soit un autre de ses points, la droite OA le
coupe a nouveau en un point A’ tel que

0A x OA' = OT* = k.

De plus, si deux cercles orthogonauzx a w se coupent, leurs poinis communs
sont les inverses I'un de Pauire. Car si A est I'un de ces points, la droite 0A
coupe a nouveau chaque cercle en un point A’ qui est l'inverse de A.

Les remarques ci-dessus nous permettent, finalement, de donner
de I'inversion cette autre définition qui fait appel aux cercles orthogo-
naux, et repose sur la notion d’« inverse » :

est le second point d'intersection de deux cercles quelconques passant par P
el orthogonaux 4 w.

Fig. 5.5B

Tout point de w est son propre inverse : el I'inverse de fouf autre point P

Si nous remplagons  par une droite, nous déduisons de la définition
ci-dessus que I'on est fondé A considérer la symétrie par rapport a une
droite comme un cas particulier de l'inversion par rapport & un cercle.
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D’aprés cette méme définition, un cercle a et deux points récipro-
quement inverses (par rapport i a) se transforment (par rapport 4 w)
en un cercle o’ et deux points inverses (par rapport a a’). Nous sommes
maintenant en mesure d’associer les points de vue euclidien et «inverse »
de facon a trouver comment l'inversion transforme le centre A de a.
Tout d’abord, nous pourrions nous attendre 4 ce que A ait pour inverse
le centre de q’; mais ce serait vraiment trop simple | (D’ailleurs, cela ne
se produit méme pas lorsque a coincide avec w). En réalité, a et les deux
points A et P, (inverses 'un de I’autre par rapport a a) sont transformés
(par rapport 4 w) en o’ et les deux points A’ et O (réciproquement inverses
par rapport 4 a'). Le point A’ (inverse de A par rapport 4 w) est donc,
non pas le centre de o’ mais I'inverse de O (par rapport a a'). Voir, &
ce sujet, la figure 5.5B.

Exercices

1 - Etant donné un cercle @ et un point A extérieur, construire le cercle
de centre A qui est orthogonal i w.

2 - Etant donné un cercle w, et deux points, P et Q, qui ne sont pas les
inverses I’un de I’autre, construire le cercle qul passe par P et Q en étant
orthogonal i w.

3 - Etant donné un point P, et deux cercles, w, et »,, ne passant pas par P,
construire le cercle qui passe par P en étant orthogonal a la fois a o,
et w,.

4 - S1 le cercle w (de centre O et de rayon k) transforme un cercle a en
un autre a’, quelle relation y a-t-il entre les puissances de O par rapport
daet a? )

5 - Etant donné un cercle quelconque a, un point P situé sur a, et un
point O non situé sur a, il n’existe qu’un seul cercle passant par O et
tangent a a en P (voir fig. 5.5C).

Fig. 5.5C
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5.6. THEOREME DE FEUERBACH

A la fin du paragraphe 1.8, nous avons cité briévement le théoréme
de Feuerbach; de trois fagons, au moins, on peut utilement recourir &
Pinversion pour le démontrer. Voici I'une d’elles; mais, tout d’abord,
rsppelons I’énoncé de ce théoréme sous la forme suivante :

Théoréme 5.61 — Le cercle des neuf points d’'un triangle est tangent
au cercle inscrit dans ce triangle et auzx trois cercles ex-inscrits.

Sur la figure 3.6A, on voit : le triangle ABC et son triangle complé-
mentaire A'B’C’; le cercle inscrit, de centre I, qui est tangent 4 BC en X;
I'un des cercles ex-inscrits, de centre I4, qui est tangent 4 BC en X,;
enfin 'autre tangente commune, B,C,, 3 ces deux cercles qui, tous les
deux, sont tangents aux trois cétés du triangle ABC. On voit également
le cercle w décrit sur XX, comme diamétre, et les points S, B", C", ol
B,C, coupe BC, A'B’, A’C’, respectivement. Le cercle w étant orthogonal
aux cercles de centres I et I,, ces derniers sont leurs propres inverses
dans une inversion par rapport & «. Nous allons maintenant démontrer
que w transforme le cercle des neuf points, A’B'C’, en la droite B,C,.

D’aprés le théoréme 1.41 et les remarques qui le suivent, on a, en
fonction de s = 1/2{(a 4+ b + ¢} :

BX=‘-X¢C=$—-b-
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I1 s’ensuit que Ie centre de w est A’, milieu de BC, et que Ie diameétre de w
est
XXe=a—2(s—b=b—c.

(Nous supposons que cette quantité est positive; sinon il y aurait lieu
de distribuer les lettres A, B, C pour qu’il en soit ainsi). Le cercle des
neuf points passant par le centre A’ de w, une inversion par rapport 4 w
le transforme en une droite. Nous allons montrer que cette droite passe
par B” et C” (donc par B, et C,), et cela, en faisant observer que B” et C”
sont les inverses, dans une transformation par rapport a w, des points
B’ et C’ du cercle des neuf points.

En efiet, le point S étant situé (comme, d’ailleurs, I et I,) sur la bis-
sectrice de 'angle A, le théoréme 1.33 indique que ce point divise le
segment CB (de longueur a) dans le rapport b/c. Par suite :

cs=-2 & sp- "
“b+c °© Tbh+¢
la demi-différence de ces deux longueurs étant
, _a(b—¢)
S4" = 200 + ¢

De plus : BC, = AC, — AB = AC — AB = b — ¢; et, de méme,
CBI= b'—'C.

D’autre part, les triangles SA’B” et SBC, sont semblables; comme
le sont aussi les triangles SA’C" et SCB,.

Il en résulte donc successivement :
A'B” A’'B” SA’ b—c¢
b—c¢ BC, SB 2c ’

A'C __A’C" SA’ b—c¢
b—c¢ CB, SC 2b°
y oy ) w c(b— ¢)? b — c¢\2
AB <X A'B —.B._zc——( 2 )
. - b(b— )2 b — c\?
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Le cercie w, dont ie rayon est 1/2 (b — ¢) transiorme donc B’ en B” et
C' en C", comme nous voulions le montrer.

En fait, dans la transformation par rapport a w, le cercle inscrit et
le cercle ex-inscrit sont leurs propres inverses, tandis que leur tangente
commune a pour inverse le cercle des neuf points. Il en résuite
que — comme cette tangente — le cercle des neuf points est tangent aux
deux cercles I et I,, et aussi, pour des raisons analogues, aux deux autres
cercles ex-inscrits.

= - ‘...A

........ P P anaf v zaa ALs
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par les points D, E, F (voir fig. 24B) ol se coupent les couples de 6tes
opposés du quadrangle d’orthocentiique ABCH (voir la fin du para-
graphe 2.4). En d’autres termes, les triangles ABC, BCH, CAH, ABH
ont tous le méme cercle des neuf points, bien que chacun d’eux ait son
propre ensemble des quatre cercles tritangents. Ainsi, le quadrangle
orthocentrique détermine un ensemble de seize cercles, tous tangents
au cercle DEF.

Exercices

1 - Montrer que, dans la figure 5.6A, la droite B,C, coupe le cété BC sous
un angle égal a B — C.

2 - Dans la transformation par le cercle w, l'inverse du point § (voir
fig. 5.6A) est le point D (non représenté sur la figure), pied de la perpen-
diculaire abaissée de A sur BC.

5.7. FAISCEAUX DE CERCLES (V)

Nous avons déja vu, au paragraphe 2.3, que deux cercles non concen-
triques quelconques, a et B, appartiennent & un faisceau de cercles aff
tel que I'axe radical de a et 8 coincide avec 1’axe radical de deux cercles
quelconques appartenant au faisceau. Tout point P de I'axe radical
a méme puissance par rapport a tous les cercles du faisceau. Si cette
puissance est positive, sa racine carrée mesure la longueur des tangentes
menées par P a 'un quelconque des cercles, et ces tangentes sont les
rayons des cercles de centre P et orthogonaux a tous les cercles du fais-
ceau. Deux cercles quelconques, y et 4 (orthogonaux & tout cercle du

(') A ce sujet, voir notamment, E. ROUCHE et Ch. d¢ COMBEROUSSE, op. cit. —
Tome I, p. 277-281, et R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. - G., p. 113-119.
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faisceau af) appartiennent 4 un faisceau conjugué y8 tei qu'un cercie
quelconque de I'un de ces deux faisceaux et un cercle quelconque de I’autre
soient orthogonaux. De plus, 4 chaque faisceau correspond, d’une part,
un axe radical sur lequel sont situés les centres des cercles de I'autre
faisceau, et, d’autre part, la droite passant par les centres des cercles
qui le composent : ces deux droites sont naturellement perpendiculaires.
Si nous les prenons comme axes de coordonnées, comme au paragraphe 2.3,
les équations des cercles seront alors :

4+ pyt—2ar+c¢c=0 et 24y —2by —c =0,

¢ étant fixe, tandis que a et b sont variables. Si¢ > 0, le premier faisceau
comprend des cercles sans points communs, comme dans le cas de la
figure 2.3A; tandis que le second faisceau comprend des cercles se coupant
et passant tous par les points limites (+ ¢, 0), cercles que 'on peut
considérer comme des cercles dégénérés du premier faisceau, leurs équa-
tions étant :

@—VOR+yr =0 et (@440 +y =0

Si, maintenant, on a ¢ < 0, la méme disposition se présente, mais
aprés rotation d’un angle droit autour de I'origine des coordonnées : les
cercles du premier faisceau se coupent, tandis que ceux du second faisceau
ne se coupent pas. Enfin, lorsque ¢ = 0, on a deux faisceaux orthogonaux
de cercles tangenits qui, tous, sont tangents a 1'un des axes de coordonnées,
a 'origine.

L’ordre dans le
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d’un faisceau est déterminé par I’ rdre méme des pomts ou ces cercles
coupent le segment rectiligne joignant les points limites : il nous permet
de dire, d’'une facon précise, lequel, de trois cercles, est situé « entre »
les deux autres.

En recourant & la réciprocité, on peut définir le faisceau af comme
formé par tous les cercles orthogonaux 4 y et §, et le faisceau y8 comme
formé par tous les cercles orthogonaux 4 a et f. En d’autres termes, le
faisceau af comprend tous les cercles orthogonanx a deux quelconques
des cercles distincts orthogonaux a a et g.

Si deux cercles y et § se coupent en deux points O et P, I'inversion
par rapport a tout cercle de centre O donne deux droites passant par P’,
Pinverse de P. Les cercles orthogonaux a ces droites forment un « fais-
ceau » de cercles concentriques de centre P’, et le faisceau y8 a pour
inverse I’ensemble des diametres de ces derniers. En considérant deux
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cercles queiconques ne se coupant pas, a et §, on en déduirait ies mémes
conséquences. Il nous est facile, en effet, de trouver deux cercles, y et é
se coupant (voir fig. 5.7A) qui soient orthogonaux a la fois 4 e et 4 8,
c’est-a-dire deux cercles de rayous convenables, dont les centres sont
situés sur I’axe radical de a et §. 11 en résulte le théoréme suivant :

Théoréme 5.71 — On peul, par inversion, transformer deuzx cercles quel-
conques ne se coupant pas en deux cercles conceniriques.

Pour cette transformation, le cercle d’inversion peut étre un cercle
quelconque ayant pour centre I’'un ou l'autre des points limites O et P
du faisceau af de cercles non sécants. Si a est antérieur 4 § dans I'ordre
naturel menant de O 4 P, un cercle quelconque de centre O (ou P) trans-
formera a en le plus grand (ou le plus petit) des cercles concentriques.
Si I'on fait varier le rayon du cercle d’inversion en laissant son centre
fixe, ou substitue, 4 un couple de cercles concentriques, un autre couple

I"l\n‘ 'ﬂ(‘ rMANoe !‘I'Ir

dont les rayons va 1omd Arane lo ma raonnard « la nanvalla invarginn Aanio

: |
LLIL Uity o IJIDII(C ll‘.flflull . l.a MU VUIIC 1L VUL DIULL Ly ul

vaut, en effet, au produit de la premiére et d’'une homothétie convenable,

Fig. 5.7A
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De plus, si ie cercie d'inversion a P comme centre, au lieu de O,
on substitue, 4 un couple de cercles concentriques, un autre couple
dont les rayons sont dans le rapport inverse.

. Si a et w sont deux cercles, quelconques mais distincts, I'inverse de a
par rapport & w appartient au faisceau aw : deux cercles quelconques
orthogonaux & la fois & a et & w sont, en effet, leurs propres inverses.
Lorsque a se transforme en f§, nous dirons que w est un cercle « bissec-
teur » (*) de a et de B, cette dénomination semblant plus naturelle que
celle, employée parfois, de « cercle de similitude inverse ». Le cercle §
appartenant au faisceau aw, w appartient au faisceau af. Nous sommes
maintenant en mesure de démontrer la réciproque suivante du théoréme

5.45 :

Théoréme 5.72 — Deux cercles quelconques oni, au moins, un cercle
bissecteur : s’ils sont tangenits ou ne se coupent pas, ils n’en onl qu’un;
$'ils se coupent, ils en ont deuz, orthogonaux 'un a U'autre.

En effet, si a et 8 se coupent, on peut, par une inversion, les trans-
former en deux droites qui se coupent; et ces derniéres sont leurs symé-
triques réciproques par rapport 4 I'une ou l'autre des bissectrices des
angles qu’elles forment. Une nouvelle inversion montre ensuite que
les cercles a et §, qui se coupent, ont deux cercles bissecteurs, orthogonaux
I'un & I'autre, et qui sont tangents aux bissectrices des angles formés par
a et 8 A leurs points d’intersection.

D’autre part, si ¢ et § sont tangents, une inversion peut les trans-
former en deux droites paraliéles : ils n’ont donc¢ qu’un seul cercle bissec-
reur.

Enfin, si a et 8 ne se coupent pas, on peut les transformer en cercles
concentriques de rayons a et b, par exemple. Si on transforme ces derniers
par rapport 4 un cercle concentrique de rayon +/gb, ils se permuteront.
Une nouvelle inversion montre alors que les cercles non sécants a et §
ont (comme les cercles tangents) un seul cercle bissecteur. Et si a et 8
sont égaux, leur bissecteur coincide avec leur axe radical.

Exercices

1 - Quelle relation doit-il exister entre ¢ et ¢’ pour que les deux cercles
2 4+yt—2axr4c=0 et x4+ yt—2y +¢’ =0
soient orthogonaux ?

(') Voir R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. - G., p. 165 et C., p. 326.
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2 - Le rayon du cercle bissecteur de deux cercles tangents (du méme c6té
de leur tangente commune) est égal a4 la moyenne harmonique des
rayons des deux cercles donnés.

3 - Lorsque deux faisceaux orthogonaux de cercles tangents sont trans-
formés en prenant un cercle d’inversion dont le centre est le point
commun a tous ces cercles, quelle conclusion peut-on en tirer ?

4 - Deux cercles quelconques peuvent étre transformés en deux cercles
égaux.

5 - L’axe radical de deux cercles égaux quelconques est un « cercle bissec-
teur ».

6 - Quatre points, quelconques mais distincts, A, B, C, D, peuvent étre
transformés en les sommets d’un parallélogramme A’B’C’D’ (en com-
prenant le cas particulier d’un parallélogramme dégénéré dont les
quatre sommets sont alignés, avec toujours, A’'B’ = D’'C’ et
A'D’ = B’C’). Conseil : envisager séparément les trois cas suivants :
10 AC// BD;2°AB ]/ CDou AD /] BC; 3° A, B, C, D ne sont pas situés
sur un méme cercle.

7 - Construire le cercle bissecteur de deux cercles non sécants donnés,
de rayons différents. Conseil : Supposer que I'on sache comment (en
recourant a ’exercice 3 du paragraphe 5.5) déterminer Jes points limites
du faiscean de cercles aff, a et § étant deux cercles non sécants, mais
de centres différents.

5.8. ECART INVERSIF

Des bissectrices se transformant en bissectrices, I'un ou l'autre des
cercles bissecteurs de deux cercles sécanis sera la « bissectrice » de 1'un
des angles formés par ces deux cercles. 1l est donc raisonnable de se
demander si, d’'une maniére analogue, deux cercles non sécanls ne déter-
mineraient pas quelque « propriété numérique » qui soit partagée égale-
ment par leur unique cercle bissecteur. Une telle recherche nous oblige
presque & imaginer un écarl inversif (a, B) caractérisant deux cerclesa et §
non sécants, et tel que si un cercle y appartient au faisceau aff, et si §
est situé entre a et y, on ait la relation :

(a, B) + (6, ¥) = (a, ¥)- (5.81)

Si le centre du cercle d’inversion est 'un des points limites, on obtien-
dra, dans une telle transformation, trois cercles concentriques dont les
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rayons a, b, ¢ satisfont & I'une des inégaiités a > d > ¢, et a < b < ¢,
et aussi a I'égalite

il o
I
el

X

o R

En observant que I'emploi des logarithmes transforme une multi-
plication en une addition, nous poserons :

{ex m=||
\ v :

Uy

a
g- |, (5.82)
b

c’est-a-dire log (a/b) ou 1g (b/a) suivant que I'on a a > b ou a > b. Pour
ces cercles concentriques, I'équation (5.81) est manifestement satisfaite.

On pourrait interpréter le signe «lg» ci-dessus comme signifiant
« logarithme de base 10 », ce qui conduirait a écrire la relation z = Ig y
sous la forme y = 10®. Cependant, I’habitude d’employer la base 10
a pour origine cette observation non mathématique que la plupart des

oo ~wd Al {fonsinne nnsamma) 11 A man Tia 'InA e nd

sLua Ulll. aix UUIBLD \PUUDCB bUlllPl Ib} 11 CDI- uuvliv Plub a mau lCllld.I.lqutS »
de remplacer 10 par le nombre transcendant
= 1
= 2;, = 2,7182818284590 - - - ;
0 .

de sorte que la relation x = log y (que I'on écrit parfois In y, par abré-
viation de logarithme « naturel » de y) signifie :
o In

y = f;l—,’

et le logarithme naturel lui-méme est exprimé par la série

N LR o

Convenons maintenant de définir I’écart inversif entre deux cercles
non sécants quelconques comme étant le logarithme naturel du rapport
des rayons (le plus grand élant au numéraleur) de deux cercles conceniriques
en lesquels on peut transformer les cercles donnés,

Des cercles concentriques se transformant en cercles appartenant a
un faisceau, un tel « écart » est additif, au sens de I'équation (5.81), pour
les cercles d'un méme faisceau. En particulier, le cercle bissecteur de deux
cercles non sécanis quelconques passe a mi-écarl inversif de ces derniers.
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De plus, en admettant que deux droites paraliéles représentent un cas
limite de deux cercles concentriques, on voit que I'on est fondé & consi-
dérer comme nulle I’écart inversif de deux cercles tangents.

Soient maintenant deux cercles non concentriques, dont I'un est inté-
rieur 4 I'autre. Si I'on décrit alors d’autres cercles (voir fig. 5.8A) de telle
sorte qu’ils soient tangents entre eux successivement et, a la fois, aux
deux cercles donnés, il peut arriver que cette suite de n cercles se ferme
sur elle-méme, le premier étant tangent au dernier. Ainsi, n'importe
lequel des cercles pourra étre considéré comme étant le premier de la suite.
Un tel résultat est connu sous le nom de porisme de Steiner (*); et le
théoréme 5.71 permet de le démontrer de fagon trés simple. Pour cela,

Fig. 5.8A

il suffit de transformer les deux cercles initiaux en cercles concentriques;
les autres deviennent alors une suite de cercles égaux dont les centres
forment un polygdne régulier & n cdtés, comme dans la figure 5.8B.
Soient A I'un des centres, T le point de contact du cercle correspondant
et de I’un des deux cercles voisins, et O le centre commun aux deux cercles
concentriques, de rayons a (cercle extérieur) et b (cercle intérieur). Le
triangle OAT est rectangle, et I'on a les relations

OA = @+ b))2 AT = (a + b)/2,

I'angle en O étant égal A z/n radians. Les rayons des deux cercles étant
a et b, leur écart inversif, § = 1g (ajb) satisfait aux égalités :

(') Voir Georges PAPELIER, Exercices de géométrie moderne, 1927, réédition Jacques
Gabay, 1996, 9 tomes en 1 volume — Tome VI, Inversion, p. 79-83.
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. AT a—b (af))—1 e —1
n— — = —_ = -
ML T O0A " a+b @b +1 S +1

Le porisme de Steiner est donc exact chaque fois que 1'écart inversif
entre les deux cercles initiaux satisfait a la méme équation
n & —1

sin — = .
n e +1

| o DU S TR G O . [, WU § — RPN DU N - LY R S
LI TESOIVAIIL CELLE ACITUCTE Pdl I'dpPpOI't 4 €7, PUls 4 U, 1 VitIlL .

1 + sin (z/n) 1 4 sin (:zz/n))’l _ 7 n)z
e‘,_—1——sin(:z/n)——( cos (z/n =\entey)
7 n
d =2 lg (sec FI -+ tg E)- (5.83)
Si, notamment, n = 4, on voit que deux cercles dont I'écart inversif
net
2ig2+ 1)
d A
Fig. 5.8B

appartiennent 4 une « configuration » de six cercles dont chacun est
tangent 4 quatre autres. Ces six cercles se répartissent en trois couples
de cercles « opposés » de sorte que chaque cercle est tangent & tous les
autres sauf 4 son propre opposé. L’'écart inversif entre deux cercles
opposés quelconques est égal 4 21g (42 + 1), tandis que les douze autres
distances sont, naturellement, nulles.



148 Redécouvrons la géométrie

Si la suite des cercles se referme apreés d tours au lieu d’un seul, le
porisme de Steiner reste exact : il suffit alors de remplacer n par n/d dans
les formules.

Un cercle pouvant avoir un rayon de valeur quelconque, et son centre
étant déterminé par deux coordonnées (*), I’ensemble de tous les cercles
du plan euclidien et de leurs inverses, constitue une famille 4 trois para-
métres dont chacun peut varier jusqu’a l'infini. Si I'on interpréte cette
triple infinité de cercles appartenant au plan d’inversion comme repré-
senianti les plans d’un espace A trois dimensions, on peut aboutir a la
célébre géométrie « non euclidienne » que Gauss, Bolyai et Lobatchevsky
découvrirent, indépendamment les uns des autres, entre 1820 et 1830.
Les angles que forment deux cercles sécants y deviennent les angles de
deux plans qui se coupent suivant une droite; deux cercles tangents se
transforment en deux plans « paralléles »; et I’écart inversif entre deux
cercles non sécants devient la distance entre deux plans « non sécants » (%)

Exercices

1 - Dans le porisme de Steiner, les points de contact de cercles adjacents
appartenant i la suite de cercles se trouvent sur le cercle bissecteur
des deux cercles initiaux. (En fait, on peut définir le cercle bissecteur
— ou les cercles bissecteurs —— de deux cercles quelconques a et g
comme le lieu des points P tels que deux cercles, tangents 4 la fois a4 a
et & B, sont tangents entre eux en P.)

2 - L’équation (5.83) équivaut a celle-ci :

k. 1

8=21gtg(4+2—’;).

3 - Construire, d’une part, trois cercles égaux mutuellement tangents,
d’autre part, un second ensemble de trois cercles répondant aux mémes
critéres et dont chacun est, aussi, tangent a deux cercles du premier
ensemble, Que sont Jes écarts inversifs entre ces six cercles 7

(1) I! est rappelé, & ce sujet, que le présent volume est consacré a la géométrie
plane surtout (N.d.T.).

(3) « Ultraparallel » dans le texte que I'on pourrait aussi traduire par «trans-
paralleles » (N.4.T.).
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5.9. FONCTIONS HYPERBOLIQUES

Nous allons considérer maintenant I'analogie attrayante qui existe
entre, d’une part, les fonctions trigonométriques des angles que forment
les couples de cercles sécants, et, d’autre part, les fonctions, dites hyper-
boliques (1), des écarts inversifs entre les couples de cercles non sécants.
Le sznus hyperbolique, le cosinus hyperbolique et la langente hyperbolique

inic en fnn +inn da Pavnanantislla az nar loc fo rmnloc
lllll\,’ A2 ¥ Y Ull\-ﬁ‘llull aALv 1 \IAP AV Y LW ¥ u\a‘l\/ tl CAL AU ANV RiLUAANY

erT— g~ % er +e—z er — g7
ShI=‘—"—_, cher=—— thzr =

2 2 ez | e

qui conduisent immédiatement aux relations :
chz +shr =e%, chz —~shzx =e-2

La partie gauche du tableau ci-dessous donne d’autres identités

résultant des formules CI-(lebbUS, tandis que, dans la pdrue urou;e on
trouve les identités analogues de la trigonométrie.

sh0 =0, ch0 =1 sin0 =0,cos0 =
n
thO =0, thoo =1 tg0 =0, tgzzl
chtx —sh2z =1 cos?x + sin?2zx =1
sh sin x )
— =thz =1igzx
chzx coS T
hz:c_ch:r——t _2x_1—cosx
T T s =T
chzg--:(:hxn_‘—l coszizl—k{\cosm
4 & & Z
1_'h:n:_ch:z:——l £ 1—coscx
2~ shzx tg2_' sin T

(') La géométrie non euclidienne de Gauss, Bolyai et Lobatchewsky est appelée
géoméirie hyperbolique.

Voir Paul BARBARIN, La Géométrie non euclidienne, 3° éd., 1928, réédition Jacques
Gabay, 1990.
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PI . V.S PREE |

Avec les notations ci-dessus, les équations (5.83) prennent ia nouvelle
forme

thS inZ oushl = tg ™ ouch = sec ™
2—Slnn,0us 2— gn,ouc 2—-—Secn'

Ce n’est peut-étre pas pécher par excés d’imagination que de comparer
le role des fonctions hyperboliques, en mathématiques, & celui du radical
NH, de ’'ammonium, en chimie. Ce radical, en effet, se comporte commeun
atomes d’azote et d’hydrogéne. Tandis que, d’une fagon un peu analogue,
les fonctions hyperboliques se comportent comme des fonctions trigo-
nométriques bien qu’on puisse les exprimer par des exponentielles.
Nous reconnaissons, d’ailleurs, que cette incursion dans le domaine de
la chimie aura peu d’attrait pour le lecteur connaissant les fonctions
d’une variable complexe et comprenant le sens des formules :

cosz = chiz, isinz = shix.

Revenons, maintenant, a notre discussion sur les angles formés par
des couples de cercles, et les écarts entre ces derniers; et considérons
deux cercles de rayons a et b tels que la distance (au sens habituel du
mot) entre leurs centres soit égale & c. Si chacune des grandeurs q, b, ¢
est inférieure 4 la somme des deux autres, les cercles se coupent en deux
points dont Fun ou l'autre forme, avec les deux centres, un triangle
ayant pour cdtés @, b, ¢. De plus, I'un ou ’autre des angles supplémentaires
aux points oit se coupent les cercies est égal a I'angle que forment les
cOtés a et b du triangle; et son cosinus est exprimé pour la fraction bien
connue :

at + b3 — ¢t
2ab

Essayons de trouver la signification géométrique de la méme expres-
sion,

Ptd
u

v = 2ab ’

+
|

lorsque 'une des grandeurs est, cette fois, supérieure a la somme des
deux autres, de sorte que les cercles ne se coupent pas. Ces derniers pour-
raient, par exemple, étre concentriques (d’oi ¢ = 0), de sorte que les
couples de points, AA’ et BB’, qui sont les extrémités de deux diamétres,
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satisfassent, en les supposant alignés, a la relation AB’ /| A'B’, comme
dans la figure 5.9A. En fonction de I’écart inversif

6 = lg (a/b)’

le rapport anharmonique des quatre points A, A’, B, B’ a alors pour
expression :

AB x A'B’ A a — b\? el —
ABXAB=:%) ( i )=‘

(AA’BB’) =

[

e
[T
S’
»

._ r
a + v

_e”+1—2e"_e"—|—e*"—2_ch8—ﬂ1
T e+ 1+2° @ t+e?+2 chdF1

Lorsque ces cercles sont les transformés par inversion de deux cercles
non sécants dont les centres sont a la distance ¢ I'un de I'autre (au sens
ordinaire), il est commode de désigner les rayons de ces derniers par les

an
"\ _
S\

Fig. 5.9A Fig. 5.9B

mémes lettres a et b, et les points ou ils coupent la ligne des centres par
A, A', B, B’ (avec AB’ /| | A’'B comme plus haut). D’apres les théorémes
5.42 et 5.43, le rapport anharmonique et la séparation sont conservés;

-~ PR [ L
on a donc toujours

chd—1

(AA'BB) = fe 0,

bien qu’il nous faille, maintenant, exprimer ce rapport (donc 8) en fonc-
tion des nouvelles grandeurs a, b et ¢. Dans le cas de la figure 5.9B, c’est-
a-direa— b > c,on a:
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AB +~ A'B (a+c—b(a—c—b)

AA’BB’) = a5 _
( )= IF A8 @rcthla—cth
_(a—Dbp—c¢
T (a+ byr— e

at + b*—c2—2ab y—1
@t br—et 4+ 2ab y A+ T

d’on I'on déduit ch 8§ = 9. D’une maniére analogue, si a + b <c¢,
comine dans la figure 5.9C, il vient :

H?X)l’—B’_(c—a——b)(ch—a—kb)

WABB) =35 2B c—a+ Dl +a—1
_ct—(a+ by
¢t — (a — b)t
—at— b4t —2ab —y—1
—at—b* 24+ 2ab —y 471
et, par suite, ch § = — y. L’ensemble de ces résultats montre que nous

avons, ainsi, démontré le théoréme suivant :

Théoréme 5.91 — Si ¢ désigne la distance (ordinaire) entre les cenires
de deux cercles non sécants de rayon a et b, 'écarl inversif 3 entre ces cercles
est donné par la formule (%)

2 b%__ﬁ
ch 8§ = @ ¢

2ab

(1) La courbe représentant les varlations de la fonction y = ch r est la chalneite. C’est
1a figure d’équilibre d'un fil suspendu par ses deux extrémités.
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Comme application intéressante de ce théoréme, comsidérons deux
cercles tels qu’il existe un quadrangle ayant ses sommets situés sur I'un
d’eux, de rayon q, tandis que ses cotés sont tangents i I'autre, de rayon b.
Comme on le sait (1), la distance (ordinaire) ¢ entre les centres des deux
cercles satisfait & 1'équation :

1 1 1

(aﬁt:)’_i-(a—kc)z—b2

que I'on peut écrire sous la forme

| & + b* — ¢t | = bV 4a® + b2,

ou encore

2 2 ___p2 42 2 2
ch8=|a+b c|=Va+b=Jl+(i).

2ab 2a 2a

Or, ch®d = 1 + sh?§ : il s’ensuit donc que I'écart inversif entre deux
cercles, I'un circonscrit & un quadrangle dans lequel 'autre est inscrit,
peut s’exprimer, en fonction des rayons, par la formule trés simple

b
Sh8=§~-

Exercices

1 - Si la distance (ordinaire) entre les centres de deux cercles de rayon 1

est égale & 2 («/5 -+ 1), un autre cercle de rayon 1 situé a égale distance
des deux premiers partage, également aussi, leur écart inversif : est-il,
de plus, leur cercle bissecteur ?

2 - L’écart inversif 3 entre des cercles de Soddy (voir )’exercice 4 du para-

graphe 5.4) est donné par la formule
5
ch § = 2.

3 - Si deux cercles sont extérieurs I’un a l'autre, et, par suite, ont quatre
tangentes communes, les longueurs de la plus petite et de la plus grande
de ces tangentes sont dans le rapport th 3/2, 3 étant 1’écart inversif entre
les deux cercles.

(*) Selon J.I. Coolidge, A Trealise on the Circle and the Sphere (Oxford, 1916),
pp. 45-46, c’est Euler qui trouva le premier ce résultat, de méme que la formule ana-
logue pour un triangle : 1)(R — d) + 1/(R 4+ d) = 1/r (voir notre théoréeme 2.12).
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4 - Soit une droite située a une distance p du centre d’un cercle de rayon b.
Si p < b, cette droite coupe le cercle sous un angle 3 tel que
cos 8 = + p/b. Si p > b 1'écart inversif 3 entre la droite et le cercle est
donné par la formulie ch 8 = p/b.

5 - Soit un triangle dont les cercles circonscrit et inscrit ont les rayons R et
r, respectivement : l'écart inversif 8 entre ces cercles est donné par

la formule .
3 1 r
sh E == 'i 'JE.

Conseil : appliquer le théoréme 2,12,

6 - Si un triangle ABC a un angle obtus, le cercle circonscrit et le cercle des
neuf points de ce triangle se coupent sous un angle 8 donné par la
formule

3
sin? 5= cos A cos B cos C.

Si le triangle est rectangle, ou a des angles aigus, I’écart inversif § entre
les cercles ci-dessus est donné par la formule :

™

sh? % = cos A cos B cos C,

7 - L’écart inversif entre les deux cercles définis par les équations
2 4+ y*—2ax + d*2 =0 (aveca > d > 0)
et
8 + y2—2bx + d2 =0 (avec b > d > 0)

est | a— B | avec
th a =

ol R

et th 8 =

a
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Introduction
d la géométrie projective”

Puisque, maintenant, vous étudiez la géométrie et la
trigonométrie, je vais vous poser un probléme. Un navire
fait route sur I"océan. Il a quitté Bostan avec une cargai-
son de laine. Sa jauge brute est de 200 tonnes. Sa desti-
nation est Le Havre. A bord, il y a 12 passagers. Le vent
souffle de I'est-nord-est. Il est trois heures et quart de
Paprés-midi. On est au mois de mai. Quel est I'dge du

capitaine ?
Gustave Flaubert

Dans toutes les transformations que nous avons considérées jusqu’ici,
ues points ont correspondu i des points. Au contraire, le principe de
dualité — qui nous permet de transformer des points en droites et des
droites en points — constitue le trait le plus caractéristique du « plan
projectif ». L’une de ces nouvelles transformations, qui ressemble un peu
a inversion, est la « réciprocité polaire » par rapport a4 un cercle (*). Tout
point, sauf le centre 0, a comme figure polaire réciproque une droite,

(") Ace sujet, voir notamment, L. GODEAUX, Les Géométries, 1937, réédition Jacques
Gabay, 1997, et R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. — C., p. 149-163.

(*) Voir notamment a ce sujet, R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. — G., p. 132-138 et
G. PAPELIER, op. cit. — Tome 1V, Péles, polaires, plans polaires, dans le cercle et la sphe-
re, p. 57-90.
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toute droite ne passant pas par 0 a comme figure polaire réciproque un
point; enfin, la figure polaire réciproque de tout cercle est une « conique»
dont un « foyer » est le point O. Aprés avoir discuté les divers types de
coniques, nous comparerons prudemment, en fin de chapitre, la géo-
métrie de I'inversion et la géométric projective.

é.1. RECIPROCITE POLAIRE

Dans cette variante de l'inversion, nous prenons d’abord (comme
au paragraphe 5.3) un cercle @ de centre O et de rayon k. A chaque point P
(autre que O) correspond une droite p, appelée la polaire de P par rapport
4 w, et qui est la perpendiculaire & OP menée par le point P’, inverse de P
(voir la figure 6.1A). Réciproquement, & chaque droite p (ne passant

Fig. 6.1A

pas par 0O) correspond un point P, appelé le péle de p par rapport a w.
Si, dans la figure 5.3A, on permute les points P et P’, on voit que, lorsque
P est extérieur A w, sa polaire est la droite joignant les points de contact
des deux tangentes menées par P i w. Il est évident que si P appartient
a w, sa polaire est la tangente a w en P : c¢’est, d’ailleurs, le seul cas o P
soit situé sur sa polaire. Par commodité, nous désignerons désormais par
a, b,... les polaires des points A, B...

Appelons A’ et a, respectivement, 'inverse et la polaire d’un point A
quelconque (autre que 0), comme sur la figure 6.1A. Par un point quel-
conque, B, de a, menons OB, puis AB’ perpendiculaire a OB (B’ étant
sur OB, voir fig. 6.1B). Les deux triangles OAB’ et OBA’ étant semblables,
on a

OB x OB’ = 0A X 0A' = k3.

B’ est donc 'inverse de B, et AB’ est la polaire b de B. Réciproquement,
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a toute droite b passant par A (sauf OA), correspond une perpendiculaire
OB qui permet de construire la méme figure que plus haut. Nous avons
donc démontré le théoréme suivant :

Théoréme 6.11 — Si B esl silué sur a, b passe par A.

Supposons maintenant que A et a soient fixes, tandis que B et b
varient : il en résulte que tous les points de la droite a (qui ne passe
pas par () ont pour polaires des droites qui passent par son pdle A. En
d’'autres termes, les polaires d’un ensemble de points alignés forment
un ensemble de droites concourantes. Et 'on appelle réciprocité polaire

Fig. 6.1B

la propriété selon laquelle des points et des droites sont transformés
en leurs polaires et pdles respectifs. Ainsi, on est tout naturellement
conduit au principe de dualité suivant : 4 toute configuration de points
et de droites, dans laquelle certains points sont situés sur certaines droites,
correspond une configuration corrélative de droites et de points,
dans laquelle certaines droites passent par certains points. Par exemple,
a un quadrangle complet ABCD (formé par quatre poinis, sans qu’il y

en ait trois d’alignés, et par les six droites qui les joignent, AD, BD, CD,
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BC, CA, AB) correspondra corrélativement le quadrilatére compilet abcd
(formé par quatre droites, sans qu'’il y en ait trois qui soient concourantes,
et par leurs six points d’intersection a-d (), b-d,¢-d, b-c,c-a,-abd).

Un cercle peut étre considéré, soit comme un lieu géométrique de
points, soit comme une enveloppe de droites (les tangentes) (voirla figure
6.1C). Chaque tangente est la position limite d’une sécante lorsque les

lieu géométrique
. enveloppe
Fig. 6.1C

deux points ou celle-ci coupe le cercle tendent a étre confondus. Corréla-
tivement, chaque point de contact est la position limite du point d’inter-
section de deux tangentes lorsque celles-ci tendent A étre confondues.
Ainsi, cette réciprocité polaire permute lieux géométriques et enveloppes.
Lorsque le cercle w est considéré comme un lieu géométrique, sa figure
polaire réciproque est le méme cercle, mais considéré, cette fois, comme

La-b

Fig. 6.1D

(1) Les notations a - d, b - d, etc., désignant les points d'intersection de a et d,
de b et d, etec. (N.4.T.).
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une enveloppe; et inversement. D’une fagcon analogue, un cercle de centre
O et de rayon r a, comme figure polaire réciproque (en permutant les
deux points de vue ci-dessus), un cercle concentrique de rayon k¥/r.

Grace 4 la correspondance de termes donnée par le « dictionnaire »
ci-dessous, il est trés facile d’exprimer I'énoncé corrélatif de tout théoréme
ou de toute construction que I’on donne. (Lorsque se présente un terme
figurant dans une colonne, on doit le remplacer par son correspondant
de I'autre colonne).

point droite

est situé sur passe par

droite joignant deux points intersection de deux droites
concourants alignés

quadrangle quadrilatére

pdle polaire

lieu géométrique enveloppe

tangente point de contact

Lorsque deux points, A et B, et deux droites, a et b, sont associés
comme dans le théoréme 6.11 (c’est-a-dire lorsque 'un des points est sur
la polaire de I’autre), nous dirons que A et B sont des poinls conjugués (*),
et que a et b sont des droiles conjuguées (*). Ainsi, la polaire de A est le lieu
géométrique des points conjugués de A; et le pdle de a est I'enveloppe
des droites conjuguées de a. (En faisant tendre le rayon d’un cercle vers
zéro, on peut justifier 1’assimilation d’un point & I'« enveloppe » des
droites passant par ce point). En particulier, tout point situé sur une
tangente a est conjugué du point de contact A, qui est donc un poin{
autoconjugué; tandis que toute droite passant par A (sur le cercle w)
est conjuguée de la tangente a, qui est, par suite, une droile autoconjuguée.

Le pole de toute droite AB (ne passant pas par 0), étant situé sur les
polaires des deux points A et B, peut étre défini comme le point d’inter-
section a-b. Par exemple, si A et B sont situés sur w, comme dans la
figure 6.1D, le pdle de la sécante AB est le point d’intersection des tan-
gentes a et b. Corrélativement, tout point extérieur au cercie w appar-
tient 4 deux tangentes, a et b par exemple et 'on peut construire sa
polaire comme étant la sécante joignant les points de contact, A et B,
des tangentes.

(") Voir R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. - G., p. 128 et 132.
(*) Id —, G., p. 133.
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Sur toute droite p, il existe des points extérieurs au cercie w. Si elie
ne coupe pas o diamétralement, son podle P est situé sur les polaires de
ces points extérieurs et on peut le déterminer comme intersection de
deux d’entre elles. Corrélativement, tout point P appartient & certaines
sécantes : s’il n’est pas confondu avec O, les poles de toutes ces sécantes
sont situés sur sa polaire qui, par suite, peut étre déterminée comme étant
la droite joignant les péles de deux sécantes. Le théoréme que voici
résume les résultats précédents.

Théordme 6.12 — Toule sécante AB (sauf si elle est un diamélre) a pour
pole le point d’intersection des tangentes en A ef B. La polaire de fout point P
extérieur est la droile joignant les points de contact des tangentes menées
par P, Toule droite p (sauf si elle est un diamétre} a pour péle le point
d’interseclion des polaires de deux poinls exiérieurs silués sur p. Tout
point P (différent du cenire O} a pour polaire la droile joignant les péles
de deux sécanles passant par P.

Il vaut la peine de remarquer que, lorsque sont donnés le cercle
directeur () correspondant, w, et toutes ses tangentes, les constructions
ci-dessus ne font intervenir que I'existence en elle-méme de points et de
droites, sans que des distances soient en jeu. C’est 13, en eflet, un trait
caractéristique de la géométrie projective.

Exercices

1 - La polaire d’un point A quelconque (différent de O) par rapport a
un cercle » de centre O peut &tre construite comme étant I’axe radical
de deux cercles : w, et le cercle décrit sur OA comme diamétre.

2 - L’un des angles que font les polaires de A et B est égal a AOB.
3 - Les sommets et les cotés (assimilés & des droites) d’un polygone régu-
lier 4 n cbtés, de centre O, ont pour figures polaires réciproques respec-

tives les cotés et les sommets d’un autre polygone régulier 2 n cotés.

i - Un rectangle de centre O a pour figure polaire réciproque un losange.

(") Voir R, DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. — G., p. 138.
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6.2. CERCLE CONJUGUE A UN TRIANGLE (%)

Lorsque les quatre points A, B, A’, B’ indiqués sur la figure 6.1B
sont tous distincts, le triangle ABC (C étant l'intersection de a et b)
a les propriétés suivantes : chaque sommet est le pdle du coté opposé,
deux sommets quelconques sont des points conjugués, et deux cotés
quelconques sont des droites conjuguées. En fait, deux points conjugués
(mais non autoconjugués) quelconques sont deux sommets d'un tel
triangle ABC qui est dit friangle conjugué (®).

Les trois cas représentés par la figure 6.2A (qui correspondent aux trois
premiers cas de la figure 6.1B) montrent les seules positions possibles des
points conjugués A et B, foul friangle conjugué est oblusangle (2), le som-
met de ’angle obtus est inférieur au cercle w, tandis que les deux autres
sommets sont extérieurs & ce méme cercle. Réciproquement, a tout
triangle obtusangle ABC correspond un seul cercle par rapport auquel
le trisngle est conjugué : c’est le cercle conjugué (*) au triangle dont
on peut, comme suit, déterminer le centre O et le rayon k. Tout d’abord,
OA et OB étant deux hauteurs du triangle ABC, O est 'orthocentre de
ce dernier. En reprenant les notations de I'équation (2.44), le cercle
conjugué a pour centre H, et pour rayon I'une des expressions :

v/ HA x HD = A/HB x HE = \/HC x HF.

Une inversion faite par rapport a ce cercle transforme donc les sommets
de ABC en les pieds des hauteurs. En considérant les cercles qui passent
par ces groupes de trois points, et en se rappelant que les inverses de

i UL LD 1LE L 11 B v C-Acill 1€ 111

cercles sont des cercles, on obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 6.21 — Elant donné un triangle obtusangle quelconque, une
inversion par rapport au cercle conjugué permute le cercle circonscril et
le cercle des neuf points correspondant a ce triangle.

En d’autres termes, le cercle conjugué est 'un des deux cercles bissec-
teurs du cercle circonscrit et du cercle des neuf points (lesquels se coupent
parce que le triangle est obtusangle). Il s’ensuit que les trois cercles pré-
cédents (dont les centres sont tous situés sur la droite d’Euler) appar-

(") Voir R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. - G., p. 136.
¢) Id —, G., p. 135.
¢) #d —, G., p. 136.
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tiennent a@ un faisceau; et que, d’autre part, le cercle des neuf points
de tout triangle obtusangle passe non pas seulement par neuf, mais
bien par onze points remarquables, les deux derniers étant les points
d’intersection du cercle circonscrit et du cercle conjugué.

Exercice

Dans un triangle obtusangle, le cercle conjugué coupe le cercle circons-
crit sous un angle & défini par I’égalité :

cost § = — cos A cos B cos C (%).

Il y a maintes facons différentes d’étudier les courbes intéressantes
appelées coniques {ou « sections coniques ») que nous avons mentionnées
briévement aux paragraphes 3.8 et 3.9. L'une d’elles consiste & définir
une conique comme étant la figure polaire réciproque d’un cercle. D’une
facon plus précise, considérons la figure polaire réciproque d’un cercle a,
de centre A et de rayon r, par rapport 4 un cercle w de centre O et de
rayon k.

Le rayon k de w ne pouvant faire varier que les dimensions, et non
pas la forme, de la conique, sa valeur est, par 13 méme, indifférente.
La forme, elle, est déterminée par le rapport

e = OAJr

(1) Cet exercice est 4 rapprocher de l’exercice 6 du chapitre 5 (N.d.T.).
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Fig. 6.3A

que, tout naturellement, on appelle excentricité de la conique; et le point
O est appelé un foyer.

Définir une conique comme étant la figure polaire réciproque d’un
cercle a signifie qu’elle est a la fois le lieu géométrique des poles des tan-
gentes & a, et I'enveloppe des polaires des points situés sur a. Si ¢ < 1,

Fig. 6.3B
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O étant, par suite, intérieur 4 g, il existe un point de la conique sur toute
demi-droite issue de O : la conique est alors une courbe ovale appelée
ellipse (fig. 6.3A). En particulier, lorsque ¢ = 0, l'ellipse se réduit a un
cercle. Quand ¢ croit, il est évident que la conique s’¢loigne de plus en
plus de la forme circulaire. Pour ¢ = 1, on a QA = r et le point O est
situé sur le cercle a : I'ensemble des points situés sur a« en comprend
donc un, O, qui n’a pas de polaire par rapport 4 o; tandis que ’ensemble
des tangentes daen comprend une, la tangente en 0 qui n’a pas de pole.
T hao

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn [ la fBE~ £ 20
i1 €Il leu.lLC qui: .ld. bUlllqut, dleC.lUC llldlllelld.l L paravuic (1ig. V.oD),

Fig. 6.3C

s’éloigne indéfiniment dans la direction AQ. Enfin, lorsque & > 1, O est
extérieur a a, et la conique s’appelle une hyperbole (fig. 6.3C). Les deux
tangentes au cercle ¢ qui passent par O n’ont pas de podles; mais leurs
points de contact U et V ont des polaires que I'on appelle les asymplotes
de I'hyperbole. Ces deux droites, u et », appartiennent a Venveloppe,
et sont, par suite, des tangentes.., sans points de contact ! Plus on s’éloigne,
sur 'une ou 'autre d’entre elles, de leur point d’intersection, la courbe
se rapproche, de plus en plus aussi, de chaque asymptote, mais sans
jamais les rencontrer.

Les observations astronomiques faites par Kepler ont été expliquées
par Newton (1642-1727) : I'orbite d’une planéte est une ellipse et le soleil
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est placé 4 I'un des foyers de cetie derniére. Depuis cette époque on a
mesuré les excentricités & des orbites des diverses planétes et cométes;
le tablean ci-dessous donne certaines des valeurs trouvées.

Planétes Cometes
Mercure 0.2056 Encke 0,85
Vénus 0,0068 Biela 0,76
Terre 0,0167 Holmes 0,41
Mars 0,0934 Brooks 0,47
Jupiter 0,0484 Halley 0,967
Saturne 0,0557 Donati 0,9963
Uranus 0,0472 Coggia 0,9988
Neptune 0,0086 Daniel 1,000
Pluton 0,2481 Morehouse 1,000

1 - Soient deux cercles a et 8 de rayons presque égaux et dont les centres
sont trés voisins I’'un de I’autre, mais tels que a soit intérieur a 8. Déter-
miner d’une part, sur a, des points A,, A,, A;... et, d’autre part, sur g,
des points By, B,, B,,... tels que les droites ByB,, B,B,,... soient tangentes
4 a en A A,.. Si 'on désigne par b,, b,,... les droites A A,, A A;,...
et par C,, C,,... les points d’intersection des tangentes 4 § en B, et B,,
B, et B,,... démontrer que les droites &,, b,,... sont tangentes a la figure
polaire réciproque de § par rapport a a, et que les points C,, C;,... sont

eitiide sur ]n ﬂmirn nnala rédninranaiia Ao nar Ilnhhl\""' A AR
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2 - La figure polaire réciproque d’un cercle a par rapport & un cercle o
non concentrique a un axe de symétrie qui est la ligne des centres
des deux cercles. Cette conique pourrait-elle avoir un second axe de
symétrie ?

3 - Etant donné une parabole, les pieds des perpendiculaires abaissées du
foyer sur les tangentes sont situés sur une méme droite.
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4 - Chacune des asymptotes d’une hyperbole coupe la droite OA (voir
fig. 6.3C) sous un angle 6 donné par la relation : cos 6 = 1/e. De cette
derniére, déduire I’excentricité d’une hyperbole équilafére, ¢’ est-a-dire
dont les asymptotes sont orthogonales,

5 - Lorsque l'orbite d’une cométe a une excentricité ¢ > 1, qu’arrive-t-il ?

é.4. FOYERS ET DIRECTRICES

Lorsque I'on considére une conique comme la figure polaire réci-
proque d’un cercle a de centre A par rapport 4 un cercle w, on appelle
direcirice de la conique, correspondant au foyer O, la polaire de A par
rapport au cercle w. Et I'on appelle rayon vecteur d’'un point P quel-
conque d’une conique pour un foyer O, le segment OP. Nous allons
maintenant établir 'une des propriétés les plus célébres d’une conique :
elle fut démontrée par Pappus d’Alexandrie au quatriéme siécle de notre
ére, et, peut-étre méme par Euclide six cents ans plus tot :

16 1IAC LI al AL A RS Al Y

Théorédme 8.41 -— Etani donné une conique d’exceniricité ¢ qui a un
foyer O et une directrice a, le rayon vecteur OP d’un point P quelconque
de celfe conique est égal au produit de ¢ par la distance de P ¢ a.

P K

/7<':\\:
J

< A

Fig. 6.4A

Mo\ M 0

Dans les figures 6.4A, B, C, le point P est le pole (par rapport an
cercle w) de la droite p qui est tangente 4 a en T, et qui coupe la droite
OA en M, et la droite OP en P’ (inverse de P). De plus, la directrice a
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Fig. 6.4C

m ¥ T

et la polaire m de M coupent la droite OA en A’ (inverse de A) et M’
(inverse de M), respectivement. Enfin k est le pied de la perpendiculaire
abaissée de P sur a. Nous voulons donc démontrer que OP = ¢ - PK.
Pour envisager tous les cas possibles, nous considérerons la droite OA,
et les segments qu’elle porte, comme orientés de la gauche vers la droite,

de sorte qu’on ait, par exemple, AM = OM — OA, méme si O est situé
entre M et A. En faisant intervenir k et r qui sont, respectivement, les
rayons des cercles @ et @, on peut écrire :
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PK 0A' —OM k (OA" OM’) _OP ( k k )

oP  oP  OP\k Kk k \oA oM
Z@(@ml)z’T‘T: r !
OM \04 AM A0 04 ¢
ce qui est bien le résultat cherché.
Réciproquement,
Théoréme 6.42 — Efan! donné un point O quelconque, une droile a

ne passani pas par O, el une constante positive quelconque e, le lieu géomé-
frique des poinls dont la distance a O est ¢ fois leur distance a a est une conique.

On le voit trés facilement en prenant pour cercle w, le cercle de centre O
qui est tangent a a, le point de contact étant A. Ainsi, a est le cercle de
centre A et de rayon OAle.

Exercices

1 - Ecrire, en coordonnées cartésiennes, I’équation du lieu géométrique
d’un point P tel que sa distance a l'origine des coordonnées soit £ fois
sa distance a la droite x = lfe,

2 - Si, dans Vexercice 1, ¢ est différent de 1, le lien géométr

gttt ¥ ) dha wal S Ay ¥ Warw Saaaila vl AT Ay A% Al | = R LA

irrme cherchéd

rique cherché
coupe deux fois 1’axe des x. Par une translation de I’axe des y, placer
maintenant l'origine au milien du segment déterminé par ces deux
points; puis simplifier I’équation obtenue dans 1’exercice précédent
en posant a = I(1 — &), b = |la |. Qu’indique alors la nouvelle
forme de I’équation en ce qui concerne la symétrie de la courbe ?

é.5. LE PLAN PROJECTIF

Il est a4 trés peu prés exact de dire que la réciprocité polaire trans-
forme tout point en une droite, et toute droite en un point. Les seules
exceptions a cette régle concernent le point O, qui n’a pas de polaire,
et les droites passant par O, qui n'ont pas de poles. Quand il s’agissait
de 'inversion, nous avions paré a des exceptions analogues en adjoignant



Introduction d la géométrie projective 169

un point a I'infini au plan euclidien de maniére 4 obtenir le plan d’inver-
sion. Cette fois, nous admettrons I'existence d’une seule droife @ Uinfini,
l,, qui est la polaire de O, dont les points (les points & U'infini) sont les
poles des droites passant par 0. Les propriétés de ces éléments, droite
et points, résultent de ce que tous les points d’une droite a ont pour
figures polaires réciproques toutes les droites passant par son pdle A.
Si a passe par O, les polaires de ses points forment un faisceau de droites
paralléles qui sont toutes les droites perpendiculaircs a a. Un point a
Vinfini, tel que le pun: de a, doit donc étre considéré comme le puuu
commun i un faisceau de paralléles. 11 s’ensuit que 1'énoncé suivant

ne comporte aucune exception dans le plan projectif :

Deux droites distincles quelconques a et b ont un point d’inlersection
unique.

En fait, tout théoréme relatif & I'existence de points et de droites
entraine un théoréme corrélatif concernant des droites et des points
— qui sont les polaires et les podles des points et droites du théoréme
initial. Considérons, par exemple, '’hexagone circonscrit au cercle w,
et tel que ses cOtés soient tangents & w en des points qui soient les som-
mets d’'un autre hexagone inscrit dans le méme cercle. Dans ces condi-
tions, le théoréme de Pascal (paragraphe 3.8) et le théoréeme de Brianchon
(paragraphe 3.9) sont corrélatifs, et chacun d’eux peut se déduire de
I'autre par réciprocité polaire par rapport au cercle w. Plus généralement,

le théoréme de Pascal (ou celui de Brianchon), appliqué a un cercle

quelconque, entraine le théoréme de Brianchon (ou celui de Pascal)

pour la conique figure polaire réciproque du cercle.

Nous sommes maintenant en mesure de simplifier le théoréme 6.12
en y supprimant les réserves qu’il contient entre parenthéses. De plus,
en considérant ce théoréme comme s’appliquant & un cercle quelconque a
au lieu du cercle directeur w, on peut utiliser @ pour déduire une conique
qui soit la figure polaire réciproque a’ du cercle a. Ainsi, nos constructions
de pdles et polaires par rapport i a deviennent, par réciprocité polaire,
des constructions de polaires et de péles par rapport a la conique o', 11
s’ensuit donc que la réciprocité polaire par rapport & un cercle est étendue
aux coniques : le théoréme 6.12 (les exceptions étant supprimées) comporte
quatre parties qui sont corrélatives les unes des autres, et il reste vrai
lorsque le cercle @ y est remplacé par une conique.

Dans la figure 3.8B, la droite LM passe par l'intersection N, de b
et de ¢, et par celle de a et d (non représentée). Cette remarque permet
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de transformer la derniére partie du théoréme 6.12 en la suivante, et,
par suite, de construire directement la polaire d’un point P quelconque
(voir la figure 6.5A) :

Hig
L) _ 1

& RA
Tedin

Théoréme 6.51 — Si le peint P n’est pas situé sur la conique, sa polaire
est la droite qui joint les points ot se coupent, d’une part AB et DE, d’autre
parl AE et BD, AD et BE élant deux sécantes quelconques passant par P.

Comme nous I’avons vu, un pole et une polaire par rapport a un cerclea
ont pour figures polaires réciproques (un autre cercle o étant le cercle
directeur) une polaire et un poéle par rapport a une conique a’. Sur les
figures 6.3A, B, C, notamment, le centre A et I, ont la relation pdle-
polaire par rapport au cercle a; par suite a et O ont aussi la relation
polaire-p6le par rapport a la conique a’. D’ou ce théoréme :

Théoréme 6.62 — Par rapport a foufe conique qui ne soif pas un cercle,
une directrice est la polaire du foyer correspondant.
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Exercices

1 - Ecrire le théoréme de Desargues (3.61) en termes de géométrie projec-
tive, puis donner 1'énoncé corrélatif.

2 - Méme question que ci-dessus pour le théoréme de Pappus (3.51).

3 - Si la droite a Yinfini, I, est 'un des cétés d’un triangle conjugué par
rapport & un cercle, que peut-on dire des deux autres cétés du triangle ?

4 - Une conique est une ellipse, une parabole ou une hyperbole suivant que
la droite a I’infini, {,, Iul est extérieure, lui est tangente ou la coupe,
respectivement.

5. Les asymptotes d’une hyperbole lui sont tangentes aux points ol elle
coupe la droite a l'infini, [..

6 - Les deux tangentes menées a4 une parabole d’un point quelconque
de sa directrice sont perpendiculaires.

7 - Etant donné une conique quelconque passant par les quatre sommets
d’'un quadrangle complet, les points d’intersection des trois couples
de cotés opposés sont Jes sommets d’un triangle conjugué.

6.6. CONIQUES A CENTRE

Il est naturel de se demander si les ellipses et les hyperboles ne sont
pas, en fait, plus symétriques que nos constructions ne tendraient, tout
d’abord, 4 nous le faire croire : par exemple les deux « sommets » situés

- 21e anaeal.

sur ’axe focal d’une cnupw, sont-ils semblables et u:a deux « branches »
d’une hyperbole le sont-elles aussi ? Nous allons voir que la discussion
suivante apporte la symétrie supplémentaire recherchée.

En se reportant au théoréme 6.51, on peut affirmer que si un point C
n’est pas situé sur la conique, sa polaire est la droite joignant les points
d’intersection, d’'une part de PQ et P,Q,, d’autre part de PQ, et P,(,
PP, et QQ, étant deux sécantes quelconques passant par C. Si la polaire
de C est la droite 4 l'infini, comme sur la figure 6.6A, cela signifie que le
quadrangle inscrit PQP,Q,; est un parallélogramme. Le point C n’étant
pas situé sur la conique, sa polaire (la droite a I'infini, /) n’est pas tan-
gente 3 cette derniere qui, par suite, n’est pas une parabole. Or, les diago-
nales d’'un parallélogramme se coupent mutuellement en leur milieu :
le point C, qui est le pdle de L, est donc le milieu de chacun des segments
PP, et QQ,. Ces derniers pouvant étre deux cordes quelconques passant
par C, ce point est appelé le cenire de la conique, tandis que I'on désigne
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Tellipse et I'hyperbole par I'expression coniques d cenire. Ainsi, nous avons
démontré le théoréme suivant :

Théoréme 6.61 — Une conigue a centre est syméirique par rotation d’'un
demi-tour autour de son centre.

Par une rotation d’un demi-tour, autour de C, du foyer O et de la
directrice a (voir paragraphe 6.4), on obtient un deuxiéme foyer O, et
une deuxiéme directrice a,, comme le montrent les figures 6.6B et C.
La méme rotation d’'un demi-tour appliquée aux cercles @ (directeur)
et a du paragraphe 6.3 détermine les nouveaux cercles w, et a, tels que
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Fig. 6.6B

la figure polaire réciproque de a, par rapport a w, soit la méme conique
a centre o’

En excluant le cas banal ou O et A coincident, on voit ainsi que toute
coniaue est symétriague nar rannort a la droite OA. 1l s’ensnit que, lorsau’il

FILAY UL UOL S Y AIAT LAY UL pPAL ARPFPFULL & 27 MRILVT L M wARRReS w Bty |

s’agit d’une conique 4 centre, ce centre C est situé sur la méme droite :

on peut donc considérer le demi-tour autour de C comme le produit de
symétries par rapport a4 deux droites perpendiculaires passant par C;
OA pouvant étre 'une d’elles. D’ou il suit que la conique a centre est éga-
lement symétrique par rapport 4 la perpendiculaire OA qui passe par C.

N /

P K
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En d’autres termes, une conique a centre a le méme type de symétrie
qu’un losange ou un rectangle.

Appelons ¢ la polaire de C par rapport au cercle w, comme dans les
figures 6.6D, E. Le point C et la droite a I'infini, [, étant le pdle et la
polaire I'un de I'autre par rapport au cercle o', ¢ et O doivent étre la polaire
et le pdle I'un de I'autre aussi par rapport au cercle a. Ainsi done, C est,
par rapport i w, le pdle de ¢, laquelle droite est, par rapport a a, la polaire
de O En d’autres termes si C’ est le point olc coupe la droi’oe OA C est
Or on a

OC X OC' = k* = OA x OA’
et r* = A0 x AC' = 0A x C'A

(les segments étant dirigés).

D’olr
OC OA 0A OA:*
0OA' 0C OA—CA 0A:—(0A x CA)
OA:* et

T 04— e—1

cette derniére expression étant négative ou positive suivant que I’'on a

¢ < 1 ou ¢ > 1. Par suite, pour une ellipse, le centre C et la directrice a
annt de ngrl' at A’antre de 0, comme dansg la figure 6.6R, tandis que, pour

MRSALU NAw W A CAvAvaE L e CARRAAIAY AGILD IR S LRLT VRS, VQLNRAS Y RL, pv

une hyperbole, ils sont d’un méme cdté. En d autres termes, pour une

[x]
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ellipse, les deux foyers sont situés & I'intérieur de la courbe et celle-ci
est entiérement comprise entire les directrices; tandis que, pour une
hyperbole, les deux directrices sont situées dans la partie du plan com-
prise entre les deux branches.

On apprend, en mécanique, que, si I'on néglige la résistance de I'air,
la trajectoire d’une balle lancée est un arc de parabole dont le foyer
peut étre assez facilement déterminé. Comme il est possible, du moins
pendant quelques secondes, d’assimiler la balle & un petit satellite, ce
qui semble une parabole est, plus précisément, une ellipse extrémement
allongée dont I'excentricité n’est que de trés peu inférieure 4 1. Ou donc
est son second foyer ?... Au centre de la Terre !

T9: e o o’
iy, V.U

Exercices

1 - Lorsqu’un point se déplace sur une ellipse, la somme OP + O.P de
ses deux rayons vecteurs est constante (voir la figure 6.6B).

2 - Lorsqu’un point se déplace sur une hyperbole, la différence | OP — O,P |
de ses deux rayons vecteurs est constante (voir la figure 6.6C).

3 - Dans une conique a centre, les pieds des perpendiculaires abaissées
de l'un ou 1’autre des foyers sur les tangentes sont tous situés sur un
méme cercle, appelé cercle principal de la conique.

6.7. PROJECTION STEREOGRAPHIQUE ET PROJECTION CENTRALE

Comme nous I'avons vu au paragraphe 5.3, le centre O du cercle
d’inversion w est le seul point du plan euclidien qui n’ait pas d’inverse.
Pour que cette exception soit levée et que, par suite, l'inversion soit une
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correspondance de point & point dans la folalilé du plan, nous avons
réalisé une extension du plan euclidien en posant qu’il existe un seul point
idéal, appelé le point a l'infini, qui est I'inverse de O : on obtient ainsi
le plan d’inversion.

Dans le plan euclidien, le seul point qui n’ait pas de polaire est, comme
on I’'a vu au paragraphe 6.1, le centre O du cercle directeur. Pour que,
ici encore, cette exception soit levée et que la réciprocité polaire soit,
dans tout le plan, une correspondance de point & droite et de droite a
point, nous avons réalisé une extension du plan euclidien en posant qu’il
existe une seule droile idéale, 1a droite a I'infini, qui est la polaire de O :
on a, de la sorte, le plan projectif.

On voit donc qu’il existe deux méthodes, différentes mais également
valables, pour procéder a I’extension du plan euclidien : c’est 1a une
remarque importante qui, semble-t-il, est beaucoup moins connue qu’elle
ne devrait I'étre. En raisonnant non plus dans le plan mais dans I’espace,
et en comparant deux des fagons les plus simples de représenter une
sphére sur un plan, on peut préciser davantage les deux méthodes ci-
dessus.

Tout d’abord, notre premiére définition de l'inversion par rapport
4 un cercle, donnée au paragraphe 5.3, s’étend aisément au cas d’une
sphére. Soient, en effet, une sphére de centre O et de rayon k, et un point P
différent de O : nous posons, par définition, que 1’inverse de P est le point
P’, situé sur la demi-droite OP et tel que sa distance a O satisfasse a la
relation

OP x OP' = k.

En considérant que le plan de la figure 5.3B appartient 4 un espace
a trois dimensions, et en le faisant tourner autour de la droite OA, il
s’ensuit immédiatement que des sphéres (les plans étant assimilés a des
sphéres de rayon infini) sont transformées par inversion en d’autres
sphéres. En particulier (voir fig. 5.3B, milieu), si a est le plan tangent en A
a la sphére d’inversion o, il a pour inverse la sphére o’ ayant pour dia-
metre le rayon OA. D’ailleurs, il est inutile de passer par I'intermédiaire
de w pour établir la correspondance par inversion entre les points de a
et ceux de o'. Soit P, en effet, un point du plan a (voir fig. 6.7A) : le point
P’ qui lui correspond sera le point ol la droite OP coupe a nouveau la
sphére a’. Réciproquement, étant donné un point quelconque P’ situé
sur la sphére o', sauf en O, le point P sera l'intersection de la droite OP’
et du plan a. Tout naturellement, nous souhaitons nous affranchir de
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cette exception; aussi nous faut-il transformer ie pian a en pian d’inver-
sion par ’adjonction d’un seul point & I'infini ou sera situé P lorsque P’
est en 0.

Cette méthode de représentation d’une sphére a’ sur un plan a est dite
projection stéréographique (). Si nous remarquons que ce type de pro-
jection est un mode particulier d’inversion, on en déduit aisément que les
projections de cercles sont encore des cercles. Les inverses de sphéres
sont, en effet, des sphéres (ou des plans) et, de plus, tout cercle peut

donc que des cercles (quelle que soit leur position dans l'espace et si,
notamment, ils appartiennent a la sphére a’), ont d’autres cercles pour

inverses.
Vs
P

Fig. 6.7A

11 existe une autre méthode pour représenter une sphére o’ sur 'un
de ses plans tangents, a : c’est la projection centrale (%). Cette fois, le point
de vue est, non plus O (qui est I'antipodaire de A), mais le centre de la
sphére a’, qui est le milieu de OA. Or, tout plan passant par ce point coupe
a’ suivant un grand cercle, et le plan a suivant une droite: toute droite
de a est donc déterminée par le plan d’un grand cercle, de méme que

tout point de a est déterminé par un couple de points antipodaires de la

(") Voir R. DELTHEIL et D. CAIRE, op. cit. - G., p. 178.
() 1d —, C., p. 151.
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sphére (tels que P, et ', dans la figure 6.7B). Réciproquement, étant
donné 'un quelconque des grands cercles de a’, sauf celui dont le plan
est parallele 4 a, la droite de a qui lui correspondra sera l'intersection
de a et du plan du grand cercle donné. Pour lever I'exception précédente,
comme il est souhaitable de le faire, nous devons transformer a en un
plan projeclif en lui adjoignant une seule droite 4 I'infini qui correspond
au grand cercle particulier (dont le plan est paralléle & a). Les points
de cette droite idéale — ou « points a 'infini » — correspondront, eux,
aux couples de points antipodaires situés sur le grand cercle. Affirmer,
d’un point de vue projectif, que deux droites quelconques ont un point
commun, c¢’est exprimer 1'évidence que deux grands cercles quelconques
ont, en commun, un couple de points antipodaires — c’est-a-dire que
deux plans quelconques passant par le centre de la sphére se coupent
suivant une droite.

Fig. 6.7B

Comme on I'a vu, tous les points du plan projectif (y compris les points
a l'infini) sont la perspective de couples de points antipodaires : il peut
donc étre utile de considérer que le plan projectif est déduit de la spheére
grice 4 un repérage théorique des couples de points antipodaires —
c’est-id-dire en modifiant le sens du mot « point » de facon A assimiler
un tel couple A un point.

Si, d’un point de vue pratique, on considére !’établissement d’une
carte, la projection stéréographique et la projection centrale ne sont ni
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I'une ni I'autre idéales, chacune d’elles ayant pourtant des avantages.
La premiére, en effet, conserve les angles de deux demi-droites issues
d’'un point : les contours de petites iles, par exemple, ne seront donc pas
déformés par ce mode de représentation. Quant a la seconde, elle permet,
notamment, de représenter le plus court chemin entre deux points d'une
sphére par un segment rectiligne.

Nous avons vu (théoréme 5.41) que I'inversion conserve les rapports
anharmoniques. Il en est de méme pour la transformation par polaires
réciproques, mais seulement dans le cas de points alignés. D’une fagon
précise : le rapport anharmonique de quaire poinis silués sur une droite P
est égal au rapport dnharmonique des quaire points oti leurs polaires coupent
foule droile ne passanl pas par P, le péle de p. La démonstration de cette
égalité est malheureusement trop longue pour trouver place ici.

Le lecteur qui a compris les notions précédentes sera en mesure
d’apprécier un exposé axiomatique de la géométrie projective : il y retrou-
vera les théorémes de Desargues, de Pappus et de Pascal, étudiés, cette

A . . . .
faic A + " m
fois d'un point de vue totalement différent, mais dans lesquels il

reconnaitre de vieux amis.

Exercices

1 - La projection stéréographique conserve les angles.

2 - La projection stéréographique transforme tout grand cercle de la
sphére o’ en un cercle (ou une droite) du plan a qui coupe un certain

cercle en deux points diamétralement opposés.

3 - Soient P’, et P’; un couple de points antipodaires variables situés sur
la sphére o', et P,, P, leurs projections stéréographiques sur le plan « :
par quelle transformation dans a peut-on passer de P, 4 P, ?

4 - Etant donné les six cercles inscrits dans les faces d’un cube, en déduire,
par projection stéréographique, les six cercles envisagés dans 1’exercice 3
du paragraphe 5.8.
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Sa réponse s'infiltra dans ma téte
Comme de I'eau traversant un tamis!

C.L. Dodgson
Paragraphe 1.1
1 - La hauteur abaissée de A sur BC divise le cété a en deux segments;

b cos C et ¢ cos B : les additionner (ou les soustraire dans le cas d’un
angle obtus).

2 - Remplacer sin A, sin B et sin C par leurs expressions a/2R, b/2R, ¢/2R,
respectivement; et simplifier.

3-S(ABC) = 1/2 ab sin C et sin C = ¢/2R.

4-Ona:c = 2psin B = pb/R, b = 2q sin C = qc/R. Multiplier et sim-
plifier.

Paragraphe 1.2

1 - Appliquer le théoréme de Jean de Céva en prenant BX = XC,
CY = YA, AZ = ZB.

2 - Appliquer le théoréme de Jean de Céva en prenant BX = ¢ cos B,
ral ~r

w | R Y ntd o
AL = U CUD Uy

<!

L.

3 - Soient O le point ol se coupent BB’ et CC’, et A, le point ou OA coupe
A’B’, Les triangles ABC et A’B’C’ étant semblables, on peut écrire

A’ BC" OB AF
AB ~ BC OB AB

Il en résulte que A, coincide avec A’.
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A

e
4 - Les angles CXA et AXB étant supplementalres, les termes ou ngurent
leurs cosinus s’annulent.

Paragraphe 1.3

1 - Lorsqu’un triangle a un angle obtus, il est inscrit dans un arc de cercle
inférieur 3 une demi-circonférence, et deux de ses hauteurs coupent les
cdtés opposés sur leurs prolongements.

2 - En partant de la figure 1.3B, y tracer un segment A’D égal et paralltle
A BB’, de sorte que A’CDB’ soit un parallélogramme ayant pour centre
le peint E, milieu de CB’. Les c6tés du triangles DA A’ sont alors égaux
et paralléles aux trois médianes du triangle A VC, d’ou il résulte :

S(ABC) S(CAA) C€CA 4

S(DAA’)  S(EAA) EA 3

3 - Soit G le point ou se coupent les deux médianes égales BB’ et CC’
(figure analogue a la fig. 1.3B). Comme l’on a : BG = 2/3 BB’ =

2/3 CC’ = CG, le triangle GBC est isoscéle et E’E:B = ﬁc Par suite,
les triangles B'BC et C’CB, ayant un angle égal compris entre deux

cOtés égaux chacun & chacun, sont égaux. D’ol ABC = ACB le triangle
ABC est donc isosctle et B = C.

4 - Soient BE et CF les hauteurs égales, On a :
b:-BE = 28§¢(

d’ou b = c.

5 - Avec les notations de la figure 1.3D on a BL/LC = ¢/b, etc.

6 - En appliquant le théoréme de Stewart (exercice 4 du paragraphe 1.2)

on a:
a(p® + 1/4 a%) = 1/2 a (b? + ¢?)
d’ou :

= 1/2 2p* + 2c2 — a2,
7 - Appliquer le théoréme de Stewart avec m = k¢, n = kb, k = af(b + o).
8 - 12 ,/211.
9 - Si 'on abaisse la hauteur CF, dans le triangle ABC des figures 1.1A

et B, on voit que les triangles BCJ et FCA sont semblables. D’ou :
BC/{CJ = FC[CA et BC x CA = CJ x FC.



i82 Conselis et solutions des exercices

Paragraphe 1.4

1 - Avec les notations de la figure 1.4A, les rayons des trois cercles sont
x, y, z, et leurs sommes deux d deuxy + z=a,z +x =b,x +y = ¢
D’ol, par addition,x + y + z = s, etc.

2 - Appliquer le théoréme 1.42 et I’exercice 3 du paragraphe 1.1.

3 - Appliquer le théoréme de Jean de Céva avec :

AY =AZ =2 ,BZ =BX =y ,CX =CY =z

4 - Les bissectrices intérieure et extérieure de chacun des angles A, B, C
du triangle ABC (fig. 1.4B) sont orthogonales.

5 - S(ABC) = S (I,CA) 4 S (IsAB) — S (1,CB)
= %(b 4+ ¢ — ayry = (s — a)rg.

On peut aussi remarquer que les triangles Al,Y, et AIY sont sem-
blables; d’ol ro/r = s/(s — a).

6. L ,r  r_s—a $—b S—¢_
-ra+ trRT s tTs t g =1t

Paragraphe 1.5

1 - D’aprés I'énoncé on a : BCM = 48° — CMB, et CBN = 12° = BNC
11 en résulte BM = BC = CN. — Remarquer que I4, centre d’un des
cercles ex-inscrits, est situé non pas sur le segment CN mais sur Je

segment BM.

2 - Lorsqu’on I’applique au triangle de Bottema (voir exercice précédent),
le Jemme 1.512 est naturellement exact sous la forme qu’on luji a donnée,
Cependant, s’il s’agissait de considérer les bissectrices intérieures (et
non plus extérieures) des angles B et C, on verrait que Je cercle cir-
conscrit au triangle BCN coupe la droite BM en un point M’ tel que B
soit entre M et M’. On ne peut donc plus affirmer que BM > BM’.

3 - L’égalité BM = CN entraine
b 8 c 2
o[ ()] = - (29)]
d’ol

a(@a + b+ ¢) [(a + b + ¢) (a® + bec) + 2abe} (b—¢) = 0.
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&

Paragraphe 1.6

1-Le quadrllatére BCEF étant inscriptible dans un cercle, il en résulte
que AEF = B; les triangles AEF et ABC sont donc semblables,

2 - Le point H est toujours situé¢ sur la bissectrice intérieure de EDF;
L] ] - - * " A A
mais il I’est aussi sur les bissectrices extérieures des angles FED et DFE.

3 - Voir ]a solution de I’exercice 2.

4-HAC =900 — C et OAC = 90°— B.

Paragraphe 1.7

2 - En se reportant A la figure 1.6 A, on voit que OA’2 = R? — (1/2 a).
D’autre part, en fonction de GA” = n, ona AG = 2n et AA’ = 3n.
De plus, d’aprés Vexercice 6 du paragraphe 1.3,

1
S WV ey )

Appliquons maintenant le théoréme de Stewart (voir I’exercice 4 du
paragraphe 1.2) au triangle OAA’; il vient
3n(0G? + 2n%) = 2n0A’* + nOA® = n(2R* — 1/2a*® + RY;
d’oul
OH?* = (30G)® = 9R* — 3/2a? —-- 18n® = 9R? — (a? + b* + c?).

3 - Pour envisager un cas précis, supposons b > ¢ (sinon permuter B et C).

D’apres le théoréme de Pythagore, on a :
BA* _— BD* = AA’* — DA"3, c’est-a-dire :

2 2 3 3
C"—-—(%——m') =(b + ¢ - -a—)—*D—A";

2 4
et, par suite : a*- DA’ = 1/2 (b? — c%.

4 - Si la droite d’Euler est paralléle & BC, elle coupe AD au tiers de sa
longueur : Donc OA’ = AD/3. 11 suffit alors de remplacer AD et OA’
par les expressions suivantes :

AD = bsin C = 2R sin B sin C,
OA’ = Rcos A = R (sin B sin C — cos B cos C).

pour avoir le résultat demandé : tg Btg C = 3.
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Paragraphe 1.8

1 -

2.

3-

4 -

5 -

P

1 -

OA' = 1/2 AH = AK, et OA’estparalléle d AK.

D’aprés la remarque faite a la fin du paragraphe 1.6, EF est perpen-
diculaire 4 OA, et 3 A’K qui lui est paralléle. Le diametre A’K coupe
donc en leur milieu la corde EF et I'arc de cercle EF.

Le triangle ABC est le triangle orthique du triangle I,151..

Soit P le point commun aux trois cercles égaux PBC, PCA, PAB dont
les centres sont respectivement O, Op, O.. On voit que les quadrilatéres
PO,AO., et PO,COp sont des losanges. Donc les triangles P0,0, et
0,AC sont égaux, et AC = 0.,0,4. D’une facon analogue, BA = 0,0
et CB = 0p0.. Par suite les triangles ABC et 0,050, sont égaux,
comme le sont aussi les rayons de leurs cercles circonscrits. D’autre part,
AP est perpendiculaire 4 0,0, qui est paralléle & BC : les hauteurs du
triangle ABC sont donc AP, BP, CP. Finalement, P coincide avec
I’orthocentre H.

DK étant perpendiculaire a BC, et KA’ étant un diameétre du cercle
des neuf points, celui-ci coupe le cété BC sous un angle

T T T
DKA’ = HKN = HAO = |B — C |

(voir I’exercice 4 du paragraphe 1.6).

racrabhe 1.9
& CF

Prolonger CP jusqu’en un point D tel que le triangle BDP soit équi-
latéral. Les triangles DCB et PCQ étant semblables, on a : DB/P(Q
= DC/{PC =1 + (DP{PC). En divisant par DB = PB = DP, il
vient 1/PQ = (1/PB) + (1/PC).

Admettons, tout d’abord, que ABCD soit, non pas un carré mais un
rectangle; et supposons aussi que PD) < CD. Il en résulte : EE’T) > 600,

—

DPA < 75°, AD < PD <« CD. 8i, au contraire, on avait PD > CD,
il faudrait changer le sens des inégalités précédentes. Dans les deux
cas ABCD ne serait pas un carré. Pour que I’on ait un carré, il faut

donc que PD = CD.,

On peut aussi raisonner comme suit : construisons le triangle BQC
égal au triangle APB (voir la figure 1.9C). Il en résulte que : BP(Q est
équilatéral, CQ (prolongé) est perpendiculaire & PB qu’il coupe en
son milieu, et CP = CB = CD. De méme, DP = DC.
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3 - D’aprés la figure 1.9D, on a ies relations

sin(3 +e sin(d3+esina_ CDPC CD AB

sin y sine siny PCBC BC AD
_ABPA sin{(y +¢) sin(a + ) sin(y + ¢
" PA AD " sin(a + B) sin § — sind
d’ou

sin y sin (¥ + ¢) = sin 8 sin (8§ + &),
cos & — ¢c0s (2y + &) = cos & — cos (23 + ¢),
y = 8.

I - Soient F le point ou la paralléle & BC, menée par D, coupe AB, et G
le point ou CF coupe BD. Le triangle BCG est équilatéral et BG = BC.
De plus, CBE est isoscéle et BE = BC. Donc BGE est isoscele et

T T
BGE = 800, FGE = 40,

Comme EFG = 40°, le triangle FEG est isoscéle et FE — EG. De
méme DF = DG, Les deux triangles GDE et FDE sont donc égaux, DE
L

5t 1a bissectrice de I'angle FD G, et EDB = 30°.

-

5 - Les extrémités des arcs égaux sont quatre des sommets d’un hexagone
régulier, les deux autres étant les milieux de deux cdétés du triangle
équilatéral. Si I’on prolonge ces derniers de la moitié de leur longueur,
oh obtient un triangle équilatéral plus grand dont les trois cotés portent
trois cotés (de deux en deux) de ’hexagone. En faisant la figure corres-
pondante, on voit donc immédiatement que le c4té du triangle équi-
latéral pris comme diamétre du demi-cercle est lui-méme partagé en
trois parties égales par les deux droites issues du sommet opposé.

Paragraphe 2.1

1 - R2, Le centre du cercle.

2 - Un cercle concentrique.

3 - t est 1a longueur de chacune des tangentes menées par le point au cercle.
4 - PT* — PU* = QU* — OT* = 0Q® — OT* = QT-.

5-R(R—2r) =R*—2rR =d® > 0. Mais R > 0. Donc R — 2r > 0.

6 - La puissance cherchée est ;: d* — R? = — 2rR.
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7 - Si, dans la figure 1.2C, on écrit P a la place de A, et A 4 la place de X,
on a:
BC (PA* + BA x AC) = PC®* x BA + PB* x AC,
c’est-a-dire :
BC (PA® + CA x AB) + PB®* x CA + PC* x AB = 0.

8 - Partager BC en trois parties égales par les points U et V tels que
BU = UV = VC. D’autre part, GU étant paralléle A ABet GVAAC,0na

(1 L 1) . VE TX__ VX TX
GX\gx+tovtez Tyt o't e
Vo
=14+ — =0.
Uv
9 -143,2 km.

Paragraphe 2.2

1 - C’est Vaxe radical des cercles, en excluant, cependant, leur corde com-
mune lorsqu’ils se coupent.

2 - Les milieux des quatre segments situés sur les tangentes entre leurs
points de contact avec les deux cercles sont tous sur 1’axe radical de
ces derniers,

3 - Les triangles PAB et AQB étant semblables, on a P/EK = m;
de plus Q est situé sur BP, et PB/AB = AB/QB. De méme, les triangles

AQB et ABR étant semblables, il en résulte BAQ — RAB; R est situé
sur AQ, et AQ/AB = AB/AR. D’autre part,
PB x QB = AB* = AQ X AR;

A et B sont donc équidistants du centre du cercle PQR, et ce dernier
est symétrique par rapport a la perpendiculaire au milieu du segment
AB. Ainsi, les points P/, Q’, R’ appartiennent au cercle PQR et sont
les points d’intersection de ce dernier et des droites BR, AP’ et AP,
respectivement.

4 - En écrivant 'équation 2.23 sous la forme (x — a)® 4+ (y = b)® =
a? + b% — ¢, on voit qu’elle représente un cercle a condition que I’on
ait ¢ < a® + b4

5 - Décrire un cercle dont le centre ne soit pas situé sur la ligne des centres
des cercles donnés, et qui coupe, 'un d’eux en A et B, l'autre en C et D.
On obtient I’axe radical cherché en abaissant la perpendiculaire sur la
ligne des centres & partir du point d’intersection des droites ABet CD.
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Paragraphe 2.3

1 - Soit O le point ol la tangente en T, commune aux deux cercles, coupe

AB. Les triangles OAT et OT B sont semblables, et 0T = OP. On peut
écrire :
TA OP 0A OP-—-0A AP

TB~_ OB OP 0B —OP  PB
Appliquer ensuite la réciproque du théoré¢me 1.33.

2 - Les six tangentes menées par O aux trois cercles ont toutes la méme

longueur; leurs points de contact sont donc situés sur un méme cercle.

Paragraphe 2.4

1 - Sur la figure 2.4B, les points D, E, F sont les milieux de HD’, HE’, HF’.

I1 s’ensuit que les c6tés du triangle D’E’F’ sont paralléles 4 ceux du
triangle orthique DEF.

i T — - e
2-MLN = MLA + ALN = MBA + ACN

On a, de méme :

e T —
NML =1/2(C + A) et LNM = 1/2(A + B).

Paragraphe 2.5

1 - Non.

2 ~ Le point diamétralement opposé a B.

3 - Les sommets d'un triangle appartiennent a leurs propres droites de

Simson.

er les droites PB, PC, C,A,, A,B,. Les quadrangies A,PB,C et
A,BC,P étant inscriptibles, on a les égalités

e

e —_ e —
AB.P = 4,CP = BCP = €,BP = G,A,P,
— T — ———— e T

?ar suite les triangles PA; B, et PC,, A, sont semblables d’ol
P—Elz == PBI X Pcl'
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Paragraphe 2.6

1 - Appliquer les théorémes 2.61 et 2.62 en prenant AB == BC = AC.

2 - Mener les diagonales AC et BD, puis appliquer le théoréme de Ptolomée
aux quadrilatéeres PABC et PDAB. 1l en résulte : PA + PC = PBY2
et PB + PD = PA+2.

3 - La figure 2.6A montre que

QPR = QAR = CAD = ACR
T T o —
et PRQ = PAQ = BAC.

les deux triangles PQR et CBA sont donc semblables. Le théoréme de
Ptolomée donne alors :

AP x RQ + AR x QP

AQ % RP.
Donce

AP x AB + AR x BC

AQ x AC.

Paragraphe 2.7

1 - Soient OH )a droit d’Euler d’un triangle ABC (voir fig. 1.7A), et PP’
un diameétre du cercle circonscrit A ce dernier. Selon le théoréme 2.72,
les droites de Simson de P et P’ coupent HP et HP’ en leurs milieux,
M et M’ respectivement. Les points O, M, M’, N étant les milieux
de PP’, HP, HP’, OH (théoréme 1.82), N est aussi le milieu de MM’.
De plus NM = 1/2 OP = 1/2 R est le rayon du cercle des neuf points
(théoréme 1.81) : MM’ est donc un diamétre de ce dernier. Si les droites

de Simson se coupent en X, I’angle MXM’ est égal a4 90° (théoréme 2.71),
et X est situé sur le cercle des neuf points.

2 - Dans un triangle équilatéral, V’orthocentre et le centre du cercle cir-
conscrit coincident,

Paragraphe 2.8

1 - Mis a part quelques changermnents de signes, la démonstration est essen-
tiellement la méme que celle concernant la théoréme du papillon.

2 - Soient O le centre du cercle et X le point ou AP coupe HT. Les deux
triangles A HX et ABP sont semblables, comme le sont aussi les triangles
HTB et TOP. D’ol

HX BP HT TO

= == t

AH AB

HB =~ TP
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HX HX x HT HXHT BPTO 1
HT = Hg1® T~ AHHB TPAB ™ 2

3 - Supposons b > ¢ (sinon permuter B et C). Sur BC, prenons un point X
tel que BX’' = XC = s — ¢, et, par suite,

XA = A'X" =12 (b — ¢).

Menons la hauteur AD. D’aprés Yexercice 3 du paragraphe 1.7, on a
DA’ = (b* — c¢%/2a. Donc ;

b — ¢3 b—c_(b—c)s
¢ T2 — a
De plus, AD = 2 S (ABC)/a = 2rs/a, ce qui entraine :
DX’ b—c¢ XA XA
AD = 2r — r T IX"
Les triangles ADX’ et IXA’ sont donc semblables, et AX’ est paral-

léle & TA’. Finalement la droite JA’ coupe en leurs milieux XX’ et aussi
AX.

DX = DA’ + A'X’ =

Paragraphe 2.9

1 - Les droites UX, VY, WZ sont les bissectrices des angles du triangle
équilatéral XYZ.

2-4 =108°, B = C = 36°.

3 - Les points A, Y’, Z’ divisent la circonférence du cercle en trois arcs
égaux; tandis que ’arc Y’Z’ est divisé en trois parties égalespar Z et Y.

4 - En se reportant a la figure 2.9B, on voit que
BZX =60° +a et BXC =120° + a.
D’ol
ZX  BX BX a __2Rsin3a
sin 8~ sin (60° + o)’ sin y = sin (120° - a) ~ sin (60° — a)’
et

7X — 2R sin 3a sin 8 sin y __ 4R sin «(3—4 sin* o) sin § sin y
~ sin (60° + a) sin (60° — @) cos 2a — cos 120°

= 8R sin a sin B sin y.
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5 - En prenant pour unité de Jongueur ie cété du triangie équilatéral X YZ,
on a:
BC=YZ =3, BY =CZ =43

T e bl N
tg CBX = tg CBZ" = 4/3/3, tg ZBY’ = 1/4/3
T — T
CBX = ZBY’ = 30-.

Paragraphe 3.1
i - La figure 3.iB montre que PS = QR = BD/2.
On a donc PS + QR = RD; et, de méme, PQ + RS = AC,

2 - Appliquer I'exercice 6 du paragraphe 1.3 aux triangles ABC, CDA,
BDX de la figure 3.1F. (I) est intéressant de remarquer que, dans
I'énoncé de la question I'expression « quadrangle quelconque « peut
méme comprendre un quadrangle gauche dont les couples de cdtés
adjacents sont situés dans quatre plans différents).

3 - Méme méthode que pour l’exercice 2 en prenant XY = 0.

4 - Appliquer le théoréme de Ptolomée (2.61).

Paragraphe 3.2

1 - Remarquer que les tangentes 4 un cercle menées par un point extérieur
sont égales; puis, appliquer le théoréme 3.22 avecs = a + ¢ = b 4 d.

2-a) 84, b) 4426

3-r = S(ABC)/s = V(s — a) (s — b) (s — c)/s.

4 - D’aprés exercice 5 du paragraphe 1.4, et ’exercice 3 du paragraphe 1.1,
ona:

1 1 1 1
Fa + Fo + Fe—T = S(ABC) (s—a+s-—b+s——c_.-s)

_ S(ABC)abe _ abe
T s(s—a)y(s—b(s—¢) S(ABC)

4R,
et

S(lalpl)= S(1.CB) + S(ILAC) + S(I.BA) + S(ABQ)
= 1/2(ars + bry + cre) + sr

= 1/2s(ra + o + r¢c—1r)—1/2(s — a@)yro — 1/2(s — Brp
—1/2(s — o)re + 3sr
1/2s - 4R — 3/2S(ABC) + 3/2S(ABC)

2sR.
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abn c¢dn (ab + cd)n Imn

AR TAR T 4R T 4R
6-l=a, m=0>0 n=c¢ K = abcjiR,

5-K =

7 - Calculer une premiére expression de I’aire K en appliquant I’exercice 3
du paragraphe 1.1 aux deux triangles de la figure 3.2B et en ajoutant
les résultats. Calculer K, d’une maniére analogue mais en utilisant,
cette fois, I’autre diagonale EF (. non représentée, au lieu de n). Multi-
plier les deux expressions de K ainsi obtenues, puis appliquer le théo-
réme de Prolomée, 2.61.

8 - Comparer les arcs que déterminent sur le cercle les bissectrices des angles
en Vet W,

9 - Par P mener des perpendiculaires aux deux couples de cdtés paralléles
et appliquer quatre fois le théoréme de Pythagore. (D’ailleurs, on voit
aisément que P pourrait, tout aussi bien, étre extérieur au plan du
rectangle).

10 - Soient ABCD le quadrangle inscrit dans un cercle de diamétre d, et P
le point donné sur ce cercle, D’aprés I’exercice 9 du paragraphe 1.3,
le produit des distances de P 4 AB et CD est égal 4:

PA X PB PC xPD PB x PC PD x PA

d d d d
_PAxPCPBxPD
- d d

Paragraphe 3.3

1 - Mener les diagonales CP et CQ des deux carrés construits respecti-
vement sur les c6tés BC et CA du triangle ABC, et construire le triangle
rectangle isoscéle BAR ayant AB pour hypoténuse. Les triangles PCB,
CQA et BAR sont semblables : on peut donc appliquer les théorémes
3.33 et 3.35.

2 - a) PQ,, QO0,, et RO, sont les perpendiculaires au milieu des c6tés du
triangle ABC.
b) Soient X, Y, Z, les points o AO,, BO,, CO; coupent les cotés du
triangle ABC. On a
BX S(ABOy c¢sin (B + 309)
XC  S(CAO,) b sin (C + 309

et des expressions analogues pour CY/YA et AZ/ZB. Ainsi peut-on
appliquer la réciproque du théoreme de Jean de Céva.
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3 -

4 -

Conselis et solutions des exercices
¢) Les triangles PCA et BCQ étant égaux, on en déduit PA = B(,
N T
et, de méme BQ = CR. De plus PFC = PBC = 60°; puis, d’'une fagon
analogue,
" "
CFQ = 60°, QFA = 60°.

D’oi, par addition, PFA — 180, ce qui signifie que F est situé sur A P.
On pourrait aussi montrer que F est sur BQ et sur CR. Ces trois droites
forment six angles de 60° ayant F pour sommet commun.

Appliquer la réciproque du théoréme de Jean de Céva, comme dans
I’exercice 2-b.

Supposons que les figures 3.3B et 3.3C soient réunies en une seule.
D’une part, les six triangles BO,N,, CN,0,, CO3N;, AN,0;, AN;;O, et
BN, 0O, sont équilatéraux; d’autre part les six autres triangles AN,O,,
AO;N,, O,BN,, N,BO,, N;0,C, O,N,C sont directement semblables
au triangle A BC et égaux entre eux. Il en résulte :

N;0, = O,N; = BN, = BO, = 0,C = N,C = aj+/3,
N,0; = O,N; = CN, = COy = 0,A = N,A = b/‘\/g,

N,0, = O,N, = AN, = AQ, = O,B = N,B = c/\3.
De plus :

T T — i
0,BO, = 0,BN, + N,BO, = 60° + B
et

T — —_——
BOsNz = BOaA _— Ngo:.'A == 1200 _ B;

le quadrangle BO,N,0, (dont les cdtés opposés sont égaux) est donc
un parallélogramme. En appelant X le milieu de 0,0;, et B’ le milieu
de CA (qui est aussi le milieu de O,N,), on en conclut que XB’ est
paralléle 4 O;N, et A BO,. Comme, d’autre part, BO, = 2XB’, les droites
0,X et BB’ se coupent en un point Gtelque 0,G = 2GX, et BG = 2GB’.
Mais 0, X et BB’ sont des médianes des triangles 0,0,0, et ABC respec-
tivement. Il s’ensuit que G est le centre de gravité commun a ces deux
derniers. Si I’on remplace le parallélogramme BO,N,0, par BN,O;N,,
on trouve, d’une fagon analogue, que G est aussi le centre de gravité
du triangle N,N,N,.

Paragraphe 3.4

1-

En appelant AX, BY, CZ les bissectrices extérieures des trois angles,
on a:

= + 1.

Rl

&P
2
NN
I
iR

> o
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2 - Soient AX’, et BY’ les bissectrices intérieures de deux angles, et CZ
la bissectrice extérieure du troisiéme. On a

BX' CY AZ ( c)( a)b
i =) [ =2Y = + 1.
CX AY BZ b c) a

Paragraphe 3.5

1 - Si, tout d’abord, les droites AC et BD sont paralléles, ABDE et CDFA
sont des parallélogrammes; d’ol I'on déduit BD = AE, et DF = CA,
puis, par addition, BF = CE. Ainsi, EFBC est un parallélogramine,
et EF est paralltle & BC. Si, maintenant, AC et BD ne sont pas paral-
léles, soit O leur point d’intersection. Comme

OA OFE ocC 0OA
oB~0D ** oD~ oF
il s’ensuit
OB X OE = OA x OD = 0C x OF,
et
OE 0OC
OF ~— OB

2 - Soient C et F les points communs, respectivement, aux deux premiers
groupes de trois droites, comme dans les figures 3.5A ou 3.5B; et soit L
le point o AB coupe DE. D’aprts le théoréme de Pappus, L est sur
MN; les droites AB, DE et NM sont donc concourantes.

3 - D’aprés le théoréme de Pappus, la droite MN passe par le centre du
parallélogramme; elle partage donc les c6tés opposés en segments qui
sont égaux deux par deux.

4 - Neuf points; neuf droites; trois droites passent par chacun des points;
il y a trois points par droite.

Paragraphe 3.6

1 - Si deux triangles PQR et P’Q’R’ sont homologiques, le centre d’homo-
logie étant O, et si, d’autre part, QR et Q’R’ sont paralléles, RP et R’P’
étant également paralléles, on a

0Q OR _ OP

00" ~ OR’ ~ 0P
Il en résulte que PQ est paralléle 2 P’Q’.
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2 - Dix points; dix droites; trois droltes passent par un point; il y a trols
points par drolte.

3-a) OQR et P'FE; b) OQ'R’ et PFE; ¢) ERR’ et FQQ'.

4 - Les sommets de chaque pentagone sont sltués sur les cotés de I’autre.
La figure comporte, en eflet, un total de six couples de pentagones
présentant la méme disposition; par exemple RPP'Q’D et EFQOR’.

5 - Soit P I'un des sommets du triangle PQR, les deux autres sommets,
Q et R, étant sur les droites e et f données. Prenons les points D et E
sur les prolongements de QR et RP, respectivement, et soit F le point
ou DE coupe QP prolongé. D’autre part, pour un point quelconque, Q’,
de la drolte e, soient R’ le point o DQ’ coupe f, et P’ le point o ER’
coupe FQ’. La droite passant par P que I'on cherche est PP’, Dans
le cas ol e et f sont paralléles, cette droite passant par P leur est elle-
méme paralléle (autrement, il y aurait contradiction avec le théoréme

1 - Prolonger les c6tés AB, CD, EF de facon 4 déterminer le triangle UVW,
A et B étant situés sur UV, C et D sur VW, E et F sur WU. Comme
on a, par construction, UE = AD = FW, il enrésulte UF = EW = BC.
Ainsi, BCFU est un parallélogramme et CF est parallele 3 AB. En ce
qui concerne les centres de gravité, soient X et Y les points ot BE
coupe CF et AD, respectivement. CDEX et BCDY sont alors des
parallélogrammes, et leurs centres, A’ et F’, étant les milieux des diago-
nales DB et DX, sont situés sur une paralléle 4 BX et 4 AF. Or,on a

AF = BX = 2F’'A’;

par suite AA’ et FF’ se coupent en un point G tel que AG = 2GA’
et FG = 2GF’. Mais AA’ et FF’ sont des médianes des triangles ACE
et BDF. Le point G est donc le centre de gravité commun a ces deux
triangles.

2 - Six,

Paragraphe 3.8

1 - Soient A, B, C, D, E cinq sommets de 'hexagone. ABCDEF, situés
sur un cercle qui coupe le cété AF en un second point F’. De plus, par
hypothése, les trois points L, M, N, ou se coupent respectivement les
trois couples de droites (AB, DE), (CD, FA) et (BC, EF) sont alignés,
comme sur la figure 3.8A. En appliquant le théoréme de Pascal & 1’hexa-
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-y T

gone ABCDEF’, on voii que, comme EF, EF’ passe par le point N
ou se coupent BC et LM. Par suite, F’ coincide avec F.

2 - On voit, sur la figure 3.8B, comment le théoréme de Pascal s’applique
4 un hexagone dégénéré ABBDEE. En JVappliquant d’une maniére
analogue aux hexagones dégénérés AABCCE et ABCCEA, on obtient
le résultat cherché.

Paragraphe 3.9

1 - Considérer ’hexagone dégénéré BQCEPF,
2 - AC, BE, QF.
3 - Considérer I’hexagone dégénéré AZBXCY.

Paragraphe 4.1

1 - Considérer le segment a comme un fecteur définissant une translation
orientée, par exemple, de gauche i droite (voir ]a figure 4,1E). Appliquer
cette translation au triangle ABC, d’abord dans le sens positif, puis
dans le sens négatif. On a ainsi, respectivement, les triangles A’B’C’
et A’B*C”, Puis joindre les points ol se coupent les couples de droites
(AB, A"C") et (AC, A’B).

2 - Mosaique de triangles équilatéraux, chaque sommet étant entouré par
six triangles.
Paragraphe 4.2

1 - Effectuer des rotations de 90°¢ autour des centres des carrés.

2 - a) De Végalité CX/b = af(a + b), il résulte

CX_ CX _ a _a
XA b—CX a+b—a ¥
. BY «a
et, de meme,% =3

De plus, on a:
AH S(CAH) b
HB S(CHB) a*
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En muitipliant membre a4 membre les trois équations précédentes,
on a flnalement :
CX BY AH

XA YC HB= b b &~
D’aprés le théoréme de Jean de Céva, les trois droites AI, BJ, CH sont
donc concourantes.

b) Le triangle ABC forme la moitié d’un parallélogramme ABFC (non
représenté sur la figure 4.2B) dont le centre M est le milieu de BC (non
représenté). Si, 4 ce parallélogramme, on applique le résultat de 1'exer-
cice 1 ci-dessus, on voit que MO, = MO,, et que les droites portant
ces segments sont orthogonales. Il en est de méme pour les segments
MO, = MC. Une rotation de 90° au taux de M améne donc le triangle
MO0,0, a coincider avec le triangle MCO,.

¢) Achever de représenter le rectangle KCGC’, ainsi que les parallé-
logrammes DAJA’ et IBEB’. Des rotations de 90° effectuées dans le
sens positif et négatif autour de 0,, 0, et O, montrent que les six triangles
B’'IB, C'CG, CC’K, JA’A, DAA’ et BEB’ sont directement égaux
au triangle ABC. Il s’ensuit que les points U, V, W sont les centres

[ N, | R R P A P N G,

P [ - PN . PR | 11.£1 =
Uu ICCLAIIFIE L Ubd UCUA paraiiCivgidilliiics,

a.
b

3 - Etudier le résultat d’une rotation de 60° antour de I'un des sommets
du triangle équilatéral cherché.

Paragraphe 4.3

1 - Soient O, et O, les deux cercles qui se coupent en A et en un second point
B. Prendre le symétrique, O’y, de O, par rapport a sa tangente en A,
La droite demandée est celle qui joint A au point C ou se coupent a
nouveau 0, et Q’,.

2 - Soient O et r le centre et le rayon du cercle donné. Décrire deux cercles
Iun de centre A et de rayon r, I’autre de centre O et de rayon 2r — qui
se coupent en O, et 0,. La droite demandée est celle qui joint A au
milien de 00, (ou de 00,).

3 - Considérer le demi-tour effectué autour du milieu de I'une des diago-
nales.

Paragraphe 4.4

1 - Au pied de la hauteur abaissée de C sur AB.

2 - Soit AB la base du triangle. Pour que l’aire de ce dernier reste cons-
tante, il faut que le troisiéme sommet C soit situé sur une paralléle
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a4 AB. On doit donc chercher Ile minimum de AC + CB; il est réalisé
lorsque le triangle est isosceéle.

3 - L’axe de symétrie cherché est la droite joignant A au milieu de 0,0,
(voir ’exercice 1 du paragraphe 4.3).

Paragraphe 4.6

1 - Une solution possible comporte les stades snivants :
, 0), (7,50, (7,0,5), (2,5,5), (2,1,9), (11, 1, 0), (11,0, 1),
(6’ 5’ 1)’ (6’ 0’ 6)'

2 - Remplir, tout d’abord, les vases contenant 11 et 5 litres. Donner & 1 un
des voleurs le vase contenant encore 8 litres, et utiliser les autres vases
pour répartir la quantité restante en se posant le probléme résumé
sous la forme [16, 13, 11, 5], et dont la solution demande quatre étapes.

3 - En se reportant i la figure 1.9B, et avec ses notations, on arrive a des
quadrilatéres semblables AC,PB, et AB’,P'C’;; d’ou les égalités d’angles

L TR, Ty S
cnerciiees,

Paragraphe 4.7

1 - Un cercle dont le rayon est la moitié du rayon du cercle donné.

2 - Sur le ¢c6té BC, et a I’extérieur du triangle, construire un carré CBED :
les droites AD et AE coupent BC en des points qui sont deux des som-
mets du carré cherché.

Paragraphe 4.8

1 - Soit AB’C’ I'une quelconque des positions du triangle qui est la trans-
formée du trlangle ABC par une similitude de centre A (B’ étant situé
sur BC). Les deux triangles ACC’ et ABB’ étant semblables, il en
résulte les égalités :

e —— T
ACC" = ABB’ = ABC.

2 - En se reportant i I’ensemble de segments égaux donné dans la solution
de ’exercice 4 du paragraphe 3.3, on voit que la rotation de 120° autour
de G (qui améne O, en O,, O; en O, et O, en 0,) améne N, en N,, N, en
N, et N; en N,. 1l existe, naturellement, une similitude transformant
0,, O3, O, en N,, N,, N,, respectivement. Cette similitude, cependant,
n’est pas directe, mais de sens opposé : elle est le produit d’'une homo-
thétie et d’une symétrie.
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Paragraphe 4.9

1-2’=x+a y=y+b 6-2"=—ky Yy =k

2-2' = —u, y /] 7-2 =z + a, y = —uy.

3-x" =1y, y =1z 8-z = kz, y = — ky.

4-2' =—zx, Yy =—y. 9-2" =2a°, ¥y =uy.

5-x" = kz, y = ky. 10 -z’ = z, y = ysiz >0,

—ysix < 0.

Paragraphe 5.1

1-AC// BD, AC// DB, CA/| BD, CA//DB,
BD /| AC, DB// AC, BD|/CA, DB// CA.

Paragraphe 5.2

BD x AC AC x BD
1-(BADC) = g5 = ab x BC — ABCD):

L’égalité des autres rapports anharmoniques s’établit d’une maniére
analogue.

2-a)1; b)2; ¢ 3; a1

Paragraphe 5.3

1 - On obtient une figure en forme de fleur, et comprenant quatre demi-
cercles égaux, décrits sur les cotés d’un carré et & I’extérieur de celui-ci.

2 - Les centres des cercles inscrit et ex-inscrits.

3 - a) Soient A et B les points oil le cercle de centre P et de rayon PO coupe

le cercle w. Les cercles de centres A et B, et passant par O, se coupent
en un second point qui est I'inverse de P.

b) Etant donné un point quelconque P;, on peut, en ne recourant qu’a
des cercles, déterminer un point P, tel que OP, = 20P,, et, de méme,
un point P, tel que OP, = n: OP,. Si OP, > ki2n, OPy > k/2 et,
comme en a) ci-dessus, on peut construire I'inverse de Py, soit P',. Par
sujte, P’,, inverse de P,, est donné par la relation OP’; = n + OP’,.
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b) D’aprés les équations 2.44, A’B’C’ est semblable au triangle orthique
DEF.

¢) A’B’C’ est semblable au triangle formé par les centres de cercles
ex-inscrits, I,IpI, (voir l’exercice 4 du paragraphe 1.4, et le théoréme
1.61).

kx k%y
Ty x? & yz'
6 - Construire un triangle isoscéle BO,C dont les angles en B et C sont égaux
a4 A 4+ D — 900, et un autre triangle isoscéle CO,A dont les angles en C
et A sont égaux 4 B + E — 90°, Les cercles de centres O, et O, qui

passent par ¢ se coupent a nouveau en O, qui est le centre d’inversion
cherché. Le rayon k de ce dernier est donné par la relation

_ OA x OB x DE
- AB

k2

1 - Soit O le centre du cercle w. Il en résulte que les triangles OAP et OPA’
sont semblables; et, par suite :

PA|PA’ = OAJ/OP = constante.

2 - Soit BC le diamétre. Les triangles POB et COP’ sont semblables. D’ot :
PO/OB = CO/OP’ et OP x OP’ = k-

3 - Soient P et Q des points situés 4 l'intérieur du cercle donné «. Les
inverses de P, Q et a par rapport a tout cercle de centre P sont P, Q’
et un cercle a’. Le point P,, étant extérieur 4 o', il en est de méme de Q'.
Et les deux tangentes menées par Q' A o', étant deux « cercles» passant
par P, et Q’, sont les inverses de deux cercles passant par P et Q, et
tangents 4 a.

4 - En ayant recours a un cercle d’inversion dont le centre est 1’un des trois
points de contact, la figure est transformée en deux droites paralléles
et un cercle tangent a chacune d’elles.

5 - Si I’on prend pour cercle d’inversion un cercle quelconque de centre 4,
les inverses de B, C et D sont les points B’, C’, D’ tels que C’ ne soit
sur le segment B’D’ que si AC /[ BD, D’aprés le théoréme 5.41, V’inéga-
lité B’C’ + C'D’ > B’D’ équivaut a

BC CD S BD
AB x AC T AC x AD ©~ 4B x AD’

ou encore a
AD x BC + AB x CD > AC x BD.
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6 - Lorsque w et a se coupent ou sont tangents, Ia proposition est évidente.
Si les deux cercles @ et a sont extérieurs 'un a 1’autre, prenons leurs
équations sous la forme : x? 4 y? = k? et 22 + y = azx. D’aprés I’exer-

cice 5 du paragraphe 5.3, et en prenant « comme cercle d’inversion,
I’'inverse de a a pour équation.

k*x \? Ky \* k*x
xz _I_ y’ + xa + y2 = a xn + y2 ’
c’est-a-dire, k? = ax.

7 - Couple de cercles sécants. Le second point d’intersection est P,.

Paragraphe 5.5

1 - Le cercle demandé passe par les points d’intersection de w et du cercle
décrit sur OA comme diamétre,

2 - C’est le cercle PP’Q), P’ étant I'inverse de P.

3 - C’est le cercle PP, P,, P, et P, étant les inverses de P par rapport aux
cercles w,; et w,.

4 - Leur produit est égal a i*.

5 - En transformant par inversion par rapport a tout cercle de centre O,
on obtient un cercle «’ et un point P’ sur a’; et il n’existe qu’une seule
tangente a o’ et P’. La transformation peut également étre faite par

rapport 4 un cercle q""}(‘,(‘)nq‘uc de centre P : on obtient alors une droite
a et un point 0’ n ué sur a. Par O’ il ne passe qu’une seule parallele

a a.

Paragraphe 5.6

1 - Les triangles ABC et AB,C,, étant symétriques par rapport a la droite
1x: d’o

2 - D’aprés I’exercice 3 du paragraphe 1.7, on a : A’D = (b* — ¢%)/2a. Or,
nous avons vu (au paragraphe 5.6) que A'S = a(b — ¢)/2(d + ¢). D’ol

I 2
A'SxA'D:(bzc)-
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Paragraphe 5.7

1-
2 -

¢ +c¢ =0.

Soit r le rayon du cercle bissecteur des deux cercles tangents, dont les
rayons sont a et . En prenant pour cercle d’inversion un cercle ayant
pour centre le point de contact des cercles donnés, on transforme ce
cercle bissecteur en une droijte située a une distance 4%/2r du péle d’in-
version, et équidistante de deux droites paralléles situées, elles, & des
distances k%/2a et k%2b. D'ol

- DD
Q-
ol

—

+

On obtient deux faisceaux orthogonaux de droites paralléles, telles que
celles dont les équations sont x = constante et y = constante.

Si I’on prend pour pdle d’inversion un point du cercle bissecteur, celui-

ci est alors transformé en une droite, et une inversion par rapport a ce
cercle se raméne 4 une svmétrie,

La symétrie par rapport 4 une drojte est un cas particulier de I'inversion
par rapport 4 un cercle,

a) Supposons d’abord que AC // BD et que les quatre points donnés
soient situés sur un cercle y. Soient ¢ et § deux cercles orthogonaux a y,
I'un passant par A et C, ’autre par B et D; et soient L et O les points
oll ils se coupent. Une inversion par rapport i tout cercle de centre L
transformera ¢ et 8 en deux diamétres d’un cercle y, A’'B’C’D’ étant
alors un rectangle de centre O’.

b) Supposons maintenant que AB /j CD ou AD /] BC, vy, a, B restant
définis comme ci-dessus. Cette fois, les cercles a et § ne se coupent plus.
Soient L et O les points limites du fajsceau ¢ 8, ou, en d’autres termes,
les points o0t y coupe la ligne des centres de « et 8, Une inversion par
rapport a tout cercle de centre L transformera a et 8 en deux cercles
de méme centre O’. Comme A’C’ et B’B’ (qui sont sur la méme droite)
sont des diamétres de ces cercles conceniriques, A’B’C’D’ est un parallé-
logramme dégénéré,

¢) Lorsque A, B, C, D ne sont pas situés sur un méme cercle, ils déter-
minent quatre cercles distincts : ABC, ACD, ABD, BCD. Soit u Y’un
des deux cercles bissecteurs des cercles ABC et ACD, plus précisément,
celui qui « sépare « B et D (de sorte que I’un de ces points soit extérieur
au cercle, et I'autre intérieur; ou bien, que, si x est une droite, B et D
soient de part et d’autre de celle-ci). D’une fagon analogue, appelons 8
le cercle bissecteur des cercles ABD et BCD qui « séparent » A et C.
Enfin, appelons L et O les points ot se coupent x et v. Une inversion
par rapport a tout cercle w de centre L transformera ABC et ACD en
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deux cercles égaux A’'B’'C’ et A'C’D’ dont 1'axe radical p’ « sépare »
B’ et D', de sorte que

e e ——

A’'B'C’ = CD'A’

De méme, @ transformera ABD et BCD en deux cercles égaux, A'B’D’
et B’C’D’ dont 1'axe radical »” « sépare « A’ et C’, d’olt
— e
D’A’B’ = B'C’D’,
Par suire, A’B’C’D’ est un parallélogramme.
Enfin, dans chacun des cas ci-dessus, le couple de points (L, O) est appelé
le Jacobien des deux couples de points (A, C) et (B, D).

7 - Appelons AB et CD les diamétres des cercles donnés qui sont portés
par la ligne des centres, de sorte que AC // BD, et désignons par e et §
les cercles ayant AD et BC, respectivement, pour diamétres. Soient,
enfin, L et M les points limites du faisceau af. Le cercle bissecteur cher-
ché a LM pour diamétre — car une inversion par rapport a ce cercle,
lequel est orthogonal A a et & 8, transforme A en D, et B en C,

Paragraphe 5.8

1 - Appliquer ’exercice 4 du paragraphe 5.7.

2 - Dans l'identité trigonométrique

1 /]
s_in 0 cotg 6 = tg§

remplacer 6 par 3 + 7

3 - Du point de vue de 1a géométrie de V'inversion, la disposition des cercles
que l’on recherche correspond tout simplement a la figure qui illus-
trerait le porisme de Steiner dans le cas de n = 4, Il s’ensuit que trois

des écarts inversifs sont égaux a 2 log (\/5 + 3), et les douze autres,
a zéro.

Paragraphe 5.9

1 - Le plus petit écart inversif, 8, entre les deux cercles est donné par
)’équation :
|t +1—@GB 4

ch3 = 5 =3 + 1.
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Tandis que Ie cosinus hyperbolique du plus grand écart inversif est :

1+1—4@x3 4+ 1)
2

Le cercle situé entre les deux cercles donnés ne peut pas &tre leur bissec-
teur, parce qu'il n’appartient pas au méme faisceau.

— 443 +7 =2ch*8-—1 = ch 25.

2 - Les cercles de Soddy sont ceux du porisme de Steiner dans le cas ou
n = 3; par suite
i

cos nf3 -

ho 2
¢hy = .

3 - Le carré du rapport entre les longueurs des tangentes a pour valeur :

c“——-(a+b)’_c2——a’——b2—2ab_chS—l_th=§
e?—(a— b e —a®—b% }-2ab chd +1 2

4 - Une simple figure montre que la premiére partie est évidente. Quant
a la seconde, il suffit d’appliquer le théoréme 5.91 en prenant a = b
et ¢ = 2p, on obtient ainsi :

_(2p)8__b’__b‘l_ 22
ch 28 = 25 = 2 b — 1.

3 r* + R* — (R® — 2rR) r
- 2 — = = = ——
5-2sh 3 +1=ch$ 57 R 2R+ 1.

6 - La figure 1.3C montre que :

bcos A
AH = sin B

= 2R cos A.

En se reportant A I’exercice 4 du paragraphe 1.6, on obtient :

OH® = R® + (2R cos A)® — 4R? cos A cos (B — C)
= R%1 — 8 cos A cos B cos C).

Et comme ON = OTH, il en résulte :

cos 3 ouch § = [R? -+ (Rf2)® — R® (1/4 — 2 cos A cos B cos C)] /R?
=1 4+ 2 cos A cos B cos C.
7 - Appliquer le résultat de I’exercice 4, la droite figurant dans ce dernier

étant prise pour axe radical des cercles, d’équation £ = o0, On a ainsi :
cha = aNa® — d?, et ch f = bj\b? — d.
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Paragraphe 6.1

1 - Une inversion par rapport au cercle  transforme le cercle décrit sur OA
comme diametre en la polaire a de A : celle-ci et les deux cercles appar-
tiennent donc a un méme faisceau; et, par suite, a est I’axe radical des
cercles.

2 - Les polaires de A et de B sont perpendiculaires & OA et 4 OB, respec-
tivement.

3 - La figure polaire réciproque d’une figure queiconque F par rapport
A un cercle w de centre O est semblable a la figure polaire réciproque
de F par rapport 4 un autre cercle de méme centre : on peut donc
prendre, pour cercle w, le cercle inscrit dans le polygone régulier donné,
ABC.... Les poles des cotés AB, BC,... seront alors les milieux des seg-
ments AB, BC,..., et les polaires des sommets A, B, C,... seront les
droites joignant les couples de milieux adjacents. Si, d’une fagon
analogue, on choisissait, comme cercle w, le cercle circonscril au poly-
gone, la figure ‘réciproque obtenue serait le polygone formé par les
tangentes menées au cercle en chaque sommet.

4 - Les pdles de deux cotés opposés du rectangle sont équidistants de O,
sur une droite D, Ceci est également vrai pour les deux autres cotés,
la nouvelle droite, D’, étant la perpendiculaire & D passant par O, et
la distance entre les nouveaux pdles étant généralement différente de
celle entre les premiers. On obtient ainsi un quadrangle dont les diago-
nales sont orthogonales et se coupent mutuellement en leur milieu,
c’est-a-dire un losange., On peut dire également que les deux axes de
symétrie du rectangle déterminent des segments égaux sur les tangentes
au cercle circonscrit au rectangle menées par les sommets de ce dernier.

Paragraphe 6.2

1 - D’aprés le théoréme 6.21 la tangente au cercle conjugué est la bissec-
trice de I'un des deux angles supplémentaires formés par le cercle cir-
conscrit et le cercle des neuf points; plus précisément, celui qui tend
vers zéro quand ’angle obtus tend vers 180°. Par suite, avec les nota-
tions de Vexercice 6 du paragraphe 5.9 :

1
6 = 2 (180 3).

Paragraphe 6.3

1 - La polaire de B, par rapport au cercle de a est b,; etc. Le pdle de la
droite B,B, par rapport au cercle 8 est C,;; etc.
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2 - La droite OA est un axe de symétrie de chacune des figures de ce para-
graphe, L’aspect des figures 6.3A et C suggeére que, dans le cas d’une
ellipse ou d'une hyperbole, il pourrait y avoir un deuxiéme axe de
symétrie perpendiculaire 4 OA (ce qu’on établira au paragraphe 6.6).

3 - La figure 6.3B montre que chaque tangente { 4 ]a parabole est la polaire
d’un point T du cercle a. Le pied de la perpendiculaire menée par O & ¢
est l'inverse de T par rapport au cercle w; et son lieu géométrique,
étant l'inverse de a (qui passe par 0), est une droite.

4-1a ﬁo’nrn 6.,23C montre aue 'asvmntote 1, étant la nolaire de T. est

et 2 RkSyaiip

perpendlculalre au coté OU du trlané ectang; 0A .-[v] L’angle en A
de ce triangle, 8, est donc tel que

Dans le cas d’une hyperbole équilatére, on a 8 = 45°et ¢ = 2.

5 - Une comeéte dont l’orbite serait parabolique ou hyperbolique ne se
rapprocherait jamais du soleil, sans que I’on puisse cependant affirmer

A f nh Ty 1
G 1agon aosdsiue QU 1on N ‘ajit j Jaluma vu un tel astre. Bien que la

partie d’une orbite que nous pouvons observer ressemble, parfois, a
une hyperbole en raison de la perturbation apportée par les planétes
(surtout Jupiter, dont la masse est énorme), et bien que certaines
orbites elliptiques soient si allongées qu’on ne puisse les distinguer de
paraboles, on considére généralement comme appartenant au systéme
solaire toutes les cométes connues (y compris les « non-périodiques»,
qui sont observées lors d'un seul bref passage, et ne reviennent. jarmais
plus). Par rapport au soleil, leur vitesse n’est jamais assez grande pour
qu’elles puissent s’éloigner dans I’« espace extérieur » ol I’attraction de

1 LS &4 nil i+ 12 wia
quelque autre ¢toile pourrait 'emporter sur celle du solejl.

Paragraphe 6.4

-x2 + g2 = (I —ex)h

2 - La nouvelle origine a pour abscisse (dans les axes lmtlaux) xr = —ea;
elle est équidistante des points x = Ilj(e £ 1) ou le lieu géométrlque

de 'exercice 1 coupe Paxe des 2, La nouvelle &cmation est

(z —ea)® + y* — [1-— oz — ea) |* = (a — eD)%,
ou
(1 —ef)x? + g2 = (1 —edat = la = +b?

ou, finalement,
x! y2
atp=Dh
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Ie signe + correspondant a e < 1, le signe — a & > 1. Comme x et y
n’interviennent qu’élevés i des puissances paires, ’ellipse et ’hyper-
bole sont symétriques par rapport 4 chacun des axes de coordonnées.

Paragraphe 6.5

1 - Si deux triangles ont un centre d’homologie, ils ont aussi un axe d’homo-
logie, et réciproquement.

2 - Si les six sommets d’un hexagone sont situés alternativement sur deux
droites, les trois couples de cotés opposés se coupent en des points
alignés. Si les six cotés d’un hexagone passent alternativement par
deux points, les trois diagonales sont concourantes.

3 - 1Is se coupent orthogonalement au centre du cercle.

4 - La droite a l'infini, [, étant la polaire de O, tout point de la conique
situé a l'infini est le péle (par rapport au cercle w) d’une tangente au
cercle a passant par O. Par suite, le nombre des points a l’'infini situés
sur la conique est 0, 1, ou 2 suivant que O est intérieur a «, sur a, ou
extérieur i a.

5 - Sur la figure 6.3C, OU est tangente A a en U; par suite, I'un des points
A I'infini de I’hyperbole est le point de contact de la tangente u, I’autre
étant naturellement le point de contact de la seconde tangente v.

6 - La directrice étant la polaire de A (voir fig. 6.3B), tout point de cette
droite est le péle d’un diamétre du cercle a, et les tangentes menées
par ce point A la parabole sont les polaires des deux extrémités du
diamétre. Celles-ci sous-tendant un angle droit de sommet O, leurs
polaires sont orthogonales.

7 - A tour de réle, chacun des points d’intersection de deux diagonales
peut étre assimilé au point P du théoréme 6.51, les deux autres points
analogues étant situés sur sa polaire.

Paragraphe 6.6

1-0P + O,P =¢-PK 4+ ¢ K,P =¢- K,K, ce qui est égal a ¢ fois la
distance entre les deux directrices.

2 - Lorsque P est situé sur la branche gauche de I’hyperbole, comme
sur la figure 6.6C, on a :
OP —0,P =¢'PK—¢- PK,=—¢"'KK,.
Si P est sur la branche de droite, changer le signe du résultat.
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3 - Ce cercle est I'inverse de a par rapport au cercie . (Comparer a I’exer-
cice 3 du paragraphe 6.3).

Paragraphe 6.7

1 - La projection stéréographique est un cas particulier de I’'inversion.

2 - Le plan perpendiculaire 4 OA en son milieu (voir fig. 6.7A) coupe la
sphére a’ suivant un grand cercle particulier que, tout naturellement,
on appelle I’équateur. Celui-ci est coupé par tout autre grand cercle
en deux points diamétralement opposés. L’équateur a une caractéris-
tique particuli¢re : ses diamétres ont pour projections sur le plan a
des diamétres du cercle de ce plan qui a pour centre A et pour rayon
2k.

3 - On peut considérer que P’, et P’; sont les points d’intersection de deux
grands cercles de la sphére o’ dont l’'un passe par O et A. Les points
P, et P, du plan e sont alors les points d’intersection d’une droite
passant par A et d’un cercle passant par deux points, Q, et Q, par
exemple, diamétralement opposés sur le cercle de centre A et de rayon
2k qui est la « projection de I’équateur ». Or on a :

AP, X AP, = AQ, X AQ, = — (2k)%;

les points P, et P, sont donc liés par une inversion négalive qui est
le produit d’une inversion par rapport au cercle « projection de 1’équa-
teur « et d’'un demi-tour autour de son centre A.

4 - Il faut considérer une sphére o’ tangente aux douze arétes d’un cube,
en leurs milieux, et prendre pour point O I'un des. points d’intersection
de o’ et de la droite joignant deux sommets opposés du cube. (Si I’'on
prenait pour point O I'un des points d’intersection de a’ et de la droite
joignant les centres de deux faces opposées, on obtiendrait, cette fois,
la figure symétrique de celle qui correspond au porisme de Steiner
dans le cas ou n = 4).
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Héron d’Alexandrie, 67. N
Hexagone, 84.
Homologie (axe d’-), 81. Napoléon, 69.
T (centre d'-), 81. — (triangles de -), 69, 73, 117.

Homomorphismes, 117, 118. §:rail)1;1eng;é-, g’f;
Homothétie, 92, 109, 118. Nowergs 20 2L 164

— centrale, 110, 118, wton, 33, 89, )
Homothétiques (triangles), 6, 83. 0
Horner, 52. ]

Hyperbole, 164. Oppenheim, 28.

— équilatére, 166. Orthique (triangle -), 9, 18, 19.
Hyperboliques (fonctions -), 149. urthocentre, 1, 3, 19, 40, 40.
Hypocycloide de Steiner, 51. Orthogonaux (cercles -}, 134.

I _ P
Papillon, 52.
Infini (droite 4 1’-), 168. Pappus d’Alexandrie, 77.

— (point a I’-), 133, 168. Parabole, 164,

Inscrit (cercle -), 1, 11. Parallélogramme dégénéré, 93.

Inverses (points -), 126. — de Varignon, 60.
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Pascal, 85, 87.

Peaucellier, 128.

Petersen, 116.

Plan d’inversion, 131, 176.

grojectif, 155, 168, 176.

Point Pinfini, 131, 169.
— autoconjugué, 159,
— con jugué, 159.

ermat, 96.

— de Gergonne 14.

Pomts alignés, 44, 58.

oh'l'tnnrlr_nrne 177
“l“llt’ l\/o’ & F '

— inverses, 126.

— limites, 141,

— remarquables, 1, 7.

— séparés, 120, 121, 122,
Podaire (triangle —), 25, 27,
Polaire, 156-159.

— (réciprocité -), 155, 157, 162,
Pole, 156.

— d’inversion, 126.
Poncelet, 24.
Porisme de Steiner, 146, 148.
Principe de dualité, 88, 155, 157.
Probléme de Fagnano, 101, 102.
Projectif (plan -), 155, 168, 176.
Projection centrale, 175 177.

— stéréographique, 175 177.
Ptolémée, 48, 66.
Puissance d’un point, 33, 34.
Pythagore, 96.

Q

Mnadranala RO

gy a;).;ati:oc‘gr’ltnque, 45.
Quadrangles inscriptibles, 65.

R

Radical éaxe -), 35, 38.
centre -), 40.
Rapport %r;harmonique,
9

——

125, 131,

—  d’homothétie, 109,
Réciprocité polaire, 155, 157.
Rotation, 92, 95, 118.

S
Schoute, 116.
Segment de Céva, 4, 6, 9, 43.
Séparés (points -), 120, 121, 122,
Similitude, 93, 109, 111, 118.
Simson 6, 46, 47.
Sinus (Loi des -) 2,

Smogorzhevskii, 88.
Soddy (cercle de -), 134, 153.
Sphaerica, 75.
Sphére d’inversion, 176.
Steiner 1, 15, 34, 51.

— (porisme de -), 146, 148,
Stérl}éographique (projection -), 175,

Stewart (théoréme de -), 6.
Symétrie par rapport 4 un axe, 100,

118.
T

xz

Théoréme de Brianchon, 88, 169.
— Desargues, 80, 179.
— Feuerbach, 138.
— Jean de Céva, 4, 717.
Ménélaiis, 75, 77.
Morley, 54 57.
Pappus, 77, 179.
Pascal, 85, 169, 179.
Petersen-Schoute, 116.
Ptolémée, 48, 124,
Smogorzhewskii, 88.
S%einer-Lehmus, 1, 15,
17.
Stewart, 6, 11.

— Varignon, 59, 60.
du pivot, 71.
Transformation des figures, 92, 118.
Transformations continues, 117, 118.

— linéaires, 118.

Translation, 110, 118.
Trlangle complémentaire, 20.

conjugué, 161,

— de Bottema, 18.
— dégénéré, 46.
— orthique, 9, 18,
podaire, 25 27.
Trlangles de Napoléon 69, 73, 117.
— homologiques, 80
Trilinéaires (coordonnées), 103.
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Georg CANTOR
® Sur les fondements de la théorie des ensembles transfinis

Sadi CARNOT

® Réflexions sur la puissance motrice du feu

Elie CARTAN

hd L.eg:urh sur ul geumur:e ae.) eapa(_e.s ue nu:'marm

® Lecons sur la géométrie profective complexe
suivies par

~—La théorie des groupes finis et continus et la géométrie
différentielle traitées par la méthode du repére mobile

— Legons sur la théorie des espaces a connexion projective

Augustin-Louis CAUCHY
* Analyse algébrigue

Michel CHASLES

* Apercu historique sur I'origine et le développement des
méthodes en géométrie

¢ La dualité et I’"homographie

® Rappori sur les progrés de la géométrie

¢ Les porismes d'Euclide

Jean CHAZY
® La Théorie de la Relativité et la Mécanigue céleste

Emile CLAPEYRON

® Mémoire sur la puissance motrice de la chaleur

Rudolph CLAUSIUS
® Théorie mécanique de la chaleur

H. COMMISSAIRE et G. CAGNAC
® Cours de Mathématiques spéciales (3 tomes)

Antoine-Nicolas de CONDORCET
¢ Essai sur ’application de I'analyse & la probabilité
des décisions rendues & la pluralité des voix

Gaspard-Gustave CORIOLIS

® Théorie mathématique des effets du jeu de billard
suivie des deux célébres Mémoires

—Sur le principe des forces vives dans les mouvements
relatifs des machines

— Sur les équations du mouvement relatif des systémes
de corps

H.S.M. COXETER ¢t S.L. GREITZER
® Redécouvrons la géométrie

Gaston DARBOUX

® Lecons sur la théorie générale des surfaces et les
applications géométrigues du calcul infinitésimal
suivies par

— Legons sur les systémes orthogonaux et les coordon-
nées curvilignes

— Principes de géoméirie analytique

(3 ouvrages en 3 volumes)

Jean-Baptiste DELAMBRE

® Histoire de I’astronomie ancienne

® Histoire de I'astronomie au moyen dge

® Histoire de I'astronomie moderne

® Histoire de I'astronomie au dix-huitiéme siécle

R. DELTHEIL et D. CAIRE
® Géoméirie et Compléments

Arnaud DENJOY

* L’énumération transfinie

® Mémoire sur la dérivation et son calcul inverse

® Legons sur la calcul des coefficients d’une série
trigonoméirique

René DESCARTES

¢ La Géométrie

Jean DIEUDONNE
¢ Eléments d’Analvse (9 tomes)

Paul A M. DIRAC

¢ Les principes de la Mécanig

ique qianiique
Jacques DIXMIER

® Les algébres d’opérateurs dans l'espace hilbertien
(Algébres de von Neumann)

® Les C*-algébres et leurs représentations

* Algébres enveloppantes

Paul DU BOIS-REYMOND
* Théorie générale des fonctions

René DUGAS

® Histoire de la Mécanique

Pierre DUHEM

® Les origines de la Stalique

® Traité d’Energétique

ou de Thermodynamique générale

Jean-Baptiste DUMAS
® Lecons sur la philosophie chimique

Ernest DUPORCQ

® Premiers principes de géométrie moderne

Paul DUPUY
® |.a vie d’Evariste Galois

Albert EINSTEIN

® Sur I’Electrodynamique des corps en mouvement
suivi par

—L’Ether et la Théorie de la Relativité

~—-La Géométrie et I'Expérience

— Quatre conférences sur la Théorie de la Relativité
— Théorie de la Gravitation généralisée

—Sur le Probléme cosmologique

— Théorie relativiste du champ non symétrique

® Lettres a Maurice Solovine

ENCYCLOPEDIE DES SCIENCES
MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES
Tout ce qui a paru de 1’édition francaise rédigée et
publiée d’apres I’édition allemande sous la direction de
Jules MOLK

® Arithmétique et Algebre

* Analyse

* Géométrie

* Mécanique

. Phys.!que

¢ Géodésie et Géc‘ip‘hy.nquc

® Astronomie

¢ Table des matiéres

Federigo ENRIQUES
* Lecons de géométrie projective

Federigo ENRIQUES et Oscar CHISINI

® Courbes et fonctions algébriques d’une variable

F. G.-M. (Frére GABRIEL-MARIE)

® Exercices de géométrie

comprenant I'exposé des méthodes et 1550 figures

® Géométrie descriptive — Eléments et Exercices
comprenant I’exposé des méthodes et 1680 figures

® Trigonométrie — Eléments et Compléments
comprenant I’exposé des méthodes et les solutions de
875 exercices ¢t problémes



Pierre FERMAT
® Précis des (Euvres mathématiques et de I'Arithméti-
que de Diophante, par Emile BRASSINNE

J. FITZ-PATRICK

® Exercices d’arithmétique

Joseph FOURIER

® Théorie analytique de la chaleur

Maurice FRECHET

® Les espaces abstraits

Maurice FRECHET & Ky FAN

® [ntroduction d la Topologie combinatoire

Augustin FRESNEL
® Mémoire sur la diffraction de la lumiére

Evariste GALOIS

® (Euvres mathématiques, publiges par Joseph LIOUVILLE
suivies par

— Influence de Galois sur le développement des mathé-
matigues, par Sophus LIE

® Manuscrits, publiés par Jules TANNERY

® Fcrits et mémoires mathématiques

Edition critique intégrale publiée

par Robert BOURGNE et Jean-Pierre AZRA

Préface de Jean DIEUDONNE

George GAMOW
® Trente années qui ébranlérent la physique
Histoire de la théorie quantique

Félix R. GANTMACHER

® Théorie des matrices

Carl Friedrich GAUSS

® Recherches arithmétiques

Denis GERLL et Georges GIRARD

® Les Olympiades internationales de mathématiques

Josiah-Willard GIBBS

® Equilibre des systémes chimiques

suivi par

—Josiah-Willard Gibbs, par Pierre DUHEM

Lucien GODEAUX

® Les Géométries

Francisco GOMES TEIXEIRA
® Traité des courbes spéciales remarquables planes
et gauches (3 tomes)

Edouard GOURSAT

® Cours d’Analyse mathématique (3 tomes)

Alfred George GREENHILL

® Les fonctions elliptiques et leurs applications

Edouard GRIMAUX

® Lavoisier, 1743-1794

d’aprcs sa correspondance, ses manuscrits, ses papiers
de famille et d’autres documents inédits

Jacques HADAMARD

® Lecons de géométrie élémentaires (2 tomes)

® Lecons sur le Calcul des variations

® Essai sur la psychologie de Uinvention dans le
domaine mathématique

suivi par .
— L’Invention mathémasique, par Henri POINCARE

Paul R. HALMOS

® [ntroduction a la théorie des ensembles

Georges-Henri HALPHEN
® Traité des fonctions elliptiques et de lenrs applications
® (Euvres {4 tomes)

G. H, HARDY
Divergent Series (en anglais)

Werner HEISENBERG

® Les principes physiques de la théorie des quanta

Hermann von HELMHOLTZ
® Optique physiologique (2 tomes}
® Théorie physiologique de la musique

Charles HERMITE

® (FEuyvres (4 tomes)

Charles HERMITE et Thomas Jan STIELTJES
¢ Correspondance d’Hermite et de Stieltjes

David HILBERT

® Les fondements de la géométrie

® Sur les problémes futurs des mathématiques

(Les 23 Problémes)
® Théorie des corps de nombres algébriques

Camille JORDAN
® Traité des substitutions et des équations algébriques
® Cours d'Analyse de I'Fcole Polytechnique (3 tomes)

E. JOUFFRET
& Traiié élémentaire de géomdivie a guaire dimensions
suivi des
— Mélanges de géométrie a quatre dimensions

Emile JOUGUET

® Lectures de Mécanique

Erich KAMKE

® Théorie des ensembles

Stephen C. KLEENE
® Logique mathématique

AR, LT TOTWI
IFCHA RLILLIN
L]

Le programme d’Erlangen

Casimir KURATOWSKI
® Topologie I et Il

Jean LADRIERE

® Les limitations internes des formalismes

Etude sur la signification du théoréme de Godel et des
théorémes apparentés dans la théorie des fondements
des mathématiques

Joseph-Louis LAGRANGE

® Mécanique analytique

® Théorie des fonctions analytiques

® Traité de la résolution des équations numériques
® Lecons sur le calcul des fonctions

Trajan LALESCO

® La géométrie du triangle

Gabriel LAME
® Lecons sur la théorie mathématique de I'élasticité
des corps solides

Pierre-Simon LAPLACE

® Traité de Mécanique céleste (6 tomes)

® Exposition du Systéme du Monde

® Théorie analytique des probabilités (2 volumes)

Le premier volume contient le célébre Essai philoso-
phique sur les probabilités



Pierre LAROUSSE

® Jardin des racines grecques  (Livre du Maitre)
suivi du

—Jardin des racines latines  (Livre du Maitre)

Max von LAUE
® [ a Théorie de la Relativité

Charles-Jean de LA VALLEE POUSSIN

® Imégrales de Lebesgue. Fonctions d’ensemble.
Classes de Baire

¢ Cours d’Analyse infinitésimale

Antoine-Laurent LAVOISIER

® Traité élémentaire de chimie

Henri LEBESGUE

® Lecons sur Uintégration et la recherche des fonctions
primitives

® | es conigues

® Lecons sur les constructions géométriques

C. LEBOSSE et C. HEMERY
& Géoméirie (classe de Mathématiques)

Adrien-Marie LEGENDRE

¢ Théorie des nombres

Julien LEMAIRE

¢ Ewude élémenaire de Uhyperbole équilatere et de
quelqiies courbes dérivées
suivie par

— Hypocycloides et épicycloides

Tullio LEVI-CIVITA
® Caractéristiques des systémes différentiels et
propagation des ondes

Paul LEVY

® Calcul des probabilités

® Processus stochastiques et mouvement brownien
® Théorie de I'addition des varzables aléatoires

& Denhtlimionc amcnpnte A2 a_nh [ AT

i
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Alexandre LIAPOUNOFF

® Probléme général de la stabilité du mouvement

André LICHNEROWICZ
® Fléments de calcul tensoriel

Ernst LINDELOF

® Le calcul des résidus et ses applications i la théorie
des fonctions

Hendrik-Antoon LORENTZ
® The Theory of Electrons and its Applications to the
Phenomena of Light and Radiant Heat  (en anglais)

Edovard LUCAS
® Théorie des nombres

Nicolas LUSIN

® Lecons sur les ensembles analytiques et leurs
applications

suivies du Mémoire

Cutp loc Ffamatinne roppdcontnhilo
SEF W85 JOMCHONRS TEpTese T

par Henri LEBESGUE

Ernst MACH
® La Mécanique
Exposé historique et critique de son développement

Saunders MacLANE et Garrett BIRKHOFF
* Algébre

suivie par

— Solutions développées des exercices

Jean MANDEL

® Cours de Mécanique des milieux continus

James Clerk MAXWELL
® Traité d’Electricité et de Magnétisme (2 lomes)
* La Chaleur

Emile MEYERSON
® La déduction relativiste

Charies MICHEL

* Compléments de géométrie moderne

suivis par les solutions des questions proposées
—Exercices de géométrie moderne, de Julien LEMAIRE
et par

—Les correspondances algébrigues de Gaston SINGIER

Gaston MILHAUD

® Descartes savant

Abraham de MOIVRE
® The Doctrine of Chances (en anglais)

Jules MOLK
voir ENCY! CLOPEDIE DES SCIENCES
MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES

Gaspard MONGE
* Géoméirie descriptive
® Feuilles d’analyse appliquée a la géométrie

Pierre Rémond de MONTMORT
® Essai d’analyse sur les jeux de hasard

Jean Etienne MONTUCLA
® Histoire des mathématiques (4 tomes)

John von NEUMANN
® Les fondements mathématiques de la Mécanique
quantique

Isaac NEWTON
® Principes mathématiques de la philosophie naturelle
(2 tomes)

Niels NIELSEN
® Traité élémentaire des nombres de Bernoulli

R. NOGUES
¢ Théoréme de Fermat. Son histoire

Paul PAINLEVE

® Les axiomes de la Mécanique

Georges PAPELIER
® Exercices de géométrie moderne précédés de
I'exposé élémentaire des principales théories
I’ouvrage comprend
L Géométne dirigée
II. Transversales
Hl. Division et faisceau harmonique
IV, Péles, polaires, plans polaires, dans le cercle et la
sphére
V. Rapport anharmonique
V1. Inversion
VIl. Homographie
VIII. Invoiution
IX. Géométrie projective. Application aux conigues
o Eléments de Trigonoméirie sphérique

D.P. PARENT
® Exercices de théorie des nombres



Julius PETERSEN
& Méthodes et théories pour la résolution des problémes
de constructions géométrigues

Emile PICARD
* Traité d'Analyse (3 tomes)
* Lecons sur quelques types simples d’équations aux

ddvivées nnrha[[ac
ernvees parl

suivies par
— Lecons sur quelques équations fonctionnelles

— Legons sur quelques problémes aux limites de la
théorie des équations différentielles

— Quelgues applications analytiques de la théorie
des courbes et des surfaces algébrigues

Johann Christian POGGENDORFF
® Histoire de la physique

Henri POINCARE

® Théorie mathématigue de la lumiére

® Les oscillations électriques

® Cinématique et Mécanismes. Potentiel et Mécanique
des fluides

® Lecons sur la théorie de I'élasticité

* Thermodynamique

* Théorie analytique de la propagation de la chaleur
® Capillarité

® Lecons de Mécanique céleste

® Calcul des probabilités

¢ L.a Mécanique nouvelle (Théorie de la Relasivité)
® Théorie du potentiel newtonien

] Theone des tourbillons
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¢ Electricité et Optique

® Mémoire sur les courbes définies par une équation
différentielle

suivi par

— Sur les propriétés des fonctions définies par les
équations aux différences partielles (These)

— Note sur les propriétés des fonctions définies par
les équations différentielles

et par C, BRIOT et J.-Cl. BOUQUET

— Etude des fonctions d’une variable imaginaire

— Recherches sur les propriétés des fonctions définies
par des équations différentielles

— Mémoire sur I’intégration des équations différen-
tielles au moyen des fonctions elliptiques

® Philosophie scientifique

titres inclus

—La Science et 'Hypothése

—La Valeur de la Science

—Science et Méthode

— Derniéres Pensées

® (Euvres (11 volumes)

Siméon-Denis POISSON
® Recherches sur la probabilité des jugements
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George POLYA

¢ Comment poser et résoudre un probléme

Jean-Victor PONCELET
* Traité des propriétés projectives des figures (2 tomes)

Ilya PRIGOGINE

o Introduction ¢ la thermodynamique des processus
irréversibies

Alfrad DENVE
SAILIICNE INAVIN AR

® Calcul des probabilités
avec un appendice sur la théorie de I'information

Bernhard RIEMANN

® (Euvres mathématigues

Frédéric RIESZ et Béla SZ.-NAGY
® Lecons d'analyse fonctionnelle

Vasco RONCHI
¢ Histoire de la lumiére

Eugéne ROUCHE et Charles de COMBEROUSSE
¢ Traité de géomérrie

Erwin SCHRODINGER
* Mémoires sur la Mécanique ondulatoire

Joseph-Alfred SERRET
® Cours d’Algébre supérieure (2 tomes)
® Traité de Trigonométrie rectiligne et sphérigue

Waclaw SIERPINSKI
® 250 probléemes de théorie élémentaire des nombres
® Lecons sur les nombres transfinis

Jean-Marie SOURIAU
® Calcul linéaire
La solution détaillée des exercices termine I’ouvrage

Peter Guthrie TAIT

¢ Traité élémentaire des quaternions

Paul TANNERY

® Pour ’histoire de la science helléne

¢ La géométrie grecque

® Recherches sur I'listoire de !'astronomie ancienne

® Msomnires vrron!lr/nlnc 117 un’unlac‘}
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P.L. TCHEBYCHEF

¢ (Euvres

Frangois-Félix TISSERAND

¢ Traité de Mécanique céleste (4 tomes)
suivi des

— Lecgons sur la détermination des orbites

Edouard TOULOUSE

* Henri Poincaré

Enquéte médico-psychologique sur sa supériorité
intellectuelle

Georges VALIRON
* Equations fonctionnelles — Applications

Gustave VERRIEST

® Locons sur la théorie des équations selon Galois,
précédées d’une introduction a la théorie des groupes
suivies par

— Evariste Galois et la théorie des équations algébriques

Henri VILLAT

¢ Mécanigue des fluides

¢ Legons sur ’hydrodynamique

® Lecons sur la théorie des tourbillons
® Lecons sur les fluides visqueux

Vito VOLTERRA

* Lecons sur la théorie mathématique de la lutte pour
la vie

Collection « PLUS DE LUMIERE »
Pierre DUGAC

® Jean Dieudonné, mathématicien complet



EDITIONS
JACQUES GABAY

REIMPRESSIONS

Niels Henrik ABEL

* (Euvres completes (2 tomes)

suivies par

— Niels Henrik Abel — 8a vie et son action scientifique,
par C.-A. BIERKNES

Jean d’ALEMBERT

® Traité de dynamique

® Traité de l'équilibre et du mouvement des fluides

® Essai d'une nouvelle théorie de la résistance des
flurdes

* Opuscules mathématiques

André-Marie AMPERE

® Théorie mathématique des phénoménes électro-dyna-
migues

* Considérations sur la théorie mathématique du jeu
® Essai sur la philosophie des sciences

Paul APPELL
* Traité de Mécanique rationnelle (5 tomes en 3 vol.)
* Eiéments d’Analyse mathématique

Emil ARTIN
® Algébre géométrique

Louis BACHELIER

* Théorie de la spéculation

suivie par

— Théorie mathématigue du jeu

* Caoicul des probabilités

® LeJeu, la Chance et le Hasard

® Les lois des grands nombres du calcul des probabilités
suivies par

— La spéculation et le calcul des probabilités

— Les nouvelles méthodes du calcul des probabilités
* Collection de Mémoires

titres inclus

— Théorie des probabilités continues

— Les probabilités & plusieurs variables

— Mouvement d'un point ou d’un systéme Soumis @
I’action des forces dépendant du hasard

— Les probabilités cinématiques et dynamiques

René BAIRE

® [ econs sur les fonctions discontinues
* Théorie des nombres irraiionnels, des limites et de la
continuité

W. W. Rouse BALL

® Récréations mathématiques et problémes des temps
anciens et modernes

* Histoire des mathématiques

Stefan BANACH
® Théorie des opérations linéaires

Paul BARBARIN
® [a Géométrie non euclidienne

ISBN 2-87647-134-5

Edmond BAUER
® [ntroduction i la théorie des groupes et g ses applica-
tions & la physique quantique

Jacques BERNOULLI

® L’art de conjecturer

Cette premidre partic de 'Ars Conjectandi (la traduction
francgaise des parties 2, 3 et 4 n’a jamais paru) contient le
célebre Traité de la maniére de raisomner dans les jeux
de hasard, par Christiaan HUYGENS

Joseph BERTRAND
® Calcul des probabilités

Niels BOHR
* La théorie atomigue et la description des phénoménes
Marcel BOLL

* La chance et les jeux de hasard
® Le mystére des nombres et des formes

Ladwig BOLTZMANN
® [.econs sur la théorie des gaz

Tommy BONNESEN
® Les problémes des isopérimétres et des isépiphanes

Emile BOREL
® Lecons sur la théorie des fonctions
® [econs sur les séries divergentes

Emile BOREL et André CHERON

® Théorie mathématique du bridge 4 la portée de tous
suivie par

—Applications de la théorie des probabilités aux jeux
de hasard, par Emile BOREL et Jean VILLE

— Valeur pratique et philosophie des probabilités,
par Emile BOREL

Z.1. BOREVITCH et LR. CHAFAREVITCH
® Théorie des nombres

Max BORN

® La Théorie de la Relativité d’Einstein et ses bases
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