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LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

LA GEOMETRIE.

« Toule sojonco humaline commence par
les {ntuitions, de {3 passe aux notlons et linit
par les iddes, »

Kaxy, Critigue de la ralson pure
( Theorie dldmentaire, Partle 1],
Sectlon [I).

INTRODUOTION.

La Géométrie, de méme que I'Arithmétique, n'exige, pour sa con-
struction logique, qu'un petit nombre de principes fondamentaux
simples. Ces principes fondamentaux sont dits les axiosies de la Géo-
métrie. L'exposition de ces axiomes et lour examen approfondi est un
probléme qui, depuis Euclide, a fait 'objet de nombreux Mémoires
remarquables de la Science mathématique ('). Ce probléme revient i
I'analyse logique de notre intuition de I'espace.

La recherche qui suit est un nouvel essai dont le but est d’établir

F

(V) Poir los Comptes rondus si complots de G. Voronese : Grundsfige dor Geomaetrie,
traduction de M, A. Schepp, Leipzig, 139f (Supplément); et F. KueiN, Le Prix Loba-
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§ D. BILRERT,

la Géométrie sur un systdme siMpLE et COMPLET d’aXiomes INDEPENDANTS
et de déduire de ceux-ci les principaux théorémes géométriques, de
telle sorte que lo role des divers groupes d'axiomes et la portée des
conclusions que 1'on tire des axiomes individuels soient mis en pleine
lumitre autant qu'il est possihle,

CHAPITRE I

LES CINQ GROUPES D'AXIOMES.

§ 1.

Les éléments de la Géométrie et les oing groupes d'axicmes.

Convention. — Concevons trois différents systtmes d’étres : les étres
du prrMER systeme, nous les nommerons poinis et nous les désignerons
par A, B, C, ...; les étres du pevxitme systéme, nous le nommerons
droites et nous les désignerons par a, b, ¢, ...; les étres du TROISIEME
systéme, nous les nommerons plans et nous les désignerons par ¢, 3,
¥ .+ .4 les points seront aussi nommés éléments de la Geéométrie lincaire ;
los points et les droites, dléments de la Géomélrie plane; et les points,
les droites et les plans, éldments de la Géomélrie de I'espace ou eléments
de U'espace.

Concevons que les points, droites et plans aient entre eux certaines
volations mutuelles et désignons ces relations par des mots tels que :
« SONT SITUES ¥, « ENTRE », « PARALLELE », « CONGRUENT », « CONTINU » ;
la description exacte et compléte de cos relations a lien av moyen des
axiomes de la Géomelrie. :

Les axiomes de la Géométrie se partagent en cing groupes; chacun
de ces groupes, pris individuellement, exprime certaines vérités fon-
damentales de méme catégorie qui dérivent de notre intuition. Nous

décionarone coe gronnae comme il enif ¢
vv“'b..v. WAL WAL a' v“rvu WA REd AN VT §

asE W 8§



LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GEOMETHIE, 7

I, 1-7. Axiomes d'association,

I1, 4 -5, Axiomes de distribution,

1I. Axiome des paralléles (Postulat d’ Euclide).

IV, 1-6. Axiomes de congruence.

V. Axiome de la continuité (Axiome d'Archimede ).

§ 2,

Le groupe d'axiomes I : Axiomes d’association.

Les axiomes de ce groupe établissent une association entre les no-
tions précédemment indiquées, points, droites et plans. Ces axiomes
sont les suivants :

I, . Deux pownts distincts, A, B, determinent toyjours une droite a;
rous poserons AB = a ou BA = a.

Au lien de « pETerMISENT », nous emploierons aussi d’autres tour-
nures de phrase; par exemple : A « EST SITUE SUR » ¢ A « EST UN POINT
DE Y@, aupASSEPAR » A « ET pARB »; « @ JoINT AET B » ou « JoINT A
A B u. Lorsque A est situé sura et, en outre, sur une autre droite b,
nous emploicrons aussi le mode d'expression : « Les broiTEs @ ET b oxt

1) [ -
Y NN A Pt AOASLIITN n nl ainetl l'ﬂ enmito
i FUVHIL [ LIV VVERIUN H#3 Uy GO VMU OU P

I, 2. Deux points distinets quelconques d’une droite déterminent cette
droite, et sur loule droite il y a au moins deuw poinis; c’esi-a-dire que,
silonaAB=aet AC=aetB+C, on a aussi BC=a.

I, 3. Trois points A, B, C non silucs sur une méme droite determinent
toujours un plan «; nous poserons ABC = .

Nous omploterons aussi les tournures : A, B, C « SONT SITUES DANS »
le plan @; « sONT DES POINTS DE » «, et ainsi do suite.

I, 4. Trois points quelconques A, B, C d’un plan a, non situés sur une
méme droite, déterminent ce 'plan .

I, 5. Lorsque deux points A el B d'une draite a sont situés dans un

plan «, tl en est de méme de tout point de a.
H. 2



8 D. WILBERT.

Nous dirons en ce cas : « LA DROITE @ EST SITUEE DANS LE PLAN « », ot
ainst de suite.

I, 6. Lorsque deux plans «, § unt un point A en commun, ils onit en-
core au moins un auire poini B en commun.

1, 7. Sur tout plan ily a au moins trois points non situés sur la méme
droite et, dans l'espace, il y a au moins quatre poinis non situcs dans le
méme plan.

Les axiomes I, §-2 renferment des énoncés qui ne sont relatifs
qu’aux points et aux droites, ¢’est-i-dire aux éléments de la Géomé-
trie plane, nous pouvons done, puur abréger, les nommer aziomes
planaires du groupe I, par opposition aux axiomes I, 3-7, que l'on
désignera sous le nom d'axiomes spatiaux de ce groupe.

Des théortmes qui dérivent des axiomes I, 1-7, je ne citerai que

les deux suivants :

Tugontme I. — Deux droites situées dans le méme plan ont un seul
point en commun ou bien n’en ont aucun; deux plans n’ont aucun
point en commun ou bien ont une droite en commun; un plan et une
droite non située dans ce plan n’ont aucun point en commun ou hien

en ont un seul.

EB'

Mo dnm e 1§ . Dn—nnn l'nl\=
ll!t-Uller'a ll! — Iy unn ulvi

* &

et de méme par deux droites dlsllnctes ayant un point en commun, il
passe toujours un plan et un seul,

v N
un nnu\l "nanan nl-l l nai
| VLU Ul vi

h|
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-
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§ 3.
Le groupe d'axiomes II : Axiomes de distribution (*).
Les axiomes de ce groupe définissent I'idée exprimée par le mot

« ENTRE » ¢t permettent, en se hasant sur cotte idée, d’effectuer la dis-
tribution des points sur une droite, dans un plan et dans |’espace.

) C'ost M. Pageh qui, dans son Cours de Géométrie moderne, a Jo promior éindié en
(D, Hia BERT,) )

o8 ax!emns "mrmmn " K on narptlan ? r oot dd & M, Pagch
- W ! + B3V ' " WVOoOUr W B TRy 2 BRWIE \II [ F 1]



LES PRINGIPES FONDAMENTAUX DE LA GROMETRIE, )

Coxvextion, — Les points d'une droite ont entre eux une certaine
relation qui s'exprime en particulier au moyen du mot « entre »,

H, 1. — A, B, C désignant trois points en ligne droite, si B est situé
entre A et (i Uest aussientre Cel A,

Blu, o
g, 1,

A 8 0

I, 2. — Aet C(fig. 2) désignant deux: poinis d'une droite ily a au
mowns un point B situé entre A et C el au moins un point D tel que C. soit

situé entre A et D,
Fig. 2.

A 8 ¢ b

—
¥

'l
L

I, 3. — De trois points d’une droite, il en est toujours un et un seul
situé entre les deux auires,

I, 4. — Quaire points quelconques A, B, C, D d’ure droite peuvent
toujours dtre disiribués d'une maniére telle que B soit situé entre A et C
el aussi enire A et D, et que C soil situé entre A el D et aussi entre B et D,

Deririon. — Le systdme formé par deux poinis A et B situés sur
une droite est dit un segment, ot nous le désignerons par AB ou BA.
Les points situés entre A et B sont dits les points du segment AB ou
encore @ L'intérieurdu segment AB; tous les autres points de la droite a

sont dits @ l'ewtérieur du segment AB. Les points A et B sont dits les
extremités du segment AB,

I, 5, — Sowent A, B, C trois points non en ligne droite et a une droite

Fig. 3.
A B
/
h ] L * v
dans le plan ABC qui ne passe par aucun des poinis A, B, C : sila droitea
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passe par un point du segment AB, elle passera toujours ou bien par un
pont du segment BC ou bien par un point du segmeni AC,

Les axiomes II, 1-4 renferment des énoncés qui ne sont relatils
qu'aux points d’une droite et peuvent donc étre nommés awiomes
linéaires du groupe II; 'axiome 11, 5 renferme un énoncé relatif aux
¢éléments de la Géométrie plane, et sera dit par conséquent 1'axiome

pranaire du groupe 11,
§ 4.

Conséquences des axiomes d'assoolation et de distribution.

Des axiomes linéaires I, 1-4 nous déduisons d’abord sans peine les
théortines suivants :

Tucontse [11. — Entre deux points quelconques d’une droite il y a
toujours une infinité de points.

Tugontns [V, — Etant donné, sur une droite, un nombre fini de
points, on peut toujours distribuer ces points en une suite A, B, C, D,
B, ...,K (fig. 4), telle que B soit situ¢ entre A d'une part et G,

Flg. 4.
A 8 ¢ D E K

D, E,...,K de l'autre, puis que C soit situé entre A, B d’une part
etD, E, ..., K de I'autre, ensuite que D soit situé entre A, B, C d’une
part et E, ..., K de I'autre, et ainsi de suite. Outre cette distribution
iln'y en a qu'une autre, la distribution inverse, qui jouisse de la pro-

priété énoncée.

Tneontse V. — Toute droite @ située dans un plan a sépare tous les
autros points de ce plan en deux régions qui ont la propriété sui-
vante : lout point A de l'une, joint i tout point B de I’autre, détermine
un segment AB sur lequel est situé un point de la droite a; au con-
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traire, deux points quelconques A, A’ d’une méme région déterminent
un segment AA’ qui no renferme auoun point de a.

Flg. 5.
Al

e

Coxvextion. — Soient A, A’, O, B quatre points situés sur une
droite a et tels que O soit situé entre A et B mais non entre A et A’;
nousdironsalors: Lespoints A et A’ sont situés sur la droite a du méme
cdté du point O, et les points A et B sont situés sur la droite a de cdtes
differents du nornt Q
différents du point O,

Flg. 6.
h A o 8

L
L}

L'ensemble des points d’une dioite @ situés d’un méme coté d'un
point O est dit un demi-rayon (deml-droite) issu de O; de la sorte tout
point d'une droite la partage en deux demi-rayons.

En faisant usage des notations du théoreme V, nous dirons : Les
poitts A, A’ sonit situés dans le plan « du méme cdié de la droite a, et les
points A, B sont situés dans le plan « de cdics différents de la droite a.

Derixrriox. — Un systeme de segments AB, BC, CD, ..., KL qui relie
les points A ot L est dit une ligne brisce. Celte ligne brisée sera dési-
gnce aussi pour abréger par ABCD...KL. Les points situés sur les
segments AB, BG, CD, ..., KL, ainsi que los points A, B,C,D, ..., K, L,
sont tous dits les points de la ligne brisée. En particulier, si le point L
coincide avee lo point A la ligne brisée sera dite nn polygone ot s'ap-
pellera le polygone ABCD... K. Les segmonts AB, BC, CD, ..., KA en
seront dits les cdeés, et les points A, B, G, D, ..., K les sommets. Los
polygones ayant 3, 4,5, ...,n cOtés se nomment en particulier ¢riangles,
quadrilatéres, pentagones, ..., n-gones.
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Lorsque les sommets d'un polygone sont tous distinets, lorsque
attcun sommet ne tombe sur un coté et enfin lorsque deux cdtés quel-
conques n'ont aucun point en commun, le polygone est dit ssmple.

En s’appuyant sur le théoréme V nous obtenons alors sans diffi-
cultés sérieuses les théordmes suivants :

Tutortme Vi, — Tout polygone simple dont les sommets sont tous
situés dans un plan a partage les points de ce plan, qui n'appar-

tiennent pas & la ligne brisée formant ce polygone, en deux régions
I'une intérieure, I'autre extérieure, jonissant de la nmpmém snivante ¢

v.—-—--—w--‘ - v W

Si A est un point de l'intérieur (poiNt iréaizya) et B un point de
I'extérienr (poixt exrémigur), toute ligne brisée joignant A et B a au
inoins un point en commun avec le polygone; au contraire, si A et A’

‘I‘ nn
i1l

.11 i . 'D -~ n’ x4 n
Ul urua

sintérisurs et B et B’ deux puuua exiérieurs, il y a tou-
jOlll'Q alors des lignes bris¢es joignant respectivement A et A’, et B
et B etn ayant aucun point en commun avec le polygone. 1l existo
dans le plan « dos droites dont tout le cours a lien & I'extéricur du

polygone ; mais il n’en existe aucune, au contraire, dont tout le cours
ait lieu & I'intérienr du polygone.

Tutontwe VII. — Tout plan « partage les autres points de 1’espace
en deux régions ayant la proprleté suivante : Tout point A de lune
détermine par sa jonction avec tout point B de I'autre un segment AB
qui renferme un point de «; au contraire, deux points quelconques A

et A’ d'une méme région déterminent toujours un segment AA’ qui ne
renferme aucun point de «.

Conventiox. — En faisant usage des notations de ce théoreme VII,
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nous dirons : Les points A, A’ sont situés dans l'espace d’ un méme cdré
du plan a, et les points A, B sont situés dans 1'espace de cdiés différents
du plan a.

Le théorbme VII oxprime les vérités les plus importantes relatives
4 la distribution des éléments pbans 1'espace. Ces vérités sont done
exclusivement des conséquences des axiomes considérés jusqu'ici, et
il n'est donc pas nécessaire d'introduire dans le groupe II aucun
nouvel axiome spATiAL.

§ 5.
Le groupe d'axiomes III : Axiome des paralléles (Postulat d'Euclide).

L'introduction de cet axiome sirririe les principes fondamentaus
do la Géométrie dont il FaciLite ainst trbs considérablement |'édifica-
tion. Nous |’énoncerons ainsij :

UL — Dansun plan «, par un point A pris en dehors d’une droite a,
l'on peut toujours mener une droite el une seule qui ne coupe puas la
droite a; cette droite est dite la paralléle a a, menée par le point A.

Cet énoncé de I'axiome des paralltles renferme deux affirmations :
L PREMIERE énonce que dans le plan a il passe toujours par A une
droite qui ne rencontre pas a, ct La secoNok qu'il ne peut en exister
qu’une.

C'est la seconde affirmation de notre axiome qui est essentielle;
I'on peut aussi lui donner la tournure suivante :

Tukonese Vill. — Lorsque dans un plan deux droites a, b ne ren-
contrent pas une troisidme droite ¢ du méme plan, elles ne se rencon-
trent pas non plus,

En effet, si a ot & avaient un point A en commun, il pourrait dans
ce plan exister deux droites @, b, passant par A et qui ne rencontre-
raient point c; mais cela serait on contradiction avec lu seconde affir-
mation del’axiome des paralltles, sous notre énoncé primitif. Récipro-
quement, du théoreme VIII résulte également la seconde affirmation
de 'axiome des paralléles sous notre énoncé primitif.

L'axiome des paralltles Il est un axiome planaire.
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§ 6.

Le groupe d'axiomes IV : Axiomes de congruence.

Les axiomes de ce groupe définissent la notion de congruence ou de
déplacement.

Coxvextiox, — Les segments ont entre eux certaines relations que
le mot « congruent » en particulier sert i exprimer.

IV, 1. — Sil'on désigne par A, B dewx puints d’une droite a, et par A’
un point de cette méme droite ou bien d’une autre drowea’, l'on pourra
toyjours, sur la droite a', d'un cdté donné du point A’, trouver vx poIxT

ET UX SEUL B, tel que le segment AB soit congruent au segment A'B',
ce que {'on écrit
AB=A'B'

Tout segment est congruent & lui-méme, c'est-a-dire que U'on a toujours
AB = AB.

Le segment AB est toujours congruent au segment BA, ce que I'on éurit

AB = BA.
Nous dirons aussi plus rapidemont gue tout segment peut étre porsd
sur une droite donnée d’un cOté donné d’un point donné d’une ma-

niere univoque.

IV, 2. — Lorsqu’un segment AB est congruent au segment A'B’ et de
méme au segment A"B”, alors A'B’ est aussi congruent au segment A"B,
c'est-a-dire que st l'on a AB==A'B’ et AB=A"DB", I'on aura aussi
A'B =AD"

IV, 3. — Sur la droite a, sowent AB et BC (fig. 8) deux segments
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segments situés sur la méme droite ou sur une autre droite ', dgalement
sans points communs; s 'on a AB== AR et BC==PB'C' on aura tou-
Jours ausst AC = A'C

Dirnition, — Soit « un plan quelcongque et soient 4, & deux demi-
droites quelconques distinctes situédes dans ce plan, issves d'un
point O et appartenant i des droites mistincres. Le systéme formé par
ces deux demi~droites A, £ nous le nommerons un angle et nous le
désignerons par <L (A, &) ou <L (4, ). Des axiomes 11, -5 on peut
aisément conclure que les deux demi-droites /, £, y compris le point O,
séparent les points restants du plan « en deux régions jouissant de la
propriété suivante : A désignant un point de 'une des régions ot B un
point de I'autre, toute ligne brisée qui joint A et B ou bien passe par 0,
ou bien a an moins un point en commun avec/ ou avec 4. Au contraire,
A ot A’ désignant des points d’'une méme région, il y a toujours une
ligne brisée joignant A et A’ et qui ne passe ni par O ni par aucun
point des demi-droites A, 4. L'une de ces régions se distingue de
I'nutre par cette circonstance que tout segment qui joint deux points
de cette région y est situé tout entier, Cotte région se nomme |"inte-
rieur de |'angle (A, k), par opposition avec |'autre qui se nomme |'ea-
tériear de Vangle (4, £). Les demi-droites A, £ sont dites les edeés de
I'angle, et lc point O en est dit le sommet.

IV, 4. — Soit, dans un plan «, en angle L (A, k), et sou, dans un
plan «', une droite a'. Supposons encore que, dans le plan o', un cété de-
terminé de la droite a' sout assigné. Désignons par I’ une demi-droite prise
sur la droite a' et issue d’un point O' de cette droite. Dans le plan ', il
existera alors uxe. demi-droite ¥ et uxE sruLE, telle que Uangle (h, k) soit
congruent ¢ l'angle (', ¥ ) et qu’en méme temps tous les points @ U'inté-
rieur de 'angle (%', k') sowent situés du cdié assigné de @', ce que nous
exprimerons par la notation

< (hy By =< (I, &),

Tout angle est congruent & lui-néme, c'est-a-dire que l'on a toujours

h J
¢ /

,V! ’l
Sho\fey A ' LR

H. 3

A=
’--.
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L'angle (h, k) est toujours congruent & l'angle (&, k), ce que I'on écrut
Ly h)= <X (k)

Nous dirons aussi, en abrégeant, que dans un plan donné tout angle
peut étre, d'une maniére univoque, port¢ d’un coté assigné d’une

£

-
S-
@
:—
.':
-

IV, 5, — Un angle (h, k) etant congruent a U'angle (X', ') ainst
qu'te Uangle (K, ), Uangle (K, k') le sera aussi a Uangle (£", k"),
¢ esi-a-dire gue si l'on a

L kysc (A, &) el F (N, k)= (K" K'),

on aura loujours ausst
AN K )y= (I, &)

Coxvextion. — Soit ABC un {riangle assigné; désignons les deux

demi-droites issues de A et passant par B et C, respectivement par 4, 4.
L’angle (4, £) est dit 'angle du triangle ABC renfermé par les cotés AB
et AC; il est dit encore I'angle opposé au coté BC du triangle, Cet
angle renferme & son intéricur tous les points & I'intéricur du tri-

angle ABC et on le désignera par . BAC ou < (4, &).
IV, 6. — Dans deux triangles ABC et A'B'C, si les congruences
AB=AW, Al=A'C, IBAC=B'AC

sont vérifides. les congruences
< ABG=<A'B'(" el SACB =g A CB

le seront toujours également.

Les axiomes 1V, 1-3 renferment des énoncés gui n’ont trait qu’anx
congruences entre segments situés sur des droites. lls seront, par
suite, dits les axiomes lnéaires au groupe 1V. Les axiomes IV, 1-5
renferment des énoncés qui ont trait aux congruences entre angles.
L.'axiome 1V, 6 rattache la notion de congruence de segments i celle
de congruence d’angles, Les axiomes IV, 3-6 renferment des énoncés
qui ont trait aux éléments de la Géométrie plane et seront nommds

in lnn nul » l‘ll "P MY l‘.r

lj'dl auu.u IS axXiomes F!wcuorl?a 4u g
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8 7.
Conséquences des axiomes de congruence.

Ly
(R e T T TLoar ey |

2 ‘ D
4 un HUEIHUIIL +«3 L.

P

aatrn  2Eah rmas o

Coxvestion. — Soit un segment AB congitent
Puisque, lapres Paxiome IV, |, le segment AB est égalemen! con-
gruen! au segmen! AB de IV, 2, il s’ensuit ‘que A’ B’ est congruent &
AB, ¢e que nous exprimerons en disant : les deux segments AB e
A'B' sont congruents entre eu,

Coxvextiox, — Soieut A, B,C, D, ..., K, LetA', B, C, D, ...,K', I/
deux séries de points sur les droites respectives @ et a', telles que
les segments correspondanis ABet A'B', AC et A'C', BC et B'C', ..., KL
el K'L’ soient respectivement congrucnis enlre eux: on dit que les
deux séries de poinls sont congruentes entre elles; A et A', Bet B, C
et ¢y ..., L et L' sont dits les points correspondants des doux séries
poncluciles congruentes.

Des axiomes linéaires IV, 1 -3, nous concluons aisément los théo-
reines soivants ¢

Tngontme [X. — De deux séries ponctuelles congruentes, A, B, ...,
K, Let A\, B, ..., K, L' si lapremiére est ordonnée de telle sorte
(que B soit situé entre A d'une part ot C, D, ..., K, L de I"autre, que C
soil situé entre A, B d'une partet D, ..., K, L de P'autre, el ainsi de
suite, les points A°, B', C, ..., K, L’ seront ordonnés de méme, c'est-
a-dire que B' sera situé entre A’ d'une part et C', D', ..., K', ' de
Fautre, que €’ sera situé entre A', B’ d'nno part et ', ..., K', L' deo
P'autre, et ainsi de suite,

PGH“??TEGH — Qni! un an le fh £\ nanoanant &8 nn anala 71 3
LUUNRYEN . ol nangic (i, s ) G ‘6' uciiv a4 un angit (/¢ , A" .
Puisque, d’apres I'axiome IV, , Fangle (4, &)eslcongruenti < (4, &),

de Paxiome 1V, 5 il s'ensuit que ¢ (&', #) est congruent i < (A, &),
ce que nous exprimerons en disant : les deux anglos (&, k) et (4, 4)
sOnl congruents entre ez,

Dermvimon. — Deux angles qui ont méme sommet et un c¢dlé com-
mun, el dont les cotés non communs sont en ligne droite, sont dits



18 D. IHMLBEWT.

supplémentatres. Deux angles quiont le méme sommet et dont les cotés
sont en ligne droite sont dits opposés par le sommet.
Un angle qui est congruent & son supplémentaive est dit un angle

drott.
Coxsextion, — Deux triangles ABC, A'B'C’ sont dits congreents

entre euz lorsque les congruences
AB =2 A'BY, AC=A'C, BC=W(C,
<L A=<y J\', Y T B'Q <i Ce= <y (!
son! toutes vérifiées.

Tneontye N, — (PREMIER TUROREME DE CONGRUENCE DES TRIANGLES), —
Dans deux triangles ABC, A'B'C', si les congruences

AB=A'B, AC=A'C, <gA=gA

0..“- -3 vn.!w n ‘ e e Il"
D

L]

sont varifidoe. lag deny irianelas cont
TrRN AR [ ) ‘"' T W W WA B ‘. T W ey

T OV WwIIETL -a-wv

Divoxstaation. — D'aprés Paxiome [V, 6, les congruences
<B=<B ot Q=<0

son! vérifiées el, par suite, il suffit de démontrer que les cdtés BC ot
B'C' (fig. 9) sont congruenis enlre gux. Supposons, au conlraire, que

Fig. 9.
ci

¢
. D*
A 8 A'/ e

BC ne soit pas congruent & B'C' ot déterminons sur B’'C’ le point D’
lel que BC==B'D’; les deux triangles ABC, A'B’D" auront deux cé1és
respeclivement congruents el I'angle compris entre ces cdtés con-
gruent; en verlu de l'axiome 1V, 6, les deux angles < BAC el {B'.A'C’
seront donc congruents enire eux. Maintenant, d’aprés I'axiomelV, 5,
les deux angles < B'A’C’ et < B'A'D’ devraient donc aussi élre con-
gruents entre oux ; or, ceci est impossible, car, d’apres'axiomelV, 4,

un anglo ne peut étre porté que d'UNE SKULE KT UNIQUR manidre & partir
d'on Pmnt donné d'un cdté donné d’une drotte donnéde dans un rp!g“r;,
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La démonstration du théoreme X est, de la sorle, complétement
etablie,

On démontreraitl {out aussi aisément la proposition suivante :

Tueoriye X1, — (DECXIEME THEOREME DE CONGRUENCE DES TRIANGLES, ) —
Dans deux trianglee, lorsqu'un cité et les deux angles adjacents sont
respectivement congruenis entre eux, les deux triangles sont aussi
congruenls cnire eux.

Nous sommes ¢n mesure maintenant de démaontrer les importantes
proposilions suivanies :

Tutonine XIl. — Lorsque deux angles <{ ABC et <C A'B'C sont con-
gruents enlre eux, il en est de méme de lewrs supplenentaires < CBD et
L C'B'D,

Démonstration. ~ Choisissons les points A’C'lY sur les cotés pas-
sant par B’ en sorte que Fon ait

NMNB'=AB, (B'=0CB, DB'=DN.

Dans les deux (riangles ABC et A'B'C’, les colés AB, CB o les cotés

A'lY, OB sont respectivement congruenls entre eux, et comme, en

Fig. 10.

c o
~%[) A-‘/&:‘\‘_
e B

C

Af A Y D.

outre, les angles compris entre ces cOtés sont, par hypothsse, égale-
ment congruents entre eux, du théortme X résulte la congruence des
triangles en question, c’est-a-dire que 'on a les congruences

AC=AC e <IB\C=< B'AC.

D’autre part, puisque, en veriu de Faxiome 1V, 3, les segments AD
ot A’D)’ sont congruents entre eux, du théoréme X résulte encore I
congruence des (riangles CAD et C'A'l), c'est-i-dire que l'on a les
congruences

CD=CD o FADC=< A'D(C
d’ot1, en considérant les triangles BCD ct B'C'D’ de I'axiome IV, 6,
s'ensuit la congrucnce des angles < CBD et <1 C'B'1Y,
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Une conséquence immédiale du théorame X1 est la congruence des
angles opposés par le sommel,

Tutontne XIIl. — Dans le plan «, soit un angle (%, £) congruent &
Pangle (#,#) dans un plan «’; soit ensuite/ une demi-droite du plan «
issue du sommet de Fangle (4 4) et ayant son cours i lintérieur de

Fig. 1.

] 7 ' &
C c
g, F

&

cet angloe : il existera toujours alors dans le plan o une demi-droite ¢/
issue du sommet de P'angle (A,4’) avant son cours  l'intérieur do cet
angle et telle que P'on ait

S(h{)=< (1) el < (A l) = (&, 1),

DevoxstaaTion. — Désignons les sommets rospectifs des angles
(h, k), (K k) par O et O ot déterminons sur les cotés b ket ', & les
points A, B, ot A’, B’ tels que 'on ait les congruences

OA=0'A e OB=0O'R,
En vertu do la congruence des triangles OAB ot O'.\'B, on aura
AB = A'B, < OAB= 0" \'B, -1 OB = ('BAY,

La droite AB coupe / on C; déterminons alors sur le segment A" I’
le point C' tel que l'on ait A'C'z=AC; je dis alors que O'C’ est la
demi-droite I’ cherchée. En effet, de AC=== A'C’' et AB==A"l¥', on pcut

AL

msement.aumoyendelaxlome v,3 dedulrel.tcongruenceB{,_,_B s

unit alai M O ' -
ot voit clairoment aussi que les triangles OAC ot (¥A'C’ sont con-

gruents entre oux, et qu'il en est encore de méme des triangles OBC
et O'B'C". On conclut de lales affirmations qu'énonce le théoréme XI11.
I)’une fagon pareille nous obtsnons la proposition suivante :

Tugoniye XIV. — Soient 4, £, d'une part, et &', &', I’ d'autre part,
trois demi-droites issues respectivement d'un méme point et situées
dans un méme plan.
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Si les congruences
L(hl)=a(Bl), et T(hl=I ()

sont vérifiées, il on sera toujours également de méme de

Ll 11}

b LN e N F \
JEE<L\Iyn' ).

e
ity

4

-1

—

En s’appuyant sur les théorémes XI| et XII1, on démontre lo théo-
réme (rés simple qui suit, théoreme qu'Euclide (& tort selon moi)
niis au rang des axiomes,

Tutonrtwe XV, — Tous les angles droits sort congruents entre eua

Déxoxstratiox. — Soit I'angle BAD (fig. 12) congruent & son sup-

F'gn i
o* D D« o’

B’ A’ G’

;-
<

:AD, et'de méme soit I'angle B’ A’ D' congruent i son sup-

ﬂ l.ll ' 4 S5Vl ln n.‘"lﬂﬂ
L W P P § {1 J S (e 185 aiigies

CDO

l'\lnl

e 6h

plément i

tai
SBAD, sx GAD, Y BIA, o CTATDY

sont tous des angles droits.

Supposons, ce qui est le contraire de notre proposition, que I'angle
droit B°A’D’ ne soit pas congruent i ’angle droit BAD et portons alors
<. B'A'D" sur la domi-droite AB de telle sorte que le coté AD" prove-
nant de celte opération tombe soit i I'intérieur de I'angle BAD, soit i
I'intérieur de I’angle GAD. Supposons, parexemple, que le premicr de
ces cas ait lieu. A cause de la congruence des angles B'A’'D’ et BAD",
du théoréme XII résultera que I'angle C'A'D’ sera :ussi congruent i
I'angle CAD"; puisgue les angles B'AD et CA'D' doivent étre eon-
gruents entre eux, I'axiome IV, 5 nous enseigne qu'alors I'angle BAD”
davra étre congruent i I annlp CAD"; or, nuggnug < BAD est congruent
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& <L CAD, nous pouvons, en vertu du théortme XIHI, déterminer &
l'intéricur de angle CAD une demi-droite AD" issue de A et tolle que
<. BAD” seit congruent i < CAD" en méme temps que < DAIY le soit
aussi i <{ DAD". Maintenant < BAD” était eongruent i <{ CAD*; par
suite, il faudrait aussi, en vertu del'axiome 1V, 3, que < CAD" soit con-

awiiont b S 0OAN" Dp nnln pet tmnaeathlas saw d'anedc l' viamo IV 4
6‘ CAVILIL 11 _“j\ WULBLF » Vi) VLW LOW Illll’vuu.l’lv“’ LEd ) “l’l \-ﬂ I ] VAL ¥ ¥y

un angle ne peut étre porté dans un plan donné d'un coté donné d'une
demi-droite donnée que d'une seuLe et Uxigue manitre. Nous avons
donc démontré le théoreme XV,

Nous pouvons maintenant introduire de la manibre que |'on sait les
désignations d'« angle aigw » et '« angle obtus ».

Le théoreme relatif & la congruence des angles < A ot < B adju-
cents @ la base d’un triangle isoscile ABC résulto immédiatement de
l'application de I'axiome IV, 6, au triangle ABC et au triangle BAC,
En adjoignant & ce théoréme le theoréme X1V, on démontre aisé-

—
(+4]

Tugoniwe XVI. — (TROISIEME THEOREME DE CONGRUENCE DES TRMNGLES,)
~- Dans deux triangles, lorsque les trois cdtés sont respectivement con-
gruents entre cux, les triangles sont congruents entre oux.

Coxvextiox, — Un nombre quelconque fini de points est dit une
figure. Si tous les points de la figure sont situés dans un plan, elle sera
dite une figure plane,

Deux figures sont dites congruentes, lovsque I'on peut en faire cor-
respondre les points deux & deux d'une maniire telle que les seg-
ments et les angles correspondants des deux figures soient respective-
ment tous congruents entre cux.

Les figures congruentes, comme le font voir les théorémes XII et IX,
jouissent des propriétés suivantes : Trois poiits d'une figure qui sont
en ligne droite sont également en ligne droite dans toute figure con-
gruente & la premiére. Dans les figuves congruentes la distribution
des points dans des plans correspondants par rapport & des droites
correspondantes est loujours 1a méme. Il en est encore de méme de
I'ordre de succession des points correspondants sur des droites corres-
pondantes.
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Le tlidorbme le plus général relatif & la congruence pour le plan et
pour l'espace s'exprime comme il suit

Tutontne X VI, ~ Lorsque (A, B, C, ...) et (A", B, C',...) sont des
figures planes congrucntes, si 'on désigne par P un point dans le plan
de Ia premiére figure, on pourra toujours déterminer dans le plan de la
seconde figure un point ', tel que (A, B, C, ..., P)et (A B, C, ..., P)
soiont également des figures congrucntes.

'-.n |n ﬂunnn A RO \p Eent an m

\‘I’ &F P A I l'} V a8

soient pas en ligne droite, la déterm nation
d’une sevLE et uNigur manibre.

Tutoneme XVII, — Lorsque (A, B, G, ...) et (A’, B, (', ...) sont
des figures congruentes, si I'on désigne par P un point quelconque, on
pourra tonjours déterminer un pointP’, tel que losfigures (A, B, G, ..., P)
et (A", B, C, ..., P')soient également congruentes.

Si la figure (A, B, C, ...) renferme au moins quatre points qui ne
soient pas situés dans un méme plan, la détermination de P’ ne sera
possible que d'une sEuLE et uxIQUE maniére.

Ce théorbme renfermo un trés important vésultat : c’est que toutes
les vérités spatiaLEs rolatives i Ja congruence, ¢’est-h-dire aux déplace-
ments dans L'EspAck, sont exclusivement des conséquences (adjonction
faite des groupes I ot II d'axiomes) des six axiomes LINEAIRES ©f pLANS
do la congruence précédemment énoncés ; par conséquent, l'axiome
dos paralléles n'est pas nécessaire pour leur établissement,

Siauxaxiomesde la congruence nous adjoignons encore I'axiome 11,
des paralleles, nous arrivons aisément & établir los propesitions con-
nues :

Tutoréng XIX. — Lorsque deux paralléles sont coupées par une
troisieme droite, les angles alternes-externes, alternes-internes et cor-
respondants sont respectivement congruents; réciproquement la ¢on-
gruence des angles rospoctils portant les désignations ci-dessus a pout
conséquence le parallélismo des deux droites en question.

Tutontne XX, — Les angles d'un triangle forment ensemble deu

angles droits.
H, 4
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Dirximios. — Lorsque M est un point queleongue d'un plan «, I'en-
semble de tous les points A, tels que les segments MA soient tous
congruents entre oux, est dit une circonférence; le point M ost dit le
centre de la circonference,

De cette définition et en employant les groupes HI-IV d'axiomes,

[] . LY | z + L *
on déduit aisément les théordmes connus relatifs & la circonféronce,

en particulier celui qui énonce la possibilité de faire passer une cir-
conférence par trois points non en ligne droite, ainsi que celui qui a
trait &t la congruence des angles inscrits dans le méme segment of
encore celui relatif aux angles du quadrilatere inseriptible.

§ 8.

Lo groupe V d'axiomes : Axiome de la continuité (axiome d’Archiméde).

Cet axiome rend possible I'introduction, dans la Géométrie, de la
notion dc la continuité; pour énoncer cot axiome nous devons aupara-
vant faire une convontion relative i I'¢galité de deux segments sur unc
droite. Nous pouvons & cet effot on bien prendre pour fondement les
axiomes sur la congruence des segments et dans ce cas désigner comme
« EGAUX v les segments congruents, ou bien, en nous basant sur les
groupes d'axiomes 11, convenir de la maniere dont, au moyen de
constructions appropriées (voir Chap. V, § 24), un segment doit étre
porté sur une droite donnée i partic d'un point donné, en sorte que
I'on obtienne un nouveaw segment qui lui s0it « GaL =,

I'ne de ces conventions faite, {'axiome d’'Archimeéde s’énoncera
ainsi :

V. — Soit A, un point quelconque situé sur une drotte entre les points

Flg. 13,
A A A A A, A B Aq

quelconques donneés A et B. Construisons alors les points A,, A, A,, ...
(fig. 13) tels que A soit situé enire A et A,, que A, soit situé entre A,
et Ay, que A; sottsitué entre Ag et A, . .. et ainsi de suite, el tels en outre
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quee les segments
AA 12 J\‘ t\g; .‘\. f\:g J\] :\h e

soten! égnux enire eux; alors dans la série de points A,y Ayy Ay, ... 1
existera toujours un certain point A, tel que B soit situe enire A et A,
'axiome d’Avchimbtde est un axiome linéarre,

Note (*). — Remarquons qu'aux cing précédents groupes d’axiomes
Fon peut encore ajouter 'axiome suivant qui n'est pas d’une nuture
purement géométrique et qui, au point de vuc des principes, meérite
une attention particuliére.

Axiong v'ixtaorirg ( Vollstdndighkeit) (1),

Au systéme des points, droites et plans, il est impossible d'adjoindre
d'autres &tres de maniére que le systéme ainsi généralisé forme une nou-
velle géométrie ou les axiomes des eing groupes 1=\ sotent tous verifies;
en d'awlres termes : les éléments de la Géometrie forment un systéme
d’ltres qui, st l'on conserve tous les azxiomes, 1'est susceptible d’ aucune
exlension,

Cet axiome ne nous dit rien sur Pexistence de points limites ni sur
la notion de convergence; néanmoins Fon peut en Finvoquant démon-
trer ce théoreme de Bolzano en vertu duquel, pour tout ensemble de
points situés sur une droite entre deux points de celle-ci, il doit tou-
jours nécessairement exister un point de condensation, La valeur de
cet axiome au point de vue des principes tient donc 4 ce que l'exis-
tence de tous les points limites ¢n est une conséquence et que, par

———

(') M, Ilbort a bien voulu éerlre cotte Note Inédite pour la traduction de son Némoire,
alasi qu'une longuo addition 4 la concluslon. Le Lraducicur saisll avec empressement cette
vceaslon pour présenter loi ses Lrés cordiaux remercicments & M, L, Gérard, professcur
au Lycéo Charlemagne, el & M. P, Stiickel, professeur i I'Université de Klel, pour leurs
préeicux conseils et leur vido dans la correction des épreuves. II ge saurall oublier non
plusde remercior encore une fois M, Ililbert et M, Teubner d'avolr auterlsé lu publication
do ce Mémolre.

(2) Lomparer (ma Communicauon &t la réuni

Fohaws das, mhilhaeadil? Roninhta Jan Nontenha
v il lJ“"‘qu"” \ u‘f “"‘q 113 1} m“l“a"v
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suite, cet axiome rend possible la correspondance univogue et rever-
sible des points d'une droite et de tous les nombres réels. D'silleurs,
dans le cours des présentes recherches, nous ne nous sommes servi
nulle part de cet « axiome d’intégrité »

CHAPITRE TI.

LA NON-CONTRADICTION RT L'INDEPENDANCE DES AXIOMES.

§ 9.

La non-contradiotion des axiomes.

Les axiomes des cing groupes d’axiomes dont nous avons parlé dans
le Chapitre I ne sont pas en contradiction, c’est-d-dire qu'il n’est pas
possible d'en déduire par un raisonnement logique une proposition qui
soit en contradiction avec un do ces axiomes. Pour le prouver il suftit
d'assigner une géométrie oir 'ensemble des cinq groupes 80it vériﬁé

A cot eflet, considérons le domaine 3 de tous les nombres a:ge
briques (ui prennent naissance, lorsque, partant du nombre 1, I'on
effeciue un nombre fini de fois les quatre opérations, addition, sous-
raction, multiplication, division et une cinquitme opération : Vi+ ol
oit w désigne chaque fois un nomhre ayant déji pris naissance par le
moyen de ces cing opérations.

Nous regarderons un couple de nombres (a, y) du domaine {2 comine
un point ct le rapport («:¢:w) de trois nombres quelconques de 0,
pourva que «, v ne soient pas tous deux nuls, comme une droite; enfin
I'équation

Ur ¢y +w==>0

exprimera que le point (2, y) est situé sor la droite (u:v:w). Alors,
comme c'est facile & reconnaitre, les axiomes I , 1-2 ot 111 sont vérifiés.

Jdnmiantnn £ annst fn Nno AN

N no nnmrbhn i . whalo "o 1S FAN
LO8 ROMDISS Gl GOMAING 34 50NL OUS rodid; m NOGS consiucrons Juo
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ces nombres peuvent étre rangés par ordre de grandeur, nous pouvons
aisément faire par rapport i nos points et droites des conventions telles
que les axiomes de distribution II soient tous vérifiés. En effet, soient
(20 Y1) (25073)s (@573 + 4+ des points quelcongues sur une droite,
leur distribution sur la droite sera celle de I'ordre écrit ci-dessus, si

lac mamhnas nn Ine nanmhwa annt nn i
1GD IIUIIIHIUD W|, Wﬂ’ W.g s vy UU LUD IIUIIIHIUBJ|,J’2, Js, v e DUNIL VU Ulc"

tous décroissants, ou hien tous croissants dans Fordre ci-dessus ; enfin
pour vérifier la condition de I’axiome II, 5 il suffit de convenir que
tous les points (, y), tels que ux + vy + w2 o, soient respectiveimnent
situés ou bien d’un coté ou hien de I'autre de la droite (u:via).

On voit aisément que cette convention s’accorde avec celle qui la
précédait et qui déterminait déja I'ordre successif des points sur une
droite.

Les déplacements des segments et des angles se feront suivant les
méthodes connues de la Géométrie analytique. Une transformation

llﬂ lﬂ "' nrMmn
LU LICE AVL W

2=z + a,
Y=y+0b

permet d’effectuer la translation des segments et des angles. Enfin, si
I'on désigne le point (o, o) par O, le point (1,0) par E et un point
quelcongue (a, b) par C (fig. 14), alors, au moyen d’une rotation

Flg. 14.
(LAY

Clab/
zy/

Ofas) E oo/

d’angle <{COE, O étant le centre de rotation, un point quel-
conque (z,y) se transformera en un point (2, y') ol

2 e g e b Yy
Vet+ b1 Vot + 007

' b a
Yy = - )

r _.
Vat+- 0t Jat+ B



ad D, MILBENT,
Maintenant, puisque le nombre

Vet bt = a\/( + (-g—)#
appartient au domaine £, avec nos conventions, les axiomes de con-
zroence 1V sont aussi vérifiés ot il en est évidenunent de méme de
I'axiome d’Archimeéde V,

De tout cela on conclut que toute contradiction dans les consé-
jquences tirées de nos axiomes devrait aussi apparaitre dans Parithmé-
tique du domaine Q.

Les considérations analogues relutives i la Géométrie de P'espace ne
présenteraient aucune difficulté,

Dans les développements qui précident, si ’on choisissait, au leu
Ju domaine R, le domaine de tots les nombres réels nous obtiendrions
également une géométrie ol I'ensemble des axiomes I-V serait aussi
vérific; mais pour notre démonstration il suffisait d’employer le do-
maine Q qui renferme senlement un exsensLe pENousrasLr d'éléments.

§ 10.

Indépendanos de l'axjome des paralléles (Géométrie non enolidienne).

Maintenant gue FPon a reconnu la non-contradiction des axiomes, il
est intéressant de rechercher ¢’ils sont tous indépendants.,

Or, nous allons voir, en elfet, qu'avcun des axiomes ne peut étre
déduit des autres au moyen de raisonnements logigues.

D'abord, en ce qui eoncernc les divers axiomes des groupes |, 1I
et 1V, il ost facile de démontrer que les axiomes d’un méme groupe
sont tous indépendants ().

insuite, dans notre mode d’exposition, les axiomes des groupes |
et 1l sont le fondement do tous les autres axiomes, en sorte qu'il suf-

fira do démontrer que cliacun des groupes 111, 1V et V est indépen-
dant des autres.

—

1} Comparor mon Cours sur la Géomélrie euclidionno (semostre d’liver (8g8-(8gg),
attlnmuns.laid I E RGeS .rl:lnn.,n A'nnq’u\. I LAdomtdinm la 1AL lq Nt wnm (!qluhnn..
uutUSlulJluU IJU“I VD UUMLIVUTSy U ﬂplm W IOUHGHIVI Uy a1 17 YV I‘J(ﬁ““tmll
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La presitue aflirmation de I'énoncé de I'axiome des paralltles peut
étre démontrée an moyen des axiomes des groupes I, 11, IV. A cet
clfet, joignons le point A donné i un point queleonque B de la droite a.
Soitensuite C un autre point quelconque de cotte droite. Parle point.\
menons dans le plan « et du coté de la droite AB, ob n'est pas situé le

naint N ana dewatdba Pavmant svan AR 1in anola nanssnant b Y ARe | T
PUiiiL Ly UHD WV 10THIdiL dYUY B0 WH alipio COuglutiie a <) i, #i

dis que cotte ligne passant par A ne coupera pas la droite @, En effet,
supposons qu’clle coupe cette droite @ au point ) et supposons (ue B
soit situé entre D et C, nous pourrions alors trouver sur @ un point 1
tel que B fit situé ontre D et D’ ot qu’on edt en outre

Ab = BIlY.

De la eongruence des triangles ABD et BAD' résulterait la con-

gruence
-r ABD) = <. BAYY,

et comme les angles ABD' et ABD sont supplémentaires, I'on voit, en
se reportant au théoreme XlI, que les angles BAD, BAD' devraient
I'4tre aussi; or en vertu du théoreme I il ne peut en étre ainsi.

La deuxieme affirmation renfermée dans |'axiome des paralleles 111
est indépendante des autres axiomes; on le démontre de la manibre
conntie et le plus simplemerit comme il suil : On choisira, comme élé-
ments individuels d’une Géométrie de I'espace, los points, droites et
plans de la Géométrie ordinaire construite au § 9, en ne considérant
que ce qui est renfermé dans une sphere fixe; on définira alors les
congruences de cette Géomaétrie au moyen des transformations linéaires
de la Géométrie ordinaire qui transforment en elle-méme la sphére
fixe.

En faisant des conventions convenables, on reconnait que, dans
cette « Gdométrie non euclidienne », tous les axiomes sont vérifiés hormis
I’axionie euelidien 11I; ot coinme la possibilité de la Géométrie ordi-
naire a 6td démontrée au § 9, celle de la Géométrie non euclidienne
en résulte immédiatement.
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§ 11.

Indépendance des axiomes de congruenoe.

Nous reconnaitrons l'indépendance des axiomes de congrirence en
démontrant que I'axiome IV, 6, ou encore, car cela revient au méme,
que le premier théorbme de congruence des (riangles, c’est-i-dire le
théoreme X, ne peut étre déduit des axiomes restant au moyen de rai-
sonnements logiques.

Nous choisirons encore comme élémnents de la nouvelle Géométrie
de l'espace les points, droites et plans de laGéométrie ordinaire; nous
définirons aussi le déplacement des angles comme dans la Géométrie
ordineire ainsi qu’il a été exposé au § 9, parexemple., Mais au con-
traire, le transport des segments, nous le définirons d’une autre fagon.
Soient deux points A,, A, qui, dans la Géométrie ordinaire, ont pour
coordonnées x,, 3, 5, ot @,. ¥4, 355 Nous nommerons alors longuour
du segment A, A, la valeur positive de |'expression

V(Zy— @y 3y — ¥3 )t + (Y11= Y1)+ (5, — 54)8,

et nous dirons alors que deux segments quelcongues A, A, et A} A;
sont congruents lorsqu'ils ont méme longueur au sens que l'on vient
de défimr,

il est clair que dans la Géométrie de I'espace, ainsi définie, les
axiomos |, I1, III, IV, 1-2, 4-5, V sont vérifiés.

Pour démontrer qu’il en ost de méme de I'axiome 1V, 3 prenons une
droite quelconque @ et sur cette droite trois points A,, A,, A, tels

que A, soit situé entre A, ot A,. Supposons les points z, y, 5 de la
droite a donnés par| |l eg émmhnnc

¥ maws S W e Lr

x =z L+ 2,

r=pldp,

5= v+,
00 Ay Ky iy [y v, ¥ désngnentcerta nes constantes et ¢ un paramétre.
Sit,, a0 851 [1, < th3 5<C 1, ] sont les valeurs du paramétre qui corres-
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pondent aux points A,, A,, A, nous aurons pour longueurs des trois
segments A, Ay, A A, et A A, les expressions respectives

(4= &) VR + i+ vt
(2 &) | V(A gl ¥+ vl
(4= ta) |V(A+ p ) v,

et par suite la somme des longueurs des segments A, Aget A, A, est
égale & la longueur du segment A, A,. Or ce fait ost précisément la
condition pour que l'uxiome IV, 3 soit vérifié.
Mais I'axiome 1V, 6 ou plutdt le premier théortme de congruence
des triangles n’est pas toujours vérifié dans cette Géométrie.
Considérons, en effet, dans le plan 3 = o les quatre points

Q ayant pour coordonndes... x=o0, y=o,

A » n v b kel I J’=O,
B » » ves X0, Y=
C » ¥ s w w=;’ J’=‘;o

Dans les deox triangles (rectangles) OAC et OBC (fig. 15) les
angles en C et les cotés BC et AC sont respectivement congruents

Flig. 15,
Bfas)

a D

Oro.0) (1.0)

puisque le cdté OC est commun et que les segments AC et BC ont
pour méme longueur . Au contraire, les troisitmes cotés OA et OB
ont pour longueurs respectives 1 et /2 et, par suite, ne sont pas con-
gruents.

11 ne serait pas difficile d’ailleurs de trouver, dans cotte Géométrie,
doux triangles pour lesquels I’axiome 1V, 6 lui-méine ne serait pas
vérifié,

H 5
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§ 12.

Indépendance de l'axiome de la continuité V.
(Géométrie non archimédienne.)

Pour démontrer I'indépendance de 1'axiome V dit @’ Archiméde, il
nous fant eonstruire une Géométrie oit seront vérifiés tous les axiomes
i l'exception de cet axiome en question (').

A cot effet, construisons le domaine £2(¢) de toutes les fonctions
algéhriques de ¢, qui proviennent de ¢ au moyen des quatre opérations :
addition, soustraction, multiplication, division, et de la cinquitme
opération 1+ 0®, ob o désigne une fonotion quelconque, déji
obtenue au moyen de ces cing opérations. L'ensemble des éléments d¢
Q) — de méme qu'il en était précédemment de Q — est un enscmble
dénombrable. Les cing opérations peuvent étretoutes effectuées d'une
inaniere univoque et réelle. Le domaine Q(¢) ne renferme done que
des fonctions de ¢ univoques et réelles.

S0it ¢ une fonction quelconque du domaine Q(¢); la fonction ¢
étant une fonction algéhrique de ¢ ne peul jamais s’annuler que pour
nn nombre fini de valeurs de ¢, et, par suite, la fonction ¢ sera, pour
des valeurs positives suffissmment grandes de ¢, ou bien toujours po-
sitive, ou hien toujours négative.

Nous regarderons maintenant les fonctions dudomaine Q(¢) coinine
une certaine espice de nombres complexes; dans le systéme numné-
vique complexe ainsi défini, il est clair que les régles usuelles de
caleul sont toutes vérifices, Enfin a, b désignant deux nombres diflé-
rents quelconques de ce systeme, nous dirons que le nombre @ est
Plus grand ou plus petit que & — ce qui s’écrira a>b ou a << b —
suivant que la différence ¢ =a — b, regardée comme fonction de ¢,
prend pour des valeurs suffisamment grandes de ¢ une valeur, ou bien
toujours pesitive ou hien toujours nigative. Kn adoptant cette conven-
tion, il est possible de ranger par ordre de grandeur les nombres de

(*) Dans son Livro d'une poride si profonde (Grunizige der Geomelrie, \raduction
A. Schopp, Leipzig: 1894), M, G, Veronese a aussi full des reoberches relatives & l'édifi-
cation d’uno Géomdlrie indépendante de F'axiome d'Archiwbde, (D, lhiesnr,)
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notre systdme numérique complexe, suivant unedistribution analogue
d celle que l'on emploie pour les nombres réels; on reconnait
nisément aussi que les théorémes qui consistent & dire que les inéga-
lités subsistent, lorsque & chacun de leurs membres on ajoute un méme
nombre oulorsqu’on y multiplie chaque membhro parun méine nombre

)0, sont egalemem \’GPIIIBS Uaﬂb notre bySleﬂ ﬂlllllellqllt. COIIIPIBKU
Maintenant, sil’on désigne par # un nombre entier positif rationnel

quelconque, il est clair que pour les deux nombres n et ¢ du domaine
Q(¢) Vinbgalité n < ¢ sera vérifiée, car la différence n — ¢ regardée
comme fonction de ¢ sora toujours négative pour des valeurs posntwes
e ¢ suffissmment grandes. Nous exprinierons ce fait comme il sut :
Les deux nombres 1 et ¢ du domaine (¢), qui tous deux sont > o,
jouissent Ge la propriété qu'un multiple quelconque du premier seru
toujours plus petit que le second de ces nombres.

Ceci posé, an  inoyen des nombres complexes du domaine Q(t) nous
elllllﬂl'()lls une UEOIIIU“'IB, ausu:umem comine nous l avuns lall au Q U
olt nous avons pris pour base les nombres algéhriques du domaine 0,
Nous regarderons un systéme de trois nombres (x, y, s) du domaine
(¢) comme un point, et les rapports (1 : ¢ : w . r) de quatre nombres
quelconques du domaine (¢), tant que «, ¢, w, r ne sont pas tous
nuals, ceinme un plan; enfin I'équation

ll-‘ih._.l_.l H® _i_ e
fres T LI Ban anl A

ar L
vy oTa

exprimera que le point (2, y, s) exl situé dans le plan (ki et w:r),
et la droite sera I'ensemble de tous les points situés dans deux plans
a la fois. Si nous adoptous alors relativement a la distribution des é1¢é-
ments ainsi qu'aux déplacements des segmonts et des angles des con-

ventions tout & fait analogues a celles du § 9, nous obtiendrons une
Geometrie non archimédienne, ou, comme le font voir les Prnnmniiu.

SRII2AR32AY 2% LRIIE l. WA W

que nous venons d'exposer du systdme numewque complexe Q(¢),
tous les uxiomes sont vérifiés, liormis I'axiome d’Archinidde. En effet,
sur le segment? nous pouvons porter le segment 1 en le faisant glisser
bout & bout un nombre infini de fois sans jamais arriver a atteindre

I'extrémité du segment ¢; or, cela est en contradiction avec I'axiome
d’Archimbde.

- p—
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CHAPITRE IIL
THEORIE DES PROPORTIONS,

§ 13.

Systémes numériques oomplexes.

Au début de co Chapitre, nous allons présenter quelques notions
préliminaires sur des systémes numériques comploxes, qui nous
seront plus tard utiles, en particulier, pour faciliter I’exposition,

L'ensemble des nombres réels forme uh systeme d’étres ayant les
propriétés suivantes :

Tueontues bk L’associatiox (1-12).

I. Du nombre a et du nombre & provient par aopiTiox, un nombre

déterminé ¢, ce qui s’exprime ainsi :
a+b=c ou c==a+b

2. Il y a un nombre déterminé — on le nomme o — tel que pour
tout a l'on ait simultanément

a-to=a ot o4+a=a.

3. Sil'on désigne par @ et b des nombres donnés il existe toujours
un ot un seul nombre x, ot de méme un et un seul nombre y, tels que
I'on ait respectivement

a4 x:==b, y+a=b,

4. Du nombre a et du nombre & provient encore d'une autre
manisre, par MULTIPLICATION, un nombre déterminé ¢, ce qui s’exprime
ainsf ¢

ab==¢ ou c=z==ab.

5. 1Ly a un nombre déterminé — on le nomme 1 — tel que pour

tout a I'on ait simultanément
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6. Si I'on désigne par a et b des nombres quelconques donneés,
a n'étant pas nul, il oxiste toujours nn et un seul nombre et de méme
un et un seul nombre y, tels que I'on ait respectivement

ar=0, ya=2b,

[

Si I'on désigne par a, b, ¢ des nombres queleonquoes, les régles de
calcul suivantos sont toujours vérifiées

7. a+((b+c)y=(a+0b)+e
8. a+b=b+a

9. a(be)=(ab)e.

10. a(b +c)=ab + ac.

1. (a+b)e=ac + be.

12, ab = ba.

Tutorenes be 1A nistasurion (13-16).

13. Sil'on désigne par a, b deux nombres quelconques distincts, il
y a toujours un de ces deux nombres (par exemple @) qui est plus
grand (>) que I'autre; ce dernier est dit alors le plus petit, ce qui

s’exprime ainsi :
a>b el b<a.
14. Lorsquea>b ot b >c on a aussi
a>c.
15. Lorsquea > b, 'on a toujours aussi
a+e>b4¢ el ec4+a>cH b,
16. Lorsque @ > b et ¢ >0 I'on a toujours aussi

ac > be et  ca>ch.

Turoakye v’ Aacmvine (17).

> o désignent deux nombres quelconques, il est
ounfer « i lni-méme un nomhre da fois suffisant
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pour que la somme qui en résulte ait la propriété

a+a4-a—+...+a>b.

Un systeme d’étres qui ne possede qu'une partie des propriétés L-17
sera dit un systéme numeérique complexe ou tout sunplement un systéme
numerique, Un systtme numérique sera dit arclumédien ou hien non
arclumédien selon qu’'il vérifle ou non la eondition 17.

Parmi les propriétés 1-17, exposées ci-dessus, il y en a qui sont In
conséquenco des autres. Il y a lieu de rechierelier la dépendance lo-
gique de ces propriéiés. Dans le Chapitre VI, §32, § 33, nous répon-
drons & deux questions de cette nature en raison de leur grande portée
en Géométrie; en attendant, nous nous contenterons d'affirmer ici que
la dernitre condition, 17, n'est aucunement la conséquence logique
des propriétés restantes; en offet, nous avons déjk vu, par exemple,
que le systeme numérique complexe (2(¢) considéré au §12 posstde
loutes les propriétés 1-16, et cependant ne vérifie pas la condition 17,

g 14,

Démonstration du thécréme de Pascal.

Dans ce Chapitre comime dans le suivant, nous allons prendre comme
hase de nos recherches les axiomes praxaiges de tous les groupes,
exception faite pour I'axiome d'Archiméde, c’est-a-dire les axiomes I,
1-2 et 11-1V. Dans ce Chapitre I, nous nous proposons, au moyen des-
dits axiomes, d’établir la théorie enclidienne des proportions, c’est-i-
dive que nous allons I’établir dans le plan et indépendamment de
l'axiome d’ Archiméde.

A cot effet, nous démontrerons d’abord une proposition qui est uu
a8 particulier du célébre théoréme de Pascal sur les coniques, et que
je désignerai dorénavant, pour abréger, sous le nom de thévréme de
Pascal, on I'énoncant comme il suit :

Tréontye XXI (TnP.onBun pE Pascar). — Soient A, B, C (/fig. 10) et
A, B, C' des points situés respectwement trois par trois sur deux droites

e en —
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qui se coupent, et distincts du point d'intersection de ces droites. Si CB’
est paralléle & BC' et CA’ & ACY, je dis que BA' sera parallele ¢ AB' (*).

Fig. 10,

AN

C B A

Afln de démontrer ce théoreme introduizons d’abord les notations
suivantes :
Dans un triangle rectangle ( fig. 17) le coté a de I'angle droit est

Fig. 17.

d

)

o, &

déterminé d’une maniére univoque par I’'hypoténuse c et par I'angle &
la hase « compris entrec eta : c'est ce que nous exprimerons en abrégeé
an moven de la notation gvmlmhmm

.-vJ LA A
a = o,

Ainsi le symbole «c désignera toujours un segment bien déterminé,
pourvu que ¢ désigne un segment quelconque donné et « un angle aigu
quelconque donné.

Maintenant soit ¢ un segment quelconque et so

l
[T ) n--nln.«s;.u- l ' I‘\ r Yy ¥ s A Y P

dl5u5 l’UUlbUllqllLB, Jl. uis qu HIUIB ia bUllSl'Ul.llc

el-
=3

eux angles

af c= pac

a toujours lieu ot que, par suite, les symboles &, 3 sont échangeables,

A m— et mmm - e e—aay

f(( (1) M. F. Schur a publié dans le leme LI des Math. Annalen une Intéressante dé-

{\\ monstration du théorbme de Paseal, basée sur lous les axlomes [.1I, IV,
n
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Pour le démontrer prenons le segment ¢ = AB (/ig. 18); portons, on
prenant A comme sommet, depart et d'autre de cosegment les angles
ot fi; puis, du point B, ubaissons sur les deux autres cotés de ces

Fig. 8,

0

2
/
P

% ]
A [+

angles a ot § les perpendiculuires BC et BD; enfin du point A menons
la perpendiculaire AE & CD.

(iela posé, les nngles <7 ACB et <{ ADB étant droits, les quatre
points &, B, C, D seront situés sur une circonférence et, par suite, les
deux angles <CACD et <{ ABD inscrits dans un segment sous-tendu par
la méme corde AD seront congruents. Or, <{ ACD et <{ CAE forment
cnsemble un angle droit et il en est de méme de CABD et de ¢{ BAD;
par suite, les angles < CAE et < BAD sont congruents, ¢'est-ii-dire
e

L CAE=3
d’ol)
I DAE=a,

De la résultent immédiatement les congruences segmentaires

BessAD, ac=AC
a,?;c-z-:‘a(AD).-:-;AE. ﬁmca,ﬁ(AC)aAE

ee qui démontre I'exactitude de la congruence dont il était question.

Revenons maintennnt & Ja figure du théortme do Pascal et désignons
par O le point d'intersection des deux droites et désignons les seg-
ments 04, OB, OC; OA’, OB, OC'; CB', BC'; CA’, AC'; BA', AB' (fig. 19)
respectivement par a, b, ¢; &', V', '3 L, ;s my m'; n, n°. Du point O,
abaissons ensuite des perpendiculairesa/, m, n. La perpendiculaire i/
formera avec les deux droiles 0A, OA’ des angles aigus que nous dési-

amam— A e e e

~ [ W D,
gﬂUl'UllS leLblalVUlIlUIll par l\ ’ l\, (.IU iMmeime 16s per lJUlllllblllall'Uﬂ d n
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ot & n formeront avec les mémes droites 0A, OA’ des angles aigus que
nous désignerons respectivement par p', i et v', v. Maintenant, si nous
exprimons ces trois perpendiculaires, ainsi qu’il a été précédemment
indiqué, au moyen des hypolénuses ot des angles adjacents a celles-¢i
dans los triangles rectangles qui leur correspondent, ce qu’il est

Fig. 19.

possible de faire de deux maniéres, nous obtiendrons les trois con-
gruences segmentaires

(1) _ L' =e,
(%) pa'= ple,
() va' ==y,

Maintenant/, par hypothese, devant étre parallele 4 I*, ot devant
I'étre de méme a m’, les perpendicutlaires abaissées du point O sur/*
et m*' devronl respectivement coincider avee les perpendiculaires
abaissées de ce point sur / ot m; etl’on aura, par suite,

(4) he'=)'D,
(3) pe'=p'a,

Cela posé, si nous multiplions symboliquement chacun des deux

membres de la congruence (3) par le symbole X', en nous souvenant

que, d’apres ce qui a 6té déja établi, los symboles dont il sagit sont
échangeahles, nous trouverons

vA'pa = vipd b,

Dans le premier membre de’ cette congruence ayons égard i la va-
leur donnée par (2) pour e’ et dans le second membre & la valeur
donnée par (4) pour X'b; il viendra

vhp'e =vipde

I{ L4 G
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ol eheore
vl e = v,

Dans le premier membre de eette derniére songruence ayons égard
it (1), duns le secand memhre & (5), il viendra

LYY LY )
v Lb' =vip'a

au encore
el =04V a,

De cetle congruence, en raisen de la signitication de nos symboles,
nons coneluons intmédintement

plob'e=plvag
d’ol1, entin,

(06) w="va.

Or, st nous considérons la perpendiculaire abaissée du point O surn
»t los perpendiculaires menées & celle-ci dn point A et du point B', lu
congruence (6) nons montrera que les pieds de ces deux dernires
perpendiculuires coincident, cest-a-dire que la droite #° = AB' conpe
it ungle droit la perpendiculaire & » et, par suite, est parallele a n. Le
tHidoreme de Pascal est donc démontré.

litant donnés une droite queiconque, un point en dehors de cette
droite et un angle queleonque,l’on peut évidemmeont, en transportant
cetangle et en tencant une parallitle, trouver une droite qui passe par
le point donné et coupe la droite donnée sous I'ungle donné.

Grdce & celte construction, nous pouvons encore ainployer pour la
d émonstration du théoréme de Pascal le raisonnenent trés simple qui
<nit et que je dois & une bienveillanie communication :

Parle point B (fig. 20) I'on ménera une droite qui coupe 0A’ an
point D', sous un angle OCA’ tel que la congruence

(1) FUCA =< 0D'B

soit vérifide; alors, en vertu d un théoréme bien connun dela théorie du
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segment, on a la congruence
(4*) Y OBA'= < OD'C,
Puisque CA’ et AC sont, par hypothitse, parallvles, I'on a aussi

(3%) & OCA"= < OAL

etde (1) et (3*) résulte encore

Flg. 20.

et, en vertu du théoréme relatif aux angles d'un tel quadrilatére, on 4

la congruence
) L 0AD'= OB,

Or, comme CB' est, par hiypothise, paralltle & BC', nous aurons
aussi

+*) L OB'C= < OC'B;
de (4*) et de (5*) I'on tire la congruence
< OAD' = L OB'(;

cette dernitre nous fait voir que le quadrilatere CAD'B'est aussi un
quadrilatere inscriptible, et par suite que l'on a encore

(6*) Z0AR'= QN C,
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De (2*) et (G*) I'on tire
<X OBA'= < OAB’,

congruence gui nous appreud onfin que BA’ et AB’ sont parvalleles,
comnme le veut le théoréme de Pascal.
Si D' coincidait avec un des points A’, B, ', il serait nécessaire de

fuive & cette méthalde de démonstration une légére modilication, qu'il
est facile d'apercevoir,

§ 19,
Un calcul segmentaire basé sur le théoréme de Pascal.

Le théortme de Puscal, démontré dans le paragraplie précédent,
nous permet d’introduire dans la Géométric un calcul sur les segments
ob seront vérifiéos sans modification toutes les opérations de calcul
sur les nombros réels.

Au licu du mot congruent et du signe ==, nous ferons usage, duns
ce calcul segmentaire, du mot égal et du signe ==.

A, B, C (fig. 20 bis) étant trois points sur une droite, et B étant

Fig. 20 bis.
- - e
A —— —c
———— WY P D e

situé entre A et C, nous désignoerons ¢ = AC sous le nom de somme
des deux segments @ = AB et & = BC, et nous écrirons

c=a-4 b,
Les segments @ ot b sont dits plus petits que ¢, ce qui s’éerit
a < e, b < e,
et ¢ est dit plus grand que « et que b, ce qui s'écrit
¢>a, e> 0.

Des axiomes linéaires de la congruence 1V, 1.3, I'on conclut aisé-
ment gue pour I'addition des segments, telle que nous venous de la



LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GEOMETRIE. 43
définir, la loi Associanve
a--(b+c)=(a+b)+c

ainsi que la loi coxswrative
at-b=b+a
sont toutes deux vérifiées,
Pour Jdéfinir géométriquement le produit d'un segment a par
segment b, nous emploierons la eonstruction suivante : Nous choisi-
raus d'ubord un segment quelconque qui resters le méme dans toute

cotte théorie, ot nous le désignerons par 1, Sup le edté d'un angle
droit nous porterons, & partir du sommet O (fig. 21), d'ahord le seg-

Flg. a1.

N
™

Q 4 &

ab

a9

ment 1, puis le segment &; sur I'autre coté de I'angle nous porterons,
a partic de O, le segment a: joignons alors les extrémités des seg-
ments 1 ot @ par une droite; a celle-ci nous minerons ensuile une
parallele par 'extrémité de &; cotte parallele déterminera sur 1'autre
coté de I'angle un segment ¢; ce segment ¢ nous le nommerons le
produit du segment a par le segment &, et nous écrirons

¢ == ab.
Avant tout, nous allons démontrer que, dans la multiplication des
segments telle que l'on vient de la définir, la loi conmrTanive
ab = ba
est tonjours vérifice. A cet offet, construisons d'abord de la muniere

que |'on vient de décrire le segment ab ( fig. 22). Portons ensuite, i

partir du point O sur le premior coté de I'angle droit, le segment a, et
sur le second le segment b. Joignons alors 'extrémité de t & 'extyé-

mité de b, située sur 'autre coté de I'angle droit, par une droite, et
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wenons uie paralitle & cette deoite par I'extrémité de a située sur le
premier caté de I'angle droit. Cette paralléle déterminera, par son in-
tersection avec le second coté de I'angle droit, lo segment ba; or,
comme le lait voir la fig, 22, co segment ba coincide, en vertu

Flg. n,

ab w b

du parallélisme des lignes auxiliaires ponetudes | théortme de Paseal
( XX1)}, avec le segment ab déja construit.
Pour démontrer, dans notre multiplication des segments, la loi asso-
GITIVE
a(bc)y = (ab)e,

= - T Y " - i e
Flg. 23
dastbela
arba
dibe
& ~
0 2 c @

a (G Jmfabic

segment e = ba, et enfin ec. En vertu du théoreme de Pascal, les ex-
trémités de da ot de ec coincident, comme on le voit clairement sur la
/ig. 23, et, si 'on applique alors la loi commutative qui vient d'étre
démontrde, on en tire la précédente formule, qui exprime la loi asso-
ciative de la multiplication segmentaire.
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. Eafin, dans notre calenl segmentaive, la loi vistrmerive
a(b+c)=ab + ac
est également vériflie.
Pour le démontrer, construisons les segments ab, ac ¢t a(b +¢)
(fig. 21), et, par I'extrémité du segment e (voir I fig. 24 ci-dessous),

Kig. «§
aaﬁmi\
as N
ad \\
0 I | o bee
agrbeo)mali+ao

ienons une parallele a 'avtre coté de I'angle droit. La congruence
des deux triangles ombrés dans la fig. 24 el 'application du théoreme
de la congruence des cotés opposés d'un parallélogramme fournissent
In démonstration deniandée.

Si I'on désigue par b et ¢ deux segments quelconques, il existe tou-
jours un segment a tel que 'on ait ¢ = ab; ce segment a est désigne

par la notation L: ¢t se nomme le quotient de ¢ par .

4

§ 16.
Les proportions et les théordmes de similitnde.

A l'nide du caleul segmentaive préeité, on peut établir comme il
shit la théorie d'Euclide des proportions sans préter it sueune objee-
tiun et sans tuire usuge de l'axiome d’Archimide.

CoxvexmioN. - a, b, @', b' désignant quatre segments quelconques,
la proportion
a'b=a': ¥

n'esprimera pas autre chose gue 'équation segmentaire

I

F 3

J R A |
Hv — Uit
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Dérixmiox, ~ Deux triangles sont dits semblables lorsque leurs
angles homologues sont econgruents,

Tueongse XXIL — Si l'on désigne pur a, b et a', ¥ des cotés homo-
logues dans deux triangles semblables, la proportion

atb=d:
ast vérifice,

Denoxstratiox, — Considérons d'abord le cas particulier ol les
angles cotupris entre @ et b et entre @’ et ' (fig. 25) dans les deux

Flg. 25.

b
NN

NN

Q I} @ o’

triungles sont droits, et supposons que les deux triangles sient été
tous deux portés sur un méme angle droit, Sur I'un des cotés de l'angle
droit, portons alors, & partir du sommet O, le segment 1, et, par I'ex-
trémité de ce scgment, menons une parallele anx hypoténuses des
deux triungles. Cette parallele déterminera sur 'nutre coté de 'angle
droit un segment e; or, en vertu de notre définition du produit de
deux segments, on aura
b= ea, U = ed',
d'o
ab' = ba',

a:bz=a';b,

Passons maintenant au cas général. Dans chacun des deux triangles
semblables déterminons les points d'intersection respectifs S et §
des trois bissectrices, ct de ces points abaissons les perpendiculaires
reqpectives ret ' sur les cotés des triangles.

Désignons los segments respectifs ainsi déterminés sur les cotés

Mvu-n tr \-o" - =
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des triangles (fig, 26) par

Apy Qs Ooy bgy Cay Ca,
et par

r ’ [l
a,, ay by, bz Cu Chbi

Fig, a6,

le cas particulier du théorbme que nous venons de démontror fournit
les proportions
a r=aytry, boir=10.:r,

Qo r=al’r, byt r=20, 1
de celles-ci, en vertu de la loi distributive, on conclut que
atr=a:r, b:r=10:01,
d’ol,, en se reportant & la loi commutative de la multiplication,
a:b=a:0.

Du théorsme XXII ainsi démontré nous tirons aisément le théo-
reme fondamental de la théorie des proportions que voiei ;

Tutontue XX1UI. — Sil'on désigne para, b et &', b° les segments res-
pectifs découpés par deux paralléles sur les cdtés d’'un angle quelconque,
la proportion

PreF aib=a".¥
est toujours vérifice.

Réciproquement, lorsque quatre segments a, b, &', b’ vérifient cette pro-
portion, sil'on porte a, @ et b, &' sur les cbiés respecrifs d’un angle
quelconque, les drottes qui jorgnent les extrémilés respectives de a, b el
a, b sont paralléles.

TV ww
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§ 17.

Les équations des droites et des plans,

Au systéme do segments précédemment défini nous en adjoindrons
un second tout pareil; nous différenciorons les segments de ce nou-
veau systéme de ceux du premier en les marquant d’un signe dis-
tinctif et nous les nommerons « négatifs » par opposition aux seg-
ments « positifs » considérés auparavant, Si nous introduisons encore
le segment o déterminé par un point unique, alors, dans ce calcul
segmentaive généralisé, en adoptant des conventions convenables,
toutes les régles de calcul relatives aux nommbres réels, exposées
au § 13, seront vérifiées. Nous exposerons, par exemple, les propo-
sitions particulibres qui suivent :

On a toujours

a.l=ft,a=a.

Si ab = o, on a toujours

soit a = o, soll b=o,
Sil'on a
a>b el > o,

il en résulte toujours
ace > be,

Dans un plan «, prenons maintenant deux droites se coupant sous
un angle droit au point O pour axes fixes rectangulaires, et portons
alors, & partir du point O, des segments quelconques z, y sur ces
deux droites, et cela de I'un ou de I'autre cété du point O, selon que
les seginents &, y sont respectivement positifs ou négatifs, Klevons
alors des perpendiculaires aux extrémités dos segments précités et
déterminons leur point d’intersection P; les segments x, y sont alors
dits les coordonnées du point P : tout point du plan « est déterminé
d’unc maniére univoque par ses coordonnées, que celles-ci soient po-
sitives, négatives ou nulles.
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Soit l(fg 27) une droite quelconque du plan « passant par O et
par un point G dont les coordonnées sont a et b. Si 'on désigne alors

Flg. 2.

>

o &
(1]
i
|
r
=

par = el y les coordonnées d’un point quelconque de /, nous tirons
aisément du théorsme XXII

ab=xz.)y

=)
£

br —ay=o

comme éguation de la droite /,
St I est une droite paralléle & Z et déterminant sur I'axe des 2 le
segment ¢, nous obtiendrons |'équation de la droite ' en rempla-

cant, dans I’équation de la droite /, le segment x par le segment »—c.
I.’équation de la droite I’ sera done

—— =y w=a

b — ay — be =0,

De ces développements nous concluons aisément, et indépendam-
inent de I'axiome d"Archimbde, que toute droite d’un plan est repré-
sentée par une équation linéaire entre les coordonnées 2, y; et, réci-
proquement, que toute équation linéaire de ce genre représente une
droite, lorsque les coeflicients de cette équation sont des segments
appartenant a la Géométrie en question.

On démontrerait tout aussi aisément les résultats analogues dans
la Géométrie de 1’espace,

A partir de li, tout le reste de la Géométrie pout se construire

d'apres les méthodes usuelles de la Géométrie analytique.
Dans ce Chapitre 111 actuel, nous u’avons jusqu'ici, nulle part, fait

"l
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usage de I'axiome d'Archiméde. Si nous le supposons vérifié ici, nous
pouvons alors, aux points d'une droile quelconque dans I'espace,
fuire correspondre des nomhres réels, et cela de la manibre suivante :

Choisissons sur la droite deux points quelconques, et attribuons &
ces points les nombres o et 1. Partageons ensuite en deux parlies

L |
P _ L e aa o ol

L‘gule IU bL'glllbll[. 01 qll IIS uelermlnem et (thlgﬂDllS'ﬂll IU lIlillUU
par 5. puis le milieu du segment o; par ?;a et ainsi de suite; aprés
avoir répété » fois cette opération, nous obtiendrons un point auquel
il faudra attribuer le nombre -5'; Sur la droite en question portons
alors successivement, & partir du point o et de part et d’autre de ce
point, le segment o7, m fois par exemple; aux points ainsi obtenus

H . m m
attribuons les nombres respectlfs ow et — =5
De |'axjome d'Archiméde on cenc!a.!. alors aiséme tq.!e en verty

de la coordination ainsi opérée, & tout point de l2 droite on peut faire
correspondre d'une maniére univoque déterminée un nombre réel, et
cela de telle sorte que cette coordination jouisse de la propriété sui-
vante : A, B, C désignant trois points quelconques de la droite aux-
quels correspondent les nombres respectifs «, 8, y, et B étant situé
entre A et C, ces nombres «, 3, y vérifleront toujours ou bien l'inéga-
lité « < << v, ou bien l'inégalité « > >v.

Des développements du Chapitre 111, § 9, résulte clairement qu'ici,
pour tout nombre appartenant aa corps algébrique Q, il doit exister
un point correspondant sur la droite; mais reconnaitre si a tout autre
nombre réel correspond de méme un point de la droite, c’est ce qu'on
ne peat faire d'une manitre générale, cette question dépendant de la
Géométrie & laquelle on a affaire,

Au contraire, il est toujours possible de généraliser le systdme pri-
mitif des points, droites et plans av moyen d'dléments « wEAVX » ou
« IRRATIONNELS » d'une manibre telle que, sur une droite quelconque
de la Géométrie ainsi construite, & chaque systéme de trois nombres
réels corresponde sans exception un point. Au moyen d’une conven-

tion convenable, on peut également faire que, dans la Géométrie
aingi généralisde, les axiomesg IV soient roug vérifids, Cette Géomé-

- o & ATILWVWY ¥ I SW &N WA R AW R WA Y
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trie généralisée (par 'adjonction des éléments ireationnels) n'est
autre que la Géoméltrie analytique usuells de I'espace.

CHAPITRE 1V,
THEORIE DES AIRES PLANES,

518(").
Egalité par addition, égalité par sousiraction des pclygones.

Nous prendrons comme hase de nos recherches, dans le Chapitre
actuel 1V, les mémes axiomes que nous avons cmployes au Chap:tre I,
i savoir les axiomes planuires de tous les groupes, hormis I'axiome
d’Archiméde, c'est-h-dire les axiomes I, 1-2, et 11-1V,

La théorie des proportions exposée dans le Chapitre Il et le caleul
segmentaire qui y a été introduit nous permettent d’établir la théorie
d'Euclide des aires au moyen des axiomes précités, c'est-d-dire dans
le plan et indépendamment de U'axiome d’ Archimnéde,

Les développements du Chapitre III faisant essentiellement reposer

(') En co qui concerno ia théorie des aires dans fe pian, nons appeions avant tout
I'altention sur jes Travaux suivants de M. GERARD : Thése de Doctorat sur la Géométrie
non euclidicnne (1891) ot Géométrie planc (Paris, 1898). M. Gérard a exposéd une théorio
tout & fait anajogue & colic du §20 du présent Travaii reialivemont 4 ia mesure des poly-
gones. La différenco esl quo M. Gérard empioie dos transversaies parajities, tandis quo mot
o me sers do transvoersaios issues d'un sommel. En oulre, je lestour pourra comperor
fos Travanx suivanis de F. Sexur, ol F'on lrouve aussi une exposition ansiogue : Sitsungs-
berichte der Dorpater Naturf. Ges,, 189z, ot Lehrbuch der analytischen Geometrie,
Leipzig, 1898, Introdustion. Enfln, je renverrai encore & un Traveii de 0. Srouz :
Monatshefte fir Math, und Plys., 5 annéo, 1894, (Note de M. Hilbert.)

Bn outre, M. Gérard a oncore Irajlé ta question des aires, par diverscs mélihodes,
dang io Bulletin de Mathémutiques spéciales (mal (895), dans lo Bulletin de la Sociéte
mathématique de France (décembre 1895), dans lo Bulletln de Mathématiques élémen-

!nnn¢ Hnr“r!ep |ﬂnﬂ fnin r8as in In ¢ nﬂ\ [ Note du 'unl)unhuun \
| Y “ - W , 184 lvuv \ WEL W BF O
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la théorie des proportions sur lo théortme de Pascal (théorbme XXI),
il en sera aussi de méme de la théorie des aires. Cette maniére d’éta-
blir la théorie des aires me semblé une des plus remarquables applica-
tions du théoreme de Pascal dans la Géomeétrie élémentuire.

CosvexnioN. — Sil'on joint deux points d’un polygone P par uneligne
hrisée quelconque contenue tout entitre & l'intérieur du polygone,
ot ohtient deux nouveaux polygoues P, et P, dont les points intérieurs
sont tous situés i l'intérieur de P; nous dirons : P est décomposé en P,
et Py, oubien P, ei Py composeni P,

Dirixmox. — Sont dits fldchengleich, c'est-u-live égaur par addition,
deux polygones qui peuvent étre déecomposés en un nombre fini de
(riangles respectivenient eougruents deux & deux.

Dirrxition. — Sont dil inhaltsglecch ou von gleichem Inkalte, c'est-
ii-dive égaux parsousiraction, deux polygones auxquels oi peutajoutor
des polygones égaux par aildition, de manitre que les deux polygones
#insi eomposés soient eux-mémes égaux par addition,

De cos définitions résulte immédialenient eeci : en réunissant des
polygones égaux par addition, on obtient encore des polygones eux-
mMAMmes ECALX PAR ADDITION, ct, 8i I'on soustrait de polygones égaux par
addition des polygones eux-mémes égaux par addition, les polygones
(jui vestent sont EGALX PAR SOUSTRACTION,

Enfin nous avons les propositions suivantes :

Tueorene XXIV. — Deux polygones P, ct P, égaux par addition & un
Iroisieme P, sont égaux entre eux par addition. Deux polygones égaux
par soustraction & un troisidme sont 4gaux entre eux par soustraction.

Dinoxstaaiox, — Par hypotlidse pour Py, ainsi que pour P,, on peut
assigner une décomposition en triangles, telle qu'a chacune de ces
décompositions corresponde une décomposition de P, en triangles
congruenis ( /g, 28). Si nous considérons simultanément ces décom-
positions de Py, on voit d'une maunitre générale que chaque iriangle
de I'une des décompositions est décomposé en polygones par des
segments appartenant & l'autre décomposition. Nous introduircns
alors un nombre suftisant de segments pour décomposer chacun de
cés polygones eux-mémes en triangles, et nous opérerons alors
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sur P, ot Py los deux décomposilions en triangles correspondaites; il
est évident maintenant que ces deux polygones P, ot P, sont décom-
posés en un nombre égal de triangles respectivement congruents
deux & deux, et qu'ils sont, parsuite, d’aprs la déflnition, égaux par
addition,

Fig. 28,

La démonstration de la seconde partie de I’énoncé du théoréme XXIV
a lieu maintenant sans aucune difficulte,

Nous définirons de la manitre ordinaire les notions : reciangle, base
et hauteur d'un parallélogramme, base et hauteur d'un triangle.

§ 19.
Parallélogrammes et triangles qui out méme base et méme hauteur.

Le raisonnement bien connu d'Euclide, et qui est indiqué par la
fig. 29, fournit la démonstratlion de la proposition suivante :

Fig. 29,

VAVRYE w=g

Tutontse XXV. — Deux parallélogrammes qui ont méme base ot
méme hauteur sont égaux entre eux par soustraction,
On a ensuite la proposition connue:

Tutortne XXVI. — Un triangle quelconque ABC est toujours égal
paraddition 3 un certain parallélogramme de méme bhase ot de hauteur

moitié moindre.
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Demoxstration. — Prenons les milieux respectifs D et E de AC et do
BC (fig. 30) et prolongeons DE de sa propts longueur jusqu’en F; les

Fig. 3n,
¢
D 3 F
N
Al R

triangles DEC et FBE sont alors congruents et, par suite, le triangle
ABC et le parallélogramme ABFD sont égaux entre eux par addition.

Des théoremes XXV ot XXVI résulte immédiatement, en ayant
égard au théoréme XXIV, la proposition suivante :

Tnkontwe XXVI. — Deux triangles qui ont méme base et mémo
hauteur sont égaux entre eux PAR SOUSTRACTION.

On sait que d’habitude on démontre que deux triangles qui ont
méme base et méme hiauteur sont aussi toujours égaux par addition;
remarquons néanmoins que celte demonstration ne peut avoir lieu sans
employer I'aziome d’ Archiméde; on peut, en effet, dans notre Géomé-
trie non archimédienne (voir Chap. Il, § 12) assigner sans aucune
difficulté deux triangles qui ont méme basc et méme hauteur et qui,
par suite, en vertu du théoréme XXVII, sont £GAUX PAR SOUSTRACTION,
mais qui cependant ne sont pas EGAUX PAR ADDITION. Ainsi, nous pouyons
prendre pour exemple deux triangles ABC et ABD ayant AB =1 pour
base commune ot ayant pour hauteur 1, le sommet C du premier
triangle étant situé sur une perpendiculaire i la base AB élevée au
point A, tandis que, dans le second triangle, le pied F de la hauteur
abaissée du sommet D est situé dec sorte que I'on ait AF = ¢,

Tous les autres théoremes de la Géométrie élémentaire qui se rap-
portent & I'égalité par soustraction des polygones, en particulier le
théorbme de Pythagore, sont de simples conséquences des théorémes
que nous venons d‘énoncer. Neanmoms en poussant plus loin la

I\nnmn l‘n.l! ﬂl [+ N
I-ll( VIIV UUD QLITCD IIVuUD
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les considérations développées jusqu'ici laissent encore indécise lu
guestlon e savoir si pur hasard tous les polygones ne seraient pas
égaux entre eux par soustraction. 8'il en était ainsi tous les théoremes
&noneds précédemmeont ne nous upprendraienl rien el n'auraient aucuit
sens. Enguilo se présente la question plus generale de savoir si denx
lwtai‘lg‘li‘:s égaux par soustraction o ayant un cété commiin ont uussi
leurs autres cotés congruents, c'est-a-dire, si un reclangle est déter-
miné d'une manidre univoque par un de ses cOtés et parson aire,

Comne une considération plus attentive le fait voir, pour répondre
nux questions ainsi soulevées, I'on n besoin de la réciproque du
théortme XXVII, qui s'énonce ainsi :

Tutontse XXVIIL. — Lorsque dewx triangles égaux par soustraction
ont méme base, 1ls ont aussi nécessairement méme hauteur,

Ce théoreme fondamental XXVIII se trouve dans les Eléments d'tu-
clide au premier Livre, sous le numéro 39, Pour le démontrer, Euclide
invoque d'ailleurs cette proposition générale relative aux grandeurs :
Kairo EXov 100 wégoug petlév amwy, procédé qui revienth l'introduction
d'un nouvel axiome relatif aux aires.

Il s’agit maintenant d'établir le théoreme XXVIII et, avee ce
théoreine, la théorie dos aires, de la manitre que nous nous sommes
proposé, c'ost-b-dire uniguement & l'vide des axiomes plonaires el

[] 4
gane nmnlavan 'anviama d?Aealiiinlda A ant affat
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dutre la notion de mesure des aires.

§ 20,
La mesure des aires des triangles et des polygones.

Derrsition. - Si daus un triangle ABC (fig. 31) de cités a, b, ¢
notis menons les deux hauteurs A4,= AD, /i, = BE, de la similitude des
triangles BCE et ACD, nous tirons, cn vertu du théoréme XXII, la
proporvtion at = bihe
c¢'est-a-dire

ahqa= bhy
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respondante est indépendant du cdté du trinngle que I'on prend pour
buse. Le demi-produit de la base par ln linuteur d'un triangle 4 est dit
la mesure de U'aire du triangle A; nous la désignerons par F(A).

Fig. 31,

AN

Coxvention. — Un segment qui joint un sommet d’un triangle & un
point du coté opposé s'appelle unc transversale. Cette transversale
décompose le trinngle en deux autres de hauteur commune et dont
les bases sont situées sur la méme droite. Une telle décomposition
s'appellera une decomposition transversale du triangle.

TutonkMe XXIX. ~ Un triangle A étant décomposé n'importe con-
men!, par des droites quelcongues, en un certuin nombre fini de
triangles A;, la nesure de I'airo du triangle A est égale a la somme
des mesures des aires de tous les triangles 4.

Démoxstratiox. — De la loi distributive de notre calcul segmentaire
résulte immédiatement que la mesure de I'aire d'un triangle quel-
conque est égale & la mesure des aires des deux triangles gui pro-
viennent du premier par une décomposition transversale quelconque.

Fig. 3a,

A\
L'application réitérée de cette proposition nous fait voir que la mesurc
aire d'un triangle quelwnque est aussi égale it la somme des me-

pac da tane la olaa At nwnw
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lorsque 1’on opdre successivement un nombre quelcongue de décom-
positions transversales (g, 32).

Pour arriver & faire la démonstration correspondant & une dé-
composition quelcongue du triangle A en triangles A;, d'un som-
met A (fig. 33) du trinngle A menons par chaque point de division de

Fig. 33.

la décomposition, c'est-ii-dire par cliague sommet des triangles 4;, une
transversale; cos transversales décomposent le triangle en cerlains
trrangles A,. Chacun de ces triangles 4, est décomposé par les segments
qui déterminent la décomposition donnée en certains trianglos et qua-
drilatéres.

Enfin, si dans cliaque quadrilatére nous menons une diagonale,
chacun des triangles A, est décomposé on certains triangles A,,. Nous
nous proposons maintenant de démontrer que la décomposition en
triangles A,,, aussi bion pour les triangles A, quo pour les triangles A;,
n'est pas autre chose qu'une sério de décompositions transversales.

En effet, il est d'abord évident que toute décomposition d'un triangle
en triangles partiels peut éire effectuée au moyen d'une série de dé-
compositions transversales quand, dans cette décomposition, il n'existe
pas de points de division & l'intérieur du triangle ot quand, en outre,
un ¢oté au moins du triangle ne porte pas de points de division,

On voit maintenant que cos conditions sont vérifiées pour les
triangles A,: en effet, 'intérieur de chacun d’eux, ainsi qu'un de leurs
cotés, & savoir les cotés opposés au point A, ne contiennent pas de

% - - .
vainte da divieian.
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Mais de méme pour chaque 4y, I2 décomposition en 4,, est réduc-
tible & des décompositions transversales, En cffet, considérons un
triangle Ay; parmi les transversales issues de A du triangle 4, il en est
une qui tombera sur un ¢ité de A4 on bien partagera ce triangle 4, cn
Ll@ll\' triangles. Dans le premier cas lo coté en question du triangleA,‘
il ll pﬁﬁ UL pUIlllH l.lt‘ UI\'I"‘IU" UEIIIS la (IUﬁﬁmilUSllIUll en ll'lallgl(ﬂs !.l{“
dans le second cas, le segment de cette transversale traversant l'inté-
rieur du triangle A; est, pour les deux triangles qui prennent ainsi
naissance, un cété qui dans la décomposition en triangles 4, n'aura
certainoment pas de points de division.

Or, d’aprés les considéralions exposées au commencement de cette
démonstration, la mesure de l'aire F(A) du triangle A ost égale & la
somme des mesures des aires F(4,) des triangles A,, ot cette somme
est elle-méme égale i la somme de toutes les mesures des aires F(4,,).
D’autre part, la somme des mesures des aires F(4;) de tous les
triangles 4, est égale a la somme de toutes les mesures desuires F(43,,),
d'odi résulte en fin de compte que la mesure de I'aire F(A) est aussi
égale i lasommo des mosures des aires F(4;). Le théoreme XXIX esi
donc completement démontvé,

Derximiox. — Sil'ondéfinit la mesure do 'aire F(P) d’un polygone,
comme la somme des mesuves des aires de tous les triangles en les-
quels ce polygone est décomposé au moyen d'une décomposition
déterminée, on reconnait, en s’appuyant sur le théoreme XXIX et av
moyen d'un raisonnoment nnalogue 4 celui dont il a été fait usage
au § 18 dans la démonstration du théoréme XXIV, que la mesure de
I'aire d’un polygone est indépendante du mode de décomposition en
triangles, et par conséquent est déterminée d’une manitre univogue
uniquement par le polygone. De cette définition, nous concluons, en

- IFﬂ Fat '
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Vol GO uiedreme Aain, i propos
ADDITION ONT MEME MESURE D'AIRE.

Enfin, sil'on désigne par P et Q deux polygones égaux par soustrac-
tion, il existera, en vertu de leur définition méme, deux polygones
égaux par addition P’ et Q', tels que le polygone composé de P et P’
soit égal par addition au polygone composé de Q et Q'. Des deux
équations

F 4 Y XY kAl rRY ‘

) (P') =F(Q),

st L 3 TN | A At

F(P 4+ P)=F(Q +
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L

on conclut aisément
F(P)=¥(Q)

¢’est-h-dire que : LES POLYGONES EGAUX PAR SOUSTRACTION ONT MEME NESUNY
IAIRE, i
De cette derniere proposition I'on tire évidemment la démonstra-
tion du théorbme XXVIIL, En effet, si 'on désigne la base égale des
deux triangles par g, les hiauteurs correspondantes par 4 et 4, de
I'égalité parsoustruction des deux triangles 'on conclut qu'ils deivent
nécessairement avoir méme mesure d'aire, d'oir

tgh=14gl',
et apres division par g

V=

c'est ce que dit le théoreme XXVIII,

§ 21.

L'égalité par soustraction et la mesure des aires.

Au § 20, nous avons trouvé que les polygones égaux par soustrac-
tion ont toujours nécessairemnent méme mesure d'aive. La réciprogue
est vraie,

Pour démontrer cette réciproque, eonsidérons d'abord deux
triangles ABC, et A'B'C’ (fig. 34), ayant un angle droit commun en A,

Pig. 34.

N\~

A 8 e

Les mesures des aires de ces triangles s’expriment par les {uimules
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Si nous supposons que ces deux mesnres d'aires soient égales
entre elles, on aura
AB AC= AR AT/
ou
AD AR = AC : AG

o o it 2

de cette proportion résulte, d’apres le théortme XX1H1, que les deux
dro 'tes BC’ et B'C sont paralléles, et alors, d’aprés le théoreme XXVIL,
nous reconnaissons que les deux triangles BC'B' et BC'C: sont égaux
par soustraction. L’addition du trinngle ABC' fait voir ensuite que
les deux triangles ABC et AB'C'sont éga ux par soustraction. On a done
ainsi démontré que deux triangles rectangles qui ont méme mesure
(I'aire sont aussi ¢gaux par soustraction,

Prenons maintenant un triangle quelconque de base g et de hau-
teur /5 d’aprés le théoreme XXVII, ee triangle sera égal par soustrac-
tion & un triangle rectangle olt les deux cOtes de I'angle droit seraient
gu. n, ¢ét, comme le te lauglb plnuuu ] uluumurlu méine mesture
d’aire que le triangle vectangle, il s'ensuit que, dans nos derniéres
conclusions, il n'était pas nécessaire de se horner nux triangles rec-
tangles. On a done ainsi démontré que DEUX TRIANGLES QUELCONQUES QU
ONT MEME MESURE D'AIRE SONT AUSS! EGAUX PAR SOUSTRACTION.

Soit maintenant un polygone quelconque P ayant une mesure d'aire
assignée g.

Supposons que le polygone P puisse étre décomposé en n triangles
de mesures daires respectives g,, ga, ...+ g, on aura alors

g=6"+g2+'l'+g“l

Construisons maintenant un triangle ABC (fig. 35) de base AB=g et

de hauteur /2 =1 et marquons sur ln base les points A, A,v . ..o Ay
tels que

&1== Ay, &1==M Ay e oy En—t1=Ap-sAn_y» &n= Ay B.

Comme les triangles qui composent le polygone P ont respeetivement
mémes mesures d’aire que les triangles AA,C, AA,C, ..., A,,A, G,
A, BC, ils leur sont aussi égaux par soustraction, en vertu de cequi 4

été précédemment démontré. Par suite, le polygone P est égal par

4]
e
:E
ﬂb
[ 3
s
"~
[
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on invoquant le théortme XXIV, que deux polygones qui ont méme
mesure d'aire sont toujours égaux par soustraction. Nous réunirons les

Flg. 35.

1

deux propositions trouvées dans ce paragraphe et le précédent en un
théoreme unique; ainsi :

Tutontne XXX. — Deux polygones égaux par soustraction ont tou-
Jours la méme mesure d'aire; et réciproquement ; Deux polygones ayant
la méme mesure d'aire sont toyjours éganx par soustraction,

En particulier deux rectungles gui sont égaux par sousiraction et

qui ont un cdté en commun doivent nécessaivement avoir leurs autres
cotés congruents,

Tutontyr XXX1. — Si l'on décompose un rectangle par des droites
en plusicurs triangles, et si 'on enléve un de ces triangles, on ne
pourra plus remplir le rectangle avec les triangles qui restent.

Co théoréme a été mis par M. O, Stolz (') au rang des axiomes.
Dans ce qui précede on a fait voir que ce théoreme s'établit d’une ma-
nitre tout & fait indépendante de I'axiome d'Archiméde. D'ailleurs,
quand on fait abstraction de I'axiome d’Archimede, fe théortme XXXI
no suffit pas i lui seul pour démontrer lo thiéortme d'Euclide de I'éga-

lité des hauteurs dans les triangles égaux par soustraction qui ont
néme base (théoréme XXVIIl),

Dans la démonstration des théoremes XX VI, XXIX, XXX, nous
avons essontiollement employé le calcul segmentaire introduit dans
le Chapitre I, § 15, et comme ce calcul repose essenticllement sur
le théoreme de Pascal (théortme XXI1), ce théoréme est certaine-
ment la clef de voite de la théorie des aires, Nous reconnaissons aussi

—— —_— Ahman e e aie AR A A R m ——— e me -

(') Monatshefie far Math, und Phys., Johirgang 5, 1894,
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sans peine que nous pouvons encore obtenir inversement le théortne
de Pascal au moyen des théoremes XXVI et XXVIII,

De deux polygones P et Q nous direns que P est respectivement plus
grand par soustraction ou plus petit par soustraction que Q, selon (ue
la mesuve de I'uire F(P) est plus petite ou plus gmnde que F(Q).

.
l\ anpho na et ahnh }n II nok nlnnnnnn ln(- naklinn I vars oy senssnbunn

X tllJl T3 Lo lII.II lJIL'bU“‘-", 13 COV vitne l.lu-U 1D llUl.lU'llﬁ c I:atll INI.I suusiiav
tion, plus petit par soustraction, plus grand par soustraction, s'ex-
¢luent mutnellement. Enfin nous voyons sans peine qu'un polygone
(ui est situé tout entier & I'intérieur d’un autre polygone est nécessui-
rement toujours plus petit par soustruction que ce dernier.

Nous avons ainsi établi les théorames essentiels de lu théorie des
ajres,

ety & 2 e —

CHAPITRE 'V,

LE THEOREME DE DESARGUES.

e ey

§ 22.

Le théordéme de Desargues; sa démonstration dans le plan au moysen
des axiomes de la congruence.

Parini les axiomes énoncés dans le Chapitre [, ceux des groupes 11.V
0Nt tous soit linéuires, soit planaires. Les seuls axiomes spatiaux
sont les axiomes 3-7 du groupe 1. Pour bien reconnuitre la portée de
res axiomes spatiaux, concevons que l'on ait assigné une Géométric
rLaXE quelconque ot recherchons, en généval, quelles sont tes condi-
tions pour que cette Géométrie plane puisse étre présentée comme

1Hnao nnnl i 'una Ddambirin rln | agnaee oh aont a mg:mn vhn

[3
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les axiomes des groupes [-T1I.

I'on sait qu'en s'appuyant sur les axiomes des groupes I-III on peut
démontrer facilement le théorbme dit de Desargues; ce théoréme est
un théorkme d’intersections dans le plan. Nous allons supposer en
particulier que la droite, sur laquelle doivent étre situés les points
d’intersection des cités homologues des deux triangles, est la droite
que I'on nomme droite de I'infini et nous désignerons le théoréme

da tong
LW LYW LLAT
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qui a lica dans ee cas, ainsi que sa réciproque, sous le nom de {/éo-
réme de Desargues. Le théoréme aura I'énoncé suivant :

Tutortue XXXII (Théoréme de Desargues). — Deux triangles étani
situés dans un plan de telle sorte que leurs edtés liomologues soient
respectivement paralléles, les droites qui joignent les sommets hiomo-
logues ou bien passeront par un méme point, ou bien seront parallisles.

Réciproquement, deux triangles élant situés dans un plan de telle
sorte que les droites qui joignent les sommets homologucs ou hien
passent par un méme point ou bien soient paralltles (fig. 35 bis), et

Fig. 35 &is.

LN\

de plus deux paires de cdtés homologues dans les triangles étant paral-
ltles, les troisiemes cotés des deux triangles seront également paral-
ltles.

Comme on I'a déja dit, le théortme XXXII est une conséguence des
axiomes I-I[I; par conséquent, la vérification du théordme de le-
sargues dans le plan est une condition Nécssalre pour gue la Géome-
trie de ce plan puisse étre présentée comme une partie d’une Géome-
trie de l'espace ol les axiomes des groupes I-11I sont tous vériflés.

Supposons maintenant, comme dans les Chapitres 11 et [V, que I'on
aif assigné une Géométrie rLaNE ol sont vérifiés les axiomes I, -2 et
111V et quel’on ait iniroduit dans cette Géometrie un calcul segmen-
taire conformément au § 15 : alors, ains1 qu'on I'a exposé au § 17, i
tout point du plan on peut faire correspondre un couple de segments
(z, y) ot & toute droite un rapport de trois segments («: ¢: w), de
telle sorte que 1'équation linéaire
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droite passe par un point. Le systtme de tous les segments de notre
Géométrie forme, conformément au § 17, un domaine de nombres oir
ont lieu les propriétés 1-16 exposées dans le § 13, et nous pouvons alors,
aumoyen de ce domaine de nombres, ainsi qu’il a été faitau § 9 ouau
§ 12, au moyen des systemes numériques respoctifs {2 et Q (), con-
struire une Géométrie de 1’espace : Nous conviendronshcet eflet qu'un
systeme de trois segments (@, y, z) représentera un point, le rapport
de quatre segments (& : ¢ ; w:r) un plan, tandis que la droite sera
définie comme intersection de deux plans; alors I'équation lindaire

Uz 4 1y = PS4 =0

exprime quo le point (z, y, 5) est situé dansle plan (¢:v:w:r).

Enfin, quant & la distribution des points sur une droite, ou des
points d'un plan par rapport i une droite de ce plan, ou finalement
quant & la distribution des points de ’espace par rapport i un plan,
cela sera déterminé par des inégalités entre segments d'une manibre
analogue i ce qui a é(é exposé pourle plan au § 9.

Puisqu’en prenant la valeur 5 = o nous retombons sur la Géométrie
planc primitive, nous reconnaissons gque notre Géométrie plane peut
étre regardée comme une partie de notre Géométrie de I'espace; or la
condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi c’est, comme on I'a vu
précédemment, que le théortme de Desargues soit vérifié, d’oit I'on
conclut que, dans la Géométrie plane assignée, le théoreme de De-
sargues doit dtre également vérifié.

Observons que co que nous venons d’affirmer pout aussi se déduire

directement, sans aucune peine, du théordme XXIII de la théorie des
proportions.

§ 23.

Impossibilité de démontrer ls théoréme de Desargues dans le plan
sans employer les axiomes de la congruence.

Nous allons maintenant nous proposer cclte question : Peut-on,
dans la Géométrie plane, et sans invoquer les axiomes de la con.

gruence, démontrer le théoréme de Desargues? La raponse est la sui-
vante :
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Tutoreme XXXII. — XM ewiste une Géométrie plane oi les axiomes
[, 4-2; UL 1V, 4-5; V, cest-d-dire tous les aviomes lindaires et pla-
naires, hormis I'axiome de congruence \V, 6, sont vérifiés, tandis que le
théoréme de Desargues (tnioseme XXXII) e Uest pas. Le théoréme de
Desargues ne peut donc dtre déduit uniquemem des awiomes précites:

lluur IG tlb’!ﬂUﬂ"’b’l’ » u ést ucccssaim d mvoquer soti I'ff (‘iﬁf‘tomt“f sputlauw.
soit tous les axiomes de la congruence.

DénoxsTraTiON. — Nous choisirons, dans la Géométrie plane nsuelle,
dont la possibilité a éte déja démontrée au Chapitre I, § 9, deux
droites quelconques perpendiculaires entre elles comme axes de coor-
données X, Y, et nous prendrons 'origine O de ce systdme de coordon.
nées pour centre d’'une ellipse ayant pour demi-axes 1 et i, Enfin

nous désignerons par F le point situé sur ’axe X positif & la distance 2
de Porigine O.

Considérons I'ensemble de tous les cercles qui coupent l’nlhmp el
quatre points réels (distincts ou coincidents d’une thon quelconque )
et, parmi tous les points situés sur ces cercles, clierchons a déter-
miner celui qui est situé sur 'axe X positif et dont la distance &
I'origine est maxima. A cet effet, partons d’un cercle quelconque qui
coupe P’ellipse en quatre points et qui rencontre I'axe X positif en un
point C. Concevons que I'on fasse tourner ce cercle autour du po'mt C
de EBUP s0rto que (wux o plUBIﬂUl‘S des qual.re pOllllS (] mwrseéuon
se réunissent en un point unique A, les autres points demeurant réels.
Agrandissons le_cercle de contact ainsi obtenu, de telle fagon que,
pendant cette Opérauon le point A reste toujours un point de contact
avec P'ellipse; nous arriverons ainsi nécessairement & un cercle gui,
ou bien a un contact avec I’ellipse cn un autre point B, ou hien a avec
elle un contact quadriponctuel en A, et qui, d’autre part, rencontre
I'axeX positif en un point plus éloigné queC. Le point le plus éloigné
que nous cherchons se trouve donc parmi les points d’intersection
avec 'axe X positif des cercles bitangents extérieurs a I'ellipse. Ces
cercles bitangents extérieurs & I'ellipse sont, on le voit aisément,
tous symeétriques par rapport a I'axe Y. Soient ¢, b les coordonnées
d’un point de I'ellipse; un calcul facile nous apprend que le cercle
symétrique par rapport & |'axe Y et tangent 2 I'ellipse en ce point
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découpe sur |'axe X positif un segment

== |15 364,
La valeur maxima de cette expression a lieu pour b = g et seru ainsi

ogale & %]\.’?]. Le point sur I'axe X que nous avons précédemment

Lot ] 1. 3 1 M M -
désigné par F ayant pour abscisse = >>>|y7 ], il s'ensuit que panw Les
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1]
Lddde

[ »Jd VNN & T am ’ iday taw

A 1H iPSE EN QUATRE POINTS, IL N EX EST AUGUN QUI PASSE

CERCLES RENCO]
PR LE POINT F.

Nous allons maintenant concevoir une nouvelle Géométrie plane
de la manitre suivante : Comme points de la nouvelle Géométrie pre-

nons les points du plan XY (fig. 36); comme droites de cette nouvelle

warvk: 4 Ui @
NTHANT L

¥ig. 36,

Géométrio, prenons d’abord, sans y rien clhanger, les droites du
plan XY qui sont tangentes & ’ellipse flxe ou qui ne la rencontrent
pas; mais, au contraire, si g désigne une droite du plan XY, qui ren-
contre I'ellipse en deux points P et Q, nous construirons le cercle
passant par P, Q ot par le point fixe F. Ce cercle, d’aprs ce qui a été
déja démontré, n’a aucun autre point en commun avec l’ellipse. Sup-
posons naintenant que l'on ait remplacé la portion de la droite g
intéricure a V'ellipse et joignant P et Q par I'arc PQ du cercle déja
construit, intérieur i I’ellipse. Le chemin formé par les deux portions
de la droite g issus de P et Q et s’étendari indéfiniment, et par I’avc
de corcle PQ, nous le prendrons comme droite de la nouvelle Géomé-

h-m thnnunnn alore aana. nanwe tontoac lae dvnitac dn nlnn ‘V on ait
L+ VFPYOVIG KIVES uly puun wWuiLs e at BVILVD e Vis s
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construit les chemins corvespondants, on sera ainsi en présence d'un
systeme de chemins qui, regardés comme droites d'une Géométrie,
vérifient évidemment les axiomes I, 1-2 et Iil. Si ’on convient d’ob-
server, pour les points et les droites de notre nouvelle Géométrie, ln
distribution naturelle, on reconnait immédiatement que les axiomes i

L4
sont également vérifiés,

Nous dirons ensnite que, dans notre nouvelle Géownétrie, deux
segments AB et A'B’ sont congruents lorsque le chemin joignant A et
B a la méme longueur naturelle que celui qui joint A’et B

Enfin, il est encove nécessaire de faire une convention relativement
i la congruence des angles. Tant qu*aucun sommet des angles qu’il
s’agit de comparer n'est situé sur l'ellipse, nous dirons que deux
angles sont congruents lorsqu’ils sont égaux, av sens habituel de ce
mot. Dans I’autre cas, noug adopterons la convention suivante : Soient
A, B, C lrois points qui se succedent dans cet ordre sur une droite de
notre nouvelle Géométrie, et soient A'B'C’ trois autres points qui se
succédent dans cet ordre sur une autre droite de notre nouvelle Géo-
métrie; soit D un point situé en dehors de la droite ABC, et I¥ un
point en dehors de la droite A'B'C’ (fig. 37); nous conviendrons

Figo 370

alors que, dans notre nouvelle Géométrie, les angles entre ces droites
vérifieront les congruences

LABD =< A'B'D’ o XCBD=<CO'B'D

quand les angles naturels entre los chemins correspondants vérifient,
dans la Géométrie ordinaire, la proportion

XABD; L CBD =< AB'D { L UBD,
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Avec ces conventions, les axiomes [V, 1-5 et V sont également vé-
rifés.

Pour voir que, dans cette nouvelle Géométrie, le théortme de
Desargues n’est pas vérifié, considérons, dans le plan XY, les trois
droites ordinaires suivantes : I'uxe X, 1’axe Y et la droite qui joint les
deux poinis de i'ellipse

Qe O

et = —

i

’ y =
Comme ces trois droites ordinaires passent par I'origine O, nous pou-
vons aisément assigner deux triangles dont les sommets soient res-
pectivement situés sur ces trois droites, dont les cotés homologues
soient paralldles, et qui soient tous trois situds i 1’extérieur de I'el-
lipse. Les chemins qui dérivent des trois droites en question, ainsi
que le montre la fig. 38, et comme on s’en assure également par un

Flg. 38,

caleul facile, ne se reneontrant pas en un méme point, il s'ensuit que
le théoréme de Desargues n’est pas vérifié dans notre nouvelle Géo-
métrie pour les deux triangles que l'on a construits précédemment.

Calta Ranmatnianlana ana l’an viant da nnnelmnnn neut doalamant
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servir d’exemple d’'une Géométrie plane ol les axiomes I, 1-2; |I; 111
IV, 1-5; V sont tous vérifids, et qui, cependant, Ne PEUT Pas étre regar-
dée comme faisant partie d’une Géométrie de I'espace.
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§ 24.

Introduction d'un caloul segmentaire indépendant des axiomes
de la congruence et basé sur le théoréme de Desargues.

Afin de saisir completement ia portée du théortme de Desargues
(théoreme XXXI!), prenons pour base une Géométrie plane ol sonl
vérifics les axiomes I, 1-2; 11111, c’est-a-dive tous les axiomes planaives
des trois premiers groupes d'axiomos, et, dans cotte Géométrie, intro-
duisons un nouveau calcul segmentaire INDVEPENDANT DES AXIOMES DE LA
CONGRUENCE, de la manidre suivante :

.,» Prenons dans le plan deux droites fixes qui se coupent au point O,
et dans ce qui suit calculons seulement avec des segments dont I'ori-
gine soit le point O et dont I’extrémité soit située sur une des deux
droites fixes. Regardons aussi le point O seul comme un segment que
nous nommerons le segment o (zéro), ce que nous écrirons

00=0 ou o0==00.

Soient E et E’ deux points fixes situds respectivement sur les droites
fixes passant par O; désignons chacun des deux segments OE et OF’
par 15 ceque nous écrirons ainsi

MR — R — FYe PP &
U UM/ LHHH 1=

=

Nt
L2 ¥ I

Quant & la droite EE, nous la nommerons pour abréger la druite-
unité. Soient ensuite A, A’ des points respectivement situés sur les
droites OE et OE'; si la droite AA’ est paralléle a la droite EE', nous
dirons que les segments OA et OA’ sont égaux, ce que l'on écriva
ainsi ¢

OA=04" ou OA'=O0A.

- Maintenant, pour définir d’abord la somme des segments ¢ = OA
et b= OB, consiruisons AA’ paralléle i la droite-unité EE' (fig. 39):
menons alors par A’ une paralléle 4 OE ot par B une paralléle a OE'.
Ces deux droites se couperont en un certain point A”. Finalement, pa:
ce point A” menons une paralléle i la droite-unité; cette paralldle
coupera les droites fixes OE et OE" en C ot C'; I'on dira alors que
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¢ = OC = OC' est la somme des segments @ = OA et b= 0B, ce qui
s'écrira
c=a+b oo a+b=c

Pour définir le produit d'un segment @ = QA par un segment b = OB,

Flg. 39.
arb, 0!
I E'
a, Al "

servons-nous exactement de la méme construction que celle du § 15,
sauf qu’au lieu des cotés d’un angle droit nous prendrons ici les deux
droites fixes OE et OE’. Nous emploierons donc la construction sui-
vante ¢ L'on déterminera sur OE' Ie point A’ tel que AA’ soit paralléie &
la droite-unité¢ EE'; I'on joindra E & A’, et par B I'on ménera une paral-

Flst 600
ad, &
F E.
a.h
0 A E B
& 4 b

ltle & BA' (fig. 4o); si cette paralléle rencontre la droite OE' au
point C', I'on dira que E' = OC’ es! le produit du segment a = OA par
le segment b = OB, ce qui s’écrira

c=ab ou ab=c¢.

§ 25.

Les lois vommutatives et associatives de 1'addition
dans le nouveau caloul segmentaire.

Dans ce paragraphe nous allons rechercher, parmi les regles de
calcul énumérées au § 13, quelles sont celles qui sont vérifies dans
notre nouveau calcul segmentaire, quand nous prenons comme hase
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une Géométrie plane oi1 les axiomes I, 1-2; I1-UI sont vérifiés ainsi
que le théorbme de Desargues.

Avant tout, nous voulons démontrer que, pour I'addition des seg-
ments définie au § 24, la loi coumumativE

atb=bb+a
est vérifide, Soit

a=0A=04A’

b=0B=08';

conformément & nos conventions, AA’ et BB’ seront alors paralliles
a la droite-unité; construisons ensuite les points A” et B* en menant
A’A” ainsi que B'B” paralléles 4 OA, et, pareillement, AB* et BA” pa-
ralleles & OA’. On voit de suite que notre affirmation revient i dire
que laligne A”B" est paralléle & AA'. Nous en reconnaissons I’exacli-
tude en invoquant comme il suit le théortme de Desargues (théo-
réme XXXII):

Désignons le point d'intersection de AB” et A’A” pav F, et celui de
BA" et B'B” par D (fig. 41); dans les triangles AA'F et BB'D les ¢lés

ng. 4'!

a4+ b=b+a,

homologues sont paralléles, En vertu du théoréme de Desargues, nous
en concluons que les trois points O, F, D sont en ligne droite. Par con-
séquent, les deux triangles OAA’ et NB*A” sont placés d'une manisre
telle que les droites qui joignent leurs sommets homologues passent
par le méme point F, et comme, en outre, deux couples de cités homo-
logues, & savoir OA et DB” ainsi que OA’ et DA” sont paralléles, la
deuxidme partie du théoréme de Desargues (théortme XXXII) nous
dit que les troisibmes cdtés AA’ et B'A” sont également paralléles.

H,

10
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Pour démontrer la loi associative de 'addition

a4 (b+4-¢) ={(a+b)+e,

nous emploierons la fig. 42 suivante. En ayant égard & la loi com-
mutative que I'on vient de démontrer, aflirmer Iexactitude do la for-

Tio i la dontta AYR* £ 20 20\ nct wnuallhla
11C l.luu Edl ULUVIED /L W V‘si q-‘} Cov Pdlul";l“

-
£

la ni_d H
winla nrx_fAnoconie nowinnt
LMLV LIFuLD [+ [

Iyd s
.

s S

N

4] @ ¢ ad o

a~+{b+e)=(a+b)+c

a la droite-unité. Or, ceci est évident, car la partie ombrée de la fig, 42
est exactement la méme que la fig. 41.

§ 26.

La loi associative de la multiplication et les deux lois distributives

La loi assoctanivi de la inultiplication
a(be)=(ab)ec

a lieu aussi dans notre nouveau calcul.

1=04, 0=0C, ¢=04,

et sur la seconde les segments
a=0G et b

i

OB.

Pour construire, conformément aux indications du§ 24 et I'un aprés
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I'autre, les segmeonts

be=0B" ot be=0C,
ab=0D, (ab)e=0M,

C}

menons A'B’ parallble a AB, B'C parallble 4 BC,

enfin A'D’ paralitle & AD (/fig. 43); I'on recon

D parallele & AG, et
t H Y 4

=
=
®
Sty

Flig. 43.

a(be) == (ab)e,

que ce que nous avons affirmé revient i dire que CD doit aussi clre
paralléle & C'D'. Désignons le point d’intersection des droites AD ot
BC par F et le point d'intersection des droites A’'D’ et B°C par F'; dans
les triangles ABF et A'B'F', les cotés homologues sont paralléles; en
vertu du théoréme de Desargues, les trois poinws O, F, F' sont donc
alors situés en ligne droite. Grice & ce fait, nous pouvons appliquer
la seconde partie du théordme de Desargues aux deux triangles CDF
ot C'D'F’, et nous en concluons que CD est parallele i C'D",

Nous allons enfln, en nous appuyant sur le théortme de Desargues,
démontrer que, dans notre nouveau calcul segmentaire, 185 pevs Loty

DISTRIBUTIVES
) a(b+¢) =ab 4+ ac

et
(a+ b)e=ac+ be
sont vérifides.
Pour démontrer la premitne de ces lois, nous cmploierons la

ffg- 64 (*).

(') Les fig. 41, 45 ol 47 ont 616 dessindes par M, le D* von Schapor, qul a également
o

prls soln des détail d.ve dé...enstrae!em rolatlves i cos figures,
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Dans celte figure on a fait
b=0A" e¢=0C
ab=0B', ab=A0, ac=0C"

et ainsi de sujte,

B*D, est paraliéle a C*D,, parailéle & la droite fixe OA',
B'D, » n C' Dy, » » » »  OA";

a(b-+c) = ab~+ac.
enfin

et

A'A" est paralléle d C'C',

A'B' est paralléle & B'A’, paralléle & F'D,, paralléle & F'D,,
Ce que nous avons affirmé revient & dire que

3 = & o

F'F* est également paraliéle & A'A* et & C'C'.

Construisons les lignes auxiliaires suivantes ¢

F’J paratléle & la droite fixe OA/,
®J » » OA";
les points d'intersection des droites C'D, et C'D,, C'D et FJ, C'D, et

F*I, nous les démgnm-nnc racpanhvnmnnt nar G, H,, H.; enfin nous
obtnendrons les autres lignes auxiliaires de la figure, tracées en poin-
tillé, en joignant les points déja construits,

Dans les deux triangles A'B"C" et F'D,G (fig. 44), les lignes qui
joignent les sommets homologues sont paralltles; par conséquent, il

résulte de la seconde partie du théortme de Desargues, que I'on a
néoessairerent
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Dans les doux triangles A'C'F” et F'GH,, los lignes qui joignent les
sommets homologues sont également paralliles; d’aprés ce qui précéde
et en vertu de la seconde partie du théordme de Desargues, I'on doit

avoir
A'F”" paralldle & F'H,.

Dans les deux triangles couverts de hachures horizontales OA'F" et
JH, I les cotés homologues étant paralldles, le théoréme de Desargues
fait voir que les trois droites qui joignent les sommets homologues

0J, A'H,, F'¥

Be coupent en un méme point : en P, par exemple.
De méme, nous trouvons que I'on a nécessairement

A'F' paralléle & F'H,,

[ &

et dans les deux triangles couveris de hachiures obliques, OA*F* et
JH,F*, les cités homologues étant paralldles, les trois droites, qui
joignent les sommets homologues,

0J, A'H, FF’

se coupent également en un méme point, le point P.
Maintenant les ll.qnps am joignent les sommets Immolonu;s des

triangles OA’A” etJH H, passent égalemenl; par ce point P et I'on en
conclut que I'on a nécessairement

H,H, parvaliéle & A'A";

on a donc aussi
H, H, paralléle a C'C’,

Considérons enfin la figure F'H,C'C'"H,F'F°. Comme, dans cette
figure, on a
F'H, paralléle & C'F, paralléle & C'H,,
HC - FC, s H,F,
c'c’ » H, H,,
nous y reconnaissons la fig. 41, qui au § 25 a servi & démontrer la loi
commutative de l’ndﬂitieu “ es raisonnements analogues i ceux que
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nous avons faits i cet endroit montrent que I'on doit avoir

F'F* paralléle & H,H,,
et (ue, par suite, 'on a nécessuirement aussi
F'F” paralléle & A'A’,

ee qui fournit la démonstration complate de notre affirmation,
Pour démontrer la secoxok formule de la loi distributive, nous em-

nlnta ola Ao R tanta diffSuanta Tianc natia floanwa an o fale
luul s ERE JE& 4 WWULD GILUCTOIIW, /A0 WAW HLHEUTT, Vil & Lait

1=0D, a=0A, a=0B, b=0G, =00,
ac=0\, ac=0F, be = 0G',

et ainst de suite, et 'on a

GH paralléle & G'H', parall¢le & lu droite lixe OA,
AH » A'H, » » 0B,

¢t enfin
AB paralléle a4 A'B,
BD » B'D,
DG » D',
HJ » Hy,

Ce gque nous avons affirmé revient & dire que ’on dait avoir néces-
sairement
IJ parali¢le & D'J',

Désignons les points respectifs ol BD et GD coupent la droite AH
par C et F, et les points respectifs ol B'D’ et G'D’ coupent la droite
A'H' par C' et F'; enfin, menons les lignes auxiliaires FJ et F'J' qui
sont tracées en pointillé sur ln fig. 45,

Dans les triangles ABC, A'B'C' les cotés homologuessont paralldles;
par conséquent, en vertu du théordme de Desargues, les trois points
0, C, €' sont en ligne droite. De méme, la considération des triangles
CDF et C'D'F fait voir que O, F, I sont en ligne droite, et celle des
triangles FGH et ¥'G’H' nous fait aussi voir que O, H, H' sont également

en ligne droite, Maintenant dans les triangles FHI et F"H')’ les droites
qui: joignent les sommets homologues passent par le méme point O et;
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par suite, en vertu de la seconde partio du théortmo de Desargues, les
droites F'J et F'J' sont paralléles.

Flg 45,

,.,,s/ ‘\\

(a+b)c=a¢+b¢.

Finalement la considération des triangles DFJ et D'F')’ montre que
les droites DJ et D'} sont paralléles; ce qui précisément démontre
complitement notre aflirmation.

§ 27.

Equation de la ligne droite basée sur le nouveaun calcul segmentaire.

Dans les §§ 24-26 nous avons, au moyen des axiomes indiqués au
§ 24 et en adoptant I'hypothése de l'exactitude du théortme de
Desargues, introduit dans le plan un calcul segmentaire od se vérifient
la loi commutative de I’addition, les lois associatives de l'addition et
de la multiplication et les deux lois distributives de cette derniére. Nous
nous proposons dans le paragraplie actuel de faire voir comment, en
s'appuyant sur ce calcul segmentaire, on peut obtenir une représen-
tation analytique des points et des droites dans le plan.

Dervirion. — Les deux droites fixes passant par le point O nous les
nommerons les axes X et Y et nous supposerons chaque point P du
plan déterminé par les coordonnées x et y que I'on obtient sur les

axes X et Y en menant par P des paralltles & ces axes. Ces segments

«x, y sont dits les coordonnées du point P, En s’appuyant sur le nouveau
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calcul segmentaire et en invogquant le théorsme de Desargues I'on
obtient la proposition suivante :

Tueoneme XXXIV, — Les coordonndes x, y des poinis d'une droite
quelconque verifient toujours une équation segmentaire de la forme

ax+ by -+ c==o0;

dans cette équation, les segments a, b sont nécessairement éerits A GAUCHY,
rles coordonndes z, vy, les segments a, b ne sont jamais nuls tous deuz, et
¢ est un segment quelcongue,

Réciproguement, toute équation segmentaire du type écrit ci-dessus
représente toujours une droite dans la Géomélrie plane assignée,

Deémonstration, — Supposons d’abord que la droite / passe par Q.
Soitensuite C un point déterminé de/, distinct de O, et soit P un point
quelconque de I, Soient OA, OB les coordonnées de G et x, y celles
de P, Désignons encore la droite qui joint les extrémités de - et de y
par g. Enfin par l'extrémité du segment 1 sur I'axe X menons 3 AB une
paralléle Z; eette parallele découpera sur I’'axe Y un segment e ( /ig. 46).

Fig. 48.

> X

1 A o

De la seconde partie du théoréme de Desargues résulte clairement que
la droite g est toujours parallele A AB. Or, g étant aussi toujours pa-
ralléle & 4, il en résulte que pour les eoordonnées #, y du point quel-
conque P de / on a |'équation segmentaire

ex :J’o
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découpe sur I’axe X un segment ¢ = 00'. Menons ensuite par O lu
droite / parallsle a #; soit P’ un point quelconque de #; la paralléle &
I’axe X menée par le point P’ roncontre la droite Zen P et découpe sur
I'axe Y un segment y = OB; enfin les paralléles menées par P et P' &
I'axe Y découpent sur I'axe X des segments & = OA et 2'=01

( fio, im)
V"&. "I!'
Flg. 47
)\
/2 2’
xTL / 4
nC n; ¥ 7,
»B
X

Nous nous proposons alors de démontrer gue !’'on a I'équation seg-
mentaire

A cet effet, menons O'C paralléle & la droite-unité, puis CD parallele
& I'axe X et AD paralléle & I'axe Y; alors ce que nous avons affirmé
revient & dire que I'on a néecessairement

A'D paralleie 2 O'C.

Construisons encore le point D' d'intersection des droites CD et A'P’
et menons O'C’ paralléle & I'axe Y,

Dans les triungles OCP et O'C'P’, les droites qui joignent les
somme!s homologues étant paralleles, il résulte de la deuxidme partic
du théorémne de Desargues, que I'on a nécessairement

CP parati¢le & C'P/;

A V., meemt o a!.. dn.. s 1 t .a A
ClHIt, 1d Culdiutralul uvs ll‘lﬂllgltﬂi AU L A\
AC parailéle & A'C,

Dans les triangles ACD et C’'A’0’ les cdtés homologues étant paral-
leles, les droites AC’, CA’, DO’ devront se couper en un méme point,
et la considération des deux triangles C'A’D et ACO’ fait alors voir que

A’D et CO’ sont paralldles.
H. "
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Des deux équations segmentaires

ea=y, a‘==x+c
que nous venons de trouver, résulte immédiatement 1'équation
e’y + ec.

Finalement, si nous désignons par n le segment gui, ajouté au
segment 1, donne le segment o, I'on tire de lu dernikre équation, ainsi
qu'il est facile de le démontrer, |'équation

exr' 4 ny 4 nec—o :
qui est précisément de la forme énoncée par le thévreme XXXIV.

Nous reconnaissons aintenant sans aucune peine que la deuxiéme
partie du théoreme XXXIV est cgalement exacte; en effet, toute équa-
tion srgmentaire assignée

ar+by+c=o

peut évidemment, lorsque I'on multiplie son premier membre par un
segment convenablement choisi, se mettre sous la forme

e + Ny + nee=o,

quﬂmnnnﬂ enfin exnressément

n .
- »w - d i .lf. 3 1} LI N

8
équation segmentaire de la forme

\c.'-wuv- (S K1 A

ra+ yb+c=o,

oit les segments a, b sont écrits A pamite des coordonnées z, y, N nepnt-
SEXTE PAS, 81 général, une droite.
Dans le § 30 nous ferons une importante application du théo-

reme XXXIV,
§ 28.

L'ensemble dss ssgments regardé comme un systéme numériqus complexs.

On reconnait de suite que dans notre nouveau calcul segmentaire
ctabli au § 24, les théoremes 1-VI du § 13 sont vérifiés,
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Nous avons vu aux § 25 et 26, en invoquant le théorkme de De-
sargues, que dans ce calcul sogmentaire les rigles de caleul 7-11 du
§ 13 sont également vérifides; par suite, toutes les régles de ealcul
ont lieu, abstraction faite de lu loi commutative de la multiplication,

Enfin, pour rondre possible une distribution des segments, nous

adﬁ\ nannna la v aramd mwha o ‘!nnnnln A B darmw nninta s n]

piorons ia uuu\'ruuuu nun'uuu'; H0ient A, 1 Udux puhua qdu-

conques non coincidents de la droite OE. Supposons que les quatre
points O, E, A, B se suivent, conformément & 'axiome 11, 4, dans un
certain ordre, Si ¢'est dans 'un des six ordres suivants :

ABOE, AOBE, AOEB, OABE, OAEB, OEAB,

nous dirons que le segment @ = OA est plus petit que le segment
b=0B, ce que I'on écrit ainsi

a<ba
Si c'est, au contraire, I'un des six ordres suivants :

BAOE, BOAE, BOEA, OBAE, OBEA, OEBA

qui a lien, nous dirons que le segment @ = OA est plus grand que le
segment b = OB, ce qui s'écrit ainsi

a> b,
Cette convention subsiste lorsque A ou B coincident avec Oou E; scu-
lement I’on doit alors regarder les points coincidents comme un point
unique, et, par suite, il n’est plus question que de la distribution de
Lrois points,

Nous voyons maintenant sans peiue que dans notre caleul segmeu-
uure, conformément i 1’ uxlollw u, les reg‘u"s de uuwm 13-16 du r; i3
sont vérifi¢es; par conséquent, I'ensemble de tous les dillirents seg-
inents forme un systeme numeérique comploxe ol soxT vEWIFIEES fos
lois 1-11, 13-16 du § 13, c’est-a-dire TOUTES LES REGLES USUELLES, NORMIS
LA LOI COMNGTATIVE DE LA MULTIPLICATION ET LK THEORENE D’Arcumipe, Dans
ce qui suit nous désignerons, pour abréger, un pareil systeme numé-
Iique sous le nom de systémme numeérique de Desargues.
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g 29,

L%

Construction d'une Géométrie de l'espace au moyen d'uun systdme
numérique de Desargues.

Soit assigné maintenant un systéme numérique quelconque de De-
~argues D; cE SYSTEME REND POSSIBLE LA CONSTRUCTION D'UNK GEOMETRIE DE
L'EsracE ou LES axiones I, 1L, 1H soxt Tous vimrits,

Pour le reconnaitre, regardons le systeme de trais nombres quel-
conques (x, , 5) du systeme numérique de Desargues D comme un
point, et celui de quatre nombres quelconques (u:v:w:r)de D, dont
les trois premiers ne sont pas simultanément nuls, comme un plan;
d'atlleurs les systémes (w:v:wir) et (au:av: aw :ar), a désignant
un nombre queleonque de D différent de zéro, représenteront le méme
plan. L'équation

Uz 40y +ws 4+ r=0

exprimera que le point (@, y, 3) est situé dans le plan (uie s :r).
Enfin, nous définirons la droite au moyen d’un systdme de deux plans
(¢ 20 s’ 210y, (029"t "0 7"), b condition que I’on ne puisse dans D
trouver deux nombres &', @" différents de zéro, tels que F'on ait simul-

lanément
auw'=du', av=a", a'w=aw,

Un point (, y, 3) est dit situé sur la droite
[(e 2o 16’2 '), (10" 200 3 17))

lorsqu’il est commun aux deux plans («,¢', &/, 1) et (u’,¢", 0", 1)
Deux droites qui renferment les mémes points sont regardées comme
n'étant pas distinctes,

En appliquant les régles de calcul 1-L1 du § {3 qui sont, par hypo-
these, vérifiées pourles nombres de D, nous arrivons sans peine i ce
résultat que, dans la Géométrie de 'espace que nous venons de con-
struire, los axiomes [ et II sont tous vériﬁés.

Afin que les axiomes Il de la distribution soient égale

-

ment vérifiés,
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nous adopterons les conventions suivantes : Soient

(@, :7!: 1)y (Zay Y1 22 )y (Tas Yae %3)
trois points quelconques sur une droite

Tfarf s o3 o o v o
L\“ [ ] L] 4 7

o't w (a"s ¢ s 0]y

)
4

nous dirons alors que le point (@, y., 5,) est situé entre les deux
autres lorsque I’une au moins des six doubles inégalités suivantes :

(1) Ty Xy, Ty Xy > Ty > Ty,
(2) N<Y <Y V1>V >)y
(3) LBy By F B >3

est vérifice,

Supposons, par exemple, qu'il en soit ainsi de I'une des doubles
inégalités (1), nous en concluons sans peinc ou bien que la double
égalité y, =y, =y,, ou bien que I'une des doubles inégulités (2) a
nécessairement lieu, et de méme ou bien que In double égalité
5, = %y = 34, O bien que I'une des doubles inégalités (3) a néeessai-
rement lieu. En effet, si Pon multiplie respectivement les premiers
membres des équations

W4 v Y4+ w4 r' =o,
&ar+e¢'yi+ w54 ' =o

({=1,1, 3)

par des nombres de Dconvenablement choisis et si I'onadditionne
ensuite les équations obtenues, I'on pourra toujours trouver un sys-
teme d'équations de la forme

Wiy =0
(“ —_— l’ 3, 3)|

Iei, le coefficient ¢* est certainement différent de zéro : en ellet, s’il en
étaitautrement, les trois nombres x, ,, «, seraient égaux. De

on tire
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d’oli, en vertu de (4).

M ™ W . P e
R o A Yl P Ak T R
d'olt

- -~
- TN,
LU L R S R Y

et, comme ¢” n’est pasnul, nous aurons enfin

L s

SR LS LY

dans toutes ces doubles inégalités, ¢’est toujours sans exeeplion, soit
les signes supérieurs, soit les signes intermédiaires, soit les signes
inférieurs qui ont licn simultanément,

Les considérations précédentes montrent que dans notre Géométrie
les axiomes linéaires II, 1-4 de la disteibution sont vérifiés, Il reste
encore & faire voir que I'axiome planaire II, 5 est également vérifié.

A cet effet, soient donnés un plan (nu:e:w:r)et dans ce plan une
droite [(u:viw:r), (¢ ¢ 10" ¢ /)], Convenons que tous les points
(2, y, 5) situés dans le plan (u:9:w:r), pour lesquels Pexpression
wa+¢y -+ w's+ v est respectivement plus petite ou plus grande
yue zévo, seront alors respectivement situés d'un cdté ou de Pautre
coté de la droite en question. 1l nous faudra done démontrer que cette
convention s’accorde avec celles qui ont é1é adoptées précédemment,

ce gui est facile & établir,

Nous reconnaissons ainsi que les axiomes I, II, ITI sont tous vérifiés
dans cette Géométrie de I’espace qui provient de la manitre indiquée
du systeme numérique de Desargues D. Si nous réflechissons que le
théortme de Desargues est une conséquence des axiomes I, 11, 1II,
nous voyons que la proposition que nous venons d'énoneer est la réei-
progue exacte du résultat auquel nous sommes arrivés au § 28,

§ 30.

La portée du théoréme de Desargues.

Lorsque, dans une Géométrie plane, les axiomes I, 1-2; II; I sont
vérifiés et lorsque, en outre, il en est de méme du théoreme de De-
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sargues, il est loujours possible, conformément aux § 24-28, d'intro-
duire dans eette Géométrie un caleul segmentaire olr les régles 1-11,
13-16 du § 13 sont applicables. Nous allons maintenant regarder
I'ensemble de ces segments comme un syslenie numérigue eomplexe
et au moyen de celui-ci nous édifierons, conformément aux dévelup-

llllll am E ‘)(‘ AG Lw r‘ l I ‘Ih l.l h“ﬂ.’lh ' (T ) l ' 'I
l"JIlILllI.H UU N vy, WL UUUIIIUI.['I G1ley [.H.l v JU 1és axioines l’ iy lll

sont tous valables,

Dans cette Géométrie de l'espace, si nous considérons exclusive-
ment les points (@, y, U) ot les droites sur lesquelles il n'y a pas
d'autres points que ceux-la, nous serons en présence d'une Géomélrie
plane, et si nous nous reportons i la proposilion établie dans Je
§ 27, il estelair que cette Géoémitrie plane doit eoincider exactement
uvee la Géométrie plane proposée an début, Nous arrivons de la sorte
au Théorbine suivant qui doit étre regardé comme le terme final de

I'ensemble des développements de ce Chapitre V

Tniontme XXXV, — Dans une Géométrie plane, supposons que les
axiomes I, 1-2; II; Il sotenl verifiés : alors U'exactitude du théoréme de
Desargues est la condition nécessaire et suffisante pour que celte Geéo-
metrie plane puisse 8tre regardeée comme élant une partie d’une Giéometrie
de l'espace oi les axiomes I, 11, ILI sont tous vérifics, ‘

Ainsi lo théortme de Desargues peut étre carnetérisé pour la Géo-
inétrie plane comme étant pour ainsi dire le résultat de 'slimination
des axiomes spatiaux.

Les résultats obtenus nous permettent de reconnaitre que toute
Géomeétrie de I'espace, ot les axiomes [, I, I1f sont tous vérifiés, pent
tonjours étre regardée comme une partie d'une « Géométrie a un
nombre quelconque de dimensions », Par Géoméirie & un nombre

nnalannans ¢|n dimaonaiane 1'an dait it ontondra un ¢} earmhls
‘lu‘ l\‘vll‘iuv ATISILIDIVIED i Vil L* LTI 8 [ "] | VISLUARWA I W ail L | l bll. [ 2.0 ]

:-

llll
polnts. droites, plans et autres éléments linéaires, pour lcsquels les

axiomes correspondants de I'association et de Ia distribution, ainsi
que Paxiome des paralltles, sont vérifiés.
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CHAPITRE VI,

LE THEOREME DE PASCAL.

§ 31.

Deux théordmes sur la possibilité de démontrer le théoréme de Paascal,

L'on sait que le théoreme de Desargues (théoréme XXXII) peut étre
démontré au moyen des axiomes I, I, I, ¢’est-i-dire en faisant essen-
tiellement usage des axiomes spatiaux; dans le § 23, jal démontre
qu il est impossible do demontl er ce théortme sans invoquer les

nulnmnn omnl ln--u oln- Ped T2 R s o) WY WP

HAIULICS Blull.;ld“l uu SIUUPI' l t‘l. Bullﬁ Et"li “hlUlllUB dl’ Ell buugi‘uulu‘ }"T'
QUAND BIEX NENE L'ON FERAIT USAGE DE L'AXIONME D' ARCHIMEDE.

Dansle § 14 nousavons déduitle théoréme de Pascal (théoreme XX1)
et par conséquent aussi, conformément aun § 22, celui de Desargues,
des axiomes 1, 1, 2; [I-IV, ¢’est-i-dire en excluant les axiomes spatiaux
et en s'appuyant essentiellement sur les axiomes de la congruence. 1l
se présente donc Ja question suivante : LE TiEOREME DE PAscAr PEUT-IL
AUSSI £TNE DENONTRE SANS INVOQUER LES AXIOMES DF LA CONGRUENCE? Notre
étude va nous montrer qu'a ce point de vue le théoréme de Paseal
se comporte d'une maniére tout autre que le théordme de Desargues.
En effet, L'Apop1iox ou LE REJET DE L’AXIONE D'Ancumine dans la démons-
tration du théoreme de Pascal est la pierre de touche de I'exactitude
de celte proposition, Nous réunirons les résultats essentiels de nos
recherches dans les deux théorkmes suivants :

Tutonine XXXVI. — Le théoréme de Pascal (théoreme XXI) peut
dre démontré en se basant sur les axiomes |, 11, I, V, ¢’est-a-dire en

laissant de cOté les axiomes de la congruence, et en invoguant I’ axiome
d’ Archimide.

Tutonine XXXVIL. -- Le théoréme de Pascal (théoréme XXI) est -

nnnnnnnnn A denn e f . f s nnn-nmnn I Ir fnr nnnl Py .n’ F.7: )
rueppinLe (‘ quW"ﬂl'ﬁl ré DG mul(fv J(u m ChA LUITIEGY Ly L1y Il U GO IHT &
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en laissant de cdité non seulement les axiomes de la congruence mais
rncore celul d' Arehiméde.

Dans I'"énoncé de ces deux thcorames, l'on pent, en vertu du
théortme XXXV, remiplacer les axiomes spatiaux I, 3-7 par la condi-
tion planaire qne le théoreme de Desargues (théoréme XXXII) soit
vorifié,

§ 32,

La loi commutative de la multiplication dans un systéme numérique
archimédien.

Les démonstrations des théorémes XXXV ot XXXVII reposent essen«
tiellement sur certaines relations mutuelles relatives aux régles de
caleul et aux propositions fondamentales de VAritlimétique et qui
d’ailleurs, en elles-mémes, présentent un grand intérét. Enoncons
("abord les deux propusitions suivantes :

Tucongne XXXVIIL. — Dans un systéme numérigue archimédien la lot
commulative de la multiplication est ‘une conscquenice nécessaire des
autres régles de caleul; c'est-a-dire qu'un systéme numerique possédant
les propriétés 111, 13-17 énumérees au § 13, il s'ensw’t nécessairement
que ce systéme vérifie ausst la formule 12.

Dexoxstasmion. — Remarquons d’abord ceci : Si I'on désigne par a
itn nombre quelconque du syste me numérique ot par

=1+ 14,,.+1

un nombre entier rationnel positif, @ et n vérifieront toujours la loi
commutative de la multiplication. En effet

an = a{l4+ 1 4... 4+ 1)=al+a.+...+ 4.l
=a+a+...+a
et
na=(+14+...+1)a=1,a+1.a4+...41.a
=a+G+...+a

Supposons maintenant que, contrairement a notre affirmation, a, &

PR
soient deux nomhres du svetéme numéri

J .vl .U SFLE 38

que pour lesquels la loi

C
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mutative (e la multiplication ne soit pas vérifiée. Nous pouvons alors,
comme il est facile de le voir, supposer que l'on ait

a> o, b > o, ab — ba > o,

lin vertu de la condition 6du § 13 il existe un nombre e, (> o), tol
(jue
(a+b+1)c=ab— ba.

Chioisissons enfin un nombre d qui satisfasse en méme temnps aux

:-—-énnl:l;'!n
uu.sur.l [R5

d>o, d<1, d<ec,

et désignons par e et n deux nombres entiers rationnels, (Zo), tels
que I’'on ait respectivement

md<al(m—+1)d
ot
nd<<bs(n+1)d,

L'existence de tels nombres m, n ost ine conséqnence immédiate
du théordme d’Archiméde (théoréme XVII du § 13). En se reportant
& la remarque faite au début de lu démonstration actuelle, nous tirons
des derniéres inégalités, en les multipliant I'une par 'autre,

ab S mndt4 (n + n +1)d?,
ba > mnds,

¢t en retrancltant 1'une de 1'autre ces dernigres

ab—ba S(m 4+ n +1)d*,
O
md < a, nd<b, d<1,
et, par suite,
(Mm4+n+1)d<<a+ b+,
C'est-h-dire
ab— ba < (a+ b +1)d,

ou, puisque d.<¢,
ab — ba << (a + b+1)e.

Cette inégulité est en contradiction avee la détermination du nombre ¢
et, par suite, le théorbme XXXVIII est démontré.
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§ 33,

La lol oommutative de la multiplication dans un systéme numérique
non arohimédien.

Tutortse XXXIX, — Dans un systéme numerique non archimedien la
lor commuuative de la multiplication x’kst pas une conséquence nécessaire
des autres m‘gles de calcul; c'est-a-dire qu'il existe un syste‘nm de nombres
qtu pm".i(’(w fes ﬁfvpr“'ww.s 1 l. l., 10 10. mumercca aii 3 10, Sj"Sleme fiii-
merique de Desargues d’aprés le § 28, ot la loi commutative de la multi-
plication (12) ¥'EST PAS verifice.

Dexoxstiatiox. — Soit ¢ un paramotre et T uite expression quelcong ue
comprenant un nombre de termes, fini ou infini, do la fornie

T: Po‘" "+' I'| t”+l+ "jt”"“"‘l"‘ I-sl”+’+o "y

oft ry(50)rys rys ... désignent des nombres rationnels quelcongites
vt oit # est un nombro entier rationnel quelcongue Zo. Soit enfin s un
aulre paramétre ot S une expression quelconque, comprenant un
nombre de termes fini ou infini, de la forme

8 =Tyt smtI T, 4 g T

T L n T lbsinnanl ¢|9 nvnnnnsi
U\T u,, -l-(’ 29 ¢ ué grciiL U CapIcs

0
forme T et ol /n est un nombre entior rationnel quelconque
rogarderons I’ensemble de toutes les expressions de la forme S comme
un systtme numérique complexe 2(s,¢) oit nous conviendrons des
regles de caleul suivantes: L'on opérera sur s ot ¢, comme sur des
paramétres d’apres los régles 7-11 du § 13, tandis qu'au lieu de Ia
regle 12 1'on appliquera toujours Ia formule

n
v

=

Ailv
e
2
<
=

(1) ls = 54,

Soient maintenant S’ et S* deux expressions quelconques de la

forine S:
§ s Ty s T g™ T,

§7=g¢""T, + LRl WSS LUL LY MO

videmment en | es réunissant former une nouvelleexpres-
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sion 8’4 8”, ayant aussi la forme S ot qui est aussi déterminde d’une
inaniére univoque. Cette expression 8’4+ 8" sera dite la somme des
hombres représentés par §'et S".

En multipliant terme & terme les doux expressions S', 8" nous
abticndrons en premier lieu une expression de la forme

S,S” = 3 To Sm” ‘; e (S”"T;jsm’-lﬂ 'r". -+ sm'.'.. rlul smnr:' )
(T VT, gV g T e g
e

Cette expression, en employant la formule (1), devient évidemment
une expression de la forme S, déterminée d'une munitre univoque; on
la nommera le produit du nombre représenté par S’ par le nombre
représenté par 5°.

Ces régles de calcul une fois posées, l'exactitude des regles §-5

u § 13 dewen évidente. Il n’est pas non plus diflleile de vérifier

I Avaabth Jn u-l.r\ l Al'll' A " I . 2 A “ llll
i exactitunas ae | lluu AU uuy :u. cet cllu., auwlu

S/ — g T:,-l-.‘:""'"" 1"' gt e T" duiny
S": s‘"-'r;'—l' b."l—+’ ‘l‘.: + s’"-.'-tT: + LI

deux expressions données de la forme S ot supposons que, conformé-
ment 4 nos conventions, le premier coefficient r, dans T, soit différent
de zéro. En comparant les mémes puissances de s dans les deux
membres d’une équation

(2) 8’8" := 8",

I’on trouve d’abord comme exposant un nombre entier /" déterminé
dune maniire univoque; puis une succession d’expressions

o T T4,
telles que l'expression
S"zsm"' ’; - 9"]'4-1 'l‘: —+ sm'-{-l"‘; dree
vérilie I'équation (2) quand on emploie la formule (1); la démonstra-
tion demandée est ainsi cffectuce,

Finalement, pour rendre possible la distribution des nombres de
notre systsme numérique Q(s,¢), nous adopterons les conventions sui-
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vantes : Un nombre du systtme sera dit < ou > o selon que, dans
I'expression S qui le représente, le pre mier coefficient ry de T, est <

ou > o,

Si 1'on assigne denx nombres quelconques a et b du systbme numé-

rigue complexe, I'on dira que # < b ou a > b selon que 'on & respec-
tivement @ — b < 0 0l > 0,

Il est clair qu’'en adoptant ces conventions les rigles 13-16 du § 13
sont vérifiées, c'est-ii-dire que 2(s,¢) est un systtme numérigue e
Desargues (comparer le § 28).

L'énoncé 12 du § 13, comme le wmontre I'équation (1), NEsT PAS
vérifie dans notre systeme numérique complexe Q(s, ¢), et I'on vui
ainsi que le théorenie XXIX est parfaitement exact,

Conformément au théoréme XXXVIII, le théortme d'Archimide
(théordme XVII du § 13) n’cst pas vérifié dans le systtme mimérique
£2(s,¢) que nous venons de construire,

h WP davuniyve nnon fin } nocn ik fi ialae [
J-‘qu “l— "UII“ CVHULUYI b lull U IUDDUIII' 'ula ltlll l,ll..lU 19 ﬂ""l‘. Ill'- ll“ lll\.l |‘-| “'

§2(s, t), de méme que les sysitines numériques £ et (¢) employeés
au§9 et au § 12, renferine seulement un ensemble dénombrable de

nombres.

E
:
3
5

§ 34.

Démonstration des deux théorémes relatifs anu théordme de Pascal
(Géométrie non pascalienne).

Lorsque dons une Géométrie de |'espace les axiomes 1, If, Il
sont tous vérifiés, il en ost de méme du théorémme de Desargues
(théoreme XXXII) et, par suite, il est possible, conforménient au
Chapitre V, § 24 2 § 26, d'introduire dans cette Géomélrie un ealeul
sogmentnire ol les énoncés 1-11, 13-16 du § 13 sont égalemeont véri-
fiés, Maintenant, si nous admettons encore dans notre Géométric
I’axiome V d’Archiméde, il est évident que le théoreme d’Archiméde
(théoreme XVII du § 13) aura lieu dans le caleul segmentaire en
question et que, parsuite, la loi commutativede la multiplication aury
é¢galement lieu en vertu du théoreme XXXVI1. Mais comme la défini-
tion du produit de deux segments dont il est ici question et qui a été
introduite au § 2% (fig. 4o0) coincide avee la définitiondu § 15 ( fig. 21),
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la loi commutative de fa multiplication de deux segments n’est pas
uutre chiose que le théortme de Pascal, On reconnait ainsi I'exactitude
du théoreme XXXV,

Pour démontrer le théoreme XXXVIL, considérons le systeme 1u-
meérique de Desargues Q(s, ¢) introduit au§ 33 et construisons i l'aide

do e m.nﬂlmn de la manitre déerite au 5‘. 20 une Géomaétrie do I'es-

) Y ARV AW [FRR"R LI A"

pace, oit les axiomes 1, II, III sont tous veﬂf'os. Mais le théoreme de
Pascal ne sera pas vérific dans cotte Géométrie, car la loi commutntive
de la multiplication n'a pas licu dans le systeme numérique de De-
sargues (s, ¢). La Géometrie « non pascalienne » ainsi édifiée est
nécessairement, sussi, en vertu du théorsme XXXVI démontré & I'ins-
tant, une Géometrie « non archimédienne »,

I est évident qu'en adoptant les hypotlhises que nous avons faites,
on ne peuat pas non plus démontrer le théoréme de Pascal, quand on

regurde la Géométrie de 1'espace comme étant une partie d'une
Géomeoteie & un nombre qnnlnnnqnp de flunnnnmnc ol b cotd dos

e e Tl YRR W WE B W

points, dvoitesct pluns se présentent cncore d’autres éléments linéaires
pour lesquels il y a un systeme correspondant d’axiomes d’association
et de distribution joint & I'axiome des paralléles.

$ 35.

De la démonstration d’'un théoréme quelconque relatif 4 des points
d'intersection au moyen des théordmes de Pascal et de Desargues.

Toute proposition relative & des points d’intersection dans le plan
a nécessairement la forme snivante ¢ On choisit d’abord un systéme
de points et de droites arbitraires satisfaisant respectivement i la con-
dition que certains points soient sur certaines droites. Quand on
construit alors de la maniere connue les droites de jonction et les
points d'interscction, on finit par obtenir un systeme de trois droites
dont le théoreme nous dit qu'elles se rencontrent en un méme
point.

Supposons maintenant qu'on donne une Géoméiric plane ol les
axiomes I, 1-2, II-V soient tous vérifiés; nous pouvons alors, d'aprés
le Chapitre 111, § 17, au moyen de deux axes reclangulaires, faire cor-
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respondre & tout point un couple de nombres (@, y), et i toute
droite un rappurt de trois nombres(u;viw). I¢i 2, y, 4, ¢, (v sont tous
des nombres rEgLs, u et ¢ n’étant pas tuus deux nuls, et lu condition
(ui exprime qu'un point est sur une droite

Ur vy +w=o

¢sl une équation an sens habituel de ce mot. Réciproguement, a, y.
5, u, v, w décignant des nombres du domaine algébrique Q construit

' -
an RO ar 220t o n'dfant nactane dane nule nane natunng saslninannant
du v el ¥V I Clallc i}an vOud GEUX nuis, nous l:uutﬁuh Cefwiniciireile

admettre que le couple de nombres (a, y) et le triple de nombres
(u:9:w) fournissent respectivement un point et une droite de la Géo-
métrie assignée.

Si, pour tous les points et droites qui se présentent dans un théo-
reme planaire quelcongue relatifd des points d’intersection, on into-
duit les couples et les triples de nombres en guestion, ce théorime
énoncera quune certaine expression A(py, py ..., p.), dépendant
rationnellement de certains paramétres p,, py, ..., p. ¢l dont les coef-
flcients sont réels, s’évanouirs tonjours, pourvu qu'au licu de ces pma-
intres, nous introduisions des nombres quelconques du domaine 2
considéré au § 9. Nous en concluons que 'expression A(p,s «v0u p, )
en verty des regles de calcul 7-412 du § 13, doit aussi s’évanouir ideo-
tiquement.

Le théoréme de Desargues étant, conformément au § 22, vérifié dans
la Géométrie assignée, nous pouvons certainemeat faire usage du
calcul segmentaire introduitau § 24, ct comme le théordme de Pascal
y est également vérifi¢, la loi commutative de la multiplication Pest
aussi, en sorte que dans ce calcul segmentaire les rigles decalcul 7-12
du § 13 sont toutes vérifides.

Si nous nrenons comine axes dans ce

s S WLA r WA BEA TSNS RIS W AF

les axes employés ci-dessus, en choisissant
les points unités E et E', nous voyons que le nouvesu calcul segmen-
taire n’est autre que le calcul au moyen de coordonnées employé au-
paravant.

Pour démontrer que, dans le nouveau calcul segmentaire, Fex-
pression

-

Vuy

+
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s'évanouit identiquement, il suffit d'appliquer les théortmes de De-
sargues et de Prscal et 1'on reconnait que :

TouTk PROPOSITION RELATIVE A DES POINTS D'INTERSECTION DANS LA GEONETRIE
ASSIGNEE DOIT TOUJOURS NECESSAIREMENT SE PRESENTER AU MOVEN DE POINTS ET
DROITES AUXILIAIRES COMME CUNE COMBINAISON DES THEOREMES DE DESARGUES EY
bi Pascaw. Par Cﬁﬁseq‘iu.nl,pour démontrer Pexactitude d’un théorbme
relatif i des points d’intersection, Xous x'avoxs pas BEsoN d’invoquer

les théortmes de congruence.

e S G R r——

CHAPITRE VII
LES CONSTRCCTIONS GEOMETRIQUES REPOSANT SUR LES AXIOMES I-V

§ 36.

Les constructions géométriques au moysn de la régle at
du transportenr de segments.

Soit assignée une Géométric de I'espace ob les axiomesI-V sont tous
vérifiés; pour | plus de simplicité. nous coltsidérerons seulement dans ce
mmpul'c une Géomeétr ie p:uul. faisant pa rtie de cette uuumuult, et nous
¢tudierons la (uestion de savoir quelles sont les constructions géo-
métriques élémentaires que Fon peut eflectuer dans une telle Géo-
maétrie.

En se basant sur les axiomes 1 la résolution du probleme snivantest
toujours possible :

Prosrixe I. — Joindre deux points par une droite et trouver le point
d'intersection de deux drottes, lorsque ces dernidres ne sont pas paral-
leles.

L'axiome Il rend possible la résolution du probléme suivant:

PronLing [I — Parun point donné mener une parallile i une droite
donnée,

Wﬂ oan I\g\

nH ”n u\ :‘ I nmannn 'V I
Ll av pasall 30 K

nh onn lno n N nan ﬂn
L VLD U 14 LUl ls uciuv

» lne axi
SUTI 185 axi



LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GEOMETRIE, 95

segments et des angles est possible, c’est-i-dire que I'on peut, dansla
Géométrie assignée, résoudre les problomes suivants :

Proseing I, — Porter sur un segment donné & partir d’'un point
donné un segment donné.

Proniene IV, — Porter un angle donné ie fong d’une droite donnée,
c'est-a-dire construire une droile coupant une droite donnée sousun
angle donné,

I n'oet nose cthin I m':ennl 1NN N
A 58 VDWW rv DIIJI-U f.vovuu U BRAeL U 8

sur les axiomes des groupes betVietlo o:l ainsi qu'en employant
exclusivement les axiomes I.V on peul résoudre tous les problimes
de construction qui sont réductibles aux problemes I-1V, et ceux-th
seuls.

Aux problemes fondamentaux 1-IV nous adjoindrons encore le
suivant :

I I i'\“ﬂl l:.l mn Hm on
tJIU' MIVIHIAV Vil D

-'CB

ProsLine V. — Elever une perpendiculaire d une droite donnce.

Nous voyons immédiatement que ce probléme V peut étre résolu de
diverses maniéres au moyen des problémes I-1V.,

Pour résoudre le probleme I, nous avons besoin de la méciLe. Un
instrument servant & résoudre le probléme LI, c'est-d-dire & trans-
porter un segment sur une droite donnée, nous le noinmerons un
TRANSPORTEUR DE SEGMENTS. Nous nous proposons maintenant de démon-
trer que les problemes II, IV et YV peuvent étre ramenés i la résolution
des problémes I et LI et que les problémes 1-V sont tout résolubles
uniquement au moyen de la régle et du transporteur de segments.

Nous arriverons donc au vésultat suivant :

Tutontye XL, — Les problémes de constructions géometriques qui sont

rdenlublee on emnlovant amnluﬂtmmpnf log nrr:nmne -V sont nensecsire.

¥ WPWPLEW EYY e 'rle wers v TWEFWWIVYE Wl MW WiEe VRFIVYY TPV VeEvweLl v

ment possibles a résordre uniquement au moyen de la régle et du trans-
porteur de segments.

Dénoxstration. — Pour ramener le probleme 11 aux problemes [ et
Il joignons le point donné P ( fig. 48) & un point A quelconque de la

droite donnde et prolongeons PA au dela de A d’une longueur AC égale
3 PA. Joignons alors C & un nomt aduelcongue B de la droite donnée at

a =2 N Sty R

H. 13
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prolongeons CB au deld de B d'une longueur BQ égele & CB; la
droite PQ est la paralléle chercliée.

Fig. 48.

Nous rvésoudrons le probleme V de la maniére suivante : Soit A
(fig. 49) un point quelconque de la droite donnée; portons alors sur

}18'o 49.

A

B A c

cotte droito & partir de A et de chaque edté de ce point deux segments
égaux AB el AC et déterminons alors sur deux autres droites quel-
conques issues de A les points E et D, tels que les segments AD et AE
soient égaux aux segments AB et AC. Les droites BD et CE so eoupe-
ront en un certain point F ot les droites BE et CD en un autre point H;
FH alors sera la perpendiculaire chercliée. En effet, les angles <{ BDC
et < BEC élant des angles inscrits dans la demi-circonférence de dia-
metre BC sont des angles droits, et par suite, en vertu du théoréme
sur le point d’intersection des hauteurs d'un triangle, ici le
triangle BCF, FH sera également perpendiculaive a BC.

Nous pouvons maintenant résoudre sans peine le probléme IV,
simplement en menant des droites el en transportant des segments.
Nous emplonerons la méthode suwanto, olr lon n'a qu'h mener des

’ lo ran'il e nrrh da
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transporter et soit A son sommet (fg. 50). Par le point A menons
une droite / paraliele & la droite donnée le long de laquelle nous
devons transporter I'angle B. D'un point quelconque B de 'un des
cotés de I'angle B abaissons des perpendiculaires sur 'autre coté de
I'angle 8 et sur la droite /.,

Fig. 5o,
L - B

‘1’

Soient D et C les pieds de ces perpendiculaires. La construction de
cos perpendiculaires se fait au moyen des problemes II et V. Menons
ensuite du point A une perpendiculaire 2 CD, et soit E son pied.
D’apres Ia démonstration du § 14, on aura <{CAE = f§: le pro-
bleme IV ost donc ramené aux probliémes 1 et 1ll, et, par suite, le
théoreme XL est parfaitement démontré,

g 37.

Représentation analytique des coordonnées des points
que l'on peut construire.

Outre les problemes de Géométrie élémentaire traités dans le § 36,
il y a encore une nombreuse série de problemes dont la solution re-
pose exclusivement sur le tracé de droites etlo transport de segments.
Afin d'embrasser d'un coup d'eil le domaine de tous les problémes
résolubles de cetle manidre, prenons comme base des considérations
que nous allons exposer un systéme de coordonnées rectangulaires,
et supposons que les coordonnées des points soient, comme d’habi-
tude, représentées par des nombres réels ou des fonctions de certains
paramétres arhitraires. Pour répondre  la question relative i la tota-
lité des points susceptibles d’tre construits, nous emploierons les
considérations suivantes :

Soit donné un systéme de points déterminés; avee les coordonnées
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de cos points nous composerons un domaine R; ce domaine contient
certains nombres réels et certains parameétres arbitraires p. Considé-
rons alors 'ensemble de tous les points suseeptibles d’étre construits
en tirant des droites et en (ransportant des segments déterminés
au moyen du systeme assigné de poinls. Le domaine forme par las
CﬁﬁruﬁﬁllUbb de ces pomts sera nemme u\n), ce uui‘m‘lil‘lﬁ renferiie
certains nombres réels et certaines fenctions des parametres arbi-
traives p.

Nos censidérations du § 17 mentrent que le tracé de droites et de
parallgles revient analytiquement a I'application de I'addition, multi-
plication, soustraction ou division de segments. Eusuite la formule
connue relative & une rotation, exposée au § 9, enseigne que le trans-
port de segments sur une droite quelconque ne nécessite aucune
apératien analytique autre que Pextraction de la racine carrée d’une
sonune de deux carrés dont on a déja construit les bases. Récipreque-
ment, on peuttoujours, d’apres le théortme de Pythagere et au moyon
d’un triangle rectangle, censtruire la racine carrée d'une somme de
deux earrés segmentaires en trapsportant simplement des segments.

De ces considérations résulte que le domaine Q(R) renferme les
nombres réels et les fonctions des paramétres p, et ceux-li sculement
qui proviennent des nombres ot parametres de R au moyen d'un
nombre fini d'applications des cing opérations, & saveir les quatre
opérations élémentaires auxquelles nous ajouterons, cemme cin-
(uieme opération, I'extraction de la racine carrée d'une somme de
doux carrés. Nous énoncerons co résultat ainsi :

Tutontme XLI. — Un probleme de construction géométrique est
résoluble par le tracé de droites et le transport de segments, c'est-
ii~dire au moyen de la régle et du transperteur de segments, au seul et
unique cas od, dans la seiution analytique du probieme, ies points
cherchés sont des fonctions des coordonnées des points donnés dont
I'expression n'exige que des opérations rationnelles ot de plus Fopé-
ration de Fextraction de la racine carrée d'une somme de deux carrés.

Ce théerdme nous montre immédiatement que teut probléme réso-
luble i aide du compas ne I'est pas fereément quand en ne se sert que

"II I‘\ ”Ill I‘II
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la Géométrie que nous avons édifice au § Y i I'aide du domaine numé-
rigue algébrique ; dans cette Géométrie, il n'y a que des segments
suseeptibles d’étre construils au moyen de la régle et du transperteur
de sogments, & savoir les segments déterminés par les nombres du

domaine Q.

QI\I" F AN ml\nn l fLaw re il :tn n 'n li-ﬂ snn l‘ln :'n ﬁ:nn n
ViYW UII IIUIIIUII' llut'lbUllLIl.ll" uuv u, a I."Jll LIV MU UVHIGILLG

nous montre que teut nomhre algébrique conjugue de @ doit aussi
taire partie de Q, et, puisque les nombres du domaine £ sont évidem-
ment tous réels, il en résulte gue le demaine @ ne peut centenir quedes
nombres réels algébriques dont les conjugués sont également réels,
Proposens-nous maintenant le preblbme qui consiste & construire
un triangle rectangle d’llypetenuse égale & 1, et dont 'un des cotés
de I'angle droit soit égal & |y2|—t, Or le nombre algébrique

Velva|— 2 qul exprime la valeur numérique de 'autre cité de
Fangle droit, n’est pas eontenu dans le domaine numérique Q, oar

0N eon]ugué \/-- 2|\/n| — 2 se trouve étre imaginaire, Le probleme
proposé n’est donc pas résoluble duns la Géoméirie assignée et ne
peut done pas étre résolu au moyen de la regle et du transportenr de
segments, bien que la construction en soit immédiatement possible
at moyen du compas,

§ 38.

Représentation des nombres algébriques et des fonotions rationnelles
pntidres comme sommes de carrés.

La question de la possibilité des constructions géométriques 4
'aide de la regle et du transporteur de segments néeossite, pour étre
traitée plus complétement. quelques théorémes d'un caractére arith-

matiana of nlnul\nln . AN Mo cthlnnl- nrdcanfar NON ANV AT oo
Hiviiyuw oo alsb"llquv YuUui LIT ovILuIGIIY l.uual:lll-l.‘.u, PHl GUATIHIGUIUD,

un grand intérét,

On sait, depuis Fermat, que tout nombre enticr rationnel positif
peut étre représonté comme somme de quatre carrés. Ce théoreme
de Fermat admet la remarquable généralisation suivante :

Dérnmox. — Soit & un corps de nombres guelconques; soit m le
degré de ce corps &; désignons par &, &7, ..., ™" les m——1 corps
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conjugués de &, Parmi les m corps &, &, ..., &Y, g'il s’en présente
unt ou plusienrs composés de nombres tous réels, nous nommerons
ces corps des corps reels; supposons que ce soient, par exemple, les
corps £, &, ... 840, Un nombre « du corps 4 est alors dit totalement
positif dans &, quand les s nombres conjugués i a rospectivement con-

£~ gont tous {__mmhf‘n Au eontraire, 8'il se

WEWEE W L3 WAEAP W E WY '

tannge dane £ 2
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présente aussi des noinbres imaginaires, dans chacun des m corps £,
£y 0.y k=9, chaque nombre « dans & sera toujours dit totalement

positif.

Tutontme XLIL — Tout nombre totalement positif dans k est repre-
sentable comme somme de quatre carréds dont les bases sont des nombres
entiers ou fractionnaires du corps k.

La démonstration de ce théortme présente des difficultés considé-
rables; elle repose essentiellement sur la théorie des corps relati-
vement quadratiques que jai développée derniérement dans plu-
sieurs travaux ('). Je ne citerai ici que le théoreme de cette théorie
qui assigne les conditions nécessaires pour qu'on puisse résoudro
I'équation ternaire de Diophante de la forme

aft+ Bn?+ y{t=o,

od les coefficients «, B, ¥ sont des nombres donnés de & et ou &, v, {
désignent des nombres cherchés de £. La démonstration du théo-
réme XLIl se fait au moyen de Papplication réitérée du théoreme
précédent.

Du théortme XLH découle une suite de propositions relatives i
la représentation des fonctions rationnelles d'une variable & coefli-
cients rationnels, qui ne prennent jamais de valeurs négatives, Je ne
citerai que le théorbme suivant, qui nous sera utile dans les para-
graphes suivants :

Tutonene XLIII, — Désignons par /() une fonction entidre ration-
nelle de , dont los coefficients sont des nombres rationnels et qui ne

) Uabar die Theorie dor relatio-quadratischen Zallkdrper (Jakresbericht d. Deul.rclwa
Maik, Pereinigung, t. V1, 18gg, ot Math. Annalen, 1. L1); enfin : Ueber die Theorie der

relativ-abelschen Zahlkorper (Nachr. d. K. Ges. d, Wiss, zu Gottingen, 1898 ).
{D. Hu.sraut.)
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prend jemais des valeurs négatives quand on donne & x des valeurs
réelles quelconques. Cela posé, /() est toujours représentable comme
quotient de deux sommes de carrés dont toutes les bases sont des
fonctions entitres rationnelles de 2 & coefficients rationnels,

DimoxsTrATION, — Désignons par m le degré de la fonction assignée
S(x); ce degré doitétre évidomment toujours pair.Dans le cas m == o,
c'est-d-dire quand () est un nombre rationnel, I'exactitude du théo-
rdine XLIII est une conséquence immédiate du théoréme de Fermat
sur la représentation d’'un nombre positif comme somme de quatre
carrés, Supposons maintenant que le théortme ait été démontré pour
les fonctions de degré 2, 4,6, ..., m— 2, et démontrons alors qu'il
a encore lieu pour le cas d'une fonction de degré m, ainsi qu’il suit :

Considérons d'abord rapidement le cas oit /() est décomposable
en un produit de deux ou plusieurs fonctions entidres de = i coeffi-
cients rationnels. Supposons que p(2) soit unetelle fonction contenue
dans f(x) et qui ne soit pas elle-méme décomposable en un produit
de fonctions entidres & coefficients rationnels; alors, du caractere
défini que nous avons attribué & la fonction /() résulte que le fuc-
teur p() se présente dans f(x) élevé b une puissance paire, ou bien
qu'il est lui-méme défini, c’est-d-dire que c’est une fonction qui, pour
les valeurs réelles de x, ne prend jamais une valeur négative. Dans le

- P Py P . L. cannine Y alee! o
ier cas, le quotient TIChLs dans le second, p(x), ainsi que

pair < m. Par suite de notre hypothése, tPL{{:‘_))T’_ dans le premier cas,

et p(x) ainsi que {;%‘E-)S dans le second, sont donc représentables
comme quotients de sommes de carrés de Ia nature indiquée dans le
théoreme XLIII, et, par conséquent, dans les deux cas, la fonction
Jf(x) admet aussi la représentation demandée.

Considérons maintenant I'hypothise od /(2) ne peut pas étre dé-
composé en un produit de deuxfonctions cntidres a coefficients ration-
nels. L'équation f(3) =0 définit alors un corps de nombres algé-
briques (%) de degré m qui est imaginaire, ainsi que tous ses corps

conjugués. Puisque, d’aprés ladéfinition qui précéde le théoreme XLII,
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tout nombre situé dans £(S) et, par suite aussi, en particulier le
nombre — 1 est totalement positif dans A(S), il y aura, d’aprés le
théortme XL1I, une représentation du nombre — 1 par une somme de
guatre carrés de certains nomhres de £(9)3 soit, par exemple,

(1) — izt B4yt 3,

o, B, v, & étant des nombres entiers ou fractionnaires de (%)

PPosons
o€ =S a.ﬁ”'”"-l— a,3‘”“"+ vt a,." :—'?(3).

f=0,3n= 4 byFNI 4o 4 by, =Y(D),
y = c;ﬁ"""-’r- 0,3"‘“’ e veo e Oy i Z(S)’
dozd It dy I oy = p(I )

ICI @y Bgy vovy Qs oo os iy Bay oovy dy désignent des coefficients numé-

riques rationnels ot (), $(2), %.(%), p(3) les fonetions rationnelles
entidres en question de degré (m —1) en 3,

Envertude (1)ona
14+ [o (P [YO)P + [N+ [p(3) =0,
et, en ayant égard & I'irréductibilité de l'équation f{x) = o, on voit
que l'oxpression
F(z)=1-+[¢(2)]*+ [$(2)]'+ [x(2)]+ [p(2)]

veprésente nécessairement une fonction entiere rationnelle de «, divi-
sible par f(x). F(x) est évidemment une fonction définie de degré

(2m — 2) ou de degré moindre, et par conséquent le quotient ;E ; st
une fonction définie de degré (m — 2) en x ou de degré moindre,

b coefficients rationnels. Par suite, en ayant égard a notre hypothése,

carrés de la nature indiquée dans le théoreme XLIII et, comme F(x)
méme est une somme de tels carrés, il en résulte que /(2 ) aussi est
nécessairement le quotient de deux sommes de carrés de la nature
indiquée dans le théoreme XLIIl. Nous avons ainsi complétement
démontré le théortme XLIIL.

[l serait peut-étre trés difficile d’établir et de démontrer les propo-
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sitions analogues pour des fonctions entidres rationnelles de deux ou
plusieurs variables; je me bornerai 4 remarquer que j'ai démontré
d’une manibre tout 4 fait différente la possibilité de représenter une
fonction entitre rationnelle définie quelconque de deux variables
comme quotient de sommes de earrés de fonctions entiéres, en su ppo-

foren b eann lnh ‘.Ann ll\nn ﬂuunnn [y Y. PN lllh n-nl\
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non senlement rationnels, mais encore réels quelcongues (*).

§ 39.

Criterium de la possibllité d’effeotner les constructions géométriques
au moyen de la régle et du transporteur de segments.

Ktant donné un probléme de construction géométrique qui soit réso-
luble au moyen du compas, nous nous proposerons maintenant de
rechercher un criterium qui nous permettra de décider, au moyen de
la nature analytique du probléme et de ses solutions, si la construction
en est possible en se servant uniquement de la régle et du transpor-
teur de segments. Cette recherche nous conduit au théorame suivant:

Tutontwe XLIV. — Etant donné un probléme de construction géome.
trigue tel que dans la solution analytique de ce probléme on puisse
trouver les coordonnées des pﬁiﬁw cherchés en se servant ic‘iic‘t’jt’ifﬁii‘m
d’opérations rationnelles et d’extractions de racines carrées, portant sur
les coordonnées des points donnés, soit n le nombre minimum de racines
carrées qui suffisent a l'évaluation des coordonnées; pour que le probléme
de construction proposé puisse étre résolu uniguement en tirant des droites
el en transportant des segments, il est nécessaire et suffisant que le pro-
bléme gdométrique ait exactement 2" solutions reelles, et cela pour Tocres
les positions des points donnés, c’est-a-dire pour TouTEs les valeurs des pa-
ramélres arbitraires qui se présentent dans les coordonnées des points
donnés,

DéyonNsTrATION. — Nous démontrerons ce théoréme XLIV exclusive-

(+) Ueber 1erniire dofinite Formen ( Acta mathematica, 1. XVIU),

Ho l.’l
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ment dans le cas oh les coordonnées des points donnés sont des
fonctions rationnelles & coefficients rationnele d'ux paramétre p,

La nécessité du criterium énoncé est évidente. Pour démontrer que
le criterium est suffisant, supposons-le vérifié et considérons alors
parmi les aracines carrées celle qui, dans 'évaluation des coordonnées
du puilu um‘ii“i‘,}w, doit étre extraite LA PREMIBRE. uGi“pi‘ﬁSSiGi‘l sous le
radical en question est une fonction rationnelle £,(p) & coeflicients
rationnels du paramétre p; cette fonction rationnelle ne pourra prendre
de valeurs négatives pour aucune valeur réelle du parambtre p; sinon
le prohléme pourrait, pour certaines valeurs de p, avoir des solutions
imaginaires, ce qui serait contraire a I'hypothdse. 1l résulte donc alors
du théoreme XLIII que f,(p) est représentable par un quotient de
sommes de carrés de fonctions rationnelles entieres,

Maintenant les formules

m::\/(m—’)’—kc' .
Vat+ bV - c’+d'*-\/(\/a' bitct) + o

BN B B IR B I R ] s 0 3 ¢ g n 8 88 8 s 7S Dt gy

font voir que l'extraction de la racine carrée d’une somme d’un
nombre quelconque de carrés peut toujours se ramener i |’extraction
réitérée de la racine carrée d'une somme de deux carrés.

En joignant cette observation aux résultats précédents, on recon-

nait que 'expression \/£,(p) peut étre construite i I'aide de la régle et
du transporteur de segments.

Considérons maintenant, parmi les » racines carrées, celle qui
dans |'évaluation des coordonnées du point cherché doit étre extraite
LA DEUXIENE, L'expression sous le radical dont il est alors question est

une fonction rationnelle £;(p, Vi) du paramétre p et de la racine

A iddnda an ami 1 tia Pneant) "
carree Consitéres en premier sl colid 1onc biﬁng n'est pour aucunsd

valeur paramétrique réelle p, ni pour aucun des deux signes de \/f,
susceptible de valeurs négatives, sinon le probléme assigné pourrait,
pour certaines valeurs de p, admettre parmi ses 2" solutions des solu-
tions imaginaires, ce qui serait contraire & I'hypothése. De la résulte
que f, doit vérifier une équation quadratique de la forme

Si—a@)fe+hi(p)=o
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ol 9, (p) et §, (p) sont nécessairement des fonctions rationnelies de p,
h coefficients rationnels, qui pour des valeurs réelles de p ne prennent
jamais des valeurs négatives. De la dernitre équation quadratique on

tire
fm LA bl

:(p)

Or, en vertu du théoréme XLIII, les fonctions @, (p) et §, (p) doivent
étre des quotients de sommes de carrés de foncuons rationnelles et,

t' ainfun mant | P S ha an ahda TPttt X I\l
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d'étre construite au moyen de la régle etdu transporteur desegments;
I'expression trouvée pour f, montre donc gue /; est un quotient de
sommes de carrés de fonetions que I'on sait aussi construire, Par con-

séquent, l'expression y/f; est également susceptible d’étre construite
au moyen de la rbgle et du transporteur de segments.
De méme que I'expression f, toute autre fonction rationnelle

92,(p, V/1) de p et de /7, est également un guotient de deux somines
de carrés de fonctions que I'on sait construire, pourvu que celte
fonction rationnelle 9, jouisse de la propriété de ne jamais prendre de
valeurs négatives pour des valeurs réelles du parambtre p et pour les

deux déterminations de /7.

Cette remarque permet de réitérer le procédé de déduction employé
jusqu’ici, de la maniére suivanie :

Soit /;(p, Vfis Vfa) une expression dépendant rationnellement des
trois arguments p, v/f;, v/;, et dont la racine carrée, dans I'évaluation
analytique des coordonnées des points cherchés, doit étre extraite 1A
TRoisIEME. Comme préeédemment, nous concluons que f; ne prendra de
valeurs négatives pour aucune valeur réelle de p et pour aucune des

tlnl 1w |45fnnrh|nnl|nne da 1 ot H‘ (1 an fait mantva ancora g nt
Utaa GeLwInlinaudns uo ysy o VJ’ VU Jdiv iU O Uiiul "i J’ L

vérifier une équation quadratique de la forme

fi— ‘Pl(i’! Vi, \/f_:):fa‘*"’l‘!(}’: v/ \/ﬁ): 0,

el
natinne da JF o I ff ne nauvent nrandra dae valanwe ndogativae 0
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puisque ¢, et ¢, d'aprés une remarque précedente, sont des quo-
tients de deux sommes de carrés d’expressions que 1'on sait construire,
il s’ensuit qu'il en est de méme do ’expression

f fs'*“'{‘!(!’!\[—;:\[—)
; ?t(P: \v/fn \"f:)

et que, par conséquent, y/f; est également susceptible d’¢tre construit
au moyen de la regle et du transporteur de segments,

L'itération de cette méthode de raisonnement conduit & la démou-
stration du théortme XLIV dans le cas envisagé d'vx paramétre.

L'exactitude du théorime XLIV dans le cas général dépend de la
question de savoir 8i le théoreme XLIII peut étre étendu d’'une manidre
analogue au cas de plusieurs variables,

On peut, comme exemple de 'application du théoréme XLIV, con-
sidérer les polygones réguliers qui sont susceptibles d'étre construits

4 I'atda dn samnae n\nn ce ¢as || 8@ nrasanta nag tln nnnmnnlnn
W § iU uwu UUlllth-. BFLALLDD W ’ 8 .lv rnuaval LW r r

arbitraire p, et les expressions que I'on doit construire représentent
simplement toutes des nombres algébriques. On voit sans peine (ue
lecriterium du théoréme XLIV est rempli et 'on reconnait, par suite,
que tous ces polygones réguliers peuvent étre construils en se servant
uniquement de la régle et du transporteur de segments, — résultat
que l'on pourrait d'ailleurs tiver directement de la Théore de la division
du cercle (Kreistheilung ).

En ce qui concerne les autres problémes de construction connus de
la Géométrie élémentaire, je me hornerai i dire ici que le probleme de
Malfatti peut étre résolu en ne se servant que de la régle et du trans-
porteur de segments, tandis qu'il n'en est pas de méme du probléne
tle contacts d’Apollonius.

Conclusion ().

Le précédent Travail ne traite essentiellement que les problemes de
Ja Géometrie euchidienne, c'est-a-live qu'il n’y est discuté que les
questions qui se présentent quand on admet l'exactitude de I'axiome

} LRI S A

" page 208, lo texte est citidrement nouveau
J FOGUTICUr: (¥
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des paralléles. 11 n’en est pas moins important de discuter les prin-
cipes et les théortmes fondamentaux de la Géométrie quand on fait
abstraction de I'sxiome des paralléles. Nous avons aussi exelu de notre
étude la question importante de savoir s'il est possible, sans la notion
du plan ni de lo droite, au seul moyen des po'mts cornme éléments et

AM\ 1 H l ' .\ ¥ Fe%a s T4 } I ln 'n

en UIIIPIUJHIII 13 llUlIUll UUD 5I'UUIJI.;B ues UUPlubUlllLlllb, Oil & 1éalae ae
la notion de distance, d’édifier la Géométrie d’'une manitre logique.
Cette dernitre question a fait récemment des progrés considérables,
grice aux travaux fondamentaux et féconds de Sophus Lie. Néanmoins,
pour éclaircir complitement la question, il serait bon desubdiviser en
plusieurs I'axiome de Lie que I'espace est une multiplicité numérique;
et avant tout il me semblerait désirable que 'on fit une discussion
approfondie de I'hypothise de Lie que les fonctions qui donnent les
déplacements sont non seulement continues, mais encore susceptibles
de différentiation. Quant & moi, il ne me semble pas probable gue les
axiomes géométriques renfermés dans la condition de la possibilité de
la différentiation soient tous nécessaires,

Dans le traitement de toutes les questions de ce genre, je crois que
les méthodes et les principes développés dans le précédent Ménioire
seront utiles. Comine exemple je renverrai & une étude entreprise i
inon instigation par M. Debn et qui vient de paraitre (*). Dans cette
étude sont discutés les théordmes connus de Legendre sur la somme
des angles d’un (riangle, que ce géomatre a démontrés au moyen de la
continuité.

Les considérations de M. Dehn reposent sur les axiomes de |'asso-
ciation, de la distribution et de la congruence, c’est-a-dire les groupes
d’axiomes I, I, 1V; au contraire, 'axiome des paralleles et I'axiome
d’Archiméde sont exclus. D'autre part, les axiomes de distribution
sont énoncés d’une manibre plus générale que dans le travail actuel,
h peu prés comme il suit : Parmi quatre points A, B, C, D d’une droite,
il y en a toujours deux, A, C, par exemple, qui sont séparés par les
deux autres B et D, et réciproquement. Cinq points A, B, C, D, E
sur une droite penvent toujours étre distribués de telle sorte que A, C

(1) Math, Annalen, t. LU (igoo).
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soient séparés par B, D et par B, E, ensuite que A, D soient séparés
par B, E et par G, E et ainsi de suite. De oette fagon, ce qui n’a pas lieu
dans mon présent Mémoire, la Géométrie riemannienne (elliptique)
n’est pas exclue a prior?,

En se basant sur les axiomes d’association, de distribution et de
congruence, c'est-i-dire sur les axiomes I, II, IV, on peut introduire
de la manitre connue les éléments dits idéauw (points, droites, plans
idéaux ). Cela fait, M. Dehn démontre le théorbme suivant :

St l'on regarde toutes les droites ot tous les points (idéauw et réels) du
plan, & Uexception d’ une droite unique ¢ et des points situés sur t, comme
éléments d’une nouvelle Géometrie, on peut pour cette nouvelle Géoméirie
défimir un nouveau genre de congruence de telle sorte que cette Gdométrie
vérifie tous les axiomes d’association, de distribution, de congruence,
ainsi que 'axiome (’Euclide, la droite t dans cetie Géométrie jouant le
rle de la droite de 'inflni.

Cette Géométrie euclidienne imposée pour ainsi dire au plan non
euclidien sera dite une pseudo-Géometrie et le nouveau genre de con-
gruence une pseudo-congruence.

En invoquant le théordme qui précéde, on peut alors introduire-un
calcul segmentaire relatif au plan, en s’appuyant sur les développe-
ments du Chap. 1, § 15, Ce calcul segmentaire permet de démontrer
'important théorbme suivant :

St dans un triangle quelconque la somme des angles est

plus grande que............
égale d..... a droits

*
s} om conrt do mimo
Tl WIe VU WY U TPy W

Le cas ol la somme des angles cst égale & deux droits donne le
théoréme hien connu de Legendre; mais, pour le démontrer, Legendre

8'est servi de la continuité.
M. Dehn discute alors la connexion entre les trois différentes hypo-

theses relatives 4 la somme des angles et les trois différentes
hypothéses relatives aux paralldles.
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Il arrive ginsi aux remarquables propositions suivantes :

De Uliypothése gque par un point donné I'on peut mener ¢ une droite
une infinité de paralleles il s'ensuit, si lI'on exclut I'axiome d’ Archiméde,
NON PAS que la somme des angles d’un triangle est plus petite que deux
droits, mais au contraire que cette somme peut étre

(a) plus grande que 2 drolts
(&) égale & 2 drolts,

trer le cas \a) de ce théuruue, M. ueun cdlﬁe une
]

1

Géométrie ot 'on peut mener par un point une infinité de paralldles
A une droite et o1, d'ailleurs, sont aussi vérifiés tous les thi¢orsmes de
la Géométrie riemanienne (elliptique). A cetle Géométrie convient lo
nom de Géométrie non legendrienne, car elle est en contradiction avec
le théordme de Legendre en vertu duquel la somme des angles d'un
triangle n'est jamals plus grande que 2 droits. De I'existence de cette
Géométrie non legendrienne il résulte immédiatement qu'’il est impos-
sible de démontrer le précédent théorame de Legendre sans employer
I'axiome d’Avchiméde; et, on effet, Legendre se sert de la continuité
pour démontrer son théoréme.

Pour démontrer le cas () du théorbme précité, on édifie une
Géométrie sans axiome des paralléles et ol sont néanmoins vérifiés
tous les théordmes de la Géométrie euclidienne : la somme des angles
d'un triangle est égale h deux droits, il y a des triangles semblables,
les extrémités de perpendiculaires de méme longueur menées i une
droite sont toutes situées sur la méme droite, etc. De I'existence de
cette Géométrie s’ensuit que, si l'on fait abstraction de I’axiome d’Ar-
chiméde, I'axiome des paralléles ne peut étre remplacé par aucune des
propositions que I'on regarde d’habitude comme lui étant équivalentes.

r‘n“n IIIII l' r‘A nnnnn n e A ' 1na _II J l
WULLL IIUUVUIIU UUUIIIUI.I 10 PUUL l':lrlt‘: UII.U ullU uuu"‘ﬁﬂllu ﬂu'f‘l—""r“bu"

dienne. De méme que la Géométrienon legendrienne, il est clair que la
Géométirie semi-euclidienne est en méme temps une Géométrie non
archimédienne.

M. Dehn arrive finalement & ce théoreme surprenant :

an

[ 1 PN e
rour UU 1]

De Uhypothése qu’il n'existe aucune parallele, il s’ensuit que la somme
des angles d'un triangle est plus grande que deuz droits.
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Co théortme montre que les deux hypothitses non euclidiennes sur
les paralléles se comportent d’une manitre absolument différente
vis-h-vis de l'axiome d'Archiméde.

On pout réunir les résultats énoncés par les théorémes précédents
dans le Tableau suivant :

La wmuwe Par g point donnd l'ob peut moner & une drollu
des angles
d’un trlangle —
At 1 marasikea wn wnfliba [T 1 2.1 e foadlocfsd 1o cammabidila-
unj UL Uy Pﬂ TRIWIV, upy P“I‘IIIIUIU UG JAUIe YUy Pﬁl‘ 1Lgay
Géomdirle .
> 2 droils de Riemann Cas Impossible non‘}lio?:r;::gn 1o
(elliptiquo) &
Géométrie
< 2 droits Cas Impossible ouclldienne q “m?i::i!:;lﬁﬁme
(parabolique) °
Géomdirle
=2 drolls Cas Impossible Gas Imposslble de Lobatschowski
(hyperholique)

Mainfanant mon nrica H 4 utoit
uluuuu\ul 3% RRAVSES |.ll AN/ ES e
8
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une recherche critique sur les principes del Géomeétrie euchdterme.
Dans cette reclierche nous avons eu pour guide ce principe fonda-
mental : faire la discussion de chaque question qui se présente de
maniére & examiner en méme temps s’il est possible ou non de
répondre & cette question en suivant une voie assignée d’avance et en
se servant de certains moyens limités, Ce principe fondamental me
semble contenir une rdgle généraie et conforme a Ia nature deschoses.
En effet, lorsque dans nos reclierches mathématiques nous rencontrons
un probléme ou lorsque nous soupgonnons un théordme, notre esprit
n'est satisfait que lorsque nous possédons la solution compléte du pro-
bleme et la démonstration rigoureuse du théordme, ou bien lorsque
nous connajssons bien clairement la raison de l'impossibilité de la
réussite et, par suite, aussi celle de la nécessité de 'insuccss.
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C'est ainsi que, dans les Mathématiques modernes, la question de
impossibilité de certaines solutions ou problimes joue un réle pré-
pondérant et que les efforts fuils pour répondre & des questions de ce
genre ont é1¢ l'occasion de la découverte de domsines de recherche
nouveaux cl féconds. Rappelons soulement & ce propos la démonstra-
tion d’Abel de I'impossibilité de résoudre 1'équation du cinquieme
degré au moyen de radicaus, puis la découverte de I'impossibilité de
démonteer I'axiome des parallbles, enfin les (héortmes de MM, Hermite
et Lindemann sur I'impossibilité de construire par la voie algébrique
les nombres e et =.

Ce prmupu fondanental, en veriu uuquu on doit paitout discuter
les principes de la possibilité des démonstrations, est intimement lié b
la condition de la « pureté » des méthodes de démonstration qui, dans
cos derniers temps, u é1¢ considérée comme de la plus haute impor-
tance par nombre de matliématicions. Au fond, cette condition n’est
pas sutre qu'une conceplion subjeclive du principe fondamental suivi
ici. En effet, 1'étude géomeétrique précédenic cherche, en général,
i expliguer quels sont les axiomes, hypothéses ou moyens nécessaires
i la démonstration d'une vérité de Géoméirie élémentaire, ot il nereste
plus alors qu'a juger, d’ aprbs le point de vue auquel on s'est place,

g
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Pour ledessin des figures, ainsi que pourla correction des épreuves,
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en présente ici tous mes remerciements. Je remnercie aussi de méme
mes amis MM. Hermann Minkowski ot Julius Sommer de m'aveir
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ERRATA.
Pago Bg, formule ((), au llen de s =~ st. lire tr=1ast.
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