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étaient deja connues. Plus prés de nous on a vu naitre et se développer la
géométrie analytique d’ou est sortie la géométrie algébrique en constant
développement. Les méthodes algébriques de la géométrie projective sont
un exemple de cette évolution. Et on ne saurait dire, au stade ou elles sont
parvenues actuellement, s’il faut considérer la géométrie descriptive comme
une division de la géométrie ou de I’algebre. De méme 1’étude des nombres

comnlexes commencée en aloébre est maintenant étroitement lide 3 1a oéo-
N\JALLR y‘. AN WNJALRLALIN/AANDN/NY wiA “l&vvl W WOV AIAGLLAVWVILAWIILIAL WLA VALVWALAWIAAL Lilww & 1W évv
métrie. A tel point que la contribution des géométres au développement

de cette science est peut-€tre plus importante que celle des algébristes.

Les différents aspects des nombres complexes font 1’objet d’études trés
poussées et posent d’importants problémes encore non résolus.

Il n’est pas dans le propos de ce livre d’exposer au lecteur 1’état actuel
de la question, mais d’étudier un des nombreux chapitres communs aux
nombres complexes et a la géométrie. Et nous ne prétendons nullement
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de présenter de fagon assez large I’ensemble des questions abordées. Nous
ne nous sommes jamais bornés a introduire les notions fondamentales en
nous efforcant de les utiliser pour la démonstration des théorémes géo-
métriques.

Ce livre est destiné & un cercle de lecteurs assez étendu. Si les premiers
paragraphes de tous les chapitres peuvent €tre utilisés dans un cycle d’études
¢lémentaires, les paragraphes suivants sont d’un niveau un peu supérieur.

Cela nous a astreint 3 un systéme assez complexe de désignations pour
distinguer les différentes parties du livre.



Les paragraphes 1, 4, 7, 9, 13 et 15 constituent la ligne fondamentale de
I’exposé ; ils sont sans astérisque. On y trouvera, 3 I’intention” des profes-
seurs et futurs professeurs de mathématiques, de nombreux exemples de
géomeétrie €lémentaire. Dans les paragraphes 8, 10, 14 et 16 marqués d’un
astérisque, sont exposés les procédés d’applications des nombres complexes
a la géométrie élémentaire. Chacun de ces quatre paragraphes a pour titre

« Annlicatinne at avamnlae 2w Tl camnreand diffédrante thdnrdmae odnmdétrimaiiac
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démontrés a I’aide de nombres complexes. Bien entendu les théorémes ras-
semblés ici ont uniquement une valeur d’illustration. Seuls, peut-étre, les
théorémes sur la puissance du point et de la droite par rapport a la circon-
férence (paragraphe 8 et 10) se rapprochent un peu plus de la ligne fondamen-
tale de I’exposé. 1ls sont utilisés dans le paragraphe 16 pour une nouvelle
dénomination (« géomeétrique ») de l’inversion axiale (de LAGUERRE) qui

joue un role essentiel dans le paragraphe 15.
1.’étu da A

L’¢tude de parasxayhuo 8, iV, 14 €U 10 pourral
la compréhension du reste du livre. Nous recommandons au lecteur de ne
pas trop s’y attarder en premicre lecture. Par la suite, si I’on s’intéresse a la
géométrie €lémentaire on pourra retourner a ces paragraphes afin d’en assi-
miler les principes fondamentaux. Les paragraphes marqués de deux asté-
risques 5, 6, 11, 12, 17 et 18 ont un tout autre caractére. Nous y dépassons
les frontiéres du sujet qui (de fagon d’ailleurs souvent artificielle) est classé
dans la géométrie élémentaire. En fait, les applications essentielles des
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d’Euclide telle qu’on 1’étudie dans Ie second degré mais a ce qu’on appelle
les « géométries non euclidiennes » dont la plus connue est la géométrie de
LoBATCHEWSKY. Il nous a semblé inadmissible, méme dans un livre de vulga-
risation, d’ignorer ce domaine essentiel des applications géométriques des
nombres complexes (1). Nous avons donc introduit dans ce livre un
court exposé¢ sur le réle des nombres complexes dans la géométrie de

LOBATCHEWSKY. Les paragraphes correspondant 3 cet exposé sont destinés
A aves Tandasse nern nd mrralnrrac mnntinanag A1 sarinnntna Ao Aakéa «Amnonﬂi_ﬁl\‘n ~hA
a un 1eCicur ayant queiques notions au prinCip€ G CeliC remarquaoic scu-

métrie. Les connaissances nécessaires peuvent ne pas dépasser ie niveau d’un
livre de vulgarisation sur la géométrie non euclidienne. Le caractére particu-
lier des paragraphes marqués de deux astérisques nous a contraint 3 modifier
notre exposé. Les démonstrations dans ces paragraphes ne sont pas toujours
intégralement développées, le soin en étant laiss€ au lecteur. Celui-ci pourra
négliger les paragraphes 5, 6, 11, 12, 17 et 18, le reste du livre formant un

() On pourra consulter & ce sujet les livres et articles indiqués dans les notes en bas
des pages 14, et 25.
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tout dans sa partie ¢lémentaire (celle qui ne concerne pas la géométrie non
euclidienne).

L’origine de ce livre est le cours fait par I’auteur en 1958 dans les écoles
moscovites aux membres du cycle d’Enseignement mathématique auprés
de 1’Université d’Etat de Moscou. Un exposé élargi de ce cours a été publié

dans le numéro 6 des Bulletins de I’ Enseignement mathématique (M. 1961).
T ac Atnidiantc 1’Tncetitnt nddacnciana r‘n 1a Farmiltd dAa Mnacrnil Aant atieci
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L’auteur exprime sa reconnaissance 3 A. M. YAGLOM pour ses conseils,
a ses €léves M.M. AraPovA et F. M. NAVIAICKI, auxquels revient le mérite
de certaines démonstrations, aux rédacteurs M.M. GORIATCHA et
I. E. MorOZOVA, qui nous ont fait de nombreuses remarques utiles. Enfin
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HAPITRE I

LES TROIS TYPES
DE NOMBRES COMPLEXES

e

§ 1. NOMBRES COMPLEXES ORDINAIRES

L’introduction des nombres complexes en algebre est liée & la résolution
de I’équation du second degré.
Si par le mot « nombres » nous entendons seulement les nombres ordi-

naires réels, on est amené A considérer que 1’équation du second degré :

x +px+g=0 )
”e AA‘II' A NIMAN l!: A — “2 n' 11 S "ﬂﬂ R o V=Y ﬂ: A PR n. - M~ AA ﬁﬂﬂ:ﬂA
A UVUA 1a\Vilivo Dl o ——ll "‘""l'(! / U, UV 1AaViily Ol & — U, paa Uy 1aviuay
si 4 < 0. Ainsi, de trés nombreuses équations, par exemple

xX+1=0, x—2x+4+2=0, x"+x+1=0, 2
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amené a élargir la notion de nombre et on est convenu de con31dérer que
I’équation x2 4 1 = 0 a une racine : c’est un nombre d’une nature particu-
liére (imaginaire) différente de celle des nombres ordinaires réels. On dési-
gnera ce nombre par une lettre spéciale «i». En ajoutant a I’ensemble des
nombres réels le nombre «i», nous sommes tenus d’expliquer comment
s’effectuent la multiplication des nombres réels par i, et leur addition avec i.
Nous pouvons multiplier les nombres 1’'un par 1’autre et les additionner,

mais tant que nous ne définissons pas ces opérations pour i’ensembie



2 LES NOMBRES COMPLEXES [CH. 1]

« élargi » des nombres, nous n’avons pas de motif suffisant d’appeler i un
nombre. De plus, il apparait impossible de se borner a I’introduction du
seul nombre i. Tous les produits bi du nombre réel b par i et toutes les sommes
a + bi du nombre réel a et du nombre bi (b % 0) sont aussi considérés comme
nombres d’une nature spéciale et sont inclus dans ’ensemble des nombres,

1ombre 1 Une orande anantité de no mhrp
W AANJAAM

en pnu des nombres réels et du nombre i. e grande quantité bre
de la forme a + bi est ainsi obtenue (pour b = 0 qui comprend tot le"

us
nombres réels, et pour a = 0 — tous les nombres de la forme bi) et €
constitue I’ensemble des nombres complexes.
L’addition, la soustraction, et la multiplication des nombres complexes
sont alors définies de la fagon suivante :

(@a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b +d)i,
@+ b)— (c + di) = (@— ) + (b —
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi® = (ac — bd) + (ad + bc)i (3)
(on utilise ici le fait que, par définition, i est la racine de 1’équation

x2 4+ 1=0,

de telle sorte que i2 4 1 = 0 et i2 = — 1).
On peut alors établir de fagon simple la régle de la division du nombre

h‘o

+

~~
o
_.}
Qu
Nast/
Q
l
~~
(o)
Q | s
Q l o
QI

Si donc nous devons diviser un nombre complexe quelconque z; par
un autre nombre complexe z, il suffit alors de leur associer un nombre Z,
pour que le produit zZ soit réel. Nous aurons alors

71z = (z:) : (22), @
Mais les regles de la multiplication des nombres complexes z; et Z, et la
division du nombre complexe obtenu z1Z par le nombre réel zZ nous sont
déja connues.
Posons z = a + bi ; dans ce cas, pour Z, il est commode de choisir le
nombre a — bi, pour lequel

- 2

zz = (a+b1)(a—-—b1)-a + b, 5)
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Nous pouvons maintenant écrire la régle de la division par un nombre
complexe de cette fagon :

c—l—di=(c+di)(a——bi)=(ca—l—db)+(—cb+da)i
a+bi (a-+ bi)a— bi) a1+ b
ca+db —cb+da.
- P . _2+ 2 -2 I
a +b  a+b

7~
N’

Le nombre Z = a— bi est appelé le conjugué du nombre complexe
z =a + bi (1) ; il est évident, inversement, que le nombre z est le conjugué

du nombre Z (c’est-a-dire (£) = z). Notons que non seulement le produit z « Z,

La somme z 4 Z = 2a représente le double de la partie réelle @ du nombre

onmnlava » — ~ 1 ki la meadnit 25 — A2A2 act 1a parrd A1y namhera frnacitif)

VULLPIVAVY 4 — U T Ul 4, 1Iv Pl1UMUIL 424 — G U WL 1V vallv UU lviiviv \pudiu )
r=+Va?+ b2

appelé module du nombre z et désigné par |z| « z est réel s’il coincide avec
son conjugué et seulement dans ce cas (on a alors Z = z). On vérifiera faci-
lement que les équations suivantes

2_1—l—22=21+22, Z1— Z2 = Z1 — Z3, Z1+Z2 = Z1* 22,

Z1:Z2 =121:z3 (7
découlent de la définition du nombre conjugué. (Autrement dit, la somme,

la différence, le produit et le quotient des nombres conjugués de deux nombres
complexes donnés, sont les complexes conjugués correspondant a la somme,

Nous nous servirons souvent du fait que la différence z — 7 de 2 nombres
Am“‘f\‘rl\n A_ﬂ“:"‘ n‘-‘ﬂ Arnd 2uea an ~novmlacen 2 nas Ared  SRAM e s ma e e ,@,nn_l- & ’1 :::::::
IPLC Y VU1l ugucb ool 1 11V111UV1C purc el urniaginaire \b oOol~a=-uliiv qu1

Ainsi, nous pouvons additionner, soustraire, multiplier et diviser les
nombres complexes, et toutes les lois auxquelles obéissent ces opérations
coincident exactement avec les lois des opérations sur les nombres réels
ordinaires (2).

() Par la suite on désignera par le symbole Z le nombre complexe conjugué de z,
(® On peut dire que les nombres complexes, de méme que les réels forment un champ

commutatif.
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En particulier, comme pour des nombres réels, la division par un nombre
complexe z = a + bi n’est pas toujours possible : pour qu’elle le soit il est

indispensable que le module |z| =V a2 + b2 soit différent de zéro, et il
existe un seul nombre complexe 0 = 0 4+ 0i pour lequel la division est

impossible. Quand 1’'impossibilité de diviser par zéro est génante on procede
1 Py . 2 o . 1 e ). P P _ .
de la fagon qui nous est déja familiére : on convient de considérer que le

quotient 1 : 0 existe, mais que c’est un nombre de nature spéciale pour
lequel on introduit la notation oo ; en d’autres termes on élargit I’ensemble
des nombres complexes en introduisant un nouveau nombre oo égal par
définition & 1/0. Les régles des opérations avec le symbole oo sont définies
de 1a fagon suivante

Z+ 00 =00, Z—00 =00, Z+00 == 00,

ol z est un nombre arbitraire, non nul dans la 3¢ équation, et différent
de oo dans la deuxiéme et les deux derniéres. On considére d’une fagon

générale que la différence o0 — o0, le produit co - o0 et le rapport cofc0

(et aussi le quotient 0/0 = 0 ; 1/0 = 0+ c©0) n’ont pas de signification. Nous
n’en aurons d’ailleurs pas I’emploi ici (1).

Il est important de ne pas perdre de vue que, si dans le domaine des
nombres ordinaires, seuls les nombres positifs ont une racine carrée, dans
celui des nombres complexes on peut extraire une racine carrée de n’importe
quel nombre z = a + bi. Effectivement, en posant

a + bi = (x + yi)’,
on obtient facilement

xz——y2 = q, 2xy = b.

(1) Notons d’ailleurs que le rapport

conduit A penser qu’ils ont une signification tout a fait définie & savoir a/c. Cette remar-
que nous sera utile par la suite.
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En résolvant ce dernier systéeme d’équations on trouve

_lel +a __lel—a
X = S ’ Yy = E—
2 2

(Les signes des radicaux x et y sont choisis de telle sorte que le produit xy
ait le méme signe que b.) Cela conduit aux formules

VT = (/'ZHa J'z'"“)

ou

Il ' /l \
vVa—Bbi= ‘ /I | + i /|z —a.\ ;. 0. (O
Y & ‘ / /’_‘"'_""'" 1’ WU Z~ VU \7}
W 2 N 2 /

Il en découle immédiatement que dans le domaine des nombres complexes
chaque équation quadratique (1) (avec des coefficients réels ou quelconques
complexes p et q) a deux racines (différentes ou identiques) :

—p+ Vo' —44
X1,2 = - (10)
2
En particulier pour p et g réels cette équation aura 2 racines réelles diffé-
| Stk r r | g WVILLY W eana a bt vl
rentes
—p+ V4
X1,2 =
2
pour 4 > 0 ; deux racines identiques (réelles aussi) X1,2 = — p/2 pour
4=0; deux racines complexes (conjuguées) distinctes pour 4 < 0 :
—p + V—A4i
X1,2 =
2

Ainsi, par exemple, les équations (2) ont les racines suivantes

Xi2==+1i; Xx13=1+1; x1,2=—
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(=)}

Dans une série de cas, il sera plus facile d’écrire autrement le nombre

complexe z = a + bi, en mettant en évidence son module |z| =va® + b2
Mettons en facteur le nombre |z| :

ont la propriété d’avoir la somme de leurs carrés égale & 1.
Il s’ensuit I’existence d’un angle ¢ tel que :

a X b

o Sin ¢ = /2 3
Va +b° Va +b°

)

7~
[em—y
p—g

0

7]
B
Il
(3
Y
>

Si on désigne le module |z| = v a% + b2 du nombre z par la lettre r,
alors nous aurons

z = r(cos ¢ + isin ¢), (13)

RS

~ Qe

r=\/;2+b2 et cos @ = -, sin @ = (13a)

L’angle ¢ [défini par I’équation (13 @) & un multiple de 2 = prés] est
appelé argument du nombre z et on le désigne par Arg z. Si, par exemple,
on lui impose de ne varier que dans Uintervalle — 7 < @ < =, il sera alors
nul pour les nombres réels positifs, et égal & 7+ pour les négatifs. Les nombres
conjugués auront le méme module r et des arguments de signes opposés

('D et o @o
Cette forme d’écriture (113) des nombres comnlexes <’annelle farme tri-
/bW AVL AL W WWwWALLWA WY \L LJ} WAV AAVALAVA VY WAL kl.lvn\-lu (%) “t’yv‘lv ANJA ALAW VA A
______ TIPS T PR UENPET SUE SIS SIS SICTUINIE PRI LPURE PR TR S
gunomeu'lque. Zic CSt IS ullc 101rsgu on aoit Uitplcr acux ou pIUBlCUI—b

nombres complexes.
En effet

r(cos ¢ + isin ) « ri(cos 1 + i sin ¢1) =
rrif(cos @ « cos p1 — sin ¢ « sin @1) + i(cos @ sin @1 + sin ¢ cos @1)]

= mlcos (p + gn) +isin(p+ el (14)
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Ainsi, le module du produit de deux nombres complexes est égal au produit
des modules de chacun des facteurs, mais I’argument du produit est égal d la
somme des arguments des facteurs [comparez avec la formule (3), beaucoup
moins commode], et le module du quotient de 2 nombres complexes est égal

au quotient des modules de ces nombres, et I’argument du quotient a la diffé-
rence des arguments correspondants

z1  ri{fcosei+isingl) r1. N e ey NN
Pl ——— = — [COS (g1 — @) T 18I0 (p1 — )] (1D)

“ r(cos ¢ + 1811 @) !
De ces égalités on déduit immédiatement les lois qui permettent d’élever
un nombre complexe z & n’importe quelle puissance et d’extraire les racines

[r(cos ¢ + isin )]" = r"(cos ng + i sin ny);

. _ N o \
V'r(cos @ + isin @) = Vr| cos ‘i + isin ‘i | (16)

(Il y a n racines différentes de z suivant qu’on détermine 1’argument
@ = @0 + 2 kmr, selon les valeurs k =0, 1,..,n—1, @o étant une des
valeurs possibles de 1’argument.)

La méthode purement formelle utilisée ici pour introduire les nombres
complexes est tout a fait générale et peut étre utilisée dés le début du cours
. ' s . .-

toujours possible. Afin de la rendre possible (c’est-a-dire de rendre résolubles

toutes les équations x + a = b) il faut « élargir » I’ensemble des nombres posi-

tifs, en ajoutant, par exemple, la racine de I’expression x + 1 = 0, considérée

comme un « nombre de nature particuliére » ; cette racine est repr
). .

O~
[72]
(€]
=
-
&
e
<8
L ]

— 1. A partir de cette expression — 1, par addition et multiplication, on obtien-

, . . ’ b
dra tous les nombres négatifs entiers, et toutes les équations x +a =56 (@
e A lanta arntlara) dacitiammant antlill o Do T4 A e L1 e e T
COCIHLCICIILS CIIUICTS) AcvICIINICIIL SO1UDICS. ral 1C CIIIC proccac, pour I1cCiarc

z

possible Ia division (c’est-a-dire rendre solubles toutes les €quations ax = b
a coefficients entiers) il nous faut élargir encore plus I’ensemble numérique, en
introduisant d’autres « nombres de nature particuliére » : les solutions 1/a de
toutes les équations ax = 1, ol a est entier positif ; aprés quoi nous obtenons
naturellement un ensemble de fractions (de nombres rationnels) a/b, et toutes
les équations du 1¢r degré ax = b & coefficients entiers deviennent résolubles.
De fagon analogue, on peut introduire aussi les irrationnels du second degré
et les irrationnels de degrés plus élevés.

YAGLOM. — Nombres complexes. 2
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Soulignons enfin que I’intérét fondamental des nombres complexes en
algebre est de permettre de passer de I’équation du second degré aux équations
de degrés supérieurs sans ajouter aux nombres de formes a 4 bi un nouveau
nombre de « nature particuliére » : il se trouve que n’importe quelle équation
de degré n, a coefficients réels ou complexes arbitraires, a obligatoirement une
racine complexe, ce qui constitue le théoréme fondamental de ’algébre.

2 T\TO]\JDDFS CO’I\/TD

«Ln

Revenons & I’introduction des nombres complexes. Pour résoudre une
catégorie d’équations du second degré insolubles dans le domaine des nom-
bres réels, nous avons ajouté a I’ensemble de ces nombres un nouvel élé-
ment, i, qui est par définition la racine d’une de ces équations non soluble
a savoir de ’équation x2 4+ 1 = 0, ceci nous a conduit & I’ensemble des
nombres complexes a + bi (a, b réels) qui permettent de résoudre désormais

toutes les équations du second degré. Voyons maintenant si 1*utilisation de
P’équation x2 4+ 1 = 0 est indispensable ou si on peut utiliser n’importe
quelle autre équation du second degré ?

I1 est facile de voir que I’équation x2 + 1 = 0 ne se distingue pas fonda-
mentalement des autres équations non solubles dans le domaine réel. Le
choix de cette équation particuliére n’est dicté que par sa simplicité relative
(les coefficients p et g étant ici égaux a 0 et 1). En effet, désignons par I le
« nombre de nature particuliére » qui est par définition la racine de 1’équa-
tion du 2¢ degré arbitraire & discriminant négatif :

xX*4+px+qg=0, d=p'—49<0 17)
et considérons I’ensemble des nombres complexes généralisés Z de la forme :
a -+ bl, a, b réels (18)

On peut additionner, soustraire et multiplier ces nombres suivant les
régles :

(@+ D+ (c+d)=(a+c)+ b+
(@+bD)—(c+dD)=(a—c)+ (b—ad)], (19)

(@ + B)(c + dI) = ac + adl + bel + bdl” =
(ac — gbd) + (ad + bc — pbd)1 |

(I2 = — pl — ¢q, puisque par définition I est la racine de I’équation
x% 4 px 4+ q = Q).
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A chaque nombre complexe généralisé Z = a 4 bl, on pourra associer
un nombre Z tel que le produit ZZ soit réel ; ainsi, par exemple,

Z = (a — pb) — bI,;

on a alors |
= 2 , 2 | pf\z 4q—p272
ZZ =a —pab+ qgb" = |a—=b]| + -b
\ 2 4

Ceci permet de définir la division des nombres complexes généralisés, a
partir de 1’égalité (4) ; ainsi pour la méme valeur ZZ = 0, pourvu que

a=0etb=0car
2
(4q_p =_A >0)’

4 4

le seul nombre par lequel la division n’est pas possible est ie nombre
0(= 0 + 0+ I). Enfin, chaque équation du second degré (2 coefficients réels
ou complexes généralisés) dans le domaine des nombres complexes géné-
ralisés a deux racines (distinctes ou non). Ainsi, si par I on désigne la racine
de la deuxiéme des équations (2), les racines des trois équations (2) seront
égales 4 :

x1=—1+41, xz=1—1; x1 =1, xe=2—1I
A/;__‘ 4/; . A/;l 1 4/3
xl:v:’ i JL x2=_va-r1+ JIs
2 2 2 2

et si I est la racine de la 3¢ équation (2), les racines de ces mémes équations
auront la forme

V3 2V3 V3 23
X1 = + I, X2 = — —_ I;
3 3 3 3
3+43 23, 3—4/3 23,
X1 = + 11, X2 = — 11,
3 3 3 3
x1 =1, xg = — 1 —1Ie

Tous ces résultats deviennent évidents si on se souvient que la racine I
de I’équation (17) a la forme :

=24 Y—4, ( P —Ai\;

2 2 \ 2 2 )

(20)
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Inversement, on peut exprimer i a partir de I

i=——£———|—-——2—~1 ouj=— L2 __ _____E__A . (1)

vV—4 v —4 vV—4 v -4

Ainsi : les nombres complexes généralisés a + bl sont les mémes nombres
1 frinnn

complexes ordinaux a 4 bi. mais écrits de facon un neu différente :
w l'll’v”vw I rWVRYY W | I\IA’ L d 220 < ey W\’J“y W wfvw “JJ PV o
/ p '\v —_— A \
a+bI=a+bk———+ 1)=a1+bn,
2 2
ou _
v —4
am=a—Ffb b= b. 22)
2 2
D’ou il ressort que toutes les propriétés algébriques des nombres
= g + bl sont semblables aux nombres complexes ordinaires (2).

§ 3. NOMBRES COMPLEXES TRES GENERALISES

Pour une plus grande généralisation de la notion du nombre complexe,
voyons & quel point est essentiel dans le raisonnement c_l_, u paragraphe pré-
cddant 1a paractdre ndoatif A dicoriminant 4 de P’&Aanatian (17)

Wwillwiil 1v vAal dawvivi v uusaul WU M10OWLI111AILIIALIIL &ed U L w\iua \1 l}

Il est clair, que si 1’on considére les nombres CompleXCS comme un moyen
de résoudre les dlfﬁcultes liées & la non résolution d’une catégorie d’équations
du second degré, dans le domaine des nombres réels, le caractére négatif du
discriminant 4 apparait tout a fait essentielle. En effet, nous supposerons

(M) L’identité des propriétés algébriques des nombres complexes généralisés Z et des
nombres complexes ordinaires z découle de I'isomorphisme de ces deux ensembles de
nombres, ¢’est-a-dire de I’existence d’une relation biunivoque z <> Z entre ces nombres,
telle que de z, <> Z,, z, > Z, il découlez,+ 2, Z,+ Z,, 2z, — 23 Z,— Z,
2,°2, 272, Z,y, 2, .2, Z,:7Z,, (nous obtenons cette représentation en associant
au nombre z = g + bi le nombre Z = a,+ b;I, ol

I

a, a+ ———, b, =

et par conséquent

N
I
NN
o
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qu’en qualité « de nombre de nature particuliére », nous avons ajouté 2
I’ensemble des nombres réels ordinaires, le nombre E, qui est par définition
la racine de I’équation (1) avec un discriminant positif. Dans ce cas, dans le
domaine des nombres de la forme a + bE 1’équation (1) aura au moins
trois racines différentes : 2 racines réelles (10) (car 4d=p2—4g>0) et

i1l v

1na F’ fan rdalitd a
1 ailiC 1 Y au

1iv Ly (Wil 1 v
1r___ sraay £

1 4

On démontre aussi facilement que toutes les équations a discriminant néga-
tif restent insolubles (1). Nous ferons par la suite abstraction de la question
de la résolution des équations du deuxiéme degré et nous ne considérerons
les nombres complexes que comme certains nombres de nature particuliére,
proches des nombres ordinaires quant aux régles des opérations algébriques
et ayant, comme nous le verrons, d’intéressantes applications en géométrie.

De ce nouveau point de vue, I’élargissement de 1’ensemble des nombres

réels par addition d’un nouvel élément E qui satisfait par définition a I’équa-

tion (1) apparait 1égitime indépendamment du signe du discriminant 4 de
cette équation. Toutes les combinaisons linéaires possibles

y—n

a + bE, ou  a, b sont réels (23)

nous les appellerons les nombres complexes trés généralisés.
L’addition, la soustraction et la multiplication seront effectuées d’aprés

les régles habituelles suivantes
(@ + bE) + (¢ + dE) = (a + ¢) + (b + d)E,
(@ + bE)—(c + dE) = (a—c¢) + (b — d)E,
(@ + BE)- (¢ + dE) = ac + adE + bcE + bdE *=
(ac — qbd) + (ad + bc — pdb)E. |

N’

(1) Menons ia démonstration correspondante pour le cas particulier des équations
de forme x* 4+ ¢ = 0, ¢ > 0. Du fait que E? = — pE — ¢, s’ensuit que
(a -+ = bE)* = (a*® = gb*) + (2ab — ph®)E ;

-7

c’est pourquoi (@ + bE)? sera un nombre réel seulement lorsque 2ab — pb* = 0, c’est-
a-dire b = O ou b = 2/p-a. Mais ou bien (a+ bE)? = a® > 0 (si b = 0), ou bien

(@a+ bE)® = a%(1 — 4q/p®» >0

(si b = 2/p-a; ici on utilise le fait que par hypothése p? — 44 > 0). Ainsi pour aucune
valeur de x = a + bE le nombre x? ne peut étre égal au nombre négatif — c¢. De maniére
analogue, peut é&tre démontrée la non résolution dans le domaine des nombres de forme
a+ bE de I’équation arbitraire du 2¢ degré a discriminant négatif.
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Il n’est pas difficile de voir que toutes les lois concernant 1’addition, la sous-
traction et la multiplication des nombres complexes trés généralisés coin-
cideront avec les lois des opérations sur les nombres réels ordinaires. Il n’en
est pas tout a fait de méme pour la division (dans le paragraphe précédent
nous avions essentiellement utilisé pour cette opération le caractére négatif

du discriminant 4 = p2—44); et nous laisserons pour le moment la
vz mcnd e man Ao Ta Ailerind arn s ~esralesan Ansrealavan ‘-c:‘\n_ n‘«‘a;u‘:n‘(n
qu SLIVI1 UC 1d UlVlblUll Ucd HOL1U1IOD bUluPlCACD L1OD EUILIC1 AlIdOD.

Il y a de nombreux systémes de nombres complexes trés généralisés :
chaque paire de nombres réels p et g on peut associer une équation de second
degré (1) et par conséquent son systéme.

Cependant, comme nous le savons déja d’apres le paragraphe précédent,
tous les systétmes numériques semblables qui correspondent aux paires p et
q tels que

A __ 2 A _ N
u—p —"PqQU,

ne différent pas fondamentalement parmi : les nombres de forme a + bE on
trouve toujours un nombre i = o 4+ BE tel quei? = — 1 (on doit seulement
pour cela poser o = IV — 4, B = 2/\/ —4; ainsi E= o + Bii, ou
a1 = — pf2, B1 =V — 4/2), on peut alors identifier le nombre a + bE
au nombre complexe ordinaire a1 + bii (ot a1 = a — pb/2, b1 = V' ———A/2-b.
De méme dans le cas ou

2 P V4
& =—+4+pE+(—pE—q)=——q=0.
4 4
........ w1l LD s~z =2 A oo ) 2mprt $AT1iATING RAben
b UDL PUUIHUUI l CU.DCIIIUIU U T oL, PULU Yy —*= q — VY, PCUL tOUjJjLouUILd CLULI U

ramené a la forme suivante qu’on appelle nombre _dual) :
I T A _ L o r.1. . n Ve Y4
a -+ Dg, a, O Teeis, &€ =Vu. (PA))

Il convient d’identifier le nombre a + bE au nombre dual a; + bie1, ou
a1 = a—pf2, by =b.

(?) On exprime le fait que les nombres complexes trés généralisés peuvent s’addi-
tionner, se soustraire et se multiplier selon les lois habituelles de ces opérations mais
qu’ils ne puissent absolument pas se diviser entre eux en disant que ces chiffres forment
un anneau.
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Enfin, pour
4 =p2—4q >0

e = o + bE, est le nombre complexe tel que €2 = 4 1 ; effectivement, si
on pose

p 2 p V4
e=-"-+-_FE E=—%+4+""e¢,
V4 VA 2 2
on aura .
e = (—+—2—- )Z—P_2+ﬂlg+3(_p15—q)—1.
V4 V4 4 4 4

Ceci permet de ramener notre systtme de nombres complexes trés généra-
lisés & ce qu’on appelle les nombres doubles.

a + be, a, b réels, e =1; (26)
il suffit d’identifier le nombre a + bE au nombre double :

air + bie = (a—b —) (b ﬁ)e-
2 2

Et ainsi nous voyons qu’en fait tous les syst¢émes de nombres complexes
trés généralisés sont ramenés aux trois systémes différents suivants (1) :

nombres complexes ordinaires a+ b, 12 =—1;
nombres duals a+ be, &2=0;
nombres doubles a—+ be, e2=1.

Les nombres complexes ordinaires sont étroitement liés & la question de
la résolution des équations du deuxiéme degré et de degrés plus élevés. Ils
jouent un réle fondamental en algébre et en analyse mathématique. Il n’est

.« p 9 o o
mnmagQ atQe f‘ﬂ ramanntar A ‘ Nnriomma Aﬂ nagQ nnml\fnc nﬂ nanca nAna ra ennt r]nc
Puo Qlowv UV 1WViiaViiltvlI Q4 1 Vi 1511].\1 WMV VWO 1LVILRUVLI VO, V1L P\JJLO\J \1“\1 VW OVILILV UWO

mathématiciens italiens du xvie siecle qui, les premiers commencerent a les
utiliser ; Girolamo Cardona (1501-1576) et Raphaél Bombelli (né en 1530 ;
son « Algebre » parut en 1572) ; cependant on peut déja trouver ces nombres,

() De fagon plus précise, pour 4 < 0 les nombres complexes trés généralisés
sont isomorphes des nombres complexes ordinaires, pour 4 = 0 — des nombres duals,
pour 4 < 0 — des nombres doubles (comparez note de bas de page 10). On appelle
parfois ces nombres, nombres complexes elliptiques pour A < 0, nombres complexes
paraboliques pour 4 = 0, nombres complexes hyperboliques pour 4 < 0.
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de fagon assez confuse dans des travaux antérieurs ; et, encore longtemps
aprés Cardona et Bombelli d’excellents mathématiciens n’avaient pas
une notion claire des nombres complexes. Par contre, les nombres duals et
doubles n’ont aucun lien avec la théorie des équations du deuxiéme degré
a coefficients réels et d’une facon générale relativement peu de liens avec

I’algébre ; les applications essentielles de ces nombres se trouvent en géo-
wamnZitn FIN T ac cmmemnlacne dvialea ~emt LéL cnema drmsita LédrzdlLe camuce la  wazen
CLUIC (7). LS NOUIHLIDICS (GuUdld, Ot ClC ddlls AOUle CLudics poul ia pr

miére fois par un géomeétre allemand renommé, de Ia fin du siécle dernier
et du début de ce siécle, Eugéne Studi (1862-1930). Les nombres doubles
ont été introduits par un contemporain de Studi, le géometre anglais
William Clifford (1845-1879).

Les applications essentielles des nombres doubles appartiennent a la géo-
métrie non euclidienne de Lobatchewski (2) ; c’est pourquoi dans notre

exposé, nous concentrerons en premier lieu notre attention sur les nombres
et At atiee ac vAanalheas dralas
oraimmalircs Ct Sur 1Cs noimovIics audis.

L’addition, la soustraction et la multiplication des nombres duaux sont
définies par les formules :

(a+ be)+ (c +de) =(a+c) + (b + d)e,

<

p—_
Q
.l..
o~
2
p-—
o
-+
L
=
I

—~
‘Q
"'3

N’
+
-
o~
>
™
-
N
~J
~’

La derni¢re de ces formules montre que le produit du nombre duals
z = a + be par un autre nombre z; = ¢ -} de sera réel seulement dans le
cas ou ad + bc = 0 ; si a # 0, alors la derniére égalité peut s’écrire sous la
forme b/a = — dfc. En particulier le produit des nombres

z=a -+ be et Z =a— be

() Quelques applications de ces syst¢tmes de nombres complexes se trouvent aussi
dans la théorie des nombres.

(3 Et & quelques autres géométries différentes de la géométrie d’Euclide (par exemple
a ce qu’on appelle la géométrie pseudoeuclidienne, qui joue un rdle fondamental dans
la théorie physique de la relativité. La question du lien des nombres complexes avec les
géométries non euclidiennes est étudiée d’un point de vue général dans I’article :
I. M. YAGgLoM, « Travaux du séminaire sur ’analyse vectorielle et tensorielle »; VII,
M. L., 1949, p. 276-318 ; il convient de préciser que cet article n’est pas un article de
vulgarisation et s’adresse a un lecteur averti.
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= (a + be)(a — be) = a. (28)

On appelle Z = a— be, nombre conjugué du nombre z = a + be (et
réciproquement, z est le conjugué de Z) ; 1a racine carrée a du produit zZ (qui
coincide avec la demi-somme (z + Z)/2 des nombres conjugués z et Z) est
appelée module du nombre dual z et on la représente par |z| (remarquons

A

nna la mnAnIn A1 mhra Anal a Atra n&nnfip N Ta cnmma

quc i€ ModGuiC G'un nomore auai ye't moéme Cire ncgatii {). i.a SOmine
z -+ Z = 2a de deux nombres conjugués est réelle ; la différence z — Z = 2be

est un nombre purement imaginaire (c’est-a-dire qui ne différe de z que par
un facteur réel). Remarquons aussi que, en compléte analogie avec les
nombres complexes ordinaires, le nombre dual z est réel lorsque, et seule-
ment lorsqu’il coincide avec son conjugué Z. Les formules (7) elles aussi

restent enticrement valables pour les nombres duaux.
Nous pouvons maintenant écrire la régle de division du nombre dual

z=a-+ be :
c+de (c+de)a—be) ca—+ (—cb -+ da)e
a+ be (a+ be)la— be) a’
¢ —cbtda (29)
a | 2 v~ \*~<)

N
[ £

Ainsi, pour que la division d’un nombre dual soit possible, on voit qu’il
est indispensable que le module |z| = a de ce nombre soit différent de O ;
et, & la différence des nombres complexes ordinaires, un nombre dual de
module nul peut lui-méme étre différent de zéro. Dans les cas ou la non
division d’un nombre de module nul est génante, nous pourrons con31derer
aue les mmhe nts 1/¢ et 1

16 OLICIIL K2
b ¥y I\I\ﬂ‘T:Aﬂl"ﬁl\ﬂ
ud Lvuliviviiuivii

®

nombres possibles de forme cw, ot
dual aura alors comme inverse :

1

1cz.» pour b+#0;
be b

Les régles des opérations sur le symbole co sont définies ici par les mémes
formules (8) que plus haut (et le nombre z dans ces formules peut aussi
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étre un nombre de la forme cw) ; les lois des opérations sur les nombres aw
sont définies ainsi (1) :

(a + be) + cw = cw, (@ + be) — cw = (— O)w,
(a + be)cw = (ac)w,

N

, (30)
cw c a+be a
=—-w, —_— ==,
a "" be a Cw Cc
cw + dow = (¢ + d)w, cwdw = 0.
Posons aussi
cw = — cw, 00 = 00 ; (30 @)
’égalité Z = z et toutes les régles (7) restent valables lor ajoute les
nombres cw, o0 3 I’ensemble des nombres duaux. Les expressions 0/0, co/co0
nd N —m bbb ansan ctocsacfinndinse Ao calican 11 And mndzreeanl Ja ez
CL U ¢ U 1IGSLCIIL dalld sigliliediivll, Uuc P.l D 11 OdL 11laltul Tl LU PUbCl

(az + b)/(cz + d)

pour z = o0 égal a a/c [cf. la note (1), p. 4; pour z = kw la fraction
(az + b)/(cz + d) est égale & (ak + be)/(ck + s) puisque kw = k/¢].

Le nombre ce de module nul pnut et caractérisé¢ par I’existence d’un
nombre dual z{= d¢) différent de zéro, dont le produit avec le nombre ce

est égal a zéro :

C’est pourquoi on appelle ces nombres diviseurs de zéro.

(1) Nous utilisons ici la possibilité d’assimiler

cw cle

a+ be a-+ be

c c

e(a + be) = ac
et de considérer égales
a+be a-+ be

cw cle

ela + be) _ as

c c
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Les nombres duaux de module a non nul peuvent aussi s’écrire sous la
forme, proche de « la forme trigonométrique » (13) du nombre complexe :

a + be =a(1 +§e) =r(l + ep). (32)

-

e nAmnant
s Juaiit

L
—+

™

77
VUL PJ. A%~ w

7 h §

au rapport b/a = ¢ on 1’appelle argument de ce nombre et on le désigne
par Arg z (r peut étre un nombre réel arbitraire, différent de zéro ; ¢ est un
nombre réel arbitraire). Il est évident que les nombres réels a =a - 0- ¢
sont caractérisés par la valeur nulle de leurs arguments ; les nombres duaux
conjugués z = a + be et Z = a — be ont le méme module et des arguments
de signes opposés ¢ et — o.

La forme (32) des nombres duaux est trés commode pour la multiplication

divt
U

WwAL\/LILL
]

- Oy

5 J

at 1o 1Ici AT
VL 1a LVI1ID1IVU L),

=rri[l + ol + @1)]; (33)

par conséquent, le module du produit de deux nombres duaux est égal au produit
des modules des facteurs (Y), et I’argument du produit a la somme des argu-

sanefeor “ ““Iiﬂ “\n11f - ’7\ n I\!"I ,Il mnr’al’n r/"l I'llll\f‘lh‘l/l‘ l"ﬂ IJI)G‘V nmln
merity \\.d Plus liaui, p. 7). LJ OU € rmoauic [Gu quoiicnt a4t acur nomores

duaux est égal au quotient des modules de ces nombres, et I’argument du quo-
tient a la différence des arguments correspondants

ril +ep1) n
=—1 — ). 34
et L) (34)

Enfin, on déduit aussi de ces régles, les lois permettant d’élever un nombre
ng :

z
¥4

dual 3 un degré quelconque et d’en extraire sa racine
[r(1 L co)1® —-_— » 1 L enen) ¢ ]
N w | o\ o (39)
Vr(l + ep) = rk1+a—;’;-) I

(de la derni¢re formule, il s’ensuit que la racine d’ordre impair d’un nombre

(M) Cette proposition reste valable méme dans le cas ou le module d’un ou des deux
facteurs est nul (car si |z| = 0, alors !zz,! = 0; ainsi, par exemple ce(a + be) = (ac)¢).
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dual pour r % 0 est déterminée de la méme fagon ; la racine paire elle
n’existe pas, si 7 < 0, et a deux valeurs, si r > 0 (1)).

Suivant ce qui a été exposé précédemment nous dirons que les nombres
z et Z sont conjugués s’ils sont de la forme :

z=a + be et Z = a — be.

La somme z + Z = 2q et le produit z - Z = a2 — b2 des nombres doubles
conjugués sont réels ; la racine carrée du nombre |zZ| = |a2 — b2| dont le
signe coincide avec le signe du plus grand en valeur absolue des nombres

restent valables ; de plus, il est clair que 1’égalité z = Z caractérise les nombres
réels a + 0+ e = a, et I’égalité z = — Z — les nombres purement imagi-
naires 0 + be = be.

L’addition, la soustraction, la multiplication et la division des nombres
doubles sont déterminées par les formules :

(@+be) £ (c+de)=(axc)+ (bt de
(a 4 be) - (¢ + de) = (ac + bd) + (ad + bc)e,

c—l—de=(c —I—de)(a—bg_):(ca—db)—l—(— ch +da)e 4  (36)
a+be (a+ be)a— be) a® —b®
ca—db —cb+da
=a2—b2= a—b .

Donc ici aussi la division de z = a 4 be n’est possible que dans le cas

be S
N sl — A 122 B2l £0 Tec nomhres donthlee 7 + a0 dant le madnle
[ 3 |k| \ 4 lw v I '7_ \Je AJWO AAVIIAVIVY WV Viwo A "D, WV11V 1V 1l1AVMLY

O

1 4

est égal 4 zéro, s’appellent « diviseurs de z€ro » (remarquons que :

(@ + ae)+ (b — be) = ab(1 + e)(1 — &) = 0.

(1) 11 n’est pas difficile de voir qu’il est impossible d’extraire la racine d’un ordre
entier n > 1 d’un nombre dual z = be dont le module !z! est égal & zéro (d’un nombre,
qui est diviseur de 0).
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Dans certains cas, il est commode de considérer les quotients :
1 1 1

= w1, = wse et - = 0

1+e 1—e 0

comme des nombres de nature nouvelle ; et il apparait indispensable d’élar-
gir encore la notion de nombre double en introduisant complémentaire-

ment, le produit cw; et cwg des nouveaux nombres w; et wg par tous les
mntmmalesns 2fals A sancatlalas At Tag ~rr1ndtiasmdba
1UL1IULIOD 100D ¢ pUDBlUlUb Ol 1O LJ_UULICU.LD
w1 1 —e w2z 1+4e
—_—= = 01 et —_ = = g2,
2 1+4e e 4
Les régles des opérations sur les symboles cwi, cws, 00, o1 et og sont défi-
9 b b
nies par les formules (8) et par I’ensemble des relations de méme nature (30) ;
par exempie () :
(a + be) + cw1 = (+ c)w,
(a + be) « caz = (a + b)cos,
a+be a—0>b
cws ¢ (1 —e),
L (37)
a+be a-+b
Nrw = 02,
CU] 44
ab
awi * bws = 0, awy « bo2 = abwa, awi « bw1 = — wy
2
et ainsi de suite...
(Y) Car il est naturel de penser que, par exempie
L (@a+ be)(c+ce) (a4 be(l +e) .
(a + be)CO'g = 1 = = (a + b)c * Os,
1—e 1—e
a-{-be_(a-}-bae)(l-——e)_a-——b(1 &
cw, c T ¢ ?
a+be__(a+be)(1 +e)_(a+b)(1 +e a+b
co, c c(l1 —e c ©
ab ab ab

)]

Wi

T(+e 21 +e 2
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Il est naturel de poser aussi

Cw1 = Cw3, Cw2 = Cwi, 01 =02, 02 = 01, 0 = 0, (37 a)

7~~~
i
-’
P
7~~~
(I8
N
&
7]
=
O
8
S
(4
«» ..
(@
o
=
4=
[y
5
o
[7,]
o (¢!}
e
=
=
=y
&

et des nombres duaux, soit
r=z 4/ la® — b’

le module |z| du nombre double ; de plus [cf. (13) et (13 a)]

z—a+be—r( —-e-
D’aprés la définition du module, il s’ensuit
/ \ 2 / « \ 2
\r ] \r] =
\ / \ /

Ainsi, nous avons
z=r(chp+eshgp) ou z=r(she4 eche). (39)

@ s’appelle ’argument du nombre double z et on le représente par
Arg z (3).

(1) Au sujet de ces fonctions on peut consulter V. G. Chervatov, Fonctions hyper-
boliques, 1958.

(*) Dans certains cas il est commode de considérer que I’argument des nombres
doubles ayant ia 2¢ des formes (39) est un nombre complexe (ordinaire) :

eh1 ©— ﬁ-
FTYT 3

Cette convention est utile, car dans ce cas on a toujours :
z = |z| [ch (Arg z) 4+ e sh (Arg z)]

Arg { (sh
a{ \™

puisque
ch (tp—i%) =shgp, sh (tp—i%) —cho ;

Voir par exemple, I’article de V. L. Goncharov, « Fonctions élémentaires d’une variable
complexe » dans 1’ Encyclopédie de Mathématiques élémentaires, t. 111, 1952,
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La forme (39) des nombres doubles est trés utile dans les cas ou 1’on
doit multiplier deux ou plusieurs de ces nombres. En effet, des formules
d’addition des fonctions hyperboliques il résulte que

r(che +eshg)-ri(cher + esher) =

rriich (p 4 ¢1) 4 e sh (¢ + @1)]
r(she +eche)eri(sh g1 + ech 1) = (40)

rr1[ch (p + ¢1) + e sh (¢ + @1)]; ,
r(che 4+ eshg)eri(sh g1+ echgr) =

rr1[sh (p 4+ ¢1) + ech (p 4 ¢1)]. |

\—’

7
]
plus, e produzt a la I*¢ ou la 2¢ des formes (39) suivant que les facteurs ont
une seule et méme forme ou des formes différentes. Des formules (40) découlent
immédiatement les régles de division des nombres doubles :
ri(chei 4 eshi)  ri(shei 4 echer)
r (ch ¢ 4 esh @) r (sh ¢ + ech @)

.,|~=

~[ch (p1 — ¢) + esh (p1 — P)];
(41)
r1 (sh g1 + ech ¢1) _n (ch @1 + e sh ¢1)

r(ch o 4 esh @) r(she + ech ¢)

- fri [sh (p1 — @) + e ch (p1 — @)].

Des formules (40) on déduit aussi les régles, qui permettent d’éleve un

nombre double 3 n’importe auelle puissance positive »

AANSARANIA W WS\ WAV st wihed | WViiv O MIUOWRAAYY PO Iy W b WAL Wiaviw

racine de degré n :
[r (ch @ + esh )] = r" (ch np + e sh ng),
r" (sh np + e ch ng) pour » impair,

[r(sho + echg)]” = )
| r (chng + eshng) pour n pair,
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N
[\]

n )
Vr (ch -%)- + e sh -f:i/ pour n impair,

" . \
Vr(chg +eshg) ={ Vr|cht +esn i
- ~ /1 pour n pair,

\77 sh %’- + e ch % pour n impair,

n
Vr(sh g + ech @) = |
n’existe pas pour n pair.
(42)
§ 6**. NOMBRES HYPERCOMPLEXES
Les nombres étudiés précédemment sont formés de la fagon suivante
a I’ensemble des nombres réels on ajoute 1’élément E, dont le carré est, par
définition, égal 3 :
2
E'=—pE—gq; (43)
on considére ensuite toutes les sommes possibles de forme (23), dont la
'nl nlicatinn 1o ecancetracntinn at 1a divician cant d&finiae mar lag farmunlae 794)
J. uliuiplivalivii, .lu DU UDLL AVLIVIL VLI 1A 11 V1ID1VLL DVIIL UBvilLIIIWVYD yaz AW 1VL111U1IvD \L’l’}o
Lcs nombres hypercomplexes sont une généralisation des nombres com-

plexes obtenue par adjonction a lensemble des nombres réels de certains
¢léments complexes Ej, Es, ..., E4. Ils sont de forme :

Z =ao+ ar1E1 + a2Ez2 + ... + anEn,

T a eNnmMmma 10 A; Arnnnn ot ln v\rnr‘11;f Aoo ﬂnmkrm ‘rnnﬁnr\"v\ﬂInvno QN
AsG OVI1IMILV,y 1A JllLViViIVY VL BV Pl UuUllL Uwvd 11Vi11ViI VO ll]PUA\/UluPIUAUD DVILLL
100 ° I 1 t' 1
aciins par 1€s rormulies
\**Vv 1 e T Y i T Ty j v H L & 1 L S ivad ey

= (a0 + bo) + (a1 * 1)E1 + o + (an + bn)En,
(ao + a1E1 + ... + anEn) +» (bo + b1E1 + ... + baEr) =
= aobo + aob1E1 + ... + aobnEn +
+ a1boE1 + a1h1E1 + ... + a1baErEn + ...
. + anboEn + anb1EnvE1 4+ ... + anbnE;z;.

~~~
5
W
N’
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Pour que le produit de deux nombres hypercomplexes soit un nombre de
méme nature, il est indispensable d’établir une table de multiplication des
¢léments complexes Ei, Ez, ..., En (1) :

E-E=ps "+ pU"Ei+ . + paPEa, i,j=1,2,..,n, (46)

c’est-a-dire de se donner n%(n + 1) nombres réels p*+), i, j=1, 2, ..., n;
k=01, .,nSin=1,: 1 2(n+ 1) = 2 et les nomb es —¢ et —p

r
jouent le role des nombres p{i-”, p et g étant les coefficients de I’équation (1),
a laquelle satisfait 1’élément complexe (unique) E.

Pour n > 1 le systétme de nombres hypercomplexes sera, de fagon géné-
rale, « non commutatif » et « non associatif », c’est-a-dire que le produit
Z1+ Z3 sera, comme il se doit, différent du produit Z - Z;, et le produit
(Z1Z3)Z3 — du produit Z1(Zs+ Z3). La commutativité et 1’associativité

. (i . . o, .
exigent des nombres p{+” certaines conditions (comme par exemple, si
TZFAY
v)

E,E; = E;E,, alors, évidemment, p{*? = p{»¥ pour n’importe quelie valeur
de k), conditions qui en général ne sont pas satisfaites.

:
La théorie générale des nombres hypercomplexes constitue un chapitre

de I’algébre. En géométrie, on utilise principalement les systémes de nombres
hypercomplexes dans lesquels & chaque nombre Z on peut associer de fagon
univoque un conjugué Z de méme module |Z | ayant les mémes propriétés
que dans 1e cas des nombres complexes (C’est-a-dire z = Z, [Z |2 = ZZ réel,
|L1L2| |z,1| |Lz|, et obéissant aux équations (7)). 1l a été démontré que
le nombre d’éléments complexes pour ces systémes de nombres hypercomplexes
ne peut étre égal qu’a 1, 3 ou 7 ; et dans le cas n = 3 le systéme sera toujours

>
nnNnn nr\mm'nfohf AOY‘IQ 1Q naQ 'lz —_— '7 1‘ Qora AD 1‘\111 n

n aQcQNMNrIa
MVl WVilkiiiuildlil,y GGl 1iv wvao - I il Ovid v l.ll 11Vl Aadovwvia

n = 1 nous arrivons aux nombres étudiés plus haut, ordinaires, duals
doubles. Pour n = 3 les conditions énoncées conduisent au systéme des

(*) On ne comprend pas toujours le nombre 1 dans la définition des nombres hyper-
complexes, et le nombre hypercomplexe se définit :

Z = aoEko + a1E1 + ... + anEn (44i)

Si I’élément complexe Ep est tel que EyE, = E¢Ey = E;, i = 0,1, ... n, on peut le
représenter par 1 et écrire les nombres hypercomplexes sous la forme (44).

La forme (44’) des nombres hypercomplexes est aussi pratique dans le cas des
nombres doubles z = a + be, dont 1’étude est souvent basée sur deux éléments com-
plexes e; = (1 + e)/2 et ey = (1 — €)/2. Il est clair que n’importe quel nombre double
peut s’écrire sous la forme z = a,e, + a.e,, ou «la table de multiplication » des élé-
ments de base a une forme extraordinairement simple : e! = e,, e} = e, e,e; = 0. Nous
n’utiliserons jamais par la suite cette forme des nombres doubles.

YAGLOM. — Nombres complexes. 3
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quaternions (du latin quatuor-quatre), introduit par le célébre mathémati-
anglais (plus exactement irlandais) du xixe siécle William John Hamilton
(1805-1865) :

Z=a+bi+cj+dk, i =j=k=—1,
1; — ‘;‘I —_— ‘( ‘;ll' —_— ](; :‘; ll'1 —— _1lf —_—1 {A7\
i J2 Ny Jn n iy A i Js \ v/ )
Ly — U vl DJ U, Ibl g L4 o T v T ¢ T W

et aux systémes parents des quaternions, pseudoquaternions, quaternions
dégénérés et quaternions doublement dégénérés.

Z =a -+ bi + ce + df, Z =a-+ bi 4+ ce + dn,
Z =a -+ be + ce 4 d{ et Z =a+ be+ ey + dy, (48)

pour lesquels les tables de multiplication des éléments complexes ont la forme

i e f i ¢ 7 e ¢ ¢
i|—1 f —e¢ i|—1 9 —e¢ e 1 ¢ ¢
e| —f 1 —i el —n O 0 e| —¢ 00
f e i 1 7 e 0 0 (| —e 00
c n [
=4
€ 0 ¢ 0 (49)
et 7| —¢ 0 0
7 n N 0N
S v UV Vv
(A%t D3 Aien 22 ___ 22 ___ 1 i € L o P-X 72N AY i1t antw nnrmlaras
(C €St-a-Qir€ i =1 = —1, i€ =1, 1Ij = — €, €iC...), Juant auxX noOmorcs

hypercomplexes conjugués et aux modules, ils sont définis par les formules

Z=a—bi—ce—df, |Z°’=2Z=d + b ——d°;
Z =aq—bi— ce—dy, ZI*=ZZ=d" +b°; |

ot Z=a—be—ce—di, Z|>=2Z =a* —b° )
Z =a—be—cy—di, Z|*=2Z =d".
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Enfin, pour n = 7 nous arrivons au systéme des octets (du latin octo-
huit), étudié pour la premiére fois par le célébre géométre anglais de la
fin du xixe siécle, Arthur Kiel (1821-1895),

Z = ao + avi1 + aziz + asis + asis + asis + asic + aziz (51)

i ig is iq is Is iz
in| —1 is — 2 is —ia — iy ie
ig | —is —1 i1 is i —ia — s
i3 ie —i1 —1 in —s is —1ia
. . ) . . . . (52)
ia | —is —ig —ip —1 i1 io is
is is — i e —i1 —1 —1is iz
is i ia —Iis —is iz —1 —n
7 | — g is is —iz —i2 ih —1
et & la définition suivante du nombre conjugué et du module :
Z = ao — aii1 — asziz — asis — a4is — asis — asie — Uqiz,
2 = 2 2 2 2 2 2 2 2 (53)
!Z! =ZZ =ao+ a1+ a2+ as + as + as + as + az

mais aussi & plusieurs systémes de nombres hypercomplexes apparentés
aux systtmes octets que nous pouvons appeler, pseudo octet et octet
dégénéré. Tous ces systémes de nombres hypercomplexes ont une application
en géométrie, cependant, 1’exposé des questions relatives a ces sujets nous

. .
ammanarailt trn
WAABLRAAWRAWA CLAL LA WV

(1) Vai
\/’ v






INTERPRETATION GEOMETRIQUE
DES NOMBRES COMPLEXES

§ 7. NOMBRES COMPLEXES ORDINAIRES
CONSIDERES COMME POINTS D’UN PLAN

Le développement de la théorie des nombres complexes est lié pour une
part importante & l’interprétation géométrique des nombres complexes
ordinaires pris comme points d’un plan, mentionnés croit-on pour la pre-
miére fois, par un arpenteur danois du xviie siécle, Karl Vessel (1777-1885),

. .
maiQ 1nfr
JAGID 111l

-
=4
D
N
3
]
-
-
[
3
o0
o+
ol
[ Y

7 X
. , .
ndnite an mathdmatiana mnar lec trava
VU LI Vil HIGuUUViauIy uy, pal ivo uavaua
7

ciens Karl F. Gauss (1777-1855) et Auguste Koch (1789-
prétation consiste & identifier un nombre complexe & un point d’un plan
de coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires x, y ou des coordonnées ‘y

i

polaires r, ¢

I T SV SRR St N\ <
zZ=XxX1+1 r (COos @ -+ 1sin @) /",(\ | \’/,Tz
.. A AN | r ly
(fig. 1). Ainsi, aux nombres réels f RN D ("2 T M
l‘! ;"’a- “‘; w‘f: T
z=x+0-y e ; e
prad ‘\ / ‘\ ’
.. O \ o o Z
(=r(cos0+isin0) 2 S P
correspondent les points de ’axe x Fic. 1.

(axe réel 0); aux nombres de module
r = 1 correspondent les points du cercle S dont le centre est a 1
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des coordonnées, et de rayon 1 (cercle unité). Aux nombres complexes
conjugués
z =x + iy(=r (cos ¢ + isin ¢))

et
z=x—1Iy (=r(cos(—¢)+ isin(—¢)))
correspondent des points, symétriques par rapport & la droite o. Par la
suite, nous désignerons souvent le point correspondant au nombre complexe z
> 24 P P P
Z'azeq par ce méme signe z; et les égalités
ale

U /’; 2 =—z (1)

Lo

b/
720 S S B . - -
0} v 'z 2=z (2)
| peuvent €tre considérées comme notations
FiG. 2. des transformations pnnnfnpllpe déterminées

qui associent 3 chaque point z un nouveau

point z'. Les transformations (1) et (2) représentent respectivement une
symétrie par rapport au point O et une symétrie par rapport a la droite o.
Soit les nombres complexes déterminés (points) g =a -+ ibet p=1t

i) (3)
77 \J

w! (antarne

na +/ — w1 h Alact .a_Ai a arer »
v YW IVUL (6 \VU\/LVul

. ’
nine quc X =x+a,y =} T o0, C&sit-a-air¢ quc

Sigul
dont 1’origine est au point z et I’extrémité au point z") coincide avec le vec-
teur Oq (interprétation géométrique de 1’addition des nombres complexes).
C’est pourquoi 1’égalité (3) définit une translation paralléle du plan selon

le vecteur Ogq (fig. 2). L’égalité

’ ’ 4 . ’
2! — nz(r'(cos o' -+ 1sin o)
pz(r'(cos ¢' 4+ 1sin ')
@
= t(cos « + isin a) X r(cos ¢ -+ isin @))

signifie (fig. 3), quer’ = tr, ¢’ = ¢ + a, c’est-a-dire que (0, z) = ¢ - (0, z) (ou
(O, z) est la distance entre les points O et z), / {0z, 0z'} = a (interpré-
tation géométrique de la multiplication des nombres complexes). Le symbole
/ {0z, Oz'} représente ce qu’on appelle I’« angle orienté » entre les rayons
Oz et OZ', c’est-a-dire I’angle dont il faut faire tourner Oz dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre pour I’appliquer sur Oz’ (si la rotation s’opére
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dans le sens des aiguilles d’une montre, I’angle sera alors affecté du signe
moins; I’angle orienté entre deux rayons est défini & 27 prés). Ainsi 1’éga-
lit¢ (4) définit ce qu’on appelle une similitude rotation centrale de simi-
litude qui se compose d’une rotation d’un angle autour de O et d’une
transformation centrale de similitude (homothétie) de centre O et de coeffi-

cient de similitude £. En particulier. si le module ¢ nombre comnlexe »
Al ALAALL a4l tl“.l. Dlvullvl, Ui AW 11AVNIULWY ¥ W LLAVAIAY t’lvl\v tl
oa L PEISNIURY o ST 1. N d e o aa At = ea 1

est égal & 1, la transformation (4) est une rotation d’un angle « (fig. 3, b).

On peut présenter chaque déplacement du plan comme une rotation
autour d’un point fixe O, accompagnée d’une translation parallé¢le, ou comme

Ay
gz | ‘y e
A R Ly ™
.""\\'-’1--... S // '.-" t / e }:z.pz
,45“ \ /Dz /7\ ,15 lil ‘:i
"‘ :l d \‘!| / ll‘),/ .'.
\{y’\ e ) = ] ; — ) = I,
'.i 0' ',‘ ".i 0' \'\\ 'I‘
\ | K \‘-. | ),’n
| SR B
.,__i ......... I,..—‘
' (a) | (b)
FiG. 3
une symétrie par rapport & une droite fixe o, accompagnée d’une rotation
N1t Ar1ree A"‘“ mwted ) AA"AM‘“A ~d A’I:mn 4o nalats e nn—nl‘:\'n /_\ Y\ |
aultvul u ull lJUl it U ULivliiiiiiv vl U Uuliv uuailidiatlivii pcu 1V \7). 1l vu 1u
s’ensuit, que chaque déplacement d’un plan peut s’écrire sous la forme (%)
’
' =pz+gq, |p|= (5)
ou
, -
2 =pz+gq, |p|=1 (Sa)
Il est évident que la distance d = (z1, z2) entre deux points z1 et z2 d’'un
plan coincide avec le module |\w| = |za — z1| du nombre complexe w = z2— 21
(car le vecteur zizs est égal au vecteur Ow; fig. 4). En d’autres termes,
2 -
d= |22—21|, d" = (z2 — z1)(z2 — 71). (6)

(1) Voir par exemple I. M. YAGLOM, Transformations géométriques,1, M., Editions
d’Etat, 1955.

(%) De fagon analogue on peut montrer que chaque transformation de similitude d’un
plan peut s’écrire sous la forme

Z2=pz+q ou p}'+q.
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w
S

La valeur de I’angle 8o entre les deux droites qui se coupent a I’origine O
des coordonnées et qui sont déterminées par les points z{ et 23 (fig. 5), est
évidemment,

S0 = Arg — (= Arg zo — Arg zg). (7)

Nl\
=
w
o’
]
H
N
(=)
o
=
Q
(47
w
H
e
=
Q..’a,"
"U'
[y
)
@]
o
8
o
=
-
L
9
o
=
—
=
Lo ]
(¢

23
22
y‘ ,,’ y4 Zf’Zg‘Za /
| w22, | 4 ! 7
I 7 4z, | ’/ , é,’>
| ; |'I>/Zr-21‘20 Zp
J! 0~ Yki g =71
0 9
FiG. 4. Fi1G. §
les points z1 et zo sont transférés par cette translation parall¢le aux points
2) = 73— z9 et 3z = zo — 2o (fig. 5). D’on il s’ensuit que 1’angle 8 entre
lac Aenitao 111 0o nanmnant a ariagina Aac annrdAanndac at Avi maccant rnae
AVO UL VILWD Ul Ow UUUP\/ILL a i Ullslll\/ VWY VUUILNNIVILLILIVAGD VL \iul PaDDULlI, Pal
0 . 0
z; et z3,
Z2 — Zo
d = Arg P— (= Arg (zs — zo) — Arg (z1 — 20)) t))
1
Le nombre complexe
Z3 — Zo
W(z2, z1, 20) = ——
21— 20
pourra s’appeler rapport des trois points (trois nombres complexes) za, 21, Zo

sap - plExes) 22, 21, 20.
A1n81 l’angle d entre les droites, qui se coupent au point zo et passent par les

points z1 et za, est égal a I’argument de I’expression V(zz, z1, 20) des points
22, Z1, Z20.

Notons que 6 est I’angle dont il faut faire tourner, dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre, le vecteur zoz1 de la premiere droite pour I’amener
sur Ie vecteur zozz de la deuxiéme droite. La droite, sur laquelie une des deux
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orientations possibles a été choisie (on peut donner cette orientation, en
désignant un rayon déterminé de la droite ; sur les figures 1’orientation
choisie est habituellement désignée par une fleche), s’appelle droite orien-
tée ou « axe » ; la direction choisie de la droite orientée est souvent qua-

lifiée de nos1t1ve Nous représenterons par [z1z9] la droite orientée passant
par les points z1 et zz, dont I’orientation positwe coincide avec 1’orien-
¥ a4z /S 1 7

tation de z1 vers zz. L’angle orienté /” {/1, I} entre les droites orientées
l1 et I2 est défini comme I’angle dont il faut tourner dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre la droite /1, pour que sa direction positive coincide
avec la direction positive de la droite /3 ; cet angle est donné a4 un multiple
de 2 prés. Ainsi, & est I’angle orienté entre les droites orientées [zoz1] et

[z0z2] :
8 =/ {[zoz1], [z0z2] }+

Pour que les trois points zo, z1 et z3 soient sur une méme droite il faut que
Panole {[2120). [zaz01Y s0it éoal & O ou & m ou. en vertu de la formule (8)
¢ RREIE L L1elcan 14042 ) o bt y SF FRIRG R ele JUTITRRIT O
que le rapport de ces trois points

Zo— 22
V(zo, 21, 22) = ———
21— 29

soit réel. On peut aussi écrire cette condition sous cette forme

N

20 — 23 o—

NI
)
~~
=)

Nl
N
0o

2i— 2% 1

D’ou il s’ensuit que la droite / qui passe par les points z1 et zz est le lieu

géométrique de ces points z pour lesquels :
. Z— 22

—
—_—

E..__.
Z1—2Z2 Z1— Z2

En d’autres termes on peut dire que I’équation de cette droite a la forme (10)
~ R k:ﬂﬁ 'g\ "‘Amn
UUu UICIL 1a 1Vl

(z1 — 22)?-—— (z1 — 22)7 + (2122 — Z122) = 0. (10 a)

Ainsi, I’équation de chaque droite peut s’écrire sous la forme suivante :

Bz — Bz + C =0, (11)
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C est purement imaginaire (1).
Il n’est pas difficile de montrer qu’inversement, chaque équation de
forme (11) exprime une certaine ligne droite (qQui passe par les points z1 et z2
tels que z1 — z2 = E 2129 — 2122 = C)
EV_\ Pour que les quatre points 20, 21, 23, 23

/£ {{zozal, [2122] } — £ { zozs], [z123] }

\

T

|

l soit égale 4 0 ou A 7, ou en vertu de (8)
| z que le nombre suivant soit réel :
>

|

|

V(2o, 21,23) _ Zo— 22 Zo— 23

V(zo, z1,23) 2z1—2z2 2z1—Zz3

Le quotient des deux rapports des trios de

a

’anpellerons rannort anharmaniana dec
“tltlv AWl VilD & Pl’vl‘ ““““lmvm‘luv W

quatre points zo, z1, z2, z3 et nous le désignerons par W(zo, z1, 22, Z3).

r— O

() 11 est évident que 1’angle / {I o} que forme la droite / décrite par 1’équation (11)
avec I’axe réel o est égal a

Arg B = Arg (z, — z,) = — Arg (z; — z,) ,

(d’ailleurs
le-—-T?EI =2 lB”zl,
seulement si Bz est purement imaginaire, c’est-a-dire si
Arg B + Arg z = 4+ Argi),
on a pour les pomts z de la droite / |z| < |C|/2|B| d’ou il s’ensuit que |C|/2|B| est la
distance de /a I’ orlgme des coordonnées.

On peut aussi déduire I’équation (1 1) du fait que I’on peut transférer la droite / par
un déplacement (5) sur 1I’axe réel z — Z = 0. D’ou nous obtenons

(pz+q —(pz+9)=0 ou Bz—Bz+C=0, ou B=p,C=¢q—4q.

Ce qui permet aussi de conclure que / {1, o} = Arg p = Arg B et que IC[ /2|B|
est la distance de / a P’origine des coordonnées.” L’équation (11) s’écrit auss; souvent
sous la forme,

bz 4+ bz +c=0,

ou c est réel ; ici b = Bi, c = Ci.
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Ainsi : La condition pour quatre points zo, z1, Z2, z3, Soient un seul cercle (ou
droite) est que le rapport anharmonique

20— 22 . 20— 23

Z1—2z3 z1— Z3

W(Zo, 21, 22, 23) =

ainsi

N £ PR SR USRI LI,
Ul pcul CCIIre CCliC acrnicrc condaiuiuon
Z

Nl e

in

2 20— 23 20—5_ 9—33 PN
: = - — 1= — (12)
21— 23 21— 23 Z1— 22 21— 2Z3

D’ou il s’ensuit, que 1’équation du cercle ou de la droite passant par les
points z1, z2 et z3 a la forme

Z—2z2 2Z—23 Z—7Z2 Zz—23
: = : (13)
Z1—2Z22 Z1—2Z3 Z1—Z2 Z1— Z3
ou
(2 — 22)(5 — 7)M(21 — 2)(F1 — 7o) = (2 — 223 — 5M(21 — 22)(51 — 3a)]
L\ 2/\ /<1 3/\<1 2/3 \ 3/\< £2/1\%1 2N\~1 43/

Azz + Bz— Bz + C =0,

A= (21 e 23)(21 —_ 52) — (21 o 22)(31 — 23),
B = — z3(z1 — z3)(z1 — Z2) + Z2(z1 — z2)(Z1 — Z3),
C = 22Z3(21 — z3)(z21 — Z2) — z3Z2(z1 — z2)(z1 — Z3).

Ainsi, I’équation de chaque cercle (ou droite) peut s’écrire sous la forme
suivante : _ —
Azz + Bz— Bz + C =0, (14)

A et C sont purement imaginaires (1). Réciproquement le liew géométrique
des points z qui satisfont a I’équation de forme (14) (si seulement ces points
existent ; note (1) est un cercle ou une droite.

(*) L’équation (14) peut aussi se déduire du fait que n’importe quel cercle S peut par
translation parallele (3) étre amené A coincider avec le cercle zZ = r® dont le centre est
a ’origine des coordonnées O (r est le rayon du cercle). De 1a nous obtenons 1’équation
de S : - . - —
z+@z+q)—rr=0 ou azz+ bz+ bz+ c=0,
oua=1etc=qgq—r?sontréels, b = . D’apres cette équation on voit que le carré
du rayon r du cercle S est égal a 5

- ac

a2
et que son centre est au point — b/a. [Ainsi, pour bb — ac = 0 seul le point z = — b/a
satisfait a I’équation du cercle S, et pour bb — ac < 0 aucun point du plan n’y satisfait.]
L’équation de S sous la forme donnée ici, est évidemment équivalente 3 1’équation
(14) (pour passer de I'une a I’autre il suffit de poser @ = Ai, b = Bi, ¢ = Ci).
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Nous savons dé€ja, que I’équation (14) représente une ligne droite dans le
cas (et seulement dans ce cas) ou

A =0. (15)

Notons aussi qu’en vertu des lois énoncées plus haut des opérations sur
le symbole o0 il convient d’écrire

v yiis 11 WwJilViu

21-—23.21-—00 Z1— 23
22-—23'22——-00 Z3 — 23

W(Z1, Z2, 23, OO) =

= V(z1, za, z3)

[car (z1 — o0)/(z2 — o0) = 1 ; voir la note (1) de bas de page 4]. Par consé-
quent, le rapport anharmomque W(z1, z2, z3, 0) n’est réel que si le rapport

simnle V(zi. zo. z2) est ré el, c’est-a-dire lorsque les points zj, z2 et zg sont
simple V(z1, z2, zg) est reel, c’est orsque les points zi, z2 et z3 sont
aliania Y ALY RS- e Mnean Nevt e Ao L I S ~erxn 1o ennsoéd feadoeas
aignes. U est pourquoi, par anaiogic, On Comnsiacréra quc i< point injini-

ment éloigné qui correspond au nombre oo (et dans certains cas il parait
1égitime de considérer aussi ce « point fictif ») est commun a toutes les droites.
En effet, si les trois points z1, z2, z3 sont alignés, on peut alors définir la
droite passant par ces points comme le lieu géométrique des points z tels
que W(z1, z2, z3, z) soit réel ; méme le « point » oo satisfait alors a cette
condition.

Ce qui précéde permet déja d’utiliser les nombres complexes pour la
démonstration de nombreux théorémes, concernant les droites et les cercles.
Nous en donnons ici quelques exemples.

=
=
u
(¢
w
o

P puvh ¢
<
fab)
£3

b
Se, Ss et Sg sur un pzan et soit z1 et w1 les points d’intersections de Sy et
Sa ; z2 et wa les points d’intersection de Sa et S3 ; z3 et ws les points d’inter-
sections de S3 et Si ; enfin z4 et wa les points d’intersection de Sy et S1. Si
les points z1, za, z3 et z4 sont sur un seul cercle (ou sur une seule droite) 2,
les points w1, wa, ws et wa sont eux aussi sur un méme cercle (ou sur une
méme droite) 2" (fig. 7).
Utilisons le fait que les points z1, z2, w1 et ws sont tous sur Ss ; les points

22, 23, W2 et wg sont tous sur 03 ’ les pomts zZ3, Z4, w3 €l wa sont tous sur 04 ’
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et z4, 21, wa et wy sur S1. Les quatre rapports anharmoniques suivants sont

donc réels :
21— 22 21— W1
W(z1, wa, z2, w1) = : ,
We—22 Wa2a— W1
Za— 23 Z2— We
W(Zz, wWs, Z3, Wz) = - .= ’
W3 — 23 W3— W2
23— 24 23— W3
W(zs, wa, 24, w3) =
Wa—24 W4— W3
Z4—21 24— W4
W(Z4, w1, 21, W4) =
Wi1—21 Wi1i— W4

C’est pourquoi,
rapport W(w1, ws, wa, wa) lest aussi,
ce qui démontre le théoréme.

Z1— 23 Z1—Z4

I

W1— W2 Wi1i— W4

Za——Zz'

(z

1. Za
V \&1ly &40

L

I
S

b

Cette proposition est assez élé-

gante mais ne parait pas particulié-
nt FiA~ nnt]n —

l. \.tlll\rll v AWWUL

cn‘nr\l thidnrdm
Pl\/ LLIWVVUL \/lll\/

comme il y en a ueaucoup €n geo-
métrie élémentaire. Cependant, les
conséquences qu’on peut en tirer
peuvent, sans exagération, étre qua-
lifiées de remarquables.

Comme premiére application nous

considérons une série de théorémes

7
a~

Z3— Z4 W3 — W2 W3— W4
s YWl w: Wwa Wa W)
ulg/ ry \vv;’ ry 0, "g, "‘.t,u

FiG. 7.

établis par le géométre anglais William Clifford déja cité plus haut. Convenons
d’appeler n droites d’un plan, droites de « position commune » si deux quel-
conques d’entre elles ne sont pas paralléles et si trois quelconques d’entre elles
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ne sont jamais concourantes. Nous appellerons le point d’intersection de deux
droites de position commune (c’est-a-dire de droites quise coupent) leur point
central (fig. 8, a). A partir de trois droites de position commune on peut choisir

J
Zr9
Zon 1"— 3
=CJ l'f \% Z
2 i ANy
Siee ]
Z; \
7 \, Y
\‘\ e ",I
FiG. 8 a. FiG. 8 b.

de trois fagons différentes une paire de droites ; & ces trois paires de droites

correspondent trois points centraux ; le cercle passant par ces points (c’est-a-
dire le cercle circonscrit au triangle formé par les trois droites), nous ’appel-

e nawnla nimal o Q
110 VLVl VARY Wull al \Uwv 11U

neenl o

<), De f ¢OMn anadioguc, a
partir de quatre droites de position commune on peut choisir de quatre fagons
différentes un trio de droites; a ces
quatre trios correspondent quatre cercles
centraux, qui foujours passeront par un

méme point ; ce point (fig. 8, c) est natu-
rellement annelé noint ce h-ol tlne auatre
P PR Y o A PSS AAx Aantbmn

Groines. A parur ac q droites de

position commune on peut de cing fagons
choisir quatre droites ; aux cinq quatuors
de droites obtenues correspondent cing
points centraux, qui seront toujours sur
un méme cercle — cercle central des cinq
droites (fig. 8, d). [Cette proposition est
Uquwalcuw 4 la suivante : Sion pr uwnge
tous les deux cotés, les cotés d’un pentagone
arbitraire (qui peut ne pas étre convexe ou
méme se couper lui-méme (étoilé) !1 jusqu’a I’intersection de ces cotés, et que I’on
trace les cercles autour des cing triangles formés, alors les cing points d’inter-
section des cercles associés sont sur un seul cercle, cercle central des cotés du
pentagone (fig. 8, ¢).

On peut, de fagon analogue, prolonger indéfiniment nos définitions — et
a chaque nombre pair de n droites de position commune correspondra leur point
central, ou se coupent les n cercles centraux de tous les systémes possibles de
n — 1 de ces droites, mais a chaque nombre impair n de droites correspond leur
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cercle central— auquel appartiennent les n points centraux de tous les systémes
possibles de n — 1 de ces droites !

Pour démontrer ceci considérons d’abord le cas de quatre droites 1, 2, 3
et 4. Les points d’intersection de ces droites — points centraux des paires de
droites — seront désignés par zi2, z13, Zz14, z23, z34, comme on 1’a fait sur la
figure 8 ¢, le point d’intersection des cercles passant par les points z23, 34, Z24
et z13, z34, z14, — cercles centraux S234 et S134 des trios de droites 2, 3

e
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dans une situation qui nous \
est déja familiére ; le role
des quatre cercles S1, Sz, Ss

et Sy4 est ici joué par le 5

droite 1 et le cercle S13s; . z
le role des points z1, z2, z3 \\ ll \\ &//ﬂm@i)’&ﬁ--'
et z4 — par les points za3, \ > 7

le point oo « indéfiniment
éloigné » (par lequel « pas-
sent » toutes les droites ;
voir la fin du paragraphe
précédent), ziz et zss4 ; le
réle des points wi, wa, w3
et wy — par les points za4,
212, 214 €t Z1234. Les points
Z23, 00, Z13 €t Zz34 apparte-
nant a une seule « circonfé- Fic. 8 d.

rence ou droite (en fait — a

la droite 3), les points za4, z12, z14 €t z1234 sont aussi sur le méme cercle, c’est-
a-dire que passant par zi2, z24 et z14 le cercle central Si124 des droites 1, 2 et 4
passe par le point z123s. De fagon tout a fait analogue on démontre que le
cercle central Si23 des droites 1, 2 et 3 passe lui aussi par ce méme point
Z1234 (pour démontrer ceci il suffit de prendre pour z; et z3 les points z24 et z14,

et pour wi et ws — les points z23 et z13), d’ou il s’ensuit aussi que z1234 est le
point central des quatre droites 1, 2, 3 et 4.

J-SRL Y RV 2

Considérons maintenant le cas de cinq droites 1, 2, 3, 4 et 5. Représentons
par z1234 le point central des quatre droites 1, 2, 3, 4 et agissons de fagon ana-
logue pour les autres quatuors de droites ; le point d’intersection des droites
1 et 2 — point central de ces deux droites — nous le représenterons par zi2, etc.
le cercle central des droites 1, 2 et 3 sera représenté par Si23 nous opérons de
fagon analogue pour les autres trios de droites (voir fig. 8 €). Il nous faut démon-
trer que les points z1234, Z1235, Z1245 Z1245 €t Z2345 appartiennent au méme cercle.
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Mais pour cela, il suffit de s’assurer que quatre quelconques de ces points, par
exemple les points z1234, Z1285, Z1245 €t Z1345 sont sur un méme cercle. Ce qui
résulte immédiatement du théoréme démontré plus haut, puisque nous pouvons
considérer ces quatre points comme les points d’intersection des cercles S134
et S123, S123 et S125, S125 et S145, S145 €t S134, dont les deuxiémes points d’inter-
section — les points z13, z12, Z15 €t z14 sont sur un seul « cercle » ou une seule
droite » (en fait la droite 1).

De la méme fagon, on démontre aussi les théorémes recherchés dans le cas
d’un nombre arbitraire n de droites, qu’on désigne naturellement par les nom-
bres 1, 2, 3,..., n. Supposons
que pour n’importe quel nom-
bre m de droites, inférieur a n,
notre théoréme est déja démon-
tré ; le point central de k droites
(ou k est pair), obtenues a par-
tir de nos n droites en excluant

’
" ~a . Anant ay
PAL &1j eee r, qucuxu
~1 A
al

de [ droites \O‘ﬁ
est impalr), obtenues & partir
de nos droites par rejet de n—I/
droites i, j, ..., s, nous le dési-
gnerons par Si j...e. Si n est

impair. le nrobléme se rédnit
siiegprlatd g AV PAUVAVILIV O% AVeeiL
alAre & Al Antran Spr An
ailvid 4ad JUuilliviiuwvi

pomrs ceniraux 21, 225..042n ae
tous les ensembles possibles de
n— 1 de nos droites sont sur un
méme cercle ; afin de s’en assu-
rer il suffit de démontrer que quatre quelconques de ces points sont sur un
méme cercle, par exemple, les points zi1, z2, z3 et z4. Mais nous pouvons
considérer ces points comme les points d’intersection des cercles S14 et Siz,
S12 et Ses, Sas et Ss4, Sss et S14 dont les seconds points d’intersection — les
points zig2a, Z123, Z234 €t z134 — sont sur le méme cercle S1234 ! Si n est pair, le
probléme revient 3 démontrer que n des cercles Si1, Sz, ..., Sn de tous les
ensembles possibles de n — 1 de nos droites se coupent au méme point ; il suffit
ici de vérifier que chaque trio de nos cercles, par exemple les cercles S1, S2
et Ss se coupent au méme point ().

(1) Il n’est pas difficile de construire quatre cercles qui, pris trois par trois ont un
point d’intersection commun, mais qui n’ont pas tous le méme point commun. Cepen-
dant il est assez simple de s’assurer que si le nombre de cercles dépasse quatre, puisque
chaque trio de cercles se coupent au méme point, tous les cercles ont nécessairement
un point commun.
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Mais ceci découle de I’étude des quatre cercles S1, S1s4, S234 €t Sa. De ce que
les points auxquels ces cercles se coupent deux par deux, sont sur un seul cercle
S124, il s’ensuit que les seconds points de leurs intersections eux aussi — les
points z13, z34, zas et le point d’intersection de Sz et de S1 — appartiennent &
un seul cercle, c’est-a-dire que le point d’intersection de Sz et S1 est aussi sur
le cercle Ss, qui passe par les points z13, z34 €t 223 |

Voici encore une série de théorémes analogues. Considérons deux dro1tes

de position commune ; sur chacune de ces droites choisissons arbitrairement
1nn nnaint Al ASranf Aa lanr nAaint A’anfnrcnhhnn Ta nnrn'n M1 nacea nar rac danvy
Wik PUML‘- Vliliwvi wiil v 1V puu U G LLALWI ONVAVLIVL da\v VWi VIV ul yaoov y“l WD Uwien

points, et par le point d’intersection des deux droites données, nous 1’appel-
lerons « cercle pilote » des deux droites munies des points donnés (fig. 9, a).
Considérons ensuite trois droites de position commune munies de points don-
nés ; dans ce cas les trois cercles pilotes, correspondant aux trois paires de droites,
que nous pouvons choisir a partir de nos trois droites, se coupent en un méme point

(fig. 9 b) ; on peut appeler ce point point pilote des trois droites. Prenons main-
tenan aenr la r\]nn anatra dArnitac da nacitinn cammiaimeae at enir chamina A’antra
ULAY OLWL LW ylul \._luuu.v BAVIWWOD ABw HUQLLLULA WwUlll111Ullvw Wi OUL ViiAAWUllAVvY WU Vviilli v
allan Al adalin e csoe 2amgind smcmze B fhn 2 mdn nn mcmal mica dmcia A eamtenda oatmee
elies choisissons un point par droite ; exigeons aussi qué tous ces points soient

sur un méme cerclie (ou droite). Dans ce cas les quatre points pilotes des quatre
trios de droites que nous pouvons choisir a partir de nos quatre droites, seront
toujours sur un seul cercle ; on peut appeler ce cercle cercle pilote de nos
quatre droites (fig. 9, c). [Cette proposition est identique & la suivante : Si on
prend sur les cotés d’un quadrilatére arbitraire (il peut ne pas étre convexe ou se
couper lui-méme !) un point par coté et de telle sorte que tous ces points soient
sur un méme cercle (ou une méme droite), en les unissant successivement entre
eux et en tragant les cercles circonscrits aux triangles formés, les quatre points
d’intersection des cercles voisins sont sur un méme cercle, « cercle pilote » des

cOtés du quadrilatére (fig. 9, d).]

De la méme fagon, on peut associer 3 un nombre quelconque impair de
droites de position commune, sur chacune desquelles on a pris un point (tous
ces points étant sur un seul cercle ou sur une seule droite) un point pilote de ces
droites ; et & un nombre quelconque pair de droites de position commune (les
points pris sur ces droites étant sur le méme cercle ou sur la méme droite), un

cercle pilote. Le point pilote de n droites se définit comme le point d’intersection
des n cercles pilotes de tous les ensembles possibles de n — 1 de ces droites

cies pilote 0 a
don nﬁpe anant an carcla nilate de » Arn;fne on la définit comme le cercle
\IVAJ.AIVVD’ “u“llb UL Wwiwiw Hllvbv W " WA VAVWY WAL iw WAWALLALY WN\JALLLAANYW AW WA WwWAY

..... PO msmcmnsed Jan 2o ammtsnds aailmda Ao darza loan amansmelelan senacatlhlas Aa
auqucx a.ppa.l U UICHIL 10D 71 PULLIL PLHULC U LOUUD 10D VIDDULIUIUY PUDDIUIW UV

n— 1 de ces droites données.

Pour la démonstration du cas de trois droites, il suffit de prendre comme
cercles S1, S2, S3 et Ss du théoréme de départ la droite 1, le cercle pilote Sis
desdroites 1 et 3, le cercle pilote S23 des droites 2 et 3 et 1a droite 2 (fig. 9, ¢). Pour
tous points z1, z2, z3 €t z4 on a les points u13 d’intersection des droites 1 et3,le
point us1 pris sur la droite 3, le point u23 d’intersection des droites 2 et 3 et

= AT . ) 2

AGLOM. — Nowmbres complexes. 4
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« le point co », commun aux droites 1 et 3 ; ces quatre points appartiennent a la
méme « circonférence ou droite » (en fait 3 la méme droite 3). Le role des points
w1, we, us €t us sera joué par le point u, pris sur la droite 1, le point 123 d’inter-
section des cercles S13 et S23, le point ug, pris sur la droite 2, et le point u12
d’intersection des droites 1 et 2 ; comme ces points doivent aussi étre sur un
méme cercle, le point w123 sera aussi toujours sur le cercle piiote S12 des droites
1 et 2, passant par les points ui1, uz et uis.

Pour démontrer le cas de quatre droites, il suffit de prendre pour cercles
Q. C. Q. at €. laac rarnlac Gm raont dane ]’Annnnc’: Aa nnfrn thiArdma ;ﬂlf;ﬂl
[ 3 [ [ 34 ’ o3 Vi 04’ 1IWO VWl \/l\/D u.s Qlil Juailo 1 LAVUILIVAY W AUWL Vv LLIIVULVILI AépLiILiQUd ’

S12, Sa2s, S34 €t Sa1, ou, par exemple S12 est le cercle pilote des droites 1 et 2,
et pour points z1, z2, zs et z4 — les points uz, us, us et u1, pris sur les droites 2,
3,4 et 1 (voir fig. 9, d ; les points w1, uz, us et us4 sont sur un seul cercle ou sur
une seule droite selon le théoréme) Dans ce cas les seconds points d’intersec-

Considérons maintenant » droites de position commune 1, 2, 3, ..., n, et les
points pris sur elles w1, ug, us, ..., un qui appartiennent & une seule droite ou a
un seul cercle. Supposons encore, que pour n’importe quel nombre de droites
inférieur 4 n, notre théoréme est déja démontré et désignons le cercle pilote
de k droites (ou k est pair) droites obtenues a partir des n droites données par
rejet de n — k droites avec les numéros i, j, ..., r, par Sij...r, quant au point
pilote des / droites (ou il est impair) obtenues & partir des droites données par
rejet des n — [ droites de numéros i, j, ..., s par uijy...s. Si n > 6 est pair alors
le probléme est de démontrer que n points pilotes u1, us, ...,u, de tous les ensembles
possibles de n — 1 des droites données sont sur un méme ¢ prcle il suffit de s’assu-

------------- L2 £0 AU 2 IU 5 41 2L2AAAL WU Le

rer nonr cela ane auatre cmelconanes de ces noints ¢ont eur un senl cercle. nar
A WA yv“l WA ““v \1\4“&&\4 uuv&vv&‘.\iu\du W WwWwo Pvulbl’ DALY WDsA WAL MWWLEA vvsv;v y

exemple les points w1, ue, us et ua. Si n > 5 est impair, il faut alors démontrer
que n cercles pilotes S1, Sz, ..., S» de tous les ensembles possibles de n — 1 de
droites se coupent au méme point, il suffit pour cela que trois quelconques de
ces cercles, disons les cercles S1, S2 et Ss se coupent en un méme point. En
fait, ces démonstrations ne différent pas des raisonnements utilisés dans la
démonstration des théorémes de Clifford (pour » arbitraire).

Q
1a5%ia

I’examen pourra nous aide
I’équation du cercle S

Azz + Bz— Bz + C = 0, (14)
A at " cAant nramant iMaoinairac
L1 WL N\ OU1AL yux Wwiliwvili b lllluslll“ll\/o-
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Posons qu’une certaine droite /, passant par le point O coupe S aux
points z1 et z2 (fig. 10). Déterminons la valeur du produit :

{0,21}-{0, 22},

ol les accolades soulignent le fait qu’ici il est question de segments de

droites orientées, c’est-a-dire que le produit {O 21}« {O, z2} est considéré

. < 40 . ® e ] . A " 'T-‘ 7 4 7w N . k] Pa Y\
comme positif, si les directions des segments Oz, et Ozs (de O 4 z3, et de O &
zg respectivement) coincident et si les points z1, z2 sont d’un seul c6té de O,
et comme négatif, si les directions de ces segments sont opposées (les points

z1 et zg sont de chaque c6té de O).

s
/ zza
2f . b4 ) )
A ‘,o/ A% V4 %
N ) % RS
I d S ( o/ %
1Y/ NG/ N\ \, - —)
H——t DY S
/0 Z q 0
e ,
(@) (b) 2 (c)
Fia. 10.
Comme les points z; et zz sont sur le cercle S, on a
Aziz1 + Bzi— Bzi + C =0 (16)
et
AzsZs + Bzz— Bza + C =0 (17)
D’autre part, puisque ces points sont sur une méme droite passant par
I’origine des cv rdonnées O, on a alors Arg zz = Argzi, ArgZs = — Argz;

1N N\ - P t P

(fig. 10 a) ou A Arg z =Argz1+m, Arg Za = — Arg z1 — 7 (
par conséquent, le produit z1Zs. Dans tous les cas est réel

- = 1 - _ - = _ 710\
z1z2 = Kk, Z)122 = Z1Z3 = K = K. (1o)

N

Multiplions maintenant 1’égalité (16) par za, I’équation (17) par z; et utili-
sons les égalités (18) ; nous obtenons

Akzy + Bzize — Bk + Czz = 0 (1
et

~
[Ry
~)
| —

Akzs + Bzizs — Bk + Czy = 0.
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Soustrayons 1'une de 1’autre les deux égalités nous aurons
Ak(z1 — z3) — C(z1 — z3) = 0.

d’ou il s’ensuit que si z1 7% z2 et z1 — z2 7% 0 alors

k = C/A.
z1za =k

justement coincide avec le produit {0, z1} - {O, z3} des segments (orientés)
de droite Oz; et Ozs. En effet, il est évident que

k| = |z2] + |22 = |z1] « |z2]
est égal au produit (O, z1) - (O, z2) des segments (orientés !) de longueurs
T ~dk N rl’_n\-#-a vt 1o ev~nmitiens 1 ot f o: Taa snnie fn w. b w. ornndéd
ULl VL UZ2 o U aUully pau,, IV 11V1IIVLIU A Ubb PUDILII, Si 1€S PULLILD 4] UL 42 oSVl
d’un seul c6té de O, et Arg Za = — Arg z;1 ; le nombre k est négatif si les
points z; et z2 sont de chaque c6té de O et Arg 7o = — Arg z; — .
Nous avons finalement

{0,21}-{0,2z2} =k = C/A. (19)
Cette relation a été établie en supposant que les points z; et zz sont dis-
tincts : mMais Si Z1 ¢ Zo = (vmr fig. 10, a). le produit

ViiAwWes ¢ Axalea A dw g -y s Al a )y AN rav‘.w -
PN

{ ,21}3{ 0,22} ={0, zo

b

sera alors aussi égal & C/A4 ; ceci découle de ce que nous pouvons considérer
la grandeur {0, zo}2 comme le cas limite de I’expression {0, z1} + {0, z2},
ol z; et zz sont les points d’intersection avec S de la sécante [O, z1], tres
proche de la tangente [0, zo] (et qui tend vers [O, zo]). D’autre part, si le
cercle S dégénére en un point (« ce cercle de rayon nul »), alors I’expression

1; — ] A sera Aaala an ecarrd da 1la dictanca (N fnor Ao ns ce cas 1l v 2 1112
=ijAa 1a usalv au arrc Go La uldiaiivy \u, D) \v Gaus COCAs i y a4 ulid

seule « sécante » |_U2122] du « cercle » b, pour 1aqueue

AN

fN .1 N
I_\U:U}h

1Y 4l g Y

N

si le cercle S passe par le point O (fig. 10 ¢) alors un des points z; et z3 coin-
cide avec O et

{0,21}:{0,2:} =0;
ss1 k C/A pulsque dans ’équation (14) C =0
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L’expression de k = C/A s’appelle « puissance du cercle S » (plus pré-
cisément « puissance du point O par rapport au cercle S» (1) ; son sens
géométrique est donné par 1’égalité (19) (ainsi, « le produit {O, z1} - {O, z2}
ne dépend pas du choix de la sécante I, passant par O, au cercle !). Si le point O
est en dehors du cercle S, la puissance de O par rapport a S peut €tre définie

aussi comme le carré [ 0, zp }2 de la Inngupur du segment de tangente, m

o
oQ

14

ne
-
a

S:lt

D4$24(1)
_____ Q rc. Agn  dam maa o 2nd clmamta J cane 14 ~Ansedann
C CUIILLC

de O vers S (ag. 1U, u) 5 ensui ite, en menant la sécante ! par i

cercle S et en représentant la distance OQ par d et le rayon de S par r, nous
obtenons que la puissance de O par rapport a S, dans tous les cas est égale
(en grandeur et en signe) a

d+nd—r)=d—r

On peut aussi définir la puissance (arbitraire !) w d’un point par rapport

N PN [PURURS. NS

au cercie S comme le produit

{w,z1}+{w, 22},
olt z; et z2 sO n les points d’intersection de la droite passant par w avec le
cercle S (fig. 11, a- c) Si w est en dehors de S, alors la puissance de w par

rapport a S est égale au carré {w, zo}2 de la longueur du segment de la
tangente menée de w a S (fig. 11, a) ; si le rayon de S est égal & r, et 1a dis-
tance du centre de S & w égale a [, 1a puissance de w par rapport 4 S est

égale a

d—r)=d —r".
que uissance de w par rapport @ S es
situé en dehors de S, négative si w est situé a lintérieur de
Si w est sur S.

Afin de déterminer la valeur numérique de la puissance du point w (ol
w est un nombre complexe déterminé !) par rapport au cercle (14) il suffit

(1) Le rapport C/A = k ne dépend pas seulement du cercle .S, mais aussi du systéme
de coordonnées (complexes, dans lequel 1’équation S a la forme (14). Cependant, il est
facile de voir, qu’en fait la grandeur C/4 dépend seulement de la position de I’origine
des coordonnées O, et non de la direction de 1’axe réel o. Ceci découle du fait que par
rotation autour de O

=

IR

z = pz, z=pz, ou ]pl =1, Ip’l = I
[cf. formule (4), p. 28] le cercle (14) devient le cercle
Ap’'p'z’z’ + Bp'z — Bp'z’ + C = 0,
pour lequel O a la méme puissance C/App’ = C[A = k (car pp’ = 1).
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d’introduire dans le plan de la variable complexe un nouveau systéme de
coordonnées (complexes) :

Vs -
2 S
, . 7.0N /77

Z4 /oo N\ / aN
\ / /) [ >x \ f/ /\
\/ /~/ 27 ) | s/ |
Z;%é/ - \\_/ <\ . /S 1z
e %/
A () ) (c)

Fic. 11.

En considérant I’expression (19) comme la puissance de 1’origine des coor-
données O par rapport au cercle (14), nous conclurons, que la puissance du
int w par rapport au cercle (14) est égale a

Aww+BW—BW+C=ww+Bw_§w+j (20)

A A A

En d’autres termes, la puissance du point w par rapport au cercle (14) est égal
au nombre réel, obtenu par substitution de w dans I’équation du cercle norma-
lisée en posant le coefficient de zz = a 1" (c’est-a-dire obtenue a partir de

l’annohn (1 A\ 1‘\01‘ 10 AI‘"CI(\“\ dea tanic cac t ermes par AN
1 CQuaunilit \1 1vision G€ toUS SE€S 1 ermes par 4.
112

Ce résultat permet de résoudre d’embiée toute une série de probiémes
se rapportant 3 la recherche des lieux géométriques. Ainsi le lieu géomé-
trique des points w, dont la puissance par rapport a un cerlce donné (14) a la
valeur comme k" est décrit par I’équation :

Aww + Bw—Bw + C
A

=k ou Aww + Bw— Bw + (C— 4k) =0,
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c’est-3-dire que c’est aussi un cercle (de plus, c’est un cercle concentrique au
cercle d’origine ; cf. 1a note de la page 33). D’autre part, si on a deux cercles
S1 et Se d’équations :

Azz 4+ Biz—Biz+Ci=0 et  Azz+ Bsz— Bsz + C3 =0,

ol pour simpliﬁer nous considérons les coefficients de zz identiques (cette
condition" ne” “restreint pas la généralité des ralsonnements nmsqu ’on y

eahefcnf fahtlnmnnf en multinliant tous lec
VA VIVVAWRAL WAANALANY, mu‘- lt’u AAY LV WU LAWwU ‘r

g
ﬁ”’
A/ / “l:/\
VAP A X
[ /2 N N\ / \
o 7 /1N [ “\/
AU 7K O B v
X9 %\ 4
(”) (l’))
Fig. 12
un nombre réel appropri€), le lieu géométrique des points w qui ont des puis-

sances égales par rapport a S1 et Sa est décrit par 1’équation
AwWw + Biw — Biw + Ci __ Aww 4 Bew — Baw + C3
A A

ou
(B. — Ba)w — (By — Ba)w + (C1 — C3) =0,

c’est-a-dire que c’est une ligne droite q ; cette droite s’appelle axe radical
des cercles S1 et Sa. Il est clair que si les cercles S1 et Sz ont des points com-
muns, g passe par ces points (puisque chacun de ces points a une puissance
nulle par rapport & S1 et S2), c’est-a-dire coincide avec la corde commune
a S et Se (fig. 12,a) ; si S1 et S2 n’ont pas de point commun, on peut
caractériser ¢ par le fait que les segments de tangentes, menées de chacun de
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cette droite a S1 et Sz, sont égaux (fig. 12, b). Si on considére ensuite trois
cercles S1, Sa, et Ss d’équations

AzZ + Biz— Biz + C1 =0,
AzZ + Baz — Baz + Cz = 0,
1

(B1 — Bz)w — (B1 — Bz)w 4+ (C1— C2) =0,
(B1 — Bs)w — (B1 — B3)w + (C1— C3) =0,
(B: — Bs)w — (Bz — Ba)w + (Ca— C3) = 0.

En conséquence si les deux premlers axes radlcau se coupent en un

I‘A#ﬂi ’\l\ LY 3 AN NA A aTna0aYnNn N1l

clriain point z, par CC puuu. passCia au

7]
[72]
ik o

niére de nos trois equauonb est la diffé-

rence des deux premiéres et par consé- o |
aquent la satisfont toutes les solutions du 5}/\\ ’ S

systéeme, formé par les deux premiéres
opérations)): Les axes radicaux de trois
cercles pris deux a deux se coupent en un
point appelé centre radical des trois cer- \ 0/\

2an

CiCs \118. 1.)}, ou sornt pa alléles entre eux. S,\ / l \
L’axe radical des deux cercies 051, YN ’

et Sa peut se définir comme le lieu )

géométrique des points dont le rapport FiG. 13.

des puissances par rapport 4 S1 et S

est égal & I'unité (ol la différence des puissances par rapport & S1 et Sz est
égale & zéro). On peut aussi considérer le lieu géométrique des points dont
la diﬂ"érence des puissances par rapport aux cercles S1 et S2 a une valeur
donnée a u)uux a = 0 nous arrivons & 1’axe radical des cercles S; et oz} et
le lieu géométrique des points dont le rapport des puissances par rapport d
S1 et Sz a une valeur donnée o (nous retrouvons ici I’axe radical de S; et Sq,
en posant o = 1). Il est clair que le premier de ces deux lieux géométriques
s’exprime par l’équatlon

Aww + Biw —B1w + C1 Aww + Baw — Baw + Cs

A A

ou

PR,

(B1 — B)w — (B1 — B2)w + (C1 — Ca —a) =0,
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c’est-a-dire que c’est aussi une ligne droite. Le deuxiéme lieu géométrique
conduit 4 I’équation
AwW + Biw — B + C1 Awv + Baw—Baw + Ca _
A ' A

(01

ou
(1 — &) Aww + (B1 — aBa)w — (B1 — aB2)w + (

\ Sl A ' =

1—aCs2) =0;

pour o« = 1 elle représente une ligne droite (axe radical de S1 et Sa), et pour
o 7% 1, un cercle.

En particulier, si des points jouent le réle des cercles Si et Sz, nous avons
alors : Le lieu géométrique des points dont la différence des carrés des dis-
tances a deux points donnés S1 et Sa a une valeur donnée, est une droite ; le
lieu géométrique des points, dont le rapport des carrés des distances a deux
points donnés S1 et Sz a une valeur donnée «, est une droite pour o = 1 et
un cercle pour « 7 1. 11 est clair que dans le dernier cas on peut aussi parler
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non plus du rapport des carrés des distances du point w & S1 et S2, mais
simplement du rapport des distances (w, S1) et (w, Ss). Le cercle, lieu géo-
métrique des points, dont le rapport des distances & deux points donnés
S1 et Sz une valeur constante «, est souvent appelé cercle d’Apollonius
des deux points (du nom d’un remarquable géométre de la Gréce ancienne

A ollonius de Pergame. gui vivail
L ALVL.I.I.MU aulllv, ﬂ“‘ YAY WAL

au II" blc AC UIlVlIUIl avant notre

an ]a vﬂlp r] Amp Minpnrp An Dnranmn
“Ll VYALALANW VA W/ 6
).

Tournons-nous maintenant vers 1’ étude du triangle a1 azas (la parenthése
droite au-dessus des lettres signifie que c’est le triangle de sommets ai, ag,
as qui est précisément étudié mais non le produit des trois nombres complexes
a1, a2 et as ; nous utiliserons aussi des désignations analogues plus
loin ; cf. aussi plus haut (p. 42-43). Convenons de considérer, que
la1| = |az| = |as| = 1 ; géométriquement cela signifie, que tous les som-

mate A trinnagla annartiannant anr 7 rarala 1nitd W 25 1 (R 1A\ ainol nAng
LIV UU Llialglyv appal Uviiiviit aul W\ VWiVl UllW 77 44 — 1 \l1g. 177) alll 1vud

it d
er

prenons le centre du cercle circonscrit du triangle considéré, comme origine

des coordonnées, et le rayon de ce cercle comme unité de longueur). Dans
ce cas, il est évident que le point a; + a2 = hg est le sommet du losange

VY WD fo VoI 2w LU =%

Oaihsaz et par conséquent, les droites [Ohs] et [a1az] sont perpendiculaires
entre elles (comme diagonales du losange) ; le point

hs a1+ a2
3 = — = —
o] o)
Lo 4
not Ta mailice: Avs ~A4L T 1 2 telnamala o no o 1o e .....
Ool 1IC Hiljvu 4du CUW {d1d2 Uu Llilaliglc ¢1a2d3 , 1v P 111L
h:ai—l—ﬂﬂ—l—ﬂn(: n—l—ﬂn\
i 8 ] “wa ] wWwo\ "o [] “woy

est le sommet du parallélogramme Ohshas. En d’autres termes, la droite
[ash] ” [Ohs] [aia2],

c’est-a-dire que la droite [ash] est la hauteur du triangle a1, az, as et le point
h ln noint A?infarceactinn da catta Arntte avar la rA1E T2 761 'r\-:nr‘ dala hantanr

3y IV yvxxu, LAWCLOLLVLIUIL UL LoD UL U0 avVol IV LU W I,“.l“'d_l PIVU UV Ia llauivul .
On démontre de méme que les droites [a14] et [a2h] sont aussi hauteurs du

triangle aiazas ; c’est pourquoi ai + az + as = h est le point d’intersection
des hauteurs (orthocentre) du triangle aiazas.
La figure 14 montre aussi que

(h3, b) = (0, as)(= 1)

. o pr— . ’ o
distance de I’orthocentre h du triangle aaz=as au point hg symétrique du centre
O du cercle circonscrit par rapport au coté [aias], est égale au rayon du cercle
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circonscrit S du triangle. D’ou il s’ensuit que le liew géométrique des ortho-
centres des triangles aiazas inscrits dans S, dont les deux sommets ax et as
sont fixes, alors que la troisiéme glisse sur le cercle S, est le cercle égal a S
avec son centre au point hg = a1 + as, symétrique de O par rapport au coté

[a1as) (1). Si hg et h; sont des points symétriques du centre O du cercle cir-
O~ d wvne sasasa~snt nviv ~24La Fre. el né T~ 1 ~er 2 nlAena
COIISCril par rapport aux COICs (d1a3) St [az2ag), Ol 4 41015

rL. LY __ /P ~\ 1 (L LN __ (N -\ __ 1

the, ] =(0,az) =1, (h,n)=(0,a) =1

C’est pourquoi l’orthocentre du triangle quelconque aiazas coincide avec le
point d’intersection des cercles S1, Sz et Ss, égaux au cercle circonscrit S, dont
les centres sont les points hi, ha et hg, symétriques du centre O du cercle S par
rapport aux cotés du triangle (voir la méme figure 14).
Considérons ensuite le point
]

-

] ar + as + as
e=—= .

2

N

Il est clair que c’est le point d’intersection des diagonales du parallélogramme

Oashhs, la ligne médiane [mscs] du parallélogramme passe aussi par lui,
cg est donné par

___a3+h=a1+az o

~+ as

2]
<«

~ ~

L P

(au point c3 correspond le milieu du segment ‘ash de 1a hauteur [asbs] du
triangle). De plus,

1 1
(e, m3) = (e, c3) = - (0, as) = -;
2 2

le cercle o de centre c¢ et de rayon 1/2 passe par le milieu ma du cété

[— R . . .. . ﬁ

aiaz du triangle et par le milieu cs du segment ash de la hauteur, compris entre
le sommet et I’orthocentre. On démontre de fagon analogue que ce cercle
passe aussi par les milieux mi1 = (az + as)/2 et mg = (a1 + ag)/2 des deux
autres cotés, et par les milieux c1 = (a1 + as)/2 + a1 et ca = (a1 + as)/2 + a2

| — [ — .

des segments arh et azh des deux autres hauteurs. Le cercle o a été étudié pour
la premiére fois pour le grand mathématicien suisse Léonard Euler (1707-
1783), on I’appelie cercie d’Euler du triangle aigeas- Puisque les cordes
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[cabs] et [mabg] du cercle o sont perpendiculaires entre elles, et que csms est
diameétre de ce cercle, le cercle d’ Euler o passe aussi par la base bs de la hau-

teur asbs ; on démontre de méme que o passe aussi par les bases b1 et bs des
deux autres hauteurs a1b1' et asbe du triangle. (Ainsi le cercle o passe par

Avifa i o\ atanifRrnt: Avr trianala 1a
uis PU w Dls 1111V cu, uu lLIQIISIU u1u2u3, Pal I.UD PUILI.LD ”ll, ”ld, ”53 , Ul,

, b3 ; c1, c2, cg; C’est pourquoi on i’appelle souvent « cercie des neufs

omts » du triangle.)
Remm'mmnq aussi.

)

IIU Q‘ )-s

que le point m d’intersection des médianes du triangle

>

a1a:2as (centre de gravité ou centroide du triangle) partage la médiane asms
dans le rapport :

(as,m) :(m,ms) =2:1.

[
Q
Q
[t
] =
Q.
[N
(¢]
»
ot
(2]
2

vec
1

d

le point d’intersection des médianes du triangle Ohsas (car asms est aussi la
méd iane de ce dernier triangle), et par conséquent, m partage la médiane

d“ns le rapport :

(O, m) :(m,e) =2:1.

Nous voyons ainsi, que le point m appartient a la droite [Oe] et

£ 2\ 2//\ _\l — 1 N L\\
(O,m)=-(0,e)| =-(0,n)])>
d \ d /
c’est-a-dire
m==-e

_g =a1+a2+a3
3 3

La droite [Oh] s’appelle «droite d’Euler» du triangle ; lui appar-
——

PaY-S o PY.N N A Aarsnla Aleanmaneit vz bnrnno Ta eanismé

tiennent 115 centre O du cercic circonscrit du ulauglc aiazas i€ POilit
m = (a1 + a2 + as)/3 d’intersection des médianes — centroide du triangie,
le point A = a1 + a2 + as d’intersection des hauteurs — orthocentre du
triangle, et le centre e = (a1 + a2 + as)/2 du cercle d’Euler, de plus

©,0=208n ©m="0mn
2 3
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W
N

On déduit aussi facilement par un calcul direct les théorémes sur le cercle
d’Euler. Remarquons avant tout qu’en vertu de la formule (6) (page 29)

air+az+as a1+ az as 1
(e, ms) = |e —ms| = _arad 382
2 9 2 2
et
, a1 + a2 +as (a1 + as | l—asl 1.
(e,¢c3) = |e—c3| = | — | tas) |=|—— =35>
| 2 \ 2 JIo 2 12

de facon analogue on démontre aussi que

(e, m1) = (e, mg) = 1/2, (e, c1) = (e, cg) = 1/2.

Ilestunp pcu pll.Ib difficile de montrer que le cercle o de centre e et de rayon 1/4
passe par les points b1, bg, bs. Afin de caiculer ie nombre complexe b3, menons
par as la droite [asds]||[az2a1]; nous désignerons par d3 et f3 les points d’inter-
sections des droites [asds] et [asbs] avec le cercle S. De 1’égalité des arcs asas
et dsa; du cercle S découle 1’égalité des angles centraux

/ as0as = / dsOay = « ;

c’est pourquoi :

()

(=cosoc+1s1na)

Q | 0
0
Q.I Q
)

Ainsi, nous avons :
aiaz
as

ds =

D’autre part, puisque [dsfs] est le diamétre du cercle S (car[asds]||[aza1]
1 [asbs]) alors

De plus, puisque
(@1, h) = |a1—h| = |a1 — (a1 + a2 + as)| = |az + as]

et
aiaz

(alyf3_) = !al ——fg! _ I ai + ___.;_

ax
as

-——g % az+a3| ]az-l—asl
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frm—y
o

[0 <]
| S

| p— |
(cas | a1 | = |as| = 1), alors le triangle aihf3 est isoctle; c’est pourquoi sa
| |
hauteur [a1b3] coincide avec la médiane et b est le milieu du segment Afs,
d’ou il s’ensuit
_h+fs_artatas  aa

~ ~ ~
4 4 4Z4s

(i)
[

Il est facile de voir & présent que

(e, bs) = |e —bs| = | & +artas  (ataztas
2 2 2as

= _ala2 ] I_a_l__'l—a_EJ =_1_

2(13 9) !%l 2

Passons maintenant au quadrilatére giaq:asqs4 inscrit dans le cercle S
(fig. 15); le centre de ce cercle d’aprés ce qui précéde est pris comme ori-

gine des coordonnées O; quant au rayon de S nous le considérons comme
Ann‘ _A | RISy 4 Do asrn Tarmia X ~An 111 n AbéAh Avenant anlavn Tl éd - narn A‘“ﬂ“l\‘l\‘n 1.
viEdl a 1 uillic, 1dl al].dlUglU a s LlUI a LIy CAPUDU PIUD 1Hautl 11w a pCll 1O 1T
point

m a1+ az + as + as

cara cnn nrthnnantra ot la frarnla ~» Aa ravan 1/ avan cnn rantra a1 nAintd
VViQ JOVIL VALIIVLWVLAILILY VL 1V WiVl UV Uy 1qyvVvll 1/‘1 AYVUV OVl Willlliv au PUlub
ai+ as + as + as

sera le cercle d’Euler du quadrilatére.
Notre probléme le plus immédiat consistera 2 donner a toutes ces
figures une interprétation géométrique.



54 LES NOMBRES COMPLEXES [CH. 1]

Examinons encore les centroides ma, mg, m2 et mi, les orthocentres
ha, hs, ha et h1 et les centres des cercles d’Euler ey, es, e2 et ey des triangles

— = = =
aia:as, aiazqaa, aiasas et aqzasas.

Fic. 15.

Remarquons tout d’abord que
1. N\ __ 11 | R IV T Y T VS TS UL N S D I |
n, ng) = [n—n4| = |(@1 + Q2 + as + a4) — (a1 + az + as)| = |a4] = 1
et par analogie
(h, h1) = (h, he) = (h, hs) =1

Ainsi, quatre cercles, égaux au cercle circonscrit S d’un quadrilatére,
dont les centres coincident avec I’orthocentre des triangles

aiazas, aiazaa, a1asas et Qaz2a3aq,
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se coupent en un point h; nous appellerons aussi ce point orthocentre du
quadrilatdre aiq2asa:. Nous avons ensuite :

(e, ea) = |e — eq]

et par analogie

(e, e1) = (e, €2) = (e, e3) = % .

D’oll il s’ensuit que « les cercles d’Euler » des quatre triangles

[r— pee——1 fr—1 pr—-=
aiazas, aiazaa, aiasas et a2a3a4

se coupent en un point e, et les centres de ces cercles sont sur un cercle o de
centre e et de rayon 1/2 ; nous avons appelé ce cercle cercle d’Euler du

- wiladden '

Ll au1 uatm C al1az2dasda.

Enfin du fait que

a1+az+a3+a4 3as — a1 —as — as
aAs—m = g4 — -
4 4

)

=

m—m ai+as+as+as a1+ a2+ as 3as—a1—az—as
— 4 == — = ’

4 3 1

N

as — m = 3(m — ma),

il s’ensuit que le point m appartient au segment gsms et le divise dans le
rapport

(as,m) : (m,ms) =3 :1,
. . Lnassee
Par analogie, on montre que le point m appartient aux segments gim,
‘azmz et asms et partage ces segments dans le rapport :

(a1, m) : (m, m1) = (az, m) : (m, mz) = (as, m) : (m, ms) =3 : 1.

En d’autres termes quatre segments aimi, azmz, asms €t asma, qui relient
chaque sommet d’un quadrilatére centroide du triangle formé par les trois
autres sommets se coupent en un point m et s’y divisent dans le rapport 3 : 1.

P, P, oot 0 . _wT 1 L [mm—
INOUS d4ppeLCTONS aussl CC poInt ceniroiae Au Carrc qiazasaas.

YAGLOM. — Nombres complexes. 5



(&
N

LES NOMBRES COMPLEXES [cH. 1]

On peut aussi remarquer, que /es points

0, m=a1—|—az+as+a4, e=a1+a2+as+a4
4 2

et
h=a1 + as+ as + as

sont sur une droite, de plus :

O.m=10,8, (©&="0,h;
4 2

On peut appeler cette droite droite d’Euler du quadrilatére.
Ce qui a été dit plus haut résoud le probléme de la définition géométrique
du centroide m, de ’orthocentre 4 et du cercle d’Euler ¢ du quadrila-

tére aiazasas. Cependant, nous ne nous bornerons pas & ces définitions

et nous donnerons ici encore quelques théorémes qui caractérisent ces
mmAmac rnnatnta TAant A?alaAard An At ""nrnlamnn 7y
MRCLILIALD PUI]J.I.D AUVUL U AUVl u, Vil YUIL 1AaviivililiviiL \i
a1 + az n as + aa
_aitartas+a 2 2
4 2
ar+as  as+ax a1+ as , a:+ as
~ + ~ ~ i .‘.— ~ o
2 2 2 2
2 2

4 : ‘12 pre—
Par conséquent, le point m est le milieu commun aux segments miamsa,

Mmiamz3, Mismzs, qui unissent les
milieux mj2 et mss des cotés opposés
araz et asas du quadrilatére; les
milieux m14 et mg3 des cotés opposés
aias et azas ; les milieux mig et mog

\ ‘ Aae Adicon oQ mima ot Aoms o ftrnrg
\ , ULd uUidguliaivo Ul1u3 v dzuga . i CiS

——‘\

Mt 7

19

segments, unissant les milieux des cotés
Z;  opposés et les milieux des diagonales

d’un quadrilatére aiasasas se coupent
en un point m, centroide du quadri-
latére, et s’y divisent par moitié

Ca 1£0N

Fic. 16. \g. 19).
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Le centre e du cercle d’Euler o d’un quadrilatére aiazasas est symétrique
du centre O du cercle circonscrit par rapport au centroide m. Remarquons

aussi que
a1—|—a2+as+a4=(a1+a2+aa)+a4=h4+a4
2 2 2

e =

et par analogie

=h1+a1=h2+a2_____h3+a3.
2 2 2

S

o --.-?
/i

NS
/e

sl -,
- Seeen \
—? "

Par suite, les segments ai1h1, azh2, ashs et ashs passent tous par le point e
ets’y divisent par moitié: quatre segments aihi, ashz, ashs et asha, qui unissent
chaque hauteur d’un quadrilatére par I’orthocentre du triangle formé par les

ointe — centre du cercle d’Euler du
s wwve

I Ve W AJNEV

- P
~d
Yy
N
1)

frnnv ntroc cnmmpfc' Se ﬁn1mpnf o
D ORI LD DVITN IV VD Vv ‘lv'au o

P " - d %y A1t h aae aee~ldcl ~
quadrilatére — et s’y divisent par moiti€ (fig. 17, a).

Considérons encore I’angle @12 entre les droites [mize] et [asas] (ou
mi2 = (a1 + ag)/2, comme précédemment, est le milieu de coté aiaz).
Suivant la formule (8) (p. 30) nous avons

(

€ —mi2
P12 = Arg ————
as — asa
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Remarquons que si ez est le point d’intersection des droites [mige] et
[asas4], alors on peut considérer que

Arg(e — e12) = Arg(e — mi2), Arg(as — e1s) = Arg(as — ay)).

Mais
N a1+ az+as+as a1+ a2 as-+ as
C — i1z — — =
o) 9] 9]
e p# V4

et en vertu des lois de division des nombres complexes, nous obtenons :

e—ma _ (as + as)(as — as)

as—as 2(as — as)(as — aq)

asds -+ a4as — Asds — Q4as

&

N1

3ds — aads

2(asas — asas — asas + asas) 2(2 — asas — asaa)

(rappelons que asas = asaa = 1). 1l en ressort que ce rapport est un nombre
purement imaginaire (car il y a un nombre réel au dénominateur de la deuxiéme
fraction alors que le numérateur — différence de deux nombres conjugués —
est purement imaginaire) et donc

A Aeana ~rva

[mase] 1 [asai], [msase] L [@raz], [maie] 1 [azas),
[mise] 1 [aza4), [ma2ae€] 1 [airas).

Ainsi, six perpendiculaires abaissées du milieu de chacun des cotés et des

diagonales d’un quadrilatére aiazasas au coté opposé (ou a‘ la diagonale
nnngvp dans le cas des dmannnlec) Se coupent en un point e, centre du cercle

L1 A 4% baddele Sabhasdd i/ o

AT nee Az rezndeslat
a Luier au quuariia:

Enfin, I’orthocentre h du quadrilatére aiazasas est symétrique du centre O
du cercle circonscrit par rapport au centre e du cercle d’ Euler.

Il n’y a aucune difficulté a appliquer la plupart des résultats obtenus a
des polygones quelconques inscrits dans le cercle S. Considérons, par
exemple le pentagone aiazasasas, nous prendrons comme nous ’avons fait

“1‘

piu au

Qv
~
(43
’
[ ]
s
q-
-
§

+ 1a wala © ~avs 1111 ot MieAnrane ma rarnla 11nitd »5 1 t"l\
Ly IU UULUIU [ qun iUl €St \.«uuuua\au \/UHLLIIU VWwiviv UilW &4 — 1
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plan de la variable complexe (fig. 18). Soit aussi mi, mg, ms, ms, ms;

hi, he, hs, ha, hs et e1, e, es3, es, es les centroides orthocentres et centres des
cercles d’Euler des quadrilateres

a2a3aaas, ai1asaaas, aia2a4as, aiazxasas €t aiazasase
e --TTTTES = ~Se
- AN
I,/ \\
// \\
s N
’ [N
,/ \
------- - / \\
- - ~a / \
P =~ ~ /
-7 <A \
7’ b \
7/ ] \\ \
’ ! \ \
’ ' \
.’ ! N A |I
/ ! \ ° 1} '
/ ' \ ]
! ! \ (
[] ] N
‘ \ \ I’
' - o—— -, - \ ¥ )
: 4”' ~"‘\\ a“Y ----- - =TT T ,’
\ "I }700 \"' i ’,’(\‘ \\\ /
1 4 VA Lyl i td N~ /7
\ "' 4 \\\\\ h! ,/ “\ Ve N
’,

. - -

Les points

m=a1+az+a3+a4+a5
5
e=a1—l—a2+as+a4—l—g_5
2

, h=ai+ az + as + as + as,
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nous les appellerons respectivement centroide, orthocentre et centre du
cercle d’Euler du pentagone aiazasasas; posons le rayon du cercle d’Euler o

égal & 1/2.

On démontre, exactement comme plus haut, que les cinq cercles, égaux
a1r rawala Aleanmoneid @ iz wvnmdbosnna - ! axviant AATRTNA ~Aamébeaa
au CCrcic CIirconscrit o au PUIIL SVIIC A1a2a3a4a4s UL ayallt LCOULIMIU CCLILICS
les orthocentres ki, h2, hs, hs et hs des quadrilatéres

| — | e | S E— [rr—

asQa3aaas, aiasaaas aiaza4as aia2Qasas et aiaxa3aa

L35 (21LE3624L8355 £16820020635

se coupent en un point 4 (définition géométrique de orthocentre du pen-
tagone). Les cinq cercles d’Euler o1, o2, 03, 04 et o5 de ces cing quadrilatéres
se coupent en un point e, et leurs centres sont sur un cercle o de centre e
et de rayon 1/2 (définition géométrique du cercle d’Euler du pentagone).

nfin, cinq segments aimi, azmz, asms, asms €t asms qui relient les sommets

du nentacone a:dodamsa= Al centroides des auadrilatéres formée nar lec
e PGBV IAY Wi aoWwdieo GA FHILWMUVLIVMYO BV0 URWLLGIVAVO AVALAVO PRl AW
mr1nden azitean o nts oA Antieansed A 3ree  wessad At oler Aivricasd Anwmas 1.4
quatre autres som ts, S€ coupent €n un point /7 €L §'y daivisent dans ie

rapport 4 : 1, en comptant & partir du sommet (définition géométrique du
centroide du pentagone). Il est clair aussi que les points O, m, e et h sont sur
une méme droite, avec cela

O, m=10,8, ©=10n;

il est naturel d’appeler cette droite droite d’Euler du pentagone. On voit
aussi facilement que 1’orthocentre # du pentagone est symétrique du centre O
du cercle circonscrit par rapport au centre e du cercle d’Euler.

On peut aussi aisément s’assurer que les dix segments reliant les milieux
de chacun des cotés et de chaque diagonale d’un pentagone au centroide
des triangles, formés par les trois sommets, par lesquels ne passe pas ce

cété on cette diacsonale. se counent en un noint m. « centroide du nenta

8U1‘“lv, DWW WS “PVLLU \Y2 5 § AL IJUAL].I. "., W WWLIALA ViAWY A3 %3 l.l\/ub
e o 4. pi S 5. T A Y . L moan . ce emm _
gone » et s’y divisent dans le rapport 3 : 2 (en comptant a partir du milieu

coté ou de la diagonale). Ensuite, les cing segments, reliant chacun des
sommets d’un pentagone a I’orthocentre du quadrilatére formé par les
quatre autres sommets, se coupent en un point — centre du cercle d’Euler du
pentagone — et s’y divisent par moitié. En outre les dix perpendiculaires
abaissées des centres des cercles d’Euler des triangles, formés par trois
quelconques des sommets du pentagone, sur les segments qui relient deux
autres de ses sommets (sur un cote ou une dlagonale du pentagone), se



[§ 8] INTERPRETATION GEOMETRIQUE 61

analogue, si nous considérons les notions de « centroide », d’« orthocentre »
et de cercle d’Euler déja définies pour tous les polygones inscrits dans un
cercle, dont le nombre de cOtés est inférieur & un nombre donné « n »,

P’orthocentre & du polygone & n c6tés aiaz ... an, inscrit dans le cercle S

peut étre défini comme étant le point d’intersection de « n» cercles égaux a2 S
ayant pour centres les orthocentres des polygones de « n — 1 » cétés, formés
par les groupes de n — 1 sommets du polygone de n cétés. Le cercle d’Euler ¢
du polygone de n cbtés aiaz ... an a comme définition : Le cercle, auguel

appartiennent les centres des cercles d’Euler, o1, o3, ..., oy de ces mémes
n polygones de n — 1 cotés, de plus le centre e de ce cercle o sera le point
d’intersection des n cercles o1, o, ..., on). Enfin, le centroide « m » du
polygone de n c6tés inscrit dans le cercle S sera le point d’intersection des
« n» segments qui relient chaque sommet du polygone de n cotés au centroide
du polygone de (n — 1) cotés, formé par tous les autres sommets S ; (le point m
divise tous ces segments dans le rapport (n — 1) : 1, a comnter du sommet

du polygone de n cotés). Les points h. e et m ainsi

S ULy DV A Jr AL PRI TEg & L T WD

nt
1
seule droite, qui passe aussi par O (de plus (0, m) = 'iz(O h) (0, e) = %(0, h)

14
We.l iy u‘l[’“l &
1

-

— droite d’Euler du polygone de n cotés.

Notons aussi, que tous les segments qui relient le centroide du polygone
de k coOtés, formé par £ sommets du polygone de n c6tés aiaz ... an, au

r

centroide du polygone de (n — k) cdtés formé par les n—k

centr du polyg é par somr
f~3

il
4 om e~ o nsed ~t o d PSR | PR PR

restants, passent par le Point « m », CENtroiae du poiygone de n cOtés qui
les divisent dans le rapport n — k : k, 4 compter du centroide du polygone
de k c6tés). De plus, les n segments qui relient chaque sommet du polygone
de n c6tés a I’orthocentre du polygone de (n — 1) cotés, formé par les n — 1
sommets restants, se coupent en un point e — centre du cercle d’Euler du
polygone & n c6tés — qui les divise en deux.

[
- B3
[

1

qui unissent I’orthocentre du polygone de k c6tés, formé par k£ quelconques
des n sommets de notre polygone, et 1’orthocentre du polygone de (n — k)
cotés formé par les n — k sommets restants, passent par un point e qui
les divise en deux. [Ici par « orthocentre » de la corde a;a; du cercle S il
faut comprendre le point A;,; = a; + aj, symétrique du centre O du cercle S
par rapport a4 cette corde.[ En outre, n(n — 1)/2 perpendiculaires abaissées
des centres des cercles d’Euler du polygone de (n — 2) c6tés, formé par
n — 2 quelconques des sommets du polygone de n cHtés, sur les segments
qui relient les deux sommets restants (c6té ou diagonale du polygone de
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n cOtés), se coupent en un point e, centre du cercle d’Euler du polygone
de n cdtés. On pourrait allonger 1a liste des théorémes de ce genre.

Considérons maintenant les pieds w1, us, us des perpendiculaires abaissées

d’un certain point # du « cercle unité » .S du plan complexe sur les c6tés [ai1az],
| pam—
{azas] et [asa1] du triangle aiaz2a3 inscrit dans ie cercie S (fig. 19). On a moniré

a la page 53 que le pied de la perpendiculaire abaissée du point as du cercle S

u cercle est défini nar le nombre

© 0=
O e £ v NWiliil A AW AAViiavaw

a
2 3
D’ou il s’ensuit que
1 ( a'1a2\
us =zla1 + as + u— ;
2\ u |
/ \
- 1{ — azaz\
Uy ==|az + as + u— s
2\ u)
1 ( asaﬂ
us = ={as + a1 + u— .
FiG. 19. 2 u )
N AtAane mainfanant ~A1a
A NUVULWULID 11111 AVVwAIGVAAN \1“\/
V(u1, us, us) = (ur — us) : (U2 — us)
1 ‘ a2as alaz dasai ala2‘
=zlas—a1— + —aa—az— +
2 u u u
asz ai
= [(aa ——01)(1 — — ] : [(aa—-az)(l — -——H
L VAN
£ 7 \7z N\ y . . \7 ~ )
_as—a1)(u—az) (as—ax){u—ai)
u ) u

as—ai .as— az
- . = W(aa, u, al’ a2).
u—a u—az

Mais puisque les points as, «, a1 et as sont sur un seul cercle S, le rapport anhar-
monique W(as, u, a1, as) est réel ; c’est pourquoi le rapport V(u1, uz, us) est
Iui aussi réel, et, par conséquent les trois points 1, u2 et #3 sont sur une méme
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droite. On appelle cette droite droite de Simson (du point # par rapport au

triangle aiaz2a3 du nom du mathématicien anglais Robert Simson (1687-1768)
qui établit le premier cette proposition.

Ecrivons maintenant ’équation de la droite de Simson /. Nous partirons
de la forme (10 @) de 1’équation de la droite qui passe par les deux points z1

et z2 (voir p. 32) ; nous normaliserons en outre encore cette équation en divi-
sant tous ses memhreq par le coefficient de z :

LA SRS 2 S kst SO AEA A2

B 21— 22 _ | 21;2—"'?122 n 79\
Z — - — Z _1_. =Uo ‘1)
21— Z2 21 — 22

En posant ici z1 = w1 et za = us, nous obtenons 1’expression suivante pour le
coefficient de Z :
(a3 — a1)(u — a2) (as — ar)(u — aq)

1 ' -
hid u

(ur — u3) I (4, — us3) =

[ 4 «\ /. <\
(2 22 __21)
(as — a1))(u — a2) .\\aa a1} \\u a2’

u ) 1

u

—_—

(a3 —a1)(u — az) (a1 — as)(@aa —u) _ mazas
u ' ai1a:as u

(puisque a1a1 = 1, a1 = /a1 et de méme a2 = 1/az, as = 1/az et u = 1/u).
Maintenant, afin de déterminer le terme constant C de 1’équation (21), il suffit
de rapprocher cette équation

21— 23 . aiaaas

Z1— Z2 u
et
1 ( ﬂzas\
z=wm =z|laz+as+u——|;
“\ uj
mrmvra Aletacrnema anlAaea
j { S UULCLIUILL AULD
1 azas 1 ar1azas asas
iaz-l-aa—l-u————u— —'i y az+a3+u-——~~ +C 0

d’ou, puisque a2 = 1/az, azs = 1/a3, u = 1/u et a1 = 1/a1, nous avons :

c_-—(a1+a2+aa+u)+1“‘“2“3

(a1 + a2 + as + u).
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Ainsi, nous aboutissons finalement a 1’équation suivante :

ai1a20a3 - 1 a1azas3
(@1 + az + as + u)

z——(a1+a2+a3+u)+
(22)

L’équation (22) montre d’emblée, que la droite de Simson du point « relatif

gle aiazas passe par le point
_a+ta+ast+u.
- s
2

si on convient d’écrire as a la place de u, alors la droite de Simson du sommet aa
- K [ [
du quadrilatére aiazasaa inscrit dans le

. . —
cercle S, relativement au triangle aiazas
formé par les trois autres sommets de

du cercle d’Euler de ce quadrilatére.
Ce qui permet aussi de donner une
définition du centre du cercle d’Euler
du quadrilatére. Les quatre droites de

latére arasasas inscrit dans le cercle S,
relativement aux triangles, formés
par les trios de sommets restants de

e . . .
aiasasas se coupent en un point e — centre du cercle d’Euler du quadrilatére

r———
aiazasas (fig. 20).
Remarquons aussi, comme il est facile de le calculer que le pied de la per-
pendiculaire abaissée du point u sur la droite (22) est représenté par
a+as+as+ 3u  aasas .. . _ | - — »
- — — (a1 4+ a2 + as — u). (
4 4u

On peut, de cette formule, par un calcul direct déduire que si u est un point du

N
Y
| -

prs————1
cercle S circonscrit au quadrilatére aiazasas alors les pieds des perpendiculaires,
abaissées du point u sur les droites de S de ce point relativement aux triangles

a1a2a3, a1aza4, aiasas et a2a3a4, sont sur une méme droite (fig. 21) on appelle

bbb Ao i LY PR « = ==
Cette droite droite de Simson du p
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Par analogie, les pieds des perpendiculaires abaissées du point # du cercle S
ﬁ . . .
circonscrit au pentagone aiaszasasas sur les droites de Simson, de ce point rela-
tivement aux cinq quadrilatéres

e———13 4 r—— [re——
a1a2a3aa, a1a2asas, aiaz2a4as et A2a3a44s,

- LT oY

Qrammtd azviee w s an
OUILIL dDUL 1 Ovul

'a1a2a3a4a5'. Si enfin on
définit de facon semblable
les droites de Simson du
point u# du cercle S rela-
tivement & n’importe quel
polygone inscrit dans S,
ayant moins de n cotés et
si on considére ensuite le

e ' \
polygone awas . anfnserit —\NN\ )7 ¢/ \
dans S alors les pieds des [ AR / \ |
perpendiculaires abaissées { X~/ \ |
du point u sur n droites de '
Simson de ce point relati- :
vement a tous les polygones : A
de (n — 1) cétés possibles, & R 2
formés par n’importe les-
quels n — 1 sommets du N\ ~ S
polygone a n cotés, seront ~ Y —
aussi toutes sur une droite .

FIG. 21

— droite de Simson du
point u relativement au

fre———————1 . R
polygone de n cdtés aiaz ... aan. Si on prend le cercle S comme « cercle unité »
du plan complexe, 1’équation de la droite de Simson du point « relativement

[r——
au polygone de n cotés aiaqas ... an peut s’écrire ainsi

nosn - Q" —Du" + s — s

z + (_ 1) n-2 z2= n-2 n-1i

u 2" u

n-3 n n,An-2
ssu  + ..+ (—1Dsaau+(—1)Q2° " —1)sa
+ n-2 n-1 ’ (24)
2 ‘u

ou
Si1i=a1+ a2+ as + ... + as, S2 = a1az -+ aias + ... + an-1an,

S8 = Q142438 + A10204 + ... + An-2dn-1An, ..., Sn = Q142 ... An.
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[Remarquons que ’équation (22) peut s’écrire aussi :

aa0as -
u
3 2 2 2
u + aiu + au + asu — asasu — aiasu — ai1a2u — A1a2as3
- ;
o 2u
O
S3 - (2— l)u“ + Sluﬂ——Szu—(z—- 1)S3 Y
Z —— 7 = ’ (Zm
97 -~ 2
“ 2u

on voit que cela revient a un cas particulier de 1’équation (24) a laquelle nous
parvenons en posant n = 3]

Enfin, la définition du cercle d’Euler d’un polygone aia: ... as inscrit dans le
cercle S peut étre considérablement généralisée. Associons au polygone de

n cotés a1 dn. Ol 71 > 2. inscrit dan Ta masnla 31006 rnealag =(1) <(2
It VULOD U 2 ese un, vu ’l = L, IIAOGL AL aans « 1C UCIUIC wlllc » L) i CCIrCics o° , YT/,
at3), ..., o{® ; prenons pour centres de ces cercies les points
(1) (2) —I— as + —l— dn
e =a+ az+ ... + aa, e’ = R
2
e(s,_a1+a2+...+an (n)_a1+az+...+a,.
— T T/ T 3 esey - - - b
3 n

et posons leurs rayons égaux a 1, 1/2, 1/3, ..., 1/n. On peut appeler ces cercles
ler, 2¢, 3¢, p-iéme cercles d’Euler du polygone de n c6tés ; de plus le 2¢ cercle

d’Euler — est ce méme cercle que nous avons appelé plu.s haut simplement
9 H 9 : L

« cercle d’Euler », quant aux centres du 1er et du #-iéme cercle d’Euler ils coin-

2 d et sencmandicrasmaniat avran 1 acdle cmndon L ab Ta nacabantda aae oo canlerama s A oo

CIUULIL 1WOPALLYULLICHIL aViA 1 UL UIUVLILLILLE 71 CL IC WILIUVIUC 1t AU PUIYEULIC Ul 1t

cOtés. Il est clair que pour le segment aiaz le 1°T cercle d’Euler o(1) sera symétrique
du cercle S par rapport a la droite [a1a2), tandis que le 2¢ cercle d’Euler (2
aura son centre au milieu du segment et un rayon égal a 1/2 (fig. 22, @). Pour le

. ﬁ .
triangle aiazas le 1€ cercle d’Euler o(1) sera centré a 1’orthocentre du triangle
et aura pour rayon 1 ; le 2¢ cercle d’Euler ¢(2) coincide avec le cercle des neuf

points ; le 3¢ cercle d’Euler ¢(®) aura son centre au centroide du triangle et aura
maruer wavraee 1 /2 [s]e] TNA ..I--q AAAAA 2l At Canmila An alhac PP iy ) P
pour Layuu /5 \ug Lk u;. LJC Pids, comme i1 €St 1aCiiC G 5 °Cm asSurer, ¢

centres des n-iémes cercles d’Euler des n polygones de (n — 1) cétés, formés par

h) -~ . *
n — 1 quelconques des sommets du polygone a n cétés aias ... an inscrit dans le
e e
cercle S, appartiennent au i-iéme cercle d’Euler du polygone a n cétés aias ... an

(et ces mémes n cercles se coupent en un point — centre e!t) du cercle o)),

Enfin, le segment qui relie le centre du i-iéme cercle d’Euler du polygone a k c6tés
r I 4 7 b b ] . » b} -
formé par k quelconques des sommets du polygone aias...an, au centre du
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J-iéme cercle d’Euler du polygone a (n — k) cétés, formé par les n — k sommets

restants, passe par le centre e($+1) du (i + j)-iéeme cercle d’Euler du polygone a

(n — k) cotés, formé par les n — k sommets restants du polygone a n cétés (et

se divisent en ce point dans le rapport j : i, & compter du centre du cercle d’Euler

du polygone 2 k cotés). De plus, les perpendiculaires abaissées des n(n — 1)/2

centres des i-iémes cercles d’Euler de tous les polygones possibles a (n — 2) cétés,
N

s/~ N
/

11

ol ]
Ay

~
.

[r———

formés par n — 2 quelconques des sommets du polygone a n cétés aiaz ... an, sur

. — .

le segment reliant les deux sommets restant de aras ... an (c0té ou diagonale du
polygone & n cdtés) se coupent en un point el¥? — centre du i-iéme cercle
d’Euler du polygone a n cOtés. Il est clair aussi, que les centres de tous les cercles

d’Euler d’un polygone sont sur une droite, qui passe par le centre du cercle cir-
conscrit, — droite d’Euler du polygone.

B I SRR U Y §

Considérons maintenant le rapport
Z1 — 23

V(z1, 22, 23) = ————

22— 23

des trois points z1, z2, z3 du plan et le rapport anharmonique

Z1—23 21— 24
W(Z1, 22, 23, 24) = .

29— 2Z3 22— 24
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des quatre points z1, z2, zs, za. Eclaircissons de quelle fagon ces valeurs
changent par permutation des points qu’elles contiennent.
Désignons la premiére expression :

Z1— Z3
V(z1, z2, z3) =
Zs — Z3
par A; on a alors, .
Vlr, s »2) o—— Z2—23 —_— i
1 4 \L‘, ‘rj_’ 4 I
zZi—2z3 A

et

z1—23 (22— 23) — (21— 23)

=1—2 (25

W(z1, zs, z2) =
23— 22 22 —23

L’expression V relative a trois points se change en son inverse par permu-
tation des deux premiers points; la somme de 1’expression V originale et

de l’vxnrncmnn V ahtenne nar nermntation dee deny Anm ers nninfe act
W 1} WOUOLIV L VULwiiUY lJ“.l yv;mubuu.v;x WMWY WBwlin J.ul\l Pvl A0 WOl
égale a 1’unité.
En appliquant ces régles, nous obtenons par conséquent
1
V(zs, z1,22) = ———
1—A
l )\ —1
V(zs, z3,21) = 1 — s (25 a)
)\ A
V(s - oy 1.4—1L A
V\<3y, 22, 21) =— 1 . —
p Y _ 1
n n p J

Ainsi, le rapport V de trois points du plan (4 trois nombres complexes z,
zg et z3) suivant I’ordre dans lequel sont pris les points peut avoir les six
valeurs suivantes :

A AL =

’ A2=1_A,

1—A

D |

A—1 )
A et As =

A A—1

[=S
I

Considérons maintenant un triangle quelconque z1z2zs. On peut associer
a ce triangle le nombre complexe

Z3

A = V(z1, 22, z3) = n—/n,

22— 23
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Cependant on parlera plus précisément de ’ensemble des six nombres A,
A1, Az, A, A4 et A5 qui correspondent A notre triangle. Les nombres complexes
A, A1, Ag, Ag, A, A5 sont les sommets

de I’hexagone AAsA1A2As74) il peut
étre dégénéré ou étoiié); cet hexa-
une relatlon

tous les sommets de I’hexagone

/\)\3)\1/\2)\5)\4 sont alignés dans le
cas et seulement dans le cas ou

tous les sommets du triangle z1z2z3
sont eux aussi alignés). Nous nous
donnerons cependant a éclaircir ici

un seul probléme. Dans quels cas

Q

......

I’hexagone )\/\3/\1/\2/\5/\4 est dégénéré
dans le sens que deux ou un plus
grand nombre de ses sommets coin-
cident ? Ainsi, on peut prendre
comme « valeur initiale » de A rap-
port des trois nomts n’importe

résoudre le probleme posé il suffit de voir dans quels cas la valeur de A est
égale 4 I’un des nombres complexes A1, Az, Ag, Aq et As5. Mais si

A=Ay =1

A’

\ Z1— 23 .
..:1,

22— 23

[rm——3
() Du reste, il apparait clairement que 1’hexagone A4;4,4.454, est entiérement défini
par un seul de ses sommets S. Afin de s’assurer de cette propriété, il suffit de remarquer
qu’en vertu de la définition des nombres A, 4,, 4., A5, 44 et A5 les droites [O4] et [04,],
[04;] et [0A;], [OA4] et [045] sont symétriques par rapport & ’axe O ; (0, 4,) = 1/(0, ),

(0, As) = 1/(0,4,) et (0, As) = 1/0, A, ; les segments[M,‘, '11)..' et '}.J.; se coupent au
point 1/2, qui est leur milieu commun (cf. fig. 23).
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ce qui est impossible si les points z1, z3 et z3 sont distincts ou bien A = — 1;
si
A=Ad=1—A,
alors
1 A—1
A== et )‘4 = = 1 :
2 )
si
A
A=) = —,
A—1
alors
A = 21— 28 -0
Z2 — 23

ce qui est aussi impossible si les points z1, z2 et z3 sont distincts ou bien
A=2et Az =1— A= — 1. D’autre part si

1

1 = N

alors A satisfait a I’équation du second degré

M—24+1=0
et par conséquent
N L+ V3i
2
ou bien
)\ = 1— V3i
2 9
si
A= — A—1 ’
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alors A satisfait & cette méme équation du second degré. Notons que si

1—43i
A=——"",
2
alors
1+V3i
Ao =1—A=
2
Zp
Z
Z’Vﬁ'..?;
- 2
4
2z,
ol d 0
4
0 7
_ B 0 7-V3i
-7 o L 7 2 > 2
2 ) 1
18274 ( }
FigG, 24

Nous parvenons ainsi & la conclusion suivante : L hexagone AAsA1A2A5A4

(ou 'A)\ll\z)\:;)m)ts‘) est dégénéré seulement dans le cas ou une des six valeurs
du rapport des trois points z1, zz et z3 est égale & — 1 ou si une des six valeurs
du rapport des trois points est égal A
1+43i, P TP X
————— (=cos 60" + isin 60).
2

Dans le premier cas un des trois points z1, za2 et z3 est le milieu du seg-

ment reliant les deux autres et I’hexagone ')\)\1)\2)\3/\4)\5' dégénéré en « triangle »

'~
3
>
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dont trois « sommets » sont sur la droite O (fig. 24, a). Dans le deuxiéme

cas, le triangle z1z2z3 est équilatéral et 1’hexagone l/\)\1)\2A3)\4A51 dégénére en
un segment (fig. 24, b).

14+43i1—43i

~ ~
L L

On peut tirer des conclusions analogues & propos du rapport anharmo-
nique
21— 2Z3 21— 24
Z3—2Z3 23— Z4

W(z1, z3, z3, 24) =

des quatre points du plan. De la définition méme du rapport anharmonique
il s’ensuit que si W(z1, z2, z3, z4) = A, alors

&
|
N
N
|
N

s | bk

W(z2, z1, 23, z4) = : =

2

N
[
N
'S

’

-

Z1—2z4 zZ1—2z3 1
W(Zl, 22, Z4, 23) = . =3 ;
22— 24 22— 23 A

e 7 o =21-—23.22--—23
|44 —

\4£3, <4, <1, 22) — = A

N
|
NN
I
|
NN
[]

Zy—Z4 Z2—Z4

Pt
N
w
[

— le rapport anharmonique de quatre points se change en son inverse
par permutation des deux premiers ou deux derniers points ; il ne change
pas de valeur quand on échange la premiére et la deuxiéme paire de points.

De plus

Z1—Z2 Z1— 24 (22 — 21)(23 — 24)

Z3—2Z2 Z3—Z4  (z5— z3)(z1 — 24)

W(z1, z2, 23, 24) =

_ (za — z3)(z1 — z4) + (22 — z4)(23 — z1)

(z2 — z3)(z1— z4)

21— 23 21— 24
: =1—A
22— 23 22— 24

=1—

le rapport anharmonique de quatre points ajouté au rapport anharmonique
obtenu par échange des 2¢ et 3¢ points, donne ’unité.



[§ 8] INTERPRETATION GEOMETRIQUE 73

L’application de ces lois simples permet de conclure qu’a tout change-
ment de ’ordre des quatre points correspond six valeurs différentes du rap-
port anharmonique :

W(z1, z2, 23, z4) = W(z3, 21, 24, Z3)

” -

— T ) — PURY. PR PO
(AVLH i, 22) = v/\24, 238, 22, 21

WA(z1, z2, 24, z3) = W(z3, 21, 23, 24)
= WAzs, z4, 22, 1) = W(z4, 23, 21, 22) =

W(z1, z3, 22, 24) = W(z2, 24, 21, 23)

= W(Za, Z1, 24, Zz) = W(Z4, 22, 23, 21) =qg— A= Az,

k9 974 Y rwrys N . {76\
W\ Z1, Z3, Z4, Z2) — WI(22, 23, 21, Z4) [\
.74 ~ e 374 LN 1 A Y
= W\zs, 21, 22, Z4) = WI(Z4, 22, 21, Z3) = - - = As,
1—A
W(z1, z4, 22, 23) = W(z2, zs3, z1, Z4)
A—1
= WAzs, 22, 24, 21) = W(z4, 21, 23, 22) = ——— = A4,
A
W(Z1 Za Za 20\ = Wz_o Za. Za 21\
T7 \ iy iay Loy Hay \“ ey Uy &3y &4y
\
AN
= Wlza. 70. 71. 24) = WIz4. 21. Zo. 23) = = Az

Ainsi, 2 chaque quadrilatére z; 222324 st associé un hexagone AA1A2A3AaAs (1)
dont les propriétés sont étroitement liées aux propriétés du quadrilatére
initial.

Voyons maintenant dans quels cas I’hexagone /\/\1/\2)\3)\4/\5 sera dégénéré,
c’est-a-dire aura moins de six c6tés distincts. Pour ’essentiel, cette qu c stion
a déja été résolue plus haut, au cours de I’étude du rapport V(zi, z2, z3) des

trois points d’un plan : en effet les nombres A, Az, A3, A4 €t A5 sont formés
a partir du nombre A exactement par le méme procédé que précédemment.
Ainsi, un quatuor de points tels que

W(z1, z2, 23, z4) = — 1 ; 27)
(M) Cf. note du bas de page 69.
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est un exemple de 4 points z1, za, z3 et z4 dont le rapport anharmonique lors
du changement de I’ordre des points ne prend pas six valeurs distinctes
mais un nombre de valeurs distinctes inférieur au nombre des points; dans
ces conditions, en changeant de toutes les fagons possibles 1’ordre des
z3 et z4 nous obtenons en tout trois valeurs dlfférentes t—1,2

- o+
\
r—i

\N-——/Q.: ‘\

e
4 \\./ Zz
2, \
(a)

FiG. 25.

quadrilatére harmonique. Puisque dans ce cas le rapport anharmonique
W(z1, za, z3, z4) est réel on peut circonscrire un cercle au quadrilatere har-

monique (cf. plus haut, p. 32-33; ce cercle peut dégénérer en droite).
D’autre part de 1’égalité

S veva ™ ~ vy e a ~

. o lzi—zs zi—za| |z1—2zs| + |22— 24
|WA21, 22,23, 24)| = | ———— ' ——— | = I————| ||
1 22— 23 22— 24 |42 7 43| * |41 = 4«4

_(z1,29) + (22, 29) _ 1] =1

(z2, z3)(z1, z4)

il s’ensuit que
(ZJ_, 23) ¢ (223 24) = (21’ 24) ¢ (239 23) >
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ainsi, les produits des longueurs des cotés opposés d’un quadrilatére harmo-
nique sont égaux. Il est clair que ces deux conditions caractérisent entiére-

ment un quadrilatére harmonique : Si autour du quadrilatére Ziz2zsza

on peut circonscrire un cercle, alors le rapport anharmonique W(z, z2, zs, z4)
est réel, et si de plu

v A wwa we A

- o) a =) ln —_— ol e n-_n.I
\“1, 28)\«2, 24) __ '41 <3 Z2 <4 _ 1
21, za(22. 23) |21 — Z4| ¢ |Z2 — Z3] ’
alors | W(z1, z3, z3, z4)| = 1, d’ott W = — 1 (car le rapport anharmonique

de quatre points distincts ne peut étre égal & + 1). D’ou il résulte, par
exemple, que le quadrilatére harmonique est un carré.

Pour trois points quelconques zi, z2, z3 on peut toujours désigner un
point z4 tel que le quatuor zi, zs, z3, z4 soit harmonique : z4 est le point
d’intersection du cercle S circonscrit au triangle z;zszs avec le cercle

A’Ann"nrnnc s dac nointe 7. at 7o naceant nar la noint 7o (olacta_dirae
PULLULIIUD MY v yvlubo &1 Wb ‘d, y“oo“ll‘r yal AW yull]‘r ~ 3 \U WOL G4 il v
avec le lieu géométrique des points w, tels que

(Wa 21) —_ (23’ 21)

(w, z2) (23, z2)

ou

N

(W, 21) « (23, 22) = (W, 22) - (25, z1),

(cf. p. 47-48). Dans le seul cas ou le point z3 est le milieu du segment z;z2
et ou les deux « cercles » S et S3 dégénérent en droites, leur point d’inter-
section n’existera pas; dans ce cas z4 jouera le réle de « point indéfiniment
éloigné » oo (car lorsque

Wi(z:1. zo. 2. 00) = V(z1. 20, 2a) — 2L 28 _ _ 1.
22— 23
AL 1ol Laao.s . AN
ci. plus haut, p. 34).

Nous obtenons un autre exemple d’un quatuor de points z1, z2, z3, z4
auquel ne correspondent pas six valeurs de rapport anharmonique W, mais
un nombre inférieur au nombre de points en posant

1+V3i,
2 b

WAz, z3, 23, z4) = cos 60° + isin 60° = (28)
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en changeant par tous les moyens possibles 1’ordre des points z nous aurons
en tout deux valeurs différentes de rapport anharmonique :

cos 60° - i sin 60°
et

N

n n 1 . 1
cos (— 60°) + i sin (— 60%) — —— Y >1,
2

le quatuor des points z1, 22, 23, z4 qui correspond & 1’équation (28) s’appelle
quatuor équi-harmonique des points, et le quadrilatére Z1z2zsza — quadri-
latére équiharmonique (fig. 25 »). Comme dans ce cas
Wizs, 22, 23, 24) = 22002 | o0 60° 4 isin 60°] = 1,
(z2, z3) * (21, z4)

on a comme précédemment

W(z1, 23, 22, 2a)| = |(cos — 60°) + i sin (— 60")| =1

WA(z1, 24, z2, 23) = | cos 60° + isin 60°| =1

21 & .
115 CIdUIL .

(21, 22) * (23, z4) = (21, z4) - (22, 23)

(21, z2) * (23, z4) = (21, 23) + (22, Z4).

ainsi, le produit des longueurs des cétés opposés (quelconques!) d’un quadri-
latére équiharmonique est égal au produit des longueurs de ses diagonales

(21, 23) * (22, 24) = (21, 24) + (22, 23) = (21, 22) * (23, Z4).

I1 est facile de voir que lg derniére condition caractérise entiérement un quadri-
F'] Y ’ %3 - 4 4 ., 1 ] - . | P ] -
latére équiharmonique ; en effet, on en déduit que |A| =1 et |1 —A| =1,

1__+\/§i
2
ou
1—1/3i
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En particulier, le losange est un quadrilatére équiharmonique, dont le
produit des diagonales est égal au carré du c6té (losange de coté 1 et de

diagonales (\/5 + 1)/\/ 2 et (\/ 3— 1)/\/5). Pour chaque triangle Z1zazs
on peut trouver deux points z4 et zj tels que les quadrilatéres zizszsza et

Z1232924 soient équiharmoniques. Ce sont les points d’intersection du cercle
n

A’ Anollnnitze Sa r]oc noints z1 et zo gui passe par za et du cercle d’ Anollonius S
“w J-IFV“V" [ 2 2%} uo wew FV""’” H_L \f'f 4y qw&y ”le/ ¥ g WV W el w J‘t/v“v"buu ua
s o 19 N 174

des points z1 et zs qui passe par zz (d’ou on peut déduire déja que par ces

!
Q

points passe aussi le cercle d’ Apollonius es pomt 2 et z3 passant par z1).
En effet, des égalités :
(w, z1) _ (zs, z1)

(W, 22) (233 22) (W, Z3) (223 Z3)

1

(w, z1) _ (z2, 1)

on obtient aussi 1’égalité , A , _
(w, z2) _ (z1, z2)

(W, 23) (Zl, 23)
(Zla 22) * (W, 23) = (le 23) ¢ (W, 22) = (22, 23) y (W, 21)°
Les points z4 et zj peuvent &tre définis comme des points dans le plan
du triangle Z;z2zs dont les distances 4 deux sommets quelconques sont

dans le méme rapport que les longueurs des c6tés correspondants (cotés
issus du troisiéme sommet); on les appeiie queiquefois centres isodynamiques

19 A

d’ Apouomus S3 et Sa2 (et aussi le cercle S1) sont des droites, qu’il n’existe
qu’un seul centre isodynamique ws qui coincide avec le centre du triangle
(le point infiniment éloigné oo joue dans ce cas le réle du centre wj puisque

1+3i 1—43i
W(z1, z2, z3, ©) = V(z1, 22, 28) = ——— ou = et
Fn cnncidldrant la ranrdcantatinn ot nan la calenl An nant nhtanier civ
Asil WUVI1IILDIUWVIQILIL 1G 1u1.l1vov1u.ublvu Wi 11Vil 1v vaiwul Vil F\/ulr VUiLwilL o1A
valeurs du rapport des trois points du plan de fagon « plus géométrique ».

Notons que le rapport double

caractérise le groupe des trois points z1, Z2, z3 & une transformation de simi-
litude préS' cette fagon de parler signiﬁe que deux trios de points 21, Z3, Z3

et zi, z2, z3 ont des rapports égaux V(z1, zs, z3) = V(z1z223) dans le cas
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~l
o0

. : —
et sculement dans le cas ou des triangles z1z2z3 et 212223 semblables sont
formés par ces points; de plus dans cette similitude le point zi doit corres-
pondre & z;, le point z2 & zz et le point z3 A& z3; notons aussi que

les «triangles » Z1zazs ©t zizhz3 peuvent aussi étre dégénérés puisque les
points z1, zz et zg peuvent étre alignés). Cette affirmative est directement
AAA'II:*Q II'II Pﬂ:* Frabhh V-9 IA C‘V\I\AY"A IT/I A"‘ﬂ ﬁf\m‘\’ﬁ AA”\“IA"A
VVAULUILY UU 1Aaill UV 1V 111vVJ ulv IV I U Uil 11viiiuvli v UULU.J_JI.UAU
21— 23
9 —23

est égal au rapport des longueurs des cotés zizs3 et zyzs du triangle z1z223
et son argument Arg ¥V — A ’angle / {[z3z3], [z3z1]} de ce méme triangle.
Mais il est clair que —o

;——O

V(z,

Vliw: »o =) — ) — I/ 1 N
F\aly 22, 23] = N = F\N\y 1, V),

. [reesenm— v o .
alors le triangle z1z2z3 est semblable au triangle A10. D’ou il résulte que

pour trouver toutes les valeurs du rapport de trois points zi, za, zg pris dans
—

n’importe quel ordre, il faut construire sur le segment 01 tous les triangles

possibles semblables au triangle donné z;z2z3. On peut le faire de six fagons :

Ll il e 3 s/ 14 L Aw 14L

1 i [re——— ' P-ﬁ 1 [ros—— r R [r——
A10 AN 717070 ) N 7aT17a Aa1D AN 717070 AalD AN 707170
INE VU N da L i Oy A NN L gde 1Oy VRNGAN N ] ha Qi Oy INOAV N L b fdu iy

ou les sommets correspondants sont désignés par 1’ordre dans lequel ils
sont écrits (fig. 26). De la similitude des triangles

— — — — —
1210, A201, 10As,  0A4l et 01X

=
au triangle A10 on peut aussi déduire que
A 1 1 o 1)
— =2,  Cestd-dire A=-; === =1—2;
1 A A 1 1
As _0—1_ 1 |
1 A—1 1—2x
As 1—A A—1 As 00— A
= = - et 2= = .
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[ S}

Pour établir dans quelles circonstances le rapport des trois points a moins
de six valeurs différentes, il suffit d’éclaircir dans quels cas deux quelconques
des six triangles formés sur la figure 26 coincident. Un de ces cas parait tout

a fait évident, il correspond au cas ou le triangle 014 est équilatéral et au lieu
de six triangles nous n’en avons que deux : les points 4, 43 et 44, de méme que
les points 41, A2 et 45 coincident entre eux (fig. 24 b). Dans ce cas

0+ 1+'\/3l

414 7 _ ,I'I\o 1 ¢ o /l\
3=As=1(cos 60 + isin60) =

>

AN
A =
2

1 —4/3i
2

et

At = Xz = X5 = 1 [cos (— 60°) + i sin (— 60")] =

Un deuxiéme cas qu’on peut aussi observer sans peine, correspond au cas ou

les sommets 4 et A2 du parallélogramme 0411

n’est possible que lorsque 4 = 42 ,
= 1/2 et le point 4 est le milieu du Prd
segment 6_1: tandisque i1 = 43 =2, A,

Ay = A5 = — 1 de telle sorte que 2,

tous les rapports possibles des trois z,
points z1, z2 et z3 ne prennent que

trois valeurs : — 1, 2 et 1/2 (cf. ﬁ"v
fig. 24, a). Sur la figure 26 on voit \ N ./
aussi facﬂement que ces deux cas de \

r 4%

A
diminution du nombre des triangles \ 2=/
tracés sur cette ﬁba.re sont les seuls, M- —>{

Par analogie, dans le cas de
quatre points z1, z2, z3 et z4 on peut A
aussi au lieu de six valeurs 4, 4i,

A2, A3, A4 et A5 du rapport anhar- A,

monique W de ces points consi-

G
p-A
>.)
)
[e]
Q
3
Q
[~
cu
[¢')
-
Ll
o
p——t
o
[7/]
-r
(¢
b
&
=
e
)

Q

dérer le Li‘iaﬁgw u1n donné « 4 une \2
transformation de similitude prés », oy
c’est-a-dire de fagon teile que deux Fi1G. 26.

de ces triangles semblables entre eux

(cette fois — sans tenir compte de 1’ordre de leurs sommets !), soient iden-

tiques ; cette derniére condition associe a chaque triangle r(-)-17 encore cing
triangles « semblables & lui » 0141, 0142, 0143, 0144 et 0145 (cf. fig. 26). Le

. | ” . . . . [r———— ’
triangle 012 est étroitement lié au quadrilatére z,z5z3z4 ; nous ’appellerons
e quadrilatére Sznznn)
< q ldLCIU 212922324

. -L.‘. -

socié Z1292324. L€ lien entre

A oo 121
tn uulgle associe au quadrii

[y
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o0
<o

-
et le triangle 011 permet de déduire de nombreuses propriétés du quadrilatére
des propriétés (plus simples !) du triangle qui lui est associé ; ainsi, par exemple,
aux triangles dégénérés 014 (c’est-a-dire tels que leurs sommets soient alignés)

correspondent les quadrilatéres Zz;z2z3z4 qu’on peut inscrire dans un cercle
(plus exactement tels que leurs sommets soient sur un cercle ou une droite —

pharmeninnp Wi(z:.2zo. za. Za) Ne serar é 1 aue nour ces guadrilatéres

MW PP \Lly Lhy L09 Aa) 2V OV Wi MY A L ASe VWA wiS

détalllee sur les propriétés du triangle associé & un quadrilatére donné et
d’expliquer clairement sa construction géométrique (voir § 14, p. 150). Nous
nous bornerons ici 4 retenir que le triangle associé d’un quadrilatére harmoni-
que dégénére en un segment et son milieu, tandis que le triangle associé & un
quadrilatére équiharmonique est rectangle.

§ 9. NOMBRES DUAUX
PRIS COMME DROITES ORIENTEES D’UN PLA

AVALVARS A S A A AL N AMNRRLL N A AJIRNI A - AN AN

Nous allons traiter dans les pages suivantes exclusivement de droites
orientées ; au cours de cette étude nous omettrons souvent le qualiﬁcatif
« orienté ». Nous appellerons angle orienté /~ {a, b} entre les droites orien-

tées (p. 31) I’angle entre les droites a et b ; 1a dis-
_— — tanrse antre lac Aoy mnainte 4 ot R Aa 1a Arnita !

LAllIVL VIILL LV 1V UVUA PUIIILO 1 WL D UV 1 U1 ViIlv
T - désignera la iongueur orientée du segment 4B

Al

<
~~-

sera représentée par {4, B} et aura pour S1gn1ﬁ-
Fic. 27. cation une longueur ordinaire, prise avec le signe

«plus» ou «moins » suivant que la direction de 4

a B coincide ou non avec la direction positive de la droite /. Nous appellerons
distance au point m 2 la droite orientée / la distance orientée {M, /} de M A

1, 1a distance prise avec le signe « plus » ou « moins » suivant que le point M
est & gauche ou a droite de la droite orientée /. Nous dirons que deux droites

119%

orientées sont parall¢les dans le cas ou elles sont parali¢les au sens ordinaire
et ou les directions de ces droites coincident (fig. 27, a) ; des droites orientées
paralléles de directions opposées nous dirons parfois qu’elles sont anti-paral-
leles (fig. 27, b). Par distance de la droite a a la droite b qui ne la coupe pas
nous entendrons la distance orientée {a, b} de a A b, c’est-a-dire la distance
orientée d’un point quelconque de la droite g & la droite b ; il est évident que
{a, b} = {b a} si a et b sont paralléles, et {a, b} = {b, a}, si a et b sont

nntinn 1Al
aliill P 111

d

j am——y

A



[§ 9] INTERPRETATION GEOMETRIQUE 81

Rappelons maintenant que les coordonnées polaires des points d’un
plan sont déterminées & 1’aide d’un point quelconque O (pdle du systéme de
coordonnées) et de la droite orientée o qui passe par le point O (axe polaire) ;
la distance r = OM du point M au pble et I’angle ¢ / {0, m} formé par la
droite ( orlentée) m qu1 relie avec O et M (cf. fig. ) avec o servent ici

Tairae Ao Aeunitas fAariaem ~c) 2zen 2=l
14IT€S € aroiics \VIICIICGS) U ull pil

Py o

an pour iesqucucs il faut aussi se
donner une certaine droite (orientée) o (axe polaire) et un point O sur elle
(pdle) ; I’angle 8 = / {o, I} formé par [ avec I’axe polaire o et la distance
(orientée) s = {0, L} de O au point L d’intersection de / et de o (fig. 28 a)

e Y
S TN

|
i
/ /4 \g [/
Ao s BOAe
S S A, - P S S & VAN S
A v/ 0 yZ AN
a~. H / !
/| ! .,\
I
/”,—t - - el
I ” ”
(a) (b)
Fi1G. 28.

servent de coordonnées a la droite /. Il est évident que la coordonnée s de la
droite orientée / peut avoir n’importe quelle valeur comprise entre -+ o0
et — o0 ; la coordonnée 0, n’importe quelle valeur comprise entre 0 et 2.
I1 est naturel de penser que 8§ = 0 pour les droites paralléles 4 1’axe polaire o,

et 6 = = pour les droites antiparalléles a o ; si la droite ne coupe pas 1’axe o,

alla n’a nnae Aa ArdA 11+ aoctimar An g — 1~
\III.V 11 a Pao U\I \/UUIUUUII\I\J L) \Uu yUuL \/DLIJ“\/I uallo \/U \daa \1“‘/ O — T W}o

Convenons maintenant d’associer a ia droite orientée / de coordonnées
polaires 6 et s le nombre dual

z=tgg(1+cs)=u+ev, u=tgg, v=tg?-s (29)
2

(fig. 28). De plus, il est naturel d’attribuer des nombres de module nul, c’est-
a-dire diviseurs de Ocv (cf. plus haut p. 16) aux droites paralléles ao pour

lesquelles § = 0. Afin d’établir la corresponuanw exacte entre les droites
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parallgles 4 o et les diviseurs de 0, remarquons que la distance d = {0, I}
de la droite / non paralléle & o au pdle O est égale 2 :

2tg6/2  2stgb2 2

= (30)
14+tg°62 1+tg*62 1+ |2

d=s-sinf =s.

/1€~ Q: wmnmvia srasrlAame A ue £ seannz] M cnit avroc: sro lalla wan our I
\ig. .LO, UJ o1 HOUS vouiuln quo ld. 10rmuic \ V) duUl l, d.UDbl vaiavic P

droite paralléle 2 o, située 3 une distance {0, m} = d de o, il nous faut asso-
cier a cette droite le nombre z = df2¢, c’est-a-dire z = u +ev,ouu=0

et

De plus aux deux droites / et /1 coupant o, ne différant que par leur direc-
tion, et, par conséquent ayant des coordonnées polaires (0, s) et (= + 6, s),

i

correspondent les nombres duals

z=tg—g(1+ss)

et

3
-
D

Ny

I

(onal
{1)-]

[\

pas o, nous convenons d’attribuer a la droite m; antipa , situ
R LI U T SN DU PRSI AP
une distance {0, mi; = 4 a€ o, 1€ nomore
i 2
z=—- c=—"w

(Notons, que si la distance {0, m} de o a la droite m paralléle & o, coincidant
par sa position sur le plan avec la droite m, est égale a d, alors d = — d1.)
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Enfin nous associerons a la droite o1, ne différant de I’axe polaire o que par
sa direction (axe inverse), le nombre :

Tl o~ Y a1 _ X ta_

Ce faisant nous établissons une compliet€ COrres p ondance entre les (ll'Ol[CS
orientées du plan et les nombres duals, y compris les nombres de forme wew,
ou w £ 0 est réel, et le nombre co.

Il est évident qu’aux nombres réels

z=u=tg§(1+e.0)

correspondent les droites qui passent par le pole O ; aux nombres de module
1, les droites perpendiculaires a o (plus exactement les droites / telles que

{o, I} =mn/2; de fagon générale aux nombres de module constant u corres-

pondent les droites / qui forment avec o un angle co
arctg u) ; aux nombres purement imaginaires ve (aux module
nul) et « aux nombres de module infini » ww correspondent respectivement

les droites paralléles et antiparall¢les a I’axe 0. Aux nombres conjugués

z=tg—?(l + &s)
2

(4
-

N
l
-

(]
|
~~

[N
™

correspondent les droites symétriques par rapport au pdle O, et aux nombres
OppoOsEs

I
z=tg§(1 4+ &5)

(¢']
-

— ———tg (l—l—z:s)‘—tg2 » (l—z:s)

les droites symétriques par rapport a I’axe polaire o (c’est-a-dire qui coupent
o en un seul et méme point L et qui forment avec o des angles égaux :

/e ~ v -~
L0z} =L {—2z0};
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(voir fig. 28, b) ; aux nombres z et — 1/Z correspondent les droites qui ne
difféerent que par leur direction. Ainsi, les égalités

2 =3, z'=—z() 2 =—1 () G1)
Z

peuvent étre considérées comme définissant des transformations déterminées
de I’ensemble des droites orientées d’un plan : symétries par rapport au

naint ) Lériagc mar raonp nrt la drnita n of chancamante d?arianfatinn
!lvll.llr LV 2 BJ Merics pai 1 PPUII. a Ia VLUV U L \—uausvu.lvul.o G orientalion

(changements de la direction de toutes les droites du plan en la direction
opposée.)

5'/(5 /(,9' 5 a/a!
Y =AY N —AVA A
57 1T/ “ I/
/ : / Y/
// l

e
'Cl
)
V<)

Ftudions maintenant le probléme de la description a 1’aide des nombres
duals de déplacements arbitraires (au nombre desquels nous compterons
aussi le changement d’orientation qui laisse invariantes les distances entre
les points d’un plan). En premier lieu, il est clair qu’une translation paralléle
a I’axe o d’une distance ¢ transforme la droite, 4 laquelle correspond le
nombre dual

0

l
(sl
4=}

N D

7~
[um—
}..

"
N

en une droite a laquelle correspond le nombre

0’ 0
z' =tg—(1+ &) =tg-(1 + &s + 1)
2 2
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(fig. 29, a ; par la suite nous parlerons par abréviation dans ce cas de :

« transfert de la droite

z=tgg(1 + &5)

z =tgg(1 + (s + »).

Par conséquent, on peut aussi écrire cette translation parall¢le sous la
forme :

’

z'=pz, ou p=1-++ ¢, lp| =1 (32)

(car

I <D

:
[1~(1+ct)1-lltg (1 + es)| =tg-[1 4 e(s + D).

I
N1 <D

2

Ensuite une translation paralléle d’une distance ¢z, dans une direction
perpendiculaire 3 o (dans la direction de la droite J, telle que / {I, o} = =/2)
transfére la droite

A
Zztgi(l -+ CS)

en la droite

z' = tgg-(l + &) = tgg[l + & (s + t1 cot 6)]

2
=tgg(1 + &5) + e.tg(-)-tl(l_tg 5/2)
2 2 2tg 0/2

=tg?(1 —i—es)—}-eil —sfl- tgz—t?:z—l—z—tl—--e:—tlz.2
5 - - - - _

2 2 2 2 2
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On peut écrire la derni¢re formule sous une forme plus élégante. Remarquons
que

t
z+ ¢ 1
t t t t 2
Z+8J_gi22~[z+8—i][l—8i21= ’
2 2 2 2 ] .
IL I e=z41
2
ainsi, le transfert parali¢ie considéré se définit par la relation
z . t
=279, o g=-¢ - , lg] =0. (324a)
qz + 1 2
zl
/ i
. /\5)' /
N
0‘\__.;‘I/
a<{%
F1G. 30.

Par suite un transfert paralléle arbitraire, c’est-a-dire un transfert d’une
distance ¢ dans la direction de 1’axe o et & une distance #1 dans une direction
perpendiculaire & o se traduira par la formule :

g = PDtaq 1+ f

n — of 77
P4 2 F ] iy ’

q(pz) + 1 2

ou, avec la notation p = pf (c’est-d-dire p1 = 1 + &t/2) et en utilisant le
fait que :

t t [ £\ _ t 1 _
g=¢ - =¢ - |14+¢e-|=¢gn, p=l—e-=—, g=-—q,
2 2\ 2) 2 ;m
par la formule :
Z’ — sz’f‘qpl — P12+q — plz+q (33)
gpiz +pipr  qpiz+pr —Gz+p

p1=1+8§, q=st:1; |p1| =1, lg| =0.
p4 L
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Passons maintenant aux rotations d’un plan. Il est évident qu’une rota-
tion autour de O d’un angle « transfert la droite

0
z=tg- (1 + &)
2
en la droite
g ,
= tg — (1 + &5');
2

ol § = 6 + « (fig. 30). Ainsi

ln___he‘l"“
12| =18 ——
Z
t-q'tg "‘tf 'tg
B 82+82 B |Z|+g2 3 Z‘l‘gZ
0 o o o (34)
1—1g5-18 5 ——tgilzl—{—l —tg5 z+1

(ici on utilise le fait que si z; et z2 sont des nombres duals, alors

|
!21 + Zs! = !21! + !22!, !21022! == !21! . !22! et |
|

NlN
0 |-

]
= |=
I

NIN
o |
C:j

Ensuite si d et d’ sont les distances des droites z et z’ du pdle O, alors

sesinf =d=d' =s".sin b’

YAGLOM. — Nombres compiexes. 7
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alors
Z"l"‘tg% o (o /
Arg = Arg z+tg—-)——-Arg(—-tg—z+l)
o \ 2 2
—tg - z+1
2 —
8 « |
=Arg |tg=(1 + &) + tg = |
|4 2]
x 0
g2 —stg ¥ tgd
_ %3 7R3
6 o 1 x 8
t'§+tgf --tf!.:.l- t"i
9 / 5 \
tgi(tg 3 +1)
A 6\
(4 4 8/
(tg‘2‘+tg ’2‘)(1""th tg—2-)
t"zsec2 = ‘/ccﬂzcos g\\z sxngcosé
2 2 {7277 2] 272
= h ! § = )
sin9‘+ecosa+0 sina+0cosa+—0
2 2 2 2
__sinf -5 = Arg 2’ (34 a)
sin (o 4+ 6)
De (34) et (34 a) il s’ensuit que notre rotation se traduira par la formule () :
» L n,
g =1 (35)
—qiz+ 1

ol q1 = q1 = tg o2, Arg q1 = 0.
(*) Dans cette formule pour le nombre ¢, = tg «/2 on peut aussi prendre la valeur oo,
qui correspond & une rotation d’un angle de 180° Si ¢, = o, nous aurons alors

, z 4+ o© _
—0z+1

~
2 =

1
—Z
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Enfin, le déplacement le plus général (cf. plus haut p. 29) représente une
rotation (35) autour de O d’un certain angle «, cette rotation peut de plus
étre accompagnée d’une translation paralléle (33) :

zZ+q1
pn—— 1+ 4 p -\ . \

) —qiz+ 1 (P1—q991)z +(p1q1 +q)
T x gl
= ZTq 1/« 1
q —- T Pi

—qiz+ 1

On peut écrire cette transformation sous une autre forme :

Z’=—PE—-+-£_9 (360)

—Qz—l—P

ou P=p1—pq, Q=piq1+q.
Il est possible aussi que le déplacement initial soit une symétrie (31 b) pa
on

rapport 3 la droite o, accompagnée d’une transformation (36 a) (rotation
autour de O et translation paralléle) :
— Pz
y="12F 8 (36 5)
Qz+ P
Enfin le déplacement peut représenter un changement d’orientation (31 ¢),
accompagné d’une des transformations (36 a) ou (36 b) :
D i 1. N
—P- +0
, z Piz+ 0
z' = = — . (36 ¢)
- 1 _ +
Q- +P —
z
ou P1 =0, Q1= —P,oubien
1
P: 40
, z — Pz + Qs ag
zZ = = p— = ’ (36d)
-1 — 1z + P
—Q > T P ¢

OWPL=—0Q, Q1=

(voir p. 16-17) ; il est évident que cette rotation conduit & une symétrie par rapport au
point O (31 a) et au changement d’orientation (31 b) (notons que la symétrie définie
plus haut (31 a) par rapport & O ne colncide pas avec la rotation de 180° autour de O).
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Il est évident, que 1’angle orienté 8 = / {z1, z2} entre les droites

zy =1tg %1 (1 4 &s1)

et
P
zs =tg — (1 + &s9)
2
est égal & 0 — 0y (fig. 31, a).
Z
2] Z
Z;
P L4 Zy
/ | 475
V4 .
AL - o 3= T
O & 2”- —#_-H
0 / 0 // 0~ " 0
-7 %,
/
/
(a) (b)
Fig. 31
On peut ’écrire aussi
02 01
tg — —tg —
tg§— 2 2 _ lz|—lz| _|z2—=z
2 0 0 . >
1+tg—2tg—-1 1—I—|22 [le 1 4+ z1zs
2 2
arrans snwLanmtace 1a ewlovilénsd Alibaces cnvie 1o LAacecann axrsan Lol mvsa astteracada
Ut audol PIooClitCl 10 10sUlLldal VULCILU HOUUDS 14 1VUIL1IC b)’mct u.j_uc SULVAlile

tg” & _ (2— z1)(Z2 — 1) . 37)
2 (1 4 z1z2)(1 4 Z129)

Déterminons maintenant la distance (orientée)

7 cr_ 1 r b Y
d = { [z120], [2220] }

[cH. O]
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entre les points [z120] et [z2z0] d’intersection de la droite déterminée zo avec
les deux autres droites z1 et z3 (fig. 31, b). 11 est évident que la distance dp
entre les points d’intersection de la droite o avec les droites

00
zi =tg — (1 + &s1)
2
et -0
-0 o U2 (1 _t ....o\
L2 = g — \L T Ww2)
2
est égal 3 :
0
z
do=Arg—§ (= Argzg—Argz‘f:sg——sg).
21

Un exemple de déplacement, transférant une droite donnée zp en la
droite o est donné par la formule

’ Z—120 ,
z = -
Zoz + 1
ce déplacement tranfére les droites z; et zs en droites
0 21— 2o
=
zoz1 + 1
et
0o Z2—2Zo
22 = .
Zozz + 1
D’ou nous obtenons (1)
o a(z2—20) : (Zozz + 1)
“w — ru.5
e o) e (orm. L 1)\
41 «0) « \&041 T 1)
/22 —Zo Zozz + 1\ ( 22— 20 Zozz + 1\
= Arg | |  |=Arg — Arg . (3%)
\21_20 Zoz1 -+ l} \ Z1— 2o Zoz1 + l/

(?) Si une des droites droites z,z, (ou méme ces deux droites) ne coupe pas z, (ou
colncide avec z, par leur position), alors une des expressions

(zs — zp) : (:’ozs + 1) et (21 — 2z : Gozx + 1)

(et peut-étre méme les deux) ne méne pas a la formule (32) du § 4 (c’est-a-dire est un
diviseur de zéro, ou son inverse et par conséquent n’a pas d’argument).



LES NOMBRES COMPLEXES [cH. 1]

=]
N

Pour que trois droites zo, z1 et z2 soient concourantes, il faut que la dis-
tance entre les points d’intersection z; et zg avec z2 soit égale & zéro, c’est-
a-dire en vertu de la formule (38) que /e rapport

Zo—z2 _z22zo + 1

21722 797, 41

soit réel. On peut aussi écrire cette condition ainsi :

] i)y — \~V ‘t.ﬂ}\"ﬂ"

_ 1+ 1) (39)
(z1 —2z2)(Z2z0 + 1)  (z1 — z2)(z2z0 + 1)

Par conséquent, I’équation du point, c’est-a-dire la condition & laquelle
satisfont les droites z, passant par le point [z1z2] a la forme :

(z—z2)(z2z1 + 1) _ (z —z2)(z2z1 + 1)

(. o Mo 1 1) (. -\ = 1 1)\
21— 22)\222 1) \Z1— 22)\22Z T 1)
ou (1
\ /7
Azz + Bz— Bz — A = 0, (40)

A, imaginaire pur.
Ici :
A = z2(21 — 22)(2221 + 1) — z2(z21 — z2)(Z2z1 + 1)

e (75— 75 M1 L oo

_— \ba"j. Hl“a}\l | ‘td‘id!,
R _— (3. SN ame L 1Y L 520 M5 L 1))
i \‘v ‘td}\bd‘tl | 1} | L‘\Ll "4}\"4"1 l 1}}

Inversement, il n’est pas difficile de s’assurer que chaque équation de forme
(40) définit un point.

(1) Ceci découle aussi de ce que par une translation paralléle (33) on peut amener
n’importe quel point M au pdle O, dont I’équation a la forme :

Psz + ___ p12_+ 9 _o,
—qz+p —qz+p
c’est-a-dire sous la forme (40), ou :
A=1715—p1q=—8t1, B=P’+q-’.'=p’=l+8t,

Ici ¢ et ¢, sont respectivement les valeurs du déplacement dans la direction de I’axe o
et dans la direction perpendiculaire 3 o qui transfére le point M en O (¢ et ¢, sont les

coordonnées rectangulaires du point M).
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Etudions maintenant & quelle condition quatre points orientés zo, z1, za,
zg sont sur un seul cercle orienté. Sous le nom de cercle orienté nous enten-
dons ici I’ensemble (« le lieu géométrique ») de toutes les droites orientées /,
dont la distance orientée (O, /) & un point donné O (centre du cercle) a une
valeur fixe r. Le nombre r eqt appelé rayon du cercle ; ainsi, le rayon d’un

LA L% AAWJAAR wisi WiV 5 222025

701D ntsf (Q: » —_— N 1a rarala
Yy yuc llCS“l«Uc \B1 7 vV, 1V WuiuviV

orienté dégénére alors en un point qui apparait ainsi comme un cas parti-
culier du cercle.) Sur les dessins, le cercle orienté est
représenté comme un cercle ordinaire avec une fléche
indiquant une direction déterminée de circulation
coincidant en chaque point avec la direction du cercle
tangent en ce point (fig. 32). Suivant la définition de
la distance orientée (O, I) du point O a la droite /

(v QN 1o ravan A1 rarcla r\fn:nl-A cara nncifif o1 1a
\Po UU}, v layul.l VU VWi Vviv Vililviilvy ovi QG PUDILII o1 IAa

-
()
~
-

AR

direction de circulation est I’inverse de celle des

aiguilles d’une montre et négatif dans I’autre cas.
On peut montrer, que quatre droites (orientées)

20, Z1, Z2 et z3 Sont Sur un seul cercle (orlente) ou passent par un point dans
le cas et seulement dans cas ou le (1)

{ [z0z2], [z122] } + {[2123], [z0z3] } = {[z3z0], [z220)} + {[z2z1], [zsz1] }. (41)

Pour le vérifier, étudions la figure 33 sur laquelle sont représentés quatre
tangentes (orientées) zo, z1, z2 et zg du cercle (orienté) S [si les droites zo, z1,

23 et z3 passent par un méme point alors la condition (41) est naturellement
rammnlia _\ 111 tnninrhant la carnla C racnantivamant anty nninta ] A D at
AWl ILP 1 - , \1“1 LU Uuviiviil 1y VWiV IUDP\/\/LIVUL[A\IJJ.L aun PUIIILD Kl’ lV’ Vi i
Q ; les points [zoz2], [2122], [z123] et [z0z3] par souci de bri¢veté seront désignés

par A, B, C et D. De plus, nous aurons év1demment (tenez compte du fait
que toutes les distances figurées plus bas sont orientées !) (2) :

A, B}+{C,D}={4,P}+{P,B}+{C,0}+{0,D}

et
{D
[§

AV L I BCY={D MVLI{M AL {B NY LN

&"

A

1.
J

(Y) Cf. la condition pour que quatre points z,, z,, z; et z, soient sur un cercle (con-
dition qu’on peut écrire ainsi :

{202, [2222)} + L{{z.23), [202z]} = L{[z:z0), [z:2d]} + L{[zez1], [202:]} 5

Voir § 7, p. 32, en particulier la figure 5).
(®) On utilise ici le fait que si x, y, z sont trois points d’une droite orientée on a dans
tous les cas

{x,v}+{r.z}={x2}
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Mais de méme qu’en vertu de la propriété connue des tangentes 3 un cercle
{A,P}={M A},{P,B}={B,N}
{Co}={N,C}L{Q,D}={D, M}

47,
)

i

Fi1G. 33.

Ainsi dans tous les cas la condition (41) est remplie (1)
{AB}+ {CD}+ {DA}+ { BC}

Il est facile de s’assurer que de méme inversement, si on a 1’égalité (41)
alors les quatre droites 2o, z1, z2 €t z3 sont sur un méme cercle ou passent par

(?) Ceci est la forme correspondant exactement au théoréme connu de 1’égalité des
sommes des cdtés opposés du quadrilatére circonscrit. [Sans 1’aide des distances orientées
I’énoncé du théoréme est beaucoup plus complexe. Dans ce cas on a soit 1’égalité
AB+ CD = AD + BC (fig. 33, a et b), soit 1’égalité AB— CD = AD — BC (fig. 33,c-d).}
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"

un méme point (1). En utilisant maintenant (38) nous pouvons transcrire
(41) ainsi :

Z1— Z3 Z2z1 + 1 Zo — Z3 z3zo + 1
Arg—— — Arg ———— + Arg———— —Arg——— =
Zo— 22 z2zo + 1 Z1— 23 z3z1 + 1
Zz — Zo Zozz + 1 Z3— Zi zizs + 1
Arg —— — Arg —————— + Arg — Arg ,
23— 20 zozs + 1 Z2—21 z1zs + 1

en simplifiant le terme de gauche de la derniére égalité et en transformant
le terme de droite, on obtient

Arg (21—-22 :21——23) — Arg (5221 +1 :5321 -+ 1)

20— 223 20— 23 z220 + 1 Z3zo + 1

. [zo—zs zo—z3s\ . , [zeZ1+ 1 zszi+ 1)
= Arg ‘ Vet e T n : et . T , Arg — N - : -— N - '
\“+ ee 4l 49) \Z2Zo + 1 Z23Zo + 1/
mais
21— 2Z3 Z1— 23 20— 2Z2 Zo— Z3
Arg : = — Arg :
20— 22 20— 23 21— 22 21 —23
21— 2Z2 Z1— 23 Zo0—2Z2 Zo— Z3
car =
Zn — Z9 Zo— Za Zy— Z90 Z1 — Za
\ v © e © \ 7 - - “/ 7/
et
/5241 + 1 Zazi + 1) (2971 + 1 zsZ1 + 1)
\ZZo—{"x ZsZo+1} \2220+1 23zo+1/
(car Zazi + 1 Fazm +1 (2221 +1 2681 + 1))
z2zo + 1 Zzszo + 1 Z3Zo + 1 z320 + 1
Ainsi, on peut écrire 1’équation (41) sous la forme simple suivante

£ AN\

= 0. (42)

Le nombre dual
20— 29 .20—23
Z1— 29 21— Z3

() Cf. par exemple J. HADAMARD, Géométrie élémentaire, 1t¢ partie (M. 1957),
solution du probléme 87.
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s’appellera naturellement rapport anharmonique des quatre droites zo, 21,
Zs, z3 ; nous le représenterons par le méme symbole W(zo, z1, z2, z3)
que nous avons utilis€¢ pour le rapport anharmonique de quatre points
(cf. p. 32). Ainsi, pour que quatre droites zg, z1, z2 et z3 appartiennent & un
seul cercle (orienté) (de rayon non nul ou de rayon nul, c’est-a-dire & un

nnint) la rannart anharmoniane

Zo—Z2 Zo— Z3
Z1— 23 Z1— Z3

W(Zo, Z1, 22, 23) =

de ces quatre droites doit étre réel (cf. plus haut p. 32-33).
La derniére condition peut aussi prendre la forme (12) qui nous est déja
connu :

_Z0—22 Z0—12s (12)

1—23 7,73 Z1—23

N
o
N

=)
N

— 7
&

™
)
Ny
N

N

|
N
N

D’ou il s’ensuit que 1’équation d’un cercle orienté (qui peut dans un cas
particulier étre un point) déterminée par trois droites données a la forme
(13) @ :

zZ—2Z3 Z—2Z3 Z—Zs z—23

. = : . (13)
Z1—22 Z1—28 3 3, 7 — 7

Ainsi, nous avons ici aussi I’assurance que [’équation de tout cercle (orient¢)
vy Ao +Aaré ATt A%are mlan noeit a?Srvivs anera la fasman (1A f_\
\uu Uv Ltvul PUIIIL} “u un lll«ull [Icub O CLIurc svu luJUI {414 \l'l'j \ }
Azz + Bz— Bz 4+ C = 0. (14)
A et C purement imaginaires.
() Notons que tandis que trois droites non orientées données sont tangenies, en
général, & quatre cercles distincts non orientés
) _ Ao A A\ tranic Araitac ariantdac dLfiniccant 11n
& . J-I" “}’ LIVID ULILVILWVYO VI IVIILIVWVO UWili1l0o0owiiL Uil
4 N\ A 7 seul cercle orienté (fig. 34, b). [Cette derniére
\ X ) \ affirmation signifie seulement que trois droites
orientées données ne peuvent étre tangentes a

deux cercles orientés; si deux des trois droites
sont paralléles, il n’y a pas alors un seul cercle

(a) (b) orienté qui contienne nos trois droites z,, z,
et z; — dans ce cas le rapport anharmo-
FiG. 34. nique W(z, z,, z., z,) ne peut étre réel quel que
soit z.]
san N B a oo ot A La s omn o maedhmand doo L8 e ¥l mcd e el Al ©
(*) Le resuitat peut auss: €ure ootenu €n pariant au iait quc n 1mporIte quci Ceicic o
peut par une translation paralléle (33) étre transformé en un cercle
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Il n’est pas difficile de vérifier, qu’inversement, I’équation (14) définit tou-
Jours un cercle (ou un point).
Nous savons déja que 1’équation (14) définit une droite lorsque

A+ C=0. (43)

La théorie développée plus haut permet d’utiliser les nombres duals dans
la démonstration de nombreux théorémes géométriques concernant les
points, les droites et les cercles ; de plus l1a parenté des résultats des para-
graphes 7 et 9 permet quelquefois d’utiliser un seul et méme formalisme pour

dédmontrar denty nronncitinne diffArentac

.
‘II Q1 1" nNnnr I‘QIQ AD POI"Q ﬁm“'nr
VWwilivViivi vl Guiwvuan l.l.l UPUDA LIVIIO MLLVIVILILVDg 1A uu
1

yvu& 1A Nv 1QGll v .u.eu..l.v;

'-

dans le raisonnement dans un cas les nombres complexes ordinaires, et dans
I’autre les nombres duals. Nous nous bornerons ici & donner quelques
exemples illustrant ce qui a été dit.

Commengons par le théoréme suivant : Soit sur un plan quatre cercles
donnés (orientés) S1, S, S3 et Sa; z1 et wy sont les tangentes communes a
S1 et Sa ; z2 et we, les tangentes communes a Sa et S3 ; z3 et ws, les tangentes
communes a S3 et Sy ; z4 et wy les tangentes communes a Sy et S1. Si les droites

\ . r
nt m. onnt tanoontsnc 1 N aon1 l’ orrlo (ariantd) Y n1r naccont nar um
al, 1.4, a.«; €L 44 DU 1niglrieco & uivr vl cercie \Viilvilww ) & U puooCine plr ui

seul point, alors les droites w1, wa, ws et wy elles aussi seront tangentes a un
seul cercle (orienté) 2’ ou passeront par un seul point ( fig. 35).

[On appelle naturellement « tangentes » du cercle orienté S les droites
orientées qui font partie de S, compris comme le « lieu géométrique des
droites ». Il est évident que, alors que deux cercles ordinaires (non orientés)
ont, en général, quatre tangentes communes, deux cercles orientés S et Sa

dont le centre est a 1’origine des coordonnées O [r est le rayon du cercle ; cf. la formule
(30)]. D’ou il s’ensuit que 1’équation S a la forme suivante :
Pxf+q P12_+q Plf"f'q + 1-z+q Loer=0
—qz+p —qz+p, —qz+p —qz+p
c’est-a-dire la forme (14), ou
A= srpxix +P1q"‘;1;+ 8"Q‘7= el 4+ 1),
2 2
B=—p'—q =—(1+ ¢,

C=¢erqq —qps + qp, + erpypy = € (r — )’
ou ¢ et ¢, sont les coordonnées du centre S (cf. la note de pied de page 91).
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ne peuvent avoir plus de deux tangentes communes : ce seront les tangentes
communes extérieures, si S1 et S2 ont une seule et méme direction, et ce
seront les tangentes communes inté-
rieures dans le cas contraire (ﬁg 36,
a, b). Notons aussi que le théoréme

énoncé devient faux si on nnnmdére le:

AC® WSin A NS AANTA LS 4

S
...... PR L IR 4 .. L
11l

non orientés ; ainsi sur la figure 37 les
droites w1, wa, wg et wa de fagon évi-
dente ne sont pas tangentes i un seul
cercle.]

D’aprés le théoréme, non seule-

ment les rapports anharmoniques
W(z1. zo. wi. wo). Wlzo. Za. wo. wa)

rr \Hl’ Ha, "1, "a,, rr \Ha, Ho, 'Va’ v o/,

W(zs, z4, ws, wa) et W(zs, z1, wa, W1)
Fia. 35. sont réels, mais aussi le rapport anhar-

monique W(z1, zs, 22, z4) ; il importe de
démontrer que le rapport anharmonique W(w1, ws, wa, wa) est réel (voir plus
haut p. 96). Cette démonstration a été donnée au début du paragraphe 8
(p. 35) ; les raisonnements développés démontrent 3 la fois le théoréme qui
a ¢€té énoncé pages 34-35 et le théoréme qui nous occupe ici.

,.——-—K
/ \
( )| )
</ \ /
Y % %3 4
(a)
f A 4
S .
\_/\_/ N 4 ]
~ X BN, AR,
o\ ?
(6) \
Fi1G. 36. Fic. 37.

Considérons maintenant un cercle arbitraire (unique)
AzZ 4+ Bz— Bz + C =0, (14)

A et C purement imaginaires.
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Prenons un point quelconque L de I’axe o, extérieur & .S ; par ce point passent
deux tangentes z; et zz au cercle S (fig. 38). Notre probléme sera de définir
la valeur du produit :

tgié{o’Zl}-tgé{o’zg}

(cf. § 8, p. 42).

17 /hY
(o)

FiG. 38.

Du fait que les droites z; et z2 sont tangentes au cercle S, elles satisfont
a I’équation (14) :

Az1Z1 + Bzi— Bz1 + C =0 (16)
et
AzsZs + Bza— BZa + C =0, amn



o~
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Mais d’apres la définition de ’argument d’un nombre dual z correspon-
dant & une droite déterminée d’un plan (voir fig. 28, p. 81) Arg z2 = Arg 23,

Arg za = — Arg z;. D’ou il s’ensuit que le produit z1Z2 est un nombre réel :

nza =k, Ziza=k=k. (18)

En multipliant ’équation (16) par zz, et I’équation (17) par z; et en utilisant
les équations (18), on obtient

Akzy + Bziza — Bk + Cza =0 (16"

ot Akze + Bziza — Bk + Cz1 = 0. 17"

Soustrayons (17°) de (16"), nous aurons
Ak(z1 — z3) — C(Z1 — 23

Z1Z2 —-tgL“;’ZU(l + &5) - tg:—t—;—’—z—z—"(l—cs)

¢ L{o,n}tgl_{o,z:a}.

2 2
Ainsi, nous avons
. {0921} 4—{022} 7 C 7 A AN\
tg =k=—. 44)
2 2 A

L’expressive C/A = k s’appelle puissance du cercle S [plus exactement,
puissance de la droite o par rapport a S (1)] ; sa signification géométrique
est donnée par I’équation (44) (ainsi, le produit

tgé{o,n}.tgé{o,m}
2 2

(Y) La valeur de k = C/A dépend non seulement du cercle (14), mais aussi du choix
du syst¢me des coordonnées. 1l est facile cependant de voir que 4 ne dépend que de la
position de 1’axe polaire o et ne dépend pas du choix du pdle O sur cet axe. Car pour
un déplacement le long de o

1
pepn rmpr o =t = |b] -
[voir l1a formule (32) du § 9, p. 85] le cercle (14) devient le cercle
Ap'p'z’z’ + Bp’z’ — Bp’z’ + C = 0,

avec la méme puissance kK = A4/C (car p’p’ = 1).
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ne dépend pas du choix du point L de I’axe o). L’équation (44) a été obtenue
dans ’hypothése ou les tangentes z1 et za du cercle S sont distinctes. Mais
si Lo est un point d’intersection de I’axe o avec le cercle S, par lequel on ne
peut mener qu’une seule tangente zop au cercle (fig. 38, a), et z1 = z2 = zo,
alors le produit

- )
» 20 §

Q;

_ N s

2

Q
Q

s
=1

Z1 } L/(
tg =12 gt

o
N

sera aussi égal & C/A4 : ceci vient de ce qu’on peut considérer la valeur de
/
2

comme la limite de 1’expression
Lf{ozi}y | LA{o z2}
g-———=etg———
2 2
ol z3 et z2 sont les tangentes au cercle S passant par le point mobile de la
droite o qui tend vers Lo. Ainsi, la puissance de la droite o par rapport au
cercle S qui la coupe est égale au carré de la tangente du demi-angle /{o, S},
formé par o et S (puisque par angle ./~ {0, S} entre la droite orientée o et

le cercle orienté S qui la coupe on entend justement aussi 1’angle entre o

et la tangente 3 S & son point d’intersection avec o).
ndiculair

r
Se.

Désignons maintenant par P le pied de la perpendiculaire p abaissée
(= ooy r rrysry r
ez npnsmben N s ansenla Q cave 1o Awnlén - ot DOSOIS fN Y __§fnNn DY __ 1
Uu Wil ¢ uu TCI€ O Sur 1a aroitc o ¢t PLUoLULL 1 vy — 1 Uy 4 ] u
(ces égalités définissent aussi I’orientation de la arone p) et

{021} ={Q,z2}=r (fig. 38);

dans le cas ol o coupe S, désignons par g la droite [Q, Lo], dont 1’orienta-
tion est définie par la condition { Q, Lo } = r (fig. 38 a). On voit facilement

que / {0,20} = 4 {p,q} (comme angles ayant leurs c6tés mutuelle-
r‘naﬁfv\nr nandionlairec) at cae o 2 — Ad/» Par con :’xnnanf
IU“LPUI Pvuunuux A\ j wvL WO /o IP, lj I ul’ 4 a1 wvWw \I ALl
k tgzé{o,z@} tggé{p,q} 1—cosZ {p,q}
2 2 1 + cos 4{ q}
1 d
r r—d
1 d r+d
r
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D’autre part, si 0 ne coupe pas S (fig. 38 b) menons alors par P les
tangentes z et zJ au cercle S; nous désignerons par ¢; et ga les perpendi-
culaires abaissées de Q sur 20 et zJ et orientées de telle sorte que
{Q, M1} ={Q, Mz} =r, (M1 et My étant les points de tangence de z;
et zg avec le cercle S).

Nanc ca cac
p > 4

_{_’{o,zg}=Z_/{p,t_]1},1:{o,zg}=_[_/{p, 2 }

2 P

(comme angles ayant leurs c6tés mutueliement perpendiculaires) et
r
COSL{p, ql} =COSL{p, qz} =2'

Comme de plus il est évident que

0 0
S 0.0 =— /do. 22 m—/-{"’zz}—__mél_’z‘}
L2y =LY 415, o - e
2 2
Nous avons alors
L{ozi} , L{oz2} s/ {021}
k=tg tg = —tg — 22—/
2 2 2
—_pllpa}_ 1—csl{pa}
2 1+cosZ{p,q:}
1 T
B d _r—d
— S—— 1 . r — ) “.
-+ 2 r+d4a
“
Ainsi, dans tous les cas : 4
r v————
k=——. 45)
r+d
D’apres la formule (45), la puissance de la droite o par rapport au cercle S
AN 73 r r rr
oot mnratfitra ar A ~rntima O Lanla A »Len at o~ aat tneernntan A C© 1vfRevia a ~ Aot
ol PUDIL].VU o1l U UUUPU L.), Uscuc A LV1VU D1 U LDL la]JEU v a L), JIRLIRRIC O1 U LOL
anti tangente & S (c’est-a-dire si la droite o0; est tangente a S, et ii

dernier cas la puissance de o par rapport a S est égale a

o 0
——tgzé—{f——-——l’zz—} o L{z,za}=¢

4

st I’angle sous lequel est vu le cercle S du pied P de la perpendiculaire
baissée de @ sur o.

o
o
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La notion de puissance d’un point par rapport & un cercle permet de
donner une signification géométrique aux cas ou les coefficients 4 ou C de
I’équation (14) du cercle S deviennent nuls. Si C = 0, 4 7% 0, alors la puis-
sance (45) de la droite o par rapport 4 S est égale a zéro et, par conséquent,
o est tangente 3 S. Si 4 =0, C % 0, alors la puissance de o par rapport

a S tend vers infini, c’est-3-dire que o est antitangente 4 S. Enfin les éga-
154La A __ V' N civemifinct ~svo A ot A 1o £Aln dnecavnsmta adb nsdidbnsamcnsada X O
Hed A — U — VU 515 1C1IL quc U OOl a ia 1V La.ugc 1C Cl dllLlLdllsUlIlc a v,

c’est-a-dire que la droite o, de méme que la droite o1 de direction opposée,
sont tangentes a .S; mais cela n’est possible que dans le cas ou S est un point
de la droite o [cf. la condition (43) pour que 1’équation (14) corresponde a
une droite]. Définissons maintenant la puissance k de la droite w (de direc-
tion arbitraire) par rapport au cercle S (orienté) comme le produit :

é{w,zl_}_ L{w,Zz}

L L

ou z; et zz sont les deux tangentes (prises dans un ordre indifférent) au
cercle S, qui se coupent au point L de la droite w (fig. 39). De ce qui a été
dit plus haut, il s’ensuit que si w coupe S la puissance de w par rapport a S
est égale a :

gz/{w,S}

n ar
v

\
\—ﬂ
w

3

-

-y
(¢]
Pk

noia
1.51.\.4 L
1 o A ~d

b o
par
2 {w, zo} entre w et la tarlgerlte

A ]

’Intersection de w avec S;
e

4
si d est la distance (positive ou négative) du centre S 3 w, tandis que r est
le rayon (positif ou négatif) de S, la puissance de w par rapport a S est
égale a
r—d
r+d

En particulier, la puissance de w par rapport & S est positive si w coupe S;
négative si w ne coupe pas S; égale & zéro si w est tangente a S; elle tend
vers 1’infini si w est antitangente 3 S.

Calculons la puissance de la droite arbitraire w (oi w est un certain
nombre dual :

w——tg - (1-|-es)

YAGLOM. — Nombres complexes. 8
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par rapport au cercle (14). Notons que si on introduit un nouveau systéme
de « coordonnées duales » des droites (1)
z=21=%,6 - Ztw (46)
wz + 1 —wZ + 1

le r6le de 1’axe o de ce systtme de coordonnées sera alors rempli par notre
droite w (car de Z = 0 il s’ensuit que z = w). L’équation du cercle (14)

b}
dans le nouveau systeme de coordonnées prendra la formp

y Z4+w Z+
—wZ + 1 —wZ

+ | =
|
3
N
_|_
|
T
N
+

ou

(4 — Bw + B# + CWwW)ZZ + [(4 — C)w + B + BwwlZ —
— (C— Aw + B + BwW]Z + (AwWw + Bw— Bw + C) =0.

et comme la droite w est I’axe du nouveau systéme de coordonnées, Ia

puissance de la droite w par rapport au cercle (14) est égale a

Aww + Bw — Bw + C

k= — T e @7
A — Bw + Bw + Cww
FTArne 1o ssrigann~n Aa 1%2%ava A sans wasese~e avy mownla £1A\ Aaqé Loaala XA N AN
[jval la pumbaubc ac 1'axc o Pal laPPUIL au 1VIC \I“I') ool Us IV a b//‘l]
Remarquons encore que d’aprés la formule (47) on a aussi
L 1 (A Murs LD DT L (0 A
K 1_\4 COWW T 2cDW LDW T \C 4) (47 a)

k+1 4+ C)ww + 1)

(*) La droite z’ a laquelle correspond dans le nouveau systéme de coordonnées le
nombre dual z est obtenue a partir de la droite z, 4 laquelle correspond ce méme nombre
dans ’ancien systéme de coordonnées par un déplacement

z4+w
z2' = = 1? (*)
— wz + 1

qui représente un transfert paralléle z, = z(1 — &s) le long de o sur une distance — s,
accompagné d’une rotation

2'1'{"tg';'g

Zy =

autour de O d’un angle @ et encore d’un transfert parallele z’ = z4(1 4+ es) dans la
direction de o, mais maintenant sur une distance + s. On dit aussi quelquefois que le
systéme de coordonnées Z est obtenu a partir du systéme de coordonnées z par déplace-
ment *,
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on voit d’emblée d’aprés (47) par exemple que toutes les droites w de puis-
sance donnée k par rapport au cercle déterminé (14) satisfont a I’équation

Aww + Bw — Bw + C
A — Bw + Bw + Cww

—k

ou

7 o A \ Dy, A n .
(A—kCww + (k+ DBw—(k + DBw 4 (C—kA) =0,

c’est-2-dire sont tangentes a un certain cercle (et de plus, comme il est facile
de le voir, ce cercle est concentrique au cercle initial).

S
7\ , .
/ \ /[ 9
V ) [~ T
| A2 /4 \
20
LIA w L . w
4% =
(a) (h)

V7 )

Fi1G. 39.

Considérons ensuite deux cercles S; et Sz d’équations
Aww + Biw— Biw + C1 =0 et Asww + Baw — Baw + Cs =0,

pour simplifier les calcul

sommes des coeflicients extrémes sont semblab

w

nous considéreron:
AAN VD A AAJALAGEWA VW

A1+ Ci = A2+ C:

T1a mAamealacn wfal A2 AA~seria
1C 11V1l1V1C 1001 LlU.l L«UU.V]UH.L}

s r\n:

(si la derniére condition n’est pas remplie, on peut toujours la réaliser en
multipliant une des équati par

O1is
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Il résulte de la formule (47 a) que foutes les droites w, dont les puissances
par rapport a S1 et Sg sont égales satisfont & 1’équation

(41 — C)ww + 2Biw — 2B1w + (Ci—41)
(41 + C)(wiw + 1) B
(A2 — C2)ww + 2Baw — 2Baw + (C3s — As)
(A2 + Ca)(ww + 1)

w
5
/4
2 S
s
X N~_2_ \[\] V]
. H +—><= \\ \| 7/ /
S\ VD ’\FL‘._’_/
V \ \
&, (a. (b)
Fi1G. 40.
ou (notons qu’en vertu de notre convention Al Az = — (C1 — (o),
C’eSt=é=dire (1.4.1 112} —_ (\/1 - VZ) = 2(111 ) o
(A1 — Az)w_ %— (Bi — Bz)‘y‘v‘ S (}:51 —_— UBZ)V-;/ — (Ai _— Az) = 0,

c’est-a-dire que toutes ces droites passent par un point Q [cf. I’équation (140)
du point, p. 92].
Si les cercles S1 et Sz ont deux tangentes communes, Q coincide alors

avec ICUI pOlIll, U lI]LCIbCLLlOI] [pUlqu.C ICb UCUX tdngcmcb OIlL d. ld. lOlb pdl'
rapport & S et par rapport & Se une puissance nulle (voir la figure 40 a)].
Dans le cas général le point Q est caractérisé par le fait que toutes les droites

passant par lui coupent S1 et Sz sous un seul et méme angle (dont le carré

de la demi-tangente est égal & la puissance de cette droite par rapport
a S1 et Sg). Le point Q s’appelle centre de similitude de S; et de Sq (fig. 40) (1).

(®) Il est facile de s’assurer que le point est le centre de la transformation centrale de
similitude (homothétie), qui transfert S; en S, ; le coefficient de cette transformation
est égal au rapport r,/r; des rayons des cercles( cf. I. M. YAGLoM, Transformations géo-
métriques, 1. M., 1955, § 1, ch. 1, 2¢ partie).
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[§ 10] INTERPRETATION GEOMETRIQUE
Considérons enfin trois cercles S1, Sz et S3 d’équations
A12Z 4 Biz — Biz 4 C1 =0,
AszZ + Baz — Bo7 + C2 =0,
AszZ + Bsz — Bsz + Cs =0,
de plus, comme précédemment, nous considérerons que
A1 + C1 = A2 + Cs = A3 + Cs.

Les centres de similitude des cercles S1, Sz et Ss pris deux & deux seront
caractérisés par les équations

(A1 — A2)ww + (B1 — B2)w — (B1 — Ba)w — A1 — A2) = 0,
(A1 — A)ww + (B1 — Ba)w — (B1 — Ba)w — (41 — A3) =0,
A3s) =0

Ces équations montrent que la droite qui passe par les deux premiers centres
de similitude, passe aussi par le troisiéme (car la derniére des trois équations
écrites est la différence des deux

premiéres, et toute droite w qui ¢ J/

caticfait any denny nremisaree damna-

VA VAUJAWRAY (S A% Vs N W LA tll WALAAWA VU V\l LA / ‘(2'

VR RSN SRy R I PPN U DI R .

L1011S AO1l INCVILADICILCIIL 14 SdlISialle //

aussi). Ainsi, nous savons que les S/

centres de similitude des trois cercles e~ v -

S1, S et Ss sont sur une méme [

droite q. Cette droite s’appelle axe (S

de similitude des trois cercles Si, :

Sa et S3 (fig. 41). »
Tournons-nous a nouveau vers la N

PP SISV (Y | o __

Eh A1l
LI, *ri1.

quatre droites z1, 2z, zs et z4. Il est
clair que si ces droites ou certaines de
ces droites sont déplacées le rapport anharmonique W sera changé; de plus
d’aprés la définition du rapport anharmonique W, W se change en son
inverse lors du changement de I’ordre des deux premiers ou des deux derniers
points, ne change pas de valeur quand la premiére et la deuxiéme paire de
points s’échangent; se change en I'unité moins la valeur z'nitiale quand le

TN e Y e __eN___ e, r ¥ ____ ___. ¥ _____ __1___ [.£ ~TA\
aeuxieme €l le troisieme point ecnangent ieur piace (Cl. p us aut s P 14).
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D’ol, exactement comme précédemment, on peut conclure que pour tous les

déplacements possibles des quatre points on a en tout six valeurs différentes

de leur rapport anharmonique

As A].:}" A2=1—A, A3=—1—, A4=A—1’ A5=___A___
A 1—2A A A—1

[cf. les formules (26), p. 73]. Ainsi, & chaque « quadrilatére» Zzi1zszszs
(c est-a-dire ’ensemble des quatre droites zi, za, zg et z4 — « cOtés » du

ey RRAUVIARS Ly &4y 0 YR &5 7 W UL A

« quadrilatére ») correspond un « hexagone » determmé, formé par les six
droites (par six nombres duals) A, A1, Az, Ag, A4 et A5 (D).

Ftudions le cas ou 1’hexagone AAjAaAsAsds dégénérera, c’est-a-dire aura
moins de six « c6tés ». Il nous faut pour cela trouver dans quelles conditions
le nombre (dual) A sera égal 3 un des cinq nombres suivants :

L___l Yo 1) ) PR 1 y _A—1 At Y. — A
IN] — ’ N2 — 1 ", nNg — 9 ng — Vi ny — L
) 1 ) 1\ 3 1
n i n N N 1
Nous savons déja, que I’égalité A = A; donne A = — 1 (notons que
21— 23 Z1—
W(z1, z2, 23, za) = ;ﬁ 1,

Z2— 23 22—24

o Taa Aemitae o o m ot o cmod A Lrn mtna Jnie & Aaviewle 19Lan1i6Z Y __ )
Ol 1G> UIOULOd 41, £2, £3 UL £4 dUILL UlLIC IUIILU UCUA a UCUA), 1 2410 A — A2
donne A = 1/2 et Ay = ——1 de I’égalité A = A5 il s’ensuit que A = 2 et
A2 = — 1 (rappelons que 1’égalité

21— 23 21— 24
A= : =0

Z2—23 22—24

est impossible si les droites zi1, z2, z3 et z4 sont toutes différentes); enfin de

I’égalité A = Ag et A = A5 il s’ensuit que A2— A + 1 = 0 (cf. p. 70-72).
}V‘ 010 lan\\niﬁnn )2 ) 1 1 —_— N nlact wnane onlihla Aane 1a AAamanina Aaa

AAld 1 U\i altivii N\ j & VUV 11 VoL PCI.D DUILUVIV JUdlld 1v uviliialit (S LR ]
nombres duals (cf. plus haut, p. 71) : en effet, si A = a + bc (ol a et b sont

réels), alors

D Y B
AN I\T

et alors la « partie réelle » a2 —a + 1 du dernier nombre n’est pas égale
a zéro quel que soit a (réel !).

(1) Cet hexagone est entiérement défini par un seul de ses « cdtés ) A.
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Ainsi, le seul cas ou le rapport anharmonique W de quatre droites
(distinctes) prend moins des six valeurs possibles par échange des droites
est le cas ol les droites désignées par z1, z2, z3 et z4 satisfont a la condition (27)

W(z1, z3, z3, z4) = — 1. 27)
. dewnltn cdawmmalls mizatizne ambaneanniamas 1o ~aredeilatden
\/U Llud.l.LIU.l UcC Ul1VUILWww > pPCLlU qu tuul aliludiinviiguc, 1v yuadliiaivi e
formé par ces droites s’appelle quadrilatére harmonique (fig. 42). Comme
2
2
d V‘T/ z g
21
\ |/ NS\ | /5
- NG AN 4
/I\ I I~
/| \ N
711 N\ Ve ~

Fi1G. 42.

le rapport anharmonique des quatre « cotés » d’un quadrilatére harmo-
nique est réel, on peut ’inscrire autour d’un cercle. D’autre part,

o T L 1 110wl 21

z

[
N

N

| wwrs l |Zl Z4
| wizi, Z2, Z3, Z4)| = |' .
1<

— |
3'
l

m
N

PL__ (o P8 (P ., P4
_tg2 tgz_tg2 tg 5
Pz P8 P2 P
tg tg2 tg2 tg2

2
PrL—@3 . P1— @4
— sl -

Si‘
~ ~N
—— L ) L
P2— @3 . p2— P4
Slﬂ- Sn .
2 2

pr=-1{z,0}, @2=.L{zs0}, etc.

(On utilise ici la formule
tg « — tg B = sin (a« — B)/cos a cos B).
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Et puisque

pr—ps=L{z,0}—L{z0}=L{z,23},
pr—ps={z1,0}—L{z50} = {z1,24}, etc.

I’égalité | W(z, 2, z3, z4)| = 1 peut s’écrire aussi :

/{21,23} /{21,24}

2 2
. L {zszs} . L {zze}
s sSin
2 2
O'II
. {21,23, .,4{22,24} . 4{22,23} . _/__{21_,24}
sin + Sin = S1n S —mm——— .
2 2 2 2

Ainsi, le produit des sinus de la moitié des angles opposés d’un quadrilatére

harmonique z1z2z3z4 (par angles du quadrilatére en entend les angles orientés
/ {z1, zs}, / {z1, z4a}, etc.) sont égaux entre eux. On comprend facilement
que ces deux derniéres conditions caractérisent entierement un quadrilatére
harmonique; c’est pourquoi le carré peut servir d’exemple de quadrila-

1 ALT 4 9
tere harmonique (ses cOtés étant orientés de telle fagon qu’ils soient tous tan-
cornte & s catsY mgeala A T o o oo oo Al N\
gCI1Ls a ull SCul CCICIC Aont 1C CONuue st au CCnuc au c4aric).
r 1
A ’ . b
Le role de ’hexagone AAjAzA3A4A5 correspondant au quadrilatére harmo-

nique z1z2z3z4 est joué par le trio des droites —1, 2 et 1/2 concourantes au
pble O du systéme des coordonnées (voir la méme, fig. 42).

§ 11**, CORRESPONDANCE
DES NOMBRES COMPLEXES ORDINAIRES ET DES POINTS
D’UN PLAN DE LOBATCHEWSKY

On connajt bien la représentation des points d’un plan de Lobatchewsky
3

sur des points & P’intérieur d’un cercle unitaire, par laquelle les droites du
plan de Lobatchewsky sont représentées par des diameétres du cercle et par
des arcs de cercles orthogonaux a la circonférence 2'(1) qui limite notre

() Voir par exemple : I. M. YAGLOM, Transformations géométriques, 11, M., 1956,
annexe du chapitre II, 3¢ partie.
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cercle; cette représentation fut étudiée pour la premiére fois par 1’éminent
mathématicien et physicien frangais Henri Poincaré (1854-1912) et elle
porte d’aprés son nom l’appellation de « modele de Poincaré » d’un plan
de Lobatchewsky. '

suivante : & un point du plan de Lobatchewsky de coordonnées polaires (r, ¢)
on associe un nombre complexe

z =th -;- (cos @ + isin @) (48)

est représenté par les point du plan de Lobatchewsky de coordonnées
polaires (r, ¢), ou r = 2 Arg th p, c’est-a-dire th /2 = p. Ainsi tout le plan
de Lobatchewsky est représenté par 1’ensemble des nombres z tels que
|z|2 = zZ < 1, c’est-3-dire par I’ensemble des points du cercle unitaire
(cf. § 7).

Afin d’étendre la correspondance entre les nombres complexes ordinaires
leg

¢ laec nomhrec comnlexee an
1 AW AANS S lut’ AN o AA

ARANV A WY W l‘VU,

au § 9 pour la représentation de droites eucli- 5B
diennes par les nombres duals. Nous convien- /

drons notamment de considérer tous les points A ~~~<

g

du plan de Lobatchewsky comme étant orientés, S~ B
c’est-3-dire munis d’indication d’une direction ™
définie de circulation autour de ce point, prise Fic. 43.

ositive; sur les dessins I
st-a-dire son sens de

une petite fleche courbe (fig. 43). De plus la distance d = (4, B) entre les

deux points orientés 4 et B du plan de Lobatchewsky nous ne la considé-

rerons égale & la longueur (non euclidienne) r du segment 4B que dans le

cas ou les sens positifs de rotation autour de 4 et de B coincident; dans

O A cmtm e 1

() Voir par exemple A. I. MARKOUCHEVITCH, Eléments d’une théorie des fonctions
analytiques, M., 1944, § 4, chap. V.



112 LES NOMBRES COMPLEXES [cH. 1]

le cas d’orientations différentes des points 4 et B (fig. 43) nous admettrons
que la distance entre ces points est complexe — elle est égale a r + in.
Dans ce cas, en accord avec (48), & deux points orientés A et 4; d’un plan
de Lobatchewsky de coordonnées polaires (r, ¢), ne différant que par la
direction, correspondront les nombres complexes

et

z1 =th (cos @ + 1 sin @)

(STl

= coth :;- (cos @ + isin @) = 1/z.

points correspondants du plan complexe, sont « symétriques » par
ur un méme rayon issu de 1’ori-

S
rapport ‘au cercle z7 = 1; ; ces points s .on.t S
gme des coordonnées O; de plus (O, z1) = 1/(0, 2),
A . . e

z -~z ou (0,2 et (0,z1) sont les distances euclidiennes du

point O aux points z et z1.
Nous aurons encore 1’occasion de nous arréter de

\ / fagon détaillée sur la notio

N cercle (inversion). Sur la ﬁgure 44 le nombre complexe z

FiG. 44. correspond au point A, orient¢ comme le pdle O du
systeme de coordonnées polaires, et le nombre z;, au

Vv Pvwaily N A vv“.“.v' va.w‘-vu Ve aV asavadavaw

point A1, qui ne différe de 4 que par son orientation (I’orientation de A1 est
I’opposée de ’orientation de O). Il est clair, qu’a I’axe O et & « ’antiplle »
01 (point ne se distinguant de O que par son orientation) correspondront les
nombres O et c0. Si on convient encore d’appeler les points du cercle zZ = 1

~lee Ass ~AANA s e AL we Tatanla A A
\d.UbUlu. au modacie ac fUlllbdlC} PUlllLb llll.lUllllllllClll UlUlglle au Pld.ll uc

LobatcnewsKy (1) et d’estimer que pour ces pomts ie rayon vecteur r = 00,

nous obtenons une correspondance biunivoque entre tous les points (en
incluant les points orientés et infiniment éloignés) duvnlandel .obatchwesky

AAWAICIAY AWiS ALV VALVIANWO VI JARALLARAAAVIALRY WiAViDAAVS) pAateas Sed N WSO AR T W id K

et tous les nombres complexes ordinaires (au nombre desquels on compte
aussi le nombre 00).

l..

- sersam P> % b ]

nac b_ylucuxc par rapport au

' (*) Notons que les points indéfiniment éloignés du plan de Lobatchewsky n’ont pas
d’orientation ; on peut illustrer de fagon concréte et évidente ce fait en notant qu’autour
d’un tel point on ne peut décrire un cercle dont la direction de rotation donnerait I’orien-
tation du point.
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Ainsi on peut interpréter géométriquement les nombres complexes ordi-
naires non seulement comme des points d’une surface ordinaire (euclidienne),
mais aussi comme des points orientés d’un plan de Lobatchewsky. De plus,
comme précédemment, aux nombres réels correspondent les points de

I’axe polaire o; aux nombres opposés z et — z correspondent les points
svm&fnnnpc nar rannart a1t nAla ) at any namhrec canimionde 7 at 5 cnrrac.
Julvu.xb_luvo tl“l. luytlvl.l- “wWl tl\.ll\l v, Wi QAUN 11IVIIAUVLWVYO WUV 1A ueuvo e WL L WUILAWVD

pondent les points syrné‘ qiie 2 fapport a ’axe polaire o (cf. plus h

par
que par leur orientation, correspondent 1
que z1 = 1/Z. Ainsi les égalités

- 1
z'=—z(@, zZ'=z@®d) et z'=-(c) (49)

z
r“-‘:ﬁcn “ r‘g-\o\n ]A “ " f’f\ T ALn‘-nLAvvvnl" 119 A ~w mr'\‘-ol ~ - e s sawa s and Vs h b1
UUILLLIDDdVIIL Ualld IV P all uUv LUvaluviivwony ullv o AVLL1C Pd.l i1a PUJ.L au
point O, une symétrie par rapport a la droite o et une réorientation (un

la ne r
changement de ’orientation de chaque point en son opposée).
Un déplacement arbitraire du plan de Lobatchewsk

de ces formules (?) :

g_prrte 0, P2t 4

9z +p 9z + p

’ , # 0. (50)

La distance dp du p6le O du systeme de coordonnées au point z est
définie, en vertu de (48), par la formule

do ado -
th —=|z th — =2z
L
d’ou, en utilisant (50) nous obtenons facilement 1’expression de la distance
(- 7o) antra nlimnarta nnale deanvy nainte 7. at o
u\bl, 4 } Viliiv 11 uu.yux (3% H.UUID uwvua yUluLD ] WU L
sed (22— z1)(z2 — Z1)
n2d_ X ) 51)
2 (1 ——2120\(1 — ;1’70\
\ L al\‘- H.LHAI

I’angle & entre deux droites, concourantes au pdle O et passant par les points
z3 et z3, en vertu de cette méme formule (48) s’exprime par la méme rela-

() Cf. A. I. MARKOUCHEVITCH, Eléments d’une théorie des fonctions analytiques,
M., 1944, p. 513.
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tion (7) que dans le cas d’un plan euclidien. En utilisant (50) on peut obtenir
P’expression suivante pour I’angle (orienté)

8 = £ {[zoz1], [z022] }

entre les droites (orientées) [zozi[ et zoza[ (1) :

é;Af

£ AL

oQ

En vertu de (52) pour que trois points zo, z1 et zo soient sur une méme
droite il faut que le rapport

zZo—z2 1 —ZgZo

nn—zs’ l-——-2221

soit réel. 11 est facile d’obtenir maintenant 1’équation de la droite non-
euclidienne de la géométrie de Lobatchewsky :

n e

4 = n_ ;_ ] y] £\
AzZ +~ Pz — DZ + A = U, (33)

A imaginaire pur (cf. plus haut, p. 31-32 et 92 ; par droite nous entendons
I’ensemble de tous les points orientés appartenant & une droite donnée) (2).

On sait que les cycles de la géométrie de Lobatchewsky, c’est-a-dire les
cercles, les lignes limites (horicycles) et les équidistantes (hypercycleS' au

Lol amdac P IR | PP e mdhme: mmemcs ALl o

uumurc qu cqu1u1uauwb on COIIpLe aussl lt:b HEILCS UIUILCb bUllblUCICCb
comme cas limite de 1’équidistante) sont représentées par des cercles et des
lignes droites du plan de la variable complexe (3).

11 convient de préciser un peu cette affirmation en nréci omment

ALV AN ALG tl‘. WN/AIWA t’ WWLELY SSALLL AAAGH VAN AA WiA tl]. w - ALALLAY

on doit comprendre le mot « cycle » en tenant compte de ce q ue les points
d’un plan de Lobatchewsky sont considérés comme orientés. Il est naturel
de penser ici que les cycles sont aussi orientés, de plus il convient de consi-
dérer le point A comme appartenant au cycle orienté S, si le sens de rotation

autour ut: A est IC SCIIS UC I'OI.d.LlOIl IOIb uu ucpmwmcnt par IdppUIL au
cycle (voir la figure schématique 45, a, ou le point 4 appartient au cycle S,

( ) Cette formule ne coincide pas, bien entenau, avec ia formuie (8) du § 7, en aeplt
du fait que « 1 angle non euclidien » entre deux courbes sur le modéle de Poincaré est
représenté par l’angle ordinaire (euclidien) : c’est que la « droite non euclidienne »
[zoz,] (du point de vue de la géométrie d’Euclide, — c’est le cercle orthogonal ') est
différente de la droite ordinaire (euclidienne) [z,z,].

(*) L’équation (53) peut aussi se déduire du fait que chaque droite d’un plan de
Lobatchewsky peut par un déplacement (50) étre transformé en axe polaire o dont
I’équation a la forme z —Z = 0.

(®) Cf. par exemple les livres cités plus haut de A. I. MARKOUCHEVITCH €t

I. M. YAaGgLOM.
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tandis que le point B n’est pas considéré comme lui appartenant. Ensuite,
par équidistante (orientée) de base PQ nous penserons lieu géométrique
des points situés 4 une distance constante 4 de la droite PQ et des deux c6tés
de cette droite; avec cela les points des branches inférieure et supérieure
de l’éuuidistante doivent étre orientés différemment (ﬁg. 45 b) @.
orientées, comme dans le paragraphe 9 nous avions consiucf
comme non orientés (2) ; enfin nous

compterons aussi parmi les cycles le . BB
« cercle infiniment éloigné » (absolu) 2| B &
S : : S A
lui aussi non orienté. L’ensemble de tous
les cycles (orientés) du plan de Lobat- (@)
chewsky coincidera exactement avec R
l nncnmkl de tone lae cerclec et droitec . M‘b -
W1IAOWALLA UL \;I\I LWV Wuo .IVL) VVAV&\;O wi :I-L‘:IILUU /fy’f w\
(111 plan ae 1a le'laf) CO mpl-xe (-I . €n — v ot G . — — S—— — - o . — -
particulier, fig. 46, sur laquelle sont §~~o—_ -
=TT
représentées la droite dans le plan de =
Lobatchewsky et 1’équidistante S pour (b)
laquelle cette droite sert de base).
Ceci permet d’utiliser ici les résultats ~S-5-5—9-5—
du § 7. En rappelant, en particulier, la (c)
canditinn A’annartenanca dac quatre

condition d’appartenance des q
points d’un plan complexe & un seu
cercle (p. 32-33), nous conclurons en

disant que la condition d’appartenance de quatre points donnés (orientés) zo,
z1, 23 et z3 d’un plan de Lobatcheswky a un seul cycle (orienté) est la réalité
du rapport anharmonique

W(zo, z1, z2, z3) =

.—-a

20— 22 Z0— 23

Z1—Zz2 21— Z3
de ces points.

(*) De méme que nous considérons la droite comme un cas limite de 1’équidistante,
auquel nous parvenons quand A tend vers zéro, il convient de considérer les points de la
droite comme des points doubles en attribuant & chacun d’eux les deux orientations
possibles (cf. fig. 45, b et c) ; ceci signifie que sur ie plan de la variable complexe la
droite est représentée par un cercle parfait orthogonal a ’absolu 2 (cercle zz = 1).

(*) La notion de cycle orienté a été introduite afin de fixer I’orientation des points
appartenant a ce cycle : la direction des fleéches, sur 1’arc qui entoure le point, menées
A partir du c6té convexe du cycle doit coincider avec la direction du cycle (fig. 45, a).
Cependant, comme la droite n’est absolument pas convexe, nous ne pouvons pas dis-
tinguer la direction des points qui lui appartiennent (cf. fig. 45, ¢); c’est pourquoi on
est amené a considérer les droites comme étant non orientées et tous leurs points comme
étant des points doubles.
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D’ou il s’ensuit enfin que I’équation de tout cycle d’un plan de Lobat-
chewsky peut s’écrire sous la forme :

Azz + Bz— Bz + C =0, (54)

A et C purement imaginaires.

L’équation (14) correspondra a un cercle, une ligne limite ou une équi-
distante suivant que le cercle (14) du

I‘ﬂ Iﬂ A 945 % o4 ﬂk‘ﬂ I\I\M“‘A"ﬂ MAAIPN n

UL 1a valiiauviv UUluPl. AV A a v

’

ou 2 points d’intersection avec le
cercle zZ = 1 (absolu), c’est-a-dire
dépendra du nombre de solutions du

[ ‘. .
/’,S/f"’\@\‘\\ systéme d’équations
o 3 27 =1 Bz—Bz=—A—C.

Re— N4 D

- _ N Yt nnAtia nhtanAnmag anma maina laa

/ * N \. ® __% 17 UU 1L1lVUD VUULWWILIVILD dal Pclllc 1vO
SV 4 ~ 4 1

/N S~ \ résultats suivants :

\’_/ Le cycle (14) est un cercle si :

AC + BB > 0,

\\ /‘/ (au nombre des cercles on compte
. / aussi le cercle infiniment éloigné 2) ;
AN r'd Le cycle (14) est une ligne limite si
\\// AC + BB > 0,
. 46. 2 =
FiG. 46 (A+C)F +4BB=0; (54b)
Le cycle (14) est une équidistante si
AC+BB>0, (A4+C)+4BB>0 (54 ¢)
PSS RV DY AL, . IS ISR I PR SIPUNPRPIE. SNy IRy & BN
(au nouvIcC Acs cquidistanics on compie daussit 1€S HENCS Aroies (*)
Nous avions déja vu que I’équation (14) représente une droite dans le cas
ol

A—C=0. (55)

() Si AC+ BB = 0 alors I’équation (14) représente un point unique; si
AC + BB < 0 aucun des points du plan de Lobatchewsky ne satisfait & 1’équation (14).
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On peut déduire de ce qui a été dit la démonstration de nombreux théorémes
de la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky. Ainsi, par exemple, exac-
tement comme aux pages 34-35 on démontre que si S1, S2, Ss, S4 sont quatre
cycles (orientés) d’un plan de Lobatchewsky, et que de plus les cycles S1 et
Sa se coupent aux points (orientés) ziet wi :les cycles S2 et S3 aux points z2

et w2, leb C)’CIGS 02 et 03 aux pOlIlIS zZ3 et w3, ICS pOlIllS D4 et 01 aux pO]Il[b Z4 et
w4 et si les points (orientés) z1, z2, z3 et z4 appartiennent a un seui cycle (orienté),
alors les points w1, wa, ws et ws appartiennent aux aussi a un seul cycle (1).

D’autres exemples de ce genre pourront étre trouvés par le lecteur.

Signalons encore que par « modéle de Poincaré » de la géométrie plane de
Lobatchewsky on entend souvent
une représentation du plan de
Lobatchewsky un peu différente
de celle utilisée plus haut.

On appelle notamment « points » / 0

d’un plan de Lobatchewsky tous

-
-

oy
LY -
N
-

~_1
7

»J
s o

oy ! ' !
. o Ty s gl i
les points de n’importe quelle PNND A i/ AN AN
- - 4
demi-surface, sans les points de EN! N A > S o
. [ . . ‘ i ")"‘4-}‘ { :
la liomne A1 limita ratta Aami_cnr. H Saa Pt g | !
ACe Lxsu.v \1\-&! ARALLAL VW WWLVW U\Illll WL i : = a we ' : : : :
]

face, et par « droites » on entend
les rayons et demi-cercles perpen- FiG. 47.
diculaires 3 o (autrement dit les
rayons perpendiculaires a o et les demi-cercles de centre o ; voir fig 47) (2). La
« distance non euclidienne » entre deux points de « coordonnees complexes »

z1 = x1 + iy1 et za = x2 + iy2 (ou y1 > 0, y2 > 0, puisque les points du demi-
nlan cundrienr v ~ N innent ic1 le rAle « dec nainte » d’1in nlan de T ahatrhew.
lel ouyvx.l.vul J - Jvuvub AWA AW A ViV \\ WWwU vax&ba /7 Wb WiA yl“ll W AIN VRV WAAWYY
alres) Ané ALLBinin sanese 1o LAavinazsla o

SKY) €3t Giii€ par 1a 1orimiuic

d_ (z2—z1)(z2—121) ,
5= ; (56)

(z2 — z1)(z2 — z1)

« ’angle non euclidien » entre deux droites est mesuré par 1’angle euclidien

entre les cercles qui représentent ces droites (ou par la droite et le cercle).
Convenons amten;mt comme nous 1’avons fait aunaravant. de considérer

SSas an s et

su'

.
mifa A nnMNa anr
w UiV O

Arsar ammtamndon o AL encnd e anmoe Jaccee andlaie dacer cmmtinds = ab 5 Aee alace A 1a
UCUA POULLIWL 11 Ullilidl I. Juv pail lCl..ll. UUULUULI., UCUA PULUW £ Ul 4 UU pPiall Uv 1
19 e 11

variable compiexe, syméiriques par rapport a i’axe o. Si, de plus, on appelie
les points de la droite o (absolu du modéle de Poincaré étudié sur la demi-sur-

(1) Notons d’ailleurs que ce théoréme découle automatiquement du théoréme
démontré p. 34 -35 du fait que les cycles de 1a géométrie non euclidienne de Lobatchewsky
sont représentés par les cercles du plan euclidien.

(®») Voir, par exemple B. V. Kourouzov, Géométrie de Lobatchewsky et éléments
fondamentaux de géométrie, M., 1950, § 45.



[am—y
[am—y

8 LES NOMBRES COMPLEXES [cH. 1]

face) « points infiniment éloignés » du plan de Lobatchewsky (les points n’ont
pas d’orientation), nous obtiendrons alors de nouveau la représentation de
tout le plan de la variable complexe (tout ’ensemble des nombres complexes)
par I’ensemble des points (orientés et indéfiniment éloignés) des points d’un plan
de Lobatchewsky. En prenant, comme plus haut une convention d’orientation

..... VISR PR SV Y G- N 4 ae mermlac £fmeelao POy

des cycles et d’appartenance des points (orientés) & des cycles {orientés), nous
établirons de pius que ’ensemblie de tous les cyles d’une surface de Lobatchewsky
est représenté par I’ensemble des droites et des cercles de la surface de la variable
complexe. D’ou il s’ensuit que, comme précéddemment, /a condition d’appar-
tenance de quatre points (orientés) z1, z2, z3 et z4 a un seul cycle est la réalité
du rapport anharmonique

Z1—2Z3 Z1— Z4

Ze—Z3 Z2— Z4

W(z1, z2, z3, z4) =

de ces quatre points et que I’équation du cycle (orienté) a la forme qui nous est

;n NANNNIIA *
t€rn LUt . -

O

(14)
\17)

A et C purement imaginaires.

Et comme le cycle (14) est une équidistante, une ligne limite ou un cercle sui-
vant qu’il a deux, un ou aucun point commun avec 1’absolu z—Zz = 0 (axe
des nombres réels o), nous obtenons alors facilement les résultats suivants :

Le cycle (14) est un cercle pour
(B— B) —44C > 0,
une ligne limite pour 5

£ ™ ;\ A 47 rat
(B—B) —44AC =10

7 W :\2 'l 4 o~
(B— B)  —4A4C > 0.

On vérifie aussi facilement que le cycle (14) est une ligne droite dans le seul cas

ou -

Enfin, notons que les déplacements d’une surface de Lobatchewsky s’écri-
vent, dans leur représentation par les points de coordonnées complexes consi-
ALnla 22 Aa 1o Lrhnnnse csrternsada o
UCiod IVl, UV 1a 1dyUll dulvalilv .

.
ezt h Y ad—bc> 0
Z = ——, ou ad — bc > 0,
cz+d
et S (58)
,_az+b . :
z = ——, ou ad —bc < 0;
cz +d




§ 12] INTERPRETATION GEOMETRIQUE 119

Nous nous attarderons 3 nouveau plus loin sur la question du lien entre
deux « modeles de Poincaré » différents d’une surface de Lobatchewsky [de
deux représentations d’une surface de Lobatchewsky sur le plan de la variable
complexe (voir § 17, p. 185)].

§ 12**, NOMBRES DOUBLES ET ROITES ORIENTEES

De fagon tout a fait analogue a ce qui a été fait au paragraphe 9 de ce
chapitre, on peut associer aux droites orientées d’une surface de Lobat-
chewsky les nombres doubles. Et notamment, nous introduirons, comme
dans le paragraphe 9, un systéme

. 1 ”m

polaire de: coordonnées pour les 2 ~—_ P

droites et nous attribuerons a N ;

»haque droite orientée / coupant ,a/\\ é Ed "
’ —_~ 0 K {

I’axe polaire o, ayant les coordon- < Qe — s e i~

nées polaires 0, s, le nombre double - (a) ~ ¢ ( b}l

0
z=1g 5 (chs 4 eshs), (59) F1G. 48.

et & la droite m qui diverge de o, dirigée du méme cdté que o de la perpendi-
culaire PQ, le nombre:

N
Il
:“
AR W
~
>

o L
Ld ]

0

(e
=

!a
:./
~~
th
\©
N’

ou
d={mo}={P,Q}
est la plus petite distance (orientée entre les droites m et o, c’est-a-dire la

distance orientée de la projection P sur la droite m de la perpendiculaire
commune aux droites m et o (cf. plus haut, p. 80), s’ = {0, Q} — distance
jecti

a '

orientée du pdle O du systéme des coordonnées a la projection Q de la per-
ammon A sl atomn Arsrrsansisan atree ~ T~ AON 71\
pﬁ 1aiculaillv Cv nuue >ur 0 (ug. 4o \").

() L’égalité (59 a) signifie qu’en conformité avec les formules générales de la géo-
métrie non euclidienne de Lobatchewsky les coordonnées polaires de la droite m sont
considérées égales :

0=id et s=s’-—i;j
cartg‘il [ch (s’—zf\ + e sh {s’—-zf\\] =thé(shs’+echs',;
2\ 2?2) \ 2] | 2

YAGLOM. — Nombres complexes. 9
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Ensuite, de méme que d’aprés la formule (59) il s’ensuit qu’on associera a
deux droites / et /; coupant o qui ne différent que par leur direction les nom-
bres doubles

=tgg(chs+eshs)

0]
=t

n . N

fnu-'-'nlfn ol »ch \—ﬁ_nnfg

L \M1lo T €o1in) = vUL
) 2

P e mm—
&1 —

N1 I‘ ek

Ainsi 2 la droite m; ne différant que par sa direction de la droite m qui cor-
respond au nombre (59 a) et qui diverge de o, nous associerons le nombre

1

cot (ch o
VVI- \ (v )

echs). (59 b)
& Wil ,‘ \IU}

A4 AL

N
|

Nl&.

th—-(shs" + echs’)

NISL.

Les droites paralléles & 1’axe o peuvent étre considérées comme le cas
limites des droites coupant 1’axe o, qui correspondent a la valeur nulle de
I’angle 0, ou comme le cas limite des droites qui divergent de la droite o et
qui correspondent 3 la valeur nulle de la distance d. Comme des formules

(59) et (59 a) il s’ensuit respectivement que zZ = tg2 0/2, et zZ = — th2 d/2,
alors il est naturel d’attribuer aux droites paralleles a o, orientées de la méme
pﬂl‘f\l‘\ MITO 10 A"l\'lfﬂ o~ Iﬂﬂ A‘I‘I‘IOQ""‘(‘ Aﬂ n f‘,ﬁﬁ“'_f‘) A;rn IQO ﬂr\mkrno An Pnrmn

Nl W IWO 11VIILVI VO Uib 1 V11I

1ayuvill \luU 1A Ul VIlv Uy, 1Wv0 U1VIDWVULD UV VU, Vv wvoltTa=

u + ue. De plus, aux droites paralieles & o de direction positive ou négative,

correspondent les nombres u + wv, pour lesquels v = u ou v = — u, car
il découle de (59) et (59 a) que la relation v = u est équivalente 2 la relation
s = oo ous = o0, et la relationvy = — u a’égalité s = — 00 ou s’ = — 0.

Ensuite d’aprés les formules de la trigonométrie non euclidienne la distance
(orientée) p = {0, I} du pble O a la droite /, qui coupe o (fig. 48) et corres-
pond au nombre double

9 1. o1y —

“w T CuU

s 4+ eshs)
[ J

>
£ C UV

A4AX L)

(c
A\ g

N D

tg
se trouve & partir de 1a relation

2tgg 2tggshs 2
shp=shs.sinf =shs = (60)

1+ tg’ 1+gg RN

-

N
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[comparez avec (30) !]. C’est pourquoi aux droites paralltles & o, n et »’,
situées A une distance

{O’n}={0’n’}=P,

de O, on doit associer les nombres ¥ + ev (ouv + u) pour lesquels v = sh p/2
c’est-3-dire les nombres :

”

1

(1+e) et z' = £ —e).

- 7 N\

2

| @
N . o
a)

AN

ZzZ =

Enfin, en partant de la relation z; = — 1/Z, entre les nombres doubles
z et z1, qui correspondent aux droites coupant 1’axe o ou divergent de o, ne
différant 1’une de l’autre que par leur orientation, nous associerons aux
droites n1 et ni antiparalléles & o (c’est-d-dire aux droites paralléles & o
et de direction opposée), & une distance de O

Py ~ ~ P » -~

10,m} =40,nm §{=p,

les nombres
o] 9
Lt ’ VA
Z1 = w32 et Zy = — wi,
sh p1 sh px

ol wi et we sont les nombres inverses des diviseurs de zéro w1 = 1/(1 + e),
w2 = 1/(1 — e) (notons que si » et n1 sont deux droites ne différant que par
leur orientation, alors

A 1Pava snnlaiera fs) at

vaw n: (0act d_dira d 1a r‘ 4-
A1 aAv pulallv U vt it

o
-
:-a
o))
7
C
§
Q
[~
P
C
C
o
-
1
8
1
e
[
(4
a0
T~
e
C

q° A

que par sa direction ) nous associerons ies nombres 0 et co.

Pour le moment, aucune des droites ne correspond aux nombres doubles
z tels que zZ = — 1 (car th? d/2 =~ 1 et coth2 d/2 # 1 quelle que soit d).
Afin d’étendre la correspondance entre les droites d’une surface de Lobat-
chewsky et les nombres doubles & tous les nombres, nous allons introduire

«les droites infiniment éloignées » de la surface de Lobatchewsky qu’on
peut se représenter comme des tangentes 3 I’absolu 2’ du modele de Klein
([ AQ\ /_\ ~ogc Avnitoe Ao mAma Atia lag matnte infinimmant AlAatande A & 11
\us “77} \ }, LD U1 UILILOLD UV 1AV 1IAG HUU 1w PUJ.LILD 1133111 11AG AL UlUlquD Uuu s 1L

() Pour ce qui concerne le modele de Klein d’une surface de Lobatchewsky, voir
par exemple, I. M. YAGLOM, Transformations géométriques, 11. Applications : chap. I,
3e partie du livre. [On appelle aussi souvent ce modele de la géométrie de Lobatchewsky
« modele de Beltrami-Klein » ou « modele de Beltrami-Klein », car elle fut étudiée par
le remarquable géométre italien Eugéne Beltrami (1835-1900) avant de I’étre par le
célebre mathématicien Felix Klein (1849-1925) ; cependant ce travail de Beltrami ne
fut pas du tout remarqué de son temps et on n’y préta attention qu’aprés la parution des
travaux de Klein.
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n’ont pas d’orientation (1). Une droite & « non paralléle & o » (c’est-3-dire
distincte des tangentes & 2’ aux points d’intersection de X avec o) est carac-
térisée par le fait que d = {k, o} = % o0 ; de plus il convient de considérer
que d = o0 si le « point infiniment éloigné » S de la surface de Lobatchewsky
corresnondant a k est disposé a droite de o, et d = — o0 dans le cas con-

t naturel de considérer SQ pemenmculaife a o, comme « la per-

aire commune » 4 k et o ; de plus la grandeur s’ = {O, Q} peut
prendre n’importe quelle valeur et conformément 3 cela & chaque nombre
double z = + (sh s’ + ech &) tel que zZ = — 1, on peut associer la
droite déterminée k « infiniment éloignée » aux droites infiniment éloignées »
i1 et ig, « paralleles & o » (fig. 49) nous associerons les nombres o1 = wi/w2
et o2 =wsz/wi.

Nous avons maintenant établi la relation biunivoque entre ’ensemble
des droites (orientées et infiniment éloignées) d’une surface de Lobatchewsky
et ’ensemble des nombres doubles (complétés par les nombres wi, cws, o1, 02
et 00). De plus les droites / qui coupent 1’axe polaire o, correspondent aux
nombres doubles z = u + ev pour lesquels zZ = u2 — p2 > 0, c’est-a-dire
aux nombres représentés sur Ia surface («, v) par les points de la région mar-
quée sur la figure 50 par le chiffre 1. Les droites m, divergeant de o et dirigées

du méme coté aue o de la pernendiculaire commune A o et m correspondent

S LIAViIAY VUYMW V MV AW VA P wiAAiV WAL WS ALARAAAWBAIAW & We Iy WAL WVU VAN WILY

aux nombres z pour lesquels 0 > zZ > — 1, ¢ 3 d aux nombres représentés
sur la figure 50 par les points de la région II. Divergeant de o les droites m;,
dirigées & I’opposé de o par rapport & la perpendiculaire commune a m;, et

() On peut expliquer cela de fagon évidente par le fait qu’il serait impossible de
disposer sur ces droites un segment dont la direction indiquerait ’orientation de la
droite (il n’y a pas ou poser la fléche!).
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a o correspondent aux nombres z, pour lesquels zZ < — 1, c’est-a-dire aux
nombres représentés par les points de la région III. Enfin, les droites » paral-
Ieles & o correspondent aux nombres de module nul, représentés par les
deux droites v = + u, quant aux droites n1 antiparallé¢les & 0, elles corres-
pondent aux nombres cwi, cwz [ces nombres n’ont pas de représentation sur

la surface (u, v)] ; «les droites infiniment ¢loignées » k correspondent aux
nombres z tels que zZ = — 1, c’est-a-dire aux nombres représentés par les

points de I’hyperbole v2 — u2 = 1 et aussi aux deux nombres o1, o2.
Il est évident que, comme dans le cas d’une surface euclidienne, les rela-
tions : {
z'=2@), zZ=—z@®) e z'=-(c) (31)
z

expriment une symétrie par rapport au point O, une symétrie par rapport

a la droite o et une réorientation (changement d’orientation de toutes les

droites dans la direction opposée). Les déplacements arbitraires, comme on

w11t 1a AL Asdnnse canmtd Aveanisaala 1, Ptk ol laa tAvwmraa pA.OM*l']'Aﬂ ~IYA Anﬂn T1a Anan

PUUL 1V uviiiviilivi, dULll CAPJ.I 11VD 1] pcu 1V0 111CI11IVD 1VU1111ULI0D uv udid iv vaod

de la géométrie d’Euclide

Pz + —Pz+Q

'= — Q__ ’ ou z' = — ’ (36)

—Qz+ P Oz + P
raYh! "7,——- PE+Q ra% bl H'-——-PE+Q.
vu L = — ) JUu L = —C —
—_—N=- 1. D N-= _|
vZTI1 YZ T 1

seulement, ici, z/, z et les coefficients P, Q en tant que « parametres » figurent
s - 1+~ __ 1 .
is

ici non pas en tant que nombres duals, mais en tant que nombres doubles,
en vertu de quoi il est de plus nécessaire que 1’expression PP + Q0 soit
positive (si P et O sont des nombres duals, alors cette derniére condition
est automatiquement remplie, car les produits PP et Q0 ne peuvent étre
négatifs). De méme 1’angle (orienté) 6 = / {z1, z2} entre les droites z1 et
23 et la distance (orientée) d = {[z, zo}, [z220]} entre les points d’intersection
des droites z; et z2 avec la droite zg sont définis par les formules connues (1) :

) L i L 2310 P&l ALY A REIRLRRR) oL FREAS

20 (ze — z1)(z2 — Z1)

(1 + z132)(1 + Ziz2)

t

|ll

g @7

[ (S

Za— 2o 2o0z2 + 1

d = Arg : : (38)

Z1—20 zoz1 -+ 1

(M) Si les droites z, et z, sont divergentes, alors la partie droite de la formule (37)
est négative, et cette formule définit la valeur complexe de 1’angle é = i4 entre les
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D’apres (38), la condition pour que trois droites zo, z1 et z3 se coupent
en un seul point est la réalité du rapport

Zo — Z2 2220 + 1

Z1— Z2 22Z1+1

D’ou il s’ensuit ’équation d’un point de la géométrie non euclidienne de Lobat-
chewsky a la forme (1)

4 N £ AN
— A =V, ‘[

A imaginaire pur.
Les ensembles de (droites orientées et « infiniment éloignées ») d’une sur-
face de Lobatchewsky qu’il convient de qualifier de « cycle » sont :

a)-c) I’ensemble des droites tangentes d’un des cycles orientés étudiées

dans § 11, c’est-a-dire d’un cercle, d’une ligne limite ou d’une équidis-
tante (3) ;

ac 22 Fnicaman iz B —— faem Vo O ~c

u) lcb « 1dDdDLCA UA uc IIieni p t? » C Cbt-d-Ul[c 1C ld.lbdeu UC toutes ICb
droites (orientées), formant un angle (orienté) constant avec I’axe fixe du
faisceau (2) ;

e) le « faisceau paralléle », c’est-a-dire le faisceau de toutes les droites,
paralléles (dans les deux directions) a 1’axe fixe du faisceau (2) ;

.
~ ~ - 4

Y 11 1a faenla 3B nisna 4 e P
J J) W1iv Lululv 111G V1V E

droites, ou 4 est Ia p‘lus courte distance entre z, et z, {cf note de bas de page (‘1), . 119;

nous COI]SI(]GI'OI]& lCl que z, et Ze sont Ol'chIICCS uu meme CO[C ae ieur perpcnu cuialre
commune].

Par analogie, si par exemple z, diverge de z, alors le nombre entre parenthéses dans
la formule (38) aura la deuxieéme des formes (39) du § 5 et 1a distance d, définie d’aprés
la formule (38) sera complexe : d = D — in/2, ou D est la distance du point [z,z;,] 2 la
projection de la perpendiculaire commune a z, et z, sur la droite z, (cf. notes p.20et 119).

(1) La distance d = {[zlzo], [zzz‘,]}, définie par la formule (38) sera égale a4 zéro non
seulement dans le cas ou z, et z, coupent z, en un seul point, mais aussi lorsque les
droites z,, z, et z, divergentes ou paralléles supérieures ont une perpendiculaire com-
mune (cf. note au bas de la page précédente), ou quand les trois droites z,, z, et z; sont
paralléles entre elles. C’est pourquoi au nombre des points de la géométrie non eucli-
dienne de Lobatchewsky s’ajoutent aussi ici les « points infiniment éioignés » (c’est-
d-(lll'e 1es pomts ue l aosom au mouele ae .l\lClll) auxquels corresponaent ICS Iaxsceaux
des droites paralleles entre elles, et les « points idéaux » (les points situés en dehors de
I’absolu sur le modele de Klein), auxquels correspondent les faisceaux de droites paral-
l¢les supérieures.

(?) Parmi les cercles on compte aussi les points d’une surface de Lobatchewsky
(cercles de rayon nul); parmi les équidistantes — les droites; parmi les faiceaux de pente
égale on compte «les points idéaux » (faisceaux de pente 7/2 ou « faisceaux ortho-
gonaux »); enfin au nombre des faisceaux parall¢les on compte « les points infiniment
éloignés » (faisceaux paralléles, dont 1’axe est « une droite infiniment éloignée »).
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Avec cette conception du terme « cycle » nous obtenons que la condition
(nécessaire et suffisante) pour que quatre droites (orientées) zo, 21, 22, z3 d’une
surface de Lobatchewsky appartiennent a un seul cycle est la réalité du rapport
anharmonique

—_ el
Lt r

N
©

~ o n
v a v

W(ZO, 21, 22, 23) -

N
[u
N
[
N
[u
N
W

de ces quatre droites. D’ou il s’ensuit & nouveau que I’on peut écrire /’équa-
tion de chaque cycle sous la forme :

Azz + Bz— Bz + C =0, (14)

A et C imaginaires purs.
Afin de résoudre la question de savoir si le cycle est un cercle, une ligne
limite, une équidistante, un faisceau paralléle ou un faisceau de pente cons-

tante il faut trouver combien de droites communes avec « le cercle infini-
ment éloigné » (absolu) zZ = —1 a ce cycle (c’est-2-dire combien de solu-
S e o~ Y aN_ 1 79N\ _a _° ’_M*1A £\ i _L_1
uoms a 1€ sSysiweliie zz = — i, DZ—-DZ——A——L)CIS 14d 1€ (J3/) CS1 1ICCL
ou imaginaire, entre les deux droites voisines du cycle). En utilisant cela,
nous obtenons :
le cycle (14) est un cercle si
Vel 1 h‘r_\- ra¥ 4 /'1\2 ‘h; DU o N f7 1 |
AC + BB > 0, ( C) —4BB < 0; {61 a)

le cycle (14) est une ligne limite si
AC+BB>0, (A4—C)’—4BB=0, B+#0; (61b)

le cycle (14) est une équidistante si

AC+BB>0, (4A—C)’—4BB>0; (61 ¢)
le cvele (14) ect un faiccean naralldle «i
le cycle (14) est un faisceau paralléle si
AC+ BB =0; 61d
i ? \ V4
le cycle (14) est un faisceau de pente égale si
AC + BB < 0; (61 ¢)

le cycle (14) est I’absolu X' si

7~
=)
b

Y
\)

=C, B=0.
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Nous avons déja vu que 1’équation (14) représente un point (habituel-
lement infiniment éloigné ou « idéal ») dans le cas ou est satisfaite la rela-
tion :

A+ C=0. (43)

Les résultats peuvent étre appliqués 3 la démonstration de nombreux
théorémes de la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky. Ainsi, par exemple,
exactement comme dans les pages 34 et 35, on peut démontrer que si S1, Sz, S3
et Sa sont quatre cycles d’une surface de Lobatchewsky et z1, w1 des tangentes
communes (orientées) a S1 et Sz, za, wa les tangentes (orientées) communes a Sz
et Ss ; z3 et wg les tangentes (orientées) communes a Ss et S ; z4 et wy les tan-
gentes (orientées) communes a Ss et S1, dans le cas ou les points zi, za, z3 et z4

14 J
\ N
/ N
, b S
[ AN
g 7 ¢
Fi1G. 51

Le lecteur peut trouver de lui-méme d’autres exemples d’application du
formalisme des nombres doubles & la démonstration de théorémes appartenant
a la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky.

Remarquons pour conclure qu’on peut donner auss1 une form € un peu
différente a la représentation de 1’ensemble d

€D
(73
(o N
]
e.

J 4

\/

Lobatchewsky décrit a la fin du paragraphe précédent (voir
ans ce modéle (non orienté) les points d’une surface de Lobat-
chewsky sont représentés comme des points de la demi-surface (supérieure),
tandis que les droites sont représentées par des demi-cercles centrés sur la
droite o limitant le demi-plan et par des rayons perpendiculaires a o (fig. 51).

Convenons maintenant d’attribuer & une droite (orientée) d’une surface de
Lobatchewsky représentée par un demi-cercle de rayon r (r pouvant étre ici
positif ou négatif), ayant son centre au point Q d’abcisse x (c’est-a-dire en un
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point Q tel que {OQ} = x, ol O est choisi sur une droite orientée 0 comme

origine, le nombre double
z=x -+ er.

La formule (62) établit une relation entre ces deux droites (orientées) d’une
surface de Lobatchewsky qui sont représentées sur le modéle de Poincaré par

diviseurs de zéro » ¥ + u« reepondent les derm-cercles passa.nt p..r le
ek Y 2 mccer smmsmaleseas 2. | see dale s 222 2 N L = 1.
point O ; aux nombres u + ev tels que #2 — v2 > 0 (aux nombres représentés
~ ~ o ~mpen %1

par Ia premiére des formes (39)§ 5 ; sur la figure 50ils sont représentés par les
points de la région I), — les drmtes représentées par des demi-cercles pour
lesquels le point O est extérieur ; aux nombres u + ev tels que u2 — v2 < 0
(aux nombres représentés par la deuxiéme des formes (39) § S ; sur la figure 50
ils sont représentés par les points des régions II et III), — les droites, repré-
sentées par des demi-cercles, par lesquelsle point O est intérieur (). Les nombres
« purement imaginaires » de forme ve correspondent aux droites, représent%s
par des demi-cercies dont ie centre est au point O. Les nombres doubles conju-
gués z = u + ev et Z = u — ev correspondent & des droites, ne différant que
par leur orientation (pareillement & ce qui a été étudié & 1a fin du § 11 du « modéle
de Poincaré sur un demi-plan » les nombres complexes conjugués correspon-
daient aux points qui ne différent que par leur orientation). Il est clair d’autre
part que si on considére comme souhaitable d’étendre cette représentation aussi
aux « droites infiniment éloignées » d’une surface de Lobatchewsky représentées
par les points de I’absolu (cf. p. 121-122), il est alors naturel d’associer a une
« droite » semblable qui joue le role de « tangente & 1’absolu o au point Q
d’abscisse x » le nombre réel z = x (de telle sorte qu’a la « tangente de 1’ab-

solu o au point O, correspondra le nombre 0, tandis qu’a la « tangente » de
I’absolu o en son « point infiniment éloigné » correspondra le nombre ©0).

Les nombres doubles « particuliers » cwi, cws, 61, 02 restent inutilisés pour
le moment. D’autre part aucun nombre ne correspond aux droites représentées
sur le modéle de Poincaré par des rayons (et non par des demi-cercles). Cepen-
dant, il est évident, qu’aux demi-cercles qui passent par le point fixe P(y) et
sont tangents en ce point du rayon / représenté sur la figure 51, correspondent
les nombres doubles de forme w = (y — r) + re. De telle sorte que :

) . —Lia+e
(y—r)—re r - 7

(1) D’une fagon générale le nombre u* — v? (carré du module du nombre double
z = u+ ev pris avec le signe qui convient) sera égal a la puissance du demi-cercle cor-
respondant 3 ce nombre (en d’autres termes, a la puissance du point O par rapport au
cercle correspondant voir § 8, p. 44).
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pour |r| — oo, tend vers le diviseur de zéro (1 + e) il est alors naturel d’associer
au rayon / le nombre

z = 2yws. (62a)

De méme on montre qu’au rayon /1, de direction opposée au rayon /, il convient
d’associer le nombre z; = 2yws (ol comme auparavant z; = Z ; cf. la formule
(37a) § 5, p. 117). Les nombres doubles

mnck

w1 14e

- = et o2 =
e

()
Q

g1 =

g
[ ]
fam—
|
Q

sont associés aux rayons i (paralléle & /) et i; (paralléle & /1) passant par O.

s\ s N/
yd N S5 S N/ .
/ NG N\ / \V R
/ P A \ , / it A
[ a4 23 NN WA Ry~ S W
4 & 7 7
(a) %)
FiG. 52.

Cherchons maintenant i’angie 6 = / {zl, za} entre deux droites d’une
surface de Lobatchewsky correspondant aux nombres z1 = x1 + er: et
z2 = x2 + erz ; ces droites sont représentées sur le modéle de Poincaré par
les demi-cercles S1 et Sa2 se coupant au point P de centres Q1(x1), Q2(x2) et de
rayons ri, rs. Suivant que les demi-cercles S1 et S2 sont orientés pareillement
ou différemment nous aurons :

8] = £ 01PQ2  ou  |§] =180° — L 01PQ:

(fig. 52, a, b ; notons que 1’angle J est égal a ’angle euclidien entre les demi-
cercles S1 et S2). Mais d’apreés le théoréme des cosinus nous avons
S A O1P" 4+ Q2P — 0102 r1 + r2—(x1— x3)
COS £L_U1Fr{J2 = = .
20:1P - QsP 2 |1 |re]

C’est pourquoi dans tous les cas

2 2 2
r rs—(x1—x
cosS=1+2 (x1 2),

2rire
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D’ou nous obtenons

2d _ 1 —cosd =(x1—x2)2——-(r1-——r2)2
2 1+4cosd (r1+ rz)2—~(x1 —-xz)2

Q
=

(62)
\Vv)

[cf. formule (56), p. 117]. 1l est facile de vérifier que la formule (63) reste valable
aussi dans le cas ou une des droites considérées est représentée non par un demi-
cercle mais par un rayon fil faut seulement alors substituer dans (63) — disons
— 3 la place de z; un nombre de forme a/(1 4+ e) ou a/(1 — e].

Nous n’écrirons pas non plus la formule un peu plus complexe de la distance
entre deux points [proche de la formule (38) p. 91]. Notons seulement que pour

cela aussi il faut démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que
zo. za d’une surface de Lobatchewsky appar-

1’ “—ay (5] W AV USRIV TY S V W‘l‘lwl

14
guatre droites (orientées
qua oites (orientées) 2
tiennent a un seul cycle est la réalité du rapport anharmonique

20— 22 20— Z3
Z1— 23 Z1— Z3

W(Zo, Z1, 22, 23) =

de ces quatre droites. D’ou il s’ensuit que pour cette représentation aussi de
I’ensemble des droites (orientées et infiniment éloignées) d’une surface de Lobat-
chewsky par I’ensemble des nombres doubles, les équations des cycles d’une
surface de Lobatchewsky, comme précédemment aura la forme (14)

~
(S
| g

Azz + Bz— Bz + C =0,

A et C imaginaires purs.

Afin de déterminer si le cycle (14) est un cercle, une ligne limite, une équi-
distante, un faisceau paralléle ou un faisceau de pente constante, il faut trouver
le nombre de «droites infiniment éloignées » appartenant au cycle, et aussi

savoir si I’angle (63) entre deux droites voisines du cycle sera réel ou imaginaire.
En conclusio n, nOus parvenons au théoréme suivant :

LUl Sarnsaaw (I VALWNSA WAAAW

AN

le cycle (14) est un cercle si

ACL BB >0

B (B— B —44C < 0 -
Fa > \&~ 47 ) LA v

\ ’

— une ligne limite si
AC+BB>0, (B—B)'—44C=0, A*+C*=0;

— une équidistante si
2

~~

—44C > 0;

ryal b 5
AC + B

(>

~
ty

> 0,
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— un faisceau paralléle si

AC + BB =0;

— un faisceau de pente constante si
AC + BB < 0;

— I’ «absolu » o si

y |

7Y n - N
A=C=0, B—B <0

Sy

Il n’est pas difficile de prouver aussi que dans le cas et seulement dans le
cas ol intervient 1’égalité (57) le cycle (14) est un point (ordinaire, « infiniment
éloigné » ou « idéal »)

. 7
les « droites de coordonnées complexes (plus exactement, doubl nsi-
ALLL o 22 SV nrisrandt Aatemat -
derees icl s’ecrivent ainsi
g =BT b (64)
b
cz +d

ou a, b, ¢, d sont des nombres réels et ad — bc # 0 [cf. formule (58) du para-
graphe précédent].

Le lien entre les deux représentations indiquées dans ce paragraphe de
I’ensemble des droites d’une surface de Lobatchewsky par I’ensemble des
nombres doubles sera établi dans le § 18 (p. 191).
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§ 13. TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES
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(TRANSFORMATIONS DE MOEBIUS)

Nous considérons dans ce paragraphe des fonctions homographiques
arbitraires de la variable complexe z et les transformations homographiques

d’un plan qui leur correspond d’aprés ce qui a été exposé dans le para-
graphe 7, c’est-a-dire les transformations qui sont décrites par les formules

(1)

et

(1a)

Q.

c’est-a-dire @ = ke, b = kd, les f'onctions (1) et (1 @) sont réduites & z’ = k ;
ainsi seul présente un intérét le cas ou

A—-lc d’;ﬁo’

(*) Cf., par exemple, A. I. MARKOUCHEVITCH, Eléments d’une théorie des fonctions
analytiques, M., 1944, § 3, chap. V.
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et par la suite nous supposerons toujours cette derniére condition remplie.
Dans ce cas les transformations (1) et (1 a) seront des transformations bi-
univoques du plan de la variable complexe complété par 1’introduction du
nombre 1/0 = co. En effet, & chaque nombre z correspond un seul nombre

Z', défini par la formule (1) ou (1 a), et a chaque valeur de z’ correspond une
senle valeur z obtenue a partir de ces mémes équations (I\ et (1 n\

dz' —b dz —b .
Z = — ou z=—. (2)

—cz' +a —¢z + a-
En particulier, au nombre z = co les formules (1) et (1 a) associent la valeur
z' = afc (), tandis qu’au nombre z = —d/couz = —d/c,telquecz +d =0
ou cZ + d = 0, en vertu de ces mémes formules correspond la valeur z’ = oo,
Les transformations linéaires sont un cas particulier des transformations
homographiques

2 =pz+q p#0 (@ ou z'=pz+4+p, p#0 (b), @3

auquel nous parvenons, en posant dans les formules (1) et (1 a) ¢ =0 et
en supposant p = a/d, ¢ = b/d. On appelle parfois les transformations (1)
transformations homographiques propres et (1 a), transformations homo-
graphiques impropres.

Nous avons déja vu plus haut qu’une transformation linéaire représente
une transformation de similitude constituée par une rotation centrale de
atmilitnnda fhAamAathliiia at entatinn Ao ~rantra ~rammain ) an~rnmmaaonia 2110
SHILILILUUIY \UUAIIULIIULIO L 1VULAllVIiLl UV VVWiiLL vV VUIlLLILILULL U}, avvuuxpasuvv U Uil

transfert paraliéie et, peut-étre, d’une symétrie par rapport & une droite ;
en particulier, pour |p| = 1 la transformation linéaire est un déplacement
(cf. § 7, p. 29). Nous avons aussi étudié¢ les exemples concrets les plus simples
de transformations linéaires — les transformations

2 =—z (@ e zZ'=z (b), 4)

z"=z+q (@ et z'=pz (b) &)

transfert paralléle et rotation centrale de similitude (§ 7, p. 28). Nous étu-
dions ici de fagon plus détaillée les propriétés géométriques des transfor-
mations homographiques arbitraires.

(1) Cf. note (*) du bas de page 4.
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o

Remarquons avant tout que le produit (résultat d’opérations successives)
de deux transformations homographiques est aussi une transformation homo-
graphique ; une transformation identique (ou singuliére) qui laisse tous les
points d’un plan a leur place est un cas particulier de la transformation homo-
graphique ; la transformation inverse de la transformation homographique

fn’nef,.&-rhrp ﬂl‘I foﬂQ E‘fP ﬂhﬂﬂ’llp T\n‘lﬂf '7' 11 ﬂlﬂﬂ 711 f\l\‘ﬂf 74 2! ﬂnffif r‘nnnn]
\V WLV 4 WliA W ““l VA WALV A WA W v&xu\iuv yv;ub o~ - Ve yl“l—l [* 2% 3 yvau\. ~ A y“l vid uu\iuux
a été obtenu z’ par la transformation initiale) est aussi une transformation
homographique. En effet, si, par exemple
az + b a1z1 + b
Z; = ——— et 2 =, (6 a)
cz +d c1z1 + di
et
az+b
ai n-y_l_zl+bl (a.n L hA o L €~k 1L Kh.1N\
Z"‘" 2 — a __\&ib T vitjs T \G41v T vig) (6b)
L @aZ+0 L (cra+ dic)z + (c1b + did)
Cl T U N\ v / N\ v V4
cz +d

alors et par analogie on trouve le produit de transformations homogra-
phiques propre et impropre ou de deux transformations homographiques

impropres (1). La transformation identique se traduit par la formule
- 7™\
Z - Z, \ )

qui est un cas particulier de la formule (1) (pour b=c =0, a=d = 1).
Enfin, la transformation inverse de (1) ou de (1 a) a la forme

,  dz—b , _ dz—b
z = = Ta ou z = ——-————+ ®)

~
C

Nl
Y

[cf. les formules (2)].
Notons la propriété fondamentale suivante des transformations homo-
graphiques : si 21, zs, z3 et z3 sont quatre points d’un plan en lesquels la trans-

(M) 11 n’est pas difficile de prouver que le produit de deux transformations homogra-
phiques propres ou de deux transformations homographiques impropres est une trans-
formation homographique propre, par contre le produit d’une transformation propre
et d’'une transformation impropre (prises dans n’importe quel ordre) est toujours une
transformation homographique impropre.
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Jformation homographique (1) ou (1 a) transfére quatre points donnés zi, zz,
z3 et z4 alors

4 14 [
W(z1,22,23,24) = W(z, z3, z3, Z4) 9)
ou
W(zi,z2,23,24) = W(z1, 23, 2, 2a), 9 a)

Q
=

W(z1, z2, 23, 24) = AT, T

22— 23 22— 24

est le rapport anharmonique des quatre points (propriété de I’invariance du
rapport anharmonique). En effet, nous obtenons, par exemple & partir de la
formule (1) :

W(z1,23,23,24) = :

azi+b azs+b azi+b azs+ b
_czn+d czs+d czi+d czatd
T aze+b azs+ b azz+b aza+ b
czs+d czs+d cza+b czatd

__[(ad — bc)(z1 — z3)] : (cz1 + d)  [(ad — bc)(zr — z9)] : (cz1 + d
[(ad — bc)(zz — z3)] : (cz2 + d) [(ad — bc)(za — z4)] : (cz2 + d)

_ Z1—23 Z1—Z4
Zo— 23 Z3 — Z4

= WA(z1, z2, 23, Z4)

et par analogie on prouve que

- - F 4

W(z1,z3,23,24) = W(z1, 22, z3, 24)

si z et z’ sont liés par la formule (1 a).

De la propriété d’invariance du rapport anharmonique découle immé-
diatement qu’une fransformation homographique tranfére quatre points d’un
cercle ou d’une droite, en quatre points qui appartiennent, aussi @ un seul cercle
ou a une seule droite (propriété circulaire des transformations homogra-
phiques). En effet, de la réalité du rapport anharmonique W{(zi, z2, zs, z4)
des quatre points initiaux découle aussi la réalité du rapport anharmonique

Y rs

W(z1, z2, z3, z4) des points transformés, d’ol résulte aussi notre proposi-
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tion (cf. § 7, p. 32-33). De ceci découle & son tour qu’une transformation
homographique transforme chaque cercle ou chaque ligne droite du plan a
nouveau en un cercle ou une ligne droite (1), Cette derniére circonstance
explique I’appellation de transformations circulaires (on peut aussi parler de
transformations circulaires propres et 1mm'opres) qu’on donne aux trans-

formations homographiques du plan. Comme ces transformations furent
Lo A Lne wnmite 1o smeasaides £Ale X ond » 1. adrmemadéicon allamensed A ssatra
CLUUITO,D PU la pieinieic 101 4 lUl P 1C ECOULICLIC 11CHAlIU nuguaw

3

ransformations circulaires

-+

Moebius (1790-1868), on
de Moebius.

On peut démontrer qu’il existe une seule transformation homographique
propre (1) qui transfére trois points donnés z1, z2 et z3 en trois autres points
donnés w1, we, et ws. En effet, si la transformation (1) transfére les points 23,

Zg, z3 aux points wy, we, ws et le point arbitraire z du plan en un point z/,
alors en vertu de ce qui a été démontré plus haut

SWANS AT by ad W ALBNS &AW

es appelle souvent

WAz, 21, z2, z3) = W(Z', w1, ws, ws)

(@]

z’—ws 2'—ws z—2za 2z—1z3
Wi— W2 Wi— Ws Z1—2Z2 21— Z3

. (10)

Mais 1’égalité (10) définit une transformation homographique ; si on s’en
sert pour exprimer z’ en fonction de z on obtient

A~
LR L

Cz 4

’
zZ =

Ol

Q

= (z1 — z2)w1wz + (22 — z3)waws + (23 — z1)wswi,
B = [(z3 — z2)wswz + (w2 — ws)wazz + wi(zaws — zaw2)](z1 — z3),

C = (w122 — waz1) + (Wa2z3s — wazz) + (Wsz1 — wizs),
D — (W‘l —— Wo\(‘7 ——— 70\{70 _—Z

P& 4 YOI\~ L - OJ\~

(*) Il n’est pas difficile de montrer par un calcul que, par exemple, la transformation
homographique (1) transforme un cercle ou une droite dont 1’équation a la forme

Azz + Bz— Bz + C =0,
A et C imaginaires purs, (cf. § 7, p. 33) en un cercle ou une droite
Azz + Bz— Bz + C' =0,

ou
A’ = Aaa + Bac — Bac + Cecc, B’ = Aab + Bad — Bch + Ccd,
C’ = Abb + Bbd — Bbd + Cdd,
YAGLOM. — Nombres complexes 10
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De méme on démontre qu’il existe une seule transformation homographique
impropre (1 a) qui transfere z1, z2 et zg en wi, ws et wg ; cette transformation
est donnée par la formule

W(Z', w1, Wa, Ws) = W(Z, Z1, 22, Za)

Q

z'—ws z'—ws zZ—Zs Z-—23 N
: — = : : (10 @)
—we Z1—23 Z1—2Z3

Ces mémes raisonnements démontrent que pour que quatre points donnés
Z1, Z2, Z3 el z4 puissent étre transférés par une transformation circulaire en
quatre autres points wi, wz, ws et wa, il faut et il suffit que I’on ait

W(Wl, Wz, w3, W4) = W(zl) 22’ 23, 24)

ot W(w1, wa, ws, wa) = W(z1, 22, z3, 24).

De ce qui a été démontré il s’ensuit qu’on peut transformer un cercle ou
une droite quelconque (et de plus, de diverses fagons) par une transformation
circulaire (1) ou (1 a) en un autre cercle quelconque donné ou en une autre
droite quelconque donnée, de telle sorte que trois points quelconques du premier
cercle soient transférés en trois points (n’importe lesquels !) du deuxiéme
cercle. En particulier, on peut transformer d’une infinité de fagons un cercle en
une ligne droite — possibilité qui app utile. Ainsi, du point de

L2379 Anc +vnncfnrmn+1 e rirenl

vue des transformations circulaires tous les cercles et les droites sont absolu-
ment semblables ; c’est pourquoi dans les problémes liés aux transformations

circulaires on ne distingue pas habituellement lignes droites et cercles, en
considérant les premiéres comme des cas particuliers des secondes (« cercles
de rayon infiniment grand »). Plus loin, nous parlerons souvent simplement
de « cercle » dans des cas ou il serait plus juste de dire « le cercle ou la droite».

Précisons mamtenant quel sens géométrique a le rapport W(z1, z2, zs, z4)

des quatre poir ints z3, z9, z3 et z4. Nous savons déja que si ce rapport anhar-
mAniAna act réa‘ oot A _Aira o1 PParannmant Ara I A1 rannart anharmng
.uu.u_u Uv Wwi i1vvly, v wilTa™uilv o1 1 alsbuuuut nls rr uu layyulb QL1111 LAV

b 4 1 ).}

nique W est égal a zéro, les points zi1, z2, z3 et z4 appartiennent 3 un seul
cercle (ou droite). Nous avons donc, évidemment, en regle générale

21— 23 .21—24
Zo— 23 Zo— Z4

Arg W(z1, z3, zs, za) = Arg

Z1— 23 21 — 24
— Arg LT AgB T %

Z3 — Z3 Zg— 24
L/_ {[zsz2], [z321] } — £ { [z4z2], [z421] }
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[cf. formule (8) du § 7, p. 30]. Considérons deux cercles (dont I’un ou méme
les deux peuvent devenir des droites) passant par les points z1, z2, z3 et z1,
Z9, z4 ; nous pouvons désigner ces cercles par [z122z3] et [z1z2z4] (fig. 53) ;
de méme par la suite nous désignerons le cercle passant par les points z, v et
w par le cercle [zvw]. Menons encore les tangentes ¢ et ¢’ 4 ces cercles au

noint 7+ 1 o g 1l g% ,
yv;ub ot ] o WA A A L g A le U, AdA VU W L g ‘\‘V,
indépendemment de la position des points z3 et z4 sur les cercles [z1z223]
et [z122z4]

£ {lzsza), [2321] } = £ { [z122]), ¢ }
ou

L {[zaze)lzaz1] } = £ {[z122], ¢’ } -

Zy

(o

B

N
<

<

C’est pourquoi nous aurons :

Arg W(z1, z2, z3, za) =
L A{lzza), 1Y — L {[zza, t'} =L {¢t't} (11)

L’anglie entre les tangentes aux cercies Sy et Sz menées au point z de
leur intersection, s’appelle I’angle entre les cercles S; et Sz et il est désigné
par L_/_ (S1, S2) ; si on considére ’angle orienté entre les tangentes, on parle

de 1’angle orlente / {S1zS2} entre les cercles S1 et Sa. Nous voyons ainsi
que ’argument Arg W(z1, z2, z3, z4) du rapport anharmonique W(z1, z2, z3, z4)

des quatre points zi, z2, z3, et z4 est égal a ’angle (orienté)

Z { [z1z224)z1[2122235] }

_ r

12224] et [z122z3].
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De la propriété d’invariance du rapport anharmonique de quatre points
il s’ensuit que les transformations circulaires propres ne changent pas I’angle
que font les cercles sécants tandis que les transformations circulaires impro-
pres changent le signe (c’est-a-dire le sens d’orientation) mais non la valeur

Cette prmmété m\.portante des transformations circulaires s’exprime
..... 1n Conn -1._,1,_1- PR T e moendoce nendeen Too mmend c cmoed
bUUVﬁLlL UC ia 14401 UICECC dULlVAIIlC . LES Angies Enire 1es cercies sont

conservés par les transformations circulaires (). En particulier, des cercles
tangents (cercles dont I’angle entre eux est nul) sont transformés par la
transformation circulaire en des cercles tangents.

Passons maintenant a 1’étude du module |W(z1, Z3, 23, z4)| du rapport

anharmonique W des quatre points du plan. En vertu de la formule (6)
du § 7 (p. 55) nous avons :

I |
|21——”Zg .Zl-—Zﬂ
| 20— 23 " Z2 — Zz4 |

l21 —Zs! . !21 —Z4i _ (21, 2z3) (21, Z4)
|Zz — Z3| | lZz — Z4| (z2, z3) (z2, z4) ,

~
S
) —g

ou (21, z3), (z2, 23), etc. sont les distances entre les points z; et z3, 22 et z3, etc.

(1) En d’autres termes, si une transformation circulant propre (ou impropre) trans-

me les CCl'Cleb 01 €t Og €n cercies 01 et Og et le pomt Z, d’intersection de A)l et p.)g

o~ -n-ab N n manmn~ditrasensed

au puiill 1, Ull a 1WplLilvuiuviiy

’:

/¢ o~ =~ 3 £ =2 2 ~r N /o o~ PN S o ot P &~ Y

L 1012102 § = £ (0121925, L {01212 f = — /L {O12102 §°
INotone ane i deny cercles . et . ce connent any nointe ». ot »_ (of fic. §3)
“ VW oW ALW ““' WA WWLAIA WWA WAV v‘ ww Us VW vvuyvuu e I yvlllbu -1 ey -' \v llbl J.’I

c’est pourquoi en parlant d’un angle orienté entre deux cercles qui se coupent, il est
indispensable de désigner le point d’intersection ou considéré cet angle (un angle
non orienté entre deux cercles ne dépend pas du choix de leur point d’intersection).]
() De méme, ’angle entre deux courbes quelconques ¥, et ¥, se coupant au point z
(par définition cet angle colncide avec I’angle

/tg entre les tangentes a V1 et v, au point z), est éga'l

a I’angle entre les cerc1es, passant par z, Sy, et S,,

‘t!\ ///ﬁ—‘\ \ taﬁgeﬁts 4 nos courbes (fig. 54), et la iransforma-
| tion circulaire qui transforme les courbes y; et ¥,
en de nouvelles courbes y; et »;, transforme S et
S, en cercles S; et S;, tangents & p; et ¥, il
s’ensuit que les angles entre les courbes arbitraires
Yz se conservent au cours de transformations circu-
M) laires. Toutes les transformations possédant cette
Y1 derniére propriété s’appellent transformatipns
- conformes, C'est ainsi que les transformations
FiG. 54. V3 circulaires sont des transformations conformes.
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Nous appellerons le nombre réel
(21, z3) . (21, z4)
(22, 23) " (22, z4)

rapport anharmonique des distances entre les quatre points z1, za, z3 et 25 et
nous le désignerons par Ww(zi1, zz2, zs, z4). Nous avons ainsi

R 7, . e ) (19 N\
23, Z4)| = W21, 22, Z3, Z4), \1< 4

xplicitemept « le module |W(71 Z2, 23, 7;\' du rapport anhar

- s sw Fivv W wov TP \~4 Lo of R o ch L

monique W(z1, z2, z3, z4) des quatre pomts Z1, 22, 23, 24 est égal au rapport
anharmonique des distances entre ces points. De la propriété d’invariance
du rapport anharmonique nous pouvons maintenant conclure en disant
que les transformations circulaires conservent les rapports anharmoniques
des distances entre quatre points.

On peut maintenant énoncer de fagon nouvelle les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’un quatuor de points z1, z2, z3, z4 puisse étre transformé

c’est-a-dire

o

par une transformation circulaire en un guatuor de noints wi. we. wa et ws :
y“‘» WAL & G AR | WAL W WA “A-lv wAA e AL &““D“VA A s 2 t’v‘ A ry _l_, a’ "o - rr )
T1 Conid tn b innsnn oo b ur cela aue Pancle entre les cer .

1l 1aul 1101dl111111CI1L pU Llla uc ¢ u’lgle éenire 1es cer l_ 1.&243] CL l212224j

soit égal a I’angle entre les cercles [wiwaws] et [W1W2W4] et que le rapport
anharmonique des distances entre les points z1, za, z3, z4 Soit égal au rapport
anharmonique des distances entre les points wi, wa, wa, wa.

Considérons aussi un peu le probléme de la description géométrique
des transformations circulaires arbitraires. Comme nous Ie savons les trans-
formations linéaires (3) représentent des transformations de similitude. De

plus le produit a-.,s&, de deux ou de plusieurs transformations linéaires est
crom o doem ze ol ceaan m d 2 nam 12 Lo e ’ ad sm izl aim ce s e timid s aee mim e &azad oo
une transformation linéaire (1); c’est pourquoi on ne saurait ramener toutes

les transformations circulaires aux seules transformations de similitude.
Les transformations circulaires les plus simples, différentes des transfor-
mations de similitude sont les transformations

r=1 @ & =1 @ (13)
- > W),
que nous pouvons aussi transcrire par les égalités :
1
Argz' = —Argz, |Z|=— (a)
2]
et 1 (14)
Argz’ = Arg z, 2’| = p (®).

(1) Ainsi, par exemple,si z, = az+ betz =a,z,+ b,,2’ = Az+ B,ou A = a,a,
B = a1b+ bl.
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De ces deux transformations, la transformation (13 b) ou (14 b) a le sens
géométrique le plus simple, on I’appelle inversion singuliére. Par inversion
chaque point z du plan est transformé en un point z’ du rayon Oz (I’appar-
tenance de z' au rayon Oz dérive de ’égalité Arg z' = Arg z) tel que

0,z) = ou 0,2):(0,2)=1 (15)

(0, 2)
(fig. 55); I’inversion transforme Ie point O en « point » 00.
L’inversion est I'une des transformations circulaires les plus simples.
Comme toute transformation circulaire elle
transforme chaque cercle ou droite & nou-

veau en un cercle ou une droite ; I’inversion
conserve les angles entre des cercles (sécants)

transformation circulaire (impropre); les
rapports anharmoniques des distances d’un
FiG. 55. quatuor de points ne changent pas non plus

par inversion. Les points du cercle unité

zZ = 1 se changent par inversion en eux-mémes. Ceci et aussi le fait que
chaque point z extérieur au cercle zZ = 1 se change en point intérieur z’

[situé sur le rayon Oz et tel que le rayon (O, zp) = | du cercle unité soit la
L oV S 87U _ T V.9 ”At\ml( -:ﬂ“l\ ”n am - e II\ﬂ ‘A“M‘ﬂ““ﬂ Pa¥el o V-Ye 2 0 a Vet o) ~ -~ ~a -’ .
1uuy Cl11110 BCU U.Ctl lkl uc Uu.tl C 10 lullguvculd dUD oL EILLL lltb (0, A) t (04 ) )

)

1
cf. fig. 55], tandis que le point z’, inversement, se change en z, donne une
base pour attribuer aussi 3 la transformation (13 b) ou (14 b) I’appellation
de symétrie par rapport au cercle unité (1).
(1) A ceci s’ajoute le fait que n’importe quel cercle passant par les points z et z’ qui
correspondent I'un a lautre dans D’inversion singuliére sera orthogonal au cercle unité

zZ = 1 (fig. 56 @) de méme que n’importe quel cercle passsant par deux points z et z,
symétriques par rapport & une droite /, est orthogonal & /.

77N\

-

a

—

F1G. 56.
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La transformation (13 @) ne mérite pas d’attention particuliére — c’est,
manifestement le produit d’une inversion singuliére (symétrie par rapport
au cercle unité) (13 b) et d’une symétrie (4 b) par rapport a I’axe o. L’inver-
sion de degré arbitraire k est aussi assimilée aux transformations déja consi-
dérées

~~
[a—
N’

, k réel,

-
Nl

représentant le produit d’une inversion singuliére (13 ) et d’une homo-
thétie z’ = kz avec comme coefficient d’homothétie k (). Et en général
toute transformation circulaire représente une transformation de similitude et
une inversion,; la démonstration de cette proposi-

. 1
tion reste notre but fondamental. o
. - -’
Précisons avant tout les formules qui décrivent & —Z 4
a bramncfammatinn Anganrcimmn T Tma fmcaned ma oln w
ld tldllblUlllld.UUl.l U 111VOIDIVIL. UILIC 111VCIDIVIL DI~
'D vy K77
3 ITe J I

guliére se définit géométriquement comme une
transformation qui transforme un point arbi-
traire z du plan en un point z’ du rayon Oz (ou le point O est fixe) tel que la
relation (15) soit satisfaite. Ainsi, le point O joue le réle important dans la
description géométrique de I’inversion; ce point s’appelle centre de I’inver-

sion. Si le centre de I’inversion coincide avec le pdle du systéme des coordon-
nées (avpr' le nnmf f)\ alors 1’inversion est décrite par la formule (1 3b). Si

AN AN A AAAWSAW

,1 oo cned Ao AT & almae 198 a0 . 1_ ok
w au pidil >Cit UC poIc ng. J7) alUId 1 lllVUfblUIl, CCid CObL

~ s -..L:L..,..--,. - Py N
IC PU]LI. ailvilalic
évident, s’écrira ainsi :
, 1 , wz+ (1 —ww)
Zi—w= ou z' = . t¥))
zZ—Ww zZ—w

On vérifie aisément que toute transformation circulaire propre

5 = az + b
cz+d’
difféi‘ ente d’une z‘i‘al"i.')fuuuatiuu de similitude (C est-a-dire telle que ¢ -?—L 0)
est le produit de la transformation de similitude z' = pZ + q ou
-2 - - -
» c g aad — ccd — ach ab 20
—_— — e 9 —_— — ’ —_—
A4 cd cd

(® Pour k£ > 0 on dit aussi d’une inversion de puissance k que c’est une symétrie
par rapport au cercle de rayon \/ k (du cercle zZ = k). On peut considérer 1’inversion
de puissance k < 0 comme le produit de I’inversion de puissance positive k et de la
symétrie (4 a) par rapport au pdle O.
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et de Pinversion (17), ot w = af/c; chaque transformation circulaire impropre

az+ b
= s
cz+d
P TERR A o YISO SEy SRR ALY S SRS oSNy IR SR IR ) £ PUN SN S [ |
ou ¢ -/~ VU, €3t € proautt ade ! tranyjorrriatt ac sSimuliuae 2 — ps 1+ q, ou
2 = = =h
C aaa — cca — aco
p = Z ’ q = ’
cd

c _
Z1=——=2z
4 cd
I'annn"‘nmnlunﬁ AA acievaslidrnda $tentnafnmmrnnt 1o sanisd ~ At sansné m_ ad
tla 1VU1111ALLIVIL UV DlllLiliItul tialidiviliialit 1v PUl Il 4 Vi1 puULIllL 4], VL
a._ ( ad \
pd + 11—,
zZ = \ CC/
V4
- a
Z] — _
C

— inversion transformant le point z1, en point z’, nous avons alors

' o Y 7 L

al ¢, aad—ccd—ach | |, aa \

-y T ZFZT . ¢ T\t —— | o
g1 7 cd J \ cc/ __az+0b
B 2 —. — . . = cz +d

c aad —ccd—ach a
_.Zz+ — — -
cd ¢

Ainsi, toutes les transformations circulaires du plan différentes des trans-
formations de similitude se raménent de fagon univoque & I’inversion

En conclusion de ce parasraphe. arrétons-nous encore sur quelques
A AL ANJ AR y“‘“&l“yllv, A AWLVVALAY ALV VO WAAWN A W AP AL &“V‘““VU
[ S PSR PULY - Y S S SIS SIS . S
pCb 10I1Uc lcntaux elatlls aux IraIlSIOI'IIlatIOIls CIrCcuialrics. 1NOWd

avons vu précédemment que 1’ensemble de toutes ces transformations :

a) contient le produit de deux quelconques des transformations de cet
ensemble;

(1) De ce qui a été démontré, il s’ensuit aussi que toute transformation circulaire
différente d’une transformation de similitude peut étre présentée sous forme du produit
d’une inversion ayant une certaine puissance k et d’un déplacement.
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b) contient une transformation inverse d’une quelconque transforma-
tion de cet ensembile ;

¢) contient une transformation identité (singuliére).

L’ensemble des transformations possédant toutes les propriétés de a) a c)

est un groupe de transformations. Ainsi, les transformations circulaires
fnrmp,nf un groupe.

v Sere hdhdd oid

nnnnnnnn : lag saen 4 Lo ~lAnrsLbdonsvr 1An An £ arrona lasmas ~allan s

VUyUle pauux 100 PLUP.LICI.CD scumcl.uq €S Gcs 115Ul l.uaucb LLlILO (yul
se conservent au cours des transformations circulaires; parmi ces propriétés
seront classées, par exemple, la propriété d’une ligne d’étre un cercle ou
une ligne droite (mais non la propriété d’une ligne d’étre une droite, puis-
qu’une ligne droite peut étre transformée en cercle aprés une transformation
circulaire) ou la propriété pour deux cercles de se couper sous un angle

déterminé o On peut appeler ces propriétés, propriétés circulaires des
t A ’étude de ces nrovriétés la séométrie

avvv- ;. -~ Al il whakd f= b A C P g

La denmtlon de Ia géométrie circulaire s’apparente a celle de la géomé-
trie ordinaire, comme science étudiant les propriétés des figures, ne dépen-
dant pas de leur position sur le plan, c’est-a-dire qui se conservent au cours
de tous les déplacements possibles (notons, & ce propos, que I’ensemble de
tous les déplacements possibles forme, évidemment aussi un groupe) (1).

De plus, comme ’ensemble des transformatlons circulaires est plus étendu
qup 1’ensemble des dénlacements (n isaue cha

W A WAIADWALLUAY WU MW AW WALAV LAWY vy

_____ ~s 1o 2

ou pp = 1 est un cas par ticulier d’une ti‘auSlUi‘m'ati n circu o
transformation circulaire ne peut se traduire entiérement p un
ment), la géométrie circulaire est « partie intégrante » de la géométrie tout
entiére. Il convient de comprendre cette derniére affirmation dans le sens
que des propriétés circulaires des figures — c’est seulement quelques-unes
d’entre elles qui sont étudiées par la géométrie ordinaire (d’Euclide).

Du point de vue de la géométrie circulaire, des figures d’un plan sont

Q..

considérées comme indiscernables (possédant les mémes propriétés) si elles
se transforment 1*une en ’autre par transformation circulaire; en géométrie
circulaire, on peut qualifier ces figures de « semblables » ou « d’égales ».

Comme les transformations circulaires forment un groupe, en géométrie
circulaire :

a) si la figure @ est « égale » 2 la figure P, et la figure P; « égale » 4 la
figure @3, la figure D est, elle aussi, « égale » 2 la figure D3 (car D est trans-

(1) Voir a ce propos 1. M. YAGLOM, Transformations géométrique, 1 et II, Introduc-
tions aux 1%, 2 et 3¢ parties du livre.
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formée en @2 par le produit des transformations qui transforment @ en @,
et @1 en Do);

b) si la figure @ est « égale » & la figure @;, la figure @, elle aussi est
« égale » 2 la figure @ (car D, est transformée en @ par une transformation

.
nvarca da la l-ronc{"nrmof:nﬂ A tre
3 UL Ia uaiiviidiatliv L

g
(¢
E

est ansformée en
nsformation

a .-u; A arate

S

n“nn< n«ﬂn“ n.aa

Ainsi, « I’égalité » des figures en géométrie circulaire posséde les trois
propriétés indispensables & 1’emploi du terme « égalité ». Le fait que les
transformations circulaires forment un groupe est fondamental parce que
a partir d’elles découlent les propriétés a) a c¢) de «1’égalité » des figures,

définia A 1’91(‘9 des transformations circu
W WALLALNY &4 SVANS A AAVA VA ARACAVLVAN ALY WA WAL

La notion de géométrie circulaire désigne 1 ertaine classe de pro-
priétés géométriques des figures que 1’on ne peut étudier que par ces seules
et mémes méthodes. En particulier, I’utilisation des transformations circu-
laires apparait trés utile pour la démonstration des propriétés circulaires
des figures; grice a elles on peut parfois simplifier considérablement la
figure correspondante; c’est que du point de vue de la géométrie circulaire
toutes ces figures obtenues les unes des autres avec 1’aide des transformations

circulaires sont semblables et c’est pourqu 10i nous pouvons utiliser n’importe
laquelle A notre convenance. Le lecteur trouvera dans le paragraphe suivant
une série d’exemples d’une semblable utilisation des transformations cir-
culaires.

Il existe une autre méthode d’approche de la géométrie circulaire qu’il
convient de n’utiliser pour la démonstration des « propriétés circulaires »
des figures que les théorémes et les notions qui se rattachent a la géométrie
circulaire (c’est-a-dire qui conservent leur signification au cours des trans-

farmatinne nn-n-nlon-nc\ Ne ce noint de viie an
AVLILIIALIVIIL JYQ SACITING S UO} AN W Pvlllb Vv ¥V Uw

S o P . ~ -9- g | YAL___

1'unc a pamr GC 1"11tre par ir ansmrmauons ClI'Cll alI'CS a de I'alSOIl (1 cire
préférée, puisque toutes les figures représentées ont exactement les mémes
« propriétés circulaires ». Le rétrécissement de 1’ensemble des propriétés
qu’il est permis d’utiliser pour I’élaboration de la géométrie circulaire,
complique naturellement le probléme de la démonstration des théorémes
se rattachant a cette géométrie; ceci est en partie compensé par le fait que
la limitation de I’ensemble des démonstrations possibles peut parfois faci-
liter la recherche de la bonne voie. La valeur de la méthode d’approche
indiquée pour la géométrie circulaire consiste en ceci qu’elle permet de



14] TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES 145

considérer cette géométrie comme une discipline indépendante dans ce sens
qu’elle a la méme signification intrinséque que la géométrie ordinaire
(euclidienne). Cette science représente une nouvelle branche de la géométrie
semblable, disons, & la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky.

LES

§ 14*. APPLICATIONS ET E

Nous avons vu plus haut qu’un triangle quelconque zizszs peut étre
transformé par une transformation circulaire déterminée en un autre

triangle quelconque wiwsws, c’est-a-dire que les points z1, z2 et z3 peuvent
étre transformés en points wi, we, et ws (bien entendu les c6tés du premler

triangle en général ne se transforment pas en c6tés du deuxiéme triangle,
1'1\ an "i‘nﬂﬁ"“t\"ﬂ‘\aﬂ" ar nnrn‘a\ DI\'IIf‘ ‘A(‘ r‘nlorlri]oft‘:roc I‘QIO r\’nef AA;& mino
11D DU U AlDIVILIIVILL VIL Wiviv)., 1 VUl 1Vl {uaulliatvivo Wia 1L Vol uvja pPiuo
valable; — pour qu’un quadrilatére zizsz3za puisse étre transformé en un
auadrilatére ooy A (roct-dodive Ioe commete din nreamier — an cammate
qu“ I Like I1C YWI1iwid 3wag \D O W WL 0D OVilililviD W tll.\/llu\ll Wil OVALALLIAW LD
du second, il faut (et il suffit) que

W(w1, we, ws, wa) = W(z1, z2, 23, Z4)

(ou W(w1, wa, ws, wa) = W(z1, z2, 23, 24)) ;

et

Vf’(wl, Wa, W3, Wa) = W(zl, Z3, 23, Z4)

’'o

irculaires imnronr
1 laires 1Impropre:

!ﬂ

vaa AA

cf. p. 136 et suivantes; les angles ne son nt
ations

N
AN

{ [212225]z1[212224] } = / { [z3z2], [z321] } — £ {[zaz2], [2421] }

(cf. p. 136-138) et

(21, 23) + (22, 24) .

W(zy, 22, 23, 24) = - -
y AN
(22, z3) * (21, za)
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de plus si on se limite pour simplifier le tableau au cas des quadrilatéres
convexes ziz2zsz4 €t wiwawawa, les angles orientés

L{lzszal, [zaz]} et L {lzaze], [zaza] }

seront orientés différemment et c’est pourquoi leur différence se réduit a Ia
somme des angles z3 et z4 du quadri-
latére (fig. 58 \ D’ou nous obtenons :

ATTae e ’4.-- PUURRPUS SU.) P 5, S
oul 4u un quuuru tere convexe

| A

Z1z22324 puisse étre transformé par une

transformation circulaire en un qua-
. 2 re——— .

drilatére convexe wiwawswa, il faut et

il suffit que la somme des angles oppo-
et z4 du premier auadrilatére
7

[ £ b7 At e et d s 4 d

e resere nn A“annnn

(z1, z3)(z2, z4)

(z2, z3)(z1, za)

des produits des cités opposés du premier quadrilatére soit égal au rapport

(w1, wa)(ws, wa)

(o0 vwalvo: 10 .)
(W2, W3j{wi, wWa)

des produits des cotés opposés du deuxiéme quadrilatére.
De cette proposition, découle en particulier que tout quadrilatére convexe

Z1z2z3z4 peut par transformation circulaire étre transformé en un parallélo-

[ e——
e rriansan n -0'10”0:-70 Arnset
STUINITIE 41494344 WUILL

opposés du quadrilatére z1z3z3z4, €
cotés o ppoow du quadrilatére z1z223za. 0 z

peut s’inscrire dans un cercle (c’est-a-dire le cas ol les sommes de ses angles
opposés sont égales), ce quadrilatére peut étre transformé en un rectangle

par une transformation circulaire; si les produits des cotés opposés du
quadrilatére Z1z2z3z4 sont égaux entre eux il peut étre transformé en losange;

enfin si le quadr’ilatére Z1z2z3z4 peut étre inscrit dans un cercle et que le
S P U S SRS | 13“_ . e e
produit de ses cOtés opposés sont égaux (c’est-a-dire si le quadrilatére z1z3z3z4
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est harmonique; cf. § 8, p. 74), on peut par une transformation circulaire
le changer en carré. Il n’est pas difficile d’extraire de ce qui précéde toute
une série de propriétés différentes des quadrilatéres.

Notons tout d’abord que si un quatuor de points Z1z2z3z4 peut étre trans-

ormé par une transformation circulaire en un quatuor de points 29, z9, 29, 22

a2 P AV LA QAR GMIVALRAAVRIGLETV Vil RAl YwGiweVi By pVaillwe “]y #Yy 239 #4 -

(Zl’ 22)(239 24) rrrl yr7r 0 0 0 o\

(21, z3)(z2, z4)

0
(=, zg) . (zg, zg)

(23, 23) - (23, 29)

C’est pourquoi, par exemple, si on peut inscrire un quadrilatére z1z2z3z4
dans un cercle, et que les produits de ses cotés opposés sont égaux entre eux,
le produit de ses diagonales sera égal au double produit de deux cotés opposés

A A’ln LAvidarmrmnnt 1a nnn Avr Aneed n0-0-O;-O.

cvialimincent i€ ¢as au carrc L1424344, 115. J7 u).

U)

(o~
A\ ad
On peut gener aliser cette derniére l‘lyp0th€SC au quaaruatere arbitraire

Z1z2z3za que ’on peut inscrire dans un cercle ; pour un tel quadrilatére
la somme des produits des cotés opposés

(21, 22) - (23, z4) + (22, z3) « (21, z4)

est égale au produit des diagonales (z1, z3) + (22, za) (théoréme de Ptolémée).
N IM_. 0 1 o 1 _a) e __ 4 As_ o oa M . ISR S
En effet, si le quadrilatére z1z2z3z4 peut €ire transformé par une transfor-
P ——
}T\of;nn cirenlaire an 11n ractanola »0-0-0.0 (s SO A)
AALIVII VviiVUiQllwvw Vi1 Ull i1vviail o ‘11‘12‘13&4 \us 7 U},
(21, z2)(z3, 24 n (z2, z3)(21, z4)
(z1, z3)(z2, za) (21, z8)(z2, Z4)
= WA(z1, 24, 22, z3) + W(z1, z2, 24, Z3)
<=5 0
= W(z1 Z4, 22, 23) + W(Z1, Zz, Z4, Zs)
Va 0 0\/ 0 0\ V4 0
__\21, 22)(Z3, 24) | (22, Za) (Z1, 24) (21, Zz) + (Zz, Za) 1
.0 NN 0 o 0 o\ (0 0.2 S
\Z1, Z3)\22, 24}  \Z1, Z23) °\Z32, Z4) \Z1, Z3)

Ainsi, on peut considérer le théoréme de Ptolémée comme une généra-
lisation du théoreme de Pythagore qui établit un lien entre les longueurs
des cotés et la longueur des diagonales du rectangle.

Essayons maintenant de trouver une relation analogue reliant les lon-

- mare Acsen s T.4X) ére PPRYS-D. PRGSOy S N SR, S | IpE—
K] U uil q_uauu dAlCIC CIHUCICILCIIL a1 UVILLAlIC 21222324,

P oo Al
gueurs et des diago
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Supposons que ce quadrilateére soit transformé par une transformation

[re——1
circulaire en un parallélogramme 292929z avec un angle aigu /2 = ¢
(fig. 59, ¢). Alors, il est évident que :

(44}
-

par conséquent
(zg, zg)z(zg, zg)2 = [(zg, zg)2 + (zg, zg)]2 — 4(2(1’, zg)(zg, zg)2 cos” ®
= (zg, zg)4 + (zg, zg)4 — 2(2(1), zg)z(zg, 22)2(2 cos’ p—1)
= (21, z(z))‘1 + (zg, za)' — 2(2(1), zg)z(zg, zg)2 cos 2.

Mais 2¢ est la somme des angles opposés z¢ et zJ du parallélogramme

(21, 22)2(23, 24)2 + (21, 24)2(22, 23)2 .
(z1, 23)2(22, 24)2
2[(z1, z2)(zs, za)[(z1, z4)(22, z3)] cOs 2
- (z1, 23)2(. 2, 24)° B
= [W(z1, 24, 22, 29))° + [WA(z1, 22, 24, 23)]°
— 2W(z1, z4, 22, 23)W(z1, 22, Za, 23) COS 29
=[S, 24, 23, 29))° + (W23, 29, 2%, 29)]°
— ZW(zf, zg, zg, zg) W(Z(l), zg, zg, zg) cos 2¢
_ (zg, zg)4 + (zg, zfi)4 -+ 2(2(1), zg)z(zg, zg)2 cos 2¢p

.0 02 ,0 0,2
(21, Zz3) * (22, z4)

1,
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c’est-a-dire que la somme des produits des carrés des cétés opposés d’un
quadrilatére arbitraire moins le double produit de tous ses cotés par le cosinus
de la somme des angles opposés est égale au produit des carrés des diagonaler
du quadrilatére. En particulier, pour 2p = /2 on obtient : si la somme
des angles opposés d’un quadrilatére est égale a w[2, la somme des produits

des carrés de ses cotés opposés est égale au produit des carrés des /Imgnnnlpc

Ww vis Ledadl K id

J. A DEATL s L .
uu quuu iatere \bUlulelCL aviy IU L.UCU.[CLU.U ac rtoicmee N AT

wt T o
angles opposés d’un quadrilatére est égale a m, la somme des produits
cotés opposés est égale au produit des diagonales du quadrilatére).

On peut parvenir a ces résultats par un autre chemin.

Transformons par une transformation circulaire le quadrilatére z1z2z3z4
. 1 A Y . . - .
en un « quadrilatére » Z31Z2Z300, ou 00 — est un « point infiniment éloigné »

du plan; avec cela nous aurons :

W(Z1, Z2, Z3, 24) = W(Z1, 22, Za, OO) = V(Z1, Zz, Za)

A\ T

(voir § 7, p. 34). La relation

Z1— 23
WZ1, Zs, Zs) = 222
Zys— Zs
e T eV n e A L ALL_
UGOIIC Id ICIdallOl UGS COLOS
Vi 4 ~ N\ | r—» ~ |
(£1, 43)  |£L1— L3| ||
(75 72) | 7o — 7.l o
\&~“day «=~9) "-44 “ol
—
du triangle Z1Z273 et son angle
/ Z3 .
{ [Z1Zs] [ZzZa] } Arg ——— Arg V,
L2 —_ L3
—
ainei le trianole Z+7.7a ect détermind nar le anadrilatére »:707a7s « 2 11INe
w;;a.u‘, AW U‘.l“llblv gd ‘Jauo WILV W LWA LLALALILVY yw‘. AN & ALV WVWA W L éaaﬂ N W AAW

triangles Z1Z:73 et Z1Z57474 tels qu’on puisse transformer Z1zszaza par

-

des transformations circulaires & la fois en Z1Z2Z300 et en Z1Z3Z300

. o —
sont semblables entre eux.) Le triangle Z1Z,Z3 s’appelle triangle associé

we mww

a Toaden O 0 [ © O — "0\
au quadrilatére z1z2z3z4 (cf. § 8, p. 79).
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I est évident que
(Z1,Zs)

Yy 4 [ SN
(£2, £3)

R7 7/ 2N BN - 7 /2
| W21, Z2, Z3, Z4)| = W\Z1, 22, Z3, Z4)

_ (21, z3) * (22, z4) |

(z1, z4) » (22, 23)

d’autre part
(Z1, Z5) lZl l
(Zs, Z2)  |Zs— Z4|

IV(Z1, Zs, Zz)l = |W(Zl, Zs, Z3, o0)

(21, 22) - (23, 20)

= |W(z1, 23, 22, 24)| W(z1, z3, 22, za) =
(21, z4) * (22, z3)

—
Ainsi, le rapport des longueurs des cotés du triangle associé Z1Z:Z3 est égal
au rapport des produits des cotés opposés et des diagonales du quadrilatére

[(z1, 22) * (23, z4)] : [(21, 23) * (22, z4)] : [(21, Z4) * (22, 23)].

D’ou il s’ensuit que si on transforme par une transformation circulaire
le quadrilatére Z1z2z5z4 en un « quadrilatére »

Ly —
Lt 1.7 ) [ ] ’ ’ ’ 4
, 21222324 ou I’un des points z1, z2, 23, et z4 est
2 un « point infiniment éloigné » o, le triangle
| form¢ par les trois autres points sera associ€ a
~ 2 \ S , .« 1 11 11
/ N\ z1z2z3z4 (C’est-a-dire sera semblable au triangle
l’ ' ) \, \\ PR I S 4 -"111\_ Lg\“" \ e aflaé at an
) j/z_"‘\\ 1 VCUILIDIUCLIY PIUD 11aul LlLZLs). .11 11U, o1, pail
\ Z Z; Z, exemple, zg3 = 00, z1zaz3z4 est transformé en
‘\ / I__I
\\ ! 21222400 d’ou il s’ensuit que
~ P
Sm—eT (21, z2) : (21, 24) : (23, 22) = [(21, 22) * (23, z4)] :
Fi1G. 60

[(z1, za) . (22, 23)] : [(z1, 23) * (22, Z4)]

et, donc, les triangles .Z12223‘ et 'z'lz'ng; sont semblables (ils ont un seul
et méme rapport de cotés). D’ol il s’ensuit que le triangle associé du qua-
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drilatére z1202z3z4 peut étre obtenu, par exemple, en transformant trois som-

mets de Z1zaz3za 4 1’aide d’une inversion ayant son centre au quatriéme
sommet (n’importe lequel !) du quadrilatére (fig. 60). Notons maintenant

que si le quadrilatére z1z2z3z4 est convexe :

2(z1, 22) » (22, 23) * (23, 24) * (24, 21) COS 2¢

représente simplement le théoréme des cosinus appliqué au triangle associé.
Par analogie, le théoréme se rapportant au cas de 2¢p = 900 et le théoréme
de Ptolémée peuvent aussi facilement &tre déduits de 1’étude du triangle

o p 1.1 .9 r—— s . R | e e 1 . e _r__r e\
asSoCIC au quadruiaicre zizazsz4 (qui €St gans C€s Cas rectangic ou acgencrc).

YAGLOM, — Nombres complexes. 11
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Voici encore un groupe de résultats se rattachant aux quadrilatéres que
’on peut déduire de cette méme possibilité de transformer un quadrilatére
quelconque en un parallélogramme (ou en un losange ou en un carré). Les
diagonales [z9z3] et [z9z9] du rectangle sont des « cercles » menés par les

pr—
sommets opposées du rectangle z$z3z3z% orthogonalement (*) au cercle
circonscrit; le centre O du rectangle et le point o0 (par lequel passent toutes
les droites du plan) sont les points d’intersection de ces cercles. Ensuite,

les c6tés du rectangle sont les cercles z‘l’zgoo, zzzgoo, zazﬂoo et [z9z900]; il
est facile ainsi de se représenter de quelle fagon on choisit les cercles
[29230], [292301, [23290] et [29230] (voir plus haut, fig. 59 b). D’ou nous
obtenons : si S1 et Sa sont les cercles passant par les sommets opposés du qua-
drilatére 21222324 inscrit dans le cercle S et orthogonaux a S, tandis que vetw

PR Pend szeces mze An ~Ape = loa ~o

sont les poinis d ’intersection cées C‘rue.s, I{AY u:"rue.) lzlzzu] et |_£3£4U], 1424301
sont tangents entre eux, de plus les deux premiers cercles sont orthogonaux

aux deux derniers ; par analogie les cercles [z1z2w] et [z3zaw], [2124W] et [z2z3W]
sont eux aussi tangents, et les deux premiers de ces cercles sont nrthnannnur

ey poe e ww

aux deux derniers (fig. 61). Le fait que le point O est le milieu des diagonales
! ~ | — . . . .
292§ et 2323 du rectangle 29292923 conduit aussi & des propositions intéres-

santes concernant un quadrilatére arbitraire Z1z2zsz1 que 1’on peut inscrire

dane nn carcle © da rect ?ancnrit ane
WALID Wil VWA WAY « VWV WVWWVWWL U Ulwu \1“\1
~ ~
{’4 ”4- 29 “’\ — H {”g\ > . 29 “,\ e 1
wi\Zi, 23, U, W) = W22, 24,0, W)} = 1,

(z1, v) _ (z1, W) (z2, V) (22, w)

(z3,v) (23, w) (zs,v) (24, W)

Q
3
3
Q
a
Q0
ta
_/
:ﬂ
S

De la fieure 59 a découle gue si les ‘un quadri-
1gure 39 a decoule gque si le n quad
b 4

nr
Vi

\ e . -
latére z1z2z3z4 (inscrit dan cercle S) sont égaux entre eux, les cercles S1

S je
et Se seront orthogonaux ; de plus les cercles [z1z2v), [z2z3v], [z3z4V] et [z4z10]
seront nrfhnann/nn' aux cercles r71 7ow1 r7‘,7.,w1 f7o7/|w'| et |'7A71w] rp('npr'tl-

TVWPVH/Y WYYV VT Vb wis L“a~0’ L~YOo~&r

vement. Enﬁn, on peut aussi utlhser la plupart de ces résultats pour un qua-
drilatére absolument arbitraire (qui n’est pas obligatoirement inscrit dans

un cercle) Z,z,z3z4; mais alors on doit comprendre pour S; et Sz, un cercle
passant par les sommets opposés z1 et zs du quadrilatére et formant des

(*) On dit des cercles qu’ils sont orthogonaux quand ’angle entre eux est égal & n/2.
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angles égaux avec les cercles z1z2z3 et z1z3z4, respectivement, — cercle pas-
sant par zz et z4 et formant des angles égaux avec zazsz4] et [z224z1] (si le
quadrilatére initial est un parallélogramme S; et Sz sont les diagonales du

parallélogramme; voir fig. 59 ¢). Nous laissons le lecteur étudier seul ce cas.

Remarquons, pour conclure, que les exemples considérés illustrent bien
mnbtban smmlélinda Aa ALrnnsmctbuntdinm Aos +4hlancwdaens Ao 1o slAcanLbstan Atenrilaten
COLLC HIICLIIVOUC UC UCLIUIDLIALIVIL UCld L1IICVULICLIIDS UL 1da ECUILI.CUJC viioulall v
- bl rs -
1

dont nous avons parié a Ia fin du précédent paragraphe : Notre démarche
consiste & formuler une certaine propriété « circulaire » d’un quadrilatére
21297324, C’est-a-dire une propriété qui se conserve au cours des transfor-
mations circulaires (par exemple liée au rapport anharmonique des sommets
du quadrilatére), et nous transformons ensuite le quadrilatére en une forme

m ~S.40 5 S,'
7
[

em——1 e
2929292 ou en un « quadrilatére » Z1Z2Z300. Cette méthode permet de
démontrer une grande variété de théorémes se rapportant aux polygones

et aux cercles. Nous nous bornerons encore ici & un seul cxemple trés simple.
£V o 2 AL innrn s ndoen Anmalan samse alnnmda dassew A Aoz O [ ~d O
COLLIUCI OIS (UdllC COICICS HOLL 5004y UCUA a UCUA OJ], 02, 23 UL V4

tels que Sy et Ss soient tangents @ Ss et Sa (fig. 62, a); il faut démontrer
que les quatre points de tangence des cercles [représentons-les par z1, z2, z3 et z4
appartiennent a un seul cercle (ou droite) 2 (1).

Transformons par une transformation circulaire le point z4 en « point
infiniment éloigné » ; les cercles S1 et S4 qui passent par z4 sont transformés

() Si les cercles S, et S; ou S, et S, sont sécants, la condition du théoréme peut ne
pas étre remplie (on peut ne pas exiger aussi que les cercles ne se coupent pas, si on
suppose qu’ils sont orientés : cf. note p. 161).
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en droites paralleles Si et S3 (fig. 62 b ; Si et Si ne peuvent étre sécants,
puisque S1 et S4 ont un seul point commun z4). D’aprés la figure 62 b5 il
s’ensuit que les points z1, z3 et z3 transformés des points zi, z2 et zs appar-
tiennent & une seule droite 2" ; en effet,

S o v N S e "
£ \2102Z2) = £ _(Z2WZg),

L (21 25 v) = 2 (25 zbw)
D’ou il s’ensuit que le nombre
V(z1, 25, z3) = W(zi, z2, 23, °0)

est réel, et donc que le rapport anharmonique W(z1, zs, zs, z4) est réel ; mais

L] . 1 4 \
meatement cect dédmantre le thdarame
J UMD LWiILAWILY Vvl VUWILILAVILV VW 1V LILWV L VALAV .

Arrétons-nous encore sur ies connexions entre les transformations d’in-
version et la notion de puissance d’un point par rapport 3 un cercle intro-
duite dans le § 8 (p. 44 et suivantes). Dans le § 8 on a montré que le rapport

C
— = (18)
A
des coefficients C et 4 de I’équation du cercle S
A>3 | Bo D5 L O — 0O 710\
AZZ T D2 DZ T LU — vV \i7)
est égal an produit
[=4 r
{0.21}+{0.2:) @0

| — |
des longueurs (orientées) des segments Oz; et Ozs, ou z; et z2 sont les points

d’intersection de S avec la droite arbitraire passant par O ; nous avons
appelé ce produit puissance du cercle S (ou puissance du point O par rap-
port au cercle S). Mais, d’autre part, I’inversion de puissance k

4

zZ =

k réel (16)
v ATl \=<vJ

a
7

N | X

transforme chaque point z en un point z’ de la droite [0z], tel que
{0,z}-{0,2'} =k

(cf. 1a description géométrique de l’inversion singuli¢re, p. 140). D’ou il
s’ensuit immédiatement que si Ia puissance du point O par rapport & S est
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égale A k, inversion de degré k transforme S en lui-méme (transforme
chaque point z; du cercle S en un deuxiéme point zz d’intersection de la
droite [Oz1] avec S).
Il n’est pas difficile de démontrer le fait que rcle (19) telque C/4 =k
ndep

est transformé en lui-méme par I’inversion de puissance k sans avoir recours
& la notion de puissance d’un point par rapport 3 un cercle ; : de cette démons-
17 1 1

tration on peut ensuite déduire 1a constance des produits (20), ou z; et z3
sont les points d’intersection de notre cercle S avec la droite passant par O
(c’est-3-dire le théoréme sur la puissance d’un point par rapport au cercle).
En effet, I’inversion (16) que nous pouvons aussi écrire sous la forme
k -
zZ= —, z=

!

z

o

(16 a)

N

transforme le cercle (19) en lieu géométrique des points z’, pour lesquels
,  k kK _ k sk, .
+Be——B—+C

Ao —o— — =0
-7 ’ bt 4 ?
z z z z
ou
= ’ Y Rl 2
Cz'z' + Bkz' — Bkz' + Ak =0
oy . 3
Comme C = Ak, A = C/[k, la derniére équation peut s’écrire ainsi
2'z" + Bkz' — Bkz' - Ck =0

Pour chaque inversion (16) il existe une 1nﬁmté de cercles que cette inver-
sion transforme en eux-mémes. Ce sont les cercles de puissance k ; ils sont
décrits par les équations (19), ou C/4 = k est fixe, c’est-a-dire par les équa-
tions

Azz 4+ Bz — Bz 4 Ak = 0. (19 a)
Les droites Bz — Bz = 0 qui passent par O qui sont aussi transformées en

elles-mémes par I’inversion (1 \ sont décrites nar ces mémes éaunations (l 9 a\

AW U8 Lw) § § LW, JOSRATI R L0 0 0 SULL LA A0e pal To AAAUAAALS Va2
r

(oul’on d01t seulement poser A = 0). L’ensemble des cercles (et des dr01tes)
(19 a) qui sont transformées en eux-mémes par les inversions (16) de puis-
sance k s’appellent faisceaux de cercles ; le nombre k, puissance du fais-
ceau, quant au point O : son centre. On peut démontrer que chaque faisceau
de cercles est formé de tous les cercles (et droites) coupant un certain cercle
fixe 2 sous un angle droit ; ou de tous les cercles (et droites) tangents & un
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certain cercle fixe, cercle 2' ; ou de tous les cercles (et droites), coupant un cer-
tain cercle fixe 2' en des points diamétralement opposés. Nous ne nous
attarderons pas ici sur ces considérations.

§ 15. TRANSFORMATIONS AXIALES CIRCULAIRES
MDD ANTCOTINNADARAA ATTANANG M T AT DD
(TRANSFORMATIONS DE LAGUERRE

Nous considérerons dans ce paragraphe les fonctions homographiques

az + b
st o
cz+d
et -
az + b
VA "= —_-—-i-—— (1 a)
cz+d
d’une variable duale, ou il convient maintenant de poser que le déterminant
y labl
N I cd

n’est pas un diviseur de 0. A ces fonctions correspondent les transformations
des droites orientées (axes) de la surface euclidienne, que nous appellerons

. , . o
parfois commode d’appeler les transformations (1) : transformations homo-

graphiques axiales propres et les transformations (1 a) : transformations
homographiques axiales impropres. Les fonctions homographiques (1) et
(1 a) d’une variable duale sont des fonctions univoques, appliquées a
I’ensemble de tous les nombres duals, élargi par I’introduction des nom-
bres cw, ¢ réel, et oo (3) ; conformément & cela les transformations homogra-
phiques axiales sont des transformations biunivoques de I’ensemble de tous

les axes (droites orientées) du plan. La symétrie par rapport au point O,
la symétrie par rapport a la droite O et la réorientation sont des cas parti-
culiers des transformations homographiques axiales
z =2z (a) 2 =—2z (b) et z =—2- (c), (21)
z

(*) Voir par exemple B. H. DELONE et O. K. JiITOMIRSK, Recueil de géométrie, M,
1959, problémes 273-291.

(®) Par opposition avec les transformations étudiées dans le précédent paragraphe
ou les transformations homographiques de 1’ensemble des points du plan pourraient
étre appelées transformations homographiques ponctuelles.

(®) Voir plus haut page 16-17.
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[N,
W
~J

et aussi le déplacement arbitraire

S = P2t (@), _ TPzt 4 ®), 2’ pz"+ q- ()

—qz+p gz + p —qgz+p

(22)

—_ Ny

N\
I
S
o |t
L)
s
(N
u
S
_I_
Q
Q
#
o

3+ 5
[voir les formules (36 a-d) du § 9, p. 89].

En particulier comme dans le § 13, on démontre que le produit de deux
transformations homographiques axiales et une transformation inverse de la
transformation homographique axiale, seront aussi des transformations de ce
type-la; enfin la transformation identique peut, elle aussi, étre considérée
comme homographiaue axiale. Ce qui sera trés important pour nous c’est le
fait que si 21, z3, z3 et zj sont quatre droites (orientées du plan, en lesquelles
une transformation homographique circulaire (1) ou (1 a) transforme quatre
droites données z1, z2, z3 et z4 on a la relation :

W(zi,zs,z5,24) = W(zy, 22, 23, 24)

W(zi,z3,23,z4) = W(z1, 23, 23, z4) 9

ou

propriété d’invariance du rapport anharmonique) ; la démonstration de
cette propriété ne se distingue pas non plus de la démonstration corres-

VR )

omograpmques axiales transforment quatre droites (orientées) appartenanz

@ un seul cercle (orienté) ou & un point, en quatre droites appartenant aussi a

un seul cercle ou point ; en d’autres termes, une transformation homographique

axiale transforme chaque cercle (orienté) ou point a nouveau en un cercle ou

un point (1). Cette circonstance permet d’appeler les transformations homo-

graphiques axiales du plan : transformations axiales circulaires (de plus on
m

appelle les transformations (1), transformations axiales circulaires propres,
VL IVD Lialdiviilialivim 1 u} uauall.u luauuua GALALIUD ViALuian vy lull'l UPLed ).

Comme ies transformations axiales circulaires furent étudiées pour ia premiére
fois par I’éminent mathématicien frangais Edmond Laguerre (1834-1886) on
les appelle souvent transformations de Laguerre.

(Y) Cf. note (*) page 135.

(*) On peut montrer que toutes les transformations de 1’ensemble des droites
orientées du plan transformant les cercles (orientés) (parmi lesquels on compte aussi
les points) & nouveau en cercles sont épuisées par les transformations homographiques
(1) et (1 @) accompagnées aussi dans certain cas, d’une transformation de similitude
(cf. I. M. YAGLOM, Transformations géométriques, 11, § S, chap. II, p. 314-321).
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Tout comme dans le § 13 on montre qu’il existe une seule transformation
homographique axiale propre (1) et une seule transformation homographi-
que axiale impropre (1 a) qui transforment trois droites (orientées) données
z1, z3 et z3, dont deux quelconques ne sont pas paralléles, en trois autres
droites données (orientées) wi, we et wg dont aussi deux quelconques d’entre

t+ nac naralldlec (1Y (Cac tranc nrmahnﬂe cont d& écrites nar les
[ 9 [ ' WD VA WAADA N/ A A AAD INAAS WSWWAL L VWD y“ AN
1

2 —Wz 2 — W3 Z2— 22 Z— 23
. - . ’ (10)

Wi— W2 Wi1i— W3 21— 23 21—123

z'—we zZ'—ws  z—2z3 z—2zs (10 a)
Wi—Wwe Wi—Ws oz 3z, Z 3

D’autre part, quatre droites (orientées) z1, za, zs et z4 ne peuvent pas tou-
jours étre transformées par une transformation axiale circulaire en quatre

autres droites (orientées) wi, wa, ws et wa. Afin que cela soit possible, il faut
s 21 -,_nml PPN ”nn-‘/‘ "nn ‘nn’-"{ nnnnnnnnnnnnn ﬂn‘«:qrn:ﬁn
€L LY ﬂll« un [ L Uty cxutLLic n) outvuruco DUHr D Lln)J““r .
W(w1, we, ws, wa) = W(z1, z2, z3, z4)
ou
W(wi, wa, ws, wa) = W(z1, 22, z3, Z4). 9
TV ma unzs o LbL ALonn ncnbnl 9nenqurs o~ e v ntrd dremaenflAaannnae Fad A la canma do
1JC CC qul d CLlC UcCliil ILIU S Cllbl.lll. qu Ull pCUL L AldIVLLLIICL \Cl wla p 1 U

nombreux moyens) un cercle quelconque (orienté) ou un point en un autre

cercle quelconque ou en un point par une transformation axzale circulaire, pour
cela il faut seulement gue trois tangentes (nrmnﬂ‘pe\ au nremier cercle soient

VWA AL AW WUEY UV BAVALILAVILY W] WY V4 Viu AV AL VWD ViiwviAvwiwidy W A ViiALvVa Wwad wWiw L 4

(M) 11 est facile de voir que chaque transformation axiale circulaire transforme des
droites paralléles a nouveau en paralléles; ceci vient, par exemple de ce que, en vertu des
formules (1) et (1 a) :

| — lal 2] + 18]
S el Lzl + 14|
| IO O A | [ ]
et cela signifie que si |z,|] = |z,| on a aussi |z;] = |z|;. C’est pourquoi si les droites

z, et z, sont paralleles, w, et w, doivent aussi étre paralleles (si z; — z, est un diviseur
de zéro, tandis que w, — w, n’est pas un diviseur de zéro, le déterminant 4 de la trans-
formation homographique (10) est un diviseur de zéro]. En général, pour que puisse
exister une transformation axiale circulaire (propre), qui transforme trois droites z,,
Z,, Z3 €N trois droites w,, w, et w,, il est indispensable que deux quelconques des droites z
et deux quelconques des droites w ne soient pas paralleles, ou que deux droites z et
les deux points w leur correspondant soient paralleles, tandis que la troisi¢me droite z
et la troisidme droite w ne sont pas parall¢les aux deux premiéres, ou bien que z,|| z; || zs,

willwsllws et : ,
{zozn}:{zmant={w,m}:{w,wm}
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transformées en trois tangentes (n’importe lesquelles !) orientées du deuxiéme
cercle. En particulier, on peut par une transformation axiale circulaire
transformer un cercle quelconque (orienté) en un point, en vertu de quoi, dans
les problémes liés & ces transformations on ne distingue pas habituellement
entre eux les points et les cercles, considérant le point comme un cas parti-

r“nhnr A'H ocare l {ll nprhlp t"ﬂ fQ‘InI‘I ‘l‘l1'|1 \\\
BU Vwiviv (W Vik

'~4

nharmonique

Q:t
m
=
=]
Q
S
o

21— 23 .21-——24
Zo —2Z3 Za— Z4

W(Z1, Z22, 23, 24) =

des quatre droites (orientées) z1, zs, z3 et z4. Nous avions démontré effecti-
vement plus haut (voir § 9, chap. II) que

|N
N
l
N
-3

3

Arg W(z1, z2, 23, 24) = Arg A — Arg

—_— <

)
Nl

4

({[z123], [zaz3] } + {1
{ [zaz1], [2321] } — { [2z323], [z422] } )

(cf. p. 95-96). Considérons maintenant deux cercles (orientés) S1 et Sa, déter-

minés par les dr01tes Z1, 23, Zg et Z1, Z2, Z4, ou, comme nous les désignerons
suite, les cercles [z1z223] et [z1z0z4] (fig. 63). Désignons res-

Ve AVU VWAWAIWY & JLgld] Ve | & azuﬂ A vul DL AS A WD

az4], [2124] } —

DI =
~

P R P PR, DY o SR o JEP R S4 o

* 2
pectivement 'xt‘:S poi‘tb de tangence des cercles S1 et Ss avec les droites z1, z2,
zg et z1, Za, z4 par Pi1, Pa, P3, et Q1, O2, Q4 ; de plus convenons pour sim-
plifier d’écrire au lieu de [z1z3], [z2z3], [z224] et [z1z4] A, B, C et D. 1l est
¢vident que nous obtenons (cf. plus haut, p. 94-95)

s{AE}+{CD}—{D,4}—{BC})=

(rf A DY 1 D, DY S0 N fN., NY ___
14 L35 T\ L3,0; T 1L, 87T 186075

IND | et

{D,01}—{Q1,Pr}—{P1,A}—{B,Pa}—{Ps,Q0:2}—{Q2C}
Ensuite, en vertu des propriétés des tangentes
{APs}={P:A}, {PsB}={BP:}, {CQs}=1{0Q:C},
{QD} ={D0:}

{PQe} ={Q1P1}=—{PQs}

et
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D’ol nous obtenons
Arg W(z1, z2, z3, z4) = P1Q:. (23)

La longueu du segment de la tangente commune (orlentée) Z aux cercles
S1 et S2 compris entre les points de tangence, s

L 1va U 28

NV VWO VWl vivo Vil 1A UUDISIIU Pa
, §2 (S152) ; si on considére Ia longueur
/ /A —  rientée du segment de la tangente

commune aux cercles S1 et Sz on
parle de distance tangentielle orientée
{S1zS2} de ces cercles. Ainsi, nous
voyons que 1’argument Arg W du
rapport anharmonique W(z1, z2, z3,
44} des quatre droites (01’1611?.660} AR
23, 23 et z4 est égal a la distance tan-
gentielle orientée {[z1, z2, z3)z1[z12224]}
T des cercles [z1z223] et [z1z274). '
\ L= H.U-I L.J- « ‘8'.1
I 23 De la propriété d’invariance de
rapport anharmonique de quatre
F1G. 63. droites (orientées) il s’ensuit que les
tranformations axiales circulaires pro-
pres ne changent pas la distance tangentielle orientée des cercles, tandis que les
transformations axiales circulaires impropres changent le signe, mais non la

valeur absolue de cette distance. Cette importante propriété des transforma-
tions axiales circulaires est habituellement énoncée ainsi : les transformations

CANS AA WinAwiwis wiaw wvngv-.-v- WaALw WaiRNS Asww W va vadida v aaralevivaas

axiales circulaires conservent les distances tangentielles des cercles (1). En
particulier, les cercles (orientés) tangents (cercles dont la distance tangen-

() Soient ¥, et y, deux courbes arbitraires et z leur tangente commune (fig. 64); la
distance (4,, 4;) = (¥, ;) entre les points 4, et A, de contact de y, et de y, avec z
s’appelle distance tangentielle de y, et y,. Mais évi-

‘—\

demment, (y,, Y:) = (Sl3 S.), ou S, et S,_ sont les Vs T8N
c‘ercle's ta.ngents agx coprbes y 1 €t Ve a}ux poil}tg A, eg _,' \l

A,; de plus, une transformation axiale circulaire qui ; \ 1%
I,I'dIlSIOI'Il’lC lCS couroes ’}11 et ‘}’2 en (1 dUIfeS COurch ’}1, - ~y “\ AZ ’ °
et y;, transforme S, et S, en cercles Sj et S; tangents / \

a y; et yi. C’est pourquoi de ce qui a été démontré il \ |

s’ensuit que les transformations axiales circulaires con- S /i

servent les distances tangentielles des courbes arbi- FIG. 64.

traires. Les transformations de 1’ensemble des courbes

du plan possédant cette derniére propriété s’appellent

transformations équilongales ; ainsi les transformations axiales circulaires sont des
transformations équilongales.
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tielle est égale & zéro) sont transformés par les transformations circulaires
axiales en cercles tangents (1).

Prenons maintenant le module |W| du rapport anharmonique
W(z1, z2, z3, z4) des quatre droites (orientées) Z1, 29, z3 €t z4. En utilisant la

14
de la différence de deux nvmbres duals est égal au quotient ou 2 la différence
o cicimcmon Aot Vo e m Aol an A mnn mensalasns ~ee Alhéian
correspondante des moduies de ces nombres on obtient

e . : -
tg{._{__zﬁ?_l__ -4{230} tg_/_{ZzO}_ /{240}
2 2 2 )

sin (« — B)
tga—t =
go—1gf = cos a+cos B’
nous aurons
/ \ / \
I SRV R § I
sin |5/ {zsz1}| sin|;{zaz1}
| W\Z1, zZ2, Z3, 24)! = “ “ .
| .1, \ (1, )
sin |~/ {zaz2}| sin |5 {Zzaz2}
\2 \2

le nombre réel

(1 ) 1 )
sin |z {zsz1}| sin |z {z4z1}
\< / \<
1 \' 1 \
sin |z {zsza}| sin |z {z4z2}
\Z / Z

(1) Notons qu’on dit de cercles orientés qu’ils sont tangents s’ils ont une seule direc-
tion commune de contact c’est-a-dire s’ils sont tangents au sens habituel et si leurs sens
de rotation au point de contact coincident. Des cercles tangents au sens habituel dont
les sens de rotation au point de contact sont opposés peuvent étre transformés par des

transformations axiales circulaires en cercles qui se coupent ou en cercles n’ayant pas
de point commun.
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nous I’appellerons rapport anharmonique des angles entre quatre droites
(orientées) z1, z2, zs et z4 et nous le désignerons par W(z1, za, zs, z4) ; ainsi

A
| W21, 22, 23, z4)| = WA(z1, 23, zs, z4).
De I’invariance des rapports anharmoniques d’un quatuor de droites orientées
dans les transformations axiales circulaires nous pouvons conclure que les
burmrafnmira mbsne nv;n’nn n:um.’ nnnnnnnnnnnnnnn ’Aﬂ v sty raseds wsnannsrrvasnn Ane
(7 h)JU TNLIvuiD ALIULEDY LirTcuLu lle) couridcr VCHL [ 1\ Ny § IJ uri uuuuruuruquc U

b

angles entre des quatuors de droites (orientées). Nous pouvons aussi dire
maintenant que quatre droites (orientées) z1, za, z3 et z4 peuvent étre trans-
formées par une transformation axiale circulaire, en quatre autres droites
w1, wa, Wg et wg dans le cas, et dans ce seul cas ou la distance tangentielle
des cercles [z1z2z3] et [z12224] est égale a la distance tangentielle des cercles
[wiwews] et [wiwaws] et ot le rapport anharmonique des angles entre z1, z,
zg et

! paﬂl au rapport nnhnr_mnnlque des angles entre wy, wa, w3 et wa.
\¥4
v

&~ e LA

e e U Sy UL SR SRy YU S a de A
encore la question de la représentation géométrique de toutes

les transformations axiales circulaires. L’u ransformations les plus
simples de ce genre, distincte des déplacements (22) est la transformation

Kk
z

-

fO118

C>
<
v o~

('D
Q..
m
-

(a) et z (b), k réel

1 (1), ces transformations peuvent aussi s’écrire

Pour le différent de +

ainsi
Argz' = — Arg z, 2’| = |—K—l (@)
121
et (26)
p , k
Argz’ = Arg z, |z|=| | ()
z

La transformation (25 b) ou (26 b) est la plus simple de ces deux transfor-

mations, on l’appelle 1nvers10n axiale de puissance k ; la droite o s’appelle
sion axiale de mncqanoe k transforme chaque

wnetn ,I\‘:A“‘ﬂ\ P 31 smloae A~ sovn Aewn~ttbn m! Az 1%2va A2iceramantns ~ an
Uruilc \Viiviiive) 4 Uu piall © unle woliie < Uupd.l 1 @AAC U 111VYV1DdiVil U il
un méme point M que z et telle que
/{z,0 2 {z',0
tg__{__i___}.tg__{__’_,}_=k 27
2 2

() Pour k£ = 4 1 les transformations (25 a) et (26 b) sont évidemment des dépla-
cements — ce sont des cas particuliers des transformations (22) pour p =0, ¢ = 1;
ainsi la transformation z’ = — 1/Z représente une réorientation [voir la formule (21 ¢)].
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(fig. 65 ; il est évident que la droite z’ se transforme en z). L’inversion axiale
(25 b) transforme la droite ¢ = pe/2 paralléle A o, & une distance orientée de o

{o, t} = p, en droite t' = ki = — 2 kw/p antiparalléle A o et & une distance
de o {s, t'} = p/k (tandis qu’elle

transforme ¢’ en ¢) ; en particulier Ry
notre transformation transforme "7
’axe o en droite o1 qui ne différe \L“V/O i
de 0 que par sa direction, tandis ~———p ————— > >
que cette transformation change . I
’axe 01 en o. En ce qui concerne z

la transformation (25 a) on voit Fia. 65.

ainsi qu’elle est composée d’une
inversion axiale (25 b) de puissance k et d’une symétrie (21 a) par rapport

an nale O
- W tlev - e
Qoo 1 cnBnn nlm cim Tan ALTn nasen o
DUl IC 11IC1UC Plall uc 10 Ucpldb 1ILC

72 = pz T4 (@) ‘,_——7pz:|-q )
—gqz+p 9z +p

r= P z:_:fi- (¢ ou z'= ;—pz—l—_q (d) (22)
—4qz+p gz +p

et I’inversion

z' kfz (25 b)

une autre transformation axiale circulaire intéressante mérite aussi une
attention particuliére, a savoir

(cf. le transfert paralléle dans une direction perpendiculaire & 1’axe polaire
z’=(z+ q/(gz + 1), o g = ¢t/2 ; cf. 1a formule (32a), § 9, p. 86). Le
sens géométrique de cette transformation est tout a fait simple : elle trans-
forme chaque droite

z=tg2€(1 + &5)
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en droite
t Q(l + &s5) + s£
£3 2

z'=tg%—(l+cs')= ; )
—tg;(l +€S)8;)'+1

6 (¢t 6\l t 8\
=tgz |1+ ¢|ls+5cotz]]: |1—8 tg |
<L \ 4 41\ <)
=1 H/I—I—e s—l—t tg = + cot
A 2 (82T %2
o[ t
paralléle A z, (car }zi {zi et telle que les distances p et p’ des droites z et
z’ du pble O du systéme polaire des coordonnées soient liées par la relation
[cf. formule (30), § 9, p. 82]

A r t . . . _
p' =s"sin @ —(s+——sin0)81n0—s51n0+t—-p—l—t. (29)

En d’autres termes la droite z’ est paralléle d la droite z, et la distance {z, z'}
Ao In rlrnr'fa A la Arnite 7' oot t (Ao BBY T a trancfarmation (IR)

“WOe U WIUVHIC WU UBIUVIIC & 4 LY ””’D lv \115 VUV Je AJd L1IQLIVLIVLILNIAGRVIVRRL \‘-U,

6“60

S appeue extension \pOSlIlVC ou nega-

\
PN tive !) par la grandeur ¢. Il est évident
P, AN que le cercle (orienté) S de rayon r (posi-

tif ou négatif) est transformé par I’exten-
sion en un cercle S’ concentrique a S
de rayon r 4 ¢ ; en particulier, les points
sont transformés en cercles de rayon ¢,

\
\
\
N\ N
AN
\!
N

4 \
et S
0 ¥ X8 X8
l”
’ ’/".‘

- tandis que les cercles derayon — ¢ sont
st ls N N\ ki ¢
RN AN transformés en points.
ot AV Montrons maintenant que tfoute
‘\ // \z L3 o . . ( )
~ee_- transformation axiale circulaire (1) ou

(1 a), distincte du déplacement (22)

représente le produit d’un déplacement et
d’une inversion axiale ou le produit d’un déplacement et d’une extension. On
pourrait s’en assurer par un calcul direct, semblable & celui que nous avons
indiqué au § 13, en combinant le déplacement et ’inversion axiale (ou le
déplacement et 1’extension) dont le produit fournit ia transformation axiale
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circulaire (1) ou (1 @) donnée. Cependant, comme cette méthode comprend
des calculs assez complexes nous donnerons ici la préférence a I’autre
méthode.

Remarquons avant tout qu’on peut réaliser une transformation axiale
circulaire (1) ou (1 a) par la succession d’un déplacement et d’une inversion

11 rotte 1 nncfnrmnf 1NN frnncfnrmp 7111
LA "2 & 2% v e

I U TIV VRIS sk T Al 4

moins une paire de droites z et z1 ne différant que parl
2’ et z1 ne différant aussi que par leur
orientation. En effet, supposons
qu’une transformation axiale circu- S
laire représente le produit d’un dépla-
cement et d’une inversion axiale d’axe o -

cette transformation transforme \f\\

14
A ne différant aue nar lenr
L %4 “lvlbvu AAN CWAALAWA GLLAL \1“\1 y“‘ AW B4
Orien

es
orientation en droites z1 et z’' (ol /7 |
z' = — 1/Z; ne différe de z1 que par / vz
son orientation). Considérons main- K/ —
tenant une transformation axiale
circulaire propre arbitraire (1) pos-
sédant la propriété de transformer %
les droites z et z; = — 1/Z en droi- FiG. 67.

tee 2 ot »! — ___ 1/5 + eninnnacennc
Ywo o we = 1 -_— ll ] , [ uylluuvuu

h—

z; en droite 23 (fig. 67 ; z3 n’est paralléle ni & z’ ni & zj, car les transfor-
mations axiales circulaires ne transforment en paralléles que des droites
paralléles (). Nous affirmons que notre transformation coincide avec le
produit du déplacement « impropre » (22 ¢, d) qui transfére z en zi, z1 en
Z’, et la droite zz en une certaine droite z3, coupant z; au méme point que
z3, par I’inversion axiale d’axe z; et de puissance

{2125} /S {zhzs ) ,

k=tg =" tg )
2 2

En effet, le produit considéré du déplacement et de I’inversion axiale trans-
forme z en Z’, z; en 2] et z2 en z3, et il n’existe qu’une seule transformation
axiale circulaire propre qui transforme trois droites données non paralléles
deux 3 deux en trois droites déterminées. On démontre aussi exactement de

(*) Voir la note (*) p. 158.
(*) Si la transformation initiale elle-méme est un déplacement k = + 1.
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la méme fagon que si une transformation axiale circulaire (1 a) impropre
transforme une paire de droites ne différant que par leur orientation en
droites ne différant que par leur orientation, elle représente le produit d’un
déplacement « impropre » (22 a, b) et d’une inversion.

Montrons maintenant qu’on peut présenter toute transformation axiale

circulaire (]\ Sous la fnrmo /]M prn/]urf A’1umn /]pnlnf'ompnf (2 » AN et d’nno

v Wi WV‘I AT IV I \H“ \f’ w

LNy SRR APV | FUSE L S (R
inversion axuue ou a un aeptacemem \AL a, b) €l d’une extension. Le PI'CIILICI

cas se produit lorsque (1) transforme une paire de droites qui ne différent

que par leur orientation z et z; = — 1/Z en des droites qui ne différent que
par leur orientation
, az+b , az+b —a-+ bz 1
2 = et 2z = = _—,
cz +d cz1 +d —c+dz 4
Ainsi, nous parvenons a I’équation
az + b = c + dz
cz+d =13,
! —d + 02

que nous pouvons écrire sous la forme

(az + bY(—a + bz) + (cz + df(— ¢+ dz) =0

z +2Bz— A =0, (30)

Q
€

A=ab + cd, B=—12(——a5+bb_—cb'+dc7); B réel (30 a)

I1 nous faut établir dans quels cas I’équation (30) a une solution. Sup-
posons en premier lieu que |A4| # 0, c’est-3-dire 4 = #(1 + &a), t # 0. En
posant z = r(l -+ &p), nous obtenons

sa

tr’ (1 + (e + 2¢)) + 2Br(1 + ep) —t(1 — ex) =0

ou

[tr’ +2Br — )+ [(tr* + 2Br — ) + (tr" + D+ ¢)le =0
D’ou I’on voit que le nombre z = r(1 4 ¢p) est la solution de (30) ou

o=—a; tr+2Br—t=0, r=—B+VB+¢
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Puis, si |4| = 0, mais 4 # 0 c’est-d-dire 4 = €a, o« 7% 0, alors en posant
z = ¢p on obtient & partir de (30) :

2B+ ep + e =0

ainsi. si B =4 0. 1a solution de 1’éaguation (30) a 1a forme
o
Z=-—¢
"<R "’
e B

Enfin, si A = 0, on a comme racine de 1’équation (30) :
z=0.

Cependant, si 4 = ¢a, ot « 720 et B =0 en posant z = r (1 4+ &p), nous
obtenons :

gxer 4 ex =0,

.
¥ ] 4
venons 2 I’Acmhfé cx =0 q-nn n’est paq non nhm satisfaite. Ainsi

ce qui est impossible quel que soit r ; en posant |z| = 0, z = ¢¢p nous par-
vons 2 la conclusxon qu’une transformation ax1a1e circulaire (1) ne peut étre
représentée sous forme du produit d’un déplacement et d’une inversion
axiale que dans le cas et dans ce seul cas ou

al_)+c2:;r’:0, 1a5+c3[=0, ad +cc=bb+dd  (31)

z = = 2 ’ O]:l zl=_u,

d’ou nous obtenons

t_ -
= d— 9
“ {—-sip——tj\z-l-{—s-iq—l—ﬁ\
\ 2 ]\ 2 ]

YAGLOM. — Nombres complexes. 12
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c’est pourquoi nous pouvons poser

t . -
a=p—8§q’ b=q+8-2-p,
! (32 a)
t - t -
C=—¢&E3Pp—4q, d=—8=q+_p
yA < )
Des égalités (32 q) il s’ensuit
a-+c3=—et(p2+§2)=——ct|p2+q | = —et|d]| #0,

donc, si on peut représenter la transformation (1) par le produit d’un dépla-
TEESE i xr = " f of v b’ FWWEENET NN YT YT IrtT YT A of
npasat (D) 2\ o Yeizan pasdpzecinze oo ronditinge enmnt navrfaitonion
cement (22 a) et d’une extension (28), les conditions (31) sont parfaitement
remplies.

Soit maintenant, inversement, une transformation (1) telle que les condi-
tions (31) soient satisfaites ; supposons aussi que |a| et |d| ont le méme
signe. Démontrons que notre transformation peut se mettre sous la forme
(32) c’est-a-dire qu’elle représente le produit du déplacement (22 a) et de
I’extension (28.) Notons tout d’abord que de (31) il s’ensuit

43-.1

+ cd| = lal « |b] + le| « |d| = lal : lel = —|d| :
i i At BRI A 11

=)

et
lal* + [e| = |d|" + [5]"
comme nous avons supposé que |a| et |d| ont le méme signe il s’ensuit que

al = — |bl.
i i

|d| et
1771

AN

En vertu de cela et d’apres les équations (32 @) on peut définir p, g et ¢ :
a+d b—c

’ q = ’ 2_ =2b+c
2 2 b—c a+d

le
Q

p= =t (33)

Ainsi si les conditions (31) sont remplies et si |a| et |d| ont le méme signe, la
transformation axiale circulaire (1) peut se représenter sous la forme du pro-
T . ¥Y____ ¥ _V__ ________ N N\ . T .. ___a____*___ £AO\ P o YU [ SR SRy S
QUIL Q un depilacemeni L4 a) et a une exiension (40). Un aernonire exacierncrni
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de la méme fagon que la condition nécessaire et suffisante pour pouvoir repré-
senter les transformations (1) sous forme de produit d’un déplacement (22 b)
et d’une extension (28) consiste en ce que soient satisfaites les conditions (32)
et les égalités

| Iz

I 71 YA
— 4 e =19

1
al =

Nous avons constamment parlé plus haut de transformation axiale cir-
culaire propre (1) seulement par souci de précision. Tous les raisonnements
exposés s’appliquent aussi presque sans changement au cas ou la transfor-
mation axiale circulaire initiale est impropre ; les conditions pour que
la transformation (1 a) représente le produit d’un déplacement (22 c¢-d)
et d’une extension (28) ont la méme forme (31). Ainsi on peut affirmer que
toute t.ran._sfo.rmg.tian circulaire axiale (1) ou (1 a) qui ne satisfait pas aux con-

. T f r’anu Asnlan n n nt (I ot llqmn
vt (2744 uCFlub fricrii \LL} [ ¥ 2 wiic

inversion axiale , par contre dans le cas ou les conditions (31) sont remplies, la
transformation (1) ou (1 a) représente le produit d’un déplacement (22) et
d’une extension.

ations axiales cir-

rm

'h+11da Aac ﬂfnﬂf.n’ Ac
Ciuuv uvo piouplivi

V od

t
des figures, qui se conservent au cours de toutes ces transformations comme
une division spéciale de la géométrie. On peut donner A cette division le
nom de géométrie axiale circulaire. Dans le paragraphe suivant nous citons
une série d’exemples de théorémes qu’on peut classer dans la géométrie
circulaire axiale.

Pour que quatre droites (orientées) données zi, zo, zzet z4 du plan
puissent €tre transformées par une transformation axiale circulaire en quatre
autres droites w1, wa, wa et wa (condition de 1’« égalité » de ces quatuors
de droites au sens de la géométrie axiale circulaire) il faut comme nous le
savons que la distance tangentielle des cercles [z1z2z3] et [z1z224] soit égale
a la distance tangentielle des cercles [wiwaws] et [wiwewq] et que le rapport
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anharmonique des angles entre les droites z1, zs, z3 et z4 soit égal au rapport
anharmonique des angles entre les droites w1, wa, wg et wy :

([z12223), [z12224]) = ([wiwaews], [Wiwewa])

et
A A
W(z1, z2, 23, 2s) = W(w1, ws, ws, wa)
(voir n. 167\ aie comme
\' AL t’. .I.Vﬂ} AVAWIVY WVAIALLILLVW
1
{ [212223]21[z12224] } 5 { [z125], [z225] } +
{ [z224], [2124] } — { [2421], [z821] — { [2s22], [2422] }
et
(1 \ [ \
sin | =/ {zaz1}) +sin |5/ {z4z2 }
Wlr. 7o 7o o\ — _ z / \2 /
/1 \ 1
l: . Sln ‘—
\2 ]%

Nous obtenons en particulier : un quadrilatére convexe z1zsz3z1 (1) peut
étre transformé par une transformation axiale circulaire en un autre quadri-

N e — .
latére convexe wiwswawa lorsque et seulement lorsque la différence

,_} . {C‘

({4B D—({DA}+ {BC}), (o0A=[zz],

B = [z225], C = [z224), D = [z124))

entre les sommes des cotés opposés du 1°* quadrilatére est égale a la différence
des sommes des cotés 0pp0SéS du deuxiéme quadrilatére et lorsque le rapport

\ \
sin | L{zazl }1 . sin (\%4{2422 }/

. {1 /. \ 1 . 2
sin (= {zsz2}]+sin |5/ {zaz1}

\L P4
des produits des sinus de la moitié des angles opposés du premier quadrilatére
est égal aux produits des sinus de la moitié des angles opposés du deuxiéme

- - . ﬁ 3 .
() On appelle ici un quadrilatére — convexe —, z,z5z,z,, un quadrilatére qui est

entiérement situé d’un seul cdté (& gauche ou a droite) de chacun de ses cotés z,, z,, z,
et z,. [Notons que les angles / {z,zs}, Z {zlz.} et les autres coincident avec les angles
externes du quadrilatére compris dans le sens ordinaire.
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quadrilatére. D’ou il s’ensuit que tout quadrilatére convexe peut, par une
transformation axiale circulaire, étre transformé en parallélogramme ; avec
cela, si un cercle peut étre inscrit dans le quadrilatére de départ, ce paral-

lélogramme sera un losange ; si les

PGSR | IV 4 PSRN aa a
paraliClOgrdiiiige scld ull iceiall

enfin, si les deux conditions sont rem-
plies ensemble, le quadrilatere peut
par une transformation circulaire
axiale étre transformé en carré. Ainsi,
le quadrilatére harmonique (voir § 10,

4
)
d
J
4

VWA LUV WNJLAALL

formé en carré par une transformatio
axiale circulaire (comme celui qui « est
égal » & un carré au sens de la géo-
métrie axiale circulaire). De ce qui a
été dit il s’ensuit que toutes les « pro-
priétés axiales circulaires, disons, d’un

quadrilatére harmonique (les pro-

prié¢tés qui se conservent au cour

de transformations axiales circ
coincident avec les propriétés cor-
respondantes du carré ; les propriétés
axiales circulaires du quadrilatére ou

est inscrit le cercle z1z2z3za coincident
avec les propriétés du losange, etc...
cette circonstance peut étre utilisée

pour déduire une série de propriétés
des quadrilatéres (cf. § 14, p. 146 et
suivantes) ; cependant nous laissons

) .
le lecteur faire cela lui-méme.

Voici encore un exemple de théo-
réme pour la démonstration duquel

\

I4%
\ \
SAN W/ N\
N N \
Y
5 7
<.
\, /4y
A/

peuvent étre utilisées les transformations axiales circulaires : si quatre cercles
(orientés) S1, S, S3 et Si tels que S1 et Ss soient tangents & S et Sy, les
tangentes communes w1, wa, w3 et wa aux cercles Sy et Sa, Sa et S3, S3 et
S4, Sa et S1 menées A leurs points de contact, sont tangents a un seul cercle
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2 (fig. 68 a; cf. p. 153, en particulier, fig. 62, a). Pour la démonstration,
transformons le cercle S1 en point S7 ; supposons avec cela que Sa, Ss et Sy
soient transformés en cercles Sa, S3 et S3, tandis wi, we, wg et wa en droites
wi, wa, wi et wa. Les points de tangence des cercles Sz et S3, S3 et Si
nous les désignons par 4 et B, et les points d’intersection des droites w3

f w
VL W4

CD“

.
tac w + antr
| Koty | ¥

o ivamant nar AL A at D
U< v

11AW1lL ycu dVk 4 AV WL X

-
«
i~

(fig.
D’apres la propriété connue des tangentes & un cercle nous avons

{Si,M}={M,A},{B,N}={N,S1 },{B,P}={P, A}

En additionnant les deux premiéres de ces égalités et en en soustrayant leur
somme de la troisiéme, nous obtenons

{Si, M}+{P,N}={M,P}+{N,Si },

d’ou il s’ensuit que I’on peut inscrire le cercle 2' dans le « quadrilatére »
S1MPN (c’est-3-dire qu’il existe un cercle 2" tangent 3 quatre droites orien-
tées wi, we, ws et wa ; cf. p. 95).

Passons maintenant au probléme du lien entre I’inversion axiale et la
notion de puissance d’une droite (orientée) par rapport a un cercle (orienté),
lien qui nous permet de donner une description « géométrique » de la trans-

farmation d’invercinn nne avance annald nhic hant le rannart dec cnafficiente
ANVAALAWLVAVIL b LMIATYVWAOVUAV LA AV VWU WY VIALD “IJIJU.IV YL“D AL VLV AW A“tll.lv& T WWVWY WU WVALLAWAVALIWY
e d A 1 192 __ a2 10O\
extrémes de 1’équation (19)

C/A =k; (18)

puissance du cercle S représenté par 1’équation
AzZ + Bz— Bz + C =0, (19)

[ou plus exactement puissance de la droite o par rapport au cercle (19)].
Cette puissance est un nombre réel (ou le « nombre » oo ; la puissance k

t Aoalad el 4 — D) Fn nartie 'nl

\
r ACATIMA 211V A0 08Q 1<A=1 &8 Ann montre
€gaita CO St 4 = V} on ycu.u TrcC S=100

le Vilillilv (AN yu&vo P 4

u
que I’inversion axiale de pulssance k

»
4

Z =

N R

transforme S en lui-méme. D’ou il s’ensuit que si zg et zo sont deux tangentes
(orientées) au cercle S, se coupant au point M de ’axe o

k -

’
— > Zo*Zo =K
20

™
(=0 ]
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(puisque ces droites se correspondent I’une a ’autre dans I’inversion (25 b)
et donc

4{0’2_‘_’_}.@ 4{0’26}=k; (34)
2 2

les tangentes ?¢ et #o, paralléle et antiparalléle & o, au cercle S sont telles que

_ ; A g(o,,tg} ; .
torto =K ou — =K (34 a)

{o,t0}

(fig. 69). Ainsi, nous arrivons de nouveau & la définition donnée dans le
§ 10, chap. II (p. 101) de la puissance k du cercle S comme étant le produit
(34) ou zg et zp sont les deux tan-
gentes (orientées) 4 S menées 2 ce

cercle par un quelccnque des pem’f

M de I’axe o (n’importe lequel !).

L’ensemble de tous les cercles
(19) transformés en eux-mémes par
une inversion (25 b) de puissance
fixe k, c’est-a-dire 1’ensemble des
cercles ayantun seul et méme degré k

Azz + Bz— Bz 4+ 4k =0 (19 a) FIG. 69.

s’annelle un faisceau de cercles : le nombre £ s’appelle nuissance dn faic-

“yt’vllv AGSA WA WANWNT 9 AW AANSAAANV/ANY Vv U wyyv r Vi ALV

ceau, et la droite o son axe. Puisque la puissance de S (puissance de o par
rapport 4 S) est égale & (r — d)/(r + d) ol r est le rayon (positif, nul ou
négatif) de S, d la distance (positive nulle ou négative) du centre de S a o
[cf. § 10, chap II, en particulicr la formule (45) p. 102] le faisceau comprend

,,,,,,

toutes ICS GI'OIICS (OI'ICD[CCS ) d’un pldﬂ pour leqUCU.Cb

r—d
r+d

=k ou {

k

&.I ~
[—
wl

N ——

En particulier, pour k positif le faisceau représente 1’ensemble des cercles,
coupant o sous un angle constant ¢ tel que tg2 ¢/2 = k (car la puissance
du cercle S coupant o sous I’angle ¢ est égale & tg2 ¢/2) ; pour k =0 le
réseau consiste en tous les cercles tangents & o ; pour £k = o0 le réseau con-
siste en tous les cercles antitangents a o ; pour k£ négatif le réseau consiste
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en tous les cercles que 1’on voit du pied de la perpendiculaire abaissée sur o
du centre du cercle, sous un angle constant i, tel que tg2(y/4) = k (fig. 70 a-
d ; cf. plus haut p. 102-103).

T N | A )
Nt / I/ |/
N\ KOS TN L

NN\ N/ 1/ )/

ANA M _ N\
AT N~ YW

SNIRAARNA

J
‘A’i A ' [' A K ’ '
AR AA A AT

(d)

Tournons-nous maintenant vers 1’inversion axiale d’axe o et de puis-
sance k. Choisissons un cercle 2 (n’importe lequel) du faisceau d’axe o et
de puissance k ; appelons ce cercle cercle directeur de notre inversion axiale
(ainsi I’inversion axiale a une infinité de cercles directeurs). Ii découle de
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la définition de I’inversion axiale que si z et z’ sont les droites correspondant
I’une a I’autre dans cette inverssion, on a

glloz} Lla}

2 2
ou (si z est paralléle, et z’ antiparall¢le a o)
oz}
{o,2" }
P
/ \ L IZ !
I ”

\ I/ 7

’tl

FiG. 71.

D’autre part pour les tangentes zo et zg aux cercles 2’ coupant 1’axe o au
point My et pour les tangentes fo et o ne coupant pas o, on a les relations
(34) et (34 a). D’ou il s’ensuit que pour construire I'image z’ de la droite z
dans I’inversion (25 b), il suffit de mener la tangente zq paralléle & z au cercle
2, puis la tangente zo & ce méme cercle, coupant o au méme point que Zzo,
et enfin la droite z’ paralléle & zo coupant 0 au méme point que z (ou si z

ne coupe pas ¢ mener 1a tanoanta fa " Z au corcla 3o e 1a tancente 2. A
PV pas U diviivl ia taligvlitv i) || 4 au wiliv &, yuxo 1G l.au.svl w ) a
,,,,, | Y
ce méme CCI'CIC eue aUSSI ne coupant pas o, et enfin 1a QI'OIIC Z' " 0 o el 'ie
que

{o,2} _ {o,to};
{o0,2} {o,t }

(voir fig. 71). Cette description de la construction de la droite z’ & partir de
la droite z peut étre prise comme une définition de I’inversion axiale (donnée
par 1’axe o et le cercle orienté 2)).
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La description géométrique de 1’inversion axiale et le théoréme suivant
lequel chaque transformation axiale circulaire représente le produit d’un
déplacement et d’une inversion axiale ou d’un déplacement et d’une exten-
sion (voir § 15, p. 165) permettent de donner une signification géométrique
assez concréte d’une transformation axiale circulaire. En particulier, la

. qe .
munltinlication d’n1n nomhre dnal 2 nar nn nnmhrp ﬁvp n

/

n
I
~
N
N-»

pz

AT A )
% NN [ |
J o 5 N [ /5
£ # / y <2
(a)
<
(20
M s
,.’ ‘:*-z‘;/;)’ / J
AT S/
ZN AN "y | o |/
L7 <0 ‘f\ e ) —~~—y 0
7 va 0 / / /]
i 2\ / //
2
(b)
FiG. 72.

pour p réel, représente le produit d’une réorientation (21 c) et d’une inversion
axiale ( 5 b) de puissance k = —p :

AW WwALY W v

Zl=—:; 4 =—-p/§1.
z

Si par contre p = r(l + ¢¢), la transformation (5 b) se réduit & un transfert
paralitle z; = (1 + ep)z dans la direction de 1’axe o sur une distance o,



[§ 17] TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES 177

une réorientation za = — 1/Z; et une inversion axiale z’ = — r/Z3 de puis-
sance — 7.

2 =—2" =rz1 =r(l + ¢p)z

22

De fagon analogue on peut décrire auss1 la transformation z
(c’est-a-dire donner une interprétation géométrique a 1’addition des nombres
duals) ; nous laissons le lecteur le faire.

L’interprétation géométrique des nombres complexes ordinaires qui a
été exposée dans le § 11, chap. II, permet de considérer les transformations
homographiques (propres et impropres) comme des transformations dans
I’ensemble des points orientés du plan de Lobatchewsky. De la propriété
d’invariance du rapport anharmonique

., N Z21—28 21— 24
Ww(zi, z2, z3, 24) = = — . =
22 —23 23— Z4

(voir plus haut p. 133-134) et de la condition, introduite au § 11, d’appar-
tenance de quatre points (orientés) & un seul cycle (orienté) s’ensuit que ces
transformations transforment chaque cycle (orienté) de Lobatchewsky a
nouveau en cycle (1) — circonstance qui permet d’appeler les transformations
(D) et (1 a) transformations circulaires (propres et impropres) du plan de

Lobatchewsky (2). Comme dans le paragraphe 13 on démontre qu’il n’existe
~v2drvean oyl ".tg\“ﬂpf\ﬁmn+:f\ﬂ I\:"I\'II‘Q\ wn sammsara ot sma anrila terrsmemenna) A
U uie » 1 1 alidlvliiialivil viivuliall v Pl UPl v \CL IV dVulv 1 Pl Upl C} \1 1

u
transforme t

(1) Ceci, d’ailleurs, découle d’emblée de la propriété correspondante des transfor-
mations circulaires de la surface euclidienne et le fait que les cycles de la géométrie
non euclidienne de Lobatchewsky sont représentés par des cercles de la surface eucli-
dienne.

(%) On appelle aussi quelquefois ces transformations transformations de Moebius
du plan de Lobatchewsky.
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w1, we, ws. Cependant quatre points (orientés) du plan de Lobatchewsky
peuvent étre transformés en quatre autres points déterminés wi, wa, ws, wy
dans le cas, et dans ce seul cas ol

W(W1, Wz, Ws, W4) = W(Z1, 22, 23, 24)

~ve J W . e o o Q)
ou rr\w1, W, Wg, W4) — 1, 22, 23, 24). \7)

Précisons maintenant le sens géométrique du rapport anharmonique de
quatre points. I1 est facile de comprendre que

Arg W(z1, z2, 23, z4) = £ { [z12224)21[212223] }),

/ { [z1z2z4)z1[212223] }

est I’angle orienté que forment au point z les angles [z1z224] et [z1z223] qui
passent resnectlvement par les points z1, za, z4 et z1, z2, z3 (1). On peut mon-

2 L)
sh\z{zsz1}]| sh|:{zaz1}
\2 2 J
| WAz, z3, 23, 24)| ’ : \ ’
1 \ o !
shi={zsza}] shl:{zaz2}
\2 / \2 )
3 7 Y 7/
Q:l’ par exemple {zaz1} est 1a distance entre les points orientés za et z1 (qui
wamvrcrasad Avsans 2 Adotn saatom mosemocema & =rrmsoe 11 "l TI\N T oVt A ,l,i,.‘.'....-_e
pU 1L d.UDbl CL1C lludglﬂdlf@b ’ VUII S 11, Clldp. 11). 11 CSL 10OE1I(JUC UC ULSIEIICT
I expresswn qui est & droite, dans la dermere formule par un signe spécial,

*
par exemple W(z1, z2, z3, z4) ; nous ’appellerons rapport anharmonique des

distances entre les points z1, zz2, z3 et z4 (cf. § 13, p. 137). Ainsi de la propriété
d’invariance du rapport anharmonique de quatre points s’ensuit que les

transformations circulaires du plan de Lobatchewsky conservent les angles

haddidod ] R4 o 2 XA g weverwwyr wis

1N\ MW ..l",...‘...._v PR
} 21U U aultred Leriey,

/ { [212224)21[z12223] }

est I’angle (orienté) entre les tangentes aux cycles [z,2z,z,] et [z,z:2z5] au point z,. La
démonstration de la proposition correspondante découle immédiatement de ce qui a
été dit au § 13 (p. 136-137) au sujet du sens géométrique de 1’arg W(z,, z;, 23, 24, OU
Z,, Zs, 23, Z, SONnt quatre points arbitraires de la surface euclidienne, et du fait que les
cycles du plan de Lobatchewsky sont représentés par des cercles euclidiens, de plus
I’angle entre les cycles qui se coupent est égal & I’angle entre les cercles qui les repré-
sentent.
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entre les cycles (orientés) (1) et conservent les rapports anharmoniques de la
distance entre les points, ce qui permet d’utiliser ces transformations dans
de nombreux problemes.

Arrétons-nous encore sur le probleme de la description géométrique de
toutes les transformations circulaires du plan de Lobatchewsky. Notons

tout d’abord m touto trameformation homoorvanhioue (1N nu (1 A\ A nlan
“VVL“ \1“ LA d 2 4 44 v W'ﬁUJV' rrs vy 'lvl"vsl “t/lllﬂ"v \l} v \1 “} “wis F‘u [ 3
de Lobaichewsky qui transforme en lui-méme I’absolu zZ = 1 est un dépla-
cement (2)
Pz +4q pz +
' = ou P = Q, 4=|214 %0 (35)
gz + p gz +p pPq
(on mpte ici au nombre des déplacements aussi la « réorientation des
points » z’' = 1/Z). D’ou il s’ensuit que deux représentations quelconques
xr 1=7° e § r ~1 ity sk
& an Al stenn mand wven ~amw 1 ndéd v Revan Aer~la O aen an_n‘-- T' ammn AN e and mesm wamas man
Lic IUILlldut uii >Cul CL meme bybl D Cll AdUYLIU & 11T ULLLCICLIL quc Pdl uu

déplacement (c’est-a-dire que chacune de ces deux transformations repré-
sente le produit de I’autre transformation et d’un déplacement) ; c’est pour-
quoi la classification de toutes les transformations circulaires du plan de
Lobatchewsky revient & rechercher certaines transformations « typiques »
qui transforment en 2, un cercle, une ligne limite ; une équidistante (en par-
ticulier une ligne droite)

-
—|

3

(9]

]

D

3
=X
'D
:..
:

3

'D

Py

‘9 *
B

exemple transformation qui transforme en absolu 2’ un cercle
O A nde ) A mcrman o L L st Ao a1\
D UL CCULIC U ¢l UC 1IdYOll P (CHUudlVIL AU CCICIC)
2=k =thf
2
est fourni par 1’inversion de premiére espéce
z' = kfz. (36)

Cette transformation change chaque diamétre du cercle S en Iui-méme. La
transformation (36) transforme chaque point intérieur au cercle S, orienté

(M) D’ou il s’ensuit que toute transformation circulaire du plan de Lobatchewsky
conserve les angles entre des lignes arbitraires, c’est-a-dire est une transformation
conforme (ce qui d’ailleurs découle d’emblée de la conformité des transformations cir-
culaires de la surface euclidienne et de ce que 1’angle « non euclidien » entre les lignes
arbitraires est égal 4 1’angle ordinaire entre leurs représentations sur le modéle de
Poincaré).

(*) Cf. A. I. MARKOUCHEVITCH, Eléments d’une théorie des fonctions analytiques. M,
1944, p. 513-514.
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comme O, en un point z’ du rayon Oz, d’orientation contraire & O, tel que
les distances r et r’ de ces points & O soient liées par la relation

L
th?'.th2 k th2

(et transforme le point z’ en z) ; ainsi, chaque rayon OM du cercle S (M,
point du cercle) « s’étend » sur tout le rayon OM. La transformation (36)

S )7
[ & YO | 3
| o7 I\ /I ';
\ \ N\, /] .'
\ \ T/ /

L o
v}

.
wmncon 211 wmmiiad 22adliaconn naas L1

PassC au point Minimeiit cu‘)ign

point M.

On peut encore décrire autrement la transformation (36). On voit faci-
lement que cette transformation transforme en lui-méme le cercle S1 d’équa-
tion
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c’est-a-dire le cercle dont le rayon p; est défini par larelation th p/2 = th2 py/2.
De plus chaque point z se change en un point z’ du rayon Oz tel que

h(%{Oz})-th (%{02 }) =th2£2—1;

autrement dit, chaque point z passe en un point z’ tel que tous les cycles
perpendiculaires 4 S1 de la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky

ANt naccant nar ~ ceant arcel nar 7 f-ﬁn- 7'1\ of note (1\ n IQQ anfp r‘nr_
qul passent par 2z, yuoovut aussi par 2 Ci. 10 J. LOL

niere circonstance permet d’appeler la transformanon (36) : symétrie par
rapport au cercle S1.
Un exemple de transformation circulaire qui transforme une ligne
limite S d’équation ‘
277 + iz — iz =0,

est donné par ’inversion de deuxiéme espéce
, iz 41
37 + i (37

Ny

Cette transformation transforme chaque diametre de la ligne limite en lui-
méme. Chaque point z situé & I’intérieur de la ligne limite, orienté comme les
points de la ligne elle-méme (c’est-a-dire comme le point O) se change ainsi

en un point z’, d’orientation contraire 3 z, tel que les distances orientées
] A+ ,1' smrnantnian wamee smasasmncd av: Alamadien T Ann wmnicdn mw ot = A~ 14
U CL s HRCOUICCS pal 14apPpoOll au Uldalleluc |, J, UCs PULLL £ ¢l £ UL id

la dr01te. La transformation (37) transforme le point z, orienté comme
point S, en un point z’, tel que les distances d et d’ des points z et z" & S soient

liées par la relation
d d’
cot 5 -+ cot 5 = 1
(z et Z’ sont pareillement orientés) ; ainsi un rayon du diamétre extérieur a
S se change en lui-méme, de plus le point M de la ligne S passe au « point

infiniment éloigné » et « le point infiniment éloigné » passe en M.
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On peut encore décrire autrement la transformation (37). Il n’est pas
difficile de voir que cette transformation transforme en elle-méme la ligne
limite S1, définie par I’équation

322+ iz—iz—1=0;

enfin, chaque point z passe en un point z’ tel que tous les cy
X o

cles perpendi
culaires 2 la ligne S; et passant par le point 2, passent aussi par le point z’
(fig. 74). La transformation (37) peut s’appeler symétrie par rapport a Ia
ligne limite S;.

Fi1G. 74.

i cmm o om om0 e PRSP DI P a 192 ____o %

UD eKCIIIPIG UC lIdIlblUIIIldllUIl biIbLUdiI'C IIdIlblUfmar]I 1 equl(usrante D
d’axe o, et de distance des points S a I’axe (largeur de I’équidistante) A, en
absolu est donné par une inversion de troisiéme espéce

—(1l—wiz+ (1 h
7 = —( °j) tad+e  _mk (38)
1+ )z—(1—a)i 2

Cette transformation transforme en lui-m€me chaque diameétre de 1’équi-
Ie

u
distante. Avc ela le segment PM du diamétre compris entre I’axe et 1’équi-
distante dont les points sont orientés comme le point M de I’équidistante
s’étend sur un rayon infini limité par le point M; du diamétre tel que
M1P = h; soit un segment complémentaire du segment MP = h, c’est-a-dire
que les angles 4 et A3 soient complémentaires (b 4 k1 = 7/2) : sid et d’' sont
les distances du point z du segment considéré et de son image z’, 4 I’axe o
de I’équidistante :

i ~

d—d =h
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(labarresurle segment représente comme précédemment 1’angle de parallélisme,
les orientations des points z et z’ sont opposées ; z’ inversement passe en z).
Le rayon du diamétre situé en dehors de 1’équidistante, limité par le point M,
se change lui-méme, de plus M passe au « point infiniment éloigné », tandis
que « le point infiniment éloigné » passe en M ; si d et d’ sont les distances

. . ’ ’
du point z de ce rayon et de son image z’' & ’axe 0. On a

d+d'=h

(z et z’ sont orientés comme le point M de I’équidistante). Enfin les points
du segment PM; orientés inversement 4 M se transforment en les points
d’un segment PM; qui lui est égal, situé de I’autre coté de 1’axe ; si d et d’
sont les distances correspondant 1’une & l’autre dans les transformations
(38) des points z et z’ des segments PM et P'M 2

I’axe o, on a

I ¢

T . 32 7 2.7
d+d =m /i
(d est considéré comme positif, 1’orientation des Z/0
points z et z’ est opposée). -4
En posant, en particulier, la largeur 4 de
I’équidistante égale & zéro nous obtenons la trans- P
formation 0
, —iz+1
' =—, (39) FiG. 75.
z—1

qui transforme en absolu la droite o du plan de Lobatchewsky. Cette trans-
formation transforme en elle-méme chaque droite perpendiculaire & o. De
plus le point z du rayon de cette droite limité par le point p de la droite o
passe, suivant son orientation, soit au point z’ de ce méme rayon (si les
distances non euclidiennes (p, z) et (p, z’) sont égales A d et d’ :

d+d =2,

c’est-a-dire que d et d’ sont des segments complémentaires (fig. 75), soit
en un point z’ du deuxiéme rayon de cette droite (de plus dans ce cas les
segments pz et pz' sont complémentaires). Le géométre allemand Heinrich
Liebman parvint le premier a cette transformation a partir de considéra-
tions tout a fait différentes (1) :

(1) Cette transformation a été étudiée en détail dans le livre de V.F. KAGAN, Fonde-
ments de la géométrie, 1te partie, M. L., 1949, § 34. Notons que V. F. Kagan, comme
Libman lui-méme, n’utilise pas de points orientés ce qui complique un peu 1’exposé.

- AT

YAGLOM. — Nombres complexes. 13
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La transformation (38) transforme en elle-méme [’équidistante Si
d’équation

c’est-a-dire 1’équidistante d’axe o et de largeur 4, telle que sh sy = eb; elle
transforme chaque pomt z du plan en un poin. Z' tel que toutes les perpen-
diculaires du cycle S1 passant par z passent aussi par z’ (fig. 76). Il est naturel

d’appeler cette transformation symétrie par rapport a 1’équidistante Si.
En particulier, 1a transformation de Liebman (39) représente une symétrie
par rapport a I’équidistante de largeur sy, ou sh 41 = 1.

Fi1G. 76.

Ainsi, une classification compléte des transformations circulaires du
plan de Lobatchewsky est donnée par le théoréme suivant :

Chagque transformation du plan de Lobatchewsky représente soit un dépla-
cement, soit un déplacement accompagné d’une symétrie par rapport 4 un

,,,,, i & K
h Y b |
certain cycle Sy (inversions de premiére, deuxiéme ou troisiéme espéce).

Remarquons aussi que chaque transformation homographique (circulaire)
du plan des nombres complexes fournit une modification déterminée du modéle
de Poincaré de la géométrie de Lobatchewsky. En effet, soit un point 4 sur un
modéle de Poincaré initial du plan de Lobatchewsky représenté par le point z
(nombre complexe). Nous obtenons la modification indiquée du modéle de
Poincaré en convenant de représenter un point 4 du plan de Lobatchewsky
non par le point z, mais le point z’ (nombre complexe), en lequel notre transfor-
mation change le point z. Les propriétés des transformations circulaires per-
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mettent d’affirmer que les cycles seront aussi représentés par des cercles du plan
des nombres complexes et I’« angle non euclidien » entreles cycles sera égal a
I’angle (ordinaire) entre les cercles qui représentent ces cercles dans le « modéle
de Poincaré modifié » obtenu de cette fagon. En particulier, ce qu’on appelle
la transformation de Kiel

Sk (40)

— —I— l )

qui transforme le cercle zZ = 1 en axe réel z — Z = 0, connecte « le modéle de
Pomcare a P’intérieur du cercle unité » avec « le modéle de Poincaré sur le demi-

plan » (voir § 11, chap. II, p. 117-118).

§ 18**. TRANSFORMATIONS AXIALES CIRCULAIRES
DU PLAN DE LOBATCHEWSKY

z =— (1)

et

==, (1a)
cz +d

ou z et z' sont des nombres doubles; de plus comme précédemment nous
supposerons que le déterminant

A a b‘

c d
n’act nac 1n divicenr da 724&ra Fn vartn dAe ca n111 a &8 dit a1 8§ 12 chan IT
AdA WO yuu CIA VWAV IVDWVWL WV Lwi VvV AdilAd VWALV WiV WV \1“1 G WLV WALV WG 3 .I.H, Vllutl L.l.,
on peut interpréter ces transf ‘rrn“IO‘nS comme des transformations dans

(D\
Q..m

I’ensemble des droites orientées du plan de Lobatchewsky. Exactement
comme précédemment de la propnete d’invariance du rapport anharmo-
nique

21— 23 . Z1— 24

W(z1, z2, z3, Z4) = :
(21, 22, 23, 24) Zos — 23 Za — Z4

et de la condition indiquée au § 12 de 1’appartenance de quatre droites
orientées z1, z2, z3, z4 4 un seul cycle s’ensuit que les transformations (1)

YAGLOM. — Nowmbres complexes. 13*
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et (1 a) transforment chaque cycle du plan de Lobatchewsky da nouveau en un
cycle ; en vertu de ceci il est normal d’appeler ces transformations :
transformations axiales circulaires (propres et impropres) du plan de
Lobatchewsky (1).

Le ram)ort anharmonique de quatre dr01tes (o rlentées

‘h/

Ny
w
(¢
-
pE
N
>
o
B
Q..
O'-
X
=+
(9
17
N
t“
\‘."
Ny
(¢]
-

W(z1,z2,23,24) = W(z1, z2, 23, Z4)

W(z1,z2,23,24) = W(z1, 22, 23, Z4). 9

|
-
(9]

st facile de préciser le sens géométrique de I’expression W(z1, z2, z3, za).
otamment largument Arg W du rapport anharmonique est égal a 1
la

|

a
ort A
WALV

e
-t
.':S
,-'.
s

ﬂfl;P Ir?-l 7n‘7n1 r‘71 7:\7011 me'IIfPQ nar rann
ALY (LY LLGé G &)~ L aé0])y AAVOULIVY PRl iGp
4

ycles [z1z2z3] et [z1z2z4] déterminés par les trios des

droites z1, 22, z3 et z1, z2, z4; quant au module | W| de ce rapport il est égal
au rapport anharmonique des angles entre les droites, déterminé exacte-
ment comme dans le § 15,

-‘

A \
sin | =/ {zaz1}] sin\z 2 {zaz1}
Wi me me 7y V& /. \2 /
wizi, Z2, Z3, Z24) = . .
/1 \ /1
sin |~/ {zaz2}| sin |z {zaz2}
\2 / \2 /

De la propriété d’invariance du rapport anharmonique il s’ensuit que
les transformations axiales circulaires du plan de Lobatchewsky conservent
les distances tangentielles entre les cycles (2) et les rapports anharmoniques

des angles entre les quatuors de droites ; ceci permet d’utiliser les transforma-
tions circulaires axiales dans de nombreux problémes de la géométrie non

A - a SRAAD WV AAVAIAVAV WA AV VAVILASY NS ALAW WA AW AANSA

annrlidicnne
Cuuil UlCllllC.

Donnons encore pour concliure Ia description géométrique du plan de
Lobatchewsky. On peut facilement vérifier que chaque transformation

(?) On appelle aussi quelquefois ces transformations Transformations de Laguerre
du plan de Lobatchewsky.

(®) D’ou il s’ensuit que les transformations axiales circulaires du plan de Lobatchewsky
conservent les distances tangentielles entre des courbes arbitraires c’est-a-dire sont des
transformations équilongales du plan de Lobaichewsky, cf. note (1), p. 160.
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axiale circulaire (1) ou (1 a) du plan de Lobatchewsky qui transforme en lui-

méme 1’absolu zZ = — 1 est un déplacement
z'=Lz_+q_, ou z'=:_!£——-_‘___q, ou Zz =~p—z_:tg—_—,
—qz+p gz +p —4gz+p
, —pz+gqg -, - n PPN
ou zZ =———> PP+ 499 > V. 41)
gz +p

Comme, de plus, toute transformation axiale circulaire transforme un
faisceau paralléle, comme il est facile de le voir, @ nouveau en faisceau
paralléle, le probleme de la classification de toutes les transformations
axiales circulaires du plan de Lobatchewsky conduit & la recherche des
transformations « types » qui transforment en absolu Z2' I’équidistante, la

Hone limite la coar n‘ fnn norhnnhpr le nnint) min faiccaan da -nnnfp Aoala
gV uuxu,v, 1 CCriil 11 paiuvunvi 1v yuuu.}, Ull l1aldlau UL pulie \«5“1\4.

Pour la suite, il nous sera commode d’introduire la notion suivante.
Associons aux droites (orientées) du plan de Lobatchewsky perpendiculaires
a I’axe fixe / (aux droites « du faisceau orthogonal » d’axe /) les points
orientés d’intersection de ces droites avec /, et ceci de fagon qu’aux droites
dirigées d’un seul c6té de / correspondent les points pareillement orientés.
En vertu de cette correspondance, & chaque transformation dans [’ensemble

’

des droites orientées (axes) du fam au orthogonal correspondra une cer-

vitllveswvilal

taina fronnfnrmnf inn dane Pancamhla Aac nnin
LAlllyv U1 QlidiVilllialiv L VUAailld 1 Vildv U1V JUWD P\Jlll

S
droite /. Ces transformations — ponctuei les et axiales — nous les nomme-
rons associées.

Un exemple de transformation axiale circulaire qui transforme en
absolu 2 I’équidistante S d’axe o et de largeur 4 donnée par 1’équation

2 h

- 2
n——k——mz

est fournie par I’inversion axiale de premiere espéce

z' = —kfz. (42)
La transformation (42) transforme chaque droite z coupant 1’axe de 1’équi-
distante S en un certain point M, en une droite z’, coupant o en méme
point M; de plus

to{oz}.to{oz’} L
° 2 )
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La droite z, paralléle a o dans 1’une des deux directions de cette droite est
transformée en droite z’ antiparalléle 4 o de direction opposée, tandis que z’
est transformée en z; de plus si p et p’ sont les distances orientées du péle O
a z et & z' du systéme polaire des coordonnées situé sur o, on a :

shp:shps =—k.

Enfin chaque faisceau orthogonal, construit sur le diamétre / de I’équidis-
tante S, est transformé en lui-méme, avec cela, 1a transformation des droites
de ce faisceau est associée a la transformation que subissent les points du
diameétre / du cercle S « inscrit » dans 1’équidistante S (le rayon du cercle §
est égal & A, et le centre coincide avec le point P d’intersection de / avec
I’axe 0) une inversion ponctuelle de premiére espéce qui transforme S

en absolu.
L’exemple d’une transformation axiale circulaire transformant en
absolu 2’ la ligne limite S d’équation
2zz + ez —ez =0,
est fourni par I’inversion axiale de seconde espéce
ez —_— l
z' = (43)
3z+e
La transformation (43) transforme le faisceau des diamétres de la ligne

limite en Iui-méme. Le faisceau orthogonal dont i’axe est le diamétre / de
la ligne S est aussi transformé en lui-méme, de plus la transformation des
droites de ce faisceau est associée a la transformation des points de diamétre /
dans une inversion ponctuelle de deuxiéme espéce (37).

Un exemple de transformation axiale circulaire qui transforme en 2
le cercle S de rayon r, ayant son centre au péle du systéeme des coordon-

sz
nées O {l éauation de ce cercle a la forme

\1\‘“01\11.1 A2 AN ANJA AAN

..‘--.‘“A PRy, PPN

P g
est a lllJ.C par 1 lllVU.lblULl d)&ld UcC UOLICHLIC CSPLCC

g (—wedt++e .1 "

— (1 + a7+ (1 —ae 2

La transformation (44) transforme en lui-méme chaque faisceau ortho-
gonal dont I’axe est le diamétre / du cercle; de plus Ia transformation des
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droites de ce faisceau est associée a la transformation des points / dans une
inversion ponctuelle de premiére espéce qui transforme en 2'I’équidistante §
« inscrite » autour de S (la largeur de ’équidistante S est égale & r, son axe
est perpendiculaire a / et coupe / au point O). En particulier, en posant que
le rayon r du cercle est égal a zéro, nous parvenons & la transformation

A et (45)

qui transforme en absolu 2’ le point O. Au cours de cette transformation
la droite z est transformée en droite z’ perpendiculaire & la droite OP L z
et la coupant en un point P’ tel que les distances OP = d et OP' = d' de
O a z et 4 2’ sont les segments complémentaires

d+d =2

(fig. 77).
Remarquons encore, que les transformations (42), (43) et (44) laissent
respectivement en place toutes les droites (orien-

tées) appartenant a I’équidistante S3, d’€équation ,

zZ = — k, 4 la ligne limite S1 d’équation A
32z+ez—ez+1=0, \ 7 N
N\ N\
ou au cercle S; d’équation N

i _ d X\
azz—ez + ez +a =0, // \(

ol a est un nombre réel, lié au rayon r du cer-

cle S par la relation a = e'; icie & 2,7 est la base FiG. 77.

des logarithmes naturels (non des unités dou-

bles !). De plus toutes ces transformations transforment chaque point z en un
01

noint z' aui 3 son tour est transformé en noint z. C’est nourauoi on peut
point qui a son tour est transiorme en point z, C’est pourquoi on peut

l\ - 'AMA“‘ namsnnl o Aan “Ad‘ﬂ"" wsrr ndemsan  avee o hdaetn revarrela - eas  ws ew
aussi re spectivement appeier ces transiormations oyrr eétrie axiaie pur rup-

-

port a I’équidistante, par rapport a la lign
En particulier, la transformation (45) représente une symetne axiale par
rapport au cercle S1 de rayon r qui est défini 4 partir de la relation sh r; = 1.

Considérons enfin la transformation circulaire spéciale suivante du plan
de Lobatchewsky :
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La transformation (46) transforme chaque droite z qui coupe 1’axe o en
droite z’ divergeant de o, tandis que z’ se transforme en z; la droite z parall¢le
a o est transformée en droite z’ paralléle & o(z et z' sont paralléles & o dans
des directions opposées; z' se transforme en z) et les droites antiparall¢les
sont transformeée de con analogue. De plus 1 falsceau des droites

S
un ce
W,

- Q

tg(B, si tg(fl<1,
2 2|
tha —
i |
ctg?, si tg(f > 1
2 2| ’

\

é.
sous un angle constant ¢ 7% 7/2, se transforme en équldlstante d’axe o;
le faisceau orthogonal d’axe o se transforme en absolu 2'; inversement 2 est
transformé en faisceau orthogonal d’axe o. La transformation (46) trans-
forme chaque équidistante, ligne limite ou cercle en un faisceau de pente
égale et inversement. On peut appeler la transformation (46) « retour-
nement ».

Il nous est facile maintenant de donner un exemple de transformation
qui transforme en 2 un faisceau de pente égale ¢ avec ’axe o (un faisceau
de droites qui coupent o sous un angle constant ¢ ; I’équation de ce faisceau
a la forme

- 2 2
zz =k =tg %’

Cet exemple est formé d’une inversion axiale de premicre espéce (42) et
d’un « retournement » (46)

"= —k/z, ou z1 = ez,
c’est-a-dire 47
z' = ke/z.

La transformation (47) peut s’appeler inversion axiale de quatriéme
espéce.



PR ~am e ) AN ) P 3.4 -

I‘iﬁ C eﬂl. nous UULCIIUIlb que cnaque tr‘un.s_/urmation a ‘ia‘lh CifCill’
du plan de Lobatchewsky représente un déplacement ou un déplacement
accompagné d’une symétrie axiale par rapport a un certain cycle Sy (inversion
axiale de premiére, deuxiéme ou troisiéme espéce), ou, enfin, un déplacement
accompagné d’une symétrie axiale par rapport a [I’équidistante et d’un
« retournement » (c’est-a-dire accompagné d’une inversion axiale de qua-
trieme espéce).

| = ol nAs cha + f.
cn buuuxumuu, uluiq‘dOﬁS cncorc quc cnaquc transformation axiale circulaire

permet de donner une nouvelle représentation de I’ensemble des droites orientées
du plan de Lobatchewsky par I’ensemble des nombres doubles ; en d’autres termes,
de nouvelles « coordonnées complexes (plus exactement doubles) » des droites :
pour cela il suffit d’associer a la droite ayant la « coordonnée » z, le nombre

o, _az+b
“ T ez+d

De plus dans le nouveau « systéme de coordonnées » la condition d’appartenance
des quatre droites zo, z1, 22, z3 & un seul cycle aura la méme forme qu’avant

W(zo, z1, z2, z3) = W(zo, 21, 22, Z3) ;

les cycles seront décrits par les équations habituelles (19) (p. 154) ; les transfor-
mations axiales circulaires auront la forme (1) et (1 a), etc. En particulier, la trans-
formation

*

-
Z':ﬂ_ (48)
z—e

transforme les coordonnées complexes (59), (59 a), (59 b) les droites du plan de
Lobatchewsky étudiées dans la partie essentielle du § 12, chap. II, en « coordonnées
complexes » que 1’on trouve a 1a fin du § 12 (p. 126-129).

Dépot 1égal : No 5081 (2¢ trimestre 1966).



