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« Le traditionnel et ennuyeux chapitre

sur Jes espaces affines et les espaces projectifs,

qui ne consiste qu'en simples traductions de I'Algébre linéaire,
aurait aussi gagné a étre considérablement allégé. »

JEAN DIEUDONNE, préface du livre Algsbre linéaire
et Géométrie élémentaire, Hermann, 1968

Avant-propos

Singulier destin que celui de la Géométrie élémentaire dans toutes ses
formes, depuis les petites classes de Lycée''’) jusqu’aux premiéres années
de I’Enseignement supérieur!

Un coup d’ceil sur des sujets du baccalauréat, de I'agrégation ou de I'Ecole
polytechnique montre & quel point la Géométrie a occupé une position
dominante, voire hégémonique, dans ’enseignement jusqu’aux alentours de
la Seconde guerre mondiale.

Pourtant, a partir des années cinquante et soixante, I’Enseignement, méme
élémentaire, ne put rester sourd aux exigences d’une rigueur accrue et d’un
aggiornamento qui allait bien au-dela d’un simple toilettage. Ce mouvement
de fond qui s’était mis en ceuvre semblait devoir renforcer les assises de la
Géométrie classique mais; en réalité, lui a assené un coup fatal. Parmi les
reproches qui étaient faits i cette discipline, I'un d’eux, et non des moindres,
consistait 4 en contester la pertinence des bases : une axiomatique floue,

d Aafini na taid
aes Gu_jc;ua QCiIinis sans wouv

2 = 2

e la précision nécessaire.

Il n’est pas faux de dire qu’avec la. complicité bienveillante des manuels
scolaires et des professeurs eux-mémes, le géomeétre en herbe était invité a
passer allégrement de I'affine au projectif, puis du projectif a ’euclidien et,
pour terminer, du cadre réel au cadre complexe sans la rassurante protec-

tion des garde-fous les plus élémentaires (2),

Il est vrai qu'un banal plan affine réel peut étre considéré a I’'envi comme
une droite affine complexe, mais la différence n’est pas du tout anodine!
Le groupe des transformations de la forme z — az + b(3), (avec (a,b) €
C* x C), est bien pauvre, comparé au groupe des applications affines (bi-
jectives) d’un plan réel : un élément du premier dépend grosso modoe de

'Par Lycée nous entendons ici les classes de la Sixiéme & la Terminale.

2Au fond, les auteurs faisaient déja implicitement la distinction entre ces différents
cadres en évoquant les propriétés affines des conigques & I'occasion d’un titre de para-
graphe, mais c’était peut-étre davantage pour satisfaire le taxinomiste qui sommeillait
en eux que pour rendre manifestes et transparentes ces propriétés fondamentales

3("9&1‘ donc le aroline des transformatione affinec hiiectivag da la droitse r-nmnl
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deux paramétres complexes, c’est-a-dire de quatre paramétres réels, tandis
qu’un élément du second dépend, lui, de six paramétres réels. La différence
est suffisamment notable pour que 'image d’un cercle par un élément bien
choisi du groupe affine réel soit une ellipse dounée a P’avance, alors que
l'image d'un cercle par un élément de Aé, le groupe affine de la droite
complexe, reste un cercle (4),

Un ouvrage de « Math Elém » comme le LEBOSSE-HEMERY, qui a accom-
pagné des générations de lycéens depuis I'immédiat aprés-guerre jusqu’a la
fin des années soixante, reste et restera sans doute encore pour longtemps
un ouvrage cité en exemple, aussi bien pour la richesse de son contenu
que pour une présentation et une iconographie i la limite de l'austérité,
typiques de ’époque.

pas, loin

=
2+
o=
2
#

s’en faut, la précision quant au cadre retenu : en fait, le contexte a.ﬂine eu-
clidien, voire projectif lorsqu’il était question du birapport, n’apparaissait
clairement en fait que pour le mathématicien professionnel, mais rarement
pour I’éleve (3). Souvent méme, seul un coup d’ceil jeté sur le titre du cha-
pitre en cours pouvait renseigner sur la dimension de l’espace ambiant :
droite, plan ou espace de dimension 3.

Pourtant, on sent bien que la préoccupation essentielle n

Cela n’était pas forcément trés génant (tant que I'on savait ce que l'on
faisait), mais ne concourait pas 3 conférer a l’exposition de la Géométrie
toute la rigueur souhaitée (8).

Or, c’est aussi de cela qu'il s’agissait : depuis le Xix*® siécle déja, des ma-
thématiciens comme GAUSS ou BOLYAI s’interrogeaient sur le cinquiéme
postulat d’EUCLIDE, le postulat des paralléles. 11 devenait urgent, cent cin-
quante ans plus tard, de fonder rigoureusement la matiére, ce d’autant
plus que des exigences nouvelles s’étaient fait jour dans 'intervalle et que

P

les ustensiles requis étaient a4 portée de main.
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+ a
de HILBERT (7}, mais I’heure de la Géométrie pour la Géométrie, ars gratia
artis, était deja passée.

na

La Géométrie avait contribué historiquement au développement de I’Al-
geébre, et il n’est pas jusqu’a I’Algébre commutative qui ne lui doive une
partie de ses concepts : si la notion d’idéal a été favorisée par les recherches
sur le « Grand » théoréme de FERMAT, les constructions algébriques au-

4Drailleurs, nous élargirons notre vision de ce plan en le « plongeant » dans la droite
projective complexe, qui admet cette fois un groupe de transformations naturelles plus
étoffé que Al

5Dans la leqon sur le birapport, I'inévitable intervention des éléments & l’infini est
d'abord eludée puis introduite par un passage a la limite.

6Ce n’est pas seulement une question de rigueur, mais aussi d’efficacité. Nous dirons
quelques mots a ce sujet dans les pages qui suivent.

"Voir [13] par exemple.
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tour des surfaces de RIEMANN l’ont enrichie 4 leur tour, comme elles 1’ont
fait pour la théorie des valuations discrétes. De méme, 1’Algébre bilinéaire
a indiscutablement trouvé ses premiéres justifications dans I’étude et la
généralisation des coniques et des quadriques (8.

On a pu, en toute bonne foi, penser que l'introduction d’une bonne dose de
rigueur dans ’exposé géométrique allait lui conférer une légitimité indis-
cutable et définitive. A la fin des années soixante, des articles de la Revue
de 1V1dbllema.blq1ies Dpebldlbb beuolg,ueullbbaifmb de redonner par le biais
de I’Algébre bilinéaire une nouvelle jeunesse aux notions de coniques har-
moniguement circonscrites ou de conique harmonigquement attachée o deuzx
coniques (®). Derriére la notion de conjugaison harmonique se cachent en
effet des propriétés des formes quadratiques et nous en donnons un apercu
succinct au V-9.5.7.

Favorisée par une base axiomatique plutdt simple, et profitant de la vague
des Mathématiques modernes, I’Algébre (12) prit en peu de temps une place
prépondérante et on atteignit vite des sommets : certains manuels de Ter-
minale C du début des années soixante-dix allaient méme jusqu’a présenter
la réduction des endomorphismes en petite dimension!

De ce point de vue, la Géométrie a été bien mal payée de ses efforts histo-
riques de promotion de I’Algébre : puisque 1’on pouvait énoncer, démontrer
et interpréter la plupart des résultats géométrique en termes algébriques,
la Géométrie se retrouva vite reléguée au rang de simple faire-valoir de
I’Algébre, avec tout ’appauvrissement que cela impliquait ; la Géométrie

3 i ’ Tantif hiat tinant At ait 1
1 a8l a2 aal-Nal hFad MATIATI AT O MyrAT 0l E 221
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dogme du « tout vectoriel » : elle disparut la premiére et, avec elle, tout un
pan de la riche théorie des coniques.

Plutét que de s’intéresser aux configurations, on prit un malin plaisir &
disséquer les objets géométriques, en les stérilisant au passage : le brave
potache pour qui un angle était une orbite sous l’action d’un groupe de si-
militudes avait-il encore envie d’étudier une droite de SiMSON (11) ? Les iso-

8 Au surplus, on notera avec quelle économie de moyens la Géomeétrie a su jeter ses
propres bases : les points cycliques, pour ne citer qu’eux, n’ont pas été introduits au terme
de spéculations abstraites mais se sont imposés d’eux-mémes lorsque 'on a cherché a
caractériser les équations cartésiennes des cercles parmi celles des coniques. Ainsi portés
sur les fonts baptismaux, ces points s'étaient déja garanti au moins un succés d’estime,
mais c’est PLUCKER qui leur apporta la gloire en les « reliant » aux foyers d’une conique
euclidienne.

9Voir par exemple I’article [7] de Jacques BOUTELOUP, cité en bibliographie.

1071 s’agissait 1a de I’Algébre abstraite, celle des structures, et de I’Algébre linéaire. De
nos jours, la premiére est abandonnée en Terminale, et réduite & la portion congrue au
début des études supérieures.

HOutre le fait gu ‘elle laisse son sujet dans un triste état, la dissection uu::l,uuulqul::,
méme dans les cas ot elle est justifiée, est colteuse en temps. Dans beaucoup de cur-
sus universitaires initiaux, elle ne laisse guére que la latitude d’établir le concours des
hauteurs d'un triangle. On peut réver, pour un cours de Géométrie, d’un couronnement
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métries elles-mémes, soigneusement désossées comme composées de symé-
tries hyperplanes, étaient-elles moins pitoyables qu’un réveille-matin dont
on aurait aligné les rouages sans savoir le refaire fonctionner ensuite ?

Le lecteur est invité A se reporter au Rapport d'étape sur l'enseignement
de la Géométrie(}?) un état des lieux lucide agrémenté de propositions
réalistes. Nous en avons extrait la phrase suivante, dans laquelle nous nous
reconnaissons pleinement : « {...) en contrepartie, tous ceux qui, stimulés
par Uenthousiasme de leurs pru;caScu,ra et la beauté des fi Jigures, ont g‘omc
& cette discipline savent bien quelle source de plaisir elle peut étre (et pas
seulement les mathématiciens professionnels qui lui dowent souvent leur
vocation) ».

Nous espérons nous aussi, au niveau auquel nous nous sommes placé, par-
venir & redonner de la chair & la Géométrie, en postulant que cette chair
est précisément le coté, n’ayons pas peur des mots, esthétique des figures
que nous chercherons & échafauder patiemment, piéce par piéce. Nous au-
rons au passage ’occasion de mettre a contribution les techniques de calcul
acquises lors des deux premiéres années de I’Enseignement supérieur, ’Al-
geébre linéaire et la bilinéaire, déja citées, mais aussi les calculs en nombres
complexes, puisque nous donnerons en particulier la part belle a la géomé-
trie plane euclidienne.

L’hexagone de PASCAL, hezagrammum mysticum, donne ’exemple d’une
situation assez complexe mais qui se traite bien par le calcul et il en va
de méme de la configuration de FEUERBACH ; nous ne tirerons pourtant
aucune gloire d’établir des résultats qui étaient a la portée des potaches de

« Math Elém » il y a encore quelques décennies (13),

Certes, nous ne chercherons pas & reproduire ces démonstrations, souvent
purement géométriques, mais les preuves que nous en donnons iront souvent
plus loin dans les résultats. Nous affichons enfin un objectif un peu plus
ambitieux : domestiquer I’hypocycloide de STEINER, enveloppe de la droite
de SIMSON du point générique du cercle circonscrit & un triangle.

Dans cette étude précise, mais aussi dans plus d’une autre, nous mesurerons
Papport précieux de l'outil informatique, non pas en ce qui concerne lcs
logiciels de calcul formel dont nous n’avons pas ici eu I'utilité (14), mais

plus exaltant!

12Fssentiellement dit 4 Daniel PERRIN. Voir en bibliographie nos références « sur In-
ternet ».

13 Au prix toutefois de quelques propriétés admises, dont nous verrons d’ailleurs qu’elles
sont tout autant analytiques qu’algébriques.

14165 calculs sont souvent eux-mémes instructifs, surtout lorsqu’ils mettent en ceuvre
des principes universels, tels I'utilisation des polynémes symétriques, 1'élimination, la
discussion des systémes linéaires. Méditons cette phrase d’Alain Connes : « Quand
on effectue un long calcul algébrique, la durée nécessaire est souvent trés propice a
I'élaboration dans le cervean de la représentation mentale des concepts utilisés. C’est
pourquoi I'ordinateur, qui donne le résultat d’un tel calcul en supprimant la durée, n’est
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tout particuliérement dans le domaine de ceux de Géométrie dynamique qui
autorisent, en quelques « clics » de souris, 1’élaboration des figures les plus
complexes avec toujours la possibilité de déplacer quelques-uns des points
aux fins d’une lisibilité optimale. Presque toutes les figures de cet ouvrage
ont été composées avec CABRI, qui joint aux fonctionnalités précédentes la
latitude de définir des macros personnelles.

ct
p—
92]
t+
—
o
o
(453
A
=
=]
v

Notamment, 4 partlr de la macro « pré-installée » autorisan
conique a paruir dec Lluq puxubb, nous avons pu gené aliser cet
aux cas d’une conique connue par trois points et un élément

un point et deux éléments de contact, et cetera(19).

_-

Bien qu’il soit de bon ton de clore tout avant-propos par de chaleureux
remerciements destinés & tous ceux qui ont apporté leur pierre aux édi-
fices TEX et ATEX, nous profitons de 1'évocation de I'outil informatique pour
le faire dés 4 présent : le traitement de texte scientifique et la qualité des ma-
nuscrits ne seraient pas ce qu’ils sont sans les contributions de D.KNUTH,
L.LAMPORT, mais aussi des concepteurs de GHOSTSCRIPT, d’ASYMPTOTE
ou de METAPOST pour ne citer que les plus remarquables (16},

Venons-en a présent au dessein de cet ouvrage. Nous avons retenu le titre de
Géométrie analytique classique afin d’en situer le propos sans ambiguité :
la Géométrie algébrique est une théorie mathématique puissante, mais qui
présuppose des notions approfondies d’Algébre commutative ; la Géométrie
analytique était, elle, la Géométrie avec des calculs. .. algébriques, et elle
s’est développée comme telle depuis 1’époque de DESCARTES : nous l’avons

] F: - .
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que nous allions nous attaquer aux variétés analytiques complexes!

En outre, nous avons souhaité nous limiter & des prérequis aussi élémen-
taires que possible : essentiellement, nous aurons besoin des Mathématiques
de L1 et de L2, dont nous utiliserons surtout les chapitres d’Algébre linéaire
et bilinéaire, jusques et y compris la notion de signature (d’une forme qua-
dratique réelle) et nous verrons que l’intérét de cet invariant ne se limite
pas au catalogue des coniques ou les quadriques : il permet aussi de clas-
sifier agréablement les faisceaux linéaires de cercles dans un plan affine
euclidien et explique & lui seul I'impossibilité de plusieurs configurations

pas nécessairement un progrés. On croit gagner du temps, mais le résultat brut d’un
calcul sans la représentation mentale de sa signification n’est pas un progres ».

15Nous saurions gré aux concepteurs de CABRi de faciliter le placement d’étiquettes en
IXTEX, ainsi que la sauvegarde des figures au format PosTscriPT : ce n’est en effet qu'au
prix d’acrobaties et d’une perte de temps certaine que I'on parvient 4 pallier 'absence
de ces possibilités. Cela étant, ces petites imperfections ne remettent pas en cause les
services inestimables que ce logiciel nous a rendus!

16T & randn tunooranhiciie nant atre & cn noint eonformes any ewigances din antanr
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qu'il peut méme laisser passer des fautes de frappe, ébloui qu’il est par la qualité de
ses épreuves. Nous espérons qu’avec l'aide de 1'éditeur et des relecteurs, le plus grand
nombre en aura été expurgé!
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géomeétriques, telles les sextuples harmoniques réels.

On s’apercoit d’ailleurs trés vite que le désir de passer 4 ['étage supérieur se
paie par la nécessité impérieuse de l'outillage d’une Géométrie algébrique
infiniment plus compliquée (17).

Notre ambition est de rappeler aux spécialistes du domaine que méme les
simples coniques peuvent apporter des moments d’émerveillement, charge
4 eux de nous apporter grice 4 leurs acquis techniques la résolution de
problémes qui, il y a encore cent cinquante ans, semblaient inabordables.

Malgré ces apparentes limitations, nous pourrons aller assez loin dans ’étude

deg ohiets « linéaireg » ﬂnq droites) ou « quadratiques » (les coniques, et
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en particulier les cercl%). Nous apprécierons a 'usage, a plus d’un tltre,
la souplesse des « coordonnées ba.rycentriques »; en effet, 4 la différence
du systéme de coordonnées affines qui fait jouer un réle privilégié 4 un
seul point, I’origine du repére, le systéme barycentrique va nous fournir des

relations et formules symélrigues et homogénes.

De la symétrie nous tirerons surtout des satisfactions esthétiques, mais ’ho-
mogénéité nous livrera une approche en douceur de la complétion projec-
tive d'un plan affine. Alors que 'introduction des coordonnées homogénes
requiert une adaptation « culturelle », les coordonnées barycentriques, qui
sont aprés tout elles aussi des coordonnées homogénes, parviennent au méme
résultat tout en se déduisant naturellement de formules vectorielles (18},

Le calcul barycentrique est rarement enseigné comme une fin en soi : les
cours des deux premiéres années de faculté certes définissent les coordon-
nées barycentriques, mais vont rarement au-deld des conditions de concours
de droites ou d’alignement de points. Pourtant, beaucoup de problémes
affines ou métriques liés & un triangle se traitent trés bien par le calcul
barycentrique, pourvu que ’on se soit constitué un formulaire adapté.

Il n’est pas dans notre propos de comparer les capacités du calcul barycen-
trique avec celles d’autres techniques, mais de monirer qu'il mérite mieux
que les gquelques banalités auxquelles on le confine ainst généralement.

L’idée méme de comparer, ou de ne pas comparer, les techniques barycen-
triques avec les techniques affines ou projectives, qui sont i certains plus

17Une des raisons en est que 1’on s’éloigne vite des rivages rassurants des applications
linéaires ou quadratiques, avec toute la complexité que cela comporte, ne serait-ce qu'en
matiére de degré, ou de multiplication des cas dégénérés. Fin revanche, les propriétés
tangentielles d’une conique dégénérant en une droite double sont 'une des premiéres et
des plus évidentes illustrations pratiques de 'absconse théorie des schémas.

18)¢s que I'on a manipulé tant soit peu les coordonnées barycentriques dans le plan,
on trouve naturel qu’elles soient au nombre de trois, et seulement définies 4 un coefficient

multinliratif nan nul nrac Bn roavanche Dintradictinn d'une trenicidamas canrdannbas nonr
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homogénéiser les coordonnées affines a, du moins au début, toujours un petit goiit de
surnaturel quoiqu’elles répondent elles aussi 4 la méme nécessité de prendre en compte
les points 4 I'infini.
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coutumiéres, nous donne l'occasion d’évoquer un point essentiel quant au
principe de toute technique de calculs.

En effet, la nature méme d’une situation mathématique est intrinséque et
ne dépend pas du mode de calcul choisi. Toutefois, la simplicité des calculs
est trés liée a I’adéquation de ce mode avec la situation en question.

Il n’y a plus lieu de débattre, et cela deux siécles aprés PONCELET, sur le
fait qu’il existe plusieurs géométries et non une seule. Méme si nous nous
bornons au plan, reconnaitre la nature d’une situation revient essentielle-
ment A savoir & quelles transformations du plan elle survit. Si c’est le cas
pour toutes les applications du groupe affine, on la qualifiera de situation

affine, et on parlera mutatis mutandis de situations euclidiennes ou projec-
(19)

lix KLEIN, a ainsi mis ['accent
sur les groupes de transforrnatlons et nous a appris 4 rechercher avant
tout la Géométrie a laquelle appartient un probléme donné et d’adapter en
conséquence le type de calcul analytique qui lui convient. Ainsi, la notion
de sommet d’une parabole appartient & la Géométrie euclidienne, alors que
la notion de direction de ’axe d’une parabole est affine, comme d’ailleurs
la notion elle-méme de parabole.

Cette idée a sans doute mis du temps a s’imposer : dans les années soixante,
on redoutait d’avoir a4 envisager un repére qui ne fiit pas orthonormé, car
« il se prétait mal aux calculs d’angles ou de distances ». Pourtant, un
probléme de nature affine ne requiert précisément pas ces notions et, du
fait qu’il doit satisfaire 4 moins de conditions qu'un repére orthonormé, il
est plus facile de 'adapter judicieusement au probléme considéré (200

La Géométrie affine offre une passerelle commode vers sa grande sceur pro-
jective, et nous avons choisi de développer tout particuliérement le calcul
barycentrique pour mettre en valeur la premiére, tout en préparant le ter-

rl A T m
ain pour la seconde. Le but de notre premier chapitre sera donc de traduire

en termes barycentriques les méthodes et les objets que 'on rencontre en
Géométrie plane : changements de repére, transformations affines, en plus
des concours et alignements déja évoqués.

F"!

Vedettes jadis incontestées des sujets d’Algébre des concours, y compris
de ceux de 'agrégation, les coniques ont été par la suite logées a la méme

9Et nous rencontrerons méme au chapitre V la Géométrie circulaire, qui ressortit
au groupe de Mébius. Dans cette géométrie, les outils adéquats sont fournis par les
homographies, épaulées par les antihomographies, et le birapport.

208 I'on tient A tout prix & vérifier par le calcul que les médianes du triangle ABC
concourent, le plus judicieuz est de choisir (A, B,C) comme base affine du plan Les

A, m — ‘/ \/ — —
équations cartésiennes des médianes sont alors X = X+2 let2X LY =1eton

est soulagé de constater que le point de coordonnées (1 /3,1/3) appartlent effectivement
aux trois. La récompense, si minime soit-elle, de notre choix a été I'absence de tout
paramétre dans notre calcul.
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enseigne que le reste de la Géomeétrie. De nos jours, on se limite habituelle-
ment & en donner les définitions classiques et a les classifier. Notre ambition
est d’en dévoiler aussi quelques belles propriétés, sans pour autant viser a
I’érudition attendue d’un taupin ou d’un agrégatif des années cinquante.

L’étude de ces objets présente 'immense avantage de rester élémentaire,
alors que celle des courbes algébriques de degré supérieur requiert souvent
le rouleau compresseur de la Géométrie algébrique.

Comme nous désirons parvenir aux approches projectives de la Géométrie
et non pas les supposer connues, nous ne pouvions nous permettre de définir
le centre d’une conique comme le péle de la droite & I'infini, ni les asymp-
totes d’une hyperbole comme les tangentes en leurs points & 1'infini : ces
approches sont bien entendu les plus fructueuses mais elles ont dd, histori-
quement, résulter d’une lente maturation. Les définitions affines que nous
mettrons en ceuvre demandent chaque fois un peu plus de calculs, mais ont
lavantage d’utiliser les généralités du chapitre précédent, et, en cela, de les
légitimer.

Quoique 'on puisse donner & la tangente en un point d’une conique une
définition algébrique, il nous sera plus commode de ’envisager analytique-
ment, par le biais du théoréme des fonctions implicites, quitte a la relier
ensuite & des notions purement algébriques telles que la conjugaison ou la
polarité.

Les connaisseurs pourront encore, a ce stade, penser que le calcul barycen-
trique est certes joli, mais peut-étre un peu superflu 4 c6té du caleul affine,

da at d A A 1a lit+Arat atha +1
qui est parfaitement rodé et documenté dans la littérature mathématique

francaise. Cependant, les barycentres trouvent une application éclatante
lorsqu’il s’agit de certaines transformations liées & un triangle : I'isotomie,
I'isogonalité et la polarisation triangulaire. Ces transformations sont suffi-
samment riches pour que nous leur consacrions tout un chapitre.

L’étude des faisceaux de coniques clora la premiére moitié de cet ouvrage,
avec comme récompense une preuve algébrique du théoréme de FEUER-
BACH. Pourquoi d’ailleurs une preuve algébrique alors qu’il en existe qui
soient purement géométriques (2!} 7 Un résultat obtenu algébriquement est
sans intérét s’il n’a mis en ceuvre que la force brute du calcul. 11 se justifie
au contraire s’il met en évidence un principe général, et que ce principe
soit réutilisable dans d’autres circonstances. Dans le cas qui nous occupe,
nous relierons la notion de contact & la duplicité d’une valeur propre d’une
certaine matrice dans 9t3(R)(22),

21Par exemple, dans [17], pour citer un ouvrage récent.

22Cette préoccupation s'efforce en méme temps de répondre & un reproche adressé a
Pexposé classique de la Géométrie : ne pas dégager suffisamment une théorie. Ici, Pintérét
n’est pas de faire sentir que la démonstration illustre la notion de valeur propre, notion
qui ne nous a pas attendu pour avoir d’éclatantes justifications, mais de montrer en gquo:

’existence d’une valeur propre double nous fait sortir du cas général.
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Nous verrons aussi comment les foyers des coniques inscrites dans un qua-
drilatére donnent naissance 4 une cubique des plus intéressantes. La, nous
avons cherché & laisser transparaitre la démarche qui conduit & pressentir
telle ou telle configuration, avec par la méme le plaisir de voir cette courbe
se dessiner sous nos yeux, point par point.

Le chapitre V, comme le suivant d’ailleurs, fait la part belle au plan eucli-
dien identifié 4 C, en tant que cadre, et aux droites et cercles en tant qu’ob-
jets d'étude. Toutefois
tudes pour établir des liens entre ces objets : en effet, il existe un groupe
de transformations bien plus riche, celui des homographies, qui conserve
globalement ces familles de parties. Certes, il faudra adjoindre & C le sym-
bole o0 pour manipuler convenablement ces applications, mais cette infime
complication... n’en sera pas une et se révélera particuliérement fructueuse.

NANE 1A At roactraindroane nace anv hanalag c';rn';];_
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Une fois que nous aurons étudié ces homographies pour elles-mémes, nous
en tirerons de beaux résultats géométriques : encore une fois le théoréme
de PASCAL, décidément un des leitmotive de cet ouvrage, mais aussi la
configuration de FERMAT-TORRICELLI, o1l se mélent principes d’Analyse
et de Géomeétrie.

La encore, c’est sur des notions projectives que déboucheront nos nouvelles
acquisitions. Invariant omniprésent de la Géomeétrie projective, le birapport
éclairera d’une lumiére différente les concepts d’harmonie (de quadrangles)
ou de cocyclicité. La jolie, et en méme temps élémentaire, formule des six bi-
rapports nous offrira un bouquet d’applications géométriques, par lesquelles
nous terminerons ce chapitre.

Le tout dernier chapitre est consacré aux cercles; non pas a 1'étude géo-
métrique de ceux-ci, indéniablement un peu limitée et sans surprise, ni
aux configurations de points cocycliques, que ’on aura abondamment ren-
contrées depuis le début de cet ouvrage, mais plutot & 'espace des cercles-
droites, dans lequel la forme quadratigue fondamentale joue un rdle central,
et aux familles privilégiées de celui-ci.

Les situations que nous étudierons sont suffisamment riches tout en res-
tant élémentaires : les faisceaux de cercles, ’'alternative de STEINER. 1] est
bien entendu trop tot pour expliquer 'origine de la complexité de ces confi-
gurations, mais on pourra remarquer a la lecture des chapitres TV et VI
notamment que, en relation avec son équation cartésienne ou barycentrique,
la propriété pour un cercle de passer par des points donnés est linéaire alors
que celle d’étre tangent 4 des droites données est quadratique (23)

23Parmi les coniques, les cercles sont des coniques ayant une propriété ponctuelle, celle
de passer par les points cycliques. Les paraboles, elles, ont une propriété tangentielle,

ralla d’atra tangantog 4 la draita da DMinfini (Ceg Aeniy tvnes da niranridtdc co malanocant
ALAL, LWl UL uulla\,llubo O A0 WAL UAAUL, UIW 4 Aldililds WL WAL LN U‘)’P\JO LY v IJI.\JIJA AW FUwS B s L lllblullébllh

mal! Ainsi, il y a en général quatre cercles tangents i trois droites — penser au cercle
inscrit et aux trois cercles exinscrits d’un triangle— et au plus deuz paraboles passant
par quatre points. Dans chacun de ces cas, cela revient pourtant i fixer le méme nombre
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En d’autres termes, autant il est vrai que la codimension de I’espace affine
des solutions d'un systéme linéaire compatible est égale au rang de ce sys-
téme, autant sont hasardeuses les généralisations qualitatives de ce résultat
aux systémes algébriques. Cela se constate déja au niveau des problémes
quadratiques suscités par les coniques, et prend une ampleur toute parti-
culiére lorsque 1'on monte en degré, a tel point que certains phénoménes
sont restés longtemps au niveau de paradoxes inexpliqués.

. -. . . . .
Mo canl fait + ennivent 4 randra nan trivial la maindr
L€ 8€Ul 1all Suiill sCuvent & Irenare non oriviaa i Inar

Iy

contact(2¥), La palme de la difficulté revient d’ailleurs & I’alternative de
PONCELET, a propos de laquelle nous avons di nous restreindre & donner
un simple énoncé. En fait, une compréhension profonde de ce probléme
pourtant si simple & énoncer passe par I'acquisition de concepts qui dé-
passent le niveau de ce livre, et pour lesquels nous renverrons le lecteur a
la bibliographie.

En revanche, nous étudierons par le menu les configurations géométriques
suscitées par l'alternative de STEINER, évoquée plus haut. Une des facons
possibles d’aborder le probléme (mais nous en verrons d’autres) est de se ra-
mener au moyen de I'inversion au cas de deux cercles concentriques donnés,
parce qu’il appartient & la Géométrie circulaire. Cette latitude n’existe pas
en des termes aussi simples avec I’alternative de PONCELET et au contraire
nécessite beaucoup plus de matériel et de travail.

Aprés ces six chapitres, le lecteur trouvera deux annexes : la premiére re-
vient sur le calcul barycentrique et propose notamment des démonstrations
un peu longues, ou un peu techniques, qui nous auraient donné un faux
rythme dans le cours du texte. La seconde annexe aurait pu au contraire

faire office de préliminaires, mais nous avons estimé qu’elle intéresserait
plutdt le lecteur désireux de donner un tour axiomatique aux procédés de

complétion projective que I’'on n’aura pas manqué de rencontrer par endroit
dans cet ouvrage.

A de rares exceptions prés, les résultats énoncés dans cet ouvrage seront
démontrés(28) : en effet, une démonstration n’a pas que l'utilité de gra-
ver un théoréme dans le marbre; elle peut aussi étre intéressante en soi

de conditions, cing, sur ces coniques : ces conditions ne sont donc pas équivalentes 4 des
systémes linéaires puisque I’on sait trés bien qu’un systéme linéaire peut avoir zéro ou
une solution, ou une infinité de solutions, mais jamais deux ou quatre.

C’est toutefois bien la notion de dimension qui sous-tend toutes ces remarques : les
équations des coniques forment un espace projectif de dimension 5, et il ne faut pas
s’étonner de devoir imposer cing conditions algébriques pour cbtenir une partie finie de
celui-ci.

24par exemple, la construction d’un cercle passant par deux points donnés et tan-
gent 4 une droite donnée est un probléme & la fois ponctuel et tangentiel. On le résout
commodément grice aux faisceawr de cercles, et cette question nous donnera ’occasion
d’évoquer dans son contexte ’involution de Désarques.

258ouvent méme de plusieurs facons ! Chaque fois que cela présentera de 1’intérét, nous
veillerons & proposer une preuve analytique et une preuve synthétique, c’est-a-dire sans
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simplement parce qu’elle est belle, ou instructive, ou encore parce qu’elle
illustre un principe général. Ainsi, nous espérons en particulier étre utile
aux candidats aux concours de recrutement en leur proposant des illustra-
tions géométriques de principes ou de techniques algébriques.

Nous ne pouvions pas a la fois constater ’appauvrissement du contenu
géométrique des programmes scolaires et universitaires et exiger de nos
lecteurs des prérequis exorbitants. Essentiellement, nous ne supposerons
conmnues que J.cL le;bbl]..l(,d-bl()ll d-lu.l.lt'- U.l'lb LUU].LIUED dalllb.l quc lUb pIUleCDEb
immeédiates de celles-ci. Nous supposerons connues également l'existence
et la construction des points les plus classiques attachés 4 un triangle :
I'isobarycentre, le centre du cercle circonscrit, 'orthocentre et les centres

des cercles (ex)inscrits (26),

P

Rached MNEIMNE a ioué un rale tout particulier

-,
o
D
-l
N
-
[
o
w
o
=)
=
w
e
=}
::!
:L.
":
t

5

livre : en effet, il nous a encouragé i l'e treprendre, nous a suggéré de
développer davantage certains points qui auraient pu sembler ardus 4 un
étudiant d’aujourd’hui, et a enrichi le contenu par des exercices d’applica-
tion. Nous ’en remercions chaudement !

On ne soulignera par ailleurs jamais assez I’amour du beau livre qui animait
les typographes de naguére. Notre livre est passé entre les mains expertes
d’Alberto ARABIA, qui s’est toujours effacé derriére les trés nombreuses
contributions qui ont tant embelli nombre d’ouvrages récents de mathé-
matiques. Ce n’est pas sans quelque insistance que nous lui avons arraché
cet hommage volontairement appuyé. Qu'’il en soit pour tout chaudement
rArArAtA At A frova Tt Aoalavmant lag AA343 (AaTvAa T oM 'I\trnnmnm
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ont & ceeur de perpétuer la tradition typographique de qualité.

Nous remercions vivement également tous ceux qui, par leurs conseils, leurs
remarques ou la détection d’inévitables fautes de frappe, auront apporté
leur contribution au résultat final.
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i Saab ABOU—JAOUD René CORI Aurore EIDEN, Bernadette EIDEN,
Pascal GUELFI, Bruno INGRAO, encore une fois Rached MNEIMNE, Arnaud
MORTIER, Fran¢ois RIDEAU, Dominique RoUX, Eric VAN DER OORD.
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Je ne voudrais pas clore cet avant-propos sans évoquer les professeurs de
Mathématiques, tous épris de leur matiére, et qui ont toujours eu A coeur
d’en faire partager la beauté. Parmi eux, Maurice SCHIRTZINGER, trop tot
en allé, ainsi que le Pére Michel ROUGE, qui avaient su prendre le tournant
de la rigueur mathématique sans renier leur profonde culture géométrique.
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Iculs. Les démonstrations puremernt 5\-; miEtr iques B01IL luugbcmpb apparucs COInine
plus nobles, mais 'efficacité des méthodes algébrlques n’est plus & démontrer.

26Que 1’on qualifie aussi de cercles tritangents au triangle, lorsqu’il n’est pas nécessaire
de faire jouer un réle particulier au cercle inscrit par rapport aux cercles exinscrits.
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Nous donnons dans ces pages d’introduction les thémes qui font l'ossature

de l'ouvrage, ainsi que le bestiaire que U'on va y cotoyer.

Quelques principes d’Algébre

Vecteurs propres et points fixes............ ... ol 1-7.2,
Valeurs propres et théoréme de FEUERBACH............. IvV-2.2,
Le Nullstellensatz . ... 11-2.3,
Coniques et théoréme de BEZOUT ..........ooviiiietn A-4.2,
Densité algébrique..... ... 11-3.2,
Autopolarité et diagonalisabilité......................... IvV-2.1,
Théorie de GALOIS et configurations. .................... V-4.3,
Le birapport. ..ot V-9.5,
Birapport et permutations...............oii el V-9.5.2,
Birapport, orbites ¢t corps finis.............. ... L V-9.5.2,
La formule des six birapports...............oovit V-9.5.9,
Harmonie, formes quadratiques et trace.................. V-9.5.7,
Lien entre GLa(C) et SIm(3,1) ...vvvvvviiiiiiiiiians VI-1.5,
La signature
Signature et dégénérescence d'une conique............ 11-2.2,
Signature et cercles-points............... ...l 11-2.13,
Signature et sextangles harmoniques.................. V-9.5.7,
Signature et orhogonalité de cercles................... VI-14,
Signature et faisceaux de cercles..................o.... Vi-3.2,
Signature et réseaux de cercles ............. ...l VI-6.4,
Signature et théoréme de WITT ............... . ..., VI-3.4.1,
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Théoréme de PASCAL et Géométrie algébrique........... A-4.3,
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Equation barycentrique du cercle circonscrit ............. I1-2.10,
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Chapitre 1

Le calcul barycentrique

1. Rappels et conventions

Nous supposons connues un minimum de notions d’Algébre linéaire (nous
ne verrons apparaitre que des espaces vectoriels de petite dimension, finie en
tout cas), d’Algeébre bilinéaire (notamment le vocabulaire et les techniques
de base concernant formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques),
et enfin de Géométrie, aussi bien affine qu’euclidienne, et, pourquoi pas,
projective Toutefois, le lecteur qui voue a4 la Géométrie affine un amour

exclusif pourra sans inconvénient passer les quelques extensions ressortis-
sant & I’aspect projectif des choses.

-

Nous chercherons d’ailleurs & sensibiliser progressivement le lecteur aux
notions projectives, un peu comme le lycéen des années soixante s’habi-

tuait au maniement des points 4 I’infini au moyen des cas d’exception des
théorémes qu’on lui nrésentait : le concours a l'infini de deux droites psnf-al_
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léles, ou le conjugué harmonique du milieu d’un segment par rapport aux
extrémités du segment. Quoiqu’une axiomatisation ne soit jamais nocive,
ces notions s’imposaient de fagon naturelle et concouraient & ’acquisition
de la vision géométrique. Nous n’avons pas voulu esquiver cette nécessaire
axiomatisation : on la trouvera dans ’Annexe B.

Nous supposons connues également les relations métriques les plus cou-
rantes dans le triangle.

Enfin, un peu d’Algebre linéaire de premiére année ne sera pas superflu.
Au fil des chapitres 4 venir, nous serons méme (agréablement ?) surpris des
contributions des formes bilinéaires ou quadratiques et constaterons que la
notion de signature ne sert pas qu’a classifier les coniques par leur genre.

Le choix des notations est toujours délicat en Mathématiques : malgré la
variété des polices de caractéres, et le recours 4 P'alphabet grec. on a tat

IR G U1 LAalal LtiIto LRSS s O Ty as L 4

-5 -
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fait de se retrouver &4 court de munitions & moins de céder a la tentation
des lettres grasses ou gothiques, au grand dam du lecteur qui souhaiterait
effectuer des calculs sur une feuille. Que 1’on se rassure, ces affres lui seront
épargnées.

Dans tout ce chapitre, lorsque nous envisagerons un triangle ABC d’un
plan affine euclidien, nous désignerons selon I'usage par a, b et ¢ les mesures
des longueurs des cotés BC, CA et AB, et par E, B et C des mesures en
radians des angles aux sommets A, B et C respectivement (1,

Toutefois, nous pourrons difficilement réserver les noms a, b et ¢ A ce seul
usage, et nous aurons aussi a les utiliser comme coefficients dans diverses
équations et, encore plus souvent, pour désigner les affixes des sommets d’un
triangle ABC. De méme, la lettre P pourra servir i désigner un point, un’
plan, ou une parabole, la lettre R un (autre) point, ou un rayon!

En revanche, il sera toujours commode, si un triangle ABC (non aplati)
est fixé dans un plan affine, et si un point M est donné dans ce plan, de
désigner par M4 'intersection de la droite AM et de la droite BC. Cette
définition a toujours un sens, sauf lorsque M appartient a la paralléle & BC
menée de A. Les points Mp et Mg sont définis de maniére analogue.

Par exemple, puisque les médianes du triangle A BC concourent au point G,
1sobarycentre, ou centre de gravité du triangle, le point G 4 n’est autre que
le milieu du segment BC : on voit donc que cette convention permet de lui
attribuer un nom « automatique ». Pour la méme raison, dans le plan affine
euclidien, & partir de 'orthocentre H du triangle ABC on pourra désigner
par H4 le pied de la hauteur issue de A, c’est-a-dire le projeté orthogonal
A cur B (2)

de

Il y a une notation traditionnelle qui nous obligera & faire une autre entorse
a la régle générale édictée supre : si ABC est un triangle d’'un plan affine
euclidien, on désigne par I le centre du cercle inscrit, point de concours des
bissectrices intérieures; toutefois, 4 ne désigne pas traditionnellement le
point d’intersection de Af et de BC, mais le centre du cercle exinscrit « dans
’angle A», c’est-a-dire le point de concours de la bissectrice intérieure issue

1 Précisons cette notion d’angle d'un triangle : sauf convention contraire, lorsque nous
partirons d'un triangle de référence ABC d’un plan affine euclidien, nous supposerons

que ce plan est orienté de telle sorte que le repére affine (A;ﬁ, fﬁ') soit direct. Les

. . . . e —— ———— ——

mesures des angles {orientés, de demi-droites) CAB, ABC et BC A ont alors chacune un
représentant dans l’intervalle ouvert |0, [, que 'on peut appeler la mesure principale

de ces angles, mais que nous appellerons pour simplifier angles auz sommets.
QAU nrix d’une petite entorse au réglemant : nous annellerons ce noint H.: méme
9 petite entorse glement : nous appellerons ce point H4 méme
lorsque H appartient i la paralléle & BC menée de A, ce qui se produit si, et seulement
si, le triangle est rectangle en A. Dans ce cas, H = A et les points A, H et H,4 sont

malgré tout alignés.
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de A et des bissectrices extérieures issues de B et de C. Il en va de méme
pour les points Ip et I, définis de fagon analogue.

Qu’entend-on par le cété d’un triangle 7 Si on parle du milieu du c6té BC, ce
sera. bien siir le milieu du segment BC. Si on parle de l'intersection d’une
droite A avec le coté BC, il s’agira cette fois de la droite BC. En général,
les formulations & venir ne seront pas ambigués, mais, par précaution, nous
évoquerons souvent les droites portant les cotés du triangle ABC pour faire
allusion aux droites BC, CA et AB.

Les conditions d’alignement de trois points, de concours ou de parallélisme
de trois droites sont en général préseniées comme des exercices dans les ma-
nuels pour lesquels le calcul barycentrique n’est pas une fin en soi. Nous en
aurons besoin, bien entendu, mais ne pourrons en rester la : il est nécessaire
aussi de disposer des mémes outils que dans la manipulation « classique »
des coordonnées cartésiennes, c’est-a-dire essentiellement lutilisation de
formules matricielles a propos d’applications affines, ou de changement de
triangle de référence. Nous le verrons, cela conduit a des formulations tout
a fait analogues, dans lesquelles le calcul barycentrique se montre lui aussi
efficace.

C’est aprés nous étre familiarisés avec cet outil que nous pourrons en ap-
précier la puissance et la généralité.

2. Généralités

r - X ~ "4

2.1. Notion de coordonnées barycentriques

Ce chapitre ayant le plan affine pour cadre (3), nous nous limiterons a
des coordonnées barycentriques relatives & un systéme de {rois points non
alignés, les généralisations & un espace de dimension finie quelconque étant
aisées.

Soit donc un triplet de points non alignés donnés (A, B, C) d'un plan affine
T, que nous appellerons triangle de référence ou triangle fondamental (*) ;
si M est un point de ce plan, il existe alors un triplet (x,y, z) de réels(®

tel que x +y + z # 0 et que M soit le barycentre du systéme massique
(A= .’12), (Bv y)v (Cv Z)

3Quoique nous soyons assez souvent amenés 3 la supposer euclidien. En revanche, la
valeur de la dimension ne sera pas remise en cause.

4 A noter que 'ordre des trois points est important, méme si le terme de triangle peut
laisser planer le doute & ce sujet.

3Nous avons fait le choix de désigner ce triplet par un vecteur-ligne, et non par une
colonne, de peur que la moindre phrase ne crée inutilement des interlignes démesurés.
Cela ne nous empéchera pas d’utiliser, comme c’est ['usage, la notation des triplets sous
forme de vecteurs-colonnes dans les formules matricielles.



I. Le calcul barycentrique

— — — —

On a alors zAM + yBM + z:CM = 0 et, pour tout point O du plan,
— —_— — —_— .

20A + yOB + z0C = (z + y + z)OM. Cette toute derniére formule est

vraie pour tout point O du plan dés qu’elle est vérifiée pour au moins un

tel point. Cela résulte d’une vérification immédiate.

Bien que le triplet (z,y, 2) ne soit défini qu’a un scalaire multiplicatif non
nul prés, on 'appellera le (triplet de) coordonnées barycentriques de M
(relativement au triangle de référence, s’il y a ambiguité). Il sera souvent
commode de considérer le cas ol x, ¥ et 2 sont tels que z+y+ 2z = 1, quitte
a4 diviser ces trois réels par leur somme : on parlera alors de coordonnées
bg'_r‘ycentﬂq?ms normalisées dn point M. Pour un point donné, le tn;pfpf de

coordonnées barycentrigues normalisées est unique.

Sl n T e _ h | h |












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































