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Introduction

Ce volume donne un exposé détaillé et complet des notions et théorémes
d’Algebre linéaire élémentaire qui devraient constituer le bagage minimum
du bachelier és-sciences au moment ou il entre dans les classes du 1°F cycle
de I’Enseignement supérieur. L’orientation générale et la substance en ont
été déterminés par ie souci de préparer I’étudiant a assimiler le pius facilement
possible I’enseignement actuel donné dans ces classes, qui devrait lui

anpnaraitre comme le nroloneement naturel de ce au’il a déia annris.
apparaitre comme le prolongement nature!l de ce qu 1a appr
T 5 ~i10d Phaiies medanmta (1 m? cana Ariita mac 33: hanhalis .
Le iait qu'a 1 neure presente il n'y a sans aoute pas um ovacnciier su

mille qui serait en état de lire ce livre sans aide et sans fournir un travail
personnel considérable en dit long sur I'incohérence de nos programmes
d’enseignement. Il y a déja plusieurs années que 1’on s’est inquiété un peu
partout du divorce grandissant entre les méthodes et I’esprit de I’enseigne-
ment des mathématiques, dans les lycées d’une part, dans les Universités
de ’autre. Ayant participé a plusieurs discussions sur ce probléme, j’ai
pu me convaincre que, méme parmi les professeurs de I’Enseignement
secondaire les plus conscients de la nécessité d’une réforme, il subsiste
une grande incertitude sur la teneur de ce que devralent étre les programmes

$ c en
¢ livre est avant tout destiné ; je I’ai congu comme un « livre du maitre »,
en d’autres termes une ossature solide sur laquelle Batir un enseignement
oral vivant et adapté aux éléves qui doivent le recevoir.

C’est aussi a ces easeignants de bonne volonté que s’adressent les com-
mentaires qui suivent ; je m’en excuse d’avance auprés de mes collégues
de I’Enseignement supérieur aux mains de qui tomberait ce livre, et qui
m’accuseraient avec raison d’enfoncer pompeusement des portes ouvertes ;
ma justification est qu’apparemment ces portes ne sont pas encore ouvertes
pour tout le monde.



8 Introduction

s phi
ou essayistes qui ont voulu parler de mathématiques, n’ont que trop bien
réussi & ancrer dans I’esprit du public « cultivé» I'image d’une science
immuable et figée, tronant dans un empyrée de « vérités absolues» trans-
mises religieusement de génération en génération comme une révélation
divine que I'on ne saurait se permettre de changer d’un iota, et ignorant
les titonnements et les incertitudes des pauvres sciences dites « expéri-
mentales ». Il y a plus de cent ans que les mathématiciens professionnels

7-S37-T2% A%~ n1100: HAaYya Qee~sn mrnia 1] Favsden cnne A P WP R Y-

DUIIL reveius G unc qussi 11aive auusaubc, 11i4is 11 1gaudra Sais UUulC ClIVULIC

bien des années d’efforts pour venir & bout de ces « clichés », rien n’étant
plus difficile que de modifier des « idées regues ». La source du malentendu

réside dans le fait gu’il est bien exact aque les théorémes démontrés il v a
\1 H. Wi ViAWV LIWIlIAWYO MWwilAVIiILALAI WY J

2000 ans sont tout aussi vrais maintenant qu’alors, tandis que les «vérités
expérimentales » n’apparaissent jamais que comme des approximations que
’on perfectionne sans cesse. Ce qui change, en mathématiques comme dans
toutes les autres sciences, c’est le point de vue d’ou I’on considére les
résultats déja acquis ; et, comme dans toutes les autres sciences aussi, ces
changements se font & I’heure actuelle avec une vitesse qui va croissant.
Sauf sur un point tout a fait accessoire, le schéma du progrés en mathé-
matiques ne différe pas de ce qu’il est dans les autres disciplines : les
acquisitions nouvelles et les réflexions qu’elles susciterit aménent a repenser

les théorémes anciens, a examiner a la lumiére des théories plus récentes

lpnre rapports mutuels et a lne insérer de fqnnn nlnc rationnelle dans un con-
a0 yy a4 LD lllubuv VWL W LAWY 11AV0Wwi Wl y 2CAVAVIIIIVILIW UGRLILAD VBl WV

texte renouvelé. Le fait particulier aux mathemathues est que, dans ces
bouleversements périodiques, les théorémes eux-mémes se conservent
intacts, au lieu de se dissoudre en raffinements plus subtils, ou de se voir con-
tredits par une expérimentation plus soigneuse, comme il advient aux
« faits » les mieux établis de la Physique ou de la Biologie. Mais, du rang
majestueux de « théorémes fondamentaux », il leur arrive mainte fois de
se voir peu a peu dégradés a la position subalterne de simples « corollaires »

Aa 1nlisa anm wwliza smmdaanianlhla v et amrzvra An rrnminar Aas s/ Aavae

UL piud vl piuw lllcpllbaUICb, PUUI 1inir Sou VClll aans lC B1VI1IICI UUDd W UALL"
cices » que I’on abandonne a apprenti mathématicien. C’est la conscience
de ce processus historique permanent qui doit ramener les mathématiciens

prnfpeeinnnple a une nnnnpnhnn h]nc modeste de leur rdle et de leurs

WOUANJLALAWA

efforts, en leur faisant prévoir que les découvertes qui leur ont cofité le
plus de peine, et dont ils auraient tendance a s’enorgueillir, risquent fort
de devenir de simples jouets pour les écoliers des générations futures.
L’enseignement des Universités ne peut bien entendu se permettre
d’ 1gnorer longtemps ces remises en ordre de I'édifice mathématique, sous
peine de perdre toute son efficacité et jusqu’a sa raison d’€tre. Mais jusqu’a
une époque récente il n’y a pas eu de refonte qui touchat vraiment aux
AAAAAA hnoon latocdac TS PROU, | PRV

llUllUllb UC Uaddye 14alddLOD uauuluuucucule
et I'apprentissage des mathématiques dans

Les mathématiciens des siécles passés, et plus encore les philosophes
Les mathematiciens siccles passes, €t plus encore les philosophes
b

\
S D“nﬂqﬁmt\ml\“ cornnndaira

i'it a l | M ) lgllClllCllt dvuliualli e,
Euclide n’était pas une mauvaise
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P hém
de Viete ou méme de Cauchy. Pendant les deux siécles qui séparent ces
mathématiciens, on avait certes énormément accru la somme des connais-
sances mathématiques et développé de puissantes méthodes nouvelles de
recherche ; mais ces méthodes n’exigeaient pas d’autres idées fondamentales
que celles d’espace et de nombre, telles que les avaient congues les géo-
metres grecs. Il en est tout autrement aujourd’hui, ou la tendance essentielle
des mathématiques modernes, depuis environ un siécle, a été de chercher,

. za L~ 4. cemaal Lo 4. A R Iy AR B ~e Tra O naed A

par un <€rort bUpplClllCIlldl[C d’abstraction, a uecumpuaer cn quc quc Soric
ces «idées fondamentales», un peu comme les physiciens ont analysé
I’atome réputé « insécable» des anciens. Il est & peine besoin de dire que

X

l
ce n’est pas par un besoin morbide de « couper les cheveux en quatre»

que les mathématiciens en sont arrivés 1a (contrairement a ce qu’affectent
encore de croire certains), mais bien parce qu’ils ont ainsi pu découvrir,
dans les produits de cette « dissociation», des outils nouveaux d’une
puissance insoupgonnée de leurs devanciers, grice auxquels ils ont pu
attaquer avec succes de nombreux probiémes laissés ouverts par ceux-ci.

-

L) w . wt cnn~mAn ~wra am P N

1SCIgNCMCONt S€Conaaire, Jqui par Ssa naturc
N

1
méme est fort e101gne du niveau ou se font les recherches mathématiques
contemporaines, était tranquillement resté, avec quelques additions super-

ficielles, ce qu’il était avant Grassmann et Cantor, c’est-3-dire essentielle-

ment la géométrie d’Euclide, I’algébre de Vieéte et de Descartes, et, dans
les classes terminales, un peu de Calcul infinitésimal. Il n’est donc pas
surprenant que le fossé entre cet enseignement et celui qu’on donne dés
I’entrée a I’Université n’ait cessé¢ de s’élargir. Qu’on veuille bien, par
exemple, considérer sans idées précongues les sujets suivants, qui tiennent
encore une place considérable dans I’enseignement des mathématiques au

lycée :
I Les constructions « par la régle et le compas».
II) Les propriétés des «figures» traditionnelles, telles que le triangle,
res »

variés, les cercles et « systémes de cercles », les coniques,
nts ac A

ccumulés par des générations de « géométres »

WAliwa HVYViiivii v

avec tous les
spécialisés et de professeurs en quéte de problémes d’examen.

III) La kyrielle des «formules trigonométriques» et de leurs trans-
formations kaléidoscopiques permettant de superbes «résolutions» de
« probléemes » relatifs aux triangles, et ce par des « calculs logarithmiques »,
s'il vous plait !

Que 'on ouvre maintenant au hasard un livre traitant des matiéres
enseignées a partir de ’entrée a ’Université : on constatera aussitot qu’il

%c; Aot 1Amarie TaAnana Fn ¢ alliagin~ea Attt laallag ALA,‘

y AQ raQ es Q: wene haocand
)’ CDL junmm ll.lClllC 1all auualuu ad LUULLD VLD ULLIVD ViU 1 pal llasaiu

on rencontre quelque part une conique, on 1’étudie (si essalre) comme
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4

’ 3 u 1
les autres « figures» chéres aux géomeétres de jadis ont tout simplement
disparu comme dans une trappe. On pourra objecter que I’enseignement
des Universités est trés abstrait, et que ce que ’on apprend au lycée sera
bien plus « utile» a de futurs ingénieurs, par exemple. Il est bien vrai que
’on peut exhiber sur de belles photographies les cascades de triangles que
forment les poutrelles d’une construction métallique ; mais pour étre en
état d’en fabriquer de semblables, vaut-il mieux savoir que les hauteurs
d’un triangle sont concourantes, ou avoir acquis quelques principes fonda-
mentaux de résistance des matériaux ? Il est bien vrai aussi que les formules
trlgonometrmues sont tout a fait indispensables a trois professions

1° les astronomes ;
2° les arpenteurs ;

3° les auteurs de manuels de trigonométrie.
Mais il y a des centaines d’autres professions tout aussi honorables,

111 o nnnfnnfnnf fart hian an matidre de « triconamétriaw de ce r'nn tient
Ul OV VUILIWLIIWVIIL IVULL Ullll, VUil 1iauviv Uv | uxsuuuxuuu 1L 22, GU LU qul uliie

en 3 ou 4 pages de ce livre (cf. p. 112). Et puis, doit-on considérer que
I’Enseignement secondaire est destiné a accumuler ioute une séric de
connaissances particuliéres, plus ou moins hétéroclites, en vue de préparer
a toutes les professions imaginables ; ou au contraire, faut-il essayer avant
tout d’apprendre aux enfants a penser, sur un petit nombre de notions
générales bien choisies, et laisser les techniques spéciales se ranger plus
tard sans effort dans une « téte bien faite » ?

.-CD

Soit, dira-t-on, les énoncés des théorémes enseignés aux éiéves des
lycées sont destinés & €tre oubliés au profit de notions plus importantes ;
mais du moins, en s’exergant sur ces thémes artificiels, auront-ils acquis
des méthodes de recherche et des habitudes de pensée qui leur seront plus
tard d’un grand secours. Ici encore, cela était sans doute exact avant

Descartes, mais avait déja cessé de I’€tre pour les contemporains de Newton.

F est un dec affetc rln nrnnr&e an mathé hnnno nane dec rdenltate onvnnnlc
DU Vil v Ull‘l‘o A °® ) P 61\10 wii lll“tll\llllu‘.lq \1 Vv VWO 1voul1laly \i

leurs inventeurs n’arrivent qu’apres des considérations fort difficiles et des
cheminements trés tortueux et parfois obscurs, se démontrent souvent en
quelques lignes et presque sans effort 50 ou 100 ans plus tard. Un exemple
universellement connu est 'invention du Calcul infinitésimal, qui a d’un
seul coup ramené a des calculs presque automatiques Ia solution de pro-
blemes qui avaient exercé la sagacité d’'un Eudoxe ou d’un Archimede. Ce
que ’on sait moins (et ce pourquoi est écrit ce livre), c’est que depuis les

/aux de Grassmann et Cayley en
ans), on dispose, en « Géométrie

autres (qui remontent a plus de
mentaire », comme 1’a si bien dit

tra
100

tre
rlr
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Choquet, d’une « route rovale» par laguelle. 2 nartir d’axiomes extréme-

ment simples & énoncer (au contraire de ceux d’Euclide-Hilbert) tout
s’obtient de la fagon la plus directe en quelques lignes de calculs triviaux,
1a ou auparavant il fallait ériger au préalable tout un échafaudage com-
plexe et artificiel de constructions de triangles auxiliaires, afin de se ramener
vaille que vaille aux sacro-saints « cas d’égalité » ou « cas de similitude »
des triangles, points d’appui de toute la technique traditionnelle. Cela peut
paraitre surprenant au non initié, mais les mathématiciens professionnels
sont depuis longtemps familiers avec de tels phénoménes, ol le remplace-

ment d’un syst¢éme d’axiomes par un systéme équivalent, mais mieux

choisi, améne parfois des simplifications considérables. Je me contenterai
de poser aux éducateurs la qnpqhnn de savolr si, pour arriver aux meilleurs

UvaAN/ii W Py ws KiziViva

résultats, il convient de présenter aux él¢ves une théorie ou tout s’ordonne
naturellement autour de quelques idées-clés trés simples, et qui seront
fondamentales dans leurs études ultérieures, ou au contraire de les laisser
pendant des années aux prises avec une technique inadéquate et qu’il leur

oo 1. ~ 1: (k)

faudra oublier aussit6t apprise ?

Une autre caractéristique de la méthode mathématique contemporaine
(sans doute trop connue pour qu’il y faille beaucoup insister) est qu’elle
permet de regrouper suivant leurs affinités profondes des théories d’aspect
bupCI'IlClCl souvent IOI'[ (llﬂCl'Cl'l[ UI' pIUS sans (IOUIC qUC IlUllC pdl'[ dllleurb
le cloisonnage des disciplines a atteint dans ’enseignement traditionnel

un degré dont le ridicule peut difficilement étre dépassé. On enseigne en

a#ﬁf MAIl M1l Marnmn f‘ lﬁo Oﬂﬂa’ﬁﬁ fﬁfm' ﬂlﬂﬂ Aﬂ(‘ ltn‘\aao at 1!\0/1!\ ‘]
¢t pu Ou prou, Gaimns 188 anncls ierminaies Ges 1yCees €t méme Jusqu 1

y a peu de temps dans les classes préparatoires aux grandes Ecoles (ainsi

que dans beaucoup d’Universités étrangeres) toute une impressionnante
liste de « sciences »

la « Géométrie pure» ;

la « Géométrie analytique » ;

la « Trigonométrie » ;

la « Géométrie projective » ;

la « Géométrie conforme » ;

la « Géométrie non-euclidienne » ;

la « Théorie des nombres complexes ».**)

e e g
Nan cenlement tantee cec diccinlinee cant_allac n o
NO SCUICIIICIIL tOUwCs CCS GISCIPaINCGS SOM-Culs € g

isolément, mais encore est-il fréquent de voir chacune s’efforcer d’ignorer
totalement les autres et se targuer de son « indépendance » : les grotesques

) Les professeurs d’éducation physique, eux, n’hésitent pas, et quand il s’agit par exemple
de natation, c’est la nage moderne, le « crawl» qu’ils enseignent, parce que plus efficace que
les nages anciennes.

**) Je ne parle pas de la « Géométrie descriptive», simple technique de dessin que I'on
a heureusement ramenée presque partout a ses justes proportions.
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mlerelleq des géometres « gyp[hétiquc. » et des géomeétres « analvﬁques »,

.......... 22302 NS 2 S77 L B[S 5 212 clicd)

aussi 1ncomprehen31bles pour nous que les discussions byzantines sur le
sexe des anges, ont rempli des volumes au x1x° siécle. Or on sait (grosso
modo depuis le « Programme d’Erlangen» de F. Klein) que sous ces
défroques d’un autre age se cache toujours une seule et méme discipline,
"At'geore unealre GCS mamemauclens IIIO(ICI'IICS qu cnglooe aUSSI Dien
entendu, la théorie classique des systémes d’équations linéaires, mais est
devenue, avec ses ramifications actuelles (qui vont bien au-dela méme de

Pangcaionamant da la \Ifr)ifrlon\ a AdAag thaariac 1 1 + 1 at lac nnlnic
1 Ullo\/lgll\vlll\illl UV 1A lviaill OU}, un\.t uvo LlleGl i\.ts les plus Cenlrales wi 1vo Pl‘blo

efficaces de la Mathématique contemporaine, riche en applications les plus
variées, de la Théorie des nombres a la Physique théorique, en passant
par l’An_a_lysc, la Géométrie et la Topnologie. Il me semble qu 1l ya intérét

2 2 VPV AV eV AV

a familiariser le débutant le plus t6t possible avec les notions essentlelles
de cette discipline, a lui apprendre a « penser linéairement», ce qui est
d’autant plus facile qu’il y a peu de notions, en mathématiques, qui soient
plus simples a définir que celles d’espace vectoriel et d’application linéaire.
A notre époque de prolifération intense dans toutes les sciences, tout ce
qui condense et tend a 'unification a une vertu qu’on ne saurait surestimer.
Quant aux « pseudo- s01ences » énumérées plus haut, il est & espérer que

-
o
-
[72]
(4]
=t
<%
o
=
—
(¢]
(=
>

Je voudrais ajouter a ces trois points, qui me paraissent d’une portée
générale (continuité de ’enseignement, apprentissage précoce des méthodes
modernes, unification des disciplines enseignées), deux autres remarques
qui ne touchent que les seuls mathématiciens, et que je tiens pour cela a
présenter sur un autre plan : on pourrait en effet m’accuser de penser surtout
aux futurs mathématiciens a propos de I’Enseignement secondaire, alors
qu’ils ne forment qu’une de ces honorables corporations dont je parlais

" r‘r\!!fn %

1S GOouUt Mmoins

Je tiens donc a souligner fortement que j’estime que I’Enseignement
secondaire n’est pas destiné a former de futurs mathématiciens, ni méme

4

de futurs nrnfe J.‘J.!'Q de mathéma tiques ; ¢ ’est nrem sément I’ enqmonement

Avevera -~

tradltlonnel qui oublie cette vérité premiére, car on chercherait en vain a
qui d’autre qu’a‘l des mathématiciens spécialisés sont destinées de jolies
babioles telles que le cercle des neuf points ou le théoréme de Dandelin,
sur lesquelles on s’étend si souvent avec complalsance Mais ceci dit,

P md A

m’adressant a des pro

S of =3 o Aﬂnl‘\"ﬂ ra b3 V- nnll Aﬁﬁ ﬂ'ﬂn“fﬂl "ﬂ
TCUsST CnCore quc CCul QS arplnurs.

fesseurs de mathémauques je n€¢ p€ux pas n€ pas

) 11 est urgent entre autres de libérer le nom de « Géométrie analytique », qui est certaine-
ment le meilleur pour désigner une des théories les plus vivantes et les plus profondes de
la Mathématique moderne, celle des « variétés analytiques », qui fait pendant a la « Géométrie
algébrique », étude des « variétés algébriques ».
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observer que I'un des avantages de I’Algebre linéaire, c’est qu’elle permet
de présenter tous les développements de la « Géométrie élémentaire » d’une

fagon parfaitement rigoureuse, et cela sans effort, alors que ’on sait trop
bien que les systémes d’axiomes proposés depuis la fin du siécle dernier
et se rattachant étroitement a la tradition euclidienne, sont d’une telle
complexité et d’une telie subtilité qu’il est pratiquement impossibie de ies
enseigner avant la Licence™. D’ou la nécessité, si pénible pour un mathé-
maticien, de ne présenter a ses éleves que des pseudo-raisonnements qui
ne résistent pas & une critique méme superficielle ; je pense en particulier
aux invraisemblables confusions et paralogismes auxquels donne lieu une

notion aussi simple que celle d’« angle» quand on la prend du point de

Y b
vue traditionnel, alors que, du point de vue de I’Algébre linéaire, ce n’est

pas autre chose que I’étude du groupe des rotations dans le plan.

Ma derniére remarque générale concerne un aspect de la Mathématique
moderne en quelque sorte complémentaire de ses tendances unificatrices,
a savoir sa capacité de dissocier ce qui était indiment confondu. Je pense
surtout ici a la distinction (clairement sentie depuis Ponceiet) entre
propriétés géométriques de nature «affine» et propriétés de nature
« métrique» Il est particuliérement choquant, du point de vue logique,
de voir mélanger en une incroyable salade ces deux types de propriétés
dés le début de la traditionnelle « Géométrie euclidienne», mettant

exactement sur le méme plan des notions aussi diﬁérentes que celle de

para"&lp et celle de pnrpnndtpnlatrp pour ne citer gu’un exembvle f\lntqnp

Awuiisii vy PV M waia Vl‘vlll

Bien entendu, en Algébre linéaire, cette distinction s’opére le plus simple-
ment et le plus facilement du monde, les deux types de propriétés dépendant
respectivement de deux groupes d’axiomes qui sont séparés dés le début,
et dont il est donc facile de développer séparément les conséquences.
Peut-étre cette insistance sur la « pureté» des raisonnements paraitra-t-elle
superflue et pédantesque a certains ; pour ma part, je crois que 'on a
toujours intérét a essayer de comprendre aussi bien que possible ce que

1 frzé 3 n 1rea mAA vrant Fanmmntmina mntrin Pacsmnit A wanhanaha

101 1au, UL qu ll ‘y uliv SIGIIUC vertu 101rimairice puul 1 ooplit a recncrener
dans sa démarche I’économie des moyens et I’adaptation étroite des
hypothéses aux conclusions, dans toute la mesure du possible.

°

Aprés ces considérations générales j’en viens a quelques commentaires

% mnamzacd Qrsswres and Ana~ivala $A AAmny Ant TIwree s YA Il ;o cana

sur | cbput et le plau suivarmt lcaqucm a été congu cet ouvrage. Il va sans
dire que j’ai commencé par faire table rase de toute la tradition, et je me

) Je n’ignore pas qu’historiquement les études axiomatiques de Hilbert et de ses émules
sur les fondements de la Géométrie ont eu une grande utilité pour clarifier la conception
générale de ce que sont les mathématiques, et ont d’autre part conduit & de nouvelles
découvertes, comme les corps non archimédiens ou les plans non desarguiens ; mais ceci est
trés éloigné de I’enseignement secondaire et méme de celui des Universités avant le troisi¢éme
cycle au moins.
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4

suis exclusivement laissé guider par ce sur g
secondaire, savoir le programme d’enselgnement des Universités (ou des
grandes Ecoles techniques). Tout ce qui n’intervient pas dans ce dernier a
été impitoyablement banni du texte (et méme souvent des exercices) ; au
contraire, j’ai essayé d’introduire deés que possible les notions qui seront
a la base de I’Algébre et de I’Analyse dés I’année propédeutique, telles que
celles d’application linéaire (ou « opérateur »), d’application multilinéaire,
de valeur propre d’un opérateur de groupe ou d’anneau formés d’« opéra-

tAarirao E"AAIA N1l sawm A has AA A smano tAasie

wcurs » 1aCi€ au pr 'I'i’“pc énoncé pxua naut ac nc pas iCiiir bOlllplC de
fagon p ivilégiée des désirs ou besoins des seuls mathématiciens, je me suis

attaché a ne parler que de notions dont I'importance en Mathématiques

appliqlv_évs ou en Physique thpnnqnp est incontestable ; les raffinements

n’intéressant que les futurs mathématiciens sont relégués en exercices.
D’autre part j’ai cherché a résister a la tentation d’introduire prématurément
les théories qui seront enseignées a I’Université. Il me semble que la nature
nous a heureusement fourni une « ligne de démarcation » toute tracée, en
nous douant de I'intuition géométrique pour les espaces 4 2 et 3 dimensions ;
il est donc possible de représenter graphiquement tous les phénomeénes
de l’Algébre linéaire limitée a ces dimensions (et bien entendu, aux scalaires

’
nn,ﬂ 01110 1mam~ch o

+
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exceptions preés dont je parlerai un peu plus loin. Bien entendu, a I’intérieur

de ces limites, chaque fois que ’on rencontre une notion de nature plus
cénérnlp 19 n’hésite pas 4 lui donner son vér itable nom, rien n’étant nll

2

uoi débouche ’Enseignement
’

r. Nats lismitntinm A& Aanrw

ictement Cctie 1imitalion, a acux apparentes
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sot que 1a peur des mots‘*’ ; mais je tiens a souligner que, ce faisant, je
n’entends pas du tout supposer que I’on ait falt antérieurement, ni que I’on
fasse a cette occasion, la moindre théorie générale des notions qui s’intro-
duisent ainsi ; bien au contraire, dans mon esprit, il s’agit de présenter
ces notions a I’éléve sous une forme en quelque sorte expérimentale. En
d’autres termes, la nature nous offre un merveilleux laboratoire ou se
familiariser avec des cas particuliers, d’aspect fort simple et susceptibles

A’imacagc AAnArita Aa natinng Aant Pagceanna act haniinnaiinm nliig adnidrala
u llllaé\vO UUll\«l\/l\/D v llULlUllD UUUVULIL 1 VOOVIIVV UDl U\«auuuuy PIUD 5611\;1:11\«

mais aussi beaucoup plus abstraite, et qu’il faudra assimiler sous cette

forme générale plus tard ; il serait vraiment dommage de ne pas profiter
au maximum de cette heureuse m‘ onstance

ments de géométrie aﬂme ou euclidienne qui sont indépendants de toute
hypothése de dimension ; il m’a semblé que pour les lecteurs auxquels je
m’adresse, il y avait un certain intérét a souligner cette indépendance, outre

1 _ s~

qu’il aurait été presque intolérable de répéter verbatim des pages entiéres

™ 11 va sans dire aussi que j'utilise librement (et sans explication) le vocabulaire usuel
de la Théorie des ensembles en toute circonstance, I'accord s’étant fait, je pense, sur la
nécessité d’introduire ce langage dans I’enseignement dés les premiéres classes des
lycées.
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1 I I t
inutiles. Mais je suis tout prét 4 admettre que pour les éléves des lycées,
il faudrait effectivement se borner au cas ou la dimension est fixée a 2 ou
a 3 et recommencer les raisonnements lorsque ’on change de dimension ;
les modifications a faire au texte pour le restreindre a ces deux cas sont
évidentes et ne concernent d’ailleurs que le langage.

Je me suis permis aussi de n’introduire aucune figure dans le texte, ne
serait-ce que pour faire voir que I’on s’en passe fort bien ; mais ici encore
c’est un manque dliClliE:l mes lecteurs suppxeermu d’eux-mémes.

Jai fait suivre les diverses sections du texte d’assez nombreux thémes

d’exercices. IlIs sont destinés & montrer aux enseignants qu’a cet égard la

NMathdmat
mamwmlque moderne ne le céde en rien aux disciplines classiques, et

4

que, si les théorémes de base sont devenus si simples & démontrer que I’on
pourrait craindre qu’ils n’exercent plus & un méme degré 'imagination et
les facultés créatrices des éléves les mieux doués, il n’est que de pousser un
peu plus avant pour rencontrer des problémes dont la solution exige
autant de talent que les plus classiques probieémes d’Agrégation. J’ai essay€
de faire figurer dans ces exercices le plus possible d’amorces de vastes
théories dépassant de loin le niveau du cours, dans la mesure ou cela
n’exigeait pas de moyens inaccessibles & ce niveau, afin de donner quelque
idée du genre de questions que se posent les mathématiciens modernes.

Jai d’ailleurs surtout voulu donner matiére a réflexion, et c’est pourquoi
je tr;sn-lp de «thémes d’exercices» ph“tr"\t gue d’« exercices» proprement

VAAWARA LA L add AV A viiavad

dits ; ils sont dans mon esprit destinés a étre modifiés, découpés, combinés
ou enrichis a volonté par leurs utilisateurs éventuels. Les solutions (sous
forme abrégée) des plus difficiles de ces problémes sont rassemblées a la
fin du volume.

Enfin, j’ai ajouté au texte quelques Annexes qui visent a compléter ies
connaissances des professeurs sur certaines questions non tout a fai
classiques et qui souvent ne sont pas traitées dans l’enseignement d

IT“;‘YA"(‘;*Q’(‘ . ‘I ﬂ,ﬂﬂ* "N o nl!nafit\n MNINO N~rog A““nvnﬁ rn(‘(‘nﬂf "a
UIIVOISICS , 1 I St pas QuisSulil Qud CC5 AILIICXCS 1as55CII yartie du pro-

gramme d’enseignement proprement dit, mais elles peuvent servir 3 mon

sens 4 replacer ce dernier dans une meilleure perspective. Je ne m’y suis
pas astreint a tout renrendre ab ovo comme dans le texte (mn lu_i, ne

aada

nécessite pas de connaissances préalables, tout au moins du point de vue
purement logique) ; je n’hésite donc pas a renvoyer a d’autres ouvrages
pour les résultats dont j’ai besoin, et certains raisonnements ne sont
qu’esquissés.

On aura déja compris que le programme développé dans ce livre est
destiné aux deux ou trois années terminales des lycées. Mais il reste a

nt ’incbromn dr)ﬂc la nragramma gdndral dag Atnndag mat hn’mof

bﬂ‘lf\;f nNArM MM
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ques depuis la Sixiéme, a un double point de vue : par rapport a ce qui
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doit le précéder, et par rapport a la partie du cours orientée vers ’Analyse.
Sur la premi é re question, il ne m’est guére possible d’apporter autre chose
que des « vues de I’esprit », étant donné mon manque total de compétence
en ce qui concerne les réactions des enfants de 11 a 14 ans. Il me semble
que le but a atteindre est de vaincre deux difficultés psychologiques cer-
taines : 1° il faut arriver a faire prendre conscience a 1’éléve de la nécessité
d’un traitement axiomatique des mathématiques ; 2° il faut dés que possible
le familiariser avec le maniement constant de certaines notions abstraites,
dont la plus difficile a assimiler est sans doute celle d’application (ou
« transformation ») et plus encore peut- tre celle du calcul sur les applica-

tions. Comme on peut dire sans exa
10 ns exa

ne ue da
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il s’agit vraiment de pierres angmaires de tout 1’édiuce inath
consmemment subordonné a lassimilation de ces idées. Sur la fagon de
procéder pour atteindre ces buts, je n’ai que des idées générales encore
plus vagues. Il va de soi que cela nécessite un contact expérimental prolongé
avec les notions de base qui seront plus tard axiomatisées ; mais cela ne
suffit pas, car il faut en outre « conditionner » en quelque sorte I’enfant
en dirigeant ses expériences dans le « bon» sens et en évitant 4 tout prix
que son attention ne s’égare dans des impasses, si traditionnelles soient-

elles. C’est ainsi qu’il serait désirable de libérer 1’éléve dés que possible
ures» traditionnelles, en en parlant

S le
LA ...... £4 AL
tC1iat }, au ploin ac
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ible (poin - . et L n Aem

moins possible (point, droite et plan exce
I’'idée de transformation géométrique du plan et de Pespace tout entiers,
sur laquelle on doit insister sans cesse et qu’il faut illustrer par de multiples
exemples. De méme il convient certes d’apprendre a I’enfant ’art des
constructions géométriques, mais fuir comme la peste ce qui est sans doute
le plus gigantesque « canular» de I’enseignement classique, la limitation
des instruments de dessin a la régle et au compas™® ; il faudrait au contraire
multiplier les exemples d’appareils mécaniques réalisant des constructions
variées, et plus encore réalisant des transformations du plan (pantographe,
affinographe, etc.).

Quant a I’épineux probléme de l'introduction des « axiomes», je crois
~3e221 ‘.n- Aunc‘- A’ alaned LAcritne Aa v~ nsm~nnn ~An saa~t UM NSO AN SANA VAN eI AR
qu 11 1audllallt U avvuliUu CVIilCl Ue Pl HIUILILCL LU 111U, 1liald v Pab 1 IGIIHUCI
une occasion par contre de donner d emples de déduction logique, qui,

) On ignore l'auteur de cette mauvaise plaisanterie, que certains commentateurs de
I’Antiquité attribuent (sans preuve convaincante) a Platon. Je sais fort bien que c’est en
réfléchissant a des problémes de construction « par la régle et le compas» que d’illustres
mathématiciens (2 commencer par Gauss) ont ete mis sur la voie de trés 1mportantes décou-
vertes ; la plupart des mathématiciens sont ainsi faits qu’ils adorent se poser des problémes
d’apparence futile et qu’il leur arrive parfois, s’ils ont du génie, d’en tirer des merveilles
(« grand » théor¢me de Fermat, hypothése de Goldbach, résolution des équations par radicaux,
etc., etc.) ; mais ils savent fort bien trouver ces problémes tout seuls, et, encore une fois,
I’Enseignement secondaire n’a pas pour mission de former des mathématiciens !!
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oup plus que l'idée d’axiome, est le vrai et 'un
pensée mathématique ; ce qu’il faudrait parvenir a faire assimiler dés que
possible, c’est que d’une proposition admise pour un motif quelconque, et
dont la provenance n’entre pas en ligne de compte, on peut tirer d’autres
propositions par le seul raisonnement. En somme, I’enseignement des
premieres années secondaires devrait étre un méiange savamment dosé
d’« expériences géométriques» bien choisies et de raisonnements partiels
sur les résultats de ces expériences : quelque chose d’analogue a l’apprentis-
sage de la puy'SiqLie ou de la chimie, une sorte de « pu:y'Sique de 1 espace ».
Jai dit plus haut pourqu01 il m’est impossible d’aborder la réalisation de

cette tache, mais je suis persuadé qu’elle est possible, et il y a déja des
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nos voisins belges™.

Ce-par contre & quoi je suis tout a fait opposé, c’est ce que 1’on pourrait
appeler «la méthode de I’échafaudage préalable». Sous prétexte que le
systétme d’axiomes de I’Algébre linéaire est « trop abstrait», on voudrait,
avant de l'introduire, partir d’'un autre systétme d’axiomes, réputé pius
accessible, et en déduire ensuite les axiomes de I’Algébre linéaire. C’est
en somme ce qu’avait fait Hilbert dans ses célébres travaux sur les fonde-
ments de la Géométrie, en prenant pour point de départ les axiomes
d’Euclide convenablement complétés. Chacun sait que ce tour de force
dépasse de loin le niveau de I’Enseignement secondaire, mais on a tenté

rlppnm lors des « r‘nmprnm1S\\ entre ]pnhnfs\ndagp d’Euclide-Hilbert et
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’axiomatique « nue» de I’Algeébre linéaire ; le plus connu est sans doute
le systeme d’axiomes proposé récemment par Choquet, d’'une remarquable
ingéniosité qui témoigne du grand talent de son auteur, mais que je tiens
pour parfaitement inutile et méme nuisible. Il ne se justifierait que si les
notions qui sont a ila base des axiomes du pian euclidien, addition des
vecteurs, multiplication par un scalaire et produit scalaire de deux vecteurs,
étaient extrémement abstraites et difficiles a représenter graphiquement ;

Lnl\‘ e anit 1 A ~11al A’avialArinn P35 K o

cnacdun Ssait qu’n nen est rien, et quciqucs mois ucz&pcucuC%S Sur
le papier quadrillé devraient suffire pour accoutumer P’éleve a leur
maniement, et le préparer 2‘1 admettre sans hésitation que I’on fonde

1’édifice n]ophnr‘n-gpnmétri ue sur des propriétés dont 1l lui est facile

AKK A AW VW I

de vérifier 'exactitude experlmentale Des lors, & quoi bon surcharger
sa mémoire de soi-disant «axiomes» qu’il lui faudra s’empresser
d’oublier ? En fait, on assiste simplement 14 a un curieux phénoméne
d’attachement sentimental a un systéme traditionnel d’axiomes, plus
fréquent qu'on ne croit chez les mathématiciens professionnels, méme

) Voir notamment G. Papy et F. Papy, Mathématique moderne 1-111, Didier (Bruxelles—Paris),
1963-67, et Journées d’études, Cahier 22, Bruxelles, Avril 1962 (Ministére de I’Education
nationale et de la Culture, Secrétariat général de la Réforme de I’Enseignement moyen et normal,
165, Rue de la Loi, Bruxelles).
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L’Algébre linéaire n’est que I'une des « structures fondamentales» de

~ Loamn . SR, R, ——

1'd 1v1dlncmduquc modaerne , une auire non ‘mmm l‘mporlanlc est ld.
Topologie, qu’il convient certainement d’introduire dés que possible dans
I’enseignement. Au niveau de I’Enseignement secondaire, il semble

raiecnnnahle de ca harnar dance catte diractinn ocnmme aAn la a1t AA:
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depuis assez longtemps, aux rudiments du Calcul infinitésimal, dont il est
superflu de souligner I'importance pratique. Mais il faudrait & mon avis
commencer cette initiation a I’Analyse plus t6t encore qu’on ne le fait, et lui

111tialivil LA §

donner plus d’importance : les ingénieurs et physiciens se plaignent non
sans raison que les licenciés d’aujourd’hui « ne savent plus calculer», en-
tendant par 1a qu’ils ne sont pas assez rompus au maniement des processus
élémentaires du Calcul différentiel et intégral. Cela s'explique fort bien si

PN PRy PP ..L-t.. 24 P RS b.ONgN

1°
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mathématiques doit absorber aujourd’hui a ’Université, ce qui Iui laisse
fort peu de temps pour I’apprentissage de la partie quasi mécanique de

b
le théorie des fonctions d’une variable (calcul des dérivées, des primitives,

des développements limités, intégration d’équations différentielles simples,
construction de courbes en coordonnées cartésiennes ou polaires). Je ne
vois absolument rien qui empéche de reporter toute cette technique dans

les deux ou trois dermeres années du lycee‘**’ ; 1l s’agit encore 1a de mani-
pulations sur des objets « représentables » de fagon concréte a chaque pas,
et qui prolongent de la fagon la plus naturelle la pratique des « graphiques »
que 'on s’accorde avec raison a introduire de fagon trés précoce dans

m Anima tmiic Vaa AAmanlicaana (kkxk) T ansila
ICC Qgars tous I1€8 uuulauu::b . LA SC€uic
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Penseign ‘r‘e nt, vu son iulpO‘ft‘
condition a respecter est qu’il faut encore ici traiter ces questlons exclusive-
ment de la méme fagon « expérimentale » ou « physique » que je préconisais

plus haut pour I’apprentiss de la Géométrie. Tout essai 32 ce niveau

LaewrT pPUwL L Gppiavia g MW A WS ARAW LA & WIS A ALA V wia

d un traitement rigoureux ferait sans doute plus de mal que de bien, ne

) Par exemple, rendant compte il y a quelques années d’un volume des Eléments de N.
Bourbaki consacré a I’Intégration, un mathématicien américain fort connu, P. Halmos,
paraissait absolument choqué et scandalisé de ce que I’auteur avait pris certains théorémes
traditionnels pour définitions et déduit les définitions anciennes comme théorémes ; critique
d’autant plus étrange que son auteur est particuliérement qualifié pour savoir ce qu’est une
équivalence logique !

(*%) e temps nécessaire pour s’y exercer se trouverait sans peine aprés suppression des
nombreuses séances consacrées aux « constructions» et « résolutions» de triangles et autres
amusettes.

(x*#) ]] est piquant que sur ces questions de 'introduction de I’Analyse dans 1’enseignement
¢lémentaire I'accord ait toujours été plus facile a réaliser que sur la réforme de la Géométrie ;
sans doute le Calcul infinitésimal, ce parvenu, ne bénéficie pas du caractére sacré que son
antiquité confére a Euclide !
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pouvant guere €tre basé que sur des techniques « epsilontiques » dépassées
et ne répondant en outre qu’a des preoccupatlons de purs mathemat1c1ens.
Rien n’empéche d’ailleurs le professeur, chaque fois qu’il en a I’occasion,
d’annoncer que les régles du Calcul infinitésimal sont tout aussi susceptibles
de démonstration, & partir des axiomes des nombres réels, que les théorémes
de Géométrie. Mais il convient ici comme ailleurs de débarrasser 1 enseigne-
ment de la superstition consistant & vouloir & n’importe quel prix tout

rattacher 2‘1 une source axiomatique unique. Les mathématiciens pro-

fessionnels ont de bonnes raisons de tenir a ce qu’il en soit ainsi. mais ces

a
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raisons ne concernent qu’eux ; ce qui est par contre d’une importance
universelle, c’est de savoir faire des déductions logiques correctes i partir
de prémisses qui n’ont pas besoin d’étre nécessairement sanctifiées par un
arbre genealoglque remontant a la Théorie des ensembles !

J’ai surtout parlé de cet enseignement d’initiation au Calcul infinitésimal
parce qu’il doit, & mon sens, absorber deux des parties traditionnelles de
la « Géométrie » qui visiblement n’ont rien a y faire : le calcul des longueurs
aires et volumes, et la «mesure» des angles. Le premier n’est autre
natureliement que ie Calcul intégral, et c’est une inconcevable gageure que
de prétendre, 300 ans aprés Cavalieri, enseigner ces questions par

'« exhaustion » d’Eudoxe et d’Archiméde. Quant a la soi-disant « mesure »

winaaliwisvansaa b A WS NSNS AR W A WARAALAWNS W “esii e A WBAJBALAL N

des angles, elle s’inscrit dignement dans la confusmn générale qui régne
a ce propos ; pour le mathématicien professionnel, alors que la nature
nous offre gratuitement, avec le groupe des rotations planes, un admirable
exemple de groupe infini possédant des éléments d’ordre fini quelconque,
c’est une insondable sottise que de chercher a tout prix a masquer ce fait
essentiel en prétendant « mesurer» ce qui n’est pas mesurable, introduire
un «ordre» la ou il n’y en a pas, et feindre de croire qu’une droite se

f\"ﬂﬂll ‘'alla rarranmitae & 1o wesBAen PO TP

sant Ao

souvient d’avoir tourné de 2677.' l Of qu eiie est revenue a 1a meme POSition !
On verra dans ce livre que to qu1 appartient en propre a la Géométrie
euclidienne plane, du point d algébrique, est entiérement indépendant
de toute « mesure» d’angles na d s nombreg réels et j ’ai méme fait en

L e 139 L = &Ll

sorte que les axiomes choisis ne permettent pas de démontrer ’existence de
cette « mesure » (voir Annexe I)®, Bien entendu, dés que I'on veut faire de
’Analyse ou de la Cinématique, ’existence de ’homomorphisme continu
canonique x — ¢ du groupe additif R sur le groupe multiplicatif U est
tout a fait capitale ; mais c’est sous cette forme et en Analyse qu’il faut
la présenter, et non s’ingénier comme & plaisir & entretenir les pires con-
fusions dans les esprits.

re vu AANVARAVA WD AWWiU AliwiAiiw ACSAV Wil

*) Cela a aussi heureusement pour effet de rendre la théorie « non catégorique» (c’est-a-
dire non déterminée a isomorphisme prés par les axiomes) rompant ainsi avec une exigence
ridicule des mathématiques classiques.
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Jespére qu’on me croira sans peine si j'ajoute, pour terminer, que je
n’ai aucun intérét personnel dans ces questlons d’Enseignement secondaire,
et qu’il me chaut fort peu de savoir si, ou et quand il y aura une réforme
de cet enseignement, ni ce qu’en seront les modalités. J’ai simplement
voulu verser au dossier de lhlstorlen futur un exemple de ce que ’on

emm om Ao

pourrait faire en la matiere si ’on cherchait a agir de fagon rationnelle.

AD



CHAPITRE 1

Nombres réels

Il est bien connu depuis Aristote (au moins) que toute science repose sur
ce que I’on pourrait appeler le « principe de la connaissance volontaire-
ment incompléte » : abstraire ou généraliser signifie précisément que I'on
néglige systématiquement certains aspects des objets que 1’on considére. La
méthode axiomatique en Mathématique n’est pas autre chose qu’une

application de ce pr"‘ cipe, qui ne se distingue des autres que parce que
es

I’on prend soin d’énumérer de fagon exhaustive les propriétés que 1’on
veut admettre touc h_ t les objets étudiés (les « axiomes»), et que I’on
sinterdit ensuite de faire appel a autre chose qu’a ces propriétés et aux

régles de la logique.
Nous allons donner dans ce chapitre la liste des « axiomes » des nombres
réels dont nous nous servirons dans la suite de ce volume, et en tirer les
premiéres conséquences ; il y a d’autres propriétés des nombres réels qui
ne peuvent se déduire de ces axiomes (et sont par exemple indispensables
lorsqu’on veut fonder axiomatiquement I’Analyse) ; mais comme nous
n’aurons pas a les utiliser, nous ne les mentionnons pas ici.

(1.1) Nous admettons donc que sur I’ensemble R des nombres réels sont
données :

1° une application {(&,7) > & + 1 de R x Rdans R ;

2° une appiication (£, ) - & de R x R dans R (on écrit £ au lieu de &¢
et parfois £ au lieu de &7) ;

3° une relation £ < n entre éléments de R (aussi notée n > ¢)

Nous admettons en outre que ces applications jouissent des propriétés
suivantes (dont la liste est considérée comme exhaustive pour ce volume,
tont an maoing dang le tavte nranremsn A:f\(*)

LUUL AV 111V11I0 UdIliY 1v tvAlLw PLUPIUIIIU l

(R 1) Pour tout couple (¢, n) d’éléments de R onan+<¢=¢+n.

*) Dans certains exercices on doit utiliser d’autres propriétés des nombres réels ; on le
mentionne toujours explicitement.
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(M N Panr tont trinlaet (£F v N\ A’Aldmente de R An a F 4 4 )
\l\. b’ A VUuL vV uL \vllylv' \s’ "’ 5’ W Wiwviiiwiivw bW l‘, ik 4 b [] 1 b’
= (& + n) + { (élément noté £ + n + { ; on pose de méme ¢ + n+C+0

= (& + n + {) + 0 pour quatre éléments de R, et de méme pour plus de
quatre ¢éléments).

(R 3) 11 existe un élément w de R tel que, pour tout élément ¢ de R,
onaitw + & =&

(R 4) Pour tout élément & de R, il existe un élément &' de R tel que
E+ ¢ =o.

/g o B A N 5 PO R Sy 1. 72 _\ 1 _..‘_.L n an
(R 5) Pour tout couple (¢, n) d’éléments de R, on a né = &.

(R 6) Pour tout triplet (&, 1, () d’éléments de R, on a &(né) = (&n){ (que

I’on note &n{ ; notations analogues pour les produits de plus de trois
Aldmante - on nnrit £3 au hnn An /‘:)t;\

WiIVILAWILILD 4 Vil VWi

(R 7) 1l existe un element E# W de R tel que, pour tout élément ¢ de R,
on ait & = &.

(R 8) Pour tout élément ¢ # w de R, il existe un élément £” de R tel
que £&" =

(R 9) Pour tout triplet (&, n, {) d’éiéments de R, on a &(n-+ {) = &n + &L

(R 10) Les relations £ < n et n < { entrainent ¢ < (.

(R 11) La relation « £ < npetn < E» est équivalente at=n.

(R 12) Pour deux éléments quelconques &, 7 de R,ona ¢ <nfoun <&

(R 13) La relation £ < g entraine £ + { <n + (.

(R 14) Les relations w < £ et w < n entrainent w < &n.
ll)\ IQ\ pfonf dannd un nolvnAme D(}‘\ — ~;3 4 R):Z .J'_

it donné yn polynéme P(& | Y
cients dans R, si, pour deux éléments 4, u de R tels que A ,u on
et P(u) > w, alors il existe (e R tel que A < { < pet P({) =
(1.2) Un ensemble G pour lequel est donnée une application & n)—f(En)
de G x G dans G satisfaisant aux seules conditions (R1)a (R4),ou & + g
est remplacé par f(&, n) partout, est ce que I’on appelle un groupe com-
mutatif, et les conséquences que nous allons tirer des axiomes (R1) a
(R 4) valent pour tous les groupes commutatifs (quelle que soit la notation
par rticuliére adoplee pour J \(,, ij ; 5 la traduction est bien entendu immédiate) )-

(1.3) 11 existe un seul élément w de R tel que w + & = & pour tout £eR.
En effet, si @’ est un second élément de R tel que o' + 5 = & pour tout

=0+ =0+0 =0u0.

L’unique élément w de R vérifiant (R 3) est appelé « zéro » et sera noté 0
désormais.
(1.4) Dans R, la relation ¢ + n = & + ( entraine n = (.

En effet, d’aprés (R 1), (R 2) et (R4), on a

C+E+M=C+)+n=C+)+n=0+n=1

et de méme & + (¢ + {) = { ; d’ou la conclusion.
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En particulier, pour tout £ ¢ R, I’élément &' tel
on le note — ¢ et on dit que c’est 'opposé de ¢ ;
On écrit £ — n pour & + (—n).

(1.5) Dans R, la relation &n = O est équivalente a « £ = 0 ou n = O».

Tout d’abord, on a, par (R9), (R 1) et (R 3)

0f + E2 = (0 + &)& = &2
ve TS \V

d’ou 0¢ = O en vertu de (1. 4) ; par (R 5), o nc aussi £0 = 0. Supposons

nnnnnnn N e alawa An ver wirx Aa D LY /D LY (D I\ A+ (D O
ulauucuaut (,I’ — VvV Cl g ?: U s AlULDd, Vil VU1 tu ac \nNJj \l\ vJ, \1\ 7] L {INO),
on a

§"(&m = (&"m = en = 1.
Mais en vertu de ce qui précede, £"(¢n) = "0 = 0, donc n = 0.

La propriété (1.5) s’exprime encore en disant que dans R il n’y a pas de
diviseur de zéro (autre que 0).
(1.6) Soit R* le complémentaire de {0} dans R ; il résulte de (1.5) que la
restriction & R* x R* de 'application (£, n) — ¢n est une application dans
R*. Les conditions (R 5), (R6), (R7) et (R8) entrainent alors que pour
cette application, R* est un groupe commutatif dit groupe multiplicatif des

mhrae rdale £ N (hrar Aang (D Q) An na nant aunier P44 N an Aa
llUlllUlUD AIVVID &~ VU \\.«cu ualio \l\. U’ Ull llc }qul aVUu ‘, = v (il VUlLu UU

(1.5)). Comme dans (1.3) et (1.4) on ne s’est servi que de (R 1), (R2), (R3)
et (R4), on conclut de cette remarque et de (1.2) les deux propriétés
suivantes :
(1.7) 1l existe un seul élément ¢ € R tel que £ = & pour tout £ e R.
(1.8) Si & # 0, la relation &n = &C entraine n = (.

L’unique élément e R vérifiant (R 7) est appelé I'élément unité de R
et sera noté désormais 1.

Pour tout ¢ # 0 dans R, ’éiément &” tel que "¢ = 1 est unique ; on le
note £~ * ou 1/& et on dit que c’est I'inverse de E;ona(é"1)"! = Epar(1.8);

on écrit aussi n/¢ pour né~ 1. Comme 0 = 0 pour tout { R en vertu de
(1 5) ot gue 1 4 0O 0O n’a nac A’inverce dane R

(1.5) et qu 0, 0 n’a pas d’inverse dans R.

(19 Sié#0etn#0,0na(En) =11
En effet (716" O)eén=n"Y¢ ¥ =n""1n=n"'n=1 et on conclut

par l'unicité de 'inverse.

(1.10) On a (—&n = &(—n) = —(&n).

En effet &n + (=& =& + (=& =0 =0 en vertu de (R9) et de
(1.5) ; on conclut par I'unicité de I'opposé d’un élément.

En particulier ona —¢ = (—1)¢ pour tout £ € R.
(1 11) La relation « g <net g # 1» entre deux éléments f, n de R s’écrit
aussi £ <n, ou n > & La relation & < n (resp. ¢ 11
lit «n est supérieur a &» (resp. «n est inférieur a n

”m
\
=
e
[72]
o

cunsriour a F \\ « 1 act ctrintomont infdriour a ; \\\ nn a
ou‘.lcr Ul Qa s A " WL LT b eIy b'y(«l el K \Jii 41 oL

au lieu de « supérieur », « plus petit» au heu d’« 1nfer1eu

-
v §
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‘E-.

On dit que les axiomes (R 10), (R 11), (R 12) expriment ql.,e la relation
¢ < n entre & et n est une relation d’ordre total ; on dit qu'un ensemble E
pour lequel on a défini une relation R(, ) entre deux éléments quelconques
de E, vérifiant les conditions (R 10), (R 11) et (R 12) (ou il faut bien entendu
remplacer ¢ < n par R(, 1) partout) est un ensemble totalement ordonné
par la relation R. Les conséquences que nous allons tirer des seuls axiomes
(R 10), (R 11) et (R 12) valent pour tous les ensembles totalement ordonnés

(quelle que soit la notation R(¢, ) adoptée pour la relation d’ordre total).

AN T 4 ol atinza L oessiase] nzat o PPN

[1.1‘-} L. r1eiuaLiorn S \ I’ CD equwuwruc u « (5 \ ![ o S - II 7,
En effet, si 'on a E <net & #n ona <n par définition ; donc si

&< n ou bien £ =n, ou bien ¢ < 5. Réciproquement, ¢ < 5 entraine
¢ < n par définition, et 1l en est de méme de & = 5 en vertu de (R 11)

VAA AAVANS ALy W IAIVALLV W = f] Wwii Vwi AN & X

(1.13) Pour deux nombres réels quelconques {, 1, on a une et une seule des
trois relations £ < n, £ =n, & >n.

En effet, en vertu de (R 12), on a, ou bien £ < n,oubien & > 5 ;si & < 7,
on a, ou bien ¢ < 1, ou bien ¢ = n par (1.12) ; en outre si £ < 7, on ne peut
avoir aussi & > n, car on aurait d’autre part ¢ < n et par suite £ = 5 en
vertu de (R 11), ce qui contredit ’hypotheése & < 5. Donc, si 'on a & < 1,
on ne peut avoir ni & = n, ni ¢ > n(1.12). On prouve de méme (par échange
de f et ii) que si ’'on a g > 1}, on ne peut avoir &= ] ni &< [/ enfin, si
& = n, on ne peut avoir ni £ < 5 ni £ > 5 par définition de ces deux rela-
tions (1.11).

(1.14) La relation « E < n et

\RekTw) N v

«E<netn < {»entraine & < (.

Comme n < { entraine par définition (1.11) que 5 < {, il résulte de
(R 10) que la relation « & < 5 et n < {» entraine ¢ < { ; en outre, on ne
peut alors avoir & = {, car on aurait simultanément £ < n et n < ¢, ce
qui contredit (1.13). Méme démonstration pour la seconde assertion.

(1.15) Les relations &, < n, et &, < n, entrainent &, + &, <ny + 1,
si de plus on a, soit £; < n,, soit 62 <nponal,+& <n +n,

En affat A’anrdc (D 12\ at (D 1) ac hunathdocag antratnant grirnacoivua o
i Cll\vl, U apivo \IN 17 vt \Ih 1}, WO 11y PULLIVOWD viitlailliviit SUCCESS1IVEITICT

fl+£2<m+ézetnl+€2\m+n nenconcluté +62<11 + 1,

3

n< {» entraine £ < [ : de méme la relation
b (44 wisvr w [ 4 %4 3 e A d yww LA 4 2 4 2 4 N 4

~ % 9 Ty iy

—

qui précéde et de (R 11) que 'on a au : +
ce qui entraine par (1.4) &, = n, et &,
vertu de la définition (1.11).
(1.16) La relation & < n est équivalente a la relation ¢ + { <n+(; la
relation & < n est équivalente at+{{<n+¢

En effet, il résulte de (R 13) que la relation € < gentraine € + { < n + ¢
Inversement, en vertu de (R13) la relation & + { <5 + { entraine

E+0+ (- C)<(r1+C)+( {), ce qmnest autre que ¢ < n. D’autre

nart la ralatinn £ L J— ! ac
yalt ia 1wviativii 7 s -_— I’ T la Vo

4+ £ n. 4+
ll T 92 i LI b2

2
n, ; d’ou la seconde assertion en

seconde assertion de 1’énoncé.
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(1.17) Les relations £ <n, 0<n—§¢& £ —-n <0, —n < —¢& sont équiva-
A J S =D = S, 5 = TS G SURL Cgeelis
lentes. Les relations ¢ <, <n-=-¢ E—-—n<0, —n< =& sont

équivalentes.

11 résulte en effet de (1.16) que ¢ < n est équivalente a & — & < 5 — &,
cequin’estautreque 0 < n — & que £ < nestéquivalenteaé —n <n — 1,
ce qui n’est autre que £ — n <0, et enfin que ¢ < 5 est équivalente a
E—(E+n<n—(£+n), ce qui n’est autre que —n < —¢& De méme
pour la seconde assertion.

Les nombres réels & tels que & > O (resp. £ > 0) sont appel
(resp. strictement positifs) ; les nombres réels £ tels que & < 0 (resp. ¢ < 0)
sont appelés négatifs (resp. strictement négatifs) ; on note R, (resp. —R,)

I’ensemble des nombres positifs (resp néonhfc\ D* (resp. —R*) I’ensemble

AUWALAW pyoavas B e vas D i AT

des nombres strictement pos1t1fs (resp. strlctement negatlfs). Les relations
E>0et —E <0 (resp. £ >0 et —& < 0) sont équivalentes en vertu de
(1.17).

(1.18) Si E>0etn=>0, 0ona &+n=>0; en outre on a alors, ou bien
E+n>0,0ubiené=n=0.

C’est un cas particulier de (1.15).

(1.19) Pour tout nombre réel £, on pose |§] = EsiE> 0, |¢| = —€si € <0
et on dit que |&| est la valeur absolue de & ; on a donc toujours |&] > 0.

On a évidemment |—¢| = |¢| par (1.17) ; en outre la relation |¢| = 0 est
PP Sy PN AL _ N

cquw‘uwruc ag = v

(1.20) Si o > O, la relation |&| < « est équivalente & —a < & < « ; la relation
< o est equwalente a—-—a<é<a.

PO DS ~rrtnzima et La serriomrie

N o of £
En effet, si £ > 0, la relation ¢ > —a est toujours veriiee puisque

E>0et0> —a((1.17) et (1.14)) ; la relation |&] < o (resp. |éf| < a) est en
outre équivalente alors a4 &£ < a (resp. £ < a). Si au contraire £ <0 la

relation £ < « est fmljo'..r., '.féuﬁé- et la €

equlvalente A —¢<a(resp. —é<a)donca é> —a(resp. £ > —a) en

vertu de (1.17) ; d’ou la conclusion.

(1.21) Quels que soient les nombres réels &n, on a |E +n| < || + |n| et

€l = Inll < 1 = #l. -
Sié>0etn>0 0onacé+n>0(L18), donc [€ + n| = || + || par

définition (1.19) ; la méme relation a lieu si £ < 0 et n < 0 par change-

ment de £ et n en —& et —n. Si 'on a € <0 < 5, alors on en déduit

c o n <n's =+ e € n 3 8- b= - o

|€ + 5l < &l + Inl par (1.20) ; on raisonne de méme par échange de 5 et &
lorsque n < 0 < ¢&. Enfin, de ce qui vient d’étre démontré, on tire

AAW VW iAls Wswiiidwiivvalsvalsaae
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o A L o 22 nemmtennlea N A~ o
/), ¢ <n entraine U < 7 — :,, GoInc, par \n14j, 0nn a a

t

0<(n— & =n{— & compte tenu de (R 9), et on conclut par (1.17).
(1.23) Les relations £ < 0 et n > 0 entrainent &n < 0 ; les relations & <
et 1 < 0 entrainent &n > 0. Les relations £ > 0 et n > O entrainent &n > 0 ;
les relations £ > 0 et n < 0 entrainent &n < 0 ; les relations ¢ <O0etn <0
entrainent &n > 0 (régle des signes).

On a en effet (—&m = —(n) et (—EN—n) = —(&(—n)) = &n par (1.4)
et (1.10). La premiére assertion résulte donc de (1.17) et (R 14) ; la seconde
résulte de ia premiére et de (1 5).

mwner (D 1A\ l\ﬂ o l

<
(¢}
[}
Lol
=
> oL
(¢
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~
S
=]
e’

1 e
est ot A
oot Cquu/ulttluc a

a 1 > 0 ompte tenude (R7) ;0
3=2+1>0, et ainsi de suite.
(1.24) Pour deux nombres réels quelconques &, 1, on a |&n| = |E|. Inl.
Cela résulte aussitot de la régle des signes et de la définition (1.19).
On a en particulier |¢]? = |€2| = &2 pour tout £ e R.
(1.25) Si £ >0,0ona &1 > 0. Si { >0, la relation ¢ < n est équivalente a
EL < nl et la relation &€ < n est équivalente a €{ < n{. La relation0 < ¢ <
est équivalente a 0 < n~! < &1,
Si £>0,0na & t=1>0, et on en tire £~ >
n

régle des signes et de (1.13) 81 { >0, la relation 1 ntraine
(EOL™ < (O~ d’aprés ce qui précede et (1.22) ; on déduit donc de 13 et de
(1.22) que £ <n et & < n{ sont alors équivalentes. Léqulvalence de

& < n et de & < n¢ (lorsque { > 0) résulte alors de ce qui précéde et de
(1.8). Enfin, de 0 < ¢ < n on tire, en vertu de ce qui précéde et de (1.5),
0 < &E~ 'Y <y n™Y), cest-a-dire 0 < n~! < &1L,

(1.26) 11 résulte de (1.23) et (1.25) que les applications (&,1) = énet € - £71
restreintes 3 R%¥ x R* et 3 R% respectivement, sont des applications dans
R* ; comme en outre 1 > 0 on conclut alors de (R 5), (R6), (R7) et (R8)
que R% est un groupe commutatif, sous-groupe de R¥*.

(1.27) Pour tout nombre réel £, on pose sgn(é) =1 si & > 0, sgn(é) =

e de &) ; il résulte aussitot de cette définitio t

(1.27.1) sgn(¢n) = sgn(<) sgn(n)
quels que soient &, n dans R ; en outre, par définition de |¢| (1.19), on a
(1.27.2) & = |¢ - sgn(®).

Il est clair que I'’ensemble § deux éléments {—1, 1} est un sous-groupe
de R* ; I’application ¢ — sgn(&) est un homomorphisme de R* sur ce sous-
groupe en vertu de (1.27.1), et I'application ¢ — |¢| est un homomorphisme
de R* sur le sous-groupe R*% en vertu de (1.24). En outre, la formule (1.27.2)
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produit p{, ou p >
est produit direct de ses sous—groupes {
(1.28) Les relations 0 < ¢, <1n,, 0 < 62 n, entrainent &,&, < nn, ; si
de plus on a, soit 61 < n,, soit 62 <nonaié, 52 < nN,-

La démonstration est la méme que celle de (1.15), en y remplagant
I’'addition par la multiplication et utilisant (1.25) au lieu de (R 13). En
particulier :

{1 70\ T n solats
\lo‘]’ U I1ciul

1€ < |n|-

(1.30) La relation &3 < n® entre deux nombres réels est équivalente a ¢ < 1.

En effet, si 0< £ <n on a 0< & <n? puis 0 <& <n’ par deux
applications de (1.28) ; comme (—¢&)* = —-63 il en résulte quesié <n <0,
on a aussi £3 <7’ ;enfin, si £ <0<y ona & <0<’ ce qui achéve
la démonstration.

(l 31) Pour tout nombre o > 0, il existe un nombre B > 0 et un seul tel que
p- =, tes nomores p et —p sont tes seuts nomvres reets Q lelS que C_ = a.

Nous allons appliquer (R15) au polynéme f(¢)=¢é*—a; on a

f(0)= —a < 0. D’autre part, sia <l,ona f()=1—-a=>0;sia>1,

2 t i< 0O D 1 Yavwi 4
onaa” > aetf(a) > 0. Dans les deux cas 'existence de f résulte de (R 15).

L’unicité de la solution B > 0 de I’équation &2 = a résulte de (1.29), et

il est clair que — B est la seule solution <0 de cette équation.
Comme par ailleurs on a ;2 > 0 pour tout nombre réel & on voit donc

donne 'unique apié

NS ARAAEA W

que ’équation &2 = a a deux solutlons opposées si a > 0, une seule (égale
a 0) si a = 0, et aucune solution si a < 0. Lorsque a > 0, I'unique solution

B > 0de I’équation 2 = « s’appelle racine carrée de a et se note \/& (ou o).
Il résulte de (1.29) que la relation 0 < & < n est équivalente a JE< | /r;

Taar Limcsredsnee ~

\1..)1.; Une équaiion de la Jurme ag + pg + 9= 0 (a # U) a deux sol
distinctes si B> — 4ay > 0, une seule solution si B> — 4oy = 0, aucune
solution si f* — 4ay < 0.

Cela résulte aussitot de (1.31) et de la formule

2 oy (. BV [B?—4ay)
at+pl+y=alé+] —|[°
< ps + 7y \C o } K 4 }
(1 22 Thruto dauntinm Ao 1o favsmos ~E3 1 RE2Z 1 mE L S8 — N (e A \N ] ™
\l JJ’ 4 UL CHUuULIvVIET uc v JU'I’IC \Ls T Ps T s T U — VvV \uu [? 3 ’ “u
moins une solution.

Comme a # 0, on peut diviser par a et su pp ser donc que a = 1. Nous
allons appliquer (R 15) au polyndme f(&) = &3 + BE% + y& + 8. Posons
/1=1+|ﬁ|+|y|+|5|>1;onp térlrepouré;éO

(B, v &)
(1.33.1) = 53(1 tetat 5—3)
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Or, si I'on prend |¢] > A (par exemple |£| = 1 + 1), on a, puisque |£] > 1
PRV \PE
Stoat ol <plBl+h+1e])<p <
T N L AN VAR L
d’ou
B, v A
l1+-+5+53>1—75>0
¢ ¢ €]

et la régle des signes montre que f(&) a le signe de &°. Par suite, on a
f(=12—=1)<0, f(A+ 1) > 0, et la conclusion résulte de (R 15).



CHAPITRE 11

Les axiomes de la géométrie euclidienne
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suppose données :
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1° une application (x,y) - x + yde E x E dans E ;
2° une application (4, x) > Ax de R x E dans E ;
3° une application (x,y) = (x|y) de E x E dans R ;

il nemt lan Al ‘.A..n crrivrnntas Aitnc s P s 1 ahnsnftsis mlaen
- VClllldlll le bUllUlllU 1D dUivalitod, Uil i geormmelric piune
euclidienne » :
(V 1) Pour tout couple (x, y) d’éléments de E,ona x + y =y + x.
(VN Panr tont trinlet (v v 2 A’Aldmente de F an a v L (v L 7} —
\ v H’ A4 VL LAV A 2 YA lylvl- \./\r, !, l-l} s Ulvlllvll‘u AS A4 J_J, \JAiAk a4 sV 1 \-y 1 h’
(x +y) + z (élément noté x + y + z ; on pose de méme x + y +z + ¢

= (x + y + z) + t pour quatre éléments de E, et de méme pour plus de
quatre éléments).
(V 3) Il existe un élément e de E tel que, pour tout élément x de E, on
aite + x = x.
(V4) Pour tout élément x de E, il existe un élément x' de E tel que
x+x =e
(V 5) Pour tout cou
ona (x + B)x = ax + fBx.
(V 6) Pour tout nombre réel a et tout couple (x, y) d’éléments de E, on a

alx + \7\ = ax + ay.

bl Cad

(V 7) Pour tout couple (x, f) de nombres réels et tout élément x de E
on a a(fx) = (xf)x.

(V 8) Pour tout élément x de E, on a 1x = x.

(D,) Pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de E, il existe trois nombres
réeis o, 5, y non tous nuis et tels que ax + fy + yz = e ; en outre, il existe
deux éléments qa, b de E tels que la relation Aa + pub = eentraine A = u = 0.

(E 1) Pour tout couple (x, y) d’éléments de E, on a (y|x) = (x|y).

-p

(E N DArvise tranrt trimlat (~ 1y ~»)
v 4&) 1 VUl tUUL  wipivt (A, Yy, <)

(xlz) + (vl2).
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(ox|y) = olx]y).

(E 4) Pour tout x # ¢ dans E, on a (x|x) > 0.

(2.2) Un espace euclidien a trois dimensions est de méme un ensemble E
pour lequel on suppose données trois applications comme dans (2.1)
vérifiant les mémes conditions que dans (2.1), a I’exception de (D,) qui est
remplacée par la suivante :

(D3) Pour tout quadruplet (x, y, z,t) d’éléments de E, il existe quatre
nombres réels o, 5,7, 0 non tous nuls et tels que ax + By + yz + ot = e ;
en outre il existe trois éléments a,b,c de E tels que la relation
/a+ ub 4+ yce =eentrainel=pu=7v=0.

(EFEN P
\LJ) X

7 2\ nnﬂn lnn toeni
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les conséquences des axiomes (V 1) a (V 8) seuls, puis celles qui découlent
de I'axiome supplémentaire (D,), et enfin celles qui utilisent le systéme
d’axiomes de la géométrie plane euclidienne tout entier. Aux chap. VI et
VII, nous étudierons de méme en premier lieu les conséquences des axiomes
(V1) a (V8) et (Dj), puis celles du systétme complet des axiomes de la
géométrie euclidienne a trois dimensions.

(2.4) Soit E un ensemble pour lequel on a défini trois applications
(x,y) = x + y, (4, x) = ix, (x, y) = (x|y) vérifiant les conditions de (2.1). Soit
d’autre part g une bijection de E sur un ensemble E/, et soit g~ la bijection

4

réciproque. On peut alors définir pour E’ trois applications :

x,y)—=glg~'(x) + g~ (') = x' + ¥ par définition
(4, x") = g(Ag~ '(x")) = Ax' par définition
x,y) = (@ '(x)g~ ') = (X'|y) par définition.

Il est immédiat de vérifier pour ces trois applications les conditions de
(2.1). Par exemple, pour vérifier (V 3), on pose ¢’ = g(e) et I'on a pour tout
xXeE, ¢+ x =gg () + g '(x) =gle+ g '(x) =9g(g"'(x)) = x..

On dit que le plan euclidien E' ainsi défini s’obtient par transport de
structure au moyen de la bijection g. On a bien entendu une définition

analogue lorsqu’on suppose seulement vérifiés certains des axiomes de
{ﬁ 1\ Fa % b If\.ﬁﬂfli'l,l\“ ﬂAmﬁ‘l\l\A In \ ”u Mo {n \
\<«.1), DU 1UIdYUu Vil 1villplave (L)) pal (Vg ).



CHAPITRE 111

Espaces vectoriels

4

3. 0) Un ensemble E pour lequel on suppose données deux applications

(x,y) = x + y et (4, x) - Ax vérifiant les conditions (V 1) a (V 8) (les autres

axiomes du chapitre II n’étant pas nécessairement vérifiés) s’appelle espace

vectoriel réel, ou simplement espace vectoriel ; les éléments de E sont
apnplpe cteurs ou points ; les nombres réels (en tant qu’i ’ils opérent dans

| wlhadadnd vvwvvw VOV puUeisvl =2 gl

E) sont souvent quallﬁes de scalaires. L’ appllcatlon (x,y) = x+y est
appelée ’addition des vecteurs dans E, et ’application (4, x) — Ax la multi-
plication des vecteurs par les scalaires ; on dit que x + y est la somme des
vecteurs x et y, et de méme pour plus de deux vecteurs ; on dit que Ax est
le produit du vecteur x par le scalaire 4 (on I’écrit parfois aussi xA).
L’ensemble R des nombres réels est un espace vectoriel pour les applica-

tions (,n) > & +n et (4, &) — A¢ en vertu des axiomes (R1) a (R9) ;1

it A D qt cQ1 Qnra + 1 1 i
e {0} de R est aussi un espace vectoriel pour les restrictions

D4

anta_nancamhla
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de ces mémes applications. Nous allons dés les §§1 et 2 ci-dessous ren-

contrer de fagon naturelle beaucoup d’autres espaces vectoriels.
Nous donnons dans.ce chapitre les conséquences les plus élémentaires

des axiomes (V1) a (V 8), en nous bornant strictement aux résultats et

définitions qui sont utilisés en géométrie euclidienne a 2 et 3 dimensions.

§ 1. Sous-espaces vectoriels; variétés lineaires

Les axiomes (V1) a (V4) expriment que, pour l’addition, un espace

vectoriel E est un groupe commutatif (dit « grou pe additif de E»), et les
propriétés (3.1.1) et (3.1.2) ci-dessous découlent donc de (1.3) et (1.4) re-
spectivement.

(3.1.1) 1l existe un seul élément e de E tel que e + x = x pour tout x € E.

T% A A
L’unique élément e de E vérifiant (V 3) est appelé

]
I'origine de E et noté O (par analogie avec le nombre réel « zéro» qui a la
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montre qu’il n'y a pas d’incon-

méme propriété dans R) ; I’ expemcncc
vénient & noter par un meme signe I’élément neutre de tous les espaces
vectoriels et le nombre « zéro ».

(3.1.2) Dans E, la relation x + y = x + z entraine y = z.

(3.1. 3) Pour tout scalaire o et tout vecteur x, ona0Ox =a0=0.

PP, 1PN annlaian

d’ou a0 = 0 par (3.1.2).
(3.1.4) La relation 1y = 0 équivaut a «y = 0 ou 4 = O».

Supposons en effet 4 # 0 ; on a alors, pour tout vecteur z€E, en vertu
de (V7) et (V8

AT A=A MN)z=1.z2=12z

Si Ay = 0, on a donc y = 0 en vertu de (3.1.3), d’ou la proposition, compte
tenu de (3.1.3).
(3.1.5) Pour tout x € E, le vecteur (—1)x est ’unique vecteur x' € E tel que
x + x' = 0 (dit opposé a x).

L’unicité de x’ résulte de (3.1.2) ; par (V5),(V8) et (3.1.3)on a

x+(-x=1Ix+(-Dx=01+(-1))x=0x=0.

On pose —x = (—1)x et on écrit x — y au lieu de x + (—y).

(3.1.6) On dit qu’une partie non vide V de E est un sous-espace vectoriel
(ou simplement un sous-espace) si, pour tout couple (x, y) de vecteurs de
V et tout couple («, f) de nombres réels, on a ax + By e V. Les restrictions
de(x,y) = x + yet(4,x) > AxaV x VetR x V respectivement appliquent
donc ces ensembles dans V, et il est immédiat que ces restrictions vérifient
les conditions (V 1), (V 2), et (V5) a (V8); en outre, d’aprés (3.1.3), on a
0eV, donc (V 3) est aussi vérifiée ; enfin, en vertu de (3.1.5),ona —xeV
pour tout x €V, donc (V 4) est aussi vérifiée, et V est un espace vectoriel

pour les apnhcatzons preced.entes, d’ol1 le nom choi
(3.1.7) L’ensemble {0} réduit a I'origine de E est éVldemmeﬁ le plus petit

sous-espace vectoriel de E. Si V et W sont deux sous-espaces vectoriels de
E, il en est de méme de leur intersection V N W. En outre, ’ensemble U
des sommes x + y, ol xeV et ye W, est un sous-espace vectoriel : en
effet, si o, B sont deux nombres réels, x,, x, des vecteurs de V, y,, y, des
vecteurs de W, on a

a(x; + yy) + Blxz + y3) = (ax; + Bxy) + (ay, + By2)

1 n. nﬂnnoA'T—"_L‘x, 1l act
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la réunion V.U W). On a évidemment
ait V < W, il faut et il suffit que V+ W = W. En outre, si V,,V,, V; sont
trois sous-espaces vectoriels, on a V, + (V, + V;3) = (V, + V,) + V; par
(V 2) ; on note ce sous-espace V, + V, + V3, et on dit que c’est la somme
de ces trois sous-espaces vectoriels ; de méme pour pius de trois sous-
espaces vectoriels.

(3.1 8) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes

PR

Soni equwaleruea
a) VAWw={0}
b) Tout vecteur de V + W s’écrit d’une seule maniére sous la forme

v L v v ‘, nf nc“’
ATy,uuAc cy<c

Si b) est vérifiée et sizeV NnW,onaz+ 0=0+ z donc z =0, ce qui
montre que b) entraine a). Inversement, si a) est vérifiée, la relation x; + y,
= X, + y, avec x;, x, dans Vet y,, y, dans W, entraine x, — x, = y, — y;;
mais x, — x, €V, y, —y, €W, donc x; — x, =y, — y; =0, ou encore
X, = X,, y; = J,, donc a) entraine b).

Lorsque les conditions équivalentes de (3.1.8) sont vérifiées, on dit que la
somme V + W est directe ; si de plus V + W = E, on dit que V et W sont
GCUX sous-€spaces supptemerualres uans E.

On dit de méme que la somme de trois sous-espaces vectoriels U, V,
W est directe si tout vecteur de U + V + W s’écrit d’une seule manieére

—

Q11 £ » avar v~ 1T nt-" Af »f-“’ Il edenilta amnceitAt
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de ce qui précéde que cela équivaut aux deux conditions UV = {0},
(U + V) n W = {0}. On définit de méme une somme directe de plus de
trois sous-espaces vectoriels.

Si E,, E, sont deux espaces vectoriels quelconques, et si E = E; x E,
est ’ensemble produit des ensembles E,, E, (autrement dit, I’ensemble des
couples (x,, x,), ou x; €E,, x, € E,), on pose, pour x,,y, dans E, x,,¥,
dans E, et pour tout scalaire 4,

(1, X3) + (P, ¥2) = (x1 + Y1, %2 + ¥3)

Axy, x3) = (Axy, Ax,).

On vérifie immédiatement que ces deux applications satisfont aux axiomes
(V1) a (V8) (I'élément neutre étant (0,0)) ; on dit que E, muni de ces

deux appllcatlons, est I’espace vectoriel produzt des espaces vectoriels
E,,E,. Dans cet espace, I’ensemble des vecteurs (x,,0) (resp. (0, x,))
ol x, parcourt E, (resp. ou x, parcourt E,) est un sous-espace vectoriel
E; (resp. E;) de E, comme il résulte aussitot des définitions (3.1.6) ; il est

clair que

E; = {(0,0)},
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(%1, X3) = (x4,0) + (0, x,)

quels que soient x, €E, et x, € E,, on a E = E| + E) ; en d’autres termes,

E est somme directe de E| et E’

Nhen mad nrocitAd 1o ALL .. .A... Arz ema~Ad
vl CI.CI.IU Aussitotr 1d aciniuion au piou

espaces vectoriels ou pius.
(3.1.9) Soit @ un vecteur de E; I'a pllcatlo nt,:x—>a+x de dan
]
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taOtb= tbOta= ta+b

cara+ b+ x)=@+b)+ x=>b+ (a+ x) pour tout xe E. En parti-
culier, comme ¢, est ’application identique, toute translation ¢, est une

bijection de E sur lui-méme, dont t_, est la biilection récinroaue. Comme

Je xie AJWWVLA AL AWWVARA Vv W N/ NTA.

t, =t, entraine a = b, on voit que les translations forment un groupe

isomorphe au groupe additif E.

1e translation ¢t d’un sous-esnace vectoriel V de E
a A W O W e\ A

\Weliexn CBAR W U wopGve ¥ A& -

est ’ensemble des a + x, o xe V ; on la note a + V, et on dit que C’est
une variété linéaire affine (ou mmplement une variété linéaire) dans E. Il
est clair que siaeV,on aa + V =V, puisque pour tout yeV,y —aeV.
Les sous-espaces vectoriels sont les variétés linéaires contenant 0 (ou,
comme on dit encore, « passant par 0 »).

(3.1.11) Soient V,W deux sous-espaces vectoriels, a, b deux vecteurs de E.
Pour que a + V soit contenu dans b + W, il faut et il suffit que I’on ait
VcWeta—beW.

(2.1.10) 1.’image nar u

CACRAAUEES VAN AL
b4

Dire que a + V < b + W équivaut a dire que pour tout xe 'V, a + x est
éoala b 4+ vnour un ve W convenable. ou encore x c+ yavecc = b — a.
\Iet&l “w [] J yvu; AR J N vy NS AR "l.“vl', W WS WAAWNS A W IV A4 - -
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alors, pourtout xe V,onaxec + W = W, donc V =« W. Réciproquement,
i a

les relations V c W et a— beW entrainent +Vca+ W=
a+((b—-—a)+W)=>b+ Wpuisque W= (b —a)+ W.
(3.1.12) Il résulte de (3.1.11) que pour une variété linéaire L, il existe un
seul sous-espace vectoriel V tel que L =a + V ; I’élément aeL peut
d’ailleurs étre remplacé par a + b pour tout beV, autrement dit est
arbitraire dans L. On dit que V est la direction de la variété linéaire L. Si
V = {0}, L est réduite a un seul point.
(3.1.13) Pour que deux variétés linéaires a + V et b + W aient un point
commun, il faut et il suffit que a — be V + W ; [’intersection de ces deux
variétés linéaires est alors une variété linéaire de direction V n'W.

Si x appartient alafoisaa+ Vetab+ W,ilexiste yeVetzeW tels
quex=a+y=b+z,doia—b=—y+ zeV + W ; la réciproque est
immédiate. On peut alors écrire les deux variétés linéaires sous la forme
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les points de x + (V n W).
(3.1.14) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels. Si V < W, on dit que
deux variétés linéaires a + V, b + W, de directions respectives V et W,
sont paralléles. Si ces variétés ont un point communc,onaa+V=c+ V
cc+ W=b+ W, donc, ou bien a+ V et b + W n’ont aucun point
commun, ou bien a + V est contenue dans b + W. Par tout point xe E
il passe une variété et une seule de direction V (donc paralléle a W), savoir
x+ V.

(3.1.15) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels supplémentaires ; deux

variétés linéaires a + V, b + W ont alors un point commun et un seul :
c’act 11N cas norhnn‘lpr nvir‘nnf r]n (Q 1 1'1\ nniennn V + W — ]3 et V ~ W
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= {0}. En particulier, considérons un vecteur x quelconque dans E, et soit

x=y+z,olyeVetzeW;commex—yeW, x —zeV, on voit que

y est 'unique point commun a V et x + W, z 'unique point commun a

W et x + V, x 'unique point commun a y + W et z + V. Les variétés

linéaires x + W=y + W et x + V=124V, de directions respectives

W et V, sont appelées les variétés projetantes de x sur V et W respectivement.
Thémes d’exercices

1) Soient U, V, W trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si U < V, on a
U+ (VW)= (U+ V)n (U + W). Cette relation est-elle vraie si U ¢ V ?
2) Soient U, V, W trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si V< U, on a

Un(V+ W)= (U NV)+@Un W). Cette relation est-elle vraie si V. ¢ U ?

3) Soient U, V,U’, V' quatre sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si I'on a
UnV=UnNnV,ona

§ 2. Applications linéaires, applications multilinéaires,
applications affines

(3.2.1) Soient E et F deux espaces vectoriels. On dit qu’une application u
de E dans F est linéaire si elle vérifie les conditions suivantes :

(3.2.1.1) u(x + y) = u(x) + u(y)
quels que soient x, y dans E ;
(3.2.1.2) u(Ax) = Au(x)

~rsala ~1vA antAmt v —~
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De (3.2.1.2) et (3.1.3)

FU

AE
on d'dult en particulier.
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dans R est appelée une forme linéaire sur E.

(3.2.2) Exemples. Pour tout scalaire «, ’application x — ax de E dans
Im-meme est lmemre en vertude (V6)et (V7);ondit qu c’gst I’homot hp’tip

tion est I’application constante x — 0 (3.1.3) ; poura = 1., c’ st l’appllcatlon
identique x — x de E dans lui-méme, notée 1z ou méme 1 si cela n’entraine
pas co.afusion.

Déte ‘minons toutes les applications linéaires de R dans un espace
vectori¢l E ; pour une telle application u, la donnée du vecteur b = u(1)
dans E determme complétement u, car pout tout nombre réel 5 on a, par
(3.2.1.2), u(é) = w(&. 1) = &u(l) = &b. Inversement, pour tout be E, app
tion & — £b est linéaire, comme il résulte de (V 5) et (V7).

Comme dernier exemple, considérons, dans un espace vectoriel E, deux:
sous-espaces vectoriels supplémentaires V, W (3.1.8). Pour tout xeE,ily a
par défivition deux vecteurs p(x)eV, q(x)e W uniquement détermlnés, et
tels que x = p(x) + q(x). Montrons que les applications p et g de E dans
V et W respectivement, sont linéaires : en effet, quels que soient x, y dans
E, on a d’une part

et de ’autre

+ v = plx) 4+ g(x) + p(v) + a(y)
N P\~J qx) + ply) + q\y)
= (p(x) + p(y)) + (q(x) + q(»))-

Mais comme p(x) + p(y) € V et a(x) + q(y) € W, I’unicité de la décomposition
de x + y donne les relations

on 41 nnnnnnnnnnnn Aa Anma
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la décomposition de E en somme
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V et W respectivement, correspondant



§2. Applications linéaires 37

rhrp to AA V et W * an dit anc s}

ne n {rnen AN | nrnv'anh'nn cur V lrn W)
Siiwvwiw ¥ Wb VY LY \Jik “l‘ L Py TV [v ]

q“ \LUO tI’ cLiwvns wuiI v UOP V']

parallélement a W (resp. V). On dit que p(x) et q(x) sont les projections de x
sur V et W respectivement. On peut naturellement aussi considérer p et g
comme des endomorphismes de E puisque V < E et W < E. Les variétés
linéaires projetantes (3.1.14) de x sont respectivement p~ !(p(x)) et ¢~ *(q(x)).
(3.2.3) Soient E, F deux espaces vectoriels, ¥ une appiication linéaire de E
dans F. Si V est un sous-espace vectoriel de E, 'image u(V) de V par u
est un sous—espace vectoriel de F, car deux éléments de u(V) sont par
finition de la forme u(x), u(y), ol x, y sont dans V, et 'on a au(x) + Bu(y)

= u(ax + By) par (3.2.1); comme ax + ByeV par hypothése, on a
ou(x) + Pu(y)e u(V). Pour tout aeE, u(a + V) est ’ensemble des vecteurs

u(a) u(x\ avec vev, en vertu r]n {32 1. 1\ on vo}t der}n qnn n{n + V\

est la variété linéaire u(a) + u(V). Si V, W sont deux sous-espaces vectonels
de E, on a u(V + W) = u(V) + u(W).

En particulier, u(E) est un sous-espace vectoriel de F, que I’on appelle
de fagon abrégée I'image de u ; dire que u(E) = F signifie donc que u est
surjective. Toute application linéaire u de E dans F peut étre considérée
comme une application linéaire surjective de E sur son image u(E). Comme
exemple d’applications linéaires surjectives mentionnons les projections
petqg dans le dernier exempu: de (3.2. L) : pour tout x € V on peut en effet
écrire x = x + 0 avec xe V et 0e W, donc par définition p(x) = x, ce qui

prouve notre assertion.

.
.
Soit maintenant W un sous-espace vectoriel de F ; alors |

réciproque u~'(W) de W par u est un sous-espace vectoriel de E : en
effet, si x,y sont deux éléments de u~ (W), on a par définition u(x)e W,
u(y)e W ; par suite u(ax + By) = au(x) + pu(y)e W par hypothése, d’ou
ax + Byeu~(W). En particulier u~!(0) est un sous-espace vectoriel de E,
appelé le noyau de u. Dans le dernier exempie de (3.2.2) ona p~1(0) = W et
q ') =
(3.2.4) Pour qu’une application linéaire u de E dans F soit injective, il faut
et il suffit que son noyau u~ '(0) soit réduit a 0.

En effet, on a u(0) = 0, donc la condition est nécessaire. Inversement,
si elle est vérifiée, la relation u(x) = u(y) pour deux éléments x,y de E

b
. — a
équivaut a u(x — y) = 0 et entraine donc pa

X =y, C€ qui prouve que u est injective.

Par exemple, pour tout vecteur b # 0 dans E, I’application linéaire
¢ — &b de R dans E (3.2.2) est injective, en vertu de (3.1.4).

Avec les notations de (3.1.8), I'application x, — (0, x,) de E, dans le
produit E; x E, est une application linéaire injective.

Si u est une application linéaire injective de E dans F et si V et W sont
deux sous—espaces vectoriels de E dont la somme est directe (3.1.8), alors

..A__. PR 3 VA

la so mmc u(V) + u(W) est directe, car on a u(V) nu(W) = u(V n W)

= {u(0)} = {0}.
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(3.2.5) On dit qu’une application linéaire u de E dans F est un isomorphisme
de E sur F si elle est bijective ; alors I'application v = u~! de F dans E,

réciproque de u, est linéaire (et par suite un isomorphisme de F sur E).
En effet, si x’,)’ sont deux vecteurs de F, il existe par hypothése deux
vecteurs x,y de E, uniquement déterminés, tels que x' = u(x), y' = u(y),
d’ou I'on tire Ax’ + uy’ = Au(x) + pu(y) = u(Ax + wy). Par définition, on a
donc x = v(x'), y = v(y) et v(Ax" + uy’) = Ax + puy = Av(x’) + pv(y’), ce qui
prouve notre assertion.

M A en vz At onn Ia -

Da
rar CACIIIPIU, puul uut sva

I c
E est bijective et ’homothétie de rapport A~ * est son application réciproque,
puisque I’'on a A(A7'x) = A7 !(Ax) = x pour tout xe E en vertu de (V7)
et (V 8).

On dit que deux espaces vectoriels E, F sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de E sur F ; tout théoréeme démontré dans E et qui ne
fait intervenir que des notions définies exclusivement a I’aide des opérations
d’addition et de multiplication par un scalaire, donne un théoréme corres-
pondant dans F, en considérant les images, par un isomorphisme de E
sur F, des éléments et parties de E qui interviennent dans le théoréme
considéré.

Une application linéaire injective u de E dan
comme une application linéaire bijective de E su

b3

est donc un sous-espace de F isomorphe a E.

On notera enfin gue dire gu’une hnpr‘hnn a de E sur F est un isom
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phisme équivaut a dire que laddmon et la multiplication par un scalaire
dans F sont obtenus par transport de structure au moyen de g (2.4).

(3.2.6) Soient E, F deux espaces vectoriels, u,, u, deux applications linéaires
de E dans F. Pour tout x € E, posons u(x) = u,(x) + u,(x) ; I’application
u de E dans F ainsi définie est linéaire et se note u, + u, : en effet, on a
pour deux vecteurs x, y de E,
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u(Ax + py) = uy(Ax + py) + uy(Ax + py)
= Auy(x) + puy(y) + Auy(x) + puy(y) = Au(x) + pu(y).

De méme, soient v une application linéaire de E dans F, a un scalaire, et
pour tout x € E, posons w(x) = av(x) ; w est linéaire et se note av ; en effet,
on a, avec les mémes notations

wdx + py) = av(dx + py) = a(Av(x) + po(y)) = Aav(x) + pow(y)
= Aw(x) + uw(y).

Désignons par Hom(E, F) I’ensemble des applications linéaires de

E dans F; on a donc défini deux applications (u,v) > u + v de

Ham( x Hom(E. F) dans Ho ot (m de D v Ham(R
xxuxuu_,, F ; X nomrL, r'y Gans nuul\n..., F }, et (&, u} — 04 € " X oML, r)

dans Hom(E, F). Il est immédiat de vérifier que ces deux applications



§ 2. Applications linéaires 39

mun cux

d

I d
applications, est un espace vectoriel, dans lequel I’élém neutre 0 est
’application constante x — 0 de E dans F.
(3.2.7) Soient E, F, G trois espaces vectoriels, u une application linéaire de
E dans F, v une application linéaire de F dans G ; alors I'application com-
posée vou : x — v(u(x)) de E dans G est linéaire. En efiet, on a, pour deux
vecteurs x, y de E

vu(dx + py)) = vliu(x) + pu(y)) = Av(u(x)) + po(u(y)).

En outre, si u,u,,u, sont trois éléments de Hom(E, F), v,v,, v, trois
éléments de Hom(F, G) et a un scalaire, on a les relations

satisfont aux conditions (V 1) a (V 8), donc Hom(E, F), mnrli de ces

(3.2.7.1) vol(uy + ) = (Vouy) + (Vouy)
(3.2.7.2) (v; + va)ott = (Vg0 U) + (V3 0u)
(3.2.7.3) vo(ou) = (av) ou = a(v o u).

Vérifions par exemple (3.2.7.1) : pour tout xe E, on a
(Vo (uy + u)x) = vl(uy + uz)(x)) = vluy(x) + uy(x))
= v(uy(x)) + v(uy(x)) = (Vo uy)(x) + (v o u)(x)

et les autres vérifications se font de méme.
(3.2.8) Faisons F = G = E dans les énoncés de (3.2.6) et (3.2.7). L’ensemble.

Hom(E, E) des endomorphismes de E se note encore End(E), et on a vu
dans (3.2.6) que c’est un espace vectoriel. En outre, le composé vou de
deux endomorphismes v, u de E se note encore vu (ou v.u) et s’appelle
aussi le produit de ces deux endomorphismes ; il faut noter qu’en général
on a vu # uv (4.1.12). Comme la relation d’associativité w(vu) = (wv)u
= WovVou pour trois endomorphismes de E est évidente par définition,
les relations (3.2.7.1) et (3.2.7.2) montrent que End(E), muni des applica-
tions (u,v) > u+ v et (u,v) > uv, est un anneau (non commutatif en
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général).™ 11 est clair que 'application identique lg est 1’élément unité de

cet anneau ; les éléments inversibles de End(E) sont les éléments u pour
lesquels il existe ve End(E) tel que uov =vou =1 autrement dit

u(v(x)) = x et v{u(x)) = x pour tout xeE ; la premiére de ces relations
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prouve que u est sur]ecttf et la seconde que u est injectif, autrement dit les
éléments inversibles de End(E) sont les endomorphismes bijectifs de E ; ce
sont aussi les isomorphismes de E sur lui-méme, que I’on appelle auto-
morphismes de E. Ills forment un groupe (non commutatif en général) que

Fal SVa wl\

’'on appeue le groupe linéaire de E et que I’on note GLAL)

*) C’est bien entendu ici qu’il faut donnkr la définition générale d'un anneau non com—
mutatif, au moment ou I’on en rencontre pour la premiére fois de facon naturelle ; il doit
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(<11} ctrc ut: meIme PUU[ ld notion gCIlC[dlC UC yruupe noiun LUmmuldlll Cl LOuULC> le
générales que I’on a I'occasion de rencontrer par la suite.
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dans E;onah; + h, = h,+,, par (V 5) et, en vertu de (3 1 4), la relatlon
h, =0 est equwalente a 4 = 0 lorsque E n’est pas réduit a 0. Il est clair
que h; = 1¢ dans 'anneau End(E) ; d’autre part, en vertu de (V7) et
(V8), on a h;h, = h;, dans End(E), et pour 4 # 0, h; est inversible dans
End(E) et son inverse est h;,;. On voit donc que si E # {0}, les h; forment un
sous-corps Z de End(E), isomorphe au corps R. On notera que pour tout
ue End(E), on a Au = h,u = uh, pour tout scalaire 4; en particulier
n,=41.1g

Lorsque E = R, tout endomorphisme de E est un homothétie (3.2.2),
donc End(R) est un corps isomorphe a R.

Qs ot nhicmos da l:
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phisme de F s’écrit d’une seule maniére gouog™ ", ol u est un endomor-
phisme de E, et il est clair que u > gouog™ est un isomorphisme de
I’anneau End(E) sur [’anneau End(F) (dit déduit de g), qui transforme
GL(E) en GL(F) et ’homothétie h; dans E en ’homothétie h, dans F.

(3.2.10) Etant donné un endomorphisme u de E, on dit qu'un vecteur
x € E est un vecteur propre de u si x est non nul et si u(x) = Ax pour un
scalaire A ; ce scalaire est alors unique puisque l’application & — &x est

d.lOl'S lIl]CC(lVG (344) LCS SCdldlI’CS /L pOUf le(.]UClS ll CXISIC un vecteur
propre x de E tel que u(x) = Ax sont appelés les valeurs propres de u. Pour
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