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Introduction

Ce volume donne un exposé détaillé et complet des notions et théorémes
d’Algebre linéaire élémentaire qui devraient constituer le bagage minimum
du bachelier és-sciences au moment ou il entre dans les classes du 1¢* cycle
de I’Enseignement supérieur. L’orientation générale et la substance en ont
été déterminés par le souci de préparer I’étudiant a assimiler le plus facilement
poss1ble l’enselgnement actuel donné dans ces classes qui devralt lui

7 sy

mllle qui serait en état de lire ce livre sans aide et sans fourmr un t ravail
personnel considérable en dit long sur I'incohérence de nos programmes
d’enseignement. Il y a déja plusieurs années que ’on s’est inquiété un peu
partout du divorce grandissant entre les méthodes et I’esprit de I’enseigne-
ment des mathématiques, dans les lycées d’une part, dans les Universités
de l'autre. Ayant participé a plusieurs discussions sur ce probléme, j’ai
pu me convaincre que, méme parmi les professeurs de I’Enseignement
secondaire les plus conscients de la nécessité d’une réforme, il subsiste
une grande incertitude sur la teneur de ce que devralent étre les programmes

- U

c en
ce livre est avant tout destiné ; je I’ai congu comme un « livre du maitre »,
en d’autres termes une ossature solide sur laquelle Batir un enseignement
oral vivant et adapté aux éléves qui doivent le recevoir.

C’est aussi a ces emaseignants de bonne volonté que s’adressent les com-
mentaires qui suivent ; je m’en excuse d’avance auprés de mes collégues
de I’Enseignement supérieur aux mains de qui tomberait ce livre, et qui
m’accuseraient avec raison d’enfoncer pompeusement des portes ouvertes ;
ma justification est qu’apparemment ces portes ne sont pas encore ouvertes
pour tout le monde.
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"""""""""""""""""""""""""" re r
ou essayistes qui ont voulu parler de mathématiques, n’ont que trop bien
réussi & ancrer dans I’esprit du public « cultivé» I'image d’une science
immuable et figée, tronant dans un empyrée de « vérités absolues» trans-
mises religieusement de génération en génération comme une révélation
divine que I’on ne saurait se permetire de changer d’un iota, et ignorant
les titonnements et les incertitudes des pauvres sciences dites « expéri-
mentales». Il y a plus de cent ans que les mathématiciens professionnels
sont revenus d’une aussi naive arrogance, mais il faudra sans doute encore
bien des années d’efforts pour venir 4 bout de ces « clichés », rien n’étant
plus difficile que de modifier des « idées regues ». La source du malentendu

réside dans le fait qu’i ’il est bien exact que les théorémes démontrés il y a

, .
Les mathématiciens des siécles passés, et plus encore les phﬂgsgpbec
b
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2000 ans sont tout aussi vrais maintenant qu’alors, tandis que les «vérités
expérimentales » n’apparaissent jamais que comme des approximations que
I’on perfectionne sans cesse. Ce qui change, en mathématiques comme dans
toutes les autres sciences, c’est le point de vue d’ou I'on considére les
résultats déja acquis ; et, comme dans toutes les autres sciences aussi, ces
changements se font a I’heure actuelle avec une vitesse qui va croissant.
Sauf sur un point tout a fait accessoire, le schéma du progrés en mathé-
matiques ne différe pas de ce qu’il est dans les autres disciplines : les
acquisitions nouvelles et les réflexions qu’elles susciterit aménent a repenser

les théorémes anciens, a examiner a la lumiére des théories plus récentes

)
leurs rapports mutuels et a les insérer de fagon plus rationnelle dans un con-

texte renouvelé. Le fait particulier aux mathématiques est que, dans ces
bouleversements périodiques, les théorémes eux-mémes se conservent
intacts, au lieu de se dissoudre en raffinements plus subtils, ou de se voir con-
tredits par une expérimentation plus soigneuse, comme il advient aux
« faits » les mieux établis de la Physique ou de ia Biologie. Mais, du rang
majestueux de « théorémes fondamentaux », il leur arrive mainte fois de
se voir peu a peu dégradés a la position subalterne de simples « corollaires »

An mliia An smn Amrionlala Bt cnvrera Annma rrnminae Ao i AR

uv plus L plua lllellDaUlCD, PU‘UI 1111 il. DUUVCHL uailid lU Blvilivl acs K CXCr-
cices» que I’on abandonne a ’apprenti mathématicien. C’est la conscience
de ce processus historique permanent qui doit ramener les mathématiciens

prnfpcetnnnple a une conception h]nc modeste de leur rdle et de leurs

VANJLARAW prave

efforts, en leur faisant prévoir que les découvertes qui leur ont cofité le
plus de peine, et dont ils auraient tendance a s’enorgueillir, risquent fort

de devenir de simples jouets pour les écoliers des générations futures.
L’enseignement des Universités ne peut bien entendu se permettre
d’ignorer longtemps ces remises en ordre de i’édifice mathématique, sous
peine de perdre toute son efficacité et jusqu’a sa raison d’étre. Mais jusqu’a
une époque récente il n’y a pas eu de refonte qui touchdt vraiment aux
notions de base laissées traditionnelleme
S

et 'apprentissage des mathématiques dan

Py I’ a maan mzad Qa2 Anien

nt a 'En e‘gu ment seconaaire,
Euclide n’était pas une mauvaise



Introduction 9

mathématiciens, on avait certes énormément accru la somme des connais-
sances mathématiques et développé de puissantes méthodes nouvelles de
recherche ; mais ces méthodes n’exigeaient pas d’autres idées fondamentales
que celles d’espace et de nombre, telies que les avaient congues les géo-
metres grecs. Il en est tout autrement aujourd’hui, ol la tendance essentielle
des mathématiques modernes, depuis environ un siécle, a été de chercher,
par un effort supplémentaire d’abstraction, a décomposer en quelque sorte
ces «idées fondamentales», un peu comme les physwlens ont analysé

I’atome réputé « insécable» des anciens. Il est a peine besoin de dire que

X

»o

ce n’est pas par un besoin morbide de « couper les cheveux en quatre»

que les mathématiciens en sont arrivés la (contrairement a ce qu’affectent
encore de croire certains), mais bien parce qu’ils ont ainsi pu découvrir,
dans les produits de cette « dissociation», des outils nouveaux d’une
puissance insoupgonnée de leurs devanciers, grace auxquels ils ont pu
attaquer avec succeés de nombreux probiémes laissés ouverts par ceux-ci.

Pendant ce temps, | i€
méme est fort éloigné du niveau ol se font les recherches mathemathues

contemporaines, était tranquillement resté, avec quelques additions super-

ficielles, ce qu’il était avant Grassmann et Cantor, c’est-a-dire essentielle-

ment la géométrie d’Euclide, I’algébre de Viéte et de Descartes, et, dans
les classes terminales, un peu de Calcul infinitésimal. Il n’est donc pas
surprenant que le fossé entre cet enseignement et celui qu’on donne dés
Pentrée a I’Université n’ait cessé¢ de s’élargir. Qu’on veuille bien, par
exempie, considérer sans idées précongues les sujets suivants, qui tiennent
encore une place considérable dans I’enseignement des mathématiques au

4

lycée :
T\ Aag rangtrrintinng w4 mnaor 1o #Aala at 1a AAmmao W
l} LD VUILIDLL ULVLIVU l}al 1a ICSIC L IV VUL lpab 7.

1 AS
IT) Les propriétés des « figures» traditionnelles, telles que le triangle,
les « quadrilatéres » variés, les cercles et « systémes de cercles », les coniques,

avec tous les raffinements accumulés par des gpner“f ons de « géomeétres »

ALANARAN AL “vvwa CANSRAD N SwiL IVUA T

spécialisés et de professeurs en quéte de problémes d’examen.

III) La kyrielle des «formules trigonométriques» et de leurs trans-
formations kaléidoscopiques permettant de superbes «résolutions» de
« problémes » relatifs aux triangles, et ce par des « calculs logarithmiques »,
s’il vous plait !

Que 'on ouvre maintenant au hasard un livre traitant des matiéres
enseignées a partir de ’entrée a ’Université : on constatera aussitét qu’il

nnnnnnnnnn Fn + alliagina & $tA2é laalls k oses

AQ raQ S Q: wane hacaed
1dait anusSioi a toutes ¢S ocIliesS Cin Ud. J1 pal lasaiu

on rencontre quelque part une conique, on I’étudie (si nécessaire) comme
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les autres « figures» chéres aux géométres de jadis ont tout simplement
disparu comme dans une trappe. On pourra objecter que ’enseignement
des Universités est tres abstrait, et que ce que ’on apprend au lycée sera
bien plus « utile» a de futurs ingénieurs, par exemple. Il est bien vrai que
’on peut exhiber sur de belles photographies les cascades de triangles que
forment les poutrelles d’une construction métallique ; mais pour étre en
état d’en fabriquer de semblables, vaut-il mieux savoir que les hauteurs
d’un triangle sont concourantes, ou avoir acquis quelques principes fonda-
mentaux de résistance des matériaux ? Il est bien vrai aussi que les formules
trigonométriques sont tout a fait indispensables a trois professions

(=4 T T S o

Aminammant racnantahlac
WwiliilliN/1111k1\/110 lbDPUULGUlUD
[o]
1° les astronomes ;
2° les arpcnteurs

es centaines d’autres professions tout aussi honorables,

ca contantant fart hien en matidra da & tricanaméatriew de ca nni tient
LWULItVIIL 1ULI L UlLll, Vil maticre Ge « UIgUIIVIIIVULIV 77, UL LU {ul uviane

en 3 ou 4 pages de ce livre (cf. p. 112). Et puis, doit-on considérer que
I’Enseignement secondaire est destiné a accumuler ioute une série de
connaissances particuliéres, plus ou moins hétéroclites, en vue de préparer
a toutes les professions imaginables ; ou au contraire, faut-il essayer avant
tout d’apprendre aux enfants a penser, sur un petit nombre de notions
générales bien choisies, et laisser les techniques spéciales se ranger plus
tard sans effort dans une « téte bien faite » ?

<
Y
;l
it
'~< ""
[+Y)
Q.

Soit, dira-t-on, les énonces des théorémes enseignés aux é€léves des
lycées sont destinés a €tre oubliés au profit de notions plus importantes ;
mais du moins, en s’exergant sur ces thémes artificiels, auront-ils acquis
des méthodes de recherche et des habitudes de pensée qui leur seront plus
tard d’un grand secours. Ici encore, cela était sans doute exact avant

Descartes, mais avait déja cessé de 1’étre pour les contemporains de Newton.

o~

F est un dec affetc An nraorac an mathdm hnnne aue dec rdenltate onvnnnlc
NAWwD Vll‘l‘-o Hl UEIUO Wil ll‘“tll\llllutlﬂ \i WMWY L1wwouililalo \1

leurs inventeurs n’arrivent qu’aprés des considérations fort difficiles et des
cheminements trés tortueux et parfois obscurs, se démontrent souvent en
quelques lignes et presque sans effort 50 ou 100 ans plus tard. Un exemple
universellement connu est I'invention du Calcul infinitésimal, qui a d’un
seul coup ramené a des calculs presque automatiques la solution de pro-
blémes qui avaient exercé la sagacité d’un Eudoxe ou d’un Archimeéde. Ce
que I’on sait moins (et ce pourquoi est écrit ce livre) c’est que depuis les

b

- - - aasn mmama v am e o~ an i amm e oam - -

travaux de Grassmann et Cayley entre autres (qui remontent a plus de
100 ans), on dispose, en « Géométrie élémentaire», comme 1’a si bien dit
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ment 51mples a énoncer (au contralre de ceux d’Eucllde-Hllbert) tout
s’obtient de la fagon la plus directe en quelques lignes de calculs triviaux,
14 ot auparavant il fallait ériger au préalable tout un échafaudage com-
plexe et artificiel de constructions de triangles auxiliaires, afin de se ramener
vaille que vaille aux sacro-saints « cas d’égalité » ou « cas de similitude »
des triangles, points d’appui de toute la technique traditionnelle. Cela peut
paraitre surprenant au non initié, mais les mathématiciens professionnels
sont depuis longtemps familiers avec de tels phénoménes, ol le remplace-

ment d’un syst¢éme d’axiomes par un systéme équivalent, mais mieux

choisi, améne parfois des simplifications considérables. Je me contenterai
de poser aux éducateurs la qnpqhnn de savoir si, pour arriver aux meilleurs

VAN AL bW SR Y iz PP s Kaaxa

résultats, il convient de présenter aux éléves une théorie ol tout s’ordonne
naturellement autour de quelques idées-clés trés simples, et qui seront
fondamentales dans leurs études ultérieures, ou au contraire de les laisser
pendant des années aux prises avec une technique inadéquate et qu’il leur

r__ I oublier aussitot apprise n{*\
faudra oublier aussitot apprise ?

Une autre caractéristique de la méthode mathématique contemporaine
(sans doute trop connue pour qu’il y faille beaucoup insister) est qu’elle
permet de regrouper suivant leurs affinités profondes des théories d’aspect
bupCI'IlClCl souvent IOI'[ (llIICI'CIl[ UI' pIUS sans (IOUIC qUC nulle pdl'[ dllleurb
le cloisonnage des disciplines a atteint dans I’enseignement traditionnel

un degré dont le ridicule peut difficilement €tre dépassé. On enseigne en

aﬁ‘nf AT M1 MArnAmn A Iﬁ(‘ onna’ao tar ﬂlﬂb Anﬁ ]tn\éao at mamn ;I‘Onl‘,;]

viiuvli yvu vu PIUU uauo 1IVO Allliuvewo L\alminalho v 1]\4\4\40 Wi 11iuliliv JuD\iu 11
y a peu de temps dans les classes préparatoires aux grandes Ecoles (ainsi

que dans beaucoup d’Universités étrangeres) toute une impressionnante
liste de « sciences » :

la « Géométrie pure » ;

la « Géométrie analytique » ;

la « Trigonométrie » ;

la « Géométrie projective » ;

la « Géométrie conforme » ;

la « Géométrie non-euclidienne » ;

la « Théorie des nombres complexes ».**

T
Nan cenlamaent tantee cac diccinlinae eant_allae an o
O SCUICIIICIIL tOUiCS CCS GISCIPiINCGS SOM-Culs €1 g

isolément, mais encore est-il fréquent de voir chacune s’efforcer d’ignorer
totalement les autres et se targuer de son « indépendance » : les grotesques

*) Les professeurs d’éducation physique, eux, n’hésitent pas, et quand il s’agit par exemple
de natation, c’est la nage moderne, le « crawl» qu’ils enseignent, parce que plus efficace que
les nages anciennes.

(**) Je ne parle pas de la « Géométrie descriptive», simple technique de dessin que I'on
a heureusement ramenée presque partout a ses justes proportions.
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us que les discussions byzantlnes sur le

sexe des anges, ont rempli des volumes au Xix° siécle. Or on sait (grosso

modo depuis le « Programme d’Erlangen» de F. Klein) que sous ces

défroques d’un autre age se cache toujours une seule et méme discipline,
Atgeore unealre GCS mamemaucwns moacrnes qUI CIlglODC dUSSI ()iéfl

entendu, la théorie classique des systémes d’équations linéaires, mais est

devenue, avec ses ramifications actuelles (qui vont bien au-dela méme de

PPancatiognameant da 1la Mattrica) nne dac thanriae lag nlig cantralac at lac nlne
1 Ullo\/lsll\vlll\illl VUV 1A lviailll IOU}, ULlIV ULVO L1IIVUILIIVO IVO l_uuo Vwviilialvo i 1vo PIUO

efficaces de la Mathématique contemporaine, riche en applications les plus
variées, de la Théorie des nombres a la Physique théorique, en passant
par I’Analyse, la Géométrie et la Topologie. Il me semble qu’il y a intérét

1étrie et opologie emble
a famlllarlser le débutant le plus t6t possible avec les notions essentlelles
de cette discipline, a lui apprendre a « penser linéairement», ce qui est
d’autant plus facile qu’il y a peu de notions, en mathématiques, qui soient
plus simples a définir que celles d’espace vectoriel et d’application linéaire.
A notre époque de prolifération intense dans toutes les sciences, tout ce
qui condense et tend a I'unification a une vertu qu’on ne saurait surestimer.
Quant aux « pseudo- sc1ences » énumérées plus haut, il est & espérer que

Lot
Q
-
[72]
a
-t
fo*]
o
8
—
(¢]
[=]
»4

Je voudrais ajouter a ces trois points, qui me paraissent d’une portée
générale (continuité de ’enseignement, apprentissage précoce des méthodes
modernes, unification des disciplines enseignées), deux autres remarques
qui ne touchent que les seuls mathématiciens, et que je tiens pour cela a
présenter sur un autre plan : on pourrait en effet m’accuser de penser surtout
aux futurs mathématiciens & propos de I’Enseignement secondaire, alors
qu’ils ne forment qu’une de ces honorables corporations dont je parlais

" r‘r\!!fn "

Q I Q
1S GOoUtlC Mmoliis

Je tiens donc a souligner fortement que j’estime que I’Enseignement

secondaire n’est as destiné a former de futurs mathématiciens, ni méme
de futurs nrnfe urs de mathématiaues : c’est nremepment I enqmonem_ent

AvEvera azadsva. v.--lv"v 9 Waldwairawaaw

tradltlonnel qui bhe cette vérité premiére, car on chercherait en vain a
qui d’autre qu’a des mathématiciens spécialisés sont destinées de jolies
babioles telles que le cercle des neuf points ou le théoréme de Dandelin,
sur lesquelles on s’étend si souvent avec complalsance Mais ceci dit,

m’adressant a des professeurs de mathématiques, je ne peux pas ne pas

S of =3 O annsnara Mo nnll Aﬁﬁ ﬂ"“nﬂfﬂ‘i"ﬂ
TCUST CnCore QU CCul GCS arplnlurs

() 11 est urgent entre autres de libérer le nom de « Géométrie analytique », qui est certaine-
ment le meilleur pour désigner une des théories les plus vivantes et les plus profondes de
la Mathématique moderne, celle des « variétés analytiques », qui fait pendant a la « Géométrie
algébrique », étude des « variétés algébriques ».
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de présenter tous les développements de la « Géométrie élémentaire » d une
fagon parfaitement rigoureuse, et cela sans effort, alors que I’on sait trop
bien que les systémes d’axiomes proposés depuis la fin du siécle dernier
et se rattachant étroitement a la tradition euclidienne, sont d’une telle
complexité et d’une telle subtilité qu’il est pratiquement impossibie de les
enseigner avant la Licence™. D’ou la nécessité, si pénible pour un mathé-
maticien, de ne présenter a ses éleves que des pseudo-raisonnements qui
ne résistent pas & une critique méme superficielle ; je pense en particulier
aux invraisemblables confusions et paralogismes auxquels donne lieu une

notion aussi simple que celle d’« angle» quand on la prend du point de

., e ’
vue traditionnel, alors que, du point de vue de I’Algébre linéaire, ce n’est

pas autre chose que I’étude du groupe des rotations dans le plan.

Ma derniére remarque générale concerne un aspect de la Mathématique
moderne en quelque sorte complémentaire de ses tendances unificatrices,
a savoir sa capacité de dissocier ce qui était indiment confondu. Je pense
surtout ici a la distinction (clairement sentie depuis Poncelet) entre
propriétés géométriques de nature «affine» et propriétés de nature
«métrique». Il est particuliérement choquant du point de vue logique,
de voir 111c1anger €n unc 1uCi‘0yau1c salade ces deux t typcs de pnoprietea
dés le début de la traditionnelle « Géométrie euclidienne», mettant

exactement sur le méme plan des notions aussi différentes que celle de

parallﬁlp et celle de pprppnd}cu!atrp, pour ne citer qu un exemp!e f\lp‘lan

Bien entendu, en Algébre linéaire, cette distinction s’opére le plus simple-
ment et le plus facilement du monde, les deux types de propriétés dépendant
respectivement de deux groupes d’axiomes qui sont séparés dés le début,
et dont il est donc facile de développer séparément les conséquences.
Peut-étre cette insistance sur la « pureté» des raisonnements paraitra-t-elie
superflue et pédantesque a certains ; pour ma part, je crois que I'on a
toujours intérét a essayer de comprendre aussi bien que possible ce que
Pon fait, et qu’il y a une grande vertu formatrice pour I’esprit & rechercher

dans sa démarche I’économie des moyens et ’adaptation étroite des
hypothéses aux conclusions, dans toute la mesure du possible.

Aprés ces considérations générales, j’en viens & quelques commentaires
sur "esp‘t e le plan suivant lesquels a été congu C"t ouvrage. Il va sans
dire que j’ai commencé par faire table rase de toute la tradition, et je me

* Je n’ignore pas qu’historiquement les études axiomatiques de Hilbert et de ses émules
sur les fondements de la Géométrie ont eu une grande utilité pour clarifier la conception
générale de ce que sont les mathématiques, et ont d’autre part conduit & de nouvelles
découvertes, comme les corps non archimédiens ou les plans non desarguiens ; mais ceci est
trés éloigné de I’enseignement secondaire et méme de celui des Universités avant le troisiéme

cycle au moins.
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uider par ce sur quoi débouche lEnsel nem
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L

suis exclusivement laissé n

quoi débou e
secondaire, savoir le programme d’ enselgnement des Universités (ou des
grandes Ecoles techniques). Tout ce qui n’intervient pas dans ce dernier a
¢té impitoyablement banni du texte (et méme souvent des exercices) ; au
contraire, j’ai essayé d’introduire dés que possible les notions qui seront
a la base de I’Algebre et de I’Analyse des ’année propédeutique, telies que
celles d’application linéaire (ou « opérateur »), d’application multilin€aire,

de valeur propre d’un opérateur, de groupe ou d’anneau formés d’« opéra-
+Aarira \\ 1 AAA qnr
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wCurs », rfialic au p" 1"11} énoncé pius naut ae nc pas tenir co pLC ac
fagon privilégiée des désirs ou besoins des seuls mathématiciens, je me suis
attaché a ne parler que d notions dont I’importance en Mathématiques
appliquées ou en Physique .heonque est incontestable ; les raffinements

n’intéressant que les futurs mathématiciens sont relégués en exercices.
D’autre part j’ai cherché a résister a la tentation d’introduire prématurément
les théories qui seront enseignées a 1’Université. Il me semble que la nature
nous a heureusement fourni une « ligne de démarcation» toute tracée, en
nous douant de I'intuition géométrique pour les espaces a 2 et 3 dimensions ;
il est donc possible de représenter graphiquement tous les phénomeénes
de l’Algébre linéaire limitée a ces dimensions (et bien entendu, aux scalaires

wAhnala) Q¥111Q 1M~ cA o 4+ n2a e lisvniénts ~en A A oY e o R Y v

ree:s), ct J\.« mc Suis uupuac strictement cette iimitation, a acux a apparciiics
exceptions prés dont je parlerai un peu plus loin. Bien entendu, a 'intérieur

de ces limites, chaque f01s que l on rencontre une notion de nature plus
oemarnlp 19 n’hésite pas 3 lui donner son véritable nom, rien n’étant plus

A saVTaAVY pa - waidvlswaw <oaiv r.wu

sot que la peur des mots‘*’ mais je tiens a souligner que, ce faisant, je
n’entends pas du tout supposer que I’on ait fait antérieurement, ni que I’on
fasse & cette occasion, la moindre théorie générale des notions qui s’intro-
duisent ainsi ; bien au contraire, dans mon esprit, il s’agit de présenter
ces notions 4 I’éléve sous une forme en quelque sorte expérimentale. En
d’autres termes, la nature nous offre un merveilleux laboratoire ou se
familiariser avec des cas particuliers, d’aspect fort simple et susceptibles

A’immacag Annrrata Aa nAatinng dAAant l’naoannn act lhantinAnin e ochAndvrala
U Hllaged VUlILL VLUD, v llULIUIIO QOiit 1 CSSC1CC Cst UUGU\«UUI} pruo 5611\.«1(11\;
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mais aussi beaucoup plus abstraite, et qu’il faudra assimiler sous cette

forme générale plus tard ; il serait vraiment dommage de ne pas profiter
ureuse circonstance,

il was vlsiavw

Les deux exceptions que je me suis permises ont trait a tous les développe-
ments de géométrie affine ou euclidienne qui sont indépendants de toute
hypothése de dimension ; il m’a semblé que pour les lecteurs auxquels je
m’adresse, il y avait un certain intérét a souligner cette indépendance outre
qu’il aurait ét€ presque intolérable de répéter verbatim des pages entiéres

) 1 va sans dire aussi que j’utilise librement (et sans explication) le vocabulaire usuel
de la Théorie des ensembles en toute circonstance, I'accord s’étant fait, je pense, sur la
nécessité d’introduire ce langage dans I’enseignement dés les premiéres classes des
lycées.
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4

I €s t
inutiles. Mais je suis tout prét a admettre que pour les éléves des lycées,
il faudrait effectivement se borner au cas ou la dimension est fixée a
a 3 et recommencer les raisonnements lorsque ’on change de dimension ;
les modifications a faire au texte pour le restreindre a ces deux cas sont
évidentes et ne concernent d’ailleurs que le langage.

Je me suis permis aussi de n’introduire aucune figure dans le texte, ne
serait-ce que pour faire voir que ’on s’en passe fort bien ; mais ici encore
c’est un manque auquel mes lecteurs suppléeront d’eux-mémes.

Jai fait suivre les diverses sections du texte d’assez nombreux thémes

d’exercices. Ils sont destinés & montrer aux enseignants qu’a cet égard la

A

Mathdmatia
Mathématique moderne ne le céde en rien aux disciplines classiques, et

14

que, si les théorémes de base sont devenus si simples & démontrer que ’on
pourrait craindre qu’ils n’exercent plus 3 un méme degré I’imagination et
les facultés créatrices des éléves les mieux doués, il n’est que de pousser un
peu plus avant pour rencontrer des problémes dont la solution exige
autant de taient que ies pius ciassiques probiémes d’Agrégation. j’ai essay€
de faire figurer dans ces exercices le plus possible d’amorces de vastes
théories dépassant de loin le niveau du cours, dans la mesure ou cela
n’exigeait pas de moyens inaccessibles & ce niveau, afin de donner quelque
idée du genre de questions que se posent les mathématiciens modernes.

J ai d’ailleurs surtout voulu donner matiére a réflexion, et c’est pourquoi
narle de « thémes d’exercices» ph 110t que d’« exercices » proprement

Jv pPoriv uv NN uasviiavo a L Radd Anawas

dits ; ils sont dans mon esprit destinés a &tre modifiés, decoupes comblnes
ou enrichis & volonté par leurs utilisateurs éventuels. Les solutions (sous
forme abrégée) des plus difficiles de ces problémes sont rassemblées a la
fin du volume.

Enfin, j’ai ajouté au texte quelques Annexes qui visent a compléter
connaissances des professeurs sur certaines questions non tout a fai

classiques et qui souvent ne sont pas traitées dans I’enseignement d
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rsités ; il n’est pas question que ces Annexes fa

gram e d’enseignement proprement dit, mais elles peuvent servir a mon
sens A replacer ce dernier dans une meilleure perspective. Je ne m’y suis
pas astreint a tout reprendre ab ovo comme dans le texte (qui, lui, ne
nécessite pas de connaissances préalables, tout au moins du point de vue
purement logique) ; je n’hésite donc pas a renvoyer a d’autres ouvrages
pour les résultats dont j’ai besoin, et certains raisonnements ne sont
qu’esquissés.

On aura déja compris que le programme développé dans ce livre est
destiné aux deux ou trois années terminales des lycées. Mais il reste a

A Q IA rNAOrarfmma>sa nav\nrol A 'f A L\ A
umc er Gaans 1° programime gencrar GEs Ciuaes mat ue'na
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un double point de vue : par rapport a ce qui
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ques depuis la Sixiéme,
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doit le précéder, et par rapport a la partie d :
Sur la prem'é re question, il ne m’est gué e possible d’apporter autre chose
que des « vues de I’esprit », étant donné mon manque total de compétence
en ce qui concerne les réactions des enfants de 11 & 14 ans. Il me semble
que le but a atteindre est de vaincre deux difficultés psychologiques cer-
taines : 1° il faut arriver a faire prendre conscience a 1’éléve de la nécessité
d’un traitement axiomatique des mathématiques ; 2° il faut dés que possible
le familiariser avec le maniement constant de certaines notions abstraites,
dont la plus difficile a assimiler est sans doute celle d’application (ou
« transformation ») et plus encore peut-étre celle du calcul sur les applica-

tions. Comme on peut dire sans exagcratlon que dans 'un et l'autre cas
il s’agit vraiment de pierres angulaires de tout ’édifice mathématique

moderne, tout le reste de ’enseignement des premieres années devrait €tre
consciemment subordonné i l’assimilation de ces idées. Sur la facon de
procéder pour atteindre ces buts, je n’ai que des idées générales encore
plus vagues. Il va de soi que cela nécessite un contact expérimental prolongé
avec les notions de base qui seront plus tard axiomatisées ; mais cela ne
suffit pas, car il faut en outre « conditionner» en quelque sorte ’enfant
en dirigeant ses expériences dans le « bon» sens et en évitant a tout prix
que son attention ne s’égare dans des impasses, si traditionnelles soient-

elles. C’est ainsi qu’il serait désirable de libérer I’éléve dés que possible
e des «figures» traditionne ]lles. en en nm'la_ nt le

de la camisole de ur tr elles, en en arl
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moins possible (point, i"Oite et plan exceptés, bien entendu), au profit de
I’'idée de transformation géométrique du plan et de ’espace tout entiers,
sur laquelle on doit insister sans cesse et qu’il faut illustrer par de multiples
exemples. De méme il convient certes d’apprendre a I’enfant I’art des
constructions géométriques, mais fuir comme la peste ce qui est sans doute
le plus gigantesque « canular» de I’enseignement classique, la limitation
des instruments de dessin a la régle et au compas™ ; il faudrait au contraire
multiplier les exemples d’appareils mécaniques réalisant des constructions
variées, et pius encore réalisant des transformations du plan (pantographe,
aﬂinographe etc.).

Ouant a ’énineux o

el i r
A'nalened
i avvuiu

« axiomes», |

N
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e de l'introduction de:
101CeEr ¢& mot, mais ne pas manquer

it r
ar contre de donner des exemples de déduction logique, qui,
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®) On ignore l'auteur de cette mauvaise plaisanterie, que certains commentateurs de
I’Antiquité attribuent (sans preuve convaincante) a Platon. Je sais fort bien que c’est en
réfléchissant 4 des problémes de construction « par la régle et le compas» que d’illustres
mathématiciens (3 commencer par Gauss) ont été mis sur la voie de trés importantes décou-
vertes ; la plupart des mathématiciens sont ainsi faits qu’ils adorent se poser des problémes
d’apparence futile et qu’il leur arrive parfois, s’ils ont du génie, d’en tirer des merveilles
(« grand » théoréme de Fermat, hypothése de Goldbach, résolution des équations par radicaux,
etc., etc.) ; mais ils savent fort bien trouver ces problémes tout seuls, et, encore une fois,

I’Enseignement secondaire n’a pas pour mission de former des mathématiciens !!
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beaucoup plus que I'idée d’axiome, est le vrai et I'unique moteur de la
pensée mathématique ; ce qu’il faudrait parvenir a faire assimiler dés que

possible, c’est que d’une proposition admise pour un motif quelconque, et
dont la provenance n’entre pas en ligne de compte, on peut tirer d’autres
propositions par le seul raisonnement. En somme, I’ensecignement des
premiéres années secondaires devrait étre un mélange savamment dosé
d’« expériences géométriques» bien choisies et de raisonnements partiels
sur les résultats de ces expériences : quelque chose d’analogue a l’apprentis-
Sage de la puySiq‘L‘le ou de la chimie, une sorte de « pu'y‘Sique de | espace ».
Jai dit plus haut pourquoi il m’est impossible d’aborder la réalisation de

cette tache, mais je suis persuadé qu’elle est possible, et il y a déja des

3 4

i
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nos voisins belges™.

Ce-par contre a quoi je suis tout a fait opposé, c’est ce que I’on pourrait
appeler «la méthode de I’échafaudage préalable». Sous prétexte que le
systétme d’axiomes de 1’Algeébre linéaire est « trop abstrait», on voudrait,
avant de lintroduire, partir d’un autre systéme d’axiomes, réputé plus
accessible, et en déduire ensuite les axiomes de I’Algébre linéaire. C’est
en somme ce qu’avait fait Hilbert dans ses célébres travaux sur les fonde-
ments de la Géométrie, en prenant pour point de départ les axiomes
d’Euclide convenablement complétés. Chacun sait que ce tour de force

14

dépasse de loin le niveau de ’Enseignement secondaire, mais on a tenté

dppum lors des « compromis» entre 1’échafaudacge d’Euclide-Hilbert et

A AAQJR \JARRRD 77 ViilA Vv 1 VwiiQiduUuGaY U iosuviiuvTiiiUwie wh

I’axiomatique « nue» de I’Algebre linéaire ; le plus connu est sans doute
le systéme d’axiomes proposé récemment par Choquet, d’une remarquable
ingéniosité qui témoigne du grand talent de son auteur, mais que je tiens
pour parfaitement inutile et méme nuisible. Il ne se justifierait que si les
notions qui sont a la base des axiomes du plan euclidien, addition des
vecteurs, multiplication par un scalaire et produit scalaire de deux vecteurs,
étaient extrémement abstraites et difficiles a représenter graphiquement ;
chacun sait qu’il n’en est rien, et quelques mois d’expériences sur
le papier quadrillé devraient suffire pour accoutumer I’éléve a leur

N\

maniement, et le préparer 4 admettre sans hésitation que I’on fonde
P’édifice n]ophru‘n-gpnméfr ique sur des propriétés dont il lui est facile

ALAVLRINV W AV wUL QAwiiw
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de vérifier I'exactitude expérimentale. Dés lors, a quoi bon surcharger
sa mémoire de soi-disant « axiomes» qu’il lui faudra s’empresser
d’oublier ? En fait, on assiste simplement 12 & un curieux phénoméne
d’attachement sentimental & un systéme traditionnel d’axiomes, plus
fréquent qu'on ne croit chez les mathématiciens professionnels, méme

) Voir notamment G. Papy et F. Papy, Mathématique moderne 1-111, Didier (Bruxelles—Paris),
1963-67, et Journées d’études, Cahier 22, Bruxelles, Avril 1962 (Ministére de I’Education
nationale et de la Culture, Secrétariat général de la Réforme de I’Enseignement moyen et normal,
165, Rue de la Loi, Bruxelles).
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niveau de la Géométrie élémentaire™),

: uveau de et que je ne me
chargera pas d’expliquer.

L’Algebre linéaire n’est que 'une des « structures fondamentales» de
la Mathématique moderne ; une autre non moins importante est la
Topologie, qu’il convient certainement d’introduire dés que possible dans
I’enseignement. Au niveau de I’Enseignement secondaire, il semble

. . .
raicnnnahle dea ca harnar danc catta diractinn commea an la f An:o
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depuis assez longtemps, aux rudiments du Calcul infinitésimal, dont il est
superflu de souligner I'importance pratique. Mais il faudrait a mon avis
commencer cette initiation a I’Analyse plus t6t encore qu’on ne le fait, et lui

AA2R2QREAVUAL SIS AWAV % &2

donner plus d’importance : les ingénieurs et physiciens se plaignent non
sans raison que les licenciés d’aujourd’hui « ne savent plus calculer », en-
tendant par 1a qu’ils ne sont pas assez rompus au maniement des processus
¢lémentaires du Calcul différentiel et intégral. Cela s‘explique fort bien si

et e Y- B R P R e T - PRy PR PR BN
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mathématiques doit absorber aujourd’hui a I’Université, ce qui lui laisse
fort peu de temps pour I’apprentissage de la partie quasi mécanique de

9
le théorie des fonctions d’une variable (calcul des dérivées, des primitives,

des développements limités, intégration d’équations différentielles simples,
construction de courbes en coordonnées cartésiennes ou polaires). Je ne
vois absolument rien qui empéche de reporter toute cette technique dans
les deux ou trois dermeres années du lycée** ; il s’agit encore 14 de mani-
pulations sur des objets « représentables » de fagon concréte a chaque pas,
et qui prolongent de la fagon la plus naturelle 1a pratique des « graphiques »
que ’on s’accorde avec raison a introduire de fagon trés précoce dans

Penseignement, vu son importamc dans tous les domaines™®**, La seule
condition a respecter est qu’il faut encore ici traiter ces questlons exclusive-

4

ment de la méme fagon ¢ experlmentale » ou « physique » que je preconlsals

nlus haut nour P'annrentissage de la Géométrie. Tout essai a ce niveau
rlwu AAGEY W W yv“
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d’un traitement rigoureux f rait sans doute plus de mal que de bien, ne

) Par exemple, rendant compte il y a quelques années d’un volume des Eléments de N.
Bourbaki consacré a I'Intégration, un mathématicien ameéricain fort connu, P. Halmos,
paraissait absolument choqué et scandalisé de ce que I'auteur avait pris certains théorémes
traditionnels pour définitions et déduit les définitions anciennes comme théorémes ; critique
d’autant plus étrange que son auteur est particuliérement qualifié pour savoir ce qu’est une
équivalence logique !

(**) e temps nécessaire pour s’y exercer se trouverait sans peine aprés suppression des
nombreuses séances consacrées aux « constructions» et « résolutions » de triangles et autres
amusettes.

(x*#) ] est piquant que sur ces questions de I'introduction de I’Analyse dans I'enseignement
élémentaire I'accord ait toujours été plus facile a réaliser que sur la réforme de la Géométrie ;
sans doute le Calcul infinitésimal, ce parvenu, ne bénéficie pas du caractére sacré que son
antiquité confére a Euclide !
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pouvant guére &tre basé que sur des techniques « epsilontiques » dépassées
et ne répondant en outre qu’a des préoccupations de purs mathemat101ens.
Rien n’empéche d’ailleurs le professeur, chaque fois qu’il en a ’occasion,
d’annoncer que les régles du Calcul infinitésimal sont tout aussi susceptibles
de démonstration, & partir des axiomes des nombres réels, que les théorémes
de Géométrie. Mais il convient ici comme ailleurs de débarrasser ’enseigne-
ment de la superstition consistant & vouloir 4 n’importe quel prix tout

rattacher a4 une source axiomatique unique. Les mathématiciens pro-

aisons de tenir & ce qu’il en soit ainsi, mais ces

fessionnels ont de bonnes

Avuv;v 1navsu v AV AW UWVILIAWY RCRAUV LAY w

raisons ne concernent qu’eux ; ce qui est par contre d’une importance
universelle, c’est de savoir faire des déductions logiques correctes a partir
de prémisses qui n’ont pas besoin d’tre nécessairement sanctifiées par un
arbre généalogique remontant a la Théorie des ensembles !

J’ai surtout parlé de cet enseignement d’initiation au Calcul infinitésimal
parce qu’il doit, & mon sens, absorber deux des parties traditionnelles de
la « Géométrie » qui visiblement n’ont rien 4 y faire : le calcul des longueurs
aires et volumes, et la «mesure» des angles. Le premier n’est autre
naturellement que le Calcul intégral, et c’est une inconcevable gageure que
de prétendre, 300 ans aprés Cavalieri, enseigner ces questions par

P« exhaustion » d’Eudoxe et d’Archiméde. Quant 2 la soi-disant « mesure »
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des angles, elle s’inscrit dignement dans la confusion générale qui régne
a ce propos ; pour le mathématicien professionnel, alors que la nature
nous offre gratuitement, avec le groupe des rotations planes, un admirable
exemple de groupe infini possédant des éléments d’ordre fini quelconque,
c’est une insondable sottise que de chercher 4 tout prix & masquer ce fait
essentiel en prétendant « mesurer» ce qui n’est pas mesurable, introduire
un «ordre» 1a ou il n’y en a pas, et feindre de croire qu’une droite se

i ¢ de 26‘1’ l'“'“’"d elle est revenue a la méme puSitiOi‘i !
On verra dans ce livre que tout ce qui appartient en propre a la Géométrie
euclidienne plane, du point d ue algébrique, est entiérement indépendant
de toute « mesure» d’angles par des nombres réels ; et j’ai méme fait en
sorte que les axiomes choisis ne permettent pas de demontrer I’existence de
cette « mesure » (voir Annexe I)*, Bien entendu, dés que I’on veut faire de
I’Analyse ou de la Cinématique, I’existence de I’homomorphisme continu
canonique x — ¢ du groupe additif R sur le groupe multiplicatif U est
tout a fait capitale ; mais c’est sous cette forme et en Analyse qu’il faut
la présenter, et non s’ingénier comme a plaisir a entretenir les pires con-
fusions dans les esprits.

nC)
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®) Cela a aussi heureusement pour effet de rendre la théorie « non catégorique» (c’est-a-
dire non déterminée a isomorphisme prés par les axiomes) rompant ainsi avec une exigence
ridicule des mathématiques classiques.
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Jespére qu’on ajoute, pour terminer, que je

n’ai aucun intéré personnel dans ces questlons d’Enseignement secondalre
et qu’il me chaut fort peu de savoir si, ou et quand il y aura une réforme
de cet enseignement, ni ce qu’en seront les modalités. J’ai simplement
voulu verser au dossier de I’historien futur un exemple de ce que ’on

- 2 10 D

pourrait faire en la mati¢re si I’on cherchait & agir de fagon rationnelle.

(¢]
(¢}
—
o
5
[aS]
[72]
[sV]
=
(7]
3
o
-]
q]
2



CHAPITRE 1

Nombres réels

Il est bien connu depuis Aristote (au moins) que toute science repose sur
ce que I’on pourrait appeler le « principe de la connaissance volontaire-
ment incompléte» : abstraire ou généraliser signifie précisément que I'on
néglige systématiquement certains aspects des objets que ’on considére. La
méthode axiomatique en Mathématique n’est pas autre chose qu’une
dppllbdllOIl UC CcC pl"lIlblpC, qUI nc s¢ umu‘nguc (.le autres qu p cC quc
’on prend soin d’énumérer de fagon exhaustwe les propriétés que 1’on
veut admettre tou e
‘interdit ensuite d
régles de la logique.
Nous allons donner dans ce chapitre la liste des « axiomes » des nombres
réels dont nous nous servirons dans la suite de ce volume, et en tirer les
premiéres conséquences ; il y a d’autres propriétés des nombres réels qui
ne peuvent se déduire de ces axiomes (et sont par exemple indispensables
]orsqu’on veut fonder axiomatiquement I’Analyse) ; mais comme nous
n’aurons pas a les utiliser, nous ne les mentionnons pas ici.
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données :

1° une application ({,7) > { + nde R x Rdans R ;

2° une appilication (£, ) - &y de R x R dans K (on écrit £ au lieu de &¢
et parfois & au lieu de &p) ;

3° une relation £ < 7 entre éléments de R (aussi notée n > £)

Nous admettons en outre que ces applications jouissent des propriétés

suivantes (dont la liste est considérée comme exhaustive pour ce volume,

tant an moine danc la tavta nranraman A;f\(*) .
Cur au MOILS Gails 18 WXwW Pr Ul.uuuu.«u
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(R 1) Pour tout couple (&, n) d’éléments de R onan+<¢=¢+n.

) Dans certains exercices on doit utiliser d’autres propriétés des nombres réels ; on le
mentionne toujours explicitement.
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( {) d’éléments de R, on a &+ (n +{)
not¢ £+ n+{;onposedeméme £ +n+{+0
= (é + 7 + {) + 0 pour quatre éléments de R, et de méme pour plus de
quatre éléments).

(R 3) Il existe un élément w de R tel que, pour tout élément ¢ de R,
onaitw + ¢ = ¢.

(R 4) Pour tout élément & de R, il existe un élément &' de R tel que
E+ & =w.

(R 5) Pour tout couple (&, 1) d’él er‘ert de R, on a n¢ = In.

(R 6) Pour tout triplet (&, n,{) d’éléments de R, on a &(né&) = (¢n){ (que

I’on note &n{ ; notations analogues pour les produits de plus de trois
Aldmantcg on P{‘flf )53 au ]u:n dea FEE)

VIVILIVILILY 4 Vil Wwiiln 11V MV Yuy ).

(R 7) 11 existe un element ¢ # w de R tel que, pour tout élément & de R,
on ait ¢€ = &.

(R 8) Pour tout élément ¢ # w de R, il existe un élément £’ de R tel
que E&" =

(R9) Pour tout triplet (&, 7, {) d’éléments de R, on a &(n-+ {) = &n + &L

(R 10) Les relations ¢ < n et n < { entrainent & < (.

(R 11) La relation «5 <netn < Ex»est équivalente a ¢ = n

a £
\N 1J4) rour UUUA ClCl i€nts LlLIClL«UlquCb g, II UC l\, Ull a ¢

(R 13) La relation ¢ < nentraine € + { <75 + (.

(R 14) Les relations w < ¢ et w < 5 entrainent w < &n.
{D‘ l<\ pfonf Adanné un nalvnAme D{}:) —_ a£3 + /352 .J'_ )

1t donné yn polynéme Y
cients dans R, si, pour deux éléments 4, u de R tels que 4 < ,u
et P(u) > o, alorsil existe (feR tel que A < { < pet P{) =

(1.2) Un ensemble G pour lequel est donnée une application &n)—-f(&n)
de G x G dans G satisfaisant aux seules conditions (R1)a (R4), ou &€ + 7
est remplacé par f(&, n) partout, est ce que I’'on appelle un groupe com-
mutatif, et les conséquences que nous allons tirer des axiomes (R1) a
(R 4) valent pour tous les groupes commutatifs (quelle que soit la notation

o2
- ~rmd A emm ~an act las Aaa e

pdl I.IDUIICIC auuptcc pUUl J \g, I’} , ld uauuuuuu €St vicn UlllClldu uuxuc(‘uaw;
(1.3) Il existe un seul élément w de R tel que w + & = & pour tout £eR.
En effet, si @’ est un second élément de R tel que ' + f = ¢ pour tout

é R on a en narticulier. en vertu de (p 1\

UAA & vii pa xvullv&, Wil V Wi

3
~—
'
_—

D~

Po—

(]

=

- -

['a

=0 +oo=0+0 =0

L’unique élément w de R vérifiant (R 3) est appelé « zéro » et sera noté 0
désormais.
(1.4) Dans R, ia relation ¢ + n = & + { entraine n = (.

En effet, d’aprés (R 1), (R2) et (R4),0on a

C+E+MN=+)+n=C+8)+n=0+n=1

et de méme &' + (¢ + {) = { ; d’ou la conclusion.
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Fl'n narhmlhpr nour tont £
il whad S -

l t
....... , pour tout ] tel qu
on le note —¢ et on dit que C’es l’opposé de;ona —(—¢
On écrit & — n pour & + (—n).
(1.5) Dans R, la relation &n = 0 est équivalente a « & = 0 oun = O».
Tout d’abord, on a, par (R9), (R 1) et (R 3)

'U

0 + &2 = (0 + &)¢ = &2
d’ou 0¢ = O en vertu de (1. 4) ; par (R 5), on a donc aussi £0 = 0. Supposons
nnnnnnn N z e alAawa A 4- A~ (D LY /D LY (D 7\ ¢ (D Q)
maintenant l,r, =0et ¢ # 0 ; alors, en vertu de (NJJ, (NUJ, (N /) ClL {(NOJ,

on a
&' = (" =en=n.

Mais en vertu de ce qui précede, £(&én) = £"0 = 0, donc n = 0.

La propriété (1.5) s’exprime encore en disant que dans R il n’y a pas de
diviseur de zéro (autre que 0).
(1.6) Soit R* le complémentaire de {0} dans R ; il résulte de (1.5) que la
restriction a R* x R* de ’application (&, n) — &n est une application dans
R*. Les conditions (R 5), (R 6), (R7) et (R 8) entrainent alors que pour

cette application, R* est un groupe commutatif dit groupe multiplicatif des

mhras rdale £ N (prar dane (D Q) avAtr — N Aan Aa
llUlllUl\.ﬂD VIO 7~ VU \ al Jualld \l\ U’ Ull llU p\.«ut avull s - Vv ull VUlLu UU

(1.5)). Comme dans (1.3) et (1.4) on ne s’est servi que de (R 1), (R2), (R3)
et (R4), on conclut de cette remarque et de (1.2) les deux propriétés
suivantes :
(1.7) 11 existe un seul élément ¢ € R tel que e£ = & pour tout £ eR.
(1.8) Si & # 0, la relation &n = &L entraine n = (.

L’unique élément ¢ R vérifiant (R 7) est appelé 'élément unité de R
et sera noté désormais 1.

Pour tO‘ut ¢ # 0 dans R, élément £” tel que &'¢ = 1 est unique ; on le
note ¢~ ! ou 1/€ et on dit que c’est inversede & ;ona (671)"! = & par (1.8) ;

on écrit aussi n/¢ pour né~ 1. Comme 0 = 0 pour tout (R en vertu de
(1 5) ot que 1 £0 0O n’a nac A’inverce danc R

\L J, \IL\-l i 7_ U’ J lluy O N RILY Wi UW VIGLLLAY AN,
(19 Sié#0etn#0,0ona () =11
En effet (n 16 Heén=n"Y ¢ ¥ =n"'In=n"'n=1 et on conclut

par I’unicité de P’inverse.

(1 10) Ona (—=&n = &(—n) = —(én).
En effet &n + (=& =& + (=& =0 =0 en vertu de (R9) et de
(1.5) ; on conclut par I'unicité de 'opposé d’un élément.
En particulier ona —¢ = (—1)¢ pour tout £ eR.
(1.11) La relation « & < 77 et & # n» entre deux élér
aussi £ <n, ou n > & La relation & < n (resp. & > ,

lit «n est supérieur a f» (resp. «n est inférieur a

“"m
\%
=
—
[72]
(¢’]

hY
cunsriour a Fy « n ect ¢ tomont infoviour a £ \\\ N
Qul’c' cel s ”, AN " WOl l« “ LOInCrL lv,yo' el A 5 ’ il

au lieu de « supérieur », « plus petit» au lieu d’« inférieu

3
C:.‘f‘n

-t
v €



24 Nombres réels

(¢']
r—
(4]
wn
[4%)
g
[
3
D
wn
—
-~}
U,
)
N
—_~
y—
y—
-
—
)
—r
\J
N
[¢]
4
3
]
D
3
-
2
)
—
w
-
D,
$v]
=
o)
-]

 10), (R 11), qu
¢ < n entre & et n est une relation d’ordre total ; on dit qu’un ensemble E
pour lequel on a défini une relation R(&, n) entre deux éléments quelconques
de E, vérifiant les conditions (R 10), (R 11) et (R 12) (ou il faut bien entendu
remplacer ¢ < n par R(&, ) partout) est un ensemble totalement ordonné
par la relation R. Les conséquences que nous allons tirer des seuls axiomes
(R 10), (R 11) et (R 12) valent pour tous les ensembles totalement ordonnés
(quelle que soit la notation R(¢, ) adoptée pour la relation d’ordre total).
(1.12) La relation £ < n est équivalente a « £ < 1 ou &

En effet, si 'on a 5 <11 et £ #1n, on a £ <n par définition ; donc si

n
E<mn ou bien £ =7, ou bien ¢ < n. Réciproquement, £ < n entraine
< n par définition es m n

A

en vertu de (R 11)

- = , J whad \&VA:AAA AN 1 1.

(1.13) Pour deux nombre réels quelconque
trois relations ¢E < n, E=n, & > n.

En effet, en vertu de (R 12), on a, ou bien £ < 5, ou bien &€ > n ;si & < 7,
on a, ou bien ¢ < 7, ou bien ¢ = n par (1.12) ; en outre si ¢ < 7, on ne peut
avoir aussi ¢ = #n, car on aurait d’autre part & < n et par suite £ =7 en
vertu de (R 11), ce qui contredit I’hypothése £ < 1. Donc, si I’on a & < 7,
on ne peut avoir ni £ = n, ni & > 5 (1.12). On prouve de méme (par échange
de & et #) que si 'on a £ > #, on ne peut tavoir = ni E <7 enfin, si
¢ = n, on ne peut avoir ni £ < 5 ni £ > 5 par définition de ces deux rela-

tions (1.11).
(1.14) La relatio

\RLen"w)

t une seule des

7]
J\n
=

Q

3

Q

s

S

o

o ¢

«E<ne
«&<netn < {»entraine & < (.

Comme n < { entraine par définition (1.11) que n < {, il résulte de
(R 10) que la relation « & < 5 et n < {» entraine ¢ < { ; en outre, on ne
peut alors avoir ¢ = {, car on aurait simultanément £ < n et n < ¢, ce
qui contredit (1.13). Méme démonstration pour la seconde assertion.

(1.15) Les relations &, < n, et &, <n, entrainent &, + &, <ny + 1, ;
si de plus on a, soit £, < n,, soit &, < ny,ona &, + &, <n, + n,.

Ln affat A’anerde (D 12) at (D 1) laa hunathdcag antratnan 1AMAQQIvVArAn
i Ull\«t, U apivo \IN 1J) vl (1IN 1), 1V ll_y}) L1IILOWD \vllllalll\vllt DU\/U\JDD Vvilivil

1+ & <n +&etn + &, <ny +ny;onenconclutéy + &, <ny + 1,
par (R 10). En outre, si I’'on a alo rs &, + &, =1n, + n,, on déduit de ce

S
~
A

-

Q)

t

3

<
[ 2 v ) ’ T~

¥

» entraine ): < r ° I’ﬂ mn"mo lﬂ Yo nﬁnn
> L2 SRR w< T s T CraLrU

L 2E124 (24 - 9 L2 i1 e

—

aui nrécéde et de (R 11) gue 'on a aussi &. + &. = 4+ . =n. + n,
b el b dd b A A ) que fon a ausst ¢, - 31 Ny T 62 1T T2
ce qui entraine par (1.4) &, = n, et £, = 5, ; d’out la seconde assertion en

vertu de la définition (1.11).
(1.16) La relation ¢ < n est équivalente a la relation ¢ + { <n + (;
relation & < n est equwalente at+{<n+

En effet, il résulte de (R 13) que la relation £ < nentraine &€ + { < n + (.
Inversement, en vertu de (R 13) la relation & + { < n + { entraine
E+D)+(=0<Mm+0+ (=0, ce qui n'est autre que ¢ < n D’autre

mart la ralatinn £ L/ — a1 L 7 act
paiy, 1a rGauddn ¢ + { =1 + ¢ €51

seconde assertion de 1’énoncé.

nival v\t A mwar (1 A’Aty 1

An o o o
cquivaiCnic a s =1} par \1 -r; G Oou ia
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(1.17) Les relations £ <1, 0<n =& &£ —n <0, —n < =& sont équiva-
lentes. Les relations ¢ <n, O0<n—¢& & — 11 < O —-n< —¢& sont
équivalentes.

11 résulte en effet de (1.16) que & < i est équivalente & & — & < n — ¢,
cequin’estautre que 0 < 1 — & que & < nestéquivalentea é —n < n — 1,
ce qui n’est autre que £ — n <0, et enfin que ¢ < 5 est équivalente a
E—(E+n<n—(E+n), ce qui n'est autre que —n < —¢&. De méme
pour la seconde assertion.

T o mlaen Aal tal n ( - N\ nt
LES Nomores rccis g tCis quc «, = U (resp. 5 > U)j sont

(resp. strictement positifs) ; les nombres réels & tels que & < 0 (resp. &€ < 0)
sont appelés négatifs (resp. strictement négatifs) ; on note R, (resp. —R,)
’ensemble des nombres positifs (resp. néonhfs), R* (resp. —R*%) I’ensemble

des nombres strictement positifs (resp. strictement négatifs). Les relations
E>0et —E <0 (resp. £ >0 et —¢ < 0) sont équivalentes en vertu de
(1.17).
(1.18) Si £ >20et n=0,0na &£+ n=0; en outre on a alors, ou bien
E+n>0,0ubiené=n=0.

C’est un cas particulier de (1.15).
(1.19) Pour tout nombre réel &, on pose || = Esié >0, |¢| = —EsiE <0
et on dit que || est la valeur absolue de £ ; on a donc toujours |£| > 0.
On a évidemment |—¢&| = |¢| par (1.17) ; en outre la relation || = 0 est
équivalente a £ = 0.
(1.20) Si a > 0, la relation |¢| < a est équivalente & —a < & < « ; la relation
€| < a est équivalente & —a < & < a.

En effet, si £ > 0, la relation ¢ > —a est toujours vérifiée puisque
E>0et 0> —a((1.17) et (1.14)) ; la relation |¢| < a (resp. |¢| < «) est en
outre équivalente alors 5 oc (resp. & < cx) Si au contraire £ <0 la

equ1valente a —é <a (resp. —¢ < a), donc a &

vertu de (1.17) ; d’oui la conclusion.

(1.21) Quels que soient les nombres réels &,n, on a |E +n| < |&| + |n| et

&l = Inll < 1€ = 7l. _ S
Si{>0etn>0 0onad+n=>0(1.18), donc | + n| = |¢| + || par

définition (1.19) ; la mé&me relation a lieu si £ <0 et n < 0 par change-

ment de £ et n en —¢ et —n. Si 'on a € <0 <7, alors on en déduit

E+n<n<n+[¢ =+ ¢ eté+n>c“>c“—ini— —[¢| = nl, d’ou
| + 5| < |€] + In| par (1.20) ; on raisonne de e par échange de 5 et ¢
lorsque 1 < 0 < £. Enfin, de ce qui vient d’étre dé--.vntré, on tire
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il
0<(n— & =nl— & compte tenu de (R 9), et on conclut par (1.17).
(1.23) Les relations € <0 et n > 0 entrainent &n < 0 ; les relations & <
et n < 0 entrainent &n > 0. Les relations £ > 0 et n > 0 entrainent &n > 0 ;
les relations £ > 0 et n < 0 entrainent &n < 0 ; les relations £ <O0etn <0
entrainent &n > 0 (régle des signes).

On a en effet (—&n = —(&n) et (—EN—n) = —(&(—n)) = én par (1.4)
et (1.10). La premiére assertion résulte donc de (1.17) et (R 14) ; la seconde
résuite de la premiére et de (i.5).

Pour tout nombre réel &, on a donc &2 > 0 en vertu de (R 10) et (1.23).
En outre il résulte de (1.5) que la relation ¢ = 0 entraine ¢ = 0, donc la
relation & # O est équivalente & £ > 0. En particulier, comme 1 = 12, on
a 1 > 0 compte tenu de (R 7) ; on déduit alors de (1.18) que 2 =1+ 1> 0,

3=2+1>0, et ainsi de suite.
(1.24) Pour deux nombres réels quelconques &, 1, on a |&n| = €. |nl.

Cela résulte aussitot de la régle des signes et de la définition (1.19).
On a en particulier |£]* = [£3| = &2 pour tout £ e R.
(1.25) Si ¢ >0,0ona &1 > 0. Si { >0, la relation ¢ < n est équivalente a
EL < nl et la relation & < n est équivalente a £ < n{. La relation0 < ¢ <
est équivalente a0 < n~! < &1,

Si £>0,0na ¢ t=1>0, et on en tireé > 0 en vertu de la

régle des signes et de (1;13)5 Si (> Oi la relation & < n{ entraine
(fl’;){_ 1 < (‘IiC)C_ 1 d’aprés cE qui pi‘éCéde et \1 24} , Onl dcduu doncdelaetde
(1.22) que & <n et & < n{ sont alors équivalentes. L’équivalence de

& < netde & < n¢ (lorsque ¢ > 0) résulte alors de ce qui précéde et de
(1.8). Enfin, de 0 < £ < 1 on tire, en vertu de ce qui précéde et de (1.5),
0 < &E 'Y <y tp™Y), cest-a-dire 0 < n~1 < &1,

(1.26) 11 résulte de (1.23) et (1.25) que les applications (&,1) = énet € = E71
restreintes 8 R%¥ x R% et 4 R% respectivement, sont des applications dans
R* ; comme en outre 1 > 0 on conclut alors de (R 5), (R6), (R7) et (R8)
que R% est un groupe commutatif, sous-groupe de R*.

(1.27) Pour tout nombre réel &, on pose sgn(é) si £ > 0, sgn(é) =

si &£ < 0 et sgn(0) = 0 (signe de &) ; il résulte aus 6 de cette définitio et
de la régle des signes que 'on a

(1.27.1) sgn(&n) = sgn(&) sgn(n)

quels que soient &, n dans R ; en outre, par définition de || (1.19), on a
(1.27.2) & = |¢] - sgn(&).

Il est clair que I’ensemble 3 deux éléments {—1,1} est un sous-groupe
de R* ; ’application & — sgn(£) est un homomorphisme de R* sur ce sous-
groupe en vertu de (1.27.1), et I'application & — |&| est un homomorphisme
de R* sur le sous-groupe R*% en vertu de (1.24). En outre, la formule (1.27.2)
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unique maniére d’écrire tout nombre réel £ # 0 sous la forme d’un
prodult pl,oup>0et estégala 1l oua —1;on dit que le groupe R*
est produit direct de ses sous-groupes { — 1
(1.28) Les relations 0 < &, <n,, 0 < &, < n, entrainent £,&, < n,n, ; si
de plus on a, soit £, < n,, soit £, < n,, on a &, 52 < 112
La OCmOIlS[I'dIiOIl est ld méme quc CCllC (lC (l 13), cn y rem
I’'addition par la multiplication et utilisant (1.25) au lieu de (R 13). En
particulier :

(170 T, »
\Ledj Lk 71

e < Il
(1.30) La relation &3 < n? entre deux nombres réels est équivalente a & <
En effet, si 0<¢<n ona 0<& <y? puis 0 <& <n? par deux
applications de (1.28) ; comme (—¢)*> = — &3, il en résulte que si £ <5 <0,
on a aussi £3 < n3;enfin, si £ <0< n ona & <0<y ce qui achéve
la démonstration.
(1.31) Pour tout nombre o > 0, il existe un nombre > 0 et un seul tel que
p? = a ; les nombres B et — B sont les seuls nombres réels ¢ tels que &% = a.
Nous allons appliquer (R15) au polynéme f(¢)=¢* —a; on a
f(0)= —a < 0. Dautre part, sia <l,ona f(l)=1—-a>0;sia>1,

An a a2 oA at £la)l <~ N Mane lag Aanvy ~rae Pavictancra da R rdenlta Aa (D 18)
vll a & ~ K UtJ \u} ~ U, L7A11D 1VDI ULVUA LVAD 1 VAIDLVIIVV UV ’J 1WVOULLV UV \l\ lJ}-

L’unicité de la solution B > 0 de I’équation &2 = a résulte de (1.29), et

il est clair que — f§ est la seule solution <O de cette équation.
Comme par ailleurs on a ;2 > 0 pour tout nombre réel £, on voit donc

Nsazaaaa B9y vaii Vi Ne s as

que l’equatlon 2 =aa deux solutlons opposées si a > 0, une seule (égale
a 0)si a = 0, et aucune solution si a < 0. Lorsque a > 0, I'unique solution

B > 0de I’équation &2 = « s’appelle racine carrée de a et se note \/; (ou o).
Il résulte de (1.29) que la relation 0 ¢ < n est équivalente a JE < \/E_.

~

\1..)5; Une éq‘ iation de mJurme a(, + p(, + 7= 0 (a # U} a deu
distinctes si B?> — 4ay > 0, une seule solution si B% — 4oy
solution si f* — 4ay < 0.

Cela résulte aussit6t de (1.31) et de la formule

2L BE 4y (., BY (B> —4ay)
ps ')’—“\C 20(} K_—4°‘2 }

xlx—n{nq‘.M_Ln\nnan

moins une solution.

Comme a # 0, on peut diviser par a et supp ser donc que « = 1. Nous
allons annhnuer (R 15) au polynéme f({) 3 4 RZ‘Z + y¢ + 6. Posons
A=1+|,8|+|y|+|5|>1,onp ut écrire, pour ¢ # 0,

(LB 8
(1.33.1) (&) = 53(1 tetat ?)
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Or, si 'on prend |¢] > A (par exemple |¢| = 4 + 1), on a, puisque |¢] > 1
By O 1( \ A
S+ S+ El<mBl+HP ) <5<
1€ & & I\ J K
d’ou
B, v 0 A
1+ +5+—5>1—-——->0
¢ e e iq

et la régle des signes montre que f(£) a le signe de &°. Par suite, on a
f(=A—=1)<0, f(4+ 1) > 0, et la conclusion résulte de (R 15).



CHAPITRE II

Les axiomes de la geométrie euclidienne

(1) Do ALBaces o
(«.1) rar acinition,

suppose données :

1° une application (x,y) > x + yde E x E dans E ;
2° une application (4, x) > Ax de R x E dans E ;
3° une application (x y) = (x]ly) de E x E dans R ;

Axsewra Ao Aitan .
—vérifiant les condition aulvautca, aites ¢
euclidienne » :

(V 1) Pour tout couple (x, y) d’élémentsde E,ona x + y =y + x.
(V ’)\ Pour tout trinlet (x.v.2) d’élédments de E. on a x + (v + 2) =
P W 3 l L3 \./\r .y l.l, W WiWwWiliAWwWiivD AW l—l, \Jii “ Cad 1 \-y 1 Li’
(x+y)+z(elementnotex+y+z n pose de méme x + y+z+t

= (x + y + z) + t pour quatre elements de E, et de méme pour plus de
quatre éléments).
(V 3) Il existe un élément e de E tel que, pour tout élément x de E, on
aite + x = x.
(V4) Pour tout élément x de E, il existe un élément x’ de E tel que
x+x' =e
(V 5) Pour tout cou
ona (ax + f)x = ax + fBx.
(V 6) Pour tout nombre réel a et tout couple (x, y) d’éléments de E, on a

alx + \7\ = qx + ay.

ol x

(V 7) Pour tout couple (a, f) de nombres réels et tout élément x de E
on a a(fix) = (af)x.

(V 8) Pour tout élément x de E, on a 1x = x.

(D,) Pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de E, il existe trois nombres
réels o, 5, y non tous nuls et tels que ax + fy + yz = e ; en outre, il existe
deux éléments a, b de E tels que la relation da + pub = eentraine A = u = 0.

(E 1) Pour tout couple (x, y) d’éléments de E, on a (y|x) = (x|y).

78 "l )Y DArviee tAAnt terinlat {v ) A’AlAmranto D
v 4&) 10Ul tvut  uiipivt Ay Vo &) CiICMenis ) W}

(xlz) + (ylz).

i3} 4

o ’'as sl
v y, Ol a X T
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(ocxly) cx( y).

(E 4) Pour tout x # ¢ dans E, on a (x|x) > 0.

(2.2) Un espace euclidien a trois dimensions est de méme un ensemble E
pour lequel on suppose données trois applications comme dans (2.1)
vérifiant les mémes conditions que dans (2.1), a I’exception de (D,) qui est
remplacée par la suivante :

(D5;) Pour tout quadruplet (x,y, z,t) d’éléments de E, il existe quatre
nombres réels a, f§, 7,0 non tous nuls et tels que ax + By + yz + ot = e ;
en outre il existe trois éléments a, b,c de E tels que la relation
/a+ ub + yc =eentrainel=u=y=0.

7 2\ nnﬂn lag fo-l\;o nl‘\nv\cf 7=
\@eJ) LJAlID 1IVD L1VID uayu L Y
4

les conséquences des axiomes (V 1) a (V 8) seuls, puis celles qui découlent
de I'axiome supplémentaire (D,), et enfin celles qui utilisent le systeme
d’axiomes de la géométrie plane euclidienne tout entier. Aux chap. VI et
VII, nous étudierons de méme en premier lieu les conséquences des axiomes
(V1) a (V8) et (D;), puis celles du systéme complet des axiomes de la
géométrie euclidienne a trois dimensions.

(2.4) Soit E un ensemble pour lequel on a défini trois applications
(x, ¥) = x + y, (4, x) = Ax, (x, y) = (x|y) vérifiant les conditions de (2.1). Soit
d’autre part g une bijection de E sur un ensemble E’, et soit g~ ! la bijection
réciproque. On peut alors définir pour E’ trois applications :

i
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x,y)—=gg~'(x) + g~ (') = x' + ¥ par définition
(4, x") = g(Ag~ (x")) = Ax’ par définition

(x,¥) = (g~ ' (x)g™ ') = (x'|y") par définition.

Il est immédiat de vérifier pour ces trois applications Ies conditions de
(2.1). Par exemple pour vérifier (V 3), on pose e’ = g(e) et I’on a pour tout
X'eE, ¢+ x =glg7e)+ g7 (X)) =gle+g (X)) =9lg7(x) = X'

On dit quc le ptan eucualen E’ ainsi défini s’obtient par transporl ae
structure au moyen de la bijection g. On a bien entendu une deﬁnltlon

analogue lorsqu’on suppose seulement vérifiés certains des axiomes de
(2.1), ou lorsqu’on remplace (B,) par (D).
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Espaces vectoriels

4

3. 0) Un ensemble E pour lequel on suppose donnees deux applications

(x,y) = x + y et (4, x) - Ax vérifiant les conditions (V 1) & (V 8) (les autres

axiomes du chapitre II n’étant pas necessalrement vérifiés) s’appelle espace
vectoriel réel, ou simplement espace vectoriel ; les éléments de E sont
appelés vecteurs ou points ; les nombres réels (en tant qu’ils opérent dans
E) sont souvent quallﬁes de scalaires. L’application (x,y) > x + y est
appelée ’addition des vecteurs dans E, et I’application (4, x) - Ax la multi-
plication des vecteurs par les scalaires ; on dit que x + y est la somme des
vecteurs x et y, et de méme pour plus de deux vecteurs ; on dit que Ax est
le produit du vecteur x par le scalaire 4 (on I’écrit parfois aussi x4).
L’ensemble R des nombres réels est un espace vectoriel pour les applica-

tions (&,n) > & + n et (4,¢) » AE en vertu des axiomes (R1) a (R9);

hla O A D t
sous-ensemble {0} de R est aussi un espace vectoriel pour les restrictions

de ces mémes applications. Nous allons dés les §§1 et 2 ci-dessous ren-

contrer de fagon naturelle beaucoup d’autres espaces vectoriels.
Nous donnons dans.ce chapitre les cnnqeallenceﬁ les plus élém

it NeNSaal 232 il o 1ua _

des axiomes (V1) a (V8), en nous bornant strictement aux resultats et
définitions qui sont utilisés en géométrie euclidienne a 2 et 3 dimensions.

§ 1. Sous-espaces vectoriels; variétés linéaires

Les axiomes (V1) & (V4) expriment que, pour l’addition, un espace

vectoriel E est un groupe commutatif (dit « groupe additif de E»), et les

propriétés (3.1.1) et (3.1.2) ci-dessous découlent donc de (1.3) et (1 4) re-

spectivement.

(3.1.1) 11 existe un seul élément e de E tel que e + x = x pour tout xe E
L’unique élément e de E vérifiant (V 3) est appelé 'élément neutre ou

Iorigine de E et noté 0 (par analogie avec le nombre réel « zéro» qui a la
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vénient & noter par un méme signe ’élément neutre de tous les espaces
vectoriels et le nombre « zéro ».

(3.1.2) Dans E, la relation x + y = x + z entraine y = z.

(3.1.3) Pour tout scalaire a et tout vecteur x, on a O0x = «0-= 0.

| PR, cralaiea

7
U dpIlcs [V J}, o1 4, pUUl tout scaiaire A,

Ox + Ax =0 + A)x = Ax

méme propriété dans R) ; I’expérience montre qu’il n'y a pas d’incon-

d’olt 20 = 0 par (3.1.2).
(3.1.4) La relation 1y = 0 équivaut a «y = 0 ou 1 = 0».

Supposons en effet 4 # 0 ; on a alors, pour tout vecteur z € E, en vertu
de (V7) et (V 8)

AT ) =LA A)z=1.z=12z

Si Ay = 0, on a donc y = 0 en vertu de (3.1.3), d’ou la proposition, compte
tenu de (3.1.3).
(3.1.5) Pour tout x € E, le vecteur (—1)x est ’unique vecteur x' € E tel que
x + x' = 0 (dit opposé a x).

L’unicité de x’ résulte de (3.1.2) ; par (V5),(V8) et 3.1.3) ona

x+(-Dx=1x+(-Dx=0+(-1))x=0x=0.

On pose —x = (—1)x et on écrit x — y au lieu de x + (—y).

(3.1.6) On dit qu’une partie non vide V de E est un sous-espace vectoriel
(ou simplement un sous-espace) si, pour tout couple (x, y) de vecteurs de
V et tout couple («, B) de nombres réels, on a ax + By e V. Les restrictions
de(x,y) > x + yet(4,x) > AxaV x VetR x V respectivement appliquent
donc ces ensembles dans V, et il est immédiat que ces restrictions vérifient
les conditions (V 1), (V 2), et (V5) & (V8),; en outre, d’aprés (3.1.3), on a
0eV, donc (V 3) est aussi vérifiée ; enfin, en vertu de (3.1.5), ona —xeV
pour tout x €V, donc (V 4) est aussi vérifiée, et V est un espace vectoriel

pour les a pnhcatxone precedentes, d’ol le nom choi
(3.1.7) L’ensemble {0} réduit a I’origine de E est éV d mment le plus petit

sous-espace vectoriel de E. Si V et W sont deux sous-espaces vectoriels de
E, il en est de méme de leur intersection V N W. En outre, ’ensemble U
des sommes x + y, ol xeV et ye W, est un sous-espace vectoriel : en
effet, si a, B sont deux nombres réels, x,, x, des vecteurs de V, y,, y, des
vecteurs de W, on a

a(x; + y;) + B(xy + yi3) = (axy + Bx,) + (ay; + By,)
7 _L ‘X/ : 1l est
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la réunion V.U W). On a évidemment V + W = W + V, et pour que I'on

ait V. < W, il faut et il suffit que V+ W = W. En outre, si V,,V,, V; sont
trois sous-espaces vectoriels, on a V, + (V, + V3) = (V, + V,) + V; par
(V 2) ; on note ce sous-espace V, + V, + V3, et on dit que c’est la somme
de ces trois sous-espaces vectoriels ; de méme pour plus de trois sous-
espaces vectoriels.

(3.1.8) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes

..... aad

yoriL equwmemes .
a) VW ={0}
b) Tout vecteur de V + W s’écrit d’une seule maniére sous la forme

v L v n“ ‘, nf nc‘x,
J\«TJ’,U ch )’

Si b) est vérifiée et sizeV NnW,onaz+ 0=0+ z donc z = 0, ce qui
montre que b) entraine a). Inversement, si a) est vérifiée, la relation x, + y,
= X, + y,avec xy, x, dans Vet y,, y, dans W, entraine x, — x, = y, — y;;
mais x; — X, €V, y, — y, €W, donc x;, — x, =y, — y; =0, ou encore
X; = X5, Y1 = J,, donc a) entraine b).

Lorsque les conditions équivalentes de (3.1.8) sont vérifiées, on dit que la
somme V + W est directe ; si de plus V + W = E, on dit que V et W sont
UCUX sous-€spaces supplememalres (.ldi'lS D

On dit de méme que la somme de trois sous-espaces vectoriels U, V,
W est directe si tout vecteur de U + V + W s’écrit d’une eeule manieére

ous la forme x + y + 2 av a

de ce qui précéde que cela équivaut aux deux conditions U N V 0}
(U + V)n W = {0}. On définit de méme une somme directe de plus de
trois sous-espaces vectoriels.

Si E,, E, sont deux espaces vectoriels quelconques, et si E=E, x E,
est ’ensemble produit des ensembles E,, E, (autrement dit, ’ensemble des
couples (x,, x,), ou x, €E,, x, € E,), on pose, pour x;,y, dans E,, x,,y,
dans E, et pour tout scalaire 4,

fArmma [} [ avec x ~TT7 ur-" af »r-‘x, 'l rn’on nocitA
v J\vc Uy y & Uoux usoitv

(7]
-

-

(1, X3) + (Y1, ¥2) = (x4 + Y1, %2 + y3)

l(xls xz) = (Axh lxz)~

On vérifie immédiatement que ces deux applications satisfont aux axiomes
(V1) a (V8) (I'élément neutre étant (0,0)) ; on dit que E, muni de ces

deux apphcatlons, est I’espace vectoriel prodult des espaces vectoriels
E,,E,. Dans cet espace, I’ensemble des vecteurs (x,,0) (resp. (0, x,))
ou x, parcourt E, (resp. ou x, parcourt E,) est un sous-espace vectoriel
E; (resp. E,) de E, comme il résulte aussitot des définitions (3.1.6) ; il est

clair que

1N E; = {(0,0)},
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et comme on “eut CCI'H'C
(%1, x3) = (x4,0) + (0, x,)

quels que soient x, € E, et x, € E,, on a E = E| + E) ; en d’autres termes,
E est somme directe de E et E).
Ltnemad sricat e le 1, ALE . -

4 1 Ar: mradrit A
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espaces vectorieis ou plus.

(3.1.9) Soit a un vecteur de E ; 'application ¢, : x - a + x de E dans lui-
nimemalls saemcacl b dnee Ao sinntniiee 2 Qi b Act 2300 connnd vrontae Ao D
lllCIIICD Cbl pPClC IransiGiion a€ veCieur a. Si v TSt uil SCCOo11a voCicur ac | VN
on a
taOtb = tbOta = ta+b

cara+ b+ x)=(@+ b))+ x=>b+ (@ + x) pour tout xe E. En parti-
culier, comme ¢, est 'application identique, toute translation t, est une

h;mnnnn de E sur lui-méme, dont ¢t__ est la biiection réciproague. Comme

vewvrwi e AlAVARAWY WBWLAL Ve g WO AL L JVWLA AL A WWARSARU M W N/ NS ARARAAW

t, = t, entraine a = b, on voit que les translauons forment un groupe
isomorphe au groupe additif E.

(2.1.10) L’image nar une translation ¢t d’un sous-esnace vectoriel V de E

\eRenvy GHVY Ui WBilv wii AL bg W WiL DVWU WP RVY VwvwiViivi YV AW Ad
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est I’ensemble des a + x, ou xe V ; on la note a + V, et on dit que c’es
une variété linéaire affine (ou simplement une variété linéaire) dans E. 1l
est clair que siaeV,on aa + V =V, puisque pour tout yeV, y —aeV.
Les sous-espaces vectoriels sont les variétés linéaires contenant 0 (ou,
comme on dit encore, « passant par 0»).

(3.1.11) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels, a, b deux vecteurs de E.
Pour que a + V soit contenu dans b + W, il faut et il suffit que I’on ait
VcWeta—beW.

Dire que a + V < b + W équivaut a dire que pour tout xe V, a + x est
égal 3 b + y pour un ye W convenable, ouencorex = ¢ + yavecc =b — a.
ve“l “ v ] J rvu& S AL J N e NS AA "ll“vl', W WS WALWNI AW JV - -
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€st ac cette 1orme, €t par suite —c=a — DE W

0

ourtout xe V,onaxec + W = W,donc V = W. Réciproquement,
les rclatlons VcW et a—beW entrainent a+ Vca+ W=
a+ ((b—a)+ W)=>b+ W puisque W= (b —a)+ W.
(3.1.12) Il résulte de (3.1.11) que pour une variété linéaire L, il existe un
seul sous-espace vectoriel V tel que L =a + V; I’élément aeL peut
d’ailleurs é&tre remplacé par a + b pour tout beV, autrement dit est
arbitraire dans L. On dit que V est la direction de la variété linéaire L. Si
V = {0}, L est réduite a un seul point.
(3.1.13) Pour que deux variétés linéaires a + V et b + W aient un point
commun, il faut et il suffit que a — be V + W ; [’intersection de ces deux
variétés linéaires est alors une variété linéaire de direction V Nn'W.

Si x appartient alafoisaa+ Vetab+ W,ilexiste yeVetzeW tels
quex=a+y=b+z,doia—b=—y+ zeV + W ; la réciproque est
immédiate. On peut alors écrire les deux variétés linéaires sous la forme
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les points de x + (V n W).

(3.1.14) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels. Si V < W, on dit que
deux variétés linéaires a + V, b + W, de directions respectives V et W,
sont paralléles. Si ces variétés ont un point communc,onaa+ V=c+ V
cc+W=>b+ W ; donc, ou bien a+ V et b + W n’ont aucun point
commun, ou bien a + V est contenue dans b + W. Par tout point xe E
il passe une variété et une seule de direction V (donc parall¢le & W), savoir
x + V.

(3.1.15) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels supplémentaires ; deux

variétés linéaires a + V, b + W ont alors un point commun et un seul :
AMact nn cas narhr\nher n‘nrlppt r]p 12 1 1'1\ r\nicqnp V _L W — ]..'2 et V ~ W

W WwWOL Wil el uivail 1 vy

= {0}. En particulier, considérons un vecteur x quelconque dans E, et soit

x=y+z,ouyeVetzeW ;comme x —yeW, x —z€V, on voit que

y est I’'unique point commun a V et x + W, z 'unique point commun a

W et x + V, x 'unique point commun a y + W et z + V. Les variétés

linéaires x + W=y + W et x + V=12z+ V, de directions respectives

W et V, sont appelées les variétés projetantes de x sur V et W respectivement.
Thémes d’exercices

1) Soient U, V, W trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si U< V,on a
U+ (VAW)=(U+ V)n (U + W). Cette relation est-elle vraie si U ¢ V ?
2) Soient U, V, W trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si V< U, on a

Un(V+ W)= (U NnV)+(Un W). Cette relation est-elle vraie si V. ¢ U ?

3) Soient U, V,U’, V' quatre sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si I'on a
UnV=U~nNnV,ona

§ 2. Applications linéaires, applications multilinéaires,
applications affines

(3.2.1) Soient E et F deux espaces vectoriels. On dit qu’une application u
de E dans F est linéaire si elle vérifie les conditions suivantes :

(3.2.1.1) u(x + y) = u(x) + u(y)
quels que soient x, y dans E ;
(3.2.1.2) u(Ax) = Au(x)

~rinala ~3raA antAan v At ] - D
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De (3.2.1.2) et (3.1.3) on déduit en particulier.
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(3.2.1.3) u(0) = 0.
\ 7 \>J

Une application linéaire de E dans lui-méme est encore appelee un
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dans R est appelée une forme linéaire sur E.

(3.2.2) Exemples. Pour tout scalaire «, ’application x — ax de E dans
lui-méme est linéaire, en vertu de (V 6) et (V 7) ; on dit que c’est ’homothétie

by e AR LA

linéaire (ou simplement homothetze) de rapport o. Pour o = 0, cette applica-
tion est ’application constante x — 0 (3.1.3) ; pour a = 1, c’est I’application
identique x — x de E dans lui-méme, notée 1z ou méme 1 si cela n’entraine
pas co.fusion.

Déte ‘minons toutes les applications linéaires de R dans un espace
vectori¢l E ; pour une telle application u, la donnée du vecteur b = u(1)
dans E détermine complétement u, car pout tout nombre réel &, on a, par
(3.2.1.2), (&) = w(&.1) = Eu(l) = &b. Inversement, pour tout b € E, 'applica-
tion & — &b est linéaire, comme il résulte de (V 5) et (V7).

Comme dernier exemple, considérons, dans un espace vectoriel E, deux-
sous-espaces vectoriels supplémentaires V, W (3.1.8). Pour tout x€E, il y a
par défivition deux vecteurs p(x)e V, q(x) e W, uniquement déterminés, et
tels que x = p(x) + q(x). Montrons que les applications p et q de E dans
V et W respectivement, sont linéaires : en effet, quels que soient x, y dans
E, on a d’une part

o

et de l'autre

( ) n(\;

= (p(x) + p(y)) + (a(x) + q()).

Mais comme p(x) + p(y) e Vet g(x) + g(y) e W, I’unicité de la décomposition
de x + y donne les relations

I
3
o
-
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n(lx) = Apn(x) alix) = Lalx)
F\'vv) P\"v) b A\ 4 M\
ce qui achéve de prouver notre assertion.
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V et W respectivement, correspondant a la décomposition de E en somme
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direc pAprtW on dit aus si

directe de Vet W ; on dit aus .Hu p (resp. g) est
parallélement a W (resp. V). On dit que p(x et q(x) sont les prOJectzons de x
sur V et W respectivement. On peut naturellement aussi considérer p et g
comme des endomorphismes de E puisque V < E et W < E. Les variétés
linéaires projetantes (3.1.14) de x sont respectivement p~ }(p(x)) et ¢~ X(g(x)).
(3.2.3) Soient E, F deux espaces vectoriels, ¥ une application linéaire de E
dans F. Si V est un sous-espace vectoriel de E, I'image u(V) de V par u
est un sous-espace vectoriel de F, car deux éléments de u(V) sont par

finition de la forme u(x), u(y), ot x, y sont dans V, et I'on a au(x) + Bu(y)

1 U
= +ﬁ) par (3.2.1); comme ax + fyeV par hypothése, on a
u(y)

e u(V). Pour tout ae E, u(a + V) est I’ensemble des vecteurs

u’a) + “(x) avec xeV, en vertu de (3.2.1.1) ; on voit donc que u(a + V)

est la variété linéaire u(a) + u(V). Si V, W sont deux sous-espaces vectonels
de E, on a u(V + W) = u(V) + w(W).

En particulier, u(E) est un sous-espace vectoriel de F, que I’'on appelle
de fagon abrégée I'image de u ; dire que u(E) = F signifie donc que u est
surjective. Toute application linéaire u de E dans F peut étre considérée
comme une application linéaire surjective de E sur son image u(E). Comme

exemple d’applications linéaires surjectives mentionnons les projections
p €t g dans le dernier exempu: de \J 22): : pour tout x € V on peut en effet
écrire x = x + 0 avec xe V et 0e W, donc par définition p(x) = x, ce qui

prouve notre assertion.

inf maintenant W un con space vectnrial de F ¢ a
AAACAZLIAIVWIACLAAL vy il UV“ y VWwwiuvl iwl W y S [ .

réciproque u~'(W) de W par u est un sous-espace vectoriel de E : en
effet, si x,y sont deux éléments de u~ (W), on a par définition u(x)e W,
u(y)e W ; par suite u(ax + By) = au(x) + Pu(y)e W par hypothése, d’ou
ax + Byeu”(W). En particulier u~!(0) est un sous-espace vectoriel de E,
appelé le noyau de u. Dans le dernier exemple de (3.2.2) on a p~*(0) = W et
q~'0) =
(3.2.4) Pour qu’une application linéaire u de E dans F soit injective, il faut
et il suffit que son noyau u~*(0) soit réduit a 0.

En effet, on a u(0) = 0, donc la condition est nécessaire. Inversement

ne nlraen 1) ect la nrnv'unh'nn C119 V (rncn \Xl\
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si elle est vérifie, la relation u(x) = u(y) pour deux éléments x,y de E
équrvaut a u(x — y) = 0 et entraine donc par hypothése x — y =0, ou

=y, ce qui prouve que u est injective.

Par exemple, pour tout vecteur b # 0 dans E, ’application linéaire
¢ — &b de R dans E (3.2.2) est injective, en vertu de (3.1.4).

Avec les notations de (3.1.8), I'application x, — (0, x,) de E, dans le
produit E, x E, est une application linéaire injective.

Si u est une application linéaire injective de E dans F et si V et W sont
deux sous—espaces vectoriels de E dont la somme est directe (3.1.8), alors

& emm aam o Aot —~ YXIT\

la somme u(V)+ u(W) est directe, car on a u(V) n u(W) = u(V n W)

= {u(0)} = {0}.
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(3.2.5) On dit qu’une application linéaire u de E dans F est l..n isomorphisme
de E sur F si elle est bijective ; alors ’application v = u~! de F dans E,

réciproque de u, est linéaire (et par suite un isomorphisme de F sur E).
En effet, si x’,y’ sont deux vecteurs de F, il existe par hypothése deux
vecteurs x,y de E, uniquement déterminés, tels que x' = u(x), y' = u(y),
d’ou I'on tire Ax" + uy’ = Au(x) + pu(y) = u(Ax + uy). Par définition, on a
donc x = v(x'), y = v(y) et v(Ax" + wuy’) = Ax + uy = Av(x’) + pv(y’), ce qui
prouve notre assertion.

Par exemple, pour tout scalaire A # 0, 11101 ie de rapport A dans
E est bijective et ’homothétie de rapport 4~ * est son application réciproque,
puisque I'on a A(A"!'x) = A7 !(Ax) = x pour tout x€E en vertu de (V7)
et (V 8).

On dit que deux espaces vectoriels E, F sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de E sur F ; tout théor¢me démontré dans E et qui ne
fait intervenir que des notions définies exclusivement a ’aide des opérations
d’addition et de multiplication par un scalaire, donne un théoréme corres-
pondant dans F, en considérant les images, par un isomorphisme de E
sur F, des éléments et parties de E qui interviennent dans le théoréme
considéré.

+ 1 Aa
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comme une application linéaire bijective de E sur son image u(E), et u(E)

est donc un sous-espace de F isomorphe a E.

On notera pnﬁn aue dire gu’une hnpphnn a de E sur F est un isomor-
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phisme équivaut a dire que l’addmon et la multiplication par un scalaire
dans F sont obtenus par transport de structure au moyen de g (2.4).

(3.2.6) Soient E, F deux espaces vectoriels, u,, u, deux applications linéaires
de E dans F. Pour tout x € E, posons u(x) = u,(x) + u,(x) ; ’application
u de E dans F ainsi définie est linéaire et se note u, + u, : en effet, on a
pour deux vecteurs x, y de E,

(7]

u(Ax + py) = uy(Ax + py) + uy(Ax + py)
= Auy(x) + puy(y) + Aua(x) + puy(y) = Au(x) + pu(y).

De méme, soient v une appiication linéaire de E dans F, o un scalaire, et
pour tout x € E, posons w(x) = av(x) ; w est linéaire et se note av ; en effet,
on a, avec les mémes notations

w(dx + py) = av(dx + py) = a(dv(x) + po(y)) = Adav(x) + pow(y)
= Aw(x) + uw(y).

Désignons par Hom(E, F) D’ensemble des applications linéaires de

E dans F; on a donc défini deux applications (u,v) >u+ v de

Ha Hom(E dane Ha (o D v Ham(
11Ull.l\.l.4, F } X riomc ,F ) aaimns nuul\L, F ;, et (a, u} — oau de R x Hom(E, r)

dans Hom(E, F). Il est immédiat de vérifier que ces deux applications
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satisfont aux conditions (V1) a (V 8), donc Hom(E, F), muni de ces d
applications, est un espace vectorlel, dans lequel I’élément neutre O est
’application constante x — O de E dans F.

(3.2.7) Soient E, F, G trois espaces vectoriels, u une application linéaire de
E dans F, v une application linéaire de F dans G ; alors I'application com-
posée vou : x - v(u(x)) de E dans G est linéaire. En effet, on a, pour deux
vecteurs x, y de E

v(u(dx + uy)) = v(iu(x) + pu(y)) = Av(u(x)) + po(u(y)).

En outre, si u,u,,u, sont trois éléments de Hom(E, F), v,v,,v, trois
éléments de Hom(F, G) et a un scalaire, on a les relations

eux

(3.2.7.1) voluy + ty) = (Vouiy) + (Vouy)
(3.2.7.2) (vy + vy))ou= (vy0u) + (V3 0u)
(3.2.7.3) vol(ou) = (av) ou = a(v o u).

Vérifions par exemple (3.2.7.1) : pour tout xe E, on a
(Vo (uy + ux))(x) = v((u; + u)(x)) = v(uy(x) + uy(x))
= v(uy(X)) + v(Uz(x)) = (Vo uy)(x) + (vouz)x)

et les autres vérifications se font de méme.
(3.2.8) Faisons F = G = E dans les énoncés de (3.2.6) et (3.2.7). L’ensemble.

Ho (F F'\ des endomorphismes de E se note encore Fndlp\ et on a vu

\.’l.ll\ presiinivo AN/ VW Wiiw

dans (3.2.6) que c’est un espace vectoriel. En outre, le composé vou de
deux endomorphismes v, u de E se note encore vu (ou v.u) et s’appelle
aussi le produit de ces deux endomorphismes ; il faut noter qu'en général
on a vu # uv (4.1.12). Comme la relation d’associativité w(vu) = (wo)u
= WoVou pour trois endomorphismes de E est évidente par définition,
les relations (3.2.7.1) et (3.2.7.2) montrent que End(E), muni des applica-
tions (u,v) > u+ v et (u,v) > uv, est un anneau (non commutatif en
général).™ 11 est clair que 'application identique lg est I'élément unité de

cet anneau ; les éléments inversibles de End(E) sont les éléments u pour
= I,

lesquels il existe ve End(E) tel que uov=v0o autrement dit
u(v(x)) = x et v{u(x)) = x pour tout xeE ; la pre __.érv de ces relations

AV Y rY LS G A ~

prouve que u est surjectzf et la seconde que u est injectif, autrement dit les
éléments inversibles de End(E) sont les endomorphismes bijectifs de E ; ce
sont aussi les isomorphismes de E sur lui-méme, que I’on appelle auto-
morphismes de E. Ils forment un groupe (non commutatif en général) que

Falh Ve oA\

I'on appeue le groupe linéaire de E et qué I’on note UL(L).

) C’est bien entendu ici qu'il faut donnkr la définition générale d’'un anneau non com-

mutatif, au moment ou I’on en rencontre pour la premiére fois de fagon naturelle ; il doit
en étre de méme pour la notion générale de groupe non commutatif et toutes les notions
générales que 'on a I'occasion de rencontrer par la suite.
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dans E;onah;, +h, = h,+,, par (V 5) et, en vert de (3 1 4), la relatlon
h, =0 est equwalente a A = 0 lorsque E n’est pas réduit a 0. Il est clair
que h; = 1z dans I'anneau End(E) ; d’autre part, en vertu de (V7) et
(V8), on a h;h, = h;, dans End(E), et pour 4 # 0, h; est inversible dans
End(E) et son inverse est h,,;. On voit donc que s1 E # {0y, les h; lorment un
sous-corps Z de End(E), isomorphe au corps R. On notera que pour tout
ue End(E), on a iu = h,u = uh, pour tout scalaire 4; en particulier
n, = 4.1

Lorsque E = R, tout endomorphisme de E est un homothétie (3.2.2),
donc End(R) est un corps isomorphe a R.

Si g est un isomorphisme de E sur un espace

écrit d’une seule maniére gouog
-1

vectoriel F, tou
phisme de F s ~1 ol u est un endomor-
phisme de E, et il est clair que u > gouog est un isomorphisme de
I'anneau End(E) sur I’anneau End(F) (dit déduit de g), qui transforme
GL(E) en GL(F) et I’homothétie h; dans E en I’homothétie h, dans F.

(3.2.10) Etant donné un endomorphisme u de E, on dit qu'un vecteur
x € E est un vecteur propre de u si x est non nul et si u(x) = Ax pour un
scalaire A ; ce scalaire est alors unique puisque l’application & — &x est
lel'b lIl]CCllVC [DL‘I') Les SCdldll’CS A pOUI' lequClS ll EXlSte un vecteur
propre x de E tel que u(x) = Ax sont appelés les valeurs propres de u. Pour

tout scalaire £, on désigne par E(¢ ; u) ou E(£) I'’ensemble des x € E tels

MNNo ul E~e M| ot 1mmn’l" f MNno E agt NN gNIIC_aCNAND 10N fnr:n’ Aa R
\.lu \J\r’ = ‘9'}\' , ll UDI. 111111141 \.1u\.4 ‘_l\s’ wvolL ull DU“D'CD‘I“LC vocoiwurici uv p WP

Dire que A est valeur propre de u équivaut a dire que E(A) n’est pas réduit a
0 ; les éléments de E(4) sont alors 0 et les vecteurs propres correspondant
a la valeur propre 4 ; la restriction de u a E(1) est ’homothétie de rapport
A dans ce sous-espace ; on dit encore que E(4) est le sous-espace propre de
u correspondant a Ia valeur propre A.

Pour tout endomorphisme u de E, E(0 ; u) est identique au noyau u~ *(0)
de u ; on en déduit que pour tout scalaire /4, E(l ;u)estle noyaudeu — 4. 1.
Nous verrons plus loin {4.1.14) des t‘:Xt‘:‘I‘nples d cnuO‘I‘I‘lOrpmS‘I‘I‘lt‘:S qui n’ont
aucune valeur propre, c'est-a-dire pour lesquels E(4 ; u) = {0} pour tout A.

Remarquons enfin que si g est un isomorphisme de E sur un espace

2

unnfnrinl | n (BR(]) « 2\ — () masn— 1N
Vvwivilvl 1, Ull Cl. y\l-l\,lc Y u” -_ l—l\/l:, yuy ’

(3.2.11) Pour qu’un endomorphisme u de E soit tel que u* = 1, il faut et il
suffit que E soit somme directe (3.1.8) des sous-espaces E(1 ; u) et E(—1 ; u).
En effet, supposons que 1'on ait u?> = 1 ; pour tout x € E, on peut écrire

X = 3x + u(x)) + 3x — u(x)).

Or, si y = Hx + u(x)), on a u(y) = Hu(x) + u*(x)) = Lu(x) + x) = y, et si
z=3x —ux), on a uz) = Hux) — u*(x)) = Hu(x) — x) = —z ; autre-
ment dit, cela prouve que E = E(1 ; u) + E(—1 ; u). D’autre part, si x
appartient a la fois a E(1 ; u) et E(—1 ; u), on a u(x) = x et u(x) = —x,
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c Y — —v on encare 2y — 0N doane vy =0 (212
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prouver que E est somme directe de E(1 ; u) et de E(—1 ; u). Inversement,
s’il en est ainsi, posons, pour tout xeE, x =y + z, avec ye E(1 ; u) et
zeE(—1;u). On a ux)=uly)+uz)=y—z et u*(x)=uy) — u(z)
=y+z=x

I peut se faire bien entendu que I'un des sous-espaces E(1 ; u), E(—1 ; u)

o

la achave de
H G¢<

o
via awviivyvwe
).

se réduise a 0. Si E(—1 ; u) = {0}, donc E(l ; u) = E, u est I'application
1dent1que lE ; si E(l u) = {0} on a u(x) — x pour tout x € E, autrement
dit u = — lr, gquc Pon appeuc encore la ayﬁiétrte par rapport al O'r‘ig‘me

Les éléments u € End(E) tels que u? = 1 sont appelés les involutions (ou

endomorphismes involutifs) de E ; ce sont les automorphismes de E tels
-1

queu” =u.
3. 2 12) Soient E,F,G trois espaces vectoriels ; une application u de
E x F dans G est dite bilinéaire si pour tout x € E, I’application partielle
y — u(x, y) est lin€aire et, pour tout y € F, ’application partielle x — u(x, y)
est linéaire. Il revient au méme de dire que, pour x, x’ dans E, y, y' dans F,
on a, quels que soient ies scalaires a, f3, y, 9,

(3.2.12.1) u(ax + Bx',yy + 6y) = ayu(x, y) + adu(x,y’)

' 2 N 1 NS..
(¢4
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On notera en particulier que I'on a u(0, y) = 0 et u(x,0) = 0 quels que
soient xe E et yeF.

Lorsque G = R, on dit qu’une application bilinéaire de E x F dans R
est une jbrme bilinéaire.
(3.2.13) Exemples. L’application constante (x,y)— 0 est bilinéaire. L
multiplication par un scalaire (4, x) - Ax est une application bilinéaire de
R x E dans E (3.2.2).

En vertu de (2 2 12. ion bilinéa
un espace vectorlel G, on a u(¢, n) ul&.1,n.1) = ¢énu(l, 1) = Enc, ol ¢
est un vecteur de G ; réciproquement, pour tout c€ G, (& n) — &nc est
bilinéaire.
(3.2.14) Considérons en particulier le cas ou F = E. On dit qu’une applica-
tion bilinéaire u de E x E dans G est symétrique si i’on a u(y, x) = u(x, y)
quels que soient x, y dans E. Par exemple, il résulte de (3.2.13) que toute
application bilinéaire de R x R dans G est symétrique On dit que u est
alternée \Uu uiumyi‘riéti‘tque; si I'on a u\_y, x) = —u(x, y; q‘t.iels quc soient
x, y dans E. Il est équivalent de dire que I’'on a u(x, x) = 0 pour tout xeE :

en effet, de la définition d’une application bilinéaire alternée, on conclut

en narticnlier ane wly v\ = —ufly v\ oun YIly YN\ =0 d’on ulxy v\ =0
Wil t.lul Viweliiiwi \luv " W

ire de R
A S A

o
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Wy A) = T ER, Ay UU LU, Ry TV, B UUW A
(3.1.4) ; inversement, si u(x, x) = 0 pour tout x € E, on a, quels que soient
x,y dans E, u(x +y,x+ y)=0, dou, par (3.2.12.1),

u(x, x) + u(x, y) + u(y, x) + u(y, y) = 0, c’est-a-dire u(y, x) = —u(x, y).



42 Espaces vectoriels

Il résulte de (3.2.13) que la seule
dans un espace vectoriel G est 0.
(3.2.15) Soient E, F, G, H quatre espaces vectoriels ; on dit qu’une applica-
tion u de E x F x G dans H est trilinéaire si elle est « linéaire en chaque
variable », autrement dit si chacune des trois appllcatlons x - u(x, Vs z)
y = u(x, y, ), z = u(x, y, z) est linéaire (o y, z sont fixés de fagon arbitraire
pour la premiére application, x, z pour la seconde, x, y pour la troisiéme).
On a en particulier u(0, y, z) = u(x, 0, z) = u(x, y,0) = 0 quels que soient

v o~ T I D
x,y,z. Lorsque H = R, on dit que u est une forme trilinéaire. Lorsque

E = F = G, on dit qu’une application trilinéaire u de E dans H est symé-
trique si u(x,y,z) ne change pas par permutation arbitraire de x,y,z ;
il revient au méme de dire que chacune des applications bilinéaires

(x,y) = u(x, y, 2), (y,2) = u(x, y, z), (x, z) = u(x, y, z) est symétrique. On dit
que u est alternée (ou antisymétrique) si chacune de ces trois applications
partielles est alternée ; il revient au méme de dire que I'on a

bilinéaire alternée.de R x R

1 1eaire atternee K XK

Y
&™)
3
=
o
v}
=
S
3

U(x,y, Z) = u(ys Z, x) = u(z, xay) = _u(x’ Z’y) = —u(z, Y, x.) = —U(y, X, Z)-

On définit de la méme fagon les applications p-linéaires pour p > 3.
(3.2.16) Soient u,, u, deux apphcatlons blllnealres de E x F dans G, a un

o Il agt 1:mrenmAAdiat ~s Ao nwmanls ﬂn

nala: Tnnti~
SCaiairc. 11 St immcdaiat Ll v appliva U 1D

(%, y) = uy(x, y) + uy(x, y) (notée u; + u,)

(x, y) = au(x, y) (notée au)

sont bilinéaires (3.2.6). L’ensemble #(E, F ; G) des applications bilinéaires
de E x F dans G est un espace vectoriel ; I'’ensemble des applications
bilinéaires symétriques (resp. alternées) de E x E dans G est un sous-espace
vectoriel de B(E, E ; Q).

Soient E,,F,,G, trois espaces vectoriels, f:E, > E, g:F, - F,
h : G —» G, trois applications linéaires. Alors, si u est une application
bilinéaire de E x F dans G, (x,, y;) — h(u( f(x,), g(y,))) est une application
bilinéaire de E; x F, dans G,.

On a des proprlétes analogues pour les applications p-linéaires quel que
soit 'entier p > 2.
(3.2.17) Soient E, F deux espaces vectoriels. On appelle application affine
(ou application linéaire affine) de E dans F toute application composée

3.2.17.1) U=tyol

ou v est une application linéaire de E dans F, et t, une transiation dans F
(b étant un vecteur quelconque de F). Pour une telle application u, on a
u(0) = t,(v(0)) = t,(0) = b, d’'ot v =1t_,ou, ce qui prouve que la dé-

ot (29 177 1\ Aat Al Prrppve

uOlupualuu"i (3.2.17.1) est unique ; on dit que t, et v sont respectivement i1a

translation et I’application linéaire associées a ’application affine u. Comme

b
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que, pour que u soit injective (resp. surjective, bijective
que v le soit.

Pour toute variété linéaire L = a + V dans E de direction V, u(L) est une
variété linéaire dans F, de direction v(V) : en effet, on a (L) = v(a) + v(V)
et 1, ((L)) = b + v(a) + v(V). En particulier, si L et L’ sont paraliéles
(3.1.14), il en est de méme de u(L) et de u(L'), car si V et V' sont les directions
de L et L' respectivement, et si par exemple V < V', on a (V) < v(V').

(3.2.18) Exemples. Les applications linéaires de E dans F sont évidemment

des applications affines ; de méme les translations dans E sont des applica-

1U110

To ute application affine de R dans un espace vectoriel E est de la forme

& — Ea + b, ou a et b sont des vecteurs de E, en vertu de (3.2.2). Pour tout
ac

€ E et tout scalaire 4, I’application

A

" 4 lni_mmAma
11 1111100 UV 1 Ualldo 1ul=lliviriv.,

vecteur
hg, :x—>a+ AMx—a)=(1— Aa+ Aix

est une application affine de E dans lui-mé&me, dont I’application linéaire
associée est I’homothétie h; (3.2.9) ; on a h, ;(a) = a, et on dit que h, ; est
’homothétie affine (ou simplement homothétie) de centre a et de rapport
/A ; elle est bijective si et seulement si 2 # 0 ; en particulier hy ; = h; ; on
peut d’ailleurs écrire h, ;, = t,oh;, ot, . La relation h, ;(x) = x équivaut a

A
{1 S AYE —_— A — N AAne~ (21 A A 1 — 1 Ay crrita a1 ’ -~ 1 la
\1 L PRAN u) — VU, JUVliv \J [y 'l‘) a — 1 Uu A — u , lJCll QUILWV, O1 A 7~ 1,4 IV
seul point de E invariant par i’homothétie de centre a et ae rapport 4

est son centre a. On notera que pour toute variété linéaire L, h, ,(L) est
paralléle a L, car si V est la direction de L, ona AV < V.

were re wlsa Oa als v---vvv. A aAsy Nsaa w vy

(3.2.19) Sment u = t, o v une application affine de E dans F, ' = t, o w une
application affine de F dans un espace vectoriel G, t. (avec ce G) et w

hY

étant la trapslat;gq et] annhnahnn lindaire associées a . Alors I’ annhnqhnq
/
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composée u’' = u' °u est une application affine de E dans G : en effet, pour
tout xe E,on a

u'(x) =ubd + v(x)) = c + wb + v(x)) = c + w(b) + w(v(x))
ce qui peut aussi s’écrire
(3.2.19.1) U =t,yp o(Wov)

et prouve, de fagon plus précise, que la translation associée a u” est t,.,
et Papplication linéaire associée a u” est la composée w - v des applications
linéaires associées a u’' et u respectivement. En particulier, pour toute

application linéaire v de E dans F et tout vecteur ae E, on a

(3.2.19-2) Vo ta = tv(a) oD.

T Arcrna 13 agt hitortinog An nant danns annara AARnir lag nnnlicatinng afRAnac
LAULIdYHULV U Lol Uyjeltiive, Ull pPpuvul UULIv VIIVUILIL ULdlLll 1V applivallvully alilivo
dont v est ’application linéaire associée par la formule Vot, ; dans
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cette formule, le vecteur g est déterminé de maniére uni
(3.2.19.2).

(3.2.20) On a vu ci-dessus (3.2.17) que les applications affines bijectives sont
celles dont I’application linéaire associée est bijective. Pour une telle applica-
tion u =t,ov, on a u ' =v7lot_, =t,-14 00" " et Papplication réci-
proque u~' est donc une application affine, dont I’application Iinéaire
associée est v~ !. En particulier, les applications affines bijectives de E dans
lui-méme forment un groupe, dit groupe aﬁine de E et noté GA(E).

{29 91 £~ tanmala nat zrevn vzttt Aa L gyre luas Méma
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on peut, au moyen de t,, transporter la structure d’espace vectoriel de E

(2.4) ; cela donne bien entendu une autre structure d’espace vectoriel sur
Esia # n pour cette nouvelle structure, a est 1’ nrvgmp et on dit encore

-
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qu’on l’obtlent en prenant a pour origine dans E. Les applications affines de
E dans E laissant invariant a (c’est-a-dire les applications linéaires de E
dans E pour cette nouvelle structure) ne sont autres que les applications
t,ot; !, ot ve End(E). Toute propriété d’endomorphismes de E se « trans-

porie » en propriétés d appucauons affines laissant a invariant, au moyen
de ’application bijective v — t,vt, *

1) Projecteurs. Si p et q sont les projections correspondant & une décomposition de
E en somme directe V + W (3.2.2), p et g sont des éléments de End(E) tels que p? = p,.
g* = g, p + g = 1. Inversement, pour tout élément p e End(E) tel que p* = p (qu’on
appelle un projecteur ou un idempotent), E est somme directe de p(E) et de p~1(0),
etsig=1-p,onagq®=gq,q(E)=p '0), 9" '(0) = p(E).

Pour que u soit une involution de E (3.2.11), il faut et il suffit que p=(1 + u)/2

soit un pro;ecteur.
Si py, p, sont deux projecteurs dans End(E), are
a ralatinn n— 1O\ ~ lfn\ eot é

la i1viauvir p1q W) < [l vy
il

prGj%Ctelh, il faﬂt et il suffit Que PPy = PaP1 =

= p,p, est équivalente A la relation « p,(p,(E)) < p,(E) et pz(pl 10)) < p; H0)» ;
lorsque p,p, = p,p,, les endomorphismes r = p,p, et s = p, + p, — p,p, sont des
projecteurs tels que /(E) = p,(E) n p,(E) et S(E) = p,(E) + p,(E).

Si p est un projecteur dans End(E), et ¥ un endomorphisme de E, la relation
u(p(E)) < p(E) est équivalente a la relation pup = up.

2) Soient W, W' deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, supplémentaires
d’un méme sous-espace vectoriel V. Montrer que W et W’ sont isomorphes.

3) Supposons que E soit somme directe de deux sous-espaces V,W. Si v,w sont
deux applications linéaires de V et W reqnechvement dans un méme espace vectoriel

F, il existe une seule application linéaire u de E dans F qui coincide avec v dans V et
avec w dans W.

A Danr Aan’nn andamarnhicma 122 da E gnit tal Ana 4.2 — N i1 fant at i1 cnifRt Ana

'r) A VUL YU Uil VIIUVIIVI PIUOLIV ¢ UL A JUIL WLl UL ¢ == VY, 11 1aul LU 11 SUulll uy
< u” HO). Montrer au’alors v = 1 s agt n antamaornhicme de B
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En particulier, si p et g sont les projections correspondant a une décomposition de
E en somme directe V + W, et si f est une application linéaire de V dans W, v ’endo-

morphisme de E égai a4 f dans V et a 0 dans W, u = 1 + qv est un automorphisme
de E.
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LetL,etsil=p+qavecpel,qel,onap>=p,q>=4q,pqg=qp=0,L=Ap,
L'= Aq, et E est somme directe de p(E) et de q(E) résultats analogues pour les
idéaux a droite. L’idéal L (resp. R) est lensemme des ue A teis que p~ 1{0) < u™Y{(0)
(resp. w(E) = p(E)). Si I'on pose V = p(E), W = ¢g(E), montrer que I’espace vectoriel
Hom(V, W) est isomorphe au sous-espace vectoriel gAp de A, et que 'anneau End(V)
est isomorphe au sous-anneau pAp de A (dont p est I’élément unité).

6) Soient E,F deux espaces vectoriels ; montrer que toute application bilinéaire
de R x E dans F est de la forme (& x) = u(éx) = &u(x), ot u est une application
linéaire de E dans F.

7) Soient E,F deux espaces vectoriels ; montrer que toute application bilinéaire
u de E x E dans F s’écrit d’une seule maniére sous la forme u = v + w, ou v est
une application bilinéaire symétrique et w une application bilinéaire alternée.

8) Soient E F deux espaces vectoriels ; on dit qu’une application u de E dan --s F
est quadratzque si elle a la propriété sulvante : il existe trois applications f, g, h de
E x E dans F telles que I’on ait

ulix + py) = ’f(x,y) + Apuglx,y) + p
quels que soient x, y dans E et les scalaires A, u.
Montrer que 'on a f(x, y) = u(x), h(x, y) = u(y), g(y, x) = g(x, y) et g(4x, y) = Ag(x, y).

En outre, Qllnnnnqe
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h(x, y)
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finalement de cette relatlon que v(x,y, z) est identiquement nul, et par suite que g
est une application bilinéaire symétrique de E x E dans F et que I’on a u(x) = 3g(x, x).

9) Soient u, v deux endomorphismes permutables d’un espace vectoriel E (c’est-a-dire
tels que vu = uv). Montrer que pour tout scalaire &, on a WE(¢ ; u)) = E(€ ; u).

10) Soient u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. Montrer que toute
valeur propre 4 # 0 de uv est aussi une valeur propre de vu.

11) Si a toute application affine bijective u € GA(E) on fait correspondre I’application
linéaire associée 1, I’application u — i est un homomorphisme surjectif du groupe
GA(E) sur le groupe GL{(E) ; le noyau de cet homomorphisme est le sous-groupe
(distingué) T(E) des translations de E, canoniquement isomorphe a E considéré comme
groupe commutatif.

12) Si u, u’ sont deux applications affines de E dans F, il en est de méme de I’applica-
tion x — u(x) + u(x’) que T’on note u + u'. Montrer que si uy, u,, u3 ont des apphca-
tions affines de E dans lui-méme, on a (4, + u3)ou1 Uy oy + u3 oU;, Mais en
général u, o(uy + u3) # U, oUy + U, ous. Si u est une application affine de E dans

p ot 2 mn Q(‘OI')I"A Y 2"‘\!’\ act ancnra nne ')'\f\l'l\ﬂ"‘t\ﬂ omnn f‘ﬁ n A ano p [Anoln r}
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h, ou) que I’on note Au ; montrer que I'on a (Au;) o u, = A(u; o u,) mais en général
Uy o (Auy) # Auy ouy).
13) Soit u une appl lication affine de E dans F ; montrer que pour to
linéaire L dans F, u~ (L) est vide ou est une variété linéaire dans E
14) Montrer que toute involution u dans le groupe affine GA(E) (1.e. toute bijection
affine de E sur lui-méme telle que u? = 1) est de la forme u =t,ovot; ! oll v est
une involution dans GL(E) (observer d’abord que, pour tout x€E, 3(x + u(x)) est

invariant par u).
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§ 3. Droites et hyperplans

Pour simplifier, nous écarterons dans ce paragraphe le cas trivial des
espaces vectoriels réduits a 0, et nous supposerons donc dans tout ce qui
suit que E # {0}.

(3.3.1) Soient E un espace vectoriel, a un vecteur non nul de E. L’image
de R par 'application linéaire £ — £a de R dans E (3.2.2) est un sous-espace
vectoriel D, que 'on peut caractériser comme le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant a : c’est en effet ’ensemble des vecteurs &éa et
tout sous-espace vectoriel contenant a contient les £a pour tout £eR.

Aritea TY Nt D na23a e Domnrg mortrnseiol Asites o e A

Ell ouirc v ne cuuuciu aucun DUMD'CDIJULC véeciorié. aiiire que lul-meme et

{0}, car tout vecteur #0 de D est de la forme Aa avec A # 0 (3.1.3) et I'on
a A”'(Aa) = a, d’ou notre assertion d’aprés ce qui précéde. On dit que D

est la droite vectorielle passant par a ; pour tout vecteur b # 0 de D, D est

donc aussi la droite vectorielle passant par b.

Si D, D’ sont deux droites vectorielles dans E, il résulte de ce qui précéde
que P'on a, ou bien DN D’ =D = D’, ou bien DN D’ = {0} ; dans le
second cas, la somme D + D’ est donc directe (3.1.8). Si u est une application
linéaire de E dans un espace vectoriel F, et D une droite vectorielie dans E,
ou bien u(D) est réduit a 0, ou bien u(D) est une droite vectorielle dans F ;
c’est toujours le second cas qui se produit lorsque u est injective

Une variété linéaire \J xw dont la direction p 1.11 ) est une droite
vectorielle s’appelle droite affine (ou simplement droite); une droite vec-

torielle est donc une droite affine passant par 0. Tout vecteur #0 de la

rhrpct}on r] une Arnitp D s npi}p“’p vecteur /Jrrecteur de D, st b est un

vecteur directeur de D, tous les autres sont les vecteurs Ab avec 4 # 0 ;
pour tout point a € D, I’application & — a + &b est une bijection de R sur
D ; ces bijections sont appelées les représentations paramétriques de D ;
I'image de R par la bijection £ — a + &b est I'unique droite passant par
a et ayant b pour vecteur directeur.

(3.3.2) Par deux points distincts a,a’ d’un espace vectoriel E, il passe une
droite et une seule.

Effectuant au besoin la translation t_,, on peut supposer que a = 0,
donc a’ # 0 et la proposition résulte aussitot de (3.3.1).

L’unique droite passant par a et a' sécrit D,, ou D,, (ou D,, ou
D, ,); comme a — a est un vecteur directeur de cette droite, D,, est
I’ensemble des points a+ é(a’ —a)ou ¢ parcourt R.

\/UIIIIIIC umne UlUllC VUL«lUllCUC nc bUllllC lL autCull SOouUsS-Cspdic VCDLUIICI
autre qu’elle-méme et {0}, dire que deux droites sont paralléles signifie
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i1 1

droite et une seule parall¢le a une droite donnée. Si g, a’ sont deux points
distincts d’une variété linéaire L, on a D, < L, car on peut par une
translation se borner au cas ou a = 0, et la conclusion résulte alors de la
définition d’un sous-espace vectoriel (3.1.6).

(3.3.3) Etant donné un vecteur a # 0 dans E, I'’ensemble A des vecteurs
Ea tels que & soit>0 s’appelle la demi-droite vectorielle (ou demi-droite
vectorielle fermée) passant par a et se note Ao,, ; pour tout vecteur b = Ja
de cette demi-droite tel que b # 0, on a a = A~ 'b, donc A est aussi la demi-
droite vectorielle fermée passant par b. L droite vectorielle D passant par
a est I'unique droite vectorielle contenant A ; elle contient exactement

deux demi-droites vectorielles, savoir /_\ et la demi-droite —A (ensemble
des vecteurs —x, ol x € A, dite opposée a A) passant par —a ; en outre D

est réunion de A et —A, et 'on a A n(—A) = {0}. On appelle demi-droite
vectorielle ouverte passant par a I’ensemble des £a pour ¢ > 0, autrement
dit le complémentaire A° (ou Ag,) de {0} dans A ; on dit encore que —A°
(ensemble des vecteurs —x, ou x € A°) est 'opposée de la demi-droite
vectorielle ouverte A° ; D contient exactement deux demi-droites vectori-
elles ouvertes, A° et —A° (aussi appelées les orientations de D), et les
ensembles A°, —A° et {0} forment une partition de D.

L’image d’une demi-droite vectorielle fermée A (resp. d’'une demi-droite
vectorielle ouverte A°) par une translation t,: x - a + x s’appelle la

demi-droite affine d’origine a et de direction A (resp.
A°) ; c’est donc I’ensemble des vecteurs a + x pour x € A (resp. x € A°),
noté a + A (resp. a + A°); on dit souvent « demi-droite» au lieu de
« demi-droite affine» ; les demi-droites vectorielles sont les demi-droites
d’origine 0. Tout vecteur b # 0 dans A (resp. tout vecteur b € A°) est appelé
vecteur directeur de la demi-droite a + A (resp. a + A°) ; cette demi-droite
est donc ’ensemble des vecteurs a + &b pour tous les & > 0 (resp. tous
les £ > 0). Toute demi-droite est contenue dans une droite et une seule ;
inversement, si D est une droite et a € D, 1l existe exactement deux demi-
droites fermées (resp. ouvertes) d’origine a et contenues dans D, comme il
résulte aussitdt des définitions ; ces demi-droites sont encore dites opposées.
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Deux demi-droites de méme uii‘ ction (i’%Sp. de direc S

dites paralléles et de méme sens (resp. paralléles et de sens contraires).
(3.3.4) Soient a, b deux points distincts de E ; tout point de la droite D,,
s’écrit d’une seule maniére sous la forme a + &b —a)=(1 — &)a + &b
avec £ eR. L’ensemble des points de D,, pour lesquels 0 < ¢ < 1 (resp.
0<¢é¢<1,0<&é<1,0<¢<1)s’appelle le segment fermé (resp. ouvert,
ouvert en a et fermé en b, fermé en a et ouvert en b) d’extrémités a et b ; il est
clair que le segment fermé (resp. ouvert) d’extrémités b et a est égal au
segment fermé (resp. ouvert) d’extrémités a et b. Le point 4(a + b) s’appelle
le milieu des segments d’extrémités a et b.
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onvient encore d’an SD.
a Ary

convient encor app esp
ouvert) d’extrémités a et b I'ensemble réduit au point ‘a resp lensemble
vide). Lorsque cela n’entraine pas confusion, on note ab ou ba le segment
fermé d’extrémités a et b.

Soit u une application affine (3.2.17) de E dans un espace vectoriel F ;

on a alors, quels que soient les points a,b de E et le scalaire £,

(3.3.4.1) w(1 — Oa + &b) = (1 — Eu(a) + Eu(b).

0O
~

=}
*3
[¢]
3
o=
('D
]
* 13
('D~
=
(9]

En effet, on peut écrire u(x) = ¢ + v(x), o ce F et v est une application
linéaire de E dans F ; comme v((1 — &)a + &€b) = (1 — &v(a) + Ev(b),

/™ M~ 4

en déduit aussitot {3.3.4. i ), pu1sque Cc = (l - C)C + CC En parucuuer on

2) u(h(a + b)) = 40

(3.3.5) On appelle hyperplan vectoriel dans un espace vectoriel E tout sous-
espace vectoriel H qui est suppiémentaire d’une droite vectorielie (3.1.8).
Un hyperplan vectoriel H n’est contenu dans aucun sous-espace vectoriel
autre que lui-méme et E : en effet,ily a una ¢ H, tel que tout x € E s’écrive
Ea + y avec ye H ; si un sous-espace vectoriel V contient H et un point
x = ¢ + y¢H, on a nécessairement £ # 0, donc a=¢"1x — £ lyeV,

et finalement V = E.

On en conclut que toute droite vectorielle D non contenue dans H est
supplémentaire de H : on a en effet d’une part He D + Het H # D + H,
NnHc

donc D + H=E, et d’autre part D
(33.1) D nH = {0}.

On appelle hyperplan affine (ou simplement hyperplan) toute variété
linéaire dans E dont ia direction est un hyperpian vectoriel ; un hyperpian
vectoriel est donc un hyperplan passant par 0. Pour qu’une variété linéaire
L # E soit paralléle a un hyperplan H, il faut et il suffit, en vertu de ce qui
pi'GCcuc, quc la direction de L soit contenue dans ce“e de H ; en parucuhcn,
dire que deux hyperplans sont paralléles équivaut a dire qu’ils ont méme
direction.

(3.3.6) (1) Soit f une forme linéaire sur E, non identi
scalaire a, I’ensemble H, des x € E tels que f(x) = a est un hyperplan tous
les hyperplans H, sont paralléles.

(i1) Inversement, soit H un hyperplan dans E ; il existe alors une forme
linéaire g sur E et un scalaire P, tels que H soit I’ensemble des x € E vérifiant
la relation g(x) = f ; si h est une forme linéaire sur E et y un scalaire tels
que H soit I’ensemble des x € E vérifiant la relation h(x) = y, il existe un
scalaire 4 # 0 tels que h = ig et y = Ap.
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1S f(‘\‘} = sont alors éCiulvcu €inics, CC qul Slg“‘
que H, = a + H,,. Les assertions de (i) seront donc demontrees si l’on
prouve que H, (qui n’est autre que le noyau de f) est un hyperplan vectoriel.
Or, pour tout xeE, on a f(x — f(x)a) = 0, autrement dit y = x — f(x)a
appartient & H,. Si D est la droite vectorielle passant par a, nous venons
de démontrer que E = D + H,, ; d’autre part dire qu’un vecteur fae D
appartient & H signifie que f(¢a) = 0 ou encore ¢ = 0 puisque f(éa) = £f(a)
= ¢ ; donc D n Hy, = {0}, ce qui achéve de prouver (i) (3.1.8).

(i1) Supposons d’abord que H passe par 0 ; par définition, il y a alors
une droite vectorielle D telle que E soit somme directe de D et de H ;

soit a # 0 un vecteur de D, de sorte que tout vecteur de D s’écrit d’une
oplo 1o fAasrmin L2 QAit 0 1o samninntinm Ao B qize T) salatieas & 1o
Seuie "ul”ll’l( SCuS i1a 1orme GU. DUIL P 1a PlIUjLLLIVIL UL L duUl LV iviallve a 1a

décomposition de E en somme directe D + H (3.2.2) ; on peut donc écrire
p(x) = g(x)a ou g(x) est un scalaire ; en outre, les relations p(x + y) =
p(x) + p(y) et p({x) = Ep(x) entrainent g(x + y) = g(x) + g(y) et g(¢x) =
£g(x) en vertu de la propriété d’unicité précédente ; donc g est une forme
linéaire sur E et par sa définition méme, H est son noyau. Soit maintenant h
une seconde forme linéaire dont H soit le noyau ; on a par définition
gla) =1 ;si h(a) = 4, on a 1 # 0 puisque a n’est pas dans le noyau Hde h ;
par suite la forme linéaire u = h — Ag est telle que u(y) = 0 dans H et
u(a) = 0. Mais comme tout x € E s’écrit sous la forme y + &a avec ye H,

on a u(x) = 0; autrement dit u est identiquement nulle, ce qui signifie que
h = ig.
Passant maintenant au cas général, soit b un pointde H ; H' = —b + H

est un hyperplan vectoriel, donc le noyau d’une forme lmealre . Il en
résulte que H est ’ensemble des xe€ E tels que g(x — b) = 0, ou encore
g(x) = B avec B = g(b). Si maintenant H est aussi ’ensemble des xe€ E
tels que h(x) = 7, on a h(b) = y, donc h(x — b) = 0 pour tout x € H. D’aprés
ce quon a vu plus haut, cela entraine I’existence d’un scalaire 4 # 0 tel
que h = Ag et en particulier y = h(b) = Ag(b) = Ap.

On dit encore que chacune des relations g(x) = § (g forme linéaire) qui
caractérisent les points d’un h yperplan est une équation de H ; lorsqu’on
connait I'une de ces équations, il résulte de (3.3.6) que les autres s’en

dcdumcut par mu aiw fO

(3.3.7) Soient H u hyperplan g(x) une équation de H, F* (resp. F7)
I'ensemble des x tels que g(x) > B (resp. g(x) < B) ; on dit que F* et F~
sont les demi-espaces fermés déterminés par H. Les complémentaires de H
dans F* et F~ respectivement sont appelés les demi-espaces ouverts déter-
minés par H ; ce sont donc respectivement I’ensemble U* des xe€E tels
que g(x) > B et I'ensemble U™ des x € E tels que g(x) < B. Ces définitions
dependent du choix de lequatlon de H ; lorsqu’on remplace g(x) = f par
/g(x) = AB avec A # 0, ces définitions donnent les mémes ensembles si
4 > 0, mais intervertissent F* et F~ lorsque 4 < 0. On peut donner une

cal
B
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méme signe. Deux points qui appartiennent & un méme demi-espace
fermé (resp. ouvert) déterminé par H sont dits du méme coté (resp. stricte-
ment du méme cote) de H s’ils ppartlennent a des demi- espace fermes
12 . .
di , S

s maad ~ ) o o SN -~

(resp. ouverts) différents, ils SOi‘t
de part et d’autre) de H.

(3.3.8) Toute droite non paralléle a un hyperplan le rencontre en un seul point.
En effet. s1 D. et H.. sont les directions de la droite D et de I’ hvnprnlnn
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H considérés, I’hypothése signifie que D, ¢ H,, donc H, et D, sont
supplémentaires (3.3.5) et la conclusion est un cas particulier de (3.1.14).
(3.3.9) Soit H un hyperplan dans E

(i) Si deux points distincts a,b appartiennent a un méme demi-espace
ouvert U déterminé par H, tous les points du segment fermé ab appartiennent
a U.

(i) Si deux points distincts a,b sont strictement de part et d’autre de H,
T

27 34 PN PRSP am 2a zae

il existe un point et un seul du segmerii ab appartenant a H.
Soit g(x) = « une équation de H. Dire que a et b sont strictement du
méme c6té (resp. strictement de part et d’autre) de H signifie que les nombres

g(a) — a et g(b) — a sont non nuls et de méme si

On peut écrire
g1 — Oa + &b) — @ = (1 — &

Pour0<é<l,onaé¢>0et1—¢>0, donc g((1 — &a + &b) est #0
et du méme signe que g(a) — « et g(b) — a dans le cas (i) en vertu de (1.18)
et (1.23) ; et dans le cas (ii), 'unique solution ¢ de I’équation

1, _a—gb)
¢ g@) —a

est un nombre tel que 0 < ¢ < 1. D’ou la proposition.

Thémes d’exercices

1) Parallélogrammes. Si a,b,c,d sont quatre points d’un espace vectoriel E, les
propriétés suivantes sont équivalentes : 1°b—a=c—d;2°d—a=c—b;3°les
segments ac et bd ont méme milieu. Si de plus trois quelconques des points a, b, ¢, d
n’appartiennent pas & une méme droite, ces trois propriétés sont aussi équivalentes
a la suivante : 4° les droites D,, et D, sont paralléles, et les droites D,; et D,, sont
paralleles. On dit alors que le quadruplet (a, b, ¢, d) est un parallélogramme.

2) Soient a, b, c,d quatre points d’un espace vectoriel E. Montrer que si x, y,z,t
sont les milieux respectifs des segments ab, bc, cd, da, le quadruplet (x, y, z, t) est un

parallélogramme.
3) Pour qu’une partie non vide V d’un espace vectoriel soit une variété linéaire,
il faut et il suffit que pour tout couple (x, y) de points distincts de V, la droite D,,

soit contenue dans V.
4) Groupe des transiations et des homothéties. Soient E un espace vectoriel, u une
application affine de E dans lui-mé&me. Afin que, pour toute droite D dans E, u(D) soit
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une droite paralléle a4 D, il faut et il suffit que ’application linéaire v associée a u soit
une homothétie linéaire de rapport y # 0 (se ramener au cas ol u est une application

linéaire et ou w(D) = D pour toute droite vectorielle D ; si deux vecteurs a,b non
nuls sont tels que les droites D~ et D.. soient d:chnctpe on uln\ — i ulh) — ul-.
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ecrlrc que u(Do,) Do, ol c=3a +b)). Si y=1, u est alors une translatlon ;
y # 1, u est une homothétie affine

Q + An Allonnsmta Ao
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A(E) qui sor 1s ou des homothéties,
montrer que u, ou, est une translation ou une homothétie. Si u,,u, et u, ou, sont
toutes trois des homothéties, leurs centres sont sur une méme droite ; que peut-on
dire lorsque u,, u, sont des homothéties et u, - u, une translation ?

Pour tout éiément ve GA(E) et toute homothétie h, ;, vh, ;v est ’homothétie
hya.: ; 'ensemble H(E) des éléments de GA(E) qui sont des translations ou des
homothéties est un sous-groupe distingué de GA(E). Définir un homomorphisme
canonique de H(E) sur le groupe multiplicatif R*, dont le noyau est le groupe T(E)
des translations.

5) Montrer que toute variété linéaire non paralléle 4 un hyperplan rencontre cet
hyperplan. Si H est un hyperplan vectoriel, V un sous-espace vectoriel non contenu
dans H, V n H est un hyperplan dans I’espace vectoriel V.

6) Dilatations et transvections. Soient E un espace vectoriel, H u

"C'}

=

hyperplan vectoriel

’
de E, u un endomorphisme de E laissant invariant tout élément de H. Si a est un
Y ’ AY
vecteur de E n’appartenant pas & H, on peut écrire u{a) = ya + ¢, ot te H ; le scalaire

n nn
vecteu n’app
t indépendant du vecteur a ¢ H choisi.
iy#1,

montrer que y est une valeur propre de u, et E(y ; u) est une droite S
supplémentaire de E(1 ; u) = H ; les seules droites vectorielles D telles que w(D) < D
sont les droites contenues dans H et la droite S. On dit que u est une dilatation d’hyper-
plan H, de droite S et de rapport y. Pour qu’un sous-espace vectoriel V soit tel que
u(V) < V, il faut et il suffit que 'on ait Ve Hou S<V (si S& Vet V& H, con-
sidérer la restriction de u a S + D, ou D < V est une droite non contenue dans H).

Siy = 1, et si g(x) = 0 est une équation de H, il existe un unique vecteur c e H tel
que u(x) = x + g(x)c pour tout x€E ; on dit alors que u (qui est une bijection) est
une transvection d’hyperplan H ; lorsque u # 1g, la droite T = D, est indépendante
de I’équation de H choisie, et on dit que u est une transvection d’hyperplan H et de
droite T. Le scalaire 1 est la seule valeur propre de u (si H # {0})et ona E(1 ; u) = H si
u# lg. Si H # {0} et u # g, les seules droites vectorielles D telles que u(D) = D
sont les droites contenues dans H ; pour qu’un sous-espace vectoriel V soit tel que
w(V) < V, il faut et il suffit alors que ’on ait, ou bien V < H, ou bien T < V.

Soit v un automorphisme de E ; si u est une dilatation d’ hvnprnlan H. de rannort ¥y

Wii KWV IAAVA paiaSiiiv v WALV NSAARVEVAV AL (e ARy A paal AAg UV aGppULY

et de droite S, vuv™! est une dllatatlon d’hyperplan v(H), de rapport y et de droxte
v(S) ; si u est une transvection d’hyperplan H et de droite T, vuv ™! est une transvection

APbvearnlon A IT) ot Ao doctes o
d’hyperplan »(H) et de droite v (T).

L’ensemble I'(E, H) des automorphismes de E laissant invariants les points de H
est un sous-groupe de GL(E) ; I'ensemble ®(E, H) des transvections d’hyperplan H
est un sous-groupe commutatif distingué de I'(E, H) isomorphe au groupe additif H ;
en particulier, I'inverse de ia transvection x — x + g(x)c, ot g(x) = 0 est une équation
de H et g(c) =0, est la transvection x = x — g(x)c. Définir un homomorphisme
canonique de I'(E, H) sur le groupe multiplicatif R*, dont le noyau est ®(E, H).

Montrer que les transvections de droite donnée T (et d’hyperplan variable H > T)
forment un groupe commutatif @'(E, T).

Soient u, ¥’ deux dilatations ou transvections # 1g, H, H' leurs hyperplans respectifs,
D, D’ leurs droites respectives. Pour que u et u’ soient permutables (i.e. uu' = u'u dans
End (E)), il est nécessaire que I'on ait, soit H' = H, soit D < H' et D' < H. Cette
condition est suffisante si u et u’ sont des transvections ; si u et u’ sont des dilatations,

4
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u et ¥ soient permutables, 1l fan
SO1 per bi¢

“w wv w anawevin Se A

pou
D=

"
e-b
D
—p

il suffit que 'on ait, soit H = H' et

an

by Sad

D sont DcHetD c Enfin, une dilatation u et une transvection u’ # 1;
ne sont jamais permutables.

-



CHAPITRE 1V

Géométrie afline plane

§ 1. Bases; matrices

(4.1.1) Dans un espace vectoriel E, on dit que deux vecteurs x, y sont

linéairement dépendants s’il existe deux scalaires A, u non tous deux nuls
tels que Ax + uy = 0; on dit encore alors que I’ensemble Ix vl est lid.

AVIS M- L2AOVARIAY vy ) g S

Pour tout x € E, l’ensemble {0,x} est liécarona 1.0+ 0.x =0 ;six est
un vecteur non nul, dire que x et y sont linéairement dépendants équivaut
a dire qu’il existe un scalaire a- tel que y = ax, car cette derniére relation
s’écrit ax + (—1)y = 0, et inversement, si ’on a une relation Ax + uy = 0
avec 4, 4 non tous deux nuls, on ne peut avoir u = 0, sans quoi on aurait
A # 0 et Ax = 0, contrairement a I’hypothése x # 0 ; donc y = (—pu~ 'A)x.
Pour deux vecteurs x,y non nuls, les propriétés suivantes sont donc

[

I
Q-tp

.
" nn!\t an ra dAira Ana AdAan
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la relation « x et y sont linéairement dé pendants » est une relation d’équiva-
{0}

lence ; les classes pour cette relation sont les complémentaires de

les drmrpe vectorielles (ou, comme on dit encore, les droites

VoL eUr svervar = ARZrzaw v-. iAW A Wy AW v

privées de 0).

Deux vecteurs x, y qui ne sont pas linéairement dépendants sont dits
linéairement indépendants ; on dit encore que ’ensemble {x, y} est libre.

En vertu de ce qui précéde, les conditions suivantes sont donc équiva-
lentes :

a) x et y sont linéairement indépendants ;

b)x #0, y # 0 et les droites Dy, et Dy, sont distinctes (et par suite

v =£ 1) ¢
NT)) o

c) x #0,y # 0, et la somme D,, + D,, est directe.
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effet de ce aue 'on a
ciiet de ce que 1'on a

alors (3.3.1)

On dit que trois vecteurs x, y,z de E sont linéairement dépendants s’il
existe trois scalaires A, u, v non tous nuls tels que Ax + uy + vz =0; on
dit encore que ’ensemble {x, y, z} est lié. Si deux vecteurs x, y sont linéaire-
ment dépendants, I’ensembie {x, y, z} est lié pour tout vecteur z, puisqu’il
existe par hypothése deux scalaires A, u non tous deux nuls tels que
Ax + uy + 0z = 0. Trois vecteurs x,y,z qui ne sont pas linéairement

AlAnandante cnant Aite ’nnnrn D nmf sndinondante AN ancnra Aan Adit Aan? ]
uvpuuuauto QUILIL ML irnicu Cl criL luucyclmuluo, Uu VilVUilIVv VUll AL \1\«!

forment un ensemble libre ; cela entraine que les trois vecteurs sont #0
et que deux quelconques d’ entre eux sont linéairement indépendants.

On définit de méme les ensembles liés ou libres de plus de trois
vecteurs.

Soit # une application linéaire injective de E dans un espace vectoriel
F ; si {x, y,z} est un ensemble libre de trois vecteurs (par exemple) dans E,
alors {u(x), u(y), u(z)} est un ensemble libre dans F : en effet, la relation

.-

= 0 ; comme u est injective, cette relation entraine

v — ) nnicnneae Iv v 21 act lihre
v U PUISHUL 1R, ), &5 COUL 11ULC,

n ensemble libre d’un nombre quel-

s’écrit u(Ax + uy + vz)
v Ly L vy — 0 ot n
VT2 T HJ’ T V& J l.l
Le raisonnement s’étend aussit
conque de vecteurs.

(4.1.2) Soient a,b deux vecteurs lin

sous-espace de E somme (directe) de D,, et D, ; comme tout vecteur
x de D,, s’écrit d’une seule maniére sous la forme x = £a (3.1.4), on voit que
tout vecteur x € F s’écrit d’une seule maniére sous la forme x = &a + nb ;
inversement il est clair que si tout vecteur de DOa + Do,, s’écrit d’une seule
maniére sous la form
alors que {a, 'b} est un
ordonnées de x = &a

\
rannart a la hace {2
Luyyv;b “ 4G4 uuuv l“

(4.1.3) Soit E un espace vectoriel admettant une base {a, b} de deux éléments.
Alors :

(i) Pour tout vecteur x # O de E, 'un au moins des ensembles {a,x},
{b, x} est libre.

(ii) Tout ensemble libre {x, y} a deux éléments de E est une base de E.

(iii) Tout ensemble {x, y, z} de trois vecteurs de E est lié.

(i) Le vecteur X ne peut appartenir qu’a une seule au plus des droites

DY D) . 221 nartiant a {racnn T 1a Ar fna D) at T
L20as L70b > S'ui 11 aypcu LIV1IL paa a LJgg \Uvop. UOb” 1S UIUVIWWD /g, VU Loy

(resp. Dy, et Dy,) sont distinctes, d’ou la conclusion (4.1.1).
(ii) Supposons par exemple que {a, x} soit libre, ce qui signifie que
x¢ Dy, ; comme x =%a+nb,onan#0,doub= n~x —n & : par

v ¥ A70g y YVARiiAAW S Vi & g7 Ty v e U L T d “q oW 9 prs

suite D,, est contenue dans Dy, + Dy,, d’ou E = Dy, + Dy, < E, et

ta

(@)
c

1['D‘

airement indépendants dans E, F le

232 2 2 —=lloe L 2

1 ..l PPN At

Ea + nb, la somme D, + Dy, est directe. On dit
base de l" et que les nombres C et n sont les co-
nb par rapport a a et b respectivement (ou par
(o

ela n’entraine nas confusion)

1C
} Sl u AA WiitiGiiiv Qo vUAlAuuAUAA,
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raisonnement appliqué en remplagant a,b,x par x,a,y respectivement

montre que {x, y} est une base de E.

(iii) Si {x, y} est déja lié, il en est de méme de {x, y, z} ; sinon {x, y} est
une base de E par (ii) et 'on a par suite z = Ax + uy, ce qui montre que
{x,y,z} est lié.

(4.1.4) Pour qu’'un espace vectoriel E vérifie 'axiome (D,) du chap. 11, il
faut et il suffit qu’il admette une base de deux éléments

11 résulte en effet de (4.1.3, (iil)) qu'un espace ve
de deux éléments vérifie (D,). Réciproquement, si

ne e libre {a, b}, et, pour tout x € E,

> =)

rac non tnue nul
L WO v v uvo [

oy te lc ane iy 4+ a4+ vh =
[ R4 Vl\’ ’r‘u [] v -

s A, u, v tels que Ax 4
avoir 4 = 0, sans quoi on aurait ua + vb = 0, et comme u €t v ne sont pas
tous deux nuls, cela serait contraire a (D,). On en déduit que x = &a + nb
avec{ = — A" 'uetn = — A~ 'v ;autrement dit E = D,, + D,,, ¢t comme
la somme est directe par hypothése, cela achéve la démonstration.

(4.1.5) Nous dirons qu’un espace vectoriel E vérifiant (D,) est un pian
vectoriel ou un espace vectoriel a 2 dimensions.

Dans toute la suite de ce chapitre, E désigne un espace vectoriel a 2 dimen-
sions.

Il résulte alors de (4.1.3) et (4.1.4) que pour tout vecteur a # 0 de E, il

ta onf varntanr fnnfnc ceac hacee ’nhtiennent en
L Wwilw p 8
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prenant pour b un vecteur quelconque n’appartenant pas a la droite D,,.
(4.1.6) Ce dernier résultat exprime que pour toute droite vectorielle D dans
E, il existe une droite D’ telle que D N D’ = {0}, et toute droite D’ ayant
cette propriété est supplémentaire de D. On en conclut que dans E il y a
identité entre droites et hyperplans (3.3.5). En effet, ce qui précéde montre
déja que toute droite est un hyperplan ; inversement, soient H un hyper-
plan vectoriel dans E, D une droite vectorielle supplémentaire de H, D’
une droite vectorielle supplémentaire de D, p, q les projections sur D et
D’ correspondant a la décomposition de E en somme directe D

D +

la restriction alH de g 3 H est une application linéaire bijective de H
p
N

avicta nna haca {4 hl o~

su
D'. En effet a a(F)=D' et 4(E) = ¢(D) + g(H) = q(H) ue

nn l‘
WilWw iy Vil (<8 \l—l’ = L/ Wi = Y\’ [ = Il\ 1)

uisq
= {0} ; d’autre part ¢~ '(0) = D, donc le noyau de q|H est Hn g™ 1(0)
= H n D = {0}, ce qui prouve notre assertion (3.2.4).

On conclut de 1a et de (3.3.5) et (3.3.8) que dans E, ou bien deux droites
ont méme direction, ou bien elles ont un point commun et un seul.

D’autre part, les seuls sous-espaces vectoriels de E sont {0}, E et les
droites vectorielles : en effet, si un sous-espace vectoriel V de E est distinct
de {0} il contient un vecteur a # 0, donc il contient la droite Do(, ; et 'l

21l Amaa ~z2d  aq
bUllllClll un vecteur UC.IJOa i1 contient ld. SOIIIIC an + UOb’ gui ©S

égale a E.

P
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{(4.1.7) Soit u une application linéaire de E dans un
et soit N = u~!(0) son noyau ; d’aprés ce qui précéde, trois cas sont
possibles :

1° N = E, autrement dit u est identiquement nulle, u(E) = {0}.

2° N est une droite vectorielle, qui admet donc une droite vectorielle
supplémentaire D dans E. On a u(E) = u(N) + (D) = w(D) puisque
u(N) = {0}, et la restriction u/D a pour noyau NN D = {0}, donc est
injective (3.2.4) ; par suite u(D) est une droite vectorielle dans F.

3° N = {0}, donc u est injective (3.2.4), et par suite u(E) est isomorphe
a E, autrement dit est un plan vectorzel dans F.

[ =1
O
[72]
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Rm‘melrme (4.1.1) que s1 u est ir

AN ppvaAS 2

iec S
1] ve,

iues ors, pour toute base {a,b} de E
16“156"1‘ 101C ‘lu(u), u\U” est libre dans F. Inversement, si pour une base {a, b}
de E, u(a) et u(b) sont linéairement indépendants dans F, u est injective : en

effet, la relation u(éa + nb) = 0 est équivalente a Eu(a) + nu(d) =
donc entraine ¢ = n = 0 par hypothése, ce qui prouve notre assertion
(3.2.4).

On dit respectivement que u est de rang 0 dans le cas 1°, de rang 1 dans
le cas 2°, de rang 2 dans le cas 3°. En particulier, pour F = E :
(4.1.8) Si u est un endomorphisme de E, {a, b} une base de E, les quatre
conditions suivantes sont équivalentes :

a) u est injectif :

b) u est vurmrnf

Liiane

b) u est uycuy y

d) u(a) et u(b) forment une base de E

Il suffit de remarquer que si u est de rang 1, ¥(E) est une droite, donc
distincte de E, et qu’au contraire si u est de rang 2, u(E) contient deux
droites vectorielles distinctes, donc est égal a E (4.1.6).
(4.1.9) Si {a,, a,} est une base de E, I’application

(81, ¢2) = €10y + &ra,

est un isomorphisme de 1’espace vectoriel produit R x R (3.1.8) sur E ; tous
les espaces vectoriels a 2 dlmensmns sont donc isomorphes. Une fois ﬁxee

e R R R o T o Py
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a {a,,a,}. L’art d’écrire traductions est ce que ’'on ppelalt naguére
la « géométrie analytique plane» ; nous nous bornerons a indiquer ci-
dessous les plus importantes d’entre elles.

(4.1.10) Soit {a,,a,} une base de E. Pour toute application linéaire u de E
dans un espace vectoriel quelconque F, les valeurs de u dans E sont entiére-
ment déterminées par les vecteurs b; = u(a,), b, = u(a,) dans F, car on a
u(a, + &a;) = Eula,) + E,u(a,) par définition (3.2.1). Inversement,
étant donnés deux vecteurs queiconques b,, b, de F, il existe une application
linéaire (et une seule d’aprés ce qui précéde) u de E dans F telle que
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ula;) = b, et u(a,) = b, ; pour tout x = &,a, + {,a, € E il suffit de définir
u(x) comme ¢égal & &,by + &b, 5 si X' = &jay + &ra,, x" = Cha; + fzaz

sont deux vecteurs de E, on a en effet, quels que soient les scalalres VAR

A(E1by + &aby) + A"(81by + &3by) = (A'8) + 47C1)by + (4'C2 + A"E3)b;

/9 ™ 1)\ ~ Pap -.._

ce qui prouve par définition (3.2.1) que 'application u ainsi défin
linéaire. On peut encore dire que l'application u — (u(a,), u(a,)) est un

isomorphisme de I’espace vectoriel Hom(E, F) (3.2.6) sur I'espace vectoriel
pvnzlanf v R {3.1.8)

- - ~d
lC ool

En particulier, si (D,, D,) est un couple de droites vectorielles distinctes
dans E, (D}, D)) un autre couple de droites vectorielles distinctes, il existe

il suffit de prendre une base {a,,az} telle que a, € D, et a, e D, et une
base {a}, a,} telle que a) € D) et a), € D) ; en outre, il résulte de (4.1.8)
que u est un automorphisme de E.

(4 1.11) On convient généra]ement de disposer les coordonnées, pa apport

cteur x = ¢,a, + &,a, de E, sous la for

;)
\52/
symbole auquel on donne le nom de « colonne» ou, plus précisément, de
mairice a deux lignes et une colonne (ou matrice de type (2, 1)) correspondant
a x, relativement a la base {a,, a,} ; lorsque la base {a,,a,} a été fixée dans
tout un raisonnement, on abrége en disant simplement « la matrice de x »

at An nnta natta matrica A\
WL VUll 11UV VWLV HllAall vy 1"\./\’-

Soit maintenant E’' un second espace vectoriel a 2 dimensions, et soit

{a}, a5} une base de E’ ; comme on I'a vu dans (4.1.10), une application
!ipéalre u de E dans E’ est déterminée par les deux vecteurs u(a;), u(a,),

v NeWvWaaaaaia
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u(a,) = ay,a; + ay,a;
) nnrreqnnndent ainsi  biuni )oguement aux

. _  E’
systémes (otu,au,oclz,ocn) de quatre nombres réels, systémes que, pour
rappeler leur origine, on écrit sous la forme

(0(11 0‘12)
X1 %32,
ou la premiére « colonne» correspond a u(a,) et la seconde a u(a,) ; un
tel symbole est appelé matrice a deux lignes et deux colonnes (ou matrice

tuno D M nAassmsconnm Anwit N 12 wolatinomont Ay l‘\ncnc Jn l ot }

Ap .
ae lype \«, «j) corresponaant da u, re.ativement aux 04ases (4., d,y el 1u|,uz’ ’

quand les bases sont fixées, on dit simplement «la matrice de u» et on
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I l\ﬂ n’—l: ] 11
1 o=

considere les bases {a,,a,} et { 1> lorsq welles sont distinctes, car la
matrice de u relativement aux bases {ay,a>} et {a,,a,} (prises dans cet
ordre) est bien entendu distincte en général de la matrice M(u) précédente.
Quand E' = E et que I’on prend a} = a, et a, = a,, la matrice corres-
pondante est encore appeiée ia matrice de I’endomorphisme u relativement
a LA base {a,,a,}.

(Y]
=
)

t
L
r
a;

Le rang de la matrice M(u) est par définition le rang de u (4.1.8).

Enfin, si f est une forme linéaire sur E, eile est e‘nt éferncn[ déterminée
par les deux scalaires a, = f(a,), a, = f(a,) ; es dispose ici sous la
forme , ;

(a; a3)

symbole appelé « ligne », ou matrice a une ligne et deux colonnes (ou matrice
de type (1,2)) correspondant a f, relativement a la base {a,,a,}. Comme
ci-dessus, on dira simplement « matrice de f » quand cela n’entraine pas
de confusion sur la base, et on la notera M( f).

une seconde application linéaire de E dans E/’,

o =0 1)

P21 M22/

Soient v

matrice par rapport m‘ es bases {a,, a,}, {a}, a5} ; il résulte aussitot
1 2 1 2

______ ~

.o AL N~
acd C lIllLlUIlb (J £.9) 4

(“11 + B op t+ Bu) (4“11 Aa12>
M@u + v) = M(u) =

dry + Bay 022 + Ba Aoy, Ads;

On écrit encore respectivement ces matrices M(u) + M(v) et AM(u) et on

dit que ce sont respectivement la somme de M(u) et M(v) et le produit de
M{u\ par le ‘'scalaire 4. On observera d’ailleurs qu il ne Qnmt pas la de

AVE

deﬁmtlons nouvelles, mais simplement de la définition de l’espace vectonel
produit R x R x R x R de quatre espaces vectoriels identiques a R (3.1.8).
De méme, pour deux vecteurs x, y de E, on a

M(x + y) = M(x) + M(y), M(/ix) = AM(x)

- m R a lhacac
UC on a, lUu_jUUlb pal ld.ppUll aux meme.s DAdOd

M(f + g) = M(f) + M(g), M) = iM(f)
(4.1.12) Soient E, E', E” trois espaces vectoriels & 2 dimensions, {a,, a,},

v
{a}, a,}, {a}, a3} des bases respectives de ces espaces. Soient u une applica-
tion linéaire de E dans E’, u’ une application linéaire de E' dans E”, et

Oy %3 oy o)
M(u) = Mu)=\ , ,
dy; 33 Oy &3

les matrices de u relativement a {a,,a,} et {a}, a5}, de u' relativement a

N Awasw
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{ay, a,y} et {af,a3}. Calculons la matrice de u” = u' o u relativement aux
bases {a,,a,} et {a}, a3}. Par définition, on a
4 — ’ — ’ ’ ’ — ’ ’ ’ ’
u'(a,) = u'(ua,)) = u'(e,,ay + ay,83) = a;,u'(ay) + oy u'(ar)
’ 144 ’ n [ n ’ ”
= ay(ay,47; + a3,03) + oy, ()20 + a3,a5

= (03101 + ap0)at + (03,0, + az2054)a5
et, par un calcul analogue,
u'(ay) = (ay,002 + a50005)a] + (@310, + 5,055)a5 ;

autrement dit

/’“'11“11 + a0y, &0, + a’12a22\\
M{u ocu) = \ , , , , /
010y + 02051 0310y + 5505,

On dit que le second r € mat ] mat \
par la matrice M(u) et on la note M(u')M(u), de sorte que la formule

précédente s’écrit

(4.1.12.1) MW ou) = M(u')M(u).

La régle mnémotechnique pour ce produit est que I’élément de M(u')M(u)
dans la i-éeme ligne et la j-éme colonne s’obtient en prenant la i-éme ligne

de M), la j-éme colonne de M(u) et en faisant la somme a0, ; + %i505; ;
c’est ce qu’on appelle effectuer le produit « lignes par colonnes ».

Les notations étant celles de (4.1.11), on a, avec des définitions analogues

(%1181 + 12837
(4.1.12.2) M(u(x)) = Mu)M(x) = k }
161 + 2285

et
(4.1.12.3) f(x) = M(fIM(x) = 0, &, + a,¢;

(« produit d’une ligne et d’une colonne », qui est donc un scalaire). Enfin,

4+ »inva

- a- “A amem v laan mmaaa~n M ae I as F-Ya)
I U VWL uulyv

’
PR Py . } ol Ynsmsal:nnt:~
1111C 1111CallT >ul Lo, 1 dppllb L1U1

a la base {a}, a5}, la matrice de f’ o u par rapport a {a,,a,} est
(4-1-12.4) M(f’ ou) =M(f’)M(u) = (a'ld“ + a’2a21 Ot'ldlz + alzazz)

comme on le vérifie aussitot.

En résumé, nous avons défini ainsi :

1° le produit de deux matrices de type (2,2) : c’est une matrice de type
(2,2);

2° le produit d’une matrice de type (2, 2) par une matrice de type (2,1) :
c’est une matrice de type (2,1) ;

cafa AV _as o ]

3° le produit d’une matrice de type (1, 2) par une
c’est un scalaire (appelé aussi « matrice de type (1, 1)»
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Bien entendu, dans tous ces prodults Pordre des facteurs est essentiel.
(4.1.13) Une fois données les définitions de (4.1.11) et (4.1.12), tout ce qui
a €té dit dans (3.2.6) et (3.2.7) se traduit en régles du « calcul des matrices » :
entre autres, si X, Y, Z sont trois matrices et A un scalaire, on a les relations

(XY)Z = X(YZ) (quon écrit XYZ)
X(

+
X+Y)Z=XZ+
) '€ X

—

_—

chaque fois que toutes les opérations écrites sont déﬁnies
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la somme et le produit que ’on vient de définir, lvs ma

forment donc un anneau, noté M,(R) et isomorphe 3 End (E) ; son élément
unité est la matrice

(o

0 1.

notée I, ou I,, ou 1, (ou méme parfois 1). La matrice de ’homothétie h,
(3.2.9) relativement a une base quelconque {a,, a,} est

62
Al = 0 A

qu’'on appelle encore matrice scalaire ; cela ne serait naturellement plus
exact si I’on prenait la matrice de h, relativement a deux bases différentes
de E au lieu de sa matrice par rapport a une seule base.

(4.1.14) Exemples. (i) Soit u une application linéaire de E dans
vectoriel a 2 dimensions E'. Si u est identiquement nulle, sa matrice (par

-7

\
| =A 1o
rapport & des bases quelconques de E et E') est la matrice

tous les éléments sont égaux a 0). Si u est de rang 2 (4.1.7), donc bijective,
et si {a,,a,} est une base de E, alors b, = u(a,) et b, = u(a,) forment une
base E' ; par rapport aux bases {a,,a,} et {b,,b,}, la matrice de u est donc

N ’Mﬂ
\V}

(1 9

\o 1/
Enfin, supposons que u soit de rang 1 (4.1.7), de sorte que son noyau
est une droite N. Prenons une base {a,,a,} telle que a, € N, de sorte que
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1a rl a N act anmnnldmantaira dAa AlArec — 21 )\ Nn’act mac nnil Aane
1A i1 L\t anl WOl OUPFIUlll\vlltallh Vv 1Y 421V Ul — u\ul) 11 VOlu yao 11Ul ualilo
E; prenons dans E’ une base {b,,b,} dont b, est I'un des vecteurs ; par
rapport aux bases {a,,a,} et {b,, b,}, la matrice de u est

1

——\

)
\0 0/
Il faut souligner que ces résultats tiennent essentiellement au choix des
bases, qui sont adaptées a I'application linéaire u considérée. En particulier,
si E' = E, il ne sera pas possible en général de trouver une base de E telle
que par rapport a cette seule base, la matrice de 'endomorphisme u ait
I'une des formes précédentes ; cela ne sera possible en général que pour
la matrice de u par rapport a deux bases différentes de E (cf. (4.2.14)).
(ii) Considérons une involution u de E (3.2.11) ; il peut se produire trois

cas .
1° E(1 ;u) =E, E(—1; u) = {0} ; alors u = 1g, et par rapport a toute

base de E, la matrice de u est la matrice unité I.
’)0 | *7& D 4.\ o n1_1 cad = B ¢« alAarg 4 = 1

1_4\1 . ‘lUJ’, 1_4\— ,u]—u,cu\uou

at nar rannnrt
L Pal layy\.u

E>» v

,.
o

base de E, la matrice de u est la matrice — 1.

3° E(1 ; u) et E(—1 ; u) sont deux droites supplémentaires ; si I’on prend
une base {a,,a,} de E telle que a, € E(1 ; u), a, € E(—1 ; u), la matrice de
u par rapport a cette base est

(1 0)

\o -1/
Ici encore, on remarquera que ce résultat est dii au choix particulier de
la base ; par exemple la matrice

(0 1\
U=\1 o
est telle que U2 = I, donc est la matrice d’une involution de E qui rentre
dans le cas 3° précédent
(iii) La matrice
/ 0 —1 \
U= (1 O)
est telle que U? = —I dans M,(R) ; c’est donc la matrice d’un endo-
morphisme u tel que u? = — 1 ; un tel endomorphisme n’a pas de valeur
propre, car si A était une valeur propre de u et x # 0 un vecteur propre
correspondant, on aurait u%(x) = u(ix) = A%x ; mais comme u*(x) = —x,
cela entrainerait A2 = —1, qui n’a pas de solution dans R (1 31)

(‘l.l 13) Kappelo‘nb qUC lenseleC nom\n, l() UCS _]orme.s unealrea sur E
est un espace vectoriel ; nous avons vu (4.1.10) qu'il est isomorphe a
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donne le nom de dual de E et que ’on note E*.

Etant donnée une base {a,, a,} de E, il y a par définition deux applications
f1.f> de E dans R telles que I'on ait x = f;(x)a, + f5(x)a, pour tout x € E.
Montrons que f; et f, sont des formes linéaires sur E (dites formes co-
ordonnées relatives a a, et a, respectivement) ; en effet, on a

ax + By = affy(x)a; + fr(x)az) + B(fi(v)a, + f2(y)as)

- .\ £\t AP

( /1 ( A) + PJIU’”“I + \“JZVU T VJZU’U“Z
= filax + By)a, + fr(ax + By)a,

d’ou la conclusion en vertu de la propriété d’unicité.
Ces deux formes constituent une base de E* (dite base duale de {a,, a,}).
Il suffit en effet pour le voir de montrer que f; et f, sont linéairement

indépendantes (4.1.3, (ii)) ; or, on a par définition
ff1(al) =1 fiaz) =0
(fala)) =0 faay) =1
Si a, B sont deux scalaires tels que af; + Bf> = 0 (ce qui signifie que la
forme af, + pf, est identiquement nuile dans E), on a en particulier
afi(ay) + Bfx(ay) = 0 et afi(ay) + Bfa(ay) = i donne a = ﬁ 0 en

2
vertu d_ relations (41 15.1). Toute forn

(4.1.15.1)

‘*s
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=
s
o |
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.—-1(

maniére a,f; + a,f5, et
dit al, oc2 sont les éléments de la matrice
{ay,a,} (4.1.11).

(4.1.16) Comme dans E les droites sont identiques aux hyperplans (4.1.6),
toute droite D admet une équation de la forme f(x) = 4, ot f est un élément
non nul du dual E* (3.3.6), et réciproquement I’ensemble des x € E vérifiant
une telle relation est une droite ; toute autre équation de D est de la forme
1f(x) = y4, ou y # 0 (loc. cit.). La direction de D est la droite vectorielle
d’équation f(x) = 0 ; pour que deux droites L, M d’équations respectives
g, h dans E¥*) 501ent paralléles (ou, ce qui revient

C

1) &
e type (1, 2)

o

-.
Q
]
o~
5))
(7]
N
N’
o

elles ont un point commu
Si I'on a fixé une bas
donc de la forme

03

avec a,, &, hon tous deux nuls ; si M est une seconde droite d’équation

B.E, + Bty = 1

§ 171 LA ’

pour que L et M soient paralléles, il faut et il suffit qu’il existe y # O tel
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nne R = Y.
Hut Py e

, et
puisque o, et o,

Thémes d’exercices
i) Soit t # ig une transvection dans E (section (3.3), exerc. 6). Montrer qu’il y a
une base de E relativement a laquelle on a

1 1
) ~\0 1/
Inversement, les matrices de 'une des formes
(1 A\ /1 0)
B =\g ;) Ba=\; ,
sont des matrices de transvections relativement i une base {a;,a,} : que sont les

droites de ces transvections ?
2) Opérations elementalres sur les matrices. Ecrire explicitement le produit d’une

nnnnnnnn lams~ita Ao teremn ) M
ulatllw qucu.uuquc Juv Lypc ‘L, L’
Oy Oy
U=
0y Oyy
[0 1\

812()')’ B21(ﬂ) et P = ‘\1 0}9

observer la différence des résultats obtenus suivant que I’on fait le produit & droite
ou a gauche. En déduire que 'on peut toujours trouver deux matrices R, S dont
chacune est produit d’un certain nombre de matrices de 'une des formes B,,(4),
B,(p), telles que la matrice RUS soit de 'une des formes

[0 0\ /1 0\ [1 0\

\0 0/ \0 0} \0 5} avec 0 # 0.

3) Si u est un endomorphisme de E de rang 1, montrer qu’il existe une base de E
par rapport a laquelle la matrice de u soit de I'une des formes

{6 0y (0 1)

\o o/ \o o) avec o#0.

Pour qu’il existe une base donnant une matrice de la seconde forme, il faut et il
suffit que u soit nilpotent, i.e. qu’il existe un entier k tel que u* = 0 ; on a alors en
fait u? = 0.

4) Le théoréme de Hamilton-Cayley. Soit u un endomorphisme de E. Montrer que
si u n’est pas une homothétie, il existe une base de E par rapport a laquelle on ait

/0 a\
M(u) =(l ﬁ)

En déduire que, pour tout u € End(E), il existe deux scalaires 4, u tels que I’on ait
u?> — Ju + p = 0 dans ’'anneau End(E).

et de I'une des matrices
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5) L’anneau End(E) (ou M,(R)).
A) Centre. Tout endomorphisme de E tel que u(D) = D pour toute droite vectorielle
D dans E, est nécessairement une homothétie (section (3.3), exerc. 4). En déduire que

le centre de End(E) est le corns des homothéties (isomorphe a R) (écrire au’un élément

VIV MV AJiiNG(Ad) WOV IV VUL PO MVO LAVEAMUVAIVVIWO (40Vi1AVA paiv & Buy (Wwia ~ “Sii WAiWAALWRAV

du centre permute aux transvections).

B) Diviseurs de zéro. On dit que u e End(E) est diviseur de zéro a gauche (resp
A Adeniéa) s 21 Avwicta 20 L N Anwme DaAD) ¢4l ~ven azae = ﬁ {ancam NY Dasre ~3va 2: cmid
u u’UllC) 11 CAI.DI.C UV 9= VU Jualld LIl \ } Wi quc uv — vV uowop. vu = U} IUul uv ¥ s>un
........ ALl A Ao 2t e 2: cmid Ao e e o

UlVleUI UC LCIU ld. gdUbIlC Ou a ar U } ll ldut CL ll Sumnit quc u sSun ac I ng O Oou 1 ,
les éléments non diviseurs de zéro dans End(E) sont donc les éléments inversibles de
cet anneau. Montrer que le produit de deux diviseurs de zéro est encore un diviseur
de zéro ; donner un exemple de deux éléments niipotents dont ie produit ne soit pas
nilpotent, et dont la somme soit inversible.

C) Idéaux. Un idéal (4 droite ou a gauche) de End(E) qui contient un élément
inversible est ’anneau End(E) tout entier. Si u € End(E) est de rang 1, soient p un
projecteur de E sur u(E), g un projecteur de E sur »™1(0) ; montrer qu’il existe deux
éléments v, w de End(E) tels que uv = p, wu = 1 — q. En déduire que tout idéal a droite
(resp. a4 gauche) de I’anneau A = End(E) est, soit égal a {0}, soit égal a A, soit de la
forme pA (resp Ap), ou p est un projecteur de rang 1. Les seuls idéaux bilatéres de A

€
APQ sommes (en nnmh
LS SVl \waa aaQLiid

ue U ve V Exan;me'r ce qu .e sont lc:. ‘ produits UV
lorsque U et V sont des 1deau de A (a droite ou a gauche) ; dans quel cas ce produit

marit_1] Stea eAdAnit A N9
l.’cut-ll 1~ 8% lcuull avVv.

D) Sous-anneaux. Si p est un projecteur de rang 1 dans E, pAp est un sous-corps
de A dont p est ’élément unité, et qui est isomorphe a R. Ce sous-corps ne contient

pas I'éiément unité de A.
Dans A, identifié & M,(R), soit B, (resp. C,, C; = B,) ’ensembie des matrices de

o ome (20 [ (x0 [« 0}
o) Lo (o) (o))

Alors B, C, et C, sont des sous-anneaux de A contenant le centre de A ; montrer
que By (resp. Cy, Cy) est maximal dans ’ensembie des sous-anneaux (resp. des sous-
anneaux commutatifs) de A distincts de A. Déterminer tous les idéaux (a gauche ou a
droite de B, (resp. Cy). Montrer que, dans les anneaux B, C,, il y a des idéaux bilatéres
U tels que U? = {0} et U # {0}.

6) Le groupe GL(E) (on I'identifie au groupe des matrices inversibles dans M,(R),
que ’on note aussi GL,(R) ou GL(2, R)).

A) Générateurs. Montrer que tout ¢lément de GL(E) autre qu’une homothétie est,
soit une transvection, soit une dilatation, soit un produit d’une transvection et d’une
dilatation ou de deux transvections (dans un ordre quelconque); toute homothétie
h; (A # 1) est produit de deux transvections et d’une dilatation, mais n’est pas égale au
produit d’une transvection et d’une dilatation, ni au produit de deux transvections
(observer que pour toute transvection t # lg, le prodult h;t ne laisse globalement
invariante aucune droxte autre que la droite de la transvection).

vmdtrioc lag dilatatinane invaluitivee * tante tr
O VO AWUD BLLIGUGLGALAVILLD 11A Y VLAVLAY WO 9 AV 4 LW L1

A MW vivViiNv e

B) Centre et centrahsateurs Soit Z (ou Z(E)) le groupe des homothéties de rapport
A # 0. Le centralisateur dans GL(E) du sous-groupe O(E, D) des transvections de
droite D (i.e. le sous-groupe formé des éléments qui permutent & tous les éléments de

O(E, D)) est le sous-groupe ZO(E, D) dont les éléments sont de la forme h,t, avec

A
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A # 0 et te O, D). Le centralisateur du sous-groupe I'(E, D) des éléments de GL(E)

laissant invariants tous les points de DestégalaZ. A fortlorl Z est le centre de GL(E)

Le sous-groupe de GL(E) laissant (globalement) invariante une droite D est égal a
ZI'(E,D).

C) Propriétés de transitivité. Le groupe GL(E) opére de fagon triplement transitive
sur les droites vectorielles dans E : cela signifie que pour deux triplets quelconques

o temia Aen~itan Alctimnéna ™ {TY TV mna B 21 . tmaan memamla 2 aean

de trois droites aistincies, \Ul’ L), U3), lUl, uz, U3} dans L, i1y a uin automorf pun inc
u de E tel que w(D;,) = D} pour i = 1,2,3 ; cela signifie encore que GL(E) upc‘:re
transitivement dans lensemble des triplets de droites vectorielles distinctes. Si u’ est
un second élément de GL(E) tel que uv'(D;) = D; pour i = 1,2,3, on a v = h,u pour
un 4 # 0 (cf. section (3.3), exerc. 4).

Pour tout couple de vecteurs x, y non nuls dans E, il y a une transvection, ou un
produit de deux transvections, qui transforme x en y.

Pour tout couple de droites, D, D’ ne passant pas par 0, il existe une transvection,
ou un produit de deux transvections, qui transforme D en D’ (considérer d’abord le
cas ou D et D' ne sont pas paralléles).

D) Sous-groupes de GL(E) ; normalisateurs. Pour une base convenable, le groupe
ZI'(E, D) s’identifie au groupe B des matrices.

(* )
\8 7/

telles que ay # 0, le groupe O(E, D) au sous-groupe U de B formé des matrices telles
que a =y = 1. Montrer que U est le groupe des commutateurs de B (i.e. le sous-
groupe engendré par les « commutateurs» uvu” v~ ! de couples (u, v) d’éléments de
B) ; B est le normalisateur de U (i.e. le plus grand sous-groupe de GL(2, R) dans lequel
U est distingué) ; B est un sous-groupe maximal de GL(2, R) (i.e. il n’est contenu dans
aucun sous-groupe de GL(2, R) autre que lui-méme et GL(2, R)).

Le sous-groupe T des matrices diagonales

(* °)
\0 8/

s’identifie au sous-groupe de GL(E) formé des homothéties et des automorphismes
ayant deux droites fixes distinctes comme sous-espaces propres. Son normalisateur W
est le sous-groupe engendré par T et la matrice P (exerc. 2).

Toute matrice qui n’appartient pas 4 B s’écrit d’une seule maniére sous la forme
X,PDX,, ou DeT, X, et X, appartiennent & U (« décomposition de Bruhat» du
groupe GL(2, R)).

7) Le « théoréme fondamental» de la géométrie affine. Dans cet exercice, on admet
un axiome additionnel pour le corps des scalaires R, savoir qu’il n’existe aucun auto-
morphisme de ce corps autre que l’identité.

Soit u une application injective de E dans lui-méme ayant la propriété suivante :
si trois points, a, b, ¢ de E sont sur une méme droite, il en est de méme de u(a), u(b), u(c),

et telle que la variété linéaire affine engendrée par ¢(E) soit E.

I) Prouver que si a,b,c ne sont pas sur une méme droite, il en est de méme de
u(a), u(b), u(c) (utiliser P’exerc. 3 de la section (3.3)).

II) Pour toute droite D, ii existe une droite unique D’ telle que u(u; c D'. Si u est
bijective on a nécessairement u(D) = D’ ; de plus, si D,, D, sont parali¢les, alors les
droites u(D,) et u(D,) sont paralléles ; elles sont distinctes si D, et D, sont distinctes.

III) On suppose désormais que u est bijective. Il existe alors une application affine
bijective v de E sur iui-mé&me telie que, si ’on pose u; = v o u, u, laisse fixes I’origine et
deux vecteurs a,, a, formant une base de E.
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Etant donnés deux points £a;, na;,
ou

r b
de vecteurs directeurs a,,a, ou a, — al, on peu
na,, &a, + na,, (¢ + n)a,. Puis, par intersections de drontes de vecteurs directeurs

nstrn-rn ancer la naint Fun

Aantrar Aan’An nant Fn
Uillv Aauovl 1w PUIIIL s"“l AsER

ul, “2’ “2 - 6“1’ “2 - “l, ulUlltl\tl \iu Vil l}\'u‘« Ccu
déduire que si I’on pose u,(¢a,) = @(€)a,, ¢ est un automorphisme du corps R, et
par suite I’identité ; d’ot u = v™! , U est une application affine.

oy TN A\

o) Définir le pI'OGUlI d’une matrice de type (4, l) et d’'une matrice de lype 1,4)

oy
(o »

Quelle est Pinterprétation de ce produit en termes d’applications linéaires ? Montrer
que la matrice produnt obtenue est la matrice d’une application linéaire de rang 0 ou 1.

Q) Qait Funa onn] |nn Aa D Aanc R (nan ndraccairamant lindaira 2 neineil Mantrar
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tous ics autom ui"pl"iaulca u cuu\n;, _] €st nccessairement ur
homothétle h (Prouver d abord que pour tout x € E, il existe un scalaire A(x) te
que f(x) = l(x)x, en considérant les automorphismes u de E laissant invariant x).

Soit g une application de E x E dans E telle que, pour tout endomorphisme
ve End(E), on ait g(v(x), u(y)) = v(g(x, y)) ; montrer que g est nécessairement de la
forme (x, y) = ax + By (méme méthode).

10) Soient D,, D,, D; trois droites vectorielles distinctes dans E. Il existe alors
trois vecteurs #0, x, € D,, x, € D,, x3 € D; tels que x3 = x; + x,, €t ces vecteurs
sont déterminés & un facteur commun scalaire #0 prés. Pour toute droite vectorielle
D distincte de D,, D,, D,, il existe alors un scalaire et un seul p tel que x, + px, €D ;
on dit que p est le birapport du quadruplet (D,, D,, D3, D) et on le note

o1 i

D.
L"’ -'-u

Onap#0etp# 1.
Si Dy, D,, D3, D, sont quatre droites vectorielles distinctes, montrer que I'on a

D, D, D, D, D, D, |! D, D,
= = = l -_—
|D, D,|T|D; D |T|D; D, | D; D, |
Détamt Aamamla Ao MY TY Y TY)Y A~ Ao le~o
clant aonncs dacux qucu.uupwta \Ul, Uz, U3, U4), iy, Uz, U3, rg) UC UIUlth

vectorielles distinctes, pour qu’il existe un automorphisme u € GL(E) tel que u(D;) = D;
pour i = 1,2,3 et 4, il faut et il suffit que I’on ait

D, D, 1 Dj
D, D;| | D, Dj]

§ 2. Déterminants

(A 1\ Cl\ 27 13va asmsmlinnti ~An L:':uén:nn Aa D s E Aane 171n Acmman~a vvnnfnf:nl
\q.‘ol’ IUIL Uu ullv a puvauu 1 Utnicirc UL 1L, A Lo ualld ull UDP“UC VUGWLVUL IV]
F (3.2.12) ; si {a,, a,} est une base de E, les valeurs de u dans E x E sont

si
déterminées par celles des quatre vecteurs

u(a,,a,), u(a,,a,), ula, a,), ua,a,)
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u(éiay + &ra5,n1ay + naa;y) = Emyulay, a,) + Einyua,, ay)
+ &amulay, ay) + &onyulas, ay)

Inversement, étant donnés quatre vecteurs quelconques b,,,b,5,b5,,b55
de F, il existe une application bilinéaire (et une seule d’aprés ce qui précede)
ude E x E dans F telle que

wla. ) = . n Y= h wln. A Y= h wln. A\ = h

U\l “1) Y11 Uil »2) Y12, w2, »1J U2l U\w2,4%2) v22-

Pour tout co uple de vecteurs x = ¢,a, + &,a,, y = n,a, + n,a, de E, il
4 L.
L

PR & o 1. 1 o aam aam z .1

suffit de définir u(x, y) comme égal a

(4.2.1.1.) S1mbyy + $inabiy + Sambay + Ea12bys

T o fait Aane Pannlicatinn ainci ddfinie cnit lindaire an v at lindaire an v
O 1all qud ayyuvau\.u alilSl GOIINlIC SOIv 1NCallT Cn1 X COF 1ngaliC Cn

PN Y Y S e \ A - \ M P N — O\
U= wua,, dy), ula,, d4;), udz, dy), wdz, dy))
est donc un isomorphisme de l’espace vectoriel #(E,E ; F) sur I’espace

produit F x'F x F x F (3.1.8).
Il résulte aussitot de ce calcul et des définitions (3.2.14) que :

1° Pour que u soit symétrique, il faut et il suffit que u(a,, a,) = u(a,, a,).
2° Pour que u soit alternée, il faut et il suffit que u(a,, a,) = 0, u(a,, a,) = 0
et u(a,, a,) = —u(a,, a,).

Autrement dit, I’ensemble £(E, E ; F) (resp. #(E, E ; F)) des applications
bilinéaires symétriques (resp. alternées) est un sous-espace de #(E,E ; F)
isomorphe a F x F x F (resp aF).

(2.4.4) DC la méme Hldl'llCl'C on VOll qu€ woute dppllbdllOH tril n‘alr‘e‘ Uu

(3.2.15) de E x E x E dans F est déterminée par les valeurs des 8
vecteurs u(a;, aj, a;) de F, ol i,j, k prennent chacum une des deux valeurs

1 7 et récinrannement a tant cvetame de Q vecteurs de
. wi lvv‘ylvﬂ“vlllvll‘, (<9 (A VAC LS OJOI.\:IAAU AW Vwiwilwiuiiy JUw

10
a1ns1 une application trilinéaire et une seule de E x E x E

seule application trilinéaire alternée de E x E x E dans F e
tion identiquement nulle, car dans chacune des valeurs u(a;, aj, Al H
des vecteurs a;, a;, a;, sont nécessairement égaux, donc u(a;, a; a,) = 0 par
définition.

Ces résultats s’étendent sans peine aux applications p-linéaires pour
p>3.
(4.2.3) Considérons en particulier 1 f rmes bilinéaires sur E x E (3.2.12) ;

1)q

rracnnand
ITesSpona

La

1‘1‘1

dan
st

étant donnée une base {a,, a,} de E, il résulte de (4.2.1) qu’une telle forme
® est déterminée par quatre scalazres Bi1sBi2> B21> B22 €t que sa valeur

My 1) nAane v £ — t donnde nar la farmnule
\I’\J\«, _y} PU“I N = 51(&1 T 52(&2, J’ 'llul T ,’2u2 \/Dt VL1V Pal 1644 1Viiiivlwv

(4.2.1.1), ou les b;; sont remplacés par B;. Notons que le scalaire ainsi
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ainsi qu’on le vérifie aussit6t.
(4.2.4) Etant donnée une matrice de type (2, 2)
Xyy Ay
U =
\%21 %23/

on appelle transposée de U et on note ‘U la matrice obtenue en « échangeant

’ ’ ’ — r
iy %2 Oy = 0y, O3y = 03
U = avec

= Aa. L. =ﬂ -
L1 L1 12

Il est clair que '(U) = U. De méme, on dit que chacune des matrices

(C1\
c=\,) L= 0
(2
est transposée de I’autre et on écrit encore C = 'L, L = 'C. Avec ces nota-
tions, on vérifie aussitét que I’'on a

4.2.4.1) (XY)="'Y.'X

lorsque le p
Ces notations étan

une base {a,,a,} dans E, on peut écrire

roduit XY de deux matrices est défini.
t introduites, il résulte de (4.2.3)

an , { "
unes, 11 1 ne QS &L 4 ic 1 A

4.2.4.2) ®(x, y) = 'M{xX)M(P)M(y)
en posant
( o4 “12\
M(®)
\CITR 2T

On dit que M(®) est la matrice de la forme bilinéaire ® relativement a la base
{a,,a,}. Pour que @ soit symétrique (resp. aiternée), il faut et il suffit que
o, = d,; ou encore 'M(®) = M(D) (resp. &;; = a,, =0eta,;, = —a,,,0u
encore 'M(®) = — M(®)) ; on dit qu'une telle matrice est symétrique (resp.
alternée ou antisymétrique).

(4.2.5) Il résulte aussitét de (4.2.2) que I'espace (E,E ; R) des formes
bilinéaires alternées sur E x E est une droite vectorielle ; une fois choisie
nna 1\ I 1 Aa R nina fArma k;l;néoirn altarnia \Il onr L v D act
Uuliv UCIDU 1“1, uzf UU vy Ullv 1V1 111V Vlllllvalliv aliviilive ) § Ul 1o N Lo WL
entiecrement déterminée par un seul scalaire W(a,,a,) = —%¥(a,,a,) = 4 et

I’on a, pour x = &,a, + &,a,, ¥y = n,a, + n,a,
(4.2.5.1) W(x, y) = A&, — &amy).
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On noter i a est un vecteur quelcon
de la droite Do,, ) ecrlt Y(a, x) =
non identiquement nulle sur E x E (3.3.6).

(4.2.6) Soit u un endomorphisme de E. Il existe un scalaire unique (noté
det(u) et appelé le déterminant de u) tel que, pour toute forme bilinéaire
alternée ¥ sur E x E, on ait

On notera que ¢

(2N

-

(4.2.6.1) W(u(x), u(y)) = det(u). ¥(x, y).
En effet, il est immédiat que ’application
(4.2.6.2) (x, y) = W(u(x), u(y))

est une forme bilinéaire alternée sur E x E, dong, si 'on a pris ¥ non
identiquement nulle, la forme (4.2.6.2) s’écrit y¥, ou y est un scalaire
(4.2.5) ; ce scalaire est indépendant du choix de ¥ # 0, car toute autre
forme bilinéaire alternée #0 s’écrit AY avec 4 # 0.

Il résulte aussitot de cette définition que I’on a

(4.2.6.3) det(1

Si g est un isomorphisme de E sur un plan vectoriel E’, I’application

o 1/ 1/, lindait 4 ’ ’
(x,y) = ¥g '(x)g '()y)) est une forme bilinéaire alternée sur E' x E

qui est #0 s’il en est ainsi de ¥ ; notons-la W'. Alors, pour tout endo-
morphisme u de E, gug™! est un endomorphisme de E’ (3.2.9) et I’on a

Y(gug™'(x'), gug™'(y)) = P(ug~'(x), ug™'(y")
= det(u)¥(g™'(x), g7 '(y)) = det(w). ¥'(x', y)
d’ou
(4.2.6.4) det(gug ') = det(u).
(4.2.7) Si u, v sont deux endomorphismes de E, on a
4.2.7.1) det(v o u) = det(v)det(u).

Désignons toujours par ¥ une forme bilinéaire alternée #0 sur E x E ;
on a par définition (4.2.6.1)

Y(u(x)), v(u(y)) = det(v)¥(u(x), u(y)) = det(v)et(u)¥(x, y)

et d’autre part W(v(u(x)), v(u(y)) = det(v o u)¥(x, y). Comparant ces deux
formules (et utilisant le fait que ¥ n’est pas identiquement nulle) on en
re (4.2.7.1).

IV \1’ I

««.0) Four qu un enaomorpmsme u soit tel que det (u) +# L, il faut et il Sll[ﬂl

que u soit bijectif.
En effet, si u est bijectif, son inverse u™! est tel que uou™' = 1, donc

les formules (4.2.6.3) et (4.2.7.1) donnent det(u)det(u™ l) = 1,eten partlcuher

o

p—
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s bijectif, il n’est
autrement dlt il y a un vecteur a, # 0 tel que u(a,) = 0. Cons1derons une
base {a,,a,} dont a, est I'un des vecteurs (4.1.5); si ¥ est une forme
bilinéaire alternée sur E x E non identiquement nulle, on a ¥(a,,a,) # 0
(4.2.5) mais W(u(a,), u(a,)) = 0 d’ou la proposition en vertu de (4.2.6.1).

(4.2.9) Soit {a,, a,} une base de E, et soit

Ay %y2
(4.2.9.1) M) = ( )

K2y A2

la matrice d’'un endomorphisme u de E rela tlvement a cette base ; soit ¥
la forme bilinéaire alternée sur E x E telle que W(a;,a,)=1; 11 résulte
A~ (AN £ 1) que Ve o
UL (w.svljyuv i vil a

det(u) = Y(u(a,), u(a,))

et si 'on se souvient que u(a,) est la premiere colonne et u(a,) la seconde
colonne de la matrice (4.2.9.1), il vient, par (4.2.5.1)

(4.2.9.2) det(u) =010y — X12%ay.

On dit aussi que le scalaire (4.2.9.2) est le déterminant de la matrice
M(u) et on le note det(M(u)) ou

o1 %42
(4.2.9.3) - -
%21 *22]
Compte tenu des formules (4.2.7.1) et (4.1.12.1), on a, pour deux matrices
quelconques X, Y de type (2, 2)

(4.2.9.4) det(XY) = det(X)det(Y).

Arrr mdiina mmatricaa Y Ao tere

PUUI qu UllV 11iatlive A UL l]l}e {
det(X) # 0, ou encore que X soit de
X! dans (4.2.13).

Pour toute matrice X de type (2,2),on a

(4.2.9.5) det('X) = det(X)

Y I qnit inneror ihl, 11
&Ly &) DUIL inver sioee, 11
r

ang 2 (4.1.7 et 4.1.11) ; nous calculerons

foant at 11 annf (it A
aul vt 11 dullil yuv

comme il résulte de (4.2.9.2) et de la définition d’une transposée (4.2.4).
(4.2.10) Etant donnés une base {a,,a,} de E et deux vecteurs

Xy =&p1ay + &30y, Xy = €100y + &53a,

il existe un endomorphisme u de E et un seul tel que u(a,) = x,, u(a,;) = x,
et la matrice de u relativement a la base {a,,a,} est

X /éll 512\
- 521 522
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(4.2.10.1) E11éas = Cualar # 0.

On peut d’ailleurs démontrer directement ce résultat a partir de la
définition (4.1.1) ; notons aussi que (4.2.10.1) s’écrit ¥(x,, x,) # O pour toute
forme bilinéaire alternée W # O sur E x E.

Si maintenant {f},f} est la base duale de {a,, a,} dans E* (4.1.15), pour
que deux formes linéaires sur E

(4.2.10.2) g, = Bufy + Brafa =B Ji + B2 fs

antant 13nbiatusminnt smudbnsmndantse 11 Forit at 11 c1iflet A’nsmerda ~An A3z smeiadda
DUIVILIL tinicutr crricrnit wnnycperniuurnicy, 11 iaut vi 11 Dulll(, U apiivd LU {ul piuiiug,
que I’on ait

'y - an A\ n N n 0N 2 N

(4.2.10.3) B11B2z — Bi2B2y # O.

On retrouve ainsi la condition pour que deux droites soient parall¢les
4.1.16).

(4.2.11) Considérons un systéme de deux équations linéaires a deux in-
connues &,,&,

B11é1 + B2 =1

(4.2.11.1) o . 0z
UP2161 + P2262 =72
On peut l'interpréter de la fagon suivante : soit {a,,a,} une base de E,

et nncnnqh = A. + 8,.a,.b,=8..a, + B,,a,.c =v.a, + Y,4, +alo
VVVVVV 9 Pi1idi + P2192, 93 Fiz2%1 T Pa22%2 ¢ r1%1 Y24, ,alor

le systéme (4.2.11.1) est équivalent a 'unique équation

(IJ

(49 11N

£ L v EFh —
\'.bollo‘, SIU T 6 C.

1 2V2 —

Soit ¥ la forme bilinéaire alternée sur E x E telle que ¥(a,,a,) =1
s’il existe une solution (&,, &,) de (4.2.11.2), elle vérifie aussi les relations

W(c, by) = Wby + &3by, b)) = £,W(by, b))
(4.2.11.3)
W(by, c) = W(by, §1by + E3b3) = §,¥(by, b))
Distinguons alors deux cas :
b,, b,;) # O (autrement dit, la relation (4.2.10.3) a lieu). Les
bz sont alors linéairement indépendants (4.2. 10) et par suite

ait alors a priori au’il existe deux
1 a pt qu 1l existe deux

A) On a ¥(
vecteurs b, et

>
3
- B
D
-]
=+
5
| (¢}
o
8
7]
0N
(o
(¢]
T
Q)
o)
3
3
o
Q

I I SR

scalaires bien déterminés &, v
quel que soit c, le systéeme (4.2.11.1) admet un
par les formules

(4.2.11.4) E,o=0,6"1, & =26,6""
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[Bus B
) 5= ,
IﬁZl ﬂ22I

(« formules de Cramer »).
R\ On a Wb. b)=0 ou encore d =0.1

\ul,u2’ T Vs VW Ak

lr
condltion nécessaire pour que le systéme (4.2.11.1) ai
’'on ait aussi

(4.2.11.6) 5,=0, J,=0.

Inversement, supposons ces deux conditions satisfaites. Si I'on a
b, = b, =0, il est en outre nécessaire que ¢ = 0, et alors tout systéme
(&,, &,) est solution de (4.2.11.1) Si au contraire on a par exemple b, # 0,

alAawe lag salatinmae S N S I\ b o ~xa?il o As crnalaieas

aluid IUVd 1Iviatluvlldy U — U, Ul —_ msuulcut qu 11 y a UUD avalalivd /’L et ii
tels que b, = Ab,, ¢ = ub, et ’équation (4.2.11.2) se réduit a &, + A&, = u ;
on peut nrendre ¢, arbitraire et 1’équation précédente détermine &, de

Iﬂu Y1|
2 I.Bzx )’2l

=Y

ll,

de (4.2.11.3) gv'u
ne solution est que

-’

.-!D

n

AL

(¢

[

-

|ln|
i11au

(4.2.12) Avec les notations de (4.2.10), supposons que les formes linéaires
2 e

wtwea ¢ alavre la avetdma (A 11 1Y admat
tiv alUlD v D)’DLUIIIU \re&el 1.1} aulllivi

“a : v\t mwrsllan =i 1%,

iUucs i 1 uin
une seconde interprétation : il signifie que le point x = &,a, + &,a,
appartient a lintersection des droites D,, D, d’équations respectives

uuuuuu

1 -91(x) = 74, D, 1 g,(x) = y,.

Le cas A) de (4.2.11) est celui ou les droites D,, D, ne sont pas paralléles,
et 'on retrouve alors qu’elles ont un point commun et un seul (4.1.6) ;
en outre les formules de Cramer donnent explicitement les coordonnées
de ce point. Le cas B) est celui ou D, et D, sont paralleles et les conditions
4. 2 11.6) sont nécessaires et suﬂisantes pour qu’elles soient identiques (ce

tasmant & nartir Aa 1 1K)
tuliliviit a paitil uv \"f 1.1V)).

(4.2.13) Une troisiéme interprétation du systéme (4 2.11.1) (ou de I’équation

s e AL e

CQﬁivaleﬁtC \‘l- L 11 L)) LOIlblbl.C d consiaerer l UIlqulC cnaomorpmsme u (lC
E tel que u(a,) = b,, u(a,) = b, (4.1.10), autrement dit, ’endomorphisme
dont la matrice relativement a la base {a,,a,} est

ﬂl 1 ﬂl 2
(4.2.13.1) B = (.321 ﬂn)
L’équation (4.2.11.2) s’écrit alors
(4.2.13.2) u(x) = c.
On a 6 = det(B) = det(u).
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T armroe AYAa (A D 11\ ant ~aliis AYs 22 act hito tifIA D QY at 1o aAnlnitinn 1iniAana
LV vad nj uv (r4.11) WL vwiul v U WL uyclly (1.4.0), LI 1a dULULIVULL ullliyjuL
de (4.2.13.2) est
sa m aa A\ — 17
(4.2.13.3) x =u"Yc)

En donnant successivement a c les valeurs a, et a,, on obtient par les
formules de Cramer les vecteurs u™ ‘(a,) et u™ *(a,), c’est-a-dire les colonnes
de la matrice de u™' relativement A la base {a,,a,} ; en d’autres termes,

on a alors
F22 - M12
4.2.13.4) B! = (det B)!
_ﬂZI ﬂll
Te s B) de (4.2.11) est celui ol u# est de rang 0 ou 1 et s1 u est de rang 1

(autrement dit B # 0 et det(B) = 0), les condltlons (4.2.11.6) sont nécessaires
et suffisantes pour que le vecteur ¢ appartienne a la droite vectorielle u(E).
En particulier, I’équation (dite « homogéne »)

(4.2.13.5) u(x) =0

a pour solutions les vecteurs du noyau u~'(0) de u ; si u est de rang 1, on
retrouve ainsi le fait que ce noyau est une droite vectorielle.
Notons enfin que si x, est une solution de {(4.2.13.2), on a, pour toute
autre solution x de cett équatlon u(x — xo) = 0 ; autrement dit, si
ons de (4.2.13.2) n’est pas vide, c’est la variété
(4.2.14) Comme cas particulier de ce qui précede, on obtient la condition
pour qu'un endomorphisme u de E admette des valeurs propres (3.2.10)
et le calcul de ces valeurs propres lorsqu’elles existent. En effet, pour que
/A soit valeur propre de u, il faut et il suffit que le noyau de u — 1. 1g ne

soit pas réduit & 0, ou encore (4.2.8) que

(4.2.14.1) detu — 1.1g) = 0
Cetie équation est appelée équation caractéristique (€t son premier m re

memb
le polynéme caracteristique) de I’endomorphisme u ; si, relatlvement a un
a,}de E, on a

L.
1> %2j5

I’équation (4.2.14.1) s’écrit
(42 14. 2) A. (d 1 dzz)},. + (allazz - o,

""""" i1

et ne dépend évidemment pas de la base {a,, a,} choisie ; la condition pour
qu’elle admette des racines est donc (1.32)

(4.2.14.3) (1 — ®%35)° + 4oty,0,; = 0.
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Lorsque cette condition est remplie, il y a au moins une racine A, de
I’équation caractéristique, donc au moins un vecteur propre b, correspon-
dant a 4, (Ia méthode de (4.2.11) permet de calculer les coordonnées d’un
tel vecteur). Si b, est un second vecteur tel que {b,, b,} soit une base de E
(4.1.5), la matrice de u relativement a la base {b,, b,} sera donc de la forme

(dite matrice triangulaire supérieure)

Ay Mya
4.2.14.9)
N0 A,

et le calcul de I’équation caractéristique de u a partir de la base {b,, b,}
ontre aussitdt que A, est alors aussi valeur propre de u.

D}
aad - - —% 2% i3 L il o4 r
v

Aot AdLe o mani;mtannm lag ‘I.l). ~aa A
ULIDIUCI VLD llla llCllalll 19 pl UIC11ILY> U

\
Soit {a,, a,} une base de E ; pour que deux vecteurs

{a,l = %), + 03,4,

(4.2.15.1) dy = 4,50, + tyyd,
forment une base de E (ou, ce qui revient au mémc (491,3)9 un ensemble
libre), il faut et il suffit, comm on I'a vu (4.2.10) qu atrice
o (%1 %2
(4.2.15.2) P= \“21 “22}
soit inversible (ou encore aue det(P) # 0). On dit alors que P est la matrice

Ao naccnno Ao ’ haco f A la fn ' 1 N 1t Pintarnrdtar ansnra
uc ‘.luoauyc uc [ 1% 2 UWOC ‘lul, uzj' u [ 1% 2 UWDC 1“1, uz; 1l P\vul- 1 1111 P Vivi VIIVUILI

)]

comme la matrice de I’application identique 1 relativement a la base {a\, a5}
et a la base {a,,a,} (dans cet ordre) (cf. (4.1.11)). Compte tenu de la formule
(4.1.12.1), cette interprétation montre aussitot que la matrice de passage
de la base {a', ay} a la base {a,,a,} est l'inverse P~' de P.

Soit maintenant x un vecteur de E, et posons

’ ’ ’ ’
(4.2.15.3) X = 61a1 + ézaz = élal + ézaz
de sorte que les matrices & une coionne correspondant a x relativement
aux bases {a,,a,} et {a}, a,} sont respectivement
(S1) /61
!
M(x)=\ } M(x)=\,)
¢, ¢
N o o Lt A4 . eemdl i a Vo L 1 A4 1A AN e 19 4.
Or, on a évidement x = 1g(x) ; appliquant la formule (4.1.12.2) et 'inter-

prétation précédente de P, il vient

(4.2.15.9) M(x) = P.M'(x)
ce qui s’écrit aussi

(&1 = 1187 + a8
4.2.15.5 , ,
( ) ifz = 03,8} + 02283
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et peut bien entendu u men
parler de matrices.

Soient en second lieu F un second espace vectoriel a 2 dimensions, {b,, b,}

t {b},b,} deux bases de F, Q la matrice de passage de {b,, b,} a {b},

Soit v une application linéaire de E dans F ; désignons par M(r) la matrice
de v relativement aux bases {a,, a,} et {b,, b,}, par M'(v) sa matrice relative-
ment aux bases {a}, a3} et {b}, b,}. Remarquons maintenant que ’'on peut
écrire

t de (42.15.3) et (4.2.15.1) san
- b W \ch J, e \ ’

Uul

vV = IFOUOIE

et appliquons (4.1.12.1) en prenant :

\

la matrice de 1. E relativement a {ad’..a’} et {a..a,! (dans cet ordre) :
A4 I AW A AWW ALAWAAL &8 (wl’ “2, e l“l’ “2’ \““llu WWe i NEL v’ L)
la matrice de v relatlvement a{a,,a,} et {b,,b,};

la matrice de 1g relativement a {b,, b,} et {b}, b5} (dans cet ordre).

Il vient, d’aprés I'interprétation des matrices de passage.
(4.2.15.6) M'(v) = Q" 'M(v)P.

Considérons en particulier le cas ou F = E et ol on prend les matrices
des endomorphismes relativement a4 une seule base de E (41 11). Si u est

aaaaa Ansmrnvrmhicma Ao T AAlas\ c0n sranteina salaticramean A AL a2\

Uil VI1IUULLIVI PiLdLIv ac Ly JVI\u} da 1liallivv lClallVUlllClll a 1“1, uzf, ivl \u}

sa matrice relativement a {a}, a3}, on a, d’aprés (4.2.15.6),

oy a &ty —I: VR, Y

(4.2.15.7) M'(u) = P~ "M(u)P
Considérons enfin une forme bilinéaire ® sur E x E, et soient M(®) et

M'(®) ses matrices relativement a {a,,a,} et & {a},a,} respectivement
(4.2.4). Utilisant (4.2.15.4), (4.2.4.1) et (4.2.4.2), on obtient

D(x,y) ='M'(x).'P. M(®). P.M'(y)
et d’autre part
D(x, y) = ‘M'(x)M'(®)M'(y)

En donnant au couple (x, y) les valeurs (a}, a}), (a}, a3), (a5, a}), (a5, a3),
il vient don¢

(4.2.15.8) M'(®) = 'P. M(®). P.

T hémes d exercices
1) Trace d’un endomorphisme. Soient ¥ un endomorphisme de E,
M(u) =
W \“21 22 }
sa matrice relativement a une base {a,,a,} de E. On appelle trace de u (ou de M(u))
le scalaire a,, + a,, ; il est indépendant de la base {a,,a,} choisie (cf. (4.2.14.2)) ;
on le note Tr(u) ou Tr(M(u)). Si I’équation caractéristique de u s’écrit (4, — ANA, — Z)
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inn (491412 act virifide)
Wwiii UV’

loll ‘Wo&o 1 W.J’ WOl v 1 'y

tout endomorphisme u,
u? — Tr(u).u + det(u) =

dans I'anneau End(E) (cf. section (4.1), exerc. 4).
Si u, v sont deux endomorphismes quelconques de E, on a

Inversement, si f est une forme linéaire sur I’espace vectoriel M,(R) telle que
f(XY)= f(YX) pour tout couple de matrices (X, Y) de type (2,2), montrer qu'il y
a un scalaire a tel que f(X) = oTr(X) (donner & Y pour valeurs particulieres les
matrices dont un seul des 4 éléments est # 0).

Montrer que si ’on a Tr(u) = 0 et Tr(u?) = 0 (ou Tr(u?) = 0 et Tr(u®) = 0), on a

nécessairement u? = 0 ; réciproque.

2) Dans l’exerc. 2 (resp. I’exerc. 3, resp. I’exerc. 4) de la section 4.1, montrer que
le scalaire 6 est indépendant du choix des matrices R, S (resp. de la base) répondant

a anactinn
12 \1“\(0‘!\’!!.

3) Donner un exemple de deux endomorphismes u, v de E tels que uv et vu n’aient
méme rang, bien qu’ils aient méme équation caractéristique
Montrer que pour tudte matrice X de type ( (4, 2), il existe une matrice inversi bl'
ype (2, 2) telle que ‘X = PXP~! (écrire que PX ='X . P)
5) Classification des endomorphismes. Montrer que lorsque I’équation caractéristique
(4.2.14.2) d’un endomorphisme u de E admet des racines, il existe une base de E telle

que la matrice de u relativement a cette base soit de I’'une des formes

(A 0\ (,1 1\‘

E

1V,
i)

~
8.“ iz

\0 u/ \0 1/
Montrer que si, relativement a une base de E, u a une matrice de la forme
(1 o\

relativement 4 une autre base convenable, mais il ne peut avoir pour matrice

7 o\i
\0 4/
relativement a une base quelconque de E.
Porn AAAviien lo Altnrenisnnti e Avr gnsra_sseseaer Ao D AT CAMA Ana AI/.MA s
i UCUUIIC ia UClUlllllllallUll au Sous-drnnedu ac LIIUL) TULLIIC ULy villl l Sv qul

permutent avec u ; obtenir par suite la détermination du centralisateur de u dans
GL(E) lorsque u est inversible (cf. section (3.3), exerc. 6 et section (4.1), exerc. 6).

6) Traduire Ies résuitats de (4.1.14, (1)) en termes de matrices de type (2, 2), a i"aide
des formuies de changement de base.

7) Le groupe unimodulaire. L’application u — det(u) est un homomorphisme du
groupe GL(E) sur le groupe multiplicatif R* ; son noyau (autrement dit le groupe des
automorphismes de E de déterminant 1) est un sous-groupe distingué de GL(E)
appelé groupe unimodulaire, et noté SL(E), ou SL,(R), ou SL(2, R).
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A) Générateurs. Tout élément de SL(E) distinct de — 1 est, soit une transvection,
soit le produit de deux transvections ; la symétrie — 13 est produit de 3 transvections
mais n’est pas égale au produit de 2 transvections. Montrer que tout élément u de

Ql'lp\ est prndnlt de 2 anagi-cvmatriec (distinguer deux cas suivant gue u # — 1. ou

quasi-symétries (distinguer deux cas suivant que u g0
u = —1g). Aucune dllatatlon ne peut appartenir a SL(E).

B) Propriétés de conjugaison Si deux endomorphismes u, v de E qui ne sont pas des
homothéties ont méme trace et méme déterminant \Uu, ce qul revient au méme, méme
ponynome card(:tenbuque), llb soni con]ugues (lal'lb UL(E) U.I[lllber la lorme (]C M(u)
donnée dans I’exerc. 4 de la section (4.1)). En particulier, pour que deux éléments u, v de
GL(E) ayant chacun deux valeurs propres distinctes soient conjugués dans GL(E), il
faut et il suffit que les ensembies de valeurs propres soient les mémes pour u et v ; il
existe méme alors un w’' € SL(E) tel que v = w'uw’ ~! (considérer le centralisateur de u
dans GL(E)). Cas particulier des dilatations.

Il revient au méme de dire, dans le cas considéré, que GL(E) (ou SL(E)) opére transitive-
ment (par u — wuw™ !) dans ’ensemble des automorphismes de E ayant un polynome
caractéristique (admettant des racines distinctes) donné. Montrer au contraire que
dans I’'ensemble des automorphismes de E admettant un nnlvnnmp caractéristique

G223 2 LAISLRIIVEY RBNe GntVaaiVipadidaanse Awevioizv eas J 2RV Ailv VRIQVIViiOiA LY

donné de la forme (ax — 4)?, 11 y a deux classes d’ mtransntmte pour le groupe GL(E)
(cf. exerc. 5).

. 14
Montrer que deux trans'vections quelconques #15 sont conjuguées dans GL(E)
fratilicae Pavann 1 Aa 1o captinnm (A AP cantiaa (AN exeic N
(ULLIIOUL 1 CAUIL. 1 UU ia dlLilull (<. } , LI, dCLLIVULL (<. J}, 1C. L

C) Centre et groupe des commutateurs. Le centrahsateur de SL(E) dans GI(E) est
le centre Z de GL(E), et le centre de SL(E), égal 3 Z n SL(E), est formé de 1; et de la
symétrie — .

Toute transvection est égale 4 un commutateur uvu™'v™! de deux éléments du
groupe GL(E) (utiliser le fait que toute transvection est le produit de deux quasi-
symétries) ; en déduire que SL(E) est le groupe des commutateurs de GL(E).

Tout automorphisme u € SL(E) ayant deux valeurs propres distinctes 4, 4”1 est
un commutateur vwv ™~ 'w™ ! de deux éléments de SL(E) (utiliser ’exerc. 5, et B)).

Calculer le commutateur UVU ™'V ~1! ou

o) ()

\U 1/

-1

En déduire que SLI(E) est égal a son propre groupe des commutateurs.

D) Sous-groupes distingués. Le groupe SL(E) opére de facon doublement transitive
dans I’ensemble des droites vectorielles de E (cf. section (4.3), exerc. 1). Si L est un
sous-groupe distingué de SL(E), non contenu dans le centre Z n SL(E), en déduire
que L opére transitivement dans I’ensemble des droites vectorielles de E (considérer
une droite D et un élément u € L tel que (D) # D, et montrer que si D,, D, sont
deux droites distinctes, il existe v € SL(E) tel que (vuv™'XD,) = D,). De ce résultat,
conclure que ’on a SI(E) = L . ©(E, D) (cf. section (4.1), exerc. 6 B)) et montrer enfin que

tout commutateur de SL(E) est contenu dans L. donc que Ponal = QIIF\ ; autrement

= WALV IEILRL BN IO R A WOt VURAEI S B &RAL0 Ly, BN ww 2 Vi &8 S eviviidvas

dit, SL(E) n’admet pas d’autre sous-groupe dlstmgue que Iu1—meme, Z N SL(E) et

I’élément neutre.

] 7: Xl y.) y.) ~ ar MNANo NN Nt o ~ nrnhic
U’ AITSRUTIWIT TEVDITICY UT WLT nuiic. IviUlivl {uv pUu VUl VIIGUILLIVL PJLIDIIV @ LV 7
T, N 31 aviete Aoy anmdamarehicmas 6 s An B tala mise 25 —— 2
lCl l.iuc 11\u} = v, 11 Canw Glua Cnaommuil pulaulca U, w ac L IS yut ¥ — vw — wvu.

(Montrer qu’il y a une base de E telle que la matrice de u par rapport a cette base ait
ses termes diagonaux nuls ; prendre alors _pour v une quasi—symétrie convenable)

9) Déterminer les éléments du groupe affine GA(E) qui ne laissent invariant aucun
point de E.
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10) Classification des formes bilinéaires symétriques. Soient E,E' deux espaces
vectoriels a 2 dimensions, @ (resp. ®’) une forme bilinéaire sur E x E (resp. E' x E)) ;
on dit que @ et @’ sont équivalentes s’il existe un isomorphisme u de E sur E’ tel que

I’on ait d)(v v\ _ d)‘n(v\ M(u“ Il revient au méme de dire an’il y a une hace r‘e E et

iz Kaw A\ \“V )y AVVAVIIL AU J3AVIIV WY WiILlV YU AV UsUWw W B

une base de E’ relatlvement auxquellcs @ et O’ ont la méme matnce.
Soit <I> une forme bilinéaire sur E x E. L’ensemble des x€E tels que ’on ait

Fe \V RS} ammsran #masd L oot 32 o acems PRPIP AR | 2
WA, y} = U Wul [{v 714 y e th ui udy-Cd pdw VECLOrici l‘ UU D , Si 1‘ ? iU}, on UIl

quc \l' est aeyeneree I'UUI quc \l’ b() it non UCgCIlCI'@C, ll ld.U[ €t ll bUIIl[ qUC sa l'IldlI'lLC
(par rapport a une base quelconque) soit inversible. Montrer que si ® est symétrique

et dégénérée, il y a une base de E relativement a laquelle M(®) a ’une des trois formes

o) Go o)

G/ \ 0 G/

rC)

Si ® n’est pas dégénérée, montrer qu’il a une base de E relativement a laquelle
M(®) est 'une des trois matrices

(; 0\’ (;0 (—1 0)

] \ 0 -1/

|
p—t

.
.

qui sont dites respectivement avoir pour signatures (1, 1), (2,0), (0,2) ; montrer que
les formes bilinéaires correspondant a deux de ces matrices n’ayant pas méme signa-
ture ne sont pas équivalentes (considérer la forme quadratique ®(x, x)).

§ 3. Orientation

(4.3.1) Rappelons (4.2.1) que l’espace vectoriel &/(E,E ; R) des formes
bilinéaires alternées sur E x E est une droite vectorielle, et est donc réunion
de {0} et de deux demi-droites vectorielles ouvertes ', &/ (3.3.3). On dit
que &' et /" sont les orientations de E, et que les couples (E, &), (E, &")
sont les plans vectoriels orientés ayant E pour espace vectoriel sous-jacent.

QAit (D AN y3en nnlan -rAAfA'-AI onit W r3:aa fAveman hilindaies
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alternée appartenant a &/'. On dit qu’un couple (a, b) de vecteurs linéaire-
ment indépendants de E (formant donc une base de E (4.1.4)) est direct

ou positif (resp. rétrograde ou négatif) dans le plan orienté (E, &Z') si 'on

Crew

a ¥(a,b) > 0 (resp. ¥(a, b) < 0). Cette deﬁmtlon ne dépend pas du choix
de ¥ dans &', puisque tout autre élément de o/’ est de la forme a'¥ avec
o > 0, par définition (3.3.3). Si le couple (a, b) est direct dans (E, /'), il en
est de méme du couple (—a, —b) ; le couple (b, a) est rétrograde dans le
plan orienté (E, «’), et le couple (a, b) est rétrograde dans le plan orienté
(E, «/") dont 'orientation est opposée (3.3.3) a celle de (E, &)

Soient A,, A, deux demi-droites vectorielles, a; # 0 un vecteur de A, pour

] - Y\ la ~nen A oF Ain s
i=12;o0n dit q‘d% dans le pnau orienté {E, ') ) i< (,uupw \ul, u2) est airect

(resp. rétrograde) si le couple (a,, a,) est direct (resp. rétrograde) ; cela ne
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vecteur #0 de A, (par exemple) est de la forme Aal avec A > 0.

(4.3.2) Soit u un automorphisme de E ; rappelons que pour toute forme
bilinéaire alternée ¥ sur E x E, on a W(u(x), u(y)) = det(u). ¥(x, y) (4.2.6.1).
Si ¥edof, la forme bilinéaire alternée (x, y) - W(u(x), u(y)) (dite trans-
formée de ¥ par u) appartient donc a &/ si det(u) > 0, 4 " si det(u) < 0 ;
autrement dit les automorphismes u de E qui laissent invariante I’orienta-
tion &’ (ou &") de E sont ceux tels que det(u) > 0 ; on dit encore que ce
sont les automorphismes du plan orienté (E, &') (ou (E, &")) ; ils forment
un sous-groupe distingué GL*(E) de GL(E). Si un couple (a, b) de vecteurs

est direct pour une orientation sur E, alors, pour la méme orientation,

1a nn“nln {as A\ 1V act Airant ot Anf(n\ > n nf act rétrnarada ci Adatfes) < n
iIv vwwu P \u\uh “\U’} \/U‘- WLl VWL Ol UV \u Wi VoL l\l‘luslau Dl u\/‘ “

(4.3.3) Dans ce qui suit, nous supposerons choisie une fois pour toutes une
orientation sur E et une forme bilinéaire alternée ¥ appartenant a cette
orientation. Etant donné un vecteur a # 0, la relation W(a, x) = 0 est une
équation de la droite Dy, ; les vecteurs b tels que le couple (a, b) soit
direct forment alors un des demi-plans ouverts déterminés par D,,, et les
vecteurs b tels que le couple (a, b) soit rétrograde forment I'autre demi-
plan ouvert (3.3. 7)

(4.3.4) Soient Ay, A,, A, trois demi-droites vectorielles (toutes trois ouvertes
ou toutes trois fermées) dans E, et soit a; # 0 un vecteur de A; pour
0 1 2. Nous dirons que la suite (Ag, A,, A,) est directe si deux au moins

ro1s Nomores

CD-“‘

w

‘P(aOs al)’ lI'l(als a2)’ lP(aZ’ ao)

sont > 0. Cette relation ne dépend évidemment pas des vecteurs choisis
sur les'demi-droites A,;, tout autre vecteur #0 sur A, étant de la forme Ag;
avec 4 > 0. Si ia suite (Ay, A, A,) est directe, les trois demi-droites A; sont
distinctes, car si I'on avait par exemple A; = A, on aurait ¥(a,,a,) = 0 et
T(az, ao) = —‘I’(ao, a,). Si la suite (Ay, A,, Az) est directe, il en est de méme
des suites qu’on en déduit par permutation circulaire, (A, A,, Ay) et
(AZ’ AO’ 1) par contre les suites (A09 A2s l)s (Az, AI’ AO), (Al, AO’ A2) ne
sont pas directes

(A 2R Qhriant A A Aany dAami_
(Feded)) DVIVILL l—ll, l_‘z UvUA UVILIITUL VIO VWUWLY

appelle secteur angulaire ouvert d’origine A, et d’extrémité A, et on note
S°(A,, A,) la réunion des demi-droites vectorielles ouvertes A telles que la
suite (A,, A, A,) soit directe ; cet ensemble est donc vide si A, = A,. Si
A, = —A,, le secteur angulaire ouvert S°(A,, A,) est (avec les notations de
(4.3.4)) I'ensemble des vecteurs x tels que ®(a,, x) > 0, autrement dit un
des demi-plans ouverts déterminés par la droite D contenant A, et A, ;
le secteur angulaire S°(A2, 1) est alors lautre demi-plan ouvert déterminé

par U aup‘posons CIlllIl quc L\z SOl[ (.llS[lIlC[C QC L‘l et QC _L‘l’ QC sorte
que ¥(a,,a;) #0. Si ¥(a,,a,) >0, on dit que S°(A,, A,) est un secteur

Aernitac ‘yanfnfinllna nanun-fna Aane B Nn
1111 vuver UaAlldo Ly VUl
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résulte de (4.3.4) que S°(A,, A,) est alors 'ensemble
on ait a la fois ¥(a,, x) > 0 et ¥(a,, x) < 0. Autrement dit
un secteur angulaire ouvert saillant est lintersection de deux demi-plans
ouverts déterminés par deux droites distinctes. Si au contraire W(a,, a,) < 0,
on dit que S°(A,, A,) est un secteur angulaire rentrant : c’est alors ’ensemble
des x tels que I’on ait I’une au moins des reiations ¥(a,, x) > 0, ¥(a,, x) < 0.
Autrement dit, un secteur angulaire ouvert rentrant est la réunion de deux
demi-plans ouverts déterminés par deux droites distinctes.
Anariia A A At nrzca: smanfaia ~na Inn f‘n--

— v cnantariens amaitlafiaas
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S°(Ai, A,) et S°(A,, A,) sont plats.
Dans tous les cas ou A, # A,, le plan est réunion des 5 ensembles

SO(AI’ Az), SO(A%’ Al)s Al’ AZ’ {0}

qui sont deux a deux sans point commun.

(4.3.6) Soit A, une demi-droite vectorielle ouverte, et désignons par &
Pensemble des demi-droites vectorielles ouvertes distinctes de A,. Considérons,
entre deux éiéments A,, A, de &, Ia relation R(A,, A,) : «la suite (A, A}, A,)
est directe, ou A, = A, ». Nous nous proposons de montrer que R(A,, A,)
est une relation d’ordre total (1.11) dans ’ensemble "9 Il est clair que
l\\ul, ‘-‘1 ) est vraie, que Pon a wujours Pune au moins des deux relations
R(A,, A,), R(A,, A)), et que I’'on ne peut avoir ces deux relations a la fois

que st A, = A,, en vertu de (4.3.4). Il reste & montrer que si A,, A,, A,

e Pan ait lec
1Awo

sont trnte rlpm1-r|rn1fpe ouvertes annartenant a St talle que Pon ait
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- deux relations R(A,, A,) et R(A,, Aj), et qui sont deux a deux distinctes,
alors on a aussi R(A,, A;). Désignons par a; un vecteur #0 sur A; pour
i=0,1,2,3, et posons o;; = ¥(a;, a;), de sorte que a; = —ay; Soit b un
vecteur de E tel que W(ay, b) = 1, de sorte que {aq, b} est une base de E,
et posons

a; = Aag + wb pour i=1,2,3;

on a alors

Qoi = M pouri=1,2,3

oy = Aty — Az pour i,j égaux a 1,2 ou 3
d’olt 'on déduit sans peine 'identité
(4.3.6.1) Ao1d23 + Xgat3y + o3ty = 0.

Cela étant, distinguons plusieurs cas :

1° Supposons d’abord ay, < 0. Comme la suite (Ay, A, A,) est directe,
on a alors nécessairement a,, >0 et a,, >0, d’'ou a5, < 0. Comme
ooz < 0 et que la suite (Ag, A,, A;) est directe, on a a,3 >0 et a3 >0 ;
de ces relations et de (4.3.6.1) on déduit alors a,¢0,3= — %y ,%;3 —oc03oc, >0,
et comme o,o > 0, on a a,3 > 0, ce qui prouve la relation R(A,, A;) dans

CC cas.



§ 3. Orientation 81

2° Supposons ag; > 0 et a3 < 0. Comme la suite (AG, A,, A;) est directe,
on a nécessairement oy, > 0 et a3 > 0. Comme a,, < 0 et que la suite
(Ao, Ay, A,) est directe, on a nécessairement a,, > 0 ; de ces relations et de
(4.3.6.1), on déduit encore a,; > 0.

3° Supposons enfin ay, >0 et a3 >0 ; alors on a R(A,,A;) par
finition.

4.3.7) Le résultat précédent permet d’interpréter d’'une autre maniére les
secteurs angulaires. Soient A;, A, deux demi-droites vectorielles ouvertes

dictincte et enit A. 1nne demidraite talle ane la enite (A A A_) enit
ulﬂ‘lllv‘-\ll’ [S AV g9 l—IO Viiliw WWwilili WL VililW Lwilw \luv Py DUilw \l—‘o, l_ll, ‘_‘2’ IVLL

directe ; autrement dit, A, est contenue dans le secteur angulaire S°(A,, A,).
Dans I’ensemble & des demi-droites ouvertes distinctes de A,, on a alors
entre deux demi-droites A’, A” la relation d’ordre définie dans (4.3.6), que

nous écrirons A’ < A”. Dans ces conditions le secteur angulazre S°(Ay, A,)
est la réunion des demi-droites A; de & vérifiant les deux relations

rl C'

4.3.7.1) A <A; <A,
(autrement dit, les demi-droites ouvertes contenues dans S°(A,, A,) forment
'« intervalle ouvert » d’origine A, et d’extrémité A, pour la relation d’ordre

introduite, intervalle qui ne dépend donc pas du choix de A, dans S°(A,, A,))).

Pour abréger. notons (ijk) la relation : «la ite (A. A. A) est directe»

Vi QuUivaViy 1L1VWVIID Iyiv) 1G 1wvikuivil U‘\«Illv\i \l—ll, I._IJ’ l—lk’ WOl Wil Wwwil

pour tous les choix possibles de i,j,k deux a deux distincts parmi les
nombres 0, 1, 2, 3. Si ’on revient aux définitions, on voit que ce qu’il s’agit
de prouver est I’équivalence logique

4.3.7.2) «(012) et (132)» & «(013) et (032) ».

Or, (012) est équivalente a (120) par (4.3.4), et «(120) et (132)» entraine
(130) par (4 3. 6), donc entraine (013) ; de méme « (012) et (132)» est équiva-
lente a « (201) et (213)», donc é‘:ﬁtf"‘i“c‘: (203) et par suite (032). Cela prouve
que le membre de gauche de (4.3.7.2) entraine le membre de droite. En

sens inverse, «(013) et (032)» entralne (012) par (4.3.6) ; d’autre part,
« (D1 et lﬂ'l')\\\ est Annivalanta & [1“1\ et l'l’)n\“ danc nnfro?ne {321)

«(013) 032)» est équivalente 4 « (301) et (320)», donc entrain
par (4.3.6), et aussi par suite (132).

(4.3.8) Soient maintenant A,, A, deux demi-droites vectorielles fermées
dans E ; on appelle secteur angulaire fermé d’origine A; et d’extrémité
A, et on note S(A,, A,) la réunion des deml-drones vectorielles fermées
A telles que 'on ait A = A,, ou A = A,, ou que la suite (A, A, A,) soit
directe. Soient A9, AY les demi-droites ouvertes contenues respectivement
dans A, et A, ; il résulte aussitét de la définition précédente que S(A,, A,)
est réunion de S°(A9, AY), de A, et de A,. Si 'on définit entre demi-droites
fermées la relation R(A,, A,) comme dans (4.3.6), on voit aussitot qu’elle

est équivalente 3 R(A9, AY) et est donc une relation d’ordre total dans

I'ancamhla Aac Aa m1=r|rr\1h:c farmdace Adictinctae dAa A Qi PAan nrand la
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demi-droite fermée A, contenue dans S(A,, A,) et distincte de A, et A,,

h Y
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le résultat de (4.3.7) montre que le secteur angulaire S(A;, A,) est la réunion
des demi-droites fermées A, vérifiant les deux relations

(«intervalle fermé »).
On dit que le secteur angulaire fermé S(A,, A,) est plat (resp. saillant,
resp. rentrant) s’il en est ainsi du secteur angulaire ouvert S°(A?, A3). Un

secteur angulaire fermé plat est donc un demi-plan fermé' un secteur

......... Cosana l o el ven fsat nsecnntinie Ao Aaie Ao £aesan ALt~
dllgUIdllC ICL1LIC buutumf Cbl l "ltCI DCLtlU! Ut UtTua ucuu-plaua lUl.ll.lCD acicr-

minés par deux droites distinctes ; un secteur angulaire fermé rentrant est
la réunion de deux demi-plans fermés déterminés par deux droites distinctes.

Comme un r‘lpm:-nlan fermé contient exactement une droite vectorielle

N/ \JAALARAW ¥y ¥ 99 ARCAN G AL Aw JAAwiiw

(savoir celle qui le détermme) et que cette droite n’est contenue dans aucun
demi-plan fermé autres que ceux qu’elle détermine, on a encore les équiva-
lences suivantes pour un secteur angulaire fermé S = S(A,, A,) :

S est saillant « S ne contient aucune droite vectorielle ;

S est piat « S contient une droite vectorielie et une seule ;

S est rentrant « S contient au moins deux droites vectorielles distinctes.
(4.3.9) Notons enfin que les secteurs angulaires (ouverts ou fermés) définis

MO A AN TN e lha annt annnra annmallo contoesna n Jdatwoe Ao enmimo

A . ot N
aans ¢€ paragrapnc 50nt €nCorc appceics secteurs nguiGires ae somimér v ,

si S est un tel ensemble, tout translaté a + S s’appelle secteur angulaire

de sommet a. On dit que a + S ‘est respectivement ouvert, fermé, plat,
saillant, rentrant, si S a la propriété correspondante ; ’origine et I’extrémité

de a + S sont par définition les translatées respectives de 1’origine et de
I’extrémité de S.

Theémes d’exercices

Pal &Vs v OV4

1) Propriétés de transitivité. Le groupe GL(E) (et a Jortiori tous ses sous-groupes;
opérent dans I’ensemble des triplets de demi-droites vectorielles ouvertes deux a deux
distinctes (A,, A,, A;). Montrer que dans cet ensemble il y a 7 classes d’intransitivité
pour GL(E), et 14 classes d’intransitivité pour GL*(E) ou SL(E). (Considérer le sous-
groupe laissant invariantes une ou deux demi-droites d’un triplet).

Le groupe GL(E) opére aussi dans I’ensemble des secteurs angulaires fermés. Montrer
que dans cet ensemble il y a 4 classes d’intransitivité pour GL(E) ou SL(E), formées
respectivement des secteurs réduits a4 une demi-droite, des secteurs plats, des secteurs
saillants et des secteurs rentrants.

On a vu (section (4.1), exercice 6) que le groupe GL(E) opére transitivement dans
I’ensemble des triplets de droites deux a deux distinctes (D,,D,, D;). Montrer par
contre qu’lil y a dans cet ensemble 2 classes d’intransitivité pour GL"(E) ou SL(E)
I'une de ces classes est caractérisée par le fait qu’il existe dans chaque droite D; un

vactenr . tele Aane lae T namhrac WU, \ WUln. a) WMa. a.) eolent > 0O
Ywiwiwiwi Wl, YWwiv \-1“\4 AWY J 2AVIIIUVAWVO a \ul’ ’ a ‘“2 “3” a ‘us’ ul’ OUNJAWEAL »~ Ve
. p rd . . .
1 A D, ”n
2) Propriétés de conjugaison. Pour cut automorphisme u € GL(E), on considére

4
la forme quadratique x — W¥(x, u(x)) sur E (section (3.2), exerc. 8). Montrer que pour
tout automorphisme v e GL*(E), les formes bilinéaires symétriques associées aux

formes quadratiques ¥(x, u(x)) et ¥(x, v(u(v ™ 1(x)))) (loc. cit.) sont équivalentes (section
(4.2), exercice 10). En déduire que, dans I’ensemble des transvections # 1g (section (3.3),
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a-dire que pour deux transvections t,¢t’ d’une méme classe, 11 ex

que t' = vtv™ ', tandis qu’il n'y a pas d’automorphisme veGL (E) ayant cette
pi’Opi’iété si t' et t ne sont pas dans la méme classe {cu d’autres termes, pour le groupe
GL*(E) opérant dans I’ensemble des transvections # 1 par I'application t - vtv™?,

il y a deux classes d’intransitivité). Comparer a la section (4.2), exerc. 7. Montrer que
si t # 1 est une transvection, t et t* sont dans la méme classe pour n > 0, dans
deux classes différentes si n < 0. En déduire que toute transvection t peut s’écrire
comme commutateur uvu” 'v™! de deux éléments de SL(E) (noter que t = t2.¢7!).

Dans I’ensemble des automorphismes de E ayant un polynéme caractéristique
donné de la forme (x — 4)%, il y a trois classes d’intransitivité pour le groupe SL(E)
(ou GL*(E)).

3) Montrer que si ®, ®' sont deux formes bilinéaires symétriques non dégénérées
sur E x E, ayant méme signature (section (4.2), exerc. 10), il existe un ue
que O(x, y) = O'(u(x), u(y)).

4) Montrer que dans l'ensemble des quadruplets de droites vectorielles
(D..D. D. D.)avant un birannort donné (section (4.1 exerc. IQ)

\&rjy &2 Ar 3y Arg) By Wil VILAQ VALY UVIMLY \UVWIAVEL Tek Jy VAW

d’intransitivité pour le groupe GL™*(E) (ou le groupe SL(E)).
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CHAPITRE V

Géométrie euclidienne plane

(5.0) Considérons un espace vectoriel E pour lequel on s’est donné une
application (x,y) — (x|]y) de E x E dans R vérifiant les axiomes (E 1) a
(E4) du chap. II ; les axiomes (E 1), (E 2) et (E 3) expriment simplement
que (x, y) — (x|y) est une forme bilinéaire symétrique sur E x E (3.2.14) ;
si ’'on convient de dire qu’une telle forme ® est positive non dégénérée
]orsqu’on a O(x, x) > 0 pour tout x # 0 dans E, ’axiome (E4) s’interpréte
isant quc la forme ( \.&|y; est ‘pOSiuv’c non uegeneree

On peut montrer que sur tout espace vectoriel il y a des formes bilinéaires

trlques positives non dégénérées ; c’est immédiat en tout cas pour les

aces a 2 di mpnclnnc car si {a l est une base d’un tel espace E. il

NALALAWAALIANI L (v 3 lwl wz’ WLV WllWw hdd g Ay X1

suffit de prendre ®(x, y) = o,&n, + a,&,m, avec a; > 0 et a, > 0 (pour
x = ¢iay + &ra,,y = nya, + nya;), comme on le vérifie aussitot (1.23) ;
plus généralement, si ® est une telle forme sur un espace vectoriel E, et u
un automorphisme de l’espace E, D'application (x, y) - ®(u(x), u(y)) est
encore bilinéaire, symétrique, et positive non dégénérée (cette derniére
propriété en raison du fait que la relation u(x) = 0 équivaut a x = 0).
(Cf section (5.2), exerc. 3 pour une réciproque).
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Se donner une forme bilinéaire symetrique pU tive
sur un espace vectoriel E est ce qu’on appelle définir une structure d’espace
euclidien sur E. A une telle structure sont attachés un certain nombre de

notions et de théorémes : au R 1 nous exposerons ceux gui ne dé endent

AUV VAVIIVU WL VWV LIAWUVIViILIWVY ¢ B wid AVIID WV BA Wi i

pas de I’axiome (D,) ou (D) du chap. II, aux §§ suivants ceux qui sont
particuliers aux espaces euclidiens a 2 dimensions. Il se trouve que beaucoup
des objets et relations définis ne changent pas lorsque I'on remplace la
forme ® par une forme proportionnelle A® (avec A > 0). Par contre, deux
formes bilinéaires symétriques positives non dégénérées non proportionnelles
®, @' sur un méme espace vectoriel E donnent naissance a deux structures
d’espace euclidien sur E pour lesquelles les objets correspondants définis

“nAtinn A’ArthAaannalit An aveniteia)
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’exemple donné ci-dessus montre que, déja

A

ne sont pas du tout les mém
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dimen

dimer infin str
distinctes d’espace euclidien, qu lf d nc bien se garder d onfondre

Il se trouve qu’avec une bonne approx1matlon, on rend compte de

beaucoup de propriétés physiques de I'univers ou nous vivons en lui
attribuant (au voisinage d’un point) une structure d’espace euclidien a 3
dimensions ayant ce point pour origine, dans lequel la forme bilinéaire
(x|y) est bien déterminée (par I’expérience) a un facteur prés (le choix de ce
facteur est ce qu’on appelle aussi «choix d’une unité de longueur»);

Anla aveali~na art 1Pintliedt Aa DAt da Aa anrnanan annliAd

cCia UAPII\{UC (11 pcu ll\.« 1 HILtVIVLE UV 1 Viuuy UUD UDPQ\/CD CUDIIUIUIID, 111&'3 i
faut bien se rendre compte que, du point de vue mathématique, lorsqu’on
consideére un espace vectoriel E, il n’y a pas de forme bilinéaire symétrique

7

positive non dégénérée privilégiée sur cet espace.
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§ 1. Longueurs; orthogonalité ; isometries

5.1.0) Dans tout ce paragraphe, on suppose donnés un espace vectoriel E
on réduit a 0 et une structure d’espace euclidien sur E ; on dit que ( xlv\
est le produit scalaire des vecteurs x et y. Il est-clair que si F est un sous-
espace vectoriel de E, F est un espace euclidien pour la restriction de (x|y)
a F x F. En particulier, sur toute droite vectorielle D, la restriction de
(x|y) & D x D définit une structure d’espace euclidien sur D ; si a # O est
un vecteur de D, on a x = éa,y = na et (x|y) = aén, oua = (a|a) > 0.

(5.1.1) Etant donné un vecteur x € E, le nombre (x|x) est > 0 en vertu de-

(E4) ; le nombre |x| = ,/(x|x (1.31) est appelé la longueur (ou norme
euclidienne) du vecteur x. Comme |[0] =0 (3.2.12), le seul vecteur de
longueur 0 est ’origine de E d’aprés (E 4). Si a, b sont deux points de E, on

appelle longueur du segment ab, ou distance de a a b, et ’on note d(a, b)
" A Il LIl . A~ onc 111 J(~- MY T

I:A

le nombre (| — 0] , Ol a ao IX]] = @X, vj. 11 résulte aussitét de ces
définitions que la relation d(a, b) = 0 équivaut a b = a, et que 'on a
(5.1.1.1) d(b, a) = da, b)

(5.1.1.2) dla + ¢,b + ¢) = d(a, b)

(2111 A 1a 1M — 1A B (et on nartionlier 11l = 121 U+

\3-1-1.0’ ulm, ) — |A.|u\u, v) lCl vil Pal LiVUulivi " NN " -_— IILI ".N"’

La propriété (5.1.1.2) s’exprime en disant que la longueur d’un segment
est invariante par transiation.
On dit qu’un vecteur a est unitaire s’il est de longueur 1, autrement dit

si |af = 1. Pour tout vecteur x # 0, il existe un vecteur unitaire z et un
seul tel que 'on ait x = pz avec p > u ; en cﬁ'a, cette relation donne, par
(5:1.13), |x] = plzl = p, puis z = p™1x = x|
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Le fait que (x|y) est une forme bilinéaire donne en particulier
(5.1.1.4) |ix + py|? = (Ax + pyjix + py) = A2||x||2 + p?|y|* + 2Aux]y)

autrement dit, la longueur du vecteur ix + puy s’exprime a 'aide de 4, y,
des longueurs et |y| et du produit scalaire (x|y).

Inversement, cette formule permet d’exprimer le produit scalaire a ’aide
de la norme, car elle donne

(5.L.1.5) Gl = 3> + yl* = <] = v]%.

(5.1.2) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Quels que soient les vecteurs x,y de
E,ona

(5.1.2.1) | < flx ] - vl
En outre les deux membres ne sont égaux que lorsque x et y sont linéairement
dépendants.

Le premier membre de (5.1.14) est >0 et ne peut &tre nul que si
Ax + uy = 0 ; cela donne I'inégalité

(5.1.2.2) A= + ulyl)? + 2Au|y) = ||1x| - [|y[) = ©

Si x =0 ou y=0, il est clair que les deux membres de (5.1.2.1) sont
égaux ; dans le cas contraire, en faisant A = ||y|, p = — ||x| dans (5.1.2.2)
il vient
5123) 2] Iyllel - 1] - o) > 0

c’est-a-dire (x|y) < ||x|.|y| ; remplagant y par —y, on en déduit
(x|y) = — |Ix| . |y[l, ce qui donne (5.1.2.1). I1 est clair que si y = ax, les deux
membres de (5.1.2.1) sont égaux ; réciproquement, si x et y sont linéairement
indépendants, le premier membre de (5.1.2.2) est >0 lorsque A et u ne sont
pas tous deux nuls (E4) ; donc on peut dans (5.1.2.3) remplacer le signe
> par >, et de méme dans I'inégalité obtenue en remplagant y par — y ;
ce qui acheve la démonstration.

(5.1.3) (Inégalité de Minkowski) Quels que soient les vecteurs x,y, on a

(5.1.3.1) lx + vl < ] + fixll-
En outre les deux membres ne sont égaux que lorsque x = 0, ou y = 0, ou
x#0ety=axaveca>0.

Appliquant en effet la relation (5.1.1.4) avec 4 = u = 1 et I'inégalité
x|y) < ||x| - [|y[|, il vient

\ I + yI12 < Uxl? + Uyl
) L4 I (40 LI P4 L

I
l
1.3.1) en vertu de (1

2 , n
P

|
|
d’ou (5.1 29) ; en outre on ne peut avoir égalité dans
(5.1.3.2) que si (x|y) = ||x|.||y]. En vertu de (5.1.2), cela entraine, soit
x =0, soit y =0, soit x # 0 et y = ax ; mais pour y =ax et x # 0, on a
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tre égaux que si a = o], c’est-a-dire o > 0.

La relation (5.1.3.1) donne, pour trois points a, b, c dans E

(5.1.3.3) d(a, c) < d(a, b) + d(b, c)

en appliquant (5.1.3.1)a x = b — a et y = ¢ — b (inégalité triangulaire) ; en
outre les deux membres de (5.1.3.3) ne peuvent étre égaux que si I'on a
soit b = a, soit ¢ = b, soit enfin b # a et c — b = a(b — a) avec a > 0, ce
qui signifie que le point ¢ appartient a la demi-droite fermée d’origine b et

de vecteur directeur b — a (3.3.3).
Si a, b, ¢, d sont quatre points de E,

Ara ey o SRS el r —

d(a,d) < d(a, c) + d(c,d)

NN~ Ao
Viiv VWD

Q

na

d’ou
d(a, d) < d(a, b) + d(b, ¢) + d(c, d)

et de méme pour plus de quatre points. On exprime des inégalités en disant
que « le segment ab est la plus courte ligne brisée joignant a et b».
Enfin, quels que soient les points a, b, ¢, on a

(5.1.3.4) d(a, b) = |d(a, c) — d(b, c)|

car la relation (5.1.3.3) s’écrit d(a, b) > d(a, c¢) — d(bi c), et en permutant g et
L A a Alr LY — AL 2\ S AL -\ Al e A A £12A4A
v,0iaag,oy=aw,a z aw,Ccj — anaG,cj, G ou \J 1. J‘t)

(5.1.4) On dit que deux vecteurs X, y sont orthogonaux si 'on a (x|y) =

En vertu de (E 1) il revient au méme de dire que x, y sont orthogonaux ou
que y,x sont orthogonaux. D’aprés (E 4) un vecteur n’est orthogonal a
lui-méme que s’il est nul. Si x est orthogonal 4 y et & z, ax est orthogonal
a By + yz quels que soient les scalaires «, f3, 7.

(5.1.5) (T héoréme de Pythagore) Si x, y sont deux vecteurs orthogonaux, on a

2 2
(5.1.5.1) Ix + y||? = |x]|* + ||yl
C’est un cas particulier de (5.1.1.4).
(5.1.6) On dit que deux parties M, N de E sont orthogonales si tout vecteur
|V § at ArthAaannal & tAt vantane ~N « alAre N f\ \T agt vida Ay rAdAnt
vl L Ullllusullal a tvutl vyvvivul c 1% 4, Alvio 1vi 1N LOL VIUuV UUu 1viIuIl

Xe €S
a 0 (5.1.4). Etant donnée une partie M de E, I'’ensemble de tous les vecteurs
y orthogonaux & M est un sous-espace vectoriel V de E, comme il résulte
de (5.1.4). L’ensemble V' des vecteurs orthogonaux a V contient M (méme
lorsque M est un sous-espace vectoriel, on peut avoir V' # M).
Supposons que E soit somme directe de deux sous-espaces vectoriels
orthogonaux V, W ; alors W est ’ensemble de tous les vecteurs orthogonaux
av. En effet, tout xe E sécrit x y+zavecyeVetzeW ;si l’on écrit
que \x|y) = 0, il vient \y|y) + (y|2) = 0, et comme par hypothése \y|z; =0,
il reste (y|ly) = 0, d’ou y =0 et xe W. Les projections p(x) et g(x) d’un
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point x€ E sur V et W respectiv

orthogonales de x sur VetW.
(5.1.7) Soient D une droite vectorielle dans E, a # 0 un vecteur de D.

(i) Le sous-espace vectoriel H des vecteurs orthogonaux a D est un hyper-
plan vectoriel supplémentaire de D.

(ii) Le sous-espace vectoriel des vecteurs orthogonaux a H est égal a D.

(iii) Pour tout x € E, les projections y, z de x dans D et dans H respective-
ment, correspondant a la décomposition de E en somme directe D + H (3.2.2),

ectivement (3.2.2

ALAWAA ot ¢ it

\ eant alore ditec
’ WINJ A CRANJA VD WAALVWWD

A%

sont données par les formules
(x|a (x|a)
(5.1.7.1) y=1—5.0a Z=X—)y=X— 7.
laf” _ i
et ’'on a
|(x|) 2 2 (xa)?
(5.1.7.2) d(x,z) = |ly| = Tal @, y)? = |z||* = ||x|? - [a[F

En outre, pour tout point y' de D distinct de y et tout point z' de H distinct
de z, on a
(5.1.7.3) d(x, y") > d(x, y), d(x, z") > d(x, z).

Les points de H sont ceux qui vérifient la relation (a|x) = 0 ; or, I'applica-
tion x — (a|x) est une forme linéaire, et comme (ala) # O elle n’est pas
1dent1mlemmf nulle ; donc H est un hyperplan vectoriel d’équation
a|x) = 0 (3.3.6) et comme (a|a) # 0, la droite D n’est pas contenue dans
H, donc D et H sont supplémentaires ; on a ainsi prouvé (i), et comme D
et H sont supplémentaires et orthogonaux, (ii) en résulte par (5.1.6). Pour
un x € E, la projection y de x sur D est I'unique vecteur de la forme &a
tel que x — ¢ae H, ou encore tel que (a|x — £a) = 0, ce qui donne (a|x)

f”a“‘ et prouve les formules (5.1.7.1), d’ou ’on déduit aussit6t (5.1.7.2).
Si y'e D, les vecteurs y) — ye D et z = x — y € H sont orthogonaux, donc,

par le th. de Pythagore, on a
2 2
Ix =y [* = |x = | y
1 lati ! i RY4 || 2 i ] id
et la relatio Vv =% vy entraine iy — v > ce auil prouve la nremiere
(=1} 1ato 7 Y entraine |) Yim = Y, €€ qul prouve a premicr

e n ) ) u
inégalité (5.1.7.3) ; 1a seconde se prouve de méme, en observant que z' — z
et y = x — z sont orthogonaux.

Les nombres d(x, y) et d(x, z) sont respectivement appelés les distances
de x 4 D et de x a H et notés d(x, D) et d(x, H).

On notera que H est 'unique hyperplan orthogonal a D, car un tel
hyperplan doit contenir H ; de méme D est I'unique droite orthogonale a

H, car une telle droite est nécessairement contenue dans D. On peut donc

narlar de H ~caomme ]”n\ nown
parict GC 1 COmme 1 nyperp:.a

orthogonale a H.
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On notera que si on
peut y avoir dans E des hyperplans qui ne sont orthogonau
droite.

(5.1.8) Soient D, H une droite et un hyperplan dans E (ne passant pas
nécessairement par 0) ; si Dy, H, sont les directions respectives de D et H,
on dit que D et H sont perpendiculaires si D, et H, sont orthogonaux.
Comme D, n’est pas contenue dans H,, D et H ont un point commun et un
seul (3.3.8). Pour tout x €E, il existe alors un hyperplan et un seul H(x)
passant par x et perpendiculaire & D et une droite et une seule D(x) passant
par x et perpendlculalr a H, et H(x) est paralléle a H et D(x) parallele a

D ; en effet, par une translation on est ra

~t nln..n ad+ LY.

€t a101s U\.x,; €t X les var j

la décomposition de E en somme directe D, + H,, (3.1.14). L’unique point
y (resp. z) intersection de D et de H(x) (resp. de H et de D(x)) est encore
appelé la projection orthogonale de x sur D (resp. H) ; c’est 'unique point
y (resp. 2) de D tel que x — y soit orthogonal d tous les vecteurs y' — y
pour y' € D (resp. tel que x — z soit orthogonal a tous les vecteurs z' — z
pour z' € H). C’est aussi 'unique point de D (resp. H) dont la distance a x
est la plus petite possible ; d(x, y) (resp. d(x, z)) est encore appelé la distance
de x a D (resp. Ia distance de x a H) et notée d(x, D) (resp. d(x, H)) ; tout ceci
résulte aussitot de (5.1.7) par translation, compte tenu de I'invariance des

»

distances par translation (5.1.1.2).
Soient be D, un vecteur directeur de D, a un point de D ; ’hyperplan

H a une équation de la forme
(5.1.8.1) (blx) = B

17%7 r
puisque (b|x) = 0 est une équation de H, (3.3.6). La projection orthogonale
sur H d’un point x, € E est le point z, = x, + Ab vérifiant (5.1.8.1), ce qui
1 ‘\Illll‘)k}. /llo\ n F 0 0 WhEeh e
donne A||b||* + (b|x,) = B, et par suite

B — (blxo)

et comme d(xo, H) = ||Ab|| = |4]. ||b|, il vient

1B — (blxo)|
(5.1.8-3) d(xo, H) = __"—b"-—_
Si y, est la projection orthogonale de x, sur D, yo — a est la projection
orthogonale de x, — a sur Dy, et les formules (5.1.7.1) et (5.1.7.2) donnent
donc |
ram a am e (xn_ab) -
(5.1.8.4) Yo =a + ‘—LET'——’.b

L
. (xo — alb)
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(5.1.8.6) ®lx) = B.

Pour tout xeH', la formule (5.1.8.3) donne d(x,H) = |8 — B|/||b|| ; ce
nombre est indépendant du point x € H' choisi ; on dit que c’est la distance
des hyperplans paraliéles H et H' et on la note d(H, H’') ou d(H’, H).

De méme, soit D’ une droite paralléle a D ; alors, pour tout point
x € D', le nombre d(x, D) ne dépend pas du point X :on se ramene aussitot
par lfaflSldliOﬁ au cas ou a= U, U = Uo et dl()rb notre aSSEfl.ioﬁ i‘esuuc
de ce que tous les points x € D’ ont méme projection orthogonale sur Hy ;

ce nombre est encore appelé distance des droites paralléles D, D’ et noté
A n'\ ou A T

W, s, 7).

(5.1.9) Etant donnés un point ae E et un nombre p > 0, I’ensemble des
points x € E tels que d(a, x) = p (resp. d(a, x) < p, resp. d(a, x) < p) est
appelé la sphére de centre a et de rayon p (resp. la boule ouverte de centre
a et de rayon p, resp. la boule fermée de centre a et de rayon p) ; I'’ensemble
des points x tels que d(a, x) > p (complémentaire de la boule fermée de
centre a et de rayon p) est encore appelé ’extérieur de la boule de centre a
et de rayon p. Si V est un sous-espace vectoriel de E, 'ensemble des points
xea + V tels que d(a, x) = p est ’ensemble a + S,, ou S, est la sphére de
centre 0 et de rayon p dans V ; on dit encore que a + S, est la sphére de

centre a et de rayon p dans la variété linéaire a + V. On définit de meme

lag hos ’nc on\a n L ‘, Nanvy an
IO uuu;c UGl1ld U T ALI/IVUA Gl}ll

concentriques.

Il est clair que dans E, la boule fermée de centre a et de rayon p est
réunion de la boule ouverte et de la sphére de méme centre et méme rayon.
Toute droite (resp. tout hyperplan) passant par a est appelée diamétre (resp.
hyperplan diamétral) d’une sphére ou d’une boule de centre a.

On notera que lorsque E est une droite vectorielle et b un vecteur unitaire
dans E, la sphére de centre a et de rayon p est formée des deux points
a + pb, a — pb, la boule ouverte (resp. fermée) de centre a et de rayon p
est formée des points a + &b tels que |¢| < p (resp. |£| < p). Par suite, si on
revient au cas général, on voit que I'intersection d’une sphére S de centre

l'l"lﬂ Aiasmdateas TY Aa va act fn MAA A
uil Julialliviiv s ac \aUl-lC DPIICIC UOL 1VILIIING U

aetdera yon p et
x, x' tels que a soit le milieu du segment xx’ et que d(x, x’) = 2p. On dit
que x, x" sont diamétralement opposés dans S, et le segment xx’ est aussi
appelé un diamétre de S (ou des boules de méme centre et de méme rayon).

La sphere S de centre 0 et de rayon 1 est parfois appelée la sphére unité
(et de méme les boules de centre 0 et de rayon 1 sont dites boule unité
ouverte et boule unité fermée). Comme toute demi-droite vectorielle ouverte
ou fermée contient un vecteur unitaire et un seul, il y a une correspondance
canonique entre S et 1’ensemble des demi-droites vectorielles ouvertes (resp.
fermées). L’application (p,z) - pz de R* x S dans E est une bijection
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{5
H ayant une équation (5.
orthogonale de a sur H, de sorte que 6 = ||c — 4

deaa T—l donnée par la formule (5.1.8.3) ot |
l’“l AN ANJS A J.l.v.u’ LAY 4 a

s’écrit donc ¢ + y, ou y est orthogonal a b. Le
a l'intersection S N H sont donc ceux tels que

‘<
mo
o
o
<]
20
(4]
=
]
=
-

Iy +c - al? -
et comme y est orthogonal & ¢ — a, cela donne par ie th. de Pythagore
(5.1.10.1) Iy|I?> = p* — 82
d’ou 3 ibles

° p < 0 ; l'intersection S N H est vide, H est contenu dans I’extérieur de

la boule ouverte B de centre a et de rayon p.

2° p =9, la seule solution de (5.1.10.1) est y = 0, S n H est réduite au
seul oint ous les autres points de H étant extérieurs & B ; on dit alors
que I’hy ‘er*la“n H est tangent a S au point c.
4 peIp U] P
3° p > 6 ; alors SN H est la sphére de centre c et de rayon /p* — 6>
y p
dans la variété linéaire H ; le mém ul montre que B n H est la boule

ouverte de centre c et de rayon /p? — &%, et que les points de H extérieurs
a B n H sont extérieurs

Soient maintenant V une variété li léair
b un de ses points, de sorte que si V

0
Soit W la variété linéaire passant

vectoriel R(b — a) + Vo, = W, ; alo

(affine) dans W. D’autre part, dans W, S N W est une spheére de centre aetde
rayon p ; comme

th"
.UU

a directionde V,onaV = b )
ar a et de direction le sous-espace

rsonaVc W et V est un h\ynprnlnn

| il ddaddd

roﬂ

SANV=SnW)NnYV,

on voit que I'intersection d’une sphére et d’une variété linéaire est ramenée
ainsi au cas de I'intersection d’une sphére et d’un hyperpian. On dira en
particulier que V est tangente a S si V N S est réduite a un seul point.
(5.1.11) Proposons—nous maintenant d’étudier [Iintersection de deux
.spnere.s S,S’ ; on peut se borner au cas ou clles ne sont pas concentﬂques,
et par une translation on peut supposer que O est le centre de I’'une d’elles,

de sorte qu’elles sont données par les équations

GA1L1)  S:x|=p; S:i|x—a|=p (@#0);

nous poscIrolld 0

iaii (distance des centres). Soit H
d’équation (a|x) = 0, de sort

a Vv
e que tout x € E s’écrit x = &a + y avec y € H,,.
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(5.1.11.3) ¢ =

Pour que le systéme (5.1.11.2) ait des solutions, il faut et il suffit que I'on
ait p? > 622, ou encore —p < 8¢ < p, ce qui, par (5.1.11.3) donne

(5.1.11.9) lo—d|<p <p+d.

Lorsqu’il y a égalité dans une des deux relations (5.1.11.4), la seule
solution de (5.1.11.2) est y = 0, on dit que S et S’ sont tangentes ; si
lp—d|<p <p+3d, SNS est la sphére de centre fa et de rayon
J p? — 8%&% (£ étant donné par (5.1.11.3)) dans ’hyperplan a + H, paralléle
AV > > PR sl of ' ur
a H,.

(5.1.12) On dit qu’un endomorphisme u de I’espace vectoriel E est une
similitude linéaire (ou simplement une similitude) s’il existe un scalaire u tel
que, quels que soient x, y dans E, on ait

(5.1.12.1) (u(x)|u(y)) = p(x|y)

Il résulte aussitot de (5.1.1.5) que cette condition équivaut a la relation
(8.1.12.2) )l = ufx|?
e 2o 8. 2) X EQX)

pour tout xe€E ; comme il y a des x # 0 dans E, le nombre u est bien
déterminé par u, on le note p(u) et on l’appelle le multiplicateur de u ; en
outre la relation (5. 1.12.2) prouve que Pon a nécessairement U=

Il résulte de (5.1.12.1) que si x et y sont deux vecteurs orthogonaux, alors
les vecteurs u(x) et u(y) sont orthogonaux.

4 [ [ A
]1 rncnlfp An (Q 1 l') 7\ nnn St u(u\ > 9’ la re!anvu :( I 0 ent"dne X = 0’

autrement dit u est un endomorphlsme injectif (3.2.4). Au contraire si
uwu) =0,onau=0.
Si u et v sont deux similitudes, et si ’'on pose w = vou, on a
WEW(Y) = poXuCu() = p)u(uXx]y)
et si u est bijective, on a
(x[y) = p(u)u™ " G)u™ ()
donc v o u est une similitude, ainsi que u~! si u est bijective, et ’on a

(5.1.12.3) u(wou) = u()u(m) et um™') = (u(u)~! si u est bijective.

On voit donc que ’ensemble des similitudes bijectives est un sous-groupe
GO(E) du groupe linéaire GL(E) (dit groupe des similitudes linéaires de

'espace euclidien E) ; I'application u — u(u) est un homomorphisme de
GO(E) dans le groupe multiplicatif R%. Le noyau de cet homomorphisme
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est le d ¢ des

multiplicateur 1 ; on le note O(E) et on dit que c’est le groupe orthogonal
de P’espace euclidien E ; ses éléments sont appelés des transformations
orthogonales ou encore des isométries linéaires de E ; elles sont donc
caractérisées comme les bijections linéaires vérifiant 'une ou l’autre des
conditions équivalentes

(5.1.12.4) @(x)|u(y)) = (x|y)
quels que soient x, y dans E,
(5.1.12.5) ux)|| = |||

quel que soit x € E.
Pour toute homothétie h;, on a (E 3)

(5.1.12.6) (ha()ha () = A*(x]y)

autrement dit h, est une similitude de multiplicateur A% Si maintenant u
est une similitude de multiplicateur u, comme on a u > 0, le nombre réel

L Y I R Y
12.3) que h; "u est

L} /_ . 7 3 . - ~ . L] 2 N oq ’ 1. 1 £~
A=/ est défini et >0 ; si 4 # O, il résuite de (5.
s’écrire sous la forme

1.
une isométrie ; toute similitude bijective peut donc s’¢

. ’
h,v, ou A >0 et ve O(E) ; en outre cela n’est possible que d’une seule
b
maniére, car si ’'on a
’
h,v = h,v
’ ’ e N r1—-1 14
vec v v’ dans O(E), A > 0,4’ > 0, on en tire que h, (ol y = A'A7") est égal

a vv'~1, donc appartient & O(E), ce qui signifie que y2 = 1, et comme par
h_ypothése y > 0, cela équivaut a y = 1, o 4’ = A et v = v. On exprime
encore ce fait en disant que GO(E) est produit direct de ses sous-groupes
distingués Z* (groupe des homothéties de rapport >0, isomorphe a R¥%)
et O(E).

Lorsque E est une droite vectorielle, tout endomorphisme de E est une
homothétie, donc une similitude, et O(E) se compose de I'identité et de la
symétrie — 1.

Si E et E’ sont deux espaces euclidiens, on dit encore qu’une application
linéaire g de E dans E’ est une uometrle si I'on a (g(x)|g(

isométrie bijective g de E sur E' est encore dite isomorphisme d’espaces
euclidiens (3 ne pas confondre avec un isomorphisme d’espaces vectoriels) ;
g~ ! est alors aussi une isométrie bijective. Lorsqu’il existe un tel isomor-
phisme on dit que E et E’ sont des espaces euclidiens isomorphes ; tout
théoréme démontré dans E et ne faisant intervenir que des notions définies
a I'aide des opérations de somme, de produit par un scalaire et de produit

scalaire, donne un théor¢me correspondant dans E’ en considérant les
) »
) W)

~ e o -_.AA ph PR -4 ino A
u

lﬁldng, par un isomorphisme de E dans E’, des éléments et parties
qui interviennent dans le théoréme considéré.

a
(¥
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Qi 2 ect 1NNne

Si g est une u
toute similitude u de E, gug ™" est une similitude de E’ et que u(gug ™ ") = u(u).

Dire qu’une bijection g de E sur E' est un isomorphisme d’espace
euclidien équivaut a dire que I’addition, la multiplication par un scalaire,
et le produit scalaire dans E’ sont obtenus par transport de structure au
moyen de g (2.4).
(5.1.13) Proposons-nous de trouver toutes les involutions u dans GO(E)
(3.2.11) ; en vertu de (5.1.12.3), on doit avoir (u(u))2 = 1, donc u(u) =1

p‘L‘liSQUc p(u) U , le lilVUluthilb dppdlllCilIlCIll UUIIL IlCLCbbdlICIIlCIll d.
O(E). On sait (3.2. 11) que E est somme directe des sous-espaces propres

‘I
F 3

|
(S

E(1;u et E(—1; en outre, si xeE(l ;u) et yeE(—1;u), on a
u(v\ = v vl = —_ v at la ralatian (( 1 1') A\ Ar\nnn (vln\ —_ E(vln\ antra_
\A) Ay UY) Yy Lt ia réiation Ulillv \Ay) A\ ) auire

ment dit (x|y) = 0; les sous-espaces E(l ;u) et E(—1;u) sont donc
orthogonaux. Inversement, si E est somme directe de deux sous-espaces
vectoriels orthogonaux V, W et si u est I'involution de GL(E) telle que
u(x) = x dans V et u(x) = —x dans W, on a, pour tout x =y + z avec
yeV,ze W,
luCe)|* = luy) + u@|* = |y — 2] = |¥[* + |l2]* = |x]*

d’apres le th. de Pythagore, donc u € O(E) ; on a y = #(x + u(x)), autrement
dit la projection y de x sur V est milieu du segment d’extrémités x, u(x) ;
on dit que u est la symétrie orthogonale (ou simplement symétrie) par rapport
a V ; on notera alors que —u est la symétrie orthogonale par rapport a W.

On observera que les seules droites vectorielles invariantes par u sont
celles qui sont contenues dans V ou dans W, puisque ces droites sont celles
qui contiennent les vecteurs propres de u (3.2. 10)

Prenons en particulier pour V une droit
D, W est alors I’hyperplan H d’éauation

AT vnynu;n LR | w A

U
."’..
Q
H*
n o
(4]
(2]
-
<
(47
Q
-
(4]
c
-
Q-

(x]a)
(5.1.13.1) u(x)=x —2 .
(ala)
Si H # {0}, la symétrie par rapport 3 H est 'unique similitude # 1g
laisse invariants to is les points de H. En effet, si u est une telle .m.!..ud-

|2

et x # 0 un point de H, on doit déja avoir |x|? = |u(x)
donc u(u) = 1 ; en outre, comme u(a) doit étre orthogonal a tous les vecteurs
de H, on a nécessairement u(a) = Aa (5.1.7) ; écrivant que |u(a)|| = [a, il
vient |A| = 1, et la solution 4 = 1 donne u = 1g, d’ou notre assertion.

(5.1.14) Soit u = t, o v une bijection affine de E sur lui-méme, ou ¢, est la
translation de vecteur a et v un élément de GL(E) ; on dit que u est une
similitude affine (ou simplement une similitude) si, quels que soient X,y

Anmwoe T a
aarns L, Oon a

(5.1.14.1) d(u(x), u(y)) = A.d(x, y)
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est un scalaire >0 ; comme les translations conservent les distances,
a d(u(x), u )) = ( (x), v()), et la condition précédente équivaut a dire
que d(v(x), v(y)) = A.d(x,y) ; comme v(0) = 0, cette condition entraine en
particulier |jv(x)| = /1. |x| pour tout xeE, et par suite v doit étre une
similitude linéaire de multiplicateur A2 #0. Réciproquement s’il en est
ainsi, on a iiv‘(x - y‘)ii A ||x - y||, ce qui entraine (5.1.14.1) ; on dit
encore que A* est le multiplicateur de la similitude et on le note encore
w(u), de sorte que u(u) = p(v).
ilit

l A rr\rmnr\lt nmnm _ﬂlﬁn'llﬂﬂ Qm(n\ Al] nl’l\ilﬂf)

l”l oot f‘lf)'f MO 'ﬂc ﬁ m N o_
ulli SousS-groupe S Gu oup’t

11 WOt viaill \iu\/ 1WwO Dllililit Ul 1V1l 1ilv

affine GA(E) et que u — u(u) est un homomorphisme de Sm(E) dans le
groupe R%. Le noyau de cet homomorphisme est le sous-groupe distingué
de Sm(E) formé des similitudes de multiplicateur 1, autrement dit des
applications affines qui laissent invariantes les distances ; on note ce groupe
Is(E) et on dit que c’est le groupe des isométries affines (ou simplement
isométries) de E ; ses éléments sont donc les produits t, - v d'une translation
et d’une transformation orthogonale v.

(5.1.15) Proposons-nous de chercher les involutions dans Sm(E), autrement
dit les similitudes u telles que u* = 1g. Pour une telle application, le point
a = 3u(0) est invariant, car on a (3.3.4)

u(a) = u}0 + u(O))) = Hu(0) + u*0)) = a.

o, v e GO(E), et ce qui précéde montre que
1e 1 1 x) x, il vient

LA O

= u?(x) = v(u(x)) + 2a = v¥(x) + 2v(a) + 2a = v*(x)

autrement dit v est une involution dans GO(E), et par suite E est somme
directe de deux sous- espaces orthogonaux V, W et v est la symétrie ortho-
gonale par rapport & V. Comme u(a + x) = a + v(x), u laisse invariants les
points de la variété linéaire a + V ; pour tout x € E, le point 4(x + u(x))
est I'unique intersection de a + V et de la variété linéaire x + W paraliéle
aw passant par Xx. On dit que u est la ayrucu ie ou o_Vi‘r‘Lé‘Li‘ié' or "Og‘Oi‘u'illé‘
par rapport a la variété linéaire a + V.

On peut toujours supposer que ’on a pris ae W (autrement dit, que a
est la projection orthogonale de 0 sur a + V) et pour tout x = y + z avec
yeV,zeW,onau(x)=2a+y — z
(5.1.16) Cette derni¢re formule montre aussitét que pour tout vecteur ce V
(i.e. appartenant a la direction de a + V), on a uot, = t. ou. D’autre part,
sl u,, uy sont les symétries par rapport aux deux variétés linéaires de méme
direction, a, + V, a, + V (a,, a, étant pris dans W) et si ’'on pose u = u,u,,
on a, avec les mémes notations

D’autre part, ona u =t

vla) = —a : si ’on écrit
’ WA A VAL WWiAWw

VAW

"3 E;'

Wx) = u,(2a, +y—2) = 2a, — 2, + y + z = x + 2a, — ay)

autrement dit, u,u, = ty,, ., translation de vecteur 2(a, — a)e W ;
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t n
+ |
(a, + 3b) + V et u,t, la symétrie par rapport a (a, — 3b) + V.

Thémes d’exercices

1) Soient D une droite vectorielle dans E, H I’hyperplan vectoriel orthogonal a D ;
montrer que D est Pintersection des hyperplans vectoriels orthogonaux aux droites
vectorielles contenues dans H.

2) Soient a,a’ deux points diamétralement opposés d’une sphére. Montrer que
pour tout point x de cette sphére, les vecteurs x — a et x — a’' sont orthogonaux ;
réciproque.

3) Soient q, b, ¢ trois points de E, a, 8,7, 6 quatre scalaires. Montrer que ’ensemble

des points x € E vérifiant la relation

allx — all2 - Bl —
If I T Pl

st, soit vide, soit égal 4 E, soit un hyperplan, soit une sphere, soit réduit a un point ;

A 1 Aits 1 it A h A IANna 1
donner les conditions pour que !"on soit dans chacun de ces 5 cas. Généraliser

4) Sphéres coorthogonales. Soit S une sphére de centre ¢ et de rayon p. Soient a -
un point de E, D une droite passant par a et rencontrant S en deux points distincts
X1, X, ; montrer que ’on a

(x1 — a|x2 — a) = (d(a, c))* — p*
Si D’ est une droite passant par a et tangente 4 S au point x, on a

(d(a, x))* = (d(a, c))* — p*

On dit que le nombre (d(a, c))> — p? est la puissance du point a par rapport a S.

Si S,, S, sont deux sphéres non concentriques, de centres respectifs c;, c,, de rayons
respectifs p,, p,, I’ensemble H des points dont les puissances par rapport a S, et S,
sont égales est un hyperplan perpendiculaire a la droite D, ., et contenant P'inter-
section S; N S, ; on dit que H est I’hyperplan radical de S, et S,.

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

a)La puissance de ¢, par rapport a S, est p1

b) La puissance de ¢, par rapport 4 S, est p3.

c) L mters-----n S;in S2 n’est pas vide, et pour tout point x de cette intersection,
les vecteurs x — ¢, et x — ¢, sont orthogonaux.

d)Sim,(x), ® 2(x) sont les puissances d’un point x € E parrapporta S, et S, respective-
ment, on a ILI\A; + uz{x, = 2{)6 — pllx - pz;

On dit alors que S, et S, sont coorthogonales™

5) Montrer que, dans le groupe GL(E), le centralisateur du groupe orthogonal
O(E) est le groupe des homothéties Z(E) (écrire qu’un éiément de ce centralisateur
permute aux symeétries par rapport aux hyperplans orthogonaux aux vecteurs de E).

6) Caractérisations des similitudes. A) Soit u une bijection de E sur lui-méme (non
supposée linéaire ni affine a priori) telle que I'on ait (u(x)|u(y)) = a(x|y) quels que
soient x, y dans E (x nombre > 0). Montrer que u est linéaire (et par suite appartient
a GO(E)).

B) Soit u une bijection de E sur lui-méme telle que ’on ait

d(u(x), u(y)) = ad(x,y) (o nombre > 0)
(*) La terminologie classique de « sphéres orthogonales» ne peut étre conservée, car elle

entre en conflit avec la notion générale de « parties orthogonales» d’un espace euclidien
(5.1.6).
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cas o lalss mvarlant un pomt d E, et utiliser A) (5 1 15))

C) On suppose que E n’est pas réduit a 0 ou a une droite vectorielle. Soit u un
automorphisme de I'espace vectoriel E tel que la relation (x|y) = ( entraine
(u(x)|u(y)) = 0 (autrement dit, u conserve l’orthogonalité). Montrer que u est une
similitude linéaire. (Si y # O dans E, observer que (u(x)[u(y)) = O est une équation de
I’hyperplan orthogonal 4 y et en déduire qu’il existe un nombre u(y) # 0 tel que
((x)ju(y)) = p(yXx|y) quel que soit xeE (3.3.6) ; prouver ensuite que p(y) est un
scalaire indépendant de y). Le résultat est-il encore vrai si on ne suppose pas u linéaire
a priori ?

7) Montrer que dans le groupe GL(E) le normalisateur du groupe orthogonal

mi
1111
et

O(E) est le groupe des similitudes GO(E) (si v € GL(E) est telle que vuv~! € O(E)
pour tout uec OE). montrer gue v conserve 1’orthogonalité en prenant pour u les
pour tout ue O(E), montrer que v conserve 'orthogonalité en prenant pour u les
S‘Imétfieﬁ nar raonnnrt '.‘l Il“ "\ur\n I nlI;Q Oﬂl‘\l;ﬂl\ﬁf I’nvnrn ‘\
2 8 (S Pul Lul.l ALV @G Wik 11 l. l ula u!.lllll\iu\tl. 1 AWl
8) Si x, y, z,t sont quatre po nts d’un espace euclidien E, montrer que

d(x,y) + d(z,t) + d(x,z) + d(y,t) > d(x,t) + d(y, z).
9) Si x, y, z, t sont quatre points d’un espace euclidien E, montrer que I’on a
d(x, y)(z, t) < d(x, z)d(y, t) + d(x, t)d(y, z)

(« inégalité ptolémaique»). (Se ramener au cas ol ¢t = 0 et considérer les points
x" = x/||x||% ¥ = y/|¥|? z = 2/||z||* lorsque x, y, z sont 0).

§ 2. Bases orthogonales ; endomorphismes adjoints

Dans toute la suite du chapitre, E désigne un espace euclidien a 2 dimensions,
ou, comme on dit encore, un plan euclidien.

(5.2.1) On dit que dans E une base {a,,a,} est orthogonale si les vecteurs
a,,a, sont orthogonaux ; on 1 dit que la bas e {a;,a,} est orthonormale si

L4

(5.2.1.1) (@,]a,) = (az]a)) = 1,  (a4]ay) = 0.

Il revient au méme de dire que relativement 4 une telle base, la matrice
de la forme bilinéaire (x|y) (4.2.4) est la matrice unité, ou encore que, pour
deux vecteurs x = &,a, + &,a,, y = n,a, + n,a,, le produit scalaire est
donné par

(5.2.1.2) (x[y) = &my + Eamy
et par suite la norme par
(5.2.1.3) Ix||? = &2 + &2

En outre, la formule (5.2.1.2) donne en particulier [’expression des co-
ordonnées par des produits scalaires

(5.2.1.49) & = (x|ay), &, = (x]ay).
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unitaires et forment par suite une base orthonormale.
(5.2.2) Rappelons que les hyperplans dans E ne sont autres que les droites
(4.1.6). Par suite (5.1.7) pour toute droite vectorielle D dans E il y a une
droite vectorielle D’ et une seule orthogonale a D ; elle est supplémentaire
de D. Tout vecteur a # 0 fait donc partie d’une base orthogonale {a, b},
les vecteurs b répondant a cette condition étant tous les vecteurs #0 de la
droite vectorielle orthogonale a Dy,

Si f est une forme linéaire non identiquement nulle sur E, on sait (3.3.6 0;
que f(x) = 0 est I'’équation d’une droite vectorielle D ; d’autre part, si

b # 0 est un vecteur orthogonal a D, (xlb) = () est aussi une equatlon de D

a

b
(5.1.7) ; par suite (3.3.6) il existe un scalaire a # 0 tel que 'on ai

ment f(x) = a(x|[b) = (x|ab) ; on en conclut :
(5.2.3) Pour toute forme linéaire f sur E, il existe un vecteur a€ E et un seul
tel que I’on ait f(x) = (x|a) pour tout x e E.

Ce qui précéde prouve en effet I’existence de a lorsque f # 0 ;si f = 0,
I’existence de a est triviale, en prenant a = 0. L’unicité de a résulte de ce
la relation (x|a) = (x|a’) pour tout x € E équivaut a (x|a’ — a) = 0 pour tout
x € E, et le seul vecteur orthogonal & tout l’espace est 0 (5 1.4).

Silona pfls dans E une base orthonormale i“l’ a ;, et si la forme J a pour
matrice (x, «,) relativement a cette base (4.1.11), le vecteur a = a,a, + a,a,
est le vecteur unique tel que f(x) = (x|a) pour tout x € E.

T : ¢+ 7
La iraguction €n wermes du vuuxduunuva (yan ""H;urt 4 une base ortho-

normale) des résultats de (5.1) est laissée au lecteur. Mentionnons seulement
qu’on dit « cercle» au lieu de « sphére» et « disque» au lieu de « boule»
lorsqu’il s’agit d’'un plan euclidien.

On a vu en général (5.1.12) qu’une similitude (linéaire) est ou bien O,
ou bien injective. Mais ici (4.1.8) tout endomorphisme injectif est bijectif,
donc une similitude u est nulle si u(u) = 0, bijective si u(u) # 0 (en d’autres
termes I’ensemble des similitudes est GO(E) v {0}) En outre, si {al,az}
est une baSt‘: (_)‘fth(_)n()fmdlﬂ ac D, les COflUlll()flS bLIlVd.IlI.Cb sont necessalre.s
et suffisantes pour que u soit une similitude de multiplicateur « :
(Wa)|ua) =,  (ula

1 it

(
(.231) 1 (way)ula)) = 0

En effet, ces conditions sont trivialement nécessaires, et si elles sont
vérifiées, on a, en vertu de (5.1.1.4), pour x = &,a; + &,a,,

Gl 2

ce qui prouve notre assertion.
En particulier, la syméirie s par rapport a la droite D,,, est car
par les relations s(a,) = a,, s(a,) = —a,.
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4 1UO 5\111 ic

espace euclidien F quelconque sou une isométrie (5.1.12), il faut et il suffit
(comme on le voit par le méme calcul) que l'on ait |g(a,)| = |a,|,
lg(az)| = |az| et (g(ay)|g(as)) = 0. L’existence de bases orthonormales
dans tout plan euclidien (5.2.1) prouve donc que deux plans euclidiens
quelconques sont isomorphes (5.1.12).

(5.2.4) Soit ® une forme bilinéaire sur E x E. Pour un vecteur quelconque
ye E, lapplication x — (D(x, y) est une forme linéaire sur E ; donc (5. 23)

il existe un vecteur unique dg(y) dans E (dépendant bien entendu de y) tel
que l’on ait, pour tout x€ E

(5:2.4.1) Dlx, y) = (x|do(y))
Montrons que 'application y — dg(y) est un endomorphisme de E. En effet,

’hypothése que ® est bilinéaire entraine, pour tout x € E, et pour deux
vecteurs quelconques y, z de E et deux scalaires a,

(x|do(ay + B2)) = alx|de(y)) + Blx|da(2))
ce qui s’écrit aussi
(x|do(ay + Bz) — ade(y) — Pde(z)) = 0
et comme O est le seul vecteur orthogonal & E, cela entraine bien
do(ay + Bz) = adg(y) + Bde(2).
On dit que dg, est 'endomorphisme de E associé a droite a ®. Inversement,

pour tout endomorphisme u de E, il y a une forme bilinéaire et une seule ®
telle que u = dg, savoir la forme

(5.2.4.2) D(x, y) = (x|u(y)).

7

On définit donc ainsi un isomorphisme ® — dg de D’espace vectoriel
A(E, E ; R) (3.2.16) des formes bilinéaires sur E x E, sur I’espace vectoriel
End(E).

r un vecteur quelconque xe E r ppllcatlon y = O(x, y)
éaire sur E x E, et il y a par suite un vecteur unique

est une forme linéair E ar s
o () tal Ana 1’An ait nAne fad o

OP\A) vl Juv 1 ULl aly,y puul tvul y © L,

(5.2.4.3) D(x, y) = (so(x)|y)-

On voit comme ci-dessus que sq €st un endomorphisme de E, que 'on
appelle I'endomorphisme associé a gauche a ® ; c’est aussi (en vertu de la
relation (y|x) = (x|y)) 'endomorphisme associé a droite a la forme bilinéaire
(x,y) = ®(,x). On a ainsi défini un second isomorphisme ® — sq de
A(E,E ; R) sur End(E)

(5.2.5) Soit maintenant u un endomorphisme quelconque de E ; il est
associé a gauche 4 la forme bilinéaire (x, y) - (u(x)|y), et il correspond a
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~—
|
&

autrement dit, 'application u — u* est un automorphisme involutif de
I’espace vectoriel End(E). En outre, si 4, v sont deux endomorphismes de
E, on a, d’aprés (5.2.5.1),

(x)])y) = @X)v*Q) = (xju*@©*)
d’ou, par définition de I’adjoint,

(5.2.5.3) (v o u)* = h'* o U*-

Ces définitions montrent que pour toute forme bilinéaire ®, on a

(82 & A4) ok — A d¥* = s

\V.-.U."’ Uo - “o, “o - UO-

am o o.M 2:  pmaads

On dit qu'un endomorphisme u de E est hermitien (ou symétrique ou
i o it) si 'on a u* = u, antihermitier ( u tay‘metnque) si 'on a
u* = —u ; il revient au méme de dire que la f rme bilinéaire ®(x, y)
st symétrique (resp. alternée).
s enfin comment on peut caractériser les similitudes linéaires a

l'aide de la notion d’adjoint. Une similitude u de multiplicateur a est
définie (5.1.12) comme vérifiant I’identité en x, y

@x)|u)) = alx]y).

3 @

et comme elle doit avoir lieu pour tout x et tout y, elle éguivaut a
(8.2.5.5) wu=oa.lg
dans I'anneau End(E) ; en particulier, les transformations orthogonales sont
caractérisées comme les automorphismes u de E tels que
(5.2.5.6) u* =u"!

Comme tous les plans euclidiens sont isomorphes, le groupe GO(E)
(resp. O(E)) se note aussi GO,(R) ou GO(2, R) (resp. O,(R) ou O(2, R)).
(82 8) 1 ec défs ons et résultats nrécédents se traduisent aisément en

\Vele V) AdWO U\/ b LAY W

termes de matfic s lorsque P'on pr

{a,, a,}. Soient en effet ® une forme bilinéair

[¢]
7]
c
[ ]
wo J=
X
me

/~ I
W

M(®) = k 11 %12

N————"

;22
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‘;! 1 I Q{ lpl’r\ 2]
(wl,uzj ,luyy xUIO\ Muv 1 vt &

o out couple d’indices (i, j) la formule (5.24.1) donne
donc (a; Idd,(a,)) a;; ; si I’on tient compte de Pexpression des coordonnées
a Iaide du produit scalaire (5.2.1.4), on voit que la premiére colonne de
M(®) est égale a M(dg(a,)) et la seconde & M(dg(a,)) ; autrement dit, on a

"
-

1
LKL

<3

(8.2.6.1) M(d ) = M(dD)

\U.-.v." l"\“o, AVA \Y’

et comme sq, est associé a droite a la forme (x, y) = ®(y, x), on a, par
AL emiti e 2 A\

UClllllllUll \“I' L T) -

d’an nar comnaraison. nour tout endomornhieme 1 de F

ik W Y“l vvllly“l“lvv‘l’ r\.’ SeA L2 "4 <43 WAANANS ALAN A rl‘lvlllv v AW Bd

(5.2.6.3) M(u*) = 'M(u)

ce qui, compte tenu de (5.2.5.3), redonne une démonstration sans calcul de

(4.2.4.1) pour les matrices de type (2, 2). Cela montre aussi que les polynémes
caractéristiques de u* et de u sont les mémes.

Dire que u est un endomorphisme hermitien (resp. antihermitien) revient
donc a dire que sa matrice (relativement & une base orthonormale) est

1liteaAda Aa smavileinals t\ fnv-"
11110 UC UC lllullll}l alvul

ova a { | PP ia) o+ Aien mrra an AQt 3reen o

Syt iét"iq“c USSP, diternieej , Qir€ qué u €St unc sim
a revient a dire que sa matrice U (relativement & une base orthonormale)

vérifie la relation

(E9 & A t
(D:4.0.9)

77— 1
av

-y

] =

C

On dit qu’une matrice inversible U de type (2,2) est orthogonale si
i'on a ‘U = U~ . On notera que la relation ‘U .U = al, peut aussi s’ob-
tenir en exprimant les conditions (5.2.3.1).

(5.2.7) Soit u un endomorphisme hermitien de E, dont la matrice

(“11 o‘12)

%2y OG22

par rapport i une base orthonormale {e,, e,} de E est donc symétrique,
autrement dit telle que a,; = a,,. Cette relation montre que le premier
membre de (4.2.14.3) est >0, autrement dit un endomorphisme hermitien
a toujours des valeurs propres. En outre, si a # 0 est un vecteur propre

de u, correspondant a la valeur propre 4, et si b # 0 est un vecteur ortho-
gonal & a, on a, en vertu de la relation

(u(@)|b) = (alu(b))

oy
[}
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-

une base orthonormale !n n-l de E formée de vecteurs propresde u. Si 44, 7,

v v -' T W VeLeewr o pr Vs

sont les valeurs propres correspondantes, on peutavoir A, # A, ould, =4, ;
dans le premier cas Dy,, et Dy,, sont les sous-espaces propres de u (3.2.10)
et les vecteurs a;,a, sont donc bien déterminés au signe prés ; dans le
second cas, u est une homothétie et E lui-méme est le seul sous-espace
propre de u, donc toute base de E est formée de vecteurs propres de u.

Si ’on traduit le résultat précédent dans le langage des formes bilinéaires
au moyen du «dictionnaire» de (5.24), on voit que pour toute forme

bilinéaire symétrique ®, il existe toujours une b

telle que ’on ait

(2~ ™ 1\ -\ N (__ PEERNN
(D.4.7.1) Pa,, a,) =0 (= ®a,, a,)).

En outre, les nombres A, = ®(a,,a,), 4, = ®(a,, a,) sont indépendants de la
base {a,,a,} ayant la propriété précédente, puisque ce sont les valeurs
propres de dg ; on dit que ce sont les valeurs propres de ®. Si A, = 4, = 4,
on a ¥(x,y) = A(x| y) ; st Al # /12, les droites Dy, et D,,, sont bien déter-
minées et appelées les axes de la forme ®.

Les valeurs propres 4,,4, de @ s’interprétent encore comme suit ;

considérons les points x du cercle unité U de centre 0 et de rayon 1 ; ce

x = &a, + &a, tels que E2 + 2 =1 ; on a alors

D(x, x) = 1,2 + 1,E3 = A, + (A, — A,)EL.

Si on suppose par exemple A; > A,, on voit que 4, est la plus grande et
A, la plus petite des valeurs prises par @(x, x) dans le cercle U, atteintes
respectivement pour x = +a, et x = +a,.

(5.2.8) Soit ¥ une forme bilinéaire alternée non identiquement nulle

(cf. (4.2.5)) ; on peut donc I’écrire
(5.2.8.1) W(x

,y) = (w(x)]y)

avec w* = —w (5.2.5). Pour tout endomorphisme u de E, on a
W(u(x), uly)) = det(u)¥(x, )
ce qui s’écrit aussi, compte tenu de (5.2.5.1)
(u*wu(x)|y) = (det())w(x)]y)
et comme un vecteur ne peut étre orthogonal a tout I'espace que s’il est
nul, cela signifie que I’on a, dans I’anneau End(E),

(5.2.8.2) u*wu = (det(u))w
d’ou, si u est inversible,
(5.2.8.2) u* = (det(u)wu~ w1

On notera que si I'on prend les déterminants des deux membres de (5.2.8.2),
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on obtient det(u*) det(w) det(u) = (det(u))? det(w), donc (comme det(w) # 0)
on retrouve la relation det(u*) = det(u) pour les automorphismes u de E
4.2.9.5).

D’autre part, toujours en supposant u inversible, la formule (5.2.8.2)
donne aussi u~! = (det(u))” 'w™ 'u*w, et comme M(u*) = ‘M(u) et que I’on
peut prendre par exempie

Mw) = M(¥) = ( (1) B (1)) (4.2.5)

cette formule redonne le calcul de I'inverse d’une matrice (4.2.13.4).

Thémes d’exercices

1) Les involutions du groupe O(E) (cf. (5.1.13)) sont les involutions ¥ de GL(E)
telles que u* = u (autrement dit, les involutions hermitiennes). Les projecteurs ortho-

1\ tal
gonaux p € End(E) sont les projecteurs de End(E) (cf. section (3.2), exerc. 1) tels que

p* = p (autrement dit, les projecteurs hermitiens).
2) Endomorphtsmes hermitiens posmfs On dit qu’une forme bilin é ire symetnque

® sur E x E est positive si ’on a ®(x, x) = 0 pour tout x € E. Montrer que, quels que
soient x, y dans E, on a alors

@ (@(x, y))* < Ox, )D(y, y)

(raisonnement de (5.1.2)). En déduire que I’on a aussi

@) VO + y, x + y) < /O, %) + /D, y).
On dit qu’un endomorphisme hermitien h est positif si 1a forme bilinéaire symétrique

(xy) - est | C,
que pour un tei endomorphisme, on a

3 A1+ < (B e)h ()| (x))

pour tout xe E (utiliser (D).
Montrer que pour tout endomorphisme hermitien positif 4 et tout entier m > 0,
il existe un endomorphisme hermitien positif et un seul g tel que g™ = h.
Pour qu’un endomorphisme hermitien & soit positif, il faut et il suffit que ses valeurs
propres soient >0 ; pour qu’il soit en outre bijectif, il faut et il suffit que ses valeurs

propres soient > 0. Soit
"o o
Mih) = ( 11 %2
Oy1s Oaap

la matrice d’un endomorphisme hermitien h relativement a une base orthonormale ;
pour que h soit posmf il faut et il suffit que a“ >0, auazz —a?,>0 (on dit alors

NI Al/'n\ Aot macrtzens) Dasie ~as L o amam o2 gt Liane & 1 R €S Anvaer

quc { x\n; est puouwc; Pour que h soit positif et UIJC\.«UI, il faut et il suffit que ces deux

nom Ule bUlCIll )U

3) «Valeurs absolues» d’un endomorphisme. Pour tout endomorphisme u de E,
montrer que uu* et u*u sont des endomorphismes hermitiens positifs (exerc. 2). Il
existe donc deux endomorphismes hermitiens positifs h,, h,, déterminés de fagon
unique par les formules h? = u*u, h2 = uu*. Montrer qu’il existe une transformation
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orthogonale v telle que u = vhy = h,v, d’ou h, = vhyv~!, ce qui montre que h, et
, ont mémes valeurs propres. (Prouver que les relations u(x) =0 et hl(x) 0 sont

équivalentes, et que si V est le sous-espace vectoriel orthogonal a u l(()) = hy 1(0),
lasf M| = "la (x| nonr tout x € V.) Pour que v soit déterminée de fagon unique

on 2 X)) = 71Xy pour touwt x que v soit determinee ¢e lagon unique
par les relations precedentes il faut et 11 suffit que u soit bijectif.

Déduire de ce qu1 précéde et de (5.2.7) q toute matrice X de type (2,2) peut
s’écrire WDU, ou U et W sont deux matrices : ice di
(section {(4.1), exerc. 6), ayant pour éléments les faciﬁes carré
propres de la matrice symétrique ‘X . X.

Montrer que toute forme bilinéaire symétrique positive ® sur E x E peut s’écrire
@(x, y) = (h(x)jh(y)) ou h est un endomorphisme hermitien posmt pour que @ soit
non dégénérée, il faut et il suffit que h soit bijectif. Retrouver ainsi la formule (1) de
Pexerc. 2.

4) Orthonormalisation. Soit {a,,a,} une base quelconque de E ; montrer qu’il existe
une base orthonormale {e,, e,} de E et une seule satisfaisant aux conditions suivantes :
1° les droites Do, €t Do, sont les mémes ; 2° on a (a,|e,) > 0 et (a5e;) > 0.

Déduire de ce résultat que pour toute matrice inversible X de type (2, 2) il existe

un couple (L, U) de matrices et un seul tel que X = LU, que U soit orthogonalc et
L de la forme

SO

. L H2)
® o 4,/

avec 4,, > 0 et 4,, > O (interpréter les matrices comme matrices d’automorphismes
de I’espace vectoriel E) (« décomposition d’Iwasawa gauche» de GL(E)). Montrer de
méme que 1’on peut écrire X = U'L’ ou U’ est orthogonale et L’ de la méme forme
que L (« décomposition d’Iwasawa droite »). Que peut-on dire de L, U, L', U’ lorsque
det(X) = 1?

Montrer que si H est une matrice symétrique positive inversible, il existe une matrice
L du type (3) avec 4,, > O et 1,, > O telle que H = L.’L ; en outre L est déterminée
de fagon unique par ces conditions. (Combiner le résultat précédent et le fait qu’il y a
une matrice hermitienne positive dont H est le carré).

N

QY DAaner tnnta matrica Aa tuna (D D)
J’ 4 UUlL LUULL 111altlive UV t]y\i \‘-, ‘}

on pose

de sorte que f(X) < g(X). Pour toute matrice hermitienne positive H, on désigne par
¢(H) la plus grande des valeurs propres de H.

Montrer que pour tout couple de matrices X, Y de type (2,2) et toute matrice
diagonale D, on a

@ g*(XDY) < fAD)f(X.X)f(Y.Y)
(5) g(X'YYX) < f(X.X)p(Y.Y)

(Pour prouver (4), majorer chaque élément de ‘XD Y par la valeur d’une forme bilinéaire
symétrique positive, et utiliser I'inégalité (1) de l’exerc. 2. Pour déduire (5) de (4),
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positifs (cf. (5.2.7) et (4.2.15))).
Montrer que si X, X,, X3 sont trois matrices de type (2,2), on a

(6) (X 1X,X3) < f(X, ' X )o(X, . ' X,) f(X5. X5)
™ gz(X1X2X3) < o(X,.' X )o(X,. X )0(X;3.'X5)

























































































































































































































































































































































































































