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Chapatre 1.

Collinéations et Correlations.
§ 1. Applications linéaires et semi-linéaires.

Nous supposons connus dans ce qui suit les notions ct résultats
élémentaires d'algébre linéaire (voir par exemple N. Boursaxi (1] dont
nous utilisons les notations). Par espace vectoriel on cntendra toujours
(sauf mention expresse du contraire) un espace vectoriel @ droite I£ de
dimension fznze sur un corps KX (commutatif ou non).

Solent K, K’ deux corps, ¢ un isomorphisme de I{ sur K'. Soient E
un espace vectoriel sur K, I un espace vectoriel sur K'. Une application
sema-linéarre de E dans F, relative a l'isomorphisme o, est une application u
de I dans F, telle que 'on ait

u(x + y) = u(x) + u(y) pour x €L, ye £,
w(x ) = u(x)1° pour x € E, 2< K.

L’image par » d'un sous-espace de E est un sous-espace de F; I'image
réciproque par » d'un sous-espace de I est un sous-espace de ££. Lc rang
de u est la dimension de %(E), qui est auss: égal & la codimension du
noyau %1(0) de .

Soit K" un troisiéme corps, t un isomorphisme de I’ sur K. Soit
G un espace vectoriel sur K7, v une application semi-linéaire de I”
dans G, relative & I"somorphisme 7; alors w = vu est une application
semi-linéaire de £ dans G, relative a I''somorphisme o7 de K sur K.
St u est une application biunivoque de E sur F, »~! est une apphcation
semi-tinéaire de F sur E, relative a I'isomorphisme ¢-*.

Si1 K’ = K, une application linéaire de E dans F n’est autre qu'une
application semi-linéaire correspondant a l’automorphisme identique
de K.

Soit (a;); <; <. Une base de E; I'application semi-linéaire % de E dans

I' est entierement déterminée par la donnée de I''somorphisme o et des
n

éléments z; = u(a;) (1 £+ =<n) de F; pour x=J} a;&;, on a en effet

i=1
n .

u(x) =)} z; &, Si (b <j<m €St une base de F, et z; = u(a;) = P b; oy,
i=1 i=1

I'application u est donc déterminée par la matrice 4 = (a;;) & m lignes
ct n colonnes, dite matrice de » par rapport aux bases (a;) et (b;). St u
est une application biunivoque de E sur F (cas ou m =: ), la matrice

de »-1, par rapport aux bases (b;) et (@), est (A“‘)"'l. St v est une
Ergebn d Mathem. N. F H 3, Dieudonné 1



2 I Collinéations ct Corrélations

application semi-linéaire de F dans G, relative & lisomorphisme 7,
B la matrice de » par rapport a la basc (b,) de IF et a la base (c;) de G,

la matrice de v« par rapport aux bases (a,) et (c,) est B - A",

On appelle collinéation d'un espace vectoriel E sur un corps K toute
application semi-linéaire biunivoque de E sur lui-méme. Les collinéations
de E forment un groupe, et pour deux espaces vectoriels de méme
dimension 7 sur K, il est clair que les groupes de collinéations sont
isomorphes. Aussi désignerons-nous parl'L, (K) le groupe des collinéations
d'un espace vectoriel E de dimension » sur K, choisi une fois pour
toutes (par exemple K” considéré comme espace vectoriel A droite sur K).

Pour tout « & 0 dans K, I'application x — x« est une collinéation %,
relative 4 l'automorphisme intérieur & - o~ fa de K; on dit que &,
est V'homothétre de rapport o. Les homothéties forment un sous-groupe
distingué H, de I'L,(K), et o — h, est un antiisomorphisme du groupe
multiplicatif K* du corps K sur le groupe H,. Une homothétie peut
étre caractérisée comme une collinéation laissant invariant lout sous-
espace vectoriel de E de dimension k (pour une valeur quelconque de &
telle que 1 £ &k < #).

Les collinéations de E qui sont des applications linéaires* forment
un sous-groupe distingué GL ,(K) de 'L, (K), dit groupe linéaire général
é n variables sur le corps K, et 1somorphe au groupe multiplicatif des
matrices inversibles d’ordre » sur K. Les sous-groupes H, et GL,(K)
sont centralisateurs 'un de Vautre dans I'L,(K) (cf. chap.II, §1);
leur intersection Z, est leur cemire commun, formé des homothéties
centrales x — x7y, ol y parcourt le groupe multiplicatif Z* du centre Z
du corps K, isomorphe a Z,.

Si V et W sont deux sous-espaces vectoriels de E de méme dimension,
il existe toujours une transformation linéaire u € G L, (K) telle que
#(V) = W; autrement dit, pour tout » tel que 1 =7 =n — 1, le groupe
GL,(K) opére (transitivement dans l'ensemble des sous-espaces de
dimension 7.

Pour toute collinéation u, soit ¢(x) I'automorphisme de K qui lui
correspond; l'application u — @(u) est un homomorphisme de I'L,(K)
sur le groupe A des automorphismes du corps K, homomorphisme dont
le noyau est GL,(K); d'ou I'L,(K)/GL,(K) = A.

Le groupe quotient PI'L,(K)= I"L,(K)/H, peut étre identifié¢ au
groupe des collinéations projectives de l'espace projectif a droite
P(E) = P,—,(K) de dimension n — 1 sur K (identifié a2 l'espace des
droites de E); nous désignerons par » — % I’homomorphisme canonique

,

N J . T - e

. Nnr e, TYIT A o 11 P I . U 1 AU S -
de [ L, sur £1 L, A une collineation projective % COrrespond, non pas
un automorphisme ¢ de K, mais une classe ¢ = p(u) d’automorphismes

* Cn dit encore qu’une application linéaire biunivoque de E sur F (espaces
vecroriels sur le wéme corps K) est un isomorphisme de E sur F; les éléments
de GL,(K) sont donc les automorphismes de 'espace vectoriel K™
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K*/Z*), @ cst un homomorphisme de P[",n K) sur lc groupe A/I,
dont le noyau cst le groupe PGL,(K)=GL,(K)/Z, des applications

linéaires projectives de P,_(K) sur lu|~munc (groupe projectif général
a n variables sur K); d’'ou PI'L, (K)/PGL ,(K) = A/{.

Nous n’aborderons pas ici l¢ probléme dec la classification des
collinéations d’un espace vectoriel E sur un corps quelconque K: disons
seulement que l¢c probléme consiste 4 donner des critéres pour que
deux collinéations u,v sowent teclles que v = (ut!, ol t¢€ GL,(K).
Lorsqu’il s’agit d’un corps commutatif K et d’ appllcatlons linéaires 1,
le probléme est résolu par la théorie classique des diviseurs élémentaires
(vorr par e‘<emple N. BourBaxr (2]). Cette théorie a été généralisce

217

ollii a 1 \I 0 At T Noaewa_
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s

vaMa [1, 2], K. Asano et T, Nakavama [1] et J. HaanTtjES [1]. Nous
nous bornerons ici a examiner quelques cas particuliers qui nous seront
utiles par la suite.
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D0o1ent ¥ et v ACuxX sous-¢ P uppu.mentalreb (.lL b dae i l]blUllb
respectlves ;b (1£p< n), toutc collinéation « dc E nssant
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donnée de ses restrlctlons vetwaV et ¥ respectivement; ces collinéations
forment donc un groupe, isomorphe au sous-groupe du produit
LK) x I'L,_,(K), formé des couples (v, w) tels que les automorphismes
de K correspondant a v et w soient les mémes. Ce sous-groupe conttent

évidemment le produit GL,(K) x GL,_,(K) formé des collinéations
128, ant mvarnants Vet W q‘_r

en ect un sous-gron nrhcf nongd
- iV -
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Avec les mémes notations, considérons maintenant les collmeatlons

u laissant invariant chagque élément de V; il est immédiat que u ecst

nécessairement [inéaire, et est déterminée par sa restriction a un

supplémentaire W de V. Pour x € W, on peut écrire %(x) = v(x) + w(x),

ol v(x) € V et w(x) 6 W, v est une application linéaire arbitraire de W
n

Adanc I/ 2 une

ann ira nrl‘nfr-'nrn r]n Lf/ sur lui-méme T ac
uaiio w (.«I-l_ll_l } ) ’ s Jwr 4 La lJ\-‘J
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du choix d < pplementaire w

nsformation linédaire

L8954 3

M
apphcatlons linéaires v et w dépendent
(o) 0O

de 'V mails nar p

mais par pa
A

de E/V sur lul-méme, qui ne dépend que de .
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Considérons plus particuliérement le cas ou p =n — 1, autrement
ditou V est un hv;berplan donne Soit W = aK une droite supplementalre

— Aldmaoan +~£Tf*he

SULL (a) -_ wu. l. blblllbllL W\ 11

™

w p
ment par , mais bien 1< classe o des conjugués Lo 271 d
. . ,
1

Q.

.= {1}, on dit que u est une dilatation; on montre alors

u’ll exaste une droite W, = a,K ct une seule, supplémentaire
1%

—t -
oo,

facilemen
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4 I. Collinéations et Corrélations.

de V, et wnvariante (globalement) par w. Si a = {1} et si u n’est pas
I’identité, on dit que # est une {ransvection, dont V est I’hyperplan; on
peut alors écrire, pour tout x € E, u(x) = x + apg(x), ou g est une forme
linéairve sur E telle que V =p"20), et a € VV; p et a ne sont pas entiére-
ment déterminés par %, on peut remplacer g par Ap, ol 1 € {*, et alors

a est remplacé par a27!; le sous-espace I’g= a XN CV est appelé la droitc
Ana I tra nr: lnrf' II n' =Y AR RValR R a¥W-1 r]| rnf-n |n17ﬂr1nn+n ™21 a1 nt nn!
UL l.(l. (%Y § (l. 1ov I.lUll IID I B )’ L QUL UV JuLlvillo LI VClLIiclliLy lJ l. ¥ L L1ul

contenue dans V.

Les dilatations et transvections dont V' est I’hyperplan forment,
avec l'application identique, un sous-groupe D(V) du groupe GL,(K);
les transvections d’hyperplan V' et l'application identique forment un
sous-groupe abélien distingué 1(V) de D(V), isomorphe au groupc
additif V, c'est-a-dire 2 Kn': le groupe quotient D(VYT(V) est 1so-

Ll L4 w waLT l. Wiil v e 4k SI.U FAY \.luUl.l\.‘ ll. \l’ /, L \' ’ oL AoV

morphe au groupe multipllcatlf K*. Les groupes D(V) et T(V) ont
une interprétation clmnln lorsque, dans lespace projectif P _.(K)
une rprétation orsque, s l'espace projectit P,_,(K),
on prend I'hyperplan correspondant a V' comme «hyperplan a l'infini»,
alors D(V) devient le groupe des transformations affines de K»-!
transformant toute droite en une droite paralléle, et 7(V) le groupe

des translations dans Kn-1,

Deux dilatations (resp. deux dilatations de D(V)) sont conjuguées
dans GL (K) (resp. dans T)IV\\ st et seulement s1 elles corr espgndent

el AR \s\.«ur s ln -vv i ~a

4 la méme classe o d’ elements conjugués de K*. Deux transvections
quelconques sont toujours conjuguées dans GL,(K) (n=2); deux
transvections de T(V) sont conjuguées dans D(V) si et seulement si
elles correspondent a la méme droite V,C V.

Pour qu’une transformation linéaire » € GL,(K) soit permutable

¢ 1 suffit que: 1° (V) =V;
2°u(Vy) =V, (Vyétant la dr01te correspondan au);3%°siu(x) = x + ap(x)
et si v(a) = al, on doit avoir g(v(x)) = Ag(x). Pour que deux trans-
vections soient permutables, il faut et il suffit que la droite de chacune
soit contenue dans I'’hyperplan de l'autre. Le centralisateur du groupe
I(V) dans le groupe GL,(K) est le produit (direct) Z,7(V), en effet,
une telle transformation « laisse invariant I'hyperplan V, et sa restriction
a V laisse invanante toute droite de V; cette restriction est donc la
restriction & V d’une homothétie centrale &, (chap.II, §1). On en
déduit que k,'u est une dilatation ou une transvection d’hyperplan V
et on voit aisément que ce ne peut étre qu'une transvection.

une transvection u € T(V\ il faut et

=2k Al ~

I-a

Une <nvolution dans le groupe GL,(K) est une transformation
linéaire u telle que u?%(x) = x (ce que nous écrirons aussi u?=1). La
forme d’une telle transformation différe suivant que la caractéristique
du corps K est 2 ou égale a 2-



3 [nvolutlons et semi-involutions. 5

1° St la caractéristiquc de K cst 2, E cst la somme directe de
dcux sous-cspaces U*, U~ (éventuellement réduits & 0) tel ]uc u( () =
dans U*, u(x) = —x dans U—; on dit que U" et U~ sont lcs sous-espaces

propres positif et négatif de I'involution u; si dim(U+) = p, on dit aussi
(que % est une involution de type (p, n — p) (ou une (p, n ~ p)-tnvolutton).
L’image dans PGL,(K) d'une involutlon de type (p,n—p) ou

(n — P, p) (p = n/2) est dite p-envol
2° Si K est de caractéristique 2, on a u( /) = x - v(x), ol v cst unc
transformation linéaiwre telle que »2 = 0, ou, cc qui revient au méme,
v(E) Cv~1(0); on dit encore que v~1(0) et v(E) sont les sous-espaces de
I'mvolution #; s1dim (¢(E)) = p, on a nécessairement dim (v=1(0)) = n — 2
¢t 2p < n, on dit encore que % est de type (p, 7 — p) ouest une (p, n — p)-
wml»uf'rn et aue son mage dans PGIL (I} cst une P-i?;l)ﬂl@gll@jL En

Ve vve e A R ) LEASD MEIIS A A\t

partlcuher les involutions dec type (1,7 —1) ne sont autres que les
{ransvections (S ‘7\

Nous dlI'OﬂS qu’une collinéation » € 'L, (K) est unc semi-1nvolulion
si la collinéation projective correspondante % est unc involution dans
PI'L,(K), c'est-a-dire si #2=1, 1l revient au mémec de dire que
u?(x) = xy, o y € K* pour tout x ¢ E. Si ¢ est 'automorphisme dc K
correspondant a u, on obtient, en exprimant #*(x) de deux maniéres,

la condition
Y=y (1)
ct, en expnmant %*(x&) de deux maniéres, la condition
£oP= g1y . (2)

pour tout £ € K. Cela étant, on est amené d distinguer deux cas

A) y n'est pas de la forme A2° (pour A€ K). Alors on peut définir
unc extension quadratique K, de K, qui est un surcorps de K, de dimension
sur K (a4 gauche et a droite) égale a 2, ayant unc base (a droite et &
gauche) sur K formée de 1 et d’un élément p tel*que g2 = y et no = o %
pour tout € K. On peut ensuite définir sur E une structure d’espace
vectoriel a droite sur Ky en posant,pour { =&+ o n € K, (£ € K, n € K),
v = x& + u(x)n; E est donc de dimension n/2 sur K, ce qui prouve
incidemment que n est nécessairement pair dans ce cas (cf. J. DIEU-
DONNE [14]%%*).

B) y = A19, ot A ¢ K. Posons alors v(x) = u(x)A~!; c’est une semi-
involution relative a 'automorphisme 1 tel que £* = 1£°1"' et on a

* On voit ainsi que si ¢ n'est pas l'identité, K, est un corps non commulatif,
méme si X lui-méme est commutatif, la nécessité d'introduire des corps non
commutatifs dans la théorie apparait donc clairement.

** La démonsiration d’existence du corps K, donnée p.178—179 de
travail, s’applique quelle que soit la caractéristique de /i, mais si K est de
caractéristique 2 et si g laisse invariant chaque élément du centre de I, 'extension
K, de I ne sera pas galoisienne sur (.

ce

(‘»



22( 1) — 2
UhX) =%, &7 =6
invariants par T, deux cas sont possibles:

B1) K, = K, autrement dit, v est 'automorphisme identique, ct
v est une involution dans GL,(K); on a vu ci-dessus la forme générale
d’une telle collinéation.

B2) K est une extension quadratique de K,; E cst alors un cspace
vectoriel 4 droite de dimension 27 sur K, et v, considéré comme trans-
formation linéaire de cet espace vectoriel, est unc znvolution de GL,, (k).
Si K est de caractéristique =<2, K a une base sur K, formée de 1 et
d’un élément p tcl que p? € K, ct o= —p; E cst somme directe des
deux sous-espaces '+ et V- (sur K,) relatifs & v; comme v(xp) = — v(x)p,
la collinéation x — xp transforme V'*+ en V-, donc V* et V= ont la

~ [ rl T/' c1vee I g o n-nhn- 1298 m
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base de E sur K, telle que u(e,) = ¢, 1 pour 1 =1 < n.

e

Si K est de caractéristique 2, I a une base sur K, formée de 1 ct
d'un éiément O tel que 2+ 0=p¢€¢K, et 0-=0+1: on peut
écrire v(x) = x + w(x), avec w(E)Cw™(0) = V, et si p est la dimension
de w(E) (sur K,), cela entraine p =n. On vérifie aisément que
w(x0) = w(x) 0 + w(x) 4 %, donc, si x €V, w(x0)=x, et comme la
dimension de w(V 0) (sur K,) est au plus égale a celle de w(E), on a
nécessairement $ = n et w(E) = V'; en outre, comme x — x § est unc
collinéation, V0 a une dimension (sur K,) égale a celle de V, donc a #n,
et comme VN (V0) ={0}, Vet V0 sont supplémentaires. Cela prouve
finalement que, si (¢;); <;<n €St une base de I/ sur K, c’est aussi une
base de E sur K, telle que u(¢,) =¢,A pour | £17 < n; le résultat est
donc le méme que lorsque K est de caractéristique +2

§ 4. Centralisateur d’une involution projective.

Soit # une involution de PI'L,(K); nous nous proposons d’étudier
le centralisatewr H de # dans PI'L,(K), c’est-d-dire le groupe des
colhnéations projectives v qu1 permutent avec u. Il revient au méme
A’84:: Aiae 1a An rr ant aux u: une
a ctuaqier ie qub‘slUU.lJb ﬂ aes v C .lLan\.l\.} LUllbbl)Ull <lllIl aUuA ¢¥. uWiic

’

telle ‘collinéation v est caractérisée par la proprlete de «permuter

Aarmsnnfan s f Ty ren A’Aten t

projecirverneniy avec i, c’est-a-dire d’étre
pour un a € K, relation que nous écrirons aussi v# = v - a par abus dc
langage. Si o et 7 sont les automorphismes de K correspondant & u

et v, en remplagant x par x£ dans la relation ci-dessus, on obtient
d’abord la conditio

Cervi v ade vvllul\-lvl

EO’I‘ = qg-! ‘Era a (3)

pour tout £ € K (on a posé £°F = (£9)%). Siu?(x) = xy, on a d’autrc
part les conditions (1) et (2); en outre, en exprimant #{v(u(x))) de deux



y4 (cntralmatcur (l unc mvolutnon proy.ci.nvc 7

)}_‘ }/t =a%a. (4)

On notera que, pour étudier notre probléme imttial, on peut & volonté
remplacer u ¢t v par - o ct v- f3, ol « ct B sont arbitraires dans K*,
a est alors rcmphcé par a-1f-cao’ff ct y par ya®e. Conformément a
I'étude faite au § 3, nous distmguerons plusieurs cas (oll nous conservons
les notations du § §3).

A) y n'est pas de la jorme A2 (pour 1 € ). En considérant E comme
cspace vcctoricl de dimension 7/2 sur K, on a vu quc % decvient la
collinéation x — xg; les relations (3) ct (4) permettent dec prolonger
I'automorphisme t de K en un automorphisme z de /<, tel que g7 = pa,
et alors la condition »(xp) = v(x)pa s'écrit v(xp) = v(x)p*, autrement
dit, » est une collinéation de l'espace vectoriel E sur K, relative a
I'automorphisme 7. Inversement, pour qu'une telle collinéation v
réponde a la question, 1l faut et il suffit que I'antomorphisme v de K,
qui lut correspond satisfasse aux deux conditions suwvantes: 1° il laisse
invariant K (globalement); 2° o7 =pga, ou a € K. Lc groupe H est
donc le sous-groupe de I'L,;»(Ky) [lormé des collinéations dont l'auto-
morphisme associé t satisfait aux deux conditions précédentes, on
observera que H contient en tout cas le groupe linéaire généval GL ,15(K,),
qui en est un sous-groupe distingué.

B) y =214° avec 2 € K* Remplacant % par »- 2, on se raménc
aucasou y=1, o*= 1L

B1) Supposons d'abord que ¢ soit l'identité; alors la rclation (4)
donne a2=1, a= -+ 1.

o) Supposons d’abord que K ne soit pas de caractéristique 2. Si
vu=uv,onar(U*) = U* »(U-) = U-et réciproquement. Stvu = —uv,
on a »(U*)=U-, ¢(U-)= U+, ce qui n'est possible que st n =25 et
si u est une (p, p)-1volution. Par sutte, st H, est le centralisateur de «
dans 'L (K), H, est d'indice 1 ou 2 dans H, le second cas nc se¢ pro-
duisant que si % est une (p, p)-involution. Quant a H, 1l est 1somorphe
au sous-groupe du produit I'L (K) x I'L,_(K) (si # est une (p, n — p)-
involution) formé des couples (v, v,) tels que les automorphismes de K
relatifs a v, et v, sotent les mémes; le groupe produtt GL ,(K) X GL,_ ,(K)
est un sous-groupe distingué de H,,

f) Supposons maintenant que K sott de caractéristique 2. On a
alors u(x) = % + w(x), oh w(E) Cw1(0)= U; nous poserons p = dimw(E).
Le centralisateur H de « dans I'L, (K ) est ausst le centrallsateur de w;

n
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H, le sous-groupe distingué de H form
linAaira rln lTITT n]-d- "
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v est alors nécessairement lz'ne’az're. Soit U’ un supplémentaire de U
dans E, et pour tout v € H et tout x € U’, soit v(x) = v,(x) + v,(x),
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v,(x) € U" et v,(x) € U. On dott avoir w(v,(x)) = v(w(x)) pour x € U,
donc quand v, est donné, v est déterminé dans M’ = w(U’) et peut étre
choist arbttrairement dans un supplémentaire 1F° de W par rapport
a U (de fagon a appliquer W’ dans U). On voit donc tout d’abord que
H|H,est isomorphe a I'L (K). Dans H,, on a le sous-groupe distingue f,
formé des » laissant invariant tout élément de U, et qut est tsomorphe
au groupce additif K#(*~m, comme on lc voit aussitét. D'autre part, st
v e H, on a y(x) =x dans W et inversement; on en déduit aisément
que dans toute classe modulo H; dans H,, il y a un v tel que v(x) = x
dans U’ + W; d’ou résulte que Hy/H, est isomorphe au groupe Hj des
restrictions des v € H, au sous-espace U. Dans Hy, soit H; le sous-

groupe distingué formé des v’ laissant invariante toute classe modulo W

g peine que H!/HS est isomorphe a GL { I
s pe que fZ,/H; est isomorp a Gl ),

et H, isomorphe au groupe additif K»(—2nm, Desngnant par H, I'image
réciproque de H; dans F/, on voit qu ‘on a obtenu une swite de ¢ omp osition

= aa 2 WAERIio S 4 < Sl ~ELE

HD>H,>H,>H, D{l}

dont les groupes quotients successifs sont isomorphes a

dans . On vérifie s

RS LY P

L nin —2 L™ mn — m
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B2) Supposons maintenant que o ne soit pas l'identité, et soit K,
le sous-corps des éléments de K invariants par ¢; (4) donnealorsa°a = 1.
L’automorphisme ¢ laisse donc globalement invariant le corps commutatif
Z(a); si la restriction de ¢ a Z(a) est I'identité, on a a®=1, a= -+ 1.
Dans le cas contraire, comme ¢ est de période 2, il existe b € Z(a) tel
que a = d'-?, et s1 on remplace v par v - b~1, on constate que u et vb!
permutent. On peut donc toujours supposer a = -+ 1.

On notera en outre que la condition (3) donne alors {7 = £97 pour
EcK; il en résulte que K, est (globalement) invariant par l'auto-
morphisme 7 de K.

o) Supposons d’abord que K ne soit pas de caractéristique 2. Le
sous-groupe H C I'L (K) formé des v tels que vu = -+ uv admet alors
comme sous-groupe distingué d’indice 2 le centralisateur H, de u,
et nous nous restreindrons a I'étude de H,. On a vu que E, considéré
comme espace de dimension 2% sur /X, est somme directe de U* et U-
de dimension 7, avec U~ = U+*p. Soit 1t 'automorphisme de K relatif
a v€H,; on doit avoir »(U*) = U+, »(U-) = U~ et réciproquement,
donc v, restreinte a U+, est une collinéation de cet espace (sur K,).

Comme en outre gw = %7 = — g7, on a nécessairement 9'— Qo avec
a € K,; st on pose & =p-2p pour £ € K;, w est un automorphisme de
K,etona

1 &'rw=o,'§wr O’."l ; (O)

en outre, si p? = B € K, on doit avoir 7 = (p7)? = gapa, d'ol

Bf = ava. (6)
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Inversement, si 7 est un automorpliisme de A vérifiant (5) et (6) pour
un « € K, convenable, on peut alors prolonger = en un automorphisme
de K tel que gf = pa, et toute collinéation v de U+ (sur Kj) relative
A l'automorphisme t se prolonge cn unc collinéation de E (sur i) en
posant v(xp) = v(x)g"; comme alors »(U-)={/-, on a v¢ H, On
conclut donc que M, est isomorphe au sous-groupe de ['L,(K,) form¢

Aac rallindatinn rnlnf‘ VoS AN A +nmn|| hi 1ISINCS 1 r]n f\, whicfacant
w11 1 AV ) CLLisn (RS S SR FI P FLV) lll SRR B AW 1A ( LiJANViISWN il &

S i !
aux conditions (5) et (6) (pour un dépcndant de 7). On obscrvera
que le groupe linéaire général ("L,,(I (;) est un sous-groupe distingué
de H, (et de H).

B) Supposons maintenant que K sott de caractéristique 2. On a vu
quc E, considéré comme cspace vectoricl de dimension 27 sur K, est

somme dircctede V = w-1(0) ctde VO, o0 0> - 0= e Nct 0° =0 + 1;

en outre (J. DIEUDONNE [[-l], p. 181) l'dpphcatmn E-- DE= 0&-+ &0
est une dérivation du corps K. Pour que » apparticnne & H, il faut et
1] sufflt que ww = wv; écrivant que v(w(x)) = w(v(x)) pour x €V,
on obtient d’abord la condition »(V)= V. On a d'autrc part
ffro=0°* =07+ 1, don 07=0 + 2, avec A ¢ K; tenant compte de la
relation w(x 0) = x pour x € V, on vérifie alors quc l'on a »(a(x0) =
= w(v(x0)) pour x €V, donc la relation 0 =0 { A eutraine que, si
v(V)=V, v et w commutent. Notons mawmtenant que st on apphque
a la relation D& = 0& + &£ 0 I'automorphisme 1, il vient

(DY = D) = 2¢" + &1 7)

ct d'autre part on a
pr—pB=2+ 1. (8)
T vrn-nnm 4- 1T At 110 n-.&ﬂnanr-\l‘\;nmg AA L7 hrslimnt {7 at 1Q '\ﬂ“
111 VCLOCI I, 51 ¢ CHL Ull ctuLv llUl.lJ.lllbl I§ ucC l\l VOTiidiie \ CL \ IU i

K, convenable on peut prolonger T en un <1utomou phlsme de
K tel que 07 = () + 2, et toute collinéation v dec V (sur K)) relative a
I'automorphisme t se prolonge en une collinéation de F (sur K) en
posant v(x 0) = v(x) 0*. On conclut que H est isomorphe au sous-

groupe du groupe I'L,(K,) forme des colhnéations relatives aux auto-
maornhic mes de I cat ('7\ et (\\ (nnl un 1

dai\JL l,llll-Jll v S
dépendant de 1). Le groupe linéasre général GL,(K,) cst un sous-groupe
lis tingué de H

s-—v LU LW I

Pour 1'étude du centralisateur dans GL,(K) d'unc transformation
linéaire quelconque # € GL,(K), nous nous bornerons a renvoyer a
B. L. vax DER WAERDEN et O. SCHREIER (1], et & J. DIEUDONNE ['3]
cettr étude est abordée moyennant certaines restrictions sur le

a Lotz C LLIVIL Col dAUOOLUACC 11V CiilldaAll H PR LI AL LIS -5

LR S

ticfaican anv condition
b s ‘Ll P LM O S Y I. SCLAL L AL AT NN A “iiLl
3

On sait que le dual E* d'un espace vectoriel 4 droite E sur un corps K
est un espace vectonel a gauche sur K, de dimension égale i celle de E;
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A allaY AT c I nt ot r Tk
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On peut aussi considérer E* comme espace vectoriel & droite sur le
corps I{° opposé de K ; il ne peut donc exister d’application semi-linéaire
de E dans E* que si les corps K et K° sont isomorphes, autrement dit
s'il existe une application biunivoque J de K sur lui-méme telle que
(a0 + BY = o + plet («B) = p/a’; nous dirons qu'une telle application

est un mquwfnmnrhhnmp de I{. On nnfnrn que lorsnue K est commutatif,
un antlautomorphlsme de K est un automorphisme, et réciproquement.
Une application semi-linéaire ¢ de E dans E*, rclative a un antiauto-

morphisme J de K, est donc telle que

P(x + y) = @(%) + @(y) pour x €L, y€E,
p(xA) = 17 @(x) pour x €E, 1€ K.

A une telle application semi-linéaire @ associons l'application
(x, v)=f(x, y) = {@(x), y) de E x E dans K, qu satisfait évidemment
aux conditions

f(%) + %5, ¥) = f(x1, ¥) + H(x5, ¥)
f(x, 9, + y2) = f(x y1) + H(x, )
)=4 y)

Une telle application sera dite forme sesquilinéaire sur E x E relative

a l'antiautomorphisme J; lorsque K est commutatif et J l'identité,

{ est donc une forme bilinéaire sur E x E. Inversement, il est immédiat

gu'une telle forme s'écrit d’une maniére et d'une seule {p(x), ¥)

ou ¢ est une application semi-linéaire de E dans E*. Soit (), <i<n

une base de E, (), <:<n la base duale de E*, telle que {¢;, ¢;) = 9,
n

Si on pose g(e;) = ) o,,€j, on a o;; = {p(e;), &;) = f(e;, ¢;), et par suite,
i=1
pour x=2"e &, y= Z,em,o_nafxy ZE’,,n, tr/ - A -y,

1
en identifiant x et v aux matrices a une colonne formées par leurs

coordonnées et en posant 4 = (o,;); A, matrice de ¢ par rapport aux
bases (¢;) et (¢;), est aussi appelee la matrice de la forme sesthnealre /
par rapport a la base (¢;) de E. Son rang, indépendant de la base (¢;)
choisie, est aussi le rang de I'application ¢, et on dit que c’est le rang
de la forme sesquilinéaire {.

St (e,)) <ign st une autre base de E, P la matrice de passage de
(p) (_\ et A’ la matrice de { par rnnnnrf /Ei) on a A’ =tpJ AP.

@ \c: it 211d4R2 i appelt

Lorsque K est commutatif, le determmant de la matrice A est appelé
le discriminant A de { par rapport A la base (e;); si A’ est le discrimmant
de / par rapport 4 la base (¢;), on a 4’ = (667)4, en désignant par §
le déterminant de P.
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linéairc bwmivoque de E sur E* ou, ce qui revient an méme, unc
application semn-hncaire de rang ¢gal & la dimension de E. Unc forme
sesquilinéaire f sur £ x E correspondant & une corrélation ¢ cst dite
non dégénérée; unc telle forme est caractérisée par la propriété suivante:
tout vecteur x € E tel que f(x, ) = 0 pour tout y € I, est nécessarement
¢gala 0

§ 6. Formes sesquilinéaires réflexives.

Nous nc considérerons plus désormais sur E x [ (saul mention
cxpressc du contraire) que des [ormes scsquilinéaires non dégénérées
(relatives & des antiautomorphismes de K). Deux vecteurs x, y de
pris dans cet ordre sont dits orthogonaux pour unc telle forme f si

f(q ar) ;ﬂ dire gue f est non dégénérée siormfie

[(x,y) =0, dire quc { est éginéree sign q“

il
vecteur x &= 0 tel que x et y soient orthogonaux pour tout vecteur y de I,
Nous dirons que la forme / (ou la corrélation ¢ rvr-e,ponda.ntc) cst

il n'existe an

|| APPAN = ) R )

1 n

«1
v

réflexive s1 la relation d'orthogonalité cst symétrique, c’est-a-dire si
[(x, ¥) =0 cst équivalente a f(y, x) = 0; nous allons déterminer (pour
n = 2) les formes sesquilinéaires réflexives (G. BirkHorr ¢t J. von NEU-
MANN [1]).

On peut tout d'abord se ramener a ne considérer que des formes
réflexives non dégénérécs. En effet, si / est réllexive et dégénérée,
'ensemble des vectcurs v orthogonaux a tous les vectcurs de [ est un
sous-espace vectoriel N, et les relations x = x; (mod. N), y = y, (mod. N)
entrainent f(x, y) = f(x,, ¥,). Par passage au quotient, [ délimt
donc sur £/N une formc réflexive non dégénérée (dite associée a f), dont
la connaissance détermine complétement /.

S1 J est 'antiautomorphisme correspondant a f, I'hypothése signific

que, pour tout x4 0 dans E, f(x, y) =0 et (f(y, x))"_l = 0 sont des
équations du méme hyperplan, donc que l'on a f(y, x) = m(x)(f(x, ¥))’,
ol m(x) est un scalaire ne dépendant que de x. Si x, et x, sont
linéairement indépendants, on déduit aisément me(x, + x,) = m(x;) = m(x,)
de la relation précédente; donc on a nécessairement /(y, )= r=' (f(x, y))’,
ou 7 est un scalaire &+ O indépendant de x et y. D’ailleurs, en
remplagant y par y £ on voit aussitét que » doit appartenir au centre de K.
IEn outre. en calculant (f(y, x))’ de deux maniéres, il vient

&= rEr’  pour tout & € K (9)
ct en particulier
rlf =1 (10)
Cela étant, distinguons deux cas:
1) On a & + r’.f"_ pour tout & ¢ K. Faisant & =< 1, cela donne
r=—1, d'ou & = ¢ identiquement; cela n’est possible que si K est

commutatr/ et [ Videntite. Autrement dit, on a alors identiquemen
1

[y, ) = = {(x, y) (1
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et on dit que la forme f est antisymeéirigue.

2) 11 existe (¢ K tel que g=¢ + 7/ ¢/ +0; on cn tire aussitot
r=¢q’ ¢71. Si on pose £T= (g&q-1)Y et g(x, y) = ¢~ f(x, ¥), on vérific
alors que l'on a

E=¢ pourtout £ €K (12)
et
gly, x) = (g(x, )" (13)

On dit que I'antiautomorphisme T est une snvolution dans K, et la
relation (13) s’exprime en disant que g est une forme sesquilinéaire
hermitienne relative a cette involution. Si K est commutatif et T
I'identité, la relation (13) s'écrit

4LV}
o\

x
Y A

S

alx. v (14)
O\ T ST \ 7

et on dit encore alors que g est une forme bilinéaire symétrigue. Lorsque
T n'est pas l'identité, les éiéments « € K* tels que a® = o sont dits
symétriqgues pour l'involution T, ceux tels que o = —a (il en existe
toujours d’aprés ce qui précede) sont dits antisymétrigues. Soit o un
élément symétrique (resp. antisymétrique) pour 7, et posons &5 = «é” o

et A(x, y) = ag(x, ¥). On vérifie que S est encore une involution d
et que l'on a

I
C N,

h(y, x) = (h(x, y))5  si o est symétrique |

: N (13)
h(y, x) = — (h(x, ¥))° si « est antisymétrique. ]

Dans le second cas, on dit que % est une forme antihermatienne par
rapport a S.

Pour qu’une forme sesquilinéaire / soit hermitienne (resp. anti-
hermitienne ;, il faut et il suffit que sa mati rice 4 parl lcl.ppuu. 4 une base
quelconque de E satisfasse A la condition '4 = 47 (resp. '4 = — A4Y).

Cette condition peut s’exprimer d’une autre maniére. Si % est une
application semi-linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace

vectoriel F, relatif & un isomorphisme ¢, I'application x— ((y’, u(x)))e ™
est une forme linéaire sur E pour tout élément ¥’ du dual F* de F;
on peut donc écrire

O u(x)) = (tul(y'), %) (16)
ol ‘u est une application semi-linéaire de F* dans E*, relative a l'iso-
morphisme ¢-!; c’est cette application que l'on appelle la transposée
de I'application semi-linéaire ». En particulier pour une corrélation ¢
de E sur E¥*, relative a I'antiautomorphisme [, ‘p est une corrélation

de E sur E*, relative a I'antiautomorphisme [-!, telle que

Lol ) f\y\—/tm(m\ a\J {17\
\NF\™/» )/ LI A \L?]

Dire que la forme sesquilinéaire f correspondant & ¢ est kermitienne
(resp. antihermitienne) signifie donc que tp = @ (resp. ‘o = — ¢).
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Nous avons monir¢ ¢u’en multipliant une forme réficxive par un
scalaire, on peut toujours supposer que cette forme est hermiticnne
ou antihermitiennc, nons nous bornerons désormais exclusivement a la
considération dc tclles formes, et quand nous parlcrons d'une forme
réflexive, 1l sera sous-entendu qu'clle est hermiticnne on antihcrmiticnne
(ct en tout cas que [ est unc involution).

§ 7. Sous-espaces orthogonaux et sous-espaces isotropes.

Soit / unc forme réflexive (non dégénérée) sur un cspacc E de
dimension n. Pour tout sous-espace vectoriel V' de¢ E, I'ensemble V'
des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de V est un
sous-cspace vectoriel de E, dit sous-espace orthogonal a I°. Inversement,
V est le sous-espace orthogonal a V9, si $ est la dimension de V, V" est
de dimension n —- p. Ona(V + W)e=VoenWoct (VnAnW)o=V0 | W*°
pour deux sous-espaces quelconques V, . On dit que lc sous-cspace V
est isotrope si V N\ V0 n'est pas réduit a 0; alors I”7? est aussi 1sotrope.
Il revient au méme de dire que la restriction de / & V' x V est une forme
dégénérée. On dit qu'un sous-espace V' est folalement isotrope si on a
V C VO il revient au méme de dire que la restriction de f & I x V cst
identiquement nulle (ou (ue deux vecteurs quclconques de V sont ortho-
gonaux). On a dans ce cas p < n — p, autrement dit 2p < n; 'indice
de la forme f est la plus grande dimension v des sous-espaces totalement
isotropes de E, ct est donc tel que 2v < n. Pour tout sous-espace
isotrope IV, VNV cst totalement 1sotrope. Notons aussi que si V' est
totalement isotrope, et W/ un sous-espace totalement isotrope contenu
dans V' V 4 " est encore totalement isotrope, il en résultc que si
la dimension de V est égale a v, tout sous-espace totalement isotrope
contenu dans " est nécessairement contenu dans V.

Un sous-espace non isotrope de E est encore dit anisofrope; un tel
sous-espace V est caractérisé par la propriété que le sous-espace ortho-
gonal V' est supplémentaire de V. La forme / elle-méme est dite
anisotrope s1 E est anisotrope, c'est-a-dire si » = 0.

Un vecteur x # 0 est dit ssotrope si f(x, x) = O (autrement dit s'il
est orthogonal a lui-méme). Tous les vecteurs d'un sous-espace totale-
ment isotrope sont évidemment isotropes. Inversement, supposons
que f(x, x) =0 pour fout x appartenant i un sous-espace V de E.
En écrivant que f(x +y,x+y)=0 pour x €V et y€V, il vient
f(x, y) = &(f(x, y))’, ol e = — 1 si f est hermitienne, ¢ =1 si [ est anti-
hermitienne. Si V n’est pas totalement isotrope, on voit, en remplagant
y par y&. que 'on a &/ = A£2-* pour un A< 0 et pour tout £ €K, ce
qui n'est possible que s1 K est commutatsf et J 'identite, et 1l est clair
alors que f doit étre antisymétrique. En particulier, si f(x, x) = 0 pour
tout x € E, la forme { est dite allernée et elle est alors antisymétrique;



§ 8. Equivalence des formes sesquilinéaires réflexives.

Soient E et F des espaces vectoriels de méme dimension z sur X,
ct soit # un isomorphisme de F sur E. Etant donnée une formc
sesquilinéaire f sur E x E (dégénérée ou non, réflexive ou non)j, ia forme
(x, ¥) = f(u(x), u(y)) sur F x F est évidemment sesquilinéaire (pour
le méme antiautomorphisme de K); on dit que cette forme f, est obtenue
en transportant { au moyen de l'isomorphisme #. Si A est la matrice
de f/ par rapport a une base (¢;), <c: <, de E, A c¢st aussi la matrice de f,
par rapport a la base de I formée par les u7(¢;) (1 < + < n); par rapport
4 une autre base quelconque de F, la matrice de /, est donc de la formc
tUAU, ou U est une matrice carrée inversible.

On dit qu’une forme sesquilinéaire f sur E x E et une forme sesqui-
linéaire /, sur FF x F sont éguivalentes si f, est transportée de f par un
isomorphisme % de F sur E; [ est alors transportée de f, par 7. S1 4
et A, sont les matrices de / et f, par rapport & deux bases de E et F
respectivement, il revient au méme de dire qu’il existe une matrice
carrée inversible U telle que A, =tU’ AU; on peut aussi formuler
I'équivalence de f et /, en disant qu'il existe une base de E et une base
de F par rapport auxquelles les matrices respectives de f et f, sont
les mémes.

La recherche de conditions moyennant lesquelles deux formes
sesquilinéaires sur E x E sont équivalentes est un probléme qui n’'a
été abordé que pour les formes réflexives; nous allons résumer sommaire-
ment les principaux résultats obtenus.

En premier lieu, deux formes équivalentes ont nécessairement
méme rang; on constate aussitdt que pour que deux formes réflexives
dégénérées soient équivalentes, il faut et il suffit que les formes non
dégénérées associées (§ 6) le soient. On est ainsi ramené a ne considérer
que des formes réflexives non dégénérées.

Le probléme d’équivalence n’est complétement résolu que pour
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es formes alternées (sur un c
ne peut étre non dégénérée que si la dimension de E est un nombre
pair 2m ; on montre alors qu'll existe une base de E (dite base symplectique

pour f) telle que
fle;,e) =0 sijEit+metikg+m
f(e:) iom) = —Hesem &) =1 pourl<i<m.

(on démontrera un résultat plus général au § 11). Deux formes alternées
de méme rang sur E x E sont donc toujours équivalentes.



§ 8. Equivalence des formes sesquilinéaires réflexives 1S

our les iclconque, on
ne connait que des conditions nécessaires d’équivalence. Ta premiere
est I'égalité des indices des deux formes (§7; on verra une condition
nécessaire plus précise au § 11). D’autre part, si K est un corps commu-
tatif, les discriminants de deux formes équivalentes (§5) doivent

appartenir a la méme classe du groupe multiphicatil K*, modulo le
sous-groupe des «normesy» A2/,
Si unc forme f réflexive n’est pas antisymétrique, il existe dans £

une base orthogonale pour f, c’cst-a-dire une base (¢;), <; <, telle que
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fle; ;=0 pourz=j.

En outre, pour une telle base, en posant y, = f(e,, ¢;), on a y{ = y, si f
est hermitienne, p{ = — y, si / est antihcrmiticnne. Pour étabhr cc
résultat, il suffit de raisonner par récurrence sur »: il cxiste dans E
au moins un vecteur ¢, non isotrope; I'’hyperplan A orthogonal a e,
est alors non isotrope et supplémentaire de ¢ K, et comme f n'cst pas
antisymétrique, il existe par hypothése unc basc orthogonale pour la
restriction de f a H, d'ol la proposition. Nous rcviendrons au § 10
sur le seul cas laissé de coté, c’est-a-dire les formes symdétriques non
alternées sur un corps de caractéristique 2.

L'existence de bases orthogonales permet de résoudre lc probléme
d'équivalence dans certains cas. Par exemple, s1 K est un corps commu-
tatif algébriguement clos, et f une forme symétrique non dégénérée sur
E x E, 1l existe une base orthogonale (¢,) de E telle que f(e,;, ¢;) = 1
pour 1 <1 <= (une telle base est dite orthonormale); deux formes
symétriques de méme rang sont donc toujours équivalentes dans ce cas.
Si K est un corps commutatif ordonné euclidien (c’est-a-dirc dans lequel
tout élément =0 admet une racine carrée), et / une forme symétrique
non dégénérée sur E x E, il existe une base orthogonale (¢;) de E telle
que fle;, e) =1 pour 1< 1< p et fle;, ¢)=~1 pour p+1 <1<
D’ailleurs, sur un corps ordonné quelconque K, pour toute base ortho-
gonale (¢;) de E relative 4 une forme symétrique non dégénérée /, le nom-
bre p d’indices 1 tels que y,; = f(e;, ¢;) > 0 est toujours le méme (los d’inertre
de SYLVESTER); le couple (p, n — ) est appelé la signature de la forme
/ et le nombre 7n-—$ son indice d'inertie; deux formes équivalentes ont
nécessairement méme signature; sur un corps euclidien, cette condition
nécessaire est aussi suffisante. On verra au § 11 que, pour un corps
ordonné K, on a toujours la relation v < Min(p, n — $); 1l y a égalité
des deux membres lorsque K est euclidien.

Lorsque K est un corps fini F, a ¢ éléments, de caractéristique =2,
il existe toujours, pour une forme symétrique f, une base orthogonale
(¢;) telle que I'on ait fe;, ¢) =1 pour 1 S 7<% —1,et, soit fle,, ¢,) = 1,
soit fle,, €,) =@, olt ¢ est un élément de F, qui n’'est pas un carré
{on sait que les carrés forment dans le groupe multiplicatif F% un
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sous-groupe d'indice 2; cf. L. E. Dickson [1], p. 158); 11 y a donc deux
classes de formes symétriques équivalentes de rang = sur F,; pour la
premiére, le discriminant 4 (par rapport a4 une base quclconque) est
un carré dans F,, et pour la seconde il n’est jamajs un carré. Sin = 2m+1
est impair, toute forme de la deuxiéme classe de déduit d'une forme dc
la premlére par multiplication par un élément non carré dans F,, I'indice

2
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>

de toute forme y“lctr‘q‘ic est alors m = (7/2). D1 =24 t pE‘ur,
I'indice est m = n/2 si (—1)”4 est un carré dans F,, m — 1 dans le cas

contraire.

Le probléme d’équivalence pour les formes symétriques a été
complétement résolu lorsque K est un corps de mombres algébriques
par H. Minkowskt [1] et H. Hasse [2]. La théorie moderne des formes

s est étroitement lide & 'étude des algébres

r S
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de CLIFFORD (chap. 11
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§ 7) sur ces corps; cette théoric et ses géné-

ar nve;nnln dans le travail de E. Witr 1
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et dans le hvre de M. EICHLER [2], auxquels nous renvoyons.
Soit K, un corps commutatif ordonné, K une extension quadratique

de K,, J l'automorplusme de K distinct de l'identité, de sorte que K,

-

<

e

est 'ensemble des éléments de K symétriques pour J. Si f est une forme
hermitienne sur E x E et (e ) une base orthogonale de E relative a /,
le nombre p des indices 7 tels q = fle;, e;) > 0 est encore indépendant

P\t

de la base orthogonale c110151e (loz clmeme). Ce résultat est encore
valable lorsque K est un corps de quaternions généralisés de centre K,,
J étant Yunique involution de X pour laquelle les éléments invariants
sont les éléments de K, Lorsqu'en outre K, est un corps euclidien
(K étant soit une extension quadratique, soit un corps de quaternions
généralisés sur I,), la condition nécessaire et suffisante d’équivalence
de deux formes hermitiennes sur K est qu'elles aient méme signaturc.
Signalons aussi que lorsque K, est euclidien et K un corps de quaternions
généralisés sur K,, pour toute forme antthermitienne f sur E x E, 1l
existe une base orthogonale (¢;) telle que fle;, e;) =17 pour 1 <7 < n,
i étant un quatermon fixe de carré —1; deux formes antihermitiennes
de méme rang sont donc toujours équivalentes dans ce cas (J. DIEU-
DONNE [13], p. 383).

Supposons maintenant que K, soit un corps fim1 F, quelconque,
K Yextension quadratique F. de F, J I'umque Kg-automorphisme
& — £9de K, distinct de 'identité. Alors il existe une base orthonormale
pour toute forme hermitienne sur E x E; autrement dit, deux formes
hermitiennes de méme rang sont toujours équivalentes et par suite
d’indice maximum [#/2]. Cela résulte aussitot du fait que tout élément
de K, est norme d’un élément de K.

Notons enfin que le probléme d’équivalence pour les formes
hermitiennes sur un corps de nombres algébriques a été résolu par
W. LANDHERR [1].
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3 7- Ul UUPC) Uﬂllall'Cb.
Soit f unc forme réflexive (non dégénérée) sur E x I correspondant
4 l'involution J de K. Les applcations linéaires biunivoques # de E
sur lui-méme tclles que f soit égale a sa transportée par % (§ 8), c’est-a-dire
telles que l'on ait

J((x), u(y)) = f(x,¥) pour x€EctycE (18)

sont appelées transformations unitaires de E, relatives a la forme /.
Elles forment un sous-groupe de GL,(K), que nous noterons U,(K, /),
et que 'on appelle le groupe unitaire a n variables, relatif a K et a la

forme /.
La relation (18) peut s’écrire d’'une autrc maniére: si ¢ est la

corrélation associée a la forme f, ct # la contragrédiente ‘«~! de wu,
(18) équivaut a la relation

(plu (v)) = (p(x), ¥> = Culp(x)), u(y))

et comme u(y) parcourt E tout entier avec y, cette relation est équi-
valente a

morphisme de K que nous noterons ¢ ou g,. Nous dirons que la
corrélation @ et la collinéation « sont projectivement permutables s'il
existe un scalaire 7, tel que 'on ait

D

~ .
nt encore % ty—1 contraerediente de u# (qui est une collméation
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de E* relatlve au méme automorphisme ¢ que #). Cette relation équivaut
a la relation

{p(u(x), u(y)) = (r ulp(x)), u(y))
pour tout x € E et tout y € E, ce qui, en vertu de (16) équivaut a
flae(x), w(y) = 7, - (1(x, )7 . (20)
Remarquons que si, dans (19) on remplace x par x§&, il vient la

relation
gl =, 879 vl pour tout £ € K (21)

et que si, dans (20), on permute x et y, on obtient, en tenant compte
de ce que f est hermitienne ou antihermitienne

=, (22)

Nous dirons encore qu'une collinéation u vérifiant (20) est une

semi-similitude unttaive (relativement a la forme j) correspondant a
Ergebn.d Mathem. N F. H. 5, Dieudonns. 2
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que, pour une base (¢;) de E, on a

f(ule;), ule;)) = 7, - ({le,, &;))°
ou que la matrice U de » par rapport a cette base vérific la relation
tU/AU=r, - A° (23)

en désignant par 4 la matnce de / par rapport a la base (g;). Il est
immédiat que les semi-similitudes (relatives a /) forment un sous-
groupe I'U,(K, ) du groupe I'L,(K) des collinéations. Une semi-
similitude correspondant a l'automorphisme identique (autrement dit,
linéaire) est encore appelée une similitude unitaire (relative a f); ces
transformations forment un sous-groupe distingué GU, (K, /)
=TU K, yNGL,(K) de I'U,(K,[). Le groupe unitaire U, (K, [) est
le sous-groupe distingué de GU, (K, f) formé des similitudes de mul-
tiplicateur 1, dites encore (transformations unitaires. Si A est la ma-
trice de f par rapport a une base de E, on écnt aussi U, (K, A) au
lieuw de U,(K, ) et de méme pour les autres groupes.

De fagon plus précise, 'application # — ¢, est un homomorphisme
de I'U,(K, /) sur un sous-groupe du groupe des automorphismes de K,
sous-groupe sur lequel on ne sait rien en général, sinon qu'il contient
le groupe des automorphismes intérieurs de K; le noyau de cet homo-
morphisme est le groupe GU,,(K, f). Pour u € GU,(K, f), 1a relation (21)
montre que le multiplicateur », appartient nécessairement au centre Z
de K, et la relation (22) prouve en outre que 7, appartient au sous-
corps Z, de Z formé des éléments invariants par l'involution J (sous-
corps identique a Z ou tel que Z en soit une extension quadratique
séparable). L’application #— 7, est donc un homomorphisme de
GU,(K, f) sur un sous-groupe (abélien) M(f) de Zj; on n’a aussi que
fort peu de renseignements sur ce sous-groupe en général (cf. chap. II,
§ 13); le noyau de cet homomorphisme est le groupe unitaire U,(XK, f).

Nous désignerons par PI'U,(K,f), PGUK,[), PU.K,[) les
images canoniques de I'U,(K, [), GU,(K, [) et U, (K, f) dans le groupe
projectif PI'L,(K). On voit immédiatement que toute homothétie
x— x1 est une semi-similitude umitaire de multiplicateur 171, d’ou
Pl,=TIu,/H,; de méme, toute homothétie centrale est une
similitude, et PGU,=GU,/Z,; enfin U,NZ, est formé des homo-
théties centrales x — xy telles que y’/y = 1; on verra plus tard (chap. II,
§ 3) qu'en général le groupe U, = U,NZ, est le centre de U,; on a
PU, = U,JU,.

Si une forme réflexive f, sur E x E est transportée de la forme f
par une application linéaire biunivoque v, on vérifie aussitét que
I'U,(K, 1) (resp. GU,(K, },), U,(K, f,)) sont transformés de I'U,(X, /)
(resp. GU,(K, /), U,(K, /) par I'automorphisme intérieur s— v-lsy
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symétrique d (pour J), on voit quc FU (K, af) = I'U,(K, ),
GU(K, af) = GUH(K, f) et U(K, af) = U,(K, /).

Lorsque K est commutatif et f unc formc alternée, on remplace

partout l'adjectil «unitaire» par «symplectigue» dans les défimtions

précédentes. Comme deux formes altecrnées dc méme rang (pair) =

sont équivale ntes, on ne note n]uc la forme I dans les orounes corres-
- & V‘l“l - A &
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pondants, qu'on écrit ]’575"([{), GSp,(K) et Sf),,([{) (notations analogues
pour les groupes projectifs correspondants). On omet de la méme
maniére la mention de la forme / dans la notation d’un groupe unitaire
toutes les fois que decux formes de méme rang sont ¢quivalentes (en
particulier lorsque J # 1 et que K est un corps fini).

Lorsque K cst commutatif et de caractéristiqgue =2, ct [ unc forme
symétrique, on remplace partout l'adjectil «unitaire» par «orthogonaly
et on note I'0,(K, f), GO (K, [) et O,(K, /) les groupes corrcspondants
(avec des notations correspondantes pour les groupes projectifs); la
définition des groupes orthogonaux pour les corps commutatifs de

caractéristique 2 est toute différente et sera cdonnée au § 16.

§ 10. Formes traciques.

Soit { une forme hermitienne sur E x E, nous dirons que / est une
forme fracique si, pour tout x € E, f(x, x) est une «trace» dans K,
c'est-a-dire peut se mettre sous la forme A 4 2/ pourun 1 ¢ K. Com-
me y = f(x, x) est un élément symétrique, il est clair que cette condition
est toujours réalisée lorsque K est de caractérstigue 42, car 1l suffit
alors de prendre 2 =1!/,y. Il en est encore aiisi lorsque K est de
caractéristique 2, mais que le sous-corps Z, de Z formé des éléments
symétriques du centre est distinct de Z (cas ou l'involution [ est dite
de seconde espece c’est toujours ce qui se passe lorsque K est commutatif
et J distinct de I'identité). En effet, il existe alors y € Z tel quc y/ =+ v,
donc =y + »/ +0; si maintenant u est un élément symétrique
quelconque de K, on a (xlu)/=alu puisque a€Z, dou
u=yle ) + /(e u)’ = (yau) + (ya~tu)’ Par contre aucun él-
ment symétrique autre que O n’est une «trace» lorsque K est commutatif
(de caractéristique 2) et J l'identité: les formes traciques sont dans ce
cas les formes alternées. On peut donner d’autres exemples de corps
non commutatif K, de rang 4 sur son centre, dans lequel il y a des
éléments symétrniques qui ne sont pas des traces (cf. par exemple
J. DIEUDONNE [4], p. 73).

L'étude des groupes unitaires relatifs aux formes non traciques
peut se ramener essentiellement a celle des groupes umtaires relatifs
aux formes traciques (J. DIEUDONNE [16]). En effet s1 f est une forme
réflexive non tracique sur E x E, considérons l'ensemble V des x € E
tels que f(x, x) soit une «trace»; on constate aussitét que V est un

2%
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sous-espace vectoriel de E. Soit V; = V' N\ I/® (espacc totalement iso-
trope), et soient V, et V, des supplémentaires de V; par rapport & V
et 170 respectivement. On démontre qu’il y a une base (¢,); ;g2 de
(Vo + )0 = Vi VY telle que les vecteurs ¢, d'indice ¢ = ¢ forment
une base de V, et quel'on ait f(e;, e,4;) = 0 pour 7 %1, f(e;, ¢;4;) = 1 pour
1s1=gq; st V, est le sous-espace engendré par les ¢, (1 =1 =9¢),
E est somme directe de V,, V,, V5, V. L’analyse des conditions cuc
doit remplir une transformation unitaire » montre alors que le groupe

U.(K, f) a une suite de composition
U, >, 0TI D{1}

telle que Iy/I" et I" soient des groupes abéliens, et que le quotient
U /I, soit isomorphe au groupe unitaire U, (I, /;), ot /, est la restriction
de fa V,x V, et m la dimension de V,; et par construction f, est unc

forme iracigue non dégénérée
Cette méme decomposmon de Vespace E permet de traiter le cas
laissé de coté au § 8 en ce qui concerne }'existence des bases orthogonales,

savoir le cas ou K est commutatif, de caractéristique 2, et / une forme

(‘»

symétrique non alternée. En effet (avec les notations précédentes),
VU VO ne peut étre alors V'espace tout entier; st a¢ VU V?, a n'est pas
i h

to dac veartenire nan icotronec d-
L ) b

ropc et il exisite dGes vecieurs non 1sorop P
orthogonal 4 a (sans quoi on aurait H = Veta € V?; on peut donc
procéder par récurrence comme au § 8, et obtemir encore une basc

orthogonale (A. ALBERT [1]).

§ 11. Propriétés des formes traciques.

Nous supposerons toujours désormais que les formes réflexives f consi-
dérées sont des formes traciques non dégénérées. Pour une telle forme (quc
nous supposerons ici sermitienne) on a d’abord le lemme swivant: Powur fout
vecteur isotrope a de E et tout plan non isotrope P contenant a, il existe
dans P un second vecteur isotrope b tel que f(a, b) = 1. Il suffit en effet
de considérer un vecteur ¢ de P tel que f(c,a) =a +0 et de chercher

b=c + attel que f(b, b) = 0; on trouve 'équation o + ¢ ‘ol = — f{c, ¢)
et comme — f(c,c)= A+ A7 il suffit de prendre &= — a4, ce qui
donne f(a, b) = o/ + 0, et en multipliant & par «~7/ on repouu ala

question.

De ce résultat on déduit les deux suivants:

1) Pour tout sous-espace totalement isotrope V de E, il existe un
second sous-espace fotalement isotrope W de méme dimension que V tel
que V. N\ W = {0} et gu’aucun vecteur de V ne soit orthogonal a W. En outre,

pour tout couple de sous-espaces totalement isotropes satisfaisant a cette
condition et de méme dimension P, il existe une base (e,-)ls,; <pde V et
une base (€,.;)1c:<p de W telles que f(e;, e,.;) = 6y
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Il suffit d’appliquer le lemme précédent par récurrcnce sur la
dimension de V. On observera que si p est U'indice » de /, la relation
I "W = {0}, pour deux sous-espaces totalement isotropes de dimension
», entraine qu’aucun vecteur de V n’est orthogonal a W.

2) Lorsque v = 1, 1l existc une base de E composée de vecteurs isotropes.
Prenons en effet un vecteur isotrope a dans E, et un second vecteur

isotrope b tel que f(a, b) =1. Le plan P déhini par a et b est alors .1.0.1.
isotrope ; soit (¢,); cign —2 Une base de P°.On voit aussitét que f(b,a +¢,) 0,

donc il cxiste dans le plan défini par b et a -+ ¢; un vecteur isotrope e;
tel que f(b, e) =1. Alors a, b ctlese, (1 <7< n— 2) forment la base
cherchée.
Deux sous-espaces V, W de méme dimension de E nc peuvent en
énéral étre transformés l'un dans Vautre par une transformation

o
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unitaire;- la condition pour qu'il cxiste une telle transformation est
donnée par le théoréme fondamental mnv:mf da a E. WrITT [1] (\-‘Qi[
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aussi G. PaLL [1] et I. KapLANsKY [1]):
Pour qu'il existe une transformation nnitaire u € U,(K, [) telle que
w(V) =W, il faut et il suffit que les restrictions de fa V x Veta W x W
sotent eamvalmzzgs.

Il n’y a évidemment & démontrer que la suffisance de la condition;
si v est une application linéairc de V sur W telle que f(u(x), v(y)) = f(x, ¥)
pour x € V et y € V, tout revient a démontrer que v peut étrc prolongée
en une transformation u € U,. La démonstration que nous allons
csquisser est due 4 C. CHEVALLEY [1]. On raisonne par récurrence sur
la dimension m de V et W: en appliquant I'hypothése de récurrence
A un sous-espace U de V, de dimension m — 1, cela permet de supposer
tout d’abord que v(x) = x dans U. On considére cnsuite un sous-espace
U, > U de plus grande dimension parmi ceux ayant la propriété smvante:
v peut se prolonger & V' + U, en une application linéairc w telle quc
fw(x), w(y)) = f(x, ¥) pour x et y dans V -+ U, et telle que w(x) =«
dans U,. Remplagant V par IV -+ U, on peut supposer que U, = U,
c’est-a-dire qu’il est impossible de prolonger v a un sous-espace V, > T,
de sorte que f(v(x), »(y)) = f(x, ¥) dans ¥V, x V, et qu’il existe dans
V, des éléments invariants par v et non dans U. Le résultat étant
trivial si U =V, on peut supposer que V = U + al{, avec a ¢ U; soit
b=v(a)¢ U. On peut aussi supposer V = E, cherchons a prolonger v
a un sous-espace de E de dimension m 4 1. Il faut et il suffit pour
cela qu'on puisse trouver z¢ V, z’' ¢ W satisfaisant aux condttions
suivantes:

(A) 2 — z est orthogonal A U, f(z,a) = f(z', b) et f(z, z) = f(z', ).

On prolongera alors v a V + z/K en posant v(z) = z'.

Remarquons alors qu'en raison du caractére maximal de U, il est
impossible que les conditions (A) solent satisfaites pour 2’ = z, c’est-a-dire
que z= 2" soit orthogonal & b — a, et n’appartienne ni a V, ni a W.
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ou dans W, autrement dit, dans les conditions auxquelles nous nous
sommes ramenés, m =n — 1. Supposons par exemple H = V; alors
f(a, b — a) =0, soit f(a, b) = [(a, a) = f(b, b) et par suite (b, b — a) = 0,
douwbecH, et H=W.

On est amnsi ramené au cas ou V' = W est un hyperplan H orthogonal
A b - a; b— aest donc un vecteur isetrope, et 2 et b sont orthogenaux
a b— a, ainsi que U. On cherche alors 4 satisfaire aux conditions (A)
en prenant z arbitraire, non dans I/, posant 2 =z + ¢+ (b — a)¢, et
cherchant a déterminer ¢ et £ par (A). On doit d’abord prendre ¢ ortho-
gonala U, et la condition f(z',b) = f(z,a) donne (¢, b)) = — f(z,b— a) = B+ 0,
comme b ¢ U, 1l existe bien ¢ € U?® tel que f(c, b) = f§; en outre ¢ ne peut
étre orthogonal a a, sans quoi il le serait a H = U 4 aK et par suite
a b; donc f(c,a)=a 0. On en conclut d’abord que [(',b — a)
=flz,b—a)+ flc,b—a)=—f(c,a)=—a+0, donc z' ¢ H quel que
soit £&. Il reste a déterminer & par I'équation f(2’, 2') = f(z, 2), qui s’écnit

b+ ol =flz+cz4+0)—flz,2) =2+ ¥

puisque f est tracique; & = o114 répond a la question.

Avant de passer aux conséquences du théoréme de WirrT, signalons
qu'on en déduit facilement que, pour qu'on puisse transformer V en W
par une similitude, il faut et il suffit que la restriction de fa V x V
soit équivalente i la restriction de / a W x W, multipliée par un élé-
ment u du groupe des multiplicatenurs M(f) (§9).

Le théoréme de WITT entraine les résultats swivants.

3) Si V et W sont des sous-espaces totalement isotropes de méme
dimension, 1l existe une transformation u € U (K, /) telle que uw(V) = W.

4) Tout sous-espace totalement isotrope V de E est contenu dans un
sous-espace totalement isotrope de dimension maxima v. En effet, si la
dimension » de V est < », et s1 W est un sous-espace totalement isotrope
de dimension v, et V| un sous-espace de W de dimension 7, il existe
u € U, (K, /) tel que w(V,) =V, alors u(W) répond & la question.

5) Soient V¥V un sous-espace totalement isotrope de dimension
maxima », W un sous-espace totalement isotrope de dimension » tel
que VAW ={0}; M=V + W est un sous-espace non isotrope dec
dimension 2 », car un vecteur isotrope orthogonal a V est nécessairement
contenu dans V (§7). En outre, M? est un sous-espace de dimension
n — 2 v ne contenant aucun vecteur isotrope, pour la méme raison.
Si maintenant V,, W, sont deux sous-espaces totalement isotropes dc
dimension v tels que V, N\ W, == {0}, ul extste une transjormation unitarre u
telle que w(V) = V| et u(W) = W,, comme le montrent le théoréme de
WITT et I'existence de bases de V + W et V|, + W, du type décrit
dans 1); comme u(M?® = M3, les restrictions de f &4 M® x M° et i
M3 x MY sont équivalentes. La restnction de f 4 M® x M9, qui est
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1 , otropc
réduite de la forme f. Pour que deux formes hermltlenncs soicnt équi-
valentes, 1l faut et 1l suffit qu’elles aiecnt méme indice et que les formes
anisotropes réduitcs soient éguivalentes.

Si K est un corps commutatif ordonné (donc dc caractéristique 0)

ct fune forme symétrique, lesélémentsc,=1/2(¢, -- e;,), ¢, = 1/2(e; —¢,..,)
(] <1< -n\ forment une base orthogonale de M = V -+ ¥V nour laquelle

-_— aate wiwow Vva A = 2 4%a 7 - iSS hr e LA

[(c;,¢;) = 1/2 et f(Cipw Cien) =—1/2pourl 1= w; complctant la base (c;)
en une base orthogonale de L a l'aide d'unc base orthogonale (c,)
(29 £ ¢ £ n) de M° on voit que I'on a v < Min(p, n — p) en désignant
par p lc nombrc d’indices 2 pour losqucls [(c.,,c,) > 0. Si en outre K
est euclidien, la basc de M9 est telle que f(c,, ¢;) =1 pour 7 > 2 ou
flc;,c) =—1 pour 2> 29, puisque M°® ne contient aucun vccteur
isotrope; on a donc dans ce cas v= Min(p, n — p). Ces résultats
s’étendent aussitdt au cas ou [/ est une forme hermitienne, K unc
extension quadratique ou un corps de quatcrnions généralisés sur un
corps ordonné.
Remarquons enfin que le th. de WrTr ct les lemmes 1), 2), 3), 4) de
ce § sont encore valables lorsque f est une forme alternée.

§ 12. Quasi-symétries et transvections dans les groupes unitaires.

Le probléme de la classtfzcation des transformations appartenant
a UylK,f), ou a GU,(K,f) ou a I'U,(K,[) consiste a chercher des
critéres pour que deux transformations x, v appartenant 4 un de ces
groupes solent comjuguées dans ce groupe; nous n’étudicrons que des
cas particuliers de ce probléme, qui a été traité de fagcon plus générale
par T. SPRINGER [1] et H. JacoBINSKI [1].

Remarquons d’abord que si une transformation de ['U, (K, f) laisse
invariant (globalement) un sous-espace vectoriel V' de E, elle laisse
aussi nvariant (globalement) l'orthogonal V° Lorsque V est non
1sotrope, une telle transformation est donc déterminée par ses res-
trictions aux deux sous-espaces supplémentaires V, V°, et l'ensemble
de ces transformations est un groupe, isomorphe au sous-groupe de
I, K, f,) x I'U,_, (K, f,) formé des couples (v, w) tels que les auto-
morphismes et les multiplicateurs associés & v et w soient les mémes
({1, [ étant les restrnictionsde fa V x Vet ¥V x /9, p la dimension de V).

Considérons maintenant les transformations de I'U,(K, /) laissant
invanant chaque élément de V; une telle transformation » appartient
nécessairement & GU, (K, /), et st V n’est pas totalement 1sotrope, elle
appartient a U, (K, /). Soit V=V NV et U un supplémentaire de
V, dans I/; u est entitrement déterminé par sa restriction au sous-
espzace non isotrope U®, dans lequel u est assujettie a laisser invarlants
les éléments de V. Lorsque V, = {0} (c’est-a-dire que V est non iso-

trope), les transformations » forment un groupe isomorphe a U, _, (X, f,)
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(avec les mémes notations que ci-dessus). L’autre cas extréme est
celui ol V est totalement isotrope; occupons-nous seulement du cas ou
V est de dimension maxima » et ou en outre 2v = n. Soit alors W un
second sous-espace totalement isotrope supplémentaire de V, et (e;), <igor
une base de E du type décrit dans le § 11,1); si on pose %(x) = x + v(x),
la relation f(u(x), u(y)) = f(x,y) donne d’abord f(x,v(y))=0 pour
x €V, y ¢ W, autrement dit, v est une application linéaire nulle dans
V et appliquant W dans V. Pour x ¢ W et y € W on obtient ensuite
(pour une forme hermitienne /) la relation [(x, v(y)) 4+ Ay, v(x))! = 0;
si on rapporte u a la base (¢;), la matrice de u est donc de la forme
IS
o )

ol S = — S’ (autrement dit, S est une matrice antikermitienne d’ordre v
et de rang quelconque < v); si on était parti d’une forme antihermitienne /,
on trouverait que S est hermitienne. Le sous-groupe de U, (K, /) laissant
invariants les éléments de V est donc dans ce cas isomorphe au groupe
additif des matrices antihermitiennes (resp. hermitiennes) d’ordre ».
Les transformations unitaires que nous venons de considérer sont dites
transformations spéciales. Pour que deux telles transformations u,, u,
soient conjuguées dans U, (K, /), on voit sans peine qu'il faut et il suffit
que les matrices S; et S, qui leur correspondent (ou, ce qui revient
au méme, les formes antihermitiennes f(x, v,(v)) et f(x, v,(y)) dans ¥,
et W, respectivement) soient équivalentes.

Reprenons en particulier les transformations unitaires laissant
invariants tous les éléments d'un hyperplan V, c’est-a-dire les dilatations
et transvections unitaires (§2). Si V est non isotrope et si a est un
vecteur orthogonal 4V, onanécessairement u(a)=aw et o’ f(a,a) a=/f(a,a)
une telle transformation est dite guasi-symétrie d’hyperplan . Il en
existe toujours qui sont distinctes de l'identité: si K n'est pas de
caractéristique 2, il suffit de prendre a = — 1 (symétrie d’hyperplan V).
Si au contraire K est de caractéristique 2, on a f(a, a) = 1 + A’; prenons
alors « =A"117; on a o/dla=1 et a/ Vo= A’, d’ou notre assertion,
puisque 2’ + A. On notera que dans le groupe orthogonal O, (K, f)
(K de caractéristique =+ 2), la seule Qquasi-symétrie d’hyperplan V
distincte de l'identité est la symétrie par rapport A V, et que le groupe
symplectique Sp,(K) est le sewl groupe unitaire dans lequel il n’y a
pas de quasi-symétries (parce qu'il n'y a pas d’hyperplan non isotrope).

Quant aux transvections unitaires d’hyperplan ¥V, elles n’existent
que si 'hyperplan V est isotrope, et le vecteur a de la transvection est
alors un vecteur isotrope orthogonal 4 V; la transvection a donc la
forme x — x + alf(a, ), o 1 est antisymétrique si f est hermitienne
et symétrique si f est antihermitienne; si on change aen au-i, 1 est
changé en uAu’. Pour que deux transvections correspondant aux
€léments 1, 1" soient conjuguées dans U,,, il faut et il suffit que 1 = u’ Au
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pour un 4 conv enable. On notera quc des L|u IL eXisStC daes vectieurs
isotropes dans E, il existe des transvections unitaires, sauf pour le
groupe orthogonal O,(K, /) (K de caractéristique #2), puisqu’il n'y a

alors aucun élément antisymétrique et 0 dans K.

§ 13. Semi-involutions dans le
centra _l- ateurs:

groupes unitaires et leurs
remier cas.

es
: P

Soit % une semi-involution dans l"U( ,f), relative 4 un auto-
morphisme ¢ de K. Soit «*x)=xy et f(u(x), u(y))=e(f(», ¥))°.

Récrivons les relations (1), (2), (21) et (22) qui donnent ici
yo=vy, &=y, (V= =0 (24)

7)) de deux m’mmrrc 1l vient

yly =ee . (25)

Nous supposerons dans ce paragraphe que y n'est pas de la forme
2729 (cas A) du § 3); on forme alors I’extension quadratique Iy = K(p)
de K, avec p*’=y et o= pn° pour 5 € K, ct E devient un espace
vectoriel de dimension 7/2 sur K, en posant, pour { =& + gn € I,
et x € E, x{ = x & + u(x)n; nous désignerons cet espace vectoriel par L,.
On voit aisément qu’il existe une corrcspondance biunivoque x'<-xg
entre le dual E* de E et le dual E§ de E,, telle que I'on ait

(%0, %) =(x', %) + o{x', w(x)) y! (26)
pour tout x € E. On vérifie en outre, en vertu de (24) et (25), qu’on
peut étendre 4 K, l'involution [, en posant ¢/ = peoy-'. Alors, (26)
montre qu’a la corrélation @ (associée a la forme f) correspond I'application
@, de E, dans E§ définie par la formule

(@o(%), y) = (plx), ¥) + ep(x), u(y))° y~*. (27)

On vérifie alors, grace a (24) et (23), que l'on a bien @y(x) = ¢/ @y(x)
pour tout { € K; autrement dit, @, est une corrélation. En outre, si
‘p=—c@p avec ¢ = 41, on a aussi ‘g, = e@,, car il résulte de (27) que

l'nn )
1 vl <

(pol%), ) — e@yy), ) € 0K

quels que soient x et ¥ dans E,; mais le premier membre est une forme
linéaire en x (sur K,), donc ses valeurs ne peuvent étre toujours dans
oK que si elle est identiquement nulle.

La forme réflexive fy(x, y) associée & @, est donc donnée par la
formule (traduction de (27))

fo(%, ) = /(x, 9) + elf{x, w)) ¥ (23)

Cherchons maintenant le groupe H des semi-similitudes qui permutent
projectivement avec la semi-involution %, ce qui revient a étudier le
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nivali ution u ¢ PI'U, dans le groupe projecti{ PLU,
(cf. §4). Une telle transformation », correspondant a 'automorphisme 7
de K, est telle que vu=vu-a (a € K), avec les deux conditions (3)
et (4) qui en découlent; en outre, on a @(v(x)) = A - v(p(x)) olt & est
un élément symétrique de K. On sait alors (§4) qu’on peut étendre t

en un automorphisme de K, de sorte que v devienne une collinéation

de FE. relative A cet -1nfnn1nrnh|cmp Lorsau’il en est "nncl 1l résulte
Sl N ‘_’0 A WAL wE ¥ W L A& W LLLL W

e SR LT IREWA L AARTRAL W A A Cesanoi

de la formule (28) que lI'on a /O( (x), v(¥)) — A(fo(x, ¥))* € QK quels que
soient x et y dans E,; mais comme cette expression, pour x fixe, est
semi-linéaire en y, elle ne peut prendre toutes ses valeurs dans gKX que
si elle est nulle. Par suite » appartient au groupe I'U,, x(K,, /o) Inverse-
ment, une collinéation v de ce groupe répondra a la question si 1'auto-
morphisme 7 de » laisse K (globalement) invariant et est tel que
e® = pa (avec a € K), et si le multiplicateur de » appartient a4 K. On
observera que le sous-groupe H de I'U, (K, f,) défini par ces conditions

contient comme sous-groupe distingué le groupe unitare U, o(K,, fo)-

§ 14. Semi-involutions dans les groupes unitaires et leurs
centralisateurs: Second cas.

Les notations étant celles du § 13, supposons maintenant que
y = AJ°; remplagant » par u - A~' (ce qui revient i changer l’auto-
morphisme et le multiplicateur de #) on peut supposer que y =1,
d’'olt 62 =1 et ce? = 1. Nous distinguerons deux cas principaux, suivant
que ¢ est ou non l'identité.

A) o est l'zdentité, d’ou e2 = 1. Trois cas sont a considérer:

Al) K n’est pas de caractéristique 2 et e= 1; 7 est une involution
de U,(K, /). On vérifie immédiatement que tout vecteur de U+* est
orthogonal a tout vecteur de U-, ce qui implique que U* et U~ sont
non isotropes, chacun étant l'orthogonal de l'autre. Inversement,
pour tout couple de sous-espaces non isotropes supplémentaires et
orthogonaux V, W, la transformation linéaire u telle que wu(x) =«
dans V, u(x) = — x dans W, est une involution de U,(KX, f).

Soit alors v une semi-similitude, correspondant a 1’automorphisme
de K et de multiplicateur 4, telle que vu = wv - a; la condition (4)
donne a?=1, autrement dit vz = 4-2#v; on ne peut d’ailleurs avoir
vu = —uy que si U* et U~ ont méme dimension. Si1 H est le groupe
des v € I'U, qui permutent projectivement avec u, et H, le centralisateur
de » dans I'U,, H, est d’indice 1 ou 2 dans H, et H, est isomorphe au
sous-groupe du prodult FU (K, f;) x TU,_ (K, [,) (avec p = dim U+,
f, et [, étant les restrictions de f & U+ x U* et U~ x U- respectivement)
formé des couples (v,,v,) ayant mémes automorphismes et mémes
multiplicateurs.

A2) K n’est pas de caractéristique 2 et e=—1; de la relation
Hu(x), u(y)) = —[f(x, y) on dédwt aussitdt que U* et U- sont des
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sous-espac talemeit isolropes suppi
et dimU = chm U-=m=19». Inversement, st n=2v, ¢t si V, W
sont deux sous-cspaces totalement isotropes supplémentaires de dimen-

sion maxima », la collinéation (linéairc) w« définic par w(x) = x dans V,

u(x) = — x dans W, cst telle que fu(x), w(y)) = —f(x, ¥) quels que
solent x et y dans L.
Si maintenant vu = uv - a pour v € '] oan a encore a'3=| ot on
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peut se borner comme ci-dessus a considérer le centralisatcur H0 de o
dans I'U,. Or, si v € H, correspond a V'automorphisme v et au mult:-
plicateur A, la relation »& = wv montre que v(U') = U*, »(U-) = U-,
et Ta relanon f(v(x), »(v)) = A(/(x, ¥))* pour x € U’ ct y &€ U~ montre
que les valeurs de v dans U- sont entiérement détcrminées par ses
valeurs dans U+. Les collinéations » € H, sont donc telles que leurs
restrichions 4 U+ sont des collinéations dont les automorphismes t ont
la propriété que les antiautomorphismes t/ et Jt nc different que par
un automorphisme intérieur de I; la réciproque est immédiate, ct
H, peut donc étre identifié au sous-groupe de ['L,;»(K) formé des
collinéations dont 1'automorphisme correspondant a la propriété précé-
dente. On notera que H, contient comme sous-groupe distingué lc
groupe linéarre général GL, p(K).

A3) K est de caractéristique 2et e = 1. Alors (§3)on au(x) = x + w (x),
avec w(E) Cw1(0) = U, en écrivant que u est unitaire, on voit aussitot
que @(E) doit étre orthogonal & U, et étant de méme dimension que U?,
w(E) = UC U est totalement 1sotrope; la réciproquc est immédiate.
Si ve [U,(K,[) permute projectivement avec u, elle appartient au
centralisateur H de » dans I'U,(K,f), puisque a®*=1; on a donc
nécessairement »(U) = U et v(U% = U®, désignons par F un sous-
espace (non 1sotrope) supplémentaire de U® par rapport a U, si
p=dimU® V° est un sous-espace non isotrope de dimension 2p
contenant U?, donc (§11) il existe dans V° un sous-espace totalement
isotrope W de dimension p supplémentaire de U® par rapport a V°.

Soit H, le sous-groupe distingué dc H formé des » tels que v(x) = x
(mod. U) pour tout x € E, et v(y) =y (mod. U®) pour tout ye€ U.
Cela entraine d’abord que v est linéarre et de multiplicateur 1 si V =+ {0},
autrement dit appartient & U,(K,f). En outre, on peut écrirc
v(x) = x + v'(x) avec ¥'(x) €U, éenvant que f(v(x), v(y)) = f(x, y)
pour x € U et y € U°, il vient f(x, v(y) — y) = 0 et comme W=V + W
et u(y) — ¥ € U, cela entraine v(y) =y dans U°® Lorsque V = {0},
on voit de méme que v(y) = yk dans U®, % étant le multiplicateur de =
(qui est alors dans le centre de K).

Soit H, le sous-groupe de H, laissant invariant chaque élément de U,
toute transformation v € H, laissant invariant tout élément de V,
est entiérement déterminée par sa restriction a V0= U+ W, et est
une transformation unitaire de cet espace laissant invariant chaque
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éiément du sous-espace totalement isotrope U®; c'est donc unc
transformation spéciale (§ 12), ce qui montrc que H, est un
groupe abélien isomorphe au groupe additif des matrices anti-
hermitiennes (resp.hermitiennes) d’ordre #, si f cst hermitienne (resp.
antthermitienne).

Le groupe H,/H, est d'autre part i1somorphe au groupc H| dcs
restrictions des v € H, au sous-espace U. Si V =+ {0}, posons
v(y) =1y + v"(y), avec v'’'(y) € U°, pour tout y ¢ V; posons d'autre
part v(x) = x + v'(x), avec v'(x) € U, pour tout x ¢ W. La relation
{(v(x), v(y)) = f(x, y) donne alors f(v'(x),y) + f(x,v"(y)) =0, pour
toute application linéaire »"* de V dans U°, on constate en prenant des

bases dans V et V®= U® + W (par exemple une base orthogonale ou
vmplecticue dans V et dans V0 une base décrite dans le 8§11 1Y)

SJ llll.ll\.a\.l.j.\.lub \.I.(I.ll.-J ARy Y P ] | 4 I i WLl il g Ai,4)y
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qu’il existe une application linéaire v" et une seule de W dans V satis-

aisant A la relation précédente. Ceci montre que H. /FI est isomorphe
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au groupe additif des matrices a p lignes et n — ‘7;15 colonnes, soit &
Krn—29), Si V = {0}, on a v(y) = yk dans U° = U et on peut prendre
v(x) = x dans W, donc H,/H, est isomorphe au groupe multiplicatif Z*

Déterminons enfin H/H,. Pour tout v € H, posons v(x) = (%) + v'(x),
vec 'Y\ EW et v(x)eU pour tout x ¢ W, et v(y) = vy(y) + v’ (y)

[ =) \vJ = = A LA L YAV M \J I

avec vz(y) €EVetv'(y ) € U°, pour tout y € V. Defmlssons la collinéation
v comme suit: 7(x) = v (x) pour x € W, v(y) = vy(y) pour y €V et
7(2z) = v(z) pour z € U®. On vérifie que v appartient a I'U, (K, f) (avec
le méme automorphisme 7 et le méme multiplicateur % que v) et que
pour que v commute avec u, il faut et il suffit que ¥ commute avec «.

de H, et comme le noyau de cette représentation est H,, H est 1somorphe
A H/H,. Or, si on prend pour V®= U® + W une base du type ¢ décrit
dans le §11,1), on constate que la matrice de la restriction de v & V?°

est de la forme ( O ou A est une matrice carrée d'ordre p; d'ailleurs
ar

iction de u 4 V0 est de la forme (I S\ o S est
\o 1/

antihermitienne (resp. hermitienne) d’ordre 2 si fest hermitienne (resp.
antihermitienne) . La condition de permutation de u et v dans V*
s’écrit alors t47SA = AS*®, autrement dit, la restriction de v 4 V® dout
appartenir 4 ['U,(K,S). D’autre part, la restriction de v & V doit
appartenir a I'U,_,,(K, f,), f, étant la restriction (non dégénérée) de f
a Vx V. Finalement H = HfH, est isomorphe au sous-groupe de
U, (K, ;) x U (K, S) formé des couples de collinéations ayant
méme automorphisme et méme multiplicateur. On observera que la forme
réflexive correspondant & S est non dégénérée mais peut étre non tracique
(cf. § 10).



§ 14 Scml involutions dans les vroupcs umtanres (,t lcurs ccntrahSaLcurs 29

B) o w'est pas Lidentaté. On désignera par K| lc sous-corps des
éléments de K invanants par ¢; on notera qu'en général K n'cst pas
invartant (globalement) par J. On sait alors que l'ensemble U* dcs
x € E tels que #(x) = x est un sous-espace dc £ par rapport a I, de
dimension #, une base de U" sur K étant ausst une base de E sur K (§ 3).
Or, on a f(x, y)=-cf(x,y)° pour x €UF et y ¢ U*; cn remplagant x

par x& ol £ € K,, oncn conclut que &/ =e £o¢1; parsuite, st e = 4 1,

K, est globalement tnvariant par J. Nous allons voir qu’en multipliant
la forme f par un ¢lément symétrique ou antisymétrique convenable,
on peut toujours sc ramener au cas o e=1. Supposons d’abord que
r=1+c30; alors W/ =7, et 9 =7e!, soit e=17"9; si on pose
g(x, y) =r1f(x,y), g cst hermitienne (resp. antihermiticnne) pour
I'involution & - &7 =7-t& 7 si f est hermiticane (resp. antthermiticnne)

pour J, et on a g(u(x), u(y)) = (g(x, y))°. Le seul cas qui reste a examner

[§
3
’

’

est celut ou ¢= —1, A n’étant pas de caractéristique 2; mais alors
K = K,(o), avec p° = —p; si on forme = o’ 4 p, » est 0 pour un au
moins des deux signes, ct on a ' = + 7 et »o = — », d’olt encorc ¢ = 719,

et on procéde comme ci-essus.

Supposons donc désormais que e =1. Alors, pour x € U* ¢t y ¢ U™,
on a f(x, y)=(f(x, ¥))°, donc f(x, v) € K, et f est une forme réflexive
sur Ut x U*, non dégénérce puisqu’une base de U+ sur K, est unc basc
de E sur K.

Pour l'étude des transformations v ¢ I'U,(K, [} qui permutent
projectivement avec w, on sait (§ 4) qu’on peut toujours, en multipliant
v par un scalaire, sc ramener au cas ou vu = + uv, auquel cas K, est
(globalement) invartant par l'automorphisme v de K correspondant a v.
Distinguons alors deux cas:

B1) K n’est pas de caractéristique 2. On a alors K = K (9), avec
0° = —p, et comme p% =p”’% d’aprés (24), p’°=—p’, donc ¢/ =90
avec d € K, *. On se limitera au centralisateur H, de » dans I'U, (X, {),
sous-groupe d’indice 1 ou 2 dans le groupe H des v € I'U, tels que
vt = 4 uv. Alors la restriction de v & U* est une transformation de
I'U,(K,, f,), en désignant par f, la restriction de f & U* x U+; l'auto-
morphisme v de K, correspondant & v doit vérifier les conditions (5)
et (6) du §4; en outre, si # est le multiplicateur de v (qui appartient
nécessairement a K,), en écrivant que l'on a o™/ = kp/"%71, il vient la
condtition

ol 0k = hoadr . (29)
Inversement, si cette condition est vérifiée, on peut prolonger
v € I'U,(K,, {,) en une collinéation de E en posant v(xp) = v(x) " (§4),
et on vérifie que l'on a f(v(xp), v(vp)) = A(f(xp, yo)) pour x € U+,
"+ Sion 2:92 = B € K, et si on pose {2 = g~'£g pour § € K, on a nécessaire-
ment §4) = yffep=t pour §€ K, avec u€K,, pwf =pu B¢ =8 p/B=pn"
et alors § = w1 = u@ p-1.
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U on a v¢€ld un(lx,!’) ¢t comme = uvTg,

ycocuT, au
v(U-)= U-, d'ou v € H,. En résumé, H, est isomorphe au sous-groupc
de I'U,(K,, f,) formé des semt-similitudes dont l'automorphisme 7 et
le multiplicateur % vérifient les conditions (5), (6) et (29) (pour un « € K,
dépendant de v). On notera que ce sous-groupe contient le groupe

unitarre U, (K, f,) comme sous-groupe distingué.
B2 K ect de rﬂrﬂrfpnchnnn 2. On a alors (§ 4) (= I (0)

AS f Lk ™ava 4h = 421 V), <V

6o = 0 + 1, etlarelation 67° = 0‘” donneici /=& + 1,donc®’ =0 + ¢,
avec § € K,. Le groupe H est ici le centralisateur de » dans I'U,(K, /).
La restriction de » & U* est, avec les mémes conventions que dans B1),
une transformation de I'U,(K,, f,), dont I'automorphisme 7 doit vérifier
les conditions (7) et (8) du § 4; en outre le multiplicateur % € K, de cette
semi-similitude doit satisfaire 4 la condition 8™ = £0’*4-1, qui donne ici

Dh+ k(A4 6)+ (0+ 2)h=0. (30)

On conclut comme dans B1) que H est isomorphe au sous-groupe
de I'U, (I, f,) formé des semi-similitudes dont l'automorphisme et le
multiplicateur satisfont a (7), (8) et (30) (pour un 2 € K, dépendant
de v); ce groupe contient le groupe unitare U, (K,, f,) comme sous-groupe
distingué.
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§ 15. Corrélations permutables.

Nous avons défini la notion de collinéation permutant projectivement
avec une collinéation (§ 4) ou avec une corrélation (§9). Si maintenant
@ et p sont deux corrélations de E sur E*, p~'y est une collinéation
de E; nous dirons que les corrélations @ et y sont projectivement per-
mulables si @~y est une semi-involution (§3) de I'L,(K), autrement
dit s'il existe y € K tel que I'on ait pour tout x € E

Hp(x)) = p~@(x))y - (31)

Il est clair que cette notion ne dépend pas de l'ordre dans lequel
on considére @ et y. En outre, les trois notions de «permutabilité
projective» ainsi définies sont cokérentes, au sens suivant: si une
collinéation 2 (resp. une corrélation ) permute projectivement avec
deux corrélations @, y, elle permute projectivement avec la collinéation
@~'4; si une collinéation u permute projectivement avec une collinéation v
et avec une corrélation @, elle permute projectivement avec la
corrélation @v, enfin si une corrélation y permute projectivement
avec une collinéation » et avec une corrélation g, elle permute projective-
ment avec la corrélation gu.

La détermination du centralisateur d’une involution de PI'L, (§4)
ou d’une involution de PI'U, (§§ 13 et 14) est un cas particulier
du probléme général suivant, dont nous rencontrerons d’autres exemples
(chap. IV, §8) Etant donnés un certain nombre de semi-involutions
u, € 'L, (K) (1 =+ <q) et de corrélations réflexives @; (1 <7 <7), deux
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a deux é er | ?
permutent projectivement avec les u, (1 £ 1=q) et les @; (
Les remarques précédentcs permettent de se ramener au cas ou » = O
ou » =1 (en remplagant » — 1 des @; par les collinéations i’ ¢,).

Cela étant, si K est de caractéristique 2, on peut utiliser les résultats
des §§ 4, 13 ct 14 pour indiquer un procédé de récurrence sur le nombre ¢

emi-involutions «,. permettant d’étudier le groupe H des v permutant
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prolectivement avec les u; et avec ¢ (J. DicupoNNE [14]). Considérons
en effet la semi-involution «, ct distinguons plusieurs cas-

1) u, répond aux conditions du § 13; alors (avec les notations de cc
paragraphe), les #; (2 <t < ¢q) peuvent étre considérées comme g —1
semi-involutions de I'U, (K, fy), ¢t » comme une transformation dc
I'U, (K, f;) permutant projectivement avec les #; (21 < ¢), et
dont I'automorphisme et le multiplicateur satisfont aux condltlons
précisées au § 13.

2) u, répond aux conditions du cas B) du §14; les %, (2 =1 =< g)
éventuellement multipliés par des scalatres convenables, peuvcnt étre
considérées comme ¢ —1 semu-involutions de I'U, (K, /), et v comme
une transformation de I'U,(K,, f,) permutant projectivement avec les
u; (2 £ 1 £ g) et satisfaisant en outre aux conditions indiquées au § 14
en ce qui concerne l'automorphisme et le multiplicateur correspondant.

3) u, répond aux conditions du cas A1) du § 14. Si U* et U~ n'ont
pas méme dimension, les #; (2 £ ¢+ < ¢) laissent ces deux sous-cspaces
globalement invariants, ainst que tout v € H et, a des conditions prés
sur le multiplicateur et I'automorphisme de v, on est ramené au probléme
initial pour chacun des espaces U* et U-, mais avec seulement ¢ —1
semi-involutions %,. Il en est de méme st U* et U/~ ont méme dimension,
et sl w;u, = uyu; pour 2=<1 < g¢q, a cela prés qu'on passe de F/ a un
sous-groupe H, d’indice 2. Si enfin uyu, = —u,u;, on peut supposer
que u;%, = u, %; pour ¢ = 3 (en remplacant éventuellement «, par u,u;),
on a alors uy(U*) = U-, u(U~) = U*, u;(U*)=U* et u;(U")= U~
pour ¢ 2 3; en passant a un sous-groupe I, d'indice 2 dans H, on peut
se borner au cas ol v%, = %,v, et alorson a aussi »(U+*) = U*, »(U-) =U~-.
La restriction »’ de v au sous-espace U* est donc une transformation
de I'U,;o(K, f') (ot /" est la restriction de / a U+ x U*) qui permute
projectivement aux restrictions des u, (3 =: <¢q) a U*; on constate
que réciproquement une telle transformation ne se prolonge pas né-
cessairement & une collinéation v € H,, mais qu’'il en est toutefots ansi
lorsqu’elle appartient & U,(K, ') et qu’elle permute avec les «; (z = 3).

4) w, répond aux conditions du cas A2) du §14. Si w;u, = uyu,
pour 2 <1 < ¢, les u,; laissent les espaces U+ et U~ globalement invariants,
et on peut supposer qu'll en est de méme de v, en passant a un sous-

groupe H, d'indice 2 dans H. Ici, la restriction v* de v & U* est une
collinéation qui doit permuter projectivement aux restrictions a U+

D..
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des u; (2 £ 1 < ¢), une telle collinéation ne se laisse pas nécessairement
prolonger a unc collinéation » € A, mais 1l en est ainst de celles qui
appartiennent a GL,5(K) et permutent avee les #; (£ = 2).

St enfin #,%, = —%;u,, ON peut encore SUPpPOSEr qUE€ ;%) = U; U,
pour 7= 3. Si v est I'automorphisme correspondant & u, la forme
sesquilméaire ]”(x y) _/(uz( ), ¥) définie pour x €Ut et yeU* cst

................. 1 armarmnhicms . T Ale~
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de v & Ut dott appartenir & I'U, o(K, f') et permuter projectivement
aux restrictions des #; (3 <1< ¢) a U*; ici encore la réciproque n’'est
pas toujours exacte, mais elle I'est pour les »' qui appartiennent &
UK, [') et permutent avec les u; (z = 3).

§ 16. Formes uuadratmucs et 2r0upcs orthoaonaux sur un corps de
caracterlsthue .

Si K est un corps commutatif de caractéristique +2, / une forme
bilinéaire symétrique sur E x E, on appelle forme quadratique associéc
a [/ I'application x = Q(x) = f(x, x) de E dans K. On voit immédiate-
ment que l'on a

raYay A 9 <\

QAx + py) = 22Q(x) + u*Qy) + 2 Auf(x, y) (32)
quels que soient les scalawres A, 4, ce qui en particulier donne
flx, ¥) =1/2(Q(x + y) — O(x) — Q(y)). Inversement, siune application Q
de E dans K vérifie une identité de la forme (32), ot f est une forme
bilinéaire sur E x E, on en tire aussitét que Q(Ax) = A2Q(x), que f est
symétrique et que Q(x) = f(x, x).

Supposons maintenant que K soit un corps commutatif de carac-
téristique 2. On appelle alors forme quadratigue une application Q de E
dans K qui satisfait a une identité de la forme

QAx + py) = 2Q(x) + p?Q(y) + Apf(x, y) (33)
ou f est une forme bilinéaire sur E x E. Cette forme est entiérement
déterminée par Q, car on tire de (33) que

[, y) = Qx + y) + Q(x) + Qy) - (34)

En outre, on a Q(Ax) = 22Q(x) et par suite f(x, x) =0, f est une

forme alternée. Soit 2p < n le rang de f, et soit E° le sous-espace de E,

de dimension » — 2$, orthogonal & E. Sion désigne par /4 la restriction
de Q 4 E® on a, pour x € E®et y € E®

hAx + py) = 22h(x) + p2h(y) . (35)

Or, & - £ est un isomorphisme de K sur son sous-corps KZ; la
formule (35) signifie que % est une application semi-linéaire de I'espace
vectoriel E® sur K, dans l'espace vectoriel K sur K3, relative a I'iso-
morphisme § - £2; le noyau F de cette application est donc un sous-
espace vectoriel de E®, de dimension ¢ £ n — 2p, et I'image M = h(E?)
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est un sous-espace vectoriel de X (sur K?) de dimension 7 — 2p —g=4d,

C O
on a donc d £ | KX : K?), et en particulier, lorsque /A est parfart (donc
égal 4 K?), d=0ou d=1; n—q est appcl¢ le zang de Q. Sott U un
sous-espace de dimension 2p, supplémentaire de E° dans E, ¢t V' un
sous-espace de E° dc dimension d, supplémentaice de [+ par rapport
a E° sion prend une base symplectique (¢;); < ;<) de U (pour la forme f),
I

noeleancne (2 ) oo .7 de Vo oet une base guelcongue
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(¢)op i agica dc F, lexpression de Q(x), pour x = 3 ¢&;, cst

P 2p i d
Qx) = 5 (o, &84 B.& 6~ vi& )+ Y 8;&, la relation
t=1 F=2p V1

2p +d

‘,’Z' 6,& = O entrainant &, =0 pour 2 + 1 £1 < 2p 4 d. Nous dirons
i=2p+1
que pQ est non dégénérée si g= 0;d=n—- ‘775 est alors appclé le défaut de
V,u. v est dite d uc]cuwc sid>0 ( (ce qun est tGUj irs le cas pour un
espace E de dimension impaire). Nous supposerons toujours désormais
que la forme quadratique Q(a) est non dégénérée; sa restriction a tout
supplémentaire U de E° est alors non défective.

Un vecteur non nul x ¢ E est dit singulier s1 Q(x) = 0; un sous-
espace V de E est dit singulier s1 Q(x) = 0 pour tout x ¢ V; comme
Q(x) # 0 en tout point x 4= 0 de E® on a V' N E® = {0} et par suite
est contenu dans un supplémentaire E, de E®, et en vertu de (34), il est
totalement isotrope (pour la forme f), donc sa dimension est <. On
appelle indice de Q la dimension maxima » des sous-espaces singuliers
de E; on a donc » < p, et on peut choisir un sous-espace E, supplé-
mentaire de E° contenant un sous-espace singulier de¢ dimension
maxima »; on supposera désormais E, choisi une fois pour toutes dc
cette fagon; l'orthogonalité dans E, sera toujours entendue relativement
a la forme alternée f. On a alors le lemme analogue au premier lemme
du § 11: Pour tout vecteur singulier a de E, el lout plan non isotrope P
contenant a, il exisle dans P un second vecleur singulier et un seul b tel
que f(a, b) —1 Si f(a, ¢) #+ 0, I'équation Q(c -+ aé) = 0 s’écrit en ecffet

’l AL A — n. ’I'\._-. I'?\ on r]nf']1n+ Ana lac nlfate 1\ nf— ')) r]n § 'l
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rés
sont valables en remplagant E par E, et «totalcment isotrope» par
ne 1 VCE. ect
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c
espace singulier contenu dans V? (orthogonal de V dans E,), V + W
est encore singulier; si ¥V est de dimension maxima v, tout vecteur
singulier contenu dans 1/° est donc dans V.

"Si E et F sont des espaces vectoriels de méme dimension sur I,
et # un isomorphisme de F sur E, la forme x — Q(u(x)) sur F est évi-
demment une forme quadratique, qu'on dit obtenue en ansporiani la
forme Q au moyen de «; la forme alternée correspondante est transportéc
de f par w. Deux formes quadratiques sont dites dquivalentes s1 elles

Ergebn d Mathem N F H.3 Dieudonné 3
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que les formes alternées associées, et méme indice.

Le probléme d’équivalence n’est résolu que dans un petit nombre
de cas; on se bornera aux formes non dégénérées. Si K est algébriguement
clos, on a p = », une équation quadratique ayant toujours des solutions
dans K ; comme en outre d =0 ou 4 =1, on voit qu'il existe toujours

ina ha Aa E +alla Aann V'Aan At
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Q(x) = £1£p+1 e \fp‘fzp Sim= 24
E'S '...+£p£2-p+§§p+1 Sl11=275-|-l,

Lorsque K = F, (¢ = 2%) 1l existe toujours une base (¢,) de E telle
que l'on ait

2 .
Q(x) = E]‘Ep+1 4+ £p£2p = £2p+1 S1n = 275 41
O{x\;;ﬁ 'L'""";_A;: __4_{,.,;2;;;.- -I-g(,tf:').\ Srn=2’h
XA/ ®1>p+1 ! VoSp=1dep—2 T \VBp T Sp>dID >Zp/ I

ou on a, dans le second cas, a = 0 ou « tel que le polynéme aX? + X + «
soit irréductible sur K (L. E. Dickson [1], p. 197-199); dans le premier
cas, on adonc d=1, »=p, dans le second d =0, v=p ou v=p — 1
suivant que o« = 0 ou a =#+ 0.

Pour d’autres résultats sur le probléme d’équivalence, voir CAHIT
ARF [1].

On appelle semi-similitude orthogonale (relativement a la forme
quadratique Q) une collinéation » dans E vérifiant la relation

Q(u(x)) = r,(Q(x))° pour tout x € E (36)

ou ¢ = o, est I'automorphisme correspondant a «, et r, ¢ K* est appelé
le multiplicateur de u; la formule (34) montre que u est une semi-
similitude symplectigue de méme multiplicateur si Q n’est pas défective.
Ces semi-similitudes forment un sous-groupe noté I'0,(K, Q) du groupe
I'L,(K) des collinéations. Les transformations du sous-groupe distingué
GO, (K, Q) = T'0,(K, Q) "GL,(K) sont appelées similitudes (relatives
a Q) et celles de multiplicateur 1 sont dites transformations orthogonales;
elles forment un sous-groupe distingué O,(K, Q) de GO,(K, @), que l'on
appelle le groupe orthogonal (relatif a Q). L’application u — o, est un
homomorphisme de I'0,(K, Q) sur un sous-groupe du groupe des auto-
morphismes de K, de noyau GO, (K, Q), et u— 7, un homomorphisme
de GO,(K, Q) sur un sous-groupe du groupe multiplicatif K*, de noyau
O.(K, Q). On a évidemment Z,= H,CGO,(K, Q), le multiplicateur
de I'homothétie x — xy étant y?%; les images PI0, (K, Q) et PGO,(K, Q)
de I'0, et GO, dans le groupe projectif PI'L,(K) sont respectivement
isomorphes a I0,/Z, et 4 GO,/Z,. On verra plus tard (chap. II, §10)
qu’en général le centre de O, est réduit a I’élément neutre, de sorte que
0, est isomorphe au groupe projectif PO, qui est son image dans PI'L,,.



16 [Formes ¢ uadlauquu ct woupcs mthogonaux 35

Les groupes orthogonaux correspondant & deux formes quadratiques
équivalentes sont isomorphes, ct pour tout o € K*, on a [0,(K, a(Q)

— 0K, Q), GO,(K, 20) = GO(K, Q) ot 0,(K, «Q) = 0,(K, Q).

Si « cst une transformation ortliogonale, on constate aisément que
u(E® = E°® et quc la restriction dc « a E® cst Videnluld (parce qu'on
peut écrire Q(u(x)) = Q(x) sous la forme Q(u(x) — x) =0s1 x € L9); u cst
donc entierement détcrmnée par sa restriction a E,, et pour x¢E,,
on peut poser #(x) = u,(x) 4+ uy(x), ol u,(x) € E; et u,(x) € E®. On
constate que u, doit appartenir au groupe symplectique Sp,,(K), ct étre
tel que Q(u,(x)) + Q(x) € M pour tout x € E,; et réciproquement st u,
posséde ces deux propriétés, il existe un u, et un scul tel que
u, + uy € 0,(K, Q) (J. DicuDONNE [4], p. 53— 54)' lc groupe O,(K, Q)

~ A~

eut donc étre considéré com“‘e le sous-groupe de Sp, (K) formé des
srouy Panlil) j

lmns/ormatwns v teﬂes que Q(v(x)) + Q(x) € M pour tout x € E;. S1 Q

cst non défective, cette der ‘u:crc condition se réduit bien cntendu a

Q(v(x)) = Q(x).

Lorsque K est un corps parfail, unc forme @ non dégencrée est non
défective si n est pair, a pour défaut 1 si » est impair; dans ce dernier
cas, le groupe O,(K, Q) est identique au groupe symplectique Sp,,(K).

Lorsque Q est une forme non défective, le théoréme de WitTT a été
généralisé par CAHIT ARF [1] sous la forme:

Pour qu’il existe une transformation orthogonale u €0, (K, Q) telle
que w(V) =W, il faut et il suffit que les restrictions de Q & V et & W
sotent équivalentes.

La démonstration de CHEVALLEY (§ 11) s’apphique avec les seules
£

ions suivantes: dans les conditions (A) il [auf remblacer

1A ALV RIS (4A), ERY RS AR LY LR EEY i)

Hz, 2) = [(z', 2') par Q(z) = Q(¢'); pws, a la fin de la démonstration,
on remarque que, comme f(a,a)=0, on a f(a, b)=f(a,b—a)=0,
d'otr Q(b— a)= Q) + Q(a) =0 en vertu de l'hypotliese. Alors la
relation Q(z + ¢ + (b — @) &) = Q(z) se réduit &

R
\lh-
CD
—
N

+0(2)

On déduit aussitot de ce résultat que les propriétés 3), 4) et 5) du
§ 11 sont encore valables en y remplagant «totalement isotrope» par
«singulier».

Une {ransvection dans le groupe orthogonal O,(K, Q) (considéré
comme sous-groupe du groupe symplectique S5p,,(K)) est une trans-
vection symplectique x — x + Af(x, a)a, ou a doit donc étre un vecteur
isotrope. En écrivant que cette transformation est orthogonale, on
trouve que l'on doit avoirr 1 4+ 12Q(a) € M.

3*



Structure des groupes classiques.
§ 1. Centre et groupe des commutateurs de GL, (K).

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur X. Toute collinéation #
de E qui permute avec toutes les transformations linéaires de E permute
en particulier (pour » >1) avec les transvections de E (chap. I, §2)
et par suite laisse invariante toute droite de E. Prenant une basc
dans E, on en déduit aussitét que » est une homothétie, ce qui prouve
que le centralisateur de GL,(K) dans I'L,(K) est le groupe A, des homo-
théties; la proposition est triviale pour n =1.

Pour n = 2, on appelle groupe linéaire spécial ou groupe unimodulaire
(2 variables, sur le corps K), le sous-groupe SL,(K) de GL,(K) engendré
par les transvections de GL,(K); il est immédiat que ce groupe est
distingué. En outre, SL,(K) est le groupe des commulateurs de GL,(K)
sauf lorsque n =2 el que le corps K est le corps F, d deux éléments
(J- DieuponNNg [1]). La démonstration se fait en plusieurs étapes:

a) Identifiant le groupe GL,(K) au groupe des matrices inversibles
d’ordre n, on commence par mettre toute matrice 4 sous forme d’un
produit de transvections et d’une dilatation, de la fagon suivante.
Désignant par / la matrice unité, par E;; la matrice ayant tous ses
éléments nuls, sauf celui dans la ¢-éme ligne et la j-éme colonne, égal a 1,
soit By(A) =1+ 2E;; (t+7), et D(u)=1+ (u —1)E,,; B;;(1) est la
matrice d’une transvection et D(u) la matnice d’une dilatation. On
observera que la matrice B, ;()A4 se déduitde A4 en ajoutant ala i-éme ligne
la 7-éme ligne multipliée & gauche par A;s1 P,; = B,;(— 1)B;(— 1) B,;(1),
P,; A s'obtient en remplagant dans A la ¢-éme ligne par la 7-éme et la
7-éme par la 7-éme changée de signe. A l'aide de ces remarques, 1l est
alors facile de mettre toute matrice 4 inversible souslaforme A =B - D(y),
ol B est une matrice de SL,(K) produit d’un certain nombre de matrices
B, () (la décomposition n’étant naturellement pas unique; cf. L. E. Dick-
soN [1]). Remarquons en passant que le nombre minimum de termes
nécessaires dans une décomposition d’une transformation arbitraire de
SL,(K) en produit de transvections est » si la transformation n’est pas
une homothétie, » + 1 dans le cas contraire (J. DIEUDONNE [19]).

b) On montre ensuite que le groupe SL,(K) contient en tous cas
le groupe des commutateurs de GL,(K), autrement dit que GL,/SL,
est abélien. Comme il est aisé de voir que D(u) - B est de la forme
B’ - D(u) pour toute matrice B produit d’un certain nombre de B;;(1)
(avec B’ € SL,), il résulte de a) que tout revient a prouver que
D(Aui-u) € SL(K). Or, on a D(ui-u=) = D) (D(uip);
il suffit donc de démontrer que deux dilatations de méme classe (chap. I,
§ 2) sont conjuguées dans SL,(K). Cela résulte aisément des deux
remarques suivantes:
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io LLclllL UUl-lneS leLl\ \’CCtCUfS a, () LllbllﬂC[b U.L U (.lcl.llb L 11'. eXiSt('
toujours une transvection, ou un produit de deux transvections, qui
transforme a cn b;

2° étant donnés deux hyperplans H,, H, ct un vecteur « non contcnu
dans H, ni dans H,, 1l existe toujours unc transvection laissant invariant
a et transformant H, en H,.

~Y Devry +r'1ncunr+1nnc nnn]r‘nnr
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.
GL (K); tout homomorphisme 0 de GL,(K) su
forme donc toutes les transvections en lc méme c]cment . Mais commc
Bio(2) Big(u) = Byo(A + ), on a ¢® =0, donc o cst I'identité, pourvu
qu’il existe dans K deux éléments non nuls 4, g tcls que A4 u=+0:
cect est toujours le cas sauf lorsque K =F,. St K =F, et n > 2, loutes
les transvections ayant méme hyperplan H forment (avec l'dentité)

un groupe 1'(H) 1somorphe a K"-l (chap. I, §2) donc ayant plus de
2 éléments, et on en conclut encore, en considérant I'image par  du
produit de deux transvections de 1'(H) distinctes de l'identité, quc
gt=0. Le cas oUW =2 et K=TF, est exceptionnel; on a alors
GL,(F,) = SL,(F,) (car il n’y a pas de dilatation distincte dec I'identité)
ct ce groupe, isomorphe au groupe symétrique &,, est résoluble, donc
distinct de son groupe des commutateurs.

Toute transformation « € SL, peut étre rcprésentée comme produit
de [n/2]) +1 commutateurs au plus (J. DicupoNNE [19]) sauf dans le cas
exceptionnel n =2, X = F,; lorsquc K est commutatif, cela est un cas
particulier d'un théoréme général sur les groupes de LIE algébriques
(C. CHEVALLEY [2], p. 122), et le nombre [2/2] + 1 peut étre réduit en
tenant compte des propriétés des valcurs propres de # (K. SHoDA |1, 2],
H. Tovama [1)])

Désignons par C le groupe des commutateurs du groupe multi-
plicatif K*; alors, pour tout n = 2, le groupe quotieni GL,(K){SL,(K)
est 1somorphe au groupe abélien K*{C (J. DIEUDONNE [1]). Le théorémc
est immédiat lorsque K est commutatif, en utilisant la représentation
de GL,(K) sur K* fournie par lI'existence du déterminant. On procéde
de méme dans le cas général en défimissant, pour toute matrice inversible
A d’ordre 7, un élément det(A4) du groupe IC*|C, appelé encore déter-
minant de A, et tel que I'application X — det (X) soit une représentation
de GL,(K) sur I{*, de noyau SL,(K); le théoréme énoncé plus haut en
résulte. Pour défimir det(A4), on procéde par récurrence sur n. Soit
@ l'application canonique de K* sur K{*/C, si A = (a;;) et si a;; 40, on
pose det(A) = @((—1)** a;,) det(A4,,) en désignant par 4, la matrice
obtenue cn supprimant dans A la premiére colonne et la 7-éme ligne.
On prouve par récurrence sur # que cette définition est indépendante
de I'indice ¢ choisi (tel que a;, = 0), que la valeur de det(A4) ne change
pas lorsqu’on remplace A par B;;(A)A4, et enfin que det (A4) est multiplié
par @(u) lorsqu’on remplace 4 par la matrice obtenue en multipliant
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a gauchc unce 11gi“lc de 4 par . Si A= DU\,u,;, avec B l)lULlUIL de

matrices B;;(4), il résulte des propriétés précédentes que det (4) = p(u).
le fait que X — det(X) est une représentation sur K*, de noyau SL, (K),
est alors immeédiat.

Il résultc aussitét de ce quu préceéde que, si V et W sont deux sous-

espaces vectoriels de méme dimension dans E, il existe une trans-
fnrlnﬁhnn % € QT +eHc dT7N — I/V_

uun L

§ 2. Structure du groupe SL,(K).

La démonstration donnée au début du § 1 montre que le centralisateur
de SL,(K) dans I'L,(K) est encore le groupe H, des homothéties.
Le centre de SL,(K) est donc le groupe SL.(K)NZ,, formé des homo-
théties centrales x — xy dont le determmant (au sens du § 1) est 1'élé-
ment unité de K*/C, ou en d’'autres termes, qui sont telles que »
appartienne au groupe des commutateurs C de K*. Le quotient de
SL,(K) par son centre est donc isomorphe 4 I'image canonique PSL, (K)
de SL,(K) dans le groupe projectif général PGL,(K); on dit que
PSL,(K) est le groupe projectif spécial ou le groupe projectsf unimodulare
(2 » vanables, sur le corps K).

Pour la structure de PSL,(K), il y a deux cas a distinguer, suivant
que n>2 ou n=2,

A: n> 2. Alors le groupe PSL,(K) est simple (L. E. Dickson [1],
J. DieuponNE [1], M. ABE [1]). La démonstration peut étre esquissée
ainsi:

a) On commence par remarquer que st # > 2, deux transvections
quelconques sont conjuguées dans SL,(K); elles sont en effet conjuguées
dans GL,(K), et il est immédiat que pour toute transvection «, 1l existe
des transformations de GL, qui permutent avec » et ont un déterminant
arbitraire (cf. chap. I, §2).

Pour montrer qu’un sous-groupe distingué G de SL,(K), non contenu
dans le centre de SL,(K), est identique & SL,(K), 1l suffit donc de
prouver que G contient une transvection.

b) Soit % € G et non dans le centre de SL,; il y a alors au moins
une transvection v ne permutant pas avec %, et w= (vlu'v)u
= v~} (utvu) est un produit de deux transvections v, = v-!, v, = u~lvu,
distinct de l'identité et appartenant a G. Si a,, a, sont des vecteurs
sur les droites de v, et v,, pour tout x € E, w(x) — x appartient au sous-
espace W de dimension <2 engendré par a, et v (a;). D’autre part,
I'intersection des hyperplans de v, et v, ne se réduit pas a 0, donc w
laisse invariant au moins un vecteur & % 0.

Cela étant, si w est une transvection, le théoréme est démontré.
Dans le cas contraire, soit H un hyperplan contenant W, il est globale-

ment invariant par ©. L’hypothése que © n’est pas une transvection
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T(H) des transvections d’hyperplan H. In cffct, cc centralisateur est
produit de T(H) et du centre de SL,, (chap. I, § 2), et on vérifie aussitot
qu'une transformation de ce groupe ne laisse aucun vecteur #=0 invariant
si elle n'appartient pas a 7(H). 1l existe donc une transvection ¢ ¢ 7°(H)

telle que wiw-1 3 £; comme wtw-! ¢ (H) (lwtw! = t, appartient a

:F(H) ct n'est pas rédmic a Videntité: mais £, a

théoréme.

B: n=2. Alors le groupe PSL,(IK) est simple, sauf lorsque I{ = F,
ou K =F, (L. E. Dickson [1], K. Iwasawa [I], J. DieuponxE [1, 2],
M. ABE [1], L. K. Hua [8]). Ici, deux transvections quelconques ne sont
pas en général conjuguées dans SLy(K): on peut montrer en fait qu'ill y a
toujours deux transvections non conjuguées dans SL,(K), sauf lorsque
le groupe multiplicatif K* est engendre par les carvés des clements de K*.
Toutefois, comme B,(2) = P, By (— A) Pip, 11 suffit, d'aprés le §1,
de prouver que foufes les matrices B,,(4) apparticnnent a un sous-groupe
distingué G de SL,(K) pour prouver que G = SLy(K).

B1) Supposons que K ne soit pas l'un des corps F,, F;, F;, et soit

Tr {a ﬂ\ e am o sme o bas P Y o BV RN, [ [ R
/= \‘)/ (5} ulic 1iatlice U U 1ol COINLCITUC udlld 1€ Lclitac.

a) Supposons B 0; on peut alors trouver un 1 tel que
By (AUB(A) = (U ’;) On peut donc supposer oo = 0. On déterminc

alors une matrice I € SL, telle que les premiéres colonnes de UV et VU
soient de la forme ¢, £, ¢, (¢, étant le premier vecteur de base). On voit

. =l §4~1 -1 ..
aussitét que cela donne V = ( yLop=tE ay )avec la condition

B-r& 0
q)(rt'n\ (N
st (1)

Alors la matrice U, = U-'I"-1UV, qui appartient a G, cst égale a

(g QC) ,o0u g =01 0" = B-1&'Byny-1; on en conclut que la matrice

U, Bys(u) U;l_z_am(-,¢)=((l) 9“9';‘—-“) appartient ausst A G. Il s'agit

de prouver que &, 7 et u peuvent étre choisis dans K* de sorte que (l)
soit vérifiée et que pup'~! — u prenne une valeur arbilraire dans I.
Lorsque K est commutalif, la condition (1) s'écrit {n=1, et on a
oue ™t — p=u(f* -1); cet élément peut é&tre pris arbitrarement
pourvu que & = 1 pour un £ € K au moins, ce qui est toujours le cas
si K a plus de 5 éléments.

Dans tout ce qui suit, nous supposons donc K non commutatif.

b) On montre d’abord qu’on peut prendre &7 =1 et choisir u € K*
de sorte que puo'~' — u+ 0. Dans le cas contraire, on aurait £ €Z
et &= B-1-1py £yt pour tout &€ K*. Prenant d'abord ¢ €Z%
cela entrainerart £ = 1 pour tout ¢ € Z* donc Z = F,, F;ou F,. Ecrivant
que £2, 7® et (£ + #)? sont dans Z pour &,  dans K soumis a la seule
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condition £ 4 1 % 0, on obtient &7+ n&€Z; on en déduit aisément
que le corps Z(&, 1) engendré par £ et 9 a un rang au plus égal a 4 sur Z;
Z étant fini, ce corps le serait aussi, donc serait commutatif. Cela
entraine que K serait commutatif, cas qu a été exclu.

¢) On a donc prouvé qu'il existe une transvection B,(u,) € G
(avec o+ 0). On recommence sur cette matrice les opérations faites
plus haut sur U; on peut alors prcnum n= &-t et chowsir £ et M de sorte
que ouo ™' — u= Euuy'&uy — u soit égal a 1. Considérons en effet
le corps commutatif Z(u,); s’il est infini, on peut prendre & € Z(u,)
de sorte que £% 41, et 1l suffit alors de prendrc u= (& -1)"*. S
Z(ug) est fini, son centralisateur dans K ne peut l'étre (sans quor K
seralt commutatif), on prend & dans ce centralisateur tel que &4+ 1,

e nouveau g = (£ -1)"L

d) Ayant montré que By(1) € G, montrons enfin que B,(4) € G
1

A € K*. Pour cela, on recommence sur B ,(1) les opérations

faites sur U. Soit N le centralisateur de Z(2) dans K, dont le centre
contient donc Z(1). On voit aussitdt que N est infini et on en déduit

comme dans b) qu’on ne peut avoir £ =1 pour tout { € N*; prenant
£ € N* tel que £ 4= 1, il suffit alors de prendre y = A(f* —1)-1, élément
qui permute avec 4 et §.

e) Il reste 2 examiner le cas oli, dans la matrice U, on a 8 =0.

Si y # 0, on remplace U par P, ,UP{} = (3 —Z) qui appartient a G.

Si f= 9 =0, on a nécessairement @(ad) = 1 puisque U est dans SL,;

on a B,(u)UB(u) = (a ‘“6_0““) ; on est ramené au cas a) sauf si

0 4
ud= o pour tout p € K; mais cela 1mpllquera1t o=20 et a=2%,
ce qui est contraire & I'hypothése que & n'est pas contenu dans le centre
de SL,(K). La démonstration est donc achevée pour I distinct de
F,, F; et F;.
B2) Si K =F,, on voit comme dans e) qu’'on peut supposer que
U= g o g En prenant £ = 57—1, on a alors, avec les notations de a),

U. = {7'_2 B &(n* _1)\ Supposons d’abord d = 0; comme ,,,2 +1 pour
7o )

tout % 4 0 dans K, on peut prendre 72 = — 1, et U, est alors une matrice
— Byo(u) avec u # 0; Uy = B,(2 p) est telle que 2 u = 0, et les puissances
de B,,(2 u) sont alors toutes les matrices B,,(4), A € K. Si au contraire
0 = 0, la matrice
By () By (A) UB3i(2) U Bzt (u)
appartient & G quels que soient A et u, et est égale a
. 1—822p 822
\A—=p2 220 —p2Au 143202452 ;l,u}

en prenant f2Au =1, le premier terme diagonal de cette matrice est
nul, le second, égal & — (2 + 2%24?%), donc &4 —1 ou —3. On est ainsi
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(cf. chap. IV, §8).
B3) Reste a examincer les cas exceptionnels F, ct F;. En géndral
le groupe GL,(F,) a un ordre égal a

(" =1 —q- (¢ —-¢":
il suffit dc remarquer que ce nombre est égal an nombre de toutes les
bases de l'espace vectoriel F;. Le groupe GL,/SL,, isomorphe a F7,
a g —1 éléments, donc l'ordre de SL,(F,) cst

- -9 - (g"—¢" ) g

Le centre de SL,(F,), isomorphc au sous-groupc de F; formé des
racines n-émes de l'unité, est un groupe cyclique d’ordre d, plus grand
commun diviseur de ¢ — 1 et de n; V'ordre de PSL,(F;) est par suitc

(=D -9 @-¢)gd.

En particulier, PSL,(F,) est un groupe d’ordre 6 ct PSLy(F,) un
groupe d’ordre 12, tous deux résolubles (cf. chap. IV, §8). A ces deux
exceptions prés, les groupes PSL,(F,) forment une suite (dépendant
de deux paramétres =z, ¢, ou ¢ est puissance d'un nombre premicr) de
groupes [inis simples (cf. L. E. Dickson [1], p. 309-310).

On notera enfin que les raisonnements faits dans ce paragraphe
prouvent aussi que tout sous-groupe distingué¢ de GL, (), non contenu
dans le centre Z,, contient le groupe unimodulaire SL,(K) sauf lorsque
PSL, (K) n’est pas simple.

§ 3. Générateurs et centre du groupe unitaire.

Dans ce qui suit, lorsqu’il est question de groupes unitaires U, (K, f),
les groupes symplectiques et orthogonaux (ces derniers sur un corps K
de caractéristique =+ 2) sont compris comme cas particuliers, sauf mention
expresse du contraire. On suppose toujours que # 2 2, et que la forme /
est tracique lorsque I est de caractéristique 2.

Si le groupe unitaire U, (K, f) n'est pas un groupe symplectique
(autrement dit, si / n’est pas une forme alternée), il est engendré par les
quasi-symétries (chap. 1, §12), a I'exception du groupe U,(F,) (J. DIEU-
DONNE [16]); l'idée de la démonstration consiste & procéder par ré-
currence sur 7, pour % € U, et x vecteur non isotrope de E, I'un aun
moins des deux vecteurs u(x) — x, u(x) + x (lorsque K n’est pas de
caractéristique 2) est non isotrope, et il y a une quasi-symétrie d’hyper-
plan orthogonal & ce vecteur et transformant x en u(x) ou en —u(x);
dans le second cas, une seconde quasi-symétrie transforme —u(x)
en u(x); il y a donc toujours un produit s de quasi-symétries tel que
s~1y laisse invanant x, et peut donc étre considéré comme transformation
unitaire dans Phyperplan orthogonal & x, d’ou la conclusion. L’étude
du cas ou K est de caractéristique 2 est plus délicate. On peut d’ailleurs
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montrer que toute transformation d'un groupe orthogonal O, (K, f)
est produit de n symétries au plus (E. CARTAN [2], J. DIEUDONNE [4],

P. ScHERK [1]); toute transformation d’un groupe unitaire quelconque
U, (K) est produit de » 4+ 1 quasi-symétries au plus (J. DicuponNE [19]),
le groupe U,(F,) étant bien entendu excepté, et le maximum = + I
pouvant étre atteint.

L’antiautomorphisme T de K laisse évidemment invariant (cr]n]'nln-

Chaivadita LVadiVa parioaiic waaiaaiTi

ment) le groupe des commutateurs C de K*, et donne donc, par passage
au quotient, un automorphisme involutif (que nous noterons encore J)
du groupe quotient K*/C. Du résultat précédent, on conclut aisément
que pour un groupe unitaire non orthogonal, le déterminant (§1) de
toute transformation du groupe est de la forme 37y~1 avec y € K*/C.
Pour les groupes orthogonaux, on voit de méme que le déterminant de
toute transformation orthogonale est 41 (cf. §13).

Toute transformation du centralisateur dans I'L_(K) d'un groupe
unitaire U,(K, f) permute avec toute quasi-symétrie, et laisse donc
invariant tout hyperplan non 1sotrope; elle permute aussi avec toute
transvection unitaire (lorsque de telles transvections existent) et laisse
donc invariante toute droite isotrope. Cela démontre déja que le
centralisateur de U,(K, f) est le groupe des homothéties H,, lorsque L',
n’est pas un groupe orthogonal; le centre de U, est donc U,, N Z,, groupe
des homothéties centrales x — xy telles que 'y =1. :

Pour un groupe orthogonal O,(K, /), le centralisateur est encore
H, pour n = 3; cela résulte de ce qui précéde, et du lemme suivant:

1) Pour n = 3, toute droite tsotrope dans E est intersection de deux
plans non isotropes.

En effet, s1 x est un vecteur isotrope, y un vecteur orthogonal a «
et non colinéaire a x, z un vecteur non isotrope et non orthogonal & x,
le plan défini par x et z, et le plan défini par x et y + 2, répondent a la
question.

Reste le cas des groupes O,(K, f); soit (e, ¢;) une base orthogonale
de E. Si K (de caractéristique = 2) a plus de 3 éléments, 1l existe
o € K* tel que ¢, + ¢, ne soit pasisotrope ; unélément » du centralisateur
de O, dans I'L, doit laisser invanante la droite portant le vecteur
e, + ey, ainsi que les axes de coordonnées, ce qui donne les conditions
u(e) = e;yy, u(ey) = €3y, €t o = ou, o1 u= p,pp' (o6 étant l'auto-
morphisme de K correspondant a #). Remarquons maintenant qu'il
y a au plus deux valeurs de o € K* telles que ¢ + ¢, soit 1sotrope.
=1 K* a au momns G éléments, il existe donc deux éléments «, § de K*
tels que e + e, € + ¢ et e, + e, ff solent non isotropes; écrivant
que o =ou, f°= Pu et («f)° = (af)u, on a u®=yu, d'ou u=1 et
of = o. sauf peut-étre pour 2 éléments de K*; mais le sous-groupe des
éléments de K* invariants par ¢ est d’indice au moins 2 si ¢ n’est pas
I'i'dentité, donc si K a au moins 7 éléments, o est 1''dentité et « une
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il n'y a aucun automorphisme non identique de cec corps. Pour K =F,,
il y a deux cas a distinguer, smvant quc f(e, ¢) = f(es, ¢,) ou
fle,, ;) = — f(es, €3), dans le premicr cas, l'indice v =0, il n'y a pas de
vecteur isotrope, donc «» doit étre une homothétie. Au contraire, dans

lec second cas, v =1, les axes de coordonnées sont les seules droites non
isotropes de K, et O,(F,, /) est un groupe abélien d’ordre 4 (produit dc

, et AN LI A hat wia i
2 groupes cycliques d’ 01dre 2), qui est son propre centrahsateur dans
I'Ly(Fy) = GLy(F,).

§ 4. Structure du groupe Un(K, f).
(f forme tracique d’indice =1, groupes orthogonaux cxclus.)
I. Le groupe T, (K, f).

Dans I'étude de la structure des groupes unitaires, il est cssentiel
de distinguer deux cas, suivant que v 21 ou » =0 (cf. §12). Dans ce
paragraphe et le suivant, nous supposons toujours v =21. Les groupes
orthogonaux étant exclus, il existe donc dans U, (KX, f) des transvections
unitaires. Nous supposerons la forme f antihermitienne, cc Qui ne restreint
pas la généralité (chap. I, § 6); une transvection unitaire est alors de la
forme x — x + alf(a, x), ou a est isotrope et A est symétrique (chap. I,
§12). Nous désignerons par T,(K, f) le sous-groupe distingué de
UnK, f) engendré par les transvections unitaires. Pour l'étude de la
structure de T, on utilise les lemmes suivants.

1) St le corps K n'est pas commutatif et [ + 1, K est engendré par
U'ensemble S des éléments symétriques, sauf lorsque I est un corps de
quatermions généralisés de cavacténistigue =2, et que S est identique au
cenive Z de K (J. DiEuDONNE [13]). Lorsque K est commutatifet J # 1,
S est évidemment un sous-corps de K tel que K soit une extension
quadratique séparable de S.

Un plan non 1sotrope contenant au moins un vecteur isotrope est
dit plan hyperbolique; il existe alors deux vecteurs isotropes a, b formant
une base de ce plan et tels que f(a, b) =1 (chap.I, §11). En outre,
I’hypothése que U, n’est pas un groupe orthogonal entraine qu'il existe
toujours au moins #rots droites isotropes distinctes dans un plan hyper-

bolique.

2) Pour m = 3, toute droite non isotrope est intersection de deux plans
hyperboliques.

En effet, soit » un vecteur non isotrope, y un vecteur isotrope,

z un vecteur non orthogonal & x ni 2 y et non situé dans le plan P

passant par x et y; un tel vecteur existe, car s'il existe un vecteur /

Y TSI . [ 14
me a P ndare z Udl ic

OI'[DOgOl'lc"ll axeta y et non situé U.cl.[lb f 11 su
plan déterminé par x et { et non colinéaire & x ni a /; dans le cas contraire

(Qui ne peut se produire que pour n = 3), si ¢ est un vecteur orthogonal



44 II. Structure des groupes classiques

a x ¢t non colinéaire a4 y, on prend encorc z dans le plan détermné par
x et ¢, et non colinéaire & x ni a4 £. Le plan Q déterminé par y ct z est
alors hyperbolique et contient trois vecteurs isotropes y, y,, ¥, hon
deux a deux colinéaires; deux au moins de ces vecteurs sont donc non
orthogonaux a x, et définissent avec x deux plans hyperboliques
répondant a la question.

O,(K,H(K de caracterlsthue =|=2, ) sauf lorsque K= Fq
(J. DicuDpoNNE [4], p. 30—31).

3) Si a et b sont deux vecteurs isotropes non colinéares, il exisle une
transformation w € T, telle que u(a) ¢t b soient colinéarres. Si f(a, b) + O,

U= (/ a,b))™! est tel que c=a + b,u soit isotrope, et la transvection

v - | Aflr a)l whAennd L la aues 1nAnN iy Ha Y =N ln nlan A4
A j\b, A) LCpPUIIUL . ld yUutouiull, oL Jl\w, Uj v |7 Ledi aenm

par a et b est totalement isotrope, donc n = 3, et 1l existe un vec-

teur z tel gque fla A =20 et b 220 le nlan défint nar a ot 2z est
tLul 4 Lbl \'iu\' j\w ﬁ} =+ v L vy, 4’ -= v, 1uC l_ll(.-l.ll o paa W oUe 4 Vo

hyperbolique et contient un vecteur isotrope a, non colinéaire i a, et
par suite non orthogonal & 4. Comme f(a,a,) +0 et f(a,, d) 0. on
est ramené au premier cas.

Avec une telle base (et les not

4) Le groupe To(K,f) est engendré par les transvections umnitaires
B,4(A) et By(u) (ou A et u parcourent 'ensemble des éléments symétrigues
de K). Il suffit de remarquer que la condition pour que x = ¢, & + 2,8
soit isotrope s'écrit a/f — p/a =0 et exprime donc que «f! est
symétrique st 4 0; la transvection By(— af~!) transforme alors x

’
an nn 17nn+nnr cralinda
€L un vecieur coineal

est transformée par Blz( op-1) en une transvection de la forme By (2),
d’oti le lemme.

Ces lemmes permettent d’abord de voir que le centre de T, est I'inter-
section W, =T, NZ, de T,, avec le centre de GL,(K). Une transformation
de 7, permutant avec toute transvection de T, laisse en effet 1nvar1antc

+n1|+n r]rnifn lcn'l-rnnn r‘]nnr f-nni- nlan hvnnr] oh
'—.-Uy‘-" AU RL wuL yl(l.ll i1 Jl_l a L

toute droite s1 n = 3, en rzuson du lemme 2. Pour n= 2

d e, et Dar su + fonte francvection de vactenr a
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0

0 (at)/
aAd = A(«-1)’ pour tout élément symétrique 2 de K. Le lemme 1 montre
alors que o est dans le centre de K, sauf peut-étre lorsque K est réflexif,
de caractéristique +2 et que 'ensemble Sest identique au centre Z de K.
Mais dans ce cas, les matrices B, (1) et By (u) ont leurs éléments dans Z,
et il en est de méme de toutes les matrices de T,, en vertu du lemme 4 ;
en particulier, on doit avoir « € Z, ce qui démontre encore le théoréme
dans ce cas.

et B, (u), ce qui signifie que sa matrice est de la forme( ) avec
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La structurc de 7 ,/W, cst ¢lucidée par les théorémes suiv

(]. DicuponNE [13]; voir auss: L. K. Hua [10]).

T,/W, est simple, T,(K, [)/W, est simple pour n = 3 (pour
toute forme tracique f d’indice =1). On notcra que les transvections
unitaires nc sont pas en général deux a deux conjuguées dans T,
toutefois il résulte du lemme 3 que s1 un sous-groupe distingué G de 7,
contient foufes les transvections correspondant &4 un méme vecteur a,
il contient toutes les transvections et est donc égal & T,,. On est donc
ramené a démontrer cette propriét¢ pour un sous-groupc distingué
quelconque G de 7, non contenu dans W,. Soit « € G, n’appartenant
pas a W, ; il y a un vecteur 1sotrope x € E tel que x et u(x) nc soient

pas colinéaires (sans quoi » serait unc homothétie, en raison du lemme 2).
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1
y a une transvection v transformant x en yA, et dont le
vecteur est dans P; donc v(u(x)) = u(x), u, =vulv~lu appartient
a G et 2, (x) = yA. On peut donc toujours se ramener au cas ou f(x, #(x)) +=0.
Si alors e est une transvection de vecteur x, wwu~1 est une transvection

e fRalVa D ~ wa Ll L e e UL AR -

de vecteur %(x), ne permutant donc pas avec w. Si Q est le plan hyper-

le\ que déterminé par x et 1u(x), u, = wluwu-l appa artient 4 G et laisse

invariant tout vecteur du sous-espace Q° orthogonal au plan @, on peut
donc considérer %, comme appartenant au groupe U,(K, f,), ou f, est
la restriction de f a Q; d’autre part, u, est produit de deux transvections,
donc appartient & T,(K, f,) et n'est pas dans le centre de ce groupe,
puisqu’elle ne permute pas avec w. L’hypothése montre que G contient
alors toute transformation de T,(K, /,), en particulier toute transvection

Rt == 1111'

de vecteur x, ce qui démontre le théoréme.

B) Si le corps K a plus de 25 éléments, le groupe To(K, f)|W, est
simple (pour toute forme tracique f d’indice =1). La démonstration
suit une marche analogue a la démonstration de la simplicité de PSL,(K)
donnée au §2; il faut naturellement utiliser les conditions pour qu’une
U = (e B\ .

\y 8/~
) et B, (u) dowvent étre unitaires, c’est-a-dire que 4 et u doivent

Byy(4
tre symétriques; on utilise enfin les lemmes 1 et 4 (J. DIEUDONNE [13],
371-375).

C) Supposons K commutatif. Si [ =1, tout élément de K est
symétrique; en vertu du lemme 4, 7,(K, f) est engendré par les matrices
Bo(A) et By(u), ou A€ K et u€ K, donc est le groupe unimodulaire
SL,K). Si J =+ 1, I'ensemble des éléments symétriques est un sous-
corps K, de K, tel que K soit une extension quadratique séparable
de K,, le méme raisonnement montre que T4(K, f) est le groupe uni-
modulairve SLy(K,). De ces remarques et des résultats du § 2, on déduit

3
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rsque K a au plus
dans les cas suivants:

a) J=1 K=F,et K =T,

b) J+1, K=F,et K=F,.

D’aprés A), on en conclut que, sauf dans ces quatre cas, le groupe
T, /W, est simple pour n = 2. Les cas exceptionnels donnent les résultats
suivants:

a) Si J =1 (groupes symplectiques), 7,(F,)/W, est simple pour
n=2m=06; pour n =4, T,F,)/W, a un sous-groupe simple d'indicc 2
(cf. chap. IV, § 8); T,(F,)/W, est simple pour n=2m = 4 (L. E. Dick-
sOoN [1], p. 94—-100; J. DieuDONNE (4], p. 14—16).

b) Si J #+ 1 (groupes unitaires), T,(F,)/W, est simple pour n = 4;
T,(F,) a une suite de composition 7,>7T3;D>W,>{1}, ou T,/T; est
1somorphe au groupe symétrique &; et 73/W, est cyclique d’ordre 3;
T,(Fg)/W, est simple pour n = 3 (L. E. Dickson [1], p. 140-144).

Les raisonnenienis précédents montrent en outre que tout sous-
groupe distingué de U, (K, f), non contenu dans le centre, conlient lc
groupe T ,(K, f} sauf lorsque T,/W, n’est pas simple.

T

§ 5. Structure du groupe U.(K, J).
(f forme tracique d’indice =1, groupes orthogonaux exclus.)
II. Le groupe U, (K ,)/T.(K,f).

On ignore la structure du groupe U,(K, f)/T,(K, f) lorsque I'on ne
fait aucune hypothése supplémentaire sur K ou sur f (en dehors de
I’hypotheése » =1). Toutefois, de nombreux résultats partiels ont été
obtenus. Appelons transformation hyperbolique toute transformation
u € U, qu laisse invariants les éléments d’un sous-espace Q° de dimen-
sion n — 2, orthogonal & un plan hyperbolique Q; alors on démontre
aisément, a l'aide du th. de WiITT, le lemme suivant-

1) Toute transformation wunitatve est produit de transformations
hyperboliques (J. DIEUDONNE [13], p. 377).

Les hypothéses particuliéres permettant d'aboutir a des conclusions
sur U,/T, concernent, soit la forme f, soit le corps K.

A) Si Uindice v = 2 {ra qui implique n = 4), le groupe T,(K, [) est
le groupe des commutateurs de U, (K, [), et le groupe quotient U,[T, est
isomorphe & un groupe quotient du groupe abelien IC*|C (C groupe des
commutateurs de K*) (J. DiIEuDonNE [13], p. 380; voir aussi L. K.Hua
[10]). La démonstration repose sur le lemme 1) et sur les deux pro-
priétés suivantes, valables pour v = 2:

2) Si I' est le sous-groupe de U, formé des transformations hyper-
bohques corvespondant d un méme plan hyperboliqgue P, le groupe quotient
(' T,) est isomorphe a un groupe quotient de K*[C.

3) Si P, et P, sont deux plans hyperboliques, 1l existe une trans-
formation w € T, telle que w(P,) = P,,
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lorsque v=1 et 7z = 3, mais A) n'a été démontré alors que pour des
corps K particuliers, notamment les corps de quaternions généraliss
de caracténstique =2 (J. DizUuDoNNE [17]).

A plus forte raison, on ignore si (pour » = 1), étant donnés deux
sous-espaces V', W de E tcls que les restrictionsde fa IV x Vet W x If

solent équivalentes, il existe une transformation € 7, telle que (V) =W,

B) Supposons maintenant que le corps K soit de rang fime m?* sur
son centre Z. On montre alors qu’il y a trois cas possibles pour l'in-
volution J du corps K:

I. J laisse invaniants tous les ¢léments de Z, ct la dimension (sur Z)
de I'espace S des éléments symétriques est m(m | 1)/2.

II. J laisse invanants tous les éléments de Z, ct la dimension (sur Z)
de I'espace S des éléments symétriques est m(m — 1)/2.

III. La restniction de J a Z n’est pas l'automorphisme 1dentique,
les éléments symétriques de Z formant un sous-corps Z, tcl que Z sort
cxtension quadratique séparable de Z,, S est alors un espace vectoricl
de dimension m? sur Z,,

On dit que J est de premuére espéce dans les cas I et II, de seconde
espéce dans le cas III (on est évidemment dans ce dernier cas si J 1
et si K est commutatif); on notera que si J est du type [ ct s1 0/ = - o,
Vinvolution & - a.&/«~! est du type IL

Cela étant, sz I'tnvolution | est de type 1, on a U, (K, = T, (K, /)
(J- Dieupon~Eg [13], p. 379); ceci s'applique en particulier au cas des
groupes symplectiques (f =1), et on voit ains1 que le groupe projectif
P5p,(K), quotient de S5p,(K) par son centre (réduit ici & un ou deux
éléments, suivant que K est ou non de caractéristique 2) est simple,
sauf pour K=F,,n=2et K =F,, n=20oun=4 (L. E Dickson [1]).
En outre, foute transformation symplectique est un produst de trans-
vections symplectigues; on pcut méme montrer qu’une telle transformation
est produit de 7 + 1 transvections symplectiques au plus, le maximum
pouvant étre atteint (J. DicuDonNE [19]).

Si l'involution J est de type I, toute transformation de U, a un
déterminant (§1) égal a I, d’aprés ce qui précéde; il en est de méme
d’ailleurs si l'involution est de type II, car dans les deux cas on montre
aisément que 'automorphisme de K*/C obtenu par passage au quotient
a partir de J est l'identité. C'est d'ailleurs la le seul résultat général
connu lorsque ] est de type II; comme nous l'avons signalé plus haut,
on n’a de résultats plus précis (pour v =1) que st K est un corps de
quaternions générahsés; on sait alors que 7, est Ic groupe des commuta-
teurs de U,, pour # = 3, mais par contre il n’en est pas ainst pour n = 2
(cf. chap. IV, § 8).

La structure de U,/T, n’est guére mieux connue lorsque [ est dc
type III; on sait seulement alors qu’il y a toujours des transformations
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de U, de détermmant (§1) non égal a 1 (j. DikupDONNE [13], p. 384).
Ceci améne A considérer le sous-groupe distingué UJ(K, /) formé des
transformations unitaires de déterminant 1, mais on ne connait pas la
structure de U}/T, lorsque I{ n’est pas commutatif (et » =1). Lorsque
I est commutatif (v=21 e J+1), on a UK, )= T, [) (n=2),
s-auf pour n=3 e K=F, (L.E. DicksoN [1, 3], J. DIEUDONNE [4],

p. 66—71); dans ce cas exceptionnel, U3/T; est un groupe d’ordre 4,
produit de deux groupes cycliques d’ordre 2. Bien entendu, le groupe
UK, f) peut étre défini méme lorsque f est d’indice O; pour /{ commu-
tatif le groupe quotient U, /U, est isomorphe au groupe des éléments
de norme 1 dans K (par rapport au corps K, des invariants). On désigne

par PUJ(K, f) I'image de UJ(K, f) dans PGL,(K, f) par I'application
canoniague # — #:° sl y=21 on a PL*HIC f\~T (1{ If)/l'/V lorsquc K

Loliiviiiyguy y I < Vp\ie,

est commutatif.

Aioutons enfin aque 'ordre di
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corps fini est

(™ =1y gt (g2 -1) 3. .. (® = 1) ¢
et I'ordre du groupe unitaire U,(F,) est

(" =(=1D") g (g = (=1 g*... (¢ - 1) glg + 1)
(L. E. DicksoN [1], p.- 94 et 134).

§ 6. Le groupe O,(K, ) (K de caractéristique = 2):
groupe des rotations et groupe des commutateurs.

L’application u — det(u) est une représentation de O,(K, f) sur le
groupe {— 1, + 1}; les transformations orthogonales de déterminant 1
forment donc un sous-groupe distingué d’indice 2 de O,(Xk, f), qu'on
note O (K, f) et qu'on appelle groupe des rotations; les éléments de O,
n'appartenant pas a O, sont appelés refournements. Une rotation
(resp. un retournement) est donc produit d’'un nombre pair (resp.
impair) de symétries, ce nombre pouvant toujours étre pris <#; on en
conclut que si n est impair (resp. pair), toute rotation (resp. retourne-
ment) laisse invariant au moins un vecteur 0.

Pour un sous-espace V de E, il existe toujours des transformations
orthogonales laissant invariant (globalement) V, et de déterminant — 1,
sauf lorsque n = 2m est pair, que v =m et que V est un sous-espace
totalement isotrope de dimension maxima z. On en déduit que si
V et W sont deux: sous-espaces de E tels que les restrictions de f a
V x Vet Wx W soient équivalentes, il existe toujours une rotation »
telle que (V) =W (en vertu du th. de WITT) sauf si ¥V et W sont
totalement isotropes et de dimension #/2: ces sous-espaces se divisent
en deux classes d’intransitivité pour le groupe O;f. En outre, si Vet W
sont deux sous-espaces totalement isotropes de dimension n/2, pour
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(VW) 41, on en déduit
N W) a la méme parité quc
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1)) = aim

toutce Syﬁ ric s, on a dim (v /\s(
que st V et W sont de méme classe, dim
nf2, et inversement.
On appelle renversement wnc (1 — 2, 2)-involution dans O, (K, f):
c’est évidemment une rotation
1) Pour n = 3, loule rotation cst 1un gbrodmt de renversements.
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il existe un renversement transformant ¥ en — x. Si u est unc rotation,
un au moins des deux vecteurs u(x) — x, %(x) + x n’est pas isotropce-
dans le second cas, il y a un plan non isotrope I” orthogonal a u(x) r x,
contenant #(t) — x, et un renversement » dont I’ est le sous-espacc
négatif change x cn u(x). S1u(x) — x est non isotrope, il y a de méme
un renversement trans f mant v en —#(x), puis un renversement
transformant — u(x) en %(x). On peut donc toujours sc ramener au cas ol
2 laisse invariant un vecteur x non isotrope. En considérant la restriction

de » a I’hyperplan orthogonal a x, qui est une rotation, on est ramené par
récurrence au cas ou # = 3, et alors, comme toutc rotation dans O, est
produit de 2 symétries au plus, toute rotation dans Oy laissant invariant
un vecteur non isotrope est produit de deux renversements au plus.

2) Powr n = 3, le centre de O,(K, [) est réduit a I'identité si n est
imparr, forme de Uidentite el de x—~ — x s1 n esl pair. En effet, une
transformation semi-linéaire qui permute avec tous les renversements
laisse invanants tous les plans non isotropes; mais toute droite non
isotrope est évidemment ntersection de deux plans non isotropes, et
il en est de méme de toute droite 1sotrope en vertu du lemme 1) du § 2;
le centralisateur de O} dans I'L,, est donc le groupe A, des homothétics,
d’ol la propriété. Si m est impair, le groupe O, est donc produsl direct
du groupe O}, et du centre Z, N0, de O,

3) Pour n= 2, le groupe O3 (K, f) est commutalif. De fagon précise,
il y a deux cas a distinguer. a) si I'indice » =1, en rapportant E a unc
base formée de decux vecteurs isotropes, on voit que les matrices de O3

sont les matrices (g ;L), ou A€ K*; O03(K,[) est donc isomorphe

a I{*, b) si ¥=20, en rapportant £ a une base orthogonale, on peut
supposer que f(x, x) = &% + a£} et par hypothése —a n’cst pas un
carré dans K. Soit K, = K(w) |'extension quadratique de K obtenue
en adjoigrant une racine carrée @ de — o; on peut identifier E a K,
le vecteur (1,0) étant identifié a l'élément unité de K,; alors, si

= ¢+ wn, le conjugué {=&—wn, et on a §¢ £ + on®; unc ro-
tatlon u €03 (K, f) transforme I'élément unitéde K, en un élément y denorme
[, et est donc identique a la transformation { - y{ de K,. En d’autres
termes, O3 (K, /) est isomorphe au groupe des elements de norme 1 de K¥.

Nous désignerons par £2,(K, /) le groupe des commutateurs du groupe
orthogonal O, (K, f).

Lrgebn d. Mathem N F H 5 Diendonné, 4
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4) Le groupe des commailateurs £2,
s(wsw™) de deux symélries comjuguées; il est aussi engendré par les
carrés des éléments de O, (L. E. Dickson [1], p. 218, J. DIEUDONNE (4],
p- 23). Pour démontrer que tout commutateur uvu-lp~! est produit
de transformations s(wsw-') ol s est une symétrie, on procéde par

récurrence sur le nombre des symétries dont v est un produit (§3);

g .
carre v° appartient

a £2,. On conclut de 1a que loul élément &= 1 du groupe O,[82,, est d’ordre 2;
la structure de ce groupe abélien est donc entiérement déterminée
quand on connait le nombre cardinal (fini et de la forme 2%, ou infini)
de l'ensemble de ses éléments.

on utilice la méme méthode pour montrer aue tout
il 4 ‘- A\ AL l. LA 2 ¥ ¥ LW ll-l\-“.llv l—l BAMJILI LI Wi \.luu L\ WA L

5) Pour n =3, le groupe 82, est aussz le groupe des commulateurs
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0. Dautre part, en raisonnant comme

dans la premiére partie de 4), on voit que 2, est engendré par les
commutateurs s¢s-1/-1 = (sf)? de deux symétries arbitraires s, ¢; £2, est
donc contenu dans le groupe des commutateurs de O, et il le contient

évidemment. Pour # =2 on a encore O 0O maic n"' est abélien

,
71
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comme on l'a vu,
Pour n > 23 on a donc dans O(K

A& Sl = 7, <.

, /) une suite de com

0,00 >802,>2,.nZ,>{1}.

Si n est imparr, on a vu que O N Z, se réduit a I'identité, donc il en
est de méme de 22, N\ Z,,. Dans tous les cas, pour » = 3 le groupe 2, N2,
est le centre de $2,. En effet, une transformation semi-linéaire » qu
permute avec tous les éléments de £2, permute en particulier avec les
carrés v? des transformations v laissant invariants tous les éléments
d'un sous-espace non isotrope @ de dimension n — 2, et qu'on peut
par suite identifier aux transformations orthogonales dans le plan Q°
orthogonal 4 Q. Sauf si K =TF; et si ¢ est un plan hyperbolique,
il existe de telles transformations v telles que »% ne soit pas l'identité;
w doit donc laisser invariants tous les sous-espaces non isotropes de
dimension 7 — 2, donc toutes les droites non isotropes, et on voit
comme dans 3) que % est une homothétie. Si K = F;, u laisse invariant
les plans elliptiques (dans lesquels la restriction de f(x, x) est & + &3
par rapport 4 une base orthogonale); or, pour n = 4, toute droite non
isotrope est intersection de deux plans elliptiques, d’ou la conclusion
dans ce cas; enfin, pour =3, il y a une base de E telle que les trois
plans de coordonnées soient elliptiques, et ce sont les seuls; » ne peut
donc que laisser invariant ou changer le signe de chacun des vecteurs
de la base considérée, et on constate aisément que seule 1'identité,
parmi ces transformations, permute avec les transformations de £,.
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i , K, [) les umages canoniq
ONHK, ), £, f) dans PGL,(K), isomorphes & Of/(0fnZ,) ct
0,/(Q, NZ,) respectivement.
Dans les paragraphes qui swvent, nous allons exposer lcs résultats
connus sur les groupes quotients de la sute de composition d’un groupe
orthogonal décrite ci-dessus.

§ 7. L’algébre de Crirroro d’une forme quadratique
(K de caractéristique +=2.)

Nous désignons comme précédemment par f(a, y) une forme

’

bilinéaire symétrique non dégénérée sur 'espace £ dec dimension n sur K.

Considérons. dans 'algéebre tensorelle T(E) sur E, 1ndéal bilatére a
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engendré par les éléments de la forme x®y + y X — 2f(x, v),; on

1pnp]|p a/aphvp de CLIFFORD de 1a forme /v ﬁlﬁrnh_c quotient ("(l\ = T(r\/n

(W. K. CLIrrORD [1, 2], R. LipscHITZ [1]). Soit (a,); g i g, une basc ortho-
gonale de E, et désignons par ¢; la classc dc a, modulo a dans l'algebre
C(f); pour toute partie H de l'ensemble des entiers 1, ., m, posons
by = ;6 . - - &, O ()] <z <, est lasuite des elcmontq dc H rangés par
ordle croissant (eH =1 si H est vide). On démontre (C. CHEVALLEY [1])
que les ey forment une base de 2» éléments de C(f) sur K, avec la table

de multiplication
€46p= YA, BCAr B (2)

ol A A B est 'addition dans ’anneau booléien dcs parties de I’ensemble
des entiers 1, 2,...,n (autrement dit, la fonction caractéristique de
A A B est la somme des fonctions caractéristiques de A et de B, prisc
mod. 2),

yap=(-1004D [T fa,a) 3)

i€ANB

et o(A4, B) est le «nombre d'inversions» dans la suite obtenue en
juxtaposant A et B, autrement dit

e(4, B) = 3 o(4,9) (4)
JED
o(A4, 1) désignant le nombre d’éléments de 4 qui sont >3
En nartianliae AM A A A — s s TAAIIT A L A nt n_2 — o A Y nnAne
A1l 1_}(!-] Ltivuiivi, v« OL‘OJ -_ OJ Ol lJUul , = ¢ Ci O" -_— !\W", uil lJUul

tout indice +.
L’'ensemble L, des combinaisons linéaires des ey correspondant aux

parties H ayant aw plus p éléments (0 < p < n) est un sous-espace
vectoriel de (“H\ in

CLwviavi: WY vy, H

I'espace vectoriel E peut étre identifié au sous-espace des elements
' A

dé ndant de la base (n choisie. En nqrhrnhnr
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Pour tout couple d’éléments x, y de E, on a donc, dans C(/),

xy + yx=2f(x,y) (5)
4*
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et en particulier
2= f(x, x) . (6)

Il est évident que les ¢; et I'élément umté engendrent C(f).
1) Lecentve de C(f) sevéduit a I sinest paiv, el est égala K + Keye,.. e,

si 1 est imparr. En effet, si on écrit qu’un élément z =}y, e, permutc
que y, =0 pour toutes les parties ‘IA contenant un
nombre impair d’indices # 7, d’ol le résultat.

Les combinaisons linéaires des ey correspondant aux parties H
ayant un nombre pair d’éléments, forment une sous-algébre C*(f) dc
C(f), de rang 27-! sur K, indépendante de la base (a;), engendrée par
les produits e,e; (i <7) et par I'élément umté. Les combinaisons

hnéares des &5 rnrrpcnnndanf auy arhm H ayant un nombre zm»bazr

d’éléments forment un sous-espace vectorlel C- (/) de C(/f), supplementalrc
de C+(f) et indépendant de la base (z,). On dit pour abréger que les

avec ¢ nn \lnli’
LV L V', lk YULL

elements de C+(/) sont de degré pair, ceux de C-(f) de degré impair.

2) Le centre de C*(f) se védut & K si m est impair, el est égal a
K+ Keye,...e, s m est patr. Avec les notations précédentes, si on
écrit que z € C+(f) permute avec ¢;¢;, on voit que y = 0 pour les partics
A telles que j € 4 et 1 ¢ A, d’ou le résultat.

Pour une étude algébrique approfondie de l’algébre de CLIFFORD,
et de ses relations avec la «représentation spinorielle» du groupe ortho-
gonal O,(K, f), nous renvoyons aux ouvrages de C. CHEVALLEY [1] et
de M. EicHLER [2]. La méthode élémentaire que nous allons suivre,
en ce qui concerne l'utilisation de C(f) pour I'étude de la structure de
O.(K, ), ne nécessite pas ces résultats; nous suivons essentiellement
'exposé de M. EICHLER [2].

3) Pour loute transformation orthogomale u € On(K, [), il existe un
élément inversible s, € C(f) ayant les propriétés suivantes

a) st w est une rotalion, s, est de degré paiv el on a

w(x) = 5, %5, " (7)
pour tout x € E;
b) s1 4 est un retournement, s, est de degré tmpaty et on a
u(x) = — s, %8y (8)

pour tout x € E.

En outre, tout élément t € C(f) tel que txi~' = u(x) pour lout x € E
lorsque u est ume votation (resp. txt' = — u(x) pour tout x € E lorsque
w est un retournement) et qui appartient & C*(f) (resp. a C-(f)) es
proportionnel a s,

En effet, supposons d’abord que u soit la symétrie par rapport a
un hyperplan orthogonal 4 un vecteur non isotrope a € E. Alors

u(x)=x—2-f-f2-—z; a=%x - (ax + xa)aa= —axa™? (9)
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cn vertu de (5) et (6). =1,vy...%, ou v cstlasymétrie par rapport
a Vhyperplan orthogm cl.l a un vecteur non isotrope a,, on a donc

u(x) = (- )"a,a, ..a,)x(q,a, . a,)™!
d’ol (7) et (8) avec s, = aya, . . . a,. Enoutre, si¢satisfait aux conditions
de I'énoncé, s, est dans C'(f) et commute avec tout élément de E,
donc est a la fois dans le centre de C(f) ct dans cclui de C*(f), et par
sumite dans K en vertu de 1) et 2).

4) Réciproguement, pour loul élément inversible s ¢ C(f) tel que
sEsV=E, la transformation x — sxs~! de FE est une transformation
du groupe O, (K, [); en outre, s1 s € C*(f), cette transformaton est une
rotalion.

La premiérc assertion résulte aussitét de (3). D’autre part, si pour
s € C*(f), la transformation » — y(x) =szs~! était un rctourmcment,
il cxisterait un élément inversible ¢ € C(f), dc degré impair, tel que

'J')

‘8
C,

v(x) = —tx¢7?, en vertu de 3). L’élément » = ¢-'s scrait donc tel que
rp=1 — __ . E S — ’ A
rxr— = —x pour fout v €E£. 51 on posc r= 2 y, e, ct quon ccnit

.t
re, 1l = —eg; pour 1 =1=mn, on voit que y,==0 lorsquc A conticnt
(%2 n—ua]\.- anm e rl’ v\rl‘n.\r\ | PP A—. —.A nnn kA —\n avo y)
[Ny IU nurc l)(l. Ul LTIV D =F-lv Ull LIC lJ uL wuuvlic av U llLlL = '}/ 61 62 (71’
ct seulement lorsque 7 est 1 pair; mais alors s = ¢r scrait de degré 1mpair,
Amntrairarmaant A VhyeaatlhAas
CUILILL A1l Cl1ILIT ll|. d 1 ll)’ [JU LLLICY

Remarquons maintenant que, dans lalgébre tcnsorielle T(E),
Fapplication linéaire [ telle que (%,® %, ® * ® %)/ =, x,_,® " ® %,
cst un antiautomorphisme, qui laisse évidemment invanant l'idéal a;
par passage au quotient, il donne donc un antiautomorphisme involutif
(noté encore J) de l'algébre de CLIFFORD C(f), tel que

(&g oo X)) = XXy Xpu . .. %y (10)

pour x; € E, 1 £ p < u, il est clair que [ laissc invarants (globalement)
C*(f) et C=(/).

Soit maintenant » une rotation quelconque, produit de 2 symétries
par rapport a des hyperplans orthogonaux aux vecteurs non isotropes
4y, ..., 4a,,; on a alors la formule (7), avec s, = a,a, ..a,, On adonc
Su QJ =8y .. Gy Gy - 0y = [(ay, @) [(ag, Ao) - . . [(Ayy, 45,) 0, en
vertu de (6); lorsque s, est remplacé par As,, avec A € K*, le scalaire
3, S5 est multiplié par 22; il résulte de 3) que sa classe modulo le groupe K*?
des carrés des éléments de K* est un élément (x) qui ne dépend que de u.
En outre, pour deux rotations u, v, 1l résulte de 3) que s,, et s,s, ne
different que par un facteur scalaire, d’ot

O(uv) = 0(u)0(v) . (11)

En d’autres termes, 0 est une représentation du groupe O, sur le
sous-groupe du groupe K*|K*? engendré par les classes des éléments de
la forme f[(x, x){(y, ¥) (%, y vecteurs non isotropes arbitraires de E).
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On dit que 8(u) est la norme spinorielle de u (M. E1cHLER [2]). Le noyau
O, (K, f) = 0-'(1) contient le groupe des commutatenrs Q,(K, f); c’est
évident si n = 3, puisqu’alors £, est groupe des commutateurs de Oy,

mais c'est encore exact pour n =2, car si s, s’ sont deux symétrics
conjuguées, par rapport aux hyperplans orthogonaux a deux vecteurs
a, @’ tels que f(a, a) = f(a', a’) =0, on a O(ss’) = (f(a, a))*

§ 8. Structure du groupe 0,,(K,J).
(K de caractéristique =2, fd'indice v 2 1, n = 2.)
I. Structure de O;;/£2, et de £, N Z,,.

Rappelons (§5) qu'une transformation orthogonale u (resp. une
rotation u) est Ayperboligue si elle laisse invariants les vecteurs d'un
sous-espace de dimension # — 2 orthogonal a un plan hyperbolique.

1) Si v =1, loule transformation orthogonale w est produil de trans-
formations hyperboliques. Il suffit de le démontrer pour une symétrie s
par rapport 4 un hyperplan (non isotrope) H (§3); or, si a == 0 est un
vecteur orthogonal a H, il existe un vecteur isotrope b non orthogonal
a a (chap. I, §11, 2)): le plan P déterminé par a et b est un plan hyper-
bolique, et s laisse invariants les vecteurs de P?; s est donc une trans-
formation hyperbolique.

2) Soit P un plan hyperboliqgue. Toule transformation (resp. rolalion)
hyperbolique u pewl s'écrive u = sv, otk S est ume transformation (resp.
rotation) hyperbolique de plan P, et v € 2,.

C’est immédiat s1  est une transformation hyperbolique de plan P,
caril y a ¢ €0, tel que ¢{(P) = P’, en vertu du th. de WITT, donc on a
u=Lst"1 = s(s~'¢st7Y). Siu est un produit de p transformations hyper-
boliques, on raisonne par récurrence sur . Enfin, si # est une rotation,
comme 1l en est de méme de v, s est une rotation,

Pour une autre démonstration de 2), voir C. CHEvVALLEY [l],
p. 53-55.

3) St P et P sonl deux plans hyperboliques, 1l existe une lrans-
formation v € 2,(K, [) telle que v(P) = P'. La proposition est évidente
pour n=2; si n > 2, il existe u € O, tel que »(P)= F’, en vertu du
th. de WITT; on a alors, d'aprés 2), u = sv, ou v €2, et s est une
transformation hyperbolique de plan P’'; comme s(P')= P’, on a
v(P)= P’

Ces résultats permettent de démontrer le théoréme suivant (M. EICH-
LER [2])

St vzl et n =2, la norme spinorieile G est une représentairon de O,
sur le groupe K*|K**, dont le moyau est le groupe des commulalenrs
24K, f).

En effet, d’aprés 2), on a 8(sv) = 06(s), puisque £, est dans le noyau
de 0; on est donc ramené au cas » =2, »v=1. Par rapport 4 une basc
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a« 0
0 o
de deux symétnies, 'une par rapport 4 la droite orthogonale a ¢, — e,,
l'autre par rapport a la droite orthogonale a ae, — ¢, Or,
fley— ey 6,—€3) = =2, [lae — €y, 06— €) = —2a, dott 0(s) =«
(classe de a € I{* dans le groupc K*/K*?). Le théoréme en résulte
aussitot, car si 0(s) =1, a = B2, et s est le carré de la rotation (ﬂ 0 )

0 g
donc (§ 6) appartient 4 £2,,.
De ce théoréme on déduit aussitdt les corollaires suivants:
a) Stmz=z2e v=1, O,‘:(K NI.K, [) est isomorphe a K*[K*2.
b) St n=2 et v=1, pour que la symétrie x - — x a;b;bartzenn a
. .

O (IC N ] gt of
od ik, J], W jAUL

rotation s a pour matrice ( ) ; il est immeédiat qu’elle est le produit
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de f; la valeur de la norme spinorielle de cette transformation est donc
la classe mod. I{*? du discriminant de f par rapport a cette base. On
notera d’ailleurs que la condition que le discriminant de f soit un carré

’
est toujours nécessaire ef suffisante pour que x — — x appartienne i O,

(méme si » = 0).
§ 9. Structure du groupe O, (K, f).
(K de caractéristique %2, f d'indice » 21, n = 3)
II. Structure du groupe £,,/(£2, N Z,) = PL,(K, [).

La structure particuliére des algébres de CLIFFORD pour n =3 et
n = 4 donne des renselgnements 1mportants sur la structure des groupes

Grtl‘u‘)gO"i“Lu:\ COITEsSpo ondants ( \u. aussi ump 1V, 3 o; el nous commengons
par l'étude de ces deux cas, qui sera faite sans restriction sur l"ndzce v

(qui peut donc prendre la valeur 0).

A) n = 3. Soit (¢;); <;<3 une base orthogonale de E. La sous-algébre
C*(f) est alors de rang 4; elle a une base formée de I'élément 1 et des
trois éléments

-3

€383, tg=2838, i3=¢62¢&,

——
(=
~——

1’1=

avec la table de multiplication

ihik = — T«-k'l«.h pOur h =|= kl
-9 <) -9 j (13)
1= p, 13 =P, 13 = — P2
ol on posé o = fler, e, /31 = — o0, fy=— a3a1 C*(f) est donc

for
=
[~
m:r
N
(]

ve de qualernions générvalisés sur le corps K, correspondant
aux él ents f1, Bede K. Les résultats du § 7 se précisent de la fagon

1) Pour loute rolation u €03, s, est un quaternion inversible, el
reciproquement, tout quaternion imversible est de la forme s,
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La premiére partie a été vue au § 7. Pour démontrer la réciproque,
on peut procéder comme suit (M. EICHLER [2]). on dit qu'un quaternion
zest purs’il ne contient pas de composante scalaire, 1'antiautomorphisme /
de C*(f) (§7) est 'unique antiautomorphisme de cette algébre laissant
invariants les éléments de K, et les quaternions purs peuvent étre
définis encore comme ceux pour lesquels z/ = —z. Soit d’autre part
] = e,¢,e,; E étant toujours considéré comme plongé dans C(f),
I'application x — %] est un isomorphisme d'espace vectoriel de E sur
I'espace des quaternions purs. Mais on voit aussitét (en raison du fait
que N(¢t) = ¢t/ = /¢ ¢ K pour tout quaternion ¢) que pour tout quaternion
pur z, tzt™! est encore un quaternion pur, quel que soit le quaternion
1nver51ble t; comme, pour tout x € E, txt~ = ¢(x7)¢"'77', on a {xt-1 € E,
i prouve la proposition (cf. §7, 4)).

C résultat entraine aussitét comme corollaire:

2) Le € g7 "u[lc U3 \K ” est 1som uryrié' au 5’”“’/’5 Cc+ /K*, on CH* deszgne

le groupe des quaternions inversibles dans C*(f); le groupe O3(K, f) est

2

a la forme [ et que, si N (2)= O pour un quaternion z = 0, il existe un
quaternion pur z' = 0 telque N (2') = 0. Donc, si v=0, C*(f) est un corps.
Si au contraire v =1, il existe des diviseurs de 0 dans C*(f), qui est alors
nécessairement isomorphe a l'algébre K(Z) des matrices d’'ordre 2 sur

K. Le groupe C+* est donc isomorphe a GL,(K), et par suite (§2)
2y Qo m=1 lo ovpuhe OF(K f\ est 1s0mor n1ects

Ul [N 1 4 L4 SIU t/v \JJ \AL VoV

PGL,(K), et son groupe des commutateurs 2,(K,
(K, est donc simple si K == F;.

B) n=4. Le centre T de C*(f) est alors somme directe de K et

de Keyeye3ey, (€)1 <i<q étant une base orthogonale de E; en outre, on a

€,626564)2 = A, A4 désignant le discriminant de f par rapport a la base (¢;) ;

suivant que 4 est ou non un carré dans K, T est somme directe de deux
corps isomorphes a4 K, ou une extension quadratique de K. On notera
que, d’aprés le th, de Wn"r on est toujours dans le premier cas pour

que, d'apr
v = 2, et toujours dans le second pour » =1; pour » =0, 'un ou l'autre

cas peuvent se présenter.
De toute fagon, les éléments 3, définis par (12) engendrent une

sous-alegébre L de C*H(f) quil est une algébre de quaternions généralisés
At At Yot

STV s \f/ R =25 bt SA e R \.lu |. aa o Rt

sur K; en outre, C*(f) peut étre identifiée au produst tensoriel T® L
(sur K), car TnL =K out élément de T est

tout élément de L; s17=c¢,¢e,5¢, ON a

ol

p—

-+
f""

17 = %2036164, 113 = — W304626q, Jl3= X 03638, .



§9 Qtructure du c'roupe On(h /) (1( (lc caractcnu.tnqu(, =|-2) 57

Pour tout c¢lément (= A, + 4,7, + A,y + Ay, € CH{f), avec A, € 7,
on at/ =2 — A1, — Ay — A7, car J laisse invariants les ¢léments
de 7; on en dédmt que N(§) =t/ = A3 — BB, — 2B, + A3B.fe appar-
tient a 7.

4) Pour qu'un élément wnversible t € T® L soit de la forme s,, oit
u € 0F, il faut et 1l suffit que N (&) appartienne a I (M. EICHLER |2]).

T A mAditinn act an affat nnrnccann {(§ 7\ |nwnrcnn1n|1f' Sl I\’/I\ N
La conaiuon est en \,Ll\,L 1ITLCOICLL v \5 f], IVCISCIITLiL, \¢f \x\.,

pour tout x € E, y=txt-t =¢xt/[N(t) est combinaison linéaire d’éle-
ments de degré impair de C(f), mais comme y”’ = y, il ne pcut contenir
d’éléments de degré 3, donc appartient & E, ce qui démontre le critére
(§7,4)).

Ce qui précéde montre que le groupe Oy(I<, [) est isomorphe au quotrent
bar {__1 + Il du cnmm‘m des nuafpw'mnnc teT@®@L de norme 7\:{)‘\ =1.

(A2 24 bl Loo LRLST L UIE

Distinguons mamtenant les deux cas envisagés ci-dessus:

BI) A n'est pas un carré dans K. Si on désigne par f,(x, y) la res-
triction de f(x, y) a 'hyperplan H orthogonal a ¢,, il résulte de 2)que
le groupe O(K, [) est isomorphe an groupe O3(K(fA), f,). Si Vindice »
de f est égal a 1, on peut supposer que f; est aussi d’indice 1,donc,
d’aprés 3)-

5) Si v=1, le groupe 2K, ) est simple et rsomorphe au groupc
PSL(K()/A)) (on notera que si K est fini, K()4) a au moms 9 él¢-
ments).

Si »=0, la forme f, est aussi d'indice 0 sur K(J/4). En effet, sl y
avait deux vecteurs x, ynon nulsdans H tels que f(x + |4 y, x + 4 y) =
on en déduirait que x et y sont orthogonaux et que f(x, x) = — 4f(y, ¥).
Mais en vertu de la définition de A4, cela entrainerait qu'il existe un
vecteur 1sotrope (pour f) dans le plan orthogonal a x et y, contrairement
a I’hypotheése.

Bll) Aestuncarré w?dans K. Soientc’'=1/2(1 + w™;),¢'"" =1/2(1 — w™),
¢’ et ¢’ sont deux idempotents orthogonaux dans C*(f), qui est somme
directe des deux algébres de quaternions Lc¢" et Lc¢'' isomorphes a L
(de centres Kc¢', Kc''). Tout élément inversible de C*(f) peut s’écrirc
t=ac + b, ou a et b sont dans L, et la condition que N(f) ¢ K
équivaut a N(a)N(b) =1. En particulier, pour que N(¢) =1, il faut et
il suffit que N(a) = N(b) =1, si on remarque que Oy Z, est ici un
groupe a 2 éléments (§ 7), on voit que 04/0; N\ Z,) est tsomorphe au groupe
produit O3(K, f,) x O3(K, f,). En particulier:

6) St v =2, le groupe $2,/(82,NZ,) est isomorphe au groupe produrt
PSLy(K) x PSLy(K) (dont les facteurs sont semples si K & F,).

On peut préciser ces résultats de la fagon suivante: pour tout x € E,
on a xj=—7x,donc ¢'x=xc”, ¢’ x= xc'; comme {1=al¢ + bc”,
on a txtl= (axb)c’ + (b'xaY)c’' = (axb)c’ + (axb)’¢”’ (em raison
de la relation N(a)N(b) =1). D’'autre part, on peut supposer pour
simplifier que f(e,, ¢g) =1 (en multipliant f par une constante); tout
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E peut s'écrire d'une seule manidre x = ¢ a + 7,2,
o = 6,665 et z est un quaternion pur de L; associons & x le quatcrnion
% = a + z, et cherchons le quaternion associé a fx¢-1; tenant compte
de ce que ¢, commute et 7, anticommute avec les éléments de L, ct de la
relation 4-1j,; = —¢,, on constate que le quaternion associé a fx¢-!
est axb. Identifiant £ & L au moyen de l'application linéaire x — %,
on voit donc que foute rofation de O] peut s'écrive y —~ayb, ou a et b

sont deux quaternions tels que N(a)N(b) =1, et réciproquement.

C) n=35. On a le théoréme fondamental suivant (L. E. Dickson
(1, 2, 3], J. DIEUDONNE [4]):

Sinz=5etv21, le groupe 2,/(2,N2Z,) est simple.

La démonstration donnée dans J. DIEUDONNE [4] utilise les propriétés
spéciales des groupes orthogonaux a 3, 4, 5 et 6 variables (cf. chap, IV,
§ 8); celle de M. EICHLER [2] comporte de nombreux calculs de matrices
dont I'interprétation géométrique n’est pas simple; nous allons esquisser
une troisieme démonstration n’utilisant que la structure du groupe
O0,(K, f) pour K = F;, et celle de O, (K, ) pour K =F; et n = 6.

I. K+ F,. Soit G un sous-groupe distingué de £2,, non contenu
dans le centre; pour prouver que G = £2,, on procéde en deux étapes:

Ia) Siv G contient le carvé (distinct de I'identite) d’une votation hyper-
bolique, G = £2,. Soient s, s’ deux symétries conjuguées, par rapport
a des hyperplans orthogonaux a deux vecteurs non isotropes a, a’ tels
que f(a, a) = f(a’, a’); 1l suffit de prouver que ss’ € G (§6,4)). Soit P
le plan (non totalement isotrope) déterminé par a et a’; @/ y a un sous-
espace non isotrope V de dimension 3, contenant P et contenant au moins
un vecteur sotrope. En effet, si P est un plan isotrope, bK l'unique
droite isotrope de P, ¢ € E un vecteur isotrope et non orthogonal a b,
c¢K + P =V ne peut étre 1sotrope, car un vecteur isotrope x € V ortho-
gonal & V ne peut é&tre colinéaire a b, m dans le plan bK + cK (qui
serait totalement isotrope, contrairement a ’hypothése); le plan
2K + ¢K serait alors totalement 1sotrope et rencontrerait P suivant
une droite 1sotrope distincte de bK, ce qui est absurde. Si P est hyper-
bolique, V = ¢K + P répond a la question pour tout vecteur non iso-
trope ¢ orthogonal a P. Si P ne contient aucun vecteur isotrope, et si
¢ € E est isotrope et non orthogonal 3 P, ¢cK + P =V ne peut étre
i1sotrope, car un vecteur 1sotrope x € V orthogonal a V' ne peut étre
colinéaire a ¢, donc ¢cK + xK serait un plan totalement isotrope, qui
rencontrerait P suivant une droite isotrope, contrairement a I’hypothése.

ar Mty w £ I
N a & gihy,

-
” M

Cela étant, les éléments du sous-espace V°®sont invariants par u = ss’,
donc » peut é&tre considéré comme appartenant a £24(K, /,), ol f; est la
restriction de f a V x V. Soit alors v une rotation hyperbolique de
plan Q, telle que 2 € G et »? % 1, il existe dans V un plan hyperbolique @',
et 1l existe we 2, tel que w(Q)=Q (§8,3)); la transformation
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wtaldd, ¢ rr¢ d'unc rotation hyper-
l)ollque de plan Q'; d’autre part, wv*w= € G par hypothésc. D’aprés 3),
le sous-groupe distingué de £2,(K, f,) engendré par la restriction dc
wr?w™' a IV est identique & £2,(%, {,), donc G contient .

Ib) G contient le carré (distinct de l'identité) d’ume rotation hyper-
boliguc. On étabhit successivement les points suivants:

o) G contient une transformation laissant invariant un vecteur a &= 0.
En effet, soit u € ¢, u ¢ Z,;; 1l existe au moins un plan hyperbolique R
tel que u(R) == R, sans quoi » laisserait invariante toute droite dec £
(§ 3,1)) et serait donc une homothétie. Soit v une rotation hyperbolique
de plan P telle que v? &= 1; alors », = uv?>u~'y-? apparticnt a G ct n’est
pas une homothétie; elle laisse évidemment invanants les points dc
R® ~ (#(R))®, qui est (en raison de I'hypothése n = 5) de dimension =1,

Supposons désormais que % € G ne soit pas l'identité et soit telle
Que u(a) = a, pour un a = 0.

f) Supposons d'abord a isotrope. Soit bun vecteur tel que f(a, b) &= 0,
(¢;)3 <1 < une base orthogonale du sous-espace orthogonal au plan hyper-
bolique aK + bK, les vecteurs ¢, =a, e;=>b et ¢; =0 - ¢; pour + =3
forment une base de E, et le plan P, = ¢ -+ ¢, K (i = 2) est hyper-
bolique. Il est impossible que u laisse (globalement) invariant chacun
des P;, car une transformation orthogonale d’un plan hyperbolique
laissant wnvariant un vecteur isotrope est l'identité. Il y a donc un
plan hyperbolique P contenant a tel que #(P) = P. Supposons d'abord
que V = P + u(P) soit un sous-espace non isotrope; st v est une rotation
hyperbolique de plan P telle que v*> = 1, w = v~2uv?u~! apparticnt a G
et laisse invariants les éléments de V°; on peut considérer w comme
appartenant a £,(K, f,), ou f, est la restriction de f & V x V; comme
w n'est pas l'identité, la simplicité de £2,(K, /,) entraine que G contient
le carré d’une rotation hyperbolique de plan contenu dans V. Si au
contraire V est isotrope, on ne peut en tout cas avorr V°C I/, comme
on le voit aisément, du fait que V contient des plans hyperboliques,
définissant w» comme ci-dessus, on voit que w laisse invanants des
vecteurs non isotropes de V?, et on est ramené aux cas suivants.

y) Supposons en second lieu a non tsotrope, mais que fout plan P
contenant a et un vecteur isotrope b soit tnvariant par u; s1 P est 1so-
trope, » laisse invariant bK, sinon il laisse invariant 6K ou l’échange
avec 'autre droite isotrope de P. De toutes fagons, #? laisse invanantces
toutes les droites isotropes de E, donc est une homothétie (§2,1)), et
comme %%(a) = a, on a u? =1, u est une nvolution. Soient Vet W = V°
les sous-espaces positif et négatif de « (chap. T, § 14); W est au moins
de dimension 2 (x étant une rotation).

Il existe dans E un vecteur isotrope ¢ n’appartenant ni a ¥ nia i,
et tel quesic =c¢" + ¢”, ouc’ € V, ¢ € W, nic' nic'” nesotent isotropes (si
d’ailleurs F'un d’eux est isotrope, 'autre l'est aussi, parce que ¢ est

)_a
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isotrope). Cela est évident s1 I'un des sous-espaces I, W ne contient
aucun vccteur isotrope. Si au contraire W, par exemple, contient dcs
vecteurs isotropes, on considére un vecteur non isotropc z ¢ V, et on
applique la remarque précédente au sous-espace non isotrope zK | W
de E.

Le vecteur isotrope ¢ étant supposé avoir les propnétés précédentes,
soit alors P C W un plan non isotrope contenant ¢'’. Il existc un vecteur
d ¢ P tel que d ne soit n1 colinéaire ac”’, ni orthogonal ac”, morthogonal
A ¢ (car tout plan contient au moins 4 droites distinctes, et ni ¢ ni ¢”
ne sont orthogonaux a P). Le plan Q = cK + dK est alors hyper-
bolique;; montrons que le sous-espace R = Q + u(Q), de dimension 3,
est non isotrope. Sinon, il emsteralt un vecteur z = 0 dans R, orthogond

|! An carat

Ao AR Aaone a1
Nnogonadi a i, Qonc i ¢n scrail

u £Lr.
de méme de ¥y = z — u(z). On ne peut avoir y = 0, sans qu01 n aurait
z

aurait donc y € W "R = P et y serait orthogonal a P, ce qui est

encore contraire a I’hypothése. La fin du raisonnement est alors la

méme que dans §).
5 S

d) Supposon
contenant a et tel qu

espace non isotrope, le raisonnement se termine comn
Sinon, dans I'hyperplan non isotrope H orthogonal a
droites isotropes, et on est ramené au cas suivant.

¢) Supposons que dans 'hyperplan H orthogonal a a il existe des
droites isotropes. La rotation u laisse (globalement) invanant H,
si elle laisse invariantes toutes les droites isotropes de H, elle est une
homothétie dans H, et par suite est la symétrie x - — x dans H puisquc
% %= 1; on est alors ramené au cas traité dans y). Sinon, il existe un
vecteur isotrope b orthogonal a a et tel que le plan isotrope P contenant
a et b ne soit pas invariant par x. Soit ¢ € P un vecteur non isotropc
non colinéaire a a et tel que f(a, a) = f(c, ¢), et soient s,, s, les symétries
par rapport aux hyperplans orthogonaux a a et ¢ respectivement.
Ona v=s,5,€8,, et si ¢’ =u(c), v=wnvult=s,s,, s, ¢tant la
symétrie par rapport a l'hyperplan orthogonal a ¢.  Alors
w=v"ly=uvly~ly = 5,5, appartient & G et n'est pas lidentité,;
en outre, 1l existe un sous-espace non 1sotrope ¥ de dimension 3,
contenant ¢, ¢’ et un vecteur isotrope (voir Ia)); comme w laisse in-
variants les éléments de V?, on peut encore raisonner comme ci-dessus,
et le théoréme est complétement démontré pour K = F,.

II. K=F, n=6. Rappelons quun plan PCE est dit elliptique
s'il admet une base orthonormale (e, e,) (f(e;, &) = fles, €5) =1); les
deux autres droites ¢,K, ¢,K de P sont alors orthogonales et telles que
fles, e3) = f(ey, 6)) = — 1. Tout vecteur non isotrope est contenu dans
au moins un plan elliptique. On dit qu’'une transformation orthogonalc

nc 2 non 1sotro
At v A At wd W
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d’un plan cliptique  On montre d’abord comme au § 8, 1), que O,(F,, )
cst engendré par les lransformations clliptiqgues, d’ot on conclut de la
méme maniere ue deux plans ellipliques peuvent élre transformeés 'un
dans autre f)m' unc lransformation de 02, l.a clémonstration de la
simplicité de 2, N Z,) suit alors la méme marche que d:u s 1, en rem-

“n

] ﬂnl'

lae » . vnerhalinnee {(dont 101 la ~carcd st towuours
} CI.\ iy 3 g J LU L v II) ll\.,l. U\Jll\ll.l\.._‘l \\.l.ulll. ) iy \_,(.-.l |.\. P l.\l‘.lJ\II.l 7
I'identité) par les rotations clliptiques, ct utihsant la svmphcrlo de
Q)L,nZ,) pour r=1 (au licu de fairc mtervenir le groupe £, qu

n'est plus simple pour K =F,). Dc fagon précise, on utilise d’abord
le fait que tout sous-espace V' de dimension 3 contient lowjours des
droitcs 1sotropes, cn outre, si 7 contient un plan elliptique, 17 cst
contenu dans un sous-cspace I/ de dimension 4, dans lequel la restric-
tion de f est d'indice 1. en cffet, s1 tout d’abord V' n’est pas isotrope,
ct s1 P est un plan hyperbolique dans V, @ un vecteur de 17 ortho-
gonal ‘a P, 1l suffit de prendrc dans V° un vecteur b tel que
{(b, b) = f(a, a), et dc considérer le sous-espace W= 1" HDA  S1 I/ cst
1isotrope ¢t contient un plan elliptique @, il y a dans V' un vecteur
1isotrope v orthogonal a @, comme dans Q°, x est contenu dans un plan
hyperbolhique R, 1l suffit de prendre dans cc cas W == Q |

On se raméne ensuite comme dans Ib), au cas ou u« (G, distinct
de I''dentité, laisse mmvariant un vecteur a 4= 0. Si1 @ n’est pas 1sotrope,
ou bien 1l y a un plan elliptique P contenant a ct tel que «(P) + P,
ou bien «? =1. Dans le premier cas, on procéde comme dans 1b), )
cn apphquant a I’= P 4 «(P) la remarque faite ci-dessus; dans le
second, st |7 et TI" sont les sous-espaces positif ¢t négatifl de u, V
W sont dc dimension = 2, et on peut supposer que I est de dimension
=3 (en remplagant au besoin 2 par —#). Soit b un vecteur non isotrope
dans W, ¢ un vecteur de W non isotropc et orthogonal & 0, s
Hc'", ¢) = f(b,b), c =c" +¢, ou ¢’ €V est isotrope, cst tel que
J(c, ¢) = [(b, b), donc le plan P = bK + c¢K cst elliptique, on a #([’) = P
et u([l’) + P est de dimension 3, on peut donc achever le raisonnement
de la mamére habituelle. Si au contraire f(c¢’, ¢’') = — f(b, b), on prend
c=c +c’,ouc €V est tel que f(c',c') = —[f(b, b), ct on acheve le
raisonnement de la méme fagon.

Si a est isotrope, 1l n’est pas possible que la restriction de « a I’hyper-
plan H orthogonal a a soit l'identité; done, ou bien il existe un plan
isotrope P, non totalement isotrope, contenant a et tel que «(FP) + P,
ou bien on a u(P) = P pour tous ces plans, mais la restriction de % a
I'un d'eux n'est pas l'identité. Dans le premier cas, soient b, ¢ deux
vecteurs non isotropes et non colinéaires dans P; on a f(b, b) = f(c, ¢),
soit v = s,5, € £2,, produit des symétries par rapport aux hyperplans
orthogonaux a b et ¢. La transformation w = v-'uvu-! appartient a G,
est+1, etsionpose V= P + u(P), wlaisse invariants les éléments de V°.
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Commeé On ne pou LR T70 ~ 1/ manm of w & 21 tan
Lvommeé Oon ne pour ait avoir 7 CV¥ que st =09, I ¥ & au nonis un

vecteur non 1sotrope invariant par w, et on est ramené aux cas antérieurs.

Supposons au contraire que u(P)= P pour tout plan isotropc et
non totalement isotrope P contenant a, st W est un sous-cspacc non
isotrope supplémentaire de aK dans H, on peut supposer qu’il cxiste
au moms un plan elliptique Q CV non invariant par «; sans quoi on

2 serait une invelution cas déa traité T ’hynothéce
i CA i L% W et ‘-lJ yv Lo N e LW

Armant An
II il UUJLI- Wi

" IC n
Qlovitiviliu liu\.d w oIuv 1l wily 1 v

entraine alors que Q N u(Q) est de dimension 1; comme Q + u(Q) est
un espace de dimension 3, on peut achever le raisonnement comme
précédemment.

III. K=F,; n=25. On utilise alors le fait que P (F,) est iso-
morphe au groupe simple PSp,(F,) (chap. IV, §8).

La démonstration du théoréme précédent établit en outre que fowut

als aCizialiiosa iV vaain gt

|
sous-groupe distingué de O;(K,f) (n 25, v21) non contenu dans Z,
2K, 1).
Notons enfm que le nombre d’éléments du groupe des rotations
O; (F,, [) est

contient le groupe des commutateurs Q. (K

oo LU L I

=D g2 =1) gt (= 1) g

pour n impair (tous les groupes orthogonaux a » variables sur F, sont
alors isomorphes), et, pour n = 2m par

(@™t —egm Y@=t g = 1) g

ou ¢ =1 si (—1)™4 est un carré dans F,, ¢ = — 1 dans le cas contraire,
4 étant le discriminant de [ (L. E. Dickson [1], p. 160). Comme
I'indice de f est toujours =1 pour » = 3, et que le groupe K*/K*2 est

d’ordre 2 pour un corps fini, on voit que Q,(F,, f) est d’indice 2 dans

+
Oﬂ(K' I{) (§8) et que, pour = pg_!r' _Q /\‘Zn est d’ordre 2 ou 1 smvant

que le discriminant 4 est ou non un carré dans F,.

§ 10. Le groupe O, (K, Q).
(K corps de caractéristique 2, Q forme non défective.)

Rappelons que n = 2m doit étre pair, et que le groupe O,(K, Q)
est un sous-groupe du groupe symplectique Sp,,(K) correspondant a la
forme bilinéaire f associée a la forme quadratique Q (chap. I, § 16).

Le centralisateur de O,(K, Q) dans I'L,(K) s’obtient en raisonnant
comme au § 3 (les transvections orthogonales remplagant les symétries,
et les vecteurs singuliers les vecteurs i1sotropes). On voit ainsi que ce
centralisateur est le groupe des homothéties H,, sauf dans les deux
cas suivants: 1° # =2, K =F,, v= 1, ou le centralisateur comprend
en outre la transformation semi-linéaire échangeant deux vecteurs
singuliers ¢,, ¢, tels que f(e;, &) = 1; 2°n = 2, K =F,,» = 1, le groupe
0,(K, Q) étant alors un groupe d’ordre 2, qui est son propre centralisateur.
Sauf dans ce dernier cas, le centre de 0,(K, Q) est donc réduit a l'unité.
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wve () son alecbre de CLITEORD
1 A oAl WVBLU w W

eal é
C(Q) (C. Arr [1], C.CHEVALLEY {l1]); c'est le quotient dc D'algébre
tensorielle T(F) par I'idéal bilatére a, engendré par les éléments de la
forme x® x — Q(x) (idéal qui contient celui engendré par les
x®Yy + y®x — f(x,9)). Lalgébre C(Q) est encore une algébre sur K,
de rang 2*™; E peut étre identifié au sous-espace des éléments de degré 1
de C(Q), et on a alors, pour tout couple d’éléments x, y de E

xy +yx=[(x9), (14)
%= Q(x). (15)
En particulier, si (¢;), s,g?,n est une base symplectique de E (pour la

forme /) telle que /( i J _f( m+1.rem+1)_0et /( m+j)=6u pOlll'
lIsrsm 1SS mona

8?= Q(61) , e;n-'— i = Q( m+1) ,

e; e
ivi

——
[
<

oo’

A

— y-3
7Y °m+z°m+1_ m+jiCm+is ‘

é
eem'la'l-em+: 6

pour l £7<m, 1 <7<m. Le centre de C(Q) est réduit a .

Les combinaisons linéaires des ¢; (définis comme au §7) corres-
pondant aux parties H ayant un nombre pair d’éléments (éléments
de degré pair de C(Q)) forment une sous-algébre C*(Q) de C(Q), de
rang 2®™-1 sur K, engendrée par les produits ¢¢; (1 <1 =7 = 2m)
et I'unité. Le centre T de C*((Q) est une algébre de rang 2 sur K, ayant
pour base 1 et 1'élément

€= €1m+1 + €26 +2 + 0+ Cm€am (17)

vérifiant 1'équation
tg2,_L/g= AN {1)
P =44, 1)

oll on a posé
A(Q) = Q&) Qlemsr) + -+ -+ Qlem) Qleau) - (19)

On dit que A(Q) est le pseudo-discriminant de Q relativement 2 la
base symplectique (¢,); <i<om (C. ARF [1], M. KNESER [2]). Soit # une
transformation symplectique, et posons

m m
i3
=2 a;;e;+ Db e

i=1 7'—1
w
u(em-l-i)= >-‘C”8 +2dz;pem-rg
i=1 i=1

Si on pose Ql(x) Q(u(x)), et si on designe par 4(Q,) le pseudo-

PR S U, —— PRy A | PP -

l..llb(.lllllllltllll. U.L V pal I<|.PPUIL cl. lcl. meme pase \62), on a

A(Q,) = A(Q) + 6(D(w)) (20)
olt on a posé §(&) = & + &2, et oil, en écrivant Q(e;) = o, Qenss) = Bs
D(u) = )—'(0( A;5 €35+ ﬁ] szdzj + bwcz':r) (21)

¥
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est I'invariant de Dickson de » (L E. Dickson (1], p. 208, j Dicu-
poNNE [20]). Pour une transformation orthogonale u, on a donc D(u) =0
ou D(u) =1, en outre l'application u — D(u) est une représentation
de 0,(K, Q) dans le groupe additif K. Les transformations orthogonales
u telles que D(u) = 0 forment donc un sous-groupe d’'indice 2 de O0,(K, Q),
qu’on appelle encore groupe des rotations et qu'on désigne par 07 (K, Q).
Pour une fransvection orthogonale ¢, on a toujours D(t) = 1.

1) Toute transformation de O,(K, Q) est un produil de transvections
orthogonales, sauf lorsque K =F,, n=4 et v=2 (J. DIEUDONNE [4];
autre démonstration dans C. CHEvALLEY [1], p.20-2I). On peut
méme montrer que, sauf dans le cas singulier précédent, toute trans-
formation orthogonale est produit de n transvections orthogonales au

R DR T, 3 ]
plus (J. DiEuponNE [19]). Lorsqu’on n’est pas dans ce cas singulier,

les rotatlons sont donc les transformations orthogonales qui sont produits

ey 2l
svections orthogonales. Les remarques faites

PRy Py
LIl oI I)ub (84

au §{6 quan ala p0551b1ht ¢ de transformer par une rotation un sous-
espace V de E en un autre W (tel que les restrictions de Q & V et W

soient équivalentes) subsistent en remplagant «totalement isotrope»
» (méme dans le cas singuher signalé ci-dessus).

iane RS T ¥ ] AR ) el ageiC Li=Ca2%l

2) Pour n =4, le centre du groupe O, (K, }‘) est réduit a lidentité.

céde exactement comme dans le § 6, en remarquant

19 AL CIIICIIY L300 LAzl !t

que pour tout plan non 1sotrope P il existe une rotation (p roduit de
deux transvections orthogonales dont les vecteurs sont dans P) dont le
sous-espace des vecteurs invariants est P°.

3) Le groupe O3(K, Q) est commutatif. On distingue encore deux
cas suivant l'indice ¥ de Q. a) si »=1, en rapportant E & une base
formée de deux vecteurs singuliers, on constate que les matrices de 0%

sont les matrices (é lo_.) , ou A € K*, donc O3 (K, Q) est isomorphed K*;

b) si »=0, on peut rapporter E i une base symplectique telle que
Q(x) = & + &, &, + a&l, le polynéme X4+ X + o étant irréductible
sur K. Soit K, = K(w) I'extension quadratique séparable obtenue en
adjoignant 2 K une racine w de ce polyndme; on identifie £ a K, (1, 0)
étant identifié a I'unité de K, ;si { = £ + wn, le conjugué {=E+n+ oy
etona {{= &+ £n + an®. On constate d’autre part qu’une rotation
qui laisse invanante l'unité de K, est nécessairement l'identité; comme
toute rotation u € O3 (K, Q) transforme 1l'élément unité de K, en un
élément y de norme 1, elle est identique & la transformation { — y{,
et 03 (K, Q) est isomorphe au groupe des éléments de norme 1 de K.

Nous désignerons par 2, (K, Q) le groupe des commutateurs du groupe
orthogonal O, (K, Q).

4) Le groupe des commutateurs Q2,(K, Q) est engendré par les produits
t(wtw") de deux transvections orthogonales conjuguées ; il est aussi engendré
par les carrés des éléments de O,. La démonstration est la méme que
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celle du §6,4), sauf pour le cas singulier K =F, n=4, r=
demande un examen spécial (J. DILUDONNE (4], p 43).

Dans toute la suite de ce §, nous excluons, saut mention expresse
du contraire, le cas singulier K =F,, n =4, v =2

5) Pour n = 4, le groupe 2, est aussy le groupe des commutatcurs die
trroupe des rotations OF. La démonstration donnée au §6,5) ne s'étend

pas ic1, mais on peut démontror directement la i)lgpnmhnn en etablissant

[y ] o~
4

que pour deux transvections orthogonales cuelconques s, ¢, sés='¢-!
appartient au groupe des commutateurs de O (C. CuevarLiy (1],
p.- 54-355).

Le centre de 2, est réduit a l'identité (ct donc égal & £, Z,) pour
n = 4. La démonstration est tout a fait analoguc & celle donnée au
§ 6 pour les corps de caractéristique 2. Il faut encore 1Ic1 traiter

ou orps
séparément le cas K = F,, en considérant les plans elliptiques, c’est-a-dire
ceux dans lesquelles la restriction de Q(x) est & + £, &, -+ & parrapport
a une base symplectique; on remarque ensuite que toute droite non
singuliére est l'intersection de deux plans clliptiques (le cas smgulicr
K=F, n=4, v=2 ayant été exclu).

6) Pour toute transformation orthogonale wu € O, (K, Q), i exisle un
élément inversible s, € C(Q), déterminé a un factewr scalaire prés, el lel
gue u(x) = s, x5,* pour tout x € E. Pour que u sott wne rolation, 1l faul
et il suffit que s, sout de degré parr. Réciproquement, pour tout élément
inversible s € C(Q) tel quc sEs™ = E, la transformation x — sxs™! de I
est une (ransformation du groupe O,(K, Q).

La démonstration se fait comme dans le §7,3) et 4), cn remplagant
les symétries par les transvections orthogonales.

On définit ensuite pour toute rotation u € O, la norme spunoriclle
0(x) € K*/K** comme au §7; I'image de O par cctte représentation
est le sous-groupe de K*/K*? engendré par les classes des produtts
Q(x) Q(v), et son noyau O, (K, Q) = 6-(1) contient le groupe des comumu-
tateurs £2,(K, Q). On notera quc O, = O} lorsque lc corps IS esl parfait
(et en particulier lorsque K est finz).

Appelons plan hyperboligue tout plan non isotrope contcnant uue
droite singuliére (et par suite contenant exactement deux telles droites);
lransformation hyperbolique (resp. rolation hyperboligue) toute trans-
formation orthogonale (resp. rotation) laissant invariants les ¢léments
d'un sous-espace Q) orthogonal a un plan hyperbohque.

7) Sott P un plan hyperboligue. Toute transformation orthogonale
(resp. toute rotation) peul s'écrire uw = sv, on s est une (ransformation
(resp. rotation) hyperboligue de plan P, et v € 82, St P’ est un second
plan hyperbolique, il existe une transformation w € £, lelle que w(P) = P’.
On raisonne (pour les transformations orthogonales) comme dans le
§8,2), en remarquant qu’'une transvection orthogonale est une trans-
formation hyperbolique, en outre, si % est une rotation et u = sv,
Ergebn d Mathem. N F. H. 5, Dieudonné S

o
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ou v € &2, ct s est une transt

nécessairement une rotation hyperbolique. La seconde partie de la
proposition se démontre comme dans le §8,3).

8) St n=2 et v=1 (le cas singulier K=F, n=4, v=2 étant
toujours exclu), la norme spinorielle est une représentation de Oy sur le
groupe K*|K*2, dont le noya est le groupe des commutateurs 2, ; le groupe
quot otient OJ/Qn es Le & V*/V*z

La démonstration se fait comme dans le § 8.

La structure de l'algébre de CLIFFORD pour n = 4 permet encore
d’étudier les groupes O (K, Q). Soit (¢;), <;<4 une base symplectique
telle que f[(e,, &5) = f(ey, 64) =1, [(e;, ;) =0 pour tout autre couple

2)
d’indices, et posons Q(e) = a, Q(e,) = ﬁ Q(es) =y, Q(%) =0. Le
PR NN A ALl N sk e e A b A PO PR
CCIILIC L QuC U7 \V} CHL SUININC UL €L Uuc I\. CcL uc llg ou g - 5153 'I‘ 52(/4,
etona(2+{=4, 4= ay+ B étant le pseudo-discriminant de Q;
suivant que L’l' est ou non de la forme @(9) pour Q €1x i €St somme

séparable de K. D’aprés le th. de Wl‘r‘r, on est toujours dans le premier
cas pour ¥ = 2 (cas ol on peut supposer a = =y =§=0) et tou]ours
S

A"\"\f‘ Iﬂ C OO
Qairis 1€ 5CCoI

pas de la forme §(g)); l'un

\,
Lo Uu Vil l.lb

Q¢
s \,

u s
) "autre cas peuvent se présenter pour » = Q.
L’involution [ de C(Q) étant définic comme au §7, on a encore le

~
A\ 1
critére suivant, qui se démontre comme dans le cas de caractéristique ==2

(§9,4):

9) Pour qu'un élément inversible t de C+(Q) soit de la forme s, avec
w € OF, il faut et il suffit que N(f) = tt” appartienne a K.

Il en résulte que le grOupe 04K, Q) est isomorphe au groupe des
éléments inversibles de CH((Q), de norme N{t) =

Distinguons plusieurs cas:

I. v=2. Alors C*((Q) est somme directe de deux algébres simples
dont les centres (1 + {)K et {K sont isomorphes a K; la premiére a
pour base les éléments 1 + , e;e,, e3¢, et 1 =¢,¢€,¢5¢, la seconde les
éléments e, €264, 616, =7 + €1e; et ey6,{ =17 + e,e,. On voit facile-
ment que chacune de ces deux algébres est isomorphe a I'algébre des

matrices d'ordre 2 sur K, et que si on l'identifie avec cette algébre,
la norme N(¢) se réduit au déterminant. On en conclut que.

10) St v=2, K+ F,, le groupe Q2,(K, Q) est 1somorphe au produit
SLy(K) x SL,(K) (dont chacun des facteurs est simple (§ 2)).

A ce cas se rattache le cas exceptionnel exclu plus haut (K =F,,

= 2). On constate que Oy est alors isomorphe au groupe des éiéments
de C*(Q) de norme N(f) =1, et par suite au produit SL,(F,) x SLy(F,),
dont les facteurs sont ici des groupes résolubles d’ordre 6. Le groupe £2,,
engendré par les produits de transvections (en nombre pair) (J. DIEU-
DONNE [4], p. 45) est ic1 un sous-groupe d’indice 2 de Of, et le groupe

1
1.
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'
iy

abélien, prodwt de dcux groupes cycliques d’ordre 3.

II. »=1. Le centre T de C*(Q) est ici une extension quadratique
séparable de K; on constatc que les ¢éléments 1, ¢, ey, eye, €t § = €,¢,¢4¢,
forment une base de CH*(Q) sur 7, et on vérifie sans peinc quc cotte
algebre est isomorphe & l'algébre des matrices d'ordre 2 sur 17, et que,
s1 on l'identific avece cette derntére, N(f) se réduit encore au déterminant,
Donc:

11) St v=1, le groupe 2,(K, Q) est isomorphe aw groupe SL,(T),
et est donc ssmple (I ayant au moins 4 éléments) (§ 2).

III. »=0. Comme signalé plus haut, cc cas sc partage en dcux
autres:

a) A =¢(p), pour g € K; C*+(Q) est somme dirccte dc deux algébres
simples dont les centres sont I'eSpCCthClTICl'lt e+ O)Ket(l+p+ K
(on prend p=1 lorsque 4 = 0); la premi¢re a pour base les éléments
e+ (o+8ees (0+ 0)eges, (0 + ()eeseqeq, elle est isomorphe a
I'algébre de quaternions A, sur K, ayant pour table de multiplication

'l"‘_aﬁ 1,::,:': y(S, 1:27.1=1.17:2 -+ Q .
La seconde a pour base les éléments p + S +1, (o + { +1)e e,

(0+ C+1)eges, (04 C +1)(ee5 + ereseye,), clle est isomorphe a 1'algébre
de quaternions A, sur [(, ayant pour table de multiphcation

=ad, j5=fy, feh=nhi2+e-
On vérifie aisément qu’en raison de I'hypothése » =10, ces deux
algébres sont des corps. En effet, dans A4,, la norme d'un élément
Ko + %1 + xzz'a + %41,7, est la forme quadratique

T 0 X %3 T aﬁy6x3 4 O‘ﬂ*l 1+ 0% X + y(sz

Maus 1l est facxle de voir que cette forme est équivalente (& un facteur
4
prés) a Qz) = oz} + 7,z + yz5 + Ba§ + zp2, -+ 627 (on z= }ze), par
i=1
le changement de variables

— Y

XQ X3, Z4g= Q%

On traite de méme 'algébre A4, Par swtc, s1 on désigne par N,
(resp. Ny) le groupe des éléments de A, (resp. A,) de norme 1, on voit
que £2,(K, Q) est 1somorphe au produit Ny x N,.

b) A n’est pas de la forme p(p). Alors T est une extension quadratique
séparable de K, et C+(Q) est une algébre de quaternions sur T, ayant
pour base les éléments 1, ¢ e,, 654, ¢,6,65¢,, dont la table de muiti-
plication est la méme que celle de A4,, a cela prés que p est remplacé
par 1 + {. La norme dans cette algébre est encore une forme quadratique
équivalente (a un facteur prés) & ((z) considérée comme forme quadratique

sur T. La relation v = 0 entraine encore ici que Q(z) est d’sndice O sur T.
5*
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En effet, s’il y avait un vecteur x - {y tel que Q(x + {y) =0, on en
conclurait que les deux vecteurs x, y seraient tels que Q(x) = A4Q(v)
et O(y) = f(», y), et on déduit aisément de la qu’il existerait un vecteur
singulier 40 dans le plan orthogonal au plan xK + yK, compte tenu
de l'expression du pseudo-discriminant 4. Par suite, C*(Q) est un
corps de quaternions sur T, et le groupe £2,(K, Q) est isomorphe au
groupe des éléments de norme 1 de ce corps.

Pour n = 6, on a le théoréme suivant (L. E. Dickson [1], J. Diru-
DONNE [4]):

12) Sinz6et v =21, legroupe 2,(K, Q) (Q non défective) est simple.

La démonstration se fait en suivant une marche analogue a cclle
du théoréme correspondant du §9. Mais on ne peut ic1, de cette fagon,

éviter d’utiliser les cas p'-rtrcuhers du théoréme correspondant, non
seulement & n =4 et » =1, démontré ci-dessus en 11), mais aussi les
casn=06,r»=3etn=06,r=2, pour lper‘inple 1l faut utiliser !’ lcnmnlnhn

de ces groupes et de groupes (hnéaires ou unitaires) dont la 51mphc1to
a déja été établie (cf. chap. IV, §8): cela est di a 'exception introdutte
par le cas n = 4, v = 2 et au fait qu'on ne peut ic1 se limiter a des sous-
espaces de E de dimension 3. Le cas K = F, nécessite un traitement
spécial.

La démonstration prouve en outre que tout sous-groupe distingu¢
de O} (K, Q) (» = 6, v = 1) contient le groupe des commutateurs 2, (K, Q).

Notons enfin que le nombre d’éléments du groupe des rotations

;m(Fq» Q) = 'QZm(Fq' Q)v ou q9= 2/1, est

(g™ = 1) (g™ —1) gD ... (¢> = 1) ¢°
sl y=m, et

(g™ +1) (g% D =1) g*™D ... (¢*-1) ¢°
si y=m —1 (L. E. Dicksox [1], p. 206).

11. Le groupe O,.(X,Q).
ctéristique 2, Q forme défective.)

(K de cara

3

':-

Rappelons (chap. I, § 16) que le défaut d de Q est tel que n — d = 24
soit un nombre pair, et qu'on peut toujours considérer O,(K, Q) comme
le sous-groupe du groupe symplectique Sp, (K) formé des transformations
u telles que Q(u(x)) + Q(x) € M, M étant un sous-espace vectoriel de
K par rapport a K2, qu'on peut supposer contenir I'unité, le seul cas a
considérer est celui ou M = K, c'est-a-dire ou K est imparfait (donc
wmfint). En outre, la restriction Q, de Q a l'espace E, de dimension 2p
que 'on considére est non défective, et la relation » = 1 entraine qu’il
existe dans E, des vecteurs singuliers 0. Comme 0,,(K, Q,) est un
sous-groupe de 0,(K, Q), le centre de O, (K, Q) est réduit a 'unité (§ 10).
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sl

Un wvectcur a € El C
lormmation de¢ O,(K, Q) transforme un vecteur scml-smgulicr cn oun
vecteur semi-singulier. Les transvections orthogonales (chap. I, § 16)
dont lc vecteur a est semi-singulier sont diles semi-singuliéres, unc telle
transvection x — x + Af(x, a)a est caractérisée par la condition A ¢ M
(toujours réalisée pour A =1).
0

ad ATl G saaaa Y 2T ) T, { aanl [
Al Ut -\bl'l«b‘.\bllol Le1Cr Si ‘/‘u} LOULC Liclld=

]) Infnh' hancfnrmmnlqn

fENp U rrvliveys

orthogonales. La démounstration se fait comme pour lc cas dcs formcs
non défectives, 'hypothése que K est infim supprimant tout cas simguher
(). DizupoxNE [4], p. 35).

2) Pour 2p =2 ¢t v=21, le groupe 2,(K, Q) engendré par les trans-
vections sem-singuliéres est ssmple. La démonstration est trés analogue
{celle de la simplicité du groupe SL,(K) ou du groupe 7' (K, f) engendré

— T e TEE = EE s T - r =ITHAT T

par les transvections untaires (J. DIEUDONNE [4], p. 55— ab)

3) Le groupe Q,(K, Q) (pour 2p = 2, v 2 1) est le groupe des comnu-
tateurs de O, (K, Q). La demonstratlon donnée dans (‘l. D1:UupoNNE [4],
p. 59—60) ne s’applique pas au cas 2p =4, r =2 DPour traiter aussi
ce cas, i suffit (loc. cit.) de prouver que si /°, P’ sont deux plans hyper-
boliques dans E,, il existe une transformation de £, qui transforme P
en P, Or, en utihsant I'hypothése v =2, on pecut clfectivement
démontrer qu’il en cst bien amnsi en suivant, a unc trés légére modi-
fication prés, la méthode donnéc pour le groupe unttaire dans (J. Dicu-
DONNE [13], p. 380-382). La modification cst la smivante: étant donnée
une base symplectique (¢,), <; <4 de E, formée de vecteurs singuliers et
telle que f(e), ;) = fle;, &) =1, fle;, ¢;) =0 pour les autres couples
d’indices (z < 7), on montre qu’un produit « dc rois (au lieu de dewx)
transvections orthogonales de vecteurs a, = A,¢, , ;. ¢4, laisse nvanants
(globalement) les plans e, K + e, K et el - ¢, /<, et est tel que
u(e,) = e, + e;3%, avec o= 0; 1l suffit pour cela de remarquer qu'il
est possible de trouver dans K six éléments 2, u, (1 £/ £ 3) tels que
Mt At =0, pi + py T p3 =0, Apa + Aoy = Az £ 0.

et g
formes anisotropes.

a des

La plupart des résultats démontrés dans les §§ 4 a 11 sur la structure
des groupes orthogonaux et unitaires perdent leur validité lorsque les
formes sesquilinéaires ou quadratiques considérées sont anisotropes.

Considérons par exemple un corps p-adique rationnel Q, et soit f
une forme bilinéaire symétrique non dégénérée & n = 3 ou n = 4 variables
sur Q,, qui soit d’indice 0. On peut alors trouver une base orthogonale
de E telle que, par rapport a cette base, foute transformation de 0,(Q,, /)
admette une matrice dont tous les éléments soient des entiers p-adiques
(M. EIcHLER [2], p. 57). Soit alors G, l'ensemble des transformations
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dont les éléments sont entiers p-adiques. L.a remarque précédente
montre que G, est un sous-groupe distingué de O,, et on prouve aisément
qQue G/Gryq est un p-groupe abélien non réduit a I'unité, et que I'inter-
section des G, est 1'élément neutrc de O, (]. DIEupONNE [11]). La
comparaison avec le § 9 montre que ce cas est en quelque sorte a I'oppos¢
du cas ol l'indice v = 1.

On peut donner des exemples analogues pour les groupes orthogonaux
O0.(K, ) a un nombre gquelcongue de variables, ainsi que pour les groupes
orthogonaux O,(K, Q) sur un corps de caractéristique 2 et pour les
groupes unitaires U (K, f) (J. DitupoxNE [4]). En outre, les résultats
du §8 sur les groupes 0;/Q2, et 2, Z, cessent aussi d’étre valables

our les formes anmisotropes. Par exemple, pour K =R (corps des
nombres réels), / défime positive, on a £, —0,,, bien que le groupe
R*/R*2 soit d’ordre 2; et on peut donner un exemple d'une forme biliné-
aire symétrique anisotrope / a 4 vanables sur le corps  des nombres
rationnels, dont le discriminant est un carré, mais pour laquelle la
symétrie x —- — x n’appartient pas au groupe des commutateurs 0,
(J. DiIeuponNNE [9], p. 93). De méme, on peut donner un exemple de
groupe unitaire U,(K, f) 4 2 variables sur le corps Q()/2) tel que U} nc
soit pas égal A son groupe des commutateurs, contrastant avec les résul-
tats du § 5 (J. DieuponNE [10], p. 948).

Les exemples précédents sont construits sur des corps K particuliers.
On constate aisément que la structure du groupe O, (KX, f) (par exemplc)
pour une forme anisotrope [ dépend essentiellement du corps de base Ix.
C’est ainsi qu'll est bien connu que le groupe O (R, f), pour une forme
anisotrope /, est simple pour n = 3 et 2= 4, alors que la structure des
groupes orthogonaux a 3 variables sur les corps p-adiques, comme 1l
a été vu plus haut, est toute différente.

Les seuls types de corps qui aient jusqu’ici été étudiés de ce pomnt
de vue de fagon approfondie sont les corps valués localement compacts
(de caractéristique ==2) et les corps de nombres algébriques. Pour les
premiers, la situation décrite ci-dessus pour les corps p-adiques se
présente de facon générale (J. DIEuDONNE [11], M. EIcHLER [2], p. 57);
seuls les cas 7 =3 et n =4 interviennent pour les corps p-adiques ct
p-adiques, car pour n = 35, toute forme bilinéaire symétrique sur uu
tel corps est nécessairement d’indice =1 (E. WirT [1], p. 40).

L’étude des groupes orthogonaux sur un corps de nombres algébriques K
est étroitement liée a la théorie de 1’équivalence des formes quadratiques
sur un tel corps (chap. I, § 8). Sans entrer dans le détail de cette théorie,
signalons que son principe consiste & étudier les formes quadratiques
obtenues 4 partir de la forme [ par extension du corps K a chacun de ses
corps locaux K, (p place finie ou infinie de K); et les principaux résultats
s'expriment de la fagon la plus frappante sous forme d'un principe de
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«passage du local au glob _
1l faut et 1l suffit qu'elle soit d’ mdlcc 21 dans chacun des corps K..

On est donc amené A la conjecture qu'un principe analoguc régit ld
structure des groupes orthogonaux. Cettc conjecture se trouve particlle-
ment confirmée par les travaux de¢ M. KNESER [1], dont le résultal

fondamental (améliorant dcs résultats obtenus antérieurement par

l'_ DiruDoONNE lrg, 10 ]‘71 nar une méthode moins

...... DuLIssa pfn\ ost que,
] e I AT =

pour n = 5, la structure zies groupes orthogonaux O,(K, [} sur un corps a’c
nombres algébriques K, est indépendante de I'indice v de [. Dc {acon plus
précise, pour n =2 5 et v=0, le groupe £, est le noyau O,, dc la norme
spinonielle, le groupe O;/%2, est isomorphc a K*/K*2, et le groupe
Q./(82,nZ,) cst simple.

Il reste a élucider la structure du groupe Ou(K, f) lorsque » = 0,
K étant un corps de nombres algébriques (la structurc du groupe
O,A, f) s’y raméne en vertu des rcsultats du §9). On n'a jusqu'a
présent de résultats que lorsque K est le corps Q des rationncls, ou,
plus généralement, un corps n'ayant qu'une seule place infinie réelle-
on peut alors montrer, en utilisant la structure du groupe orthogonal
a 3 vanables sur un corps p-adique, que pour v =0, le groupe O4(K, f)
admet une suile décroissante de sous-groupes distingués G, telle quc
Gi/Grsy SOU abélien et Uintersection des G, réduite a ['élément ncutre
(J. DIEUDONNE [11]).

Signalons que M. KNESER (1] a obtenu des résultats analogucs pour
les groupes umtaires sur les corps dc nombres algébriques.

§ 13. Les groupes de similitudes G' U, (K, f).
Nous nous bornerons au cas ou K est commutalif. St A et r sont

£ rY JEr

e déterminant et le multiplicateur d’une similitude u € GU, (XK, /),
la relation (23) du chap. I, §9, donne I'équation
447 = r-.

Sin=2m + | est vmparr, en posant 4 = r"u, on tire de I'équation
précédente r = uu’, d'ot h*u € U, (K, [), k, étant 'homothétie x — xu;
dans ce cas, GU, (K, f) est produst (non direct en général) du groupe Z,
des homothéties et du groupe unitarre U, (K, f) Pour les groupes ortho-
gonaux sur un corps K de caractéristique 2, le groupe GO, (X, f), pour
impair, est produit direct de Z, et du groupe des rotatrons O;; (K, [) (§ 6,2)).

Si n = 2m est pair, on peut écrire 4 = pr™, ol uyu’ =1, les simi-
litudes telles que 4 = »™ forment un sous-groupe distingué GU; (K, f)
de GU (K, f), dont les éléments sont appelés similitudes directes; pour
J #+1, comme il existe dans U,(X, f) des transformations dont Ic¢
déterminant est un élément quelconque de norme 1, le groupe quotient
GU,/GU, est isomorphe au groupe des éléments de K de norme |.

Le groupe des multiplicateurs M(f) des similitudes est le méme pour
GU, et GU;, d’aprés ce qui précéde. En outre, si /, est la forme anisotrope
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réduite de f (& Z(m — v) vanables; ci. chap. 1, §11), on a M(f) = M (f,).
En partiwculier, pour le groupe symplectique, M(f) = K*, plus généralc-
ment, il en est ainsi lorsque » = m. La structure du groupe M (/) pour
= 2m par, ct [ amisolrope, n’cst pas connue en général On peut
seulement montrer (J. DizuponNE [21]) que M(f) est sous-groupe du
groupe N(4) des éléments de K, (corps des invariants de f) dec la forme
aa’ + (—'1)"'_'4150‘]; mais en gCﬁCi‘E‘Ll on a ﬂ’{(/‘) =i:Z\vr(Z'_|) Toutefois,
st K est un corps de nombres algébriques, on peut caractériser compléte-
ment le sous-groupe M (f) de N(4) (loc. cit.), aussi bien pour les groupes
unitaires (/ ==1) que pour les groupes orthogonaux.
Pour le groupe GO, (K, f) des similitudes orthogonales (sur un corps A’
de caractéristique #2), on peut encore exprimer les similitudes & l'aide

de V'aleébre de Crirrorp (M. E rtEr 1 2N Paur toute similitude U,
A ) \ A

18 (llebulb WU i At \.l—l i \.oll I.-l\ Ll' -IJI- A AL i WL wAABLALLI L WA

r

il

P | i

de multiplicateur 7,, et
(
A

qir de vecteurs de F
-~ i o

T
pour tout produit x,%,... x5, d'un nombre
F éta gé dans C(A) posons 1u(x, ... X..)
v ov = vAr)], PV AL -t VRS
= r,*u(x)) . .. u(xy). On montre que cette définition est indépendante
de la decomposntlon de I'élément considéré en produit de vecteurs de E,
et que l'application %, ainsi définie dans C*(f), est un automorphisme
de

de cet anneau. Pour que % so it une similitude directe (Inrqmm n=2m),

ntplon
i

(O~

u.l

n
preLis AT uu;

il faut et il suffit que % laisse invariants les élé ents du centre T de
C*(/); dans ce cas, # est un automorphisme intérieur z— s, zs3?, ol
s, est un élément de C*(f) qui est déterminé a un facteur prés appartenant
a T. En outre, s,s) appartient 2 T, et méme a K pour m impaur.

Chapitre III.

Caractérisations géométriques des groupes classiques.
§ 1. Le théoréme fondamental de ia géométrie projective.

Soient E, E’ deux espaces vectoriels a droite de méme dimension »
sur deux corps K, K’ respectivement. Si K et K’ sont isomorphes,
une application semi-linéaire biumvoque u de E sur E’ donne, par
passage aux quotients, une application biunivoque % de l'espace
projectif P(E) sur l'espace projectif P(E’), qui transforme toute variété
linéaire projective en une variété linéaire projective de méme dimension.
Le «théoréme fondamental de la géométrie projective» est une réciproque
de cette propriété. De fagon précise:

1) Soit @ une application biunivoque de P(E) sur P(E’), lelle que
trois potnis en ligne droite dans P(E) sotent transformés par f en trois
points en ligne drovte dans P(E'), Alors, st n =2 3, K et K’ soni isomorphes
el o =u, ou u est une application semi-linéarre biunivogue de E sur E’,

On note d’abord que l'hypothése entraine que pour toute variété
linéaire projective V' de dimension p <»n —1, @(V) est une variété
linéaire projective de dimension p. En effet, il est clair que s1 ¢, K
(1 =1 =9 + 1) sont des points de P(E) engendrant I/ et projectivement
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indépendants, ¢(I7) est contenuc dans la variété lindaire projectiv
engendrée par les p 1 pomts @(a;[); mais ces pomts sont projective-
ment indépendants, sinon, en complétant la famille (a,); <igpq L €O UNC
base (@), <i<» de E, les n points g(a,K) de P(E’) engendreraient unc
variété linéaire projective de dimenston =n — 1, contrawement
I'hypothése p(P(E)) = P(E’). Si alors ¢(V) était distincte de la vancté

177 31 v aurait un somt de V/oimaee nar o d'un nomnt aX n'annartenant
Ld 11 _y cLul clil Uil lJUI.llL uce v llIlLI.S (RO IR AL (A A AL ....lll,\ [RS

r'l
’

I3

pas a I7; l'image par ¢ de la varié¢té V7, de cimension p -+ 1 engendrée
par V ct aK serait contenue dans ¢(1”), donc de dunension p, contraire-
ment a ce qu'on vient de voir.

Considérons alors une base (¢;); <, <, de £, les trows points ¢ v, e,k
cte,[{de P(E)et lcursmmges e\ K'= (e K), cs K" = p(eK), e, K" = le, K)

dans P(E’)Y e ¢, et e’ sont llnr\nnr-n1m1f indé wn(l'mf's dans [, Désignons

RO ED & \"’"Vl 2\.\. VI""’ ........... 1054 LD Ul

par D la droite projective engendrée par ell\ ct e, /¢, par 1)’ = (D)
son 1mage, par Fle nl"m m'n1r=rhf pnm\ndrn par D’ et e, [\ par F' = (,7)(1:)

Huage, pai 7 20 padld P 1arc
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on obtient, & partirde ¢,
une application biumvo-
que g de L sur L', qui transforme toute droite en droite et deux
droites paralléles en droites paralléles et est telle que g(0) =0, g(e,) =¢;,
glex) =ez.

Cela étant, les figures ci-dessus montrent comment, par des cons-
tructions de droites paralléles dans L, on peut obtemr, étant donnés
deux éléments «, f de K, les éléments o + B et off comme abscisses de
points sur ¢, K (Fig. 1 et 2).

Fig 2
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btuntvoque de K sur K, telle que (£ + n)7 = £ 4 n” et (En)“ = §o9°,
autrement dit, un zsomorphisme de K sur K'. En outre, comme la droite
joignant ¢, & et e,& est parallele a la droite joignant ¢, et ¢, dans L,
on a g(e, &) = e5£°; enfin, le point ¢, o 4 ¢, dans L s’obtient en menant
par ¢, 0 et ¢,f les paralléles respectives a ¢, et ¢, d’'ou gle; o + ¢,f3)

— 2l a? L p.. RU et on voit que g est une anplication semi-linédare (rnhh\m
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a ]’isomorplnsme o) de L sur L.

On raisonne de méme sur tout couple de points {(¢;K, ¢,I) de P(F).
Si u est I’application semi-linéaire de E sur E’ relative a o, définic
par u(e;) =¢; (1 <1+ = n), et » 'application correspondante de IP’(L)
sur P(E’), on voit que %! ¢ est une application de I’(E) sur lut-méme
transformant toute droite cn droite, et laissant invariants les points
de toute droite joignant deux des points ¢;K, ¢;I{, on en déduit aussitot
que cette transformation laisse invariant tout point de la variété
lméaire a 4 dimensions déterminée par p 41 des points ¢;K, par
récurrence sur p; pour p = n — 1, on obtient la relation ¢ = u.

Une variante du théoréme fondamental est la suivante:

2) Soit @ une application biunivoque de P(E) sur P(E'), telle que
I'image par @ de toule variété linéaire projective de dimension p (ou P est
un entier fixe tel que 1 < p < n — 2) soit contenue dans une variéte
linéaire de dimension p Dans ces conditions, s1 n =3, la conclusion
de 1) subsiste.

Le cas p =1 est celu1 traité dans 1). On s’y rameéne par récurrence
descendante sur p» = 2 il suffit de montrer que l'image par @ d’unc
variété linéaire V de dimension p —1 est contenue dans une variété
linéaire de dimension p — 1.

Or, Vest I'intersection des variétés de dimension $ quila contiennent, et
les images par ¢ de ces variétés ne peuvent étre toutes contenues dans
une méme variété de dimension p, sans quoi on aurait ¢(P(E)) + P(E’);
st W, et W, sont des variétés de dimension p telles que V = W, n W,
et que l'on ait p(W,) CW7, @(W,) CWs, o W{ et Wy sont des vanétés
hnéaires distinctes de dimension p, on a @(I") C W~ W;, ce qui établit
notre assertion.

Pour E = E’, les théorémes précédents caractérisent géométrique-
ment les collinéations de E, autrement dit les éléments du groupe
Pr'L (K). Ils sont évidemment inexacts pour 2 = 2. On peut caractériser
dans ce cas les collinéations (ou corrélations) par la propriété de laisser
invariants les rapports anharmoniques égaux a un élément du centre
de K distinct de O et 1 et invariant par I'automorphisme (ou antiauto-
morphisme) correspondant (G. ANcocHEA [1], L. K. Hua [7], R. Bagr
[3], p- 78—93).

Pour n = 3, le théoréme fondamental caractérise aussi les corrélations,
en prenant pour £’ le dual E* de E.
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§ 2. Les transformations conservant i’«adjacence».
I. Transformations de grassmannicnncs.

I.es notations étant celles du § 1, soit G, (L) 'ensemble des varétés
lin¢aires projectives de P(E), de dimension » (0L r=n —1); on a
Go(EY = P(F); pour r >0, on dit que G,(F) est la grassinanniennce
d’tndice » de . Unc transformation scmi-linéatre biunivoque o de FE
sur L’ (lorsqu'tl cn existe, ¢’est-a-dire lorsque K ct K° sont des corps
isomorphes) définit une transformation biuntvoque 4, de G (L) sur
G (E’) (u, ¢tant la transformation désignée par # an §1). LEn outre,
lorsque 27 =n — 2, une autre application biumwvoque o, de G,(F)
sur G, (L£*) (E* dual de E) est délinic de la tagon swvante toute variété
lin¢are projective I de dimension » = (1 — 2)/2 dans [(f7) peut s'éerive
|” = P(W), ou W est un sous-cspace vectoricl de dimension » - | = nf2
de £; 1l lm correspond dans E* le sous-cspace vectoricl «orthogonals
W’ des formes linéaires s’annulant dans W, qui est de dimension nf2
(en tant qu’espace vectoricl a gauche sur K, ou a droite sur K"); on
pose w, (V)= P(W’), vanété liné¢aire projective de dimension » dans /2(L*).

[] s’agit de caractériser «géométriquement» les transformations «,
¢t w, pour =0, commc le théoréme fondamental dec la géomdétric
projective caracténsc les i, On tntrodut pour cela la notion d’écart
de deux variétés Vi, V, appartenant a G(E): stladimension de ;A 1
est ¥ — ¢, 'écart de V, ct V, est ¢; 1l revient au méme de dire que la
dimension de la plus petite variété hnéaire contenant V', ¢t Vyest 7 t £
Deux variétés linéaires 17, 7', de dimension » sont dites adjacentes st
leur écart est 1 I’écart de deux vanétés linéaires V,, VV, de G,(F)
peut cncore étre défint comme le plus petit entier £ tel qu’il existe une
sutte finie (U,) de ¢ + 1 vanétés lincaires de G,(E), telle que U, =17,
U,y =V, et que U, et U,,, sotent adjacentes pour 1 12 5 £

Cette derniére remarque montre que, si @ est unc translormation
biunivoque de G,(E) sur G,(E’), 1l est éguivalent de dirc quc ¢ ¢t ¢!
transforment deux vanétés adjacentes en variétés adjacentes, ou que
@ transforme deux variétes en deux variétés deméme écart. Lacaractérisation
cherchée est alors fournie par le théoré¢me suivant (W. L. Crow [1])

Pour n =3, et 0 < r< n — 2, toute transformation biunivoque ¢ de
G(E) sur G (E') qua transforme deux vandétés en deux variélés de méme
écart est de la forme u, st 2v = n — 2, u étant une applicalion semi-
linéasre brumwoque de E sur E', s1 2v = n — 2, @ est de la forme u,, ou
de la forme v.om,, ou v cst une application semi-linéarre biuivoque de
L* sur E.

Nous nous bornerons i csquisscr les grandes lignes de la démons-
tration:

a) On considére dans G,(£) les ensembles maximauy de variétés
linéaires de dimension » dewx d deux adjacentes, et on montre qu’un tcl
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ensembie consiste, soit en toutes les variétés contenant unc méme
variété linéaire de dimension » —1 (ensemble du premier type), soit
en toutes les variétés contenues dans unc méme variété linéaire de
dimension 7 4+ 1 (ensemble du second type).

b) Le transformé par @ d'un ensemble maximal du premicr type
cst un ensemble maximal dans G,(£’), qui peut a 751'z'om' étre du premier
ou du second type. Mais si pour ensemble maximal du premier type

i, (M) est du premier type, le transformé par ¢ dc lout autre ensemble
maximal du premier type M, dans G.(E), est encore un cnsemble du
premier type. On se rameéne pour cela au cas ou M et M, correspondent
a deux variétés linéaires de dimension r —1 qui sont adjacentcs; on
remarque alors que M NI, n'a qu'un seul élément, alors que s1 un
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intersection non vide, cette intersection a au moins deux éléments.

c) D’aprés la caractérisation des ensembles maximaux donnée dans
a), il résulte de b) qu’il y a une application biunivoque @, de 'ensemble
G,(E), soit sur G, ,(E’), soit sur G,,,(E’); en outre, dirc que deux

variétés linéaires de dimension » — 1 (resp. » + 1) sont adjaccntes signific
que les ensembles maximaux correspondants ont un élément commun;

on en conclut que ¢, et @ ! transforment deux variétés adjacentes en

u , s

riétés adjacentes.

d) Si 2r+n — 2, on conclut de la que @, transforme G,_,(E) en
G, (E'): en effet, st 29 < m — 2, "écart de deux variétés linéaires dc
dimension » — 1 est au plus 7, tandis que deux vanétés linéaires dc
dimension » +1 peuvent avorr un écart égal & r -+1; de méme, si
2r >n — 2, I'écart de deux variétés linéaires de dimension » +1 est
au plus #n — » —1, tandis qu’il y a des variétés linéaires de dimension
7 — 1 qui ont un écart au moins égal a n — ». Par récurrence descendante
on définit ainsi une application biunivoque y de P(E) sur P(E') qui
est telle que %(V)= @(V) pour toute variété linéaire de dimension r
dans P(E); le résultat 2) du § 1 permet de conclure.

e) Si 2r=mn — 2, et s1 @ transforme tout ensemble maximal du
premier type en ensemble maximal du second type, @ °w; transforme
tout ensemble maximal du premier type de P(E*) en ensemble maximal
du premier type dans P(E’), et on peut lui appliquer le résultat précédent,
ce qui achéve la démonstration.

[¢]

’

§ 3. Les transformations conservant I’«adjacence».
II. Transformations d’espaces de variétés isotropes.

Supposons maintenant donnée sur E une forme sesquilinéaire f(x, y)
non dégénérée, hermitienne ou antihermitienne; s1 K est de carac-
téristique 2, nous supposerons que f est une forme tracique (chap. I, § 10).

En outre, nous supposerons que I'indice r + 1 de f est au moins égal a 1;
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nous dirons qu'unc variété lincawre V dans P(E 2} est isotrope (rcsp.
totalement 1sotrope) si clle est de la forme P(W), ou W est un sous-espace
isotrope (resp. totalement isotrope) de E (pour la forme /) et nous
désignerons par N (E) (ou N,) l'ensemble des varié¢tés totalement
isotropes de P(E) qui sont de dimension s. Une scn-sumhtude
u ¢ I'U,(K, [) défimt évidemment unc transformation biunivoque w,
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ces translormations. Cettc caractérisation cst donnée par le théoréme
suivant, trés analogue a celm du § 2 (W. L. CHow [1], | DiEUDONNE [8]):

Powr 2ZrZ I— ](et par swite n =6), toute transformation

.
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buunivoque @ de N (E) sur lut-méme, telle que @ et @~ tran<forment deux
variétés adjacentes en variélés adjacentes, est de la forme u,, ou u est une
semi-similitude.

On utilise les propriétés des sous-espaces totalement 1sotropes
(chap. I, § 11) pour ¢tablir d’abord les deux lemmes suivants.

a) Soient V,, V, deux variétés totalement isotropes de méme
dimension s < 7; alors il existe deux variétés totalement isotropes
W, W, de dimension maxima r, telles que V,CW, V,CW, et
W,nW,=V,NnV,

b) Soient V,, VV, deux variétés totalement isotropes de méme
dimension s £ 7, ¢t soit s — ¢ la dimension de leur intersection; il existe
alors une sulte fime (W), <e<i+1 de vanétés totalement 1sotropes de
dimension s, telles que W, =V, W,,, =V, et quc W, et W,,, soient
adjacentes pour 1 £ A <S¢

Comme dans le §2, on considére alors les cnsembles maximaux de
variétés totalement isotropes de dimension r, deux 4@ deux adjacentes.
On établit successivement les propriétés suivantes

c) Tout ensemble maximal est formé des variétés totalement iso-
tropes contenant une méme variété totalement isotrope de dimension
r —1.

d) Comme le transformé par ¢ (resp. ¢~1) d’'un ensemble maximal
est un ensemble maximal, cela permet, d’aprés c), de définir une
application biunivoque ¢, de I'’ensemble N,_,(E) des variétés totalement
isotropes de dimension r — 1, sur lui-méme. On montre en outre (en
utilisant a)) que @, et @;' transforment deux variétés adjacentes cn
variétés adjacentes, et que les transformées par ¢, des variétés totale-
ment isotropes de dimension » — 1 contenues dans une variété totalement
1sotrope V' de dimension 7, sont les variétés totalement isotropes de
dimension 7 — 1 contenues dans @(V').

e) Par récurrence descendante sur la dimension s, on définit ainsi
une application biunivoque ¢,_; de l'ensemble N (E) sur lui-méme,
telle que cette application et sa réciproque transforment deux variétés
adjacentes en variétés adjacentes. Pour s =0, on aboutit ainsi & une
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MIVoQque g = @, de I'ensemble '\'0( :

de P(F), sur lui-méme. Cette transformation a la propriété que, s
V= P(W) ecst unc variét¢ totalement isotropc dc dimension s <7,
Iensemble g(V) des transformés par g des ponts de V est ¢,_, (V).
L’hypothése » = 2 permet alors d’appliquer le théoréme fondamental
de la géométnic projective (§ 1), et par suite, pour toute variété totale-

c1 an 1nNnca ~ Y — P/
3 U2 AT,

ment mnh-gpe | V—— 7)”/[/\ de dumnension ¥ 1 On pose
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la restriction de g a V cst de la forme -, o0 uy est une applicatron
semi-linéaire bhumvoque de W sur W’. En-outre, pour toutcs les vanétés
V de N,(E), 'automorphisme de K correspondant a l'application u,-
est le méme a un automorphisme intéricur pres, et peut donc étre pris
le méme pour toutes les V € N (E). on le voit d’abord pour dcux variétés
adjacentes V,, I7,, puis on applique b).

Lorsque # cst pair et la forme f altemee on a N(F)= P(E), g cst
alors une application biunivoque de P(E) sur lui-méme, qui a la
propriété de transformcr deux points orthogonau.\ (pour la forme /)
en deux points orthogonaux; comme tout hyperplan dc¢ P(£) est alors
formé de points orthogonaux a un de ses points, g transformc tout
hyperplan en un hyperplan, et le théoréme fondamental de la géomctric
projective montre que g=u, ol u est une application semi-linéairce
de E sur lui-méme. En prenant une base symplectique dc £ ct en
écrivant que u transforme deux vecteurs orthogonaux en vecteurs
orthogonaux, on constate aisément que # est une semi-similitude.

f) Dans le cas général, considérons deux variétés V,, V, de N,(E)
n'ayant aucun point commun, et soit U, la variété linéaire projective
de dimension 27 +1 qu'elles engendrent On montre d’abord que,
si Uy= P(W,), il existe une application semi-linéaire biunivoque v,
de W, sur un sous-espace de E de dimension 27 + 2, telle que, pour tout
point 1sotrope x € Uy, on ait vy(x) = g(x) (W.L. CHow [1], p. 47). On
forme ensuite une suite croissante Uy, U,, ..., Uy_y,—, de vanétés
linéaires projectives dans P(E), telle que U,,, soit la variété hnéaire
engendrée par U, et par un point isotrope non orthogonal a U, on
montre alors que, s1 U, = P(W,), 1l est possible de définir par récurrence
une suite vy, vy, .. ., Vp—5,— o =u d’applications semi-linéaires biunivoques,
telle que v, soit définie dans W, que v, ,, prolonge v,, et que, pour tout
point isotrope x € Uy, on ait v,(x) = g(x) (J. DIEUDONNE [8], p.298—299)
L’application semi-linéaire biunivoque # de E sur lui-méme est alors
telle que u(V) = @(V) pour toute variété V de N,(E); en outre, on
montre qu’elle transforme deux vecteurs orthogonaux en vecteurs
orthogonaux, en utilisant le fait qu’une droite isotrope mais non totale-
ment isotrope est caractérisée par la propriété de ne contenir qu’un
seul point isotrope, et par suite est transformée en une droite de
méme nature par #; la fin du raisonnement est alors la méme que
dans e).
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sur lui-méme qui conservent |¢ldjchCl'lC(‘ on peut plus généralement
cnvisager un second espace E° de méme dimension que [£, une forme
sesquilinéaire f* non dégéndérée, hermitienne ou antihermitienne, défime
dans E' x E’ et de méme indice r | 1 que /, ct considérer les (rans-
fornmtions brunmivoques ¢ de N, (f7) sur N, (') qui conservent |’:ldjzlccncc.

amer aue leur récinroance. La méme démonstration montre aue leg
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corps dos scalares A, A de £, [:* dowent étre alors isomorphes, ct que
Fon a ¢ =1, ol # est unc transformation scm:-]inézure brumvoque
de £ sur £, telle que I'on ait identiquement /'(w(x), 1e(y)) = p(/(x, ¥))",
ot ¢ est I''somorphisme de A" sur K’ correspondant a #, ¢t g un cl(,mmt
de K’ non nul.

2) Les raisonnements précédents s’étendent aisément au cas ot i
est de caracténstique 2, () unc forme quadratique non défective sur F,
d'indice r -1 =1; st on appelle singuliéres les variétés lhinéares pro-
jectives V' = P(W) de P(E) telles que W soit singubere dans £ (pour
la forme Q), et si on désigne par N (E) 'ensemble des vanétés singuliéres
de dimension s £ r, le théoréme énoncé au début de ce paragraphe est
encorc valable, et sa démonstration est inchangée, a cela prés qu’il
faut remplacer partout les variét¢s totalement 1sotropes par les varictés
singuliéres (J. DIEUDONNE (8]).

3) Le théoréme démontré plus haut sous la condition r =2 cst
inexact pour » = 0, puisqu’alors la condition d’«adjacence» est triviale-
ment remplie par deux variétés quelconques de N, (E), 1l cst aussi
mexact pour »=1,n =4 lorsque X est commutatil ct / unc forme
bilinéaire symétrique. cela résulte de ce que N,(£) cst alors réunion
de deux sous-enscmbles N, ¢t N tels que deux varniétés appartenant
a I'un d’eux ne soient jamais adjacentes, alors (u'unc variété de N/
ct une vanété de N; le sont toujours (propri¢tés classiques des «géné-
ratrices des quadriques»; voir chap. II, §6, ct ci-dessous, §4); toute
transformation ¢ qui permutec cntre elles de fagon quelconque les
variétés de N;, d’une part, ct celles de Ny, de I'autre, répond donc &
I’énoncé du théoréme. On ignore s1 le théoréme est valable dans d’autres
cas lorsque r =1.

4) Les résultats de CHOW entrainent comme cas particulicrs plusieurs
théorémes démontrés antéricurement par L. K. Hua [1, 2, 4, 6]
exprimés en langage de la théorie des matrices. Considérons par exemple
le cas ou E est de dimension paire 27, la forme / étant alternée (ct par
suite K commutatif). Soit (¢;); <;<om une base symplectique de £ pour
cette forme; pour conserver les notations de Hua, associons & chaque
vecteur de E la matrice 4 une ligne et 2m colonnes formée par ses
composantes sur (e), et pour m vecteurs z, ..., z, désignons par
(X, Y) la matrice a m lignes et 2m colonnes dont les hignes sont les z,,
X et Y étant des matrices carrées d’ordre m. Siz,, ..., z), sont m autres
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vecteurs, (X', Y’) la matnce correspondante, on vérifie aussitdét que la
: 1 ]
matrice (f(z;, zj)) n’est autre que
0 f txX-

2 4 Y — 7 m

FIX,Y, X', V) (X)l)(_lm : )(,Y,.
La condition exprimant que les m vecteurs z; sont deux a deux ortho-
gonaux est dong, sous forme matricielle

FX,Y,X,¥)=0. (1)

En outre, pour que le sous-espace W (totalement isotrope) engendré
par les z; soit de dimension =, il faut et il suffit évidemment que la
matrice (X, Y) soit de rang m. Lorsqu'un couple (X, Y) de matnices
carrées d’ordre m vérifie ces conditions, Hua dit que c’est un couple
symélrique; si par exemple Y est de rang m, la condition (1) s’écnt
(Y-1X) = {Y-1X) et signifie donc que la matrice Z=Y-1X est
symétrique. Pour que deux couplessymétriques (X, Y), (X, Y,) définissent
le méme sous-espace totalement isotrope II, il faut et il suffit qu’il existe
une matrice carrée inversible ¢ d’ordre m telle que (X, Y,) = Q(X, Y),
ce qui donne Y 'X, = Y-1X lorsque Y et Y, sont inversibles. L'espace
N, —,(E) peut donc étre identifié 2 'ensemble des classes de couples
symétriques, pour la relation d’équivalence précédente, ou encorc
a l'ensemble des matrices symétriques d’ordre m, «complété» par
I'adjonction d’«éléments a I'infini» (correspondant aux matrices Y
non inversibles). On montre en outre que s1 V = P(W), V, = P(W,)
correspondent aux deux couples (X, Y), (X,,Y,), l'écart de V et V;
est égal au rang de la matrice carrée F(X, Y, X,, Y,) (ou au rang de la
différence Z, — Z des matrices symétriques correspondantes, si Y et Y,
sont inversibles). Il est alors facile d’interpréter, a 1'aide de ces dé-
finitions, le théoréme de CHow; il est intéressant de remarquer que,
dans ce langage, la transformation ¢ s’écrit, sous forme «non homogeéne »

Z-—>a(AZ° + B)(CZ° + D)
ou a € K et les matrices carrées A, B, C, D sont sounuses aux conditions

A-‘B=B-t4, C-‘D=D-'C, A-'D-B-‘C=1.

§ 4. Les transformations conservant I’ «adjacence».
I1. Transformations d’espaces de variétés isotropes (suite).

Les notations étant les mémes qu'au §3, supposons que K soit
commutatif et de caractéristique #2, que f soit une forme bilinéaire
symétrique, et que n soit pair et » égal a sa valeur maxima (n — 2)/2.
On a déja signalé (chap. II, § 6) que l'espace N,(E) se décompose alors
en deux classes d’intransitivité N, (E), N, (E) pourle groupe des rotations
On(K, f) (ou plutdt son image dans le groupe projectif); en outre, si
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V,, V, sont deux variétés de N (L), pour qu'elles appartiennent a Ia
méme classe d'intransitivité, il faut et il suffit que la dimension de
I7,NV, soit de la forme » — 24 (& entier); on dit alors que V, et V,
sont adjacentes s1 V, NV, est de dimension » — 2. Avec ces définitions,
on a le théoréme suivant (W. L. CHow [1])-

DPour r = 4, toute transformabion biunivoque @ de N, (L) sur lur-méme
L)Yz 2 Y
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st de la forme n,, on 10 est une semi-semililude.

On considére encore les ensembles maximaux de variétés linéaires
appartenant A N} (E), deux d dewx adjacenles, ct on établit successivement
les propriétés suivantes:

a) Un enscmble maximal est form¢, soit des variétés de N, (E)
ayant une intersection de dimension » — 1 avec une méme vanété de

(‘:

N;(E) (ensemble du premuer type), soit des vanétés de N} (E) contenant
une méme variété totalement isotrope de dimension » — 3 (ensemble
du second type).

b) Le transformé par ¢ d'un ensemble maximal du premier type
est un ensemble maximal, qui a priori peut étre du premier ou du second
type. Mais s1 pour #n ensemble maximal du premier type M, ¢(MN) cst
du premier type, le transformé par ¢ de¢ fout autre ensemble maximal
du premier type est encore du premier typc.

c) Sir =4, le transformé d’un ensemble maximal du prenuer type
ne peut étre du second type. On en déduit qu’il est possible de prolonger
@ a N,(L) tout entier, de fagon que ¢ vérifie les hypothéses du théoréme
du § 3, et il suffit d’appliquer ce dernier pour achever la démonstration.

On pcut préciser les semi-similitudes # telles que ux, fransiorme
N}(E) en lui-méme: on voit aisément quce si I est une vanété de N} (),
il y a une semi-similitude v ayant méme rapport et méme automorphisme
que z, et laissant V invariant; v—1u ¢cst alors unc transformation ortho-
gonale qui transforme ¥V en unc autre variét¢ de Ny (E), et par suite est
nécessairement une rolalion.

Remarques. — 1) On peut étendre lc résultat précédent au cas ou
on considére deux espaces distincts E, E' ct unc application pde N/ (E)
sur N, (E') (voir §3).

2) Si K est de caractéristique 2, Q unc forme quadratique non défective
d’indice maximum sur E, on a vu que N (E) se décompose encorc en
deux classes d’intransitivité N7 (E), N;(E) pour le gronpe des rotations
0, (K, Q) (chap.II, §10); les résultats précédents s’étendent sans
modification aux transformations de N,"(E).

3) Pour r =1 et » =2, le théoréme de CHOW est inexact, car la
condition d’«adjacence» est vérifiée pour deux variétés quelconques
de N} (E). Le cas r = 3 est également cxceptionnel: il existe alors en
effct une transformation biunivoque de N7 (E) sur Ny(E) transformant
deux variétés «adjacentes» en deux points isotropes orthogonaux,

Ergebn d Mathem N.F H 35, Diendonné. 6
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chap IV) une telle transformation défimt une transformatlon bi-
univoque @, de N/ (E) sur lui-méme, qui transforme un ensemble maximal
du premier type en ensemble maximal du second type. On en conclut
immédiatement que toute transformation ¢ répondant aux conditions
du théoréme est, soit de la forme ,, soit de la forme @, %,

A\ En traduisant en langage de matrices le théoréme de Cuow
W T T ey

b LLE TSR k1 RCLRRE, €y \.4 1p1idLva vilvuUA IR v,

on obtlent cette fois un théoréme sur 'ensemble des matrices symétriques
gauches, «complété» convenablement a I'infini.

S) Supposons K commutatif et de caractéristique +2; alors les
grassmanniennes G, (E), les espaces N,(E) pour n=2r + 2 et pour une
forme [ alternée ou symétrique, et V'espace N} (E) pour n = 27 + 2 et
symétrique, sont des variétés algébriques irréductibles sans singularités
que Ion peut plonger dans un espace projectif S. Dans ces conditions,
W.L.CHow [1] a démontré que toute transformation b&irationnelie
et biréguliére d'une de ces variétés sur elle-méme est induite par une
transformation de GL(E), sauf pour N3(E). L’idée de la méthode
consiste a traduire les notions d’«adjacence» introduites aux §§ 3 et 4
en notions géométriques dans S: deux points sont «adjacents» dans
G,(E) ou N,(E) lorsque la droite qui les joint est tout entiére dans
G.E) (resp. N,(E)); deux points sont «adjacents» dans N}(E) quand
ils sont sur une conique contenue dans N;(E). Tout revient alors 2
démontrer que toute transformation birationnelle et biréguliére des
variétés considérées transforme une droite en droite (resp. une conique
en conique), ce qui se fait en étudiant les systémes complets sans point
de base sur ces variétés, et en particulier le systéme engendré par les
sections hyperplanes de ces variétés.

Dans le cas o K est le corps des nombres complexes, on peut,
dans le théoréme précédent, remplacer 'hypothése que la transformation
est birationnelle et biréguliére, par I’hypothése qu’elle est biunivoque
et analytique; le raisonnement est analogue, en remplagant les systémes
linéaires complets par les classes d’homologie (W. L. CHow [1]).

§ 5. Autres caractérisations de groupes classiques.

Soient K un corps commutatif de caracténistique =2, E un espace
vectoriel de dimension n = 2 sur K, f(x, y) une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée sur E. Pour que tout vecteur x € E soit tel que f(x, x)
soit un carré dans K, il faut et il suffit que K soit un corps pythagoricien
(c’est-a-dire que toute somme de deux carrés soit un carré) et qu’il
existe une base orthogonale (¢;), <;<y de E telle que fle,, ¢;) =1 pour
1 <1 =n. En outre, pour que la forme { soit anisotrope, il faut et 1l
suffit que —1 ne soit pas une somme de carrés dans X, autrement dit
que K soit ordonnable. La géométrie euclidienne usuelle sur le corps
des nombres réels est le type des cas ou les conditions précédentes sont
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dans E, que I'on peut (ormuler de fagon suivante: ]\ étant supposé
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cn ce que, sous les conditions énumérées plus haut, étant données deux
chaines n-dimensionnelles de demi-espaces incidents, o existe une trans-
formation et une seule du groupc orthogonal O,(K, f) qui transforme
'une de ces chaines en V'autre. Le «probléme de HELMHOLTZY» consiste
A caraclériser les sous-groupes de GL,(K) ayant la propri¢té de libre
mobilité, La probléme a été mainte fois traité lorsaue  est le cort Ps

AR dlaw . Wis Al iRESe o LX<R 3 L8 A | (A §

des nombres reels le plus souvent au moyen de méthodes infinitésim les
(voir une bibliographic dans G. PickerT [1]). Il a été abordé ct résolu

----------- Sesn AN L=drs - 2

sous sa forme la plus générale par R. BAER [1], qui suppose / ordonné,
mais non nécessairement commutatif, et démontre lc théoréme sumvant-

o,
o

St le sous-groupe G de GL,(K) a la propriélé de libre mobililé (pour
un n = 3), K esi nécessarrement commuialisf el pyihagoricien, el G est
le groupe orthogonal O,(K, f) relalif @ une forme bilinéarre symélrique
non dégénérée f(x, y), letle que [(x, x) soil un carré 0 daus K pour tou
x % 0 dans E.

L’idée de la démonstration consiste a prouver, a l’aide de la propriété
de libre mobilité, que pour tout sous-espace V' de E, 1l cxiste une
involution et une seule « ¢ G ayant pour sous-espace positil V; en
associant a V le sous-espace négatif de cctte involution, on définit
une «relation d’orthogonalité» entre sous-espaces de E, qui défimit en
particulier une application biunivoque de I'ensemblc des droites de E
sur I’ensemble des hyperplans, autrement dit, une application biunivoque
de P(E) sur P(E*) (E* dual de E); comme cette application transforme
les droites de P(E) en droites de P(E*), le théorémc fondamental de
la géométrie projective est applicable et montre que I'«orthogonalité»
définie ci-dessus coincide avec la relation d’orthogonalité correspondant
a une forme sesquilinéaire réflexive f(x, y) sur E, neccssalrement
anisotrope. En outre, la propriété de libre mobilité entraine assez
aisément que deux droites de E peuvent étre transforméesl’une dans l'autre
par un produit d’involutions de G; il est plus délicat de démontrer
que [ est une forme symétrique, et par suite K un corps commutatif

(.
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1denthues aux involutions de O,(K, f), on achéve la démonstration.

Le théoréme est encore valable pour # = 2, lorsqu’on suppose que
K est un corps ordonné commutatif euclidien, ¢’est-a-dire tel que tout
élément =0 de K soit un carré (R. BAER [1]).
6*
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En outre, R. BAER [1] a démontré que Ja propriété analogue a ia
«libre mobilité», mais ou on remplace les chaines n-dimensionnelles
par les chaines (2 — 1)-dimensionnelles, caractérise les sous-groupes
de rotations O} (K, f) des groupes orthogonaux O, (X, f) ayant la propriété
de libre mobilité, pour » = 3. Un exemple de G PIckERT ([1], p. 498)
montre que ce résultat cesse d’étre valable pour 2 = 2.

J.Tits [1] a caractérisé les groupes projectifs PGL,(K) sur imn
corps commutatif K en les considérant comme groupes de permutations
de la droite projective P,(K), par des propriétés dc ‘lransitiviié. un
tel groupe est en effet triplement transitif, en cntendant par 1a que st
(a,b,¢), (a', b, ¢’) sont deux triplets quclconques de points de P,(K),
dont chacun est formé de points distincts, 1l existe une ¢l une seule

L4 ’ 4
transformation du groupe qui transforme a en @', b en ', c en ¢’. Cettc

condition n’est pas sufflsante é elle seule pour caractenser les groupes
PGL,(K); mais J. TiTs a onc diverses conditions supplé-

cé (loc. cit

!-\
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mentalres qui, jointes a la proprlete de triple transitivité, entrament
que le groupe considéré est isomorphe a un groupe PGLy(K). Ces
conditions sont inspirées de définitions et constructions classiques dec
géométrie projective; par exemple, un groupe triplement transitif G
de permutations d'un ensemble E est 1somorphe a un groupe PGL,(K)
si, pour tout couple d’éléments distincts a, b de E, tout couple de
transformations de G qui laissent invariants a et b, est formé de trans-
formations permutables. Ces méthodes ont d'ailleurs permis a J. Tits (1]
de déterminer complétement tous les groupes triplement transitifs
finis. Il a récemment étendu ses résultats aux groupes projectifs
PGL,(K) sur un corps commutatif, » étant quelconque (J. TiTs [2]):
un groupe G de permutations d’'un ensemble E est dit @ peu prés
n-uplement transitif 5’1l existe dans G des «repéres» formés de n points
tels que seule l'identité laisse invariant chacun de ces points, et si,
pour deux «repéres» quelconques (a,) et (b;) il existe une (ct une seule)
transformation de G amenant chaque a; en b, (1 =17 < n). Une étude
approfondie de cette notion lui permet de caractériser les groupes
PGL,(K) parmi les groupes i peu prés n-uplement transitifs.

Une autre caractérisation des groupes PGL.(K) (K commutatif
et de caracténistique =+ 2) a été donnée par IF. BACHMANN [1]; elle repose
sur le fait que toute transformation de ce groupe peut s’écrire comme
produit de deux involutions (comme il résulte immédiatement de
Visomorphie de PGLy(K) et d’un groupe de rotations O3 (K, f) ou f est
d’indice 1, vue au chap.II, §9, et du fait que toute rotation est alors
produit de deux renversements, comme on l'a signalé au chap. II, §6).
F. BACHMANN montre comment on peut caractériser PGL,(K) parmi
les groupes ayant la propriété précédente, par quatre conditions
supplémentaires qui ne font intervenmir que les involutions du groupe
et leurs produits, et la propriété d’'un tel produoit d’étre ou de ne pas
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¢tre unc involution. . ScumMIpt [1] et IF. BacHMANN {1] ont doun¢
des caractcrisations analogucs des groupes O3(K,f) ou K cst dc
caractéristique +2 et / d’indice 0 (groupes que I'on peut considérer
comme les groupes dc déplacements d’une géométrie mon euclidicnnce
clliptigue). Cest aussi & l'aide des involutions que R. BARr [2]

caractéris¢ ces groupes par plusieurs autres systémes de couditions

b
vant: a tout groune {‘ accNrINng
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Le plus remarquable ui
deux ensembles P (cnsemble des «points») ct H (ensemble des «hyvper-
plans») dont chacun cst cn correspondance biunivoque avec G. On
définit ensuite la relation «le point p cst dans I'hyperplan A» par la
condition que k& cst une involution de G (p et k étant identifiés aux
¢léments correspondants de G). Cect permet de définir unc notion de
«dépendance linéaire» dans P: p dépend linéairement d'un cnsemble
de points S s'il est dans tout hyperplan contenant tous les points de S.
On définit ensunite les «varnétés linéaires» dans I comme les sous-
ensembles M tels que tout point dépendant linéairement de Af soit
dans A1. Cela ¢tant, pour que les «variétés hnéaires» dans P satisfassent
aux axiomes de la géométrie projective a nn >1 dimensions, il faut ct
1l suffit que G soit isomorphe & un groupe de déplacements d'une géo-
métrie clliptique, auquel cas on a d’aillecurs » = 3.

Chapitre [V.
Automorphismes et isomorphismes des groupes classiques.
§ 1. Automorphismes des groupes GL, (K).

La plupart des méthodes connues pour déterminer les automorphismes
d'un groupe classique G (ou les isomorphismes d’un tel groupe sur un
groupe dc méme nature) reposent sur la considération des dnwolnfions
du groupe G, et sur le fait qu'un automorphisme (resp. un isomorphisme)
transforime une involution en nvolution. 1.'é¢tude des mnvolutions des
groupes classiques, faite au chap. I, montre qu'on pecut lcur associer
de facon intrinséque des sous-espaces dc l'espace ou opére le groupe:
un automorphisme de G mmdwit donc une transformation entre ces
sous-espaces, et dans la plupart des cas, lc théoréme fondamcental de
la géométrie projectlve (chap. ITI, § 1) permet de voir que cette trans-
formation provient d’une collinéation ou d’une corrélation, ce qui
conduit finalement a la détermination decs automorphismes de G.

Nous commencerons par 1'é¢tude des automorphismes d’'un groupe
GL,(K), o K est un corps commutatif ou non; la forme différente des
involutions de GL,(K), suivant que K a une caractéristique =2
égale a 2, conduit a étudier séparément ces deux cas.

I. n 2 3, K est de caractéristigue +=2. Nous dirons qu’'une (p, n — p)-
involution (chap. I, §3) est extrémale si on a p=1o0ou p=n—-1. La
premiére étape consiste & prouver que.
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1) Tout awulo
extrémale en une involulion extrémale.

Il s’agit pour cela de caractériser les involutions extrémales parmi
toutes les mvolutions de GL,(K), par des propriétés qui ne fassent
intervenir que la structure de groupe de GL,(K), et non sa dé(inition

a partir de l'espace vectoriel E de dimension 7 ol il opére. On pcut

procéder de plusieurs maniéres en développant des idées aul ont leur
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origine dans un mémoire de G. W. Mackey [1]. La méthodc la plus
rapide est sans doute la suivante (J. DIEUDONNE (7], p. 5) on considére
dans GL,(K) les ensembles maximaux d'involutions comjuguées (dans
GL,(K)) et deux a deux permutables. En utihsant le fait qu’une trans-
formation permutant avec une involution de GL,(K) conserve les sous-
espaces propres de cette involution, on voit aisément qu’un tel ensemble

nnu_}.]n;nm » ~ P N I
(A% l}lblu)lllv‘/ (’/ Lo wr

d’involutions a(P) éléments s’il est composé de (p, n — p)-involutions,

et que toute (p, » — p)-involution appartient a un tel ensemble (au
moins); d’ou la caractérisation cherchée des involutions extrémales.

L’autre méthode, développée par C. RickarT (1], également a
partir d’idées de G. W. Mackey [1], se rattache davantage a la suite
du raisonnement et s’étend, comme on le verra (§§ 3, 4 et 7) a d’autres
groupes classiques. De fagon générale, s1 S est un ensemble d'imvolutions
dans GL,(K), désignons par ¢(S) l'ensemble des involutions qui per-
mutent avec toutes les involutions de S. Pour deux involutions
permutables wu, v, désignons par »(u,v) le nombre des éléments de
c(c(w, v)), et, pour toute involution u, désignons par »(u) le maximum
des nombres w»(u,v) lorsque v parcourt l'ensemble des imvolutions
permutables avec #. On peut alors montrer que, pour 2 >3, on a
v(u) = 16 si u n'est pas extrémale, et v(u) = 8 dans le cas contraire,
ce qui donne une nouvelle caractérisation des involutions extrémales
(pour n = 2 ou n = 3, toute involution est extrémale).

L’étape suivante du raisonnement consiste a considérer, avec
MACKEY, les couples mintmaux d’involutions extrémales: par définition,
deux involutions extrémales #, v forment un couple minimal si elles
ne sont pas permutables et ont un sous-espace propre en commun.
On montre alors que:

2) Tout automorphisme @ de GL,(K) transforme un couple minimal
d'involutions extrémales en un couple minimal.

Il s’agit encore ici de caractériser les couples minimaux par des
propriétés ne faisant intervenir que la structure de groupe. La méthodc
imaginée par MACKEY (loc. ¢cit.) repose sur la propriété suivante: st
u et v sont deux involutions extrémales non permutables, elles forment
un couple minimal si et seulement s1, pour tout couple d’involutions
extrémales non permutables «',v’ appartenant i ¢(c(%,v)), on a
c(c(r’, v')) = c(c(u, v)).
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nz3). La premlére consistc & assocter a chaque involution extrémale
le couple (D, H) formé des sous-espaces propres dc cette involution,
consistant en une drotte D ct un hyperplan H tels que D -+ H = E;
I'automorphisme ¢ définit donc une permutation 3 de 'ensemble de

ces couples. Disons que deux couples minimaux (u, v,), (%,, v,) d’in-
volutions extrémales sont semblables si les dimensions des SOUS-CSPACCS
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propres communs 2 #,, , d’'unc part, a u,, v, dc 'autre, sont les mémes;
on montre alors aisément que ¢ transforme deux couples minimaux
semblables en couples minimaux semblables (C.Rickart [1], p. 459).
D’aprés 2), p transforme donc tous les couples (D, H) correspondant
a la méme droitc D, soit en un ensemble de couples correspondant a
la méme droite, sott en un ensemble de couples correspondant au méme
hyperplan, et c’est toujours le méme cas qui sc présente, quelle que
soit la droite D considérée. La permutation 3 définit donc unc
apphication biunivoque 0, soit de P(E) sur lui-méme, soit de PP(E)
sur P(E*). En outre, si on considére trots droites distinctes D,, D,, D,
de E situées dans un méme plan, et un hyperplan H ne contcnant
aucune de ces droutes, il est facile de voir que, si «, désigne l'involution
correspondant au couple (D,, H) (¢ = 1, 2, 3), chacune des %, appartient
a I'ensemble c¢(c(u;, 1,)) déterminé par les deux autres, d’ol 'on conclut
sans peine que @ transforme les trois points en ligne droite D,, D,, D,
de P(E) en trois points en ligne droite. On peut donc appliquer le th.
fondamental de la géométrie projective (chap. III, §1), et il existe,
soit une collinéation g de E telle que g = 0, soit une corrélation 4 de E
sur E* telle que %= 0. Dans le premicr cas, ¢ cotncide avec Iauto-
morphisme # — gug-! pour toutes les involutions extrémales, et dans
le second, avec l'automorphisme u — huk=!, 7 désignant la contra-
grédiente de u. Supposons par exemple qu’on sott dans le premier cas.
Comme toute transvection est le produit de deux involutions extrémales,
et que SL,(K) est engendré par les transvections, les automorphismes ¢
et u - gug~! coincident dans SL,(K). En considérant 1'automorphisme
© > g'p(u)g on se rameéne au cas des autemorphismes ¢, laissant
invariantes toutes les transvections de GL,(K), mais si { est une trans-
vection quelconque, x un élément arbitraire de GL,(K), wiu-! est une
transvection, donc @,(u){(@y(#)) = utu~!, ce qui montre que u~tpy(u)
est permutable avec toute transvection, donc laisse invariante toute
droite de E, et est par suite une komothétie centrale y(u), il est clair
d’ailleurs que # — (%) est un homomorphisme de GL, dans son centre Z,,.
On voit donc finalement que l'on a, dans le cas envisagé

p(u) = x(u)gug™ (1)

x elant un homomorphisme de GL,(K) dans son centre Z,, el g unc
collinéation de E. En écrivant que la restriction de ¢ a4 Z,, est biunivoque,
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on trouve pour ¥ la condition nécessaire suivante. Z, c¢tant identili¢
au groupe multiplicatif Z* du centre de K, la relation x({) = {* doit
impliquer ¢ =1. Il est immédiat que cette condition est suffisante.

Si on était dans le second cas, on trouverait de méme

() = 7()huht, (2)

e GL(K) dans so
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méme condition) et & wune corvélation de E sur E*.

L’autre méthode pour obtenir ces résultats consiste a utiliser le
fait, rappelé ci-dessus, que toute transvection est un produit de deux
involutions extrémales formant un couple minimal, et réciproquemcnt.
Il en résulte que @ transforme toute transvection en transvection.
On utilise ensuite un raisonnement de O. SCHREIER et B. L. vaN DER
WAERDEN( [1], p. 315—316), basé sur le fait que le produit de deux
transvections ¢;, f, n’est une transvection que si {, et {, ont, ou bien
méme hyperplan, ou bien méme drotte. Un sous-groupe de GL,(K)
ne peut donc étre formé de transvections (et de I'dentité) que s'il est
un groupe T(H) formé des transvections ayant méme hyperplan H,
ou un groupe T(D) formé des transvections ayant méme droite D,
en outre, une transvection ne peut appartenir 3 7(D) N T(H) que st
DCH, et un groupe T(H) ne peut étre conjugué d'un groupe T(D)
dans GL,(K). On déduit aussitdot de ces remarques que @ définit une
application biunivoque 0 de P(E) sur P(E) ou sur P(E*); et, dans le
premier cas, par exemple, (0 transforme les points d’'un hyperplan en
les points d’un hyperplan, ce qui permet de terminer le raisonnement
comme ci-dessus.

II. n =2 3, K est de caractéristigue 2. Les transvections sont 1ci les
(1, n — 1)-involutions de GL,(K); il suffit de les distinguer des autres
involutions par une propriété ne faisant intervenir que la structure de
groupe; la méthode de SCHREIER-vAN DER WAERDEN, rappelée ci-dessus,
conduit alors 4 ]a méme couclusion que dans le cas I. Il n’y a de probléme
que pour 7 = 4. Pour n = 6, on aboutit a la distinction cherchée en
remarquant que le produit de deux transvections permutables est une
transvection ou une (2, n — 2)-involution, tandis que le produit de deux
(p, n — p)-involutions permutables peut appartenir a plus de deux
classes d’éléments conjugués dans GL,(K) si p >1 (J. DIEUDONNE [7],
p. 14). Pour n = 4 ou n = 5, il s’agit de distinguer entre les deux classes
C,, C, d’involutions dans GL,(K). Pour cela, on considére, pour une
involution #%, l'ensemble P*(u) des involutions permutables avec
et n'appartenant pas a la classe de «, puis I’ensemble P*¥(x) des in-
volutions permutables avec toutes celles de P*(u) et appartenant a la
classe de =. Si u est une transvection, le prodwmt de deux éléments de
P**(u) est dans la classe de %, mais 1l n'en est pas ainsi si % n'est pas
une transvection, d’ou la distinction cherchée.
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wiv



§1 Automorphnsmes dcs groupcq GL,,(!\) 8y

TTT n [s) e -

III. n=2. Si K est de caracténistique 2, le raisonncment de T
prouve encore que @ transforme les transvections cn transvections ct
par suite détermine une application biunivoque de la droite projective
P,(K) sur clle-méme. On peut toujours supposer que cette applicution
laisse invariant un point (choisi comme point & I'inlini) de P°(K) ¢
par suite définit unc application biunivoque ¢ £” de K sur lui-1 mmc

farrn an cnrfn rnnnn0=n 10 __ 1 In n
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le fait que, si s et ¢ sont des transvections, 1l en est de méme de sés7!,
on montre facilement que l'on a les deux relations (x 4 y)? = x| y,
ct (xyx)e = x°yex0 (O.ScHREIER-B. L. vaN DER WaLrpeN [1],
p- 317—318). Il résulte alors d'un théoréme de L. K. Hua |7] que
t — to cst nécessairement un automorplisme ou un antiautomorphisme
de K, et il est facile alors de conclure que ¢ est donné par une des deux
formules (1) ou (2).

La méme méthode a été employée | par O. ScHREIER et B. L. vaN vER
WAERDEN pour un corps commutatif K dc caractéristique =2, mais
Jeur raisonnemcnt contient une errcur dans la démonstration du fait
que @ transformc (au signe prés) une transvection cn transvection.
Ce point a été démontré par L. K. Hua ([5), p. 756), qui a remarqué que
I’on peut (pour un corps K commutatil) caractériser les transvections /
par les propriétés sutvantes: si K est de caracténistique p <=0, on a
£2* =1; si K est de caractéristique O, les transvections sont les scules
transformations de SL,(X) telles qu’il existe une infinité de trans-
formations de SL,(K) conjuguées de ¢ ct permutables avec L La
détermination de ¢ par les formules (1) ou (2) est donc cncore valable
dans ce cas.

Enfin, en s’appuyant sur ce dernter résultat, L. K. Hua 9] a pu
montrer que tout automorphisme de GL,(K) est encorc donn¢ par les
formules (1) et (2) lorsque K cst un corps non commutatif quelconque.
Le probléme de la détermination des automorphismes de GL,(K) cst
donc complétement résolu.

Remarques.— 1) Les automorphismesdugroupe I'L,, (/) des collinéations
de E sont encore donnés (pour n = 3) par les formules (1) ct (2), ou
cette fois y est une application de ['L,(K) dans Z,, satisfaisant a la
relation (e 2,) = (x(%,))° x(w), o, étant l'automorphisme dec K
correspondant a w, (C. RICKART [3]). Il suffit en effet de montrer que
les involutions extrémales de GL,(K) sont encore transformécs cn
involutions extrémales par un tel automorphisme. Supposons d’abord
K de caractéristique #=2; en tenant compte de la caractérisation des
involutions dans I'L,(K), donnée au chap.I, §3, on voit aisément
que, pour toute involution » de I'L (K) n'appartenant pas a GL, (K),
il existe un systéme de 2" involutions conjuguées de » (dans I'L,(K))
et deux i deux permutables (J. DiEuponNE [7], p.9); cela suffit a
distinguer ces involutions des involutions extrémales. Si au contraire
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involutions de [I'L,(K) n’appartenant pas é GL . (K), con]uguees ct
permutables dans 'L, (K), leur produit appartient & GL (K) et ne peut
donc étre conjugué a u,, contrairement a ce qui se passe lorsque u,
et u, sont des transvections (J. DIEUDONNE [7], p. 17); ce dernier
raisonnement s’applique aussi pour # =2, et donne donc les auto-
morphismes de I'L,(K) lorsque K est de caractéristique 2.

42202 = Lsa &

) C. RICKART [l, 3] a montre comment ses méthodes s'étendent a
la détermination des automorphismes de groupes linéaires GL(E)
lorsque E est un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps
quelconque K de caractéristique #=2. C'est d'ailleurs en traitant un
probléme analogue (pour K réel ou complexe) que MACKEY [1] avait
introduit sa méthode des «couples minimaux».

Signalons aussi une autre généralisation, due a G. EHRLICK [1], ou
GL, (K) est remplacé par le groupe des éléments inversibles de I’anneau
«arégulier» associé a une «géométrie continue» de vON NEUMANN,

§ 2. Automorphismes des groupes SL,(K).

I1 est immédiat que tout automorphisme @ du groupe GL,(K), donné
par les formules (1) ou (2), induit sur SL,(K) un automorphisme de ce
groupe, pourvu que la restriction de y a SL,(K) soit une représentation
de ce groupe dans son centre. Comme SL,(K) est son propre groupe
des commutateurs sauf lorsque n =2 et K=F, ou K =F; (chap. II,
§ 2), on a nécessairement y =1 sauf peut-étre dans les deux cas pré-
cités; mais, pour n =2 et K =F,, le centre de SL, est réduit a I'unité,
et pour n =2, K =F, l'indice dans SL, du groupe des commutateurs
est égal a 3 alors que le centre est d’ordre 2, donc dans tous les cas y
est nécessairement égal a 1.

Il s’agit de savoir si, inversement, lout automorphisme de SL,(K)
est indust pav un automorphisme de GL,(K). Nous allons voir que le
probléme est résolu dans I'affirmative, sauf un seul cas qui reste ouvert.

En premier lieu, si K est de caractéristique 2 et si n est imparr,
SL,(K) contient les (1, » — 1)-involutions, et les raisonnements du § 1
s’appliquent donc pour » = 3. Il en est de méme s1 K est non commutatif
et de caractéristique %2 et si — 1 appartient au groupe des commutateurs
de K* (ce qui est le cas, par exemple, pour le corps des quaternions);
car alors toute involution de GL,(K) appartient & SL,(K). Enfin, si
K est de caractéristique 2, les transvections appartiennent a SL,(K);
toutefois, la méthode décrite au § I utilise le fait que deux involutions
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ment montrant qu’'un automorphisme de GL,(K) transforme une
transvection en transvection s’applique encore sans modification aux



]l faut utiliser une autrc méthode pour dcmontrcr ce falt la méthode
indiquée dans (J. DicuponnNg {7], p.19) reposc sur une assertion
incxacte; cette errcur a été corrigée par L. K. Hua et C. H. Wan [1],
ct la conclusion est que pour K de caractéristique 2, les automorphismes
de SL,(K) sont induits par ceux de GL,(K) pour tout n = 2.

Il reste a considérer le cas ol 7 est pair, K est de caractéristique =+
ct —1 n'appartient pas au groupe des commutateurs C de K*. Alors
les nvolutions extrémales de GL,(K) n’apparticnnent plus a SL,(K);
pour n =6, on peut appliquer aux (2,7 — 2)-involutions (qu
appartiennent toujours 4 SL,(K)) des méthodes analogues a celles
du § 1 et montrer ainsi que tout automorphisme de SL,(K) est encore
induit par un automorphisme de GL,(K) (J. DIEUDONNE [7], p. 20—21).
Le méme résultat a été établi par L. K. Hua [9] pour # = 4 par unc
tout autre méthode: il étudie d’abord les automorphismes du groupe
SLE(K) formé des transformations linéaires dont le déterminant est
I'unité ou I'image de — 1 dans K*/C, et montre que ces automorphismes
sont induits par ceux de GL,(K); en s’appuyant sur ce résultat, et par
un raisonnement assez compliqué, il parvient finalement a déterminer
les automorphismes de SL,(K) dans le cas considéré.

En ce qui concernc enfin les automorphismes dc SL,(K), tout
revient (comme ce groupe peut ne contenir aucune involution distincte
de l'identité) a caractériser les transvections par des propriétés nc
faisant intervenir que la structure de groupe, on a vu a la fin du §1
que cela est possible lorsque K est commutatif L. K Huaet C.H. WAN [1]
ont montré aussi que lorsque K est non commutatif et de caractéristique
p > 0, les transvections sont les éléments d’ordre p du groupe SL,(K).
Le seul cas qui reste ouvert est donc celui ou K est non commutatil,
dc caractéristique 0, ct o — 1 n'appartient pas au groupe des commu-

tateurs de K*.

ne =2
N r<i
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§ 3. Automorphismes des groupes Spa., (K).

On sait cue le groune symblectia que S (k'\ ect iden __1 18 all groune
On sait que le groupe symplectique of ue au groupe
unimodulanr SL,(K) (chap. I, §4), et ses automorphlsmes sont donc
connus pu e K est commutatif (S 2). On peut done se borner aux

squ
dlmensmn 2m = 4; le résultat est alors le suivant
Tout automorphisme @ du groupe symplectiqgue Sp,, (I() peut s’écrire
sous la forme p(u) = gug, ou g appartient au groupe I'Sp,,, (K) (chap. I,
§9) a lexception du cas m =2, K =F,

Les méthodes de démonstration, ici encore, différent smvant que K
cst ou non de caractéristique 2.

I. K est de caractéristigue +2. Une premiére méthode utilise les
involutions du groupe Sp,,,(K). Une telle involution est dite ici extrémale
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si elle est de type (2, 2m — 2) ou (2m — 2, 2); on distingue les involutions
de type (2p,2m — p) par le fait qu’un systémec maximal dc telles
involutions (nécessairement conjuguées) deux a deux permutables

m ’q 2 ’ ' N ’
comporte ( -p) éléments. Une autre méthode consiste A considérer le

nombre y(x) défini au §1, et & montrer que ¥(u) =16 si « n’est pas
extrémale, »(u) = 8 dans le cas contraire, pour 2m = 8 (pour 2m =4
ou 2m = 6, toutes les involuticas sont extrémales) (C. RICKART [2]).

On 1ntroduit ensuite la notion de couple minimal d’involutions
extrémales: pour 2m = 6, ce sont les couples (w, v) formés de dcux
involutions extrémales, dont les sous-espaces propres de dimension 2
ont une intersection de dimension 1. On montre alors que lc critére
de MACKEY (pour les couples mimimaux de GL,(K)) caractérise encorc
ici les couples minimaux, et par suite que tout automorphisme de
Stom(K) transforme un couple minimal en couple minimal (J. DiEu-
DONNE [7], p. 26; C. Rickart [2], p. 710). Pour 2m = 4, on appelle
couple minimal d’involutions tout couple (i, v) d’involutions non
permutables tel que I'un des sous-espaces propres de # ait une inter-
section de dimension 1 avec un des sous-espaces propres de v. On
caractérise alors les couples minimaux parmi tous les couples d'in-
volutions (%, v) en étudiant la structure du centralisateur d’un couple
(u, v), qui se trouve étre résoluble lorsque (x, v) est un couple minimal,
et non dans les autres cas (tout au moins si K = F;; si K = F;, les deux
groupes n’ont pas le méme ordre dans les deux cas).

Ayant caractérisé ainsi les couples mimimaux, il faut ensuite, en
utilisant cette caractérisation, montrer que si /(D) est I'ensemble des
involutions extrémales dont le sous-espace propre de dimension 2
contient une méme droite D, tout automorphisme de Sp,,(K) trans-
forme 7(D) en un ensemble I(D'); cela s’établit assez aisément pour
2m = 6 (J. DIEUDONNE [7], p. 26—27; C. RickKART [2], p. 711-712);
mais pour 2m = 4, 1l faut un raisonnement différent et beaucoup plus
long (J. DieuDpoNNE (7], p. 29—-30). Posant alors y(D) = D', on voit
que y est une application biunivoque de P(E) sur lui-méme qui trans-
forme deux droites orthogonales de E en droites orthogonales, et par
suite transforme les points de P(E) situés dans un méme hyperplan
en des points d’un méme hyperplan. Le th. fondamental de la géométrie
projective (§ 1) est alors applicable, et conduit aussitot au résultat final.

L. K. Hua [§] a obtenu ce résultat par une méthode toute différentc,
qui consiste a raisonner par récurrence sur 7, en s’appuyant sur la
connaissance des automorphismes du groupe SL,(K) (§2): tout auto-
morphisme @ de S5p,,(K) transformant les involutions extrémales en
Involutions extrémales, on peut se ramener au cas ou ¢ laisse invariante
une involution extrémale, et par suite aussi le centralisateur I" de cette
involution, qui est produit direct d’un groupe Sp,(K) = SL,K) et
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d’un groupe Sp,,-.(K). Utilisant {"hypothése de récurrence, on se
raméne au cas ou ¢ laisse invariants les éléments de Sp,,-o(f). On
parvient enfin au résultat final cn examinant la facon dont ¢ transforme
certains sous-groupes de [

LI. K est de caractéristiqgue 2 Il s’agit ici encore de caractériser les
transvections par des propri¢tés dec structurc de groupc, parmi les
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du centrahisateur d'unc involution dans 5750,,,(1\) (chap. I, §14), ct cn
montrant (par récurrence sur m) qu'un groupe Sp,, () nc pecut pas
étrc 1somorphe a un groupe Sp,,(K) pour ¢ < m. Pour m = 2, 1] faut
cxclure le cas ou K = F,, afin de pouvoir utiliser la simplicité du groupe

SL (K), dans un raisonnement plus compliqué distinguant les trans-
s de deux types distinets d'involutions de type (‘? 2) (I Diry-

Do.\'NE' 7], p- 37—38). Les raisonnements analogues a ceux du §1
(pour un corps K de caractéristique 2) achévent de démontrer le
théoréme.

Le théoréme ne s’applique pas au groupe Sp,(F,), qui est isomorphe
au groupe symétrique &, (§ 8), car on sait que ce groupc admet des
automorphismes non intérieurs.

§ 4. Automorphismes des groupes U, (I, [).
(K corps de caractéristique $=2.)

Nous supposons que / est une forme hermitienne tracique sur un
corps K de caractéristigue 2. Dans ces conditions:

Pour n =23, et sauf peut-éire pour les groupes U,(Fy) et Uy(F,;),
tout automorphisme du groupe wunitaire U, (K, [) peut s'écrive sous la
forme @(u) = y(u)gug?, ou g appartient au groupe 1'U, (K, f), et 7 est
un homomorphisme de U,(K, [) dans son centre.

La premiére étape, comme dans les §§ précédents, consiste a
caractériser les involutions extrémales de U,(X, /), qu ict nc sont
autres que les symélries par rapport aux hyperplans non isotropes dc E.
On y parvient (pour n = 4, le seul cas ou le probléme se pose) par la
méthode de MACKEY-RICKART décrite au § 1: pour toute involution «
de U,(K, f), on a v(u) =16 si » n’est pas extrémale, v(x) =8 dans lc
cas contraire. Tout automorphisme ¢ de U,(K, /) transforme donc
une symétrie en une symétrie, et par suite définit une tvansformation
biunivoque y de I’ensemble des droites non isofropes de E sur lui-méme,
qui transforme deux droites orthogonales en droites orthogonales.
Lorsque l'indice de f est 0, on peut donc appliquer a y le th. fondamental
de la géométrie projective (chap. III, §1), et le théoréme en résulte
comme dans les §§ précédents (C. RICKART [2]).

Si au contraire 1l existe des droites isotropes dans E, il faut montrer
qu’on peut étendre v a4 P(E) tout entier, de fagon que 3 transforme
encore deux droites orthogonales de E (isotropes ou non) en droites
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1sotropes d’un méme plan non isotrope P en droites non isotropes d’un
méme plan (P), en remarquant que les droites de P sont orthogonales
a un systéme de » — 2 droites non isotropes et deux a deux orthogonales
dans F, et réciproquement. De la méme facon on montre que s1 2, P,
sont deux plans non 1sotropes dont l'intersection est isotrope et la
ont les mémes propriétés.

Supposons alors 1 = 4, et soit 4 une droite isotrope; il s’agit de
prouver que si P parcourt l'ensemble I(4) des plans non isotropes
contenant A4, les plans y(P) contiennent une méme droite isotrope
p(4). On montre que cela découle de la proposition suivante (J. DiEv-
DONNE [7], p. 48—49): si P est un plan non isotrope, D une droite non
1sotrope dans P, et a, b, ¢ trois points distincts de D, il existe un
quatriéme point d dans P, non sur D (¢t tel que les vecteurs d — a,
d — b, d — ¢ soient non isotropes. Pour démontrer ce résultat, on peut
évidemment supposer que ¢ = 0; on peut alors prendre 4 sur la droite
D' orthogonale a D et passant par 0, pourvu que la fonction & — fa g/
(o élément symétrique de K) prenne plus de deux valeurs 0 dans K.
Par un raisonnement analogue A celui de (J. DieupoNNE [13], p. 374),
on constate que cette derniére propriété est toujours vraie lorsque K
est un corps infini (si X est non commutatif, on considére le sous-corps
de K, centralisateur de «); il en est de méme si K est fini et si le sous-
corps K, des invariants de J a plus de 5 éléments. Le cas K, = F;
se traite par un raisonnement voisin, mais le cas K, = F; nécessite des
méthodes différentes (J. DIEUDONNE [7], p.50-51 et 76—77) pour
établir l'existence de la droite p(d). Cela fait, on peut de nouveau
appliquer le th. fondamental de la géométrie projective comme ci-dessus.

Reste enfin le cas #n = 3; pour le cas J =1, un raisonnement de
géométrie projective plane permet encore d’étendre y a P(E) tout
entier, pourvu que K ait plus de 25 éléments (J. DIEuDONNE [7],
p- 77-78). Le méme raisonnement s'appliquerait pour les groupes
orthogonaux, pourvu que K ait un nombre d’'éléments assez grand;
mais il est plus simple d'utiliser alors I'isomorphie de O3(K, f) avec
PGL,(K) (chap. II, §9) et la détermination des automorphismes de ce
dernier groupe (voir § 6).

Les automorphismes des groupes U,(Fy) et U;(F,5) n'ont pas été
déterminés, non plus que ceux des groupes unitaires ou orthogonaux
sur un corps infini de caractéristique 2 (cf. § 7).

§ 5. Automorphismes des groupes U (K, f).
(K corps commutatif de caractéristique ==2.)

Si n est impair, les involutions de type (1,7 —1) appartiennent
a Uy (K, ) et les raisonnements du § 4 s’appliquent sans modification.
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n’appartiennent plus a U (X, f), on raisonne alors sur les involutions
de type (2,7 — 2) ou (n — 2,2). Mais ici on peut avoir »(u) =8 pour
des involutions qui ne sont pas des types précédents, ¢t on ne connait
pour le moment aucun critére distinguant ces involutions des autres
dans le cas général. Toutefois, lorsque la forme f a un wndice 1, on
peut caracténser les ivolutions de type (2,7 — 2) ou (n — 2, 2) dont
le sous-espace propre de dimension n — 2 conticnt des vecteurs isotropes,
en considérant le centralisateur dans U (X, f) d'une telle involution
et en montrant (grice aux résultats sur la structure des groupes unitaires
obtenus au chap. IT) qu'un tel groupe nc peut jamais étre 1somorphe
au centralisateur d’une involution qui n’est pas de type (2, 2 — 2) ou
(n - 2,2) (J. DIEUDONNE [7], p. 52-53 ct 79-80), pour n =8 (si
1 = 6, toutes les involutions sont de ce type ct il n'y arien a démontrer).
Il faut ensuite un ratsonnement supplémentawre (utilisant la condition
de permutabilité de deux involutions) pour montrer qu’'un automorphtsme
de U; (K, f) transforme toute involution de type (2,7 — 2) ou (1 — 2, 2)
en une mvolution d'un de ces mémes types (loc. cit., p. 53—54).

Pour poursuivre le raisonnement, on suppose n = 6. Soit S l'en-
semble des involutions de type (2,7 — 2) ou (n — 2,2); st » et v sont
deux nvolutions permutables de S, U*, V* (resp. U=, V-) les sous-
espaces propres de dimension 2 (resp. n — 2) de u et v, 1l peut se fare
que U+ V* soit de dimension 1, ou que U+t CV-ct V*CU-, on dit
dans le premier cas que u et v sont irrégulierement permutables, et dans
le second réguliérement permutables. On commence a distinguer ces
deux sortes de permutabilité en remarquant, pour n > 6, que uw
appartient & S st et seulement si % et v sont irréguliécrement permutables
pour n =26, il faut un raisonnement différent (J. DIEUDONNE [7],
p. 54 et 80) Cela fait, appelons couple minimal d’involutions de S
deux involutions %, v dont les sous-espaces propres de dimension 2
ont une intersection de dimension 1; désignons d'autre part, pour
deux involutions quelconques #,v de S, par ¢'(%, v) l'ensemble des
involutions de S qui permutent réguliérement avec » et v, par ¢'(c’(, v))
'ensembie des involutions de S qui permutent réguliérement avec

toutes celles de ¢’(z, v). Avec ces modifications, le critére de MACKEY
(§ 1) caractérise encore les couples minimaux.

Cela fait, on procéde comme pour le groupe Sp,(K) (§3) pour
définir, a partir d'un automorphisme @ de U, (K, f), une application
biunivoque de P(E) sur lui-méme, dont on montre aisément qu’elle trans-
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conclut comme dans les §§ précédents, et par suite:
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tatif de caractéristigue 2, [ forme hermitienne (ou symétrique) d’indice
= 1) est induitl par un automorphisme de U, (K, f).
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On peut déterminer ies automorphismes de U3 (K, f) (J = 1) lorsque
/ est d'indice | en utilisant l'isomorphie dec ce groupe ct de SL,(K,)
ou K, est lc corps des invariants de J (chap. II, §§ 4 et 5), ains) quc les
résultats du § 2; il est facile d’en dédwire les automorphismes de U,(K, /)
dans le méme cas, ¢n remarquant que U, (K, f) cst le groupe des commu-
tateurs de U,y(K, f). Lorsquc f est d’indice 0, les automorphismes de

+
Us(K, ) n'ont pas été déterminés

Les automorphismes du groupe U, (K. /) ne sont pas connus lorsquc
J &1 et que K est un corps mfint de caractéristique 2. [l en est de
méme pour le groupe Of (K, /) lorsque f est d'indice 0.

On peut par contre déterminer les antomorphismes de Of (K, f)
lorsque [ est d'indice 2. On sait en effet (chap. II, §9) quc l'on peut

idantifiar lac trancfarmatinne dAe D7 I any francfarmatinne X 190 44
luLllLlllLl LwY LiculioLlvl lll(l.LlUllD A= A=) \J_I \l\. !’ [{RE YN Ll(LllDlUl I LwviilD P S B W AVe W |

de I'’ensemble des matrices d'ordre 2 sur K, U et V etant deux matrices
nnncrsnbles tn"ns aue rlnf-/rr\ r]nl /]/\ — | “ a farme Ha a) dtant idantifidn
L v i » i l\l\.d LILL \ L LUl !\I\l’ /\l’ ULL!—\IL PRV U S R N LW
avec le déterminant de )\) le groupe des commutateurs £2,(K, /) de
O7(K, f) est alors identili¢ au groupc des transformations précédentes

telles que det (U) soit un carré dans K. Une méme transformation de
O: correspond d’ailleurs a tous les counles (AU, A71V) o A £ 0, si

wiileop = LRaialN ANad Nl v AAND

bien que Q peut aussi étrc identifié au groupe des couples (U, V)
tels que dM(U\ =d¢=t(T/\ =1, deux couples gui ne différent que par

o (B Ay LR pPICs L

le signe clonnant le méme clement de 94. Si G, (resp. G,) est le sous-
groupe de 2, formé des couples (U, I) (resp. (I, V))ou U (resp. V) est
unimodulaire, G, et G, sont permutables, G, N G, est le centre S de
2, (et de 0,) & deux éléments, et G, et G, sont isomorphes & SL,(K),
£, étant donc isomorphe au quotient (G, x G,)/S (mais non au produit
direct de S et de deux groupes isomorphes a PSL,(K), contrairement
a ce qui est affirmé par erreur dans L K. Hua [9], p. 118). G, (resp. G,)
peut aussi s’interpréter comme le sous-groupe de O, laissant invariants
tous les plans totalement isotropes de l'une des classes d’intransitivité
pour le groupe des rotations (cf chap. II, §6 et chap. III, § 4), pour
toute symétrie s de O,, on a donc sG,;5s1 = G,.

Supposons que K ait plus de 3 éléments; alors (chap.II, §2) le
groupe SL,(K) ne contient aucun sous-groupe distingué non trivial
distinct de S; on en déduit aussitét que G,, G, et S sont les seuls sous-
groupes distingués non triviaux de £2,. Tout automorphisme ¢ de O;
laisse donc invariants (globalement) G, et G, ou les permute; mais en
composant @ avec l'automorphisme 1intérieur de O,, produit par une
symétrie, on peut supposer que @ est un automorphisme de G, et de G,.

Notons maintenant que pour tout automorphisme o de K, et toute
matrice inversible A d’ordre 2, l'application X — AX?A4-1 peut étre
identifiée & une semi-similitude g de I'O,4(K, /) (elle transforme det (X)
en (det (X))°). D’aprés la forme des automorphismes de SL,(K) (§ 2),
on Voit qu'on peut composer @ avec un automorphisme % - gug-!



§ 6 Automorphismes des groupes I’GL (I\) PS[.,,(!\) Pbp,,,,((\) 97

de soric que U'auntomorplusme obtenu luzsse imvariants les éléments de (5,
On peut donc se borner & ces derniers  Constdérons d'autre part un
automorphisme 7 de K ¢t un homomorplisme 0 de K* dans lui-méme
tel que (6(£))? = &7 pour tout & € K*. On défimit un automorphisme
de OF en faisant correspondre a tout couple de m'ltriccs (I, 17y (tel que
det(U) det(lf’)—l) le couple (O(detl/) U™, V)= (U, IV); a (AU, A7'V)
correspona alor \/’tUl, A1 Vl/ st bicn quc cette @ ap p!,"au\;
par passagc aux quobtients, un automorpliusme de Of, ui cst l(_‘dlll
3 I'identité dans G,, et coincide avec U — U™ dans G, identifié & SL,(K).
La détermination des automorphismes de SL,(K) (§2) prouve alors
que 'on peut détermincer I'automorphisme 7 de sorte qu'en composant ¢
avee l'automorphisme précédent et un automorplusme intéricur de G,,

on obtiennc un automorphisme de O i ladsse Tnvariants les élémenis
de G, el de G2 Il reste finalemenl & déterminer ces derwmers, or, s

&
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o
w
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n
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Q,. ct tout carré d'un ¢lément u ¢ Oy

-J

appartient & 94 (chap. II, §6), un automorphisme du type considérd
est donc de la forme w — y,(u)u, ol y, cst un homomorplisme de Of
dans son centre S, ce qui achéve de détermmer tous les automorphismes
de Of (L. X. Hua [9])

de O (L. K. Hus [91)

Un ralsonnement analogue, maus plus simple, s'applique aux groupes
OHK, f) lorsque f est d'undice ui, en cflet, le groupe des commutateurs
QuK, /) de O (K, [) est alors isomorplic au groupe PSLy(K()4d))
(4 discriminant de /; cf. chap. II, § 9). Tenant compte de la détermmation
des automorphismes de ce dermer groupe (cf. §6), on voit wis¢ment
que tout automorphisme de £,(K, /) est dans cc cas mdut par un
automorphisme de O, (K, /); ct en utihsant le fait que le carré d'on
élément de Oj est dans £2,, on en conclut que tout automorplisme de
0} (K, [) est aussi induit par un automorphisme de¢ O, (K, /)

En dehors des deux cas précédents, les automorphismes des groupes
de commutateurs Q,(N, /) n'ont pas été détermunés lorsque K cst un

corps tnfini (cf §7).

§ 6. Automorphismes des groupes PG L, (K), I’ SL,(K), P Spa,.(IK).

La difficulté principale dans 'application des méthodes précédentes
aux groupes projectifs tient a la présence, dans ces groupes, d’involutions
gqu ne proviennent pas dhavolutions de GL,(K) par passage au
quotient, mas de semi-involutions de GL,(K) (chap.l, §3). Il faut
donc commencer par distinguer (par des propriétés ne faisant mtervenir
que la structure de groupe) ces involutions «de secondc espéce» de
celles qui proviennent d'involutions de GL,(K).

Considérons d’abord le groupe projectt! PGL,(K), ou n =3 ct A
est de caracténistique &=2. On peut alors distinguer dans ce groupe les
involutions extrémales (provenant des involutions extrémales de GL,(K))
des autres involutions par la premiére méthode indiquée au § 1, savorr

Ergebn. d. Matbem. N.F H 5, Dieudonn¢ 7
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et permutables, sauf lorsque n = 4 et que — 1 n’est pas un carr¢ dans K
(cf. J. DIEUDONNE [7]); dans ce dermier cas, on distingue les involutions
extrémales des involutions de seconde espéce, en notant que st %, v, »’, v’
sont quatre involutions conjuguées de seconde espéce (correspondant
a un élément y € K qm n'est pas un carré dans K), » ct v étant per-

ague ' ety leg nrodmits u v et %' 2 ne sont nas nécessarre-
ARLuIL LY l\.uJ‘. '. 2 LA ) l.ll.\.l\.l.u wi ~t &

nst que 1ts %'’ ne sont pa

ment conjugués dans PGL,(K). Cela fait, les méthodes du § 1 s’appliquent
sans modification aux involutions extrémales, et montrent que fouf
automorphisme de PGL,(K) provient, par passage aw quolient, d’'un
automorphisme de GL,(K). Ce résultat est encore valable pour n =2
et K de caractéristique =2, comme I'a montré L. K. Hua [9], par les
mémes méthodes que celles qu'il a appliquées a la détermination des
automorphismes de GL,(K).

Lorsque K est de caractéristique 2, les involutions de seconde espéce
dans PGL,,( {) (»n = 2) peuvent aisément étre distinguées des
autres, en notant que s1 %, v sont deux telles involutions, conjuguées
et permutables, le produit v n’est jamais conjugué de u, contrairement
4 ce qui se passe pour les involutions de GL,(K). Cela fait, les méthodes
du § 1 sont applicables, et le résultat énoncé ci-dessus est donc encore
valable.

Des méthodes analogues s’appliquent pour les groupes PSL,(K) sauf
lorsque 7 est pair, K de caractéristique =2 et ol —1 n'appartient pas
au groupe des commutateurs de K (J. DIEUDONNE [7], p. 19). Dans ce
dernier cas, pour distinguer les 2-invol ‘tions des involutions de seconde
espéce (pour n = 4) on utilise les propriétés des centralisateurs de ces
involutions dans PSL,(K) (chap. I, §4). Les méthodes utilisées au § 2
s’appliquent ensuite, et la conclusion est encore que, dans tous les cas
ou les automorphismes de SL,(K) sont connus, ceux de PSL,(K)
s'obtiennent par passage au quotient.

La méme conclusion est enfin valable pour les groupes symplectiques
projectifs PSp,,.(K); ic1encore, tout revient a distinguer les involutions
extrémales des involutions de seconde espéce, ce que se fait en examinant
les centralisateurs de ces involutions (cf. chap.I, §§13 et 14, et
J. DieuDpoNNE [7], p. 32—34).

§ 7. Automorphismes des groupes PU,(K,f), PUx(K,[) et PL,.(K,f).

Les mémes difficultés relatives aux involutions de deuxiéme espeéce
se présentent pour la détermination des automorphismes de PU,(K, f),
mais aggravées du fait que les méthodes du § 6 ne sont plus applicables
sans hypothése particuliére sur K ou /. Toutefors, ] WALTER [1] est
parvenu récemment a déterminer les automorphismes de PU, (K, f)
sous les seules hypothéses que I est un corps (commutatif ou non)
de caractéristique ==2, et ayant plus de 3 éléments, et que n = 5 ou
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n = 7; dans ces condhtions, fon! antomorphisme de PU (K, f) provient
par passage awn quolient d'wn awtomorphisme de U, (K, f) (ces aulo-
morphtsmes ont été déterminés au §4). Le pomt essentiel consiste &
distinguer les tnvolutions extrémales de PUL(K, /) des autres involutions
dc cc groupe, cela fatt, les méthodes du § 4 s’appliquent sans modification
substantielle. La méthode de J. WALTER cst un développement dc
celle de Rickart (§1), et repose en premier licu sur la considération
du nombre »(x) pour unc involution quelconque n de PU, (K, f). La
difficulté provient wct de ce que, st 'on a »(z) =4 pour les wvolutions
extrémales, et »(2t) > 4 pour les wmvolutions non extrémales quu pro-
viennent d'une involution u de U,(K, /), on peut ausst avowr »(u) = 4
pour certaincs nvolutions de seconde cspéce.  J. Warrtir considére
alors I'cnsemble A7 des involutions de PU,(K, f) pour lesquelles »(#) = 4;
pour tout systéme de trois wnvolutions distinctes #, v, w appartenant
4 M ct deux a deux permutables, soit w(#, 7, ) le nombre d’éléments
de ¢(c{u, v, w)) (la notation ¢(S) a le méme scns que dans le § 1, mais
dans le groupe PU, (K, f) considéré), enfin, soit w(it) le maximum de
w(u, v, w) lorsque ¥ et w varent en satisfaisant aux conditions pré-
cédentes. Grice a unc étude précise de l'ensemble A/ (basée sur les
résultats du chap. I, §§ 13 et 14), J. WaLTER parvient & montrer que
la relation w(#) =8 caractérise les tnvolutions cxtrémales parmi les
éléments de M, sauf pour n = 8 et © =12, cas qui peuvent étre traités
par des méthodes particulieres (loc. cit.).

Auparavant, les automorphismes des groupes PO, (/\, f) avaient ¢été
déterminés par J. DIEUDONNE ({7], p- 55—57) lorsque f cst unc forme
symétrique d’indice =1, mais n» pouvant cettc fors étrc un catier
quelconque = 3, et K un corps commutatif quelconque de caractéristique
=42, pour n impair, PO,(K, f) cst isomorphe a O, (K, f), et les auto-
morphismes ont été détcrnunés au § 5; pour % pair, la méthode consiste
a distinguer des involutions non extrémales les involutions extrémales
dont I'hyperplan contient des drottes isotropes, au moyen des propriétés
du centralisateur d’'une involution: cette distinction cst assez [acile,
cn considérant les deux premiers groupes des commutateurs de ces
centralisateurs, et en utiisant le fait que le carré de tout élément de
O0,.(K, /) appartient au groupe des commutateurs de ce groupc. Le
résultat final est encore que les automorphismes de PO,(K, /) sont
obtenus par passage au quotient a partir de ceux de 0, (X, /).

Les automorphismes des groupes PO, (K, f) ont ausst été déterminés
par une méthode analogue pour # = 6 ou #n pair et =10, lorsque / est
dindice =1 (J. DIEUDONNE [7], p. 57—60). Il s’agit encore de montrer
que le centralisateur d'une 2-involution % de PO, (K, /) telle que le
sous-espace propre de » de dimension # — 2 contienne des droites iso-

tropes, ne peut étre isomorphe au centralisateur d’une involution de
seconde espece. Cela se fait tci en considérant, dans ces deux groupes,
7*
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les systémes maximanx d'involutions permuiables, et en montrant quc
ces systémes n'ont pas méme nombre d’éléments dans les deux cas.
Dans les cas considérés, les automorpliusmes de POj (X, f) sont encore
obtenus par passage au quotient & partir d’automorphismes de O} (X, /)
(déterminés au § 5, moycnnant les mémes hypotheéses sur f).

La méme conclusion cst encore valable pour n = 4 et f d'indice =1
(sauf peut-étre lorsque K =F; et que / est d'indice 2), comme on lc
voit en raisonnant comme au § 3, et en tenant compte de la structure
particuli¢re des groupes 07 (X, f).

Pour n =8, il s¢ prodwt par contre des phénoménes tout i fait
exceptionnels. En effet, st f est d'indice 21 et s’il existe une base de £

x, x) = Y £% la (héoric de la «trialité»

i=
(cf. E. CArRTAN [2] et C. CHEVALLEY [1]) montre qu’il existe des auto-
morphismes de POJ (K, f) qui transforment les 2-involutions en in-
volutions de seconde espéce. Ce phénoméne nc peut par contre sc
produire s’il n’existe pas de base orthonormale pour /, et les automor-
phismes de PO{ (K, f) s'obtiennent dans ce cas par passage au quotient
a partir de ceux de Og (X, f) (J. DIEUDONNE (7], p. 60).

Il est vraisemblable qu'en combinant la méthode utilisée pour
distinguer les tnvolutions de seconde espéce des 2-involutions de
POMK, [), et celle qui permet de distinguer les involutions de type
(2, — 2) ou (n— 2,2) des autres involutions de Uj(X, ) (§5), on
obtiendrait la détermination des automorphismes de PU; (K, /) lorsque
/ est d’indice =1, J 41 et K un corps commutatif quelconque de
caractéristique =2, Cela n’a été fait jusqu'ict que pour les corps finis K ;
il est alors plus facile de distinguer les diverses involutions, en montrant
que leurs centralisateurs sont des groupes d’ordres différents. On prouve
ainsi que, pour tout corps fini K de caractéristique =2, et pour n = 3
et n =4, les automorphismes de PU;(K) s'obtiennent encore par
passage au quotient a partir d’automorphismes de Uj(K), sauf peut-étre
en ce qui concerne les groupes PUj; (F,) et PU; (F,) (J. DIEUDONNE [7],
p- 82—84). Les cas n= 2 et n =4, qui ne sont pas compris dans cet
énoncé, se raménent a4 la détermination des automorphismes d’'autres
groupes classiques finis, savoir ceux des groupes PSL,(K,) et ceux de
PQ.(K,, {) (I, corps des invariants de J dans K) (cf. § 8); les premuiers
sont déterminés au § 6, et les seconds ci-dessous.

On peut aussi déterminer les automorphismes de PU}(K) lorsque K
est un corps fint de caractérishique 2 et n = 3, sauf pour le groupe
PU3(F,) (J. DieuponnE [7], p.- 84—88). On distingue encore ici les
transvections unitaires des autres involutions par la considération des
ordres des centralisateurs; cela fait, & partir d’'un automorphisme ¢
de PU,(K), on obtient une application biunivoque p de l'’ensemble
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des droiles L.)UHU[ ¢S St é“lC, q‘lii transtorme deux aroites o
gonales en droitcs orthogonales. Il s’agit d’étendre  a Vensemble de
toutcs les droites de E, de fagon a pouvotr ensuite apphquer comme
d’ordinairc le th. fondamental dc la géométric projective; on utilise
pour cela des vanantes de la méthode des «couples minimaux» de
MACKEY, on prouve ainst cn premicer lieu que w peut étre étenduc en

o ots- Ve .M
1 =11

(1
’

’

P inniveogue de Ven comble des nlans non i1sotro
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sur lui-méme, puts que si deux tels plans P;, P, ont une droite communc,
il en est de méme de (1) et p(2,), et enfin que 'ensemble des plans
non isotropes contenant une méme droite D cst transformé par y cn
I'ensemble des plans non isotropes contenant unc méme droite (/).
Ici cncore, le cas 11 = 2 est ramené & la détermination des automorphismes
de PSLA[{U“ qm sont connus IS&R et 6).

Nous avons déja signalé qu’en général on nc connait pas les auto-
morphismes des groupes £,(X, f) lorsque K est infini (voir cependant
un cas particulier dans J. DIFUDON [9] P- 91-92). Par contre, on
peut détermincr les automorphismes des groupes PR, (K, f) lorsque K
est un corps fini de caractéristique #2. Les méthodes sont (pour
1 = 6et n = 8) de la méme nature que dans les cas traités préc¢demment,
en utilisant le fait qu’on sait tci, grace & la norme spinortelle (chap. 11,
§ 8), caractériser les involutions de O, qui appartiennent a 2, et d'autre
part que l'on peut distinguer les diverses wvolutions de £, en con-
sidérant les ordres de leurs centralisateurs. On aboutit ainst a la
conclusion que, dans les cas considérés, les automorphismes de P2, (K, f)
s'obtiennent a partir d’'un automorphisme de O, (X, f) (J. DIEUDONNE
[7], p- 61—-63). Pour n = 8, les automorphismes sont encore de ce type
si le discriminant de f n'est pas un carré; dans le cas contraire, ccs
automorphismes forment un sous-groupe distingué¢ d'indice 3 dans le
groupe de tous les automorphismes de PQ(K,[). Pour 3<n <5,
on peut ramener la détermination des automorphismes de PQ, (X, /)
a celles des automorphismes de groupes PSL, (/) ou PSp,(K) (cf. § 8)
qui ont déja été déterminés.

Enfin, pour » pair et =10, on peut déterminer les automorphismes
des groupes P2, (K, Q) lorsque K cst un corps fini de caractéristique 2.
Ici, on a Q,= PQ_, et 1l n'y a donc pas d’involutions de seconde
espéce; mais les transvections orthogonales n’appartiennent pas a £,,
et il faut donc étudier les 2-involutions. On constate qu’elles sont de
deux types distincts, 'un de ces types (le «type produit») étant formé
des involutions qui sont produits de deux transvections permutables;
ce sont ces derniéres que ['on caractérise, en utihsant encore la structure
du centralisateur d’une involution. Il faut ensuite distinguer, parmi
les couples (u,v) de 2-involutions de «type produit» qui sont per-
mutables, ceux qui sont «réguli¢érement permutables», c’est-a-dire
tels que les sous-espaces de dimension 2 de » et v aient une intersection
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de dimension 1, cela se fait en remarquant que ce cas ¢st caractirise
par le fait que lc produit uz n’est pas une 2-involution. Enfin, unc
variante du procédé des «couples mimmaux» permet de montrer u'un
automorphisme de PQ, (K, f) transforme la famille des 2-involutions
du «type produit» dont les sous-espaces de dimension 2 ont unc drotte
commune, cn unc famille du méme type; on peut alors apphquer le
th. fondamental de la géométrie projective, ct conclure que tout auto-
morphisme de Q,(K, Q) est de la forme u — gugt, ol g apparticnt a
[0,(K, Q) (J- DiIEupONNE (7], p.65-70). Les cas n=4 ct n=6
pcuvent encore étre ramenés a la détermination des automorphismes
de groupes de la forme PSL(K)), PUF(K, ou PSL,K)), K, ¢tant
un corps fim de caractéristique 2 (cf. §8), et ces automorphismes ont
¢té déterminés plus haut, on ne connait pas par contre les automor-
phismes des groupes PQ,(X, Q).

§ 8. Isomorphismes des groupes classiques.

Un groupe classique G(xn, K, /) dépend d’un corps K, d'un entier n
(dimension de l'espace ou opérc lc groupe) et éventuellement d’unc
forme sesquilinéaire / (ou d’une forme quadratique Q) d'indice donné.
nous dirons qu'un isomorphisme de G(rn, K, /) sur G'(n’, I{’, f') est
générique s1 sa définition ne fait pas intervenr la structure particuhére
du corps X (sinon, éventuellement, le fait que K est commutatif), ct
si par suite pour n'importe quel corps KX (éventuellement commutatif)
on obtient un isomorphisme des groupes correspondants (X’ dépendant
naturcllement de X). Dans les autres cas, nous dirons qu'il s'agit
d’isomorphismes excepironnels.

Nous avons déja rencontré des tsomorphismes génériques, savotr

PVicamnmrenhioma Aa Ch LI enr CF (7N our fAant ~AAarnc nmmu Fasrf
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et isomorphisme de U3 (X, f) sur SLy(I,) lorsque K est commutatif,
J =1 et f d’'indice 1, K, étant le corps des invariants de J (chap. II,
§§4 ct 5). Tous les autres isomorphismes génériques connus (dont
nous avons rencontré certains lors de 'étude des groupes O, et O, au
chap. II, §9) peuvent étre rattachés a un seul d'entre eux, suivant
une méthode développée systématiquement par B. L. VaN DERr

LAV 9 AN AN A

WAERDEN [1], p. 18— ’78

Le point de départ de cette méthode cst le sutvant: K étant d’abord
supposé de caractéristique =|=H, soit ' l'espace K', E l'espacc des bi-
vecleurs sur FF, qui est de dumension 6; si (g;); ;<4 €St une base de I,
les ¢; A ¢, (1 < 7) forment une base de £, et le produit extérieur de deux
bivecteurs x, y peut s’écrire x A ¥y = [(x, ¥) ¢, A ey A e A &g, 0U le scalaire
/(x, y) est une forme bilinéaire symétrique sur E, non dégénérée et
d'indice 3. La relation f(x, x) = 0 signifie que x est un bivecteur dé-
composable (correspondant a un sous-espace de dimension 2 de F);

on peut donc tdentifier la grassmannienne G,(F) a 'ensemble des points
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de P(F) défins par Viquation f(x, x) = 0 («quadrique» dans un ¢s
de dumension 5)  Cela ¢tant, sotl v une application sc-hoéaire de F
sur lu-méme, v la puissance extéricure seconde ©'? de », autrement
dit  Tapplication  semu-lincaire de £ suc lui-méme  telle  que
u(s A ) = v(s) A e(f) pour deux vecteurs s, £ quelconques. Tl est immédiat
que Pon o f(ie(x), u(v)) = (detw) (f(x, ¥))?, si o est antomorphisme
de @, autrement dit, i« est une sems-similitude pour la forme f Récproque-
ment, st z# est une telle semi-simihitude, Vapplication projective corres-
pondante # transforme G () en lui-méme, comme deux éléments
«adjacents» de G(I7) (au sens du chap. 11, § 2) sont des éléments tels
que la drotte qut les joint dans P(£) sott contenue dans G (I7), 7 et u—!
transforment deux éléments adjacents en ¢iéments adjacents. On peut
par sutte appliquer le th. de Citow (chap. II1, §2) st © n’échange pas
cantre elles les deux classes de plans Ny (E), N3 (E) de la quadnque
(-(F), i1 y a unc application scmt-hnéaire v de /~ telle que v u-t lasse
mvanants tous les pownts de (%), et par suite soit unc homothétic,
En d’autres termes, on a nw = g - v®), ol w € K*; cn outre, la relation
¢ =g o) implique, comme on le vénfie sans peine, que
mo=Av et u= 2% (A€ K*). Si au contrairc x échange catre elles
N3(E) et N3(E), u cst produt de la prussance extéricure seconde d’une
apphcation semi-hnéatre de / sur I'* (autrement dit, unc corrélation
de F), ct de l'apphcation canonique (définic a un facteur prés) de
I'espace des bivecteurs sur I'* sur 'cspace des bivecteurs sur /<. Lorsque
¢ est linéaire, « est une simalitude dirvecte pour la forme f, ¢t véciproque-
ment; on voit donc que 'on a délinn un homomorphisme (u, v) - o 214®
du prodmt K* x GL,(K) sur le groupe GO4 (K, f) des stomihitudes directes
relatives 4 la forme /, le noyau de cet homomorphisme étant le sous-
groupe formé des éiéments (A%, 2-') ol A € A'*; ecn outre, lc muiti-
phicateur de po® est p?>det(v). Par ailleurs, foute forme Dilinéawre
svmétrique non dégénérée sur E, d'indice 3, cst équivalente & la forme f
(chap. I, §11), ct on a donc obtenu asi un isomorphisme générique
pour les groupes orthogonaux relatifs a de telles formes.

A partir de 13, la methode de VAN DER WAERDEN s’appute sur les
es: 1° si for
un espace E de dimension » sur K, H un hyperplan
E [ la restriction de /3 H alorsle ercune IS /O A

L vll \.I.\u, Clll.,(l-u Jl\;slullllbull_‘l\l\’!l}
st le sous-groupe de 05 (X, f), ou de GO, (K, /), qu laisse tnvariante une
forme linéaire u telle que u(x) = O soit une équation de H; 2° s1 I,

est un sous-corps de K tel que [K K 1] = 2, et ¢ I'automorphisme de
I(_' sur K distinct de I'identité, le groupe GO /) est le sous-groupe

2 Ak 232 it A TR PN ot 20 2V S

e GO (K, [) formé des transform'ltlons qui permutent avec la semi-
mvolutnon (&) — (&) de T'O (K, [) (les & étant les coordonnées d’un

\2z/

point de E par rapport a une base quelconquc). Or, toute fozme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur E devient une lorme d'indice

)

act 219 -\n ria I 1.-«.\ irc
CoOL ulic Hic gtiitiicatili o Dylllbl.l.lklub
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maximum en remplagant le corps K par unc cxtension de K obtenue
par un certain nombre d’cxtensions guadratiques successives. On vout
amsi que pour chaque groupc O ol n =6, on peut obtenir un iso-
morphisme canonique, cn fradussant les conditions précédentes en
conditions portant sur le groupe quotient de K* x GL,(K) isomorphe
a GOY(K, f) dans l'isomorplusme décrit ci-dessus (pour / d’indice '3).

’

L R AL Lo -0 -~ n e

On obtient ainsi 18 isomorphismes génér 1‘ ues de groupes O, pouu
3 < n < 6, énumérés partiellement par B. L. VAN DER WAERDEN ((1],
p. 18—28, ou l'on trouvera une bibliographie des travaux anténeurs
sur cette question) et complétement dans J. DiEuDONNE ([14),
p. 200—225); cette méthode condwit entre autres a utiliser le procédé
général décrit au chap. I, §15. Nous ne reviendrons pas sur les 1so-

..... Ao Aa
U!Ull.llllblllb: aes groupes 05 et OI, décnits au h?-.p 11, R_ Q nous ngus

bornerons ic1 4 indiquer les lsomorphlsmes génériques que lon obtient
pondant 4 une forme d’indice =1 et aux dimensions 5 et 6):

I. n=6. Sila forme symétnique f est d'indice 3, le groupe simple
PQ(K, f) est isomorphe au groupe simple PSL (X).

Si f est dindice 2, PQJ(K,[) est isomorphe an groupe sin

~t W VIV . i - a L L e S A &L s
! 61

PU(K(Y— 4),g), ou A est le discriminant de {, et g une forme

hermitienne d'indice 2

ll\v damavaaray vivev vy L,

Si f est d’indice 1 et si — A est un carré, PQ (K, f) est isomorphc au
groupe simple PSL,(K,), ou K, est un corps de quaternions généralisés
sur K. .

Sif est d’indice 1 et si — 4 n’est pas un carré, PQy(K, f) est isomorphe
au groupe 1oL, )/W (notations du chap. II, § 4), ol L est un corps
de quatermons généralisés sur le corps K(y= 4), et g une forme
hermitienne (ou antihermitienne) &'indice 1, relative a une involution
J de deuxiéme espéce, qui sur K(J—A) coinade avec I'automorphisme
de ce corps sur K distinct de l'identité.

II. » = 5. Sila forme f est d'indice 2, le groupe simple P (K, /)
est isomorphe au groupe symplectique PSp,(K).

Si f est d'indice 1, le groupe simple PQ,(K, f) est isomorphe au
groupe T,(L, g)/W, (notations du chap. II, §4), o L est un corps de
quaternions généralisés sur K, g une forme antihermitienne d'indice 1,
relative a l'unique involution J de L pour laquelle I'ensemble des
éléments invariants est le centre K.

Certains de ces résultats peuvent s’obtenir, comme pour les di-
mensions 3 et 4, par la considération de I'algébre de CLIFFORD (M. EfCH-
LER [2], p. 33—35, et C. CHEVALLEY [1], p 102—105).

Mentionnons ausst parmi les isomorphismes obtenus par ces méthodes
(et non signalé au chap. II, § 9) l''somorphisme entre le groupe ortho-
gonal O3(K, /). ou [ est d’indice 0, et le quotient par le groupe des
homothéties d’un groupe de similitudes unitaires directes GU3 (K|, g),
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ou K, cst une cxtension quadratique de A, ¢ unc forme hermiticnne
d’indice O sur A

Lorsque K est de caractéristique 2, on obtient encorc comnme ci-
dessus un homomorphisme de K* x GL,(K) sur un groupe GO§(X, Q),
ou @ est unc forme quadratique non défcctive et d'indice 3 (chap I,
§ 16). Partant dc la, la méthode de Van prr WakrbreN donne cncorc

le méme isomorphisme générique pour P (K, Q) lorsque @ est
d’indice 2 (4 désignant cette fois le pscudo-discrimmant de Q chap IL,
§ 10)), les cas ol 11 = 6 et o Q cst d'indice <2 n’ont pas été examindés.
Rappelons pour mémorire les isomorphismes génériques des groupes
024K, Q) étudiés au chap. II, § 10 (sculs les cas n =6 ct n =4 sont

1c1 & considérer).
En considérant d'autr

A Sua

K,[)({d’indice3),onobtien tparlamé ncthodcdcs1somorph:smesdc
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\terr
corps, J l'unique involution de L dont lcnscmblc des invariants
est le centre de L, on montre par cxemple (avec les notations du chap. 11,

§4) que, st g est une formc antihermitienne d'endice 1 sur E = L3,
lc groupe 715(L, g)/W; est i1somorphe au groupc simple PU}(K, /),

ou K est une extension quadratique du centrc de L, contenue dans L,
et / une forme antihermitienne d'indice 1 sur K* (J. DIEUDONNE [17]).
C’est aussi par cette méthode que 'on peut montrer que le groupe
To(L, g) (¢ forme antihermitienne d'indice 1 pour J) n'est pas le groupe
des commutateurs de U,(L, g), et qu'en fait le groupe U,/T, pcut
contenir un groupe simple comme facteur d'une suite de composition
(loc. cat.).

A coté des 1somorphismes génériques dont nous venons de parler,
on connait un certain nombre d'isomorphismes exceptionnels entre les
groupes fints des types PSL(K), PSp,n(K), PUL(K, f), auxquels 1l
convient ic1 de joindre les groupes symétriqgues S, et les groupes alternés
A,. Ces 1somorphismes, qui ont été découverts par C. JoRDAN [1] et
L. Dickson [1], sont les suivants.

1) le groupe PSL,(F,) est isomorphe au groupe symétrique S,;

2) le groupe PSL,(F,) est isomorphe au groupe alterné ,;

3) les groupes PSL,(F,) et PSL,(F;) sont tous deux isomorphes au
groupe alterné QA ;

4) les groupes PSL,(F,) et PSL,(F,) sont des groupes simples iso-
morphes d’ordre 168;

5) le groupe PSL,(F,) est isomorphe au groupe alterné 2g;

6) le groupe PSL,(F,) est isomorphe au groupe alterné 2(g;

7) le groupe symplectique PSp,(F,) est i1somorphe au groupe
symétrique Sg;

8) les groupes PSp,(F,;) et PUF(F,) sont des groupes simples 1so-
morphes d’ordre 25920.

05 (
el
t
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par les auteurs précités
isomorphismes précédents consistent 4 former pour les groupes fnns
considérés, des systémes de générateurs liés par certaines relations, et
a constater qu’en choisissant convenablement ces générateurs, ils sont
en nombre égal et satisfont aux mémes relations dans les groupes dont
on veut démontrer l'isomorplie. On peut obtenir ces isomorphismes
exceptionnels par d'autres méthodes, qui tienner

¢
de 1'origine géométrique des groupes envisagés (J Diruponxg 18],
W L. Ence [1, 2, 3)).

compte davanta oo
Wit \_I,l.l.le-llLLh

§ 9. Isomorphismes des groupes classiques (suite).

Les résultats du §8 conduisent naturellement a se decmander s'1l
existc des isomorphismes (génériques ou exceptionnels) entre les groupes
classiques, autres que ceux décrits dans ce paragraphe. Cctte question
n’est pas encore résolue de fagon définitive; nous allons indiquer les
principaux résultats obtenus jusqu’ici.

En premier lieu, les groupes PSL,(K) et PSL,(K') (n 22, m = 2)
ne peuvent étve isomorphes que st 1= m, d l'exception des deux groupes
PSLy(F,) et PSLy(F,); en outre, powr n=m >2, K et K' dosvent Eire
isomorphes ou antizsomorphes. Il en est de méme pour m=m =2,
lorsque K et K' sont commutatifs, da l'exceptron du cas K =F,, K’ =F;.

Ce résultat a été acquis en plusieurs étapes. Il a d’abord été démontré

par O SCHREIER et B. L. Van DER WAERDEN (1] lorsque K et K’
sont commutatifs, puis par J. DIEUDONNE ([7], p. 22—25 et [6], p. 91-94)
lorsque K et K’ sont quelconques, avec un certain nombre de cas laissés
ouverts; ces derniers ont été traités par L. K. Hua et C. H. Wax [1].

On peut distinguer deux cas, suivant que K et K’ sont tous deux
finis, ou tous deux infinis. Dans le premier cas, la méthode de SCHREIER
el VAN DER WAERDEN consiste a montrer que, pour »n = 3, les trans-
vections sont les éléments de PSL,(K) distincts de 1'élément neutre,
dont le centralisateur est d'ordre maximum. Pour n =3 et m = 3,
la méthode esquissée dansle § 1 pour la détermination des automorphismes
de GL,(K) permet alors de montrer qu'un 1somorphisme de PSL (K)
sur PSL, (K') détermine une application semi-linéaire de K» sur K'™
(ou sur le dual de ce dernier espace) d'oui la conclusion. Reste 4 examiner
le cas ol I'un des entiers 7, m est égal a4 2; on utilise alors le fait que

dans PSL,(K) (K fini) le centralisateur de tout élément distinct de
I'élément neutre est résoluble, et on achéve le raisonnement par la
considération des ordres des groupes finis qui interviennent.

Lorsque K et K’ sont tous deux infinis, la méthode qui s’applique
au cas le plus général repose sur I'étude des involutions des groupes
considérés. Tout d’abord, K et K’ doivent tous deux étre de caracte-
ristique =2 ou tous deux de caractéristique 2; cela résulte du fait que
st K est de caractéristique 2, 1l existe dans PSL,(K) des systémes
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que XX ct K’ sont tous deux de caracténstique +2, on montre que 1'on
a nécessairecment =z = n cn considérant les nombres d’éléments dans
les systémes maximmaux d'involutions permutables ¢t conjngudes de
PSL,(K); pour les petites valeurs cde m et 1, 1l faul des raisonnements
complémentaires pour exclure les cas que la méthode précédente ne
permet pas de traiter; le plus difficile, élucid¢ par Hua et WaAN (loc. cit))
cst celui ol . = 2, m = 3. Unc fois établic I'égalité m = », les méthodes
du § 6 s’appliquent pour prouver que K ct K’ sont i1somorphes ou anti-
1somorphes, lorsque m =n > 2.

St K et K’ sont de caractéristique 2, ¢t si # = 6, les transvections
de PSL,(K) sont déterminées par une propriété indépendante de »
(§§ 1 et 6), tout 1somorphisme de PSL,(K) sur I’SL,,(K'), pour 1 =6
ct m = 6, doit donc transformer les transvections en transvections,
d’ou aisément le résultat. Si 'un des nombres m, n est <6, 1l faut
encorc des raisonnements complémentaires; les cas les plus difficiles,
correspondant aux couples (2, 3) ct (4, 5), ont été traités par Hua et
WaN (loc. cit.).

O. ScHREIER et B L. Vaxy DErR WAERDEN |]] ont anssi démontr¢
qu'aucin groupe PSL,(K) ne peut étre isomorphe a@ un groupe alterné 2,
en dehors des cas menbionnes an §8; leur méthode consiste & procéder
par récurrence sur x, en utilisant le fait que les centralisateurs ces
éléments de PSL,(K) (K fini) ont des suites de JownaN-HJrLprr dang
lesquelles les facteurs simples sont isomorphes i des groupes PPSL, (L")
avec I < n.

En ce qui concernc les groupes symplectiques, on peut montrer
que les groupes PSp,,, (K) ef PSp,, (K') ne peuvent éire isomorphes que
stm=mnet st K et K' sont isomorphes, exception farle du cas m =n =2,
K=F, K =F, (]. DictpoNNE [7], p.39—41). ILa méthode est
analogue aux précédentes, en considérant les centralisatcurs des m-
volutions dans les groupes considérés.

D’autre part, pour m > 1, aucun groupe PSp,,(K) ne peut étre iso0-
morphe 4 un groupe de la forme PSL,(K'), ou K’ est commutatif, ni a
un groupe alterné A, (J. DIEUDONNE [7], p. 41—43); les méthodes sont
encore similaires, en procédant par récurrence sur m

Les isomorphismes possibles entre un groupe classique de la forme
PQLK, [) ou PU(K, ) (X commutatif) et un autre groupe classique
n’ont pas été déterminés en général. On peut toutelois faire cette étude
lorsque K est fen2, en utilisant les résultats précédents, et des méthodes
de méme type (reposant essentiellement sur I'étude des centralisateurs
des involutions), on arnve finalement a la conclusion qu’en dehors
des isomorphismes (généniques ow exceptionuels) décrits au §8, il n'y
a aucun aulre 1somorphisme enlre deux groupes finis quelcongques de U'un
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des types PSL(K), PSpou(K), P2(K,[), PUJ(K), S, ou 2, (]. DIEU-
DONNE [7], p. 71—=75 et 89-92). On en conclut aussi qu’il ne peut
y avoir d’autres isomorphismes générigques que ceux énumérés au §8
pour les groupes de la forme PQ, (K, f) ou l'indice de / est = [(n — 2)/2],
ou PU,(K, f) ou l'indice de f est [#/2]: un tel isomorphisme se sp¢-
cialiserait en effet en un isomorphisme de groupes finis de ces types

en prenant pour K un corps fini quelconque.

Table des Notations.
A) Notations employées dans tout le fascicule.

£ (&£ € K, 6 automorphisme de I ou isomorphisme de I¢ sur K’), A% (matrice (a7))
si A est la matrice (a;5)).
K (corps opposé au corps i), J (isomorphisme de I¢ sur &), &7 (& € K), AV (matrice

(aJ) si A = (o;5)).
ot = (go)T, £aJ = (5")" EJo = (51)0
{#', x) = x'(#) (» élément de I'espace vectoriel E, ' éiément du dual E*).
Y, % = lu-! (u application semi-linéaire). chap I, § 6
{4 (matrice (a;;) transposée de la matrice 4 = (ay;)).
H(*, ¥), } (forme sesquilinéaire): chap I, §35
V® (sous-espace orthogonal 4 V) chap.1, §7
v (indice de la forme f, aux chap. I—II). chap I, § 7.
M(f) (groupe des multiplicateurs de la forme f)- chap. I, § 9.
FL(K), GL,(K), Hy,, Z,;: chap 1, §1
hy (homothétlc de rapport o«): chap I, § 1.
u (u collinéation)' chap. I, § 1.
P(E), Pp_,(K) chap. 1, §1.
PI'L,(K), PGL,(K) chap.I, §1.
SLp(K), PSLn(K). chap II, §1.
TULK, f), GUn(K. ), Un(K. ). Un(K, A), Up(K) chap.1, §9
GUL (K, f) chap.1I, §13.
Ui(K, f): chap II, §5.
Tn(K, f), Wy: chap. 11, § 4
PIUWK, ), PGUy(K, f), PUy(K, f): chap 1, §9.
PUNK, f): chap. II, §5
I'Spp(K), GSpp(K), Spa(K): chap. 1, §9.
PI'Spu(K), PGSpy(K), PSpp(K): chap I, §9.
[0, (K, 11, GOn(IE, f), On(XC, f). chap 1, §9

<L
On(K. f)., Qn(K, f): chap. IL § 6.

On(K, f): chap 11, § 7.
PIOy(K, f), PGOy(X, f), POy(K, f) chap.I, §9.
POX(K, f), PQu(K, f): chap II, §6.
Q(x), Q (forme quadratique sur un corps de caractéristique 2): chap. I, § 16
IOy (K, Q), GOx(K, Q). Op(K, Q) chap I, §16.
PIo, (K, Q). PGOy(K, Q), POy(K, Q). chap. I, § 16.
OL(K, Q), On(K, Q). Qu(K, Q): chap. II, § 10 et § 11
Fg: corps fini & g éléments, Q- corps des nombres rationnels; R: corps des
nombres réels

B) Notations spéciales d certarnes parties.,

U+, U- (sous-espaces propres d'une involution): chap. I, §§ 3, 4, 14, 15.
B;;(A) (matrices de transvections): chap II, §§1 et 2
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chap 11, §7.

C(Q), CHQ), sy, $(0): chap 1I, §10.

Gy(E), 1y @, chap III, §2.

Ny(E) chap. I, § 3; NF(£), Ny(/Z): chap TII, §4
c(S), r(1ie, v), v(u): chap. 1V, § 1

C) Notations de L. E. Dickson [1] et de B. L.

. .
Table des Notations.
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VAN DER WAERDEN [1].

Dickson VAN DER WAERDEN DiruponnNg
GL(n, I) GLu(K)
SL(n, K) SLu(I0)
PGL(n, K) PGL,(K)
PSL(n, R) PSLy(K)
GFlg) GFl(g) F,
GLH(n, q) GL(n, q) GLy(F)
SLH(n, q) SlL(n, q) SLp(Fy)
PGL(n, q) PGLy(Fy)
LE(n, q) PSL(n, q) PSLy(Fy)
C(2m, K) Spam(K)
PC(Zm, K) PSpom(IC)
SA(2m, q) C(2m, q) Spem(Fq)
A@2m, q) PC(2m, q) PSpom(Fy)
U, P, ), Un, K) Un(K, /)
SU(n, P, K), SU(n, K) UK, {)
PSU(n, P, K), PSU(n, K) | PUJ(K, f)

HO(n, q)
HA (21, q)

FO(u, q)

(f étant supposée admettre une base orthonormale,
P est le corps des invariants de J, KX étant suppos¢

commutatif)
H(2m, P, )
SH(2m, P, K)
PSH(2m, P, K)
(f étant supposée d’indice
U(n, q)
SU(n, q)
PSU(n, q)

Ol K O
W\TE, Ay, )

Uan(K, f)

Uzn(K, f)

PUL(K, f)
m)

Uy (Fy)

Uy (Fy)

PU7(Fy)

PU3u(Fy)

NH K A
Unptst, j)

(K de caractéristique ==2, Q(*) = f(», 7))

PO(n, I, Q)

| POJ(K, 1)

(K de caractéristique =2, Q(») = f(x, x))

0,(n, K)
PO,(n, K)

(K de caractéristique == 2,

orthonormale)
Op(n, q)

O (K, f)
POJ(K, )
} forme admettant une base

(g non divisible par 2, D discriminant de f)

oY SUEEY
VDN, )

I A i n
| Sénifq. J)

(7 non divisible par 2, D discriminant de f)

POi(n, q)

| PQy(Fy. /)

(f de discriminant carré dans F,)
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DicksoN VAN DER WAERDEN i DIEUDONNE
SO(m, q) PO(n, q) | PQu(F,, 1)
(/ de discriminant » non carr¢ dans Fy)
O(n, K, Q) | On(H, Q)
(K de caractéristique 2 ct parfait)
Ji(2m, K) | O3l Q)

(/£ dc caractéristique 2 ct parfait, A* pscudo-discri-
minant de Q)

FH(2m, q) Jo(2m, q) I sz(Fq» )
(Q d’indice m)
SH(2m, q) Ja(2m, q) Qom(Fq. Q)

(2 &= 0, Q d’indice m —1)

Signalons aussi, chez divers auteurs, la notation SO(n, K. Q) pour O}(K, )
(avec Q(x) = f(», x)), abrégéc en SO(xn, K) lorsque f admet nnc base orthonormale

Index des définitions et des principaux théorémes.

Adjacentes (variétés —): chap III, §§2 et 4
Algébre de CLiFrForD: chap II, §§7 et 10.
Anisotrope (forme —, sous-espace —): chap 1, §7
Antiautomorphisme: chap I, §5.
Antihermitienne (forme —): chap. I, § 6.
Antisymétrique (élément —, forme —). chap. I, §6

Base orthogonale, — orthonormale, — symplectique chap. 1, §8

Collinéation: chap. 1, §1, — projective: chap T, § 1, — permutant projective-
ment avec une collinéation: chap. I, §4; — permutant projectivement avec
une corrélation: chap 1, §9

Corrélation: chap 1, §5, — permutant projectivement avec une corrélation:
chap. I, § IS

Couple minimal: chap. IV, § 1.

Critéres de simplicité: chap II, §§ 2, 4, 9, 10, 11, 12

Défaut d’'une forme quadratique: chap. I, § 16.

Défective (forme quadratique —): chap. I, § 16.

Déterminant (sur un corps non commutatif). chap. 11, § 1

Dilatation: chap. I, § 2.

Discriminant: chap I, § 5.

Ecart de deux variétés: chap. I11, § 2

Elément de degré pair (— de degré impair): chap. II, §§ 7 et 10

Elliptique (plan —, transformation —): chap II, §§ 6, 9 et 10.

Equivalentes (formes —)- chap. I, §§ 8 et 16.

Extrémale (involution —) chap. IV, §1.

Groupe des rotations: chap. II, §§6 et 10; — linéairc g¢néral- chap I, §1,
— linéaire spécial: chap 1I, § 1; — orthogonal. chap 1, §§ 9 et 16, — projectif
général: chap.I, §1; — projectif spécial (ou unimodulaire): chap II, §2,
— symplectique- chap. I, §9; — unimodulaire: chap. IT, §1, — unitaire
chap. I, §9.

Hermitienne (forme —): chap. I, § 6.

Homothétie: chap I, § 1, — centrale: chap I, § 1

Hyperbolique (plan —, transformation —): cl

Indice d’une forme: chap. I, §§ 7 et 16.

Invariant de Dickson: chap. II, § 10.

Involution dansun corps:chap. I, §6; — -——de premiére (scconde) espece: chap 11, §5.
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Involution dans G/ () chap 1, §3; — de Lype (p
volution). chap 1, § 3, p-involution chap I

Isotropc (vectcur —, sous-cspace —): chap I, §7; (variété —)- chap. 111, §3.

Loi @'inertie chap. I, § 8.

Matrice d'nne application semi-linéaire: chap. I, § 1, — d’unc forme sesquilinéaire:
chap I, §3.

Multiplicateur d'unc semi-similitude: chap T, §9

Non dégénérée (forme sesquilinéaire —). chap. 1, § 5, (forme 1éflexive — associce
a une forme dégénérée): chap. 1, §6; (forme quadratique —) chap 1, §16.

Norme spinoriclle” chap 11, §§ 7 et 10.

Orthogonal (sous-cspace — a un sous-espace): chap I, § 7.

Orthogonale (transformation —)- chap. I, §§ 9 ct 16.

Orthogonaux (vecteurs —): chap I, § 6.

Pseudo-discriminant chap [I, § 10.

Quadratique (forme —): chap. I, § 16

Quasi-symétric chap I, §12

Rang d’unc application semi-linéairc’ chap I, § 1, — d'unc forme sesquilinéaire.
chap. I, § 5, — d’une forme quadiatiquc: chap I, § 16.

Réflexive (forme sesquilinéaire —) chap. 1, § 6.

Renversement chap TI, §6

Retournement chap. 11, §6

Rotation: chap 11, §§ 6 ct 10.

Semi-involution. chap. 1, § 3

Semi-linéaire (application —) chap I, § L.

Semi-similitude orthogonale chap I, §§9 ct 16, — symplectique. chap I, §9,

{
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— unitaire. chap. 1, §9

Semi-singulier (vecteur —) chap II, § 11

Sesquilinéaire (forme —) chap I, §5

Signature chap 1, §8

Similitude orthogonale' chap I, §§ 9 et 16, — symplectique: chap I, §9, -— um-
taire chap I, §9

Similitude directe” chap 11, § 13.

Singulier (vectcur —, sous-espace —). chap. I, § 16

Sous-espaces propres d'unc involution: chap. 1, § 3

Symétrie chap. I, § 12.

Symétrique (élément —, fornie —)- chap. I, § 6.

Théoréme de WitT chap. I, §§ 11 et 16.

Théoréme fondamental de la géométrie projective chap III, §1.

Totalement isotrope (sous-espace —): chap. I, § 7.

Tracique (forme hermitienne —) chap. I, § 10.

Transport d'une forme sesquilinéaire chap I, §8

Transvection. chap. I, § 2, (droite d’'une —, hyperplan d’une —): chap. I, § 2.

Unitaire (transformation —): chap I, § 9.
nitaire ( J:chap 1, §
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