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INTRODUCTION 

Soit K un corps complet pour une valeur absolue non-archimé-
dienne. Une fonction f : K n • K est dite holomorphe en 
0_ = (0, 0 , ... , 0 ) ç K n si f coïncide avec une série convergente 

^ al a n n 
a z„ ... z sur un voisinage de O É K a.., a 0, ..., a >0 a . , a l n 1 2 n 1 n 

Cette définition évidente donne une théorie locale des fonctions ho -
lomorphes (ou germes de fonctions holomorphes) qui est essentiellement analogue à la théorie des germes de fonctions holomorphes 
complexes. La théorie en est bien connue (S. S. Abhyankar, Analytic 
geometry [1] ; H. Grauert et R. Remmert, Analytische Stellenalge-
bren [24]) et ne donne pas de surprises (sauf peut-être en caracté
ristique positive) . 

En revanche la définition de fonction holomorphe sur un ouvert U 
de K n (par exemple) n'est pas évidente. Les fonctions continues sur 
U et holomorphes en chaque point de U forment une algèbre de 
fonctions trop grande : en effet, les fonctions caractéristiques conti
nues appartiennent à cette algèbre ( K est totalement discontinu) . 
C'est M. Krasner [33] qui a le premier donné une définition des fonc
tions analytiques à une variable. Mais les bases d'une théorie des es
paces analytiques sont dues à J. Tate (Rigid analytic spaces, I.H.E.S. 
1962, private notes reproduced with (out) the permission of the author, 
officiellement publié aux Inventiones Mathematicae en 1971 [59]). 
Cette notion permet de munir (canoniquement) toute variété algébrique 
d'une structure d'espace analytique et comme première application de 
donner une représentation analytique des courbes elliptiques à réduc
tion multiplicative sur le corps résiduel de K . Cette courbe est 
maintenant appelée courbe de Tate. Les bases de la théorie ont été 
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ensuite complétées et améliorées par de nombreux mathématiciens, 
entre autres, H. Grauert, R. Remmert, R. Kiehl, L. Gerritzen, 
M. Raynaud. 

Par la suite, D. Mumford [40], donna une construction "analytique" 
des courbes de genre supérieur à 1 avec réduction dégénérée, ainsi 
que des variétés abéliennes avec réduction multiplicative. Ici le mot 
"analytique" signifie schéma formel sur un anneau local complet (en 
particulier un anneau de valuation discrète, complet) .. Cette voie don
na de nombreux développements dans le cadre de la géométrie analy
tique rigide : M. Raynaud (non publié ! ) , Y. Manin et V. Drinfeld, 
L. Gerritzen, S. Bosch. Dans [21] (L. Gerritzen et M. van der Put, 
Schottky groups and Mumford curves) on trouve un exposé (détaillé) 
des constructions analytiques des courbes à réduction dégénérée et de 
leurs jacobiennes. 

Le présent travail rédigé en commun a pour origine un cours de 
troisième cycle enseigné durant l'année 1979-1980 par M. van der Put. 
Cet exposé vise à donner les bases de la géométrie analytique rigide 
(chapitres I, II, III) et quelques exemples d'applications (chapitres IV, 
V, VI) . Les démonstrations concernant la géométrie analytique sont 
presque toujours complètes ; en revanche plusieurs résultats de géo
métrie algébrique ont été admis. Donnons maintenant un résumé des 
divers chapitres. 

Le chapitre I est l'étude de la droite projective IP"̂ (k) comme es
pace analytique ou encore l'étude des fonctions holomorphes à une 
variable. On profite de ce chapitre pour définir la topologie de 
Grothendieck, la notion de faisceau et la cohomologie d'un recouvre
ment relativement à un faisceau. On donne plusieurs exemples de fais-
ceaux sur IP : le faisceau & des fonctions holomorphes, (9 des 
fonctions inversibles, 73\ des fonctions méromorphes, A le faisceau 
constant, & le faisceau des fonctions de norme majorée par 1 ... . 
On définit la cohomologie d'un sous-espace analytique relativement à 
un faisceau. Plusieurs calculs sont effectués pour les faisceaux 
<&• , , 7ï( et aussi pour les faisceaux iKv (diviseurs) et P (partie 
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principale) ; certains généralisent des résultats de M. Lazard [35] , 
d'autres sont en relation avec des résultats de Drinfeld [10] . 
Plusieurs résultats de la fin de ce chapitre sont originaux soit par leur 
contenu, soit par leur formulation. 

Le but du chapitre II est de déterminer les propriétés des algèbres 
affinoi'des qui permettront de définir les espaces analytiques. Ce 
chapitre met en place l'équivalent du matériel de l'algèbre commutative 
pour les variétés algébriques. Un des résultats fondamentaux est le 
théorème de préparation de Weierstrass qui montre que l'algèbre af-
finoïde de Tate T se comporte comme l'anneau k[X. , , ... , X 1 . 

n ^ L 1 2 n J 

L'aspect analytique des algèbres affinoi'des est assez bien déterminé 
par les propriétés de la (semi-) norme. Un théorème sur les exten
sions entières d'algèbres affinoi'des est démontré il sera utile pour 
l'étude de la réduction des espaces analytiques. Enfin le module des 
différentielles d'une algèbre affinoi'de est introduit ainsi que certaines 
de ses propriétés. 

L'objet du chapitre III est de définir la notion d'espace analytique 
et d'étudier quelques faisceaux. On détermine les espaces analytiques 
par "recollement" d'espaces analytiques affinoi'des. L'espace topolo
gique sous-jacent d'un espace affinoi'de est le spectre d'une algèbre 
affinoi'de, les parties admissibles (pour la topologie de Grothendieck) 
sont les sous-ensembles rationnels définis par un nombre fini "d'iné
galités". La cohomologie du faisceau structural est donnée par le 
théorème de Tate qui dit que tout recouvrement d'un espace affinoi'de 
est acyclique. On montre ensuite qu'une variété algébrique (séparée et 
de type fini) est canoniquement munie d'une structure d'espace analy
tique ; en particulier les variétés projectives sont un recollement fini 
d'espaces affinoïdes. On montre ensuite qu'un fais ceau sur un espace 
analytique peut se définir par recollement de faisceaux sur le recouvre -
ment par des affinoi'des. On définit ainsi le faisceau des différentielles. 
Un exemple important est celui de faisceau cohérent, on montre qu'un 
faisceau cohérent sur un espace affinoi'de est défini par tensorisation 
à partir de sa section sur l'affinoi'de tout entier (comme dans le cas 
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algébrique) . Comme première application on montre que le (pré - ) fais
ceau des fonctions méromorphes est un faisceau. Enfin on étudie les 
faisceaux localement libres de rang n , on montre le lien avec le pre
mier groupe de cohomologie du faisceau Gl^ des matrices inversibles. 
Plus précisément dans le cas d'un espace affinoïde connexe et régulier 
on démontre l'équivalence entre la trivialité de Cl (&(X)) (classes 

1 x 
d'isomorphismes de &(X)-module projectif de rang 1 ) , H (X , © ) 
et la factorialité de $(X) . 

Tous les résultats de ce chapitre sont "classiques", néanmoins les 
démonstrations présentent parfois une certaine originalité. 

Le chapitre IV est certainement la motivation historique de la cons
truction de la géométrie analytique rigide : représentation analytique 
des courbes algébriques. On montre que les courbes elliptiques dont 
l'invariant modulaire est de valeur absolue strictement supérieur à 1 
admettent une représentation analytique analogue au cas complexe, ap
pelée la courbe de Tate. On présente ensuite trois méthodes de réduc
tion des courbes ainsi que leurs liens respectifs : le modèle de Néron, 
la réduction stable et la réduction analytique. En général, les démons -
trations concernant l'aspect géométrie analytique sont complètes, en 
revanche tous les résultats de géométrie algébrique sont énoncés sans 
preuve et pour les courbes de Mumford le lecteur est renvoyé à l'ou-
vrage de Gerritzen et van der Put [21] . 

Le chapitre V est l'étude de la réduction d'un sous -espace de IP . 
Soient K un corps value complet algébriquement clos, k un sous -
corps localement compact de K et Q - 1P* (K) - IP* (k) . Cet espace 
analytique Q est important, il joue ici le rôle du demi-plan de 
Poincaré. La réduction de Q est associée à un recouvrement pur, 
qui lui-même est associé à l'arbre T des sous-modules libres de 
rang 2 sur k° (l'anneau de valuation de k ) . Ceci permet de montrer 
un résultat de Drinfeld qui n'est autre que le calcul de H* (Q , [U ) . 
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Au chapitre VI, on définit un tore analytique sur K comme l'es-
/ X fi / x fi 

pace analytique (K ) /A , quotient du groupe (K ) par le groupe A 
qui est un réseau multiplicatif de rang g . L'étude du faisceau 7)\ des 
fonctions méromorphes sur (K*)^/A introduit naturellement les 
fonctions thêtas qui sont fondamentales pour caractériser les tores qui 
sont des variétés abéliennes. 

Nous adressons à Mademoiselle Madeleine Neau, qui a accompli 
la frappe de ce manuscrit avec patience et compétence, tous nos 
remerciements. 

Bordeaux, le 14 juillet 1981 

Jean Fresnel, Marius van der Put 
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Dans tout cet ouvrage, on appelle corps value un corps k (com-
mutatif) muni d'une valeur absolue ultramétrique ; c'est-à-dire d'une 
application a i—• |a| de k dans IR (le corps des nombres réels) qui 
vérifie les propriétés suivantes : 

0) | a| > 0 , pour tout a£ k 
1) (a| = 0 si *et seulement si a = 0 
2) |a+b|Smax(| a| , |b|) , pour tout a, bç k 
3) |ab| = | a| . |b| , pour tout a, bç k . 

La valeur absolue définit la distance (a,b)i—* |a-b| et on dit que 
le corps k est value complet s'il est complet pour cette distance. 

Le groupe |k* | = { j a| | a£ k x = k - { 0} } s'appelle le groupe des va
leurs absolues de k . 

L'anneau k = [a £ k| |a|S 1 ] s'appelle l'anneau de valuation de k, 
l'idéal k°° = { a £ k | |a| < 1 } s'appelle l'idéal de valuation de k 
(c'est un idéal maximal de k ) enfin le corps k /k s'appelle le 
corps résiduel et se note k . 
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CHAPITRE I : LA DROITE PROJECTIVE 

I. 1. - Définitions 
I. 2. - L'algèbre des fonctions holomorphes sur un affinoi'de 
1.3. - Le théorème des résidus 
1.4. - Topologie de Grothendieck sur E?(K) 
I. 5. - La cohomologie du faisceau & 
I. 6. - Exemples de faisceaux sur IP 
1.7. - Sous-espaces analytiques de IP 
1.8. - Cohomologie sur un sous-espace analytique de IP 

Ce chapitre I, intitulé la droite projective, a pour but de définir 
les fonctions analytiques à une variable et les sous-espaces analytiques 
de la droite projective. Les paragraphes I. 1 et I. 2, ne sont que des 
cas particuliers du chapitre II et auraient pu être omis ; néanmoins 
nous avons pensé que quelques développements spécifiques à la dimen
sion 1 seraient plus agréables au lecteur habitué aux fonctions d'une 
variable. Le paragraphe I. 4 définit la notion de topologie de 

V 

Grothendieck, de faisceau et de cohomologie de Cech d'un recouvre
ment ; ces notions seront utilisées dans les chapitres suivants. Le 
paragraphe I. 5 est le calcul de la cohomologie du faisceau structural 
& (des fonctions holomorphes) et le paragraphe I. 6 donne quelques 
exemples et études de faisceaux sur IP . Au paragraphe I. 7 est dé
finie la notion de sous-espace analytique de IP , notion développée de 
façon générale au chapitre III. Enfin le paragraphe I. 8 donne plusieurs 
calculs de la cohomologie d'un faisceau sur un sous-espace analytique 
de IP . 

Dans tout ce chapitre, K est un corps value, complet, algébrique
ment clos. 
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I- 1. -' Définitions 

Ce paragraphe I. 1 est dévolu à diverses définitions de base : 
droite projective, disque ouvert, disque fermé, ensemble affinoïde, 
ensemble affinoïde connexe et fonctions holomorphes sur un affinoïde. 
Ce paragraphe se terminera par la décomposition de Mittag-Leffler 
d'une fonction holomorphe selon les "trous" de l'affinoïde. 

I. 1.1. - La droite projective 

La droite projective notée IP*(K) (ou IP(K) , ou IP ) est l'eri-
semble des droites L de K passant par (0, 0). Soit (X Q,X^)/(0, 0) 
et L = [ X ( X q , x^ ) | X £ K] , alors le point p £ IP et correspondant à L 
sera noté r x , x. 1 (on a clairement r x , x.1 = r y , y., 1 si et o 1 o 1 7o 1 
seulement si il existe X £ K x tel que (x^, X ^ ) = X (yQ, y^ ) ) . On identi
fie K avec IP-{r0,l"'3 par l'application X* • R 1, X"1 et le point 
r0,l" r sera noté oo . Ainsi donc on identifie 3P(K) à Kljf00} • 

DÉFINITION. - Soit Gl^(K) le groupe des matrices inversibles à 2 
lignes et 2 colonnes à coefficients dans K . Une application sp de 
IP dans lui-même est appelée automorphisme de IP s'il existe 
^ c d ̂  G^OK) tel que, pour tout ^x^^ , £ IP , on ait 

^ ( f x ,x, ""j = r c x i + dx ,ax.+bx 1 . v o 1 ' 1 o 1 o 

REMARQUE. - Le groupe des automorphisme s de IP est isomorphe à 
P G t ^ K ) (le groupe projectif linéaire) où 

P « 2 ( K , = G t 2 ( K , / { ( X 0 U 6 K x 3 . 

1.1.2. - Ensembles affinoïde s 

DEFINITION. - Une partie D de IP est appelée disque ouvert de IP 
s'il existe a £ K et p^|K x| tels que 

D = {zçK| |z-a|<p] ou D={zçK| |z-a|>p}u{°°3 • 

Avec quelques abus on notera ces ensembles respectivement 
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D = { z g P | Iz-a|<p] ou D = { z g P | |z-a|>p}. 

Une partie D de P est appelée disque fermé de P s'il existe 
a | K et p g | K*| tels que 

D = { z £ K | |z-a|<p] ou D = {zç K| |z-a|>p3 U f00} • 

Avec les mêmes abus on notera ces ensembles respectivement 

D = {z£ P| |z-a)<p} ou D= [zg P| (z-a| >p } . 

REMARQUE. - La notion de disque ouvert (resp. fermé) n'est pas to
pologique, un disque ouvert (resp. fermé) est à la fois ouvert et fermé 
pour la toplogie. Certains auteurs utilisent la notion de disque non cir-
conférencié (resp. circonférencié) . 

REMARQUE. - L'image par un automorphisme de IP d'un disque fer
m é (resp. ouvert ) est un disque fermé (resp. ouvert ) . 

EXERCICE. - Soient et B^ deux disques ouverts tels que 
B ^ B ^ ^ P . Montrer que 0 B =0 ou que B^ D B^ est un disque 
ouvert. Quelle est la forme de H B 2 lorsque B ^ U B ^ P ? 

DEFINITION. - On appelle ensemble affinoïde connexe de P toute 
partie de P qui est le complémentaire d'une réunion finie de disques 
ouverts. On appelle ensemble affinoïde de P toute partie de P qui 
est réunion finie d'affinoïdes connexes. 

EXERCICE. - Soient F^ et F^ deux ensembles affinoïdes connexes de 
P tels que F^ H F^ ̂  0 . Montrer que ^ D F 2 et F U F sont des af
finoïdes connexes. 

Montrer que tout ensemble affinoïde F se décompose de façon 
unique comme réunion d'affinoïdes connexes disjoints 2 à 2 . Ces af
finoïdes connexes s'appellent les composantes affinoïdes connexes de F . 
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EXERCICE. - Affinoïde défini par une fraction rationnelle 

Soit K un corps algébriquement clos et complet, — £ K (z ) une 
q 

fraction rationnelle et c£|K*| . Soit F = {zglP| |~(z)|^c]. Alors 
F est un ensemble affinoïde ou un ensemble vide. 

Pour démontrer ceci on procède en plusieurs étapes. On écrit s n. 
£ (z) = I I (z-a.) 1 où a. 4 a. pour i / j , TCL.Ç'K et n./O (lecasoù q ' 1 i i î î ^ i=l J 

p/q gK est trivial) . 

1° ) Montrer que F est un affinoïde si s = 1 . 

2° ) On suppose ici que |aj - 1 pour 1^ iS s et | a. - a.| = 1 
pour i/j . 

a) On suppose en plus que c >1. . Montrer que 
F o = {zgIP| |— (z)| ̂  c et | z - a. | > 1 pour l^Si^ s} est un affinoïde 
connexe. Soit F̂  = { z £ 1P | (̂ -(z)ĵ c et | z-a.j < 1 } . Montrer que 
F U F. est un affinoïde connexe. En conclure que F est un affinoïde o i 
connexe. 

b) On suppose ici que c<l . Montrer que 
F^ = f z ç IP J | —(z ) | S e et | z -a^| > 1 pour 1 < i< s } est un ensemble 
affinoïde connexe ou un ensemble vide. 
Soit F. = {z g IP| |±-(z)J2Sc et. |z-a.|<l}. Montrer que F. est un _ , |£( 

i - q i" 
ensemble affinoïde connexe ou un ensemble vide. En conclure que F 
est un affinoïde. 

3° ) On revient au cas général. Soient p =max|a^-a^.| et 
B(a., p') = (zCK| |z-a.|<p } . 

a) On suppose que pour tout i/j on a |a^-a^| = p . Montrer 
en utilisant 2°) que F est un affinoïde. 

b) On suppose que a 1,a«,...,açB(a, p ) , t > 2 et a.^B(a,p) 
pour t< j< s . Soit p' tel que max I a., - a. | < p ! < p et p' f | K x I . 

l<i<t 1 1 

Soit F^fzçlPl | £(z)i<c et (z-aj < p'} . 
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Montrer que 

Montrer que 

c) On supposera que si F est défini par une fraction rationnel
les' ~ 1 

le 2
7 ( z ) = j | (z-b.) 1 avec s'<s, alors F est affinoi*de. En 
q i=i 1 

conclure que F^ et F^ définis en 3°, b) sont affinoïdes et que F dé
fini par £(z) est affinoïde. 

REMARQUE. - Le mot connexe n'est pas pris dans le sens topologique 
(puisque K est totalement discontinu) mais dans le "sens analytique" 
puisque l'on verra au § . I. 2 que l'anneau des fonctions holomorphes 
sur un affinoïde connexe est intègre (donc n'a que les idempotents 0 

REMARQUE. - Les initiateurs de la théorie des fonctions holomorphes 
d'une variable ont considéré des domaines plus compliqués que les af
finoïde s connexes. M. Krasner [33] considère les quasi-connexes et 
A. Es cas sut [11] les infraconnexes. 

I. 1. 3. - Fonctions holomorphes sur un affinoïde 

DÉFINITION. - Soit F un ensemble affinoïde, on appelle fonction ho
lomorphe sur F toute fonction définie sur F à valeurs dans K qui 
est'limite pour la norme de la convergence uniforme de fonctions ra
tionnelles sur IP sans pôles dans F . L'ensemble des fonctions holo
morphes est un sous-anneau de l'anneau des fonctions définies sur F , 

q 

et 1 ) . 

il est noté $ (F) . On note de plus || . || 
convergence uniforme sur F définie par 

F (ou la norme de la 
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||f H = sup |f(z)| . 

Ainsi &(F) est une K-algèbre de Banach. 

Soient 
Ô-(F)={f €G(F)| || f || S I ] et 

(900(F) = {f €&(F)| ||f||<l} • 

L'anneau &°(F) est une K°-algèbreet &°°(F) est un idéal de &°(F) . 
De plus & (F) = &°(F)/V° (F) est une algèbre sur K , le corps rési
duel de K . 

EXEMPLE 1. - Soit F = f z £ K | \z\Sl } . 

Alors &(F)={ 2 a z n| a lim a =0} et on a 
n=0 n n n - > œ n 

Il £ a z II = raax l a i . De plus 
"n=0 n ' n n 

00 
Ô°(F) = { 2 a z n| a £K° et lim a = 0 } , 

n = 0 n n n-* oo n 
& 0 0(F) = { 2 a z n | a çK°° et lim a =0} et 

n=0 n n n-» » n 

S 7 F ) = ? [ Z ] . 
K 

Pour montrer cela il suffit de considérer un polynôme 
f(z) = £ a^ z nç K°[z] avec 1 = max | a^| . Alors 
f(z) = E z 1 1 ç K[z] est un polynôme non nul, il existe donc z^g K 
tel que f(z ) ̂  0 . Ce qui veut dire que 1 = |f(z^)| . Ainsi on a 
||f ||= max |aj . 

EXEMPLE 2.- Soit F = { z £ K | |z| = 1} . Alors, 

&(F)={~£°a z n| a ç K , lim a =0} , 

|| S a zn|| = max|a | et £(F) = K[ z , z"1 ] . 
n=-« n n n 

file:///z/Sl
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et que 

Il reste donc à montrer que max (b1 | = 1 implique || f || = 1 . 
n, i 

Supposons l = max |b^| . Soit l<s^n tel que | â  - a. | = | TT^ | 
pour ISiSs et |â -â J> \tt^\ pour s<i^m . Soit zgF tel que 
| z-â  | = | TT̂  | et | z-aj > | TT ̂  | pour ISiSm . Alors on a 
\f^(z)\<l pour s<i et \î^(z)\<l pour i tel que / TT,. | < J TT^ | . 

PROPOSITION (décomposition de Mittag-Leffler) . - Soient 
= [z £ K| |z-â | < | n\ | } , 1^ iSn , n disques ouverts disjoints avec 

a.^K . Soient F. = {z£K\ Jz-a.| > |TT.| } U {°° } , F = f) F , 
Ô(F) ={f€<&(F)|f(«) = 0} et Ô(F) = {fç©(F)| £(•)= 0] . Alors n 
©(F)+=.@1 &(F.)+ et pour tout f.Ĉ (F.)+ on a : 

Il S f.|| = max||f.|| et ||f.||F = Il * i l l r • 
i=l i 
» n- n De plus G(F.) = { 2 b (——) | b çK et lim b =0} et 1 n=0 n z"ai n n-><» n 

EO TT-
11 £N bn (rt^11^ =max|bn' ' 
n=0 n z-ai n n 

Démonstration. - Soit fg©(F)+ une fonction rationnelle. Alors f se 
décompose en éléments simples sous la forme 

oc 
f = £ (n>l,ct €K, b^F) . n,b (z.b)n n>b 

Soit 
a 

f. = Z n? avec |b-a.|<jrr.J . i n 1 i1 i' (z-b) 
Alors 

m 
f = S f. et f. g G (F.) . 

i=l 1 1 1 + 
Il est facile de montrer que L se décompose de façon unique sous la 
forme 

n. 
f.(z)= 2 b1 ( — )n avec lim b1 = 0 
1 n> 1 n Z_a; n-̂ 00 N 
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Soit : 

Il nous reste à montrer qu'il existe z g F tel que | z-a^ | = |TT | , 
| z-â | > | TT^ | pour 1 < i2£ m et | g(z)| = 1 . Après un changement de 
variable on peut écrire g sous la forme 

i 
t c 

g(z) = S 2 n n 
i = l n> 1 (z_d.) 

1 
avec 1 = max le1!, d.£ K° et |d. - d. I = 1 pour i ̂  j . I l ^ 1 1 1 1 i, m J On a 

— i 
g(«) = s 2 — ^ . 

i = l n>l (z-d.) 
Comme les d. sont deux à deux distincts et que les c1 ne sont pas i n 
tous nuls, il existe une infinité de ẑ  tels que g(z ) ]t 0 . Ce qui 
montre qu'il existe Z Q € F tel que |Zq-a^| = |', | z^-a. | î> Jn. j pour 
I <i<m et ig(zQ)| = 1 . Ainsi donc pour toute fonction rationnelle 
f£ G(F) on a 

H f l l p ^ a x l l f ^ et 1 1 ^ = 1 1 ^ • 
1 i 

II est alors aisé de passer à la limite et de montrer la proposition 
pour fçfc(F) . 

EXERCICE. - Soit Cp un automorphisme de JP . Montrer que l'ap
plication f •—f f o cp est un isomorphisme isométrique de &(F) sur 
&0*>(F)). 

EXERCICE. - Enoncer la décomposition de Mittag-Leffler lorsque 
oô  F . Considérer le cas particulier F = [zçK| Jn̂  | < | z| < | TT^| ] . 

REMARQUE. - La décomposition de Mittag-Leffler est encore valable 
pour les quasi-connexes et les inf raconnexes (M. Krasner [33] , 
Ph. Robba [49], Y. Amice [3]). Dans la terminologie de ces auteurs, 

g(z) 
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I . 2. - L'algèbre des fonctions holomorphes sur un affinoïde 

Le but de ce paragraphe est de déterminer la nature arithmétique 
de l'algèbre ô(F) des fonctions holomorphes sur un affinoïde F . 

n On montre d'abord (lemme 1.2.1) que &(F) = © &(F.) où i-1 1 
F̂  , F̂  , ... , F sont les composantes affinoïdes connexes de F . Il 
reste donc à étudier l'algèbre &(F) lorsque F est un affinoïde con
nexe (théorème I. 2. 2) . On montre que cet anneau est principal, on 
détermine les idéaux maximaux et on caractérise les éléments inver
sibles de &(F) . Ce théorème se déduit d'une étude générale sur les 
algèbres affinoïdes (chapitre II, (II. 4. 12) , (II. 4.13)). On en donne 
ici une démonstration élémentaire (c'est-à-dire spécifique à la di
mension 1 ) que le lecteur peut se dispenser de lire. 

(I. 2. 1 ) LEMME. - Soient F, , F„, ... , F des affinoïdes connexes de \ / 1 2 n 
IP disjoints deux à deux. Alors & (F„ U F N ... U F ) = © ©(F.) . 

Y c\ n i = 1 î 

DÉMONSTRATION. - Soient E1 , deux affinoïdes tels que 
E^D E ^ 0" . Nous allons montrer qu'il existe f £ & (Ê U E^) tel que 
f(z)=0 pour z £ E^ et f(z) = 1 pour z ç E^ . En effet, on peut sup
poser (quitte à effectuer un automorphisme de IP ) que 
E^fzÉlPl |Z|S |n|} et E2C{Z£IP| |z| >|n I"1) , avec (X|TT)<1. 

n 
Soit f (z) = , alors la suite f converge dans & (E. U E„) vers n n „ n 1 2' z +1 
un élément f avec f(z) = 0 pour z ç E^ et f(z) = 1 pour z£ E^ . 
Ainsi 

& (E1 U E2) = f ̂ (E2U E2) © (1 -f) &(EX U E2) , 
il est clair que f ̂ E ^ E ^ - ^ E ^ ; (1-f) ($ (E^ E2) =- ©(E^ . 

les limites uniformes de fractions rationnelles sans pôle dans le do
maine considéré s'appellent des éléments analytiques. 
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Ainsi 
G(E UE2)~ G(E )eô(E ) . 

Alors un raisonnement par récurrence sur n montre immédiatement 
le lemme. 

(I. 2. 2. ) THÉORÈME. - Soit F un affinoîde connexe de JP tel que 
» . 

i) Soit f g &(F) , f / 0 . Alors f a un nombre fini de zéros, 
m 

c, ,c0,...,c et on a f(z) = g(z) | |*(z-c.) où g£&(F) et g n'a 1 c m . ' i . ^ i=l pas de zéros sur F . 
ii) Soit g£®(F), les propriétés suivantes sont équivalentes 

a) g est un élément inversible 
3) g n'a pas de zéro sur F 
Y) il existe a>0 tel que |g(z)|>a pour tout z£F . 

iii) L'anneau & (F) est principal, ses idéaux maximaux sont les 
(z-c) &(F) où c£ F . 

DÉMONSTRATION. - Elle se fait en plusieurs étapes que nous appel
lerons lemmes. Le procédé consiste à décomposer l'affinoïde con
nexe en parties simples sur lesquelles on étudie les zéros de f . 

L'affinoi'de F est le complémentaire de n+1 disques ouverts 
disjoints deux à deux, D , D. , ... , D définis par J o 1 n ^ 

DQ= {z€JP| | Z | > |TTO| } ^ ; 
D.= [z€K| ( z - a . K l n . 1 3 , l<*i<n . 

Soient 
F. = {z€F| |z-a.|£jz-a| pour 1 < j < n ) , 1< i< n . 

n 
Alors F. est un affinoî'de connexe et l'on a F = U F. . Soient 1 i=l 1 |TT.| = rj< r2 ••• < rg l'ensemble £ | a.-a.| J i / j , 1 < j< n } . 
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C = {z £ K | r < |z-a.| < r „ } r , r c v 1 t 1 i' t+1 V t+1 

C' = f>£K | |z-a | = r et |z-a| = r pour | a - a | = r ) 
*• ̂  J 1 - J 1 t 

Alors on a 8-1 S 
F. = U c U c' 
1 t = 1 V r t + l t = 1 rt 

Soient r , r1 £ IK* | , u £ K , on note C , la couronne o r, r' 

Cr,r' = f z € K ' r < I z - % l < r ' 3 • 

Soient r g I K* I , u , u., , u_, ... , u f K tels que f u. - u I = r , on 1 1 o 1 2 n ^ 1 i o' 
note C' l'ensemble suivant r 

C ^ = [ z £ K | Jz-u.| = r , 1 < i< n et | z-uq| = r} . 

O n peut donc décomposer F . 

(I. 2. 3) LEMME. - Soit F un affinoîde connexe tel que » ^ F . 

Alors F est réunion finie d'ensembles de la forme C et C* . r, r' — r 

(I. 2.4) LEMME. - Soient r £ | K* | , { z ç K | | z| < r } . 

i) Soit f g & ( D ). Alors f se décompose de façon unique sous la 

forme f(z) = L a z11 et on a lim a r11 = 0 , || f || = m a x (a | r*1 
n=0 n ~ n-* « n D r n n 

ii) Soient f, g<E&(Dr), alors on a || f . g ||D - ||f ||D . || g||D . 
r r r 

iii) Soit a £ D r , f £ & ( D ) alors f se décompose de façon unique 
co n 

sous la forme f(z) - Z b (z-a) et on a 
n= o n 

lim b r n = 0 , I l f I I ̂  = m a x Jb | r11 . n " D n' 
n-> œ r 

iv) Si r'<r on_a ||f ||D < ||f ||D . 

Soient 
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(1.2.5) LEMME. - Soient r| |K*| , D̂  = { z £ K | |z|£r ] . 
i) Soient f£^(Dr) , f/ 0 , m = max[n| | aj r*1 = || f ||D } . 

m r 
Alors f a m zéros c!» c2» ••• ' cm ; f(z)= g(z) I I (z-c.) , g€&(E>r) 
et n'a pas de zéro sur D . 1 ^ 

_c , r 
ii) Soit g £ &(D^) les propriétés suivantes sont équivalentes 

a) g est un élément inversible de &(D^) 
|B) g n'a pas de zéro sur D^ 
y) pour tout z£ D^ on a |g(z) | = |jg||D . 

r 
DÉMONSTRATION. - Il suffit de faire la démonstration pour r = 1 et 
|| f || = 1 . Montrons i) lorsque m = 0 . On a | aQ | = 1 et il existe 
TT £ K tel que |a.|^|TT|<l pour i = l,2,... . Ainsi 
f = a (1 + a^TT g) , avec g£^(D1) et ||g||̂ l. Il suit que 
~1 / % / „ est un élément de &(D„ ) et est l'inverse de f . 
ao (kt0( o ng} } 1 
Il est alors clair que f n'a pas de zéros. 

On suppose maintenant le lemme (i) satisfait lorsque 
max [n | (an) rn= || f || ]< m . Soit f ̂©(Dj) tel que 

- 11 n f(z) = 2 a z , max la I = 1 et m = max [ni la 1=1} . n=0 n n ' n' 1 1 n' 
N 

Soit LAz) = 2 a z , si N ;> m on a 
11=0 11 - n 

f(z) = fN(Z) = nSoanZ et d*f=m. 
Le polynôme l^z) se décompose sous la forme 

s k 
f (z) = X | | (z-a.) | |(l-z/0), avec | X| = 1 , |a |̂  1 , | ̂  J > 1 . 

i=l i=l 3 3 

DÉMONSTRATION. - Il suffit de considérer le cas où r = l , 
N n _ f(z) = 2 a z et max |a | = 1 . Alors f(z) est un polynôme non n=l n n n 

nul de K[z] , ainsi il existe zq £ K tel que f(zQ) / 0 , donc |f(zQ)|=l. 
Ce qui montre que || f ||̂  = max lâJ . Le reste du lemme se déduit 
immédiatement de cette égalité. 
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fN(z)= K | | (z-a.) , puisque d f = d f' = m 
i=l 

on a donc m = s . 
Soit c £ D„ un zéro de l,(z). On a ^ 1 M 

m | f N ( c , | = | f N ( c ) - f M ( c ) | = | M I I fc-a^s | | f N - f M | | . 
i = 1 

Il existe donc i tel que I c-a. I ̂  I f f_ _ — f , ll*̂111 . 
o ^ ' iQ' " N M11 

Ceci montre qu'il existe une suite de Cauchy (d̂ ) telle que 
et ^(d^) = 0 . Ainsi la limite ĉ  de la suite (d̂ ) est un zéro de f 
et ĉ £ . Alors 

oo n f(z)=b + £ b (z-c) ,' comme f(cj=0, on a ° n=l n 1 1 
00 -f 

f(z)= (z-Cj) h(z) où h(z) = nIibn(z-c1)n' çOpj). 
De plus 

f(z) - (z-ĉ ) h(z) , ainsi d°h = m-1 . 
Ainsi h(z) satisfait l'hypothèse de récurrence. Il existe 
c~, ... , c € D. et g inversible de & (D. ) tel que 2 m 1 ° 1 m 

h(z)= | | (z-c.) g(z) . 
i=l 

Pour la partie ii) du lemme, a implique g et y implique a 
sont évidents. Supposons @) satisfait, alors d'après i) on a 
(toujours dans le cas où r = 1 ) | a | > max | a | . Ce qui prouve que 
|f(»)| =|aol = ||f|| 

(1.2.6) LEMME (de factorisation) [12] . - JSoient F un affinoîde 
de IP , « F , f € &(F) , f / 0 , cgF tel que f(c) = 0 . Alors il existe 
gç & (F) tel que f(z) = (z-c) g(z) pour tout z £ F . 

On a 



1k 

< 11 n n+1 nF 
|rn"rn+l"~ ITT 

Soit z £ F -D , on a 

lrn(z)-rn+l(z)'=l —c 1 * H • 
On a donc 

llrn-rn+lllFS fïïl 
ce qui prouve que la suite (r ) converge vers un élément g de S(F) . 

(1.2.7) LEMME, - Soient D = {zçK| |z|<l}, F un affinoi'de tel 
que De F et »d F . Soit f ç S(F) , f / 0 . Alors f a un nombre fini 
de zéros sur D , ĉ , ĉ , ... , et f(z) = g(z) | | (z-ĉ  , g(z) £ &(F) 

i = l 
et g n'a pas de zéros sur D , plus précisément on a 
|g(z)| = ||g||D pour tout z£D. 

DÉMONSTRATION. - Montrons d'abord que f a un nombre fini de 
zéros sur D . Soient p = lim Jj f |j et p/q une fraction ration-

T-¥ 1 UT 
r<l 

nelle sans pôles dans F telle que 
llf - p/qliF< p/2 . 

DÉMONSTRATION. - Il existe un disque fermé D contenant c et 
DCF , soit /TT | son rayon. Soit (f ) une suite de fonctions ration
nelles sur F convergente vers f . Alors on a 

f (z) - f (c) = (z-c) r (z) . n n n 
Il s'agit de montrer que la suite (rn) converge dans &(F) . 
On a d'après le lemme I. 2. 4, ii) 

|l(z-c)(r (z)-r ,(z)|L = ||z-c|L. ||r -r II =||f -f „+f (c)-î (c)|l , l|V M nv ' n+lv /nD 11 "D 11 n n+l"D 11 n n+1 n+r ' rt /nD 
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(I. 2. 8) LEMME. - Soient r <£ | Kx | , a , ... , *n6 K et | a.| = r 
C^={z£K||z|=r et |z-a. | > r pour 1^ i<n } . Soient F un af-
finoi-de, et F^C1 . — r 

i) Soit f£(à(F) , f̂  0 , alors f a un nombre fini de zéros sur 
m 

, ... , cm et f(z) = g(z) | | (z-c.) où g€&(F) et n'a pas de 
^, i=l zéro sur C 
r 

ii) Si g£&(F) et n'a pas de zéro sur , alors 
|g(z)| =||g||c, pour tout ZfC^ . 

r 
DÉMONSTRATION. - Soit p/q une fraction rationnelle sans pôles dans 
F telle que 

||£-p/q|lF<||f|lc. • r 
Soient d^, d^, ... , d les zéros de p dans . 

Il existe rQ£ |KX | , 0< rQ < 1 tel que le polynôme p(z) n'ait pas de 
zéros dans la couronne, r < lz!<l . 

o 1 
Il existe r C|KX|, 0<r <1 tel que ||fj| > p/2 . Soit 1 1 rl 
r = max (r , r ) . On a donc pour 1 > r > r 2 o 1 2 

l l f l l D = I I p A I I d = |p(z)/q(z)l* pour tout z tel que |z| = r . 
r r 

Ainsi les zéros de f dans D sont dans D et on a 
r2 

]f(z)|> ||f|| pour r2<|z|<l . 
r2 

Il suit donc du lemme I. 2. 5 que f a un nombre fini de zéros sur D . 
Soient c« , coJ ... , c ces zéros. Le lemme I. 2. 6 montre que 1 2 m m 
f = g | j (z-c.) où gg &(F) . Ainsi g n'a pas de zéros sur Dr 

i=l 1 2 
(lemme I. 2. 5) et comme f(z) n'a pas de zéros pour r^< | z| < 1 , 
il suit que g n'a pas de zéros sur D . Ainsi le lemme 1.2.5 montre 
que jg(z)|= lim || g|| = || g || . r 1 j> r<l 
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il suit que 
| p / q | l D , = | | p / q | l c , . 

|f|lD,= l | p / q | l D , = l | f | l c . 
Or le lemme montre que 

I = ||f||D, pour tout z<=D' 
ce qui prouve 

|f(z) f = ||f ||ct pour tout Z£C'T . 
r 

(1.2.9) LEMME. - Soient r' , r^ |K*|, r^ r2 , ^ = {z£K | r^Jz |< r^ 
Soit F un affino Ed e tei que F 3 C 

rl,r2 
i) Soit fg&(F), f / 0 , alors f a un nombre fini de zéros 

Cl,coJ...,c sur C et on a f(z) = g(z) ]""]" (z-c ) où g£ G(F) 12 m ~" r , r . i 1 2 i = l 
et n'a pas de zéros sur C 

" r . r 
rl' r2 

ii) Si g£&(F) n'a pas de zéros sur ^ , alors il existe a>0 
tei que a^|g(z)| pour tout zgC 

rl,r2 

rl'r2 

Soit z tel que zç et |z-cL|>r, l:£î s . Alors 

r 
il s 'ensuit que 

\K*)\ = \\t\\c> • 
r 

Il reste à considérer z ç [z j Jz-dJ < r) , c'est-à-dire un:nombre fini 
de disques ouverts. Or le lemme I. 2. 7 montre que f a un nombre 
fini de zéros sur chacun de ces disques ouverts et que l'on peut obtenir 
la factorisation désirée. 

Montrons ii) . Soit f £ &(F) sans zéros sur C* et p/q tel que 

l | f - p / q l ! F < | | f | l c . • r 
On a donc | f(z)| = Il f (J i sauf dans un nombre fini de disques de la 

r 
forme D' = { z | jz-d| < r } . On a 
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DÉMONSTRATION.  Soit f£&(F), alors f se développe de façon 
unique sous forme d'une série convergente sur C 

r . r 
1' 2 

f(z) = L a zn . 
n=co 

Posons pour r£|K*J et r^<r<r^ 
||f II = max |f(*)| . 

|z|=r 
On a 

||f || = max |a | r11 . 
n 

Soit 
e = inf ||f|| . 
rl<r<r2 

il est clair que g>0 puisque f ̂  0 . 
Soit p/q sans pôles dans F telle que 

l l f - p / q | | F < e • 
Soient d„ , ... , d les zéros de p . 

1 s 

Soit z tel que | z| = r , J zd. | > r pour | d. | = r . Alors on a 

donc 
№)l = l ^ = P l l r & e • 

Donc |f(z)|>0 sauf un nombre fini de circonférences . Ainsi le 
lemme I. 2. 8 permet de montrer les parties i) et ii) . 

Fin de la démonstration du théorème.  Les parties i) et ii) sont 
conséquences immédiates de s lemmes 1.2.3, 1.2.8, 1.2.9. Pour 
montrer iii) il faut d'abord remarquer que &(F) est intègre. Soit 
f, gÇ^(F) tels que f. g = 0 , puisque F a une infinité d'éléments, 
donc f ou g a me infinité de zéros, ainsi f ou g est nul d'après i) . 
Il est alors clair que & (F) est principal. 
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(1/2.10) REMARQUE. - L'algèbre des éléments analytiques sur un 
quasi-connexe est intègre mais n'est pas nécessairement principale. 
L'algèbre des éléments analytiques sur un infraconnexe a pour seuls 
idempotents 0 et 1 , mais elle n'est pas nécessairement intègre. 
Ces propriétés sont caractérisées par l'existence de filtres 
(A. Escassut [12] , [13] , [l5] ) . 

(I. 2.11) REMARQUE. - La propriété pour l'algèbre &(F) d'être 
principale est caractéristique des affinoîdes connexes F contenus dans 
B? dans le sens suivant : une algèbre affinoïde (cf. chapitre II pour 
la définition) est principale si et seulement si elle est isomorphe à 
&(F) où F est un affinofde connexe de IP (M. van der Put [44] ) . 

(1.2.12) EXERCICE. - Affinofde défini par des fonctions holomorphes. 
Soient F un affinoi'de, f̂  , f̂  £ ̂  (F) et 

R = {zg F | |f (z)| ̂ |f2(z)| J . Alors R est ou bien vide ou bien af
finoïde. On peut procéder ainsi 

a) En factorisant f̂  , f̂  selon le théorème I. 2. 2, montrer qu'il 
existe p,qgK[z] et u£&(F)* tels que 

R={zeiPJ |EJîl. U(«)|S1 J . 
b) Soit m = inf |u(z)| et r(z) une fonction rationnelle sur F 

z£F 
telle que || r-u || < m . Montrer que 

R= £*€IP| |.|$. r(z)|£l} . 

En conclure que F est affinoi'de (utiliser 1.1.2). 
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I. 3. - Le théorème des résidus 
I. 3. 1. - Fonctions sur une circonférence 
La circonférence {z£Kj |z| =1] sera notée F . On appelle 

paramètre sur F un élément inversible t de &(F) tel que 
a) ||t ||= 1 . 
¡3) Chaque élément f de &(F) s'écrit d'une façon unique 

f = E a tn avec lim a = 0 . nçZ n n 
y) Si lim a = 0 alors II £ a tn II = max I a I . 

n " n " • n1 

PROPOSITION. - Soit t un paramètre sur la circonférence 
F = {.z€K| |z|=l} . 

i) Soit f un élément de &(F) . Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

a) f est inversible, 
g) f n'a pas de zéros, 
Y) f est de la forme X tn (1 + L b.t1) avec X € K* , |b.l<l . 

g 0 i * 1 i1 
ii) Soit f = S a tn un élément non nul de &(F) . Alors le nombre 

nçZ n 
de zéros de f est : max {m| | a^j = || f ||]- min {m | | a | = || f || ) . 

iii) L'entier n , défini en i) est appelé l'ordre de f par rapport 
au paramètre t et on le note ord (f) . La fonction z£&(F) est un 
paramètre et on a ord^f) = ± ordz(f) . Plus précisément 
ord (f) = ord (z) ord (f) et ord (z) =±1 . t t z t 

DÉMONSTRATION.- i) L'équivalence de a) et g) est déjà dé
montrée dans (I. 2) . L'implication Y) ̂  Oi) est évidente. Il reste à 
démontrer a) ** Y ) • ̂  sufflt de prendre un f£©(F) de norme 1 . 
Comme la norme de &(F) est multiplicative, f * est aussi de norme 
1 . L'élément f £ &(F) est ainsi inversible. D'après la définition du 
paramètre t, &(F) = K[t, t"1] . Alors f = Xtn (X^O) et f est de 
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1.3. 2.- Le résidu d'une forme différentielle méromorphe 
Une fonction méromorphe sur un affinoi*de F est par définition un 

élément de l'anneau total des fractions de Ö(F) . Si F est connexe, 
l'anneau Ô (F) est intègre et les fonctions méromorphes sur F 
forment un corps. Une forme différentielle holomorphe (ou méro
morphe) ou sur un affinoi'de F (avec » 4f) sera une expression 
tu = fdz où f est holomorphe (ou méromorphe) sur F (la définition 
des formes différentielles sur un espace analytique sera donnée en 
II. 7) . 

Pour une circonférence orientée F et une forme différentielle 
holomorphe ou sur F nous voulons définir le résidu de ou par rap
port à F , que l'on notera Res^(ou) . 

Soit t un paramètre sur F (positif pour l'orientation) , alors ou 
est de la forme £ a tndt . On notera Res (eu) = a „ . 

n^TL n V -1 

la forme X tn (1 + £ b.t1) avec |b.|<l . 
i/o 1 1 

ii) D'après (1.2) f = (t-ctj)... (t-a )g où |a1| = ... = |a | =1 
sont les zéros de f et où g est inversible. Selon i) on a 
g = Xtn(l+ S b.t1) avec |b.|<l . Le résultat ii) s'en déduit facile-i/0 1 1 ment. 

iii) Soient t et z deux paramètres sur F , alors on a 
&(F) = K[t' , t'"1] = K[z', z'"1] où t'=T et z'=~z. Il suit que 
t'= cz'£ avec £=±1 et cgK* , donc ord (z) = ordz(t) . Soit 
f£$(F), inversible et de norme 1 . Alors f= at,n = bz'm avec 
a, b^KX , n = ord̂ f, m = ord̂ f . Il suit donc que ord̂ f = ord̂ z . ord̂ f . 

REMARQUE. - On peut définir sur la circonférence F une orientation 
en se donnant un isomorphisme de groupes 2£ • &(Ff /Kx . 
Sur une circonférence orientée ord̂ (f) ne dépend pas du paramètre 
positif t . On pose ordT?(f) = ord̂ (f) . 
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Nous allons démontrer : 

PROPOSITION. - Res (eu) ne dépend pas de t . 

DEMONSTRATION. - Soit s un autre paramètre positif sur F . Il 
suffit de montrer Res (tm — ) - 6 afin de démontrer que s t o, m 
Reŝ (cu) ne dépend pas de t . On écrit t comme une série de Laurent 
en s, t = X s ( 1 + £ a s*1) avec J X | = 1 et j a | < 1 . Par continuité nf0 n n 
il suffit de démontrer la formule dans le cas où il n'y a qu'un nombre 
fini de a^/ 0 . Egalement on peut se borner à m >0 . 

Pour m = 0 la vérification est facile. Posons : 
_a_ _b_ 

t = n a | | (1+a.B) | | (1+pV ) avec lui = 1 ; |<x.|< 1 ; |p.|< 1 . 
i=l j=l _\ 3 

Alors ^-=(1 + 2 ~ 2 gj 8 et Resg(~)= 1 . 
1+a. s l+ g . s 

Si m> 0 et si K est de caractéristique 0 , on a 
m dt 1 _ m 1 _ , _ , n 1 _ . n ds t — = — dt = — d ( £ b s = — £ n b s . t m m _ _ rm n m n s 

Donc Res (t —) = 0 . s t 
Le cas difficile est m > 0 et K de caractéristique positive. On a 

m dt , m m,. , nm-1,.. nA ds t — = X s (1 + £ a s ) (1 + £ (n+1 ) a s ) — . 
t n/0 n n?0 n s 

En remplaçant chaque an 4 0 par une variable le terme constant 
de sm(l + £ a sn)m ^ (1 + £ (n+1) a s11) devient un polynôme P 

n/0 n nfO n en [X } et à coefficient dans 7L . n 
Pour chaque valeur des fX^] dans un corps de caractéristique 

0 le polynôme P s'annule. Il s'ensuit que P est 0 . Donc 
_ . m dt, Res (t —) = 0 . sv t ' 
REMARQUE. - Nous écrivons Res (yu) = Res (tu) où F est une cir-

1? t 
conférence orientée. Dans le cas complexe, Res (eu) n'est autre que l'intégrale 4 f » . 

|x| =1 
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n» 
£ b1 t dt . Montrer que min fn a' 40} = ord (f) et que b = b. $>-» n n 1 1 n J p -1 -1 

1.3. 3. - Le théorème des résidus 
Soit B un disque ouvert de K , B+ le disque fermé correspon

dant. On appelle ôB = B+-B la circonférence de B . Soit f une 
fonction méromorphe sur B+ et ou une forme différentielle méro
morphe sur B+ . On suppose que f n'a ni zéros ni pôles sur à B 
et que ou n'a pas de pôles sur ô B . 

LEMME. - ord̂ „(f)= £ ord(f) et Reŝ (uj)= £ Res (au) . 
oB p£B ÔB p£B P 

DÉMONSTRATION.- Soit B donné par [z£K J |z|<l] . Alors f 
nl nr 

s'écrit comme f = (z-â  ) ...(z-aO g où ... ; ,...,n^ 
et g€^(B + ) est inversible. La fonction g a la forme 
^(l+Eb.z1) où X^K* , |b.| <1 . On voit que 

r 
ord (f) = £ n. = £ ord (f) . La forme différentielle uu peut ô B 1 1 p€ B P s'écrire comme r N ai ™ , _ n _ m, , 

( £ £ ~ + £ a z ) dz . 
i=l n=l (z.a.f m>0 m 

Un petit calcul montre que Res (eu) = £ a. et donc que 
0x3 1 

Res._(u>) = Z Res (UJ) . 

DEFINITIONS. - Soient p un point de P , f une fonction méromorphe 
sur un voisinage de p et uj une forme différentielle méromorphe sur 
un voisinage de p . Alors f= 2 a (z-p)n et ou = £ b (z-p)n d(z-p) . 

-co n n» -» n On définit ord (f) = min fm la 4 0} et Res ou = b ., . pv / t i m •> p _ 1 

EXERCICE. - Un paramètre local en p sera une fonction holomorphe 
t sur un voisinage de p tel que t = £ a. (z-p)1 et a / 0 . La 

ial 1 1 
fonction f peut s'écrire comme £ a' tn et eu est de la forme 

n^>-Œ N 
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DÉMONSTRATION. - i) Pour une fonction rationnelle f on sait que 
£ ord (f) =0 et la formule i) est une conséquence du lemme. 

p€IP P 

En général, d'après (1.2), on peut écrire f = f̂  f̂  où f̂  est 
rationnelle et f^g^F) n'a pas de zéros. Il suffit de montrer i) pour 
f . D'après (I. 2) , 6 = inf If (x)|>0 et il existe une fonction 
2 xçF z 
rationnelle f avec H^2~^3^< ̂  ' *onct̂ on 3̂ n'a PaS ̂ e ẑ ros 
sur F et ord̂ _ (f0)= ord-_ (f ) pour chaque i . La formule i) 

1 1 
est donc une conséquence de £ ord №o)= ̂  or<̂  (̂ ) = 0 • 

ÔBi 3 p£lP P 3 
ii) On prend un point a ̂  F . La forme différentielle ou peut 

s'écrire comme 

1-1 n 1 (z_a ) 

où a1»..-»a sont les pôles de ou dans F et h£&(F). Alors il 
* S 1 suffit de vérifier ii) pour un ou de la forme g(z) d( ~) avec g 

une fonction rationnelle sur IP . Pour un tel ou on sait que 
£ Res (au ) = 0 et le lemme achève la démonstration. 
p€IP P 

EXERCICE. - Supposons K de caractéristique 0 . Montrer que la 
partie ii) du théorème implique la partie i) . 

THÉORÈME (des résidus) . - Soient des disques ouverts 
de K tels que les disques fermés correspondants B̂+ , ... , B+ soient 

o 
disjoints. L'affinoîde connexe IP - (B̂  U •. • U B^) sera notée F et F 
désigne 1P-(B̂ U--. U B+) . Soit f une fonction méromorphe sur F 
sans pôles ni zéros sur ÔB^ U • U c . Soit uu une forme différen-
tielle méromorphe sur F sans pôles sur oB„ U ..-U dB . Alors c e_ . i n 

i) S ord (f)+ S ord_(f)=0 . 
P€F P 1=1 ÔBi 

ii) £ Res (uu) + £ Res>T3 (ou) = 0 . 
P€F P i=l ÔBi 
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EXERCICE. - Soit F l'affinoîde connexe {zçK\ |rr| S | z| S J r r f 1 } 
avec TT £ K , 0<|rr|<l. Montrer que &(F) est l'anneau des séries 
2 a z11 avec lim |a J | n | ^ = 0 . Montrer que 

n^Z n |n|-»o» n . . 
|| E anzn|| =max |a | | n f|n| . 

n^Z 
Trouver à l'aide du théorème des résidus une formule pour le nom

bre des zéros de f = 2 a z11 dans F . 
n 

EXERCICE. - Le théorème des résidus est formulé pour le cas où les 
+ + 

disques fermés , ... , B^ sont disjoints. On peut le formuler dans 
le cas général. 

Trouver une formule donnant le nombre des zéros d'une fonction 
f/0 sur F = fz^K||z|=l et |z-l|=l], 

I. 4. - Topologie de Grothendieck sur 1P(K) 
Il y a sur ÏP(K) une topologie définie à partir des disques ouverts, 

cependant elle n'est pas suffisante pour définir une "bonne notion" de 
fonction analytique. En effet, le préfaisceau des fonctions holomorphes 
(exercice I. 4. 2) n'est pas un faisceau. C'est pourquoi on munit 
1P(K) d'une structure plus forte appelée topologie de Grothendieck. 

1.4.1. - Topologie de Grothendieck, faisceau et cohomologie 

Une topologie de Grothendieck sur un espace topologique X est dé
finie par les données suivantes et propriétés suivantes : 

1) Une famille «? de sous-ensembles ouverts de X telle que 
Çl , Xg3 et telle que U, entraîne UflVçîJ , 

2) pour tout U £ 3* un ensemble Cov(U) de recouvrements de U 
par des éléments de 3* , 

3) fUjgCov(U) , 
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iii) pour tout UciV, avec U , Vf 3* , d'un homomorphisme de 
groupes pV : S (V)—• S(U), 

U 
v w w 

iv) si UcVc W et U , V, , alors py py = py , 

v) Py = id • 
On dit que le pré-faisceau S est un faisceau si en plus 

vi) pour tout (U. ) j g Cov(U) la suite 
0 • g(u)-^-* r N ^ ) ; ^ 17 S(U.f]U 

est exacte. 
Ì<J - J 

L'ensemble des indices I est supposé totalement ordonné. Les 
applications sont données par : 

d((f.))= (pUi (f.)- pUj (f.)). . • 
u.nu. u.nu. J 1<CJ 
1 J 1 J 

Pour un recouvrement (U.)f Cov(U) on peut continuer la suite vi) 
et former le complexe de Cech : 

4) Si ̂ çCov(U) et si VGU, , alors 
t{ fi V :={U!n V| U'çl(}£ Cov(V) . 

5) Si K.Ç Cov(U.) et si (U.). ̂  j £ Cov(U) alors 
U V. := {U'| U'é^. pour un i} appartient à Cov(U) . 

On utilise souvant la terminologie suivante : les éléments de $ 
sont appelés les sous-ensembles admissibles de X ; les éléments de 
Cov(U) sont appelés les recouvrements admissibles. 

Un pré-faisceau S sur X (muni d'une topologie de Grothendieck) 
est défini par les données et propriétés suivantes : 

i) pour tout Uç$ , d'un groupe abélien S(U) , 
ii) S (¡20= [0} , 
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VU) o—. i i s(u )-̂-> t7 s(u. nu 1 i s(u nu.nu. in o i <i„ o l i < i,< i o 1 2 o 1 o 1 2 
où d° est l'application d de vi), 
où d"̂  est donnée par 

d1((f. .))=(£. . -f. . + f. . ). i , i., , î i ,i0 î , i, i <i.,<i o 1 1 2 o 2 o l o 1 2 
(pour abréger, on n'écrit pas les p ) 
et en général 

n+1 
dn((f. . )) = ( Z (-1)J f. - . ). . ^ ^. i , ... , i i = o î , ... i., ... , î . 1 î < i-< ...< i , 1 . o n J o j n+1 o 1 n+1 

On vérifie sans peine que dn+^ dn = 0 pour tout n . Donc vii) est un 
complexe. Les groupes de cohomologie H n := ker d11/ im dn seront 
notés Hn((U.), S). Ils s'appellent les groupes de cohomologie de 
Cech relatifs à S et au recouvrement (UL ) . 

On peut reformuler vi) de la façon suivante : 
Le pré-faisceau S est un faisceau si H° (M , & ) = ê (U) pour tout 

Uç 3 et U ç Cov(U) . 

1.4.2. - Topologie de Grothendieck de IP(K) , faisceau des 
fonctions holomorphes 

Soit la famille constituée de Çf , IP et de tous les affinoi*des 
de IP , Soit U £ 3* , Cov(U) est constitué de tous les recouvrements 
*U de U (par des éléments de 3« ) dont on peut extraire un recouvre
ment fini. Il est facile de vérifier que # et Cov définissent une 
topologie de Grothendieck sur IP . Désormais 1P(K) sera muni de 
cette topologie de Grothendieck. 

Soit U un affinoi'de, notons toujours & (U) le groupe abélien des 
fonctions holomorphes sur F (défini en I. 1. 3) , de plus posons 

= 0 et Ö (IP) = K . Si UC V , soit p V l'application de ®(V) 
U 

dans (̂U) qui est la restriction à U . Il est facile de voir que la 
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donnée de & et des applications p , définit un pré-faisceau sur 
IP(K) , appelé le pré-faisceau & des fonctions holomorphes. Nous 
montrerons au paragraphe I. 5 que & est un faisceau. 
EXERCICE. - Montrer que & n'est pas un faisceau pour la topologie 
ordinaire sur IP(K) (c'est-à-dire, il existe U^3 et un recouvre
ment (U\) de U par des éléments de 3 tels que 
H°((UJ, G)^Ô(U)). 

EXEMPLE. - Soient X^ = { z £ IP j J z | S 1} et X2={z£lP| |z|^l} . 
Le recouvrement admissible {X^,X^} de IP donne le complexe de 
Cech : 

d° 
o — • ©(Xj)© &(x ) — • ô(xlnx2) • 0 . 

On a H°= ker d° ; H1^ coher d° ; &(X- ) = f £ a zR I lim a = 0 } ; 
1 n=0 n n 

&(X,) = f "S a zn I lim a =0 } ; (àfX^XJ^ 1 a Zn| lim a = 0} et v 27 „_n n 1 n J x 1 2' L n 'i i n J œ n_U _oo oo -oo n=-« |n|-*oo 
d°(( 2 a zn , S b zn))= Z a zn-"£ b zn . 0 n 0 n 0 n 0 n 
Un calcul immédiat donne H°= K et H = 0 . 

I. 5. - La cohomologie du faisceau & 

(1.5.1) THÉORÈME. - Soit U = P ou U un affinoîde de IP et soit 
K É Cov(U) . Alors 

i) H°(t(,G)= G(U) et 
ii) H1(U,&)= 0 pour i> 1 . 

DÉMONSTRATION. - Un cas particulier du théorème est le suivant : 
" X„ , ... ,X sont des affinoi'des connexes disjoints de IP . Alors 1 n 
(̂ (X2U ...UXn)= 6 G(X.) " (1.2.1). 

Nous avons besoin d'un autre cas particulier : 
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(I. 5. 2) LEMME. - Soient , X2 deux affinoîdes connexes de IP 
tels que XjfiX^pf. Alors la suite 

o — • ^(x1ux2) •̂ (x1)© &(x ) > ̂ (xlnx2) • 0 
est exacte. 

DÉMONSTRATION DU LEMME. - Supposons que « £ XjD X2 et 
posons P-X = B U.-UB et P-X = C U..-UC . Nous pouvons i l n Là c\ m 
supposer que 
B.- C1 , ... , B S C ; B , ... , B a n ; et 
1 1 a a a+1 a+1 b b 

B, B , C b+1 n b+1 m 
sont disjoints. Nous utilisons les notations de (I. 1.3) et la décompo-
siton de Mittag-Leffler. D'abord il suffit de montrer que la suite 

*) 0—• S(X1UX2)_f ^(Xx )+©0(X2)+ •®(X1HX2)+ >0 est exacte. 

On a 
IP-(X1UX0)= B.U...UB uc _L1U...UCU 

1 2' 1 a a+1 b 
ip-(x1nx,)= B .U...U B U C.U...UC UC, ,- U ...U C . 

1 2 a+1 n i a b+1 m 
Et d'après (I. 1. 3) 

a b 
Ô(X.UX0) = Z fc(IP-B.) 0 S ©QP-C.) 

1 2 + 1 1 + â+1 J + 
n m &(xj,e&(xj =2 ô(IP-B.) © s &(jp-c.) i+ 2 + ^ 1 + i J+ n 

&(X,nX0) = £ Ô(IP-B.) © £ Ô0P-C.) • 1 2 + a+1 1 + l<i<a J + 
et b< m 

Ces décompositions permettent de vérifier que •*•) est exacte. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. - Le complexe de Cech ne change 
pas si on remplace chaque U'çty par ses composantes connexes. 
Posons maintenant 1{ - (U.)n „ où chaque U. est connexe. Une ré -

v r1=1 n 1 
currence sur n montrera le théorème. Le cas n = 2 est démontré 
dans (I. 5. 2) . 
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Pour n = 3 il faut démontrer que 

(1) o—•&(u1uu2uu3) » e (9(u.) > ©^(u.j—>^(ux 2 3 ) — • o 
i<j 1J 

est exacte. (On a abrégé par U.flU.^U, = U . etc. ) 
i j h i,j,h 

Si 2= - ̂  , la suite (1) est exacte selon (I. 3) . 
Soit maintenant ^ ̂  ̂  . La suite 

o—+ &(uuu)—> <&(u )@ &(u2)—> ̂ (u12)~—> 0 
est exacte. On supprime dans (1) le terme (̂Û flÛ ) et on remplace 
G(U )0 (̂(U2) par Ô(U U U2) . On obtient la suite 

(2) o—>^(u^u^u^—• G^Uu2)®(^(u3)—»&(u]3)e^(u23) —•&(u123)—• o. 

La suite (1) est exacte si et seulement si la suite (2) est exacte. 
Comme U est un affinoi'de connexe, la suite 

0—> & (Uj U U2U U3 ) > & (Ux U U2 ) © & (U3 ) • ̂ ((l^UU^niy » 0 
est exacte. 
On supprime ^(UjU^UU ) dans (2) et on remplace ^ U U ^ e & f U ^ 
par ^((l^UU^nu^ . Le résultat est 

(3) o—• ^((u1uuz)n u3)—t ô(u13)€)&(u23) • &(u123)—>° • 

Comme avant, (2) est exacte si et seulement si (3) est exacte. 
La suite (3) est exacte parce que c'est le cas n = 2 de l'énoncé. 

EXERCICE. - Donner une démonstration complète de la récurrence 
sur n dans (1.5.1). 

REMARQUE. - Pour un affinoi'de U de IP le théorème (I. 5. 1) est 
un cas spécial d'un théorème de J. Tate (III. 2. 2) : La cohomologie sur 
un affinoi'de U de dimension quelconque satisfait 

H°(ty,&)= &(U) et HX(ty , & ) = 0 pour i> 1 . 
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X = IP-(B U...UB ) ; X=1P-B. ; X = IP-(B U ... U B ) . 
1 n I 1 £ L n 

Le recouvrement {X^jX^} de IP donne la suite exacte 
0 —• ̂(IP) —> G(XX )© &(X2) -—• &(X) —• 0 . 

Comme &(IP) = K , on a ©(Xj ) © Ô(X2) -̂-» &(X)+ . La récurrence 
sur n montre &(X)+ = £ &(IP-B.)+ 

I. 6. - Exemples de faisceaux sur IP 

(1.6.1) Soit A un groupe abélien. On associe à A un faisceau 
constant A donné par A(0f)=O ; A(3P) = A ; A(U) = A° où c est 
le nombre des composantes connexes de l'affinoïde U . Il est évident 
que A est un pré-faisceau. En plus : 

PROPOSITION.- A est un faisceau et H1(t<,A)=0 pour i^l et 
pour tout î>( . 

DEMONSTRATION. - Comme dans la démonstration de (1.5.1) il suf
fit de vérifier : 

(a) A(Û U .,. U U ) = © A(U.) si les sont connexes et disjoints. 
(b) 0—• A(U(JU) • A(U )© A(U ) •A(U1flU2) • 0 est 

exacte si Û  , U2 sont connexes et U^QU^ / Çl . 

La propriété (à) est évidente et (b) est vraie parce que Û  fl U2 est 
aussi connexe. 

REMARQUE. - Il est étonnant que la circonférence [zç K j |z| =1} 
donne 11 H1 = 0 Dans le cas complexe H*({zç C | | z| = 1] , A) = A . 

Au chapitre V on introduira une autre topologie de Grothendieck, 
la topologie étale, qui donnera un H"̂  / 0 . 

REMARQUE. - Le résultat (I. 1. 3) est à son tour une conséquence de 
(1.5.1). En effet, on prend 
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EXERCICE. - Trouver un recouvrement ouvert U de {zgC| |zj=l} 
tel que H1 (K , A) = A . 

(I. 6. 2) Le faisceau des fonctions holomorphes inversibles est 
donné par (U) - le groupe des éléments inversibles de &(U) si 
U / et &x (pf) = {1} . On vérifie aisément que est un faisceau 
à l'aide de &x (U) = {f £ ©(U) | f(u) ̂  0 pour tout uçty} . 
On peut démontrer que Hl(fy. , ) = 0 pour i> 1 et pour tout recouvre
ment admissible U d'un affinoïde U . De plus Ĥ ty , 6* ) = 0 

1 x 
si i>2 , H (ty , & ) = 2£ pour tout recouvrement admissible M 
de IP . 

(I. 6. 3) Le faisceau 7l\ des fonctions méromorphes sur IP est donné 
par 

i) ^ (U ) = l'anneau total de fractions de &(U) si U est un 
affinoi'de, 

ii) ^ ( 0 0 = 0 
iii) 7?l (IP) = K(z) = le corps des fonctions rationnelles. 

On vérifie sans peine que 7J\ est un faisceau. 

EXERCICE. - Montrer que HX(V , 7î[ ) = 0 pour i>l et pour tout re
couvrement admissible %{ . 

EXERCICE. - Le pré-faisceau &° sur IP est donné par 
G° (U) = { fç&(U)| |f(u)|S 1 pour chaque u|U] . 

Montrer que &° est un faisceau et que HX(ty,& )=0 pour i > 1 
et pour tout recouvrement admissible *U . 

(1.6.4) Cohomologie d'un espace X 
ir v{ 

Comme d'habitude, la cohomologie de Cech H (X, S) est définie 
comme lim H1^,^) , la limite est prise sur tous les tyç Cov(X) . 
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Il y a d'autres groupes de cohomologie H1 (X, S ). Ils sont donnés 
comme foncteurs dérivés de S >H (X,S):=S(X). Pour tout faisceau 
S on a H^XjS) = H^X,») pour i= 0,1 . Pour des faisceaux 
"raisonnables" et des espaces "raisonnables" H1(X,§)= H1(X,§) 
pour tout i . Dans le cas classique, c'est-à-dire X est un espace 
topologique et S est un faisceau pour la topologie ordinaire la condi
tion " X paracompacte" suffit pour montrer H1(X,§):= H1(X,§) pour 
tout i>0 et pour tout S . 

Dans notre cas, c'est-à-dire X est un ensemble admissible de IP, 
on peut montrer que Ĥ ty , S ) = 0 pour i > 2 (et donc H1(X,§)=0 
pour i>2). C'est une conséquence du fait que IP est de dimension 1 . 
Dans tous les exemples précédents H (IP , S ) = 0 . Mais il existe des 
faisceaux S avec H (IP , S ) (0) . L'exercice suivant est un 
exemple. 

EXERCICE. - Soit V= {0,TT , 1, œ]C]P avec 0<|TT|<1. On définit le 
faisceau S sur IP par : 

i) S (IP) =Z et S(0() = 0 , 
ii) si l'affinoîde connexe X satisfait Vc IP-X = B„ U ... U B ' 1 n 

et si chaque B. contient un nombre pair d'éléments de V , on pose 
S(X) = , 

iii) autrement on pose ^(X) = "K pour un affinoi'de connexe, 
iv) si l'affinoi'de X a les composantes connexes Xj , ... , , 

on pose S(X) = © S(X ) • 
v i 

Montrer que H (IP , S) = Z . 

REMARQUE. - Le faisceau S de l'exercice précédent est obtenu de 
la façon suivante. Soit E la courbe elliptique donnée par l'équation 
2 
y = z (z -IT ) (z -1 ) et soit cp : E-—• IP l'application donnée par 
(y, z)« • z . On verra plus tard que E possède aussi une topologie de 
Grothendieck (m. 4.7)„ Le faisceau constant, à fibre X sur E , 
sera noté X . L'image direct cp̂  2£ est un faisceau & sur IP 
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I. 7. - Sous-espaces analytiques de IP 
On considère une famille Q d'ensembles affinoi'des de IP véri

fiant 
i) si X , X2ç(} et si X1UX2 est affinoi'de, alors X^X^Q , 
ii) si X„, X^ sont des affinoîdes et si X„c:x_é G, alors ' 1 2 1 2V 

x^Q , 
iii) 

EXEMPLE. - Soit O un ouvert quelconque de IP . On associe à O 
la famille Q = { XcOj X est affinoi'de dans IP] . 

Soit Q une famille vérifiant i) , ii) et iii) . On associe à Q un 
espace analytique Q =fi(Q) , appelé un sous-espace analytique de IP . 
(La définition générale d'espace analytique sera donnée au chapitre III.) 
La structure de Q est donnée par : 

a ) un espace topologique Q 
¡3 ) une topologie de Grothendieck sur iï 
y ) un faisceau structural & sur Q . 

a) Comme ensemble, Q est la réunion (plus précisément la 
limite inductive) de tous les X de Q . Un ensemble UcQ est ap
pelé ouvert si U H X est ouvert pour tous les X de Q . 

-1 c 
donné par S(X) = ̂ (̂cp (X)) = 2£ où c est le nombre des compo-

E .1 
santés connexes de cp (X) . Pour un affinoi'de connexe X de IP on 
peut montrer que le nombre des composantes connexes de cp * (X) 
est 1 ou 2 . En plus cp * (X) a deux composantes connexes si et 

2 
seulement s'il existe fg&(X) tel que f = z(z-TT) (z-1 ) . Un petit 
calcul montre que 9„ 2£_ est le faisceau de l'exercice précédent. 
On peut montrer que H1 (E , Z_) H1 (IP , cp Z_) . Ainsi on peut E ;f E 1 
reformuler l'exercice en : "montrer que H (E , = 2£ pour la 

2 
courbe elliptique E donnée par y = z(z-TT) (z-1 ) ". 
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g) 3 , la famille des sous-ensembles admissibles de Q , est 
donnée par 

(i) chaque X^Ç appartient à d- , 

(ii) un ouvert UcQ , XJ ¿(4 , appartient à 3 si et seulement 
si pour chaque affinoi*de connexe X £ Q on a U 3 X ou U (1 X = $ . 

Un recouvrement (U. )̂  ̂  ̂  d'un élément U £ # est appelé admis
sible si 

(i) chaque U.£ 5 , 
(ii) pour chaque X ç Q- contenu dans U il existe un nombre fini 

d'éléments i„ , ... , i de I avec X£U. U ... U U I n 1 i 1 n 
y) le (pré-) faisceau & est donné par 

(i) & (X) = les fonctions holomorphes sur X (défini dans (1.1.3)) 
si X£(J , 

(ii) pour un ouvert UcQ , U £ <? , U^Q , 
&(U) = Hm &(X) , la limite est prise sur tous les XcU , XçQ . 

A l'aide de (I. 5. 1) on vérifie sans peine que Q est un espace 
topologique avec une topologie de Grothendieck et que & est un fais
ceau. 

On dit que l'espace Q est connexe si &(Q) n'a pas d'autres 
idempotents que 0 et 1 . On dit que Q. est engendré par une famil
le (X_̂) d'affinoi'des si Q est constitué par les sous-ensembles af-
finoi'des réunions finies des X. . 

1 
Un petit calcul montre que Q = ft(Q) est connexe si et seulement si 

CJ est engendré par une suite X.jCiX^X^c ... d'affinoi'des con
nexes. 

Soit Q une famille vérifiant i) , ii) , iii) et p un point de 
0=0(1») . 
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Soit Q la s ou s-famille de (J engendrée par tous les affinoi'des P 
connexes X avec p£X . Alors vérifie aussi i) , ii) et iii) et 
^p-^(Qp) est appelé la composante connexe de Q (en p). Il est 
facile de voir que Q est la réunion disjointe de toutes ses composantes 
connexes fQ.}. et que &(fi)= I I © (ft ) . 

1 1 ici ' i 
EXEMPLES 

(I. 7. 1) Si Q est engendré par un seul élément X , alors 
Q (Q) = X et les composantes connexes de ̂ (Q) sont les composantes 
connexes de l'affinoi'de X . 

(I. 7. 2) Si Q est constitué de tous les affinoi'des X de 3P avec 
0 , « € ]p_x , alors Q(Q)=K* et Q est engendré par la suite 
d'affinoi'des 

Xn= {z^K | |n|n<|z|S |TT| "n} où TT £ K , 0<|TT|<1, et n> 1 . 

K* est le seul ensemble admissible, non contenu dans Q 

&(K*) = { £ anzn | lim sup Vja I.= 0} et K* est connexe. 

(1.7.3) Soit X un sous-ensemble compact de 3P . On suppose 
que 00 ¿1 . Q est la famille des affinoi'des X de P avec XDJC = $ . 
La famille est engendrée par la suite f̂ n3 ou 

X ={z g K| d(z, £)S |TT I }= IP-[un nombre fini de disques ouverts de 
rayon |TT I ] . 

Donc Q=Q(Q) = IP-X est un sous-espace analytique connexe. 

(1.7.4) Supposons que K ne soit pas maximalement complet. 
Il existe une suite de disques ouverts ^B^3 ... dans K avec 
H B = Çl . On définit Q par la suite d'affinoi'des n n r T ^ 
IP-BjC: ]P-B2e ]p_B3C ... . L'espace Q = Q(Q) est donc connexe. 
Comme espace topologique Q s'identifie à IP . Mais la topologie 
de Grothendieck de Q est différente de celle de IP , par exemple 
B+ 4. i - ̂ a différence est essentielle. En effet, on peut construire 



36 

des fonctions bornées non constantes sur Q alors que l'on sait que 
Ô(]P)= K . 

00 
(I. 7. 5) Soit X un sous-ensemble fermé de IP de la forme f) X 

n = l n 
où chaque est une réunion finie de disques ouverts. La famille 
Q. est donnée par : 

Q = { Y | Y est affinoi'de dans IP et Yf)X= Çl } . 
Alors Q(Q) = IP-X est un sous-espace analytique connexe. Si le corps 
K est maximalement complet, on peut démontrer que chaque sous-
espace connexe de IP est de la forme fi(Q). Pour un corps non-maxi-
malement complet, on a vu dans (I. 7.4), qu'il y a d'autres exemples 
de sous-espaces analytiques connexes de IP . 

(1.7.6) REMARQUE. - Soit Q une famille d'affinoi'des vérifiant 
i) , ii) et iii) . La topologie de Grothendieck introduite dans g) sur 
Q(Q) n'est pas la seule topologie raisonnable. Par exemple, on 
aurait pu définir : 

(i) UcQ(Ç) est admissible si U fi X est affinoi'de pour 
chaque X^Q , 

(ii) (U.)ç Cov(U) si chaque U^ est admissible, U est ad
missible et si pour tout XcU , X£Q l'affinoi'de X est contenu dans 
la réunion d'un nombre fini d'éléments U. . 

i 
Cette définition conduit à la même famille de faisceaux sur Q (Q) 

et aux mêmes groupes de cohomologie. 

(1.7.7) EXEMPLE. - Supposons que K 3 C (le complété 
P 

de la clôture algébrique de (Q̂  ) . Soit .: 
x = { £ € K I = 1 pour un n > 0 } . 

Le sous-espace analytique Ci = IP-X est défini à partir de 
Ç = {F|F est affinoi'de dans IP et Ff)X=^}. 
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En fait ü est la réunion de deux composantes connexes : 
Qq= {z£ K| |z-1|<1 et z^X] et = [ z £ IP | | z -11 > 1 } . 

A chaque Q £ X on associe un caractère "K^ • K donné par 
X » • . Dans [16] , J. Fresnel et B. de Mathan ont construit une 
suite non nulle [af | Ç^X] avec lim a = 0 telle que la fonction 

X 
X •—• S a, C sur 2£ soit identiquement nulle. 

£ p 
*£_ 

On associe à la suite f al l'expression £ .—z.— . La somme 
converge uniformément sur chaque affinoi'de Y avec YfiX = Çl . 
Donc f= £ — appartient à &(Q). La fonction f est non nulle 
dans Qq . Le développement de Taylor au voisinage de 0 est 
£ (2 a z11 = 0 . Donc la fonction f est identiquement nulle 

n>0 £ 
sur Q (on peut voir aussi [14] ) . 

REMARQUE. - Comparaison avec la théorie de Krasner 
Un espace analytique (connexe) est donc une réunion d'une famille 

croissante, dénombrable d'affinoîdes connexes. On peut dire qu'un 
espace analytique X au sens de Krasner est une réunion filtrante de 
quasi-connexes. On définit l'anneau H(X) des fonctions analytiques 
sur X de la façon suivante : une fonction f définie sur X est analy
tique s'il existe une famille filtrante {X̂ }. de quasi-connexes telle 
que X = U X. et que f | X̂  soit un élément analytique sur X̂  . Si X 
est un espace analytique connexe, on a &(X) = H(X) . Mais l'analogie 
s 'arrête là. En effet, Œ = { z £ IP | | z | / 1 } a deux composantes con
nexes, alors que Q est connexe au sens de Krasner : (9 (Q) a deux 
idempotents non triviaux et H(Q) n'a que les idempotents triviaux. 

EXERCICE. - Soit X un ensemble fini dans IP . Déterminer les 
fonctions holomorphes sur l'espace analytique IP- X . 



38 

PROBLÈME OUVERT. - Soit X un ensemble compact dans JP . 
Existe-t-il une représentation des fonctions holomorphes sur IP-X 
analogue au cas spécial où X est fini ? Un cas spécial et intéressant 
est K et X = P^îQ ) c IP^K) . P P 

I. 8. - Cohomologie sur un sous-espace analytique de IP 

I. 8. 1. - Généralités 
Soit X un espace topologique muni d'une topologie de Grothendieck. 

Un faisceau S est dit localement acyclique si X possède un recou
vrement admissible V. tel que H1(U, S) = 0 pour i > 1 et pour 
chaque U qui est contenu dans un élément de M . 

D'après un résultat de J. Leray (voir [22], R. Godement pour une 
démonstration dans le cas d'un espace topologique ordinaire) 
on a HX(X, S ) = H1^,* ) pour i>0. 

Une suite exacte 0 • • —* ̂ 3 —* 0 ê faisceaux sur 
X est par définition une suite de faisceaux telle que : 

(i) Pour chaque Uc X , U admissible, 
0—• §1(U)- • §2(U) • S3(U) est exacte. 

(ii) Pour chaque U c X , U admissible et pour chaque 
t£§^(U) il existe un recouvrement admissible (Û ) de U et il 
existe des éléments s.^S^^J avec ŝ  > • pour chaque i . 

LEMME. - Pour chaque suite exacte 0 • S.j—• §2 + • 0 
de faisceaux localement acycliques , on a une suite exacte de cohomolo-
gie : 

o-> H°(X,S1) -> H°(X,S2) ->H°(X,S3) -•H^X,^) ->H1(x>̂ 2)->ri1(x,s3)-.fi2(x,sl 
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REMARQUE. - Un faisceau localement acyclique est certainement 
yi i 

"raisonnable" et on peut démontrer H = H pour un tel faisceau 
(voir (I. 6.4) ) . La suite exacte du lemme est donc la suite ordinaire 
de cohomologie de faisceaux. 

(I. 8. 2) Pour nos calculs nous avons besoin d'un lemme élémentaire 

LEMME. - Soit M = (U ) ., un recouvrement admissible de X tel v n'n> 1 
que U CU „ pour chaque n > 1 . Soit ê un faisceau sur X . Alors -a—_ n n+1 * ZL— — 

" o ^ 1 
(i) H (t(, S ) et H sont isomorphes respectivement 

au ker d et coker d où d : TT^U ) —• f~l g (U„) est défini par 
d<Vf2'-> = (frf2' f2-f3'f3-f4 

(ii) H1(t<,§) = 0 pour i>2. 

DÉMONSTRATION. - Une partie du complexe de Cech est 
o 1 

I I ̂(un I |g(uanun )^TT^(un nun nun ) . n o n <n„ o 1 n <n.<n. o 1 2 o o 1 o 1 2 

DÉMONSTRATION. - On prend un recouvrement admissible V de X 
tel que pour chaque U , contenu dans un élément de V. , on a 
H1(U,S.)=0 (i> 1 ; j = 1, 2, 3) . Pour un tel U , la suite 
0—• S1(U) • S2(U) > S3(U)—~* 0 est exacte parce que H1(U,81)=0 . 
Le complexe de 6ech de 3 relativement à *U sera noté C( *U , & J . 
On trouve une suite exacte de complexes 

0—*C(K,B) > c(^,sz) • c(^,s3) • 0 
est en conséquence une longue suite exacte de cohomologie 

O.-fH0^,^)—• H°(U,ê2)--* H°(t{,S3)—• H 1 ^ ^ ) — • ect. 
D'après le résultat de J. Leray, H^ty, Ŝ ) = H^X, S ) et le lemme 
est démontré. 
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Un élément (f(n , n„ )) est dans le noyau de d si et seulement x x o l"n <n, 3 o 1 
si pour chaque n <n.j<n on a f(n , n ) = f(n , n ) + f (n , n ) . 
Alors cp : ker d1—• | | S (Û ) donné par 
çp((f(n >n-jL)) ) ~ (f(n» n+l )) » est un isomorphisme. L'application 

no 1 n 
çp o d est égale à d . Cela démontre (i) . 
Un calcul combinatoire (laissé au lecteur) montre H (V. , S) = 0 
pour i> 2 . 

(1.8.3) PROPOSITION. - Soit Q un sous-espace analytique de IP . 
Alors H1(Q , & ) = 0 pour i > 1 . 

DÉMONSTRATION. - On peut, d'après (1.7), supposer que Q est 
connexe. Selon (1.5.1) le faisceau & est localement acyclique et, 
d'après (1.8.1) et (1.8.2), il suffit de voir que d : 77&(Xn) •TT&(xn) 
est surjective où X^cX^X^c ... est une suite d'affinoi'des con
nexes engendrant la famille Q qui définit Q . 

Soit (ĝ , ĝ , ĝ , ĝ , ... ) un élément de ] f &(X^) . On décompose 
chaque ĝ  à l'aide de la formule de Mittag-Leffler. Ainsi il suffit de 
prendre le cas où chaque X^ est un disque fermé. Dans ce cas on 
écrit g = h +k avec h rationnel sans pôles sur X „ et °n n n n n+1 
||k |l S | n|n avec ïï 0< | rr|< 1 . 
n A 

n La somme L k converge uniformément sur X et appartient m>n m to n ainsi à &(X ) . On définit n 
f=-h + h „ - h _ ...±h. + S k et on voit que n n-1 n-2 n-3 1 m>n m 

d(f1.f2.f3....)=(g1.g2.g3....). 
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I. 8. 4.- Le faisceau des parties principales P 
Le faisceau P sur un sous-espace analytique Q de IP est défini 

par la suite 0 • (S —• % • P • 0 où 7J\ est le faisceau des 
fonctions méromorphes introduit dans (I. 6. 3) (et adapté à Q ) . Un 
ensemble V de Q est appelé discret si chaque U £ Q 
( Q définissant Q ) rencontre seulement un nombre fini d'éléments 
de V . 

Afin de donner une description plus précise de P on suppose que 
« ¿ Q . Alors, i°(U) (où U est un sous-ensemble admissible de Q) 
est constitué des expressions 

s nJ?) an,g 
açu n=l (z_a)n 

où la somme est prise sur un sous-ensemble discret de Q . 
Alors P est un faisceau. La vérification facile est laissée au lecteur. 
L'application 7ï((\J) *lP(U) associe à chaque fonction méromorphe f 
la somme formelle sur les pôles a de f dans U de ces parties 
principales. 

^ an a 
COROLLAIRE. - (i) Chaque somme formelle £ £ '~ 

a£Q n=l (z-a) 
à support discret est la partie principale d'une fonction méromorphe 
sur Q . 

(ii) H^Q ,?/()= 0 pour i£l . 

DÉMONSTRATION. - D'après (I. 8. 3) on a une suite exacte 
0—• ®(ü)—> 7n{Q) • P(ü) • 0—• H1 (Q —•H1(Q , P) —• 0... . 

Un calcul élémentaire donne H1(Q,P)= 0 pour i > 1 . Cela dé
montre le corollaire. 
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I. 8. 5. - Le faisceau &x 
Le faisceau, défini par &x (U) = {f £ &(U) | f(u) / 0 pour chaque ugU} 

est beaucoup plus compliqué que & . 

PROPOSITION ([66] ). - Soit U l'affinoîde connexe de IP donné par 
| z-a.J > |TT̂ { (i = 1, ... , n) , où les disques ouverts 
[z ç K | [ z-a. |< ¡17. | } = B. sont disjoints. 

(i) Chaque élément de &(U)X s'écrit de façon unique sous la 
forme 

(z-A) ... (z-an) X(l+h) où ^, ..., Z, ; S U.= 0 ; Kx ; 

hC^(U) ; Jlh]|<l , h(«) = 0 . 
(ii) h\u , &x ) = 0 pour i > 1 . 

DÉMONSTRATION. - (i) La fonction f £ &(U)X est approchée par une 
fonction rationnelle g sans pôles dans U , telle que 

||f-gj|u< inff |f(u)| |u€U3 . 
En particulier ) f(u)-g(u)|< | f(u) | = |g(u)| pour chaque point u|U . 

"Ml "Mn 
Soit ja.= 2 ord (g). Alors g = (z-a.) ...(z-a ) g(œ) d et la 

1 PëBi P _ d n 
fonction d est de la forme | | | | (z-p) P où d = ord (d) . 

i = l P€Bi P P 
TT. A.-P d 

Soit t. = — . Alors d= | | || (1 + t. ) p et la fonction 
i z — a. -» -r-> TT. I 

I I=l pg Bi I 
d a la propriété || d-1 ||u< 1 • On voit aisément que cela implique 

IKz-AJ) 1...(z-AN) N F(-)"1 F-1 1 
et (i) est démontré. 

La démonstration de (ii) se fait comme dans (I. 5. 1) . Il suffit 
donc de vérifier que 

o—• Ô*(U uu2)—• l̂ x(u1) e &x(u2)—• &*(u n u 2 ) — • o 
est exacte si U^,U2 sont deux affinoïdes connexes avec U^flU^ Çf 
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Utilisant la partie (i) de la proposition, on est ramené à démontrer 
qu'une fonction 1+H avec H £ T T & (U1H U ) peut s'écrire comme 

1 Z 
(1+HJ) (1 + H )" où H.ÉTT &° (U.) et 0< |N| <1 . 
( &° (U) := [f€ô(U) | |f(u)| <1 pour tout uçU}). 

L'expression (1+Ĥ  ) (l+H2) * se développe sur U2^u2 comme 
l+H1-H2+r avec T ̂ n2, (U^flU^) . Utilisant le lemme (1.5.2) pour 
le faisceau © au lieu de & on trouve k.Crr̂ (U.) (i = l,2) avec 

-1 1 1 kl"k2= h ' LA FONCTION (1+H)(1+K1) (L+K2) À la forme 1+H' où 
h' g rr2&° (Û fi U2) . De la même façon il existe kç TT^ &(Û ) avec 
k1 -k1 = H» . La fonction (1+H') (1+k* )"1(l+k' ) a la forme 1+H" 

4 o 
où H" £ TT © (U^fïU^). Un passage À la limite montre ainsi que 
(i+h) = (i+h1)(i+h2r-1 . 

(1.8.6) THÉORÈME. - Soit Q un sous-espace analytique de IP . 
Si le corps K est maximalement complet ou si IP-Q est compact 
et Q = [ U | UCQ , U affinofdel , alors H1 (fi ,(»*) = 0 . 

DÉMONSTRATION. - On peut supposer que Q est connexe et défini 
par une suite d'affinoïdes connexes X^cX^X^c ... . Selon (1.8.5), 
(I. 8. 1) et (I. 8. 2) il suffit de montrer que 
d : J7 &(Xn)* • ]~7&(Xn)x est surjective. 

(i) Le cas 3P-Q = £ est compact et 
Q = { U | Ucft et U aff morde] 

On peut supposer que X et que 
IP - X^ = { z g K | d(z, X) < |rrjn} où comme , d'habitude TT ̂  K , 0<|n|<l. 

Chaque IP - X est réunion disjointe de disques ouverts de rayons n 
TT et de centres a(n, 1) , ... , a(n, s) (s dépendant de n ) . On peut 
supposer que les centres a(n, 1) , ... , a(n, s) se trouvent dans 
IP-X ti . Soit une suite (g, , g_, ... )ç T~ï ® (x )X donnée. On dé-n+1 Xtol to2 / c • i v n7 
compose chaque ĝ  comme dans (I. 8. 5) : 

g =X (z-a(n,l))u(n,1)...(z-a(n>S))U(n'S)(l+h )=k (1+h ) . 
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On constate que les produits infinis | | (1 + h ) convergent dans X , m>n m n -1 , +1 -1 ±1 -r— , On définit f=k k k ^ ... k„ (1+h ) et on voit facilement n n-1 n-Z n-3 1 _J _ m 
que d(fr f2, ... ) = (gj, g2, gy ... ) . m>n 

(ii) Le cas : K est maximalement complet 
On procède comme dans (i) . La seule chose qui n'est plus valable 

est la convergence sur X du produit infini 1 T (1+h ). La condi-
n m>n m tion, K maximalement complet, entraîne l'existence d'une limite de 

Banach cp : t° (K)—• K . C'est-à-dire : l°(K) est l'espace de 
Banach des suites bornées (â , a^, ...,), norme par 
(a„ , , a„, ... ) Il = sup la I . Il existe alors une forme linéaire cp n \ i 2 3 " n' 
telle que || cp|| =1 et Ç((a.^ , a2, ... , â , ... )) = lim â  si la limite de la 
suite (a.), existe. 

On remplace le produit infini | | (1+h ) qui ne converge pas, par 
m^n mn+£ 

la fonction F , définie sur X : z >—• cp(( I I (1+h (z) ) ). On peut n n m=n m £ 
v -1 démontrer que F £&(X ) et que F F = 1 + h pour chaque n> 1. n n n n n+1 n 

Une démonstration plus complète se trouve dans [21] . 

EXEMPLE. - Si K n'est pas maximalement complet et si IP-Q 
n'est pas compact, alors on peut avoir H^(Q, &x ) / 0 . 

Nous montrons cela pour l'exemple fi = { z £ K | |z|<r] où Q 
est constitué de tous les affinoi'des contenus dans Q . 

Soit B1^B?:I)B ^ ... une suite de disques ouverts de rayons 
-1 -1 -1 -1 -1 r. > r > r > ... ; lim r = r ; et de centres a„ , a_, a . ... 
1 2 3 n 1 2 3 
et avec f| B = Çl . 
On définie X = f z £ K I I z I < r ] et on pose a = 0 et pour n > 1 , 
gn~l + (an~an j)z£&(Xn)x . Supposons qu'il existe une suite 
(f )€ I | &(X )X avec f f = g pour tout n . On écrit n n n n+1 n 
f = X(1+U z + ... ) . Alors on trouve (i -u , = a -a . p< n n n n+1 n n-1 
Ainsi LL - U. = a et LL £ B . Cela contredit f) B - $ . 1̂ n+1 n ^1* n n 

pour n > 1 . 
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I. 8. 7. - ̂iv, le faisceau des diviseurs 
Soit Q un sous-espace analytique de IP . Le faisceau Jïiv sur 

Q est défini par : îv(U) = le groupe des sommes formelles 
H, n [u] avec n Ci et à support discret dans Q (cela pour chaque 
u|fU u u 
U admissible dans Q ). Les éléments de ̂ iv(U) sont appelés 
diviseurs à support discret sur U . 

Le faisceau -#iv n'a pas de cohomologie comme on voit aisément. 
Le faisceau V? est défini par Tlf (U) = {fç/T̂ U) | f inversible] . 
On a une suite exacte de faisceaux 

0 • 7tf—£-> Mv 0 . 
L'application : &(U)X 4 ̂ (U)x est l'inclusion. L'application 

: 7/l(\J)y • iKv(U) associe à chaque fonction méromorphe (inver
sible) f l'élément 2 ord (f) [u] . 

ugU u 

On voit que 0—• &(U)X -* /^(U)x • Mv(\J) est toujours exacte. 
Si U est un affinoTde, l'application /^(U)X • ̂ iv(U) est sur-

jective. Donc 0-—• Ù* • 7ï(* • «#iv • 0 est bien une suite 
exacte de faisceaux. 

COROLLAIRE. - Soit Q un sous-espace analytique de IP . On sup
pose que l'une des deux propriétés suivantes est satisfaite : 

a) K est maximalement complet, 
3) 3P-Q est compact et Q = [UcQ |u affinoi'de dans IP } . 

Alors 
(i) Pour chaque diviseur Dg.5iv(Q) il existe une fonction 

méromorphe sur Q avec diviseur D , 
(ii) Ĥ fl , TJl* ) = 0 pour i > 1 . 
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DÉMONSTRATION. - La suite 0 • + 7)\* • £ïv • 0 et le 
le théorème (I. 8. 6) donnent la suite exacte : 

0 • &(ft)X • Vlfr)* > ̂ iv(Q) >0 • H1(Q,^X ) »0 ... . 
Cela démontre la proposition. 

REMARQUE. - Les corollaires (1.8.7) et (1.8.4) généralisent des 
résultats de M. Lazard [35] . 

REMARQUE. - Si a) et $) du corollaire ne sont pas satisfaits, 
alors on peut avoir Ĥ (ft , &X ) / 0 . De plus on peut démontrer que, 
en général, l'application fy(Q)* • .#iv(Q) n'est pas surjective. 
Un exemple de cela se trouve dans [35] . 

ï. 8. 8. - Le faisceau &° 
Dans [21] on a montré les résultats suivants : 

PROPOSITION. - Soit Q un sous-espace analytique de IP . 
(i) & (ft)° = K si et seulement si IP -ft est compact et 

Q = { U | U cfi et U affinol'de] . 
(ii) H1(Q , & ° ) = 0 pour i > 1 si et seulement si une des condi

tions a) , 3) du corollaire (I. 8. 7) est satisfaite. 

Pour la démonstration, on renvoit à [21] . 

I. 8. 9. - Structure du groupe &(ft)X 
Un sous-espace analytique ft de 3P est réunion disjointe de ses 

composantes connexes ft . On sait que &(ft) = ] \ Ô(ft ) . Ainsi 
&(ft)X = | | &(ft.)X . Il suffit d'étudier le groupe &(ft)x lorsque ft 
est connexe. Soit C c c ... une suite d'affinoi'des connexes 
qui définit ft . A chaque X on associe l'ensemble fini t(X ) de n ^ n n 
ses trous. Un trou d'un affinoîde connexe X est par définition un 
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disque ouvert maximal dans IP-X . Les ensembles f t(X )} 
^ 1 v n' Jn> 1 

forment un système projectif et on associe à Q l'espace topologique 
compact, totalement discontinu Q = lim t(X ) . On peut aisément 

n 
vérifier que Q ne dépend pas du choix de la suite {X ] . 

Si IP-Q = X est compact et que Q est défini par 
Q = { UCIP | U D X = pf et U est affinoi'dej alors Q ~ X . 

Une mesure sur un espace compact, totalement discontinu Z est 
par définition une fonction \JL : {ouverts compacts de Z ] • Z 
telle que \JL(U ̂ U U^) + ja("U"̂  fl U^ = ja (U ) + u(U2) pour chaque paire de 
sous-ensembles compacts et ouverts U^ , U^ de Z . 

Notons M(Z) pour le groupe de toutes les mesures sur Z et 
MQ(Z) := {u€M(Z)|M(Z)= 0]. 

PROPOSITION. - (i) Soit X compact et soit Q = IP- X défini par 
(} = { UC jp | U affinorde et U f) X = Çl } . 
Alors on a la suite exacte de groupes suivante : 

(1) • K* • (&(Q)X- • M Q ( X ) — • 0 . 

(ii) Soit K maximalement complet et soit Q un sous-espace 
analytique connexe de IP qui contient « . 
Alors on a la suite exacte de groupes suivante : 

(1) -> KX(1 + &°+° (Q)) • $(Q)X — > MQ(Q) • 0 . 

(&°+°(U) désigne {fçfc(U)| |f(u)|<l pour tout ug U et f(») = o}). 

DÉMONSTRATION. - Soit U un affinoi'de connexe qui contient » . 
Soit f B , ... , B } l'ensemble des trous de U . Alors on peut re-c n nJ ^ 
formuler (I. 8. 5) en la suite 

1 >K* . (1+&̂ °(U)) • &(U)x-2-> MQ(t(U)) • 0 est exacte. 
ul Un 

L'application R associe à f = X (1+h) (z-â ) ... (z-â ) la mesure 
(J, définie par |a(S) = £ u pour chaque SCt(U). 
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Supposons maintenant que Q soit défini par la suite C ^ n 3 d'af-
finoîdes connexes et que » g X^ . On obtient un système projectif de 
suites exactes : 

(1) • Kx.(l+ i° (X )) * Ô(X ) * — M (t(X )) • 0 . 
v + v n ' n' o n 

La limite projective des suites est : 

*) (1) • K* + • ©(A)* -£—» MQ(Q) -•. 0 , 

parce que M (G) = l̂ m M (t(X )) . La suite #) est aussi exacte 
X o o 

si le système projectif { = K (1 + Ô (•̂n)) 3n satisfait la condi
tion de Mittag-Leffler (voir [ 22] , R. Godement) . Cette condition 
peut s'exprimer par : d : | | — • | | A^ , donnée par 
d(a. , a0, a0, ... ) = (a. a* , a^a* , a0 a * ... ) est surjective. 1 2 3 1 2 2 3 3 4 

Dans notre cas on voit que l'essentiel est de montrer que le sys
tème projectif { (X^) }n> j satisfait la condition de Mittag-
Leffler. 

De plus, dans le cas (i) de la proposition, on sait, d'après (1.8.8) 
que &°+° (Q) = 0 . 

Donc la proposition se déduit du lemme suivant : 

LEMME. - Dans les cas (i) et (ii) de la proposition, le système 
projectif (X )] satisfait la condition de Mittag-Leffler. 

DEMONSTRATION 
Le cas (i) . - On peut prendre X^= [z£ IP | d(z, £)> | r r | n } . 

Soit (grg2,g3,...) € T T ^ ° ( X n ) donné. 

En utilisant la décomposition de Mittag-Leffler (I. 2. 1) on voit 
que pour chaque f € (x +1Î on a : 11*11 ~ l11! ll f II x 

n+1 
Cela implique que S g converge uniformément sur X et 

m > n m n 
appartient à &° ° (X ). Posons f = S g ; alors 

+ n n m > n m 
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d(f1.f2,...)= (gl.g2.g3....). 

Donc d est surjective. 

Le cas (ii) . - On donne aussi (ĝ , ĝ , »•••)€ I | & + ' L a 
somme S g ne converge plus et comme dans la démonstration de m> n n (I. 8. 6) il faut utiliser une limite de Banach Cp . 

n+l 
On définit f (z) = <p(( I g (z)) ) pour z£X . On peut 

n m=n m t n 
montrer que f c $ (X ) et que f -f = g pour tout n > 1 . ^ nc + v n; ^ n n+l sn * 
Cela démontre encore " d est surjective". 

REMARQUE. - L'application R : &(_Q)* • M (ft) a la propriété 
suivante : 

Soit B un disque ouvert de K tel que ÔB = B+- B appartient 
à Q , la famille qui définit Q . Soit U le sous-ensemble compact 
et ouvert de Q qui correspondant aux trous des X^ contenus 
dans B. Alors R(f ) (U ) = ord_ „(f) . 

o B 
On vérifie cela pour un affinoi'de connexe à l'aide du théorème des 

résidus et (1.8. 5) . Un passage à la limite démontre la formule 
pour Q . 

(1.8.10) EXEMPLES. - Soit X un sous-ensemble compact de K et 
soitQ = IP-X défini par Q = [ U | U affinoi'de et U 11 X = Çl ) . 

a) Si £ = [a.̂ , ... , an3 est fini la proposition (I. 8. 9) montre que 
chaque élément de &(Q)X s'écrit de façon unique 

n U. 
X I I (z-a.) 1 où X €K* et où m , ... ,|J € 2E ; S \d.= 0 . ' 1 î ^1 n 1 i=l 

(3) X est un compact quelconque 

Pour un point a£X la mesure de Dirac Ô^M(X) est définie par 
fo si U 

6a(U)= j 
VI si a g U 
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1.8.11.- Prolongement d'une fonction méromorphe 

PROPOSITION. - Soit X un ensemble compact contenu dans un disque 
ouvert BczlP . Sur l'ensemble ouvert Q = IP-X la structure d'un 
sous-espace analytique connexe est donnée par la famille 
Q = {U | Ucfi e£ U affinoi'de] . Soit f une fonction méromorphe non-
constante sur Q . Alors f satisfait une seule des deux assertions 
suivantes : 

(i) f se prolonge en fonction méromorphe sur B , 

(ii) pour chaque famille de disques ouverts D ,...,D telle 
n I n que X c U D . c B l'ensemble f ( U D. - X ) est dense dans JP . i i = l i 

DÉMONSTRATION. - On voit aisément qu'une fonction méromorphe f 
sur B tout entier ne peut pas avoir la propriété (ii) . 

En plus, supposons qu'une fonction méromorphe f sur Q satis-n 
fasse f ( U D.-X) n'est pas dense dans JP . Il faut démontrer que i=l 1 
f se prolonge en une fonction méromorphe sur B . La fonction étant 
considérée comme une application de Q dans IP , on peut supposer 
(après avoir appliqué un automorphisme de IP sur f( U D. - X ) ) 

Pour a,b^X avec a/b la fonction Z ^ g &(Q)* a pour image 
ô^- 6^Mo(l). Une mesure quelconque |i ̂ M^(X) est une limite faible 
d'une suite {m̂ .} ̂  MQ(X) telle que chaque soit une combinaison 
^-linéaire de mesure de Dirac. C'est-à-dire pour chaque ouvert 
compact U de £ il existe un entier kQ tel que |a(U) = |a^(U) pour 
k>k . o 

s(k) Soit (j = £ n.(k) à , avec n.(k)£^ et £ n.(k) = 0 . k i=l i a ̂ {K) î î 
sik) a (k) n (k) 

La fonction fR= I I (1 -—- ) 1 €&(Q) a pour image ^MQ(j;). 
i = l 

On peut vérifier que lim £̂ = f est uniformément convergent sur 
chaque affinoîde contenu dans Q . La limite fg©(Q)* a pour image 
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que f(u D^-i^C [z £ K | |z |^1J . La proposition se déduit ainsi du 
lemme suivant : 

LEMME. - Soit f une fonction holomorphe bornée sur 
Q = [ Z ^ K | |Z|<1}-£ OÙ Z est compact. Alors f est la restriction à 
Çl d'une fonction holomorphe sur { z ̂  K | | z J2£ 1} . 

DÉMONSTRATION. - En remarquant que £ est contenu dans une 
réunion finie de disques ouverts de centre a^, ... , ag et de rayon p>l, 
avec la^-a^^p pour i^j, on peut supposer que £C {z £K| | z |< 1. } . 
On pose : 

Xn={z£lPj |z-XJ>|rr|n pour tout Xf£] ; AQ={Z^IP| |zj< 1] ; 

A1={zC]P| |z|>lj et Aol=fz€lP| |z| =1} . 

Pour tout n 25 1, on a une suite exacte 

0—• Ô°(X ) — • Ô°(X H A )© (9°(X H Ai ) • ̂ ° (X d A fi A, ) • 0 . 
x n' v n o; v n 1' X n o 1' 

La limite projective est la suite 

0—-¥ &° (IP - £) — • ©° (Q) © &° (A j )—^ (AQ1) • 0. 

Cette suite est aussi exacte, parce qu'on peut démontrer, comme dans 
le lemme de (1.8.9) cas (i) , que le système projectif {^(X^)} 
satisfait la condition de Mittag-Leffler. On a un diagramme commutatif 

Les deux suites sont exactes et a, $ , y , à sont les restrictions. 
D'après (1.8.8) ©°(]P-£) = K° . Alors a , Y > § sont bijectives. Il 
s'ensuit que 3 est un isomorphisme et le lemme est démontré. 
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EXERCICE. - Montrer que H1(Q,A)=0 pour i>l; Q est un 
sous-espace analytique de JP et A un faisceau constant. 

REMARQUE. - Le lecteur intéressé par le prolongement des fonctions 
holomorphes pourra lire [45] et voir que le théorème de Picard 
tombe en défaut. 



53 

CHAPITRE II : ALGÈBRES AFFINOÎDES 

II. 1. - Définition des algèbres affinoîdes 
II. Z. - Théorème de préparation de Weierstrass 
IL 3. - Quelques conséquences 
IL 4. - Espaces affinoi'des - Exemples 
II. 5. - Propriétés de la (semi-) norme spectrale 
II. 6. - Extensions entières d'algèbres affinoi'des 
II. 7. - Le module différentiel d'une algèbre affinoi'de 
II. 8.- Un exemple, l'algèbre k< X, Y, Y-1> 

On peut dire que les espaces analytiques (rigides) sur k sont dé
finis par analogie avec la géométrie algébrique. Les espaces analy
tiques sont des recollements d'espaces analytiques affinoîdes et ces 
derniers sont les idéaux maximaux d'algèbres affinoîdes. On voit que 
ceci correspond aux schémas, schémas affines (de type fini) et al
gèbres de type fini. L'étude locale des espaces analytiques est donc 
essentiellement une étude des algèbres affinoi'de s. Si les propriétés 
des algèbres affinoi'des présentent beaucoup d'analogies avec les al
gèbres de type fini, en revanche les démonstrations sont assez souvent 
spécifiques et un peu technique s. On conseille donc au lecteur de ne 
pas s 'attacher en première lecture au détail des démonstrations mais 
d'examiner plutôt les exemples. 

Le corps k est supposé complet pour une valeur absolue ultra
métrique. Parfois on considère k comme sous -corps d'un corps K , 
complet, algébriquement clos. 
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II. 2. - THÉORÈME (Préparation et division de Weierstrass) 

(1 ) Division. - Soit f€Tn régulier en de degré d et g€Tn 3HJË-L" 
conque. Il existe des éléments uniques q£T et rgT . [z 1 de 
_J -— . _ ~i — iv. n v n-lU nJ • 

degré en z^ plus petit que d , tels que g = qf+r . 

En plus on a || g || = max ( || q || , || r || ) . 
(2) Préparation. - Soit f un élément de T^ de norme 1 . Il existe 
un k-automorphisme 0" de T tel que a(f) soit régulier en z^ . 

II. 1. - Définition des algèbres affinoîdes 

Pour des indéterminés z1 , ... , z on désigne par 
1 n„ v ou a T (k) = k<zH , ... , z > l'algèbre des séries entières £ a z, ... z nx 1 n a l n 

avec a £ k ; a = (a, , ., a ) ; lim a = 0 . La norme sur 
T ( = T (k) ) est donnée par II D a za || = max I a I . L'anneau n n a a 
{fçTn| || f||Sl} est noté par ; l'idéal {fg T | || f ||<1] par 
T°° et T désigne T° /1*° . On voit que T k [>„ , ... , z 1 où n n n n n u 1 n 
k = k° /k°° est le corps résiduel de k . Comme n'a pas de di
viseur de zéro, la norme sur est multiplicative 
(i-e. ||fg|| = ||f||||g||). 

Une algèbre affinoîde A sur k (ou algèbre de Tate) est une 
k-algèbre qui est une extension finie d'un T^(k) . C'est-à-dire, il 
existe un homomorphisme de k-algèbres ——• A qui fait de A 
un module de type fini sur T . 

n 
L'algèbre de Tate a beaucoup de propriétés communes avec 

l'anneau de polynômes k [z^, ... , z^] . Un outil indispensable pour les 
algèbres affinoîdes est le théorème de Weier stras s. Nous avons 
besoin de quelques notations. La surjection canonique T^- • T 
est notée f»——• f . Un élément f £ T , avec || f j|' = 1 est appelé 
régulier en z de degré d si f £ T est de la forme X z** + £ c. z* — Z~ n ~ n n i<: d i n où X É k , X^O et c , ... , c , . Ç k r z . , ... , z . ] . Soit T . le sous-o d - 1 1 n-1 n-1 
anneau k<z«,...,z .,> de T , on considère aussi T J z 1 com-1 n-1 n n-lL nJ 
me sous - anneau de T . 
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Comme T^ est complet pour la norme, on a : 

g = (S q.)f+(Z r) et ||g|| =max( || £ q ||f || Z r ||). i=0 1 i=0 1 i=0 1 i = 0 1 
Alors la division par f existe et elle a la propriété désirée pour la 
norme. Supposons que la division par f ne soit pas unique. Alors g 
se décompose sous la forme g = q̂ f̂ + r̂  = ̂ 2*2+r2 ' avec ^ ̂2 ' 
Nous pouvons supposer que || q̂  - q2 |j = 1 et par conséquent que 
H ^ - r ||=1 . L'équation (q̂  - q2) f = r2~ r implique 
(q„ - q ') f = r - r. dans T . Cela est en contradiction avec vnl n2; 2 1 n 
"degré de T en z est égal à d ". ° n 

(2) Une substitution des variables Z.F • 2 X.. Z. avec o o 1 13 3 
(X.. ) £ Gl (k ) (i. e. tous les X.. £k et i dét(X..). .1 = 1) induit un ij n "ij ' ij i, J 
k-automorphisme a de T donné par a(f) = f(S X. . z . , ... , 2 X . z .) . 

r n _ ^ lj j nj j 
L'automorphisme a induit un k-automorphisme a de 
T^ = k[zj , ... , z^] également défini par la substitution 
z . • Z X.. z. (i = 1, ... ,n) . 
i U J On pose f = h + h., + .. . + h _ où h. est une forme homogène en ^ o 1 d i z. , ... , z de degré i et où h , / 0 . Pour un corps résiduel infini l n & d 
on trouve facilement un p , tel que le polynôme homogène o* (ĥ ) 
contienne le terme z^ . Donc Q" (f ) est régulier en z de degré d , 

n n ° 

DÉMONSTRATION. - (1 ) La condition imposée sur f implique que f 
d d-1 i 

est de la forme f = f + D où f = X z + £ c. z avec X € k , |X|=1 ; 
O O n |_0 1 n v i t c.£T. , et il c.|!<l ; D É T et I I D ||< 1 . î n-1 11 î" n 

On voit sans peine que chaque g £ T peut s 1 écrire sous la forme 
g = q f̂ + r où qç T^ ; r £ T^ |CznJ et de degré en z^ plus petit 
que d ; || g|| = max (|| q|| , || r|| ) . Nous voulons démontrer cela pour 
f au lieu de f . Pour g £ T on écrit g = q f+r = q f + r + g„ où o ô^ n s Mo o o Mo o Bl 
ĝ = -D q̂  , ainsi || ĝ || S j| D|| || g|| . On écrit également 
g1=q1f+r1+g2 où g2= - D qi , ainsi ||g2|| S ||D|| ||gl \\S ||d||2 || g || . 
Par récurrence on construit une suite d'éléments g , q , r avec 

m m m 
H g m l l = l i m I I O ' = l i m i l r m H = 0 et en plus 

g = q f+r + g . (m ̂  0 ) , r $T [z ] et d° r < d . 
m m m m+1 m ^ n-1 nJ z_ m 
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e a e a 1 a 1,1 f , _ n-l ( n-1 n z 
a 

a(f) = a (f ) = I a (z+z ) ... (z +z n a 1 n n-1 n 

On peut choisir les e„ , ... , e . tels que a / 0 , a^^O et a ̂  S ^ 1 n-1 a 3 
impliquent e.a1+...+e , a . , + a /e1g1 + ... + e g + 0 . ^ n 11 n-1 n-1 n 1_ 1 n-1 n-1 n 
Pour un tel choix, le degré total de a(f) est ég-̂ 1 à 
N = max f e. o c , + ... + e ,a . , + a | a ^ 0 ] . Le degré de 

1 1 1 n-1 n-1 n a (e. o u + ...+ e .a -j + a ) 
ej(f)(0, ... ,0,z )=S a z n~A rw est aussi N . 
v ; v n' a n 

Donc cr(f) a Ta forme voulue. 

II. 3. - Quelques conséquences du théorème de Weierstrass 

THÉORÈME 
(II. 3. 1).- Une algèbre affinoi'de est un anneau noethérien. 

(II. 3. 21.- L'anneau T est factoriel. 
n 

(II. 3. 3)..- Soit II . Il une norme de Banach sur une algèbre af-
finoîde A . Alors tout idéal de A est fermé pour || . || . 

(II. 3.4)..- Pour tout idéal $J de il existe un morphisme injectif 
et fini T, c—> T /% . Le nombre d est la dimension de Krull de . d n 
l'anneau T . n 

(II. 3.5)..- Soit 2)? un idéal maximal de T . Alors le corps T /m 
, n n' 

est une extension finie de k . 
(II. 3.6)..- Une algèbre affinofde A est de la forme T / 21 , où 81 

est un idéal de T . Cette représentation définit sur À une norme 
. n c 

qui en fait une algèbre de Banach. 

Pour un corps fini k il faut prendre d'autres substitutions. 
ei La substitution z. *—» z. + z (1 < i<n) et z «—• z avec 1 î n n n 

e., , ... , e ç IN donne évidemment un automorphisme g de T 1 n-1 n 
Posons f = S a z ^ 0 . Alors : 

a 
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(II. 3.7). - Soient A et B deux algèbre s affinoîdes munies de 
normes de Banach || . || et || . || ' , c'est-à-dire que (A, || . || ) et 
(B , || . ||') sont deux algèbres de Banach. Soit u un homomorphis-
me de l'algèbre A dans l'algèbre B . Alors u est un homomorphis-
me continu de (A , || . || ) dans (B , j| . || ') . Ainsi toutes les normes 
de Banach sur une algèbre affinoi'de sont équivalentes. 

DÉMONSTRATION 
(II. 3.1).- Soit 2J un idéal non nul de T . D'après II. 2 , 

n 
(préparation) on peut supposer que 21 contient un élément f , ré
gulier en z de degré d . La division par f montre que 2ï est 

n engendré par f et l'idéal 23=21 HT JZ 1 de T ,[z ]. Par ré-to r n-lu nJ n-1 n 
currence, T 1 et T [z ] sont noethériens. Donc 23 est en -n-1 n-1 n 
gendre par un nombre fini d'éléments et par conséquent 21 est un 
idéal de type fini. 

(II. 3.2).- Soit f f T , f ¿0 . Apr ès un changement de variables, 
on peut supposer que f est régulier en de degré d . La division 
z^ = qf + r montre que z ̂- r est aussi régulier en z de degré d . n n ^ n b n ° 
La division f= q'(z -r) + r' implique f= qq'f + r' . L'unicité de la 
division par f implique r'= 0 et qq'=l . Alors f=q'(z -r) où 
q'^T est une unité. Par récurrence, les anneaux T . et T Jz 1 ^ c n n-1 n-1- nJ 
sont factoriels. Donc f=q'f. ... f où les f.çT -[z ] sont des 

^ 1 s î n-1 n 
polynômes unitaires en , de norme 1 , et irréductibles comme 
éléments de T J z 1 . 

n-1 n 
Nous allons vérifier que chaque f̂  est aussi irréductible dans T . 

Soit g £ T - [z 1 , unitaire en z , de norme 1 , et irréductible & ~ n-1 L nJ n 
comme élément de T [z ] . Soit g = g g , une décomposition n -1 n 1 2 
dans T où ĝ  n'est pas inversible dans T^ . On peut supposer 
cLne II g-̂  Il = 1 et ̂  s'ensuit que ĝ  est régulier en z^ . 

Comme plus haut, nous pouvons remplacer ĝ  par un polynôme 
unitaire en z . La division de g par g. est unique dans T et n to ^ tol ^ n 
dans T „ [z ] . Alors ĝ  appartient à T -[z ] . L'élément g n-1 n 2 n-1 nJ 
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étant irréductible dans T .[z 1 , on conclut que est une unité. 
n-1 nJ ^ ô2 

Nous avons démontré que chaque élément f de T est un produit 
d'éléments irréductibles de T . Un raisonnement semblable montre 

n 
l'unicité de la décomposition de f (à unités près) . 

Pour montrer (II. 3. 3) , nous devons utiliser un lemme général 
sur les modules de Banach (le lecteur peut trouver la définition en EL7.5). 

(II.3. 8) •- LEMME. - Soient A une algèbre de Banach qui est un anneau 
nœthérien, M un A-module de Banach de type fini. Alors tout sous -
module de M est fermé. 

DÉMONSTRATION. - Soient N un sous -module, N sa fermeture 
dans M . Puisque M est noethérien, N est de type fini et il existe 
e„, e_,...,e tels que fsf = £ A e. . L'application (a.) •—• E a. e. 1 2 n i - i î î î î 
de An dans N est un morphisme strict d'après le théorème de 
Banach ( An est muni de la norme || (a. ) || ' = max || a. || ) . Ainsi il 

i i 1 ^ 
existe une constante 0< c < 1 telle que : pour tout x £ N , il existe 
a. , a0, ... , a £ A avec 1 2 ns" 

x = 2 a. e. et c max II a. Il S II x II . 
11 i 1 

Soient f j , f̂ , ... , fn £ N tels que || f̂- e J| S ĉ  , pour 1 S î - n . 
Nous allons mont 

rer que N = t A f. . 
i=l 1 

(s) (s) 

Soit s > 1 un entier, supposons qu'il existe x^ , ... .x^g A et 
xg g N tels que 

x = S x(S)f.+ x et ||x ||S cS . 1 1 s 11 s 11 
Il existe a„ , a,,...,a £ A tels que 1 2 n 

x = 2 a. e. et c max II a. ||S || x II . s 11 " i " s " 

Posons x̂ S+̂ - x^+ a. et x = S a. (e.-f. ) . On a alors : i i i s+1 i i i 

x = Z xfe + 1)f.+x +1 , j|x +1||ScS+1 , c8'1 
1 1 s + 1 1 s + 1 11 " 1 1 " 
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(II. 3. 5) . - Si T , c — h T / 2JÏ est fini et injectif, alors T, est v ' d n d 
un corps parce que T /201 est un corps. Donc d = 0 et 
[ T / m : k ] < m . n 

Avant de démontrer (II. 3.6), donnons une définition. 

On construit ainsi par récurrence une suite (x^ qui est de Cauchy, 
soit x̂  sa limite. Il est alors clair que x = 2 x,. f̂  . Ce qui prouve 
que N = N . 

(II.3.3) est alors une conséquence immédiate de (II. 3. 8) . 
En effet, un idéal 21 de A est un sous-module du A-module de 
Banach A , ainsi il est fermé. 

(II. 3.4).- Nous allons montrer qu'il existe un automorphisme a 
de T et un entier d^n tel que l'homomorphisme canonique 
TC: -» T^-—• T /a(21) soit injectif et fini. Ce qui prouvera la pre-
mière partie de II. 3. 4. 

Soit 21̂ (0) et f £21 , f / 0 . D'après (II. 2) , il existe un auto
morphisme G de tel que çj(f) soit régulier en et la dé
monstration de (II. 3. 2) montre que a (21) contient un élément g de 

d d-1 i 
la forme g = z + 2 a. z avec a , a„ , ...,a , . f T „ . Il est 

6 n i=o i n o 1 d-1 ̂  n-1 
clair que T̂ /(g) est un ^ -module libre engendré par 
1 , z , ... , z 

n n 
Soit S = 21 H T alors T ./93 • T /a (21) est un morphisme 

n-1 n-1 n 7 
injectif et fini. Par récurrence sur n il existe dS n-1 et un auto
morphisme a 1 de T , tel que T c • T 1 • T ./a'(93) soit 

r n-1 d n-1 n-1 
un morphisme injectif et fini. Comme a' se prolonge canoniquement 
en un automorphisme toujours noté a' de T tel que a'(zn) = zn > l'homomorphisme T * T — * T /c'a (21) est injectif et fini, d n n 
Ce qui prouve la première assertion. 
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(II. 3.9) DÉFINITION. - Soient (A , || . || ) une algèbre de Banach 
et X„ , X^, ... , X des indéterminées. On note A < X. , X^, ... , X > 1 2 s 1 2 s 

l'algèbre des séries <C a X* telles que lim a = 0 . Cette algèbre 

est normée par II 2 a X^ Il = m a x || a II . 

.(II. 3. 6) . - Soit A une algèbre affinoi'de, il existe T et un homo-
n 

morphisme cp de T dans A tel: que A soit fini sur cp(T^) . 
D'après (II. 3. 4) il existe un morphisme injectif fini de T^ dans 
T^/ker <p , donc un morphisme injectif fini de T^ dans A . Soient 
e„ , ... , e des générateurs de A comme T ,-module. Après multi-1 s s d ^ 
plication des ei par des éléments de k , les ei satisfont une équa-

e ^ + a ^ , edrl+... + a(i) = 0 , i=l,...,s et a ^ € x! . i d.-l i o ' 3 à 
Soit : 1 

d. /.. d.-l 
P. =X.1 + a<l)1 X.1 +...+ a(l) . î i d.-l i o i 

Le polynôme P est régulier en Xi de degré d̂  . Soit : 

f €T,<X1,...,X > T 
d 1 s d+s 

en effectuant la division de f successivement par P^, P^ , ... , P (II. 2) 
on obtient : 

f = % P 1 + ̂ 2P2 + - + q s P s + r • < ¥ T d < X l X s > 

d - 1 d_-l 
11 1 

a. . . X, ...X S , a. . . £T. î. î 1 s î î ... î ̂  d 1 2 s 1 2 s 
i =0 i =0 1 s 

et || r . S f 

Alors l'unicité de la division dans T < X. , ... , X > et dans 
d 1 s 

T^ [X^, ... , Xg] impliquent que 

Td<xi'x2 V TdEx1,x2,...,xa] 
R-(Prp2,...,ps) ~ ( p r p 2 
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(II.3. 7). - Si A et B sont de dimension finie sur k on sait que 
toute application k-linéaire est continue. Si B est finie sur k , 
l'idéal 21 = ker u est fermé (II. 3. 3) , alors A/21 est norme par la 
norme quotient et ainsi u induit une injection continue de A/21 
dans B (d'après ce qui précède) et u est continu. 

Dans le cas général on utilise le théorème du graphe fermé. 
Soit a une suite de A tendant vers 0 telle que u (a ) converge n n n; to 
dans B vers b . Nous allons montrer que b = 0 . Ce qui prouvera 
que u est continu. Soit 3JÌ un idéal maximal de B et n > 1 s un 
entier. Comme B /2ftn est fini sur k , l'application 
A U » B —-* B/ton est continue et ainsi b gSCff1 . D'après le lem
me (II. 3. 10) , b= 0 . 

(II. 3.10). LEMME. - Soit M un module de type fini sur un anneau 
noethérien A . Alors : 

D n sof M = 0 
%t n=l 

(où ÏIÏL parcourt les idéaux maximaux) . 

DÉMONSTRATION. - (i) Si A est déjà local avec 3JÎ comme seul 
idéal maximal, on pose 

N = Ô ^ M . 
n=l 

Le lemme d'Artin-Rees (N. Bourbaki, Algèbre commutative, chap. III, 
§.3, n° 1 [6] implique l'existence de e > 1 avec 2ft6 M P) N c 20Î N . 

Le T, -homomorphisme de T,rx ... , X 1 dans A qui envoit X. d ^ dL 1 sJ M i 
sur induit un homomorphisme cp̂  de R sur A . On en déduit 
un homomorphisme surjectif cp0 de T_< X. , ... , X •>as* T,, sur A. r J 2 d 1 s d+s 
Puisque ker Cp_ est fermé (II. 3. 3) la norme sur T. induit une c d+s 
norme de Banach || . ||̂  sur A . Soit || . || la norme de Trf , 
il est clair que pour tout a £ on a || a|| ̂  2a || a|] , 
(II. 4.8) que l'on a Ha^ = || a|| pour tout a g ^ . 

On verra en 
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Alors 231 N = N et le lemme de Nakayama implique N = 0 . 

(ii) Le cas général. Pour chaque idéal maximal SCR de A , 
00 n ° 

l'image de N = f] fi 301 M dans JVL est nulle d'après (i) . 
$1 n=l ^o Il existe alors f £ A-3GR avec f N = 0 . Soient §gN et o o o 

81 = {f É A | f § = 0 } . L'idéal 81 c A n'est pas contenu dans un idéal 
maximal. Donc 81 = A et § = 0 . 

(II. 3. 11) EXERCICE. - Montrer, en utilisant le théorème de division 
de Weierstrass, que tout idéal de k< z> est de la forme f(z) k<z> 
où f(z) £ k [z] et f est unitaire. 

Montrer que tout idéal maximal de k < z. , z z > est en-
1 d n 

gendre par n polynômes de k[z^, z^ > ... > z^] . 

II. 4. - Espace affinoi'de. Exemples 

(II. 4.1) DÉFINITIONS. - A une algèbre affinoi'de A sur k, nous 
associons X = Sp(A) , l'ensemble des idéaux maximaux de A . 
Soit xç X un idéal maximal, A/x est un corps extension finie de k 
(II. 3. 5) ainsi la valeur absolue de k se prolonge de façon unique à 
A/x et sera toujours notée | . | . Si f £ A , on note f(x) son image 
dans A/x . Alors on peut définir une topologie sur X , c'est celle 
engendrée par les ensembles U^= { x£ X| | f(x) |< 1} (où f par
court A ) . Un espace X = Sp(A) muni de cette topologie sera appelé 
un espace affinol'de (c'est en fait une définition provisoire qui sera 
complétée au chapitre III) . Nous définissons une semi-norme spectrale 
sur A par II f ,[| = sup | f(x) | . Clairement la semi-norme spectrale ' SP x£ X 
est une norme si et seulement si le radical de A (c'est-à-dire l'in
tersection des maximaux) est nul. Soit || . || une norme de Banach 
sur A , elle induit sur A/x une norme qui est supérieure ou égale à 
la valeur absolue de A/x (puisque A/x est de dimension finie sur k ) . 
Il s 'ensuit que pour tout f çA on a ]|f|| S || f || . 
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(II. 4. 2) REMARQUE. - Si on veut déterminer la transformation de 
Gelfand sur A il faut considérer K le complété de la clôture al
gébrique k et X'= Hom (A , K) , l'ensemble des k-homomorphis-
to cont 
mes continus de A dans K . Le groupe G des k-automorphismes 
continus de K agit sur X' et alors X s'identifie aux orbites de X' . 
Soit f £ A , notons Q(f) l'application de X' dans K définie par 
Q(f) (x') = x'(f) . Ainsi Q (la transformation de Gelfand) est un homo-
morphisme de A dans l'algèbre des fonctions de X' dans K . 

Un cas simple est celui où k - K (algébriquement clos et complet) 
et alors X = X' . Ainsi (J (A)^ A/Rad(A) est une sous -K-algèbre de 
l'algèbre des fonctions de X dans K . 

(II. 4. 3) EXERCICE. - Soit u un homomorphisme de A dans B , 
A et B algèbres affinoîdes. Soit x£ Sp(B) , montrer que u *(x) est 
maximal. Montrer que l'application x'—• u *(x) de Sp(B) dans 
Sp(A) est continue. On notera parfois cette application Sp(u) . 

(II. 4. 4) EXEMPLE : L'anneau T (K) , nv 
Soit k = K (on suppose que k est algébriquement clos) , alors 

A/x = K pour chaque idéal maximal de A et chaque f g A donne une 
fonction X.—• K au sens ordinaire. Un idéal maximal x de 
T = K<z„, ... , z > est déterminé par les valeurs z„ (x), ... , z (x) . 
n 1 n r ^ . 1 nv ' 
De cette façon on identifie X avec le polydique 

{ (x̂  , ... , x ) ç Kn| (xJSl pour chaque i } . 

La topologie sur X coïncide avec sa topologie comme sous -espace 
de Kn . La nerme sur T est égale à la norme spectrale. En effet, 

Si A est une algèbre affinoi'de , A , A et A sont ainsi définis : 

A°= {f€A| ||f||BpSl}, A"={f€A| l!f|!sp<l} , 

A est un idéal de A et on pose A = A°/ A ; A° est donc une 
o — __ o o o 

k -algèbre et A une algèbre sur k ( = k /k ) . 
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(II. 4.5) EXERCICE. - Soient A une algèbre affinoi'de, fçA . 
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) il existe m > 0 tel que pour tout xgSp(A) on ait jf(x) | > m ; 
ii) pour tout x£ Sp(A) , on a f(x) / 0 ; 
iii) f est inversible dans A . 

(II. 4. 6) EXERCICE. - Montrer que sur T^k) on a || . || = || . || 
(ici k n'est pas nécessairement algébriquement clos) . 

on a toujours ||f|| <||f||. Soit f g Tn avec || f || = 1 . Alors 
f ç K[z^, ... , z^] n'est pas nul. Pour (x̂  , ... » xn) € Kn et Jx^jSl 
pour chaque i , on a f (x„ , ... , x ) = f (x„ , ... , x ) . Si (x„ , ... , x ) 
jr n n' 1 n' 1 n 
n'est pas un zéro de f , alors | f(x̂ , ... , x^)! = 1 , ainsi || f ||gp= 1 
et donc ||. ||sp= || . || . 

On peut caractériser les éléments inversibles de K<z1 , z . ... , z > . 
1 2 n 

On a le résultat suivant : f = a + 2 a z£K<z„,z_, ...,z> est 
° a/0 a 1 2 n 

inversible si et seulement si f n'a pas de zéro dans Sp(T ) , si et seulement si la | > max | a J . Soit f £T de norme 1 tel que o a^0 a n 
f g K[z ̂  , z^, ... , z^] ne soit pas constant. Supposons que d°^f/ 0 . 
En choisissant convenablement x^, x^, ... , x £ K avec Ix.lS 1 , 

2 3 n 1 i' 
le polynôme f(ẑ , x^, ... , x^) £ K[z ]_ n'est pas constant. Soit 
g = f(z , x , ... , x )£K<z >. L'élément g est régulier en z1 , de 

n d d~l degré d , ainsi g = q. (z. + a, . z1 '+...+ a ) où q est un inver-1 d-1 1 o 
sible de K < ẑ  > et aQ , â  , ... , a^ ^ g K° . Ce polynôme de degré d 
a un zéro x^ £ K . En conséquence, f(x̂  , x^, ... , x^) = 0 . Ce qui 
montre les trois équivalences. Cela implique que est le complété 
pour la norme spectrale de l'anneau des fonctions rationnelles sur Kn 
sans pôles dans (K°)n . 

On peut caractériser de façon analogue les inversibles d'une algèbre 
affinoi'de. 
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(II. 4.7) EXERCICE. - Soient K algébriquement clos, complet, de 
caractéristique p> 0 . Soit u l'homomorphisme de T^(K) dans 
T^(K) défini par u(ẑ ) = z? pour l^i^n . Montrer que u induit 
(selon II. 4. 3) un homéomorphisme de Sp(T^(K) ) sur lui-même et 
que u n'est pas un automorphisme de T^(K) (on montrera que T^(K) 
est un u(Tn(K)) -module libre de rang pn ) . 

(II. 4. 8) EXERCICE. - Soit T c fmi-» A . Montrer qu'il existe sur 
A une norme de Banach telle que la restriction à T, soit la norme 

d 
de Td (utiliser la démonstration de II. 3. 6, II. 4. 1 et II. 4. 4) . 

(II. 4. 9) EXERCICE. - Soient T c £ ï î L » B , || . || une norme de 
Banach sur l'algèbre affinoïde B dont la restriction à T soit la 
norme de . Soit A une algèbre affinoi'de telle que T̂ cz A c B . 
Montrer que la restriction de || . || à A est une norme de Banach 
pour A . 

(II. 4. 10) EXERCICE. - Soient A CL^I—• B , deux algèbres affinoïdes. 
A B 

Montrer que pour tout f £ A on a || f ||^ = || f || g^ . 
00 n 

(II. 4. 11) EXERCICE. - Soient A l'algèbre des séries £ a z 
c© n n n = ̂ 11 avec a —• 0 et B l'algèbre des séries 2 b TT z avec n & n=0 n 

b —*'0 et TTÉK avec 0<|TT)< 1 . Montrer que A et B sont deux algèbres 
n 
affinoi'de s telles que A c B . Montre r qu 'il existe fgA tel que 
I I * ! I A < I l f l l B • 
" 11 sp 11 " sp 
(II. 4. 1 2) EXEMPLE. - L'anneau des fonctions hoiomorphes sur un 
affinoi'de connexe de JP̂  

Nous prenons toujours k = K (algébriquement clos complet) . 
Au chapitre I nous avons défini un espace affinoi'de connexe F de IP 
comme le complémentaire d'un nombre fini de disques ouverts de IP 
dont les rayons appartiennent à j Kxj . Nous voulons identifier F à 
un espace affinoi'de au sens de II. 4. 1, plus précisément nous allons 
montrer que & (F) est une algèbre affinoi'de et que F = Sp(&(F)) . 
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Supposons pour simplifier que F . Alors F est défini par 
F = { z £ JP | | z-aj > |rriI , ISiSn] où a_. , n\€K et où les disques 
ouverts { z g K | |z-â | < | n . | } sont disjoints. Considérons l'appli
cation injective cp de F dans (K° )n définie par 
zi—> (îL/z-a* , ... , TT /z-a ) . Soit G=Cp(F), cet ensemble est 1 1 n n 
défini par les équations suivantes : 

G=((x x2.....xA)€(K- J r ^ x + i r x i + X i X = 0 pour i/j}. 
i J J 1 

Considérons les polynômes E.. de T , 
IJ n 

n . TT. 
E.. = — z.+ — ^ z. +z.z. i / j . ij a. - a. j a.- a. i î j i J J 1 

Soient 21 l'idéal de T engendré par les E.. et A = T /21 . Ainsi n ° ij n 
G s'identifie à Sp(A) . Nous allons montrer qu'il existe un iso-

•M- # morphisme cp de A sur &(F) tel que cp = Sp(cp ) . Puisque 
TT. 

Il— = 1 il existe un homomorphisme cp de dans Ô(F) tel 
i TT. 

que cp*"" (z.) = * (rappelons que & (F) est une algèbre de Banach 
i 

pour II . Il ) . Il est facile de montrer que tout f £ T se décompose 
n n m 

sous la forme f = f + 1, avec f = a + 2 S a. z. 
o 1 ° m>l i=l l'm 1 (a , a. £ K , lim a. =0) et . Il est clair que v i,mr i,m 7 Ie n 

n TT. 
«p*(f)= q>*(f )= a + 2 2 a. ( M ™ . 

° m>l i=l i.mvz-a. 
La décomposition de Mittag Leffler (unicité) (I. 1. 2) montre que 
cp (f) = 0 si et seulement si f = 0 . Ainsi ker Cp = 21 . De plus (I. 1. 2) 
montre aussi que cp est surjectif. Ainsi cp induit un isomorphis-
me (toujours noté cp* ) de T̂ /21 = A sur 0(F) . C'est un exercice 
de montrer que cp* est une isométrie de A (muni de la norme 
induite par T ) sur &(F) muni de la norme || • || (qui est en 

n -T 
fait la norme spectrale de &(F) ) et que Sp(cp* ) = cp . 

Nous pouvons utiliser la technique des algèbres affinoi'des pour 
donner une autre démonstration du théorème I. 2. 2. 
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z-a. z-a . 1 n-1 

(II. 4. 13) . - Soit F un affinoi'de connexe de IP 

î) Soit f £ &(F) , fj/0 , alors f n'a qu'un nombre fini de zéros. 

il ) L'anneau & (F ) est principal. 

DÉMONSTRATION. - La démonstration se fait en plusieurs étapes. 

1 ) Nous démontrerons d'abord que chaque idéal maximal de 
&(F) est engendré par un seul élément. Comme &(F) = k< z ̂, z^>M 
et comme k est algébriquement clos, on a SOI -W/M où l'idéal 
maximal SOI1 3 £J de k<z^, ... , z^> est engendré par 
f z., - X-, > • > z -X } pour certains X. , ... , X £k° . L'élément c 1 1 n nJ 1 n 
(z. - X.) (i> 1) s'écrit (z.» X.) = (z.-X, ) + E„ . . Il s'ensuit que SOI est v î î î î 1 1 li ^ 
engendré par z^ - X^ (ou bien par (TT̂ / z-a^)-Xj£&(F)) . 

2) Ensuite, on va montrer que l'application : k<T> • & (F) , 
ni nn 

donnée par T \ • — + ...+- , fait de & (F) un z-a„ z-a 1 n 
k< T> -module libre de rang n . On voit facilement que 

: k[T] • G (F) fait de ' Ô(F) un k[T] -module libre admettant 

pour base f 1 , (——*~) , .. . , ( ")}. Il s 'ensuit que, pour chaque 
1. n-1 b , b. , ... , b . ç k< T> on a o 1 n-1 

* > l l b o 1 + b l ^ T + - + bn-l ^ 1 % » » " M • 
1 n-1 0<I<N 

ni "n-l Nous voulons démontrer que f 1 , , ... , — — ] est une 1 z -a z-a 1 1 n-1 
base de Ô(F) sur k< T> . On montre facilement (par récurrence 

TT. W i in 
sur m ) que chaque ( ) est une combinaison K<T>-linéaire 

nn 1Z"ai 
de { 1 , — "} . Chaque élément f de S(F) est de la 

Z"al n Z"an-1 TT. M 
forme X + S S X. (~ ") avec lim X. 1 = 0. 

i = l m > 0 i,mvz-a.' *>m 
En utilisant *) on trouve que cette somme infinie est aussi une corn

ai ^n-l 
binaison linéaire de { 1 , 
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3) On va montrer que Ô(F) est intégralement clos. Soit a un 
élément de l'anneau total des fractions M de S(F) . Supposons que 
a soit entier sur &(F) . 

Soit SS l'idéal {b£&(F)| ab£&(F) } . Si l'idéal 8 estpropre, 
alors 23 est contenu dans un idéal maximal 2JI de & (F) . L'anneau 
&(FL est local noethérien, sans nilpotents, et son idéal maximal 
est (d'après (1)) engendré par un seul élément. L'anneau & (F 

est intégralement clos. Donc a€®(F)^ et 11 existe b ç &(F) -2CR 
avec baç^(F). Cela est une contradiction. 

4) On montre maintenant que &(F) est intègre. Soit L le corps 
des fractions de k<T> et soit M l'anneau total des fractions de 
&(F), D'après 2) , M est une extension de degré n de L . On dé
compose M comme somme directe de corps M^ © ... 0 Mg . Si 
s > 1 , l'élément e = (1 , 0 ... 0) £ M. 0 ... © M = M est entier 

1 s 
sur ©(F) et d'après 3) on a eç & (F) . Posons : 

où TT£ et 0< |TT| < 1 . 

Clairement F est la réunion disjointe de F̂  et F^ . Les ensembles 
F̂  et F̂  ne changent pas si on remplace e par une fonction ration
nelle assez proche. D'après l'exercice 1.1.2 du chapitre I cela 
montre que F̂  et F^ sont des affinoi*des de JP au sens du 
chapitre I. Cela contredit que F est connexe. Donc s = 1 et ® (F) 
est intègre. 

5) On veut montrer qu'un fg&(F), f / 0 , n'a qu'un nombre fini 
d d -1 de zéros . L'équation irréductible unitaire X + a i X + ... + a d-1 o 

de f sur le corps L a ses coefficients dans k< T> parce que 
k< T > est intégralement clos. Un zéro de f correspond à un idéal 
maximal SOI de & (F) tel que l'idéal maximal ' = (1 k < T > 
contienne (N. Bourbaki, Algèbre commutative, chap. V, §.2, n°l, 
prop. 1 et 2 [6 ] ) . Le nombre des TL ' qui contiennent aQ est fini 

est donc un anneau de valuation discrète et en particulier & (F\ 

F1={x€F I |e(x)|=l} et F2={x€F| |e(x)|S|n| } 
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parce que a^ n'a qu'un nombre fini de zéros. Comme l'extension 
k < T> — • & (F) est fini, il suit que le cardinal de 
f Sft c ©(F) | <DÎ maximal ; f g3G? } est fini. 

6) Il s'ensuit de 5) et de 1) que l'anneau &(F) est principal. 

REMARQUE. - Rappelons la réciproque de ce théorème : soit A une 
algèbre affinoïde qui est un anneau principal ; alors il existe un af-
finoïde connexe F de IP^(K) tel que A soit isomorphe à & (F) 
([44] ). 

(II 4. 14) . - L'espace affinol'de est un sous-ensemble de (K f1 

On prend toujours k = K (algébriquement clos et complet) . Soit 
21 = (L , ... , f ) un idéal de T = K< z« , ... , z > égal à son radical 1 s n 1 n ° 
(i.e. f £ 21 implique f ç 21 ) , soit A = T /21 (qui est réduite) et 
X = Sp(A) . Alors l'application xi—• (ẑ  (x) , ẑ fx) , ... , z (x)) définit 
un homéomorphisme de X sur 

{x=(x1,x2,...,xn)€(K°)nl f(x) = 0 pour l<j<s}. 

Alors l'objet de II. 5 et II. 6 sera de répondre aux questions suivantes : 

a) si fçT^ est nul sur Xe-» (K°)n , est-ce que fgîl ? 

b) est-ce que A est le complété pour la norme spectrale des 
fonctions rationnelles en z„,...,z sans pôles sur X ? 

1 n 
c) est-ce que la (semi- ) norme spectrale sur A est équivalente 

à la norme induite par T -+* A ? 
n 

Les réponses à ces questions sont essentiellement contenues dans le 
théorème II. 6. 1. 
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On écrit P = (X-aJ... (X-cc ) où a,, ... ,a g N.. 
1 n 1 n i 

DEMONSTRATION. 
sont les racines de P . Supposons que | = max |aj et posons 
X= cCjY . Alors 

a a a a 
(Y-1)(Y- — ) ... (Y- — )= Yn + — Y11"1 + ... + — a- a1 a1 n 1 1 1 a1 

Et on voit au s sitôt que 
a. 

max |~| = 1 c. à. d. que max y | a. | = ja 

(II. 5.2).- Soit M une extension finie de N et f un élément 
de M , racine d'un polynôme irréductible P = Xn+ a^Xn * + ...+â g NpC] 
sur N . Soient v. , ... , v les extensions à M de la valeur absolue . _— | g _____ —, , 
de N . Alors : 

max J | a. j - max v.(f) . 
1 ISjSs J 

DÉMONSTRATION. - On peut supposer M = N(f) . Chaque extension v 
sur M de la valeur absolue de N est obtenue par un morphisme 
N-linéaire de M dans N^ , ( = la clôture algébrique de ) . Un tel 
morphisme correspond à un choix d'une racine de P dans N^ . 
Alors max v.(f) = max {| a J | a Ç N.. , a racine de P } et (1 ) J 1< j< s 1 achève la démonstration. 

II. 5. - Propriétés de la (semi-) norme spectrale 

(II. 5.1). - Soit N un corps muni d'une valeur absolue ultramétri
que, & le complété de N , la clôture algébrique de N muni de 
l'unique valeur absolue qui prolonge celle de N . Soit 
P = Xn + a1 Xn_1 + ... + a g N[X] . Alors 

i 
max y|a. | = max { |a| | a Ç N racine de P } . 
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(II. 5. 4) COROLLAIRE. - Soit A une algèbre affinoi'de. Alors le ra
dical de A est égal au nilradical de A . Ainsi la semi-norme spectrale 
est une norme si et seulement si A est une algèbre réduite. 

DÉMONSTRATION. - Supposons d'abord que A soit une algèbre intègre. 
Soit f un élément du radical de A , i. e. Il f|| = 0 , alors II. 5. 3 

" "sp 
montre que f est nilpotent, donc nul. Dans le cas général, soient 
^1' *" ' êS ̂ ®aux Premi-ers minim aux de A (ils sont en nombre 
fini puisque A est noethérien) . Comme le radical de A/^ est nul, 
il suit que radical(A) c <p. . Donc le radical est égal au nilradical. 

(II. 5. 5) . - Soit cp : T ^ — • A injectif et fini. Alors cp(Td )cA° 
et A° est entier sur cp (T° ) . Il en résulte que A = { f £ A | sup || f11^ «>} 

n 
où I) . Il est une norme de Banach sur A . 

DÉMONSTRATION. - Il est clair que cp(Tj)CA* (II. 4. 10) . Soient 
, ... les idéaux premiers minimaux de A , i|/ l'homomorphisme 1 s s 

canonique de A dans © A/© 
i=l s 

(II. 5. 3) . - Soit A une algèbre affinoi'de sans diviseurs de zéro. 
Soit c—• A un morphisme injectif et fini. Alors chaque élément 
f g A satisfait un polynôme irréductible P = X ^ a . Xn" + ... + a à 
coefficients dans . En plus || f || = max 1/ || â  || et il existe un 
xç Sp(A) avec | f(x) | = J| f || . En particulier, || f || |k* | . 

DÉMONSTRATION. - Le polynôme irréductible P de f sur le corps 
des fractions de T^ a ses coefficients dans T^ parce que Tj est un 
anneau factoriel, donc intégralement clos. Pour chaque y gSp(T^) et 
chaque racine \ de Xn+a^(y)Xn ^ + ... +an(Y) il existe un 
x£ Sp(A) avec x fl T = y et f(x) =\ . Alors : d 

II* I L = max ( max^ja (y)| )= max^||a || . 
SP Y€Sp(Td) i _ X 

Il existe un Y avec max \J | â (y ) | = max ]J || aj| et (1) achève la 
démonstration. 
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(II. 5.7). - Soit 9 : A B un morphisme d'algèbres affinoïdes 
sur k . Alors cp admet un prolongement : A< , ... , Xg> —• B 
avec ù (X. ) = b. (1-S i5s s) si et seulement si b„ , ... , b ë B . Si ces -—— Y r 1 ' —-—™ 1 s — — 
conditions sont réalisées, alors est unique. 

DÉMONSTRATION. - Si y existe, on a $ (A< X1, ... , Xg> ° ) C B° et 
alors b1, ... , bg g B° puisque X.çA<X1> ... , Xg>° (II. 5. 5) , D'autre 
part, si b^ , ... , bg ç B alors (II. 5. 5) montre que 

n^ n 
sup ( || b ... b || ) < « . Ainsi l'application n- , ... , n 1 s 1 s 

Il est immédiat que 
|| a || =max ||.cp.(a)|| 'sp i " 1 sp 

où est la surjection canonique de A sur A/Ç. . 

Soit 21 = ker Cp.D T , ainsi A/?, est fini sur T /21 . D'après la dé-i d î d 
monstration (II. 3.4), il existe un entier e-sd et un automoprhisme 
a de tel que T • T • T /a(2J) soit injectif et fini. Ainsi 

d e d d 
a" (Te)G—» Td • Td/2fG:—• A/Ç est injectif fini. Il suit de (II. 5. 3) 
que (A/^.)0 est entier sur (cfY1̂ ))0 . Or comme (a"1^))^ , 
on trouve que (A/^)° est entier sur Cp^T^ ) . On en déduit facilement 
que A est entier sur cp(T ). 

d 
Choisissons sur A une norme de Banach telle que sa restriction 

à soit la norme spectrale de (II. 4. 8). Comme f g A° satisfait une équation f11 + a „fn^+...+a=0 sur T . on a : n-1 o d 
sup H f ^ l l =max(l, H f l l . . . . . » - 1 1 - 1 » ) . 

D'autre part. sup F II < « implique sup < « et comme m m 11 usp 
l l f ^ H =\\F\R on trouve ||f|| <1 . 
Il llgp il II Sp n 11 sp 

(II. 5.6).- La semi-norme spectrale || . || sur une algèbre af-
n 1 /n 

finoîde satisfait : || a || = lim || a || SP n -> » 
DÉMONSTRATION. - Conséquence élémentaire de (II. 5. 5) . 
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II. 6. - Extensions entières d'algèbres affinol'des 

(II. 6. 1) THÉORÈME. - Soit A une algèbre affinoi'de réduite sur k . 
Alors A possède les propriétés suivantes : 

1 ) La clôture intégrale de A dans son anneau total de fractions 
est un A-module de type fini. 

2) Toute norme de Banach sur A est équivalente à la norme 
spectrale. 

DÉMONSTRATION.- 1) Puisque A est un anneau noethérien. les 
idéaux premiers minimaux de A sont en nombre fini. Soient 

ces idéaux. Puisque A est réduit, l'application canonique 
1 ' 8 s s 
de A dans ®^ A/Ç. est injective et A / ̂  s'injecte canonique 
ment dans l'anneau total des fractions de A (N. Bourbaki, Algèbre 
commutative, chap. IV, § . 2, n° 5, prop. 10, [6] ) . Ainsi la clôture 
intégrale A de A dans son anneau total des fractions est 
s n Tl © (A/p.) si (A/ )' désigne la clôture intégrale de A/$. dans i=l i i i 
son corps de fractions (N. Bourbaki, algèbre commutative, chap. V, 
§ . 1, n° 2, prop. 9, corol. 1, [6] ) . Il suffit donc de démontrer 1 ) 
lorsque A est intègre. Nous allons faire la démonstration dans le 
cas particulier où [k : k̂ ]<<» si la caractéristique de k est p > 0 
et sans restriction si car(k) = 0 ; 

l|f : S a Xa • 2 cp(â ) ba est bien définie. L'application avec 
(X̂ ) = b̂  est unique parce que est continue (II. 3.7). 

(II. 5.8)..- EXERCICE. - Soient p>0 et A l'algèbre des séries 
L a z11 avec a çK et lim | a | pn= 0 . Montrer que 

n n n Œ n 
Sp(A)a*{x^K| I x| <p } . Montrer que A est une algèbre affinoi'de si 
et seulement si pç | Kx | (on suppose K algébriquement clos). 
Montrer que A est un anneau principal. 
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Nous considérons la situation T^^î A avec A intègre. 
Soient Nq (resp. N^) le corps des fractions de (resp. A). Il 
existe un entier a (si car(k) = p> 0) et une extension galoisienne 

l/pa finie N0 de N telle que N.cN. . Il est clair que 2 o ^ 1 2 
1 /na 1 /r>a 1 /r)a 1 /r>a k /P <z,/P , ... , z. /P > est la clôture intégrale de T, dans N /P , 

1 d a o 
c'est un -module de type fini (puisque [k : kP] < » ) . Puisque 

l/a 1/ a l/a l/a 
N. est séparable fini sur N et k P < z. /P , ... , z ,/P > 2 o l a 
intégralement clos, il suit que la clôture intégrale B de dans 

l/a l/a l/a 
N-, est un k P <zj , ... , z^ P > -module de type fini (N. Bourbaki, 
Algèbre commutative, chap. V, § . 1, n° 6, prop. 18, [6]). Comme 
T, est noethérien et que A c B , la clôture intégrale de A dans son d 
corps de fractions est un T^-module de type fini. 

2) Soient toujours ty , ty , ... , ty les idéaux premiers minimaux 1 2 s s 
de A et i l'injection canonique de A dans ®^A/ty^ . Alors i est 
une isométrie pour les normes spectrales : si i(a) = â  + ... + ag 
avec a.^A/f. , alors on a 

Il a I = max || a. || 11 "sp i " i"sp 

Soit || . || une norme de Banach sur A , c'est-à-dire une norme tel
le que (A,. || . || ) soit une algèbre de Banach. Alors || . || induit 

s 
sur A/ty. une norme || . ||. d'algèbre de Banach et © A/!B. est 
un A-module de Banach pour la norme 

]|S a. ||' = max || a.||. . 
i 

s 
Puisque i(A) est un sous-A-module de © A/ty. il est fermé 

i=l 1 
(II. 3. 8) ainsi i est un homéomorphisme de A sur i(A) pour les 
normes respectives || . || et max || ||. . Il suffit donc de dé -

1 
montrer 2) lorsque A est intègre. 

Considérons la situation c/*11* -» A , A intègre. Soient NQ 
(resp. N^ ) le corps des fractions de (resp. A ) . Comme pour 1) 
il existe un entier a (lorsque car(k) = p> 0) et N ? galoisien fini 

l/pa sur N * tel que N , c N . La clôture intégrale B de T, dans o ^ 1 2 & d 
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(II. 6. 2) LEMME. - Soit B une algèbre affinoTde intègre finie sur 
telle que le corps des fractions de B soit une extension séparable 
du corps des fractions de T, . Alors toute norme de Banach sur B 

: , : ~ £ : : •• •• — •• 
est équivalente à la norme spectrale. 

DÉMONSTRATION. - Soient Nq (resp. Nj) le corps des fractions de 
Td (resp. B ) . Il existe 0 g B tel que || 9 || ̂  1 et Nj= N Q ( e ) . 
Soit Tr la trace de N.. sur N . Soit bP B , alors 1 o ^ 
|| Tr(b) ||g.p ̂  || b ||ĝ  : en effet, le polynôme irréductible de b sur 
N est de la forme a +a„X+ ... + a 1XS"1+XS où a.eT, ; o o 1 s -1 i d 
il existe un entier n tel que Tr (b) = n a ^ , il suit alors de II. 5. 3 
que l|ae J l ̂  ||b|| On a donc Tr(B°) c T° . s-I sp s p a 

r-1 r 
Soit f(X) = bQ + b1X+ ... + b^ 1X + X le polynôme irréductible 

de 0 sur N , on a b. £ T, puisque T, est intégralement clos et o i* d ^ d 6 
bi^Td Puisque || 0 || ^ 1 (d'après II. 5. 3, II. 5. 5) . Soit 
(e. )„ . la base duale de ( Q1)^^ . par rapport à la forme bi-v i;0^i<r xu ;0<Kr i 0 
linéaire (x, y) \ • Tr(xy) , on sait que e., £ f'(0) ̂ d ̂  ^ ( [54] , 
J.-P. Serre, corps locaux, chap. III, § . 6, prop. 11). 

Soit || . || une norme de Banach sur B telle que sa restriction 
à T^ soit la norme de T^ (II. 4. 8) , alors la restriction de || . || 
à A est une norme de Banach de A (IL 4. 9) . 

P 
N est finie sur T (toujours sous l'hypothèse [ k : k ] < » ) . Ainsi 1 / a l/a donc B est fini sur T. T,(k ) . Il suit alors du lemme IL 6.2 d a 
ci-après, que toute norme || . || de Banach sur B est équivalente à 
la norme spectrale. Donc la restriction de || . || à est équi
valente à la norme spectrale de (c'est-à-dire la norme de ) . 
Il suit que B est un -module de Banach de type fini, ainsi le lem
me II. 3. 8. montre que A est fermé pour || . Jj . Donc j| . || est 
une norme de Banach sur A et elle est équivalente à la norme spec
trale. Et comme toutes les normes de Banach sur A sont équivalentes, 
il suit que 2) est démontré. 
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Il s 'ensuit que 

¿2 l|f'(e)b||s II foil 

c ^ l l b H S | | b | | 6 p 

Ce qui prouve que || . || et || || sont équivalentes. 
sp 

(II. 6. 3) REMARQUE. - Pour la démonstration dans le cas général, 
on peut lire [17] , [18] . 

(II. 6. 4) . - Si la valuation de k est discrète, l'anneau k est 
noe thé rien et on peut démontrer que k < , ... , ^> est égale
ment noethérien (11.8,10). Soit B 3 T ., une algèbre affinoi*de finie 

n-1 sur T „ . Alors on peut montrer que B° est un T . -module de n-1 n-1 
type fini (il suffit de reprendre la démonstration de (II. 6.2). 

Pour une valuation non-discrète, B n'est pas en général un 
T° . -module de type fini. Par contre, si on suppose en plus que k n-1 
est algébriquement clos, B reste un ^ -module de type fini 
(voir [27] ). Dans (II. 6. 8) nous reprenons la discussion de ce résul
tat. 

(II. 6. 5) . - Les algèbres affinoi'des ont d'autres propriétés agréables 
Elles sont en fait des anneaux excellents [5] . En particulier, une 
algèbre affinoî'de satisfait la condition universelle sur les chaînes 
d'idéaux premiers. La démonstration est simple. Par récurrence, 

De rinclusion f'(0)B°C T* [6] il suit qu'il existe c^> 0 tel que 
pour tout b g B on ait : 

c j ll,f(e)b||s||b||sp , 

(il suffit de prendre c1 ̂ = max || Q *|| ) . 

L'application linéaire bi—• f'(0)b de B sur f'(0)B est bi-
jective et continue pour || . || . Comme f'(0) B est un idéal de B 
il est fermé (II. 3. 3) , ainsi le théorème de Banach dit que 
b»—* f1 (8) b est bicontinu. Il existe donc c^> 0 tel que pour tout 
b ç B on ait : 
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on montre que chaque T est un anneau régulier et possède alors 
cette propriété d'idéaux premiers. Une algèbre affinofde est une al
gèbre résiduelle d'un et hérite cette propriété. 

A l'aide du module des différentielles (voir (II. 7]) on montre que 
le "lieu singulier" d'une algèbre affinoi'de est fermé (pour la topologie 
de Zariski sur le spectre premier de l'algèbre affinoi'de). 

(II. 6. 7) . - Rappelons quelques notations. Soit A une algèbre af
finoi'de sur k, on note A° = {fçA| ||f ||gpSl }, A° ° = {fçA| Il * Il < 1 } 
et A = A /À* qui est une k-algèbre. 

Soit cp : A — • B un homomorphisme d'algèbre s affinoi'de s, alors 
on a cp(A0)cB° et ç p ( X * ) cz B° ° (II. 4.3), il s'ensuit que Cp induit 
un homomorphisme cp de A dans B . Notons cp le morphisme 
de A dans B induit par cp . La réduction des espaces analytiques 
fera intervenir les algèbres A , aussi le théorème qui suit est-il es
sentiel pour la suite. 

THÉORÈME. - Soit Cp : A • B un homomorphisme d'algèbre s af
fino i'des. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) cp : A • B est fini ; 

2) cp° : A -—-» B est entier ; 

3) l p ~ : A~——• ~B est fini. 

DÉMONSTRATION. - Il est facile de vérifier qu'il suffit de montrer le 
théorème lorsque A = T et Cp injectif. 

d 
Alors 1) => 2) n'est autre que (II. 5. 5) 
Montrons 2) 3) . Soient $ , i> , ••• > V les idéaux premiers mini
maux de B . On a donc le diagramme suivant : 
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Il suffit donc de considérer la situation cp 
Il existe e-£ d tel que T 

e 
On a donc le diagramme 

<P(Td) 
—• B avec B intègre, 
avec B fini sur T . 

On a bien B" entier sur . Ainsi B fini sur implique B fini 
sur T, . Il suffit donc de considérer la situation T,0-—B avec d d 
B intègre. 

La norme sur définit une valeur absolue v sur son corps de 
fractions L , soient M le corps de fractions de B (qui est de di
mension finie sur L ) et v^, vg les prolongements de v à M . 
Alors on a : 

b = max v (b) 
5P l<i<s 1 

On a donc le diagramme suivant 

(II. 5. 2) et (II. 5. 3) . 

où O. est l'anneau de valuation de (M, v.) et m. le corps résiduel 
i i î de (M , v.) . Comme le corps des fractions de T, ( =- k (z , ... , z ) ) î d l a 

est le corps résiduel de L , il suit que m., est de dimension finie 
sur k (z^, ... , ẑ ) . On sait que la clôture intégrale de k[z^ , ... , ] 
dans une extension finie de k(z^ , ... , ẑ ) est finie sur k [z^ , ... , z^] 
([6], N. Bourbaki, Algèbre commutative, chap. 5, § . 3, n° 2, th. 2) . 
En conséquence, B est fini sur , ce qui achève la démonstration 
de 2) =» 3) . 
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Montrons 3) => 1) . Supposons cp : • B .fini. Comme B est 
un quotient de k< z„ , ...,z > , soient b- , ... , b les images de l n 1 n to 
z„, ... , z , on a b.£ B . Il existe un homomorphisme cp de 1 n iv n 
T\< X, , ... , X > dans B tel que cp I = cp et cp (X.) = b. d 1 n n T, n i i d (II, 5. 7) , il suit de la définition des b. que cp est surjectif. 

Q ~ e -1 L'élément b satisfait une équation X + a„ X + ... + a = 0 avec n 7 1 e , o ^ e , e -1 «> o # f a. É T . . Donc p = b + a. b + ... + a £ B et une puissance p de iç d ^ n 1 n ec r ^ 
p est l'image d'un élément qg T^<X^, ... , X^> avec || q || < 1 . 

e e — 1 Le noyau de cp contient l'élément (X + a„ X + ... + a ) - q qui 1 n n 1 n e7 ^ n 
est régulier en X (dans T, < X , ... , X > T , ) . Le théorème de n d 1 n d+n 
division (II. 2) montre que B est fini sur cp (T,<X., ... , X -> ) . 

v ' n n d 1 n-1 
Un raisonnement par récurrence sur n montre alors que B est fini 
sur T_ . a 

(II. 6. 8) COROLLAIRE. - Soit A une algèbre affinoîde. Alors A est 
une k-algèbre de type fini. 

(II. 6. 9) EXEMPLE. - Une extension finie ¿ de k peut être consi
dérée comme morphisme k—•+ l d'algèbres affinoîde s sur k . Sup
posons que la valuation de k ne soit pas discrète.et que k • l° 
soit fini, alors l est un k° -module libre, ce qui implique 
il : k] = Il : k] . 

On peut deviner maintenant le résultat suivant : 

(II. 6.10) THÉORÈME. - Soit k un corps valué complet satisfaisant 
l'une des deux propriétés suivantes : 

1 ) k est de valuation discrète, 

2) k est de valuation dense et pour toute extension finie l , 
on a [ l :k]=[t : k ] . 

Alors pour chaque morphisme fini Cp : A —• B entre deux al
gebres affinoîde s sur k , le morphisme induit Cp° : A° -—• B° est 
aussi fini. 
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II. 7. - Module différentiel d'une algèbre affinoîde 
Nous supposons dans ce paragraphe que le corps k soit parfait 

(i. e. kP=k si car(k) = p >0 ) . 

DÉFINITION. - Soient A une algèbre affinoi'de, M un A-module. 
Une dérivation D de A dans M est une application k-linéaire telle 
que D(ab) = a D(b) + b D(a) pour tout a, b g A . 

k<z1, z , ... ,zn> 
(II. 7. 1) LEMME. - Soient A = - une algèbre affinoi'de, 
s la surjection de k <z„ , z0, ... , z > sur A , M un A-module de J 1 2 n ~ — 
type fini et D une dérivation de A dans M . Alors D est déterminé 
par les D(s(ẑ )) , l^i^n . 

DÉMONSTRATION. - Il faut démontrer que D(s(z )) = 0 pour 1 < i< n 
implique que D = 0 . Chaque idéal maximal 2Jt de A est engendré 
par des polynômes en z. , z_, ... , z (II. 3.11). Comme D est nulle 

1 2 n 
sur les polynômes en ẑ , z^, ... , z , on trouve D(A) C 1 M pour 
chaque idéal Sft et n>l . La conclusion résulte alors du lemme II.3.10. 

Définition du module différentiel A——• Q ^ y ^ 
k<Zl' Z2' ' Zn> Soit toujours A = =s(k<z1,z9,...,z >). 

Soit V le sous-A-module de A engendré par 

1 2 n 
Alors le A-module An/V s'appelle le module différentiel de type 

f 
A/k fini de A sur k et se note /v . Il existe une application k-li 

.f néaire d de A dans Œ^y^ telle que 
d(-(F)) = t(.(f^,..^......^.„ 

1 2 n 

REMARQUE. - La démonstration de ce résultat est délicate. 
Voir [21] pour une démonstration dans les cas : car k = 0 
ou car k = p et [ k : kP] < co (voir aussi n. 8. 10 pour le cas 1) ) . 
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(II. 7.3) PROPOSITION. - Soient (pour simplifier) A une algèbre af-
finoîde sans diviseurs de zéro et Qt(A) le corps des fractions de A . 

(1) dirn . QFA A ®A Qt(A) = d = dimension de Krull de A . v ' Qt(A) A/k A ' 
(2) Soit SOI un idéal maximal de A , les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 
a) SOI est un idéal régulier (i. e. A^ est un anneau local 

régulier, i. e. ci±im̂ /̂HH ~ dimension de Krull de A^ où 
SDl1 est le maximal de A^ ) ; 

n f où t est la surjection canonique de A sur Cl . /, . Il est facile de A/k 
vérifier que d est une dérivation et que est ̂e A-module en
gendré par d(A) . 

f 
Le lemme (II. 7. 1) permet alors de montrer que (d , véri

fie la propriété universelle suivante : 
(II. 7. 2) COROLLAIRE. - Pour chaque dérivation D de A dans un 
A-module de type fini M , il existe une application A-linéaire unique 
^ Ûè. ^^/k dans M telle que D = ¿ a d . 

REMARQUES. - Le corollaire (II. 7. 2) montre que la description de 
Q^A A ne dépend pas de la représentation A = k< z4 , z-, ... , z > / 21 A/k 1 2 n 
choisie. 

En caractéristique p/ 0 , A est un -module de type fini. Pour 
toute dérivation D : A-—• M , le A-module engendré par D(A) est 
de type fini sur A^ . Il s'ensuit que ^ j ^ y - ^ eS* ̂e mo<̂ ule différentiel 
universel de A/k . 

En revanche, si la caractéristique de k est nulle, on peut montrer 
qu'il existe des k-dérivations D : A—•+ M telles que D(A) ne soit 
pas contenu dans un A-module de type fini. Ainsi Q ^ y ^ n'est pas le 
module différentiel universel si car (k) = 0 et si A est de dimension 
de Krull non nulle. 
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b) (QA/kk est un ^-module li •module libre (de rang d ) 
c) dimA/aR 0^/k /anf = d ; 

k<z , ... , z > 
1' "2 

= s(k<z1,z_,...,z > ) . 
v 1 2 n ' 

Il existe un (n-d) y (n-d) -mineur à de la matrice 

ÔF 

tels que 2ft . 

On conclut de (2) que le "lieu singulier" d'une algèbre affinoi'de 
est fermé. C'est-à-dire 

pour un idéal 23 convenable de A . 
Avec les techniques de modules différentiels on montre (entre 

autre) que les algèbres affinoi'de s sont des anneaux excellents (Berger, 
Kunz, Kiehl, Nastold) [5] . 

II. 8. - Un exemple, l'algèbre k<X, Y , Y"""> 
L'objet de ce paragraphe est de montrer que l'algèbre des fonctions 

holomorphes sur un produit de disques et de circonférences est un 
anneau factoriel. Ce résultat sera essentiellement utilisé au chapitre VI 
pour construire les fonctions méromorphes d'un tore analytique. 
L'outil est la mise en place d'un théorème de préparation et de di-
vis ion. 

n'est pas régulier] = (TT ç Sp(A) | SOI =>23 } 
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2 a YV -f 2 b S*1 = (1-Y S ) f (Y, S) V V 1 M M 1 11 1 7 
en regardant les termes homogènes des deux côtés, on aboutit au fait 
que = 0 = b̂  pour tout V et (a . 
Soit m > 2 , considérons l'égalité 

V m m (*) E a Y + 2 b S = 2 (l-Y.S.)f. . 
V v n/0 ^ i=l 

Posons Y = Y0 ... = Y = S = S0 ... = S = 1 . Ainsi (* ) devient 2 3 m 2 3 m 
a + 2 c.Y* + 2 d.Sj = (l-Y.SJg , o,...,o i>0 i 1 j>0 J 1 l'* 

ainsi le cas m = 1 implique a = 0 . 
o, o, ... , o 

De plus, il est facile de vérifier que 
v ja+v 

2 a YVS°+ 2 b S ° = 2 a' YV + 2 b' SM + 2 (l-Y.S.)g. 
V v n/O H V v fi/G ^ i = l 1 1 1 avec a' = a , ainsi le cas précédent montre que a - 0 . o, o, ... , o V V o o 

On montrerait de même que b^ = 0 pour tout |i . Ce qui montre le 
lemme. 

Considérons maintenant la version analytique du lemme II. 8. 2. 

(II. 8. 1) . - La norme de k< X, Y, Y~"> 

(II. 8.2) LEMME. - Soient A un anneau, s la surjection canonique 
de A [Y, , ... , Y , S„ , ... , S ] (noté aussi A[Y, S] ) sur — 1 m l m — 
A[Y , ... , Y , S_, ... ,S ] / (noté aussi 1 m l mJ (1-Y S , ... , 1-Y S ) 1 1 m m 
A[ Y, , ... , Y , Y" , .. . , Y" ] ou encore A[Y,Y~ 1 ) . Alors la res-1 m 1 m J L J 7 ~—-—" 
triction de s à (© AYV) ® ( ® A S^ ) est bijective. 

DÉMONSTRATION. - Clairement s(( 0 A Y V ) 0 ( 0 ASM*) ) = A[ Y, Y_1] 
v fi /0 

Montrons que la restriction de s est injective. On considère d'abord 
le cas m = 1 . On a donc 
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(II. 8. 3) LEMME. - Soient A une algèbre de Banach, s la surjection 
canonique de A< Y„ , ... , Y , S„ , ... , S > (noté aussi A< Y, S>) sur — 1 m l m -— 
A< Y, , ... , Y , S, , ... , S > /H c 1 vc i v c ^ (noté aussi 1 m l m (1 - Y., S , 1 -Y_S0, ... , 1 - Y S ) 

11 2 2 m m A<Y, , ... , Y ,Y~ ,...,Y~ > et aussi A< Y, Y" >). Soient 1 m l m — -
B+= f x£ A<Y,S> | x = S a YV , a £A et a —+ 0 } 

y V V V 
B~ = [xffA<Y,S> | x = 2 b , b ç A et b —» 0 ] . 

(i/o ^ 
Alors la restriction de s _à B+ © B est bijective et isométrique. 

DÉMONSTRATION. - Soit f(Y,S)ç A<Y,S> , alors f se décompose 
sous la forme 

v u m f(Y,S)= 2 a Y + £ b SH + 2 (l-Y.S.)f. 
V v n/O U i = l 1 1 1 

avec 
max f U a J I , || b|j || . Il f.|| } S || f || . 

Montrons la première partie du lemme pour m = 1 . Considérons 
une égalité 

S a, Y.V + S b S^ = (l-Y.S. )f . 
V V 1 u./0 M l 1 1/ 1 

On peut supposer que 1 = max { || â  || , ||b̂  || , || f̂  || } . On considère 
l'image de cette égalité dans A < Y, S > et comme 
Il (1 -Sj Y j ) Il = Il f ̂ Il on aboutit en utilisant le lemme II. 8. 2 à une 
contradiction. Donc a = b = 0 pour tout V et u . v (J. 

Soit maintenant m > 2 , considérons l'égalité 
L a YV + S b SM = £ (l-Y.S.)f. . 

V M 1 1 1 
v 

Alors en multipliant par S , en posant Y = ... = Y = S = ... = S =1 
c 2 m 2 m 

et en utilisant ce qui précède, on montre donc que â  = 0 . Ce qui 
o 

prouve que â  = b^ = 0 pour tout V et \j. . 
Il suit alors clairement de la décomposition (*& ) que 

||s(f(Y,S))|| = max { || a || , ||b !| } . 
v , u 
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A < Y, Y~̂ > est isomorphe à l'algèbre A[ Y, Y . De plus, si A 
est intègre, alors A< Y, Y est intègre. 

-î 
*n ' "1 ' ' "m ' ~1 

k algébriquement clos) 
Le spectre de k<Xx> ... , X_ , Y, , ... , Y_ , Y^, ... , Y_> 

Il est facile démontrer que le spectre de A<Y„ ,...,Y , ,..., Y 
1 m 1 m 

s'identifie à Sp(A) * C où C={z£k||z|=l} et plus particulière
ment on a Sp(k<X, , ... , X , Y, , ... , Y , Y"1, ... , Y~1>)=* Dnx Cm 1 n i m l m 
avec D= { zçk | | z\S 1} . C'est pourquoi l'on dit que k<X, Y,Y~*> 
est l'algèbre des fonctions holomorphes sur un produit de disques et 
de circonférences. 

(II. 8.4) . - Lemme de préparation et de division dans k< X, Y, Y 
Comme pour k< X> où l'on montre d'abord un lemme de pré

paration et de division dans k< X, Y, Y = k [ X, Y, Y . Ce lemme 
se "relèvera" alors à k<X, Y, Y comme dans le cas de k<X> . 

(IL 8. 5) LEMME. - Soient A un anneau, 
f(Y) £ A[ Y , ... , Y , Y'1, ... , Y"1 ] , tel que f/0. \ / ^ u l m l m n ' 

i) Alors il existe un A-automorphisme a de A[Y, Y tel que 
g a g- a1 0, a. 

avec : 
a(f(Y))= u Y Y + u j Y +...+U. Y ~Y v v ; / o . r n 1. m k n 

Pi K 4 ¿1-1 j ui€A,u./0 et Y =Y1Y2... Ym_1 a. , € * et aQ< a f ... < aR 

il) Soient m> 2 , N>1, alors il existe un A-automorphisme a' 
de A [ Y, Y"1] tel que 

k ß.a. k a! 
a* ( S u. Y 1 Y *) = £ u. Y 1 Y 1 avec a' - a.' > N . i = 0 1 m i=0 1 m 1+1 1 

COROLLAIRE. - Soit A une algèbre de Banach. Alors l'algèbre 
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Montrons ii) . Soit c' le A-automorphisme de A[ Y, Y ̂ "J 
défini par 

CT'(Y,) = Y„Y , a'(Y ) = Y1CYC+1 et a» (Y. ) = Y. pour i/l,m. 1 1 m m 1 m î î 
Clairement cr' convient si l'on choisit c assez grand. 

DÉFINITION. - On dit que f(X, Y) g kfX, .., X ,Y.,...,Y , Y"\..., Y"1 ] 
n x ' 1 n i m l m J et biunitaire en Y si m 

k CL 
f(X, Y)= £ u.Y , avec a<(X-<...<a1 > 

i=0 1 m o 1 k u.gkCX- , ... , X , Y, , .. ., Y , , Y"1, ... , Y"1 .] , u et u. sont inver-ic u 1 n 1 m-1 1 m-1. o k 
sibles dans l'anneau k[X,,...,X , Y1}...,Y -,"Y~ , ...,Y~ ,] . 

1 n i m-1 1 m-1 
(II. 8.6) LEMME. - Soient k un corps, f , ... , f £ k [X, Y ,Y~1]. \ / ^ i r m m Ĵ  
Alors il existe un k [ Y , Y 1 -automorphisme de k[ X, Y , Y ] L m m u m m 
tel que L,f ,...,f soient biunitaires en Y 3 — 1 2 r m 

DÉMONSTRATION. - Il suffit de considérer l'automorphisme a 
défini par 

c. -c. a(X.) = X.+ Y 1 + Y 1 et <j(Y )=Y . x î î m m m' m 

DÉMONSTRATION. - Soient F une partie finie de 2£ , 
a = (a-, a.» ... , a )ÉF, alors il existe N. , N-,...,N tels que 1 2 m 1 2 m -1 
l'application s : a1—• N„OL + ..-+N H a + CC soit injective sur F 

11 m -1 m -1 m 
Soit a le A-automorphisme de A [ Y , Y"1] défi ni par 

N N N c(Y.)=Y. pour j/m et CJ(Y ) = Y1 Y0 ... Y m; Y . y j m' 1 2 m-1 m 
Soit maintenant 

f(Y)= Z u Ytt , u / 0 , u g A et Y = Y, ... Y m . açF a a a 1 m 
Il est alors clair que cj(f(Y)) a la forme voulue. 
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(II. 8. 7) LEMME (de préparation et de division) 
i) Soient k un corps, f(X, Y) £ k[ X, Y, Y . Alors il existe un 

k-automorphisme <j de k[X,Y,Y tel que g(f(X,Y)) soit bi-
unitaire en Y m 

-i k ai ii) Soient A un anneau, f, g £ AT Y , Y ] , c= S u. Y avec / & ̂  m mJ i=o 1 m 
a <0C ... < a, > u.çA et u ,\ICJ£ . Alors il existe o 1 k iv — o k ̂  
q,rf A[ Y , Y" 1 uniques tels que m m J 3 3— 

f=q. g + r , rCA[Yj et d*r<ak-ao. 

DÉMONSTRATION. - L'affirmation i) est conséquence des lemmes 
II. 8. 5 et II. 8. 6, quant à ii) , la preuve est élémentaire. 

Nous pouvons maintenant donner la version analytique du lem-
me II. 8. 7. 

(II. 8. 8) LEMME (de préparation et de division) . - Soit k un corps 
value complet. 

i) Soit f(X, Y) £ k<X, Y, Y~"> avec || f || = 1 . Alors il existe un 
k-automorphisme a de k<X, Y, Y tel que a (f(X, Y)) soit bi-
unitaire en Y dans l'anneau 
: m .i .i -i k[X1?...,X ,YIF...,Y I , Y, ,...,Y J [ Y ,Y ] . L 1 n 1 m-1 1 m-lJ u m m J 

ii) Soient f, g£ k < X, Y, Y~S> tels que || g || = 1 et que 
a a, g(X, Y ) = u Y ° +... + u Y , avec a < ... < a, , b o m k m — — o k 

u. ÉkfX , ... , X , Y, ... Y , , Y"1 , ... , Y'1 1 et u , u inversibles. ic L 1 n i m-1 1 m-1 J — o k 
Alors il existe q, rç k< X, Y, Y uniques tels que : 

f=q.g+r, rck<X1,...,X , Y1 , ... , Y , , Y"1 , ... , Y_1 1 > [ Y ] , 
H & c 1 n i m-1 1 m-1 L nJ 

DY (r)<CCk"ao et l l f 1 1 = m^x (||q || , || r || ). 
m 

DÉMONSTRATION. - Pour montrer i) il suffit de relever l'automor-
phisme défini par II. 8. 7, i) . Pour la preuve de ii) on utilise 
II. 8.7, ii) et on copie 11.2(1). 
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Une conséquence importante est le théorème suivant qui sera 
utilisé au chapitre VI. 

(II. 8.9) THÉORÈME. - Soit k un corps value complet. Alors l'an
neau k < X , Y, Y est factoriel. 

DÉMONSTRATION. - L'anneau k < X, Y,Y""1> est intègre d'après le 
corollaire du lemme II. 8. 3 et il suffit de copier la preuve de II. 3. 2. 

(II. 8.10) EXERCICE (si k est de valuation discrète C1(A) = 0 
implique Cl(A) = 0 ) . 

Soit k un corps muni d'une valuation discrète, V son anneau 
de valuation, TT V son idéal maximal. 

1 ° ) On souhaite démontrer que V <T. , T , ... , T > est un anneau 
1 Z n 

noethérien. On prendra comme hypothèse de récurrence que 
V<T, ,T,...,T est noethérien. Soit 21 un idéal de 1 2 n-1 
V<T, , T0, ... , T > . 1 2 n 

a) Montrer qu'il existe un entier s 2> 0 tel que 

TT~S2I C V<T, , T0, ... , T > et îçjfSn tel que II f II = 1 . 
1 2 n ^ 11 " 

b) Soit f ç TT SfU tel que || f || = 1 . Montrer qu'il existe un 
automorphisme a de V< T, , ... , T > et u£ V<T ,..., T >x tels que r 1 n ^ 1 n 

u.a(f)=Td+aj 1 (T y ... , T 1)Td"l+... + a (T ,T ) 7 n d-11 n - l n o l n-1 

où a.g V<T„ , ... , T ,> (utiliser en II. 2 et II. 3. 2) . 
î  1 n-1 

c) En déduire que V<Ti,...,T >/, /rx A est un ; H 1 n '(cj(f)) 
V<T„ , ... , T „ > -module libre de rang d . 1 n-1 

d) En conclure que çrfrf Sgi)/.(a(f)) est de tYPe fini et donc que 
21 est de type fini. 

e) Conclure que V< T., , T?, ... , T^> est noethérien. 



89 

2° ) Soit A une k-algèbre affinofde, montrer que A est un 
T* -module de type fini pour un certain d et que A est une algèbre d 
noethérienne (selon le procédé de II. 6. 1, on se ramène au cas où A 
est une algèbre intègre B finie sur , ensuite l'inclusion 
f f e i B ^ T " de II. 6. 2 montre le résultat), d 

3°) Soit A une k-algèbre affinoïde. 

a) Soit M un A° -module projectif de rang 1 . Montrer que 
M = M <8> _ À est un A-module projectif de rang 1 où A = A/TT A° . 

A 
b) Montrer que M = ~A pour un M implique que 

M = A m . o 
c) Soit N un A-module projectif. Alors N©N' = A pour 

certain N' et r>0 . Montrer qu'il existe un A -module projectif M 
avec M<8>A et N et M ont le même rang. 

d) Montrer que Cl(£ ) Cl(Â) où Cl(B) désigne les classes 
d'isomorphismes de B-modules projectifs de rang 1 . 

4°) Soit A une k-algèbre affinoïde telle que A = A /ïï A° soit 
une algèbre régulière. 

a) Montrer que A° et A sont aussi régulières. (Chaque idéal 
maximal de A° contient TT et 3CR/TT 2GR est un idéal maximal 
de Â. ) 

b) Montrer à l'aide de 3°) et de III. 8. 3 que C1(A) = 0 implique 
que A est factoriel. 

c) Montrer que A est factoriel et que Cl(A) = 0 . 

d) Montrer que l'anneau k<X. X ,¥,,..., Y , Y"1, ..., Y~ *> ' 1 n 1 m 1 m 
est factoriel. 

e) Utiliser H. Bass, Algebraic K-theory, p. 144 (7.17) [65], 
pour montrer que A régulière et C1(A)= 0 implique Cl(A) = 0 . 
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CHAPITRE III : ESPACES ANALYTIQUES SUR k 

III. 1. - Les ensembles rationnels 
III. 2. - Topologie de Grothendieck, faisceau structural 
III. 3. - Espaces analytiques 
III. 4. - Exemples 
III. 5. - Faisceaux sur un espace analytique - Exemples 
III. 6. - Faisceaux cohérents sur un espace analytique 
III. 7. - Le faisceau des fonctions méromorphes 
III. 8. - Faisceaux localement libres 

Ce chapitre est dévolu à la définition de l'espace analytique et à 
l'étude de quelques faisceaux importants sur un espace analytique. 
Un espace analytique est défini par recollement d'espace analytiques 
affinoîdes. Un espace analytique affinoïde est construit à partir d'un 
espace affinoi'de (II. 4.1) sur lequel on définit une topologie de 
Grothendieck et un faisceau (structural) & . Enfin on met en place cet
te topologie et ce faisceau à l'aide d'affinoi'des particuliers : les en
sembles rationnels. 

III. 1. - Les ensembles rationnels 
Dans ce paragraphe III. 1, A désigne une algèbre affinoi'de et 

X = Sp(A) est l'ensemble des idéaux maximaux de A . 

(III. 1.1) DÉFINITION. - Un sous-ensemble R de X est dit ration
nel (dans X ) s'il existe f , f1 , ... , f £ A tels que 

x ' o 1 n ^ 
R = {xgX | |f.(x)|S |f (x)| pour tout 0< iSn } 

et A = fA+fA+...+ fA. o 1 n 
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DÉMONSTRATION. - On a fQ(x) / 0 pour tout xg R puisque 
*o'*l' "*'*n n'ont Pas ̂ e zéros communs, ainsi i|/(f0) n'a pas de zéro 
dans Sp(C) , il s'ensuit que t|l(*0) est inversible dans C (II. 4. 5). 
De plus on a pour tout zgSp(C) 1 1 (fQ) (z)l & I ̂  (f j) (z) I • Ainsi : 

€ C 

Il existe donc une application unique £ de A<T , . .. , T > dans C 
• ( V 1 1 

telle que T. I = % et T« (T.)= /r x . Clairement, l'A * lv 1' t(fQ) 
ker T. ̂  (f - f T, , ... ,f -f T ), ainsi il existe un homomorphisme T 1 M o 1 n o n' * 
de B dans C avec T o cp = \|/ . Montrons l'unicité, soit X' de B 
dans C satisfaisant (IIL1.2). Alors T' définit canoniquement un ho
momorphisme x J de A<T1,...,T> dans C tel que x' |A = tj/ et 

r 1 1 n 1 
X'(f.-f T.)=0. Ainsi TJ (T.) = i|r(f.)/i|r(f ) et l'unicité de (II.5. 7) montre 1 i o i l i 1 o 
que = , donc T = T ' . 

Le lemme III. 1. 2 montre en particulier que l'algèbre 
A < , ... , T > 

B ="j~ — ~ j ^TT associée à l'ensemble rationnel (dans X) 
* 1 o 1 ' '" ' n~ o" n 

R ne dépend pas du choix de {fQ, , ... , f ] . Cette algèbre B sera 
notée ou Plus brièvement &(R) s'il n'y a pas de confusion 
possible) . 

On associe à R l'algèbre affinoïde 

B = A<T1,T2,...,T>/ _ f _Tf . 
1 1 o n n o 

Alors l'homomorphisme canonique Cp de A dans B induit un ho-
méomorphisme Sp(cp) de Sp(B) sur R c Sp(A) . L'algèbre B vérifie 
la propriété universelle suivante : 

(III. 1. 2) LEMME - Soit un homomorphisme de A dans C 
(algèbre affinoi'de) tel que Sp(ty ) (Sp(C)) c R . Alors il existe un ho
momorphisme unique T de_ B dans C tel que tjf = T ° Cp 
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A<T1,....,T > À<S-,...,S > 
w\\^=(i-t T,...,f-f T)êA (8rgSl ; -g s ) 

M o l n o n 1 o 1 m o m 
A<T,,...,T , S.,,...,S > A<... ,U...... > 

^ 1 n 1 m ^ ij_ , 2t(f-fL...)f-fT , g, -g S, g -g S W..., f g-U f g ) ~ X* 1 2?" v 1 o 1' n o n ̂  ëo 1 %i % m; v ' iëj ij oëo' ' 
2) Soient : 

R ={x£X| Jg (x)|> |g.(x):| pour 0Sj<Sm} et A=£ A g. 
° J j J 

R1={x€R2| |fo(x)|>|f.(x)| pour 0<i£n} et ̂ 1 = 2 \(R2) fi * 
A<S ,...,S > 

Les éléments f , ... , f f &„(RJ = ~, ~ — -—r peuvent être o nv X 2' (g.-g S„,...,g -g S ) Vôl ôo 1 ôm so m; 
remplacés par f'̂ ,...̂ ' si ||f,,-f.|| est assez petit. Nous pouvons 
donc supposer que fQ, .. . > *n € ®x^2^ sont images de 
h , ... , hn £ A[Ŝ ., ... , S^] de degré total majoré par N. Ainsi 
N N 
g fQ , ... , gQ f̂ ç A et nous pouvons supposer que fQ, ... ,f̂  g A . 

(III. 1.3) LEMME . - 1) Soient R et R2 rationnels (dans X), 
alors R^HR^ est rationnel (dans X) et 
V W = W *A W • 

"2) Soient R ^ C R ^ C X , R2 rationnel dans X et R^ rationnel 
dans R̂  . Alors R^ est rationnel dans X . 

DÉMONSTRATION. - 1) Soient : 
R 1 = { x ç X | |fQ(x)| > |f.(x)|, 0 < i S n } et A = (f^...,^) . 

R 2 = { x € X | |go(x)|25|g.(x)|, 0 < j < m } et A = (gQ, ... , g ^ . 

Alors il est facile de vérifier que 
R1HR2=[x€X| |fo(x).go(x)|>|f.(x).g.(x) | pour 0<i<n , 0< m } 

et A = S f. g.A . Ainsi R.flR̂  est rationnel. i,j i J 1 2 
La deuxième partie de 1) résulte des isomorphismes suivants : 
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III. 2. - Topologie de Grothendieck, faisceau structural 

(III. 2.1) DÉFINITIONS. - Soient A une algèbre affino'ide, X = Sp(A). 
On définit sur l'espace topologique X (IL 4. 1) une topologie de 
Grothendieck. Les sous-ensembles admissibles de X sont les sous-
ensembles rationnels de X , les recouvrements admissibles sont les 
recouvrements finis.. Le lemme III. 1. 3 montre que ces données dé
finissent sur X une topologie de Grothendieck (1.4.1). 

On a sur X (muni de la topologie de Grothendieck précédente) un 
(pré-) faisceau défini par R»—• & (R) où l'algèbre & (R) a été 

X X 
définie en III. 1.2. Si R ^ R ^ X , le lemme III. 1. 2 définit l'homo-
morphisme de © (R ) dans & (R ) . 

X 2 X I 
Soit M un A-module de type fini, on définit sur X un (pré-) 

faisceau noté M ou M~ par M(R) = & (R)® M . 
X A 

Le paragraphe qui suit montre en particulier que (9 et Kl sont 
X 

des faisceaux. 

Pour des constantes convenables X , ... ,X € et pour tout 
o m r 

xç on a 
|fo(x)|>|X.gj(x)| OrSjSm . 

Alors R1 = R2HR3 où 

R3={x€X| |fo(x)|>|f.(x)|, 0<iSn et |fo(x)| !£ |Xjg.(x)| . OSjS m } . 

Il est clair que R^ est rationnel dans X , ainsi R^ est rationnel 
dans X d'après 1). 
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III. 2, 2. - Le théorème de Tate 

(III. 2.3) DÉFINITION. - Soient A une algèbre affinoîde, X=Sp(A), 
3* un (pré-) faisceau sur X . Un recouvrement admissible *U de X 
est dit acyclique pour le (pré-) faisceau # si 

H°(fy., 3)= 3(X) et H1(^,5)=0 pour i>0. 

Le théorème de Tate détermine la cohomologie du (pré-) faisceau 
M . 

(III. 2. 2) THÉORÈME. - Soient A une algèbre affinoîde, M un 
A-module de type fini, X - Sp(A) . Alors tout recouvrement admis
sible V, de X est acyclique .pour le (pré-) faisceau M . 

La démonstration de ce théorème nécessite quelques lemmes et 
définitions. L'un de ces lemmes montre le théorème pour un recouvre
ment particulier à deux éléments, l'autre permettra de faire une dé
monstration par récurrence sur le nombre d'éléments du recouvrement. 

(III. 2.4) DÉFINITION. - Soient A une algèbre affinoîde, X = Sp(A) . 
Un recouvrement admissible = fU.., U U } de X est appelé 

' • 1 2 n recouvrement standard s'il existe L , f„, ... ,f ÇA tels que 1 2 n 
A = f„A + f A + ... + f A et 1 2 n 

U. = {x€X| |f.(x)|>|f.(x)| lZjSn) l<i<n. 

On notera un tel recouvrement ï (L , f~,— ,f ). 
v 1 2 n' 

(III. 2. 5) LEMME. - Soit 1T = f V, , V0, . .. , V ] un recouvrement ad-1 Z n 
missible de X = Sp(A) . Alors il existe un recouvrement standard plus 
fin que 1/" 
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DÉMONSTRATION. - Il existe , ff,1', ... , f^'^A tels que 
1 2 m 

A = fl(i)A+ f^A + .-. + f^A et 
1 2 m 

V.= {x€x| I f ^ C x j l ^ l ^ ' C x ) ! pour lSk^m}. 

Posons f = f(l)f(2)... f(n) avec a = (a, , Ct0, ... , a ) € { 1, 2, ..., m}n= I. a an a0 a 1 2 n 1 "2 
Clairement on a : 

A = S f A . 
ot€l a 

Posons : 

Alors on a 

ou 

U = {x€ X| | f (x)| > | f (x) | pour tout 0 £ I } . 
CX u. p 

v. = U u i a 
a = (a ̂  » ... , an) parcourt les éléments de I tels que eu = 1 • 

En effet, si xg V on a J f^ (x) | £ | fj^ (x) | pour 1 < k < m . Déplus, 
soit a.€{1.2,...,m} tel que (x) | = max (| î[3) (x)|, ... , | f^ (x)| ) . 

J j 
Ainsi XF U avec a = (oc,, oc~> ... , a. *4 9 1, a . a ) . ^ a 1 2 i-l i+l n' 
Notons J = fa = (â  , • • • , a^) Ç l| il existe i avec 0^=1} • Le re
couvrement fU 1 est un recouvrement plus fin que 1T . 

1 aJacJ 
Nous avons donc montré qu 'il existe , ĝ > . . . ,g^A et s^ t 

tels que 

A = g^A + ... + g^A et que 

V' = {Uj , , ... , ] soit un recouvrement plus fin que V avec 

U.' = {x6X| |g.(x)|> |gk(x)| pour lSkStJ. 

Il nous reste donc à montrer que 

v = [u'1,...,u;j = ï(g1,g2....,gB, . 

Nous avons la relation suivante : soient x g X , l<k^t , alors : 

(*) lêk(x) I ~ max 

En effet, x6X = U'1UU'2 ... y D" , par exemple xgUj . 
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Alors | ĝ (x) | > |gk(x)| , ce qui prouve (#) . 

La relation (#) implique aussi que 

Ui'={x€X| |g.(x)|>|gk(x)| lSkSsJ, I S i S n . 

De plus l'idéal engendré par ĝ , ... , gg est A , sinon il est contenu 
dans un idéal maximal x . Ce qui montre que 
ĝ (x) = g2(x) = . ..= g (x) = 0 et (H-) montre que g (x) = 0 pour l<ik^t, 
ce qui est impossible puisque 

A = gjA + g2A + ... + gfcA . 

Montrons le théorème de Tate pour un recouvrement standard 
très simple. 

(III. 2. 6) LEMME. - Soient A une algèbre affinoîde, x = Sp A , 
f g A , M un A-module de type fini et [x^ , x^} le recouvrement 
suivant, X 1 = {x£ x | |f(x)| < 1 } , X = £ X É X | |f(x) | > 1 } . Alors 
nous avons la suite exacte suivante : 

0 • M ( x ) a » M ( X ) © m ( x 2 ) — M ( x i n x 2 ) • 0 . 

DÉMONSTRATION. - On a : 

Il est alors facile de vérifier que la suite suivante de A-modules est 
exacte : 

0 b A a A<T> A<S> d A<T,S> 
(*> o — > A — > (T_f) ®(1.fS) ^(T-f,i-fS) ' 

Soient t (resp. s) l'image de T (resp. S) dans A<T>/^T ^ 
(resp. A<S>//1 ,ç ). L'homomorphisme ô de A-module de (1 -1 b ) 
A<T,S> dans A<T>/, © A<S>/, défini par 

V 1 - I ) (1 - I D ) 

a (T1 sj) = t1-j si i>j 

6 (T*Sj) = ŝ "1 si i< j 
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(III. 2. 7) LEMME. - Soient *U un recouvrement standard de X = Sp A . 
X^ et X^ définis comme dans le lemme III. 2. 6. Si *U D X^ , *U H X^, 
*U fi X^ H X^ sont acycliques pour M , alors *U est acyclique pour M , 

DÉMONSTRATION. - Pour U = U . DU. ... OU. , on a d'après le 
*1 *2 *k 

lemme III. 2. 6, la suite exacte 

o — • m(u) • M(unx )© M(unx2) • M(unx nx2) • 0 . 

Aussi les complexes de £ech forment une suite exacte 

o — • a (M, M ) — • c>(M n x1,m)©(3(^ n x ; M) n x ^ x2 , m ) — • o . 

La longue suite exacte de cohomologie termine la démonstration. 

Démonstration du théorème de Tate (III. 2. 2) 

Le lemme III. 2. 5 montre qu'il suffit de vérifier le théorème pour 
les recouvrements standards. La démonstration se fait par récur
rence sur le nombre de fonctions qui définissent le recouvrement 
standard en utilisant un argument combinatoire simple. 

Partons de l'hypothèse de récurrence suivante : 

, Soit Y = Sp(B) , s < n -1 . Alors tout recouvrement standard de (h 1 ) n - J 

de la forme 36 (p̂  , p ̂, ... , p g) est acyclique. 

Clairement (ĥ ) est satisfait. 

induit un homomorphisme sur A<T,S> /, et montre que la 
^ I — I , 1 — tu] 

suite (-& ) est scindée. Ainsi cette suite reste exacte par tensorisa-
tion par M . 

Si l( = f TT , T T , ... ,U } est un recouvrement de X , si Y C X L 1 2 nJ 
est admissible, on notera tyflY le recouvrement 
fU.fl Y, TT D Y, ... , U HY] de Y. c 1 2 n J 

Le lemme qui suit permettra de montrer le théorème de Tate par 
récurrence. 
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Soient X = Sp(A) et 3Ê (f̂  , f̂ , ... , f ) un recouvrement standard 
de X . Soient n' ë2' ' £A tels que 

TT £ k tel que 

Il suit alors que 

1 = g.f, + ...+ g f et sl 1 sn n 

max j g (x) J < J TT , 
1 < n 1 
xg X 

| H | < inf ( max j f.(x) 
xgX 1 < i<n 1 

Soit l5*s<n , posons : 

Ys = {x€x| |f1(x)|&H,...,|f8(x)|a:|n| }. 

Considérons une deuxième hypothèse de récurrence 

Le recouvrement standard X (f-•,...> f ) fl Y , de Y 
. VI n' S1 S1 

(h1 ) pour s<s'<n est acyclique. 

Montrons que (ĥ ) implique (ĥ  Posons : 

\ ={*6X| If^xjl&lirl ,...,\is_1(K)\>\^\, |fg(x)|s|n| }. 

Remarquons d'abord que 

Y"n*(f, ...,f )= Y'nX(f,...,f . , f .,...,f ). s 1 n s 1 s-1 s+1 n 

D'après la définition de n on a pour x| Y , Ig (x) f (x)|<l , ainsi 
S 6 s 

1 -g f est inversible dans & (Y ) ce qui montre que 

&(y^) = fie(Y;,+...+fs_1&(Ys-, + fs+1&(Ys-, + ...+fn . 

Ainsi Y^ H 3£(f̂ , ... , f̂ ) est le recouvrement standard 
3E(f1lY-S...,fs_1|Y-nfs+1|Y- .... ,fJY-,. Mors l'hypothèse ( h ^ ) 

S s s s 
montre que Yg fl H (f̂ , .. . , f̂ ) est acyclique. Le même argument 
montre que Y H Y fl 3Ê (f„ , ... , f ) est acyclique. Le lemme III. 2. 7 s s 1 n 
montre que Yg ^ fl X (f̂  , ... , f̂ ) est acyclique, ce qui est (h' 
Et (h'0) n'est autre que le théorème. 
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Il nous reste pour terminer à montrer que (h'n) est satisfait. 
Posons 

Yn = f x€Yn 1 |fl(x)l ̂ lf2(x" î 

Y" = [x€ Yn| IfjCxjlS |f2(x)| } . 

Il est clair que 

Y ' H 3Ê ( f f ) = { U ' , U',..., U ' } avec U'cUJ et n v 1 n; 1 1 2 n J 2 1 
Y'fU (f, , f,., f )= fU' , U' ... , U' ] , de même n 1 3 n 1 3 n 
Y" H ï(fi , ... , f ) = {U'1 , U'1 , ... , U" 3 avec U"c U" et n x 1 n ; c 1 2 n J 1 2 
Y'TU (f , ... , f ) = [U" , ... ,U"} . n 2 n' ^ 2 n J 

L'hypothèse (ĥ  ̂ ) montre que les recouvrements 
[U^ , , ... , 3 et {U^',...,tP' 3 sont acycliques. Il est alors 
immédiat que Y ' D 2(1, , ... , f ) et Y"H ï (f„ , . .., f ) sont aussi n v 1 n7 n v 1 n7 
acycliques. Le même raisonnement montre que Y' D Y" fl 3Ê(f„ , ... , f ) 

n n 1 n 
est acyclique. Ainsi le lemme III. 2. 7 permet de conclure que 
Y H 3Ê(f„ , ... ,f ) est acyclique parce que f„ et f sont inversibles n i n y X X ^ ^ 
sur Y . 

n 

III. 3. - Espaces analytiques 

(III. 3. 1) DÉFINITION. - On appelle espace analytique affinofde, le 
triplet (X,Q,&__) où X=Sp(A), A algèbre affinoîde, Q est la to-

X 
pologie de Grothendieck, & est le faisceau structural. 

X 
(III. 3. 2) DÉFINITION. - On appelle espace analytique (rigide), un 
triplet (X, Q , Ô ) où X est un espace topologique, Q est une to-

X 
pologie de Grothendieck sur X et & est un faisceau ; en plus il 

X 
existe un recouvrement admissible fX.}. _ de X tel que pour tout 

c l j l £ l 1 j t i£ I le triplet (X. , Q| v , © | ) soit un espace analytique affinofde. 1 - 2 v . X X -1 i 
(III. 3. 3) REMARQUE. - Signalons qu'on peut donner une autre topolo
gie de Grothendieck sur un affinoi'de X = Sp(A). Un sous-ensemble Y 
de X est appelé ouvert affinoîde de X s'il existe une algèbre affinoîde 
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B et un morphisme cp : A — • B possédant les propriétés suivantes : 

1) Sp(cp) est un homéomorphisme de Sp(B) sur Y c X ; 

2) si ijf est un morphisme de A dans C (algèbre affinoïde) 
satisfaisant im(Sp(\J/) )cY , alors il existe un morphisme unique 6 de 
B dans C tel que ^ = Ô o cp 

Cette propriété montre l'unicité de l'algèbre B que l'on note (Y) . 
.X 

Un sous-ensemble rationnel (dans X) est donc un ouvert affinoïde. 
On peut démontrer (H. Grauert, L. Gerritzen [19]) que Y est 
réunion finie de sous-ensembles rationnels X„ , X^,. .. ,X de X . Le 

1 2 s 
théorème (III. 2. 2) montre alors que B est le noyau de l'homomor-phisme © & (X.) -> ® Ô (X. PIX.). Il en résulte que le faisceau X î X î j 
Ô détermine de façon unique le faisceau (9* . C'est pourquoi les deux X X 
structures, définition par les ensembles rationnels ou par les ouverts 
affinoîdes, sont essentiellement les mêmes. 

III. 3. 4. - Recollement des espaces analytiques affinoîdes 

Pratiquement on construit souvent un espace analytique à partir 
d'espaces analytiques affinoîdes que l'on recolle. 

Soit {X.} une famille d'espaces analytiques affinoîdes. Supposons 1 / 2 , 
que pour tout (i,j)£l il existe X.. (resp. X ) un sous-ensemble 
rationnel de X^ (resp. X^ ) et Cp. . un isomorphisme d'espace analy
tique affinoïde de X.. sur X.. (les structures étant celles induites 

ij J1 
par Xj , resp. X^ ) satisfaisant aux propriétés suivantes 

1) X..= X. et cp..= 1l pour tout i g I ' n î n X. î 
2) cp_ et cp^ sont des isomorphismes réciproques pour tout i, j£ I 

3) co .= co . o cp.. sur X. .nx., pour tout i,j,kçl ; ^ki ^kj ji ij ik * ,J> 
(il se peut que = 0 , alors Ĉ.-= $ et ̂  n'v a Pas vraiment d'appli
cation cp. ) . 
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Alors il existe un espace analytique ( X , Q , 3 ) qui possède les 
propriétés suivantes : 

1) il existe un homéomorphisme ^ de X^ sur un ouvert admis
sible ^(X^) de X qui respecte la topologie de Grothendieck 

2) on a X = U |K(X.) 
î T î i 

3) i|/.(X..)= i|r.(X..)= \|r.(X.)fH.(X.) et cp..(x) = f } ̂ .(x) pour 
tout x € X.j et pour tout i, j ç I 4) ifr. induit un isomorphisme entre le faisceau structural ô et yi X. 
»|x. . 
1 i 
La démonstration de l'existence de X et 3» est assez facile. En 

revanche, la topologie de Grothendieck Q n'est pas unique. Après 
avoir identifié (par \|f.) X,. à une partie de X on peut prendre pour 
ouverts admissibles X , Çi et tous les ouverts Y qui sont admissibles 
dans un X. . Un recouvrement V - fU.} est un recouvrement admis-

i i 
sible de Y si tout affinoîde ZcY est contenu dans une réunion finie 
de U. . 

i 

III. 4. - Exemples 

(III. 4.1) Les sous-ensembles rationnels de X = Sp K < T > . - Soit 
K un corps value complet, algébriquement clos. On peut identifier 
X = Sp K < T > à K° = {ZÇK| jz| < 1} par l'application (T-z) K<T>i—• z . 
L'exercice (1.2.12) montre qu'un sous-ensemble rationnel Y de X 
est un ensemble affinoîde de IP^ (K) (selon le sens de I. 1. 2) . On lais
se au lecteur le soin de montrer qu'un ensemble affinoîde Y de 
JP^(K) (selon 1.1.2) et Y C X est un sous-ensemble rationnel de X 
(le cas où Y est affinoîde connexe est facile, le cas non connexe 
nécessite une récurrence sur le nombre de composantes connexes et 
argument utilisé dans I. 2. 1) . 

(III. 4. 2) Un ensemble affinoîde de JP*(K) est un espace analytique 
affinoîde. - Soit X un ensem ble affinoîde de IP (K) , QJX la res
triction à X de la topologie de Grothendieck de IP^(K) (1.4.2), 
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(X,Q , &) noté brièvement IP* est un espace analytique (cela résulte 

(III. 4. 4) Les sous-espaces analytiques de IP*(K) sont des espaces 
analytiques. 

Cela résulte de (I. 7) , (III. 3. 2) , (III. 4. 2) 

(III. 4.5) Une variété algébrique affine a une structure canonique 
d'espace analytique 

Pour simplifier, supposons k = K algébriquement clos et la variété 
X réduite. L'espace topologique X s'identifie à une partie fermée de 
d , 

K (pour la topologie de Zariski) . Il existe donc un ideal 
2J = (f , f9, ... , f ) de K[Z , ... , Z ] égal à son radical tel que i- s l a 

X = {z = ̂ ....z^gK*! 0 = f1(z)... - ffl(z)J. 

Soient TT^K , 0<JTT|<1 et 

X = { z é X | |z.|s|n|"n pour l<i<d) . 

L'ensemble s'identifie au spectre maximal de l'algèbre af
fino ïde 

K < T , T , ... , T > 1 2 d A = • . 

Les (X , ) se recollent de façon évidente parce que X est n Xn n 
rationnel dans X „ . En particulier on a ©(X) = lim &(X ) . 

n+1 n7 
On peut vérifier que la structure d'espace analytique sur X ne 

dépend pas de l'immersion X e • . 

&| X la restriction à X du faisceau des fonctions holomorphes sur 
JP^K) (1.4.2). Soit A = &(X) , c'est une alfèbre affinoi'de (II.4.12). 
Alors l'espace analytique affinoi'de défini par A est isomorphe à 
(x , Q|x , <&|x). 

(III. 4.3) La droite projective IP*(K) est un espace analytique 
Soit X = IP* (K) , Q la topologie de Grothendieck définie en (1.4. 2), 
& le faisceau des fonctions holomorphes défini en (1.4.2). Alois 

, Q , & ) noté brièvement I 
immédiatement de III. 4. 2) . 
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(III. 4.6) Une variété algébrique séparée de type fini a une struc
ture canonique d'espace analytique 

Soit X une variété algébrique, séparée, de type fini. On a donc 
X = UX. où les X. et X.flX. sont des ouverts affines. Les X. , 

i i i i J i 
d'après (III. 4. 5) , sont munis de structure d'espace analytique que 
l'on peut recoller grâce à la dernière remarque de (III. 4. 5) (il s'agit 
d'un recollement d'espaces analytiques qui est un peut plus général 
que (III. 3.4)) . 

On peut décrire assez simplement la structure analytique de X.. 
Un ensemble Y c X, Y / X est un ouvert admissible si Y est ouvert 
admissible (selon (III. 4. 5)) dans un ouvert affine X'cX. Un re
couvrement fÛ } est admissible si chaque ouvert admissible Y , 
Y ̂  Ç(, X qui est contenu dans U U. est déjà contenu dans une réunion 

i i 
finie d'éléments de {U^} . Le faisceau structural & est défini à par
tir du cas affine. 

(III. 4. 7) Le cas des variétés algébriques projectives 

La structure analytique des variétés algébriques projectives est 
particulièrement intéressante parce qu'elle correspond à un recolle
ment fini d'espaces affinoi*des. 

a) L'espace analytique JPn . - Soient les affinoi'des 

X.= {rvZl,...,,n-l€lFP(K,| |Zk|s|z.|0SkSn} = SpK<^)...,^)^...,|s5 
z k -i i i i 

ici est considéré comme une variable ( k / i) on a donc 

x (= x . n x > = Sp K < ^ , ... , ̂  , Q)1> 
i i i 

x j i ( = v x i ) = S p K < f • • • • • ^ ' è ' 1 > • 
J J j J 

Soit Y un ouvert affine de X , (Y, $ ) sa structure d'espace 
analytique, (X, & ) celle de X . Alors on peut vérifier que 

X 
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(f1(so.....s._1.i,s.+1.....sn) f8(so,....s._1.i.si+1.....sn,) 

On définit les isomorphismes de recollement de façon analogue au 
cas a) . 

(III. 4. 8) REMARQUE. - Les variétés algébriques projectives sont 
complètes pour leur structure analytique (voir VI. 4. 4) . 

Les isomorphismes de recollement entre X.. et X.. sont définis par 
les isomorphismes d'algèbre 

Z Z Z . - j Z Z Z.f 
p y : K < ^ - -TT- & K< z° f - <IR>> 

J 1 1 1 J J J 
zk zk zi -1 

définis par p . , ( - ^ - ) = Y ~ x ( ~ ^ - L ) k^i. 
3 i J j 

Ainsi (III. 3.4) les X se recollent en un espace analytique noté 
_n _ . , , • , _n 
JP . On notera que cette construction de l'espace analytique }P est 
très proche de celle de la variété algébrique B?n . On peut vérifier 
que cette construction donne la même structure analytique que celle 
définie en (III. 4. 6) . 

b) Le cas d'une variété algébrique projective. - Soit Xe—• IPn une 
variété projective définie par s polynômes homogènes f ,f ,...,£ de K[Z ,Z,,...,Z ]. Soient les affinoîde s 1 2 s L o 1 n 
X. = frz ,...,z~* eWnl îAz ,...,z )=...=f (z ,...,z )=0 et Iz.l̂ lz.l} i c o n * 1 lv o n7 sv o n7 1 k1 1 i1 J pour 0 < kS n . 
On a : 

o 1 î-l î+l n 
X.= Sp- — — — 
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(III. 4.9) REMARQUE. - Soit X une variété algébrique affine sur k 
qui est un espace affinoi'de pour sa structure analytique. Alors X est 
un ensemble fini. Une fonction régulière f sur X est aussi holo-
morphe sur l'affinoi'de X et donc sup J f(x) | < » . D'autre part, 

x£ X 
on sait que l'ensemble f(X)c:k est constructible. Un sous-ensemble 
constructible et borné de k est nécessairement fini. Si X est en 
plus connexe, alors f est constante. Donc les composantes connexes 
de X sont constituées d'un seul point. 

(III. 4. 10) EXERCICE. - Montrer que la structure analytique sur KX 
définie par (I. 7. 2) ou par (III. 4. 6) ( K* est la variété algébrique af
fine définie par K[ X, Y] / 1 -X Y) , est la même. 

III. 5. - Faisceaux sur un espace analytique. Exemples 
Comme un espace analytique X est un espace topologique muni 

d'une topologie de Grothendieck, la notion de faisceau sur X a été 
introduite en (1.4. 1) . Comme un espace analytique est obteny par re
collement d'espaces affinoi'des, un faisceau sur X sera souvent défini 
par recollement de faisceaux définis sur les affinoi'des. Nous donnerons 
deux exemples, le faisceau des différentielles et le faisceau des fonc
tions méromorphes. 
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(III. 5. 1) . - Recollement de faisceaux 

(III. 5.1) LEMME. - Soient X un espace analytique réunion d'espaces 
affinoi'des fX.). , pour tout ici , un faisceau sur X. et 

t lJl£l "C ^ 1 1 
pour tout i, i £ I ©.. un isomorphisme de 3É I __ rt __ sur 3,1 __ 
±f >J*Z wij c j'X.nX. l'X.fiX. tels que ®.. » = 0., sur X. fl X. fl X, pour tout i, j, k £ I . a — ij jk îk i J k 
Alors il existe un faisceau ¡5 sur X et pour tout igl un isomor- 1 
phisme fl . de 3 Lr sur 3. tels que ©.. = 8 • o S sur X. H X. . ^ - — — i — 'X. — - i 3 i j i j i j 
Le faisceau <? et la famille sont uniques (à isomorphisme 
près). 

DÉMONSTRATION. - Voir [52], p. 201. 

(III. 5.2).- Le faisceau des différentielles 

Soit X un espace affinoi'de, on définit le (pré-) faisceau Q des 
X 

différentielles de la façon suivante : pour R C X , sous-ensemble ra
tionnel de X , on pose Q^.(R) = ̂ ( R ) |K LE ® (R) -module des dif
férentielles défini en II. 7 ; si R ' C R le corollaire II. 7. 2 montre 
qu'il existe un homomorphisme unique h de Q^^^ |^ dans fij, I qui rend le diagramme suivant commutatif ©(R ) | k 

En fait la proposition suivante et le théorème de Tate III. 2. 2 
montrent que Q est un faisceau. X 

PROPOSITION. - Soient X un espace affinoîde, Qv le (pré-) faisceau 
X 

des différentielles sur X et R un sous-ensemble rationnel de X . 
Alors on a 
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DÉMONSTRATION. - Soit A = &(X) = k < z ^ , zr̂ >/̂  ~ s ( k < z ^ , z^> ) , 
où s est la surjection canonique de k<z^,... »zn> sur 
k < z - , z >/. . Soit R le sous-ensemble rationnel de X = Sp(A) dé -1 n U 
fini par 

R={x€x| |f.(x)|<: |fQ(x)| , 0<i^m} 

où f.çA et A = f A+ f.A+...+ f A . On sait que 1 o 1 m ^ 
A<T„ , ... , T > 

&(R) = B=- 1 (f, -T.f , ... ,f - T f ) * 1 1 o m m o 
On a donc aussi 

k<z, , ... , z , T. , ... , T > _ 1 n i m /n m x B= g =Sl(k<z,T>) , 

où 93 = 21 k< z, T> + (F. -T F , ... , F -T F ) avec F. £ k< z> , s (F. ) = f v 1 1 o m m o i^ i i 
et où ŝ  est la surjection canonique de k < z ^ z ^ , T̂ ,..., T̂ _> sur B 

Soit Y, le sous-B-module de B e„ © ... © B e engendré par 
1 1 n & 

1 n 
Soit V„ le sous-B-module de Be1©...©Be ©Bu.©... ©Bu en-

2 1 n 1 m gendre par 

\= ^^-'l(Tij8l(-iT"» -IlSi^m} J = 1 J J 

n ôF. ÔF 
{-Sl(Fo)u.+ £ (s '-^ ' 

On a 
(Y + V ) H (B e, ©... © B e ) = V, 1 Z 1 n i 

Comme Sj(F^) est inversible dans B on en déduit que 

A'r B e„© ...© B e © Bu, © ...©Bu Be„©...©Be 
f aei 1 n 1 m 1 n •B|k v1 + v2 Vl 

Soit V le sous-A-module de Ae^©...© Ae^ engendré par 

f s(^) e,+ ...+ s(^-)e | F6II } . c vôzH ' 1 ôz n 1 ^ J 1 n 
Par définition on a : 
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III. 6. - Faisceaux cohérents sur un espace analytique 

(III. 6.1) DÉFINITIONS. - Soient X un espace analytique, 3 un 
faisceau sur X . On dit que c? est cohérent si X possède un re
couvrement admissible {X^} tel que 

i) chaque X^ est affinoi'de ; 

ii) 3* (X ) est un &(X^) -module de type fini ; 

ai) »lx - 3(x.r • 
i 

On dit que 3 est localement libre de rang n , si on a en plus 

iv) 3 (X.) est un &(X.) -module libre de rang n . 

Un faisceau inversible est un faisceau localement libre de rang 1 . 

REMARQUE. - La condition iii) veut dire que pour tout Y c Xi ad
missible, l'application canonique 3(X.) ® &(Y) • 3(Y) est 

1 G(.X) 
bijective. 

Il est alors clair que 

fi^ii = ni H 0 a b B|k Ajk A 
(où A — • B est l'homomorphisme induit par ŝ  ) . 

Soit X un espace analytique réunion d'affinoîdes {X.}.^ ̂  . La 
proposition précédente montre que l'isomorphisme cp̂  ̂  de 
& (X.nx.) sur S (X.flX.) définit un isomorphisme de Xj 1 J Xi 1 J 
^X |X flX SUr ^X I x DX * Par suite, ̂ e lemme cie recollement 

j i j i' i j 
des faisceaux montre qu'il existe un unique faisceau Q tel que 

X Q I Qv , ce faisceau est appelé le faisceau des différentielles sur XIX. X. 1 1 1 
l'espace analytique X . 
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EXEMPLE. - Soit X un espace analytique, le faisceau Q des dif
férentielles sur X est un faisceau cohérent (III. 5. 2) . De plus Q 
est localement libre si et seulement si X n'a pas de singularités 
(II. 7.2). 

Nous avons un théorème important qui caractérise les faisceaux 
cohérents sur un espace analytique affinoîde. 

(III. 6. 2) THÉORÈME. - Soient X un espace affinol'de, 2? un fais
ceau cohérent sur X . Alors 3 (X) est un Ô (X) -module de type fini 
et 3 est canoniquement isomorphe au faisceau 3(X) 

La démonstration de ce théorème nécessite quelques démarches 
préliminaires. L'idée est de montrer le théorème pour un recouvre
ment standard très simple et ensuite d'utiliser une récurrence analogue 
à la démonstration du théorème de Tate (III. 2. 2) . 

Soient X un espace affinoïde, fg&(X), 

(#) X-fxgXl |f(x)|Sl}, X2= {x€ X| |f(x)|>l} et X ^ X ^ X , . 

Soit s l'homomorphisme canonique de &(X^) dans (9 (X^) • 
On peut dire que les normes des algèbres ^(X^ ) , ô (X^) , sont 
telles que || s., || ̂  1 . On a la suite exacte suivante (lemme III. 2. 6) 

(&(x1)®(^(x2) d > ®(x12} ' ° 

avec d((â  , a'2)) = ŝ  (â  ) - ŝ a,,) . Le théorème de Banach montre alors 
que d est un morphisme strict ; ce qui veut dire qu'il existe un 
réel c , 0<c<l qui possède la propriété suivante : 

Pour tout a£&(X^2) il existe a^ ̂ (X^ tels que 

(**) c max( || ajl , || a2|| ) S || a|| et a = d((aj , a2)) . 

Si M=(m..)gM (&(Y)) avec Y = X, , X-, Xi _ on pose i j ̂  n ' 1 2 12 
||M||= max || m || . Si M = (m..)gMjÊ(X.)) on notera s.(M) la 
matrice1,J(s.(m..)) de M (&(X10)). 

î IJ n 12 
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(III. 6.3) LEMME DE CARTAN (cas particulier) . - Soient X un 
espace affinoîde, f g &(X) , X^, X^, X^ 2 définis par (•*) et c défini 
par (#*). Soit M | Gl (X12)) tel que ||M-In||<C3 . Alors il 
existe M.çGl (&(X.)), i=l,2 tels que M = s (M ) s (M ) . 

1 n 1 1. x C\ C\ 

DÉMONSTRATION. - Soit A = M-I , d'après (**) il existe 
1 n 

B16Mn(ô(X1)) et C]€Mn(6(X2)) tels que c. max( UB^J , || )£ ||Aj1| 
et .1(B1,+ b2(C1)=A1 . Soit A^I^^-s^B^Jd^AjJ^-s^Cj,). 
On a donc 

A2= -s](B1)A1+s1(B])s2(C1) -A1s2(C1)+s1(B1)A1s2(C1) 

|A2||Sc4 

Toujours en utilisant (**) , il existe B^MjSfXj)) et 
C2çMn(6(X2)) tels que 

c.max(||B2||.||C2||)S||A2|| et Sj (B2) + s2(C2) = A2 . 
Enposant A3 = IN-(In-e1(B2))(IN+A2Hln-a2(C2)) on a ||A3||<c6. 
On construit ainsi par récurrence deux suites (B ) et (C ) avec ^ x n'n n'n 
Il B II—»0 et || C ||—• 0 , et 

n n " 
(I -s1(Bl )) ... (I -s (B )) (M) (I -sJCJ) ... (I -s9(C ))= I +A1 n 1. k7/ n lvl//v/xn 2V 1" v n 2X k" n k 

avec 11 -A. ]|—• 0 . Ainsi on pose 

M, =lim (V(Bk))...(ln-(B1), 
k~> oo 

M = lim (I -(C ))...- (.1 -(C )) . 
L k-»» n 1 n k 

Il suit que 
M = s^Mj)"1 s2(M2f1 

ainsi 
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(III. 6.4) LEMME. - Soient X un espace affinol'de, fgfc(X), 
Xj > x2> x12 définis par (•*) . Soit 3 un faisceau de &-module sur X 
tel que 3 (X ) soit un & (X.)-module de type fini pour i = 1, 2 et que 

) ® ( 5 L = 3(X.)~ . Alors l'homomorphisme canonique de 3- (X) ® &(X_) 'X. i' &(X) 2 

dans $ (X̂ ) est surjectif. 

DÉMONSTRATION. - Soient a.^, a2» ••• » an une famille génératrice du 
S (X, ) -module ̂  0 (X J , b„ , .b„, ... , b une famille génératrice du 1 1 1 2 n 
&(X ) -module 3(X2). Clairement { s 1 (a;j ) , ..., s 1 (a^) } et 
{ s2(b̂  ),..., s2(bn)} sont des familles génératrices de 3(X^2). 
Il existe V = (v..)çM (Ô(X19)) et U = (u..) £ M (Ô (X )) tels que ij n J. ̂  ij n 1 ̂  

S 2 ( V = ? V i j S l ( a j ) 6 t S l ( a i ' = J U i J S 2 ( b j ) • 
Si M = (m ) |Mn(Ê (X^ )) , on notera M(a^...,an) le n-uple 

(c.. , ... , c ) avec c = 2 m a. . On adoptera une notation analogue 1 n' i j ij j 
si M g M (Ô(X )) ou si MCMn(Ô(X12)). On a donc : 

(s2(b1),...,s2(bn)) = V(s1(a1),...,Sn(an)) , 

(s](a1),...,s1(an)) = U(s2(b1),...,s2(bn)) 

et par suite : V U ( s ^ ) , ... , s^bj) = (s2(b1 ) , ... , *2(\)) • 

Puisque s^(&(X^)) est dense dans &(X^2) il existe 
V € Mn(k(x-£ )) tel que || (s (V) - V) U ||< c . Ainsi on peut appliquer le 
lemme de Cartan (III. 6. 3) et 

I +(s1(V,)-V)U=(s1Mj"l(s,MJ avec M. g Gl (&(X.)) . 
n i l l 2 2' i • nv i' 

Appliquons cette égalité au n-uple (s2(k̂ ) » » S2^n^ » on a : 

B1(V').U(s2(b]), ...,s2(bn)) = (s1M1)"1(s2M2)(S2(b1))..., s2(bn)) 

soit encore 

-1(M1V')(s1(a1,.....81(an),= 6 ^ , ( 8 ^ ) . . . . , . ^ ) ) . 

Posons : 

(ai.....a;, = M1V'(a1.....an, et (bj.... . b;) = M^bj b j . 
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On a : 

puisque 3 est un faisceau il existe d̂ , ... , dnÇ^(X) qui ont pour 
images respectives b',...,b' dans 3 (X ) . Puisque la matrice M 1 n 2 
est inversible, la famille {bj,...,b'n} est donc génératrice, ce qui 
montre le lemme. 

(III. 6. 5) LEMME. - Soient X un espace affinorde, f £ ô (X), 
X^, X^, X^^ définis par (Jfr") . Soit 5 un faisceau sur X qui est un 
& -module tel que 3 (X ) soit un & (X J -module de type fini et que 
3 | = 3(X.)~ . Alors 3(X) est un &(X) -module de type fini et X. i î 
3 = 3(X)~ . 

DÉMONSTRATION. - D'après (III. 6. 4) il existe un sous - &(X) -module 
M de type fini de 3 (X) tel que l'homomorphisme canonique de 
M ® & (X,J dans 3 (X,J soit surjectif. On peut compléter l'homo-fc(X) 2 2 
morphisme (canonique) de faisceaux M — • 3 en la suite exacte 
suivante : 

0 • K > M > 3 • Q • 0 , 
ainsi on a : 

Q L = (3(x )/M ® & ( x f . 
xi 1 Ô(X) 1 

Il s'ensuit que Q (X2) = 0 et Q (X ) = 0 . 
Considérons le diagramme commutatif 

où les lignes sont exactes parce que Q| = (3(X.)/M ® &(X.))~ et 
xi 1 fc(X) 1 

où la première colonne est exacte à cause du théorème de Tate (III.2.2) , 
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Il s 'ensuit que 

3 
On a donc S (X) = ~ — ~ — puisque S est un faisceau. 

X X 
Le faisceau SCft 3 satisfait les hypothèses du lemme III. 6. 5, ainsi 
î 

H (26 , 2Ji 3) = 0 . La suite exacte de cohomologie montre alors que 
l'homomorphisme de 3 (X) dans &(X) est surjectif. Soit M l'image 
de 3(X) ® &(X ) dans 3 (X ) . Alors l'homomorphisme de M 

G(X) 1 1 
dans 3 (X1 )/331 3 (X̂ ^ ) = S(X) est surjectif. Ceci s'interprète ainsi, 

soit N - 3(X )/M , alors pour tout idéal maximal 2ft de & (X.̂  ) 
on a N/2RN = 0.Soit N e f) fl 2RkN, ainsi le lemme (II. 3. 10) 

^ k>l 
montre que N - {0} . Ainsi l'homomorphisme de 3 (X) <8> & (X1 ) 

Ô(X) 1 
dans 3 (X̂  ) est surjectif. Ce dernier résultat et le lemme III. 6. 4 
montrent qu'il existe un sous-module M de type fini de 3 (X) tel que 
M ® ®(X.) > 3(X.) soit surjectif pour i=l,2. On a alors une 
(& (X) 1 1 

suite exacte de faisceaux 

0 • K > M • 3 • 0 . 

Or K satisfait les hypothèses du lemme III. 6. 5, ce qui montre 
qu'il existe un & (X) -module de type fini N tel que l'on ait la suite 

Il s'ensuit que l'homomorphisme 3 (X^ )© 3 (X^) ——• 3 ̂ \2^ est sur~ 
jectif. Ce qui veut dire aussi que H^(ï,3)=0 où ï = { X^X^} . 

Soient x€x^ et l'idéal maximal correspondant. L'homomor
phisme SOI 3« • 3 se complète en la suite exacte suivante : 

x 
0 • soi 3 • 3 • S • 0 , 

x 
on a encore S| = ( 3 (X.)/3R 3(X.))~ . 

.A.. 1 x 1 



exacte suivante 

11k 

et 3 = Z où Z est le conoyau de 6 . 
x 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME III. 6. 2. - Nous dirons qu'un fais
ceau 3 qui est un ^-module est cohérent pour le recouvrement 

,U = (u1,...,vn} si 

i) le ^(U^)-module 3(U^) est de type fini pour l^i^n ; 

ii) 3^=3(0.)" pour 1S i< n . 
i 

Le théorème consiste à montrer qu'un faisceau 3 cohérent pour 
un recouvrement est isomorphe à 3 (X)~ où 3 (X) est un § (X) -mo
dule de type fini. La démarche est analogue à la démonstration du 
théorème de Tate (III. 2. 2) . Le lemme III. 2. 5 montre qu'il suffit de 
considérer les recouvrements standards et de faire une récurrence sur 
le nombre de fonctions qui interviennent dans le recouvrement. 

Considérons l'hypothèse de récurrence suivante : 

Soient Y = Sp(B) , s ̂ n-1 , 3 un faisceau sur Y qui est 
( i ) un_ & -module, cohérent pour un recouvrement standard 

2 (p ̂  > • • • > Pg) • Alors 3 (X) est un &(X) -module de type 
fini et 3 = 3 (X)~ . 

Soient X = Sp(A) , 3 un faisceau sur X , ^-module, cohérent 
pour un recouvrement standard % (L , ... , f ) . Soient 

I n 
gr g2»... >gn€&(X) tels que 1 = gj^ + ... + g ^ , et n £k* tel que 

max | g.(x) | < |n I 1 . 
1S i<n 
x e x 

Posons : 
Ys = {x€X| If^xJlilTTl |fs(x)|>|n| } . 

Considérons maintenant la deuxième hypothèse de récurrence suivante : 
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j Pour tout s' tel que s<s'Sn, le_ & (Yg, ) -module $(Ygt) 
S est de type fini et #J = 3 (Y , ) ~ . Y . s s ' 
Montrons que C'g implique C ^ . Posons : 

YS" = fx€x| |fj(x)|>H ....Jf^^xjlaKI, |fs(x)|<|n| }. 

On a (comme pour la démonstration de III. 2. 2) : 

Y~flX(f1,...,f )= Y"nï(f1,...,f f f ) . s 1 n s 1 s-1 s + 1 n 

Alors l'hypothèse (C ) montre que 3 (Yg ) est un Ô (Yg ) -module 
de type fini et que 3 = 3 (Yg )~ . Alors le lemme III. 6.5 est ap-

s 
plicable au recouvrement { Y , Y } de Y , il suit que 3« (Y ) 

S S S — JL S — i. 
est un & (Yg ^) -module de type fini et que 3* | = 3 (Y ^ ) ~ , ce 

s-1 S 
qui est (C'g ^) . Il est clair que (C1̂ ) n'est autre que le théorème 
III. 6. 2. 

Il nous reste à montrer que (C ) est satisfait. Posons : 
n 

Yn = £x€ Yn' lf1(x,l&lf2(x,,} 
Yn = fx€Yn' ,fl(x)| Slf2(x»l5 • 

Il est clair que 

Y' H X (f, , ... , f ) = fUl, U' , ... , U' ) avec UlcUJ et n 1 n' v 1 2 nJ 2 1 
Y' fl 3 (f, , f0, .. . , f ) = {U! , U' ... , U' ) , de même n x 1 3 n/ 1 3 nJ 
Y" 0 X (f,, ... , f ) = fUL* , U" , ... , U" } avec U" C UL» et n 1 n7 <* 1 2 nJ 1 2 
Y" H S(f ...,fn)= fU'' ...,U»'} . 
n £ n L n 

Alors l'hypothèse (C J appliquée à Y 1 H 1 (f, , f _ , ... , f ) et n-1 n 1 3 n 
Y'^fU (f2, ... , fn) montre que 3 (Y^) (resp. 3(Y'^)) est un Ô(Y^) -
module de type fini (resp. &(Y'^)) et que 
3|Y, = 3 ( Y i ) ~ (resp. 3 | Y „ = 3(Y';f ). 

n n 
Ainsi le lemme III. 6. 5 est applicable au recouvrement {Y^ , Y'^} 

de Y^ parce que et f2 sont inversibles sur Y , il permet de 
conclure que 3 (Ŷ ) est un ^(Y^-module de type fini et que «?|̂  = 3;(Y^)~ . 

n 
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III. 7. - Le faisceau des fonctions méromorphes 

On définit d'abord le faisceau des fonctions méromorphes sur un 
espace affinoi'de et le lemme de recollement permet de le définir sur 
un espace analytique. La définition des applications de transition néces
site un résultat sur la platitude. 

(III. 7.1) THÉORÈME. - Soit Y un sous-ensemble rationnel d'un es
pace affinoi'de X . Alors & (Y) est plat sur S (X) . 

Ce théorème sera conséquence du lemme suivant : 

(III. 7. 2) LEMME. - Soient Y un sous-ensemble rationnel d'un es
pace affinoi'de X , Cp l'homomorphisme canonique de &(X) dans 
(9 (Y) , 2JÎ un idéal maximal de & (Y) , 30̂  = cp"1 (SUI ) . Alors l'homo
morphisme canonique de & (X)/231̂  dans & (Y)/cp ÇQ̂ 1) &(Y) est bi-
jectif pour n>l et = cp (SDH ) (Y ) . 

DÉMONSTRATION. - Considérons le diagramme : 

où s et s' sont les surjections canoniques, Cp' est l'homomorphis
me induit par Cp qui rend le carré commutatif. De plus \|f est l'unique 
homomorphisme défini par la lemme III. 1. 2 qui rend le triangle su
périeur commutatif. Alors le triangle inférieur est commutatif. Ainsi 
Cp ' est surjectif puisque s' est surjectif et \fr ' est injectif parce que 
jfr (cp^^YJJcflR* . 

DÉMONSTRATION DU THEOREME III. 7.1.- Soit y£Y , notons 
aussi y l'image réciproque de y dans & (X) , alors le lemme III. 7.2 
montre que 
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&(xf = &(Yf 
y y 

où &(X)~ (resp. &(Y)~) est le complété de l'anneau local $ (X)^ 
(resp. &(Y) ) pour la topologie y-adique. 

Considérons le diagramme commutatif suivant 

Les morphismes {3 et y sont fidèlement plat (théorème 56, 
p. 172, Matsumura, Com. Algebra, ou proposition 9, chap. Ill, § . 3, 
N. Bourbaki, Alg. Com. ) . Ainsi a o ¡3 = y o a est plat et comme y 
est fidèlement plat, il suit que a est plat. 

Ainsi ^(Y)y est plat sur ®(x)y pour tout maximal y il suit donc 
que &(Y) est plat sur &(X) (31, p. 24, Matsumura, Com. algebra, 
[37] , ou prop. 15, chap. II, § .3, algèbre commutative, N. Bourbaki, 

(III. 7. 3) . - Le (pré-) faisceau 7)\ des fonctions méromorphes 

Soit X un espace affino i'de ; on définit le (pré-) faisceau des 
fonctions méromorphes sur X de la façon suivante : 

Si R est un sous-ensemble rationnel de X , /̂ (R) est l'anneau 
total des fractions de @(R). Soient R'cRc X deux sous-ensembles 
rationnels, cp l'homomorphisme canonique de & (R) dans &(R'), 
puisque &(R') est plat sur ô (R) (théorème III. 7.1), l'image par 
Cp d'un élément qui n'est pas diviseur de zéro est un élément qui 
n'est pas diviseur de zéro. Il suit que cp admet un prolongement 
unique ep qui rend le diagramme suivant commutatif : 
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Nous avons donc défini les applications de transition. 

(III. 7.4) THÉORÈME. - Le (pré-) faisceau % des fonctions méro-
morphes sur un espace affinofde est un faisceau. 

Ce théorème est une conséquence du théorème III. 6. 2. 
Donnons d'abord une idée de la démonstration. Soit f X. , X_, ... , X } 

L 1 2 nJ 
un recouvrement de l'espace affinofde X , soient 
f.^(X.), l<i^n tels que f.| „ n = f.| n . La demónstrala i ^ rx.nx. j'x.nx. 

1 J 1 J 
tion du théorème sera essentiellement achevée quand on aura montré 
que f„ , f_, ... , f admettent un "dénominateur" commun "appartenant" ^ 1 2 n 
à & (X) . La méthode consiste donc à étudier le "faisceau du dénomi
nateur" associé à une fonction méromorphe. 

(III. 7. 5) LEMME. - Soient Y un espace affinofde, f£^(Y) , R C Y 
rationnel. Posons : 

Ï(R)= £a€©(R) | af€É>(R)} . 
Alors on a : 

«T(R)~Ô(R) <8> 3(y) . 

DÉMONSTRATION. - Pour simplifier les notations, on note de la 
même façon un élément de $ (X) et son image dans Ô(R) ou 7ï[ (R) . 

Soient f = t/n , N = (t G(Y) + n&(Y))/n Ô(Y) . 

On a la suite exacte de &(Y) -module 

(0) • 3(Y) • & (Y)——> N • 0 

où s(a) est l'image de at dans N . Comme &(Y) • & (R) est 
plat (III. 7. 1) on a la suite exacte 

(*) (0) • 3*(Y)®&(R) • &(R) • N ® Ô(R) • 0 . 
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Considérons la suite exacte : 

(0) • n G (Y) • t &(Y) + n G (Y) • N > 0 , 

toujours par platitude, on a : 

(**) (0) > n &(R) * t&(R) + n&(R)——> N0^(R) • 0 . 

Ainsi ) et (H- # ) donnent 

ce qui prouve que 

(Y) ® G(R) = ff(R). 
G (Y) 

Le lemme III. 7. 5 veut donc dire que 3 est le faisceau cohérent 3(Y) 
DÉMONSTRATION DE III. 7. 4. - Soient {X,,X0,...,X } un re-

c 1 2 n J 
couvrement d'un espace affinoi'de X , f.^(X ), lSiSn, tels que 
fi^XnX~f'^XnX ' lSoit 16 faisceau cohérent défini sur Xi par 

î.(X.)={aCÔ(Xi)|afi^(Xi)). 

Le lemme III. 7. 5 montre que 
^ i ' x . n x . * ^j'x.nx. • 

1 J 1 J 
Ainsi on peut recoller (III. 5. 1) les faisceaux Z. en un faisceau 3" 
sur X ; c'est un faisceau cohérent sur X et le théorème III. 6. 2 
montre que H =- 3 (X)~ . De plus les injections ^(-^i^ * ̂  (X̂ ) 
impliquent puisque î et ô sont des faisceaux, une injection de 
3(X) dans Ô(X), ainsi ÎT (X) est un idéal de ô (X) . 

Montrons que «T (X) contient un élément qui n'est pas diviseur 
de zéro. Si 3" (X) c {diviseurs de zéro de & (X) ] , alors il existe 
b/0 , bçÔ(X) tel que b.ï(X)=(0) (proposition 8, chap. IV, §.1, 
algèbre commutative, N. Bourbaki, [6] ) . On a donc : 

( o ) = b . a r ( x ) ® & ( x . ) = b . ? . ( x . ) . 
©(X) 1 1 1 
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Puisque b^O, il existe un indice i tel que l'image de b dans &(X^) 
soit non nulle. Ceci donne une contradiction puisque *^(^) contient 
un élément qui n'est pas diviseur de zéro, un dénominateur de . 

Soit donc c non diviseur de zéro et cgï(X), soient a.= c f.é &(X.), 
1 iv 1 

alors f. = â /c . Puisque & est un faisceau il existe açÔ(X) qui 
a pour image â  dans $fX ) > l^iSîn, ainsi a/cç/5^(X) a pour 
image f̂  dans 771 (X^) . Déplus, si a/c£^(X) a pour image 0 dans chaque 77l(X.) il est clair que a| = 0 et ainsi a = 0 puisque & i X{ 
est un faisceau. Ce qui montre bien que % est un faisceau. 

(III. 7. 5) EXERCICE (modules de Banach) . - Soit (A , || . || ) une 
algèbre de Banach (commutative) sur le corps value k . Soit M un 
A-module qui est un k-espace de Banach pour une norme notée aus
si || • || • On dit que M est un A-module de Banach si en plus on 
a 

|| a m|| ̂  ||a|| . |( m|| pour tout a£A et m £ M . 

Soient A une algèbre de Banach qui est un anneau noethérien, M un 
A-module de type fini. 

1° ) Montrer qu'il existe une surjection An • M qui définit 
sur M une norme de A-module de Banach (utiliser II. 3.8). 

2° ) Montrer que toute autre norme de Banach sur M est équi
valente à celle définie en 1 ° ) (utiliser le théorème de Banach) . 

3° ) Soit A = M = k<T> et II . |l la norme sur M définie par 

Il ^ a Tn|l = max la | pn avec 0<p<l . " n "M n 1 n' 

Montrer que le A-module (M , || . || ) n'est pas complet (quoique 
de type fini ! ) . 

(III. 7. 6) EXERCICE, (semi-norme tensorielle) . - Soient M et N 
deux A-modules de Banach, on définit sur M<8> N une semi-norme 

A 
|| . || de la façon suivante : 

I N I = mf{ max ||m || . ||n || | x= \ m ®n }. 
lSiSn 1 1 i = l 1 1 
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[[ . Il (III. 7. 5) . Soit N > 0 

Cette semi-norme s'appelle la semi-norme tensorielle. 

Soient A une algèbre affinoi'de, M et N deux A-modules de 
type fini munis de leur norme de Banach (III. 7. 5) . 

Montrer que la semi-norme tensorielle de M ® A N est une norme 
s n t 

(considérer les surjections A • M , A • N ; remarquer que 
A m ® An est un module de Banach pour la semi-norme tensorielle, 
remarquer que ker s®t est fermé (II. 3. 8) et que la semi-norme 
tensorielle de M ® N est induite par celle de Am<8>An). 

(III. 7.7) EXERCICE. - Soient A une algèbre affinoi'de, M un A-mo
dule de type fini qui est un A-module de Banach pour une norme notée 

1 ° ) Montrer que 

2°) Soit u £ M ® A A* . Montrer qu'il existe m , m. , ... , m^Ta M " c A N H o 1 Nc 
uniques tels que 

N u = m <8> 1 + m„<S> T + ... + m ® T o 1 N 
Montrer que l'on a 

llu.IL= max llmill » 
0< fcS N 

où II . ||̂  est la norme tensorielle de M 0^ A ^ . 

3° ) Montrer que l'injection de (MfS^À^. , || || ) dans 
est isométrique. 

4°) Soit u£M®AAN . Montrer que || u || = || u || , où || . || est 
la semi-norme tensorielle de M ® A < T > . En déduire que 

A 
(M ® A<T> , Il . Il ) est un A-module de Banach. 
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5° ) Soit u £ M ® A< T> . Montrer qu'il existe une suite unique 
(m , m. , ... ) de M telle que m • 0 et 

o 1 ^ n 
co 

u = S m ® Tn . 
n=0 n 

De plus on a : 
||u|| = max || m || . 

n 

(III. 7.8) EXERCICE. - Soient X un espace affinoîde, A = G (X) , 
f çÔ(X) , X ={ xfX| |f(x)|>l} , B= Q(X ) = A<T>/(Tf-l) et s la 
surjection de A<T> sur B . 

1° ) Soit M un A-module. Montrer que la suite 

V.(Tf-l) H 0s 
0 • M(g>AA<T> • M ® A < T > • M®B • 0 

A 
où H^® . (T f-1) (m ® u) = m ® (T f-l)u est une suite exacte (il suffit 
de montrer que .(Tf-1) est injectif, utiliser 111,7.7). 

2° ) En déduire que l'homomorphisme &(X)— • & (X ) est plat 
(utiliser 1° ) et le diagramme du serpent). 

(III. 7.9) EXERCICE. - Soient X un espace affinoirde, A = G (X) , 
f€A = G(X) , X_= {xgX| |f(x) |< 1 ] , B= ® ( X J = et s la sur
jection de A<T> sur B . 

1° ) Soit M un A-module de type fini. Montrer que la suite 

II ®.(T-f) ^\A®S 
0 • M ® A<T> — • M®A<T> —-—• M ® B > 0 . 

est exacte (il suffit de montrer que ^-^® * (T-f) est injectif ; consi
dérer E m ^ T 1 appartenant à ker( B.^® . (T-f ) ) , le sous-
module engendré par fm^} qui est de type fini, en déduire l'existence 
d'un n tel que f11 M^ = {0} , en conclure que m^= 0 ... etc. . . ) . 

2°) Déduire de 1°) que G (X) • & (X ) est plat. 
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(III. 7. 10) EXERCICE (une autre démonstration de la platitude 
Ô(X) • <&(Y) ) 

Soient X un espace affinoîde, Y un sous-ensemble rationnel 
défini par 

Y = {x€X| |fo(x)|>|f.(x)j pour O^i^n} , 

où f.€&(X) et G(X) = (fo,fr...,fn) . 

1° ) Montrer qu'il existe TTfJk* tel que 

Yc{x€X| |fo(x)j>|n| } = X+ . 

2°) Supposons G(X ) • G (Y) plat. Montrer que &(X) ^(Y) 
est plat (remarquer que M <8> Ô(Y)= (M <8> fc(X )) ® G (Y) et 

t t t 7 « & ( x > & ( x ) + ^ ( x + ) utiliser III. 7.8. + • 

3° ) Pour l^k^n , posons : 

Yk = {x£X| |fQ(x)|26 |f.(x)| 0^i<k}. Montrer que 

Montrer que & (Ŷ ) • &(Yk+1) est plat (ISk^n-l) (remarquer 
que f Lr est inversible et utiliser III. 7.9). 

k 
4°) En déduire que $(X+) • & (Y) est plat et donc que 

fc(X) • Q (Y) est plat. 

III. 8. - Faisceaux localement libres 

Nous allons voir, dans ce paragraphe, que les faisceaux localement 
libres de rang n (III. 6, 1) sont reliés au premier groupe de cohomologie 
H*(X, Gl ) où Gl est le faisceau des matrices carrées inversibles, 
et que la trivialité de H (X, ©*) est rattachée au fait que & (X) est 
un anneau factoriel. 
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(III. 8. 2) THÉORÈME. - i) Soit X un espace analytique. Il y a une 
bijection "canonique" entre l'ensemble H"^(X, Gl ) et X (X) . Si n = l —u n \ n/ — n ' — 
cette bijection est un homomorphisme de groupe, c'est-à-dire le groupe 
H*(X, G* ) est isomorphe au groupe X^(X) des classes de faisceaux 
inversible sur X . 

ii) Soit X un espace analytique affinoîde. Il y a une bijection 
"canonique" entre l'ensemble H*(X, Gl ) et l'ensemble P ($(X)) . 
Si n.= 1, cette bijection est un isomorphisme, c'est-à-dire le groupe 
1 x 

H (X,& ) est isomorphe au groupe 5|(G(X)) aussi noté C1(&(X)) des 
classes de modules oroiectifs de rang 1 sur G(X) . 

(III. 8. 1) Le faisceau Gl^ . - Soit X un espace analytique, pour tout 
ouvert admissible U , soit Gln(U) = Gln(&(U)) le sous-groupe de 
Mn(G(U)) des matrices nxn à coefficients dans G(U) et inversibles 
dans Mn(&(U)). Si U C V le morphisme de <S>(V) dans G(U) induit 
un morphisme de Gl (V) dans Gl (U ) . Ainsi on définit un "faisceau" 

c n 7 n ' 
sur X , noté Gl^ . La notion de faisceau est un peu plus générale 
puisque Gln(&(U)) n'est pas (en général) un groupe commutatif. Si 
n = l , on a Gl^=& . Bien que Gln(U) ne soit pas un groupe abélien, 
on peut définir (X , Gl ) de façon analogue à (1.4.1) ; néanmoins 1 n H (X, Gl^) n'a pas de structure de groupe. 

Soit A un anneau commutatif, n>l un entier, notons P (A) 
n 

l'ensemble des classes de A-modules projectifs de rang n sur A 
pour la relation d'équivalence d'isomorphie. 

Soit X un espace analytique, notons ^n(X) l'ensemble des clas
ses de faisceaux sur X localement libres de rang n (III. 6. 1) pour 
la relation d'équivalence d'isomorphie. 

Il est facile de vérifier que (M.N)i—MG^N induit sur P^(A) une 
loi de groupe (N. Bourbaki, Alg. com. , chap. II, Ç . 5,n°4). De même 
(3»j, <?2) « • 3^®^ $2 induit une loi de groupe sur X^(X) . 
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DÉMONSTRATION.- i) Soient 3 un faisceau localement libre de 
rang n sur X , {X^} un recouvrement admissible de X possédant 
les propriétés i) a iv) de la définition III. 6.1. Soient 
Cp̂  : & (X̂ )n » 3 (X̂ ) un isomorphisme donné pour chaque i . 
Soit a., l'ieomorphisme de &(X.f)X.)n défini par 

Ainsi a..£Gl (& (X.flX.)). L'élément (a..) est un 1-cocycle pour 
Gl et le recouvrement {X^} de X . Un simple calcul montre que la 
construction précédente définit l'ieomorphisme cherché. 

ii) Soient X un espace affinoïde, 3 un faisceau localement libre 
sur X , alors le théorème III. 6. 2 montre que M = 3 (X) est un 
&(X) -module de type fini et que 3 = M . 

Supposons M projectif de rang n . Alors il existe 
fQ, fr ... ,f g <&(X) tels que fQ $ (X) + £ Ô(X) + ... + ffl <&(X) = & (X) et 
que le & (X) -module M^ soit libre (de rang n ) pour OS i< s 

i i 
("théorème 1, §.5, n° 2, chap. II, algèbre commutative, N. Bourbaki, 
[6] )• 

Soit f X , X„ , ... , X } le recouvrement de X défini par 1 o 1 s J ^ 

X. = fx€X| |f.(x)|> |f.(x)| pour j=0,1,...,B}.. 

Comme f. est inversible dans &(X.) on a : 

M ® G(X.) = M £> G(X.) . 
&(X) 1 i Ô(X)f 1 

i 
Il s'ensuit que M ® ®(X.) est un &(X.) -module libre de rang n 

Ô(X) 1 1 
et le faisceau M est donc localement libre de rang n . 
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Supposons M localement libre de rang n . Pour chaque x £ X 
(qui correspond à un idéal maximal Ti de G (X) ) on a 
&(X^ G^ (où ~ désigne, complété de l'anneau local pour la 
topologie définie par son idéal maximal) . Ainsi donc 
M ® &(X)^ ~ > M ® § ^ et comme M est localement libre, on en 
déduit que M ® G(X)^ est libre de rang n sur ^(X^ . Le lemme 
de Nakayama montre alors que M ® G (X) ̂  est libre sur ®(X)^ 
de rang n (théorème 2, § . 5, chap. II, algèbre commutative, 
N. Bourbaki, [6] ) . 

Rappelons qu'un espace affinoi'de X est dit connexe si les seuls 
idempotents de Ô (X) sont 0 et 1 et qu'il est dit régulier si pour 
tout 2JÎ de &(X) l'anneau & (X)^ est régulier (II. 7. 3) . 

(III. 8. 3) THÉORÈME. - Soit X un espace affinoîde connexe et régulier. 
Alors les propriété suivantes sont équivalentes : 

i) Tout © (X) -module projectif de rang 1 est isomorphe à &(X) 

ii) H*(X, G* ) = (0) 

iii) l'anneau & (X) est factoriel. 

DÉMONSTRATION. - L'équivalence entre i) et ii) est donnée par le 
théorème III. 8. 2. Il nous reste à montrer l'équivalence entre i) et 
iii) . 

Montrons que i) implique iii) . Il suffit de montrer que tout premier 
ty de hauteur 1 est principal. Pour chaque idéal maximal de 
G (X) , l'anneau G (X)^ est régulier. Ainsi & (X^ est factoriel 
(théorème 48, p. 142, commutative algebra, Matsumura, [37] ) et 
par conséquent, l'idéal premier ty G (X)^ est engendré par un élé
ment. Ceci implique que ty est un module projectif de rang 1 
(théorème 2, §.5, chap. II, algèbre commutative, N. Bourbaki, [6]). 
Ainsi i) montre que ty est principal. 
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Montrons que iii) implique i) . Soit M un & (X)module projec
tif de rang 1 . Le module M se plonge dans 
M <8> Qt($ (X)) =~ Qt(ô(X)) où Qt(Ô (X)) est le corps des fractions 
G(X) 

de & (X) . Ceci montre qu'on peut supposer que M est un idéal (projec
fif) de $(X), engendré par ... ,mt^(X). Comme G (X) est 
un anneau factoriel on peut supposer que p. g. c. d. (m^, m^, ... , m^) = 1 . 
Puisque M est projectif, il existe f ̂, ... , f g g & (X) tels que 
f <&(X)+... + f Ô(X)=fc(X) et que M soit libre de rang 1 sur 
1 s ti 
&(X) . On a donc : M = a ^ (X) c &(X) , on peut supposer que 

i fl 1 h 

a 6 &(X) et que p. g. c. d. (a , f̂  ) = 1 • Alors il existe un entier n tel 
que f^Mc a & № - Comme p. g. c. d. (a , f ̂ ) = 1 , on trouve que 
aÇ^(X)X . Ainsi Mf = ®(X)f et il existe un entier n> 1 tel que 
ni 1 1 n2 ng 
f ̂ £ M . De même, il existe n^, ... , ng tels que f̂  , , ... , fg £ M . 
De f &(X)+...+f ©(X)= &(X) il suit que M = & (X) . 

(III. 8. 4) THÉORÈME.  Soient a, â , ... , a , b, b0, ... , b £ k 
v ' 1 2 ' n 1 2 n^ 
tels que 0< | a.| ̂  | b.| et | b. j > 0 . Soit A l'algèbre des séries 
E a Z , a Pk et convergentes sur X(a. , b*, a_>, b_,; a ,b ) 

V V 1 1 2 2 n n 
Vf ̂  
défini par : 

X(a, ,b, a_,b , ; a ,b ) = {z= (z, , ... ,z )j |a.|^ | z.|<b. l^i^n} . 
1 1 2 2 n n / c v 1 n/J 1 i1 ' i' i J 

Alors l'algèbre A est affinoi'de et factorielle et l'on a X = Sp(A) . 

DÉMONSTRATION.  Supposons que |a.|>0 pour 1S i< s et a.= 0 
pour i> s . Il est alors aisé de montrer que A est isomorphe à 
l'algèbre 

Si ai = 0 pour l^i^n , on a : 
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(III. 8. 5) E X E R C I C E (un lemme de Cartan) . - Soient IP la droite 
projective, 

X^fzglPl \z\Sl) , X2={ZgIP| |z|>l} et X 1 2 = X i n X 2 . 

1° ) Montrer que le groupe des classes de faisceaux inversibles 
sur IP est isomorphe à 2£ (utiliser I. 6. 2 et III. 8, 2) . 

2° ) Soit nç'K et 3 le faisceau sur IP défini ainsi : ^ n 

si U est admissible dans IP on pose 

3 (iï) = {(v1,v2)çô(x1nu)e©(x2rm)| v1=znv2 sur x 1 2 n u } , 

les applications de transition se déduisent de celles de G . 
Montrer que 3^ est un faisceau inversible et que tout faisceau 

inversible sur IP est isomorphe à un 3^ (c'est la démonstration 
de III. 8. 2) . 

Il est aussi facile de vérifier que X(a„ , b ... ; a ,b ) s'identifie à 
^ 1 1 n n7 

Sp(A) . D'autre part l'espace analytique X(a., b. r... ra ,b ) = Sp(A) 
1 1 n n 

est connexe et régulier. Alors (III. 8. 2) et (III. 8. 3 ) montrent qu'il 
suffit de prouver que tout faisceau inversible sur X(a„ , b a , b ) 

1 1 n n' 

est trivial (c'est-à-dire isomorphe à A ) . 
a. 

Si lt~t = 0 ou 1 , le théorème II. 8. 9 montre que A est factoriel. b. a. 
Soit a A le nombre d'indices i tels que | — | £ {0,1} . Supposons 
le théorème démontré pour 0t^< N . Soit A une algèbre satisfaisant 
les hypothèses du théorème III. 8. 4 avec = N , supposons 
0 < | | < | bj | . Soit X un faisceau inversible sur 
X(a„ , b. -, a->b-', ... ;a ,b ). Soit X„ un faisceau inversible sur 1 1 2 2 n n 1 
X(0 , a/, a0, b ; ... *, a , b ) , par hypothèse de récurrence et en utili-1 2 2 n n 
sant III. 8. 3 et III. 8.2, ce faisceau est unique à isomorphisme près. 
De même, sur X(a. , a. ; a0, b *, ... ; a ,b ) les faisceaux inversibles 1 1 2 2 n n7 
sont uniques à isomorphismes près. Il suit alors que X et X^ se 
recollent en un faisceau inversible X' sur X(0 , b/, a0,b_;...;a , b ), 

1 2 2 n n 
Or, par hypothèse de récurrence, le faisceau X' est trivial ; ce 
qui prouve que X est trivial. 

file:///z/Sl
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On notera (n) le faisceau inversible 3 . 
n 

3°) Soit M£G1 (&(X.,0)) et 3 le faisceau sur IP défini par n 1Z M 

3M(u)=C(v1,v2)6©n(x1nu)e©n(x2nu)| v1=Mv2 sur x12nu}. 

Montrer que 3?, est un faisceau localement libre de rang n . M 

4°) Montrer qu'il existe a„ , a~, ... , a ç7Lt a.Sa,, ... S a uniques ' 1 2 n 1 2 n 
tels que 

M 1 2' x n' 
(se ramener aux faisceaux algébriques localement libres de rang n 
en utilisant GAGA [53] et ensuite Hartshorne, Algebraic geometry, 
chap. V, ex. 2.6, [28], donne la structure des faisceaux algébriques 
localement libres sur IP ) . 

et BfGln(&(X2)) tels que 
5°) (lemme de Cartan) Déduire de 4° ) qu'il existe AçGl^^X^) 

6°) Dans le cas où a„ = a„ = ... = a , montrer que les matrices ' 1 2 n 
A et B du 5°) ne sont pas uniques. 
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CHAPITRE IV : LES COURBES ET LEURS RÉDUCTIONS 

IV. 1. - La courbe de Tate 
IV. 2. - Modèle de Néron 
IV. 3. - Réduction stable d'une courbe 
IV. 4. - Réductions analytiques 

Le but de ce chapitre est d'introduire quelques procédés pour 
étudier les courbes algébriques définies sur un corps value complet. 
En (IV. 1) on étudie les courbes de genre 1 , on montre que les 
courbes elliptiques E dont l'invariant modulaire j(E) est tel que 
|j(E)|>l admettent une représentation analytique analogue au cas 
complexe, la courbe de Tate. On présente ensuite trois méthodes de 
réduction qui permettent d'associer à une courbe sur k une courbe 
définie sur k : le modèle de Néron, la réduction stable et la réduc
tion analytique. Le modèle de Néron (IV. 2) est particulièrement bien 
adapté aux variétés abéliennes, la réduction stable permet entre autre 
de caractériser les courbes de Mumford. Enfin on verra que les ré
ductions analytiques (IV. 4) correspondent aux réductions algébriques 
dans le cas des variétés projectives. 

IV. 1. - La courbe de Tate 

Une courbe algébrique C- sur le corps des nombres complexes 
<C possède une structure canonique d'espace analytique de dimension 
1 sur (E . Si C' est non-singulière et complète, alors <3 est une 
surface de Riemann compacte pour sa structure analytique. On peut 
étudier C> en utilisant son revêtement universel u : Q > & . 
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L'espace topologique Q est muni d'une structure de surface de 
Riemann telle que u soit localement biholomorphe. Le groupe T 
des automorphismes du revêtement u : Q • C/ (qui est isomorphe 
à n̂ (C')) agit sur Q sans point fixe et chaque y çT est une ap
plication biholomorphe sur Q . 

La surface de Riemann Q qui est simplement connexe est iso
morphe à l'une des trois surfaces de Riemann suivantes : 

(1) I P V ) 

(2) C 

(3) H = le demi-plan de Poincaré. 

Dans le cas (1) on a & = ]P1(C) , lî (O) = {1} et le genre de & 
est 0 . Dans le cas (2) , T agit comme groupe d'automorphismes 
de <C sans points fixes et tel que <C/T C* soit compact. On voit 
aisément que T = { z -» z+X J X € A } où A est un réseau de <C . 
La courbe (3- est de genre 1 , c'est une courbe elliptique. Inverse
ment, pour chaque réseau A de & , la surface de Riemann <C/A 
est une courbe elliptique. Une courbe elliptique E peut être consi
dérée comme une variété abélienne de dimension 1 ; une autre dé
monstration de E <C/A pour un réseau convenable A se trouve 
au chapitre VI. 

Dans le cas (3), T est un sous-groupe du groupe PG1(2, JR) 
de tous les automorphismes de H et H/T est une courbe de genre 
supérieur à 1 . 

Nous désirons étudier la structure analytique d'une courbe (3 
définie sur un corps k value complet (pour une valeur absolue non 
archimédienne) . Le cas des courbes de genre supérieur à 1 est lié 
aux groupes de Schottky et ce cas est traité dans [21] . Les résultats 
principaux sont les théorèmes 2.12.2 et 3.10 [21] (voir ici le 
théorème IV. 3. 13). 

Considérons maintenant une courbe E de genre 1 , un calcul 
simple montre que k ne possède pas de sous-groupes discrets 
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d'automorphismes F tels que k/P soit isomorphe à E . Pour 
trouver une uniformisation dans le cas non archimédien il faut donc 
changer le point de vue dans le cas complexe. Deux réseaux A et 
A' de C donnent des courbes (C/A et C/A' isomorphes si et 
seulement si il existe a Ç <C tel que a A = A' . On peut donc supposer 
que E =* C/A OÙ A = S © T I avec Im(*E)>0 . L'application 
e : C • <C* , donnée par e(z) = e^^Z induit alors un isomorphis-
me C/A • "*••» Cx /<q> où <q> est le sous-groupe de <CX en
gendré par q = ê niT (on a | q| < 1 ) . 

Dans le cas non-archimédien, on cherche un isomorphisme de la 
forme E-̂ -> k*/<q> où q g k et 0<jq|<l . Le "revêtement 
universel" de E est alors k* (dans [21] on a précisé la notion de 
revêtement universel) . Contrairement au cas complexe, l'espace ana
lytique k* n'a pas de cohomologie pour les faisceaux constants 
(exercice de I. 8. 11) et on peut considérer kx comme un "espace 
connexe, simplement connexe". Contrairement aussi au cas complexe 
les quotients kx/< q> ne décrivent pas toutes les courbes elliptiques 
(IV. 1.9). Néanmoins, en caractéristique nulle il existe une repré
sentations analytique locale pour toute courbe elliptique [36] : 
soit E une courbe elliptique sur K (de caractéristique nulle) ; 
alors il existe un affinoïde U C E et contenant l'élément neutre de E 
et un isomorphisme u : {zçK| [ z| S 1} ~ » U . L'application u est 
biholomorphe et est un isomorphisme de groupe. 

(IV. 1.0) L'espace analytique T = K*/<q> 

Soient K algébriquement clos complet et qfKX avec 0<|q|<l , 
<q> = fqn| n^Z } le sous-groupe de KX engendré par q . Le 
quotient K* /<q> est un groupe et nous allons voir que T = Kx/<q> 
a aussi une structure d'espace analytique sur K . La topologie de TF 
est induite par celle de Kx . La topologie de Grothendieck est définie 
de la façon suivante : une partie X c T , X/ ̂  , X / T est admis
sible s'il existe un affinoi'de Y C KX tel que la projection canonique 
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pr : Kx • TT induise une bijection de Y sur X . Soient X^ , X^ 
admissibles et X. ̂  TT , alors X^ 0 X^ est admissible parce que 
Y = (Ŷ  H qnY2) est une réunion finie d'affinoîdes, donc est af-
finoïde et que pr est une bijection de Y sur X^ H X^ . Les recouvre -
ments admissibles sont les recouvrements finis. 

Le faisceau & sur T est défini par & (Çl) = [0\, &(TT)=K et 
Q(X)=Q(Y) où Y est un affinoi'de de Kx tel que pr)Y soft une bi
jection de Y sur X . On vérifie d'abord que pour tout autre choix 
de Y' on a &(Y')=-&(Y) (G (Y) est défini selon I. 1. 3) et que T 
est ainsi muni d'une structure d'espace analytique. L'espace TT est 
réunion des deux ensembles admissibles X^ , X^ images de 

Y^fzfiKl / I ^ T s | z | S l ) , Y2 = fz6K| | q | S | z | s / T q T } . 

L'intersection X. D X0 est l'image de U„ (J U avec 1 2 to 1 2 

u^fz^Kf |z|=ij, u2={z€K| |z| = y * T q T } • 

La cohomologie de G sur TT est égale à la cohomologie de Cech pour 
le recouvrement {X^, X^} de T parce que & n'a pas de cohomolo
gie sur Xj , X^ et X^flX^ . On considère donc le complexe 

d 
o — • G(X1)©©(X2) — < & ( x nx2) • 0. 
x 2 Prenons TTg K tel que q = TT . Alors 

&(XJ= { 2 a zn+ S b (-f I lim a = lim b = 0] 
1 n|I»0 n n>0 n z 1 n n 

G(XJ = f S c (~)n + 2 d (£)n I lim c = lim d = 0) 
2 n>0 n n>0 nz n n 

Ô(X nx2) = 0(1^)0 Ô(U2) et 

G(U ) = { S e zn | lim e =0} 
1 nçZ n n 

G(U_) = { S f (-f| lim f =0} . 
2 n € ^ n V n 

Un calcul immédiat montre que H (T , & ) est de dimension 1 
engendré par l'élément (1, 1 ) g ̂ (Xj )© G(X ) , d'autre part H1(T,G) 
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est aussi de dimension 1 engendré par (1, 0) ç G (U )© G (U ) . 
1 1 2 

Donc H (T,G) = G(T)= K et dimR H (T , <& ) = 1 . 

Le corps /̂ (TT) des fonctions méromorphes sur T 

Soit U\ le faisceau des fonctions méromorphes sur l'espace ana
lytique TT (III. 7) . Clairement, 7ï[ (TT) est défini par le noyau de 
a : n (X1 )0 7)\ (X2) • W (Xx H X2) avec a (f^ = f j - f2 . H est 
alors facile de montrer que #f(TT) est un corps puisque G(X^) et 
Ô (X2) sont des anneaux principaux (1.2.2) ou (II. 4. 13). Nous al
lons montrer que ce corps est le corps des fonctions rationnelles 
d'une courbe algébrique complète non singulière. 

Un diviseur D sur HT est par définition une somme formelle 
s £ n. [x.l où n.ç'K et k.f X . Autrement dit, les diviseurs sur TT i=l i i î î 
constituent un groupe commutatif qui est le groupe abélien libre en
gendré par [[>]}x€T • 

Si D = S n̂ [x̂ ] est un diviseur sur T on appelle degré de D 
l'entier £ n. et on le note deg(D) . 

Soit f|/^(TT), f/0, on définit comme en (1.3.1) l'ordre de f en 
xglT et on le note ordxf . Ainsi à ff^(TT) et f / 0 on associe le 
diviseur 2 ord^f. [x] et on note ce diviseur (f) . 

On dit que le diviseur D = 2 n. [x.l est positif si n. > 0 pour 
î î ^ î 

tout i et on le note D > 0 . 

(IV. 1.1) LEMME (Riemann-Roch) . - Soient D > 0 , D / 0 un divi
seur sur T , L(D) l'espace vectoriel des fg^(TT) tels que 
(f) + D > 0 . Alors on a dim L(D) = deg(D) . 

DÉMONSTRATION. - L'inégalité (f) > -D = I -n.[x.] 
i = l 1 1 

signifie que 
f a seulement des pôles en x. , 1S i< s , d'ordre au plus n . 

Soit fX^, X2) un recouvrement de T tel que 
fx , x , ... , x 3 H X f) X = Çl . Soient f f °ÏÏ{ (TT) , xgT et t un x Ct S X CJ X 
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L'espace vectoriel V a pour dimension deg(D) +1 ou deg(D) = 2 n,.:. 

Pour §gV il existe f^/T^Xj) (resp. f^TîliX^)) tel que pour 
x. £ X., (ou x. € Y- ) on a i l i l 

fi 

et pour x. £ X^ i ^ 2 

L'élément ff f26 ô(Xi n X2) a une image a (S ) dans H (TT, G ) 
indépendante du choix de et f . De plus l'application 
@ : L(D) — • V définie par 

est une injection et im @ = ker a . Donc deg(D)^ dim L(D)^ deg(D)+1 

Puisque D / 0 , on peut supposer que n1 > 1 . Un calcul direct 
montre que oc(t , 0 , . .. , 0) ̂  0 . Donc on a dim L(D) = deg(D) . 

Xl i 
En effet, supposons x^ g X^ , prenons f̂  = — — et f̂ = 0 . On 

1 1 
trouve que l'image de - f̂  dans H (TT, ©) est non nulle. 

paramètre local pour x . Alors f se développe en série de Laurent 
sous la forme 

f = I a (x) tn . 

Soit V l'espace vectoriel des éléments § de la forme 
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EXERCICES. - Soit A un faisceau constant sur T , calculer 
H1 (TT , A) . Soit Q le faisceau des différentielles sur T , calculer 
H1( TT , Q ) . 

L'espace analytique, T est une courbe algébrique 

Soit 1 l'élément neutre du groupe T , n>l, alors L(n[l]) est 
un espace vectoriel de dimension n (IV. 1.1). Soit {l,x] une base 
de L(Z[1]) et {l,x,y} une base de L(3[l]). Les sept éléments 

2 3 2 
1 , x, y, x , x y , x ,y de L(6[l]) sont linéairement dépendants 
sur K . Ces éléments satisfont donc une équation de la forme 

(*) y2 + X1x3 + X2xy + X3x2 + X4y+X5x + X6= 0 avec et ^/0 . 

THÉORÈME. - Soient x, y, L , L, L , L , \, définis comme 3 1 2 3 4 5 6 
ci-dessus. 

(IV. 1.2) Alors 771 (T) = K(x, y) . De plus K(x) est une extension 
transcendante pure de K et K(x,y) est une extension de degré 2 
de K(x). 

(IV. 1. 3) L'espace analytique TT est isomorphe à la courbe pro.jec-
tive non singulière 0/ (comme espace analytique) définie par l'équa
tion homogène 

(*') Y2Z+X1X3+X2XY Z + X3X2Z+X4Y Z2+X5XZ2+X6Z3= 0, X^O . 

Cette courbe C est de genre 1 . Le corps 7/1 (TT) s'identifie par l'iso-
morphisme entre T et O au corps des fonctions rationnelles 
sur <S . 

DÉMONSTRATION. - Soient toujours x, y les fonctions méromorphes 
sur T définies comme ci-dessus. Soient p^, p^ deux polynômes 
à coefficients dans K . Un calcul de l'ordre au point If T de 
p^(x) + p^(x) y montre que p^(x)+p^(x)y = 0 si et seulement si 
p^= p1 = 0 . Ceci montre que K(x) est une extension transcendante 
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de K et que K(x,y) est une extension de degré 2 de K(x) . 
Soit Vn = {xŒ y13 | OSa , 0<3<1 et 2a+3g^n}. Un calcul simple 
de l'ordre en 1 ç TT montre facilement que les n éléments xttŷ  
sont linéairement indépendants, ils constituent donc une base de 
L(n[l]). Soit fç^(T) le recouvrement de TT par [ X ^ X ^ montre 
que f n'a qu'un nombre fini de pôles. Ainsi il existe un polynôme p 
à coefficients dans K tel que p(x) f n'a pas de pôle en dehors de 1 . 
Ainsi p(x) f £ L(n[l] ) pour un n convenable et donc f g K(x, y) . 
Ce qui montre (IV. 1.2). 

2 
Soit C/ la courbe irréductible projective dans P donnée par 

l'équation (•#') . Alors C- a un seul point à l'infini, c = r 0 , 1 , 0n. 
Soit cp : TT —• C- l'application donnée par cp(t) =rx(t") , y(t) , 1 "* où 
tgTT, t^l et cp(l)=c . Il s'agit de montrer que cp est bijective. 

00 
Le corps K(C') des fonctions rationnelles sur & est K(x) [y] , 
i. e. l'extension de degré 2 définie par (*• ) de l'extension trans
cendante K(x) . Alors (IV. 1.2) montre que h»—• h o cp est un 
isomorphisme de K(&) sur 7)\ (TT ) . Soient tj, t £ TT , t 1 ^ 2 ; 
soit f çL([t^]) , et f non constant, alors f(t^)/ fft̂ ). Il suit de 
l'isomorphisme entre K(C>) et U\ (TT) que cp (tj ) ̂  cp (t ) . Soit cg(3, 
il existe une fonction rationnelle h^K(&) ayant pour seul pôle c . 
La fonction hocpg/^(1T) n'est pas constante (sinon h le serait), 
ainsi h ° cp admet un pôle t £ T et l'on a cp (tQ) = c . Ainsi cp est 
bijective. On laisse au lecteur le soin de vérifier que Cp est un iso
morphisme pour les structures d'espaces analytiques. 

Enfin la courbe (3 est sans singularité, sinon elle serait de 
genre 0 , ce qui contredit la formule dim L(n[l] ) = n . Donc C> 
est non singulière et de genre 1 . 
REMARQUE. - Lorsque le corps k n'est pas algébriquement clos, 
on peut lui associer de façon analogue l'espace analytique 
TT (=- kX/<q>) avec q^kx . Les résultats (IV. 1.1), (IV. 1.2), 
(IV. 1. 3) sont toujours valables. Désormais nous ne ferons plus 
d'hypothèses sur le corps k (sauf mention expresse) . 
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Le modèle de Weierstrass pour la courbe C* =~TT 

Le but est d'expliciter des générateurs x et y de façon à obtenir 
une équation (•*) explicite en fonction q . Comme conséquence, on en 
déduit que la multiplication de TT fait de & un groupe algébrique. 

5i lkr* est Si est un corps value complet, nous notons brièvement kx 
la variété algébrique affine définie par l'algèbre k[X, Y]/(l -X Y) . 
Cette variété est canoniquement munie d'une structure d'espace analy
tique (III. 4. 6) ou (1.7.2). Nous notons aussi kx l'espace analytique 
associé. Les isomorphismes suivants sont faciles à vérifier et laissés 
en exercice 

G (kx ) = { S a zn I lim |a | Il'n'= 0 pour tout R > 0} ^ n il n n^Z |n|-* oo 

G(kx)x = {Xzn | X€kX et nCZ] . 

De plus 7J\ (kx ) est le corps des fractions de & (kX ) (pour une géné
ralisation en dimension g , voir VI. 3. 5) . 

(IV. 1.4) COROLLAIRE. - Soient T = kX /<q> et 

^(kx)<q>= [î^T/i (kx)| f(qz)=f(z) pour tout z ç kX } . 

Alors ÏÏl(T) = ̂ (kX)<q> . 

Le livre de P. Roquette "Analytic theory of elliptic functions over 
local fields" [50], prend (IV. 1.4) comme définition des fonctions 
méromorphes sur la courbe TT . Nous suivons maintenant ce livre 
pour obtenir des formules explicites pour x, y et l'équation (-X-) . 

(IV. 1. 5) LEMME. - Soit Div(kx) le groupe des diviseurs 2 n [x ] , 
sur k , dont le support [x̂  j n ^ 0 ] est discret. Alors la suite 

{0}—• |>zn|n€2Z, X€kX}—>^(kX)*-^ Div(kX)—• [0] 

où a(f) = 2 ord (f) [x] , est exacte. — x x 
xçk 
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DÉMONSTRATION. - Clairement, si f 0Ï{ (kx f n'a ni zéros ni pôles, 
alors ff &(kX)X . Il reste donc à montrer que a est surjective. 

n. •< xi-
Soit D = 2 n.[x.] çDiv(kX). Alors f(z) = I I (1-z/x.) 1 I I (1-x. z" ) 1 

1 1 I | ' 1 I ! ' 1 
|x.|>l |x.|sSl 

est une fonction méromorphe sur k . En effet, f est méromorphe 
sur chaque fzçkX| J TT |n< |z| S \ TT J n} parce que le support de D est 
discret. De plus a(f) = D . 
(IV. 1.6) LEMME. - Soient a l'homomorphisme de /7?(T)X dans 
Div(T) défini par oc(f) = 2 ord (f) [x] ejt |3 l'homomorphisme 

X€T X ni x 

Div(T) dans %>®TT défini par p( 2 n.[x.]) = (2 n. ,(j jx.1)" ). 

Alors la suite 

{0} • kX • % (T)x a> Div(TT) — ^ X © T > {0} 

est exacte. 

DÉMONSTRATION. - La suite (IV. 1. 6) est obtenue de la suite (IV. 1.5) 
en utilisant la cohomologie du groupe <q> = 2£ . On a 

{0} H°(Z,kXz^) —• H(Z,^(lcJx)—• H (Z, Div.(k*)) > H1(^,kXz^)—• 0 

{0} • kX • 7n{T) • Div(TT) • Z©k7<(f>-> 0 . 

On peut procéder de façon plus élémentaire et plus constructive. 
Soit 0€$(kX) défini par 

e(z)= n ( i - q n ^ " 1 ) T T ( i - q n ^ • 

n > 0 n> 0 

Soient x£kX et 0^ g $ (kX ) défini par 

0x(z) = 0(x"Xz) . 
Soit f̂ /̂ (TT)X , alors f corresponda un élément toujours noté 

fçî^(kx)<q> (IV. 1.4). Alors f a un nombre fini de zéros et de pôles 
y. sur TT de multiplicités n. . Soit x. ^ kx ayant pour image y. . 
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-n 

. lz 
X 

x 
pôles sur kx , ainsi il existe X £ kx et d^l tels que 

n . (2 x 
1 

Il est facile de vérifier que 

Il est clair que l'élément f(z) | J 0 (z) X£ /7?(kX) n'a ni zéros ni 
xi 

xiste Xçkx et d^l t 
, n. 

f(z) = xz | | e (z)1. 

/ -1 -1 , X ®x z)= x x (-z) 0X(Z) pour tout z£k 

Puisque f(q ̂  z) - f(z) il suit que 
-n. 2n. 

1 = q | | x. (z) 1 pour z g kX 
i 

-n. 
ce qui prouve que 0 = Zn. et que | ( y . 1= 1 . Ainsi im a c : ker 

Inversement, soit D = 2 n. [ y . ] g Div(lT ) tel que 2 n. = 0 et 
n. 

| y. 1 = 1 . Soit x^Ckx ayant pour image y. tel que | | x 1 , 
n. 

f(z) - | | e (z) 1 

et 1 " '. • 1 i n. 
x. 

Il est clair que f(q ̂ z) - f(z) , ce qui prouve que ker $C im a 

Nous sommes maintenant en mesure de construire le modèle de 
Weierstrass de la courbe C* =* TT . 

Soient 
n 2n 2 

^(z) = 2 — 7 , p'(z) = 2 -

(en fait, on a p1 (z) = ~(D p 1 (z) - ̂ (z) ) avec D = z . 

Clairement p ̂  , p ̂  £ ̂  (kX )<q> , on peut donc identifier p^ et p'̂  ; 
des éléments de 73\ (T ) (IV. 1.4) . Déplus { 1, p1} est une base de 
L(2[l] ) et {l,p , p^] est une base de L(3[l]). Ainsi 
^(TT)= k(pr p'x) (IV.1.2). 

Posons maintenant 

p(z)= p1(z)-2s1 , p'(z) =p|(z) + s1 
m 

. _ r -5 
1 m>l 1 ^ 
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(IV. 1.7) THÉORÈME. - Les fonctions p et p} définies ci-dessus 
satisfont l'équation 

(**) p'2 + p p' = p3+ B p + C 
avec 

B=-5s_, C =-77(5s + 7s ) et s = S . 3 12 3 5 k m > 1 x_qm 

De plus B ejt C sont des séries en q à coefficients dans Z 
(resp. JJT ) sj_ car(k) - 0 (resp. car (k) = p ) 

B = -5q -45 q2 - 140 q3 - 365 q4... , C = - q - 23 q2- 154 q3- 647 q4. 

Enfin on a 71\ (T£) = k(p , p') . 

DÉMONSTRATION. - Voir P. Roquette [50], p. 23 à 29. 

REMARQUE. - Si car(k) ̂  2, 3 . Posons : 

alors on a : 

avec ^ 2 = t i + 20 s3 ' g3= " éê+i s5 • 

(IV. 1.8) EXERCICE (formules d'addition pour p et p ' , 
T est une variété abélienne) 

On supposera le corps k algébriquement clos et on identifiera 
#î(T) et #?(k*)<q> . De plus un élément f£^(T) pourra de façon 
évidente être considéré comme une application de T (ou k* ) 
dans JP^k) . 
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1° ) Soient f^(T ) , et (f) le diviseur associé à f . 
Posons (f) = 2 n.[x.] avec n. / 0 . Montrer que 2 n.= 0 et 

n. 
| j x. X= 1 (dans T ) (utiliser IV. 1.6). 
i 

2° ) Soit cçk . Montrer que l'équation p(z) = c a exactement deux 
solutions (en tenant compte' de la multiplicité, elles sont de la forme 
u, l/u) (utiliser IV. 1.6). Soit dçlP1(k) tel que card {p_1 (d)} = 1 . 
Déterminer les valeurs possibles de p (d) (on fera attention à la 
caractéristique 2) . 

3 ° ) Soient z ^ z ^ T tels que Z^^Z2 et zjZ2^ * " Montrer 
qu'il existe cc,$€k uniques tels que 

p'fzj) = a p(z1)+ 3 et p*(z2) = a p(z2)+p . 

4° ) Montrer que l'équation p'(z) = a p(z) + |3 a exactement trois 
solutions dans TT (elles sont z-̂ 'z2' */zlZ2^ " 

5°) Soit u £ T et u/l . Montrer que p '(~) = - p' (u) - p (u) 
(utiliser la définition de p ) . 

6°) Montrer que 

p'(z2) p'(z2) - p'(zlZ2) -p(z1z2) 0 = (utiliser 4° et 5°). 

7°) Montrer que p(z^) , p(z^) et p(ẑ z2) sont racines du polynôme 
-X3 + (ct2+CX ) X2+ (g - B+ 2a 3) + g2- C (utiliser 4° ) et IV. 1. 7 (*•*) ) . 

8°) Soient z^, z2£ TT tels que 3 = cardfp^) , p(z2) » p(z1z2) } . 
Montrer que 

2 
p(z1) + p(z2)+p(z1z2)= a + a . 

9°) Soient z1»z2 €1T tels que p(z )^p(z2). Montrer que 
h'(Zl)-p'(z2) 2 p'(Zl)-p'(z2) 

P <Vz> - Cp(z1)-p(z2); +(p(z1)-p(z2)) - W*l > + *^2> > ' 
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Calculer de même p '(ẑ  ẑ ) en fonction de p(z^), p(z^) , p '(ẑ  ) et 
p'(z2) (utiliser 8° et 4° ) . 

10° ) Soit & la courbe projective sur k définie par le polynôme 
homogène Y2T + X Y T - X3-B X T2- C T 3 où B et C sont définies 
par IV. 1. 7. 

2 
Soit cp l'application de TT dans C'CJP définie par 

cp(te)= rp(fc), p'(z) , ln si z/1 
çp(l) = r 0 , 1 , 0 "* . 

Montrer que cp est un isomorphisme de l'espace analytique TT sur 
l'espace analytique <3 . 

11°) Soient m la multiplication de T , m l'application de 
<3 yC> dans C- qui rend le diagramme suivant commutatif 

Montrer que m est un morphisme de variété algébrique. 

12°) Montrer que (<3, m) est un groupe algébrique dont l'élément 
neutre est r 0, 1, 0 ", . 

13°) a) Soient z , z £T tels que 3 = card{cp(z ) , cp(z ) , Cp(~ )} . 
1 ? zlz2 Montrer que cp(z. ) , cp(z„) , cp ( -) sont alignés dans TP* . 1 2 Zlz2 

b) Soient z1 , z 2 , z^T tels que 3 = card {cp̂ ) , Cp(z2) , cp(z3) } 
et que cp(z^), cp(z2) , VO2̂ ) soient alignés dans IP2 . Soient donc 
a » |3 » Y 6 k tels que a cp (ẑ  ) + (3 Cp(z2) + y ̂ ( ^ J = 0 . Soit la fonction 
méromorphe f=ap+3p' + Y • Déduire de 1°) que ẑ z z = 1 
(dans TT). 
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c) Soit z./il, ±Jq. Montrer que Cp(l ) , cp(z, ), Cp(— ) sont 
1 l z. 

alignés dans TPC . 
d) Soit Zj=-1 (resp. J~q, -/\/"q) , montrer que la droite pas

sant par cp(l) ét Cp(-l) (resp. v̂q", -/s/q) est tangente à- (3 en 
Çp(-l) (resp. *fq -\fiï) (on suppose car(k)^2). 

3 
e) Soit z^gT tel que ẑ /l (dans IT). Montrer que la 

droite passant par cp(ẑ ) et sp(ẑ 2) est tangente à <3 en Cp(z^). 
f) Conclure que m est la multiplication usuelle de la courbe 

elliptique £> lorsque r0 , 1 , 0 ~* 

La courbe de Tate et le j-invariant 
Soit k un corps, à toute courbe elliptique E sur k on associe 

un élément j(E) de K la clôture -algébrique de k , appelé le j-in
variant de E . On sait que E»—-» j(E) est une bijection de l'ensemble 
des classes d'isomorphismes de courbes elliptiques sur K sur les 
points de E (Hartshorne, th. .4.1, p. 317, [28]). 

La courbe de Tate T k* /<q> définie par l'équation (#*-) 
(IV. 1.7). Elle permet donc de calculer son j-invariant que l'on note 
j(q) . On a 

2 
j(q) _ (1-48B) avec A = B2 - C - 64B3+ 72 BC - 432 C2. 

On a A = q f i (l-q11)24 • 
n>l 

En fait on a 
j ( q ) = ^ + R ( q ) avec R(q)CZ[[q]] (resp. IFq[[q]]) 

si car(k)=0 (resp. car(k) = p) (j (q) = - + 744 + 19 6 884 q + ... ) . 
Le j-invariant permet de caractériser les courbes elliptiques qui 
sont des courbes de Tate. 
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(IV. 1.10) La courbe de Tate comme schéma formel 

La théorie des fonctions méromorphes sur kx/<q> est en fait 
"définie" sur ZfqJ . On peut préciser ce mot en utilisant les 
schémas formels sur Z\£ qj] . 

Donnons quelques définitions. L'anneau des séries restreintes sur 
Z f q U des variables T , T ,...,T est 

(IV. 1.9) PROPOSITION. - Soient k un corps value complet, E une 
courbe elliptique sur k . Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) il existe une extension finie K de k telle que E x^K 
soit une courbe de Tate (i. e. — KX/<q>) 

ii) on a jj(E)|>l . 

DÉMONSTRATION. - Il suffit de démontrer la proposition pour k = K 
algébriquement clos. 

Si E = K * / < q > on a j(E) = j(q) = ̂  + R(q) , ainsi | j(q)| = |^|> 1 . 
t. t. 

Supposons que |j(E)|>l . Alors il existe q unique de K tel 
que j(q) =~ + R(q) = j(E) et ainsi |q|<l . Soit E1=K*/<q> , 
alors on a j(E^)= j(E) . Ce qui prouve que E ~ ••» E^ puisque 
E h - 4 j ( E ) est injectif. 

REMARQUE. - Le théorème IV. 1. 7 montre que le polynôme 
Y2Z+ X Y Z -X3- BXZ2-C Z3 appartient à k°[X,Y,Z]. L'image 

- 2 3 de ce polynôme dans k[X, Y , Z ] est Y Z - X Y Z - X . Ce polynôme 
définit une courbe rationnelle (i. e. de genre 0 ) avec r 0 , 0 , 1 ̂  
comme point singulier unique ; c'est un point double ordinaire. 
La "réduction" d'une courbe de Tate est donc dégénérée. Cette pro
priété sera rigoureusement établie en IV. 2 par le modèle de Néron 
et aussi par la réduction stable. 
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z>M < T r T 2 - - - > T n > = i ^ ^ M / q n C T r ...,Tn] q 
= f Z a Tu pour chaque 1 a G (q̂ ) , a a 

sauf un nombre fini} . 

Soit l'anneau A = Z[T qj < 1\ , ... , T >/21 où 21 est un idéal de 
^1 q II < , ... , > . Le spectrum formel de A est un espace annelé 
(36, &x ) , brièvement noté Spf(À') . 

L'espace topologique 36 est défini par 

36 = lim Spec(A/qn) = Sp.ec(A/q) . 

Le faisceau est défini par 

, (D(f ) ) = lim Af/qn A , où f.£ A ;f mod A/q n'est 

pas nilpotent et D = { x ç 1 | f(x) / 0 } . 

Cette définition est proche de celle des espaces affinoïdes. 

Un schéma formel (36 , ) est un espace annelé qui possède un 
recouvrement ouvert (U . ). tel que 

(U., &2|U.) - Spf(A.) où A. = 
ZlqH<T1,...,Tn> 

L'espace analytique k est défini comme le recollement des es
paces affinoïdes {z £ k * | | q | n + * ^ |z | S | q| n}^ (ici k est algébrique
ment clos) . 

Dans le cas formel sur Z £qj le groupe multiplicatif sur 
Z(£qJ est défini comme le recollement des Spectrum formels 
Spf(A ) ( n e Z) où A = Z [ [ q l ] < T , S > / ( T S -q)=.Z[[qJ<t , s > . n n n n n n n n 
Les espaces topologiques Spf(A ) et Spf(A^ ^ ) sont recollés sur 
les ouverts {tn / 0 }c: Spf(A ) et {sn 1 / 0 ] C Spf(An ^) par l'iso-
morphisme de recollement t « • s""̂  „ . 

n n-1 
La multiplication par q sur <G est définie par l'isomorphisme 

.q m 
Sp f(A • Sp f(A L1 ) , t • t _ , s • s _ . 
* v n7 ^ v n+1' n n+1 n n+1 



On peut montrer que le quotient ^m/<cl> est muni "canonique -
ment" d'une structure de schéma formel sur Z[[q]] et que (^Yn^<ci> 
est en fait un schéma projectif sur Z[JJqj . Plus précisément, 

2 
<£^/< q> est le fermé de Zariski de IP x Z\[ q J défini par le poly
nôme homogène Y2Z+ XY Z - (X3+BXZ2+CZ3) où B et C sont les 
éléments de ZjTJqJ définis par (IV. 1.7). 

La courbe E (définie sur Z|£qJ) par ce polynôme s'appelle la 
courbe de Tate ; c'est en quelque sorte la définition universelle. 

Un morphisme cp : 2£jqJ • R où R est un anneau induit la 
courbe E x_ ,-R sur R . En particulier, si R est un corps et si ^ Il 4iJ 
cp (q) / 0 , alors E * R est une courbe elliptique sans singularités 
parce que cp (A ) / 0 . 

Si R est un corps et si cp (q) = 0 , alo rs Ex R est une courbe 
rationnelle avec un point double ordinaire. 

Le cas spécial R = k , un corps value complet et cp définie par 
Cp(q) = q' avec 0<Jq'|<l , donne la courbe kX/<q'>. L'homomorphis-
me cp : Z[£ q J • k • k donne la courbe rationnelle avec un 
point double ordinaire. 

Si k = (C on peut définir un homomorphisme cp d'un sous-anneau 
convenable de Z[[qJ dans (C , ce sous-anneau contenant B, C, q. 
On trouve ainsi une courbe E x (C sur C . Cette courbe est une 
courbe elliptique isomorphe à C* /<qf> et aussi isomorphe à 

/ , 2iTTt C / Z + ^ T où q' = cp(q) = e 

IV. 2. - Modèles de Néron 

Soit k le corps des fractions d'un anneau de valuation discrète, 
complet k et soit X une courbe, non singulière et projective sur k . 

2 
Si X est une courbe elliptique, on sait que X se plonge dans TP 
et que X est défini par une équation homogène de degré 3 . Si X 

2 
possède un point rationnel sur k , l'équation de X dans IP a ses 
coefficients dans k . En général, Xe- • 3Pn est défini par plusieurs 

147 
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équations. On veut trouver "les bonnes équations" de X relativement 

à k . La même question se pose pour des variétés algébriques sur 
k de dimension supérieure à 1 . 

(IV. 2.1) DÉFINITION. - Pour une courbe elliptique X sur k , ou 
plus généralement pour une variété abélienne X sur k , on veut 
trouver un schéma Y sur k , séparé et de type fini, tel que : 

(1) Y xko k - X 

(2) Y est lisse sur k 

(3) Si Z est lisse sur k et si un morphisme 
cp : Z x^o k * X est donné, alors il existe un morphis
me unique j|f : Z > Y avec cp = ̂  x o U . 

k k 
Un tel Y est appelé le modèle de Néron de X . Expliquons rapide
ment la terminologie (pour plus de détails, on peut voir Hartshorne, 
Algebraic geometry [28] ). Un schéma affine (de type fini) sur k 
est un schéma de la forme Spec (k° [T , ... , T^] /1) = U . 

Sur U on a une topologie de Zariski et un faisceau structural. 
Un schéma de type fini sur k est un espace annelé (Y , Q^) *lui 
possède un recouvrement fini et ouvert (U^ tel que 
(U. , & I U .) = Spec(A.) où A. est de la forme k° [T. , ... , Tn] /1 . î Y î î î 1 n 
Dans la suite nous supposerons toujours que Y est séparé. Cela veut 
dire que l'application diagonale Ay : Y — 4 Yx Y est une immersion 
fermée. On dit que Y est lisse sur k si le recouvrement (Û ) de 
Y peut être choisi de façon que chaque Ai soit de la forme 

k0[T^,...,T ] / (L , ... , f ) avec m :< n et en plus 1 nJ 1 m7 

(A,f-,...,f ) = k [T, , ... , T 1 où â = det 
1 m' 1 nJ 
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(IV. 2.2) DEFINITION. - Soit Y un modèle quelconque de X, c'est-
à-dire Y est un schéma de type fini sur k° avec Y x̂ o k ̂  X , 
alors Y x 0 k s'appelle la. fibre spéciale de Y et Y x 0 k est 

k k 
appelé la fibre générale de Y . 

Si le corps résiduel k de k est parfait, une courbe elliptique 
(et plus généralement une variété abélienne) sur k possède un modèle 
de Néron ([42] ). L'existence d'un modèle de Néron dans le cas géné
ral est démontré par M. Raynaud [68] (Notons que la terminologie de 
Néron est assez différente de celle de M. Raynaud et que les traductions 
ne sont pas évidentes. ) . L'unicité du modèle de Néron Y est une 
conséquence de la définition. Pour les courbes X sur k de 
genre / 1 , la partie (3) de la définition du modèle de Néron paraît 
être trop forte pour obtenir l'existence. (On peut s'en convaincre en 
montrant que 3F̂  , par exemple, ne possède pas de modèle de 
Néron. ) 

(IV. 2. 3) DÉFINITION. - Un modèle minimal Y d'une courbe X/k 
est un schéma (de type fini et séparé) sur k tel que 

(1) Y x k - = U X 
k u 

(2) Y est lisse sur k° 

(3') Pour chaque schéma Z de type fini séparé et lisse sur 
k° tel que (3 : Z x 0 k ———• X le morphisme unique 

k 
cp : Z x o k ~ ••» Y x k avec a cp 3 = id se prolonge 

"k k X 
en un morphisme \|f : Z — Y . 

Le modèle minimal est unique et pour une courbe elliptique ce 
modèle coïncide avec le modèle de Néron. Pour les courbes X de 
genre /1 un autre modèle semble plus intéressant, à savoir le 
modèle de X qui induit la réduction stable (IV. 3) . 
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PREUVE. - Les propriétés (1) et (2) du modèle de Néron sont évi
dentes. L'unicité d'un prolongement \|f : Z- • Y provient aisément 
du fait que A est fermé et que Z y 0 k est dense dans Z . Il suffit 

Y k 
de montrer l'existence de \jj dans le cas où Z = Spec(A) et A/k° 
est lisse de type fini. La courbe X est réunion des deux ouverts af
fines 

X = Spec(k[*, ) et X =Spec(k[j, j ] , ) . 
x x y ' y 

De même Y est réunion des deux ouverts Y=Spec(k X ^ ) 
xx 

et Y = Spec(k T~~, ~] /^/X zA ) . Il suffit de considérer un 2 ^ Ly y /F(-, 1 > ~) 
ep : Z x k • X tel que im cp c X^ ou bien im cp c X2 . 

Le cas (i) im cp C 

L'application Cp provient d'un homomorphisme de k-algèbres 
cp* : kT^ , "] Y z , •• A <8> 0 k . Soient v et w g A ® 0 k 

Lx X/F(l,^,-) k° * k° 
les images de ^ et — . Il suffit de montrer que v, w £ A parce qu'on 
prolonge cp* par : k° , ̂ ] , ^ £ z. • A c A® k qui est 
encore donné par * (̂) = v , i|r* (~) = w . Alors :Z • Y^ C Y 
prolonge cp . 

Comme AJk° est lisse, A/qA est régulier et en particulier 
qA est un idéal premier de A . L'anneau, localisé en (q A) , 

(IV. 2. 4) EXEMPLE. - Soit X la courbe elliptique de Tate, # /<q> , 
o o 2 

où qfk engendre l'idéal maximal de k . L'équation de X e » IP 
est le polynôme F = y2z + xyz • (x3+BXZ2+ CZ3).. Soit Y 1 C ]P2 

k° 
donné par la même équation. C'est-à-dire 
Y ' = Proj (k° [ X, Y, Z] / (F) ) = l'ensemble des idéaux premiers homo
gènes ^ de k° [ X, Y, Z] / (F) qui ne contiennent pas (x, y, z) . 
Le seul point de Y' qui n'est pas lisse sur k° est le point (fermé) 
correspondant à l'idéal (q, x, y) . Alors Y = Y ' - {(q , x, y) ] est le 
modèle de Néron de X . 
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Le cas (ii) , im <p c 

L'application Cp est induite par 
rx z 
y y /F(-, 1," ) k€ A <8> 0 k . Les images u , w de 

x z 3 3 — et *"~ satisfont l'équation w + uw = u + B u w + C w 
y y 
On prend la valuation V introduite dans le cas (i) . Si on suppose 
que V(w)<V(u) et V(w)<0 , alors on trouve V(w)+ V(l+u)= 1 + 3 V(w) . 
Donc V(u)< 0 et V(u)= 1 + 2 V(w) . Cela contredit V(w)< V(u) . 
Si on suppose que V(w) ̂  V(u) et que V(u) < 0 , alors on trouve 
V(w)+V(u)= 3 V(u) . Encore une contradiction. Donc V(u) , V(w) >0 
et u, w £ A . 

La fibre spéciale de Y' est Y' xk = Proj ( 2 3~~) ' 
(zy +xyz-x ) 

c'est une courbe rationnelle 
avec un point double or
dinaire. _ _ 

La fibre spéciale du modèle de Néron Y y k est la courbe ration
nelle ci-dessus à laquelle on a enlevé le point double, ainsi 
Y y k =* kX . Plus précisément, on a Y* k* ^m(k) comme le 
montre la remarque ci-après. 

A, A , est un anneau de valuation discrète. Soit V cette valuation ; 
(qA) 

on a V(q) = 1 et le corps résiduel est le corps des fractions de A/qA 
Pour tfA^° k , t / 0 , il existe un c £ Z tel que q°t£A-qA . 
On a V(qCt) =0 et V(t) = -c . 

Pour montrer que v, wfA il suffit donc de vérifier que 
2 2 3 V(v) , V(w) 0 . On a l'équation v w + v w = 1+ B w + C w avec 

V(B) >1 , V(C) = 1 . 

Alors V(w)<0 implique V(v)<0 et que 2 V(v) = 2V(w)- 1 . 
C'est une contradition. Donc V(w) > 0 . On en déduit qu'aussi V(v)>0 . 
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(IV. 2. 5) REMARQUE. - Supposons que la variété projective non 
singulière X soit munie d'une structure de groupe algébrique (com-
mutatif) . Alors la définition du modèle de Néron Y de X montre la 
multiplication m : Xx X •X induit un morphisme m' : YxY • Y 
qui fait de Y un schéma en groupe. Cette structure induit alors sur 
Y x o k une structure de groupe algébrique commutatif. Dans le 

k _ _ 
cas (IV. 2.4), on a Y x „ k ^ G (k) . 

k° m 
(IV. 2. 6) EXEMPLE. - Soit X la courbe de Tate X = kx/<q> où 

2 o 
q k = TT k et où TT est une uniformisante de k . La courbe 

2 
X e — * 3P est définie par le polynôme homogène 2 3 B 2 C 3 G = y z + xy z - (ïïx + — x z + ~ z ) (c 'est le polynôme F modifié 

TT 
en changeant x, y en TTx , TTy). 

Soit Y ' = Proj (k° [x, y, z] / (G)) , alors Y' a deux points non-lis
ses sur k° , (TT , y , z) et (TT , y+x , z) . Alors 
Y = Y'-f(TT,y, z), (n, y+x, z)] est le modèle de Néron de X . 

k [ x, y, z] 
(ŷ z(x y z - z" 

La fibre spéciale de Y' est Y'xk5- Proj (—~ ~) , 
elle est constituée de deux 
courbes rationnelles avec 
deux points d'intersection 
qui sont des points doubles 
ordinaires. 

Ainsi la fibre spéciale du modèle de Néron Y* k est isomorphe à 
deux copies de k* , c'est un groupe algébrique G de composante 
connexe G <E (k) et G/G ="1/2 1 . o m ' o 

(IV. 2.7) EXEMPLE. - Soit X la courbe de Tate X = k* /<q> avec 
q k° = Tîn k où TT est une uniformisante de k et n > 3 . Pour n> 3 

2 
le modèle de Néron Y n'est plus donné par une équation dans JPo . 

k 
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Le schéma Y' est défini par 
Y' = Proj(k [XQ, xg]/idéal homogène) ou s > 2 . Le modèle 
de Néron Y est Y'-fn points fermés} . 

La fibre spéciale de Y' 
est constituée de n droites 
isomorphes à 1R3 . Chacune k 
coupant deux autres en des 
points doubles ordinaires. 
Les n points doubles de 
Y' x k étant les n points 
fermés que l'on enlève à 
Y' pour obtenir le modèle Y . 

La fibre spéciale du modèle de Néron Y xk est un groupe al
gébrique G dont la composante neutre est isomorphe à ^m(k) 
et tel que G/Gq 2£/n Z . 

(IV. 2. 8) EXEMPLE. - Soit la courbe X e • F 2 définie par le 
2 3 3 

polynôme F = z y - ( x + T T z ) où n est une uniformisante de k . 
Soit Y 1 = Proj (k° [ x, y, z]/ (F) ) , alors Y = Y ' - { (x, y, TT ) } est le 
modèle de Néron de X . 

La fibre spéciale de Y' est 
2 

définie dans 1P-. par le 
2 3 

polynôme zy - x . C'est une 
courbe rationnelle avec un 
point de rebroussement. 

La fibre spéciale du modèle de Néron est isomorphe à 8}^(k) , 
le groupe additif. 

Les possibilités de la fibre spéciale du modèle de Néron d'une 
courbe elliptique sur un corps complet pour une valuation discrète 
sont déterminées [42] . Si on part d'une équation de degré 3 pour 
la courbe elliptique, on peut calculer (avec l'aide d'un ordinateur, 
si on veut) la fibre spéciale et le groupe Yx k . Le théorème qui suit 



I5h 

donne une classification des courbes par la fibre spéciale du modèle 
de Néron. 

(IV. 2. 9) THÉORÈME. - Soient k un corps complet pour une valuation 
discrète, X une courbe elliptique sur k . Alors il existe une extension 
finie k'Dk telle que Xx̂ .k1 satisfasse l'une des propriétés suivantes : 

i) Le modèle de Néron Y de Xxk' est un schéma complet 
sur k'° et la fibre spéciale Yxk' est une courbe elliptique non-
singulière (on dit que X a potentiellement bonne réduction) . 

ii) La courbe Xx k' est la courbe de Tate k'X/<q> avec 
q k'° = TTn k'° et TT est une uniformisante de k' . La fibre spéciale 
du modèle de Néron de Xx k' est un groupe algébrique de composante 
neutre G ~ G (k) et G/G Z /n Z . o m — o 

DÉMONSTRATION. - Pour simplifier, nous supposons que k soit de 
caractéristique / 2 . Soit k' une extension finie de k , convenable
ment choisie. L'équation affine de la courbe Xxk' peut s'écrire comme 
y = (x-X1)(x-X ) (x-X ) où X.^X. pour i/j. Après une transfor-1 2 3 i J 
mation de x et y on trouve 

y2 = x(x-l)(x-X) où |X|<1, |X-l| = l. 

2 —• 
Cas (1) : |x| = 1 .- La réduction y =x(x-l)(x-X) est une courbe 

le [ v z t 
elliptique, non-singulière sur k . Et Y = Proj (—— — — ) 

y z- x(x-z) (x-X z) 
est le modèle de Néron. 

2 2 
Cas (2) : 0<JX|<1 .- La réduction y = x (x-1) est une courbe 
rationnelle avec un point double ordinaire {y = 0 , x= 0} . On 

2 3 X 
transforme l'équation en y +xy = x + :x et on a : 

16(1+X) 
(1 - 48 ^ — — )3 

. = 16(1+X) 
2")2(l-64 L - ) 1 

16(1+» 16(1+X) 
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où j est le jinvariant de la courbe Xx k' . 

Il est aisé de voir que |j|>l . La proposition (IV. 19) montre 
qu'il existe une extension finie k" ̂ k' telle que X x k" soit une 
courbe de Tate. Et le reste suit de (IV. 2. 7) . 

(IV. 2. 10) EXERCICE.  Dans le cas de (IV. 2. 8) , déterminer le plus 
petit corps k' pour lequel (IV. 2. 9) est satisfait. 

(IV. 2. 11) Existence du. modèle de Néron 

Pour une courbe X (nonsingulière, complète) sur k , on connaît 
deux démonstrations de l'existence d'un modèle minimal 

(a) Abhyankar ; résolution des singularités d'une surface [2] 

(b) Néron ; pdésingularisation [42] . 

Cas (a) . La courbe X a un modèle projectif Z sur k . L'espace 
Z est de dimension 2 et c'est une surface qui peut avoir des sin
gularités et à l'aide d'éclatements de points on peut modifier (comme S. Abhyankar l'a montré) Z en une surface Z' projective sur 
k° (c'estàdire Z' = Proj (k° [u ... u ]/ H) et sans singularités. 

o 
Donc X possède un modèle nonsingulier sur k . En plus il existe 
un modèle nonsingulier minimal Z/k c'estàdire : 

Si Z'/k est un modèle nonsingulier, alors il existe un morphis
me unique Cp : Z' • Z tel que Cp induise l'identité X • X . 

Les points de Z qui ne sont pas lisse sur k° , forment un sous
ensemble fermé Z* et Y = ZZ* est le modèle minimal (qui 

— •№ 
vérifie (1) , (2) , (3') ) . La fibre spéciale est Z x 0 k et Z sont 

k 
eh fait les point singuliers de Zx 0 k . 

k 
Le modèle de Néron existe aussi pour les variétés abéliennes sur 

k . La méthode (a) n'est plus utilisable parce que 
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(i) La résolution des singularités en dimension supérieure à 3 
et en caractéristique ^ 0 , n'est pas encore démontrée. 

(ii) En dimension supérieure à 2 il n'existe pas de variété 
minimale parmi les modèles non-singuliers. 

Cas (b) . - La p-dé singularisât ion de Néron montre aussi pour les 
variétés abéliennes A l'existence d'un modèle de Néron. Le théo
rème qui suit apporte une description intéressante de la fibre spéciale. 

(IV. 2.11) THÉORÈME DE LA RÉDUCTION STABLE. - Soient k un 
corps complet pour une valuation discrète, A une variété abélienne 
sur k . Alors il existe une extension finie k' ̂ k telle que A y, k' , k 
possède la propriété suivante : 

La fibre spéciale (2»k' du modèle de Néron Q de A* k' est 
une extension d'une variété abélienne par un tore, c'est-à-dire on a une 
suite exacte 

où Ab est une variété abélienne sur k' . 

IV. 3. - Réduction stable d'une courbe 

Le but de ce paragraphe est de définir une autre réduction, la 
réduction stable. Celle-ci permet de caractériser les courbes qu'on 
peut paramétriser avec les groupes de Schottky (courbes de Mumford). 

(IV. 3.1) DÉFINITION. - Soit k un corps, une courbe algébrique 
projective sur k est dite stable si les propriétés suivantes sont 
satisfaites : 

ii) les seules singularités de X sont les points doubles 
ordinaires, 

iii) chaque composante de X qui est isomorphe à IP̂  ren
contre les autres composantes en au moins trois points. 

i) la courbe X est réduite, 
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Une courbe qui possède les propriétés i) et ii) est dite pré-stable 

(IV. 3. 2) DÉFINITION. - Soit X une courbe projective connexe sur k , 
on appelle genre arithmétique de X la dimension sur k du groupe 
H*(X , Gx). 

(IV. 3. 3) PROPOSITION. - Soient X une courbe projective pré-
stable, connexe sur k , X' la normalisation de X , 
X' = CjUc2 *" ̂  ̂ s la décomposition de X' en composantes ir
réductibles, g. le genre de C. et n le nombre de points doubles 
de X . Alors le genre arithmétique g de X est donné par la formule 

g = n+l+ Xr (g.-l) . 

DEMONSTRATION. - Soit r\ le morphisme canonique de X' dans X. 
On a la suite exacte de faisceaux sur X : 

.0 -*x •t1#*x, 

Le faisceau F a la propriété suivante 

0 . 

0 si P est régulier 

& si P est singulier X, P X, P 

où & est la clôture intégrale de Q . Pour un point double X, P X, ir 
ordinaire on a Fp = k . 

On a donc la suite exacte de cohomologie 

On en déduit la formule (IV. 3. 3) . 
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(IV. 3.4) PROPOSITION. - Soit X une courbe projective stable con
nexe de genre arithmétique > 2 . Alors le groupe des automorphismes 
de X est fini. 

DÉMONSTRATION. - Soient G le groupe des automorphismes de X , 
Gq le sous-groupe qui laisse (globalement) invariant chaque compo
sante irréductible de X . Comme les composantes sont en nombre 
fini, il suit que G est d'indice fini dans G . Il suffit donc de montrer ^ o 
que Gq est fini, c'est-à-dire que le nombre d'automorphismes de 
chaque composante irréductible est fini. 

Soit Z une composante irréductible de genre > 2 , on sait que le 
groupe des automorphismes de Z est fini. 

Soit Z une composante irréductible de genre 1 . Supposons que 
Z possède une singularité P . Alors le sous-groupe H de Aut(Z) 
qui laisse invariant les singularités est d'indice fini dans Aut(Z) . 
Soit Z' la courbe normalisée de Z et considérons P comme l'élé
ment neutre de la courbe elliptique Z' . On sait que le groupe des 
automorphismes de Z' qui laisse P invariant est fini. Il suit donc 
que H est fini. 

Supposons, maintenant Z de genre 1 et non singulière. Cette 
courbe rencontre au moins une autre composante. A un sous-groupe 
d'indice fini près, on peut supposer ces points d'intersection invariants 
et l'argument précédent montre que le groupe des automorphismes 
est fini. 

Soit Z une composante de genre 0 . En reprenant les arguments 
précédents, on déduit que la normalisée Z'= IP̂ (k) a au moins trois 
points invariants, ce qui montre que la restriction de Gq à Z est 
fini. 
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(IV. 3.5) DÉFINITION. - Soient k un corps value complet, X une 
courbe projective non singulière sur k . Un schéma projectif Y sur 
k est dit modèle de X sur k si Y x o k =~ X . On dit qu'un modèle 

k 
Y de X sur k donne une réduction stable (resp. pré-stable) si 
Yx 0 k est une courbe stable (resp. pré-stable). 

k 

L' "existence" et l'unicité de la réduction stable ont été démontrés 
initialement par Deligne et Mumford [8] , plus précisément le résul
tat s'énonce ainsi : 

(IV. 3.6) THÉORÈME [8].- Soient k un corps complet pour une 
valuation discrète, X une courbe projective non-singulière sur k 
de genre > 1 . Alors 

1) Il existe une extension finie k' ̂ k telle que Xx^k1 admette 
une réduction stable. 

2) La réduction stable est unique. 

(IV. 3. 7) REMARQUE. - Ce théorème est maintenant généralisé au 
cas où le corps k est seulement value complet, c'est-à-dire qu'on 
n'impose plus la valuation discrète (van der Put [67]).. Cette nouvelle 
démonstration est essentiellement différente de celle de Deligne et 
Mumford. 

(IV. 3. 8) REMARQUE. - La fibre spéciale associée au modèle de Néron 
d'une courbe n'est pas nécessairement réduite et peut avoir d'autres 
singularités que des points doubles ordinaires. D'autre part, un 
modèle Y sur k° qui donne une réduction stable n'est pas néces
sairement régulier ou lisse ; donc Y n'est pas un modèle de Néron. 
Ainsi, modèle de Néron et réduction stable sont des notions différentes. 

(IV. 3. 9) REMARQUE. - On peut montrer qu'une courbe et sa réduction 
(pré-stable) ont le même genre arithmétique (voir [21], p. 139). 
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Selon la démonstration de Deligne et Mumford, le théorème (IV. 3.6) 
se déduit du suivant. 

(IV. 3.10) THÉORÈME. - Soient k un corps complet pour une valua-
tion discrète, X une courbe pro.jective non-singulière sur k de 
genre 2> 1 . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) La courbe X (définie sur k ) admet une réduction stable 
sur k 

ii) La fibre spéciale du modèle de Néron de la jacobienne de X 
est extension d'une variété abélienne sur k par un tore. 

IV. 3.11. - Exemples de réduction stable 

Il existe un procédé pour passer d'une réduction pré-stable à une 
réduction stable. Soit Y* 0 k une réduction pré-stable de X . Si 

1 k L EjL est une composante irréductible de Yx k ayant moins que 
trois points en commun avec les autres composantes, on peut alors 
changer Y en Y ' de façon que Y'xk se déduise de Yxk en 
contractant L en un point. 

On peut donner la liste des réductions des courbes de genre 1 et 2. 

GENRE 1,- Le théorème (IV. 2. 5) discerne deux cas. Dans l'un, la 
fibre spéciale du modèle de Néron (après extension finie) est une 
courbe elliptique non-singulière. Dans le deuxième cas, la courbe el
liptique E est après extension finie k' la courbe de Tate 
k'X/<q> avec q k'° = n n k'° 
où TT est une uniformisante. 
Alors (IV. 2. 3) montre que 
le modèle Y a pour fibre n 
droites projectives qui se 
coupent deux à deux selon des 
points doubles ordinaires. 
C'est donc une réduction pré-stable. 
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1) une courbe de genre 1 
sans singularités 

2) une courbe de genre 0 
avec un point double ordinaire 

GENRE 2. - Le corps des fonctions rationnelles d'une courbe projec
tive irréductible non-singulière de genre 2 est défini par l'équation 
y = (x-a^ ) (x-a^)... (x-a^) (car(k)^2 et k assez grand). La position 
des six points a^, a,>, ... , a^ de JJP̂  détermine la réduction stable. 
En fait on trouve d'abord une réduction pré-stable qui est transfor
mée en réduction stable. 

Après contraction de n-1 droites, on obtient une courbe rationnelle 
avec un point double ordinaire. 

Si X est une courbe projective irréductible non singulière de 
genre 1 , les réductions stables sont les suivantes : 
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Voici la liste de toutes les possibilités ( (I) signifie genre i ) : 

réduction pré-stable réduction stable 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) . 

6) 
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IV. 3. 12. - Applications de la réduction stable 

La réduction stable est utilisé pour montrer l'irréductibilité de la 
variété modulaire M des courbes de genre g et pour caractériser g 
les courbes de Mumford. 

1) La variété modulaire . - C'est la variété quasi-projective 
des courbes irréductibles complètes non-singulières de genre g sur 
un corps k (quelconque) . PLus précisément les points de sont les 
classes d'équivalence de ces courbes à isomorphisme près. 

Soit M la variété modulaire des classes d'équivalence à isomor-
g 

phisme près des courbes stables de genre arithmétique g . Alors 
est un ouvert dense de M et de plus M est une variété projective. 

g g . 
Ainsi M est un "compactifié" de M . C'est en utilisant M et la g g g 
réduction stable que Deligne et Mumford [8] ont montré que M^ est 
irréductible. 

2) Courbes de Mumford. - Soit T un sous-groupe de PGl(2,K) ; 
un élément açIP^(K) est appelé point limite s'il existe bçIP^K) 
et une suite infinie (y ) de T (i. e. n 4 m implique y 4 y ) n n n m 
telle que a = lim y (b) . On note Z l'ensemble des points limites 
de B? (K) (pour T ) . Nous dirons que T est un groupe discontinu 
si Z /IP^K) et si (P.a) (l'adhérence de l'orbite de a) est compact 
pour tout a £ IP* (K) . Si F est un groupe discontinu, alors Z est 
compact. Ainsi Q - IP̂ (K) - Z est muni d'une structure d'espace 
analytique (1.7.3), déplus, T opère sur Q et Q/T est canonique-
ment muni d'une structure d'espace analytique. Un s ous-groupe T de 

On vérifie aisément, à l'aide de (IV. 3. 3) et (IV. 3. 9) , que ce sont là 
toutes les possibilités pour la réduction stable d'une courbe de genre 2 . 
La réduction stable des courbes hyperelliptiques est traitée en détail 
dans l'ouvrage de Gerritzen et van der Put [21], p. 163. Le langage 
utilisé est celui des réductions analytiques dont on verra en IV. 4. 
qu'il est équivalent à celui des réductions algébriques. 



16k 

IV. 4. - Réductions analytiques 

Nous prenons maintenant un corps K , value complet et algébrique
ment clos. A un espace analytique X sur K , nous voulons associer 
une réduction X sur K . 

(IV. 4.1).- Si X est affinoide, X = Sp(A) , on définit X = la ré-
c 

duction canonique de X par X^ = max(A) où A = A° / A° ° est une 
algèbre réduite de type fini sur K (II. 6. 7) . Donc X^ est une variété 
algébrique sur K . 

En plus on a une application surjective R : X • X^ qui associe 
à chaque idéal maximal Tt de A un idéal maximal R(3R) de A , 
R(3Cft) = l'image de 3DR 0 A° dans A = A°/ A° ° . 

(IV. 4. 2).- Soit X un espace analytique sur K. Un recouvrement 
pur %( - (U.) de X est un recouvrement admissible par des af-
finoîdes (U.) qui possède les propriétés suivantes : 

PG1(2 , K) est appelé groupe de Schottky si T est discontinu, en
gendré par un nombre fini d'éléments et ne possède pas d'éléments 
d'ordre fini. On peut alors montrer que F est un groupe libre à g 
générateurs et que Q /T est une courbe non-singulière de genre g , 
appelée courbe de Mumford (pour plus de détails, consulter Gerritzen 
van der Put, [21]) . La caractérisation des courbes de Mumford par 
la réduction stable est donnée par le théorème suivant : 

(IV. 3. 13) THÉORÈME. - Soient k un corps complet pour une valua-
tion discrète et K ̂  k algébriquement clos et complet. Soit X une 
courbe (non singulière, complète) sur k Alors les propriétés 
suivantes sont équivalentes : 

i) il existe une extension finie k' de k telle que la réduction 
stable de X x k' a toutes ses composantes de genre 0 , k 

ii) la courbe X * K est une courbe de Mumford. 
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(IV. 4.3) EXEMPLES 

1) Soit X = le polydisque f (z , ... , z ) € Kn | |z.|<l}. 
La réduction canonique est X = Kn . L'application R est donnée par 
( ( v . . . , v . — > ( r 1 > . . . , ^ n , € C K n . 

2) Soit X = (z|k | J tt | S Jz|s 1 } où 0< |TT| <1 . 
Alors ®(X)= K<Z,S>/(ZS-tt) et S (X) = K[ Z,S] /(Z S). 

Donc 

3) La courbe de Tate TT = /<q> 

Il faut trouver un recouvrement pur de TT . Il y a beaucoup de 
possibilités : 

Si U.DU. il existe un ouvert affine de Zariski V..c(tT) avec 1 -J ij 1 c 
U.nu.= R" (V..) (R.= U. • (U.) ) et U.nu. est affinoîde avec 
î j i ij î i iV i j 

la réduction canonique R.. : U. DU. • V.. . 
ij 1 J U 

A l'espace analytique X et son recouvrement pur %( , on associe 
la réduction X* = U(U.) . Les ensembles affines (U.) sont M i c ' î c 
recollés sur les ouverts affines V^ . La réduction X^ est une 
variété algébrique réduite sur k , localement de type fini. 
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(a) , X^ , X^ sont les images dans T de 

jTT^sjzl^l ; ^ N l z ^ l ^ l ; |q|£|«|£|iT2| 

Où | q | < | r r 2 | < | n i | < l . 
X. 
Y 

N - r 

Après recollement, on trouve : 
2' 

|z| = 1 et 
51 = I TT̂  j ^ I zI ~ I °LI comme réduction de T 

/ u i = V 2 i x 

(b) X^ , X2 sont les images dans T de 

| i t | < | z | < i 

Après recollement 
( H < | q | ) 

(c) X^ et X2 sont les images dans T de 

Yx = {zgK | |q(s|z|£l ; ; |z-q|>|q| } et 

Y2= fzgK| lz(= 1} . 
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On peut montrer que l'algèbre ® (X^ ) est affinoïde et que 

^(Xj)- {fç^Yj)! f(y)= f(qy) pour |y| = l , |y-l|= 1} . 

Un calcul direct (mais assez long) montre que X^ est une courbe 
rationnelle, avec point double 
à laquelle il manque le point à 
l'infini. 

Il est clair que X^ est af
finoïde et que X2 est F^K) 
auquel on a enlevé 0 et l'in
fini. 

Après recollement, on 
trouve la réduction suivante 
de TT . 

Ces exemples permettent de deviner la relation entre les ré
ductions algébriques et les réductions analytiques. 

(IV. 4. 4) Réductions algébriques et réductions analytiques 

Soit X une variété algébrique de type fini sur k , complet pour 
une valuation discrète. Un modèle Y/k de X est par définition un 
schéma de type fini sur k° avec Y y 0 k =- X . La variété algébrique 

_ k 
Y y 0 k (de type fini sur k ) sera appelée une réduction algébrique 

k 
de X . 

Si X est une variété projective sur k , nous considérons des 
modèles Y/k° qui sont des schémas projectifs sur k . Alors 
Y x o k est aussi une variété projective sur k . 

k 
Nous pouvons formuler un résultat sur le lien entre les réductions 

algébriques et les réductions analytiques. 
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Soit X une variété projective et réduite sur k . 

(1) Si Z est une réduction algébrique réduite de X , alors il 
existe un recouvrement pur de X et un isomorphisme canonique 
z~\• 

(2) Soit V, un recouvrement pur de X . Il existe (après une ex
tension finie du corps de base) une réduction algébrique Z et un 
isomorphisme canonique Z X^ . 

(IV. 4. 5).- Soient X une courbe algébrique, %( un recouvrement 
pur tel que X^ soit pré-stable, alors on peut changer le recouvrement 
1( en 1{ 1 de façon que X ^ , soit stable (voir les figures IV. 3.11). 

Soient X un espace analytique de dimension 1 et connexe, 
un recouvrement pur tel que X^ ait une composante non complète. 

Alors X est affinoi'de et dans des cas spéciaux on peut voir que la 
réduction canonique X est obtenue à partir de X„ en contractant H c ^ U 
les composantes complètes [21] . 

ou c) 
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Alors X est affinoïde et a pour réduction canonique 

ou b) 

ou c) 

IV. 4.6.- Réduction de Kx 

Soient nçK , 0<|TT|<1 et Xn = {z € K| |n|n+1< | z| < | n| n] . 
Les ensembles X sont affinoîdes et f X } est un recouvrement n c nJ 
pur de Kx . La réduction KX par rapport à ce recouvrement est 

Un modèle de K* sur K donne une réduction banale, à savoir 
K* . Notre réduction analytique correspond au schéma formel sur K° 
associé à K* (IV. 1. 10) (remarquer que K* n'est pas une variété 
projective) . 
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CHAPITRE V : REDUCTION D'UN SOUS-ESPACE DE IP 

V. 1. - Réduction d'un sous-espace de IP 
V. 2. - Démonstration d'un résultat de Drinfeld sur les fonctions in

versibles sur Q = IP^K) - IP1(k) 
V. 3. - Quelques mots sur la cohomologie étale des espaces k-analy-

tiques. 

On peut construire pour chaque sous-espace connexe Q de IP un 
recouvrement pur 1( et une réduction . Nous allons dans ce 
chapitre V étudier un cas particulier. Soient K un corps value, 
complet, algébriquement clos, k un sous-corps localement compact 
et Q l'espace analytique IP"* (K) - BP* (k) . Puisque IP* (k) est compact 
la structure d'espace analytique sur Q est celle définie en 1.7.3. 
Cet exemple est important parce qu'il constitute l'équivalent du demi-
plan de Poincaré (§ . IV. 3 et aussi Gerritzen, van der Put, Schottky 
groups and Mumford curves, [21]) . Contrairement aux exemples pré
cédents, Q admet une réduction qui n'est pas une variété algébrique 
(c'est une réunion infinie de droites) . Le premier point est de définir 
un recouvrement pur. Ceci se fait en associant un arbre T à l'en
semble des sous-modules libres de rang 2 sur k , contenus dans 
2 

k . Le recouvrement pur correspondant possède la propriété d'être 
invariant par l'action de PGl(2,k) . Nous avons alors une bonne des
cription de la réduction de Q relativement à ce recouvrement. Ceci 
nous permet de démontrer (en V. 2) un résultat de Drinfeld sur le 
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faisceau des fonctions inversibles sur Q . Pour énoncer ce résultat 
sous sa forme initiale nous devons définir en V. 3, brièvement, la 
cohomologie étale d'un espace analytique relativement à un faisceau. 

V. 1. - Réduction d'un sous-espace de JP 

o 2 (V. 1.1) L'arbre T associé aux sous-k -modules de rang Z de k . 

2 
On dit que deux sous-k -modules libres de rang 2 de k , 
et M^ sont équivalents s'il existe X £ k* tel que M^ = X 

(on peut toujours prendre X sous la forme \ - TT*1 avec n^S , 
TT étant une uniformisante de k ) . On note [M] la classe d'équi
valence du k -module M de rang 2 . Le graphe T est l'ensemble 
de toutes les classes d'équivalences des sous-k -modules libres de 

Z 
rang 2 de k Les arêtes du graphe T sont les couples 
{ [M^] , [M^] ] avec M^ ̂ ? TT M^ . On dit qu'un graphe est un 
arbre s'il est connexe et sans cycles. 
(V. 1. 2) LEMME. - Le graphe T est un arbre ; chaque sommet de T 
est lié à (q+1 ) autres sommets (où q = card k ) ; PGl(2,k) agit 
sur T comme un groupe d'automorphismes ; l'action est transitive 
sur les sommets et sur les arêtes. 

DÉMONSTRATION. - Si f [M ] , [M2] } est une arête, alors il existe 
M'^ ~ M ̂  (équivalent), unique, tel que M^ ̂  M^ TT M^ . Donc 
les arêtes ayant [M ] comme sommet correspondent aux droites 

-2 1 -
dans M /TT M1 =•= k . Leur nombre est card(JP (k)) = q+1 . 

Soit [mq] , [Mj] , ... , une suite de som
mets différents de T telle que chaque 

M . ] , [M. ]} soit une arête, pour O^i^s-1. 
Alors on peut choisir M' dans [M ] tel que 

s s M /M' k /TT k ; ça se démontre par ré-o s T 
currence. Il s'ensuit que f[ M ] , [M ]} ne peut 
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être une arête. Donc T n'a pas de cycle. On vérifie sans difficulté 
que T est connexe. Soit {[M^] , [M^] ) une arête, alors on peut 
trouver ej»e2 te^s clue C-^j] = [k° e^©k°e,J et 
[M2] = [k° e1©k°rre2] . Soit Œ£PGl(2,k) défini par 
cj((l,0))=e , a((0, 1))= e2 . Alors { [ M ^ . O ^ ] } est l'image par 
CJ de { [ k % k°] , [k° x TT k° ] ] . 

(V. 1.2).- Le recouvrement pur associé à l'arbre T 

A chaque arête (a,b) de T nous allons associer un affinoîde 
U(a,b) de Q = IP*(K) - IP*(k) . Définissons d'abord U(a ,b ) pour 

° <y o o a = k x k et b =kxnk . Soit : o o . 
|z-d|= 1 où d parcourt un système de re

présentants de k* 

Soit 

U(a ,b ): o o 

U(aQ) =J z€K 

|z-TT d'| > |TT| où d' parcourt un système de 
représentants de k 

|z-d| =1 où d parcourt un système de re
présentants de k 

Les ensembles U(a , b ) et U(a ) sont des affinoîdes connexes de x o o o7 
Q ayant pour r'éductionŝ icanoniques : 

et U(aJ U(a ,b ) o o 

TT < | z| <1 

q+1 

= 1 = 1 ili=1 
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(V. 1.4) il est admissible 

(V.l.5) U(a,b)nu(c,d)=(< si { a, b } H { c, d} = if 

(V.l.6) U(a,b)nu(c,d)= U(b) si [a, b) H { c, d } = f b j 

(V. 1.7) le recouvrement est pur et la réduction Q par rapport à 
ce recouvrement satisfait : 

(V. 1.8) chaque composante de Q est isomorphe à JP*(K) 

(V. 1.9) Q a seulement des points doubles ordinaires comme 
singularités. 

(V.l. 10) le graphe défini pa sommets = composantes de Q 
arêtes = points doubles de Q 

est isomorphe à T 

(V. 1.11) le groupe PGl(2,k) agit sur le recouvrement et la ré
duction. 

Pour q= 2 , l'arbre T a la forme : 

Soit (a, b) une arête quelconque, il existe cr £ PG1 (2,k) tel que 
(a, b) = G (aQ, bQ) . Par définition on pose alors U(a, b) = a (U(aQ, b ) ) 
(on vérifie que a (a ,b )= c'(a ,b ) implique n o o o o ' ^ 
Œ(U(ao,bo))= a'(U(ao,bo))). 

Le recouvrement [U(a,b)| (a, b)^ Arêtes de T} a les propriétés 
suivantes : 
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La vérification de (V. 1.4) à (V. 1. 11) est laissée au lecteur. 
La réduction Q et l'arbre T ont d'autres interprétations 
(J.-P. Serre, Arbres, Amalgames, St^ - Astérisque, [55]). Le sta
bilisateur d'un sommet [M] de T est le sous-groupe maximalement 
compact PG1(M) = {a£PGl(2,k) | a(M)=M} de PGl(2,k). Si 
[M] = g (k° x k° ) , alors PGl(M) = a PGl(k°x k°) a*"1 et 
PGl(2,k° ) PGl(k y k ) . Cette correspondance entre les sommets 
de T et les sous-groupes maximalement compacts de PGl(2,k) est 
bijective. En fait T est l'immeuble de Tits pour le groupe PGl(2,k) 
([7], Bourbaki, Groupes et algèbres de Lie). 

Une demi-droite dans T est par définition un sous-arbre de T de 
la forme : « » » » ... On identifie deux demi-droites 
qui diffèrent par un ensemble fini : 

Pour q= 2 , Q a la fo rme : 
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(V. 1. 12) Les demidroites de T correspondent biunivoquement 
aux points de JP̂  (k) 

DÉMONSTRATION.  Soit [Mq] , [M^ ] , [M2] ... une demidroite. 
On peut choisir (les représentants), M^ , M^, ... tels que 
M Э М 3Mn ... et M./M. A «*« к . Nous savons que M /М к̂'/тт̂ к0 
о 1 2 r î+l n o s ' 

Pour une base convenable ef , de M on a : 
1 2 о 

M =k e„ ф к e0 et M = к тт е., © к e_ . 
° 1 2 s 1 2 

s +1 s g s 
Il s'ensuit que e^  g TT M q . La suite (e2)g est convergente, 
soit e^ sa limite. On a e £ П M. = к e^ . On associe à la demi 

2 2 ^ 0 i 2 
droite [M ], [M1] , ... le point [ke23 de IP (к) . Un petit calcul 
montre que cette application est bijective et commute avec l'action de 
PGl(2,k). Soit (ke) un point de JP1 (k) , et M q tel que 
e £ M  TT M , alors la dçmidroite associée à f к e ) est définie par 
la suite M Этт М + к е = > т т М + к ° е ^ ... 

о о о 

a b 
(V. 1. 13) On associe à une arête orientée, # > # , l'en

semble V(a, b) de tous les points de JP''(k) qui correspondent aux 
demidroites issues de a (vers b). Cet ensemble est un disque fer
mé de JP"'(k) . Pour a = k° x k° et b = TT k° * k° par exemple, l'en
semble de JP"* (k) correspondant est f rxQ> x^| |x̂  | > | Xq | } . En 
posant z = x /x , on peut l'écrire comme [zf к | | z | > j TT j ^ } U { ° ° } . 

1 
Les V(a, b) forment une base de la topologie de JP (k) . 

V. 2.  Démonstration d'un résultat de Drinfeld sur les fonctions 
inversibles sur Q = JP1 (K)  JP"1 (k) 

([10], V.G. Drinfeld, Elliptic modules, Math. USSR Sbornik, 
vol. 23 (1974), n°4, prop. 10.1 et prop. 10.2). 

Au chapitre I (proposition I. 8. 9) nous avons montré l'existence de 
la suite exacte suivante : 

1 > Kx • &(Q)* • MJJL) • 0 
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où X est compact, Q = 1P*(K)-X , M (X ) est le groupe des 
mesures \1 sur X à valeurs dans ^ telles que (j (X) = 0 . 

Soit t >1 un entier. Notons . t l'application de &(Q)* dans 
&(Q)* définie par f»—• f̂  . Cette application induit sur MQ(X) la 
multiplication par l toujours notée .£ . Puisque K est algébrique
ment clos, l'application ,t de K* dans K* est surjective et son 

X h 
noyau est le sous - groupe M = [ § Ç K | § =!}• 

Si p>0 est la caractéristique de K et si t = p1 avec pYt^ 
on a : U = m =- z / A % . 

(V. 2.1) PROPOSITION. - On a la suite exacte 

f i ] \\x — • & ( o f — & ( a f • M Q ( X ) ® Z Z A Z • o . 

Le produit tensoriel MQ(X) l/( Z peut s'interpréter comme le 
groupe des mesures jj sur X à valeurs dans l/^Z telles que 
|j(X)= 0 . Une autre interprétation de M (l)0l/U utilise l'arbre 
T associé à ]P1(k) . 

Un courant sur T ("harmonie 1-cocycle" chez Drinfeld) est une 
application- c de {arêtes orientées de T } dans 7L (ou dans un 
groupe abélien quelconque) telle que pour chaque sommet a de T 

Z c(a, b) = 0 , b 

où la sommation est étendue à tous les b tels que (a, b) soit une 
arête. 

En particulier on a c(a, b) = -c(b, a) . A une mesure \d£ MQ(IP*(k)) 
on fait correspondre le courant ĉ  donné par ĉ  (a, b) = \d (V(a, b) ) . 
Ainsi: 

Z c (a,b)=£ (_i(V(a, b)) = |i( U V(a, b)) = ju(IP*(k)) = 0 . 
b U b b 

ce qui prouve que ĉ  est un courant. L'application (j, •—• c^ est 
bijective et on peut reformuler (V. 2. 1) en : 
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(V. 2.3) COROLLAIRE. - Soit X le groupe des courants sur T à 
valeurs dans Z/t Z = u . Alors la suite 

{ 1 } — » ^ • & ( n ) x - ^ s ( n ) x • X » 0 

est exacte (prop. 10. 2 chez Drinfeld) . 

V. 3. - Quelques mots sur la cohomologie étale des espaces 
k-analytiques 

(V. 3.1) Un morphisme d'un espace analytique X dans un espace 
analytique Y est défini par les données suivantes : 

1) une application continue f de X dans Y 
2) un recouvrement admissible (X¿) (resp. (Y.)) de X 

(resp. Y) par des affinoîdes tel que f(X̂ ) C Ŷ  

3) une famille (cp.) d'homomorphismes de Ô (Ŷ ) dans ©(X^) 
telle que f| = Sp(cp.) . 

X r, i 
i 

Le morphisme d'espaces analytiques sera noté f . 
Soit X un espace analytique, xçX, on appelle fibre en x de X 

l'algèbre notée G définie par & = lim & (U ) . X!, x X, x _ -v ^ X U y x 
Si X=kn et x= (0, 0, ... , 0) , on a Ô = kf z, , z. z } l'al-

X, x *• 1 2 nJ 
•gèbre des séries convergentes en (0,0,...,0) (chaque série de & 

A., x 
admet un polydisque sur lequel elle converge) . En général on a : 

k(z ,z2,.,.,zn} 
6 = _ 
X,x ideal 

Soit f un morphisme de X dans Y , alors f induit un homomor-
phisme de (S „, x dans noté f Y, f(x) X, x x 

(V. 3. 2) Un morphisme f de X dans Y est dit étale si f est 
un isomorphisme pour tout x£ X . 

Soit X un espace analytique, on définit la catégorie #t de la 
X 

façon suivante : les objets sont les couples (Y, u) où u est un mor
phisme étale de l'espace analytique Y dans l'espace analytique X ; 
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(V. 3. 3) Un pré-faisceau (en groupe commutatif) P sur #t est 
X 

défini par les données et propriétés suivantes : 
i) un groupe abélien P(Y) pour tout (Y,u) de <$t ; 

ii) un homomorphisme P(î) de P(Y^) dans P(Y^) pour tout 
morphisme f de (Ŷ  , u^) dans (Ŷ  , ' 

iii) Soient fj (resp. f̂ ) un morphisme de (Y^,u^) dans 
(Y2,u2) (resp. (Y2, u2) dans (Y^,^)), alors on voit que 

et de plus on impose 

p(f2.f1)=p(f1).p(f2) 

P ( I D Y ) = i V ) 

On dit que P est un faisceau si pour chaque [Y. • Y} £ Cov(Y) 
la suite 

0 , P(Y)-^U | | P ( Y ) - 6 - » T T P ( X . X X Y ) 

i K j 

est exacte. Ici a désigne l'homomorphisme 
T7 ( P ( Y ) — » P(Y.); 
i 

et 0 est ainsi défini de la façon suivante : 

un morphisme f de (Ŷ  , u^) dans 
(Ŷ  , u^) est un morphisme f de 
Yj dans Y^ tel que 

u2 . f = Uj . 

Le produit dans <$t est le 
.X. 

produit fibre Y1 x Y . En parti-
culier si , Y^ , Y^ sont affinoi'de s 
on a 

Y1 XVY ~Sp(0(Y ) ® ®(Y?» « 
1 X Z 1 Ô(X) 2 

Soit (Y,u) un objet de <$t , un recouvrement de (Y,u) est une 
famille (Y. —* Y), telle que uof, soit un morphisme étale (ou ce 

î i i 
qui est équivalent f̂  est étale), {^(Y^))^ est un recouvrement or
dinaire de Y qui peut être raffiné par un recouvrement affinoi'de ad
missible de Y . Nous noterons Cov(Y) une famille de recouvrement 
de (Y,u). 
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les deux applications Y. x„ Y. 
î x j 

Yi donnent deux applications 

on pose : p ((a.)) - (ï̂ Ca.) - M ^ ) ) ^ j 

(V. 3. 4) Une suite exacte courte de faisceaux, notée 

0 • P1 —p2 -6—> P3 • 0 
est défini par les données et propriétés suivantes : 

1) pour chaque (Y , u)g#t une suite exacte 
X 

0 > p^Y) i* P2(Y) • P3(Y) . 

Pour chaque morphisme de (Ŷ  , u^ ) dans (Ŷ , u^) on a le diagram
me commutatif 

2) Pour chaque §£P3(Y) il existe un recouvrement 
(Y • Y).çCov(Y) et des éléments rj^P^Y.) avec 

B Y ( r i i ) = (P3(Y) > P3(Y.))(g)=("5 |Y.") . 

On peut alors définir les groupes de cohomologie, [38], notés 
HÏt(X.-J : 



180 

1) H° (X, P)=P(X) 

2) (X, -) est le i-ème foncteur dérivé de H^(X, -) 

Pour chaque suite exacte 

0 > P1 • P2 • P3 • 0 

on a une longue suite exacte de cohomologie : 

(V. 3. 5) Exemples de faisceaux sur <£t 

X 
1) Ee faisceau & , Y» • G(Y) . 
2) Ee faisceau ®* , Yi • &(Y)X . 
3) Soit A un groupe commutatif, le faisceau constant A est 

défini par A(Y)= An où n est le nombre de composantes connexes 
de Y . 

4) Soit £> 1 un entier, on définit le faisceau fu par 
•^(Y)= C§€^(Y)| S* = l} • 

(V. 3. 6) PROPOSITION. - Soit K un corps complet, algébriquement 
clos et t un entier qui ne divise pas la caractéristique de K . Alors 
on a la suite exacte de faisceaux sur #t : 

X 
0 • m • &X — — • • 0 . 

' l 

DÉMONSTRATION. - Pour chaque Y , la suite 

0 > JU (Y) • fc(Y)x —=̂ -> fc(Y)* 
est exacte. Soit §g&(Y)x . Il faut trouver un recouvrement étale 
(Y.—• Y) de Y tel que l'image de § dans chaque $(Ŷ )* a une 
racine & -ième. D'abord on prend un recouvrement affinoi'de 

ét 
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(V. 3. 7) COROLLAIRE. - Soient t un entier qui ne divise pas la ca
ractéristique de K , X = {z^K||z|=l}. Alors on a : 

Hét (x,Ht)= Z A Z ' -

DÉMONSTRATION. - La suite exacte de V. 3. 6 donne la longue suite 
exacte de cohomologie : 

(*) o—• -k/i-k—• &x(X)-^-> GX(X) > H^t(X,p ) • H*t(X,GX)—• .. 

On peut vérifier que H1(X, GX ) = H* (X, Gx ) ; ainsi I. 6. 2 montre 1 et 
que H^(X , G ) = 0 . Il est d'autre part facile de vérifier que 
GX (X) / x . .t *&/ . Le corollaire est donc conséquence de la © (X.) 
suite (*) . 

(V. 3. 8) COROLLAIRE ([10]).- Soient t un entier qui ne divise pas 
la caractéristique de K , Q = JP(K) - JP(k) . Alors on a : 

H^(Q , |j )-[courants sur T à valeurs dans TL/^ MQ(£)® Z/^ z 

~GX(Q)/^(Q).* _ 

admissible {Z.} de Y. On définit Y. = Sp( &(Z ) [T] / (Tl - g) ) 
(nous écrivons § pour l'image de § dans G(Z.)). Il reste donc à 

1 -1 
montrer que Y^—• Z^c Y est étale. Soit z un point de Ẑ  ; f (z) 
est constitué de l points de Ŷ  , notés â , a^-.-.a^ . L'élément 
Ç dans G^. a une racine £-ième parce que § = X où X f k* 

i' 
et où b appartient à l'idéal maximal de G . Soit T | É G _ une 

Z^, z Z^, z 
racine £-ième de Ç . On vérifie que : 

l CJU l 1 l 

où ou € u Ie groupe d'ordre i, des racines £-ièmes de l'unité de k 
Cela montre que 

^Y a ^ ^Z z Pour chaque a. . , a. ., z j 
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DÉMONSTRATION. - La suite V. 3. 6 donne la longue suite exacte de 
cohomologie 

On peut aussi vérifier que H1 (Q , &x ) = H1 (Q , &x ) et (I. 8. 2) dit que 
1 y 

H (Q , & ) = 0 . Ce qui avec (V. 2. 3) montre le corollaire. 
• 1 

REMARQUES. - On sait (1.6.1) que H (X,[U )=0 si 
X={z€K| |z| = lj , or H*t (X,^ ) = ^ . 

On doit avoir ([38]) H1(X,m )<= • H*(Xf/)j ) 
<{/ et £ 

H* (X , -) = H* (X, -) (pour et et 

Het(Xan'^»=Hét(Xalg'^) 
courbe complète non singulière. 

X espace 
analytique) 

si X est une 
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CHAPITRE VI : TORES ANALYTIQUES 
ET VARIÉTÉS ABÉLIENNES 

VI. 1. - Le cas complexe 
VI. 2. - Le cas non archimédien 

y or 
VI. 3. - L'espace analytique G = (k ) 
VI. 4. - Le tore analytique TT = G/A 
VI. 5. - Les fonctions méromorphes sur TT = G/A 
VI 6. - Tores analytiques et variétés abéliennes 

Nous rappelons la relation entre tore analytique sur <C et variété 
abélienne sur <C (VI. 1) , nous présentons ensuite le problème analogue 
pour le cas non archimédien (VI. 2) . Ceci nécessite d'abord de dé-
finir l'espace analytique G = k et en particulier d'étudier les fais
ceaux des inversibles et 77( des fonctions méromorphes (VI. 3) . 
Ceci nous permet alors de construire le tore analytique TT (VI. 4). 
Le faisceau %l des fonctions méromorphes sur TT introduit naturel
lement les fonctions thêta (VI.5) qui sont fondamentales pour carac
tériser les tores analytiques qui sont des variétés abéliennes (VI. 6) . 

VI. 1 . - Le cas complexe 

DÉFINITION. - Un tore analytique (de dimension g ) est le quotient 
du groupe analytique par un réseau A (donc 7L ) . 
On a le résultat classique suivant : 
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(VI. 1.1) PROPOSITION. - Soit G un groupe analytique sur <C 
(i. e. un groupe de Lie complexe) , connexe et compact. Alors G est 
un tore analytique. 

DÉMONSTRATION ([41], D. Mumford, Abelian varieties, p.1,2). -
Soient X une variété analytique de dimension n et xç X . L'espace 
tangent T de X au point x est le (C-espace vectoriel des ap-X, x 
plications C-linéaires D • [fonctions holomorphes au voisinage 
de x } -• <C et qui satisfont D(fg)= f(x) D(g) + g(x) D(f) pour tout 
f et g holomorphes au voisinage de x . Les éléments D sont ap
pelés les dérivations au point x et T est un (C-espace vectoriel 

X, x 
de dimension n . 

Soient X et Y deux variétés analytiques, cp une application ana 
lytique de X dans Y et y= <p(x) . Alors Cp induit une application 
<C-linéaire dcp de T dans T définie par 

X,x Y,y 
dcp(D) (f) = D(f « Cp ) . 

Un théorème élémentaire de la théorie des groupes de Lie dit que 
pour chaque v£ V = • T̂ , ̂  , v/ 0 , il existe un homomorphisme 
unique de (C dans G tel que (d^) (1)= v ; ici homomorphisme 
signifie application analytique qui est un homomorphisme de groupe, 
de plus, on identifie T ^ à C par —;— —• 1 £ <L . On sait en ^ C , 0 r dz * 
outre que l'application $ (z) : <CxV—• G est analytique et que l'ap
plication exp : V—• G définie par exp(v) = $̂ (1 ) est localement 
un homéomorphisme. 

Montrons d'abord que G est un groupe commutatif. Soient 
x£ G et c l1 automorphisme intérieur de G défini par y»—*xyx *. 
L'application dc^ de V dans V est C-linéaire et dépend analy-
tiquement de x . On définit ainsi une application analytique de G 
dans G1(V) . Les composantes (dcx). de la "matrice" de d c^ 
sont holomorphes sur G , comme G est compact, le principe du 
maximum montre que les fonctions (de ). . sont des constantes. 

x7i,j 
Ainsi donc de =H pour chaque x£ G . 
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L'application <$' = c o $ est u n homomorphisme tel que v x v 
d$'(l) = v . L'unicité d'un tel homomorphisme implique que = $' v v v 
et donc que x$^(z) = ̂ (z) x pour tout x£G et z£ (C . Ainsi 
exp(V) est contenue dans le centre de G et comme G est connexe, 
exp(V) engendre G . Ainsi G est commutatif. 

Enfin soient , v^ç V-{0] , l'application $ : (C—• G définie 
par $(\)= $ (X) $ (X) est un homomorphisme tel que 

Vl V2 
d$(l) = y, + v_ , donc $ =$ , ; il s'ensuit que l'application 1 2 +v^ 
exp : V — • G est un homomorphisme surjectif de groupe analytique. 
Le groupe G étant compact, le noyau de exp est donc un réseau A 
de V et ainsi G est isomorphe à V/A . 

(VI. 1.2) DÉFINITION. - Soit k un corps, une variété abélienne A 
sur k est une variété projective connexe qui est un groupe algébrique. 

Ce qui veut dire qu'il existe (j : Ax A—>A (multiplication), 
i : A—• A (inverse) , e : A—• A (élément neutre) qui sont des 
morphismes de variété algébrique avec les compatibilités usuelles 
correspondant à l'associativité et aux propriétés de l'élément inverse 
et neutre. On peut alors démontrer que la multiplication est commu
tative ([28], [56] ) . 

Si k = <E , la variété abélienne A est canoniquement munie d'une 
structure de groupe analytique, compact et connexe; Ainsi donc 
(VI. 1.1) montre que A est isomorphe (comme groupe analytique) au 
tore analytique <C /A où g = dim A et A est un réseau de C . 
La proposition qui suit donne une condition nécessaire et suffisante 
sur le réseau A pour que le tore analytique (Ĉ /A soit une 
variété abélienne. 
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(VI. 1.3) PROPOSITION. - Le tore analytique <Eg/A est une variété 
abélienne si et seulement si il existe une base f e„ , ... , e ] de <C g c 1 gJ — 
et une base { X-j » '̂ "Zĝ  — ^ teHe Que ̂ a matrice M des {\.} 
dans la base [e^ soit de la forme 

où Z est une matrice sy
métrique et où im(Z) est 
définie positive. 

Pour la démonstration, on peut consulter Griffiths et Harris, 
Principles of algebraic geometry, [26], Swinnerton-Dyer, Analytic 
theory of abelian varieties, [58] . 

VI. 2. - Le cas non-archimédien 

Si k est un corps value complet ultramétrique, le groupe (additif) 
kg n'a pas (en général) de sous-groupes discrets. On prend donc, comme définition de tore analytique, le quotient (k* )g/A où A est un 
sous-groupe discret de rang g . L'analogue dans le cas complexe est 

donné par l'isomorphisme <Cg/A > <CXg/A' où A contient la 
g 2niẑ  2nizg base canonique de <C , e(z , z?, ... , z ) = (e , ... , e ë) , A' = e(A) 

le. g 
et "e est induit par e . 

Le problème qui se pose est le suivant : soit Q un groupe analy
tique sur k (par exemple Q = A une variété abélienne sur k ) ; 
Q est-il un tore analytique ? Il y a (au moins) deux obstructions. 

1) La multiplication u : Q y Q—• Q définit un homomorphisme 
u# : & • §_ <§> (9„ où est le complété de l'anneau des 
M Ç, e Q,ek<3,e Ç , e ^ 
fonctions holomorphes au voisinage de e (élément neutre de Q ) 
pour la topologie Sfö-adique (SOI est l'idéal maximal des fonctions ho
lomorphes nulles en e ) . L'anneau ®^ ^ est isomorphe à l'anneau 
des séries formelles k [[ X^ , ... , X^J où n = dimQ . L'application 
M* : klXr......Xn3^k^ 
est déterminée par F.(X, Y) = u*(X.) £ k[[X, YJ . Posons 
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x 8 
VI. 3. - L'espace analytique G = (k ) 
Pour simplifier, supposons désormais k algébriquement clos. 

(VI. 3.1).- Définition de l'espace analytique G = (k ) 

La variété algébrique affine définie par l'algèbre 

a une structure canonique d'espace ana-
k[Tr...,Tn , s r . . . , s j 
(TiS1 -1 , ... , T S -1) 1 1 n n 

x £ 
lytique (III. 4. 5) . Cet espace sera simplement noté G ou (k ) 
L'ensemble 

Gn={z = (zr...)Zg)6kxg| I n r s I z . N n r 1 1 pour lSi<g} 
est un ouvert affinoi'de admissible de G (on a toujours 0< |n|< 1 ) 
et on a G= U G . L'algèbre &(G ) s'identifie à l'algèbre n>l n n 

{ S avzV| lim |a | |n| = 0 } . 
vç Zr V v 

Ainsi &(G)= lim G (Gn) s'identifie à l'algèbre 

V -2lvil { 2 avz I lim lavl R 1 " 0 pour tout R > 0 } . 

Il suit de (III. 8.4) que l'anneau ©(G ) est factoriel. 
n 

F = (F„ , F_ , ... , F ) , l'associativité et la commutativité de u im-1 2 n' 
pliquent que F est un groupe formel commutatif de dimension n . 
Si G ̂  (k* )n/A le groupe formel associé est G*1 où G est le 

m m 
groupe formel multiplicatif. Or en caractéristique positive, une 
variété abélienne peut avoir un groupe formel non-isomorphe à (îf̂  
[62] . [29] . 

2) Dans le cas où n= 1, nous connaissons déjà une autre obstruc
tion (§ .IV. 1). En effet, A (= courbe elliptique = variété abélienne 
de dimension 1 ) est un tore analytique si et seulement si la réduction 
de A (stable sur un corps k assez grand) est une courbe rationnelle 
ayant un point double ordinaire. Ce même phénomène existe pour n>l . 
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Le faisceau sur G 

(VI. 3. 2) PROPOSITION. - Tout élément inversible de &(G ) 
s'écrit sous la forme X z1 (1+h) où X £ kx , 
a = (oc^, OC^» • • • > oc )£Zg, h est une série sans terme constant telle 
que ||h|l<l . 

DEMONSTRATION. - Pour g = 1 cette proposition est (I. 8. 5) . 
Pour g> 1 , on utilise le lemme suivant : 

(VI. 3.3) LEMME. - Soient X un affinoîde connexe, p g |kx| , p <1 , 
Y=Xx{z£kx| pS | z | S p * } . Alors tout élément inversible f de 
$(Y) s'écrit sous la forme f = £ f ® avec f £ &(X) , 

ncl n n 
lim llf ||„p -0 et de plus il existe un entier n tel que I | k 11 n"X o — 

|f (x)||z°|>|f (z)| |z J pour tout n/n , (x,z)çY et f £ &X(X) . 
no o 

DÉMONSTRATION. - Puisque 

G(Y)=G(X)® { S a zn| lim |a | p_,n| = 0} 
K n 11 jnj ->oo 11 

il suit que tout fç&(Y) se décompose de façon unique sous la forme 

f = £ f ®zn avec f £&(X) et lim llf II p"'n' = 0 . 

Si f est inversible (II. 4. 5) il existe a>0 tel que 

(#•) |f(x,z)|> a pour tout (x,z)£Y. 

Il existe un entier Nq tel que pour tout jn|>No on ait 

(**) lfn(x) I I <a pour tout (x, z)CY. 

Soit et 

X_={x€X| |f_(x)||zm|>|f^(x)| |zn| pour tout n et z} . 

Il est donc clair que X ^ = $ pour | m | > N Q . De plus (X- ) et (•*•*) 
montrent que pour | m| SNq on a : 

X =fx€X||f (x)||zm|>|f (x)||zn| pour |n|SN et pour tout z} 
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En effet, les inégalités |f (x)| | z m | > | f (xij |znj impliquent que 
|f^(x)| |zm|^a pour tout z ; sinon on aurait |̂ n(x)l I2" |<a 
pour tout n et un certain (x , z ) ce qui contredit . Ainsi X est ^ o o' ^ ' m 
un sous-ensemble rationnel. 

Soit X Q Ç X. La proposition (VI. 3. 2) pour g= 1 , montre que 
pour la série inversible £ f (x )®zn il existe un entier n tel 

n n ° Xo 
que : 

nx If (x )| |z °| >|f (x )||zn| pour n^n ; 1 n o ' 1 1 1 n o 1 1 1 ^ X x o o 
ce qui montre que Xfl . Si x^£ X , la même remarque montre 

xo 
que : 

if (x. )| I zmJ> jf (x, )| I zn| pour tout n/ m . " m l " 1 1 n i ' 

Ainsi X HX = Çi si m / m ' . La famille [X 1 pour |m| S N m m ' ' L mJ ^ 1 1 o 
est donc une partition de X en sous-ensembles rationnels, comme X 
est connexe, cette partition est réduite à un< élément, ce qui montre le 
lemme. 

Ce lemme nous permet de terminer la démonstration de (VI. 3. 2) . 
Un élément f de & (Gn)* (&^2) s'écrit sous la forme 

f = S f.zj 
i£Z 1 1 

où f.(z ,...,z )=£ a1 zV converge pour |nj SJz.[s|ïïj , 2^ i< g . i 2 g V i 
D'après le lemme (VI. 3. 3) il existe i tel que f. soit inversible 

o 
et : 

i |f. (z2,...,z )z10|>|f.(z2,...>z )z\\ pour i/io. 

o 
Par récurrence sur g , il existe V tel que i o i i o v , , o v « z o I a q z |>|a z 1 pour v/v et pour tout z^,...,z 

On montre facilement, à partir de (I. 3.1) , que : 

max |f.(z-, ... ,z )I = max i a1 z^I . 1 i 2 g 1 ' V 1 
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On déduit alors facilement que 
i i o . j O o V i . i i V , , , ox 

'ao Zl Z l > l a v z i z I pour (I'v)^(10>v ) V 
et pour tout z j , ẑ , . •. , zg tels que | TT | n ^ J ẑ  | ̂  j TT | n . Ce qui 
démontre la proposition (VI. 3.2). 

(VI. 3.4) PROPOSITION. - L'homomorphisme 
0 0 0 0 

d • M HgJ • M HG)y 
n=l n=l 

défini par 

est surjectif. 
d ( f 1 . f 2 . £ 3 . . . . , = ( f 1 ^ 1 . v ; 1 . . . . ) 

DÉMONSTRATION. - Soit u = (u , u , ... )€ | | & (GJ* . D'après 
n = l a 

(VI. 3.2), u se décompose sous la forme u = X z (1 +h ) avec v ' n n n n 
XÉk* , c l é %>g et || h || <1 - On a : n n n o n 

a . , a ~ 

u = v.w ou v= (k^z 1 , \ z ... ) et w= (l+h1 , l+h2, ... ) . 

On a : a 
i V 

v = d(l , ôt > oT >•••)• 
Posons : 1 2 f1= (l+h1)(l+h2)(l+h3)( 

f2 = (l+h2)(l+h3)... 

f3= (l+h3)(l+h4). .. 

ni n 1 
On a l l h n l l G ^ l11! "x l l h n " G <ITTI " > donc le Produit infini fj 
converge sur* G, , de mêmenf converge sur G . Il est alors clair e 1 n n 
que w = d(f̂  , f2» f̂> .. 
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DÉMONSTRATION. - 1 ) On a $(G)* = lim Ô(G )X et on déduit de 
(VI. 3.2) que &(G)X = [X za | X £ kx , a £ Zg } . Soit fç&(G)X , on a 

an fI^ = X z (1+h ), on montre facilement que \ = X et l(Jn n v n n n+1 
a =a et h I = h . Comme ||h || S Jn | ||h ̂ . || n n+1 n+1 G n " n+l"G ' " n+lnG , *, . , n n n+1 on déduit que h = 0 . 

2) Soit JC un faisceau inversible sur G , il suffit (III. 8. 2) de 
montrer que Z est trivial. On a X j — • ®(Gn^~ puisque 

n ^ 
Ô(G ) est factoriel. L'application CD 0 cp „ I _ définit un isomor-n n n+1'G n 
phisme de &(Gn)~ , donc cette application est définie par f i—• fu^ 
où u g ©(G )X . D'après la proposition (VI. 3.4) il existe n n 
v = (v̂j , v̂ » ... ) » avec £ &(Gn)X tel que v = d(û  , v̂ i ... ) • 

cp .v 
Soit A l'isomorphisme ¿1 $( G )~ —̂* $(G p , on a 

¥n 1 G n' n 
n 

\|f | = \|f . Ainsi donc on a un isomorphisme ^ de Z sur ô , 
n 

ce qui prouve que £ est trivial. 
3) On a 771(G) = lim 77l(G^) , où 5̂ (Gn) est le corps des fractions 

de l'anneau factoriel G(G ). Soit f£^(G) alors fI s'écrit 
n 'G a /b avec a , b £ &(G ) et p. g. c. d (a , h ) = 1 • n' n n n^ v n7 r to v n un' 

an+l a 
Puisque • " = ~~~~~ sur G , il existe u ç &(G )x tel que ^ b „ b n n^ v n ^ n+1 n a = u a et b = u b (car &(G ) est factoriel). D'après n+1 n n n+1 n n n 

(VI. 3.4) il existe v = (v , , ... ) £ J J ^(G^f tel que 
(Ul,u2,...)= d(v) . 

(VI. 3. 5) THÉORÈME. - Soit G= U G - (k* )g . 
" n>l n 

1) Alors ©(G)X = [ X z a j X € k X et a Ç Ig] . 
2) On a H1 (G, &*) = {!} . 
3) Soit 771 le faisceau des fonctions méromorphes sur G . Alors 

771(G) est le corps des fractions de Ô(G) . De plus tout élément de 
771(G) s'écrit sous la forme 9 /0 où p. g. c. d (8 |r , 9- |r ) = 1 

o 1 o v_rn l Gn 
pour tout n > 1 ; cette décomposition est unique aux éléments de 
®(G)* près. 
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Si on pose a = v a et b' = v b on a a „1 = a et r n n n n n n n+1 'G n n 
b' H L = b' . Il existe donc a', b'ffÔ(G) tels que a'I = a' et n+1'G n 'G n n a» n 
b'I = b' . Ce qui prouve que f = — avec p. g. c. d. (a'| , b'| ) = 1 . On n b G G 11 n n 

VI. 4. - Le tore analytique T = G/A 

VI. 4.1.- Définition du tore analytique TT = G/A 

Un sous-groupe A de G = (k* )g est discret (par définition) si 
pour tout U affinoi'de et admissible de G, U f) A est fini. Soit 
t : G -¥ IRg l'homomorphisme défini par : 

£(z1,z2,...,zg) = (-log|z1J, -log |z2), ... , -log |zg| ) . 

Alors A est discret si et seulement si t{A) est discret dans IRg 
et si ker A est fini. On considère désormais le cas où rg(A) = g 
et ker£ = fl] (A-Zg). 

Définissons maintenant la structure analytique sur TT = G/A . 
Soit p la surjection canonique de G sur T . Un ouvert Y de T 
est admissible si Y = T ou si il existe un admissible U de G tel 
que p|^ soit une bijection de U sur Y . D'autre part, les re
couvrements admissibles sont les recouvrements finis. Enfin le fais
ceau structural Ô est défini par &(T)= k et $(Y) = S(U) si 
Y et si pĵ j est une bijection de U sur Y (il est facile de 
vérifier que ®(U) est indépendant de U). 

(VI. 4. 2) DÉFINITION. - Un espace analytique X est séparé s'il 
possède un recouvrement (X.). par des affinoi'des admissibles tels 
que : si X. DX./of , alors X. D X. est affinoi'de et l'homomorphis -
me canonique &(X.)ê, &(X.) • &(X. flX.) est surjectif. 

i k j i J 
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(VI. 4.3) DÉFINITION. - Un sous-ensemble rationnel (réduit) Yj 
d'un affinoi'de Y^ (réduit) est dit intérieur à Y^ et on le note 
YjCdY^ s'il existe une représentation de Y^ de la forme 
Y = { z£kn| jz.|< 1 et f.(z)=0} et 0<p<l tel que 2 1 J 
Y1c{z.çY2| |z.|S p pour tout i] (l'algèbre réduite S(Y^) étant iso
morphe à k <T„ , ... , T > /(f.(T) ) ) . 

1 n j 
(VI. 4. 4) DÉFINITION. - Un espace analytique X est dit complet si X 

n admet deux recouvrements finis par des affinoi'des, [X.J , n ii-l 
fX'}. , tels que X'CC X. pour l.< i< n . L i 1=1 i i 

La notion d'espace analytique complet correspond à la notion d'es
pace analytique compact sur C . On peut vérifier aisément qu'une 
variété projective sur k est un espace analytique complet. 

(VI. 4. 5) PROPOSITION. - Le tore analytique TT = G / A est un es
pace analytique séparé et complet. 

DÉMONSTRATION.- Soit n£ k , 0<|TT|<1 , tel que : 

A f l fz£kgi \TI\2S |z |^|n| "2 pour tout lSiSg) = fl). 

Soient Y l'image de [z£kg| |TÎ|2^|Z. |^|TT |"2 , 1< i< g } dans TT et 
Y' l'image de f z g kg| |n | < | z \S |TT| , 1< i< g ] dans T . L'espace 
T est recouvert par a.Y', a_YT,...,a Y' pour a.,..., a £T 

1 2 s 1 s 
convenables. Clairement [a^Y , a^Y , ... , agY ] est aussi un re
couvrement de T et on a a. Y'CC a_̂Y pour 1^ i< g . Ce qui prouve 
que TT est complet. Il est facile, en considérant le recouvrement 
{a.Y}. de montrer que T est séparé. 
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VI 5. - Les fonctions méromorphes sur T - G/A 

(VI. 5.1) PROPOSITION. - Soit ÏÏ( le faisceau des fonctions méro
morphes sur T . Alors : 

=?n(G)A = [f €^(G) | f(\ z) = f(z) pour tout X̂ A et z£G}. 

Tout f^(G)A , îjf 0 s'écrit f= So/01 avec 0.£&(G) et_ 
9.(Yz)= Z^(Z) e.(z) pour tout Y£A et zçG. De plus Z^(z)£&(G)x . 
Les fonctions 0^ s'appellent des fonctions thêta pour le facteur d'au-
tomorphie Z — y 

P 
DEMONSTRATION. - La surjection G • T induit une injection de 
711(11 ) dans 77((G) dont l'image est 77l(G)A . Soit fç^(G), le 
théorème (VI. 3. 5) dit que f=0 /0 . Or si f£^(G)A , on a 

0o(Yz) ° 
f(z) = f(vz) = : ~ , l'unicité à inversible près du théorème (VI. 3.5) 

01(Yz) 
montre qu'il existe Z^£&(G)X tel que 0.(yz) = z^(z) 0.(z) 
pour tout zç G . 
(VI. 5. 2) LEMME. - Le facteur d'automorphie Z^ a les propriétés 
suivantes : 

1 x 

i) y 1—• ZY est un l^co cycle de H (A,&(G) ), c'est-à-dire 

Z (z) = Z^(Y'Z) Z^T (z) pour tout Y'Y'iA et G . 
ii) Chaque 1-cocycle y» de H1(A,(^(G)X) est de la 

^ A2 a2l g forme z (z)= d(y) CT(Y)(Z) où Œ : A — • H = { zy z ̂  ... z g I & € Z } 

est un homomorphisme de groupe ; d(y)€kx et satisfait 

d(YY') d(Y)"1 ̂ Y')"1 = cr(Y')(Y) . 

iiLi) Soit q : A x H > kx défini par q(y , h) = h(y) . Alors 
q (y1) (y) = q(y » 0"(y ')) et l'application de AXA dans kx définie par 
(Y'Y1)* • q(Y » ct(Y')) est symétrique et bilinéaire. 
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iv) Il existe une application bilinéaire symétrique 
p : A x A -—> k et un homomorphisme de groupe c : A——* k tels 
qAie : 2 

zy = c(Y) p(Y > Y ) cr(y) et p(v.Y') = q(Y > ° (Y 1 )) • 

DÉMONSTRATION. - i) , ii) , iii) sont clairs. Pour iv) , soit 
Yi»Yo»-'-»Y une base de A et soient p(Y.,Y.)€k* tels que 

g 2 1 
p(yi»YJ.)= p(Yj» YA) et P(Y-Yj) = q(Yt» cj(yj))- Alors p se prolonge 
en une application bilinéaire de A* A dans k* . En plus on a 
Z Y = C(Y) p(Y»Y) C7(Y) pour c(y)£kx . Enfin ii) montre que c est un 
homomorphisme de A dans k* . 

(VI.5.3) DÉFINITIONS. - Soit Z ç H* (A , ®(G)X ) , un 1-cocycle. 
On note L(Z) l'espace vectoriel des fonctions thêta ayant Z pour 
facteur d'automorphie, c'est-à-dire : 

L(Z) = £fg <&(G) | f(z) = Z (z) f(yz) pour tout y|A ,z^G) . 

On note toujours H le groupe 
a- a a 

H= {z 1 z/... z g| a =(a1,...,a)6ZgJcô(G)x . 
1 ^ g 1 g 

On note F l'espace vectoriel des séries formelles £ a. h . 
h"€H h 

Le groupe A agit sur F par 

(S a h)Y = S a, h(Y) h . 
h h h h 

Enfin on note L (Z) le sous-espace vectoriel de F ainsi défini 

L°(Z) = {fÇFJ f=Zy fY} . 
On a : 

Ô(G)C—• F et L(Z)<=-* L°(Z). 

Les relations entre L(Z) et L (Z) sont données par le lemme 
suivant : 
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(VI. 5. 4) LEMME 

i) L (Z) / (0) si et seulement si il existe hg H avec 
Z^ = q(y , h) pour tout y g ker cr . 

ii) Si L° (Z)/ (0), alors dim L° (Z)£ card(torsion (H/y ( A ) ) ; 
on a une égalité si a est injectif. 

iii) L(Z) / (0) si et seulement si L°(Z)/(0) et 
I q(Y » c(Y)| < 1 pour tout Y€ A tel que a (y) / 1 . 

iv) Si L(Z)/(0), alors L(Z)=L°(Z) . 

DÉMONSTRATION. - Soient H' , H" des sous-groupes de H , A ' un 
sous-groupe de A tels que H'© H" = H , a (A)CH' , H ' / a ( A ) soit 
un groupe fini et A ' © ker o ~ A ( A 1 existe parce que A/ker a est 
sans torsion). Soient , w^, ... , w_ un système de représentants 
de H' modulo a ( A ) . 

Chaque f£ F s'écrit de façon unique sous la forme 

Comme Z (z)f(yz)= 2 a. ,nq(y,w. h") Z Y i, V , h" • i 
fçL (Z) équivaut à 

w. 
V Y 1 

t. h" , la condition 

pour tout Y € A 

a- un q(Y > w. , h") Z = a. i,V,h" nv i y i»V,h pour tout Y€^er 0" 

Soit donc en posant a. = a i,l,h 

a. , h' = q(Y , w. h") a. i i h" 

a. , h" / 0 Z =q(y,(w.h") ) pour chaque y g ker CJ . 

La partie i) en est bien une conséquence. 
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Le théorème qui suit caractérise les tores analytiques qui sont 
des variétés abéliennes. 

Soit Hq = [h g H j q(y , h) = 1 pour tout vçkera]. Alors H^DjfA) 
et Hq C [hg H | j q(y, h)|= 1 pour tout vcker a] = . Comme la 
forme |q| est non-dégénérée, on a : 

rang(Hj) = n-rang (ker a) = rang (a (A) ) . 

Il s'ensuit que H^cH^cH' . Donc, pour chaque i£[l,...,t] , il 
existe au plus un h"£H" avec a. . „ / 0. Alors 

î, h" 
dim L°(Z)<t = card(H'/a (A) ) et (ii) est démontré. 

Estimons les valeurs absolues des coefficients d'un fç L (Z) . 
On a : 

a. _ ,, Z w. h" = a. , ,, q(v,w.h") c(v)p(v,V) CJ(V) W. h" . i,V,h" V î î, h" î ' v 7 7 î 
Supposons a. ,,^0 et V^O , VgA' . La convergence sur G de f î, n 
implique que la série 

S a. q(nv,w. h") c(n V ) p(n V , n v ) a(n V) w. h" 
n>l I'h 1 1 

est aussi convergente sur G et donc |p(v » V) | < 1 . 

D'autre part, |p(v,v)|<l pour tout VÇ A' , V / 0 , implique que 
la forme < V , V ' > = -log | q ( v , a (V )) | sur A'yA' est symétrique 
et définie positive. 

2 
Donc < V , V > > c E v i o ù c > 0 etoùV a pour coordonnées 

V. pour une base de A' . On déduit facilement que f£ L(Z) 
Cela démontre (iii) et (iv) . 

VI. 6. - Tores analytiques et variétés abéliennes 
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L'indépendance algébrique de f , ... , f implique que les éléments 
ro ri r g t 

f fi Q ...6^1 S r. = 1 constituent une famille libre de L(Z ) . *• o O g 1 
Ainsi dim L(Z^) > (^gg) • 

D'après (VI. 5. 4) on a : 

dim L ( Z ^ czrd(H/c(A)1 ) . < constante ̂ rang(A) . 
torsion 

Donc rang(A) = g et ainsi <j satisfait a) et b) d'après (VI. 5.4, iii)) . 

L'implication 3) =* 2) est la partie la plus délicate de la démons
tration. 

Le lemme qui suit permet de plonger G/A dans un espace pro-
jectif. 

(VI. 6. 1) THÉORÈME. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) Le tore analytique G/A est une variété algébrique. 

2) Le tore analytique G/A est une variété abélienne. 

3) Il existe un homomorphisme a : A • H tel que 

a) (j(Y)(Yf) = CT(Y')(Y) pour tout y f y ^ A ; 

b) la forme bilinéaire symétrique (Y>Y')' • - lo g | cr ( Y1 ) ( Y ) I 
est définie positive. 

DÉMONSTRATION. - L'implication 2) => 1 ) est triviale. Montrons 
1 ) 3). Les fonctions rationnelles sur la variété algébrique G/A 
sont des éléments de 7)\(G/A) et comme dim G/A = g on trouve que 
le degré de transcendance de 7î[ (G/ A) est supérieur ou égal à g . 
Soient f , f , ...,f £%l(G/A) et algébriquement indépendants. Les f. 

1 2 g î 
s'écrivent de façon unique (à inversible près) sous la forme f̂  = B^/Bq 
où ®(G) et sont des fonctions thêta relatives à un même facteur 
d'automorphie Z (VI. 5.1) . 
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DÉMONSTRATION. - i) Soient 0 € L(Z) , 0 ^ 0 ; a, b £ G et 
- 1 - 1 3 

0'(z)=0(za" )0(zb" )0(zab). Il est facile de vérifier que 0'̂ = L(Z ). 
L'ensemble analytique X = [zC G | 0(z) = 0 } est de codimension 1 
dans G . Ainsi, pour z donné, il existe a, b £ G tels que 
za \ zb \ z a b ^ X . Pour ce choix on a donc 0'(z) / 0 . 

ii) Supposons que fe^z^ , ... , G^z^) = C(0q(Z2) , • 
- 1 - 1 3 Soit f)CL(Z), T) / 0 . Alors r]'(z) = r\(z a )r)(zb )r](z ab) £ L(Z ) 

et donc r)'(ẑ ) = c T]'(z2) . Ce qui s'écrit 

T)(z1a'1)Ti(z1b'1) n(z1ab)= c ^ z ^ *) r)(z2b *) r](z2ab) . 

Cette égalité étant satisfaite pour tout bç G, l'argument utilisé en 
i) montre que la fonction a » • T)(ẑ  a " S a ~ ^ j n'a n* z^ros 

ni pôles. D'après (VI. 3. 5) il existe X € k* » h£H (qui peuvent 
dépendre de r] ) tels que 

(*•) T](T Z) = X h(z) r)(z) avec T - z^ z 1 . 

(VI. 6. 2) LEMME. - Soit Z un 1-cocycle associé à l'homomorphis-
rne a satisfaisant a) et b) de 3) (VI. 6.1). 

i) Soit z £ G , alors il existe S £ L(Z ) avec @(z) jf 0 . 
3 ii) Soient 0 , 0. , ... , 0 _ une base de L(Z ) et z, , ẑ É G . / v0 wl d • v / .— 1' 2^ 

Si les vecteurs (0 (z ) , 0, (z ) , ... , 0 (z )) et 
o 1 1 1 d 1 ^ 

(ê (z0) , 01 (z_) , ... , 0 (z_)) sont liés, alors z, z" g A . De plus 
Oc 1 2 CL C """ 1 cL 

pour tout zç G il existe OSi^d tel que 0̂ (z) ̂  0 . 
iii) Soit Cp : G • IP^ l'application définie par 
r 1 Cp(z) = 0 (z) , ... , 0 ,(z) . Soit z ç G , alors la dérivée (d Cp ) o a z ° 

est injective. 
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D'après (VI.5.4) les éléments -n. = £ q(y>w.) Z w. (i=l,...,t), 
1 y € a 1 Y 1 

où {w^, ... , w } est toujours un système de représentants de H 
modulo a (a) , forment une base de L(Z) . D'après (•*) on a 

T].(T z) = X. h.(z) T).(z) avec X.Çk* et h. g H . 
'i 7 i î 7 11v 7 i i 

On en déduit que h.£ CT (A ) . On écrit h.= a(y. ) et on trouve que -1 1 1 1 -1 
q(x y. , cr(y)) est indépendant de y et donc que q(x y. , Œ ( y ) ) = 1 1 - 1 t 1 
pour tout Y6 a et (t y. ) = 1 pour 15* i<t . Alors y^ = y ̂ • • • = yn > 
écrivons y pour y* = y^ • • • = Y et h = a (y ^ ) . 

' o 1 2 n o o 
De r}(T z ) = Xh(z) T)(z) on conclut que T ] ( t * z ) = constante h*(z) T)(z). 

Comme tt= y * on trouve h = h et X = X = ... = x . Si on écrit 'o o i t 
Z (z)= c(y) p(y > y ) ct(y) ( z ) , l'équation r).(T z) = \ h r\.(z) implique Y _i • î o 
q(ty , cr(y) w. ) = X c(y ) p(Y 'y )• La valeur de q(t y .h) ne dé-o 1 o o o ^ o 
pend pas de h£H , par conséquent T y = 1 et A . 

o 

iii) Soit E une dérivation au point z ° de G . Il existe 
b b £ k tels que : 

g 
Ef=(( 2 V ~-)f)(z°) . i=l i i ôz. 

Posons 

D = Z b. z 
i=l 1 1 ôzi 

La condition (d cp ) (E) - 0 équivaut à l'existence de c £ kx tel que 
z ° 

(De0(z°),... , Ded(z°))=c(eo(z«) ed(z°)i . 
3 

Autrement dit D 0 (z ° ) = c 0(z ° ) pour tout 0gL(Z ). En particulier, 
pour 0(z) = T] (a *z) T} (b * z) r)(ab z) avec r) £ L(Z) on a 

(**} Dr1(a"1z-) +Dn(b"1z°) + _Dr)(abz°) = q 
T] (a z° ) r](b z° ) f)(abz°) 

D T) (a~ ̂z ° ) 
L'argument utilisé en i) montre que a» > ^ n'a pas de 

n(a" z° ) 
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pôle. Posons f(t) = Dî1/tZQ J . On a donc f = £ a, h . 
"H (tz ) h$H h 

La relation f(a ) + f(b )+ f(a b) = c pour tout a,b£G implique que 
f est une constante c' . Il existe une forme linéaire t : H -+ k tel
le que D(h) = £(h)h pour tout hÇH . 
Soit T) = 2 q(Y'w-) Z w. . L'égalité D r) = c r\ implique t(h) - c 

i, Y i Y 1 sc 
' • Y 

pour chaque hf H parce que chaque h£H a un coefficient rion nul 
dans t) . Done I - 0 et D = 0 . 

(VI. 6. 3).-Fin de la démonstration 

L'application cp : G / A — — • IP^ , donnée par (VI. 6. 2, iii) est 
propre. D'après un résultat de R. Kiehl [32], l'image X de cp est 
un sous -espace analytique de 3P^ . Le théorème GAGA [53] (c 'est-
à-dire la version en géométrie analytique rigide) dit que X est en 
plus algébrique dans IP^ . De (VI. 5.5) on tire que Cp : G/A • X 
est bijective et localement (pour la topologie induite par k ) biholo-
morphe. Nous avons besoin d'un résultat de H. Grauert - L. Gerritzen 
[19] : 

Soient A et B deux algèbres affinoi'des réduites, f un homo-
morphisme de A dans B , Y = Sp(A) et X = Sp(B) et 
Cp = Sp(f) . On suppose que cp est un homéomorphisme et que cp 
induit un isomorphisme de © , sur & ̂  pour tout x £ X . 

Y,Cp(x) X, x 
Alors f est un isomorphisme. 

Cela montre que l'inverse de cp : G/A——• X est une application 
holomorphe sur X . 

Finalement, la structure de groupe sur G / A est transplantée 
sur X . La multiplication (j, : Xx X ——• X (par exemple) est un 
morphisme analytique entre des variétés projectives. Utilisant 
GAGA [53] on trouve que (a est un morphisme algébrique. Donc X 
est une variété abélienne, isomorphe à G / A (pour les structures 
analytiques) . 
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(VI. 6.4) REMARQUE. - On aimerait avoir une caractérisation des 
variétés abéliennes qui sont des tores analytiques par leur réduction. 
Disons que le théorème suivant est annoncé [47], [63], [64] 

Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps value 
discret k . Les propriétés* suivantes sont équivalentes : 

i) Il existe une extension finie t de k telle que le modèle de 
Néron G de A x £ satisfasse Q x Z (t* )g . 

. . C 
ii) Soit K le complété de la clôture algébrique k . Alors 

x g 
A y K est un tore analytique (c'est-à-dire *~ (K ) /A). 
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