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INTRODUCTION

Scit K un corps complet pour une valeur absolue non-archimé-

dienne. Une fonction f : K'—» K est dite holomorphe en

0=(0,0, ..., O)EKn si f cofncide avec une série convergente
! Qn - n
a Z, ... Z sur un voisinage de 0¢ K .
Qqs Ooseees@ 20 "ag,...,a 1 n =
1’72 n 1 n

Cette définition évidente donne une théorie locale des fonctions ho-
lomorphes (ou germes de fonctions holomorphes) qui est essentielle-
ment analogue 2 la théorie des germes de fonctions holomorphes
complexes. La théorie en est bien connue (S.S. Abhyankar, Analytic
geometry [1]; H. Grauert et R. Remmert, Analytische Stellenalge-
bren [24]) et ne donne pas de surprises (sauf peut-&tre en caracté-

ristique positive).

En revanche la définition de fonction holomorphe sur un ouvert U
de K" (par exemple) n'est pas évidente, Les fonctions continues sur
U et holomorphes en chaque point de U forment une algebre de
fonctions trop grande : en effet, les fonctions caractéristiques conti-
nues appartiennent A cette algébre (K est totalement discontinu).
C'est M. Krasner [33] qui a le premier donné une définition des fonc-
tions analytiques & une variable. Mais les bases d'une théorie des es-~
paces analytiques sont dues 3 J. Tate (Rigid analytic spaces, [.H.E. S.
1962, private notes reproduced with (out) the permission of the author,
officiellement publié aux Inventiones Mathematicae en 1971 [59]).
Cette notion permet de munir (canoniquement) toute variété algébrique
d'une structure d'espace analytique et comme premigre application de
donner une représentation analytique des courbes elliptiques 2 réduc-~
tion multiplicative sur le corps résiduel de K . Cette courbe est

maintenant appelée courbe de Tate. Les bases de la théorie ont été
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ensuite complétées et améliorées par de nombreux mathématiciens,
entre autres, H. Grauert, R. Remmert, R. Kiehl, IL.. Gerritzen,

M. Raynaud.

Par la suite, D. Mumford [40], donna une construction "analytique'
des courbes de genre supérieur 3 1 avec réduction dégénérée, ainsi
que des variétés abéliennes avec réduction multiplicative. Ici le mot
"analytique' signifie schéma formel sur un anneau local complet (en
particulier un anneau de valuation discrete, complet). Cette voie don-
na de nombreux développements dans le cadre de la géométrie analy-
tique rigide : M. Raynaud (non publié!), Y. Manin et V. Drinfeld,

L. Gerritzen, S. Bosch. Dans [21] (L. Gerritzen et M, van der Put,
Schottky groups and Mumford curves) on trouve un exposé (détaillé)
des constructions analytiques des courbes & réduction dégénérée et de

leurs jacobiennes.

Le présent travail rédigé en commun a pour origine un cours de
troisiéme cycle enseigné durant 1'année 1979-1980 par M. van der Put.
Cet exposé vise 2 donner les bases de la géométrie analytique rigide
(chapitres I, II, III) et quelques exemples d'applications (chapitres IV,
V, VI). Les démonstrations concernant la géométrie analytique sont
presque toujours complétes ; en revanche plusieurs résultats de géo-
métrie algébrique ont été admis. Donnons maintenant un résumé des

divers chapitres.

Le chapitre I est 1'étude de la droite projective IPl(k) comme es-
pace analytique ou encore 1'étude des fonctions holomorphes a une
variable. On profite de ce chapitre pour définir la topologie de
Grothendieck, la notion de faisceau et la cohomologie d'un recouvre-
ment relativermment a un faisceau. On donne plusieurs exemples de fais~
ceaux sur IP : le faisceau & des fonctions holomorphes, 6" des
fonctions inversibles, 7 des fonctions méromorphes, X le faisceau
constant, & le faisceau des fonctions de norme majorée par 1... .
On définit la cohomologie d'un sous-espace analytique relativement a
un faisceau. Plusieurs calculs sont effectués pour les faisceaux

6 , 8 , M et aussipour les faisceaux Biv (diviseurs) et P (partie
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principale) ; certains généralisent des résultats de M. Lazard [35],
d'autres sont en relation avec des résultats de Drinfeld [10] .
Plusieurs résultats de la fin de ce chapitre sont originaux soit par leur

contenu, soit par leur formulation.

Le but du chapitre Il est de déterminer les propriétés des algébres
affinofdes qui permettront de définir les espaces analytiques. Ce
chapitre met en place 1'équivalent du matériel de 1'algébre commutative
pour les variétés algébriques. Un des résultats fondamentaux est le
théoreme de préparation de Weierstrass qui montre que l'algebre af-
finofde de Tate Tn se comporte comme l'anneau k EXI , X2 s eees Xn] .
L'aspect analytique des algdbres affinofdes est assez bien déterminé
par les propriétés de la (semi-) norme. Un théorédme sur les exten-
sions entidres d'algebres affinofdes est démontré il sera utile pour -
1'étude de la réduction des espaces analytiques. Enfin le module des
différentielles d'une algébre affinofde est introduit ainsi que certaines

de ses propriétés.

L'objet du chapitre III est de définir la notion d'espace analytique
et d'étudier quelques faisceaux. On détermine les espaces analytiques
par ''recollement' d'espaces analytiques affinofdes. L'espace topolo-
gique sous-~jacent d'un espace affinoide est le spectre d'une algebre
affinofde, les parties admissibles (pour la topologie de Grothendieck)
sont les sous-ensembles rationnels définis par un nombre fini ""d'iné-
galités'. La cohomologie du faisceau structural est donnée par le
théoreéme de Tate qui dit que tout recouvrement d'un espace affinoide
est acyclique. On montre ensuite qu'une variété algébrique (séparée et
de type fini) est canoniquement munie d'une structure d'espace analy-
tique ; en particulier les variétés projectives sont un recollement fini
d'espaces affinofdes. On montre ensuite qu'un faisceau sur un espace
analytique peut se définir par recollement de faisceaux sur le recouvre-
ment par des affinofdes. On définit ainsi le faisceau des différentielles.
Un exemple important est celui de faisceau cohérent, on montre qu'un
faisceau cohérent sur un espace affinofde est défini par tensorisation

4 partir de sa section sur l'affinofde tout entier (comme dans le cas



algébrique). Comme premigre application on montre que le (pré-)fais-
ceau des fonctions méromorphes est un faisceau. Enfin on étudie les
faisceaux localement libres de rang n , on montre le lien avec le pre-
mier groupe de cohomologie du faisceau Gln des matrices inversibles.
Plus précisément dans le cas d'un espace affinoide connexe et régulier
on démontre 1'équivalence entre la trivialité de Cl{6(X)) (classes
d'isomorphismes de 6(X)-module projectif de rang 1), HI(X, &* )

et la factorialité de 6(X).

Tous les résultats de ce chapitre sont 'classiques', néanmoins les

démonstrations présentent parfois une certaine originalité.

Le chapitre IV est certainement la motivation historique de la cons-
truction de la géométrie analytique rigide : représentation analytique
des courbes algébriques. On montre que les courbes elliptiques dont
l'invariant modulaire est de valeur absolue strictement supérieur a 1
admettent une représentation analytique analogue au cas complexe, ap-
pelée la courbe de Tate. On présente ensuite trois méthodes de réduc-
tion des courbes ainsi que leurs liens respectifs : le modele de Néron,
la réduction stable et la réduction analytique. En général, les démons-
trations concernant l'aspect géométrie analytique sont completes, en
revanche tous les résultats de géométrie algébrique sont énoncés sans
preuve et pour les courbes de Mumford le lecteur est renvoyé a l'ou-

vrage de Gerritzen et van der Put [21]

Le chapitre V est 1'étude de la réduction d'un sous-espace de IP .
Soient K un corps valué complet algébriquement clos, k un sous-

1(k) . Cet espace

corps localement compact de K et Q = IPI(K) -P
analytique Q est important, il joue ici le r6le du demi-plan de

Poincaré. La réduction de (1 est associée & un recouvrement pur,
qui lui-méme est associé & 1'arbre T des sous-modules libres de

rang 2 sur k° (l'anneau de valuation de k). Ceci permet de montrer

un résultat de Drinfeld qui n'est autre que le calcul de Hét(ﬂ s [u{ ).
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Au chapitre VI, on définit un tore analytique sur K comme l'es-
pace analytique (Kx)g//\ , quotient du groupe (Kx)g par le groupe A
qui est un réseau multiplicatif de rang g . L'étude du faisceau 7 des
fonctions méromorphes sur (Kx)g//\ introduit naturellement les
fonctions thé&tas qui sont fondamentales pour caractériser les tores qui

sont des variétés abéliennes.

Nous adressons 2 Mademoiselle Madeleine Neau, qui a accompli
la frappe de ce manuscrit avec patience et compétence, tous nos

remerciements,

Bordeaux, le 14 juillet 1981

Jean Fresnel, Marius van der Put
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Dans tout cet ouvrage, on appelle corps valué un corps k (com-

mutatif) muni d'une valeur absolue ultramétrique ; c'est-a-dire d'une

application ar |a] de k dans IR (le corps des nombres réels) qui

vérifie les propriétés suivantes

0) |al]=0, pour tout agk

1) Jaj=0 siet seulement si a=0

2) |atb|Smax(|a], |b|), pour tout a,bek
3) lablzlal.[bl , pour tout a,bek.

La valeur absolue définit la distance (a,b)w [a-b] et on dit que

le corps k est valué complet s'il est complet pour cette distance,

Le groupe [K°|={|a] | ack* =k-{0}} s'appelle le groupe des va-

leurs absolues de k .

L'anneau k = {agk| ,a]S 1} s'appelle l'anneau de valuation de k,

1'idéal k"° = {agk| Jaj<1} s'appelle 'idéal de valuation de k

(c'est un idéal maximal de K ) enfin le corps K /k” s'appelle le

corps résiduel et se note k



CHAPITRE 1 : LA DROITE PROJECTIVE

I.1. - Définitions

I.2. - L'algebre des fonctions holomorphes sur un affinofde
I.3. - Le théoreéme des résidus

I.4. - Topologie de Grothendieck sur IP(K)

I.5. - La cohomologie du faisceau 6

I.6. - Exemples de faisceaux sur P

I.7. - Sous-espaces analytiques de P

I.8. - Cohomologie sur un sous-espace analytique de P

Ce chapitre I, intitulé la droite projective, a pour but de définir
les fonctions analytiques 2 une variable et les sous-espaces analytiques
de la droite projective. Les paragraphes I.1 et 1.2, ne sont que des
cas particuliers du chapitre II et auraient pu &tre omis ; néanmoins
nous avons pensé que quelques développements spécifiques a la dimen-
sion 1 seraient plus agréables au lecteur habitué aux fonctions d'une
variable. Le paragraphe I.4 définit la notion de topologie de
Grothendieck, de faisceau et de cohomologie de (VJech d'un recouvre-
ment ; ces notions seront utilis€es dans les chapitres suivants. Le
paragraphe I.5 est le calcul de la cohomologie du faisceau structural
6 (des fonctions holomorphes) et le paragraphe I.6 donne quelques
exemples et études de faisceaux sur IP . Au paragraphe 1.7 est dé-
finie la notion de sous-espace analytique de IP, notion développée de
fagon générale au chapitre III. Enfin le paragraphe 1.8 donne plusieurs
calculs de la cohomologie d'un faisceau sur un sous-espace analytique

de IP.

Dans tout ce chapitre, K estun corps valué, complet, algébrique-

ment clos.



I.1. - Définitions

Ce paragraphe 1.1 est dévolu & diverses définitions de base
droite projective, disque ouvert, disque fermé, ensemble affinoide,
ensemble affinofde connexe et fonctions holomorphes sur un affinofde,
Ce paragraphe se terminera par la décomposition de Mittag-Leffler

d'une fonction holomorphe selon les "trous' de l'affinoide.

I.1.1. - La droite projective

La droite projective notée ]Pl(K) (ou IP(K), ou IP) estllen-
semble des droites L de K passant par (0, 0). Soit (xo,xl)ﬁ(o, 0)
et L= {L(xo,xl)[ AeK} , alors le point peP et correspondanta L

seranoté Tx ,x.7 (ona clairement "x ,x " =Ty ,y. 7 siet
—_— o’ 1 o’ 71 o’ 71

seulement si il existe AgK" tel que (xo,xl) = A(yo, yl) ). On_identi-
fie K avec IP-{70,17} par l'application A—— "1,)" et le point

0,17 sera noté « . Ainsi donc on identifie IP(K) a2 KU {=}

DEFINITION. - Soit GLZ(K) le groupe des matrices inversibles a 2

lignes et 2 colonnes a coefficients dans K . Une application ¢ de

IP dans lui-méme est appelée automorphisme de IP s'il existe
a b

( d
c

)e GLZ(K) tel que, pour tout '-xo , xl-‘ €IP, on ait

+bx 7.
o

t “W=r
@ ( X %y ) cx +dxo,ax1

1

REMARQUE. - Le groupe des automorphismes de IP est isomorphe a
P G.{;Z(K) (le groupe projectif linéaire) ol

P G/Z,Z(K)z GLZ(K)/{(S 0 [ Aer® )

A

I.1.2. - Ensembles affinofdes

DEFINITION. - Une partie D de IP est appelée disque ouvert de P

s'il existe agK et pe]Kx] tels que
D={z¢K| |z-a|<p} ou D={z¢K]| |z-a|>pIuf=} .

Avec quelques abus on notera ces ensembles respectivement
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D={zg P| |z-al<p} ou D={zgP||z-a|>p].

Une partie D de IP est appelée disque fermé de P s'il existe
agK et pelel tels que

D={zeK| [z-a]sp}] ou D={zcK]| [z-a[zp]U{=}
Avec les mémes abus on notera ces ensembles respectivement

D={zeP| p-a<g ou D={zeP| k-al=p}.

REMARQUE. - La notion de disque ouvert (resp. fermé) n'est pas to-

pologique, un disque ouvert (resp. fermé) est & la fois ouvert et fermé

pour la toplogie. Certains auteurs utilisent la notion de disque non cir-

conférencié (resp. circonférencié).

REMARQUE. - L'image par un automorphisme de IP d'un disque fer-

mé (resp. ouvert) est un disque fermé (resp. ouvert).

EXERCICE. - Soient B1 et B2 deux disques ouverts tels que

BlUBZ;( IP . Montrer que B1 n B2= ¢ ou que Blﬂ B2 est un disque

ouvert. Quelle est la forme de Blﬁ B2 lorsque B UB2: JIS

1

DEFINITION. - On appelle ensemble affinoide connexe de IP toute

partie de P qui est le complémentaire d'une réunion finie de disques

ouverts. On appelle ensemble affinoide de P toute partie de P qui

est réunion finie d'affinofdes connexes.

EXERCICE. - Soient Fl et FZ deux ensembles affinofdes connexes de
IP tels que Fl ﬁFZ;-/Q& . Montrer que Fl ﬁFZ et Fl UF2 sont des af-

finotdes connexes,

Montrer que tout ensemble affinofde F se décompose de fagon
unique comme réunion d'affinofdes connexes disjoints 2 a 2. Ces af-

finofdes connexes s'appellent les composantes affinofdes connexes de F .




EXERCICE. - Affinotfde défini par une fraction rationnelle

Soit K un corps algébriquement clos et complet, Ee K(z) une

fraction rationnelle et ce¢ |K'| . Soit F={z¢P| ]%(z)]ﬁc} . Alors

F est un ensemble affinofde ou un ensemble vide.

Pousr démontrer ceci on procede en plusieurs étapes. On écrit
n

%(z):ﬂ(z-ai)i ol ai?—(aj pour i#j, niEZ et ni%O (e cas ou
i=1

p/q €K est trivial),
1°) Montrer que F estun affinofde si s=1 .

2°) On suppose ici que |ail =1 pour 1=iSs et ,ai— ajl =1
pour i#j.

a) On suppose en plus que c¢=1. Montrer que
FO:{ZE,IPI IE(Z)ISC et lz-ail >1 pour 1=5iS€s} estun affinoide
connexe. Soit Fi:{zelpl ,%(Z)ISC et lz—ai|<]} . Montrer que
FOU Fi est un affinoide connexe. En conclure que F estun affinofde

connexe.

b) On suppose ici que c<1 . Montrer que
F0= {zeP| I%(z)[ Sc et lz—ail =21 pour 1=i<s} estun ensemble
affinofde connexe ou un ensemble vide.
Soit Fi={z€ P l%(z)[Sc et [z—ail<1]. Montrer que F, estun
ensemble affinofde connexe ou un ensemble vide. En conclure que F

est un affinofde.

3°) On revient au cas général. Soient p :maXIai-ajl et
Bla;,p )= [zeK]| |z-a,|<p}.

a) On suppose que pour tout i#j on a lai-aj| =p . Montrer

en utilisant 2°) que F est un affinofde.

b) On suppose que a,,a a, € B(a] .0 ), t=2 et ajé B(a] )

20

pour t<j€s . Soit p' tel que max ]a -a.|<p'<p et p'élel.
1<ist 11

Soit Flz{zelpl I%(z)i.’ic et lz—allﬁp'}.



Montrer que

Flzfze]P] l(z-aj) 1,.. (z-at) tlS ’ ;;t+1 ( ns}ﬂ{ZGIPl ‘z—aIISp‘} .
b S U

. {a. -as)
Soit FZZ{ze]P‘ IE(Z)ISC et [z-alfap'}.

1

Montrer que

n,+...+tn

n
F2= {zeP| l(z-al)1 tx(z—a t+1

n
e (z—as) s, < c}N{ze P lz—all-?p'} .

c) On supposera que si F est défini par une fraction rationnel-
S 1

Ry =TT i \ not
le (z)= (z-b.) avec s'<s, alors F est affinotde. En
q' i=1 1
i=

conclure que Fl et FZ définis en 3°,b) sont affinofdes et que F dé-
fini par i—(z) est affinofde.

REMARQUE. - Le mot connexe n'est pas pris dans le sens topologique
(puisque K est totalement discontinu) mais dans le ''sens analytique"
puisque l'on verra au §.1.2 que l'anneau des fonctions holomorphes

sur un affinofde connexe est intégre (donc n'a que les idempotents 0

et 1).

REMARQUE, - Les initiateurs de la théorie des fonctions holomorphes
d'une variable ont considéré des domaines plus compliqués que les af-
finofdes connexes. M. Krasner [33] considére les quasi-connexes et

A. Escassut [11] les infraconnexes.

I.1.3. - Fonctions holomorphes sur un affinoide

DEFINITION. - Soit F un ensemble affinotde, on appelle fonction ho-
lomorphe sur F toute fonction définie sur F a valeurs dans K qui
est limite pour la norme de la convergence uniforme de fonctions ra-
tionnelles sur IP sans pdles dans F . L'ensemble des fonctions holo-
morphes est un sous-anneau de l'anneau des fonctions définies sur F ,
il est noté & (F). On note de plus | . :iF {ou ||.]l} 1lanorme dela

convergence uniforme sur F définie par
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bl = sup | 5Ce)] -
z¢F
Ainsi 6 (F) estune K-algeébre de Banach.

Soient

6 (F)={fe6(F)| [[£]|s1} et
o "(F)={fes(F)| || fll<1} .

L'anneau 6°(F) est une K°-algtbre et @oo(F) est un idéal de & (F).
De plus 6(F)= 6°(F)/& ° (F) estune algdbre sur K, le corps rési-
duel de K .

EXEMPLE 1.- Soit F={z¢K||z|s1}].

-3
Alors 6(F)={ £ a_z'| a €K lim a =0} etona
n=0 o n n-awe -

., ® n
I & a_z || =max|a_|. De plus
n=0 = n n
i n
6°(F)= 2 az a €K’ et lim a =0},
(F)={ 2 a,=] ae lim 2 =0]
& (F [ E n’ K°° 1 0}
= a =z a et 1i = et
) n=0 1 n€ n—»n; n
6(F)=F[2]
73
Pour montrer cela il suffit de considérer un polyndme
f(z) =% anzneKofz] avec lzmaxlanl . Alors

f(z) = 2 ;n zneﬁfz] est un polyndme non nul, il existe donc z € 14
tel que _f(Eo)% 0. Ce qui veut dire que 1= lf(zo)l . Ainsion a

€]l = max fa, | .
EXEMPLE 2.- Soit F={z¢K]| |z] =1}. Alors,

tew n
6(F)={ & a_z a €K, lim a =01} ,
(F)={Z a, | a, Il 72 }

| ; ananrrnaxlanI et -(9_(;)=E[z,z_1]

n=-~®


file:///z/Sl

PROPOSITION (décomposition de Mittag-Leffler). - Soient

= {ze K| Iz-a [<|1‘r ]} 1=i€n, n disques ouverts disjoints avec

a,€K . Soient F -{ngHza|>Iv|}u{w , F= nF
6(F), -{fe@ lf (#)=0} et OF, {fg@(Flf(ae o} Alors
(9(}?)+ :i=®1 ®<Fi) et pour tout fi€(9( i)+ on a
n
|2 gl = maxlighy s gl =lighy
. TT.

p 6 ; -
De plus O(F,) {E_Obn(za [beK et &fr;bn 0} et

iy
© i n B
12 by (G g =max e ]

n=0 n z-ai 5
Démonstration. - Soit fg@(F)+ une fonction rationnelle. Alors f se
décompose en éléments simples sous la forme

o4
f= p —B (n21,a_ €K, b¢F)

n,b (z-b)"
Soit
rxn b :
f.= &8 —+—— avec |b-a,]<|m]|
i n i i
(z-b)
Alors
m
f=Z f et f e6(F)

e

=1 1 1 1+

11 est facile de montrer que f. se décompose de fagon unique sous la
i

forme

TTi n

(z)-E b ( )  avec lim b =0
nz=1 B Z-a, n+e

et que

Iy i

1l = | il = max (b1
11 reste donc & montrer que max !b I implique || £ HF =
n,1
Supposons 1= max lblnl . Soit 1=s<n tel que ]al -ailz Inll

pour 1<i<s et lai-all> ,TTII pour s<iSm . Soit zg¢F tel que

|z-a1| =|TT1, et lz—aiI = ,Tr pour 1SiZm . Alors on a

1
]fi(z)l<1 pour s<i et ]fi(z)[<1 pour i tel que ’TTi]<ITT1l



Soit :
Il nous reste 4 montrer qu'il existe z¢F tel que lz-all = ITTII s
‘z—ailz ITT]I pour 1<iSm et |g(z)] =1 . Apr¥s un changement de

variable on peut écrire g sous la forme

t
glz)y= & Z =
izl n21 (z-4d,)
avec 1= max lcll, deK et |d-d]|=1 pour ifj.
; n i i
i,m
On a
Ei
_ t n
glz)= X

Comme les cTi sont deux a deux distincts et que les ¢ ne sont pas
n
tous nuls, il existe une infinité de Eo tels que é(;o)f 0. Ce qui
' i - - = -
montre qu'il existe z €F tel que [zo all lﬂll , lzo ai[ z]nil pour
1SiSm et ]g(zo)[ =1 . Ainsi donc pour toute fonction rationnelle
fe (9(}?‘)Jr on a

el = max el et iy = U5l -

Il est alors aisé de passer a la limite et de montrer la proposition

pour fe6(F), .

EXERCICE. - Soit ¢ un automorphisme de IP . Montrer que l'ap-
-1
plication f~— fo@ est un isomorphisme isométrique de G(F) sur

S(p(F)).

EXERCICE. ~ Enoncer la décomposition de Mittag-Leffler lorsque
wg F . Considérer le cas particulier F ={z¢K| [TTIIS |z] = lTrZ] 3.

REMARQUE. - La décomposition de Mittag-Leffler est encore valable
pour les quasi-connexes et les infraconnexes (M. Krasner [33],

Ph. Robba [49], Y. Amice [3]). Dans la terminologie de ces auteurs,



les limites uniformes de fractions rationnelles sans pdle dans le do-

maine considéré s'appellent des éléments analytiques.

I.2.- L'algebre des fonctions holomorphes sur un affinofde

Le but de ce paragraphe est de déterminer la nature arithmétique
de 1l'alggbre G6(F) des fonctions holomorphes sur un affinoide F .
On montre d'abord (lemme 1.2.1) que 6(F)= §1 c] (Fi) ol
Fl s F‘Z s eees Fn sont les composantes affinofdes connexes de F . Il
reste donc A étudier l'algebre O(F) lorsque F estun affinofde con-
nexe (théoreme I.2.2). On montre que cet anneau est principal, on
détermine les idéaux maximaux et on caractérise les éléments inver-
sibles de B(F). Ce théorgme se déduit d'une étude générale sur les
algdbres affinofdes (chapitre II, (II.4.12), (II.4.13)). On en donne
ici une démonstration élémentaire (c'est-a-dire spécifique a la di-

mension 1 ) que le lecteur peut se dispenser de lire.

(1.2.1) LEMME. - Soient F1 , FZ’ e Fn des affinofdes connexes de

P disjoints deux i deux. Alors G(F.UF,U..UF )=® G6(F) .
1 2 n  i=1 i

DEMONSTRATION. - Soient E1 s EZ deux affinofdes tels que
ElnE2: ¢ . Nous allons montrer qu'il existe fg@(Elu EZ) tel que
f(z)=0 pour z¢ Ey et f(z)=1 pour zg E2 . En effet, on peut sup-

N

poser (quitte & effectuer un automorphisme de P ) que

Elc[zeIP[ |z M)} et EZC{zglpl ,zlzlﬂ]-l} ., avec O<|m|<1.

n

Soit fn(z)= , alors la suite fn converge dans G(EIUEZ) vers

z +1
un élément f avec f(z)= 0 pour zeE1 et f(z)=1 pour z¢ EZ .

Ainsi

6(E,UE,)=f 6(E,UE,) ® (1-f) 6(E,UE,) ,

il est clair que £ 6(E UE,)~G6(E,) ; (1-1)6(EUE,)~ 6(E) .
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Ainsi
6 (E,UE,) = 6(E|)® 6(E,)

Alors un raisonnement par récurrence sur n montre immédiatement

le lemme.

(1.2.2.) THEOREME. - Soit F un affinofde connexe de P tel que
o dF

i) Soit fg®(F), f#0. Alors f a un nombre fini de zéros,

Is

€y c ) ot geG6(F) et g n'a

17727

.5 C eton a f(z ’
m i=
pas de zéros sur F .

H%

ii) Soit g€ ©(F), les propriétés suivantes sont équivalentes

a) g estun élément inversible

8) g n'a pas de zéro sur F

y) il existe a>0 tel que |g(z){>a pour tout z¢¥F .

iii) L'anneau G6(F) est principal, ses_idéaux maximaux sont les

(z-c)6(F) oh ceF .

DEMONSTRATION. - Elle se fait en plusieurs étapes que nous appel-
lerons lemmes. Le procédé consiste & décomposer l'affinofde con-

nexe en parties simples sur lesquelles on étudie les zéros de f.

L'affinotde F estle complémentaire de ntl disques ouverts

disjoints deux a deux, Do s Dl’ e Dn définis par

Do= {zeP| lz|>]7‘r°, }
={zegK| ,z-ail<[ﬂ‘il], 1<i<n.

Soient

Fi={zeFHz-ai]siz-aj] pour 1=j<n}, 1Si<a.

Alors F. est un affinofde connexe et l'ona F = U F . Soient

=1
[Trl r;<r,..<r,  llensemble {[a a[ [17!_], 1<J<n]
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Soient

Cr,r = {zgK]| rt<lz—ai]<r
tt+1

}

t+1

C, ={zeK | s-af=x, et |s-af=x

. pour ]aj—ai]=rt}.

t

Alors on a
S-l s
F=U C U ¢
1 t=1 rt,r t=

Soient r, r'g le[ s uoeK , on note Cr o la couronne

H

Cr,r,=[z€KI r<]z-uo|<r’} .

. x B
Soient r¢[K |, uo,ul,uz,...,uneK tels que [ui—uo[~r, on

note Cl l'ensemble suivant
': - = < i< - =
C iZEK, ,Z ull T, 1<if€n et IZ u I 1'} .

On peut donc décomposer F .

(I.2.3) LEMME. - Soit F un affinofde connexe tel que = ¢ F ,

, et c'

» I - r

Alors F est réunion finie d'ensembles de la forme Cr

(I.2.4) LEMME. - Soient r¢ |K"|, Dr:{zeK[ EFIEER

i) Soit fé@(Dr) . Alors f se décompose de facon unique sous la

@
forme f(z)= L a_z' etona lim a r =0, [[fl. =maxh | r"
- n=0 n D n DI‘ n n

ii) Soient f, ge®(D ), alorsona |f.gll, =[fll; - lely -
T r r

iii) Soit agDr , fe@(Dr) alors f se décompose de facon unique

k-3
sous la forme f{(z)= % b (z—a)n et on a
- n=0 n

n n
lim b r =0, [[fll  =max[b|r .
n+e B H Dr n
iv) Si r'Sr ona HfHD = {1l
r' r
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DEMONSTRATION. - 11 suffit de considérer le cas ot r=1,
N n -
f(z)= % a z et max|a |=1. Alors f(z) estun polyndme non
n=1 B n n
nul de K[z], ainsi il existe ZOEKO tel que f(z 7-[ 0, donc ff(zo)lzl.
Ce qui montre que || fHD = max Ianl . Le reste du lemme se déduit
1 n

immeédiatement de cette €galité.

(1.2.5) LEMME, - Soient re |K"], D ={ze¢K]| |z|Sr]

i) Soient fe®(D_ ), f£¥ 0, mzmax{n]lan,rn:]]fHD
m r

Alors f a m zéros Cys Cpseens © i Hz)= glz) ] | ) ge@(Dr)

L i=1

et n'a pas de z€ro sur Dr

i1) Soit ge ®(Dr) les propriétés suivantes sont équivalentes

o) g estun élément inversible de @(Dr)

B) g n'a pas de zéro sur Dr

Y) pour tout zeDr ona |g(z)]-= HgHD

DEMONSTRATION. - Il suffit de faire la démonstration pour r=1 et
£fll=1. Montrons i} lorsque m=0. Ona [aof =1 et il existe
TeK tel que lai|5|ﬁ|<1 pour i=1,2,... . Ainsi
a (1+a TTg) , avec g¢ @(Dl) et |lgllS1 . Il suit que

a'l ( Z' (a'l k) est un élément de 6(D et est 1'inverse de f.

T )
o L2, 3 T8) 1
Il est alors clair que f n'a pas de zéros.

On suppose maintenant le lemme (i) satisfait lorsque

max {n | (an)rn: ”f||Dr}<m . Soit f€@<D1) tel que

-]
f(z) = Z a z", max Ja} =1 et m=max{n]|a_]=1}
n=0 0 N n n n
Soit £ (z)= £ a zn, si N2m ona
N _ n
n=0 m
- - - n o =
f(z)—fN(z)—nZ_iOanz et d f=

(z) se décompose sous la forme
k
(z-a) | [ (1-2/B.,), avec [A]=1, |aS1.|B]>1.
Yzl J ! J
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On a
—S_. — 0 - O -
i_ll (z-oni) , puisque d f=d fN =m ,

>|

fN(z) =

on a donc m= s .

Soit ceD; un zéro de fM(z). On a

(el = ligle) - £, ()] = 4] Wl [e-a ] [ £l

l/m'

. . ) < }
Il existe donc i tel que e aiol__ ||fN fM“

Ceci montre qu'il existe une suite de Cauchy telle que dNe D1

(dN)N

et fN(dN) =0 . Ainsi la limite cy de la suite (dN) est un zéro de f
et clé D1 . Alors
® n
=h + - =0,
i(z) b0 nz:l bn(z cl) , comme f(cl) 0, ona

® -1
£(z)= (2-c;) h(z) ou h(z)=nZilbn(z—c1)n €6(D,).

De plus

f(z) = (z-El) h(z) , ainsi d°h =m-1

Ainsi h(z) satisfait 1'hypothese de récurrence. Il existe

<:2,...,cnn€D1 et g inversible de @(Dl) tel que
m
h(z)=| | (z-¢;) g(z)
i=1

Pour la partie ii) du lemmme, @ implique B et Yy implique a
sont évidents. Supposons §) satisfait, alors d'apreés i) on a

(toujours dans le cas ot r=1) Iao|> max ]an[ . Ce qui prouve que

[ = 2] = Ielp, -

(1.2.6) LEMME (de factorisation) [12].- Soient ¥ un affinofde

de P, «ofF, {¢6(F), f#0, ceF tel que f(c)=0, Alors il existe
ge 6 (F) tel que f(z)=(z-c) g(z) pour tout z¢F .
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DEMONSTRATION. - Il existe un disque fermé D contenant ¢ et
DC¥, soit lTT] son rayon., Soit (fn) une suite de fonctions ration-

nelles sur F convergente vers f. Alors on a

fn(z) -fn(c) =(z-c) rn(z) .

Il s'agit de montrer que la suite (rn) converge dans G(F).
On a dfaprés le lemme I.2.4, ii)

l(z-c)(x (z)-x_ (2)l| o= llz-clly. lix_-x lo=ls -5 +6 (e)-f (o)l

ainsi
2 “fn_ fn+1 “F
”rn_ rn+1“S i
Soit zgF-D, on a
£ (z)-1 (z)+1  (c)-f(c) 2|t -1
4 on nt+l n+l n n n+l'F
frn(z-) -rn+1(z)[ = z-c = R
On a donc
2lif - |l
n n+l'F
I I'n_rn+1“FS | ’

ce qui prouve que la suite (rn) converge vers un élément g de G6(F).

(1.2.7) LEMME. - Soient D={z¢K]| |z] <1}, F un affinofde tel
que DcF et =¢F . Soit fg6(F), f#0 . Alors f a un nombre fini

Jn

de zéros sur D, CysCprennc &L i(z) = g(z) | fl(z—ci), g(z)e 6(F)
i=

et g n'a pas de zéros sur D, plus précisément on a

le(z)| = llgl, pour tout zeD.

DEMONSTRATION. - Montrons d'abord que f a un nombre fini de

zéros sur D . Soient p = lirn1 i fHD et p/q une fraction ration-
r-+

r
r<l

nelle sans pdles dans F telle que

hf-p/qll<p/2.

‘l
il
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Il existe € K*], o< ro<1 tel que le polyndme p(z) n'ait pas de
zéros dans la couronne, r < lz]<1 .
11 existe rlele[ , 0<r1<1 tel que HfHD = p/2 . Soit

Tr

1

r,= max(ro, r;). On adoncpour 1>r> T,

£, = Ip/ally = Ip(=)/a(z)] , pour tout z tel que |z|=r .

Ainsi les zéros de f dans D sont dans D et on a
T2
[£(z) | = “f“Dr pour r2<[z|<1 .
2

11 suit donc du lemme 1.2.5 que f a un nombre fini de zéros sur D .

Soient c1 , CZ’ . Cm ces zéros. Le lemme I.2.6 montre que
m

f= gﬂ (z-ci) o gé 6(F). Ainsi g n'a pas de zéros sur D,
i=1 2
(lemme I.2.5) et comme f(z) n'a pas de zéros pour r,< lz] <1,

il suit que g n'a pas de zéros sur D . Ainsile lemme 1.2.5 montre
ue z)|= lim = .
que [glz)|= Lim | gllDr leily

r<l

(I.2.8) LEMME. - Soient re]K"[,al,...,aneK et IaiI:r
C'r={z€K[ lz]=r et lz-ail?_r pour 1£i=n}. Soient F un af-

finotde, et F 2 c'r

i) Soit feG6(F), f# 0, alors f a un nombre fini de zéros sur

8

Cr s Cpseeesc et f(z) = g(z)

zéro sur C'
E— r

z-c,) ou g€G(F) etn'apas de
) ou g etn'a pas de

— —

3

ii) Si geG(F) etn'a pas de zéro sur C; , alors

lg(z)] =gl pour tout zec, .
r

DEMONSTRATION, - Soit p/q une fraction rationnelle sans podles dans
F telle que

l£-p/allp< fel e

Soient d ds les zéros de p dans C;

l’dZ’ cevs
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Soit z tel que z¢ C;_ et lz-dilzr, 1<iss . Alors

B(z), _ R
I3 =05
il s'ensuit que
[£(z)] =1 £l -

Il reste & considérer zg{z| ]z-dil <r} , c'est-a-dire un:nombre fini
de disques ouverts. Or le lemme I.2.7 montre que f a un nombre
fini de zéros sur chacun de ces disques ouverts et que 1'on peut obtenir

la factorisation désirée.
Montrons ii). Soit fg6(F) sans zéros sur C; et p/q tel que
£-p/allp< Il
r
On a donc |f(z)] = || f”C. sauf dans un nombre fini de disques de la
T
forme D'={z]| |[z-d<r}. Ona

Ip/ally. = llp/all o >

il suit que
I£l,= 1o/l = el
Or le lemme montre que

| i(z) ] = “f“D| pour tout zgD',
ce qui prouve

[£(z) | = Hf”c, pour tout zg C;_

. X -
(1.2.9) LEMME. - Soient r,, r,€ [K], r<rt,, cr1'rz—{ZEKl r1<[z]<r2}.

1
Soit F un affinofde tel que F>C

SILPN
i) Soit fg®(F), f# 0, alors f a un nombre fini de zéros

m
s Cpseensc sur C_ r etona f(z)= g(z) T—r(z—ci) ou ggOB(F)
1"7°2 i=1
et n'a pas de zéros sur C

1772
ii) Si g&®(F) n'a pas de z€ros sur C , alors il existe a>0
- Tty T

tel que a<|g(z)] pour tout zeC_ |
1’72
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DEMONSTRATION, - Soit f€6(F), alors { se développe de fagon

unique sous forme d'une série convergente sur C
r.,r

1’72
e n
f(z)= £ a_z
(z) WE %
Posons pour r¢ |K*| et T <r<r,
£l = max |£(z)] .
r
lz] =x
On a
_ n
Her = max [an] .
n
Soit
g = inf ”f”r s
1'1<I‘<1'2
il est clair que §>0 puisque f#0 .
Soit p/q sans pdles dans F telle que
l£-p/all-< 8
Soient d1 s ees ,ds les zéros de p .
Soit z tel que |z]=r, ]z—dilz r pour ldi] =r. Alorsona
e, . e(z)
120, - 122
donc

1] = 22 = e, = 0

Donc |f(z)|=8 sauf un nombre fini de circonférences C;_ . Ainsi le

lemme I.2.8 permet de montrer les parties i) et ii).

Fin de la démonstration du théordme. - Les parties i) et ii) sont

conséquences immédiatesdes lemmes 1.2.3, 1.2.8, 1.2.9. Pour
montrer iii) il faut d'abord remarquer que 6 (F) est intégre. Soit

f, g€ 6(F) tels que f. g=0, puisque F a une infinité d'éléments,
donc f ou g a we infinité de zéros, ainsi f ou g est nul d'apres i).

I1 est alors clair que O (F) est principal.
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{(I.2.10) REMARQUE. - L'algébre des éléments analytiques sur un
quasi-connexe est intégre mais n'est pas nécessairement principale.
L'algébre des éléments analytiques sur un infraconnexe a pour seuls
idempotents 0 et 1, mais elle n'est pas nécessairement intzgre.
Ces propriétés sont caractérisées par l'existence de filtres

(A. Escassut [12], [13], [15]).

(I.2.11) REMARQUE. - La propriété pour l'algtbre GO(F) d'étre
principale est caractéristique des affinofdes connexes F contenus dans
IP dans le sens suivant : une algeébre affinofde (cf. chapitre II pour
la définition) est principale si et seulement si elle est isomorphe 2

G(F) oh F estun affinofde connexe de IP (M. van der Put [44]).

(I.2.12) EXERCICE. - Affinofde défini par des fonctions holomorphes.

Soient F un affinofde, f1, fZEG(F) et
R={zeF| lfl(z)|5lf2(z)] } . Alors R est ou bien vide ou bien af-

finofde. On peut procéder ainsi

a) En factorisant f , f, selon le théoréme I.2.2, montrer qu'il

. 1772
existe p,qeK[z] et ug 8(F) tels que

_ p(z)
R={zeP| | o) u(z) <1} .
b) Soit m = ian Ju(z)] et r(z) une fonction rationnelle sur F
zg
telle que ||r-u ”F < m . Montrer que
- p(z)
R={zeglP| 'm.r(z)lsl}

En conclure que F est affinofde (utiliser I.1.2).
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I.3. - Le théorgme des résidus

I.3.1. - Fonctions sur une circonférence

La circonférence {zgK| |z|[ =1} sera notée F . On appelle

parametre sur F un élément inversible t de &(F) tel que
o) ftll=1.
B) Chaque élément f de ©(F) s'écrit d'une fagon unique

n
=% a t avec lima =0,
n n

neZ

. . - n, _
vy} Si lim a =0 alors Iz a t ||—rnax|an| .

PROPOSITION. - Soit t un parametre sur la circonférence

F={zeK]| |z[=1}.

i) Soit f un élément de 6(F). Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

a) f est inversible,

B) f n'a pas de zéros,

y) f est de la forme xtn(l +.§0 bitl) avec keK*, ]bi!<1 .
i

ii) Seit f= I antn un élément non nul de 6(F). Alors le nombre
neZ

de zéros de { est : max{ml]| lam[ = | £|}- min {m| lam|=||f“} .

iii) L'entier n , défini en i) est appelé l'ordre de f par rapport

au parametre t et on le note ordt(f). La fonction z¢®(F) estun

paramgtre et on a ordt(f) =% ordz(f) . Plus précisément

ordt(f) = ordt(z) ordz(f) et ordt(z) =x1.

DEMONSTRATION. - i) L'équivalence de ) et §) est déja dé-
montrée dans (I.2). L'implication y) = a) est évidente. Il reste &
démontrer ) ® y). Il suffit de prendre un f¢®(F) de norme 1 .
Comme la norme de G(F) est multiplicative, f_1 est aussi de norme
1 . L'élément f¢ 8{F) est ainsi inversible. D'apres la définition du
paramegtre t, @(?)= K[t, t-l] . Alors f=At" (-):;(0) et f est de
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n i
la forme At (1+% bt) avec |b]<l.
#O i 1

i) D'aprés (1.2)  f=(t-a,)..(t-a )g ob [all =..=]a_| =1
sont les zéros de f et ot g est inversible. Selon i) on a
g=ktn (1+E bitl) avec ]bi[<1 . Le résultat ii) s'en déduit facile-
i£0

ment.

iii) Soient t et z deux parametres sur F , alors on a
@(_F)=I—{[t',t'-1]:R[z',z'_1] ou t'=t et z'=z . Il suit que
t'=cz'" avec g=x1 et cgK® , donc ordt(z)zordz(t) . Soit
fe6(F), inversible et de norme 1 . Alors f-= at™ = p2™ avec

a,beﬁx , n:ordtf s m:ordzf . Il suit donc que ordtf:ordtz . ordzf .

REMARQUE. - On peut définir sur la circonférence F une orientation
en se donnant un isomorphisme de groupes Z —— &(F7J /K"
Sur une circonférence orientée ordt(f) ne dépend pas du paraméetre

positif t . On pose ordF(f) = ordt(f) .

I,3.2,- Le résidu d'une forme différentielle méromorphe

Une fonction méromorphe sur un affinofde F est par définition un

élément de 1l'anneau total des fractions de 6(F). Si F est connexe,
l'anneau 6 (F) est intégre et les fonctions méromorphes sur F

forment un corps. Une forme différentielle holomorphe (ou méro-

morphe) @ sur un affinofde F (avec méF) sera une expression
w=fdz oh f est holomorphe {(ou méromorphe) sur F (la définition
des formes différentielles sur un espace analytique sera donnée en

1. 7).

Pour une circonférence orientée I et une forme différentielle

holomorphe w sur F nous voulons définir le résidu de w par_rap-

port 3 F, que l'on notera Rest(w) .

Soit t un parametre sur F (positif pour l'orientation), alors w

est de la forme 3 a t dt. Onnotera Res (w)=a, .
nezZ n t -1
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Nous allons démontrer :

PROPOSITION. - Rest(w) ne dépend pas de t .

DEMONSTRATION. - Soit s un autre parametre positif sur F . Il

suffit de montrer Ress(tm gti) = éo m afin de démontrer que

Rest(w) ne dépend pas de t. On écrit t commme une série de Laurent

n N
en s, t=As(1+n§Oans) avec ]}\]=1 et ,an|<1 . Par continuité

il suffit de démontrer la formule dans le cas ol il n'y a qu'un nombre

fini de an% 0 . Egalement on peut se borner 3 m 20 .

Pour m= 0 la vérification est facile. Posons

a b
2 - -1
t=us || (1+cxis) | ] (1+8.s7) avec |uf=1; lqi[<1 ; Is.l<1.
i=1 j=1 _Jl J
a.s B. s
Alors ﬂ'=(1+Z} 1 - g _l)is- et Ress(th)= 1.
1+ais 1+ejs s

Si m>0 et si K est de caractéristique 0, on a

1 1
tm——-dtt clam-l gz b )= £ np &8
m m nezn m n -]
Donc Res (t ﬁ):0.
s t

Le cas difficile est m>0 et K de caractéristique positive. On a

mdt_,m Mgy g a0 e g (@i a st &
t nf0 P n#0 n s

t

En remplagant chaque an;f 0 par une variable Xn le terme constant

de sm(l + Xz a, sn)m-l 1+ (n+1)an sn) devient un polyndéme P

n n
en {Xn} et 3 coefficient dans Z

Pour chaque valeur des [Xn} dans un corps de caractéristique
0 le polyndme P s'annule. Il s'ensuit que P est 0 . Donc

Ress(t T) =0.

REMARQUE. -~ Nous écrivons ResF(uj)= Rest(w) oi F estune cir-
conférence orientée. Dans le cas complexe, ResF(w) n'est autre que

1
l'intégrale w .
271 IxI:1
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DEFINITIONS. - Soient p un point de P, f une fonction méromorphe
sur un voisinage de p et w une forme différentielle méromorphe sur

' et w= 2 b_(z-p)"d(z-p).

un voisinage de p . Alors f= & a (z-p
n n> -»

n- -«
On définit ordp(f)= min {m | a_ £0} et Respw =b -

EXERCICE. - Un paramegtre local en p sera une fonction holomorphe
t sur un voisinage de p tel que t= I ay (z—p)1 et a17!0 . La
izl

i n
fonction f peut s'écrire comme £ a't et ®w estdela forme
ns -o

1P i ! = ' =
ng_w bnt dt . Montrer que mm{n]an%O} ordp(f) et que b_1 b_1 .

1.3.3,~ Le théoréme des résidus

Soit B un disque ouvert de K, B+ le disque fermé correspon-
dant. On appelle aB=B+-B la circonférence de B . Soit f une
fonction méromorphe sur B+ et w une forme différentielle méro-
morphe sur B+ . On suppose que f n'a ni zéros ni péles sur 3 B

et que @ n'a pas de pdles sur 3B .

LEMME. - ord_ _{(f)= £ ord(f) et Res . _{(w= & Res {(w)
°B"" peB °B™ pem P

DEMONSTRATION, - Soit B donné par {zeK| |z]<1}. Alors £
n

n
P 1 r N

! t = (z- oo {z- o eees B;n,..., Z
s'écrit comme f = (z-q (z ar) g ou a aré n n €

1) 1
et gg@(B+) est inversible. La fonction g a la forme

A(1+2 b, z") ol AeK*, lbil <1 . On voit que

i
)
T

ord, _(f)= % n,= £ ord (f) . La forme différentielle w peut

3B 1 ipeB P
s'écrire comme
r N 8
(z z _‘t'l“?+23azm)dz.
i=1 n=1 (Z'Cx.) m>0 WM
1

Un petit calcul montre que Res__(w) =1 a, et donc que

3B
Res__(w)= £ TRes_(w) .
OB peB p
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THEOREME (des résidus). - Soient Bl’ . Bn des disques ouverts

. . + \
de K tels que les disques fermés correspondants B1 s enes B+ soient
- n

disjoints. L'affinotde connexe IP - (B

U....B ) sera notée F et F
1 n/ === =

+ +
désigne IP- (BIU UBn). Soit f une fonction méromorphe sur F

sans pdles ni zéros sur BBIU LU BBn . Soit w une forme différen-

tielle méromorphe sur F sans pdles sur aBl U...JU aBn . Alors

n
i) X ord (£)+ i§1 ordaB.

(f)=10
peF p i

n
ii) £ Res (w)+ X Res (w)y=0.
pe¥ P =l °5;

DEMONSTRATION. - i) Pour une fonction rationnelle f on sait que

ZPord (f)= 0 et la formule i) est une conséquence du lemme.
pe

En général, d'apres (I.2), on peut écrire f=f1 fz ol fl est

rationnelle et f2€®<F) n'a pas de zéros. Il suffit de montrer i) pour

£, . D'apres (1.2), & = inf ]fz(x)|>0 et il existe une fonction

rationnelle f3 avec ||f2-f3H< & . La fonction f3 n'a pas de zéros

sur F et ordaB (fz): ord pour chaque i . La formule i)
i

I REY
1

est donc une conséquence de X ord (f,)= £ ord (f))=0

)
3B, 3 Lep P 3

ii) On prend un point a¢g F . La forme différentielle @ peut

s'écrire comme

s N a_
(5 £ 2l ype))ac
. n zZ -
i=1 n=1 (z-a.) a
i
ol ayr-ees 0 sont les pdles de w dans F et hg®(F). Alors il

suffit de vérifier ii) pour un w de la forme g(z) d( ) avec g

z-a
une fonction rationnelle sur IP . Pour un tel @w on sait que
L Res (w)=0 etlelemme acheve la démonstration.
pelP P
EXERCICE. - Supposons K de caractéristique 0 . Montrer que la

partie ii) du théoreme implique la partie i) .
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EXERCICE. - Soit F l'affinofde connexe {zgK]| ]njslz]s]nl'l}

avec TgEK, 0<|m|<l. Montrer que G6(F) est l'anneau des séries

L a2z avec lim la_| ,TTI- =0 . Montrer que
nez n nj+eo o ‘ l
I 5 a2 = max [a_| |7 o
nezZ

Trouver a l'aide du théoréme des résidus une formule pour le nom-

bre des zéros de f=X anzn dans F .

EXERCICE. - Le théoréme des résidus est formulé pour le cas ol les
+ +
disques fermés B1 s eves Bn sont disjoints. On peut le formuler dans

le cas général.

Trouver une formule donnant le nombre des zéros d'une fonction

f#0 sur F={zgK||z[=1 et [2-1]=1]}.

1.4, - Topologie de Grothendieck sur P(K)

S

I1y a sur IP(K) une topologie définie A partir des disques ouverts,
cependant elle n'est pas suffisante pour définir une ""bonne notion' de
fonction analytique. En effet, le préfaisceau des fonctions holomorphes
(exercice 1.4.2) n'est pas un faisceau. C'est pourquoi on munit

IP(K) d'une structure plus forte appelée topologie de Grothendieck.

1.4.1., - Topologie de Grothendieck, faisceau et cohomologie

Une topologie de Grothendieck sur un espace topologique X est dé-

finie par les données suivantes et propriétés suivantes

1) Une famille & de sous-ensembles ouverts de X telle que

#, Xed ettelle que U, VeJF entraine UNVe& ,

2) pour tout UgF un ensemble Cov(U) de recouvrements de U

par des éléments de &F ,

3) {U}e Cov(U) ,
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4) Si UegCov(U) etsi VaU, VedF , alors
YNV :={U'NV|U'eU}e Cov(V) .
5) Si uig Cov(Ui) et si (Ui)ielg Cov(U) alors
(ij ’L(i = {U| U'E'U\,l pour un i} appartient 3 Cov(U).

On utilise souvant la terminologie suivante : les éléments de &

sont appelés les sous-ensembles admissibles de X ; les éléments de

Cov(U) sont appelés les recouvrements admissibles.

Un pré-faisceau § sur X (muni d'une topologie de Grothendieck)

est défini par les données et propriétés suivantes :

i) pour tout Ugd , d'un groupe abélien 8(U) ,
i) 8(f)={o0},
iii) pour tout U<V, avec U, Vgd& , d'un homomorphisme de
groupes pV : 8(V)— 8 (U),
U
. . vV W w
c - =
iv) si UcVEW et U, V, Wegd , alors Py Py =Py
v) p% = id

On dit que le pré-faisceau & estun faisceau si en plus

vi) pour tout (Ui)iele Cov(U) la suite
B d ——
0— 30) = T8y =[] s@,av)

i<j
est exacte.

IL'ensemble des indices 1 est supposé totalement ordonné. Les

applications sont données par :
U
(0 =@y 9,
U. U,
AEn=(p* (-0 (L)) .
U.NU, unu, © <)
i 7 i 7
Pour un recouvrement (Ui)é Cov(U) on peut continuer la suite vi)

et former le complexe de Cech :



-
o}

ny

. o 1 2
vii) 0o— T8, )2 TT $(v N, )4 T su. nu, nu, < .
i, o i<i, o 1 i< iy<i, 1t

ol a°® est 1'application d de vi),

1 p
o d est donnée par

1
d (£ i))=(f i_fi i+f' ). <i.<i
o1 vz otz ottt ST
(pour abréger, on n'écrit pas les p:)
et en général
n n+1 i
&, =z (1Y - . .
10,...,1n j=0 10’”'1j’“"1n+1 1o<11<...<1n+1
£oips . n+l .n ..
On vérifie sans peine que d d =0 pour tout n. Donc vii) estun

-1
complexe. Les groupes de cohomologie H" := ker dn/ im d" seront

v
notés Hn((Ui) ,8). Ils s'appellent les groupes de cohomologie de

v
Cech relatifs 3 8 et au recouvrement (Ui) .
On peut reformuler vi) de la fagon suivante

Le pré-faisceau 8 estun faisceau si i (4.8)=8(U) pour tout

Ued et Ye Cov(U).

1.4.2. - Topologie de Grothendieck de IP(K), faisceau des

fonctions holomorphes

Soit & la famille constituée de §f , IP et de tous les affinofdes
de IP. Soit Ugd , Cov(U) est constitué de tous les recouvrements
U de U (par des éléments de & ) dont on peut extraire un recouvre-
ment fini. Il est facile de vérifier que & et Cov définissent une
topologie de Grothendieck sur P . Désormais IP(K) sera muni de

cette topologie de Grothendieck.

Soit U un affinotde, notons toujours 6 (U) le groupe abélien des
fonctions holomorphes sur F (défini en I.1.3), de plus posons
&(@)=0 et G(P)=K . Si UcV, soit pV l'application de ©(V)

U

dans Y(U) qui est la restrictiona U . Il est facile de voir que la
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v
U
P(K), appelé le pré-faisceau 6 des fonctions holomorphes. Nous

donnée de & et des applications p définit un pré-faisceau sur

montrerons au paragraphe .5 que & est un faisceau.

EXERCICE. - Montrer que & n'est pas un faisceau pour la topologie
ordinaire sur IP(K) (c'est-3-dire, il existe Ug£& et un recouvre-
ment (Ui) de U par des éléments de § tels que

f{°((ui>, 6)£6(U)).

EXEMPLE. - Soient X, ={z€ P||z[s1} et Xzz{zeIPl lz|=21}.
Le recouvrement admissible {XI,XZ} de IP donne le complexe de

éech : o
0 — 6(X,)® 6(X,) 4., 6(X,NX )~ 0 .

o«
Ona H°= ker d° ; H1= coher d° ; G(X1)={ L a zn] lima =0} ;
n=0 ©° n
s - n i A ® n .
(XZ)— {n=20 a z | Lim an—O} ; (9(X1 |X2)—£1:21'w a z | ;H-?man— 0} et
-1 -0
z

-0
° ST Y zn))=E a z°- % b_z".
0o B 0 n 0 n

d(((z).'an

Un calcul immédiat donne HO= K et H'= 0 .

I.5. - La cohomologie du faisceau &

(I.5.1) THEOREME. - Soit U=1P ou U un affinofde de IP et soit

U g Cov(U). Alors

i) H°(U,6)= 6(U) et
ii) H'(,6)=0 pour i>1,

DEMONSTRATION., - Un cas particulier du théoréme est le suivant :
" Xl, e Xn sont des affinofdes connexes disjoints de IP . Alors
— "
@(Xlu...uxn)_ ® @(Xi) (I.2.1).

Nous avons besoin d'un autre cas particulier
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(1.5.2) LEMME. - Soient X1 , X, deux affinofdes connexes de IP

2
tels que X1 ﬂXZ;{ ¢ . Alors la suite

00— @(Xlu XZ)———oG(X )@ @(XZ)———o @(Xlﬁ X,)— 0

1
est exacte.

DEMONSTRATION DU LEMME. - Supposons que @¢ X NX, et
posons ]P’—X1 = B1 U...u Bn et lP-Xzz CZU U Cm . Nous pouvons

supposer que

< ...,BS& ; 2 seee s B 2 H
Bl Cl ’ Ba Ca Ba+1 Ca+1 Bb Cb et
Bb+1’ ’Bn ’ Cb+1’ ‘Cm

sont disjoints. Nous utilisons les notations de (I.1.3) et la décompo-

siton de Mittag-Leffler. D'abord il suffit de montrer que la suite

*) 0—» @(Xlu XZ)_;——-) @(X1)+® @(X2)+—b @(XlﬁX2)+——00 est exacte.

On a
]P-(X1UX2)= B1U“'UBaU Ca+1U"'UCb
]P-(Xlﬂ X2)= Ba+1U"'UBnU CIU...CCaUCb+1U...UCm .
Et d'apres (1.1, 3)
a b
= - [ -
@(Xl UX2)+ % 6(P Bi)+@a51 (P Cj)+
n m
6(X,), ® @(x2)+=§ 8(P-B,), ® .;: 6 (P-Cy),
n
6(X,NX,) =& 6(P-B.)® I G(P-C.
BG5), atl ( i 1<i<a ( i

et b<iSm

Ces décompositions permettent de vérifier que %) est exacte.

DEMONSTRATION DU THEOREME, - Le complexe de Cech ne change
pas si on remplace chaque U'gelY par ses composantes connexes,
Posons maintenant Y = (Ui)ril=1 ol chaque Ui est connexe. Une ré-
currence sur n montrera le théoréme. Le cas n=2 est démontré

dans (I.5.2).
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Pour n=3 il faut démontrer que

. 20
(1) 0—— @(UIUUZUD3)—-’ @ @(Ui)—" ul(Uij)—b @(U1’2’3)—’ 0
1<}
est exacte, (On a abrégé par UiﬂLTj’TCh = Ui,j,h etc.)

Si U12= U13= U23= ¥, la suite (1) est exacte selon (I.3).

Soit maintenant UIZ% ¢ . La suite

0 — @(UIU UZ)-—' @(U1)® @(UZ)—D 6 )—— 0

U12
est exacte, On supprime dans (1) le terme (9(U1 ﬂUZ) et on remplace

(U, )@ @(UZ) par (9(U1 U UZ) . On obtient la suite

1

(2) 0— @(UIUUZUU3)—+ @(Ulu U2)®®(U3)—o (<>(U1 3)@ G(Uza) — 6(U, __)— 0.

123
La suite (1) est exacte si et seulement si la suite (2) est exacte.

Comme U1 UU2 est un affinofde connexe, la suite

0—s @(Ulu U,U Uy)— @(Ulu UZ)@G(U3)-——0 G((Ulu Uz)ﬁ Uy)— 0
est exacte,

On supprime G(UluUZUU3) dans (2) et on remplace Q(UIUU2)®®(U3)
par G((UIUUZ)F1U3). Le résultat est

(3) 0— 6((U; UT, )N U,) — 6(U ) ®6(U,,)— 6(U

123)—-»0.

23
Comme avant, {2) est exacte si et seulement si (3) est exacte.

La suite (3) est exacte parce que c'est le cas n=2 de 1'énoncé.

EXERCICE. - Donner une démonstration compléte de la récurrence

sur n dans (I.5.1).

REMARQUE, - Pour un affinotde U de IP le théoreme (I.5.1) est
un cas spécial d'un théoreme de J. Tate (III. 2. 2) : La cohomologie sur

un affinotfde U de dimension quelconque satisfait

Yo vi .
H (4,6)=06(U) et H(Y,6)=0 pour i=1.
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REMARQUE. - Le résultat (I.1.3) est & son tour une conséquence de
(I.5.1). En effet, on prend
X:IP-(BIU...UBn) ; X1=]P—B1 ; X2=IP-(B2U...UBn) .
Le recouvrement {Xl, XZ] de IP donne la suite exacte

0 — S(IP) — 6(X,)® 6(X,) — 6(X)— 0 .

Comme 6(IP)= K, ona (9(X1 )+ ® G(X2)+i-» @(X)+ . La récurrence

sur n montre @(X}+ =X (9(]P-Bi)+

I.6. - Exemples de faisceaux sur IP

P

(I.6.1) Soit A un groupe abélien. On associe & A un faisceau
constant A donné par K(Q(): 0 'A(IP): A K(U) = A ou c est
le nombre des composantes connexes de l'affinofde U . Il est évident

que A estun pré-faisceau. En plus

PROPOSITION. - A est un faisceau et H (U,A)=0 pour i=1 et

pour tout Y.

DEMONSTRATION, - Comme dans la démonstration de (I.5.1) il suf-
fit de vérifier :

~

(a) ~A(U1U ..UU_ )=@XK(U,) siles U, sont connexes et disjoints.

(b) O——»A(UIUUZ)-—-t A(U1)® A(UZ)—b A(UIOUZ)——- 0 est

exacte si U ,,U

10Uy sont connexes et Ulﬂ UZ}/ g .

La propriété (a) est évidente et (b) est vraie parce que UlﬁU2 est

aussi connexe.

REMARQUE. - 1l est étonnant que la circonférence {z¢ K| |z| =1}
donne " IYI1 =0 ', Dans le cas complexe I!II({ZE c| lzl=13, A)=A.

Au chapitre V on introduira une autre topologie de Grothendieck,

la topologie étale, qui donnera un H1 0.



31

EXERCICE. - Trouver un recouvrement ouvert ¥ de {z¢ (E] Iz] =1}
tel que Hl('l«(,g)= A .

(I.6.2) Le faisceau ©° des fonctions holomorphes inversibles est

donné par 6%(U)= le groupe des éléments inversibles de G(U) si
UZF et 6 (#)={1}. On vérifie aisément que 6° est un faisceau

3 1'aide de " (U)= {feO(U)| f(u)# 0 pour tout ueg¥U} .

On peut démontrer que Hl('L(, 6" )= 0 pour i=1 et pour tout recouvre-
ment admissible U d'un affinoide U . De plus Hl(?.( , 6° )=0

1 ;
si i=2, H (U, 6 )=z Z pour tout recouvrement admissible U

de IP.

(1.6.3) Le faisceau 7 des fonctions méromorphes sur P est donné

par
i) 7 (U)= l'anneau total de fractions de 6(U) si U estun

affinotde,
i) m(@=o0
iii) M(IP)= K(z)= le corps des fonctions rationnelles.
On vérifie sans peine que 7 est un faisceau.

EXERCICE. - Montrer que IYII('L( ,M)=0 pour i>1 et pour tout re-

couvrement admissible Y .
EXERCICE. - Le pré-faisceau 6° sur IP est donné par
6 (U)={fe6(U)| [f{u)|<1 pour chaque ugU} .

Montrer que © est un faisceau et que ﬁl(u,Go y=0 pour iz=1

et pour tout recouvrement admissible U .

(I.6.4) Cohomologie d'un espace X

v
Comme d'habitude, la cohomologie de éech Hl(X, 8) est définie

comme lim IYII('L(,S) , la limite est prise sur tous les Ug Cov(X).
-+
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I1' y a d'autres groupes de cohomologie Hi (X,8). Ils sont donnés
comme foncteurs dérivés de 8 — H' (X,8):=8(X). Pour tout faisceau
8 ona Hi(X,S) = I:Ii(X,S) pour i=0,1 . Pour des faisceaux
"raisonnables'' et des espaces ''raisonnables" Hi(X,S)z I!Ii(X,S)
pour tout i . Dans le cas classique, c'est-a-dire X est un espace
topologique et 8 estun faisceau pour la topologie ordinaire 1la condi-
tion " X paracompacte' suffit pour montrer Hi(X,S) = fIi(X,S) pour

tout i>0 et pour tout 8§ .

Dans notre cas, c'est-a-dire X est un ensemble admissible de P,
on peut montrer que I:'Ii(?,{,s )= 0 pour i=>2 (et donc ﬁi(X,S) =0
pour i=22). C'estune conséquence du fait que IP est de dimension 1.
Dans tous les exemples précédents IiI1 (IP,8)=0 . Mais il existe des
v 1

faisceaux 8 avec H (IP,8)# (0) . L'exercice suivant est un

exemple.

EXERCICE. - Soit V={0,m,1,=}SIP avec O0<|7|<l . On définit le

faisceau 8 sur IP par :
i) $§(P)=2Z et 8(F)=0,

ii} sil'affinofde connexe X satisfait VCIP-X-= BIU T Bn
et si chaque Bi contient un nombre pair d'éléments de V , on pose

$(x)=2z%,

iii) autrement on pose 8(X)=Z pour un affinofde connexe,

iv) sil'affinofde X a les composantes connexes X. ,..., Xn s

1
on pose 8(X)=@&® S(Xi)

Montrer que I'-’I] (P, 8)=2Z .

REMARQUE. - Le faisceau 8 de l'exercice précédent est obtenu de
la facon suivante. Soit E la courbe elliptique donnée par 1'équation
y2= z(z-T)(z-1) et soit ¢ : E— P 1'application donnée par
(y,z)—z . On verra plus tard que E possede aussi une topologie de
Grothendieck (111.4.7), Le faisceau constant, a fibre Z sur E ,

sera noté Z.y . L'image direct @, Zy estun faisceau 8 sur IP
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donné par 8(X)= ZE(EP-I(X))z Z° ou c est le nombre des compo-
santes connexes de @ (X). Pour un affinofde connexe X de IP on
peut montrer que le nombre des composantes connexes de QQ-] (X)

est 1 ou 2. En plus CP_I(X) a deux composantes connexes si et
seulement s'il existe fg6(X) tel que f2 = z(z-Mj(z-1). Un petit

calcul montre que ¥, Z._ estle faisceau de l'exercice précédent,

E

On peut montrer que nl(e, Z )~ I\-’Il(IP Py Z Ainsi on peut

v E) ]
reformuler l'exercice en : '""montrer que H] (E, Zg)= Z pour la

courbe elliptique E donnée par yzzz(z—‘l'r)(z-l) ",

1.7. - Sous-~espaces analytiques de IP

On considere une famille § d'ensembles affinofdes de P véri-
fiant

i) si X1’X2€Q et si X1UX2 est affinofde, alors XIUXZGQ ,

i) si X, X,
X€G .

i) G#9 .

sont des affinofdes et si chng G, alors

EXEMPLE. - Soit O un ouvert quelconque de P . On associe a O
la famille G = { X©O] X est affinofde dans IP}.

Soit G une famille vérifiant i), ii) et iii). On associea G un

espace analytique Q=0(G), appelé un sous-espace analytique de IP .

(L.a définition générale d'espace analytique sera donnée au chapitre III.)

La structure de (2 est donnée par

0.} un espace topologique (1
B ) une topologie de Grothendieck sur {i

Y ) un faisceau structural ¢ sur Q

@) Comme ensemble, Q estla réunion (plus précisément la
limite inductive) de tous les X de G . Un ensemble Uc(l est ap-

pelé ouvert si UNX est ouvert pour tous les X de G .
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g) & , la famille des sous-ensembles admissibles de (I , est
donnée par
(i) chaque XeG appartientd &,
(ii) un ouvert UcQ , UZG , appartient 3 & si et seulement

si pour chaque affinofde connexe X ¢G ona UDX ou UNX=¢.

Un recouvrement (Ui)ieI d'un élément Ugd est appelé admis-

sible si
(i) chaque UiGJ R
(ii) pour chaque XgQ contenu dans U il existe un nombre fini

d'éléments i ,i de I avec XQUi JU...uU,
i

1 n 1 "

y) le (pré-)faisceau © est donné par
(i) ©(X)= les fonctions holomorphes sur X (défini dans (I.1.3)
si Xe@ ,
(ii) pour un ouvert UCQ , Uegd , ULG ,

6(U) = lim 6(X) , la limite est prise sur tous les X< U, XeG.

A 1'aide de (I.5.1) on vérifie sans peine que {)} est un espace
topologique avec une topologie de Grothendieck et que & estun fais-

ceau.

On dit que l'espace () est connexe si 0() n'a pas d'autres

idempotents que 0 et 1 . On dit que § est engendré par une famil-~
le (Xi) d'affinofdes si G est constitué par les sous-ensembles af-

finofdes réunions finies des Xi .

Un petit calcul montre que Q=0(§) est connexe si et seulement si

G est engendré par une suite X]CXZCX3C ... d'affinofdes con-

nexes.
Soit § une famille vérifiant i), ii), iii) et p un point de

0=0G) .
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Soit Qp la sous-famille de G engendrée par tous les affinoldes

connexes X avec pgX . Alors Qp vérifie aussi i), ii) et iii) et

Opz Q (Qp) est appelé la composante connexe de Q f{en p). Il est
facile de voir que (} est la réunion disjointe de toutes ses composantes
o@)=T] .
connexes {Qi}igl et que ) [ | @(ﬂi)

iel
EXEMPLES

(I.7.1) Si @ est engendré par un seul élément X, alors
Q(G)= X et les composantes connexes de {1{G) sont les composantes

connexes de l'affinofde X .

(1.7.2) Si G est constitué de tous les affinofdes X de IP avec
0, »m¢P-X, alors Q(G)=K' et G estengendré par la suite
d'affinofdes

x ={zeK||n|"<|z|<|n| ™} ou meK, o<|m[<1, et n=1.
K* estle seul ensemble admissible, non contenu dans G

|
6K )={ = anzn| lim sup /.Iam =0} et K* est connexe.

(I.7.3) Soit £ un sous-ensemble compact de IP . On suppose
que gL . G estla famille des affinofdes X de P avec XNE=¢ .

La famille est engendrée par la suite {Xn} olt

Xn:{zéKl d(z, &)< ‘ﬂ[n}= P-{un nombre fini de disques ouverts de 0
rayon |m["}.

Donc Q=0(G)=IP-£ estun sous-espace analytique connexe.

(I.7.4) Supposons que K ne soit pas maximalement complet.
I1 existe une suite de disques ouverts B1 DBZD ... dans K avec
an= ¢ . On définit ¢ par la suite d'affinotdes
P-B, & P-B,& P-B,< ... . L'espace Q ={G) est donc connexe.
Comme espace topologique (0 s'identifie & 1P . Mais la topologie
de Grothendieck de (2 est différente de celle de P, par exemple

+
B ¢ G . La différence est essentielle. En effet, on peut construire
n
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des fonctions bornées non constantes sur (I alors que l'on sait que
6(IP)=K .

-3
(I.7.5) Soit X un sous-ensemble fermé de IP de la forme () X

ou chaque Xn est une réunion finie de disques ouverts. La famille

G est donnée par
@ ={7Y]| Y estaffinotde dans P et YNX=(¢},

Alors Q@)= IP-X est un sous-espace analytique connexe. Si le corps
K est maximalement complet, on peut démontrer que chaque sous-
espace connexe de IP est de la forme (). Pour un corps non-maxi-
malement complet, on a vu dans (I.7.4), qu'il y a d'autres exemples

de sous-espaces analytiques connexes de I[P .

(I.7.6) REMARQUE. - Soit G une famille d'affinotdes vérifiant
i), ii) et iii). La topologie de Grothendieck introduite dans g) sur
Q(G) n'est pas la seule topologie raisonnable. Par exemple, on

aurait pu définir

(i) USQ(G) est admissible si UNX est affinotde pour
chaque X¢G ,

(ii) (Ui)eCov(U) si chaque U, estadmissible, U est ad-
missible et si pour tout XCU , XegG l'affinofde X est contenu dans

la réunion d'un nombre fini d'éléments U, .
i

Cette définition conduit 2 la méme famille de faisceaux sur Q(G)

et aux mé&mes groupes de cohomologie.

(1.7.7) EXEMPLE. - Supposons que K2 Cp (le complété

de la cldture algébrique de Dp ). Soit :

pn:l pour un n=0} .

X={CeK]|¢

Le sous-espace analytique (1= IP-X est défini & partir de

G={F|F estaffinotde dans P et FNX=¢}.
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En fait @ est la réunion de deux composantes connexes :

Qo={zeK|lz-1[<l et zg X} et Ow={zeIPHz—1[21}.

A chaque (¢X on associe un caractere Zp~—+K donné par
A— g}‘ . Dans [16], J. Fresnel et B. de Mathan ont construit une

suite non nulle {ag I CeX} avec lima_, =0 telle que la fonction

¢

A— T aC g>‘ sur ZP soit identiquement nulle.
a
On associe & la suite {a_.} 1'expression I —5— La somme
¢ cex 1-Cz

converge uniformément sur chaque affinofde Y avec YNx=9¢.
a

Donc f= L =—=— appartient & 6(2). La fonction f est non nulle
ceX 1-Cz
dans Qo . Le développement de Taylor au voisinage de 0 est
L (2 a Qn)zn = 0 . Donc la fonction f est identiquement nulle

n=0 4
sur Q_ (on peut voir aussi [14] ).

REMARQUE. - Comparaison avec la théorie de Krasner

Un espace analytique (connexe) est donc une réunion d'une famille
croissante, dénombrable d'affinofdes connexes. On peut dire qu'un
espace analytique X au sens de Krasner est une réunion filtrante de
quasi-connexes. On définit 1'anneau H(X) des fonctions analytiques
sur X de la facon suivante : une fonction f définie sur X est analy-
tique s'il existe une famille filtrante {Xi}i de quasi-connexes telle
que X =LiJ X, et que £ X, soit un élément analytique sur X, . Si X
est un espace analytique connexe, on a 6(X)=H(X). Mais l'analogie
s'arréte 1a. En effet, Q={zc¢P| |z|] #1} a deux composantes con-
nexes, alors que () est connexe au sens de Krasner : 6{2) a deux

idempotents non triviaux et H(Q) n'a que les idempotents triviaux.

EXERCICE. - Scoit X un ensemble fini dans P . Déterminer les

fonctions holomorphes sur l'espace analytique P-X .
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PROBLEME OUVERT. - Soit X un ensemble compact dans IP .
Existe-t-il une représentation des fonctions holomorphes sur P-X
analogue au cas spécial ot X est fini ? Un cas spécial et intéressant

est KOO et X:pl(op)c Pl(K).

I.8.- Cohomologie sur un sous-espace analytique de IP

1.8.1. - Généralités

Soit X un espace topologique muni d'une topologie de Grothendieck.

Un faisceau 8 est dit localement acyclique si X poss&de un recou-

vrement admissible Y tel que IZII(U, 8)=0 pour i>1 etpour

chaque U qui est contenu dans un élément de Y

D'apres un résultat de J. Leray (voir [22], R. Godement pour une
démonstration dans le cas d'un espace topologique ordinaire)

on a Il-’Il(X,S)=I:II('L(,S) pour i>0 .

Une suite exacte 00— 31 -— 32—-—’ 83 — 0 de faisceaux sur

X est par définition une suite de faisceaux telle que

(i) Pour chaque UcC X, U admissible,

0— 8 (U)— SZ(U) —+ & (U) est exacte.

1
(ii) Pour chaque Uc X, U admissible et pour chaque

3

t€S3(U) il existe un recouvrement admissible (Ui) de U etil

existe des éléments s.€ SZ(Ui) avec s, — t‘U pour chaque i .
i

LEMME, - Pour chaque suite exacte 0—— 81—0 SZ—» 83——9 0

de faisceaux localement acycliques, on a une suite exacte de cohomolo-

gie

0+ ﬁ°(x,81) + B%,8,)

-+ i%x, 8) + i1l(x, 8) - ilx, 8,)- {(x, 33)#12(}(, 8)+
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DEMONSTRATION, - On prend un recouvrement admissible % de X
tel que pour chaque U , contenu dans un élément de Y , ona

IrIi(U, 8)=0 (i=1;j=1,2,3). Pour untel U, la suite

00— SI%U)—O SZ(U)—-——t S3(U)———» 0 est exacte parce que I!II(U,SI)ZO .
Le complexe de Cech de Si relativement 3 U sera noté C{U, Si) .

On trouve une suite exacte de complexes
0— C(U,8, )= C(U,8,)— C(K, 8,)—0
est en conséquence une longue suite exacte de cohomologie
0—H1O, 8,)— HOMU, 8, — O, 8,)— ﬁlm,s])—. ect.
D'apres le résultat de J. Leray, I!II(?«(, Sj) = IVJI(X, Sj) et le lemme

est démontré.

REMARQUE. - Un faisceau localement acyclique est certainement

v: .
"raisonnable' et on peut démontrer g =y pour un tel faisceau
(voir (I.6.4)). La suite exacte du lemme est donc la suite ordinaire

de cohomologie de faisceaux.

(I.8.2) Pour nos calculs nous avons besoin d'un lemme élémentaire

LEMME. - Soit Y =(Un)n>1 un recouvrement admissible de X tel

que UnC Un+1 pour chaque n>1. Soit 8 un faisceau sur X . Alors

(1) I:IO(’M,S) et I:Il(?.(,S) sont isomorphes respectivement

au ker d et cokerd ou d :TTS(Un)——o ]_TS(Un) est défini par
= (1, - - -f
Ay £y, )= (f -1, 5 £-fy, £-1, 0.
o i
(ii) H(4,8)=0 pour i=2.

DEMONSTRATION. - Une partie du complexe de Cech est

o 1
o— TTsw )2 Tisw nu 4T Tsw nu nu .
n n n n n n
n o n <n o 1 n<n<n, o 1 2
° o™ A )
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1
Un élément (f(n_,n_)) est dans le noyau de 4 si et seulement
o’ "1 no<n1

si pour chaque n <n,<n, ona f(no,n2)= f(no,n1)+f(n1,n2) .

2

Alors @ : ker dl——» | S(Un) donné par
@ ((tfn_,n))

)= (f(n,n+1)) , est un isomorphisme. L'application
n
1

P . d® est égale d d . Cela démontre (i).
g

n <n
o

Un calcul combinatoire (laissé au lecteur) montre I&l(’u ,8)=0

pour i=>2 .

(I.8.3) PROPOSITION. - Soit 2 un sous-espace analytique de TP .

I
Alors H' (2, 6)=0 pour i=1.

DEMONSTRATION. - On peut, d'aprés (I.7), supposer que 3 est
connexe. Selon (I.5.1) le faisceau © est localement acyclique et,
d'apres (I.8.1) et (I.8.2), il suffit de voir que d ;TT@(xn)—-.T]'@(xn)
est surjective ol XICXZC X3C ... estune suite d'affinofdes con-
nexes engendrant la famille G qui définit Q

Soit (gl, 8,0 8508y e ) un élément de | | (S(Xn) . On décompose
chaque g, 4 1'aide de la formule de Mittag-Leffler. Ainsi il suffit de
prendre le cas ol chaque Xn est un disque fermé. Dans ce cas on
écrit 8, = hn+kn avec hn rationnel sans p8les sur Xn et

+1
“anX < | avec meK, o<|m|<1.
n

La somme X k converge uniformément sur X et appartient
m>=n m n
ainsi 3 @(Xn) . On définit

f = -h +h -h ...x2h + X k et on voit que
n n-1 n-2 n-3 1 m>n

d(fl,f f,...)= (gl,gz,g3, ).
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1.8.4. - Le faisceau des parties principales

Le faisceau P sur un sous-espace analytique 2 de IP est défini
par la suite 0— G -—=N— P— 0 ou N estle faisceau des
fonctions méromorphes introduit dans (I. 6.3) (et adapté 3 Q). Un
ensemble V de () est appelé discret si chaque U¢§

(@ définissant 2 ) rencontre seulement un nombre fini d'éléments

de V.

Afin de donner une description plus précise de £ on suppose que
o g1 . Alors, P(U) (ou U estun sous-ensemble admissible de Q)

est constitué des expressions
a
n(zu.) n,o

z
agU n=1 (3.q)

n

ol la somme est prise sur un sous-ensemble discret de (

Alors © est un faisceau. La vérification facile est laissée au lecteur.
L'application 7 (U)—=#(U) associe & chaque fonction méromorphe f
la somme formelle sur les poles o de f dans U de ces parties

principales.

Ha) 2
COROLLAIRE. - (i) Chaque somme formelle & r =2
aeQ n=1 (z-a}

A support discret est la partie principale d'une fonction méromorphe

sur Q

(ii) }V{i(n,Wz):o pour i=1 .

DEMONSTRATION, - D'apres (I.8.3) on a une suite exacte
0 — 6(0) — M(Q)—> P(2)— 0— H O, M)~ @, °)— 0...

Un calcul élémentaire donne Il-/Il(Q ,P#)y=0 pour iz=1. Cela dé-

montre le corollaire,
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1.8.5, - Le faisceau 6"

Le faisceau, défini par O*(U)={fe®U)| f(u)# 0 pour chaque ugU}

est beaucoup plus compliqué que 6 .

PROPOSITION ([ 66]}. - Soit U Maffinofde connexe de P donné par

'Z"aiIZ lrril (i=1,...,n), ol les disques ouverts
{zeK]| ,z-ai|< ]Tril }= B, sont disjoints.

(i) Chaque élément de 6(U)* s'écrit de facon unique sous la

forme
- M

(z-a ! ..(z-an)n A(1+h) ol ul,...,unEZ; & M= 05 A€K™ ;

1
he6®(U) ; ||hj<l, h(=)=0.

(ii) H'(U, )=0 pour i>1.

DEMONSTRATION. - (i) La fonction fg¢6(U) est approchée par une

fonction rationnelle g sans pdles dans U , telle que
I £-glly, < me{ [fw) [ Jue U}

En particulier |f(u)-g(u)|< |f(u)| =]|g(u)] pour chaque point ueU .
_“1 ‘F—ln
Soit u.= Z ord (g). Alors g=(z-a )} ...(z-a_ ) g(=)d etla
i B. P 1 n
pPEB; n a
fonction d est de la forme | (z-p) P on dp: ordp(d) .
i

. a.-p d
Soit t,.= L . Alors d= T a+ L — 1t )P et la fonction
1 -a, . . 1
i i=1 pe B. i
d a la propriété | d—l”U<1 .

On voit aisément que cela implique

- Y
lz-ap) to(z-a) ") i1l <1

et (i) est démontré,

La démonstration de (ii) se fait comme dans (I.5.1). Il suffit

donc de vérifier que

X @X X X
0— & (U, UU,)— & (U ) 0" (U,)— 6" (U,NU,) — 0

est exacte si UI’UZ sont deux affinolfdes connexes avec UlﬂUZ% g .
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N

Utilisant la partie (i) de la proposition, on est ramené A démontrer

qu'une fonction 1+h avec hen@b (UlﬂU peut s'écrire comme

)
2
(1+hl)(1+hz)‘1 o her @"(Ui) et O<|m|<l.

(6" (U):={fe6(U) | |f(w)] <1 pour tout ugU}).

-1
L'expression (l+h )(1+h2) se développe sur UlﬁU2 comme

1

2
1+h1—h2+r avec TET @(U1

le faisceau ©° au lieu de & on trouve kem @(Ui) (i=1,2) avec

kl-k2= h . La fonction (1+h)(1+k1)~1 (1+k2) a la forme 1+h' ol

o 2
h'em26 (Ulﬁ U,). Dela méme fagon il existe k. @(Ui) avec

k‘1 -k'2: h' . La fonction (1+h')(1+k’1)-1(1+k'2) a la forme 1+h"

ﬂUZ) . Utilisant le lemme (I.5.2) pour

ou hl'gm & (U1 ﬂUZ) . Un passage & la limite montre ainsi que

= -1
(1+h) = (1+h1) (1+h2)-

(1.8.6) THEOREME. - Soit Q un sous-espace analytique de P,

Sile corps K est maximalement complet.ou si IP-(] est compact
et G={U|UCQ, U affinofde}, alors H (@, 6X)= 0.

DEMONSTRATION. - On peut supposer que () est connexe et défini
par une suite d'affinofdes connexes XICXZC X3C ... . Selon (1.8.5),
(1.8.1) et (I.8.2) il suffit de montrer que

a: TT (X J—= T16(X ) est surjective.
(i) Le cas IP-Q = £ est compact et
G ={U|UcQ et U affinotde}
On peut supposer que =g £ et que

P-X ={zeK[ d(z, )< [m|™] ou comme,d'habitude TEK, 0<|[T<1.

Chaque IP - Xn est réunion disjointe de disques ouverts de rayons

m et de centres a(n, 1),...,a(n,s) (s dépendant de n). On peut
supposer que les centres a(n,1),..., a(n,s) se trouvent dans

) . . I % . .
P Xn+1 . Soit une suite (gl, gy eee )ET—I (Xn) donnée. On dé

compose chaque g, comme dans (I.8.5)

g,=% z-a(n, 1))u(n’ 1)... (z-a(n, s))u(

n, s) B
o (1+h )=k (L+h ) .



On constate que les produits infinis .[—I (1 +hm) convergent dans Xn .

man
On définit £ =k k*_ k! i [T (1+n t it facil t
n définit £ =k ko k .ok m>|n m) et on voit facilemen
que d(fl,fz,...)=(g1,g2,g3,...).
(ii) Le cas : K est maximalement complet

On proceéde comme dans (i). La seule chose quin'est plus valable

est la convergence sur X du produit infini l , (1+h_). La condi-
n m>hn m

tion, K maximalement complet, entrafne l'existence d'une limite de

Banach ¢ Lw(K)—-o K . C'est-a-dire : LQ(K) est l'espace de

Banach des suites bornées (al, Anrenes ), normé par

H(al, ays 855 )= sup]| an[ . Il existe alors une forme linéaire @

telle que ||®|/=1 et @((al, a,...y2 5. ))= lim a, sila limite de la
i

suite (ai)i existe.

On remplace le produit infini ]—l- (1+h

) qui ne converge pas, par
mz=n R )
la fonction F_ , définie sur X_ : z2+—@({] | (I+h_(z)) ). On peut
-1
< o) X =14 >1.
démontrer que Fne (Xn) et que Fn I';H_l 1 hn pour chaque n>1

Une démonstration plus complete se trouve dans [21].

EXEMPLE. - Si K n'est pas maximalement complet et si IP-(

n'est pas compact, alors on peut avoir Hl(ﬂ , )40,

Nous montrons cela pour l'exemple Q={z¢K| |z]<r} ou §

est constitué de tous les affinofdes contenus dans {2

Soit B13B23 ]33D ... une suite de disques ouverts de rayons
1 -1

r, >r, >Tr_ > .., limr =71 ; et de centres a_, a,, a_ 5 ...
n 1" 72" 3

On définie X = {zeK]|z]= rn} et on pose a = 0 etpour n=1,
_ _ * ' s ;
g, " 1+ (a.n an_l)z €6 (Xn) . Supposons qu'il existe une suite

(f)e] |6(xX ) avec f
n n
f

nfn+1= g, pour tout n ., On écrit
=A(1 th 2z +...). Alors on trouve S |
Ainsi WMo a, et e B - Cela contredit (1 B_=

pour n=1.

g .

n
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1.8.7.- Biv, le faisceau des diviseurs

Soit 2 un sous-espace analytique de IP . Le faisceau .fiv sur
(1 est défini par : JL£iv(U)= le groupe des sommes formelles

Z n [u] avec n g¢Z eta support discret dans Q (cela pour chaque
uglU u u
U admissible dans {2 ). Les éléments de Jiv(U) sont appelés

N

diviseurs a support discret sur U .

Le faisceau -fiv n'a pas de cohomologie comme on voit aisément.
Le faisceau 7° est défini par N (U)= {£eM(U)| f inversible]}.

On a une suite exacte de faisceaux

O 6%y B | v — 0.

L'application ay - @(U)X—-O 7ﬂ(U)’< est l'inclusion. L'application
BU : MUY — BHiv(U) associe a chaque fonction méromorphe (inver-
sible) f 1'élément 3 ord (f)[u].

ugU b

On voit que 0— &(U) — 7(U)" — Biv(U) est toujours exacte.

Si U est un affinofde, l'application 7 (U)— Biv(U) est sur-
jective., Donc 0-—t G —— 7" —~—— Biv— 0 est bien une suite

exacte de faisceaux.

COROLLAIRE, - Soit 2 un sous-espace analytique de P . On sup-

pose que l'une des deux propriétés suivantes est satisfaite :

a) K est maximalement complet,

B) IP-Q est compactet G={UcQ |U affinotde dans IP}.

Alors

(i) Pour chaque diviseur Dg.8iv{Q) il existe une fonction

méromorphe sur 3 avec diviseur D,

(ii) I:Ii(O,Wz"wo our i=1 .
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DEMONSTRATION. - La suite 0 — G6%~— 7* — Biv— 0 et le

le théorgme (I.8.6) donnent la suite exacte :
0— 6OQ)'— MO — LivQ)— 0 — Hl(n,m" )—0 ...

Cela démontre la proposition,

REMARQUE. - Les corollaires (I.8.7) et (I.8.4) généralisent des
résultats de M. Lazard [35].

REMARQUE. - Si a) et B8) du corollaire ne sont pas satisfaits,
alors on peut avoir H1 (2,87)#0 . De plus on peut démontrer que,
en général, l'application M) — Liv{Q) n'est pas surjective.

Un exemple de cela se trouve dans [35].

1.8.8. - Le faisceau 6°

Dans [21] on a montré les résultats suivants

PROPOSITION. - Soit  un sous-espace analytique de IP .

() 6@)° = K® siet seulement si P-Q est compact et
G={U|UcCn et U

affinotde} .

(ii) Hl(Q ,6°)= 0 pour i>1 si et seulement si une des condi-

tione a), B) du corollaire (I.8.7) est satisfaite.

Pour la démonstration, on renvoit a [217.

1.8.9. - Structure du groupe 6(Q)*

Un sous-espace analytique 1 de IP est réunion disjointe de ses
composantes connexes Qi . On sait que 6Q)= ]_I @(Qi) . Ainsi
e@) =] | @(Qi)" . 11 suffit d'étudier le groupe 6(1)* lorsque 0
est connexe. Soit X1 CXZ < X3C ... une suite d'affinoldes connexes
qui définit Q . A chaque Xn on associe l'ensemble fini t(Xn) de

ses trous. Un trou d'un affinofde connexe X est par définition un
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disque ouvert maximal dans IP-X . Les ensembles {t(Xn) }n>1
forment un systéme projectif et on associe &  1'espace topologique
compact, totalement discontinu a-= l‘i_m t(Xn) . On peut aisément

vérifier que (i ne dépend pas du choix de la suite [Xn] .

Si IP-(1=4£ est compact et que (2 est défini par
G={UcP|UNL=¢ et U est affinotde} alors Q = [ .

Une mesure sur un espace compact, totalement discontinu Z est
par définition une fonction p : {ouverts compacts de Z}—— Z
+(U
) HR(U,)

sous-ensembles compacts et ouverts U1 , U2 de Z.

telle que ;.L(U1 UU2)+H(U1 ﬂUZ) =u (U pour chaque paire de

Notons M(Z) pour le groupe de toutes les mesures sur Z et

M _(Z) := {nueM(2)[u(z)=0}.

PROPOSITION. - (i) Soit £ compact et soit Q = IP-£ défini par
G={USIP | U affinofdeet UNL=¢} .

Alors on a la suite exacte de groupes suivante

(1) — K'— 0 () — M (&) — 0.

(ii) Soit K maximalement complet et soit 2 un sous-espace

analytique connexe de IP qui contient « .

Alors on a la suite exacte de groupes suivante :

oo

(t)— KX (14 6, Qyr— & Q)% — Mo(ﬁ)———. 0.

oo

(6, (U) désigne {fe®(U)] | f(u)] <1 pour tout ueU et f(=)=0}).
DEMONSTRATION. - Soit U un affinotde connexe qui contient = .
Soit an e Bn} l'ensemble des trous de U . Alors on peut re-
formuler (I.8.5) en la suite

1 —K* . (1+(910(U))—-0 @(U)x-—R—» Mo(t(U))——1 0 est exacte,

u u
L'application R associe d f= A (1+h) (z-al) 1... (z—an) ? 1a mesure

i définie par u(S)= L u. pour chaque S<t(U).
aiGS L
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Supposons maintenant que 0 soit défini par la suite {Xn} d'af-

finofdes connexes et que w®=gX On obtient un systéme projectif de

1-

suites exactes

X

(19— KX, (14 e‘: (X_)— (X ) N M_ (X ))— 0.

La limite projective des suites est :

*) (I)— K* (1+®jr° Q)yr— e(o)"————R—o Mo(ﬁ)——-—r 0,

parce que Mo(ﬁ) = Lim Mo(t(Xn)) . La suite %) estaussiexacte
si le systéme projectif { An= K (1+ (9:_0 (Xn)) }n satisfait la condi-
tion de Mittag-Leffler (voir [ 22], R. Godement). Cette condition
peut s'exprimer par : d : TT An-—o -,_rAn , donnée par

-1 -1 -1
s,

20 23 _—— (al a, s aya, 2,3, ,...) est surjective.

d(al, a

Dans notre cas on voit que l'essentiel est de montrer que le sys-

téme projectif [(9": (Xn) }n satisfait la condition de Mittag-

>1
Leffler.
De plus, dans le cas (i) de la proposition, on sait, d'aprés (I.8.8)

que (9+ @=o0.

Donc la proposition se déduit du lemme suivant :

LEMME. - Dans les cas (i) et (ii) de la proposition, le systeéme

projectif {(9:’ (X )} satisfait la condition de Mittag-Leffler.

DEMONSTRATION
Le cas (i). - On peut prendre X = {zeP| d(z, £)=| TT[n} .
Soit (gl’ CINN- RN yel | (9+ (Xn) donné.

En utilisant la décomposition de Mittag-Leffler (I.2.1) on voit

que pour chaque f¢6 (X ) ona : |l s=|m| lif]l
+ n+l X, Xn+1
Cela implique que DI 4 converge uniformément sur X et
m=n n

appartienta 6 (Xn). Posons f = % 8 alors
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d(fl,fz, e )= (gl,gz, gqr - L)

Donc d est surjective.

Le cas (ii).- On donne aussi (gl, 851 85 e )eﬁ@;o (Xn) . La

somme by g, ne converge plus et comme dans la démonstration de
mn
(I. 8.6) il faut utiliser une limite de Banach ® .

n+4{
On définit fn(z) = CP((m:E_'Jn gm(z) )L) pour z¢X . On peut
6" -
montrer que fne . (Xn) et que fn £n+1
Cela démontre encore ' d est surjective',

=g, pour tout n=>1 .

REMARQUE. - L'application R : 6(2)*— Mo(ﬁ) a la propriété

suivante

+
Soit B un disque ouvert de K tel que OB = B - B appartient
a G , la famille qui définit Q . Soit U le sous-ensemble compact
et ouvert de (I qui correspondant aux trous des Xn contenus

dans B . Alors R(f)(U):ordaB(f)

On vérifie cela pour un affinofde connexe a l'aide du théoréme des
résidus et (I,8.5). Un passage a la limite démontre la formule

pour Q
(1.8.10) EXEMPLES. - Soit £ un sous-ensemble compact de K et
soit N =IP-£{ définipar G ={U| U affinotde et UNL=¢1}.

a) Si £= {al, cees an} est fini la proposition (I.8.9) montre que

chaque élément de 6(Q)° s'écrit de facon unique

A || (z-2a) oh AeK® etoun Hys s M €Z 5 Zus=0.

g) £ estun compact quelconque

Pour un point aglf la mesure de Dirac ﬁae M(£) est définie par

0 si agd U
6a(U)=

1 si agU.
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Pour a,bgdf avec a#b la fonction —z:—i € (9(&’2)’< a pour image

éa— ébe MO(I) . Une mesure quelconque W € Mo(.S:) est une limite faible
d'une suite {uk}c MO(.E) telle que chaque My soit une combinaison
Z-linéaire de mesure de Dirac. C'est-a-dire pour chaque ouvert
compact U de £ il existe un entier ko tel que W(U) =uk(U) pour

k Zko .

Soit My = ni(k) 6a.(k) avec ni(k)GZ et X% ni(k)z 0

s(k)
by
i=1

s(k ai(k) n, (k) .
La fonction f = 1- ) €6{) a pour image L €M (£).
k i1 z k o

On peut vérifier que lim fk: f est uniformément convergent sur
chaque affinofde contenu dans Q . La limite fe6(Q )x a pour image

peM (L),

I.8.11. - Prolongement d'une fonction méromorphe

PROPOSITION. - Soit £ un ensemble compact contenu dans un disque

ouvert BCIP . Sur l'ensemble ouvert Q = IP-£ la structure d'un

sous-espace analytigue connexe est donnée par la famille

G={U]UcQ et U affinotde}. Soit f une fonction méromorphe non-

constante sur (3 . Alors f satisfait une seule des deux assertions

suivantes :

(i) f se prolonge en fonction méromorphe sur B,

(ii) pour chaque famille de disques ouverts D , Dn telle

17

n

que fao U D.c B llensemble f( 'Ul D,- £) est dense dans P .
—_— 1= — e

DEMONSTRATION. - On voit aisément qu'une fonction méromorphe f

sur B tout entier ne peut pas avoir la propriété (ii).

En plus, supposons qu'une fonction méromorphe f sur Q satis-
fasse  f( 'Ql Di-.ﬁ) n'est pas dense dans IP . Il faut démontrer que
f se prolozll_ge en une fonction méromorphe sur B . La fonction étant
considérée comme une application de Q dans IP, on peut supposer

(apres avoir appliqué un automorphisme de IP sur f(y D-£))
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que f{y Di-.S)C{zeKl |z [|S1}. La proposition se déduit ainsi du

lemme suivant :

LEMME, - Soit f une fonction holomorphe bornée sur

O={zgK| |z]=1}-£ ob £ estcompact. Alors f estla restriction 3

! d'une fonction holomorphe sur {zgK]| [z]<1}.

DEMONSTRATION. - En remarquant que £ est contenu dans une

réunion finie de disques ouverts de centre a_,..., a, et de rayon p>1,

1
avec [ai-aj|>p pour i#j, on peut supposer que L={zgK]||[z|<1}.

On pose :
an{'zg]P, ]z-)\leﬂln pour tout Ae L} ; Ao={z€IP| lz]=1) ;

A1={z€]P],z|2]} et AO]:fzeIP,,z|=1}.
Pour tout n>=1, on a une suite exacte
0— 6°(X_)— 6'(X NA_)® ®°(xnnA1)—-. & (X _NANA )— 0
La limite projective est la suite

00— G (IP-£) — 6 )@6 (A, )— 6 (A )— 0.

1) ol)

Cette suite est aussi exacte, parce qu'on peut démontrer, comme dans
le lemme de (I.8.9) cas (i), que le systéme projectif {@“(Xn)}

satisfait la condition de Mittag-Leffler. On a un diagramme commutatif :

o

0— 6 (IP) — 6 (Ao)®®°(A])—o @"(Aol)—-» 0
o 8 lY lé
00— 6°(IP-£)— G°(Q)@(9°(A]) — ¢ (A )— 0

Les deux suites sont exactes et o, B, Y., [} sont les restrictions.
D'apres (1.8.8) 6 (IP-£)=K° . Alors a,yvy,b sont bijectives. Il

s'ensuit que B est un isomorphisme et le lemme est démontré.
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EXERCICE. - Montrer que HI(Q,Z)= 0 pour i=1l; Q estun

sous-espace analytique de P et A un faisceau constant.

REMARQUE. - Le lecteur intéressé par le prolongement des fonctions
holomorphes pourra lire [45] et voir que le théortme de Picard

tombe en défaut.
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CHAPITRE II : ALGEBRES AFFINOIDES

11.1. - Définition des algébres affinofdes

II. 2. - Théoreéme de préparation de Weierstrass

II. 3. - Quelques conséquences

I1.4. - Espaces affinofdes - Exemples

1I.5. - Propriétés de la (semi-) norme spectrale

II. 6. - Extensions entitres d'algébres affinofdes

II. 7. - Le module différentiel d'une algébre affinofde
II.8. - Un exemple, l'algebre k<X,Y, Y-1>

On peut dire que les espaces analytiques (rigides) sur k sont dé-
finis par analogie avec la géométrie algébrique. Les espaces analy-
tiques sont des recollements d'espaces analytiques affinoides et ces
derniers sont les idéaux maximaux d'algebres affinofdes. On voit que
ceci correspond aux schémas, schémas affines (de type fini) et al-
geébres de type fini, L'étude locale des espaces analytiques est donc
essentiellement une étude des algebres affinofdes. Si les propriétés
des algebres affinofdes présentent beaucoup d'analogies avec les al-
gébres de type fini, en revanche les démonstrations sont assez souvent
spécifiques et un peu techniques. On conseille donc au lecteur de ne
pas s'attacher en premiere lecture au détail des démonstrations mais

d'examiner plutdt les exemples.

Le corps k est supposé complet pour une valeur absolue ultra-

métrique. Parfois on considére k comme sous-corps d'un corps K,

complet, algébriquement clos.
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II1.1. - Définition des algeébres affinoides

Pour des indéterminés z,,...,z on désigne par
1 n a a
T (k)=k<z,,...,z > l'algtbre des séries entidres X a_ z 1 vz 1
n 1 n o 1 n
avec aaek ;o= (al, vy cnn) ; lima =0 . ILanorme sur
< Q

=T (k t di = . '

T, ( n( )) est donnée par || a, = | rnax,aOL | . L'anneau

{fGTn[HfHSI} est noté par T; ; 1'idéal {fg Tn] [fll<1} par

© °

7" T dési T° /T1°° . On voi =k[z, ., ?
n ct Tn ésigne T /'In n voit que Tn —kle zn] ol
k =k’ /k°° est le corps résiduel de k . Comme Tn n'a pas de di-
viseur de zéro, la norme sur Tn est multiplicative
: !
(e llfgll = £l lel).

Une algeébre affinoide A sur k (ou algébre de Tate) est une

k-algebre qui est une extension finie d'un Tn(k) . C'est-a-dire, il
existe un homomorphisme de k-algebres Tn-—b A qui fait de A

un module de type fini sur Tn .

L'algebre de Tate Tn a beaucoup de propriétés communes avec
l'anneau de polyn8mes K [Zl’ vees zn] . Un outil indispensable pour les
algebres affinofdes est le théoréme de Weierstrass. Nous avons

o —
besoin de quelques notations. La surjection canonique ’In-———-o T
n

est notée f—- f. Un élément f¢ Tn , avec |[f]|=1 est appelé
régulier en z, de degré d si feTn est de la forme Azd+ x c.z1

— — . i<q ' B

o Agk, AF0 et co,...,cd-lek[zl,...,zn_lj. Soit Tn-l le sous-

anneau k<z.,...,z_ ,> de T_, on considere aussi T _[z_] com-
1 n-1 n n-1-"n

me sous-anneau de T .
n

II.2. - THEOREME (Préparation et division de Weierstrass)

(1) Division. - Soit ngn régulier en z, de degré d et gETn quel-

conque, Il existe des éléments uniques qeT et reT 1[zn] de

degré en z plus petit que d, tels que g= qf+r.
Enplusona [lgif=max(|laf.[[r]).

(2) Préparation. - Soit f un élément de Tn de norme 1 . Il existe

un k-automorphisme o de Tn tel que o(f) soit régulier en z -
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DEMONSTRATION. - (1) La condition imposée sur f Implique que f

d-1 ;
est de la forme f=1f +D ou f:Azd+Z c. z'  avec Aek, |[A]=1;
) [o] o] i=0 1 n
c.€T et |lc./st; DeT et HDH<1 .
i 'n-1 i n A

On voit sans peine que chaque g€ Tn peut s'écrire sous la forme
g=gq fo+ r ol qg¢ Tn . Tn_lfzn_'j et de degré en z plus petit
que d ; H gl = max(H gll, Irll). Nous voulons démontrer cela pour
f au lieu de fo . Pour geTn on écrit g=q0f0+ r, = qof+ ro+ g, ot
g= -Dq , ainsi Il g1{| < || D}f lfgll. On écrit également

| , ! . 2
= q f+ 2 = - insi [|g.i|s ||D; < |
g,= qf+r +g, ou g,=-Dgq , ainsi [g,)]|= Dy e =(D["|gl
Par récurrence on construit une suite d'éléments g _, 9, T avec
m m

li = lim || = 1 =0 et 1
Jim g = tim flq (= lim lr_[l=0 et enplus
= 4
qu Tt B (m=0) , rm@Tn_lﬂzn] et d r <d.
Comme Tn est complet pour la norme, on a :

S(Z q)f+(E 1) et fgl=max(f Zal. |2 rl).
i=0 i=0

i=0 1 i=0
Alors la division par f existe et elle a la propriété désirée pour la
norme. Supposons que la division par f ne soit pas unique. Alors g

se décompose sous la forme g= qlf +r = q2f2+ rz , avec ql%qz .

Nous pouvons supposer que | qy- qZEi = 1 et par conséquent que
I r]‘—rZH =1 . L'équation (q1 - qz)f =T,-1 implique
(ql- qz) f= T, Ty dans Tn . Cela est en contradiction avec

"degré de T eun z  est égala d'.

(2) Une substitution des variables z Z k‘.zj avec

(Xij)@(}ln(ko) (i. e. tous les }‘ijeko et Idet(}\ ) j, = 1) induit un
k-automorphisme ¢ de T donné par o(f)=£(8 }\ z e, L )‘nj zj) .
L'automorphisme ¢ induit un k-automorphisme c de
’T‘; = E[zl, eees zn] également défini par la substitution
zi"—izxijzj (i=1,...,n) .

On pose f= ho+h1+ .. .+hd ol hi est une forme homogeéne en
Zyoen 2 de degré i etol hd;{ 0 . Pour un corps résiduel infini
on trouve facilement un ¢ , tel que le polyndme homogene & (hd)

. d ' £t <
contienne le terme 2z, . Donc o {f) est régulier en z de degré d.



Pour un corps fini k il faut prendre d'autres substitutions.
e.

. i .
La substitution z, zi+zn (1=i<n) et z +— z avec

€ 1€]N donne évidemment un automorphisme ¢ de Trl .
Posons f= & aazc' £0 . Alors :
e. € Q Q
— == 171 n-1"n-1 "n
= = +
o(fy=c(f) =2 aa(z1+zn ) u.(zn_l z ) z

On peut choisir les ey

. ; ot + . .
impliquent e,ay €n-1%n-1 an%e151+ +en-1Bn-1+Bn

ve 1 tels que aa;!O, aB%O et a-f/;a,

Pour un tel choix, le degré total de o(f) est ég-li
= ot + 0}. é
N max[e1 a, e 1% .1 an[ a, #0}. Le degré de

- (elcx.l toate, o, g tay,)
z

c(f}{(0,...,0,z2 )=Z a est aussi N .
n ¢4 n

Donc ¢(f) a‘la forme voulue.

II. 3. - Quelques conséquences du théorédme de Weierstrass

THEOREME

(II. 3.1).- Une algebre affinoide est un anneau noethérien.

(II. 3. 2).- L'anneau Tn est factoriel.

(I1. 3. 3).- Soit || .|| une norme de Banach sur une algtbre af-

finotde A . Alors tout idéal de A est fermé pour || . |

(II. 3.4).~ Pour tout idéal % de Tn il existe un morphisme injectif

et fini Td < Tn/QI . Le nombre d est la dimension de Krull de
1'anneau Tn/?l

(11, 3.5).- Soit M un idéal maximal de Tn . Alors le corps Tn/iD't

est une extension finie de k.

(II. 3. 6).~ Une algdbre affinofde A est de la forme Tn/iu , ou U

est un idéal de T . Cette représentation définit sur A une norme
gstun icea. e

qui en fait une algeébre de Banach.
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(II.3.7). - Soient A et B deux algébres affinofdes munies de

normes de Banach ||. || et | .||, c'est-a-dire que (A, [|.]]) et

(B, || . ]]') sont deux algébres de Banach. Soit u un homomorphis-

me de l'algeébre A dans l'algebre B . Alors u est un homomorphis-

me continu de (A, ||.]) dans (B, ||.}{'). Ainsi toutes les normes

de Banach sur une algébre affinofde sont équivalentes.

DEMONSTRATION
(I1.3.1). - Soit Y4 un idéal non nul de Tn . D'apres II.2,

(préparation) on peut supposer que % contient un élément f, ré-

gulier en z de degré d . La division par {f montre que 4 est
< 1z - ‘.

engendré par f etl'idéal B=Y ﬂTn_l[:zn] de Tn_ll:zn] . Par ré

currence, T et T [z ] sontnoethériens. Donc B est en-

n-1 n-1""n
gendré par un nombre fini d'éléments et par conséquent U estun

idéal de type fini.

(I1.3.2). - Soit fe Tn , f#0 . Apres un changement de variables,
on peut supposer que f est régulier en 2, de degré d . La division
z: =qf+r montre que z:-r est aussi régulier en z de degré 4.
La division f= q' (zf-r)-%r' implique f= qq'f+r'. L'unicité de la
division par f implique r'=0 et gq'=1. Alors f:q’(zf-r) ol
q‘eTn est une unité. Par récurrence, les anneaux Tn—l et Tn_l[zn]
sont factoriels. Donc f= q'fl fs ou les fie Tn_l[zn] sont des

polyndmes unitaires en Z s de norme 1, et irréductibles comme

é&léments de Tn_l(:zn] .
Nous allons vérifier que chaque fi est aussi irréductible dans Tn'

Soit geT lfzn] , unitaire en z , denorme 1, et irréductible
comme élément de Tn 1[zn:j . Soit g = g, 8, une décomposition
dans Tn" ol 21 n'est pas inversible dans Tn . On peut supposer

que || glli =1 et il s'ensuit que g est régulier en z, -

Comme plus haut, nous pouvons remplacer g, parun polynéme
unitaire en z - La division de g par gy est unique dans Tn et

- N (214
dans Tn_l[zn]. Alors g, appartient 3 Tn_l[:zn]. L'élément g
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étant irréductible dans T l[zn] , on conclut que g, estune unité.
n-

Nous avons démontré que chaque élément f de Tn est un produit
d'éléments irréductibles de Tn . Un raisonnement semblable montre

1'unicité de la décomposition de f (& unités pres).

Pour montrer (II. 3. 3), nous devons utiliser un lemme général

sur les modules de Banach (le lecteur peut trouver la définition en IL7.5).

(11.3.8) - LEMME. - Soient A une algébre de Banach gui est un anneau

noethérien, M un A-module de Banach de type fini. Alors tout sous-

module de M est fermé.

DEMONSTRATION. - Soient N un sous-module, N sa fermeture
dans M . Puisque M est noethérien, N est de type fini et il existe

n
_ , C
€1 €y eeen€ tels que N iElAei . L'application (ai) — I a; e

de A" dans N estun morphisme strict d'aprés le théorgme de
Banach ( A" est muni de la norme I (ai) "= max || aill ). Ainsi il
i

existe une constante O<c<1 telle que : pour tout x¢ N, il existe

agrags s aneA avec
x=X a, e, et ¢ max [la.]ls|x].
i7i i i
2

i - < <i
Soient fl’ fZ’ ...,fneN tels qﬁe |[fi eiH_. ¢ , pour l1=isn .
Nous allons montrer que N= '21 A fi .

i=
: : Gl e &) 6
Soit s=1 un entier, supposons qu'il existe Xy e X A et

XSEN tels que

x=Zx(,s)f.+x et |[x |Is ®
i1 s s

Il existe ags @y e aneA tels que
x =% a,e, et ¢ max Ha.HS x|
8 i i s

Posons x.@+1L x(.s)+ a, et x =% a.(e.~f) . On a alors :

i i i s+1 i1 i

+1 ‘ ' 1 +1 -1
x=3 x(.sqr ¢ +x s xS S i x(.s ). x(ﬂis ST
i i Ts+l s+1 i i
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On construit ainsi par récurrence une suite (x(fbs qui est de Cauchy,
soit X, €2 limite. Il est alors clair que x =X x, fi . Ce qui prouve

que N=N.

(I1.3.3) est alors une conséquence immédiate de (II. 3. 8) .
En effet, un idéal ¥ de A est un sous-module du A-module de

Banach A , ainsi il est fermé.

(I1.3.4). - Nous allons montrer qu'il existe un automorphisme g
de Tn et un entier d<n tel que l'homomorphisme canonique
TdC—-O T — Tn/'o(ﬁl) soit injectif et fini. Ce qui prouvera la pre-
miere partie de II. 3.4.

Soit Y#(0) et fe¥ , £ #0 . D'apres (II.2), il existe un auto-
morphisme ¢ de Tn tel que o(f) soit régulier en z, et la dé-

monstration de (II.3.2) montre que o (%) contientun élément g de
d-1 i

1 ©
la forme g = z +i=20 a;z =~ avec a ,a ;... ’ad-leTn-l . Il est
clair que Tn/(g) est un Tn_l-module libre engendré par
1,z ,...,zd-1 R
n n
Soit B =% N Tn_1 , alors Tn_l/‘«'S — Tn/c () est un morphisme

injectif et fini. Par récurrence sur n il existe d<n-1 et un auto-

. ' 1 i
morphisme ¢' de Tn tel que Tdc—o Tn —_— Tn_l/o (B) soit

-1 -1
un morphisme injectif et fini. Comme o' se prolonge canoniquement
en un automorphisme toujours noté ¢' de Tn tel que o"(zn) =z
1'homomorphisme TdC—’ Tn o Tn/c‘o (M) est injectif et fini.

Ce qui prouve la premikre assertion,

(I1.3.5).- Si TdC‘—-» Tn/sm est fini et injectif, alors T, est
un corps parce que Tn,/im est un corps. Donc d=0 et

[Tn/im k< .

Avant de démontrer (II.3.6), donnons une définition.
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(I1.3.9) DEFINITION. - Soient {A, || . ||) wune algtbre de Banach

et X,,X_,..., X des indéterminées. On note A<X_ ,X_,
1 2 s 17772

1'algébre des séries X a, X% telles que lim a, = 0 . Cette algebre

e s X >
s
est normée par || T a Xa“=max Ha H .
a a Qa

(I1.3.6). - Soit A une algebre affinolde, il existe ,Tn et.un homo-~
morphisme @ de Tn dans A telrque A soit fini sur cp(Tn).

D'apres (II.3.4) il existe un morphisme injectif fini de T, dans

d
Tn/ker ® , donc un morphisme injectif fini de Td dans A . Soient
LTERITRC des générateurs de A comme Td-module. Apreés multi-
plication des e, par des éléments de k* , les e; satisfont une équa-
tion :
d.-1
SN 0o ;. (i, o
e, +ad'_1 e, +...+a° =0, i=1,...,8 et aj er
. i
Soit
d . d -1

po-x tyall x4l

i i di-l i o
Le polyndme Pi est régulier en Xi de degré di . Soit :

> o

fer<X1,...,XS Td+s ,
en effectuant la division de f successivement par Pl’ PZ’ cees F; (I1. 2)
on obtient :

f=q1P1+q2P2+...+qus+r s qier<X1,...,Xs>
d1-1 ds-l ) .
E E Y 's
r= a. . . XX 0, a., . €T
L, iy 1 s S EPAITE d

11=0 1S=0

et hell= el

Alors l'unicité de la division dans T <X_,..., Xs> et dans

d 1
Td [Xl, cees Xs] impliquent que
n - Td<x1,xz,...,xs>a‘ Td[Xer““’Xs]
(P, Py s B (P, P, ... P)
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Le Td-homornorphisme de Td[xl’ cees XS] dans A qui envoit Xi
sur e, induit un homomorphisme cpl de R sur A . On en déduit

un homomorphisme surjectif sz de Td< Xl’ ,Xs>=‘= Td+s sur A,
Puisque ker ¢, est fermé (II.3.3) la norme sur Td+s induit une
norme de Banach H . Hl sur A . Soit H . H la norme de Td s

il est clair que pour tout a¢ Td on a ||a“1 s ” a|| . On verra en

(11.4.8) quellona ”a“1= la]l pour tout aeg T, -

(I1,3.7). - Si A et B sont de dimension finie sur k on sait que
toute application k-linéaire est continue. Si B est finie sur k,
1'idéal ¥ = ker u est fermé (II.3.3), alors A/¥ est normé par la
norme quotient et ainsi u induit une injection continue de A/Y

dans B (d'apres ce qui préceéde) et u est continu.

Dans le cas général on utilise le théoréme du graphe fermsé.
Soit a  une suite de A tendant vers 0 telle que u (an) converge
dans B vers b . Nous allons montrer que b= 0. Ce qui prouvera
que u est continu. Soit M un idéal maximalde B et n>1, un
entier. Comme B/‘.Utn est fini sur k , l'application
A2y B — B/Emn est continue et ainsi b emn . D'apres le lem-

me (I1.3.10), b=0 .

(I1. 3.10) LEMME. - Soit M un module de type fini sur un anneau

noethérien A . Alors

M M=0

N
om 1

B e

(ot M parcourt les idéaux maximaux).

DEMONSTRATION. - (i) Si A est déji local avec M comme seul
idéal maximal, on pose
N=A oM.
n=1
Le lemme d'Artin-Rees (N. Bourbaki, Algébre commutative, chap. III,

§.3, n°1 [6] implique l'existence de e=1 avec T*MANCRN .
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Alors M N=N et le lemme de Nakayama implique N=0 .

(ii) Le cas général. Pour chaque idéal maximal Emo de A,

o«

l'image de N= () (1 ®" M dans M, estnulle d'apres (i).
M n=1 o

Il existe alors fogA-‘.UtO avec foN= 0. Soient §e¢N et

Y = {feA|f€=0}. L'idéal YT A n'est pas contenu dans un idéal

maximal. Donc Y =A et &§=0,

(I1.3.11) EXERCICE. - Montrer, en utilisant le théoréme de division
de Weierstrass, que tout idéal de k<z> est de la forme f(z)k<z>
ou f(z) ek[z] et f est unitaire.

Montrer que tout idéal maximal de k<zl’ZZ’ ees zn> est en-

gendré par n polyndmes de k[zl, Zo eens zn] .

II.4. - Espace affinofde. Exemples

(11.4.1) DEFINITIONS. - A une algébre affinofde A sur k , nous
associons X = Sp(A), l'ensemble des idéaux maximaux de A .

Soit x€ X un idéal maximal, A/x est un corps extension finie de k
(II. 3.5) ainsi la valeur absolue de k se prolonge de facon unique 2
A/x et sera toujours notée I . I . Si fg¢ A, onnote f(x) son image
dans A/x . Alors on peut définir une topologie sur X , c'est celle
engendrée par les ensembles U,= {xeX| |f(x)[< 1} (ot f par-

court A ). Un espace X= Sp(A) muni de cette topologie sera appelé

un espace affinofde (c'est en fait une définition provisoire qui sera

complétée au chapitre III). Nous définissons une semi-norme spectrale

sur A par Hf‘{[sp = sug)< |f(x)| . Clairement la semi-norme spectrale
est une norme si et seﬁlement si le radical de A (c'est-a-dire l'in-
tersection des maximaux) est nul. Soit | . “ une norme de Banach
sur A, elle induit sur A/x une norme qui est supérieure ou égale &

la valeur absolue de A/x (puisque A/x est de dimension finie sur k ).

Il s'ensuit que pour tout fgA ona | f”sps II'£ H .
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oo

Si A est une algebre affinofde , A° , A et A sont ainsi définis :

oo

A= Lieal 1l =1}, AT =({real ll£] <11,

°/ A’° ; A° estdonc une

A°° estun idéal de A’ eton pose A = A
k°-algébre et A une algébre sur k (= k /k }.

{1I.4.2) REMARQUE, - Si on veut déterminer la transformation de
Gelfand sur A il faut considérer K le complété de la cldture al-
gébrique k et X'= Homcont(A , K}, l'ensemble des k-homomorphis-
mes continus de A dans K . Le groupe G des k-automorphismes
continus de K agit sur X' et alors X s'identifie aux orbites de X',
Soit fe A, notons ((f) 1l'application de X' dans K définie par

G(f) (x")= x"(f). Ainsi G (la transformation de Gelfand) est un homo-

morphisme de A dans l'algébre des fonctions de X' dans K .

Un cas simple est celui ot k=K (algébriquement clos et complet)
et alors X= X'. Ainsi G (A)~A/Rad(A) estune sous-K-algzbre de

1'algébre des fonctions de X dans K.

(I1.4.3) EXERCICE. - Soit u un homomorphisme de A dans B,
A et B algébres affinotdes. Soit x¢€ Sp(B), montrer que u—l(x) est
maximal. Montrer que l'application xw— u-l(x) de Sp(B) dans

Sp(A) est continue. On notera parfois cette application Sp(u).

(II.4.4) EXEMPLE : L'anneau Tn(K)

Soit k = K (on suppose que k est algébriquement clos), alors
A/x = K pour chaque idéal maximal de A et chaque f€ A donne une
fonction X~ K au sens ordinaire. Un idéal maximal x de
Tn =K<z.,..., Zn> est déterminé par les Vftleurs zl(x) yeeesz (x) .

1 n
De cette facon on identifie X avec le polydique

[(xl,...,xn)eKn] ,xi|51 pour chaque i}.

La topologie sur X cofncide avec sa topologie comme sous-espace

de K" . La ncrme sur Tn est égale a2 la norme spectrale. En effet,
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on a toujours Hf”spS £l . soit feT L avec Ifll=1 . Alors
f_eﬁ[zl, «w-»z ] n'est pas nul. Pour ( IERRTE ] K® et [xi[ =1
pour chaque i, ona f(xl, ceaX )= f(x1 . ,xn) . Si (Xl’ ,xn)
n'est pas un zéro de f, alors [f(xl, ...,xn)]= 1, ainsi HfHSp=1
et done || || =1l |

On peut caractériser les éléments inversibles de K<z1, Zyy e 2>
On a le résultat suivant : f= ag + 3, 2 €K<z 1 Zsee., 2 > est

a;{ 1’72’ n

inversible si et seulement si f n'a pas de zéro dans Sp(Tn), si et
seulement si ]ao|>;n;g ’ aal . Soit feTn de norme 1 tel que
f_gﬁle,zz, ,zn] ne soit pas constant. Supposons que d;i?# 0.
En choisissant convenablement xz,x3, ,xneK avec ]xilsl s
le polyndme f(zl,;cz, ; EK[zlj n'est pas constant. Soit
g= f(zl,xz,.. )€K<z1> L'élément g est régulier en Z] s de
degré d, ainsi g=gq. (z d+ad 1z‘li-l-l~...+ ao) ot q estun inver-
sible de K<z]> et a_, a5, .., a4.1€ K’ . Ce polynéme de degré d
a un zéro X1€K . En conséquence, f(xl,xz, e X )= 0 . Ce qui

montre les trois équivalences. Cela implique que Tn est le complété
. - n
pour la norme spectrale de l'anneau des fonctions rationnelles sur K

sans pdles dans (Kr’)n

On peut caractériser de fagon analogue les inversibles d'une algebre

affinofde.

(II.4.5) EXERCICE. - Soient A une algébre affinofde, fgA .

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes

i) il existe m>0 tel que pour tout x€Sp(A) on ait lf(x)]>m H
ii) pour tout xegSp(A), ona £(x)#0 ;

iii) { est ‘nversible dans A .

(I1.4.6) EXERCICE. - Montrer que sur T (k) ona o =1

(ici k n'est pas nécessairement algébriquement clos).
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(II.4.7) EXERCICE. - Soient K algébriquement clos, complet, de
caractéristique p>0. Soit u l'homomorphisme de Tn(K) dans

Tn(K) défini par u(zi)= in) pour 1=i=n . Montrer que u induit
(selon II. 4.3) un homéomorphisme de Sp(Tn(K)) sur lui-mé&me et
que u n'est pas un automorphisme de Tn(K) (on montrera que Tn(K)

est un u(Tn(K)) -module libre de rang pn ).

(1. 4.8) EXERCICE. - Soit T, <HBi, A Montrer qu'il existe sur

A une norme de Banach telle que la restriction 3 Td soit la norme

de Td (utiliser la démonstration de 1I.3.6, I1.4.1 et II.4.4).

fini || . H une norme de

(I1.4.9) EXERCICE. - Soient T, ——— B,

Banachsur l'algeébre affinofde B dont la restriction 2 Td soit la

norme de Td . Soit A wune algebre affinofde telle que TdC AcC B.

Montrer que la restriction de || . | &2 A est une norme de Banach

pour A .

fini
(II.4.10) EXERCICE. - Soient Ac—-= , B, deux algtbres affinofdes.

Montrer que pour tout f€A on a ” f”?p = H f”sBp .

-]

(II.4.11) EXERCICE. - Soient A 1l'algtbre des séries % anzn
-]

n=0
avec a — 0 et B l'algebre des séries X b T =z avec
n n=0 n

h —»'0 et mMeK avec O<]1T,<1 . Montrer que A et B sont deux algebres
n
affinofdes telles que A CB . Montrer qu'il existe fg A tel que
A B
et < e
P sp

(I1.4.12) EXEMPLE. - L'anneau des fonctions hoiomorphes sur un
1

affinofde connexe de P

Nous prenons toujours k=K (algébriquement clos complet).
Au chapitre I nous avons défini un espace affinofde connexe F de IP
comme le complémentaire d'un nombre fini de disques ouverts de P
dont les rayons appartiennent a IKXI Nous voulons identifier F a

un espace affinofde au sens de II.4.1, plus précisément nous allons

montrer que & (F) estune algtbre affinofde et que ¥ = Sp(6(F)).
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Supposons pour simplifier que ®¢ F ., Alors F est défini par
F={z¢P| ,z-ailzlﬂil, 1<iSn} ol a,, M €K etolles disques
ouverts {zgK| lz—ai[ < l‘l‘l’il } sont disjoints. Considérons 1'appli-
cation injective ® de F dans (K )n définie par
zZ —t (Trl/z-al e TTn/z-an) . Soit G=®(F), cet ensemble est

défini par les équations suivantes

™, .
ony i i s
= 1 X ene s .t Fx.x.= .
G {(x1 x, Xn)E(K) la.-a, xJ pampat xli 0 pour i#j}

i j i
Considérons les polyndmes Eij de Tn s
i j
§oamay tyoag-ay
Soient ¥ 1'idéal de Tn engendré par les Eij et A= Tn/ﬁl . Ainsi

+ i j .
z; zizj it j

G s'identifie & Sp(A) . Nous allons montrer qu'il existe un iso-

a*
morphisme @ de A sur O(F) tel que ® =Sp(¢ ). Puisque

I . H =1 il existe un homomorphisme $* de T dans 8(F) tel
z-2, F - n

que o* (zi) = (rappelons que 6(F) est une algébre de Banach

zZ-a,
i
pour “ . HF ). Il est facile de montrer que tout £fg ’I‘n se décompose
n
sous la forme =f +f1 avec f =at+ X Z a, z
o o m>1 i=1 bm i

(a,ai,meK, lim a, o 0) et fleﬂl . Il est clair que

n .
cp-)(-(_f) = ot (fo) = a+m221 i§1 ai,m(ﬁm
La décomposition de Mittag Leffler (unicité) (I.1.2) montre que
cp*(f)= 0 si et seulement si fo= 0. Ainsi ker Cp* =9 . De plus (I.1.2)
montre aussi que CP* est surjectif. Ainsi CP* induit un isomorphis-
me (toujours noté ®¥) de Tn/ﬂl = A sur G6(F). C'est un exercice

de montrer que cp* est une isométrie de A (rnuni de la norme

. (qui est en

induite par T ) sur 6(F) muni de la norme | [F

fait la norme spectrale de ©(F)) et que Sp(e¥)= @ .

Nous pouvons utiliser la technique des algebres affinofdes pour

donner une autre démonstration du théorgme I. 2. 2.
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(II.4.13).- Soit F un affinotde connexe de IP

1) Soit fg®&(F), f#0, alors f n'a qu'un nombre fini de zéros.

ii} L'anneau ©(F) est principal.

DEMONSTRATION. - La démonstration se fait en plusieurs &tapes.

1) Nous démontrerons d'abord que chaque idéal maximal M de
6(F) est engendré par un seul élément. Comme O(F)= k< Zyseens zn>/i’,[
et comme k est algébriquement clos, ona M =M /U ob 1'idéal

maximal MDY de k<z vz > est engendré par

10

- - 3 ° 121 4
[zl Al,...,zn An} pour certains Al,...,)\nek . L'élément

(zi—Ai) (i>1) s'écrit (zi—ki)= (ZI_A1)+E1i . Il s'ensuit que M est
engendré par zl-)\l (ou bien par (ﬂl/z—al)-klgGS(F)).

2) Ensuite, on va montrer que l'application § : k<T>— 6(F),
TT1 ﬁn
donnée par T +— +...+ , faitde G6(F) un
z-a z-a_

1
k<T>-module libre de rang n . On voit facilement que

7 :R[T)— G(F) faitde 6(F) un k[T]-module libre admettant

™ ]
-1
pour base {1, 1 Ysee oy (C27)) 11 s'ensuit que, pour chaque
z-a z-a
1 n-1
bbb €K<T> ona
M Mn-1
#*) nbol~l-b1 7o tootb g _z_-—a—” = max “b1“ .
1 n-1 0=i<n
m o
Nous voulons démontrer que {1, s } estune
z-a z-a_ 4
base de G6(F) sur k<T> . On montre facilement (par récurrence
T, m
sur m) que chaque 7oa ) est une combinaison K<T>-linéaire
™ TT i
de {1, R 1 yeees n-1 } . Chaque élément f de 6(F) estdela
1 n | T. m
i
forme A+ 2% ( )  avec lim ixi =0

i=1t m>0 im z-a;
i1 * s -
En utilisant ) on trouve que cette somme infinie est aussi une com-

M MTa-1
binaison linéaire de {1, ey }
z - al z - an_1
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3) On va montrer que G6(F) est intégralement clos. Soit a un
élément de 1'anneau total des fractions M de &(F). Supposons que

a soit entier sur G6(F) .

Soit B 1'idéal {be 6(F)| abe®G(F)}. Si l'idéal B est propre,
alors 8 est contenu dans un idéal maximal M de ©(F). L'anneau
6 (F)ED'C est local noethérien, sans nilpotents, et son idéal maximal
est (d'apres (1)) engendré par un seul élément. L'anneau G(F)m
est donc un anneau de valuation discrete et en particulier G(F)m

est intégralement clos. Donc a¢ 6(F) et il existe bg©(F)-M

o

avec bag®(F). Cela est une contradiction,

4) On montre maintenant que ©(F) est intégre. Soit L le corps
des fractions de k<T> et soit M l'anneau total des fractions de
6(F). D'apres 2), M est une extension de degré n de L . On dé-
compose M comme somme directe de corps M1 @...9 Ms . Si

s>1, 1'élément e=(1, 0... 0)e M, ® ... & Ms =M est entier

1
sur G(F) et d'apres 3) ona eg®(F). Posons

F={xeF | le(x)]=1} et F,={xeF| le(x)[<|m]]}
ou ek et O<|mf<1.

Clairement F est la réunion disjointe de F1 et FZ . Les ensembles

F1 et FZ ne changent pas si on remplace e par une fonction ration-

nelle assez proche. D'apres l'exercice I.1.2 du chapitre I cela
montre que Fl et FZ sont des affinofdes de IP au sens du
chapitre I. Cela contredit que F est connexe. Donc s=1 et 6(F)

est inteégre.

5) On veut montrer quun f€&(F), f# 0, n'a qu'un nombre fini
de zéros. L'équation irréductible unitaire Xd+ 2431 Xd_1+ e tag
de f sur le corps L a ses coefficients dans k<T> parce que
k< T>» est intégralement clos. Un zéro de f correspond & un idéal
maximal M de G6(F) tel que 1'idéal maximal M'=MNk <T>
contienne ao (N. Bourbaki, Algtbre commutative, chap. V, §.2, n®1,

prop. 1 et 2 [6]). Le nombre des ' qui contiennent a, est fini
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parce que a_ n'a qu'un nombre fini de zéros. Comme l'extension
k<T> — 6(F) est fini, il suit que le cardinal de

{McOF)[M maximal ; feM} est fini,

6) Il s'ensuit de 5) et de 1) que l'anneau O(F) est principal.
REMARQUE. - Rappelons la réciproque de ce théordme : soit A une
algeébre affinofde qui est un anneau principal ; alors il existe un af-

finoide connexe F de ]PI(K) tel que A soit isomorphe 2 & (F)
([447).

(I1 4.14).- L'espace affinolde est un sous-ensemble de (Ko )n

On prend toujours k=K (algébriquement clos et complet). Soit

¥ = (f , fs) un idéal de Tn =K<z, .52 > égal 3 son radical

10 1
(i. e. fze ¥ implique f¢¥ ), soit A= Tn/iLI (qui est réduite) et

X = Sp{A) . Alors l'application x+—— (z] (x), zz(x) e zn(x)) définit
un homéomorphisme de X sur
= )\ = . <i<
{x (xl,xz,.‘.,xn)e(K) | fj(x) 0 pour 1=j<s}.

Alors l'objet de II.5 et II. 6 sera de répondre aux questions suivantes :
a) si féTrl est nul sur X~ (Ko)n , est-ce que fe¥ ?

b) est-ce que A estle complété pour la norme spectrale des

fonctions rationnelles en Zyreees 2 Sans pdles sur X ?
n

c) est-ce que la (semi-) norme spectrale sur A est équivalente
3 la norme induite par Tn—n A ?

5

Les réponses a ces questions sont essentiellement contenues dans le

théoreme I1I.6.1.
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II.5. - Propriétés de la (semi-) norme spectrale

(II.5.1). - Soit N un corps muni d'une valeur absolue ultramétri-

que, N le complété de N, N1 la clSture algébrique de N muni de

I'unigue valeur absolue qui prolonge celle de ﬁ . Soit

P=Xn+a1Xn-1+...+ aneN[_X]. Alors

i
maxﬂ/,ai|=max{]al laeNl racine de P}.

DEMONSTRATION, - On écrit P=(X-a)...(X-0 ) ou oy ...,a €Ny

sont les racines de P . Supposons que lc.ll = max lail et posons
X= a,lY . Alors
a a 4 a
(Y-1)(To—2y) (Y- By= vty il 2
[+ a a n
1 1 1 oy
Et on voit aussitdt que
st i
max l‘i—l=1 c.a.d. que rnaxA/lai :’all .
“1
(II.5.2). - Soit M une extension finie de N et f un élément

-1
de M, racine d'un polyn8me irréductible P = Xn+ aIXn +... +an€ N[X]

sur N . Soient v , Vs les extensions 3 M de la valeur absolue

IR

i
max ./ ai] = max vj(f)

1S j<s

de N . Alors

DEMONSTRATION, - On peut supposer M= N(f). Chaque extension v
sur M de la valeur absolue de N est obtenue par un morphisme

N-linéaire de M dans N1 , {= la cldture algébrique de N ). Un tel

morphisme correspond & un choix d'une racine de P dans N1

Al Af) = a N,, a 31 de P t (1
ors max vJ() 1r<ngiics{' | lae 1 racine de } et (1)

==

acheéve la démonstration.
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(II.'5.3). - Soit A une algebre affinofde sans diviseurs de zéro.

Soit Tdc—-b A un morphisme injectif et fini. Alors chaque élément

N

-1
fe A satisfait un polynéme irréductible P= Xn+ ay Xn +...+a0 a

coefficients dans Td . Enplus || f“sp = max Ai/ I a; I etil existe un

xg Sp(A) avec [f(x)| = || f”sp . En particulier, | f”spe-“/ lk* | .

DEMONSTRATION, - Le polyndéme irréductible P de f sur le corps
des fractions de Td a ses coefficients dans Td parce que Ty estun
anneau factoriel, donc intégralement clos. Pour chaque yeSpgTd) et
chaque racine A de Xn+a y)X 1+...~t—z-;.n('y’) il existe un

x€Sp(A) avec xﬂTd= y et f(x) =X . Alors

| f“Sp = max ( max Ai/‘ lai(‘y")l )= max }/ Il aiil .

vesp(Ty) i
Il existe un ¥ avec 4/ Sr' = max 4/ “ a; et (1) achzve la

démonstration.

(I1.5.4) COROLLAIRE. - Soit A une algébre affinolde. Alors le ra-

dical de A est €gal au nilradical de A . Ainsi la semi-norme spectrale

est une norme si et seulement si A est une algeébre réduite.

DEMONSTRATION. - Supposons d'abord que A soit une algébre intégre.
Soit f un élément du radical de A , i.e. || f“sz 0, alors II.5.3
montre que f est nilpotent, donc nul. Dans le cas général, soient

‘.Dl, vy 5}35 les idéaux premiers minimaux de A (ils sont en nombre

fini puisque A est noethérien). Comme le radical de A/‘}&i est nul,

il suit que radical(A) < ‘]}i . Donc le radical est égal au nilradical.

(II.5.5). - Soit @ : Td‘;—-o A injectif et fini. Alors cp(T(; )CA°

et A° est entier sur CP(T(;). Il en résulte que A’ ={fe AI sup an“<°°} s
n

ou ||. || estune norme de Banach sur A .

DEMONSTRATION. - Il est clair que @(T )CA (II.4.10). Soient
‘.Dl, e ‘Ds les idéaux premiers minimaux de A, ¢ 1l'homomorphisme

s
canonique de A dans ,@1 A/‘J}s
1=



T2

11 est immédiat que

ol = mex ol

ot @, estla surjection canonique de A sur A/iDi .

Soit U = ker cpiﬂ ’I‘d , ainsi A/i]?’i est fini sur Td/ﬂl . D'apreés la dé-
monstration (II.3.4), il existe un entier e<Sd et un automoprhisme

c de T, tel que TeC—-b T, — Td/c'(gl) soit injectif et fini. Ainsi

d d
c-l(Te)C——-o T,— Td/ﬂc-—-o A/‘Di est injectif fini. Il suit de (II. 5. 3)
que (A/‘i})i)o est entier sur (o'l(Te))o. Or comme (c_l(Te))"CTd" ,

on trouve que (A/i&i)o est entier sur wi<T£ ). On en déduit facilement

que A’ est entier sur cp(T(; ).

Choisissons sur A une norme de Banach telle que sa restriction

a Td soit la norme spectrale de Ty (11.4.8). Comme fgA satisfait
une équation f4a fn_1+...+a°= 0 sur Td s

sup |7 = max (1, [ £],.... 1£71]).
mgz0

©

on a :
n-1

D'autre part, sup ||f |<® implique sup [|[f ] <o etcomme
m ™ m sp
120 =™ Ton trouve [l£]]_<1 .
sp sp sp

(II.5.6). - La semi-norme spectrale H . HS sur une algébre af-
finotde satisfait : |a|_ = lim || anlll/n )
- SP na4x

DEMONSTRATION. - Conséquence élémentaire de (II.5.5).

(I11.5.7).~ Soit @ : A + B un morphisme d'algebres affinoides

sur k . Alors @ admetun prolongement ¢ : A<X1, ,XS> — B

avec §(X,)=b, (1SiSs) siet seulementsi b,,...,b_€ B® . Sices

conditions sont réalisées, alors | est unique.

DEMONSTRATION. - Si y existe, on a qy(A<X1,..,,XS>°)CB° et

alors bl’ cees bS € B puisque Xie A< XI’ vee s XS>° (11.5.5). D'autre
part, si by, ..,b_¢€ B’ alors (II.5.5) montre que
) n, n
sup (il by . bss || )<= . Ainsi l'application

nl,...,n
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¢ ¢ X a, xX*— ¥ Cp(aa)ba est bien définie. L'application | avec

¥ (Xi) = b, estunique parce que { est continue (11,3.7).

(II.5.8).- EXERCICE. - Soient p>0 et A l'algtbre des séries
p g

I a z" avec a €K et lim Ia ]pn=0. Montrer que
n n n-e n

Sp(A) ={xeK]| |x|<p}. Montrer que A est une algébre affinolde si
et seulement si pg le] (on suppose K algébriquement clos).

Montrer que A est un anneau principal.

II. 6. - Extensions entieres d'algébres affinofdes

(II. 6.1) THEOREME. - Soit A une algdbre affinofde réduite sur k .

Alors A posseéde les propriétés suivantes

1) La cloture intégrale de A dans son anneau total de fractions

est un A-module de type fini.

2) Toute norme de Banach sur A est équivalente a la norme

spectrale.

DEMONSTRATION. - 1) Puisque A est un anneau noethérien, les
idéaux premiers minimaux de A sont en nombre fini. Soient

‘.Dl, cees ’.DS ces:s idéaux. Puisque A est r:’duit, 1'application canonique
de A dans ifl A/"])i est injective et i§1 A/‘.]Bi s'injecte canonique-
ment dans l'anneau total des fractions de A (N. Bourbaki, Algebre
commutative, chap. IV, §.2, n°5, prop. 10, [6]). Ainsi la cléture
intégrale Aﬁ de A dans son anneau total des fractions est

i§>1 (A/‘Di)n si (A/‘]}i)ﬂ désigne la cldture intégrale de A/qsi dans
son corps de fractions (N. Bourbaki, algébre commutative, chap. V,
§.1, n®2, prop. 9, corol, 1, [6]). Il suffit donc de démontrer 1)
lorsque A est intégre. Nous allons faire la démonstration dans le
cas particulier ob [k : kp]<w si la caractéristique de k est p>0

et sans restriction si car(k)=0 :
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Nous considérons la situation .lef—l—r}»l A avec A intdgre.
Soient No (resp. Nl) le corps des fractions de Td (resp. A). 11

existe un entier a (si car(k) = p>0) et une extension galoisienne
a

finie N, de Ni/p telle que N

1/p2 @

K 1/P <Z1/1:'

1CN2 . Il est clair que
1/p"
est la clSture intégrale de Td dans N0 y

c'est un Td—module de type fini (puisque [k : kp] < ®), Puisque

s eve

a
z :l/p >

a a a a
1
N2 est séparable fini sur Ni/p et k /p < 'zi/p s eees zé/p >
intégralement clos, il suit que la cl8ture intégrale B de Td dans
a a a
1 i
N2 est un kl/p <z1/p Y ees zd/p > -module de type fini (N. Bourhaki,

Algebre commutative, chap. V, §.1, n°6, prop. 18, [6]). Comme
Td est noethérien et que AC B, la cléture intégrale de A dans son
corps de fractions est un Td—module de type fini.

2) Soient toujours ‘.Dl , ‘pz s eees ‘.Ds les idéasux premiers minimaux
de A et i l'injection canonique de A dans _@1 A/‘JDi . Alors 1 est
une isométrie pour les normes spectrales : sli— i(a) = al+...+as
avec aigA/’pi , alorsona :

iy = max 2l

1 SP
Soit H . H une norme de Banach sur A, c'est-a-dire une norme tel-
le que (A, || .|l) soit une algeébre de Banach. Alors H .l induit
8
sur A/’l}i une norme | . ||1 d'algebre de Banach et @1 A/E]}i est
1=
un A-module de Banach pour la norme
' ]
£ a,ll =max |af,
i . it
i
s
Puisque i{A) estun sous-A-module de & A/‘.I)i il est fermé
i=
(I1. 3.8) ainsi i est un homéomorphisme de A sur i{A) pour les
normes respectives || .| et max | “1 . I1 suffit donc de dé-
i
montrer 2) lorsque A est intégre.
fini
Considérons la situation Tdc-ﬂ—o A, A integre. Soient No

(resp. Nl) le corps des fractions de T, (resp. A). Comme pour 1)

d
il existe un entier a (lorsque car(k)= p>0) et N2 galoisien fini
a
sur Ni/p tel que NICNZ . La cldture intégrale B de Tc1 dans
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N, est finie sur Td (toujours sous l'hypothese [k :kP] <w®). Ainsi

2 1/p? 1/p®
donc B est fini sur T '° Td(k ). 11 suit alors du lemme II.6.2

ci-apres, que toute norme | . || de Banach sur B est équivalente 2
la norme spectrale. Donc la restrictionde [ . f| 2 T, est équi-

valente & la norme spectrale de Td (c'est-a-dire la norme de Td).

I1 suit que B est un Td-module de Banach de type fini, ainsi le lem-

me II. 3, 8. montre que A est fermé pour H . H . Donc “ .l est

\

une norme de Banach sur A et elle est équivalente 2 la norme spec-
trale. Et comme toutes les normes de Banach sur A sont équivalentes,

il suit que 2) est démontré.

(11. 6.2) LEMME, - Soit B une algeébre affinofde integre finie sur T

d
telle que le corps des fractions de B soit une extension séparable
du corps des fractions de Td . Alors toute norme de Banach sur B

est équivalente 3 la norme spectrale.

DEMONSTRATION. - Soient No (resp. N ie corps des fractions de

)

1
i < =

T, (resp. B). Il existe geB tel que ]|e||sp_1 et N, No(e).

Soit Tr la trace de N, sur No . Soit bg B, alors

1
| Tx(b) “sps R Hsp : en effet, le polyndme irréductible de b sur
-1
N estdela forme a +a,X+ ...+ a XS +Xs ou a,eT, ;
o o 1 s-1 i~ "d
il existe un entier n tel que Tr(b)=n a 1 il suit alors de I1.5.3
I < ! . Yo T, .
que || as-l“sp I b[|sp On a donc Tr(B) Ty
-1

Soit f(X)= b +b X+ ...+ br_lxr +X"  1le polyndme irréductible

de 8§ sur N0 , ona bie_Td puisque Td est intégralement clos et

bigTd° puisque |8 !lsps1 (d'apres I1.5.3, I1.5.5). Soit
i N .
0< i<r (8 Jo< j<y PAT Tapporti la forme bi-

(ei) la base duale de
linéaire (x,y)— Tr(xy), on sait que e.€ f}(e) Tc;ESJ [54],

J.-P. Serre, corps locaux, chap. III, §.6, prop. 11).

Soit H . H une norme de Banach sur B telle que sa restriction

[V

Td soit la norme de Td (I1.4.8), alors la restriction de H A

A est une norme de Banach de A (I1.4.9).

[N
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De l'inclusion f'(§)B < T;[e] il suit qu'il existe Cl> 0 tel que

pour tout bgB on ait :

ol @wl=lvi_, .

=max fle’]).
O<fi<r

(il suffit de prendre c
L'application linéaire b— f'(§)b de B sur f'(§)B est bi-

jective et continue pour H . H . Comme f'(8)B estun idéal de B
il est fermé (II.3,3), ainsi le théoréme de Banach dit que
b+ £'(6) b est bicontinu. Il existe donc c2> 0 tel que pour tout
beB on ait

¢, I (@ bl [b]] -
Il s'ensuit que

cye  lIvli= vl -

Ce qui prouve que |. | et || “sp sont équivalentes.

(I1. 6.3) REMARQUE. - Pour la démonstration dans le cas général,
on peut lire [17], [18].

(11.6.4). - Sila valuation de k est discrete, l'anneau k  est
noethérien et on peut démontrer que k <z, ... 2 >
P 4 1 n-1

ment noethérien (II.8.10). Soit B DTﬁ ; une algébre affinoide finie

1 Alors on peut montrer que B estun T:l l-module de

type fini (il suffit de reprendre la démonstration de (II.6.2).

est égale-

sur T
n

. . °
Pour une valuation non-discréte, B n'est pas en général un

T -module de type fini. Par contre, si on suppose en plus que k

n-1

est algébriquement clos, B® reste un T; -module de type fini

1
(voir [27] ). Dans (II. 6.8) nous reprenons la discussion de ce résul-

tat.

(I1.6.5). - Les algebres affinofdes ont d'autres propriétés agréables.
Elles sont en fait des anneaux excellents [5]. En particulier, une
algebre affinofde satisfait la condition universelle sur les chafnes

d'idéaux premiers. La démonstration est simple. Par récurrence,
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on montre que chaque Tn est un anneau régulier et possede alors
cette propriété d'idéaux premiers. Une algebre affinofde est une al-

gébre résiduelle d'un Tn et hérite cette propriété.

A l'aide du module des différentielles (voir (II.7)) on montre que
le "lieu singulier' d'une algebre affinoide est fermé (pour la topologie

de Zariski sur le spectre premier de l'algébre affinofde).

(1I. 6. 7). - Rappelons quelques notations. Soit A une algebre af-
finotde sur k , on note A" = {fcA| |/ ilsps 13}, A% ={feal stp<1 3
et A=A"/A° quiestune k-algtbre.

Soit ® : A— B un homomorphisme d'algébres affinofdes, alors
ona @A°)cB et @(A°)cB° (II.4.3), il s'ensuit que ® induit
un homomorphisme ® de A dans B . Notons Cpn le morphisme
de A" dans B induit par @ . La réduction des espaces analytiques
fera intervenir les algtbres A, aussile théoréme qui suit est-il es-

sentiel pour la suite.

THEOREME. - Soit ® : A—+ B un homomorphisme d'algtbres af-

finofdes. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1) 9 : A— B est {fini ;

2) cp° : Ao'——» Bo est entier ;
P — o
3) ® : A—— B est fini.

DEMONSTRATION. - Il est facile de vérifier qu'il suffit de montrer le

théoréme lorsque A = Td

Alors 1) = 2) n'est autre que (IL.5.5)

et ® injectif.

Montrons 2) ® 3). Soient ‘151 s ’«DZ, ey ‘.Ds les idéaux premiers mini-

maux de B . On a donc le diagramme suivant :

Td‘_ -+ B + eaB/q}i
L I .
Tdf' + B + @(B/‘bi)
| | l

T, & + B

4 — @ (B/%D.)

1
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I1 suffit donc de considérer la situation ¢ : Td—-b B avec B integre,

11 existe e<d tel que Te e cp(Td)C—+ B avec B fini sur Te'

On a donc le diagramme o
T
d
/R
Te C cp(’II‘d) B
[/
T € g(T,)C—— B

On a bien B’ entier sur T; . Ainsi B fini sur fe implique B fini
sur Td . Il suffit donc de considérer la situation TdC—-O B avec
B integre.

La norme sur Td définit une valeur absolue v sur son corps de
fractions I,, soient M le corps de fractions de B (qui est de di-
mension finie sur L) et Virerer Vg les prolongements de v a M.
Alors on a :

HbHSP =1;nia;<svi(b) (11.5.2) et (II.5.3) .

On a donc le diagramme suivant :

s
fod (et
Ed j3 - i31(1\/1,vi)
T° & 4 B ey é O,
l<:l l i=1 11
T < -+ B < — ; m
d i=1 i

ol Oi est 1'anneau de valuation de (M, Vi) et m, le corps résiduel

de (M, Vi) . Comme le corps des fractions de ’—fd (=~ E(zl, cees zd))

est le corps résiduel de L , il suit que rni est de dimension finie

sur E(zl, vees 2 On sait que la cldture intégrale de E[zl, vees zd]

d) )
dans une extension finie de T((zl, veszy)  est finie sur T([zl, vees zd]
([6], N. Bourbaki, Algebre commutative, chap. 5, §.3, n°2, th, 2).
En conséquence, B est fini sur Td , ce qui acheéve la démonstration
de 2) = 3;.
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Montrons 3) = 1). Supposons § : "T_d—' B .fini. Comme B est

un quotient de k< Zyseees zn> , soient b

g7 22y Ona bie B’ . Il existe un homomorphisme Cpn de
T s eee s X > = =

d< X1 Xn dans B tel que qon !T P et Cpn(xi) bi
(11.5.7), il suit de la définition des bi que Cpn est surjectif.

L'élément Bn satisfait une équation Xe+a—1 Xe_1+...+a =0 avec

17 ,bn les images de

z

o e e-1 oo . {
aier. Donc p= bn+a1bn +...F aeeB et une puissance p de

p est l'image d'un élément g€ Td<X s eens Xn> avec |[qll<1.

1
Le noyau de 9 contient 1'élément (Xz + ay Xe—1 +...+ ae) - q qui
est régulier en X (dans T,<X,,...,X > =T ). Le théoreme de
n d 1 n d+n

division  (II.2) montre que B est fini sur Cpn(Td<X Xn =)

1777
Un raisonnement par récurrence sur n montre alors que B est fini
sur T, .

d

(II. 6. 8) COROLLAIRE. - Soit A une algebre affinofde. Alors A est

une k-algeébre de type fini,.

(II. 6.9) EXEMPLE. - Une extension finie { de k peut &tre consi-
dérée comme morphisme k—+ £ d'algebres affinofdes sur k . Sup-
posons que la valuation de k ne soit pas discrete.et que Kk — &’
soit fini, alors 4  estun k -module libre, ce qui implique

[4 :k]=[2 :k].

On peut deviner maintenant le résultat suivant

(I1. 6.10) THEOREME., - Soit k un corps valué complet satisfaisant

l'une des deux propriétés suivantes

1) k est de valuation discrete,

2) k est de valuation dense et pour toute extension finie 4 ,

ona [2 :k]=(4 :k].

Alors pour chaque morphisme fini @ : A— B entre deux al-

gebres affinofdes sur k ;, le morphisme induit ®° : A°— B est

aussi fini.
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REMARQUE., - La démonstration de ce résultat est délicate,

Voir [21] pour une démonstration dans les cas : car k=0

ou cark=p et [k :kp]<°° (voir aussi II.8.10 pour le cas 1)).

II. 7. - Module différentiel d'une algébre affinofde

Nous supposons dans ce paragraphe que le corps k soit parfait

(i.,e. KP=k si car(k) =p>0).

DEFINITION. - Soient A une algeébre affinofde, M un A-module.
Une dérivation D de A dans M est une application k-linéaire telle

que D(ab)=a D(b) + b D(a) pour tout a,beA .

k<zl, Zoreees zn>
(I1.7.1) LEMME, - Soient A = N une algeébre affinofde,
s la surjection de k<z1, Zoyeees2 > SUT A, M un A-module de

type fini et D une dérivation de A dans M . Alors D est déterminé

par les D(s(zi)), 1SiSn .

DEMONSTRATION. - Il faut démontrer que D(s(zi))= 0 pour 1=<i<n
implique que D=0 . Chaque idéal maximal M de A est engendré

par des polyndmes en z_,z e B (I1.3.11). Comme D est nulle

1’72

sur les polyndmes en z 12, 5 on trouve D(A)C mnM pour

z
17 2o ees
chaque idéal M et n>1. La conclusion résulte alors du lemme II.3.10.

f
Définition du module différentiel A-S OA/

k
k<z1,zz,...,z >
Soit toujours A = v =s (k<z1’22’ a2 =)
Soit V le sous-A-module de A" engendré par
3F oF oF n
[oe oGy s(Gymed Feu ).

Alors le A-module An/’v' s'appelle le module différentiel de type

f
fini de A sur k et se note QA/k . Il existe une application k-li-

P f
néaire d de A dans QA/k telle que
= (s oF JF
d(S(F))—t(S(a zl ): s(azz) 3 eee s S(azn ))
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f
ol t estla surjection canonique de A" sur Q Il est facile de

AJk "

- s f
vérifier que d est une dérivation et que est le A-module en-

Ak
gendré par d(A).

£
Le lemme (II.7.1) permet alors de montrer que (d, OA/k) véri-

fie la propriété universelle suivante

(II. 7.2) COROLLAIRE. - Pour chaque dérivation D de A dans un

A-module de type fini M , il existe une application A-linéaire unique

f
1 de QA/k dans M telle que D=4 ,d.

REMARQUES. - Le corollaire (II.7.2) montre que la description de

f
QA/k 1,z2,...,zn>/91

choisie,

ne dépend pas de la représentation A =k<z

En caractéristique p# 0, A estun A’ _module de type fini. Pour
toute dérivation D : A— M , le A-module engendré par D(A) est

f
de type fini sur AP | 11 s'ensuit que est le module différentiel

A/k
universel de A/k ,

En revanche, sila caractéristique de k est nulle, on peut montrer
qu'il existe des k-dérivations D : A—» M telles que D(A) ne soit
pas contenu dans un A-module de type fini. Ainsi Qi/k n'est pas le
module différentiel universel si car(k)= 0 et si A est de dimension

de Krull non nulle.

(I1.7.3) PROPOSITION. - Soient (pour simplifier) A une algebre af-
finofde sans diviseurs de z€ro et Qt(A) le corps des fractions de A .

f
Qt(A) QA/k

(2) Soit M un idéal maximal de A, les propriétés suivantes

(1) dim ®A Qt(A)= d = dimension de Krull de A .,

sont équivalentes

a) M estun idéal régulier (i.e. AYD’! est un anneau local

régulier, i.e. dim ml/:mlz = dimension de Krull de AEIR ol

A/I

sml est le maximal de Am )
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b) (QA/k)‘.IR est un Am-module libre (de rang d) ;
¢) dim aof /o f  =d
A/T A/ mnA/k
k<z1,...,zn>
d st A= (Fl’ Fz».-..,Fs) - s<k<zl’ZZ""’zn>) .

Il existe un (n-d) x (n-d) -mineur A de la matrice

OF 3F
s(a 1) . s(a s)
zi z
aFl aFS
s(T) ... s(—)
azz Bzz
SFI oF
(Bz ) s(az )
n

tels que A¢M .

On conclut de (2) que le "lieu singulier' d'une algebre affinofde

est fermé. C'est-a-dire
{MeSp(A) ] An n'est pas régulier} ={Me Sp(A)|M 2B}
pour un idéal 8 convenable de A .

Avec les techniques de modules différentiels on montre (entre
autre) que les algébres affinotdes sont des anneaux excellents (Berger,

Kunz, Kiehl, Nastold) [5].

II. 8. - Un exemple, l'algebre k<X, Y, vis

L'objet de ce paragraphe est de montrer que 1'algébre des fonctions
holomorphes sur un produit de disques et de circonférences est un
anneau factoriel. Ce résultat sera essentiellement utilisé au chapitre VI
pour construire les fonctions méromorphes d'un tore analytique.

L'outil est l1a mise en place d'un théoreéme de préparation et de di-

vision,
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(11.8.1). - La norme de k<X,Y, Y—1>

(I11.8.2) LEMME. - Soient A un anneau, s la surjection canonique

1 < .
de A[Y],...,Ym ,Sl,...,SrnJ (noté aussi A[Y,S]) sur
A[Yl,...,Ym, Sl,...,Sm] /(] 4S., .. 1-Y 5 ) (noté aussi
1 1 171 mm’
AEYl""’Ym’ Y]. ,...,W\I)m] ou encore A[Y,Y "])., Alors la res-~
trictionde s 3 (® AY )® ( ® AS™) est bijective.
-y U 70

DEMONSTRATION. - Clairement s((® AY )@ ( ?{ AS“))zA[Y,Y'lj.
Vv W #0

Montrons que la restriction de s est injective., On considére d'abord

le cas m=1 ., On a donc

v .
g a, Y, +“§0 b, = (1-Y,8)) £,(Y,8) .

en regardant les termes homogenes des deux cdtés, on aboutit au fait

que av=0=b,_J pour tout v et u .

Soit m =2, considérons 1'égalité

v 0 m
() X a Y + £ b8 =% (1-Y8S.)f

v uF0 M i=1 1

Posons Y2= Y3 e = Ym: SZ= S3 e = Sm: 1 . Ainsi (%) devient

i j

a + Z ¢ Y, + X d8" =(1-Y¥.S,)g,
0,50 ;o9 1 1 j>0 J 171

ainsi le cas m =1 implique ao, or ..., o 0 .

De plus, il est facile de vérifier que

A"
a2’ Y+ % b s%+ T (1-Y.8.)g.
v ufo M i=1 171724

o
wn

i
P!

avec a' = a , ainsile cas précédent montre que a_ =0 .
0,0,...,0 "V Vo

On montrerait de m&me que bH =0 pour tout U . Ce qui montre le

lemme.

Considérons maintenant la version analytique du lemme II.8. 2.
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(II.8.3) LEMME. - Soient A une algébre de Banach, s la surjection

canonique de A<Y,,...,Y ,S,,...,5 > (noté aussi A<Y,S> sur
1 m 1 m —_—
A<Y1,...,YH1,S1 , S >/1 vS 1-Y.S 1Y S ) (noté aussi
-1 1 171’ 272’ 1 m m
A<Y,,..., Y ,Y ,...,Y > etaussi A<Y,Y >). Soient
1 m’ 1 m —_—
+ \YJ
B ={xgA<Y,5> | x=Z a Y , a €A et a-— 0]}
v Y] Vv v
{x€A<Y,5> | x=% b S”, b cA et b— 0}
“ 5 M
MF0
Alors la restriction de s 2 B+ @ B~ est bijective et isométrique.

DEMONSTRATION. - Soit f(Y,8)e A<Y,S>, alors f se décompose

sous la forme

(y.8)= T a vV T b, iz (1-¥s,)f

vV HA0 i=1
avec
o I gy s e
Montrons la premiére partie du lemme pour m=1. Considérons

une égalité

£aY + T b sT:(l-YS)f

vVlu;t’Ou 171771

On peut supposer que 1= max{ || a,, ”b i, f1|| }. On considere
l'image de cette égalité dans A<Y S> et comme
Il -SlYl)f1 =1 £ |l on aboutit en utilisant le lemme I1.8.2 A une

contradiction. Donc a, = bu: 0 pour tout Vv et | .

Soit maintenant m >2 , considérons 1'égalité

v uo_
T oa, Y+ Z b stez (1-38)f

w0 M
Yo
Alors en multipliant par S , en posant Y2= e = Ym= 822 ...:Sm: 1
et en utilisant ce qui précede, on montre donc que a, = 0. Ce qui
o

prouve que av=bu= 0 pour tout v et yu .

Il suit alors clairement de la décomposition (%) que

v sl = max (a1l b, 0}

>
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COROLLAIRE. - Soit A une algeébre de Banach. Alors l'algébre

- - -1 -
A<Y,Y > estisomorphe & l'algtbre A[(Y,Y "]. De plus, si A

s -1 s
est intégre, alors A<Y,Y "> est integre.

Le spectre de k<X ,...,X ,Y,,...,Y , v
1 n 1 m 1 m
(k algébriquement clos)
. -1 -1
I1 est facile de montrer que le spectre de A<Y_ ,...,Y ,Y ,...,Y >
1 m’ 1 m

s'identifie & Sp(A) x c™ on C= {zek| lz] =1} et plus particuli¢re-

ment on a

Splk<X,,...,X , Y ,...,Y , vt

-1 n m
1 o Y i 1,...,Ym>) D'« C

avec D= {zgk]| |z|<1}. C'est pourquoi l'on dit que k<X,Y, Y-1>
est l'algebre des fonctions holomorphes sur un produit de disques et
de circonférences.

-1
(11.8.4). - Lemme de préparation et de division dans k<X,Y,Y >

Comme pour k< X> ol l'on montre d'abord un lemme de pré-
_ _ -
paration et de division dans k<X,Y,Y >=k[X,Y,Y 1] . Ce lemme

se '"'relevera' alors a k< X,Y,Y_1> comme dans le cas de k<X>.

(I1.8.5) LEMME. - Soient A un anneau,
-1
1

-1
f(Y)eA[Yl,...,Ym, Y, s Y 1, tel que f£0 .

: -1
i) Alors il existe un A-automorphisme o de A[Y,Y "] tel que

B« g, a g,
o o 1 1 k k
e o (£(Y)) = qu. Ym +ulYi Y Fotu, YUY
' ¢ YBi_ Yal YBiZ YBm-l j Z et <
uieA,ui;(O =YY Yy a,. B, € et o <a< < ay -

ii) Soient m>2, N1, alors il existe un A-automorphisme ¢’

de A[ Y,Y_lj tel que
B! a

k i k i i
c'{Z u, Y Y )=% uY ¥ avec a! ,-a)> N.
i=Qg 1 m =0 1 m — i+l i
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DEMONSTRATION. - Soient F une partie finie de z™ s

= 3 eee s & , i i s 2 eaes
a (cxl, o, m)gF alors il existe N1 N2 Nm_lez tels que
l'application s : o+ Nlcxl+ +Nm-1am-1+am soit injective sur F .
Soit ¢ le A-automorphisme de A[ Y, Y ] définipar
NN N
c(Yj)= Yj pour j#m et C}‘(Ym)=Y1 YZ an_1 Yo -
Soit maintenant
a a | %m
fY)= X _ u Y , u £0, u €A et Y =Y, ...Y
aeF @ a a 1 m

11 est alors clair que o(f(Y)) a la forme voulue,

Montrons ii). Soit g' le A-automorphisme de A[ Y,Y-lj

défini par

\ _ , _ o€ ,ctl . _ .
c(YI)—YlYm, (:J'(an)—Y1 Ym et cr(Yi)—Yi pour i1, m .

Clairement o' convient sil'on choisit ¢ assez grand.

. . -1 -1
DEFINITION. - On dit que (X, Y)ek[X;seo0n X, Yoo, Y0 Y] b, Y]
et biunitaire en Y si

—_— m

k a,
(X, Y)= % u. Y , avec QA <@g, <...<ad
j=p 1 m [} 1 k
k[ X X, Y Y v ! ] t t i
uie promo R e L g0 Yy e T g4 u0 e1\1k son1 inver-

. [ = -
sibles dans l'anneau k[Xl,...,Xn, Yl""'Ym-l A ""Ym-IJ
(II.8.6) LEMME. - Soient k un corps, f.,...,f €k[X,Y ,Y'IJ.

-1 1 r m’ m
Alors il existe un k[ Y , Y ~ ] -automorphisme de k[ X,Y ,Y ]
m’ ‘m m’ “m

tel que fl,fz,...,fr soient biunitaires en Ym

DEMONSTRATION. - Il suffit de considérer 1'automorphisme ¢
défini par c -

i i
G(Xi)— Xi+Ym+ Ym et c(Ym)— Ym .



87
(I11.8.7) LEMME (de préparation et de division)

i) Soient k un corps, £(X,Y)ek[ x,Y,Y'lj. Alors il existe un

k-automorphisme ¢ de k[ X,Y,Y’lj tel que o {f(X,Y)) soit bi-
unitaire en Y .
- m

k Q.
. . -1 i
ii) Soient A un anneau, f,g¢ A[Ym, Ym] , g—i:ZIO uiY avec

m

< s
ao onl < O.k

] uieA et uo,ukgAx . Alors il existe
g, rEA[ an A Ym] unigues tels que

f=q.gt+r , reA[YmJ et dr<a % -

k
DEMONSTRATION. - L'affirmation i) est conséquence des lemmes
11.8.5 et II.8.6, quant & ii), la preuve est élémentaire.

Nous pouvons maintenant donner la version analytique du lem-

me 1I.8.7.

(11. 8.8) LEMME (de préparation et de division). - Soit k un corps
valué complet.

i) Soit f(X,Y)ek<X,Y,Y_1> avec ||f]|=1. Alors il existe un

k-automorphisme ¢ de k<X,Y,Y_1> tel que o (f(X,Y)) soit bi-

uynitaire en Y dans l'anneau
m

- -1 1
K[Xy, o0 XL Y.

-1 -
NPT SPIR APUS SNPR I SR S

ii) Soient f,gek<X,Y,Y_]> tels que “g”zl et que

CI.O cnk
g = +... Y , s
g(X,Y) u Ym +uk - avec a.0< < oy
- -1 -1 . .
uiek[XI,...,Xn,Y1 "'Ym-l'Yl ,...,Ym_lj et u_, u inversibles.

-1 ;
Alors il existe q,re k<X,Y,Y > uniques tels que :

f=q.g+r, rek<X ,Xn,Y,..‘,Y

1

170 Y ,...,Ym_1>[Ynj,

m-1" "1

dy (1) <ag-a et [fll=max (lall. (],

m
DEMONSTRATION. - Pour montrer i} il suffit de relever l'automor-
phisme défini par II.8.7,i) . Pour la preuve de 1ii) on utilise

11.8.7, ii) et on copie II.2 (1).
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Une conséquence importante est le théoréme suivant qui sera

utilisé au chapitre VI.

(11. 8.9) THEOREME. - Soit k un corps valué complet. Alors l'an-

-1
neau k<X, Y,Y > est factoriel.

DEMONSTRATION. - L'anneau k<X,Y, Y-1> est integre d'apres le
corollaire du lemme II. 8.3 et il suffit de copier la preuve de II. 3, 2.
(II.8.10) EXERCICE (si k est de valuation discrete CI(Z)= 0
implique CL{A)=0).

Soit k un corps muni d'une valuation discrete, V son anneau

de valuation, TV son idéal maximal,

1°) On souhaite démontrer que V <T1, TZ, e Tn> est un anneau

noethérien. On prendra comme hypothése de récurrence que
Yy

V<T1,T2,...,Trl 1> est noethérien. Soit Y wun idéal de
V<T1’T2""’Tn>

a) Montrer qu'il existe un entier s 20 tel que

mPUC VLT, T,, ..., T > et fem ¥ telque [f]=1.

b) Soit fg TT._SQI tel que ||ffl=1. Montrer qu'il existe un

automorphisme ¢ de V< Tl’ ,Tn> et u€V<T1,...,Tn>x tels que
d d-1
= yeee ot T,...,7T
u.olf)=T +a, (T Lo a, (T n-1’

ou a€ V<T1, cees Tn—1> {utiliser en II,2 et II. 3.2).
c) En déduire que V<T1, cers Tn> /(c () est un
V<T,,...,T > -module libre de rang d .

1 n-1
d) En conclure que c(n_sﬂj)/(g(f)) est de type fini et donc que

U est de type fini.

e) Conclure que V<T,,T_,..., Tn> est noethérien.

1" 72
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2°) Soit A une k-algebre affinotde, montrer que A’ estun
T:i-module de type fini pour un certain d et que A’ est une algebre
noethérienne (selon le procédé de II. 6.1, on se ramene au cas ol A
est une algebre intdgre B finie sur T, , ensuite l'inclusion

d
f'(e)BaCT‘:i de II, 6.2 montre le résultat) .

3°) Soit A une k-algebre affinoide.

a) Soit M un A’ -module projectif de rang 1 . Montrer que

M=M QAD A estun A-module projectif de rang 1 ou A= AO/TTAo

b) Montrer que K/I_=.—A_r;10 pour un mogM implique que
M=Am .

o

c) Soit N un A-module projectif. Alors N®N'= A" pour

certain N' et r>0 . Montrer qu'il existe un A’ -module projectif M

avec N>M®A et N et M ont le méme rang.

d) Montrer que CI(A)=CI(A) ou Cl(B) désigne les classes

d'isomorphismes de B-modules projectifs de rang 1.

4°) Soit A une k-algdbre affinofde telle que A= Ac/ﬂ A soit

une algébre réguliere.

a) Montrer que A° et A sont aussi régulidres. (Chaque idéal
maximal M de A° contient ™ et M/MTM est un idéal maximal

de A—.)

b) Montrer a 1'aide de 3°) et de III. 8.3 que CI(X): 0 implique

que A est factoriel,

c) Montrer que A est factoriel et que CL(A)=0 .

,Y = ,Y'1>
m

d) Montrer que l'anneau k<X_ ,...,X , Y, ,» Y, ..
1 n m 1

PR
est factoriel.

e) Utiliser H. Bass, Algebraic K-theory, p. 144 (7.17) [65],
pour montrer que A réguliere et Cl(K)z 0 implique C1l(A)=0 .
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CHAPITRE III : ESPACES ANALYTIQUES SUR k

III.1. - Les ensembles rationnels

II1. 2. - Topologie de Grothendieck, faisceau structural
II1. 3. - Espaces analytiques

III. 4. - Exemples

III. 5. - Faisceaux sur un espace analytique - Exemples
IIl. 6. - Faisceaux cohérents sur un espace analytique
III. 7. - L.e faisceau des fonctions méromorphes

III. 8. - Faisceaux localement libres

Ce chapitre est dévolu a la définition de l'espace analytique et a
1'étude de quelques faisceaux importants sur un espace analytique.
Un espace analytique est défini par recollement d'espace analytiques
affinofdes. Un espace analytique affinofde est construit & partir d'un
espace affinofde (II.4.1) sur lequel on définit une topologie de
Grothendieck et un faisceau (structural) © . Enfin on met en place cet-

te topologie et ce faisceau a l'aide d'affinofdes particuliers : les en-

sembles rationnels.

111.1. - L.es ensembles rationnels

Dans ce paragraphe III.1, A désigne une algébre affinoide et

X = Sp(A) est l'ensemble des idéaux maximaux de A .

(II1.1.1) DEFINITION. - Un sous-ensemble R de X est dit ration-

nel (dans X ) s'il existe fo o SRR fneA tels que

R = {xgX]| ffi(x)lslfo(x)! pour tout 0<i<n}

et A=f A+f A+ ...+1f A .
[«] 1 n
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On associe 3 R 1l'algeébre affinofde

B = A<T,,T ,...,T>/(f

1" 72 n -T

LT e s £ T £ )

Alors l'homomorphisme canonique ¢ de A dans B induit un ho-

méomorphisme Sp(¥) de Sp(B) sur RC Sp(A). L'algtbre B vérifie

la propriété universelle suivante

(I11.1.2) LEMME. - Soit § un homomorphisme de A dans C

(algebre affinotde) tel que ‘Sp(w (Sp(C))c R . Alors il existe un ho-

momorphisme unique T de B dans C telque {§ =Te®

A—t ¢

DEMONSTRATION. - On a fo(x);f 0 pour tout x¢ R puisque

P

o &

fo, fl, cees fn n'ont pas de zéros communs, ainsi §(fy) n'a pas de zéro

dans Sp(C), il s'ensuit que w(fo) est inversible dans C (II.4.5).
De plus on a pour tout z¢ Sp(C) ‘w(fo)(z)] > lw(fi)(z)f . Ainsi :

y(£,) LA
v(f,) v(E)
I1 existe donc une application unique 7.‘1 de A<T1, cees Tn> dans C
¥ (£)
i
T = = ——— ., Clai s
telle que llA y et Tl(Ti) ‘J’(fo) Clairement
ker T, 2 (f,-f T.,...,f -f T ), ainsi il existe un homomorphisme T
1 1 70’1 n on
de B dans C avec T =y . Montrons l'unicité, soit T' de B

dans ¢ satisfaisant (111,1,2). Alors t' définit canoniquement un ho-
momorphisme 1'1' de A<T1,...,Tn> dans C tel que 1."1 A =y et

- = insi T =y (f f t l'unicité de (II.5.7) montre
T (fi £,T)=0. Ainsi T/ (Ti) ¥ ( i)/"’( ) et llunici ( )

que Tl=r1', donc T=T'.

Le lemme III. 1. 2 montre en particulier que l'algebre

A<T ,...,T >
B = 1 2 associée A l'ensemble rationnel (dans X
(£,-f T.,...,f -f -T) )
1 071 n o n
R ne dépend pas du choix de {fo,fl, ,fn}. Cette algébre B sera

notée @X(R) ou plus brizdvement ©(R) s'iln'y a pas de confusion

possible).
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(I11.1.3) LEMME.- 1) Soient R1 et R2 rationnels (dans X)),

alors RlﬁR2 est rationnel (dans X) et

Ox® AR, =6 (R) 8, O4(R,) .

“2) Soient RICRZCX’ R2 rationnel dans X et R1 rationnel
dans RZ' Alors R1 est rationnel dans X .

DEMONSTRATION, - 1) Soient :
= < i< =
R, {xe X| lfo(x)l_>_ ’fi(x)l, 0Sisn} et A=(f,...f),
= < i< =
R, ={xe x| ]go(x)lalgj(x)l, 0< j€Sm]} et A (go,...,gm) .
Alors il est facile de vérifier que
Rln R2= {xeX| Ifo(x) . go(x), > lfi(x) . gJ(x) | pour 0<isn, 0<jS m}
et A= 3 fing . Ainsi RlﬁR2 est rationnel.

i, j
La deuxidme partie de 1) résulte des isomorphismes suivants

_ A<Ty,..., T > . A<S...8 >
6 (R 8, O (R,)= ®
XU A X (5 A Ty, T ) A (g8 Sy g g S )
A<T_,...,T ,8,,...,5 > A<..., U, ... >
1 n’ "1 m > iy
6 (RAR ).

T({-fT, .. f-fT .2 -2S,..g - o fg-
(1 o1 n on 87 %7 %m%)sm) ( ’fig_] Uijfogo"")

2) Soient :
R,={xeX| 'go(x)lzlgj(x).l pour 0SjSm} et A=E A g
j

R, ={xeR,| ‘fo(x)lz |£,(x)] pour 0<i<n} et (SX(RZ)=2i 6 (R,

A<Sl’ ’Sm>
Les éléments f ,...,f ¢ 6 (R, )= peuvent &tre
o nt " X'\2 (gl—goSI,...,gm-goSm)

remplacés par f‘o, cens fr‘1 si H f;— fi“ est assez petit, Nous pouvons
donc supposer que fo, N fng @X(RZ) sont images de
LY hneA[SI, ,Sm] de degré total majoré par N . Ainsi

Nf Nf A t 5 8 os f f €A
gty gy £ € et nous pouvons supposer que f ,....f €A .
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Pour des constantes convenables Xo, ,}\me K et pour tout
x€ R1 on a
f (x)]=]h.g.(x 0<jSm .
[£,(0)]= | i8] j

Alors RI:RZHR3 ol

R3:{xg x| lfo(x)lz lfi(x)], 0<i<n et |f0(x)|g lkjgj(x)‘ ,0<jSm}.

I1 est clair que R3 est rationnel dans X , ainsi R1 est rationnel

dans X d'apres 1).

III, 2. - Topologie de Grothendieck, faisceau structural

(111.2.1) DEFINITIONS. - Soient A une algdbre affinofde, X=Sp(A).
On définit sur 1l'espace topologique X (II.4.1) une topologie de
Grothendieck. lL.es sous-ensembles admissibles de X sont les sous-
ensembles rationnels de X , les recouvrements admissibles sont les
recouvrements finis. Le lemme III. 1.3 montre que ces données dé-

finissent sur X une topologie de Grothendieck (I.4.1).

On a sur X (muni de la topologie de Grothendieck précédente) un
(pré-)faisceau défini par R+ @X(R) oli l'algebre @X(R) a été
définie en III.1.2. Si RICRZC X, le lemme III.1.2 définit l'homo-

morphisme de 6_(R_) dans 6_(R

X2 Xl)‘

Soit M un A-module de type fini, on définit sur X un (pré-)

faisceau noté M ou M™ par }\N/I(R) = @X(R)®AM .

L.e paragraphe qui suit montre en particulier que @X et ¥ sont

des faisceaux.
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III. 2, 2. - Le théoréme de Tate

(II1. 2. 3) DEFINITION. - Soient A une algeébre affinotde, X= Sp(A),
F un (pré-) faisceau sur X . Un recouvrement admissible Y de X

est dit acyclique pour le (pré-) faisceau & si

I%(U, %)= 3(X) et I (U,F)=0 pour i>0.

Le théorgme de Tate détermine la cohomologie du (pré-) faisceau

M.

(I11. 2. 2) THEOREME. - Soient A une algtbre affinoide, M un

A-module de type fini, X= Sp(A). Alors tout recouvrement admis-

sible ¥ de X est acyclique.pour le {pré-) faisceau IT/I .

La démonstration de ce théoreme nécessite quelques lemmes et
définitions. L'un de ces lemmes montre le théoréme pour un recouvre-
ment particulier & deux éléments, l'autre permettra de faire une dé-

monstration par récurrence sur le nombre d'éléments du recouvrement.

(1II. 2. 4) DEFINITION. - Soient A une algebre affinotde, X = Sp(A).

Un recouvrement admissible Y = {Ul,UZ, ,Un} de X est appelé
recouvrement standard s'il existe fl, fz, e anA tels que
A=fA+fA+.,.+1A et
1 2 n
U, = {xeX] Ifi(x)]zlfj(x)l 1<j$n} 1<i<n.
On notera un tel recouvrement X (fl, fZ”"' , fn) .
(II1. 2.5) LEMME, - Soit ¥ = {V] , VZ’ R Vn} un recouvrement ad-

missible de X = Sp(A). Alors il existe un recouvrement standard plus

fin que 7
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DEMONSTRATION. - 1l existe fgl), f(zl), ,fi;)eA tels que

acfDar May Wy o
1 2 m

Vi= {xe X' Ifgi)(x)IZIff(i)(x)l pour 1SkSm}.

g =@

n
Posons avec a ={(a. ,a,,...,a J€{1,2,...,m} =1
a, [¢3 1" 72 n
1 72 n
Clairement on a
A=% f A,
oel @

Posons
U ={xe X| lfa(x)l zlfs(x)] pour tout Bel}.

Alors on a

Vi =U Ua
ou a :(ocl,... ,an) parcourt'les éléme-nts de I tels que Q= 1.
En effet, si x¢ Vi on a lfgl)(x)l.alfl(:) (x)] pour 1<kS€m . De plus,
soit U,J.E{I, 2,...,m} tel que If;‘].) (x)] = max(lfg‘]) (=), ..., lfg) ()] 1.
Ainsi x¢ Ua avec @ = (cxl, a, J, o g 1, aiH,...,an) .
Notons J={a =(a1,... ,an)gI[ il existe i avec a.= 1} . Le re-

couvrement [Ua} e est un recouvrement plus fin que 7 .
e

Nous avons donc montré qu'il existe 8128y o gteA et sSt
tels que

A:g1A+... +gtA et que

Y= {Ui , UZ' b een s Us'} soit un recouvrement plus fin que v avec

Ui' - {XEXI 'g’i(x)lz lgk(x), pour 1skst}.

Il nous reste donc a montrer que

[ ' ' —
Y= {Ul,... ,Us} = x(gl, gy e By) -
Nous avons la relation suivante : soient x¢X , 1=<k=t , alors
(%) lgy (0 < max(| g, )+ g0l ..l (0)])

En effet, xeX=U'1UU'2 .. U U'S , par exemple eri .
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Alors Igl(x)l > lgk(x)l , ce qui prouve (*).
La relation (%) implique aussi que

U/'= {xeX]| ,gi(x)lzlgk(x)l 1=sk<s}, 1Siss .

De plus 1'idéal engendré par By 2By est A , sinon il est contenu
dans un idéal maximal x . Ce qui montre que
gl(x) = gz(x): - gs(x)= 0 et {¥) montre que gk(x): 0 pour 1=k<t,

ce qui est impossible puisque

A=g]A+g2A+...+gtA.

Montrons le théoréme de Tate pour un recouvrement standard

trés simple.

(1II. 2. 6) LEMME. - Soient A une algébre affinoide, X =Sp A ,

feA, M un A-module de type fini et {Xl , XZ} le recouvrement
suivant, X ={x¢X| i) =1}, X,={x¢ X| |f(x)|=1}. Alors

nous avons la suite exacte suivante :

0 — M(X) =24 ﬁ(xl)&) f/{(xz)—do ﬁ(xln X,)— 0.

DEMONSTRATION. - On a

_A<T> G(Xz)_ A<S> ’ @(X1”Xz)=

A<T,S>
1) (T-f) T (1-18)

$(x (T-f, 1-£S) "

I1 est alors facile de vérifier que la suite suivante de A-modules est

exacte

A<T> A<S> d A<T,S>
@ - - 0.

(T-f) — (1-18) (T-f, 1-£5)

(%) 0— A2

Soient t (resp. s) l'image de T (resp. S) dans A<T>/(T £)
(resp. A<S>/(1 -fS))' L'homomorphisme & de A-module de

A<T,S> dans A<T>/(T ®A<S>/(1_fs) défini par

f)
5(T' %) =t st iz

(T s)=¢" i i<j
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induit un homomorphisme sur A<T,S> /( et montre que la

T-f, 1-£f5)
suite (%) est scindée. Ainsi cette suite reste exacte par tensorisa-

tion par M .

S5i Y={ U], UZ’ ,Un} est un recouvrementde X, si Y& X
est admissible, on notera UNY le recouvrement

{U,NY, U,NY,..., U NY} de Y.

Le lemme qui suit permettra de montrer le théoréme de Tate par

récurrence,

(I11.2.7) LEMME. - Soient U un recouvrement standard de X=Sp A,
X, et X, L 1 'L(nxz;
UnN X1 ] X2 sont acycliques pour M , alors Y est acyclique pour M.

définis comme dans le lemme III.2.6. Si YUNX

DEMONSTRATION, - Pour U = U, NU, ..NU, , onadapresle
2 k

lemme III. 2.6, la suite exacte

0 — M(U)— M(Unxl)@ I\N/I(Uﬁxz)——» fA(Uﬁlexz)—, 0.

Aussi les complexes de Cech forment une suite exacte

0— C(U, M) — c(unxl,ﬁ)ea(unxz;ﬁ)——-’a(unxlﬂxz,ﬁ)—oo.

La longue suite exacte de cohomologie termine la démonstration.

Démonstration du théordme de Tate (III.2.2)

Le lemme III. 2. 5 montre qu'il suffit de vérifier le théoréme pour
les recouvrements standards. La démonstration se fait par récur-
rence sur le nombre de fonctions qui définissent le recouvrement

standard en utilisant un argument combinatoire simple.
Partons de 1'hypothése de récurrence suivante

Soit Y = Sp(B), s=n-1. Alors tout recouvrement standard de

o de la forme x(pl,pz,...,ps) est acyclique.

Clairement (hl) est satisfait.
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Soient X = Sp(A) et X(f ,f ,..., fn) un recouvrement standard

1" 72
de X . Soient gl,gz,...,gneA tels que

= +...
1 glf] +gnfn et
T‘Tek>< tel que
-1
max |g. (x)|< [m7]
1<i<n ! :
xe X

I1 suit alors que

[7]< inf (max [f(x)]).
x€X 1<ign !

Soit 1<s<n , posons
Y ={xeX| | )|=lnl, ... [f o= ]7] }.

Considérons une deuxiéme hypothése de récurrence

Le recouvrement standard ¥(f;,...,f )NY de Y ,
1 n s' — s
(h'a) pour s<s'=Sn estacyclique.

Montrons que (h's) implique (h;‘,—l)' Posons
Yo ={xeX| [l ]l lf_G)lz(n]. [f )= |n]].

Remarquons d'abord que

YONE(E 0 f )= YONE(, o f, o f e f )

D'apres la définition de T on a pour xg Y; , lgs(x) fs(x)l <1, ainsi

1--gs fs est inversible dans © (Y;) ce qui montre que

6(Y)) =1, O(Y )+ +f  O(Y )+ 1

-1 O(Y )+...+f 6(Y ) .

+1 s n s

Ainsi Y; 8] i(fl, e s fn) est le recouvrement standard

% ( £ L f ,fnlY-). Alors 1'hypothese (h
s

montre que Y; nz (fl, R fn) est acyclique. Le mé&me argument

gt gy fg ]y n-1)
s s s

montre que Ys N Y;ﬂ x (fl, ...,f ) est acyclique. Le lemme II[.2.7
n
montre que YS 1 ng (fl, ...»f ) estacyclique, ce qui est (h's

1)
Et (h'o) n'est autre que le théoreme.



99

11 nous reste pour terminer & montrer que (h') est satisfait,
n

Posons

Y= {xeY | (x)]z]L&)]}

Y;:[xe Yn’ [fl(x)[—<— lfz(x), }

Il est clair que

Yn'ﬂx(fl,...,fn)z{UI‘,UZ',...,UI'I} avec UZ'CUI’ et
Yn'ﬁz(fl,f3,,...,fn)={ui Uy ,Un'}, de meéme
YIOE(,, .. f) = {U'l' SRV ,Un’.'} avec UG U} et
YUNE(f,, ..., )= {U},...,U"}.

L'hypothése (hn 1) montre que les recouvremnients

u,ul,...,U! M, L, Ut i .

{ 1 U3 Un} et [UZ v } sont acycliques. Il est alors

: 3 1 " 3

immédiat que Y n £(f1, ceaf) et Y. nz (fl, ..., £ ) sont aussi

acycliques. Le méme raisonnement montre que Y'0 Y'" N i(fl, eent)
n n n

est acyclique. Ainsi le lemme III. 2.7 permet de conclure que
Y NE(S,... .o i i i
- x( 1 n) est acyclique parce que fl et fz sont inversibles
sur Y .
n

II1I. 3. - Espaces analytiques

(111. 3.1) DEFINITION. - On appelle espace analytique affinofde, le
triplet (X, G, (SX) oh X=Sp(A), A algebre affinofde, G estla to-

pologie de Grothendieck, @X est le faisceau structural.

(1I11. 3.2) DEFINITION. - On appelle espace analytique (rigide), un

triplet (X, G , GX) oli X est un espace topologique, G estune to-
pologie de Grothendieck sur X et @X est un faisceau ; en plus il

existe un recouvrement admissible [X.} de X tel que pour tout

i‘igl

i€l le triplet (Xi s Ql x5 6 soit un espace analytique affinofde.
i

XI X.)
1

(I11. 3. 3) REMARQUE. - Signalons qu'on peut donner une autre topolo-

gie de Grothendieck sur un affinofde X=Sp(A). Un sous-ensemble Y

de X est appelé ouvert affinofde de X s'il existe une algebre affinoide
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B et un morphisme ¢ : A—+ B possédant les propriétés suivantes :
1) Sp(®) est un homéomorphisme de Sp(B) sur YC X ;

2) si ¢y estun morphisme de A dans C (algdbre affinotde)
satisfaisant im(Sp(y) )Y, alors il existe un morphisme unique & de

B dans C tel que y§ =08.9

Cette propriété montre l'unicité de l'algébre B que l'on note @)'((Y).
Un sous-ensemble rationnel (dans X ) est donc un ouvert affinofde.
On peut démontrer (H. Grauert, L. Gerritzen [19]) que Y est

réunion finie de sous-ensembles rationnels Xl’ XZ""' ,XS de X . Le

théoreme (III. 2. 2) montre alors que B est le noyau de l'homomor-

phisme @ 6 (X.) -+ @ 6_(X.NX). Il en résulte que le faisceau
X icj X1 ]

@X détermine de fagon unique le faisceau 6! C'est pourquoi les deux

X
structures, définition par les ensembles rationnels ou par les ouverts

affinofdes, sont essentiellement les mémes,

III. 3. 4. - Recollement des espaces analytiques affinofdes

Pratiquement on construit souvent un espace analytique i partir

d'espaces analytiques affinofdes que 1'on recolle.

Soit {Xi} une famille d'espaces analytiques affinoides. Supposons
que pour tout (i,j)e€ I2 il existe Xij (resp. in) un sous-ensemble
rationnel de Xi (resp. Xj) et q?j,i un isomorphisme d'espace analy-
tique affinoide de Xij sur in (les structures étant celles induites

par Xi , resp. Xj) satisfaisant aux propriétés suivantes

1) Xii: Xi et wii: ’ﬂXi pour tout i€l
2) Cpij et CPji sont des isomorphismes réciproques pour tout i,jel

3) @

= ° N Lj, ke
i cpkj cpji sur Xij Xik pour tout 1i,j,kégl

il se peut que X .=, alors X, = et il n'y a pas vraiment d'appli-
P q ij i y pp

cation t‘,oij) .
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Alors il existe un espace analytique (X, § , &) qui posséde les

propriétés suivantes

1) il existe un homéomorphisme Uy de Xi sur un ouvert admis-

sible wi(Xi) de X qui respecte la topologie de Grothendieck

2) ona X-= LlJ q,i(Xi)
3) wi(xij)= wj(xji)= wi(Xiij(XjJ et cpji(x):q/31
tout x € Xij et pour tout i,je I

Lpi(x) pour

4) wi induit un isomorphisme entre le faisceau structural (SX et

Fx. . i
1

La démonstration de l'existence de X et & est assez facile. En
revanche, la topologie de Grothendieck ¢ n'est pas unique. Apres
avoir identifié (par \pi) Xi a une partie de X on peut prendre pour
ouverts admissibles X, § et tous les ouverts Y qui sont admissibles
dans un Xi . Un recouvrement Y = {Ui} est un recouvrement admis-
sible de Y si tout affinofde ZCY est contenu dans une réunion finie

de U, .
1

III. 4. - Exemples

(IIT.4.1) Les sous-ensembles rationnels de X = Sp K<T> . - Soit

K un corps valué complet, algébriquement clos. On peut identifier

X = Sp K<T> 3 K ={zeK| |z|S1} par I'application (T-z) K<T>r—z.
I'exercice (I.2.12) montre qu'un sous-ensemble rationnel Y de X
est un ensermnble affinofde de ]P] (K) (selon le sens de I.1.2). On lais-
se au lecteur le soin de montrer qu'un ensemble affinofde Y de

1131(K) (selon1.1.2) et Y& X estun sous-ensemble rationnel de X
(le cas or Y est affinofde connexe est facile, le cas non connexe

nécessite une récurrence sur le nombre de composantes connexes et

argument utilisé dans I.2.1).

(II1. 4. 2) Un ensemble affinofde de ]PI(K) est un espace analytique

affinofde. - Soit X un ensemble affinofde de ]PI(K), Ql X la res-

triction 3 X de la topologie de Grothendieck de ]Pl(K) (1.4.2),
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5

(SIX la restriction 2 X du faisceau des fonctions holomorphes sur
1

P (K) (I.4.2). Soit A = 6(X), c'est une alfebre affinofde (I1I.4.12).

Alors l'espace analytique affinotfde défini par A est isomorphe 2
(X, ¢lx, 6[x).

1
(

(1I1. 4. 3) La droite projective IP (K) estun espace analytique

Soit X= IF’1 (K), G 1la topologie de Grothendieck définie en (I.4.2),
© le faisceau des fonctions holomorphes défini en (I.4.2). Alo's
(X,G , 6) noté britvement ]P1 est un espace analytique (cela résulte

immédiatement de II1.4.2).

. 1
(I1I.4.4) Les sous-espaces analytiques de IP (K) sont des espaces

analytiques.
Cela résulte de (1.7), (Iil. 3.2), (IIl.4.2)

(I11.4.5) Une variété algébriqué affine a une structire canonique

d'espace analytique

Pour simplifier, supposons k= K algébriquement clos et la variété

N

X réduite. L'espace topologique X s'identifie & une partie fermée de
d
K~ (pour la topologie de Zariski). Il existe donc un idéal

a4 = (fl,fz, s f)) de K[Zl,...,Zd] égal a son radical tel que
- = d - -
X—{z-(zl,...,zd)éK | O—fl(z)...—fs(z)}.
Soient MmeK , O<[TT‘<1 et
Xn=[ng’ ,ziIS]ﬂl_n pour lsixd}

L'ensemble Xn s'identifie au spectre maximal de l'algebre af-

finofde
KT, ,T,,....,T >
An B -n : Z-n . -n
(fl(rr Tl,...,rr Td), ...,fs(n Tl,...,Td))
Les (X , &, ) se recollent de facon évidente parce que X_ est
n Xn n
rationnel dans X . En particulier on a 6(X)= lim 6(X ).
n+1 - n

On peut vérifier que la structure d'espace analytique sur X ne

dépend pas de l'immersion X &— Kd .
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Soit Y un ouvert affine de X, (Y y @Y) sa structure d'espace

analytique, (X, @X) celle de X . Alors on peut vérifier que

(Y,6_,)=(X,6

Y <y -

(111, 4.6) Une variété algébrique séparée de type fini a une struc-

ture canonique d'espace analytique

Soit X une variété algébrique, séparée, de type fini, On a donc
X= LiJXi ou les Xi et XiﬂXj sont des ouverts affines. Les Xi s
d'apres (III.4.5), sont munis de structure d'espace analytique que
l'on peut recoller grice & la dernidre remarque de (III. 4.5) (il s'agit
d'un recollement d'espaces analytiques qui est un peut plus général

que (III.3.4)).

On peut décrire assez simplement la structure analytique de X..
Un ensemble Y CX, Y;( X est un ouvert admissible si Y est ouvert
admissible (selon (III.4.5)) dans un ouvert affine X'©X. Un re-
couvrement {Ui} est admissible si chaque ouvert admissible Y ,
Y#d, X quiest contenu dans %J Ui est déja contenu dans une réunion
finie d'éléments de {Ua} . Le faisceau structural & est défini & par-

tir du cas affine.

(111.4.7) Le cas des variétés algébriques projectives

La structure analytique des variétés algébriques projectives est
particulitrement intéressante parce qu'elle correspond & un recolle-

ment fini d'espaces affinofdes.

a) L'espace analytique ]Pn . - Soient les affinofdes
Zo Z‘l Z'ri-l Zn
=T A | = = = — =
X, { Z oy Zysees B € ]Pn(K), Izkl_.lzil 0Sk<n} SpK<Zi,..., 7 7 T
7z i i i i
ici —z'*- est considéré comme une variable (k# i) on a donc
= X.N = K< ,
Xy (= XN X;)= Sp K<~ z (7)) >
1 1 1
z, 2z 4
X, (= X,NX)=SpK<=>, ..., =, (=) >
ji( ; X,)= SpK<7—, Z 7

J J J
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Les isomorphismes de recollement entre Xij et in sont définis par

les isomorphismes d'algebre

z 2, 24 z 2z, 4
pij : K<T""’ 7 (Z,) > K<Z, sz (T) >
i i i i j i
V4 Z z
e k. ‘x i -1 .
définis par pij( i )= Zj x (Zj ) k#1.

Ainsi (III. 3.4) les Xr1 se recollent en un espace analytique noté
IP". On notera que cette construction de l'espace analytique P est
tres proche de celle de la variété algébrique P" . On peut vérifier
que cette construction donne la mé&me structure analytique que celle

définie en (I11.4.6).

ez . . . . n
b) Le cas d'une variété algébrique projective, - Soit X~—— P une

variété projective définie par s polyndmes homogenes

- . e
fl,fz,...,fs de KLZO, Zl,...,Zn]. Soient les affinotdes
=T, l n = = = =
X, {zo,...,zn eP ]fl(zo,...,zn) fs(zo,...,zn) 0 et lzk]_,\zil}
pour 0<k<n .
On a
>

s K<So’Sl""'si-l’si+1""’sn

.= Sp

i (fl(so’""Si—l’l’si+1""’sn)’""fs(so""’si-l’l'si+1""’sn))

On définit les isomorphismes de recollement de facon analogue au

cas a) .

(III. 4. 8) REMARQUE., - Les variétés algébriques projectives sont

complates pour leur structure analytique {voir VI. 4.4).
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(I11.4.9) REMARQUE. - Soit X une variété algébrique affine sur k
qui est un espace affinofde pour sa structure analytique. Alors X est
un ensemble fini. Une fonction réguliere f sur X est aussi holo-

morphe sur l'affinofde X et donc sup ’f(x)l < o . D'autre part,
xe X

on sait que l'ensemble f(X)Ck est constructible. Un sous-ensemble
constructible et borné de k est nécessairement fini. Si X est en
plus connexe, alors f est constante. Donc les composantes connexes

de X sont constituées d'un seul point.

(111.4.10) EXERCICE. - Montrer que la structure analytique sur K*
définie par (I.7.2) ou par (III.4.6) (K" estla variété algébrique af-
fine définie par K[ X,Y]/1-XY), estla mé&me.

III. 5. - Faisceaux sur un espace_analytique. Exemples

Comme un espace analytique X est un espace topologique muni
d'une topologie de Grothendieck, la notion de faisceau sur X a été
introduite en (I.4.1). Comme un espace analytique est obteny par re-
collement d'espaces affinotdes, un faisceau sur X sera souvent défini
par recollement de faisceaux définis sur les affinofdes. Nous donnerons
deux exemples, le faisceau des différentielles et le faisceau des fonc-

tions méromorphes.
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(II1I1.5.1). - Recollement de faisceaux

(111.5.1) LEMME. - Spoient X un espace analytique réunion d'espaces

affinotdes {Xi}iel’ pour tout igl, 31 un faisceau sur X, et

pour tout i,jel ®ij un isomorphisme de Ejlxiﬁ Xj sur ZF IX ﬂXj

tels que ®ij ° ®jk = ®ik sur Xiﬂ Xjﬂ Xk pour tout i,j,kel.

Alors il existe un faisceau & sur X et pour tout i€l wun isomor-:

-1
phisme g. de 3] sur & tels que @..=69..8, sur X.NX. .
i — Xi - i ij iy T/ i j
Le faisceau & et la famille {si} sont uniques (% isomorphisme

pres).

DEMONSTRATION. - Voir [52], p. 201,

(I11.5.2). - Le faisceau des différentielles

Soit X un espace affinofde, on définit le (pré-) faisceau QX des
différentielles de la fagon suivante : pour RC X, sous-ensemble ra-
f
i 1 s = [C) - if~
tionnel de X , on pose QX(R) Q@(R)]k le 6(R)-module des dif
férentielles défini en II.7 ; si R'© R le corollaire II.7.2 montre

f
qu'il existe un homomorphisme unique h de Q@(R) Ik dans

n(fQ(R')[k qui rend le diagramme suivant commutatif

En fait la proposition suivante et le théoréme de Tate III. 2.2

montrent que QX est un faisceau.

PROPOSITION. - Soient X un espace affinofde, Q. le (pré-) faisceau

des différentielles sur X et R un sous-ensemble rationnel de X .

Alors on a :
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DEMONSTRATION. - Soit A= G(X)=k<z1,...,zn>/uzs(k<zl,... 2>,

ol s estla surjection canonique de k<z1,... ,zn> sur
k<z1,... s zn>/?l . Soit R le sous-ensemble rationnel de X=Sp(A) dé-
fini par

R = {x¢ X| I, ()] < lfo(x)f , 0<i<m}

ol f.e¢A et A=f A+f A+...+f{ A . On sait que
i o m

1
A<T,,..., T >
1 m
(fl-Tlfo, ,fm- Tmfo)

6(R)=B=

On a donc aussi

17 Ly

=5, (k<z, T>) ,

oh B=Uk<z, T>+(F,-T.,F ,...,F -T F ) avec F ck<z>, s(F.)=1,
1 1o m m o i i i

et ol s_ estla surjection canonique de k<z,...,z ,T ,...,T > sur B.
1 1 n’ 71 m

Soit V] le sous-B-module de Bel@ ...® Ben engendré par

3F JF
{s](aZ )e1+...+sl(az
1 n

)eangi’l}.

Soit V, le sous-B-module de Be @...® Be ®Bu_@®... ®Bu en-
2 1 n 1 m

gendré par

N 3F, 3F_
{-sl(Fo)ui+j§1 (s](g)—s](Ti)sl(azj )) ej] 1= i< m}

On a :

(V,+V,)N (Be,®...@ Be )=V,

Comme sl(Fo) est inversible dans B on en déduit que

Qf déf Be1®...® Ben® Bu1®...@Bum2‘Be1@..‘®Ben
Blk v+, v

Soit V le sous-A-module de Ae1© ) Aen engendré par

oF
az]

3F
) eyttt s(az
n

fs( Je | Feu }.

Par définition on a :

£ _ Tt T n
QA]k" v
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I1 est alors clair que

f f

051k =%k

® B
A
(ot A—+ B est l'homomorphisme induit par sy ).

Soit X un espace analytique réunion d'affinofdes {Xi}igl .
proposition précédente montre que 1'isomorphisme @, i de
6_(X.NX (]

Xj( %5 sur X,

sur Oy 1xnx.
1 1 J

La

(Xiﬂ XJ.) définit un isomorphisme de
ijl Xiﬂ XJ- Par suite, le lemme de recollement

des faisceaux montre gu'il existe un unique faisceau QX tel que

OXI x = QX , ce faisceau est appelé le faisceau des différentielles sur
i .

l'espace analytique X,

III. 6. - Faisceaux cohérents sur un espace analytique

(111. 6. 1) DEFINITIONS. - Soient X un espace analytique, & wun
faisceau sur X , On dit que & est cohérent si X posséde un re-

couvrement admissible {Xi} tel que
i) chaque Xi est affinotde ;

ii) & (Xi) est un (S(Xi) -module de type fini ;

iii) 5|X_=‘ 3(Xi)"' .
i
On dit que & est localement libre de rang n, si on a en plus

iv) ¥(X.) estun 6(X.)-module libre de rang n .
1 1

Un faisceau inversible est un faisceau localement libre de rang 1 .

REMARQUE. - La condition iii) veut dire que pour tout Y C Xi ad-

missible, l'application canonique 5"(Xi) ® 6(Y)—— F(Y) est
6(X
bijective. )
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EXEMPLE. - Soit X un espace analytique, le faisceau Q des dif-
férentielles sur X est un faisceau cohérent (III.5.2). De plus Q
est localement libre si et seulement si X n'a pas de singularités

(11.7.2).

Nous avons un théorgme important qui caractérise les faisceaux

cohérents sur un espace analytique affinofde.

(I11. 6. 2) THEOREME. - Soient X un espace affinofde, & un fais-

ceau cohérent sur X . Alors F(X) estun 6(X)-module de type fini

et & est canoniquement isomorphe au faisceau 3(x) .

La démonstration de ce théoréme nécessite quelques démarches
préliminaires, L'idée est de montrer le théoréme pour un recouvre-
ment standard tres simple et ensuite d'utiliser une récurrence analogue

3 la démonstration du théoreme de Tate (III.2.2).
Soient X un espace affinotde, fg6 (X),
(%) X ={xe x| [f(x)] =13, X, = {x¢X| [i(x)| =1} et X, ,=XN%,.

Soit s l'homomorphisme canonique de @(Xi) dans @(Xlz) .
On peut dire que les normes des algébres G(Xl), @(Xz) , G(Xlz) sont

telles que || s [$1. On a la suite exacte suivante (lemme III.2.6)

@(x])@cg(xZ)——d—-. 6 (X, ) —— 0

12)

avec d((a1 , az)): s (a] ) - SZ(aZ) . Le théoreme de Banach montre alors
que d est un morphisme strict ; ce qui veut dire qu'il existe un

réel ¢, 0<c<l qui possede la propriété suivante

Pour tout ag 6(X il existe a.g @(Xi) tels que

12)

tx) o max(lla ], [a,l)s fla] et a=dlaga,)

1“’

1’72 12
IMl= max [m [l Si M= (m,)eM (X)) onnotera (M) la

Si M= (mij)éMn(G(Y)) avec Y=X_,X,, X on pose

matrice (Si(mij)) de Mn(@(Xlz)).
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(111.6.3) LEMME DE CARTAN (cas particulier). - Soient X un
1 X, X]2 définis par (;(-) et ¢ défini
par (¥%). Soit MeGl (6(X ,)) tel que HM-InH< ¢’ . Alors il

espace affinofde, fg6(X), X

existe Mie Gln(G(Xi)) , 1=1,2 tels gque M:s](Ml) SZ(MZ)'

DEMONSTRATION. - Soit A
BieM (6(X;)) et C eM (6(X,)) tels que c.max(iB |, [lc/h=la,]
)+ sZ(C])= A . Soit AZ: I - (In—sl(Bl))(In+A])(In-sz(C])).

= M-In , d'apres (%) il existe

et s](B1

On a donc

1

)sz(cl) —AISZ(C1)+s] (Bl)A]sZ(cl)

1 71

AZ: -5, (B] YA +s (B]

ainsi
fa,lisct.
Toujours en utilisant (%%), il existe BzeMn(S(le) et
Cze Mn(G (XZ)) tels que
c.max(||B, ||, [ il )= lia,ll et s (B,)+s,(C)=a, .

En posant A, = In-(In-sl(BZ))(In+A2)(In-sz(Cz)) on a ”A3“<C6 .

On construit ainsi par récurrence deux suites (Bn)n et (Cn)n avec
[B_lf—0 et |[C_[[— 0, et
n n

(1 -5, (By)) .o (I -8, (B ) (M) (L -8,(C)) . (I -8,(C )= I +A,

avec HAkH——, 0 . Ainsi on pose

M] = lim (In- (Bk)) (In— (Bl))
k-
My = Lim (1 ~(Cy)) e (L _-(c))
Il suit que
-1 -1
M = sl(M]) sZ(MZ) .
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(III. 6. 4) LEMME, - Soient X un espace affinofde, fg6(X),

XI’XZ’XIZ définis par (*). Soit F un faisceau de 6-module sur X

tel que F(X,) soit un 6(X.)-module de type fini pour i=1,2 et que

i

= ~ ' i i 6
F| X, 3(Xi) . Alors 1'homomorphisme canonique de & (X)(S%X) (XZ)

dans E(XZ) est surjectif.

DEMONSTRATION. - Soient a,,a., ..., a, une famille génératrice du

1’72
@(Xl) -module - 5(X1 )» by, b, ...,b  une famille génératrice du
6 (X,) -module F(X

1772
5) 5) Clairement { sl(a]),...,sl(an)} et

[sz(b] Yseens sz(bn)} sont des familles génératrices de & (XIZ) .
11 existe V = (v,..)€ Mn(@(xlz)) et U= (uij)eMn(G(Xlz)) tels que

(b.) .

ij %27

v..
1)
s (b.)ZJZ vij sl(aj) et sl(ai)=§] u
Si M= (m.,,)eM (@(Xl)), on notera M(al,...,an) le n-uple

=Z m, aj . On adoptera une notation analogue
J

si MeMn((S(XZ)) ou si MéMn(S(XIZ)). On a donc

(sz(bl),...,sz(bn))=V(sl(al),...,sn(an)) ,
(s](al),...,sl(an))=U(s2(b1),...,sz(bn))
et par suite : VU(sZ(bl),...,sz(bn))=(sz(b]),...,sz(bn)) .

Puisque sl(G(X )) est dense dans @(Xlz) il existe

1
V'e Mn(G(Xl)) tel que || (sl(V') -V)Ull< ¢ . Ainsi on peut appliquer le

lemme de Cartan (III. 6.3) et

-1
(V')—V)U=(slM1) (SZMZ) avec MigGln(@(Xi)).

Appliquons cette égalité au n-uple (sz(bl) yees sz(bn)) , on a

5, (V). U(s, (b)), o5, (b ))= (slMl)‘l(sZMz) (s,(b)) sees5,(b_))

soit encore

s](MIV')(sl(al),...,s

Posons :
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sl(a1‘<) = 52(b1'<) .

puisque & est un faisceau il existe dl’ cees dne 3(X) quiont pour

images respectives b!, ... ,bl'1 dans 'J(XZ) . Puisque la matrice M

t
1
est inversible, la famille fb'l, cees b‘n} est donc génératrice, ce qui

2

montre le lemme,.

(I11. 6. 5) LEMME. -~ Soient X un espace affinofde, fg6 (X),
Xl’ XZ’ X12 définis par (*‘). Soit & un faisceau sur X qui est un
6-module tel que 3(Xi) s0it un @(Xi) -module de type fini et que

b3 ,X = E(Xi)N . Alors 3F(X) estun ©(X)-module de type fini et
i

F=3X" .

DEMONSTRATION. - D'aprés (III. 6.4) il existe un sous-8(X) -module
M de type fini de &F(X) tel que l'homomorphisme canonique de

M@?X)G (XZ) dans & (X soit surjectif. On peut compléter 1'homo-

»)
morphisme (canonique) de faisceaux M — F en la suite exacte

suivante :

00— X — M — F— G— 0,
aingion a :

Glx = (3(Xi)‘/M(9€(>X)@(Xi»~ :

i
11 s'ensuit que @ (X2)= 0 et G (X12)= 0.

Considérons le diagramme commutatif

K/z(xl)ea 1\71(x2)——» F(X,)® F(X,) — G(X,)9G(X,) — 0

dl dl dl

I\~7I(X12) _ F(X,. ) — G(X,,) — 0

||

= (3(Xi)/M ® @(xi))“ et
i 6(X)
ol la premidre colonne est exacte & cause du théoreéme de Tate (III.2.2).

0

ol les lignes sont exactes parce que Q]X
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d

I1 s'ensuit que 1'homomorphisme ¥(X,)® K(XZ) —_— F(X est sur-

! 12
jectif. Ce qui veut dire aussi que H (£,%¥)=0 ou ¥ ={ Xl'XZ} .

Soient xg X1 et me 1'idéal maximal correspondant. L'homomor-

phisme smxﬁ——» & se complete en la suite exacte suivante

0—-———4532}{3-—-—03———»3—00,

on a encore SIX. = (E(Xi)/fmx3(Xi) )~
i

I1 s'ensuit que

3(X1) 3‘X
¥%) 2w 3x) m_s_ 22
X 1 X x
S(XZ)
8(X )= ——=7>—=0.
2" m_3(X)
&
On a donc S(X):ﬁ%—puisque 8 estun faisceau.
X X

Le faisceau ﬂﬁx & satisfait les hypotheses du lemme III. 6.5, ainsi
Hl(i , me F)=0. La suite exacte de cohomologie montre alors que
I'homomorphisme de &(X) dans &(X) est surjectif. Soit M 1l'image
de 3(X)®(§)®(X1) dans 3(X1) . Alors l'homomorphisme de M

dans & (xl)/s:nxs (Xl): 8(X) est surjectif. Ceci s'interpréte ainsi,

soit N= S(X])/M , alors pour tout idéal maximal I de @(Xl)

ona N/MN=0.Soit Nc N N m?kN , ainsi le lemme (II.3.10)
M k=1
montre que N= {0}. Ainsi l'homomorphisme de JF(X) ® &(X
6(X)
dans 3(X1) est surjectif. Ce dernier résultat et le lemme III. 6.4

1)

montrent qu'il existe un sous-module M de type fini de &(X) tel que

M ? @(Xi) —_— E(Xi) soit surjectif pour i=1,2 . On a alors une
6 (X)

suite exacte de faisceaux
00— X — M — F—— 0.

Or X satisfait les hypotheses du lemme III. 6.5, ce qui montre

qu'il existe un 6 (X) -module de type fini N tel que l'on ait la suite



exacte suivante

4

ﬁ—-—’l\?[———i F — 0

et 3=7Z ou Z estle conoyau de OX .
DEMONSTRATION DU THEOREME III. 6. 2. - Nous dirons qu'un fais-

ceau ¥ qui estun O-module est cohérent pour le recouvrement

U={U,...,U0} si
i) le G(Ui)—module 3(Ui) est de type fini pour 1<i<n ;

ii} & ]U.= E(Ui)N pour 1Sisn .
i
Le théoreme consiste a montrer qu'un faisceau & cohérent pour
un recouvrement est isomorphe & F(X)~ ou F(X) estun 6(X)-mo-
dule de type fini. La démarche est analogue 2 la démonstration du
théoreme de Tate (II1.2.2). Le lemme III.2.5 montre qu'il suffit de

considérer les recouvrements standards et de faire une récurrence sur

le nombre de fonctions qui interviennent dans le recouvrement.
Considérons l'hypothése de récurrence suivante :

Soient Y = Sp(B), s<n-1, & un faisceau sur Y qui est

(Cnl) un G6-module, cohérent pour un recouvrement standard

Z(pl, ,ps) . Alors JF(X) estun 6(X) -module de type
finiet & =3(X)~ .

Soient X = Sp(A), & un faisceau sur X, G6-module, cohérent
pour un recouvrement standard X (fl’ e s fn) . Soient

- x
gl,gz,...,gnEG(X) tels que 1—g1f1+...+gnfn, et mek tel que

-1
max ]gi(x)l<]ﬂ[ .
1<i<n

x X
Posons :

Y o= {xeX| £ Galz[n], ..., [ )iz n]].

Considérons maintenant la deuxiéme hypothese de récurrence suivante :
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(c) Pour tout s' tel que s<s'Sn, le @(Ys,)-module 3(Ys,)
s

est de type fini et &'lY = 3(Ys,)~ .
S|

Montrons que C's implique C‘s 1 Posons

Y= (xeX| @Iz n], ... [ =], [{ &]<]]].

On a {comme pour la démonstration de III. 2. 2)

3

YS ﬁx(fl,...,fn): stx(fl, ...,fs_1

Alors l'hypothese (Cn- 1) montre que J(Ys_) est un 6 (YS-) -module

de type fini et que & fY— = 3(Ys_)~ . Alors le lemme III. 6.5 est ap-
s

plicable au recouvrement [Ys , Y;} de YS 1° il suit que 3(YS 1)
estun 6(Y ,)-module de type fini et que & | = F(Y

s-1 Ys 1 s
qui est (C's_l) . Il est clair que (C'o) n'est autre que le théoréme

III. 6. 2.

1) ce

5

Il nous reste a montrer que (C’n) est satisfait. Posons
A
Y= {xe Y| 500l

oz <
v = {xe¥ | [1,6] < 5,00}
11 est clair que
' - 1 1 1 1 1
Ynﬂx(fl,...,fn) {Ul,.U.,...,Un} avec UZCUI et
1 = 1 ! 1 a
Ynnx(fl,f3,...,fn) {u ,U3,...,Un}, de méme

" - 1 " " 1 'l
Ynﬂx(fl,...,fn)—[U ,UZ,...,Un} avec UL cUy et

T - (R} n
YUNE(E, . f )= (U, ., U )

' s . N .
Alors l'hypothése (Cn—l) appliquée 2 Yn ngE (fl, f3, vees fn) et
1 [ 1" vy -
Ynni (fz, -..»f ) montre que x (Yn) (resp. & (Yn)) est un @(Yn)
module de type fini (resp. G(Y'x'l)) et que
Fly, =F(¥)™ (resp. F|,, =F(Y)7).

n n

Ainsi le lemme III, 6.5 est applicable au recouvrement {YI'I, Y'!'m}
de Yn parce que fl et fz sont inversibles sur Yn , il permet de

conclure que 3(Yn) est un @(Yn}-module de type fini et que 3‘[Y =3(Yn)~
n
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III. 7. - Le faisceau des fonctions méromorphes

On définit d'abord le faisceau des fonctions méromorphes sur un
espace affinofde et le lemme de recollement permet de le définir sur
un espace analytique. La définition des applications de transition néces-

site un résultat sur la platitude.

(II1. 7. 1) THEOREME. - Soit Y un sous-ensemble rationnel d'un es-

pace affinofde X . Alors 6(Y) est plat sur 6(X).

Ce théoréme sera conséquence du lemme suivant :

(1I1. 7. 2) LEMME. - Soient Y un sous-ensemble rationnel d'un es-

pace affinofde X, ¢ 1'homomorphisme canonique de 6(X) dans

6(Y), M un idéal maximal de 6(Y), ED11= QO-I(YJJ?) . Alors l'homo-~
morphisme canonique de 6 (X) /:mln dans 6(Y)/® CD'!ln) 6(Y) est bi-

jectif pour n=1 et SD't:QD(Sml)G(Y) .

DEMONSTRATION. - Considérons le diagramme

o (X) ——2 4 s(Y)

s ] s'

6(x)/m] —F— 6 (v)/(m)" 6(Y) |
ou s et s' sont les surjections canoniques, @' est l'homomorphis-
me induit par @ qui rend le carré commutatif. De plus § est l'unique
homomorphisme défini par la lemme III.1.2 qui rend le triangle su-
périeur commutatif, Alors le triangle inférieur est commutatif., Ainsi
¥' estsurjectif puisque s' est surjectif et ' est injectif parce que

pe@) eyyem’.

DEMONSTRATION DU THEOREME III.7.1.- Soit yeY , notons
aussi y l'image réciproque de y dans 6(X), alors le lemme III. 7.2

montre que



ot 8(X)" (resp. 6(Y)") estle complété de 1'anneau local G(X)Y
Yy Yy

(resp. @(Y)y) pour la topologie y-adique.

Considérons le diagramme commutatif suivant

o(x) —% 4 6(Y)
Y

8 v
. a -

6(X) ———  6(Y)
Y y

Les morphismes B et y sont fidelement plat (théoreme 56,
p- 172, Matsumura, Com. Algebra, ou proposition 9, chap. III, §.3,
N. Bourbaki, Alg. Com.). Ainsi @ o8 = Y. a estplat et comme vy

est fidelement plat, il suit que q est plat.

Ainsi (9(Y)y est plat sur @(X)y pour tout maximal y il suit donc
que G6(Y) estplat sur 6(X) (31, p. 24, Matsumura, Com. algebra,
[37]), ou prop. 15, chap. II, §.3, algebre commutative, N. Bourbaki,

[6]y.

(I11. 7. 3) . - Le (pré-) faisceau 7 des fonctions méromorphes

Soit X un espace affinofde ; on définit le (pré-) faisceau des

fonctions méromorphes sur X de la facon suivante :

Si R estun sous-ensemble rationnel de X, WZ(R) est l'anneau
total des fractions de 6 (R). Soient R'CRC X deux sous-ensembles
rationnels, ¢ 1'homomorphisme canonique de G6(R) dans 6(R'),
puisque G(R') est plat sur 6(R) (théordme III,7.1), l'image par
¥ d'un élément qui n'est pas diviseur de zéro est un &lément qui
n'est pas diviseur de zéro. Il suit que @ admet un prolongement

unique § qui rend le diagramme suivant commutatif :
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6 (R)—2 , 6(R")

|

nmR)——— 7N(R')

6

Nous avons donc défini les applications de transition.

(III. 7. 4) THEOREME. - Le (pré-) faisceau M des fonctions méro-

morphes sur un espace affinofde est un faisceau.

Ce théorgme est une conséquence du théoreéme III. 6. 2.

Donnons d'abord une idée de la démonstration. Soit {Xl, X Xn]

P IREER)
un recouvrement de 1l'espace affinofde X , soient

fiGW((Xi) , 1<iSn tels que La démonstra-

=1
flx nx = 5lxnx,
1 J 1)
tion du théoreéme sera essentiellement achevée quand on aura montré

que f , fn admettent un ""dénominateur' cormmun "appartenant''

1 fz,
4 6(X). La méthode consiste donc & étudier le '"faisceau du dénomi-

nateur" associé 4 une fonction méromorphe.

(II1. 7. 5) LEMME, - Soient Y un espace affinotde, feZ(Y), RCY

rationnel. Posons

T(R)={ag6(R)|afe6(R)].
Alors on a :
J(R)~6(R) ® 3(Y) .
6(Y)
DEMONSTRATION. - Pour simplifier les notations, on note de la

meme facon un élément de 6(X) et son image dans 6(R) ou M(R).
Soient f=t/n, N=¢6(Y)+n6(Y)/n 6(Y).
On a la suite exacte de 6(Y) -module

(0)—— 3(Y) y 6(Y)—=— N— 0

ot s(a) estl'image de at dans N . Comme 6(Y)—— G6(R) est

plat (III.7.1) on a la suite exacte

(%) (0)— T(Y)®6(R)— 6(R)— N® G(R)—s 0 .
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Considérons la suite exacte :
(0)— n6(Yp—= t6(Y)+n 6(Y)— N— 0,
toujours par platitude, on a :
(%%) (0)—— n6(R)— t6(R)+nb (R)— NO®GR)—/ 0.
Ainsi (%) et (%) donnent

t8(R)+n 6(R)
n 6(R)

(0)— F(Y)®6(R) — &(R) -

ce qui prouve que

3(Y) ® 6(R)=T(R).
6(Y)

Le lemme III. 7.5 veut donc dire que 3 estle faisceau cohérent J(Y)™ .

DEMONSTRATION DE III. 7.4.- Soient [Xl, X e Xn} un re-

2’
couvrement d'un espace affinofde X, fieW((Xi), 1<i<n, tels que

£.] Soit J, le faisceau cohérent défini sur Xi par
i i

x.nx.” Glxnx
1 J 1 J

S(X.)={ae @(Xi) | a figs(Xi)} .

i1

Lie lemme III. 7.5 montre que

'JilXiﬁ X, = Jj'xin X,

Ainsi on peut recoller (III.5.1) les faisceaux U’i en un faisceau d
sur X ; c'est un faisceau cohérent sur X et le théoreéme IIL 6.2
montre que J =J (X)~ . De plus les injections Ui(Xi)L—o @(Xi)
impliquent puisque § et & sont des faisceaux, une injection de

3(X) dans 6(X), ainsi JT(X) est un idéal de 6(X).

Montrons que J(X) contient un élément qui n'est pas diviseur
de zéro. Si J(X)<{diviseurs de zéro de 6(X)}, alors il existe
b#0, beg6&(X) tel que b.J(X)=(0) (proposition 8, chap. IV, §.1,

algébre commutative, N. Bourbaki, [6] ). On a donc :

0)=b.J3(X) ® 6(X.)=b.3(X.) .
0= 5.3 (X) 8 ©(X)= b.7,(X)
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Puisque b#0, il existe un indice i tel que l'image de b dans G(Xi)
soit non nulle. Ceci donne une contradiction puisque Ui(Xi) contient

un élément qui n'est pas diviseur de zéro, un dénominateur de fi .

Soit donc c¢ non diviseur de zéro et cgJ(X), soient a.= CfiE @(Xi),
alors fi: ai/c . Puisque 6 estun faisceau il existe ag®(X) qui
a pour image a, dans @éxi) , 1S iSn, ainsi a/ce M(X) a pour
image f dans WZ(Xi). De plus, si a/c € A(X) a pour image 0 dans
chaque W((Xi) il est clair que al Xi: 0 etainsi a= 0 puisque &

est un faisceau. Ce qui montre bien que 7 est un faisceau.

(111.7.5) EXERCICE (modules de Banach).- Soit (A, ||. ||]) une
algeébre de Banach (commutative) sur le corps valué k . Soit M un
A-module qui est un k-espace de Banach pour une norme notée aus-

si || . H . On dit que M est un A-module de Banach si en plus on

a
lam[l<|la]|. Im|| pour tout agA et meM .

Soient A une algébre de Banach qui est un anneau noethérien, M un

A -module de type fini.

1°) Montrer qu'il existe une surjection A— M qui définit

sur M une norme de A-module de Banach (utiliser II. 3.8).

2°) Montrer que toute autre norme de Banach sur M est équi-

N

valente 3 celle définie en 1°) (utiliser le théoreme de Banach).

3°) Soit A =M =k<T> et |. la norme sur M définie par

N

Iz a T

_ n
v mﬁx ]an[ o avec O<p<l.

Montrer que le A-module (M, [|. n'est pas complet (quoique

Iy,
de type fini !).

(I11. 7. 6) EXERCICE. (semi-norme tensorielle). - Soient M et N
deux A-modules de Banach, on définit sur MQAN une semi-norme
. I de la fagon suivante

n
1% = el max . Il | x= 3 m@n).
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Cette semi-norme s'appelle la semi-norme tensorielle.

Soient A une algébre affinofde, M et N deux A-modules de

type fini munis de leur norme de Banach (III.7.5).

Montrer que la semi-norme tensorielle de M® N est une norme
(considérer les surjections A™ S, M , An—t+ N ; remarquer que
Am®An est un module de Banach pour la semi-norme tensorielle,
remarquer que ker s®t est fermé (II.3.8) et que la semi-norme

tensorielle de M®N est induite par celle de A" ®An) .

(II1.7.7) EXERCICE. - Soient A une algébre affinofde, M un A-mo-
dule de type fini qui est un A-module de Banach pour une norme notée

I . |f (m1.7.5). Soit N=0

+
AN: {feA<T>]| f= ata,T+...+a TN}

1 N
- _ N+1 ,
Ay ={fea<T> | £= ag T 3
1°) Montrer que
+ -
M®AA<T>— M@ AN@M®AN

2°) Soit u5M®AAJ1\I . Montrer qu'il existe m_,my,... ,mNEM

uniques tels que
u = m°®1 +m1®T+...+ mN®TN .
Montrer que l'on a :
lully= max [ml,
N oisn !
N s +

ou ” . “N est la norme tensorielle de M ®A AN .

3°) Montrer que l'injection de (M®AA+N s ||N) dans
(M ®AA-;\I+1’ I “N+1) est isométrique.

4°) Soit ug M®AAN . Montrer que |jull= HuHN , ou . ” est

la semi-norme tensorielle de M®AA<T> . En déduire que
(M® A<T>, ||. ||) estun A-module de Banach,
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5°) Soit ugM®A<T>. Montrer qu'il existe une suite unique

(mo’ml"") de M telle que m — 0 et

1’n®Tn
n

n
=
u= X
n=0

De plus on a ‘
Jull = max fm, .

(II1.7.8) EXERCICE. - Soient X un espace affinotde, A= 06(X),
fe6(x), X+:{x€X] |f(x)[=1}, B= 6(x,)= A<T> /(Tf-1) et s la

surjection de A<T> sur B.

1°) Soit M un A-module. Montrer que la suite

® . (Tf-1) 1. 8s

00— M®AA<T> — MQRA<T> M — M®B » 0

ou 1, & AT £-1) (m®u)= m® (T f-1)u est une suite exacte (il suffit

de montrer que ’]1M® (T f-1) est injectif, utiliser III.7.7).

2°) En déduire que l'homomorphisme &(X)—— 6 (X+) est plat

(utiliser 1°) et le diagramme du serpent).

(II11.7.9) EXERCICE. - Soient X un espace affinotde, A=6(X),
feA=6(X) , X = {xeX| [f(x)|=<1}, B= @(x_):?—;—?)?— et s la sur-

jection de A<T> sur B.

1°) Soit M un A-module de type fini, Montrer que la suite

®.(T-f) 1 ®s
0 —— M® A<T> —————+ M®A<T> + M®B s 0.

est exacte (il suffit de montrer que ‘IlM® . (T-f) est injectif ; consi-
dérer T mi® T appartenant & ker( IIM® (T-1)), M1 le sous-

module engendré par {ml} qui est de type fini, en déduire l'existence

d'un n tel que an1=[0] , en conclure que m = 0 ... etc...).

2°) Déduire de 1°) que 6(X)— 6(X ) est plat.
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(111, 7.10) EXERCICE (une autre démonstration de la platitude

6 (X)— 6(Y))

Soient X un espace affinofde, Y un sous-ensemble rationnel

défini par

Y = {xeX]| lfo(x)]?_]fi(x)[ pour 0<i<n} ,
ou fié(S(X) et 6(X)= (fo,fl,...,fn) .

1°) Montrer qu'il existe ﬂ‘gk)< tel que

Ye{xex| i (»n|=]|m}=X, .

2° ) Supposons (S(X+)-——' 6(Y) plat. Montrer que &(X)— 6(Y)

M® 6(Y)=(M® &X.)) ® 6(Y) et

est plat (remarquer que .
6(X) o(x) T 6(x)

utiliser III,7.8.

3°) Pour 1<k<n, posons
Yk ={xe X| lfo(x)l -] lfi(x)l 0<i<k}. Montrer que
v, = Uxex |l iz l5, (ol ).

(1=k<n-1) (remarquer

Y est plat

— 6

Montrer que @(Yk) ( k+1)

que f | est inversible et utiliser III.7.9).
o Yk

4°) En déduire que @(X+) — 6(Y) estplat et donc que

6(X) — 6(Y) est plat,

II1. 8. - Faisceaux localement libres

Nous allons voir, dans ce paragraphe, que les faisceaux localement

libres de rang n (III. 6. 1) sont reliés au premier groupe de cohomologie

HI(X, Gln) ol Gln est le faisceau des matrices carrées inversibles,

et que la trivialité de Hl(X, 6%) est rattachée au fait que 6(X) est

un anneau factoriel.
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(I11. 8.1) Le faisceau Gln .- Soit X un espace analytique, pour tout
ouvert admissible U , soit Gln(U)= Gln((S(U)) le sous-groupe de
Mn(G(U)) des matrices nxn 2 coefficients dans 6(U) et inversibles
dans Mn(@(U)) . Si UCV le morphisme de &(V) dans 6(U) induit
un morphisme de Gln(V) dans Gln(U) . Ainsi on définit un ''faisceau"
sur X , noté Gln . La notion de faisceau est un peu plus générale
puisque Gln(G (U)) n'est pas (en général) un groupe commutatif. Si
n=1, on a Gln:@( . Bien que Gln(U) ne soit pas un groupe abélien,
on peut définir Hl(X, Gln) de fagon analogue 3 (I.4.1) ; néanmoins

Hl(X, Gl ) n'a pas de structure de groupe.

Soit A un anneau commutatif, n =1 un entier, notons Pn(A)

l'ensemble des classes de A-modules projectifs de rang n sur A

pour la relation d'équivalence d'isomorphie.

Soit X un espace analytique, notons .Cn(X) l'ensemble des clas-

ses de faisceaux sur X localement libres de rang n (III. 6,1) pour

la relation d'équivalence d'isomorphie.

11 est facile de vérifier que (M,N)r—t M%N induit sur Pl (A) une
loi de groupe (N. Bourbaki, Alg. com., chap.II, §.5,n°4). De méme

(31, 32) — F ®@ 'JZ induit une loi de groupe sur .Sll(X) .

1

(11I. 8. 2) THEOREME. - i) Soit X un_espace analytique. Il yv a une

bijection ''canonique'' entre l'ensemble HI(X, Gln) et .En(X) .81 n=1

cette bijection est un homomorphisme de groupe, c'est-a-dire le groupe

Hl(X, Gx) est isomorphe au groupe .[:l(X) des classes de faisceaux

inversible sur X .

ii} Soit X un_espace analytique affinofde. Il v a une bijection

""canonique'' entre l'ensemble HI(X, Gln) et l'ensemble Pn((S(X)) .

S8i n=1, cette bijection est un isomorphisme, c'est-a-dire le groupe

Hl(X, 6*) est isomorphe au groupe PI(G(X)) aussi noté C1{(6(X)) des

classes de modules projectifs de rang 1 sur 6(X).
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DEMONSTRATION. - i) Soient & un faisceau localement libre de
rang n sur X, {Xi} un recouvrement admissible de X possédant
les propriétés i) a iv) de la définition III. 6.1, Soient

P, @(Xi)n—q 3(Xi) un isomorphisme donné pour chaque 1.

Soit a; l'isomorphisme de 6 (X;0 X.)n défini par

XﬁX
/ &\811

@(th -@(x ®<9xnx ——-.@an

Ainsi aij € Cvln(G (Xiﬂ Xj) ). L'élément (aij) est un 1-cocycle pour
Gln et le recouvrement {Xi} de X . Un simple calcul montre que la

construction précédente définit 1'isomorphisme cherché.

ii) Soient X un espace affinofde, & un faisceau localement libre
sur X, alors le théordme III. 6.2 montre que M= F(X) est un

6(X) -module de type fini et que & = M.

Supposons M projectif de rang n . Alors il existe

fo,fl,...,f_se B6(X) tels que foG(X)+f1(9(X)+...+fs@(X):@(X) et

que le CS(X)f -module Mf soit libre (de rang n) pour 0Si< g

i i
(théoreme 1, §.5, n®2, chap.ll, algébre commutative, N. Bourbaki,
[el)

Soit {Xo, X »X,} 1le recouvrement de X défini par

1
Xi:fxeX] ]fi(x)lzlfj(x)l pour j=0,1,...,s8}.
Comme fi est inversible dans @(Xi) on a :

M ® @(X.):Mf ® 6(X.) .

11 s'ensuit que M % (S(Xl) est un @(Xi) -module libre de rang n
6(X)

et le faisceau M est donc localement libre de rang n .
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Supposons M localement libre de rang n . Pour chaque x ¢X
(qui correspond & un idéal maximal M de 6(X)) ona
@(X)S;,c ol @X, « (o ~ désigne, complété de 1'anneau local pour la
topologie définie par son idéal maximal). Ainsi donc
M® G(X)ggt — M® @X, x et comme M est localement libre, on en
déduit que M® G(X)!IR est libre de rang n sur G(XEI . Le lemme
de Nakayama montre alors que M ® 6(X) m est libre sur G(X)m‘t

de rang n (théoretme 2, §.5, chap. II, algébre commutative,

N. Bourbaki, [6]).

Rappelons qu'un espace affinofde X est dit connexe si les seuls
idempotents de 6(X) sont 0 et 1 et qu'il est dit régulier si pour
tout M de 6(X) 1'anneau 6 (X)m est régulier (II.7.3).

(I1I. 8. 3) THEOREME. - Soit X un espace affinotde connexe et régulier.

Alors les propriété suivantes sont équivalentes

i) Tout 6(X)-module projectif de rang 1 est isomorphe 3 6(X)

ii) Hl(X, 6% )= (0)

iii) l'anneau 6 (X) est factoriel.

DEMONSTRATION, - L'équivalence entre i) et ii) est donnée par le
théoreéme III.8.2. Il nous reste 2 montrer 1'équivalence entre i) et
iii) .

Montrons que i) implique iii). Il suffit de montrer que tout premier
P de hauteur 1 est principal. Pour chaque idéal maximal I de
6(X), l'anneau (9(X)Em est régulier, Ainsi (9(X)fm est factoriel
(théoreme 48, p. 142, commutative algebra, Matsumura, [37]) et
par conséquent, 1'idéal premier P (S(X)m est engendré par un élé-
ment. Ceci implique que P est un module projectif de rang 1
(théoretme 2, §.5, chap. II, algébre commutative, N. Bourbaki, [6] ).

Ainsi i) montre que P est principal.
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Montrons que iii) implique i). Soit M un 6 (X)-module projec-
tif de rang 1 . Le module M se plonge dans

M@% Qt(6 (X)) =~ Qt(6(X)) ou Qt(6(X)) estle corps des fractions
X)
de 6(X). Ceci montre qu'on peut supposer que M est un idéal (projec-

fif) de 6(X), engendré par m ,thG(X), Comme 6(X) est

1
un anneau factoriel on peut supposer que p.g.c.d. (rnl, m,, ... ,mt) =1.
Puisque M est projectif, il existe f,... ,fSQG(X) tels que
f1 6(X)+ ...+fs(9(X)= 6(X) et que Mf soit libre de rang 1 sur
i
6(X), . Onadonc : M, = g 6(X), € 6(X), , on peut supposer que
fi fl f1 fl
a €6(X) et que p.g.c.d. (a, f1)=1 . Alors il existe un entier n tel
que flnMC: a6(X). Comme p.g.c.d. {a ,f1)= 1, on trouve que
ae6(X)* . Ainsi M; = G(X)f et il existe un entier n=1 tel que
n 1 1 n, n n
1 N - . 1 2 £ Se M
fl €M . De méme, il existe nz‘,...,ns tels que f1 , fZ oo d €
De £ 8(X)+...+f 8(X)=6(X) il suit que M = 6(X).
(111. 8. 4) THEOREME. - Soient ‘al,az, osa > bbby, ,b € k
tels que 0< lailslbil et lbi'>0 . Soit A 1l'algébre des séries
v
z u avZ R avek et convergentes sur X(al,bl; a, bZ; esan, bn)
VEZ
défini par :
; s ={z= < <i<
X(al’bl’ ay bysi.s ab ) {2z (zl, ,zn)] Iail_ [zi]Sbi 1<i=n}.

Alors l'algébre A est affinofde et factorielle et 1'on a X = Sp(A).

DEMONSTRATION, - Supposons que Iail>0 pour 1<i<s et ai=0

pour i>s. Il est alors aisé de montrer que A est isomorphe 2

l'algebre
k<X1, ’Xn’ Tl' ,Tn, Sl’ ...,Ss>
(Xl-blTl,...,Xn-bnTn, Xlsl-al,...,XsSS-as) :
Si ai=0 pour 1<i<n, ona :
” e k<X1,...,Xn, Tl""’Tn>
(Xy-b;Tys e X -b T )
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Il est aussi facile de vérifier que X(a,,b.y...5a_, bn) s'identifie a

1771 n

Sp(A). D'autre part l'espace analytique X(a PERTTE bn) = Sp(4A)
est connexe et régulier. Alors (III. 8.2) et (III.8.3) montrent qu'il
suffit de prouver que tout faisceau inversible sur X(al, bl; e bn)

est trivial (c'est-i-dire isomorphe 3 A ).

a.
Si ];1'1 =0 ou 1, le théoreme II. 8.9 montre que A est factoriel.
. a,
Soit qu le nombre d'indices i tels que lb—ll € {0,1}. Supposons

i
le théoreme démontré pour ¢, < N . Soit A une algébre satisfaisant

A
les hypotheses du théoreme III.8.4 avec a, = N , supposons

0< |a1 | < lbll . Soit £ wun faisceau inversible sur
X(al, b1 s Ay b2 beeesas bn) . Soit .!11 un faisceau inversible sur
X(0, ays as, bz; evans bn) , par hypothese de récurrence et en utili-

sant III. 8.3 et III. 8.2, ce faisceau est unique & isomorphisme pres.

De méme, sur X(a1 TR b sa bn) les faisceaux inversibles

2',
sont uniques a isomorphismes pres. Il suit alors que £ et £,  se

1
recollent en un faisceau inversible £' sur X(0, bl', a,, b .3 an,bn) .

2" %2
Or, par hypothése de récurrence, le faisceau £' est trivial ; ce

qui prouve que £ est trivial.

(I11.8.5) EXERCICE (un lemme de Cartan).- Soient IP 1la droite

projective,

X, ={zeP| lz|s13, X,={ze P| [z]=21} et X7 X NX,

1°) Montrer que le groupe des classes de faisceaux inversibles

sur IP est isomorphe 3 Z (utiliser I1.6.2 et III.8.2),

2°) Soit ngZ et 'Jn le faisceau sur IP défini ainsi :

si U est admissible dans IP on pose

F (W)= {(v;.v,)e 6(X,NU)® 8(X,NU)| v1=znv2 sur X ,NUJ,

les applications de transition se déduisent de celles de 6 .

Montrer que En est un faisceau inversible et que tout faisceau
inversible sur IP est isomorphe 2 un & (c'est la démonstration
n

de III.8.2).
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On notera ©6(n) le faisceau inversible 3n

3°) Soit Mg Gln((‘)(Xlz)) et 3M le faisceau sur TP défini par

3M(U)={‘(v1,vz)een(xan)een(xan)l v=Mv, sur X NU}.

Montrer que 'JM est un faisceau localement libre de rang n .

4°) Montrer qu'il existe a_,,a ,anez, a,fa, ... S a uniques

17 8p5 00 =2,

tels que

'JM=‘ (] (al) @ @(az) ®..@ @(an)

(se ramener aux faisceaux algébriques localement libres de rang n
en utilisant GAGA [53] et ensuite Hartshorne, Algebraic geometry,
chap. V, ex. 2.6, [28], donne la structure des faisceaux algébriques

localement libres sur P ),

5°) (lemme de Cartan) Déduire de 4°) qu'il existe Ag Gln(@(Xl))
et Bg Gln(® (XZ)) tels que

1
z a

2

z
-1
M=A o B
O a
n
- z
6°) Dans le cas ol a;¥a,= .7 a montrer que les matrices

A et B du 5°) ne sont pas uniques.
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CHAPITRE IV : LES COURBES ET LEURS REDUCTIONS

IV.1. - La courbe de Tate
IV, 2. - Modele de Néron
IV. 3, - Réduction stable d'une courbe

IV. 4, - Réductions analytiques

Le but de ce chapitre est d'introduire quelques procédés pour
étudier les courbes algébriques définies sur un corps valué complet.
En (IV.1) on étudie les courbes de genre 1, on montre que les
courbes elliptiques E dont l'invariant modulaire j{E) est tel que
lj(E)l> 1 admettent une représentation analytique analogue au cas
complexe, la courbe de Tate. On présente ensuite trois méthodes de
réduction qui permettent d'associer & une courbe sur k une courbe
définie sur k : le modéle de Néron, la réduction stable et la réduc-
tion analytique. Le modele de Néron (IV.2) est particulitrement bien
adapté aux variétés abéliennes, la réduction stable permet entre autre
de caractériser les courbes de Mumford. Enfin on verra que les ré-
ductions analytiques (IV.4) correspondent aux réductions algébriques

dans le cas des variétés projectives.

IV.1.~ La courbe de Tate

Une courbe algébrique C sur le corps des nombres complexes
€ possede une structure canonique d'espace analytique de dimension
1 sur € . Si ¢ estnon-singulitre et compleéte, alors C est une
surface de Riemann compacte pour sa structure analytique. On peut

étudier C en utilisant son revétement universel u : Q— C .
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L'espace topologique { est muni d'une structure de surface de
Riemann telle que u soit localement biholomorphe., Le groupe T
des automorphismes du revétement u : Q—— C (qui est isomorphe

a ﬂl(C’/)) agit sur {2 sans point fixe et chaque y ¢I" est une ap-

plication biholomorphe sur 2

La surface de Riemann (1 qui est simplement connexe est iso-

morphe a l'une des trois surfaces de Riemann suivantes

(3) H = le demi-plan de Poincaré.

Dans le cas (1) ona C = IPI(C) , ﬂl(C'«) = {1} etle genre de &

est 0 . Dans le cas (2), I’ agit comme groupe d'automorphismes
de € sans points fixes et tel que C/T =~ ¢ soit compact. On voit
aisément que T'={z =2tk [A€A} ou A estun réseaude C.

La courbe C est de genre 1, c'est une courbe elliptique. Inverse-
ment, pour chaque réseau A de C , la surface de Riemann C/ A
est une courbe elliptique. Une courbe elliptique E peut &tre consi-
dérée comme une variété abélienne de dimension 1 ; une autre dé-
monstration de E= C/A pour un réseau convenable A se trouve

au chapitre VI.

Dans le cas (3), I" estun sous-groupe du groupe PGl(2, R)
de tous les automorphismes de H et H/T est une courbe de genre

Py N
supérieur a 1 .

Nous désirons étudier la structure analytique d'une courbe C
définie sur un corps k valué complet (pour une valeur absolue non
archimédienne). Le cas des courbes de genre supérieur 2 1 est 1lié
aux groupes de Schottky et ce cas est traité dans [21]. Les résultats
principaux sont les théordmes 2.12.2 et 3.10 [21] (voir icile

théoreme IV, 3,13).

Considérons maintenant une courbe E de genre 1, un calcul

simple montre que k ne possede pas de sous-groupes discrets
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d'automorphismes T' tels que k/T soit isomorphe 3 E . Pour
trouver une uniformisation dans le cas non archimédien il faut donc
changer le point de vue dans le cas complexe. Deux réseaux A et

A" de € donnent des courbes C/A et C/A' isomorphes si et
seulement si il existe a€ C tel que alA = A'. On peut donc supposer
que E>~ C/A oh A=Z®TZ avec Im(T)>0 . L'application

e : C— C° , donnée par e(z) = eZTTiz induit alors un isomorphis-
me C/h —=9 € /<g> ou <g> estle sous-groupe de €  en-
gendré par gq-= eZﬂiT (ona [q]<1).

Dans le cas non-archimédien, on cherche un isomorphisme de la
forme E-=4 k'/<g> ou qgk et 0<|q|<1. Le "revétement
universel” de E est alors k° (dans [21] on a précisé la notion de
revétement universel)., Contrairement au cas complexe, l'espace ana-
lytique K n'a pas de cohomologie pour les faisceaux constants

(exercice de 1.8.11) et on peut considérer k* comme un "

espace
connexe, simplement connexe''. Contrairement aussi au cas complexe
les quotients K" /<g> ne décrivent pas toutes les courbes elliptiques
(IvV.1.9). Néanmoins, en caractéristique nulle il existe une repré-
sentations analytique locale pour toute courbe elliptique [36]

soit E une courbe elliptique sur K (de caractéristique nulle) ;
alors il existe un affinofde UCE et contenant 1'élément neutre de E
et un isomorphisme u : {zgK| |z| <1} U . L'application u est

biholomorphe et est un isomorphisme de groupe.

(IVv.1.0) L'espace analytique T = K* /< Q>

Soient K algébriquement clog completet gq¢ K avec o0<|ql<1,
<g> = {qn] neZ} le sous-groupe de K* engendré par q . Le
quotient K* /<q> estun groupe et nous allons voir que T = K* /<aq>
a aussi une structure d'espace analytique sur K . La topologie de T

* La topologie de Grothendieck est définie

est induite par celle de K
de la fagon suivante : une partie XCT , X;J- g, X ;! T est admis-

sible s'il existe un affinotde Y < K* tel que la projection canonique
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pr : K*— T induise une bijection de Y sur X . Soient X, X,

admissibles et Xi% T, alors Xlﬂ X2 est admissible parce que
Y = n%z (Y1 n anZ) est une réunion finie d'affinofdes, donc est af-
finofde et que pr est une bijectionde Y sur X ,NX_ . Les recouvre-

1 2
ments admissibles sont les recouvrements finis.

Le faisceau & sur T est défini par 6 (¢)={0}, G(UM)=K et
6(X)= 6(Y) ot Y estun affinotde de K* tel que pr|y soit une bi-
jection de Y sur X . On vérifie d'abord que pour tout autre choix
de Y' ona O(Y")=~6(Y) (6(Y) est défini selon 1.1.3) et que T
est ainsi muni d'une structure d'espace analytique. L'espace T est

réunion des deux ensembles admissibles Xl , X2 images de

v, ={zex| J/Tal=s|zls1}, ¥, ={zeK] |a|s]z]=/Tal }.

L'intersection Xlﬂx2 est 1'image de U1UU2 avec
U, = {zek] |zl=13, U= (zex] |2l = Tal }.

La cohomologie de & sur T est égale a la cohomologie de Cech pour
le recouvrement le, XZ} de T parce que & n'a pas de cohomolo-

gie sur X_, X2 et X1 ﬂXZ . On consideére donc le complexe

1

d
00— @(X1)®@(X2) —_— @(XIHXZ) — 0.
Prenons meK* tel que q =TI'2. Alors

- n m.n 4 . _
6(X.)={ Z a z + 20 bn(z) l lim an—hmbn—O}

1 nz=0 » n>

- z,n amn o ;
8(X,) = {nio c () +n>z a4 ) | lime = limd =0}

@(Xlﬂ XZ) = S(U1)® @(UZ) et

U= & enznl lim e =0}

negz

- zny . -
6(U,) = {nezz fn(n)[ lim =0} .

1

Un calcul immédiat montre que Ho(’I[‘ , 6) est de dimension 1

engendré par 1'élément (1,1)¢ @(Xl)@ G(XZ) , d'autre part Hl(’ll‘ , 6)
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est aussi de dimension 1 engendré par (1,0)¢6 (U1)® e} (UZ) .
Donc H (T,6)=6(T)=K et dim, Hl(’]I‘,G)= 1.

Le corps 7/(('11‘) des fonctions méromorphes sur T

Soit 7 le faisceau des fonctions méromorphes sur l'espace ana-
lytique T (III.7), Clairement, M (T) est défini par le noyau de
a M(X1)®W((X2)—o W((XlﬂXz) avec a(f1+ f2)= fl—fz . Il est
alors facile de montrer que N (T) estun corps puisque G(Xl) et
) (XZ) sont des anneaux principaux (I.2.2) ou (I1.4.13). Nous al-

lons montrer que ce corps est le corps des fonctions rationnelles

d'une courbe algébrique complete non singulieére,

Un diviseur D sur T est par définition une somme formelle
s
'21 n; [xi] ou nig Z et Xie X . Autrement dit, les diviseurs sur T
1=
constituent un groupe commutatif qui est le groupe abélien libre en-
gendré par {[x]}xe’ﬂ‘ .

Si D=ZX ni[xi] est un diviseur sur T on appelle degré de D

l'entier I n, eton le note deg(D).

Soit feM (M), f#0, on définit comme en (I.3.1) l'ordre de f en
x€T et on le note ordxf. Ainsia feN(T) et f#0 on associe le

diviseur X ordxf. [x] et on note ce diviseur (f).

On dit que le divigseur D= % ni[xi] est positif si n,>0 pour

tout i et on le note D=0 .

(iv.1.1) LEMME (Riemann-Roch).- Soient D>0, D #0 un divi-
seur sur T , L(D) l'espace vectoriel des feZ(T) tels que

(f)+D>0 . Alors ona dirnK L(D) = deg(D).

- s
DEMONSTRATION. - L'inégalité (f)=-D = X —ni[xi] signifie que
1=
f a seulement des pbdles en X, 1si<s, d'ordre au plus n, .
Soit {Xl, XZ] un recouvrement de T tel que

N = i z
(xl,xz,...,xs} XlﬁX2 ¢ . Soient feM(T) , xeT et tx un
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parametre local pour x . Alors f se développe en série de Laurent

sous la forme

f= 3 a (x)l:n
n=s -~ n X

Soit V 1l'espace vectoriel des éléments £ de la forme

_ n n n
g =( an,ltx ’ an,th R an,stx )
1 2 s

-n,.Sn<s0 -n.<n<0 -n Sn<0
1 Z s
L'espace vectoriel V a pour dimension deg(D)+1 ou deg(D)=I n

Pour €¢V il existe fleW((Xl) (resp. fzer(XZ)) tel que pour
xiEX1 (ou xieYl) on a

f, = a .tn-'r- btn
1 n, i x, nxi

-nIS nsP n 0
et pour xig X2

f = § a  th 4 § b to
2 n,i x. n x,
i i

-n, =ng0 n (2)0

L'élément f,-1,¢ (9(X1 n XZ) a une image o(€) dans Hl(’]I‘, 6)

indépendante du choix de fl et f2 . De plus l'application

g : L(D) — V définie par
_ n n n
B(f) =( E a (x,) txl, § an(xz)txz,..., é— an(xs)th )
—nISnSO -n25n<0 —ns.<.n<0

est une injection et im g=ker a . Donc deg(D)Sdim L(D)Sdeg(D}+1.

Puisque D # 0 , on peut supposer que n121 . Un calcul direct

montre que (x(t;l ,0,...,0)#0 . Doncona dim L(D)= deg(D).
1
- -
En effet, supposons xlg Xl , prenons fl = z-% et fz— 0. On

trouve que l'image de f1 -fz dans H (T, 6) est non nulle.
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EXERCICES. - Soit ’21 un faisceau constant sur T , calculer
' (T, &) . Soit 0 le faisceau des différentielles sur T , calculer

vi(r,q).

L'espace analytique T est une courbe algébrique

Soit 1 1'élément neutre du groupe T , n>1, alors L(n[1]) est
un espace vectoriel de dimension n (IV.1.1). Soit {1,x} une base
de L(2[1]) et {1,x,y} une base de L(3[1]). Les sept éléments
1,x,v, xz, Xy , x3 R yz de 1.(6[1]) sont linéairement dépendants

sur K . Ces éléments satisfont donc une équation de la forme

2 3 2 =
() y +11x +A2xy+k3x +}‘4Y+X5X+}'6— 0 avec AieK et )\17!0

2y -~ - . s s , d - .
THEOREME. -~ Soient x, vy, }‘1’ }\2 13 k4, AS Xé é&finis comme

ci-dessus.

(1v.1.2) Alors 7(T) = K(x,y). De plus K(x) estune extension

transcendante pure de K et K(x,y) est une extension de degré 2

de K(x).

(IV.1.3) L'espace analytique T est isomorphe 3 la courbe projec-

tive non singulidre & (comme espace analytique) définie par 1'équa-

tion homogene

2

*) Y Z+k1X3+A,2XYZ+x3X2

2 2 3
= o0, 0.
Z+A,Y 2540, X 2% 272 0 Al%

Cette courbe C est de genre 1. Le corps 7 (T) s'identifie par 1'iso-

morphisme entre T et C au corps des fonctions rationnelles

sur C .

DEMONSTRATION. - Soient toujours x, y les fonctions méromorphes
sur T définies comme ci-dessus. Soient P, Pg deux polyndmes
3 coefficients dans K . Un calcul de l'ordre au point 1¢T de
po(x)+p1(x) y montre que po(x)+p1(x)y =0 sietseulement si

= =0 . Ceci montre que K(x) est une extension transcendante
P,"Pq q
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de K et que K(x,y) estune extension de degré 2 de K(x).

Soit V= {x* yB ] 0<a, 0<B=1 et 2a+38<n}. Un calcul simple

de l'ordre en 1¢ T montre facilement que les n éléments & yB
sont linéairement indépendants, ils constituent donc une base de
L{n[1]). Soit fe¢M(T) le recouvrement de T par {XI,XZ} montre
que f n'a qu'un nombre fini de pdles. Ainsi il existe un polyndme p

4 coefficients dans K tel que p(x) f n'a pas de pdle en dehors de 1 .

Ainsi p(x)feL(n[1]) pourun n convenable et donc feK(x,y).
Ce qui montre (IV.1.2).

Soit C la courbe irréductible projective dans IPZ donnée par
1'équation (%'). Alors C a un seul point & 1'infini, ¢, = "o0,1, 07,
Soit ® : T — C l'application donnée par @(t)="x(t),y(t), 17 ou
teT, t#1 et @(1)= c, - Il s'agit de montrer que ® est bijective.
Le corps K(C) des fonctions rationnelles sur & est K(x)[y],

i.e. l'extension de degré 2 définie par (%) de l'extension trans-
cendante K(x). Alors (IV.1.2) montre que h+—=ho.® estun
isomorphisme de K(C) sur 7 (T). Soient tyo t, eT , ty # tys

soit fg L([tlj), et f non constant, alors f(tl)% f(t Il suit de

).
l'isomorphisme entre K(C) et M (T) que qo(tl);’ sz(tz). Soit cel,
il existe une fonction rationnelle hg K(C) ayant pour seul pdle c .
La fonction h.® ¢ (T) n'est pas constante (sinon h le serait),
ainsi h°® admet un pdle t€ T etl'ona Cp(to) = ¢ . Ainsi @ est

bijective. On laisse au lecteur le soin de vérifier que @ estun iso-

morphisme pour les structures d'espaces analytiques.

Enfin la courbe € est sans singularité, sinon elle serait de
genre 0, ce qui contredit la formule dim L(n[1])=n . Donc &

est non singuliere et de genre 1 .

REMARQUE. - Lorsque le corps k n'est pas algébriquement clos,
on peut lui associer de fagon analogue l'espace analytique

T (= kK* /<qg>) avec qgk* . Les résultats (IV.1.1), (IV.1,2),
(Iv.1. 3) sont toujours valables., Désormais nous ne ferons plus

d'hypotheses sur le corps k ({sauf mention expresse).
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Le modeéle de Weierstrass pour la courbe & =T

Le but est d'expliciter des générateurs x et y de fagon i obtenir
une équation (%) explicite en fonction q . Comme conséquence, on en

déduit que la multiplication de T fait de ¢ un groupe algébrique.

Si @ est un corps valué complet, nous notons bridvement k*
la variété algébrique affine définie par l'algébre k[X,Y]/(1-XY).
Cette variété est canoniquement munie d'une structure d'espace analy-
tique (III.4.8) ou (I.7.2). Nous notons aussi % 1'espace analytique

associé, Les isomorphismes suivants sont faciles 2 vérifier et laissés

en exercice

6W)={ % az | 1lm [a| R,“'=0 pour tout R>0}
nez n !n[-na o

@(kx)xz{lzn,)\ekx et ngZ} .

De plus 7 (k") estle corps des fractions de 6 (k*) (pour une géné-

ralisation en dimension g, voir VI.'3.5).

(Iv.1.4) COROLLAIRE. - Soient T = k" /<qg> et

< qg>

K"y = {fem ()| f(qz)= £f(z) pour tout zgk" }

Alors 7M(T)=7n %

Le livre de P. Rogquette '"Analytic theory of elliptic functions over
local fields' [50], prend (IV.1.4) comme définition des fonctions
méromorphes sur la courbe T . Nous suivons maintenant ce livre

pour obtenir des formules explicites pour x,y et l'équation (*) .

(Iv.1.5) LEMME. - Soit Div(k") le groupe des diviseurs I ni[xi] ,

sur k , dont le support {xi] ni# 0} estdiscret. Alors la suite

[0}— {Az"|nez, A e} — mE) =2 Div(k*) — {0}

ol a(f) = I ordx(f) [x], est exacte,
X€ K
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DEMONSTRATION, - Clairement, si f ¢ (k") n'ani zéros ni péles,

alors fg (S(kx)’< . Il reste donc & montrer que o est surjective.

Soit D =X ni[xi] € Div(k"). Alors f(z) = ] | (1- z/x ]——[ (1 -xiz_l)ni
lx |>1 ,xilS 1

est une fonction méromorphe sur kK* . En effet, f est méromorphe

sur chaque fzekxf ,TrInS lz!S ,Tr]_n} parce que le support de D est

discret. De plus g(f)= D

(Iv.1.6) LEMME, - Soient a l'homomorphisme de ?72(']1")* dans

Div(T) défini par a(f)= I ordx(f)[x] et B l'homomorphisme

xeT n,
Div(T) dans Z@®T définipar B(X ni[xi]):(z n, (1 [xi‘)'l),
1

Alors la suite
[0} — & — 7(T)— Div(T) 2 ZeT — {0}

est exacte.

DEMONSTRATION. - La suite (IV.1.6) est obtenue de la suite (IV.1.5)

en utilisant la cohomologie du groupe <gq>=Z . On a

{0}— H (Z Z)——o H(Z,mE))— H(Z, Div(k")— Hl(Z,kxz — 0

I Il II Il

{0} — K —— _ Div(T) —— ZOK f<g>— 0 .

On peut procéder de fagon plus élémentaire et plus constructive.

Soit §e6 (k) défini par

Soient xek* et exee(k") défini par

8 (2)=6(x"z)

X

Soit feWZ(’]I‘)x , alors { correspond a un élément toujours noté

>
fem (kK )<q (IV.1.4). Alors f a un nombre fini de zéros et de pdles

y, sur T de multiplicités n, . Soit x, gk" ayant pour image vy
i
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—_— -n;
Il est clair que 1'élément f£(z) | |8 (z) 15 M(k") n'a ni zéros ni

X.
1

poles sur k* , ainsi il existe A€k’ et dgZ tels que

dyT !
fz)y =xz || 6. (z) .
. X,
i i
Il est facile de vérifier que
-1 -1 %
6 (q z)=x x(-z)6 (z) pour tout z€k
x x
Puisque f(q z)= f(z) il suit que
4 — B Zn,
1=q | ! x, 1(z) ! pour zek
i
— =0,
ce qui prouve que 0= X n, et que l ’Yi ‘= 1. Ainsi ima < ker 8.

Inversement, soit D =X ni[yijéDiv('lI‘) tel que X n =0 et
i
P— n.

n,
' Iyi1= 1. Soit xiékx ayant pour image vy tel que f , xi1=1, et
i

Il est clair que f(q z)= f(z), ce qui prouve que ker 3C im a .

Nous sommes maintenant en mesure de construire le modele de

Weierstrass de la courbe C =T .

Soient
n 2n ZZ
z
p(z) = £ —LE—  yi(z)= 5 —A—F—
! nE€Z (1.q%)° L neZ (1.g%)°

(en fait, on a p'l(z)= 'Ié'(D pl(z)-pl(z)) avec D =z i‘

S

x)<q> , on peut donc identifier Py et p'l EY

Clairement Py p'l € m{k
des éléments de N () (IV.1.4) . De plus [l,pl} est une base de
L(2f11) et {1, Py py} estune base de L(3[1]). Ainsi

M(T)=k(py, p'y) (IV.1.2).

Posons maintenant

avec s, = I m



1h1

(1IV.1.7) THEOREME.- Les fonctions p et p' définies ci-dessus

satisfont 1'équation

(%%) p‘2+pp‘=p3+Bp+C
avec
mi m
) et s = T oS-

De plus B et C sont des séries en q i coefficients dans Z

(resp. IE‘p) - si car(k)=0 (resp. car(k)=p)

B = -5q-45q°-1403-365q"... , C= -q-23q°-154q°- 647q"...

Enfinona 7(T)=k{p,p').
DEMONSTRATION. - Voir P. Roquette [507, p. 23 & 29.

REMARQUE. - Si car(k) # 2,3 . Posons :

Ll _oda
Pa"PT12 » P27 Eg P
alors on a :
] 2 3 1
(pz) = 4P2 'gzpz"g3 » WZ(T): k(pz’ pz)
1 . 7
avec gy=7, 12085, gy = 5Tt S5

(Iv.1.8) EXERCICE (formules d'addition pour p et p',

T est une variété abélienne)

On supposera le corps k algébriquement clos et on idéntifiera

M(T) et MY

. o . s X
évidente &tre considéré comme une application de T (ou k")

De plus un élément feM(T) pourra de facon

dans IP1 (k) .
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1°) Soient feZ(T), f#0 et (f) le diviseur associéa f.

Posons (f)=Z n[x] avec ni% 0. Montrer que Zn.=0 et

[ [ x'=1 (dans T) (utiliser IV.1.6).

2°) Soit cgk . Montrer que l'équation p(z)=c a exactement deux
solutions (en tenant compte de la multiplicité, elles sont de la forme
u, 1/u) (utiliser IV.1.6). Soit de¢ Pl(k) tel que card{p_l(d)} =1,
Déterminer les valeurs possibles de p-l(d) (on fera attention a la

caractéristique 2).

3°) Soient zl,zze'ﬂ' tels que zlifz2 et zlzz;!l . Montrer

qu'il existe a,B €k uniques tels que
p'(zl):a p(z1)+5 et p'(z2)=ap(z2)+5 .
4°) Montrer que 1'équation p'(z)= ap(z)+B a exactement trois
solutions dans T (elles sont Zy5Z,, 1/zlz2).
5°) Soit u€T et u#1 . Montrer que p‘(i)=-p‘(u)-p(u)

(utiliser la définition de p).

6°) Montrer que

plzg)  plzy) plzy2,)
0 = pl(zl) bv(zz) - b'(ZIZZ) _p(’zlzz) (utiliser 4° et . 5°).
1 1 1

37.,) 2Montrezr que p(zl) , p(zz) et p(zlzz) sont racines du polyndme
X+ (a“+0) X+ (B-B+2aB) +85-C (utiliser 4°) et IV.1.7 (%)).

8°) Soient =z ,zze’]I‘ tels que 3= card{p(zl), p(zz) ) p(zlzz) 3.

1
Montrer que

2
P(zl)J“P(ZZ)JFP(ZlZZ): a +ta .

9°) Soient z,.2,€T tels que p(zl)%p(zz). Montrer que

p(zy)-p'(z,) 2 p'(zq)-p'(z,)
b(z122)=<p(zl)_p(zz)> p(zl)_p(zz))-(p(z1)+p(z2)).
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Calculer de méme p'(z, 2z et

) en fonction de p(zl), p(zz), p'(zl)

1°2
p'(zz) (utiliser 8° et 4°)

10°) Soit & 1la courbe projective sur k définie par le polyndme
3 2

homogene Y2T+XYT—X -BXT - CT3 ot B et C sont définies
par IV.1.7.
Soit ¢ 1'application de T dans GCIPZ définie par
o)="pw, (=), 17 si z#1
e(l)y=To0,1,0"7

Montrer que % est un isomorphisme de l'espace analytique T sur

l'espace analytique C .

11°) Soient m 1la multiplication de T , M l'application de

CxC dans C qui rend le diagramme suivant commutatif

Ty T — 2 T
©xp JCP
cye — T, ¢

Montrer que m est un morphisme de variété algébrique.

12°) Montrer que (&, r~r‘1) est un groupe algébrique dont 1'élément

neutre est ' 0, 1, 0

13°) a) Soient z,,z_,€T tels que 3= card{®(z.).®(z,), CFJ("_1 1} .
1 2 1 1 2 z,Z,
Montrer que ®(z_ ), ®(z,), (- sont alignés dans P2,
1 2 z2,

b) Soient 202, Z3ET tels que 3=card {CP(zl) ,Gp(zz) ,Cp(z3)}

et que qo(zl) , cp(zz) , o(z soient alignés dans P2 . Soient donc

3)
a, B, vy ek tels que qcp(zl)+5cp(zz)+y CP(23)= 0 . Soit la fonction

méromorphe f=ap+Bp'+y . Déduire de 1°) que 212,24 1

(dans ).
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c) Soit zy #+1, =./q . Montrer que (1), cp(zl), Cp(;l—) sont
alignés dans X3 1

d) Soit z1= -1 (resp. 4/ q, -A/a) , montrer que la droite pas-
sant par @(1) et ®(-1) (resp. ,/q, -/q) esttangented. C en
9(-1) (resp. ¥4 -/q) (on suppose car(k)¥2).

e) Soit zle'I[‘ tel que z137!1 (dans T). Montrer que la

-2
droite passant par cp(zl) et w(zl ) est tangentea C en Cp(zl).

f} Conclure que m estla multiplication usuelle de la courbe

elliptique ¢ lorsque To,1, 07

La courbe de Tate et le j-invariant

Soit k un corps, a toute courbe elliptique E sur k on associe
un élément j(E) de K la cldture algébrique de k , appelé le j-in-
variant de E . On sait que E~+ j(E) est une bijection de l'ensemble
des classes d'isomorphismes de courbes elliptiques sur K sur les

points de E (Hartshorne, th. 4.1, p. 317, [28]).

La courbe de Tate T =~k* /<q> définie par 1'équation (¥%)

(Iv.1.7). Elle permet donc de calculer son j-invariant que l'on note

jlg) . On a
2
j(q):ﬂ—-—fﬂs)— avec A= B-C-64B°+72BC-432C%,

— 24
Ona & =gq | (l-qn) .
n>1
En fait on a
. 1 “
i@)=g+1a) avec R(q)eZ[[q]] (resp. F [[q]])
1
si car(k)=0 (resp. car(k)=p) (j (q):a + 744+ 196884 g+ ...) .
Le j-invariant permet de caractériser les courbes elliptiques qui

sont des courbes de Tate.
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(IVv.1.9) PROPOSITION, - Soient k un corps valué complet, E une

courbe elliptique sur k . Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) il existe une extension finie K de k telle que E ka

s0it une courbe de Tate (i.e. = KX/<q>)

ii) ona [JE)[>1.

DEMONSTRATION. - 1l suffit de démontrer la proposition pour k=K

algébriquement clos.

. . 1
Si E=K'/<g> ona j(E)=j(q) == +R(q), ainsi lJ(q)f=lEf>1-

Q=

Supposons que Ij(E)|>1 . Alors il existe g unique de K tel
1
que j(q)=¢+ R(q)=j(E) etainsi |q|<l. Soit E = K'/<q>,

alors on a j(E1)= j(E). Ce qui prouve que E-"9 E puisque

1
E + j(E) est injectif.

REMARQUE. - Le théoréme IV.1.7 montre que le polyndme

v2z+ xvz-x>-Bx2%.cz> appartients K[X, Y, Z]. L'image
de ce polynéme dans k[X, Y, Z] est YZZ- XYz -X3. Ce polyndme
définit une courbe rationnelle (i.e. de genre 0) avec To ,0,1 7
comme point singulier unique ; c'est un point double ordinaire.

La "réduction" d'une courbe de Tate est donc dégénérée. Cette pro-
priété sera rigoureusement établie en IV.2 par le modele de Néron

et aussi par la réduction stable.

(Iv.1.10) La courbe de Tate comme schéma formel

La théorie des fonctions méromorphes sur k*/<q> . est en fait
""définie'" sur Z[Jq]. On peut préciser ce mot en utilisant les

schémas formels sur Z[ qI] .

Donnons quelques définitions. L'anneau des séries restreintes sur

Z[ q]1 des variables T,, T

yeos T t
1’72 n ©°
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> =11
Z{q] <T;, Ty oee , T > = lim z[[q]]/qn [Tl, ...,Tn]
4
={Zz aa T pour chaque 4>1 aae {a),
sauf un nombre fini} .
Soit l'anneau A = Z[ q] <T1, s T > /¥ ou ¥ estun idéal de
Z[aql <T1, e Tn> . Le spectrum formel de A estun espace annelé

(%, GI) , bridvement noté Spf(A).
L'espace topologique % est défini par
% = lim Spec(A/qn) = Spec(A/q)
—
Le faisceau (S\x est défini par

o _(D(f))=1lim A /q A ,otfgA;fmodqegAk n'est
% — f f

pas nilpotent et D = {xeck |f(x)£0} .

Cette définition est proche de celle des espaces affinofdes.

Un schéma formel (%, Gl{) est un espace annelé qui posséde un
recouvrement ouvert (Ui)i tel que
Z[q0 <Tyse., T >
(u,. &xlui) = Spi(A,) ou A, = p

L'espace analytique k* est défini comme le recollement des es-
+
paces affinotdes {zgkX | ,q'n 15 lz| quln}n (ici k est algébrique-

ment clos).

Dans le cas formel sur Z[q] le groupe multiplicatif Gm sur

Z[[q] est défini comme le recollement des Spectrum formels

Spf(A ) (neZ) ou A = z[[q]]<Tn,sn>/(Tnsn-q):.zn:‘q]]<tn,sn>.

Les espaces topologiques Spf(An) et Spf(AI1 1) sont recollés sur
< 13 -
les ouverts {tni-l 0} Spf(An) et {sn_1 £0}c Spf(An_l) par l'iso

morphisme de recollement t —— s~
n n-1

La multiplication par q sur Gm est définie par l'isomorphisme

). t—t

s—— s
n+1 n n+l’ "n

q
Sp £(A_)E— Sp {(A el
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On peut montrer que le quotient Gm/<q> est muni "

canonique-
ment' d'une structure de schéma formel sur Z[ q] et que Gm/<q>
est en fait un schéma projectif sur Z[q] . Plus précisément,

(I}m/< g> est le fermé de Zariski de ]sz ZT q] défini par le poly-

3

ndme homogene YZZ+ XY Zz-(X +BXZZ+CZ3) or B et C sontles

éléments de Z[q] définis par (IV.1.7).

La courbe E (définie sur Z[qJ]]) par ce polyndme s'appelle la

courbe de Tate ; c'est en quelque sorte la définition universelle.

Un morphisme ¢ : ZJgq]—— R ol R estun anneau induit la

courbe E x R sur R . En particulier, si R estun corps et si

AICY§

¢(q)# 0, alors E xR estune courbe elliptique sans singularités

parce que @A) #0 .

Si R estun corps et si ®{q)=0, alors Ex R est une courbe

rationnelle avec un point double ordinaire.

Le cas spécial R = k , un corps valué complet et ® définie par
®(q)= q' avec 0< ] q'|< 1, donne la courbe k* /<q'>. L'homomorphis-
me @ : Z[q]—— k"—— & donne la courbe rationnelle avec un

point double ordinaire.

Si k = € on peut définir un homomorphisme ¢ d'un sous-anneau
convenable de Z[J qJ] dans €, ce sous-anneau contenant B, C, q.
On trouve ainsi une courbe E x € sur C ., Cette courbe est une
courbe elliptique isomorphe 3 €~ /<q'> et aussi isomorphe i

2im
C/Z+Z T ou q':Cp(q):eIT

IV. 2. - Modeles de Néron

Soit k le corps des fractions d'un anneau de valuation discréte,
complet k° et soit X une courbe, non singuliere et projective sur k .
Si X est une courbe elliptique, on sait que X se plonge dans IP2
et que X est défini par une équation homogene de degré 3 . Si X
possede un point rationnel sur k , 1'équation de X dans ]PZ a ses

coefficients dans k . En général, X——— P”  est défini par plusieurs
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équations. On veut trouver 'les bonnes équations'' de X relativement
° . . .
a2 k . La méme question se pose pour des variétés algébriques sur

k de dimension supérieure a 1 .

(1v.2.1) DEFINITION. - Pour une courbe elliptique X sur k, ou
plus généralement pour une variété abélienne X sur k , on veut

trouver un schéma Y sur k' , séparé et de type fini, tel que
(1) Yxo k=X
(2) Y estlisse sur k'

(3) Si Z estlisse sur k et si un morphisme
P Z e k — X est donné, alors il existe un morphis-

me unique § :Z—> Y avec @ = { x °]1k'
k

Un tel Y est appelé le modele de Néron de X . Expliquons rapide-

ment la terminologie (pour plus de détails, on peut voir Hartshorne,
Algebraic geometry [28] ). Un schéma affine (de type fini) sur k'
est un schéma de la forme Spec (k° [Tl, e Tn] /1) =U

Sur U on a une topologie de Zariski et un faisceau structural.

Un schéma de type fini sur k° estun espace annelé (Y , (SY) qui
posseéde un recouvrement fini et ouvert (Ui) tel que
U, GYlUi): Spec(A,) ou A, estdelaforme k[T ,...,Tq]/I.

Dans la suite nous supposerons toujours que Y est séparé. Cela veut
dire que l'application diagonale AY Y — Yxk“‘ Y estune immersion
fermée. On dit que Y est lisse sur k° si le recouvrement (Ui) de

Y peut &tre choisi de fagon que chaque Ai soit de la forme

o ; <
k [Tl,...,Tn]/(fl,...,fm) avec m=<n et en plus
of of
1 _m
aTl aTl
(A,fl,...,fm):k [Tl,...,Tn] oli A = det :
df of
1 m

3T """ ?T
m

m
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(1v. 2.2) DEFINITION. - Soit Y un modzle quelconque de X, c'est-
a-dire Y est un schéma de type fini sur k° avec Y X ° k=X,

alors Y X, o k s'appelle la fibre spéciale de Y et Y *) o k est

£ 2

appelé la fibre générale de Y .

Si le corps résiduel kK de k est parfait, une courbe elliptique
(et plus généralement une variété abélienne) sur k possdde un modele
de Néron ([42]). L'existence d'un modele de Néron dans le cas géné-
ral est démontré par M. Raynaud [68] (Notons que la terminologie de
Néron est assez différente de celle de M. Raynaud et que les traductions
ne sont pas évidentes. ). L'unicité du modele de Néron Y est une
conséquence de la définition. Pour les courbes X sur k de
genre # 1, la partie (3) de la définition du modéle de Néron paraft
&tre trop forte pour obtenir l'existence. (On peut s'en convaincre en
montrant que ]P1 , par exemple, ne poss&de pas de modele de

k
Néron. )

(1v. 2. 3) DEFINITION. - Un modéle minimal Y d'une courbe X/k

est un schéma (de type fini et séparé) sur k tel que

(1) Yxk° kT X

(2) Y estlisse sur k°

3') Pour chaque schéma Z de type fini séparé et lisse sur
q P P
kK telque 8 :Zyx , k—— X le morphisme unique
k
¥ Zyok— Yy k avec a CPB—I = id_ se prolonge
K K’ X
en un morphisme | : Z——= Y .

L.e modele minimal est unique et pour une courbe elliptique ce
modele coincide avec le modele de Néron. Pour les courbes X de
genre Z£ 1 un autre modgle semble plus intéressant, A savoir le

modele de X qui induit la réduction stable (IV.3).
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(IVv.2.4) EXEMPLE. - Soit X la courbe elliptique de Tate, K /<q>,

o qegk’ engendre 1'idéal maximal de k° . L'équation de XS—— IPZ

s cz%). soit Y'c P2

K

est le polyndme F = y2z+xyz - (x3+BXZ
donné par la meéme équation. C'est~a-dire
Y' =Proj(k"[ X,Y,Z2]/(F))= l'ensemble des idéaux premiers homo-
genes B de kK'[X,Y,Z]/(F) quine contiennent pas (x,y,z).

Le seul point de Y' qui n'est pas lisse sur k° est le point (fermé)

correspondant 3 1'idéal (q,x,y). Alors Y = Y'-{{(q.x,y)} estle

modele de Néron de X .

PREUVE. - Les propriétés (1) et (2) du modéle de Néron sont évi-
dentes. L'unicité d'un prolongement { : Z —— Y provient aisément
du fait que AY est fermé et que Z xkn k est dense dans Z . Il suffit
de montrer l'existence de § dans le cas ou Z = Spec(A) et AR

est lisse de type fini. La courbe X est réunion des deux ouverts af-

fines
. Yy z i} x y
X Spec(k[x, x] / y z ) et X, Spec(k[y, y]/ « 2 )
F(1,+,3) F(=,1,9)
x' x y y
De méme Y est réunion des deux ouverts Y =Spe<:(ku["’£ ,EJ y z)
1 x'x" /F(1, o ;)

o.X Z
et Y.,=Spec(k [T,— X z. ). Il suffit de considérer un
2~ °P ( I:y yj/F(;",l,"))

<

P 1 Zxk— X tel que im ® C X ou bien im @ < X

1 27

Le cas (i) im CPCXI

L'application ® provient d'un homomorphisme de k-algébres

* Yy z ;
k s z,— A®_ k. Soient v et wgA®, k
¥ [x x]/F(l,i, ) Xk € K

X

les images de }i et _)z; 11 suffit de montrer que v, w ¢ A parce qu'on
3* * oY Z .
1 ar k s z — AC A® | k ui est
prolonge ¥ par § 0 xJ/F(l , i 5 * q
encore donné par 41* (ﬁ) =v, dl* (i): w . Alors ¢ : Z— ch Y

prolonge % .

Comme A[k" est lisse, A/qA est régulier et en particulier

gA estun idéal premier de A . L'anneau, localisé en (q A),
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A(qA) est un anneau de valuation discrete. Soit V cette valuation ;
ona V(g)=1 etle corps résiduel est le corps des fractions de A/qA .
Pour teAq("k, t#0, il existeun c€Z tel que thEA—qA .

Ona V(q%t)=0 et V(t)= -c.
Pour montrer que v, wgA il suffit donc de vérifier que
V(v), V(w)=20 . On a 1'équation v2w+ vw=1+ B w2+ Cw3 avec
v(B) 21, V(C)=1.
Alors V(w)<0 implique V(v)<0 etque 2 V(v)=2V(w)-1.
C'est une contradition. Donc V(w)20 . On en déduit qu'aussi V(v)=0 .

Le cas (ii), im ® CX2

L'application ¥ est induite par

* X z .
" . k[T, X z —— A®_ k. Les images u, w de
o yl/rE, 1,8 K &
y y
X z . . . 3
; et ; satisfont 1'équation w+tuw =u + Buw+ Cw

On prend la valuation V introduite dans le cas (i). Si on suppose

que V(w)<V({u) et V(w)<O0, alors on trouve V(w)+ V(1+u)= 143 V(w).
Donc V(u)< 0 et V(u)=1+2 V(w). Cela contredit V(w)< V(u).

Si on suppose que V(w) 2V(u) etque V(u)< 0, alors on trouve

V(w)+ V(u)= 3V(u). Encore une contradiction. Donc V(u), V{w) >0

et u,wgA .

(ifx,v, z ]

(zy +xyz-x)

La fibre spéciale de Y' est Y'xk = Proj ),

c'est une courbe rationnelle
avec un point double or-

dinaire.
0, o0

La fibre spéciale du modele de Néron Y x k estla courbe ration-
nelle ci-dessus a laquelle on a enlevé le point double, ainsi
Y xk=>=k* . Plus précisément, ona Yy k = Gm(ﬂ) comme le

montre la remarque ci-apres.
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(Iv.2.5) REMARQUE. - Supposons que la variété projective non
singulieére X soit munie d'une structure de groupe algébrique (com-
mutatif). Alors la définition du modele de Néron Y de X montre la
multiplication m : X x X—= X induit un morphisme m':YxY— Y
qui fait de Y un schéma en groupe. Cette structure induit alors sur

Y X o k une structure de groupe algébrique commutatif. Dans le

cas (IV.2.4), ona Yx .k = G_ (k)
X m

(Iv.2.6) EXEMPLE. - Soit X la courbe de Tate X =k*/<q> ou
q k' =1k" etou T estuneuniformisante de k. La courbe
X IP2 est définie par le polyndme homogeéne

2 C 3
)

B
G = y2z+ xXyz- (ﬁx3+ Txz 4z (c'est le polyndme F modifié
™

™

en changeant x,y en Tx, TTy).
Soit Y'= Proj{k [x,v,2z]/(G)), alors Y' a deux points non-lis-

ses sur kX, (M,y,z) et (m,y+x, z). Alors

Y=Y'-{(m,y,z), (M, y+tx, z)} estle modele de Néron de X .

. - = L Elxy,z]
La fibre spéciale de Y' est Y'x k== Prol(z——‘——) ,

3
e z(xyz -z
elle est constituée de deux (y zlxy )
courbes rationnelles avec
deux points d'intersection

qui sont des points doubles

ordinaires.

Ainsi la fibre spéciale du modele de Néron Y k est isomorphe a
deux copies de X', c'estun groupe algébrique G de composante

connexe Goﬁ‘(l}m(k) et G/G°=‘ Z/2 Z .

(IV.2.7) EXEMPLE, - Soit X la courbe de Tate X = k* /<q> avec
q K=m"K ou T estuneuniformisante de k et n>3, Pour n>3

le modele de Néron Y n'est plus donné par une équation dans IPE
k
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Le schéma Y' est défini par
Y' = Proj(k [Xo’xl’ e xs]/idéal homogene) ou s=>2. Le modele

de Néron Y est Y'-{n points fermés}.

La fibre spéciale de Y'
est constituée de n droites
isomorphes a IP_kl . Chacune
coupant deux autres en des
points doubles ordinaires,
Les n points doubles de
Y'x kK étant les n points

fermés que l'on enléve 2 \ /

Y' pour obtenir le modele Y .

La fibre spéciale du modele de Néron Y xk est un groupe al-
gébrique G dont la composante neutre Go est isomorphe a Gm(E)

et tel que G/Go ~Z/n Z

(Iv.2.8) EXEMPLE. - Scoit la courbe X IPI;Z définie par le
polyndme F = zyz- (x3+TTz3) ol T estune uniformisante de k .
Soit Y'= Proj(k"[x,y,2]/(F)), alors Y = Y'-{(x,y,7m)} estle

modetle de Néron de X .

La fibre spéciale de Y' est
définie dans IP.EZ par le
polyndme zy - x3 . C'est une
courbe rationnelle avec un

point de rebroussement.

La fibre spéciale du modeéle de Néron est isomorphe 2 IBa(E) ,

le groupe additif.

Les possibilités de la fibre spéciale du modele de Néron d'une
courbe elliptique sur un corps complet pour une valuation discrate
sont déterminées [42]. Si on part d'une équation de degré 3 pour

la courbe elliptique, on peut calculer (avec l'aide d'un ordinateur,

si on veut) la fibre spéciale et le groupe Yx k . Le théordme qui suit
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donne une classification des courbes par la fibre spéciale du modéle

de Néron.

(Iv. 2.9) THEOREME. - Soient k un corps complet pour une valuation

discrete, X une courbe elliptique sur k . Alors il existe une extension

finie k'ok telle que Xxkk' satisfasse l'une des propriétés suivantes :

i) Le modele de Néron ¥ de X x k' estun schéma complet

sur k' et la fibre spéciale Yx-lz‘ est une courbe elliptique non-

singuliere (on dit que X a potentiellement bonne réduction).

ii} La courbe Xy k' est la courbe de Tate k™ /<q> avec

k®=nm"k" et 7™ estune uniformisante de k' . La fibre spéciale
q et

du modele de Néron de Xx k' est un groupe algébrique de composante

neutre G_= Gm(i) et G/G°=-= Z/n Z .

DEMONSTRATION. - Pour simplifier, nous supposons que k soit de
caractéristique # 2. Soit k' une extension finie de k , convenable-
ment choisie. L'équation affine de la courbe Xxk' peut s'écrire comme
y2= (x-kl)(x-lz)(x-k3) ol Ai% )\j pour i# j. Apres une transfor-
mation de x et y on trouve

y2 = x(x-1) (x-A) ou Jals1, [a-1]=1.

Cas (1) : [A]=1.- La réduction y2= x(x-1)(x-%) estune courbe
elliptique, non-singulitre sur k. Et Y = Proj( Zk %y, 2] )

y z-x(x-2)(x-k z)
est le modele de Néron.

Cas (2) : 0<fk, <1 .- La réduction yZ: xz(-x-l) est une courbe
rationnelle avec un point double ordinaire {y=0, x=0}. On
transforme 1'équation en y2+ Xy = x3+ "‘l\-—x eton a
16 (1+1)
(1-48 -—A——é—)?’
j= 16(1+3)
ToA 2 A ’
( 2) (1'64 2)

16 (140 16 (1+3)
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ot j est le j-invariant de la courbe Xx k' .

Il est aisé de voir que fjl>1 . La proposition (IV.19) montre
qu'il existe une extension finie k' Ok' telle que X x k'' soit une

courbe de Tate. Et le reste suit de (IV.2.7).

(Iv.2.10) EXERCICE. - Dans le cas de (IV.2.8), déterminer le plus

petit corps k' pour lequel (IV.2.9) est satisfait.

(Iv.2.11) Existence du mod2le de Néron

Pour une courbe X (non-singuliére, compldte) sur k , on connaft

deux démonstrations de 1'existence d'un modeéle minimal
(a) Abhyankar ; résolution des singularités d'une surface [2]

(b) Néron ; p-désingularisation [42] .

Cas (a) .- La courbe X a un modele projectif Z sur K . L'espace
Z est de dimension 2 et c'est une surface qui peut avoir des sin-
gularités et i 1'aide d'éclatements de points on peut modifier (com-
me S. Abhyankar 1'a montré) Z en une surface Z' projective sur
k° (c'est-i-dire Z' = Proj (k° [uo um]/ H) et sans singularités.
Donc X posséde un modele non-singulier sur k' . En plus il existe
un modele non-singulier minimal Z/ko cl'est-a-dire

Si Z'/ku est un modele non-singulier, alors il existe un morphis-

me unique ¥ : Z'— Z tel que @ induise l'identité X — X .

: . . o
Les points de Z quine sont pas lisse sur k , forment un sous-

ensemble fermé Z* et Y = 2-2* est le modele minimal (qui

vérifie (1), (2), (3')). La fibre spéciale est 2 X o E et 2" sont

en fait les point singuliers de Zyx , k .
k

Le modele de Néron existe aussi pour les variétés abéliennes sur

k . La méthode {a) n'est plus utilisable parce que
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(i) La résolution des singularités en dimension supérieure & 3

et en caractéristique # 0, n'est pas encore démontrée.

(ii) En dimension supérieure & 2 il n'existe pas de variété

minimale parmi les modeles non-singuliers.

Cas (b).~ La p-désingularisation de Néron montre aussi pour les

variétés abéliennes A 1'existence d'un modele de Néron. Le théo-

reéme qui suit apporte une description intéressante de la fibre spéciale.

(IV.2.11) THEOREME DE LA REDUCTION STABLE. - Soient k un

corps complet pour une valuation discrete, A une variété abélienne

sur k . Alors il existe une extension finie k'>2k telle que A xkk'

possede la propriété suivante

La fibre spéciale le_t' du modele de Néron @ de Ax k' est

une extension d'une variété abélienne par un tore, c'est-a-dire on a une

suite exacte
0 — (i'x)n—-b QxK' =+ Ab ——= 0

oL Ab est une variété abélienne sur k'.

IV. 3. - Réduction stable d'une courbe

Le but de ce paragraphe est de définir une autre réduction, la
réduction stable., Celle-ci permet de caractériser les courbes qu'on

peut paramétriser avec les groupes de Schottky (courbes de Mumford).

(Iv.3.1) DEFINITION. - Soit k un corps, une courbe algébrique

projective sur k est dite stable si les propriétés suivantes sont
satisfaites

i) la courbe X est réduite,

ii) les seules singularités de X sont les points doubles

ordinaires,

. . . s ml
iii} chaque composante de X qui est isomorphe a ]Pk ren-

contre les autres composantes en au moins trois points.
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Une courbe qui posséde les propriétés i) et ii) est dite pré-stable

(Iv. 3. 2) DEFINITION. - Soit X une courbe projective connexe sur k,

on appelle genre arithmétique de X la dimension sur k du groupe

1
H (X, @X).

(IV.3.3) PROPOSITION. - Soient X une courbe projective pré-

stable, connexe sur k , X' la normalisation de X,

X' = CIUCZ ..U Cs la décomposition de X' en composantes ir-

réductibles, g; le genre de Ci et n le nombre de points doubles

de X . Alors le genre arithmétique g de X est donné par la formule

s
g =n+l+ i§1 (gi— 1) .

DEMONSTRATION. - Soit n le morphisme canonique de X' dans X.

On a la suite exacte de faisceaux sur X :
0 6 —— My GX'_' F— 0

Le faisceau F a la propriété suivante

0 si P est régulier

F =
P ~ . . .
GX, p /GX, p St P est singulier
ol GX, D est la cldture intégrale de @X, P Pour un point double
ordinaireona F_=k.

P

On a donc la suite exacte de cohomologie

o o . 1 1 1
04H(>i|,@x)+H(X,T*@X.)—»H(7|,F)+H (xilsx)aH (X, 1y 65 )* H (X, F) = 0
s n 1 8 1{ II
0— k —— k —— k —H (X,GX)—-» ;@IH (Ci,(‘JC }=— 0.
i= ;

1

On en déduit la formule (IV.3,3).
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(IV.3.4) PROPOSITION. - Soit X une courbe projective stable con-

nexe de genre arithmétique >2 . Alors le groupe des automorphismes

de X est fini.

DEMONSTRATION. - Soient G le groupe des automorphismes de X,
Go le sous-groupe qui laisse {globalement) invariant chaque compo-
sante irréductible de X . Comme les composantes sont en nombre
fini, il suit que Go est d'indice fini dans G . Il suffit donc de montrer
que Go est fini, c'est-a-dire que le nombre d'automorphismes de

chaque composante irréductible est fini.

Soit Z une composante irréductible de genre >2 , on sait que le

groupe des automorphismes de Z est fini.

Soit Z une composante irréductible de genre 1 . Supposons que
Z possade une singularité P . Alors le sous-groupe H de Aut(Z)
qui laisse invariant les singularités est d'indice fini dans Aut(Z).
Soit Z' la courbe normalisée de Z et considérons P comme 1'élé-
ment neutre de la courbe elliptique Z'. On sait que le groupe des
automorphismes de Z' qui laisse P invariant est fini. Il suit donc

que H est fini.

Supposons maintenant Z de genre 1 et non singuliere. Cette
courbe rencontre au moins une autre composante. A un sous-groupe
d'indice fini prés, on peut supposer ces points d'intersection invariants
et I'argument précédent montre que le groupe des automorphismes

est fini,

Soit Z une composante de genre 0 . En reprenant les arguments
‘oz PR e 1 : .
précédents, on déduit que la normalisée Z'= IP' (k) a au moins trois
points invariants, ce qui montre que la restriction de Go a Z est

fini.
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(1v.3.5) DEFINITION. - Soient k un corps valué complet, X une
courbe projective non singuligre sur k . Un schéma projectif Y sur
K est dit moddle de X sur k° si Y %o k = X . On dit qu'un modele

Y de X sur k° donne une réduction stable (resp. pré-stable) si

o

Y xk k  est une courbe stable (resp. pré-stable).
L' "existence' et 1'unicité de la réduction stable ont été démontrés
initialement par Deligne et Mumford [8], plus précisément le résul-

tat s'énonce ainsi

(IV.3.6) THEOREME [8].- Soient k un corps complet pour une

valuation discréte, X une courbe projective non-singuliére sur k

de genre 21. Alors

1) Il existe une extension finie k'>Dk telle que X X1 k' admette

une réduction stable.

2) La réduction stable est unique.

(Iv.3.7) REMARQUE. - Ce théoréme est maintenant généralisé au
cas ol le corps k est seulement valué complet, c'est-a-dire qu'on
n'impose plug la valuation discrete (van der Put [67]).. Cette nouvelle
démonstration est essentiellement différente de celle de Deligne et

Mumiford.

(Iv.3.8) REMARQUE. - La fibre spéciale associée au modele de Néron
d'une courbe n'est pas nécessairement réduite et peut avoir d'autres
singularités que des points doubles ordinaires. D'autre part, un

modele Y sur k qui donne une réduction stable n'est pas néces-
sairement régulier ou lisse ; donc Y n'est pas un modeéle de Néron,

Ainsi, modele de Néron et réduction stable sont des notions différentes.

(IVv.3.9) REMARQUE. -~ On peut montrer qu'une courbe et sa réduction

(pré-stable) ont le méme genre arithmétique (voir [21], p. 139).
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Selon la démonstration de Deligne et Mumford, le théoreme (IV.3.6)

se déduit du suivant.

(1v. 3.10) THEOREME. - Soient k un corps complet pour une valua-

tion discréte, X une courbe projective non-singuliere sur k de

genre >1 . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

i) La courbe X (définie sur k) admet une réduction stable

i1) La fibre spéciale du modele de Néron de la jacobienne de X

est extension d'une variété abélienne sur k par un tore.

IV.3.11. - Exemples de réduction stable

11 existe un procédé pour passer d'une réduction pré-stable a une
réduction stable. Soit Yxko k une réduction pré-stable de X . Si

1 -
L=1R est une composante irréductible de Yx k ayant moins que

k
trois points en commun avec les autres composantes, on peut alors
changer Y en Y' de facon que Y'xk se déduise de Yxk en

contractant L en un point.

On peut donner la liste des réductions des courbes de genre 1 et 2.

GENRE 1.- Le théoréme (IV.2.5) discerne deux cas. Dans l'un, la
fibre spéciale du modale de Néron (apres extension finie) est une
courbe elliptique non-singulidre. Dans le deuxiéme cas, la courbe el-
liptique E est apres extension finie k'2Dk 1la courbe de Tate
k'x/<q> avec q k" = nh ke

ol T estune uniformisante.

Alors (IV.2.3) montre que

le modele Y a pour fibre n

droites projectives qui se

coupent deux a deux selon des

points doubles ordinaires.

C'est donc une réduction pré-stable.
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Apres contraction de n-1 droites, on obtient une courbe rationnelle

avec un point double ordinaire.

Si X est une courbe projective irréductible non singuliere de

genre 1, les réductions stables sont les suivantes

1) une courbe de genre 1 @

sans singularités

O

2) une courbe de genre 0

avec un point double ordinaire.

GENRE 2. - Le corps des fonctions rationnelles d'une courbe projec-
tive irréductible non-singulidre de genre 2 est défini par 1'équation
y2= (x-al) (x-az)... (x-aé) (car(k)#2 et k assez grand). La position
des six points ay,8,, 058 de ]Pll( détermine la réduction stable.
En fait on trouve d'abord une réduction pré-stable qui est transfor-

mée en réduction stable.
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Voici la liste de toutes les possibilités ( @ signifie genre i) :

réduction pré-stable réduction stable

: 4@9@ >0

. O/Q © ©
O/ \//‘\\ 0 O~

" Y
Q ®
5) }r
©
g ><><><@
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On vérifie aisément, 3 l'aide de (IV.3.3) et (IV.3.9), que ce sont la
toutes les possibilités pour la réduction stable d'une courbe de genre 2.
La réduction stable des courbes hyperelliptiques est traitée en détail
dans 1'ouvrage de Gerritzen et van der Put [21], p. 163. Le langage
utilisé est celui des réductions analytiques dont on verra en IV.4.

qu'il est équivalent 3 celui des réductions algébriques.

IV.3.12. - Applications de la réduction stable

La réduction stable est utilisé pour montrer l'irréductibilité de la
variété modulaire M des courbes de genre g et pour caractériser
g

les courbes de Mumford.

1) La variété modulaire Mg .~ C'est la variété quasi-~projective
des courbes irréductibles completes non-singulidres de genre g sur
un corps k (quelconque). Flus précisément les points de Mg sont les

classes d'équivalence de ces courbes a isomorphisme pres.

Soit I:/[g la variété modulaire des classes d'équivalence a2 isomor-
phisme pres des courbes stables de genre arithmétique g . Alors M
est un ouvert dense de Mg et de plus I\A/Ig est une variété projective.
Ainsi IC/Ig est un ''compactifié' de Mg . C'est en utilisant M _ et la
réduction stable que Deligne et Mumford [8] ont montré que M _est

g
irréductible.

2) Courbes de Mumford. - Soit I un sous-groupe de PGI(2,K) ;

un élément ag]Pl(K) est appelé point limite s'il existe ngP](K)

et une suite infinie (yn)n de I (i.e. n# m implique Ynf ym)

telle que a= lim yn(b) . On note £ l'ensemble des points limites
n+®

de 1131(K) (pour T"). Nous dirons que I est un groupe discontinu

si £ ;’]PI(K) et si (I".a) (I'adhérence de l'orbite de a) est compact
pour tout ae]Pl(K). Si I est un groupe discontinu, alors £ est
compact. Ainsi Q = IPl(K) -£ est muni d'une structure d'espace
analytique (I.7.3), de plus, I opeéere sur Q et §1/T est canonique-

ment muni d'une structure d'espace analytique. Un sous-groupe [ de
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PGi(2, K) est appelé groupe de Schottky si I" est discontinu, en-

gendré par un nombre fini d'éléments et ne posseéde pas d'éléments
d'ordre {fini. On peut alors montrer que [ est un groupe librea g
générateurs et que 1/T" est une courbe non-singulidre de genre g,

appelée courbe de Mumford (pour plus de détails, consulter Gerritzen-

van der Put, [21]). La caractérisation des courbes de Mumford par

la réduction stable est donnée par le théoréeme suivant

(Iv.3.13) THEOREME, - Soient k un corps complet pour une valua-

tion discréte et K Dk algébriquement clos et complet. Soit X une

courbe (non singuliére, compleéte) sur k Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes

i) il existe une extension finie k' de k telle que la réduction

stable de X 4y k' a toutes ses composantes de genre O,
k

ii) la courbe X ka est une courbe de Mumford.

IV.4. - Réductions analytiques

Nous prenons maintenant un corps K , valué complet et algébrique-
ment clos. A un espace analytique X sur K , nous voulons associer

une réduction X sur K .

(IV.4.1).- Si X est affinofde, X = Sp(A), on définit }?C = la ré-

duction canonique de X par _ic = max(x) ot A=A /A" estune

algebre réduite de type fini sur K (II. 6. 7). Donc }_(.C est une variété

algébrique sur K .

En plus on a une application surjective R : X — fc qui associe
4 chaque idéal maximal M de A un idéal maximal R{R) de A ,

R{M) = 1'image de MNA° dans A= A°/AT

(IV.4.2).- Soit X un espace analytique sur K. Un recouvrement

pur Y = (Ui) de X est un recouvrement admissible par des af-

finoides (Ui) qui possede les propriétés suivantes
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Si Uiﬂ Ujin’(if, il existe un ouvertaffine de Zariski Vijc(ﬁi)C avec

-1 -
U.NU =R, (V) (R.=U — (U.) ) et U, NU, estaffinotde avec
i j i ij i i i'c i j
la réduction canonique R, : U . NU,— V_ .
1) 1 J 1)

A l'espace analytique X et son recouvrement pur % , on associe

la réduction Xu= U@, . Les ensembles affines (ﬁ/) sont
— i'c i'c
recollés sur les ouverts affines Vij . La réduction X’L( est une

variété algébrique réduite sur k , localement de type fini.

(IV.4.3) EXEMPLES

1) Seit X = le polydisque { (zl, e zn)éKn, | ZiISI }.
La réduction canonique est Ec =K" . L'application R est donnée par
— - =n
((zl,...,zn)v——-b (zl,...,zn) € K.

2) Soit X={zek| |7|=]zls1} ou o<|m|<1.
Alors O(X)=K<Z,S>/(zs-m) et 6(X)=K[Z,81/(28).

Jz<Im|
=N TY I
Donc X = 3%
¢ /l (Jz1>1)
[rr]<]z]<1 \K X

3) La courbe de Tate T = K* /<q>

I1 faut trouver un recouvrement pur de T ., Il y a beaucoup de

possibilités
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(2) X1 , X2 , X3 sont les images dans T de :

frlslzl<1 ;5 [ is]alsin| ;5 lalslzl<]m,]

Apres recollement, on trouve :

Izl =1 et
lzl= Iﬂ'll\ / lzl:lq‘ comme réduction de T
lz1 i )

(b) X, , X, sontles images dans T de

[n[slz]<1 et [als|z|=|m] on [al<|m|<1

v

X Jz|<m|

‘zl=1

Aprés recollement

“lallzl<|n|

Iml=lz] [ )= l2l=1 et |z|=]q]

“ |ml<z]<1

(c) X1 et X2 sont les images dans T de

¥, = (zex | lakslzls1: [2-1]21; [a-alzlal] et

¥,= {zex| |z|=1] .
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On peut montrer que l'algébre 6 (X est affinofde et que

)
1
o(x,)=~ {feo(¥)) | iy)= flay) pour |y|=1, [y-1]=1}.

Un calcul direct (mais assez long) montre que il est une courbe
rationnelle, avec point double
a laquelle il manque le point a

1'infini,

Il est clair que X_ est af-
finotde et que X, est P (K)

2 /
auquel on a enlevé 0 et l'in- -
fini. /

Apres recollement, on
trouve la réduction suivante

de T .

Ces exemples permettent de deviner la relation entre les ré-

ductions algébriques et les réductions analytiques.

(IV.4.4) Réductions algébriques et réductions analytiques

Soit X une variété algébrique de type fini sur k , complet pour
une valuation discrédte. Un modele Y/k° de X estpar définition un
schéma de type fini sur k avec Yy , k= X . La variété algébrique
Y X o & (de type fini sur E) sera apl;elée une réduction algébrique

de X .

Si X estune variété projective sur k , nous considérons des
o
modeles Y/k° qui sont des schémas projectifs sur k . Alors

Y X0 k est aussi une variété projective sur k .

Nous pouvons formuler un résultat sur le lien entre les réductions

algébriques et les réductions analytiques.
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Soit X une variété projective et réduite sur k .

(1) Si Z est une réduction algébrique réduite de X , alors il

existe un recouvrement pur % de X et un isomorphisme canonique

Za‘s-(,u.

(2) Soit U un recouvrement pur de X . Il existe (apres une ex-

tension finie du corps de base) une réduction algébrique Z et un

isomorphisme canonique Z == X'M .

(IVv.4.5). - Soient X une courbe algébrique, U un recouveement

ur tel que soit pré-stable, alors on peut changer le recouvrement
P q p P g

U en Y' de fagon que X soit stable (voir les figures IV.3.11),
< q > g )

Soient X un espace analytique de dimension 1 et connexe,

Y un recouvrement pur tel que X'?( ait une composante non complete.
Alors X est affinofde et dans des cas spéciaux on peut voir que la

réduction canonique XC est obtenue a partir de X en contractant

U

les composantes completes [21].

a) X—X—X—"  ou b) b+
1= XX
P (K) ]Pl (i{_)
X—*
ou c)
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Alors X est affinoide et a pour réduction canonique

ou c)

IV.4.6.- Réduction de K*

Soient MegK , 0< fTr|<1 et Xn= {z EK[ !ﬂln+15’zls Iﬂln} .
Les ensembles Xn sont affinofdes et {Xn} est un recouvrement

pur de K* . La réduction K" par rapport & ce recouvrement est

X o - ~ .
Un modele de K sur K donne une réduction banale, A savoir

K* . Notre réduction analytique correspond au schéma formel sur K’

X

associé 3 KX (IV.1.10) (remarquer que K* n'est pas une variété

projective).



170

CHAPITRE V : REDUCTION D'UN SOUS-ESPACE DE IP

V.1l.- Réduction d'un sous-espace de IP

V. 2.- Démonstration d'un résultat de Drinfeld sur les fonctions in-
versibles sur ( = ]PI(K) - ]Pl(k)

V. 3. - Quelques mots sur la cohomologie étale des espaces k-analy-

tiques.

On peut construire pour chaque sous-espace connexe {1 de IP un
recouvrement pur Y et une réduction —_'b( . Nous allons dans ce
chapitre V étudier un cas particulier. Soient K un corps valué,
complet, algébriquement clos, k un sous-corps localement compact
et 0 l'espace analytique ]PI(K)-IF’l(k). Puisque ]Pl(k) est compact
la structure d'espace analytique sur 1 est-celle définie en I.7.3.
Cet exemple est important parce qu'il constitute 1'équivalent du demi-
plan de Poincaré (§.IV.3 et aussi Gerritzen, van der Put, Schottky
groups and Mumford curves, [21]). Contrairement aux exemples pré-
cédents, (1 admet une réduction qui n'est pas une variété algébrique
(c'est une réunion infinie de droites). Le premier point est de définir
un recouvrement pur. Ceci se fait en associant un arbre T a l'en-
semble des sous-modules libres de rang 2 sur k', contenus dans
k2 . Le recouvrement pur correspondant possede la propriété d'étre
invariant par l'action de PGl (2,k) . Nous avons alors une bonne des-

cription de la réduction de @ relativement & ce recouvrement. Ceci

nous permet de démontrer (en V.2) un résultat de Drinfeld sur le
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faisceau des fonctions inversibles sur () . Pour énoncer ce résultat
sous sa forme initiale nous devons définir en V.3, brievement, la

cohomologie étale d'un espace analytique relativement a un faisceau.

V.1.- Réduction d'un sous-espace de P

(v.1.1) L'arbre T associé aux sous-k -modules de rang 2 de: k2

On dit que deux sous-k -modules libres de rang 2 de k2 ,
M1 et M2 sont équivalents s'il existe A ek>< tel que Mlzk M2
(on peut toujours prendre A sous la forme J = 1'r1r1 avec ne€Z,
T étant une uniformisante de k ). On note [M] la classe d'équi-
valence du k -module M de rang 2 . Le graphe T estl'ensemble
de toutes les classes d'équivalences des sous-k -modules libres de
rang 2 de k2 . Les arétes du graphe T sont les couples
{ [Mlj , [MZJ } avec M1 ? MZ? ™, . On dit qu'un graphe est un

arbre s'il est connexe et sans cycles.

(v.1.2) LEMME, - Le graphe T estun arbre ; chaque sommet de T

est 1i€ 3 (gq+1) autres sommets (o gq=cardk) ; PG1(2,k) agit

sur T comme un groupe d'automorphismes ; llaction est transitive

sur les sommets et sur les arétes.

DEMONSTRATION. - Si [[Mlj s [MZJ } estune arete, alors il existe
1 2 : . 1

M 5~ M2 (équivalent), unique, tel que M1 ? M2 ;J m M1 . Donc

les areétes ayant [MIJ comme sommet correspondent aux droites

- 1, -
dans Ml/ﬁ M, = K° . Leur nombre est card(IP (k))= g+1 .

1
M Seit [M ], [M.],..., [M_], une suite de som-
M 1 o 1 s
o mets différents de T telle que chaque
[[Mi] , [Mi+1] } soit une aréte, pour 0<iSs-1.
s Alors on peut choisir M'S dans [Ms] tel que

s-1 MQ/M'S ~k /m N ¢a se démontre par ré-

currence. Il s'ensuit que {[ M_], fMo]] ne peut
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eétre une aréte, Donc T n'a pas de cycle. On vérifie sans difficulté
que T est connexe. Soit {[Mlj , [MZJ} une aréte, alors on peut
trouver e, e, tels que [M1] = [k e1® K e2] et

[sz =K e, ® k°1're2] . Soit c¢ PGl (2,k) défini par

o((1,0))= e c((0,1))= e, - Alors {[M1] s [MZJ } est l'image par
o de {[k'xKJ].[KxnK]]}.

(v.1.2).~ Le recouvrement pur associé a l'arbre T

A chaque aréte (a,b) de T nous allons associer un affinoide
1 1
U(a,b) de Q =P (K)-IP (k). Définissons d'abord U(ao, bo) pour
a =K xk” et b =Kxmk . Soit
o o
|z-d|=1 ou d parcourt un systdme de re-

présentants de k*

U(ao,b°)= zeK

lz-md|=|m| ol d' parcourt un systéme de
représentants de Kk

Soit

U(ao) =3 z¢K lz-dl =1 ol d parcourtun systéme de re-

présentants de k

Les ensembles U(ao’bo) et U(ao) sont des affinoides connexes de

Q ayant pour réductions:canoniques

U(ao,bo) et U(ao)

[z]=] 7]+ —r

TT<'Z[<1/' T[Azlzl ill_l
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Soit (a,b) une argte quelconque, il existe g € PGl(2,k) tel que

(a,b)=0© (ao, bo) . Par définition on pose alors U(a,b)= g (U (ao, bo) )

. o . .
{on vérifie que c(ao,bo)-— o (ao, bo) implique

o(U(ag, b )= 0'(Ulag, b))

Le recouvrement {U(a,b)] (a,b)e Arétes de T} a les propriétés

suivantes

(V.1.4)

(v.
(v.

(v.

(v.

(v.

(v.

(v.

Pour g= 2,

1

.5)
. 6)

. 7)

.8)

-9)

. 10)

11)

il est admissible

U(a,b)NU(c,d)= ¢ si

U(a, b)NU(c,d) = U(b)

{a,p}N{c,a}=¢

si {a,b}N {c,d}={b}

le recouvrement est pur et la réduction { par rapport a

ce recouvrement satisfait :

- . N 1
chaque composante de 1 est isomorphe 3 P (K)

2 a seulement des points doubles ordinaires comme

singularités.

le graphe défini par

est isomorphe d T

le groupe PGl (2,k)

duction.

( sommets = composantes de ()

aretes = points doubles de

agit sur le recouvrement et la ré-

1'arbre T a la forme :
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Pour q=2, 5 a la forme :
+4:++ H
(it T

-+

-

La vérification de (V.1.4) 2 (V.1.11) est laissée au lecteur.
La réduction {; etl'arbre T ont d'autres interprétations
(J.-P. Serre, Arbres, Amalgames, SLZ- Astérisque, [55]). Le sta-
bilisateur d'un sommet [M] de T estle sous-groupe maximalement
compact PGIM)={cePGl(2,k)]| o (M)=M} de PGL(2,k). Si
[M]=0( xk ), alors PGI(M)=c PGI(Kxk)o & et
PGI(2,k") = PGl(k x k ). Cette correspondance entre les sommets
de T etles sous-groupes maximalement compacts de PGI(2,k) est
bijective. En fait T est l'immeuble de Tits pour le groupe PGI(2,k)

([7], Bourbaki, Groupes et algébres de Lie).

Une demi-droite dans T est par définition un sous-arbre de T de

la forme | o o o o On identifie deux demi-droites

qui différent par un ensemble fini :

.\‘\_ .

/
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(V.1.12) Les demi-droites de T correspondent biunivoquement

aux points de i (k)

DEMONSTRATION. - Soit (M1, M1, [M,]... une demi-droite.
On peut choisir (les représentants), M] , MZ’ ... tels que

DM, D ~ k =~k °
M0 M] M2 ...oet Mi/Mi+] k . Nous savons que Mo/Ms k /MK .

Pour une base convenable e]s s e; o
o o o s o
M.k e®@®@k e’ et M =Kned@k e
° 1 2 s

s+1 s . s
Il s'ensuit que e -ezg ™ Mo . La suite (ez)s est convergente,

2
soit e2 sa limite. On a e2€ N M, = X e2 . On associe a la demi-
i=
droite EMOJ, [M]J »... le point {kez} de IP](k) . Un petit calcul

montre que cette application est bijective et commute avec l'action de
PGl(2,k}. Soit {ke} un point de ]P](k) , et M tel que
eg MO—Tr Mo , alors la demi-droite associée 3 {ke} est définie par
la suite M 27 M_+k e> n2M0+k" e>

(V.1.13) On associe 3 une arsdte orientée, i__>___2 , llen-
semble V(a,b) de tous les points de ]P] (k) qui correspondent aux
demi-droites issues de a (vers b). Cet ensemble est un disque fer-
mé de IP]'(k) . Pour a=k xk e b=mk x k° par exemple, l'en-
semble de IPl(k) correspondant est { '_xo, xl-'[ le I> Ixol }. En
posant z = xl/x0 , on peut l'écrire comme [zek]| [z]|= ]ﬂ[_l}U{m} .

Les V(a,b) forment une base de latopologie de ]P] (k).

V. 2. - Démonstration d'un résultat de Drinfeld sur les fonctions

inversibles sur (1 = IPI(K) -]P] (k)

([10], V.G. Drinfeld, Elliptic modules, Math. USSR Shornik,
vol. 23 (1974), n°4, prop. 10.1 et prop. 10.2).

Au chapitre I (proposition I.8.9) nous avons montré l'existence de

la suite exacte suivante :

1 » K* — 6(Q) ——— M (£) —— 0
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ou £ estcompact, Q = IP](K)-Jl , MO(£) est le groupe des

mesures {4 sur £ A valeurs dans Z telles que u(£)=0.

Soit 4 =1 un entier. Notons .4 l'application de @(Q)x dans
@(Q)x définie par f+— f{' . Cette application induit sur Mo(.l',) la
multiplication par 4 toujours notée .£ . Puisque K est algébrique-
ment clos, l'application .4 de K* dans K° est surjective et son
noyau est le sous-groupe uL ={ge K ] gL =1}.

Si p>0 estla caractéristique de K et si ¢ = /L] pOC avec p-}’{,l

on a : ML =|.1£13‘ Z/{,]Z .

(v.2.1) PROPOSITION. - On a la suite exacte

-2

{(1}—ap, — 6Q)—=9 6 Q) —— MO(£)®Z Z/LZ— O .

4

Le produit tensoriel MO(JZ) ®Z Z/yZ peut s'interpréter comme le
groupe des mesures U sur £ 2 valeurs dans Z/4 Z telles que
W(£)= 0. Une autre interprétation de MO(£)® Z/% Z utilise l'arbre
T associé a IPl(k).

Un courant sur T ('harmonic 1-cocycle' chez Drinfeld) est une
application ¢ de {arétes orientées de T } dans Z (ou dans un
groupe abélien quelconque) telle que pour chaque sommet a de T

on a % cla,b)=0,
b

N

ol la sommation est étendue & tous les b tels que (a,b) soit une

aréte,

En particulier on a c¢{a,b)= -c(b,a). A une mesure pHg MO(IP] (k))
on fait correspondre le courant c, donné par < (a,b)=u(V(a,b)).
Ainsi :

S ¢ (ab)= T p(Viab)=n(UVi,b)=u(®lk)=0.
b M b b

ce qui prouve que CH est un courant. L'application y v— CU est

bijective et on peut reformuler (V.2.1) en :
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~

(V.2.3) COROLLAIRE. - Soit ¥ le groupe des courants sur T 3

valeurs dans Z/4 Z = u{/ . Alors la suite

)x .4

{1}— u{/——o &) —— @(Q)x——p r— 0

est exacte (prop. 10.2 chez Drinfeld).

V. 3. - Quelques mots sur la cohomologie étale des espaces

k-analytiques

(V.3.1) Un morphisme d'un espace analytique X dans un espace

analytique Y est défini par les données suivantes

1) une application continue f de X dans Y
2) un recouvrement admissible (Xi) (resp. (Yi)) de X

(resp. Y) par des affinofdes tel que f(Xi)C Yi

3) une famille (Qpi) d'homomorphismes de G\(Yi) dans @(Xi)

telle que f]_ = Sp(cpi) .

X.
1

Le morphisme d'espaces analytiques sera noté f .

Soit X un espace analytique, x¢ X, on appelle fibre en x de X

l'algebre notée GX,X définie par GX,x: lim GX(U) .
n U2x
1 = = = s 1 -
Si X=k et x=(0,0,...,0), ona GX,x k[zl,zz,. zn} 1'al
sgebre des séries convergentes en (0,0,...,0) (chaque série de (SX <
admet un polydisque sur lequel elle converge). En général on a
. _k{zl,zz,...,zn}
X, x idéal ’

Soit f un morphisme de X dans Y , alors f induit un homomor-
phisme de GY, £(x) dans GX,x noté fx
(V.3.2) Un morphisme f de X dans Y est dit &tale si fx est

un isomorphisme pour tout x¢ X .

Soit X un espace analytique, on définit la catégorie 6tX de la
facon suivante : les objets sont les couples (Y,u) ol u estun mor-

phisme étale de l'espace analytique Y dans l'espace analytique X ;
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un morphisme f de (Y1 , u dans

1)

(Y2 , uZ) est un morphisme f de p
—_—
Y1 dans Y2 tel que Y1 Y2
u,e f=u, .
2 1 uy u2
Le produit dans é'tX est le <

produit fibré Y Y . En parti-

17%x "2
culier si Xl , Y1 , Y2 sont affinofdes

on a

Y, oy Y, sp(8(Y;) @?X)G(YZ)) .

Soit (Y,u) un objet de 6tX, un recouvrement de (Y,u) est une
famille (Yi—-—lo Y)i telle que ue fi soit un morphisme étale (ou ce
qui est équivalent fi est étale), [fi(Yi) }i est un recouvrement or-
dinaire de Y qui peut &tre raffiné par un recouvrement affinofde ad-
missible de Y . Nous noterons Cov(Y) une famille de recouvrement

de (Y,u).

(V.3.3) Un pré-faisceau (en groupe commutatif) £ sur atx est

défini par les données et propriétés suivantes

i) un groupe abélien ®(Y) pour tout (Y,u) de é‘tX ;

ii) un homomorphisme ®(f) de P(YZ) dans P(Yl) pour tout
morphisme f de (Yl,ul) dans (Yz,uz).
iii) Soient f1 (resp. fz) un morphisme de (Yl,ul) dans
(YZ’uZ) (resp. (YZ’uZ) dans (Y3,u3)), alors on voit que
P (£, « £,)= P(f)) o R(1,)
et de plus on impose
P(ldY)= ldP(Y) .

On dit que £ estun faisceau si pour chaque {Yi—-0 Y} e Cov(Y)
la suite
0 ®(v) 2o TT o(v,) = TT 00X, ¥))
i i<j
est exacte. Ici g désigne l'homomorphisme ]_[ (P(Y) —— P(Yi))

et @ estainsi défini de la fagon suivante :
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les deux applications Yi Xr Y, 4 donnent deux applications

X_]—-DYj

R(v) ~Jij
\ p(YixXYj) ,
P(YJ-) r
on pose : B ((ai))= (Yij(ai) - cij(aj))i,J

(V.3.4) Une suite exacte courte de faisceaux, notée

0— Pl—a—’ PZ £, P3 -~ 0
est défini par les données et propriétés suivantes

1) pour chaque (Y, u)eé‘tX une suite exacte
Sy By
0— P] (Y — PZ(Y) —_ P3(Y) .

Pour chaque morphisme de (Y. on a le diagram -

1

R ul) dans (YZ’ u,)

me commutatif

% By

1 1
0 PI(YI)—» PZ(Yl)——o P3(Y1)

°‘Y2 BYZ
) ——— PZ(Y —_ P3(Y2)

00— PI(Y 2)

2
2) Pour chaque § 593(Y) il existe un recouvrement

(Yi—-—-b Y)ie Cov(Y) et des éléments niGPZ(Yi) avec
By ()= (P (Y)— R(Y))(E)=("8[Y,") .

On peut alors définir les groupes de cohomologie, [38], notés
i

Hét(X, -)
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1) H‘ét (X, P)=P(X)

2) H;t(X, -) estle i-me foncteur dérivé de Hzt(X, -)

Pour chaque suite exacte

O—-»P1 :Pz 45’3 + 0

on a une longue suite exacte de cohomologie :

o o o 1 1 1 2
00— Hét(Pl)—-» Hét(PZ)—» Hét({’3)—+ Hét(Pl)—b Hét(ﬁ?z) — Hét(P3)—-o Hét(a"l)..‘

(V.3.5) Exemples de faisceaux sur 4§t

X
1) Le faisceau 6 , Y— 6(Y).

2) Le faisceau 6%, Y— 8(Y)* .

~

3) Soit A un groupe commutatif, le faisceau constant A est
défini par A(Y)= A" ou n estle nombre de composantes connexes

de Y .
4) Soit ¢=>1 un entier, on définit le faisceau m& par

9

(V)= (5es" (V)| g =1)

(V.3.6) PROPOSITION. - Soit K un corps complet, algébriquement

clos et { un entier qui ne divise pas la caractéristique de K . Alors

on a la suite exacte de faisceaux sur é‘tX

0—— u, — ¢ —L L — 0.

DEMONSTRATION, - Pour chaque Y , la suite

0— n,LL(Y)—-o @(Y)X—J—L—-o 6(Y)*

est exacte. Soit E£¢6(Y) . Il faut trouver un recouvrement étale
(Yi—b Y) de Y tel que l'image de § dans chaque (9(Yi)X a une

racine { -idme. D'abord on prend un recouvrement affinofde
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admissible {Z] de Y. On définit ¥,= sp(s(zi)[T]/(T’L-g))

(nous écrivons £ pour l'image de € dans G6(Z.)). Il reste donc a
1

montrer que Yi—o ZiCY est étale. Soit z un point de Zi ; f_l(z)

est constitué de 4 points de Y, , notés a_, a seeady L'élément
1 -

1’72
g€ dans GZ , aune racine {4-idme parce que &=} (1+b) ol Agkx

’

et o b appartient a 1'idéal maximal de GZ 5" Soit mg¢ @Z , une
racine {-ieme de & . On vérifie que ! !
6 =T1 e

Zi,z[T]/(TL-g) Zi,z[T]/(T-wn)& I GZi,z

w

ou wguL le groupe d'ordre {4 des racines {-itmes de l'unité de K .
Cela montre que

~ 6
®Y,aj Zi,z pour chaque aj .

(vV.3.7) COROLLAIRE. - Soient { un entier qui ne divise pas la ca-

ractéristiqgue de K, X={zg¢K]| |z|=1}. Alorsona :

1 .
H,, (x,,“{l)_ Z/%Z .

DEMONSTRATION. - La suite exacte de V. 3.6 donne la longue suite

exacte de cohomologie :

®) 0— Z/t Z — & (X) —2o

X 1 1 X

6" (X)— Hét(X,[uL)—-o Hét(X,(S )— ...
1
1 ét
que Hét(x’ 6*)= 0 . 11 est d'autre part facile de vérifier que

On peut vérifier que P‘il(X, 8 ) =H, (X, 8") ; ainsi I.6.2 montre

&~ (X) /Gx (X)'L = Z//L z Le corollaire est donc conséquence de la
suite (¥).

(V.3.8) COROLLAIRE ([10]).- Soient 4 un entier qui ne divise pas

la caractéristique de K, Q =P(K)-P(k). Alorsona :

1 5
Hét(ﬂ s “L)— {courants sur T & valeurs dans Z/L Z} M, (£)® Z/L Z

o~ b 4
6 (Q)/Gx(n ) )
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DEMONSTRATION. - La suite V.3.6 donne la longue suite exacte de

cohomologie

-4

X X 1 1 X
0—»Z/Lz—r® Q) — 6 (Q)——oHét(Q,u )— Hét(Q,Q y— .

4

On peut aussi vérifier que I-v{l(ﬂ , 8= Hét(Q ,6%) et (I.8.2) dit que
HI(Q ,6%)= 0. Ce quiavec (V.2.3) montre le corollaire.

REMARQUES. - On sait (I. 6.1) que IfIl(X,;p.L)= 0 si

1 —
X={zeK|[2]=1} , or H, (X,m,)=2Z/,, .
On doit avoir ([38]) Hl(X,[p.L )— Hi,t(X,[uL)

Hl, (X, -) = IZI], (X, =) (pour X espace

ét €t .
analytique)

1 1 .

Hét(Xan :ﬂJ«L )= Hét(xalg , ﬂ.l{‘ ) s8i X estune

courbe compléte non singuliere.



183

CHAPITRE VI : TORES ANALYTIQUES
ET VARIETES ABELIENNES

VI.1. - Le cas complexe

VI. 2, - Le cas non archimédien

VI. 3. - L'espace analytique G = (kx)g

VI. 4. - Le tore analytique T = G/A

V1. 5.- Les fonctions méromorphes sur T = G/A
VI 6. - Tores analytiques et variétés abéliennes

Nous rappelons la relation entre tore analytique sur € et variété
abélienne sur € (VI.1), nous présentons ensuite le probleme analogue
pour le cas non archimédien (VI.2). Cecinécessite d'abord de dé-
finir l'espace analytique G = K8 eten particulier d'étudier les fais-
ceaux ©° des inversibles et # des fonctions méromorphes (VI.3).
Ceci nous permet alors de construire le tore analytique T (V1. 4).

Le faisceau M des fonctions méromorphes sur T introduit naturel-
lement les fonctions théta (VI.5) qui sont fondamentales pour carac-

tériser les tores analytiques qui sont des variétés abéliennes (VI. 6).

VI.1.- Le cas complexe

DEFINITION. - Un tore analytique (de dimension g) estle quotient
du groupe analytique ct par un réseau A (donc = ZZg).

On a le résultat classique suivant
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(Vi.1.1) PROPOSITION. - Soit G un _groupe analytique sur C

(i.e. un groupe de Lie complexe), connexe et compact. Alors G est

un tore analytique.

DEMONSTRATION ([41], D. Mumford, Abelian varieties, p.1,2). -
Soient X une variété analytique de dimension n et xg X . L'espace
tangent TX,x de X au ‘point x est le C-espace vectoriel des ap-
plications €-linéaires D : {fonctions holomorphes au voisinage
de x} =+ € etquisatisfont D(fg)= f(x) D(g) + g(x) D(f} pour tout
f et g holomorphes au voisinage de x . Les éléments D sont ap-
pelés les dérivations au point x et TX % est un (C-espace vectoriel

3

de dimension n .

Soient X et Y deux variétés analytiques, @ une application ana
lytique de X dans Y et y=®(x). Alors @ induit une application
C-linéaire Jdo de TX,x dans TY,y définie par
de (D)(f) = D{ft~®).

Un théoreéme élémentaire de la théorie des groupes de Lie dit que

pour chaque vgV =T v#0, il existe un homomorphisme ¢I>v

G, e’
unique de € dans G tel que (d @V) (1)=v ; 1ici homomorphisme
signifie application analytique qui est un homomorphisme de groupe,
d
de plus, on identifie T(E,O a € par e — 1eC . On sait en

outre que l'application cI>v(z) : CxV— G est analytique et que l'ap-
plication exp : V— G définie par exp(v)ztbv(]) est localement

un homéomorphisme.

Montrons d'abord que G est un groupe commutatif. Soient
xe G et . 1' automorphisme intérieur de G défini par y— xyx
L'application dcX de V dans V est C -linéaire et dépend analy-
tiquement de x . On définit ainsi une application analytique de G
dans GI(V). Les composantes (dcx)i,j de la ''matrice' de c:lcX
sont holomorphes sur G, comme G est compact, le principe du
maximum montre que les fonctions (d Cx)i j sont des constantes.

»

Ainsi donc dcx ="11V pour chaque x€ G .
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L'application ¢I>:] =c o @v est ur. homomorphisme tel que

d‘I{:’(] )=v . L'unicité d'un tel homomorphisme implique que <I’V= @;
et donc que ch)v(z) = <I>v(z)x pour tout x€ G et ze €. Ainsi
exp(V) est contenue dans le centre de G et comme G est connexe,

exp(V) engendre G . Ainsi G est commutatif.

Enfin soient Vir V€ v-{0}, 1l'application @ : € — G définie

par &(\)= q>v M) @V (A) est un homomorphisme tel que
1 2

dd(l)= v, +v donc & =(I>V

] 2 ; il s'ensuit que l'application

+
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exp : V— G est un homomorphisme surjectif de groupe analytique.
Le groupe G étant compact, le noyau de exp est donc un réseau A

de V et ainsi G est isomorphe & V/A

(VI.1.2) DEFINITION. - Soit k un corps, une variété abélienne A

sur k est une variété projective connexe qui est un groupe algébrique.

Ce qui veut dire qu'il existe u : Ax A— A (multiplication),
i: A— A (inverse), e : A— A (élément neutre) qui sont des
morphismes de variété algébrique avec les compatibilités usuelles
correspondant a4 1'associativité et aux propriétés de 1'élément inverse
et neutre. On peut alors démontrer que la multiplication est commu-

tative ([28], [56]).

Si k= €, la variété abélienne A est canoniquement munie d'une
structure de groupe analytique, compact et connexe: Ainsi donc
(VI.1.1) montre que A est isomorphe (comme groupe analytique) au
tore analytique (Eg//\ oi g=dim A et A estun réseau de cB .
La proposition qui suit donne une condition nécessaire et suffisante

sur le réseau A pour que le tore analytique (Eg/A soit une

variété abélienne.
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(Vi.1.3) PROPOSITION. - Le tore analytique Cg//\ est une variété

abélienne si et seulement si il existe une base [el, cees eg} de Cg

et une base {k],...,kzg} de A telle que la matrice M des {i.}
—— — i

dans la base {ei} soit de la forme

1 0
ol Z est une matrice sy-
M = 0 1 0 7 métrique et ot im(Z) est
0
0 définie positive.
0 1

Pour la démonstration, on peut consulter Griffiths et Harris,
Principles of algebraic geometry, [26], Swinnerton-Dyer, Analytic

theory of abelian varieties, [58].

VI.2.- Le cas non-archimédien

Si k est un corps valué complet ultramétrique, le groupe (additif)
k& n'a pas (en général) de sous-groupes discrets. On prend donc, com-
me définition de tore analytique, le quotient (kx )g/A ol A estun

sous-groupe discret de rang g . L'analogue dans le cas complexe est

donné par l'isomorphisme Cg/l\ i& c g//\' ot A contient la
g Zﬁizl 2miz
base canonique de C% , e(z],zz,...,zg)= e Je s € By, N=e(d)

et € est induit par e .

Le probleéme qui se pose est le suivant : soit G un groupe analy-
tique sur k (par exemple G =A une variété abélienne sur k) ;

G est-il un tore analytigue ? Ily a (au moins) deux obstructions.

1) La multiplication U : @ x 3— G  définit un homomorphisme
o @q,—e—r @Q, eék @q e ol @Q e est le complété de 1'anneau des

fonctions holomorphes au voisinage de e (élément neutre de G )

pour la topologie M-adique (M est 1l'idéal maximal des fonctions ho-
lomorphes nulles en e ). L'anneau @Q, e est isomorphe 4 1'anneau
des séries formelles k[ X], v Xn]] ou n=dimG . L'application
oo KEX e X T KEX oo, K IR KLYy, ¥ T =k Ko X, Y0, Y ]
est déterminée par Fi(X’ Y)= u*(Xi)ek[X, Y] . Posons
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F:(Fl, Fz,...

pliquent que F est un groupe formel commutatif de dimension n .

) Fn) , l'associativité et la commutativité de 4 im-

Si § = (K )n/A le groupe formel associé est &}r;n ol ém est le
groupe formel multiplicatif. Or en caractéristique positive, une

variété abélienne peut avoir un groupe formel non-isomorphe a &f‘m
[623, [29].

2) Dans le cas ot n= 1, nous connaissons déja une autre obstruc-
tion (§.IV.1). En effet, A (= courbe elliptique = variété abélienne
de dimension 1) est un tore analytique si et seulement si la réduction
de A (stable sur un corps k assez grand) est une courbe rationnelle

ayant un point double ordinaire. Ce méme phénomene existe pour n>1.

VI. 3. - L'espace analytique G = (kx)g

Pour simplifier, supposons désormais k algébriquement clos.

(VI.3.1). - Définition de l'espace analytique G = (kx)g

La variété algébrique affine définie par l'algebre
K[Tyo s T SpseeS ]
5,-1,...,TS -
(T1 1 1, Tn n 1)
lytique (III.4.5). Cet espace sera simplement noté G ou (kx)g .

a une structure canonique d'espace ana-

L'ensemble
Gn:{z:(zl,...,zg)Ekxg, ITTlnSlziISITTI_n pour 1<i<g}

est un ouvert affinofde admissible de G (on a toujours 0< [TTI<1)
etona G=U G . L'algtbre 6(G ) s'identifie & 1'algebre
nx1 1 n
-Zlvg
{ = a2 mfaglln] " =0
ve Z8 v

Ainsi 6(G)= l‘i_m C] (Gn) s'identifie & 1'algebre
v -L |vi'
{ = a,z llimlale =0 pourtout R>017} .
Ve

11 suit de (III, 8.4) que l'anneau @(Gn) est factoriel.
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. X
Le faisceau 6 sur G

(VI.3.2) PROPOSITION. - Tout élément inversible de @(Gn)

s'écrit sous la forme Az (1+h) ol rek’

,a )€ z8 , h estune série sans terme constant telle

a= (al,az,

aue |hnll<t.

DEMONSTRATION. - Pour g=1 cette proposition est (I.8.5).

Pour g>1, on utilise le lemme suivant :

(V1.3.3) LEMME. - Soient X un affinofde connexe, p¢|kK'|, p=1,

-1
Y= Xx[zekxl p<|z|<p "}. Alors tout élément inversible f de

©(Y) s'écrit sous la forme f= X f ® z" avec f €6(X) ,
ngzZ n n

: | -ln,: . . .
lim “fnflxp 0 et de plus il existe un entier n tel que

[n]+e n
[ )]z °]>]fn(z)l Iznl pour tout n%no , (x,2)eY et fn e 8°(X) .
n
<] o
DEMONSTRATION. - Puisque
6(Y)= 8(X) ® AR -In] _
(V)=8X)& { T a z ',,}ff;'an' o 0}
il suit que tout fg£ 6(Y) se décompose de facon unique sous la forme

f=5 1@s" avee fe6(X) et L anHXp-lnL 0.

negZz n ]-fea
Si f est inversible (II.4.5) il existe a>0 tel que

() lf(x,2z)]= a pour tout (x,z)eY .

Il existe un entier No tel que pour tout ’n’>No on ait
(%) ]fn(x) | lznl <a pour tout (x,z)eY .

Soit meZ et
m n
X = {xe X| ]fm(x)l |z |2 [fn(x)] |z°| pour tout n et z} .
Il est donc clair que Xm: ¢ pour lm|> No . De plus (¥) et (%)
montrent que pour I mI SNO on a :

X = f'xve X] lfm(x)l ]zm] > ‘fn(x)l lznl pour |n|= N, et pour tout z 3.
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En effet, les inégalités [fm(x)] ]zmlszn(xw' [zn] impliquent que

m . ) n
]fm(x)l |27 |2a pourtout z ; sinon on zurait ]fn(x)] lzo |<a
pour tout n et un certain (xo,zo) ce qui contredit (¢). Ainsi Xm est

un sous-ensemble rationnel,

Soit x € X. La proposition (VI.3.2) pour g= 1, montre que

£ : n . . .
pour la série inversible X f (xo)®z il existe un entier n tel

n - o

ue
q nxo N

o ) 12700 > 11 (x )l 12"] pour nfn,

o [¢]
ce qui montre que x g X . 51 x.€X , laméme remarque montre
o Xy 1 m

que

]fm(xl)[ Izml>‘fn(x1)[|zn| pour tout n¥ m .

Ainsi X NX = g si m#m'. La famille {x_} pour Jm]SNO
est donc une partition de X en sous-ensembles rationnels, comme X
est connexe, cette partition est réduite 3 un: élément, ce qui montre le

lemme.

Ce lemme nous permet de terminer la démonstration de (VI. 3. 2).

Un élément { de @(Gn)x (g=2) s'écrit sous la forme

i

f= f z
igz 1 1
i v n - .
ou fi(zz,...,zg)= z a;z converge pour || S[zi‘S[TT[ "oesisg.
D'apres le lemme (VI.3.3) il existe io tel que fi soit inversible
o
et :
lo i
f PR AZs cuns i# i
[ io(z2 zg)z1 | > ’f1(22 zg)zll pour i# i
Par récurrence sur g , il existe Vo tel que
. \Jo : \Y o
a® 2z |>|aoz| pour vy et pour tout z_,...,2_.
o v 2 g
vV
On montre facilement, 2 partir de (I.3.1), que

i v
max [fi(zz, ,zg), =max Ia\l)z .



190

On déduit alors facilement que

1
Y

i i o
lao zozv [>]a

i wv R s o
o 1 z,2 | pour (1,\))7!(10,\) )

17220 0 %g tels que lTT]nS‘zi,S!TrI_n. Ce qui

démontre la proposition (VI. 3.2).

et pour tout =z

(V1. 3.4) PROPOSITION. - L'homomorphisme
=2 2
a: [ eGc ) — | | sc)
n
n=1 n=1
défini par
a4 -
TCE I S E I S SN

est surjectif.

o«
DEMONSTRATION. - Soit u= (u],uz,u3,...)e| 6(G)
n=

(VI.3.2), u_ se décompose sous la forme u_= A z  (1+h_) avec
n n mn n

X g N
A €K, a €Z® et th]| <1. Ona :

G
n
%1 %2
u=v.w ou v—(}\lz ,Azz ... ) et w:(]+hl,]+h2,. )
On a a
1
1 A=
V:d(]: CX,]! 2 ’ )
Posons : klz XZZ

f]=(]+h])(]+h2)(]+h3)( )

f2=(]+h2)(1+h

3)...
f3= (]+h3)(]+h4) ..

n-1 n-J P
On a thHG gl % th“G < | » donc le produit infini f,
converge sur G] , de m’émen fn converge sur Gn . Il est alors clair
que w= d(f] ,fz,f3, )
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(Vi.3.5) THEOREME.- Soit G= U G = k)8.
n>1
1) Alors O(G)* ={Az | rek’ et qez?)
2) On a H](G,(s"):{l} .

3) Soit 7 le faisceau des fonctions méromorphes sur G . Alors

M(G) estle corps des fractions de 6(G). De plus tout élément de

7M(G) s'écrit sous la forme 90/91 o p.g.c.d (eolGn , ellGn) =1

pour tout n>1; cette décomposition est unique aux éléments de

6(G)* pres.

DEMONSTRATION. - 1) Ona 6(G) = lim @(c.n)" et on déduit de
(VI.3.2) que 6(G¥={Az"|reX, aeZ&} . Soit £6(G)" , ona
Q.

I . —
fIGn = Anz (1 +hn) , on rmontre facilement que )‘n = An+] et

% T %4 et hn+]|Gn: 1’ln - Comme ”hnH “Gns lﬂl |ihn+1“

on déduit que h=10 .

’

Gn+ 1

2) Soit £ un faisceau inversible sur G, il suffit (III. 8.2) de

montrer que £ est trivial. On a IIG =, ®(Gn)~ puisque
n

i1 ]Gn définit un isomor-

G(Gn) est factoriel, L'application P .

phisme de CS(Gn)~ , donc cette application est définie par f +— fun
ot u_ € @(Gn)x . D'apres la proposition (VI.3.4) il existe
% -
v = (VI’VZ’ ...}, avec vnEG(Gn) _ tel que v-d(ul,uz, )
n "*a
Gn————o 6 Gn) —_— @(Gn) , ona

Soit Q;n l'isomorphisme .EI

Y IG =4, Ainsi donc on a un isomorphisme §y de £ sur 6,
n

ce qui prouve que £ est trivial.
3) Ona M(G)= l‘ii‘n WZ(Gn) , ou Wl(Gn) est le corps des fractions
de l'anneau factoriel @(Gn) . Soit f¢7M(G) alors f’G s'écrit

an/bn avec a ., bne @(Gn) et p.g.c. d (an,bn)=l .

a a
Puisque ntl . B g G, il existe u_g6(G J* tel que
b b n nv n
n+l n
= = : Vs
a ,q=u a et bn+] w bn {car @(Gn) est factoriel), D'apres
(VI.3.4) il existe v= (v] s Vo )el_r (S(Gn)’< tel que
“ n
(u,,u,,...)=d{v) .

1772
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3 1 = L. ' = at
Si on pose a =v oa et bn ann on a an+1l 3 ay et
1 = 1 3 1 T 1] = 1
bn+1'Gn bn . Il existe donc. a', b'e 6(G) tels que a lGn al et
a'
! = T, i f=— <. g.C.d. ! ) !
b [Gn bn Ce qui prouve que bt avec p.g.c d. (a 'Gn b ]Gn)

VI. 4. - Le tore analytique T = G/A

VI.4.1.- Définition du tore analytique T = G/A

Un sous-groupe A de G = (kx)g est discret (par définition) si
pour tout U affinofde et admissible de G,UMNA est fini. Soit

2 : G +R® I'homomorphisme défini par :
/(,(z],zz,...,zg):(-loglzlf, -log]zzl,..., -log lzg,).

Alors A est discret si et seulement si £(A) est discret dans RrE
et si ker A est fini. On considere désormais le cas out rg(l)= g

et ker4={1} (A=z%).

Définissons maintenant la structure analytique sur T = G/A
Soit p la surjection canonique de G sur T . Un ouvert Y de T
est admissible si Y= T ou si il existe un admissible U de G tel
que p]U soit une bijection de U sur Y . D'autre part, les re-
couvrements admissibles sont les recouvrements finis. Enfin le fais-
ceau structural 6 est défini par 6(T)=k et 6(Y)=06(U) si
Y £T etsi p[U est une bijection de U sur Y (il est facile de

vérifier que G6(U) est indépendant de U).

(VI.4.2) DEFINITION. - Un espace analytique X est séparé s'il
posséde un recouvrement (Xi)i par des affinofdes admissibles tels
que : si Xiﬂ XJ_}[ ¢, alors Xiﬂ Xj est affinofde et l'homomorphis-
me canonique @(Xi) ®k @(Xj) — @(Xi ﬂXj) est surjectif.

=1 .



193

{VI.4.3) DEFINITION. - Un sous-ensemble rationnel (réduit) Y1

d'un affinofde YZ (réduit) est dit intérieur a Y‘2 et on le note

YICC Y2 s'il existe une représentation de YZ de la forme
Y2= {zekn] lzilsl et :Ej(z)=0} et O0<p<1l tel que
Y1C[z eYzl IziIS p pourtout i} (l'algébre réduite @(YZ) étant iso-

morpheda k<T,,... ’Tn> /(fj(T)))‘

1
(VI.4.4) DEFINITION. - Un espace analytique X est dit complet si X

n
admet deux recouvrements finis par des affinofdes, {Xi}i-l ,
o =

{X;} tels que X'C< X, pour 1=<i<n.
1 1

i=

La notion d'espace analytique complet correspond a la notion d'es-
pace analytique compact sur € . On peut vérifier aisément qu'une

variété projective sur k est un espace analytique complet.

(VI.4.5) PROPOSITION. - Le tore analytique T = G/A estun es-

pace analytique séparé et complet.

DEMONSTRATION. - Soit mgk, 0<|m|[<1, tel que

Aﬂ{zekgl ITTIZS 'zi,Slﬂl-z pour tout 1=isg}={1}.

Soient Y 1limage de {z¢k®| [n{zslzils]n]'z, 1<i< g} dans T et
Y' 1timage de {zek®| [ﬂlslzilslﬂl, 1=i<g} dans T . L'espace
T est recouvert par alY' s aZY',...,aSY' pour a
convenables. Clairement {alY, a

],...,ase’lI‘

2Y,...,asY} est aussi un re-
couvrement de T eton a aiY' cc aiY pour 1=i<g . Ce qui prouve
que T est complet. Il est facile, en considérant le recouvrement

{a,Y}. de montrer que T est séparé.
1 1
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VI 5. - Les fonctions méromorphes sur T = G/A

(VI.5.1) PROPOSITION. - Soit % le faisceau des fonctions méro-

morphes sur T . Alors:

m(T)

Wz(G)A ={fem(G) | f(n z) = £(z) pour tout regA et zgG).

Tout fgzzz(G)A, f£0 s'éerit f= eo/e1 avec eie@(G) et
ei(yz):ZY(z)ei(z) pour tout yeA et ze G. De plus Zy(z)GG(G)X .

L.es fonctions 91 s'appellent des fonctions théta pour le facteur d'au-

tomorphie Z
tomorphie y

DEMONSTRATION. - La surjection G—p-O T induit une injection de
7(T) dans 7% (G) dont l'image est 7/‘Z(G)A . Soit f¢M(G), le
théoreme (VI.3.5) dit que f = 90/91 . Or si feW((G)A , ona

o,(vz)

f(z) = f(yz) =————

(2) (v 2) QI(YZ) .

montre qu'il existe ZYE 6(G)" tel que ei(y z) = ZY (z) ei(z)

5

, l'unicité a inversible pres du théorgme (VI.3.5)

pour tout z¢ G .

(VI.5.2) LEMME. - Le facteur d'automorphie ZY a les propriétés
suivantes :

1(/\ , 8(G)), clest-d-dire

i)y — ZY est un l-cocycle de H

ZYY,(z): ZY(y’z) ZY'(Z) pour tout y,y'el et zeG.
ii) Chaque 1-cocycle y+— ZY de HI(A,G(G)x) est de la

N & a‘Z Qg g
forme ZY(z): d(v)oly)(z) ob o:A-—H={z 2z 7. z, | ae Z®)
est un homomorphisme de groupe ; d(Y)ekx et satisfait

- -1
d(yy') d(y) ! d(y")  =oaly")(y) .

iii) Soit q: A x H=— kKX défini par q(y, h)= h(y). _Alors
of{v"){(y)= qly ., o(y')) et l'application de Ax A dans K*  définie par

(v, vy")v— a(y, o(y')) est symétrique et bilinéaire.
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iv) Il existe une application bilinézire symétrique

Pp:AxA— kK* etun homomorphisme de groupe ¢ : A— K tels

que : 2
Z =cly) ply.vy)oly) et ply,v) =qly,o(¥")).

v
DEMONSTRATION. - i), ii), iii) sont clairs. Pour iv), soit
Yyr Yoo en ,Yg une base de A etzsoient p(yi,yj)ekx tels que
P(Yi:Yj)= P(ij v;) et ply;, Yj) = aly; U(Yj))v Alors p se prolonge
en une application bilinéaire de Ay A dans k¥ . En plus on a
ZY= c(y) p(y.v) o(y) pour c(y)ek® . Enfin ii) montre que c est un

homomorphisme de A dans kX .

(VI1.5. 3) DEFINITIONS. - Soit ZeH](A , 8(GY), un 1-cocycle.
On note L{Z) l'espace vectoriel des fonctions th&ta ayant Z pour

facteur d'automorphie, c'est-a-dire

L(Z)={fe6(G) | {(z) = Zy(z) f(yz) pour tout yeA ,zeG)} .

On note toujours H le groupe

a a o

zggl a = (a ...,qg)ezg}c@(c)” )

1’
On note F l'espace vectoriel des séries formelles X _a, h.

hgH b
Le groupe A agit sur F par

()}:1 ahh)Y=E a h(y)h .

Enfin on note LO(Z) le sous-espace vectoriel de ¥ ainsi défini

L' (Z) = {fe F| f=z )
On a :
6(G)=— F et L(Z)S L' (2).
Les relations entre L(Z) et LO(Z) sont données par le lemme

suivant :



196

(V1.5.4) LEMME

i) L (Z)# (0) si et seulement si il existe hg¢ H avec

ZY = q(y,h) pour tout y gkero .

ii) 8i L (2)# (0), alors dim L’ (Z)< card(torsion (H/y(4)) ;

on a une égalité si o est injectif.

iii) L(Z) # (0) siet seulement si L (Z)# (0) et

la(y, o(v)] <1 pour tout yeA tel que o{y)#1.

°

iv) 8i L(zZ)# (0), alors L(z)= L'(Z) .

DEMONSTRATION, - Soient H', H'" des sous-groupes de H, A' un
sous-groupe de A tels que H'@ H"=H, o¢(A)SH', H'/o(A) soit
un groupe fini et A'@ker g =A (A' existe parce que A/ker o est
sans torsion). Soient W Wy, Wooun systéme de représentants

2
de H' modulo og(A).

Chaque f¢F s'écrit de facon unique sous la forme

- " P
f= ai,v,h"zv w.h (avec ai,v,h"ek) .
i=1,...,t; veA'; h'"eH"
- " 13 LR
Comme ZY(z) flyz)= & 3y, hr qly, Wy h't) ZVY W, h'", la condition
feL (Z) équivautia
"y = '
ai’v’h”.q(y,wi,h ) ai,\)y,h" pour tout yegdi
a, voh aly ., w ,h'") ZY: ai,\) Rt pour tout yeker g

Soit donc en posant a = a
P i,h” i,l,h”

Py "
ai,Y,h" = q(Y’Wih ) ai,h"

a, h";/ 0% ZY: qly ,(wih")—]) pour chaque ygker ¢ .

La partie i) en est bien une conséquence.
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Soit Ho={th,q(Y,h) = 1 pourtout vekerg}. Alors HODU(A)
et HOC{hEHf ]q(y,h)[=1 pour tout vegker g} =H, . Comme la

1
forme lq] est non-dégénérée, on a :
rang(Hl) = n-rang (ker g) = rang (0 (A)).
I1 s'ensuit que HOCHIC H'. Donc, pour chaque ig¢f{1l,...,t}, il

existe au plus un h''¢ H" avec ai o #0. Alors

dim L’ (Z)<t = card(H'/o (4)) et (ii) est démontré.

Estimons les valeurs absolues des coefficients d'un f¢ i (z).
On a
L - 1) 1a)
3y po Z, w,h"= a pn Q(V,wih ) e(V)p(v,v) o(v) w. h'".

Supposons a, 70 et v£O0, veA'. La convergence sur G de f

, h'l
implique que la série

a 1u q(nv A h') c(nv) p(nv, nv) clav) w, h"

n>1
est aussi convergente sur G et donc [p(v » V) I < 1.

D'autre part, Ip(\),v)l <1 pour tout veA', v # 0, implique que
la forme <V, v'>= -log|q(v,o(v'))]| sur A'y A' est symétrique
et définie positive.

Donc <V,V>2=cX \)iz oi ¢c>0 etol V apour coordonnées
Vv, pour une base de A'. On déduit facilement que fg L(Z)

Cela démontre (iii) et (iv).

VI. 6. - Tores analytiques et variétés abéliennes

Le théoreme qui suit caractérise les tores analytiques qui sont

des variétés abéliennes.
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(VI.6.1) THEOREME. - Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) Le tore analytique G/A est une variété algébrique.

2) Le tore analytique G/A est une variété abélienne.

3) Il existe un homomorphisme o : A— H tel que

a) of{y){y") = oy (y) pourtout y,v'€ A ;

b) la forme bilinéaire symétrique (y,Yy') — -log|o(y") (y)]

est définie positive.

DEMONSTRATION. - L'implication 2) = 1) est triviale. Montrons

1) = 3). Les fonctions rationnelles sur la variété algébrique G/A
sont des €léments de N (G/A) et comme dim G/A =g on trouve que
le degré de transcendance de 7 (G/A) est supérieur ou égala g.
Soient fl, fz, e fge?f( (G/A) et algébriquement indépendants. Les fi
s'écrivent de facon unique (& inversible pres) sous la forme fi: ei/eo

ol Qie 8(G) et sont des fonctions théta relatives & un meéme facteur

d'automorphie Z (VI.5.1].

L'indépendance algébrique de f_,...,{ implique que les éléments
g

r r r 1
[¢] 1 g _ N i i 2
{6, 6, - eg | = r. = 2} constituent une famille libre de L(Z7).
Ainsi dim L(z%) = (ng)
D'apreés (VI.5.4) ona
dim L(Z{')S card(H/c(A)&) . < constante Lrang(/\) i
torsion

Donc rang(A)=g et ainsi o satisfait a) et b) d'apres (VI.5.4, iii)).

L'implication 3) = 2) est la partie la plus délicate de la démons-

tration,

Le lemme qui suit permet de plonger G/A dans un espace pro-

jectif.
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(VI.6.2) LEMME. - Soit Z un l-cocycle associé 3 1'homomorphis-

me o satisfaisant a) et b) de 3) (VL 6.1).
i) Soit z¢ G , alors il existe eeL(Z3) avec g{(z)#0 .
une base de L(Z3) etz ,7,€ G.

ii) Soient eo’ 8

> 8

177 d

Siles vecteurs (eo(z]), el(zl),...,ed(zl)) et .
(90(22) ) sl(zz) ey ed(zz)) sont liés, alors z 2z, €A . De plus
pour tout z¢ G il existe 0<iS<d tel que ei(z);! 0.

iii) Soit ® : G — IPd 1'application définie par

r 1 °
®(z) = eo(z) N ed(z) . Soit z ¢G, alors la dérivée (d@)

— z

est injective.

DEMONSTRATION. - i) Soient 8¢ L(Z) , 870 ; a,beG et

3).

8'(z)=6(z a-l) 6(z b_l) §(z ab). Il est facile de vérifier que §'€L(Z
L'ensemble analytique X={z€ G| §(z)= 0} est de codimension 1
dans G . Ainsi, pour z donné, il existe a,b€ G tels que

-1 -
za , zbl, zabéX‘ Pour ce choix on a donc 8'(z)# 0 .

ii) Supposons que (eo(zl) e ed(zl)) = c(eo(zz) veen s Bd(zz)).

-1 -
Soit meL(Z), n#0 . Alors n'(z)=nl(za )n(zb 1)n(z ab)eL(Z3)
et donc n'(z1)= c n‘(zz). Ce qui s'écrit

- -1 -1 -1
n(zla )n(zlb ) n(zla b) = cn(zza ) n(zzb ) n(zzab) .
Cette égalité étant satisfaite pour tout be G, l'argument utilisé en

. . -1 o g
i) montre que la fonction a —— 'r](z1 a )/n(z a—l n'a ni zéros

)
ni pdles. D'apres (VI.3.5) il existe A¢ K , h¢H (qui peuvent
dépendre de 1) tels que

) n(T z)= A h(z) n(z) avec T=z, 2z,
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D'apres (VI.5.4) les éléments n.= X q(y,w) Z w (i=1,...,t),
ioyea i Ty i

ol {wl, ,wt} est toujours un systéme de représentants de H

modulo o(A), forment une base de L(Z) . D'apres (¥} on a

#*
ni('c z)= xi hi(z) hi(z) avec xiek et hieH.

On en déduit que hiec (A). On écrit hi: G(Yi-l) et on trouve que
-1 _
a(v v, o(yv)) est indépendant de y et donc que q(T yil, o(y))=1

-1t
pour tout yeh et (’Eyil) =1 pour 1Si=t. Alors Yi= Y, =Y

o _ ) -1 "
écrivons y_ pour Y Ty, .. =y et ho— C(Yo
t t
De 'q( )— Ah(z) n(z) on conclut que n(t z)=constante h (z) n(z).
Comme T y on trouve h= h et A =X1 = .= }‘t . Sion écrit
Zy(z) =c(y) ply,y) oly)(z), 1 équation ni(r z)= )\ ho ni(z) implique
-1 B -1 .
q(‘L‘yo , oly) Wi) =} c(yo) p(yo, yo). La valeur de q(% Y, ,h) ne dé-

-1
pend pas de h¢H , par conséquent TY, =1 et Tegh

iii) Soit E une dérivation au point z° de G . Il existe

bl,...,bgek tels que :
g 3 o
Ef= ((ig1 b,z aZi)f)(z )
Posons
g
D= X% b,z e
i=1 i”1 3z

La condition (d&) (E)=0 équivaut i l'existence de cekX tel que
(.

(D eo(z°),... , Ded(z°))= c(g (z°),...,ed(z°)) .

Autrement dit D g(z° )= c §(z°) pour tout g¢ L(Z3) . En particulier,

pour g(z)=mn (a_lz) n (b-]z) n(abz) avec mgL(Z) ona

ex) 20 (_1 z°) Dﬂﬁb1 z°)  Dnlabz’)
nia "z°) n(b "z°) n(abz®)
-1

. e . Dn(a =z° ,
L'argument utilis€ en i) montre que ar— n'a pas de

n (a_1z°
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Posons f(t) =—Dﬁt—z‘,—)-. Onadonc f= % a h.
ntz®) heH b

-1 -1
La relation f(a ")+f(b ")+ f(ab)= ¢ pour tout a,be G implique que

pdle.

~

{f est une constante T . Il existe une forme linéaire 4 : H -+ k tel-

le que D(h)= 2(h)h pour tout heH .

Soit n :i):v qly w,) zY w, - L'égalité Dn = Tn implique f(h)=7¢

pour chaque hgH parce que chagque he¢H a un coefficient ron nul

dans n . Donc £=0 et D=20.

(VI.6.3).~-Fin de la démonstration

L'application @ : G/A~—— P4 , donnée par (VI. 6.2, iii) est
propre. D'apres un résultat de R. Kiehl [32], l'image X de ® est
un sous-espace analytique de ]PCl . Le théoreme GAGA [53] (c'est-
a-dire la version en géométrie analytique rigide) dit que X est en
plus algébrique dans ]Pd . De (VI.5.5) ontire que ¢ :G/A— X
est bijective et localement (pour la topologie induite par k ) biholo-
morphe. Nous avons besoin d'un résultat de H. Grauert - L. Gerritzen

(19]

Soient A et B deux algebres affinotdes réduites, f un homo-
morphisme de A dans B, Y = Sp(A) et X=5p(B) et
® = Sp(f). On suppose que % est un homéomorphisme et que

induit un isomorphisme de 6 sur @X , pour tout xeX .

’

Y, p(x)

Alors f est un isomorphisme.

Cela montre que 1l'inverse de ¢ : G/A—— X est une application

holomorphe sur X .

Finalement, la structure de groupe sur G/A est transplantée
sur X . La multiplication u : Xx X—+ X (par exemple) est un
morphisme analytique entre des variétés projectives. Utilisant
GAGA [53] on trouve que {4 est un morphisme algébrique. Donc X
est une variété abélienne, isomorphe 3 G/A (pour les structures

analytiques) .



202

(V1. 6.4) REMARQUE, - On aimerait avoir une caractérisation des
variétés abéliennes qui sont des tores analytiques par leur réduction.

Disons que le théoréme suivant est annoncé [47], [63], [64]

Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps valué

discret k. Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) Il existe une extension finie ¢ de k telle que le modele de

£ satisfasse @ x Z °‘ (Z" )g .
k - {/0
ii) Soit K le complété de la cldture algébrique k . Alors

Néron ¢ de Ax

A x K estun tore analytique (c'est-2-dire = (K" )g/l\ ).
k
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TABLE DES NOTATIONS

]al valeur absolue de a

’kxl groupe des valeurs de Kk
K anneau de valuation de k
K idéal de valuation de k

k corps résiduel de k

IPJ (K) ou IP(K) ou IP la droite projective

GlZ(K) groupe matrices 2x 2 inversibles & coef-
ficients dans K

PGIZ(K) groupe projectif linéaire
H . HF norme de la convergence uniforme sur F

6 (F) fonctions holomorphes sur F

@
)
i

(reo(F) | fig] =1

6 (F) = {feo(®)] [l <1}
SF) = & (F) /g,
ordt(f) ordre de f par rapport au parametre t

ordF(f) ordre de f sur F

Rest(u)) résidu de la forme différentielle w par
rapport a t

3B circonférence du disque ouvert B
Cov(U) famille de recouvrements de U

v v
Hn('L(,S) n-iéme groupe de cohomologie de Cech du
recouvrement Y

X1I

XII

XII

XII

XII

19

20

20

22

24

26
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~
A faisceau constant associé au groupe A
™~ B # B
M faisceau cohérent associé au module M
x . . . .
6 faisceau des fonctions holomorphes inversibles
m faisceau des fonctions méromorphes
° . .
6 faisceau des fonctions holomorphes de norme

majorée par 1

H%(X,8) n-itme groupe de cohomologie de Cech de X

Q(g) sous-espace analytique associé a la famille G
P faisceau des parties principales
biv faisceau des diviseurs & support discret

T = Tn(k)= k<z1, Zyr e >

XX ..., X >

A< 1" 2 ]

.l norme spectrale

Sp

Sp(A) spectre maximal de A
AL AL A
Sp(u)

f reg .
Q le module des différentielles de A sur k

A/k ..

de type fini

Qt(A) corps des fractions (ou anneau total) de A

k<X, Y, yis

Cl(B) classes modulo l'isomorphie de B-modules
projectifs de rang 1

6 (R) ou &(R)

x (fl, fz, vees fn) le recouvrement standard associé
a fl, ,fn
(X, G. 6y) l'espace analytique

i l'espace projectif de dimension n

30
93
31

31, 117

31
31
33
41
45, 138
54
60
62
62
63

63

80
81

82

89

91

94
99

103
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QX le faisceau des différentielles sur X 106
.tn(X) classes de faisceaux sur X localement

libre de rang n 124
.SZI(X) classes de faisceaux inversibles sur X 124
Pn(A) classes de A-modules projectifs de rang n 124
T le tore analytique 132, 192
D=2 ni[Xi] le diviseur sur T 134
deg(D) degré de D 134
p.p' "fonctions' de Weierstrass 141
i(E) le j-invariant 144
(Ea(k) la variété algébrique, groupe additif de k 153
(Em(k) la variété algébrique, groupe multiplicatif de k 153,154
M la variété modulaire des courbes irréductibles

g de genre g 163

_)ZC la réduction canonique de l'espace analytique

affinofde X 164
iu la réduction de l'espace analytique X relative-

ment au recouvrement pour Y 165
U(a), U(a,b) 172
sX,x la fibre en x de GX 177
@X,x le complété de GX, % 126
EtX 177
TX, « l'espace tangent de X en x 184

cey s N
Y1 > Y1 intérieur a Y2 193
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INDEX

Acyclique (faisceau localement) 38

(recouvrement) 94

Admissible (ensemble) 25

(recouvrement) 25

Affinotde (algebre) 54

(ensemble) 3

(espace) 62

(espace analytique) 99

Affinofde connexe (ensemble) 3

(composante) 3

Arbre 171

Aréte 171

Automorphisme de IP 2
Cartan (lemme de) 110, 128

Cohomologie de Cech 26

d'un sous-espace de [P 31

étale 177

Complet (espace) 193

Connexe 34

Connexe (composante) 35

Corps valué XII

Corps résiduel XII

Courant sur un arbre 176
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Degré d'un diviseur 134
Demi-droite d'un arbre 174
Disque ouvert 2
fermé 3
Diviseur a support discret 45
Diviseur sur T 134
Diviseur positif 134
Drinfeld 175, 177, 181
Droite projective 2
Espace affinofde 62
Espace analytique affinoide 99
Espace analytique rigide 99
Facteur d'automorphie 194
Faisceau 25
Faisceau structural (SX 93
constant 30
analytique cohérent 108
analytique localement libre de rang n 108,124
inversible 108,124
des. différentielles 106
des diviseurs 45
des parties principales 41
des fonctions méromorphes 117
Faisceaux (suite exacte de) 38
Fibre spéciale 149
générale 149
d'un faisceau 177
Forme différentielle holomorphe 20

méromorphe 20
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Genre arithmétique
Grothendieck (topologie de)
Groupe discontinu

formel

maximalement compact

de Schottky

Holomorphes (fonctions)

Immeuble de Tits

Intérieur

j-invariant

Lieu singulier d'une alggbre affinoide

Lisse (schéma)

Méromorphe (fonction)
Mittag-Leffler (décomposition de)
Modele minimal

Modele de Néron

Module de Banach

Module projectif de rang 1

Mumford (courbe de)

Ordre d'une fonction

Orientée (circonférence)

Parametre
Plat
Point limite

Plongement d'une fonction méromorphe

157
24, 93
163
187
174
164

174
193

144

82
148

20

149
148
120
126
164

19
20

19
116, 123
163

50
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Rationnel (ensemble) 90
Recollement d'espaces analytiques 100
de faisceaux 106
Recouvrement admissible 25
pur 164
pur associé a T 172
standard 94
Réduction analytique 165
canonique 164
stable 159
d'un sous-espace de [P 171
Réduction stable (théoréme de la) 156
Schéma formel 145
Semi-norme spectrale 62
Semi-norme tensorielle 120
Séparé (espace analytique) 192
Sommet 171
Sous-espace analytique de P 33
Stable (courbe) 156
pré-Stable (courbe) 157
Tate (algébre de) 54
(courbe de) 130, 145
Theéta (fonction) 194
Tore analytique complexe 183
rigide 192
Valeur absolue ultramétrique X1
Valuation (anneau de) XI1
(idéal de) XI1

Valué (corps) XII



215

Variété algébrique affine
séparée
projective

Variété modulaire Mg

Variété abélienne

Weierstrass (théorgme de préparation et de division)

(modele de)

102
103
103
163
185

54
141



