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Avant-propos

L’exposé que l’on trouvera ici est élémentaire : il ne suppose point d’autre
connaissance que le maniement des matrices jacobiennes associées & une applica-
tion de R" dans R? et le théoréme des fonctions implicites dans la méme situation.
Il est ainsi facilement accessible & un étudiant de premiére année de maitrise
és Sciences Mathématique ou Physique.

Les méthodes générales qui y sont développées sont illustrées par des appli-

~t A A | BN N £. 114 A ~ £L14
Catiois a GEs Prooulinnes iamiders Gans un caare élémentaire : par exempm

théorie des variétés plongées dans R* théorie des équations différentielles,
groupe des déplacements de la géoméirie élémentaire, théorie des surfaces de
1 cbpace cuuuulen, cquauons de J_.a.gra.ilge et d’Hamilton de la 1‘Iiccan1quc

Toutefois on a cherché a se placer le plus possible & un point de vue intrin-
séque; la topologie générale n’est plus enseignée comme une étude des parties
de R; il semble souhaitable que la géoméirie différentielle puisse éire formuliée
dans le cadre des variétés abstraites, ses constructions étant autant que possible
développées sans faire appel a des coordonnées locales.

D’autre part on a essayé de rattacher les résultats classiques de la géométrie
élémentaire & des contextes plus généraux : par exemple la théorie du repére
mobile est d’abord formulée dans le cadre d’un groupe de Lie arbitraire avant
d’étre appliquée au groupe des déplacements et & la géométrie euclidienne.

Les premiére et deuxiéme parties sont consacrées & 1’acquisition des concepts
et des procédés opératoires nécessaires a la troisitéme et quatriéme parties dont les
résultats constituent I’objectif de cet exposé. Pour cette raison, le lecteur pourra
en premiére lecture les parcourir rapidement surtout en ce qui concerne la pre-
miére partie dont ’exposé a été allongé dans un souci pédagogique.

La troisiéme partie est consacrée a la théorie locale des groupes de Lie et &
quelques-unes de ses applications géométriques.

On expose les théorémes de Lie et Cartan de correspondance entre groupes
de Lie locaux et algtbres de Lie. Ces propriétés sont établies en développant
d’abord la théorie de I’équivalence de Darboux pourles applications d’une variété
dans un groupe de Lie.
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Les applications géométriques envisagées sont d’abord I’étude d’un’ espace
muni d’un groupe de transformations (géométric euclidienne) puis ensuite
I’étude d’un espace muni en chaque point d’un groupe de transformation de
Pespace tangent en ce point (géométrie riemannienne).

La notion de fibré principal aurait pu étre introduite a ce dernier point;
on a préféré, pour rester élémentaire, utiliser uniquement des sections de fibrés
principaux en travaillant sur des ch&mps de repéres et d’introduire par ce procédé
la dérivation covariante.

1a quatriéme partie est consacrée au calcul des variations. Un effort a été
fait pour éviter tout usage d’un systéme de coordonnées locales dans les démons-
trations des théorémes de base (Equation d’Euler en particulier). On espére
ainsi avoir facilité au lecteur la distinction entre les différents espaces out sont
définis les concepts du calcul des variations : métrique sur une variété V, équation
d’Euler-Lagrange sur le fibré tangent V, équation d’Hamilton sur le fibré
cotangent & V, etc... Ces distinctions posées la théorie se prolonge dans les inva-
riants intégraux et I’équation de Jacobi.

Ce programme est une. initiation, aucun probléme global n’étant par

s ] P [T, [ T T dhbmumd it g1 laa cram hAe L aralotrisiiaa FARGI e

CKCI]J.]_JLC dUUl.uC €l Iicll 1i Cralit l-l..l.l— [ LE ¥ SR L WA ] Val.l.\.rlCD Allal y tiy us \.;UI.J.J.PJ.\.,A\.;D- Ol’i
espére simplement qu’il aura pu peut-étre donner quelque idée des méthodes
intrinséques de calcul en géométrie différentielle locale (méthodes trés naturelles
pour CCrtalﬂeS autres uran(,ncs (lCS _IllaLI‘leTﬂaﬂq—ueS comime par eXt‘:i‘ﬂplc J.Cb
équations aux dérivées partielles & coefficients variables) et inciter certains
lecteurs a4 une étude plus approfondie du sujet.

Pendant les cing ans ol ce cours a été enseigné a Orsay puis a Paris, le
recueil d’exercices publié ici a €té élaboré par les diverses personnes ayant parti-
cipé a cet enseignement dont M. A. Kumpera, M"® Barbance, M. M. Dejean et

Gattesoupe, M™® Buttin, M. Gérardin.



PREMIERE PARTIE

Variétés différentiables

1 Variétés topologiques

La théorie des variétés peut é&tre développée dans des cadres trés variés : citons
pour nous limiter & ceux étudiés ici celui des varidtés topologiques et celui des variétés
différentiables. Le trait commun & ces diverses théories est le fransport 2 un ensemble
abstrait d’une structure élémentaire définie sur les ouverts de R* ou de G~ Ce
transport sera réalisé par la notion d’atlas qui sera développée dans le paragraphe
suivant.

1.1 ATLAS SUR UN ENSEMBLE ABSTRAIT

Cartes. Application de changement de cartes

Soit F un ensemble abstrait. On appellera carfe de F une bijection ¢, d’une partie
U, de F sur un ouvert O, d’un espace vectoriel sur R de dimension finie E,.

g e es LY Dn A5 PO S AN

T
J..JUI.BL:I_UC J"‘OZ _ .l\ ’ Oon alra quc C‘PO{ ‘JDL unc carve uuuwru_tuv

Si @, et pg sont deux cartes de F définies sur U, et Ug on notera par fa,ﬁ
I'application de changement de cartes définie formellement par

.foc,B = Pa®° CPEI'
Le domaine de définition de f, 5 est I'image par ¢g de U, n Ug. On posera
 Oga=op(UsnUp)

Alors il résulte des définitions que ’application de changement de cartes f; g
est une byjection de Og , sur O g.

Atlas

DérmuTioN. — On appellera atlas @ sur un ensemble abstrait F la donnée d’une
collection {p,} de cartes de F satisfaisant les deux axiomes suivants :

1.1.1 Les domaines de définttion {U,} de ces cartes constituent un recouvrement de ¥
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1.1.2 Quels que soient o ét B, le domaine de définition Opg, o de Uapplication de changement
de cartes f, g est une partie ouverle de Eg.
On dit qu’un atlas est numérique si toutes ses cartes sont numériques,

1.1.3 Atlas de classe GO
DfriniTioN. — Un atlas est de classe CO si toutes les applications de changement
de cartes sont des applications continues. (Comme ’application réciproque de

Jo,8 €st fg 4 il enrésulte alors que, pour un atlas C°, les f, g sont des homéomor-
phismes.) .

1.2 ToPOLOGIE ASSOCIEE A UN ATLAS (°

Nous allons dans ce paragraphe associer a tout atlas & de classe C© défini sur F
une topologie naturelle sur F. Cette topologie sera la topologie la moins fine, rendant
continue toutes les cartes ¢, de@. Plus précisément la famille A, des ouverts de
cette topologie sera constituée de toutes les parties Q de F s’écrivant

1.2.1 | Q= U ¢21(Q,)

ou €2, est une partie ouverte quelconque de O,.
On a alors

La réunion d’une famille de parties de Ay, est une partie de A ; Uintersection de 2 parties
de Ag est une partie de Mg On notera par F, Pespace topologique obtenu en munissant F

de Ia tabalooie I]n*rn‘ Afﬂ‘l st fn fnmq"ﬂ A n»n-n.arrfc

WU bl vUpVRV G Ry WUy el o)) Tvevew W vielbvrs

PrEUVE. — La réunion est évidente, en effet on a :
U U ez, = LaJ U 021Q,0) = U o2 (U ro,i)
i o« i « i

Pour démontrer I'intersection on se rameéne, en utilisantla propriété qu’une réunion
d’ouverts est ouverte, a démontrer que

G = 931(Q) n 93(Qy)

93" (Qa) N 95" (Qg) c Uy n Ug

appartient‘é Ag. On a

Par suite on peut calculer ¢,(G); on a :

cPou(G) = Qo: n.foc, B(Qﬁ n Oﬁ, zx)

Comme f, ¢ est un homéomorphisme, le second membre est une partie ouverte
de E_, soit G, et 'on a

G = 93'(Gy)
ce qui montre que GelAg.
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1.2.2 ProrosiTioN. — Soit F un ensemble abstrait muni d’un atlas @ de classe CG©
alors le domaine de définition U, d’une carte o, est une partic ouverte de Fo et @, réalise un
homéomorphisme de U, sur O,.

PrReUVE. — Comme U, = ¢31(O,) ona le fait que U, est un ouvert de Fg. Soit
une partie ouverte de Fg contenue dans U,, alors on a

0= U 109
calculons o, (€2)
P (L) = Lﬁj.fa,ﬁ(gﬁ)

Comme f, g est un homéomorphismeil en résulte que f, g(Qg) et par suite ¢, (Q)
est une partie ouverte de E,, ce qui démontre que ¢, est ouverte. Comme d’apres

la définition de la topologie F@, ¢, est continue, ¢, est un homéomorphisme.
C.Q . .F.D.

1.3 EQUIVALENCE DES TOPOLOGIES. DIMENSION

Soit F un ensemble abstrait muni de deux atlas @ et &. Nous noterons par @ U &
la collection de toutes les cartes appartenant & & et & On a alors

1.3.1 ProposrrioN. — Soit F un ensemble abstrait, A et & deux atlas de classe CO sur F.
Alors @ et & définissent la meme topologie sur F si et seulement st @ U & est un atlas de
classe Co. On dit alors que @ et @ sont CO équivalents.

el ~ N *
PREUVE. ~— Pour montrer que @ u @ est un atlas il faut vérifier que 1.1.2 est
satisfait. Soit U,, U le domaine de définition de ¢, e @ et de ;e &. Alors comme

F
A
ouverte de Fg. Comme ¢, est d’aprés 1.2.2 un homéomorphisme

= Fx, U est une partiec ouverte de F,, par suite U nUs est une partie
e o P L p o o P

Pa(Ugn Ij&) = Oy, g
est ouvert. Ceci étant ’application de changement de carte f; 4
g o ¥a’
s’obtient en composant deux homéomorphismes : ¢z! qui définit un homéomor-

phismede O, zsur U, n U; et ensuite §5. Par suite f; , est un homéomorphisme.

Inversement, supposons que @& U & soit de classe Co, Tout ouvert dans Fg
étant réunion de ¢;*(€2,) il suffit de montrer que

oz1(,) est un ouvert dans F&;
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'P(')san?'G&, « = 9a1(Q,) n Uzson a puisqueles Uy recouvrent F
Pt (L)) == U Gaa, o
&

et par suite tout revient & montrer que Gg , est ouvert dans F 5. On a formel-
lement

@&(Ga, &) =f&, a(Qa n Oa, o”c)

Utilisant le fait d’aprés 1.1.2 que O, 5 est un ouvert de O, et que fz ., est un
homéomorphisme on obtient que le second membre, soit Hy ,, est un ouvert de
O;.
Par suite
Go,z = 95 (Hg,0)
est un ouvert dans Fz. C.Q.F.D.

Dimension
Enoncons un théoréme de topologie que nous admettrons.

- Py rrears C..+ T i) A nrras ook

ME DE DROUWER. — S0ut Ly, g deux espaces vect rie
Sinie sur R, O, Og deux ouverts de B, et de Eﬁ respectivement.
Supposons que O, soit homéomorphe & Og, alors

120 '"I"'--J.nnk
1.2, I ILIV

dimension de E, = dimension de Eg

DErmNTION. — On dira qu’un atlas @ défini sur un ensemble abstrait F est de
dimension n si tous les espaces vectoriels E, ol les cartes de @& prennent leurs
valeurs sont de dimension z.

129 fMNMmmrr avmm Qv b Y cmmnd Aarrar mdlae (0 Smsvindombe o8 oa £V pok sran mdlma
1.23.9 WOROLLAIRE.—~ O U €r ov SUft GEUX diedy UqM&UUﬁ 112 € oL WA Cob Uil QLilto
de dimension n, alors & est aussi un atlas de dimension n.

1.4 LEs vARIETES TOPOLOGIQUES DU POINT DE VUE DE LA TOPOLOGIE GENERALE

DErmNITION, — On dira qu’un atlas @ de classe C° défini sur un ensemble abs-
trait F est séparé si Pespace topologique Fg satisfait I’axiome de séparation de
Hausdorff (c’est-a-dire deux points distincts de Fg possédent toujours deux
voisinages ayant une intersection vide).

DErinrrioN. — Etant donné un ensemble abstrait F, on appellera structure de
variété topologique de dimension n défini sur F la donnée d’une structure d’espace topo-
logique sur F pouvant étre obtenu comme Fg, ol & est un atlas de classe Co, séparé
et de dimension n. On dira que la structure de variété topologique est définie via
Patlas .

Ces définitions font intervenir a la fois des notions de la topologie générale
et la technique des atlas.
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Nous allons dans ce paragraphe d’abord nous intéresser & une formulation
purement intrinséque, indépendante des atlas, au contraire dans le paragraphe
suivant donner une définition n’utilisant aucune notion de topologie générale,

Caractérisation topologique des variétés topologiques
On a

1.4.1 PropostrioN. — Svit X un espace topologique séparé. Alors X est une varidié
topologique de dimension n si et seulement si tout point xye X posséde un voisinage ouvert
homédomorphe & une boule ouverte de Rr.

PrEUVE. — Si X posséde cette propriété, nous définissons un atlas @ dont les
domaines de définition de cartes sont la collection U, des ouverts de X homéo-
morphes 4 une boule de R*; la carte correspondante étant précisément cette
homéomorphie g,, et E, = R* On vérifie que les conditions 1.1.1 et 1.1.2 sont
satisfaites et que @ est un atlas de classe C°. Montrons que la topologie définie
sur X par @, soit X est celle d’origine. Soit A un ouvert de Xq

A= 9 Pa(€y,)

Comme ¢, est un homéomorphisme ¢z1(Q,) est un ouvert de U, donc de X,
et par suite A est un ouvert de X. Réciproquement soit D un ouvert de X. Alors

cPa(D n Uc:) = Doc

est un ouvert de O,. Par suite
D=U®@nV,) =U e:2(Dy)
-

est un ouvert de X : les deux topologies coincident.

Inversement soit F un ensemble abstrait muni d’un atlas séparé @ de di-
mension n. Soit Fg la structure de variété topologique définie via @ sur F. Soit
xgeF. Il existe une carte ¢, de @ dont le domaine de définition U, contient X
D’aprés 1.2.2 U, est ouvert dans Fg. Soit &, = ¢,(%,), choisissons une base
de E,, c’est-a-dire une identification de E, & R” et soit B une boule ouverte de
centre &, et de rayon ¢ assez petit tel que B O,,. Alors ¢z1(B) est un voisinage
ouvert de xy dans U,, donc dans Fg. C.Q.F.D.

1.4.2 Interprétation de la notion d’atlas dans le cadre de la topologie générale

ProrostrioN. — Soit X une variété topologique alors un atlas O de classe Co définie sur
X sera tel que Xy = X si et seulement si quelque soit o e @ le domaine de définition U,
de la carte o, est un ouvert de X et si de plus oy est un koméomorphisme de U, sur O,

PreUVE. — La nécessité résulte de 1.2.2. Inversement, supposons cette condition
satisfaite; comme la topologie Xq est la moins fine rendant continue tous les
¢ il en résulte que X est a priori muni d’une topologie plus fine que X . Montrons
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alors que tout ouvert G de X est un ouvert de X@g. On a

c=UG, ot @G,=GnU,
o

et
G, = ‘PEI(Pa) ol Ly = cPu(Goc)

G, est l'intersection de deux ouverts de X, donc est ouvert; ¢, étant un homéo-
morphisme I, est un ouvert; d’oit G, est un ouvert de X et aussi G.

C.Q .F.D.
1.4.3 Donnée pratique d’une variété topologique

Etant donné une variété topologique, on dira que X est munie de Patlas @ si @
est un atlas de classe Co tel que X == X. Alors la topologie sur X pourra étre
définie via ’atlas A.

Pour construire un tel atlas & il suffit de construire un recouvrement ouvert
U, de X tel que chaque U, soit homéomorphe & un ouvert O, de R*.

Exemple. Considérons la partie K de R?

N P 2
K= {x; 2 +s2+s2=1} )

Munissons K de la topologie induite par R3. Soit 2, = (0, 0, 1), a3 = —a,, U,
et U, le complémentaire dans K de a, et a,. Définissons une carte ¢, de U,
sur R2 par la projection stéréographique

‘Pl(x)=(1 o, = ’0\ xe O,
/

\.l_xa 1—.?»‘3

De méme o, est défini par
Pa(¥) = — P1(—#)

Alors la famille (U;, ¢;) définit un atlas Gy sur K.

1.5 LES VARIETES TOPOLOGIQUES DU POINT DE VUE DES ATLAS

Nous avons appelé en 1.4 une structure de variété topologique défini sur un
ensemble abstrait F la donnée d’une structure topologique sur F définie via un atlas &.
Nous nous proposons dans ce paragraphe d’éliminer cet appel 4 des notions de
topologie générale; il ne s’agit pas 12 seulement d’un exercice de logique mais
de la constitution d'une démarche fondamentale qui nous permette ultérieurement
de transporter & des ensembles abstraits des structures plus riches d’ouverts de R* que
leur simple structure topologique, seule mise en cause dans la définition des
atlas de classe CO,

Etant donné deux atlas de classe C?, @ et &, définis sur un ensemble abs-

trait F, nous dirons que

1.5.1 DErINITION. — A et & sont deux atlas CO-équivalents si AL U @ est un atlas de
classe CO,
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i on considére seulement des atlas de dimension n on peut en choisissant
une base dans chaque E, se limiter au cas olt & est un atlas numérique.

Cleci étant, Pensemble G (F) de tous les atlas numériques de F de classe C9,
séparés et de dimension n est bien défini.

On considere dans G3(F) la relation @ « & est équivalent & & ». Ceci est une
relation & équivalence. Une démonstration directe est facile et est laissée au lecteur;
plus rapidement remarquons que ceci est une conséquence de 1.3.1 (en effet &
équivalent & A" et A équivalent & @” entraine d’aprés 1.3.1 que Fg = Fe
et Fo == Fe par suite que Fg = Far c’est-a-dire @ équivalent & A" etc...).

Ceci étant, nous considérerons les classes d’équivalence de Gi(F) pour cette
relation d’équivalence.

1.5.9 La donnée d’une structure de variété topologique de dimension n sur F revient a se
donner une classe d’équivalence sur GL(F).

En effet, notons par Sy(F) 'ensemble, de toutes les structures de variétés
topologiques de dimension z sur F. Alors il existe une application

1 G3(F) — Sy(F)

définie en associant 2 tout A& e G3(F) la structure topologique Fe. Cette applica-
tion 7 est surjective. Par suite S{(F) est le quotient de G4(F) pour la relation
d’équivalence & ~ @' si n(A) = n(@'). D’apres 1.3.1 ceci n’est rien d’autre que
la relation d’équivalence introduite en 1.3.1. C.Q.F.D.

Traduction en termes d’atlas des notions de la topologie générale

Nous avons dans le paragraphe précédent défini les vari€tes topologiques & partir
de 1a seule notion d’atlas de classe CO. Par suite il est possible d’introduire & I'aide
de cette seule notion tous les concepts familiers de la topologie générale dans le
cadre particulier des variétés topologiques. Nous allons développer en détail
cette possibilité pour la notion d’application continue. Comme précédemment cet
exposé n’a pas un simple intérét logique mais nous aidera & constituer une
démarche nouvelle.

Soient V et V deux variétés topologiques munies des atlas & et &. Soit A

une application de V dans V.
Etant donné deux cartes g, e @ et gz e @ nous définissons formellement une
application kg , par
by, o = Bz 0 ko 9a’
hy o est défini sur une partie de O, :

9, (U, n2~1(Uy)) (partie qui peut d’ailleurs étre vide);

et prend ses valeurs dans Og.
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Nous appellerons 4; , I'application £ lue dans le couple de cartes ¢, &5
On a alors

1.5.3 ProrosiTioN. — L'application b de V dans V est continue si et seulement si toutes
les applications hy , obtenues en lisant h dans un couple de cartes d’un atlas @ sur V et

d’un atlas & sur N, sont définies sur des parties ouvertes de B, et sont continues.
PrREUVE. — La nécessité est évidente : si h est continue
Uanh™(Us)

est Pintersection de deux ouverts de V, donc est un ouvert dont I'image par o,
sera un ouvert de E,. D’autre part %5 , s’obtient en composant des applications

continues, donc est continue.
Réciproquement pour montrer que h est continue il faut montrer que si A

est un ouvert de V alors £~ (A) est un ouvert de V. Comme A est une réunion de

-~

$71(Qz), otr Qy est un ouvert de Oy, il suffit de montrer que G = A~1(551((;))
est un ouvert de V.

Ik

G
e N g
®

i!l

K, = 11 §3'(0g) n U,

tout revient a montrer que K, est ouvert dans V. D’autre part posant ¢, (K,)=H
on a

- P-4

Hy = ha,loc( l&‘

)
domaine de définition de #; ,

Comme )y est ouvert, H, est ouvert dans le
dernier étant ouvert dans ﬂ « Par hypothese, H, est ouvert dans O,, par suite Koﬁ
est une partie ouverte de V, C.Q.F.D.

Exemple. Empruntons un exemple a la mécanique : Considérons un corps solide
S ayant un point fixe et soit V Pensemble des positions possibles d’un tel corps
solide.

La donnée d’une position de S revient & se donner la position d’un triedre
orthonormé attaché a S. Ainsi V peut étre défini comme I'ensemble de tous les
tricdres orthonormés de R® ayant une orientation donnée.

Fixons un tri¢dre v9e V. Notons par O, I'ensemble des triedres » tels que
Oz, et Oz, soient linéairement indépendants. ,

Si veO on définit les trois angles d’Euler Pop(¥)s 0, (0)s ¢y, (2) de v de la
maniére suivante :

0,,(v) est 'angle orient¢ (Og,, Ogz,), cet angle dépend du choix d’une
orientation dans le plan Oz, z,. Nous choisissons cette orientation de telle sorte

que
0<0,( <=
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L’orientation du plan Oz, z, détermine une orientation de la perpendiculaire
a ce plan a savoir de la dr01te 8 intersection de Ox, y, avec Ox,y,; nous posons,

9., (0) = (Ox,, 3)
by () = (3, Ox,)

les orientations étant données respectivement par celle des plans orientés

et enfin

Oxvoyuo et Oxv.yu

tyy 0= (@ () Oy (), by (9))
0, — T x]0, n[x T

L’application

envoie

ol T dénote Pensemble des angles orientés, c’est-a-dire le cercle trigonométrique.
Le complémentaire dans T du point d’argument = peut étre mis en corres-
pondance bijective avec Yintervalle ]— =, -4 =] de R. Notons

K = {{z}x10, =[x T}u {Tx]0, n[X {=}}
0,, = 1K)

Soit #, la restriction de u, a C)uﬂ, suivie de Pidentification des angles orientés
a des nombres réels appartenant a ]— x, + =

&, : O, > 1—m, + =[x]10, n[x]—mn, + =

La collection des O, , @, , lorsque v, parcourt V constitue un atlas & de V
Cet atlas est de classe CP. t la matrice de passage M, (v) du repére Yo

En effe
de fonctions trigonométriques des angles d’Euler;

a Aa la rviatnina An noacaaocas marmat r]p tqpfﬂf'mfhﬂ‘r'
\.u., 4 LllgLLll 1o Wi Pﬂboﬂsb IJUJ. FRNAWI TR WA WER VLWL R WIS ¥ LT

Q..

au repére v s’exprime 3 Paide

invareaaniant la Arnrinailcosn
1livvipulliviiu la bUlLllalDDa 1

le produit scalaire de Oz, et Oz, d’oli Yangle 6, (v) utilisant Arcos, de méme
pour les deux autres angles d’Euler Ainsi il existe une bijection continue entre
@,,(v) et M, (v). La relation entre les matrices de passage

M,;(s) = M., (0)M;} (0

Yo

est évidemment continue d’ol1 Patlas @ est de classe C® ce qui permet de munir
Pensemble V des positions du corps solide S d’une topologie.

Méme d'un point de vue trés concret du mécanicien il ne s’agit pas d’un
résultat banal; il est en effet utile de pouvoir définir la notion de mouvement S,
d’un solide dépendant continiment du temps {. On peut penser & choisir un repere
vy fixé et & écrire que les trois angles d’Euler ¢,, 0,, ¢, varient continfment
avec &. Or il existe ¢, tel que 0, (¢) — 0 lorsque ¢ — ¢, cette définition est tout
a fait insuffisante les angles d’Euler n’étant pas définis relativement & v, au temps
t = ¢, Il est alors indispensable de prendre un nouveau repére de référence
c’est-a-dire d’utiliser, au moins implicitement, l’atlas @.
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2 Rappels de résultats de calcul différentiel

Nous rappellerons dans ce paragraphe un certain nombre de résultats classiques
de Calcul différentiel (*).

2.1 APPLICATION DERIVEE

Dans la suite, on note E, F deux espaces vectoriels normés sur K (K = R ou C),
O un ouvert de E, fune application de O dans F.

Soit ae O, on dira que f est différentiable en a, S’il existe une application
linéaire continue A de E dans F(A e4(E; F)) telle que :

Sla+ ) —f(a) = A.h+ <[4

ol ¢ — 0 lorsque 2 — 0.
On appelle A Papplication dérivée de f en a et on note A = f'(a). Alors :

S'(a) e4(E; F).

2.1.1 Exemple. Soit Be4(E; F); posons f(x) = B(x) si xeO;alors f est d1ﬁ‘e-
rentiable en tout xe O et ’'on af (x) = B.

2.1.2 THEOREME DES FONCTIONS COMPOSEES. — Sotent E, F, G trois espaces vectoriels
normés, sotent O un ouvert de E, U un ouvert de F. Soient f: O —F, g: U — G. Soit
a € Q, posons b = f(a), supposons que b & U. Posons k = g o f.

Supposons que f'(a) et g'(b) existent. Alors k est différentiable en a et Pon a :

K'(a) = g'(B) o f'(a).
(Pour la démonstration, cf. C.D. Théoréme 2.2.1.)
2.1.3 Dérivée suivant un vecteur

Si 2= E, on pose :
(Duf)(@) =lim-L (fla + eh) —f(a)), e<K.

g>0) €

On appelle (D, f)(a) la dérivée de f suivant le vecteur h au point a. Si f est diffé-

rentiable en g, alors on a :
(Dpf)(a) = f"(a).h.

2.1.4 Cas des espaces de dimension finie

La définition de P’application dérivée reste inchangée si on remplace une norme
par une norme équivalente. Comme, d’autre part, toutes les normes sur un espace
vectoriel E de dimension finie sont équivalentes, il en résulte que la notion

(*) Le lecteur pourra se reporter au livre de H. Cartan Caloul Différentiel (Paris,
Hermann, 1967). On renverra & ce livre par le sigle C.D., suivi d"un numéro de paragraphe.
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d’application dérivée est définie sans ambiguité pour les applications d’un ouvert
d’un espace vectoriel de dimension finie dans un autre espace de dimension finie.
2.1.5 Matrice jacobienne

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, n et p respectivement.
Fn faisant choix de bases, on se raméne au cas ou E = K, F = Kr. Alors f est

donnée par un systéme de p fonctions f3, - - -, S, de n variables x4, ..., %,. Notant
par ey, . .., &, la base de E,ona:
0
2.1.6 FUla).6 = D, f) (@) = L (a).
4

On note par J,(f) la matrice & p lignes et n colonnes constituée par les dérivées
partielles des fonctions f, . .., fp On appelle J,( ) la matrice jacobienne de f en a.
On a, alors :

Si f est différentiable en a, la matrice jacobienne de f existe et Uon a :

2.1.7 ~ f(@) =J.S)

Dans cette derniére égalité, on identifie I'ensemble des matrices a p lignes et n
colonnes avec £(Kr; Kr).
Le théoréme des fonctions composées 2.1.2 s’écrit dans ce cas :

2.1.8 Julgof) = Jo(8) JulS)

d’olr en explicitant le produit des deux matrices du second membre, on obtient
les régles de transformation des dérivées partielles par changement de variables.
(Cf. C.D. 2.7.) .

2.19 Casoa E =K

On convient de noter par | 'élément unité de K, alors 1 est une base canonique

pour E. On a alors, en notant par %\(a) la dérivée de f au sens élémentaire

Cest-a-dire le vecteur vitesse 3 la trajectoire f (¢) on a :
d
4 () = (DS @ =f'(@) 1

2.2 LEes cLAsses CF

9.9.1 Darmrrion, — Soient E, F deux espaces vectoriels normés, O un ouvert de

E. On notera :
(03 F)

I’ensemble des applications continues de O dans F.
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Soit fe C(O; F) telle que F soit différentiable en tout point x < O. Alors la
correspondance :

x = f' (%)

O —4(E; F)

définit une application :

que Pon conviendra de noter par f'. .
Soit maintenant & un entier strictement positif; on posera par définition

CrO; F) = {f1f e C+YO; (E; F))}

»

Ceci permet de définir les classes Ck de proche en proche 2 partir de la classe GO
Remarquons que pour k> & on a: CGHO; F)c G¥(O; F). On posera :
c=(0; F) = [ C*O; F).
ke
La restriction d’une application de classe CF & un ouvert est de classe CF.

2.2.2 Principf de localisation

La propriété pour une application d’étre de classe CF est une propriété locale.
Plus précisément on a ’énoncé évident suivant :

Soit f une application de Pouvert O de E dans F. Sout {U,} un recouvrement ouvert
de O. Notons par f, la restriction de fa Uy, Alors fy € C(Uy,; F) entraine f < C{O; I).

9.9.3 Composition d’ applications de classe CF

THEOREME. — Sif et g sont deux applications de classes Ck, alors f o g est de classe C.
(La démonstration, pour k = 1, est unc conséquence immédiate de 2.1.2.

Pour £ > 1, cf. C.D. 5.4.2.)

0.9 4 Cas des espaces de dimension finie

TefoREME. — Supposons que B = Kr, F = KP; alors une application f = (f1, -+ - 1)
ost de classe CF i et seulement si les dérivées partielles des f; existent Jusqu’ & Pordre k et sont
CONtInues.

En particulier, f est de classe C! si et seulement si la matrice jacobienne de f
existe et a tous ses coefficients continus.

(Pour la démonstration, cf. C.D. Théoréme 3.7.1.)

2.3 DiFFEOMORPHISMES ,
2.3.1 DeriNrrioN. — Une application f Cx(O; F) (£ > 1) est un Cr-dyfféomor-
phisme de O sur f(O) si:

i) f(O) est une partie ouverte de F

ii) fest injectif

iii) I’application réciproque F1 est de classe C".
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Le composé de Ck-difféomorphismes est un Cr-difféomorphisme.
La restriction d’un C¢-difféomorphisme & un ouvert est un Cr-difféomor-
phisme.

2.3.2 Difféomorphismes locaux

DirmiTioN. — Une application fe C¥(O; F) définit un Cr-difféomorphisme local
au voisinage de x, € O, 8’il existe un voisinage ouvert U de #, tel que la restriction
de fa U soit un C¥-difféomorphisme de U sur f(U).

THEOREME D' INVERSION, — Soient E et F deux espaces de Banach; notons par O un
ouvert de B Alors une condition nécessaire et suffisante pour que fe C¥O; F) (k= 1)
définisse un Cr-difflomorphisme local au voisinage de xoeO est que f'(x,) soit un

isomorphisme de E sur F.
(Pour la démonstration, cf. C.D. 4.2.1 et 5.4.4.)

3 Variétés difféfentiables

Nous allons développer la théorie paralltlement 2 celle développée en 1.5
les notions C° seront remplacées par les notions CF.

3.1 AtrLas CF-EQUIVALENTS

DerFNITION. — On dira qu’un atlas @ défini sur un ensemble abstrait F est de
classe C¥ (k entier > O ou éventuellement £ = o) si les applications de change-
ment de carte de @ sont des applications de classe CF.

Remarque. L’application g , de changement de carte étant une application
définie sur un ouvert O, g de Uespace vectoriel B, et & valeurs dans espace vectoriel
Eg, la propriété :
¢8,a € Ck(oa, 85 E@)
a été définie dans 2.2. D’autre part, comme
P8, © Pa.p = identité sur Og 4

il en résulte que les ¢, g sont des C*-difféomorphismes.

Dirmniriony. — Etant donnés deux atlas @ et & de classe C* sur ’ensemble

abstrait F, nous dirons que & et & sont C-équivalents, si @ u & est un atlas de
classe Ck de F. -

3.1.1 Remarque. Sik > k' tout atlas de classe CF est a foﬂz’orz’ de classe C¥.

En particulier tout atlas de classe C¥ (k > 0) est a fortiori de classe Co. Par
conséquent deux atlas C*F équivalents sont 4 fortiori CO équivalents.
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3.1.2 ProrosiTioN. — La relation @ est Ch-équivalent & @ est une relation réflexive
symétrique, transitive.

Le seul point qui n’est pas évident est la transitivité supposons & Ck-équiva-
lent & &' et @' Ck-équivalent & @”. Alors on sait d’apreés 3.1.1 et 1.3.1 que
Fa =Fa' = Fa.

Soit fo1 4, I'application de changement de cartes d’'une carte g,y de A&’
& une carte @, de A. Alors f, s , est définie sur Oa ol cp%(Uoco nUgyn).

Posons

A, = cPoco(Uoco n Uag n Uoc’)'

Comme U, , Uy et U, sont des ouverts de I d’aprés 1.2.2, leur intersection

est ouverte et A, est un ouvert de O, o Ainsi {Ay },e@ forment un recouvre-
ment ouvert de O

D’autre part on a

foco, ao(a) fa (foc',ao(a)) pour tout Eely

rd
, est de classe C* comme étant la com

deux applications de classe C*.
Comme les A, constituent un recouvrement ouvert du domaine de définition
de fur 4, il résulte du principe de localisation de la classe C# (cf. 2.2.2) que
al, o, @St de classe CF. Ainsi @y’ est un atlas de classe CF. C.Q.F.D.

3.2 DEFINITION D'UNE STRUCTURE DE VARIETE DE CLASSE CF. EXEMPLES

On dira qu’un atlas de classe CF est séparé, si, considéré comme atlas de classe GO
(cf. 3.1.1), il est séparé (cf. 1.4). ‘

Par analogie avec 1.5.2 nous noterons par Gi(F) Pensemble de tous les atlas
numériques de dimension n, de classe CF, et séparés, définis sur ’ensemble abs-
trait I.

La relation de C¥ equwalence définit une relation d’équivalence sur Gi(F)
en vertu de 3.1.2.

3.2.1 DérnitioN. — La donnée d’une structure de variété de dimension n et de classe
G sur F sera la donnde d’une classe d’équivalence de Gi(F).

D’aprés 3.1.1 une donnée d’une structure de variété de classe G¥ sur F
définit en particulier sur F une structure de variété topologique.

3.2.2 Remarque. La donnée de la classe d’équivalence & pourra étre faite en
choisissant un atlas @, de classe C* et en définissant § comme ’ensemble de tous
les atlas équivalents & @, Toutefols il ne faudrait.pas dire que la donnée d’une
structure de variété différentiable sur F est constituée par le choix d’un atlas de
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classe Cf : un tel choix n’a rien de canonique, et la structure de variété différen-
tiable sur F est constituée par 'ensemble des propriétés sur F qui ne dépendent
que de la classe d’équivalence & et non du choix d’un représentant dans cette
classe. Par suite pour toute définition qui sera formulée ultérieurement en utilisant
le choix d’un atlas @, de F, il nous faudra montrer qu’une telle définition est
intrinséque ¢ est-a~dire ne dépend que de la classe d’équivalence de Ay etnon de A,

3.2.3 Remarque. Une définition équivalente d’une structure de variété de classe
C* est la donnée d’une variété topologique V, et d’un atlas Qg de V qui soit de plus un
atlas de classe C¥. En effet la topologie définie par &4 sur ’ensemble abstrait V
coincide avec la topologie sur V, par suite V@ est séparé. De plus @y d’aprés
3.1.2 définit une classe d’équivalence d’atlas de classe CF sur V.

Iixemples de variétés

3.2.4 Soit V une variété de classe Gk, H une partie ouverte de V, alors V induit une
structure de variété de classe GF sur H.

PREUVE. — Soit @ un atlas définissant sur V la structure de classe CF, Notons

€Y

A A
par & 'atlas de H obtenu en restreignant a H toutes les cartes de V. Alors & est
un atlas de classe C¥ : en effet les cartes @, ont pour domaine de définition un

FaY
ouvert de H, a savoir U, = U, n H et pour domaine de valeurs un ouvert de E_,

A\ savoir cpa(fjm). De méme, I’application de change'ment de cartes f «, 8 €st définie
sur 'ouvert (ﬁp(ﬁm n IAIB)

1Y’autre part j""\a,@ est la restriction & cet ouvert de f, g; comme f, g est de
classe &, il en résulte que f;, g est de classe CF.

Soit maintenant @' un atlas équivalent & @, alors A u @' est un atlas de

. 9 . - 4 hd /\.’
classe C* sur V. D’aprés la premiére partie de la démonstration @ u @’ est un
atlas de classe C¥ sur H. Comme on a

——— A A
auva =auva’

on en déduit que @ u @' est un atlas de classe C¥ sur H c’est-d-dire que @ et @'
sont équivalentes.

3.2.5 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R alors E est muni d’une structure
canonique de variélé de classe C=.

PrEUVE. — Considérons I'application identique qui envoie E dans E. Nous

appellerons cette application la carte triviale de E. La carte triviale constitue un

atlas &, composé d’une seule carte. @, est un atlas de classe G, (En effet comme @

ne posséde pas d’application de changement de cartes, les applications de change-

ment de cartes de @, satisfont ainsi toutes les propriétés que 1’on peut souhaiter.)
@y définit ainsi sur E une structure de variété de classe G*.
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Un examen superficiel pourrait laisser penser que cette structure de variété
est complétement triviale et n’apporte aucun concept nouveau. Ceci n’est pas le
cas, en effet la structure de variété sur E n’est pas attachée a l'atlas trivial &,
un atlas @ équivalent sera la donnée d’un systéme de coordonnées curvilignes défini
sur E. L’étude de E en tant que variété signifie que nous ne nous intéressons
qu'aux propriétés de E qui sont ,invarianies par un changement de systéme de
coordonnées curvilignes, exactement comme la géométrie élémentaire est I’étude
des propriétés invariantes par changement de base orthonormée.

3.2.6 Un ouvert d’un espace vectoriel

Un ouvert O d’un espace vectoriel est muni d’une structure de variété de classe
C= obtenue en combinant 3.2.5 avec 3.2.4.

3.2.7 Variété produit

Soit V,, V, deux variétés, @, et @, deux atlas sur V, et V,, Vg le produit cartésien
V, X V,. En prenant pour atlas @y sur Vs Patlas obtenu en faisant le produit
d’une carte de @, et d’une carte de @,, on munit Vg d’une structure de variété
différentiable.

Nous allons suivre l’analogue;' de la méthode utilisée en 1.5.3 pour définir les
applications continues. Soient V et {7 deux variétés de classe C¥, soit & une appli-
cation continue de V dans V. Choisissons un atlas @ définissant la structure de
variété de classe C¥ sur V et choisissons & définissant celle de V ; soient deux cartes
0, €@, Oye@; considérons ’application lue
hy, o = § o by o o3t
Alors kg , est défini sur N
Gos,’o‘t’ = ‘Pa(hdl(U&) nU,)

G, 4 est un ouvert de E,. Nous dirons que % est de classe C* si quels que soient a, &
alors 'application lue hy , est une applicaiion de classe C¥ de Powvert Gy o de Eqy

dans Ej.

Remarquons que cette définition ne constitue pas un cercle vicieux : la notion
d’application de classe C*¥ d’un ouvert d’un espace vectoriel dans un, autre espace
vectoriel a été définie dans 2.2.

Pour montrer que cette définition est satisfaisante il faut encore montrer

quelle ne dépend pas des choix de & et &. Soit @' un atlas équivalent 2 @, &' un
atlas équivalent & &. On a formellement

. ™ 1 m om=lg = -1 -1
hcx',a’_q’a"’h(’%’ = Qg ° Qg °(Pa°h°‘P0t 0 @y ° Pu
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ou, en introduisant les applications de changement de cartes f, , = ¢, o @5 €t

A -~ o s 9y s
Jorg = Bz o PF! ceci g’écrit formellement

3.3.1 h&’,oc' = f&',& o h&,m O.ﬂx,a"

Cette identité formelle est une identité sur K, , 5 & ol toutes compositions
d’applications sont définies. On a :

Koc', o & & = Po (ch 0 Uoc’ n h_l(ﬁ& 0 Ij&’))

Il en résulte que les K, , 5 5 sont des parties ouvertes de E,. 11 résulte de 3.3.1,
que la restriction de hg . & chaque K, , 5 5 est une application de classe CF.
On conclut comme dans 3.1.2 en remarquant que si ’on fixe o', & etsi I’on fait
varier «, &, alors les K , 5 5 constituent un recouvrement ouvert de G, 5 et en

o', o, &, &
appliquant le principe de localisation, on obtient alors que fg ,, est une applica-
tion de classe C* de G, 5 dans Ej,. C.Q.F.D.

Notations. Etant donné V et ¥V deux variétés de classe CF on convient de noter
par C#(V; V) I’ensemble des applications de classe. C* de V dans V.

Exemples
3'3’2 Qait V une wart

.
hrisLL ¥V WALAL YV EaLL L

u u
de variété de V induit sur H une structure de variété de classe C¥ (cf. 3.2.4).
Soit ¢ L'injection canonique de H dans V, alors 7 est une application de classe C*.

En effet les applications lues dans le couple d’atlas @& et @& sont des injections
canoniques d’ouvert d’un espace vectoriel dans un autre ouvert le contenant
composées avec des applications de changement de carte de I'atlas @, donc des
applications de classe C*.

3.3.3 Soit V une varidté de classe C¥, & un atlas de V, o, une carte de & définie sur
Powvert U, de 'V, alors

9 = CF(Uy; Ey)

ogte C¥HO,; V).

PREUVE. — Munissons O, de Iatlas trivial. Si nous lisons ¢, dans le couple de
cartes constitu¢ par une carte ¢g de @& et la carte triviale de O,, nous obtenons
I’application de changement de carte Ju, g qui est de classe C*. Méme raisonne-
ment pour gzl

3.3.4 Fonctions et chemins

Etant donné une variété V de classe CF, nous considérerons C¥(V; R); nous
appellerons cet ensemble 1’ensemble des fonctions de classe CF sur V, et nous le
noterons par J, (V). Nous appellerons chemin de classe C* tracé sur V un élément
de C*(I; V) ou I note un intervalle ouvert de R.
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Propriéiés des classes C¥

3.3.5 Stabilité par composition. La composition de deux applications chacune de
classe C* est une application de classe C#,

3.3.6 Principe de localisation. Soient V et W deux variétés de classe CF¥, soit f une
application de V dans W. Supposons qu’il existe un recouvrement ouvert Q, de V
tel que, notant par f, la restriction de f a Q,, on ait f,e C¥Q,; W). Alors
feC¥V; W),

Les deux propriétés 3.3.5 et 3.3.6 se déduisent immédiatement de 2.2.2 et
2.2.3 en passant aux applications lues dans des atlas.

3.3.7 Difféomorphisme

DeriNiTION. — Soient V et W deux variétés de classe C¥ (£ > 1). Nous appellerons
difféomorphisme de classe CF une application fe C*(V; W) telle que f soit bgjective
et que la bijection réciproque =1 e C¥(W; V).

Nous appellerons simplement diffdomorphisme un difféomorphisme declasse
C1.

3.3.8 Exemple. Soit V une variété de classe C¥, ¢, une carte de V définie sur un
ouvert U, de V, soit O, = ¢,(U,) notons par §, I’application ¢, considérée
comme définie sur U, et prenant ses valeurs dans O,, alors en vertu de 3.3.3,
&, est un difffomorphisme de classe CF.

QDO Moo Aarinn wimenddd Jo Almco, £k
dedod LUTLEY U UHE CUATIELE UE LIHYYE ™
DEFINITION. — Soit V une variété de classe C¥, on appellera carte de V un difféo-

morphisme de classe C* d’un ouvert de V sur un ouvert d’un espace vectoriel.

Par exemple si @ est un atlas définissant la structure de variété de V, alors toutes
les cartes de @& sont des cartes de V. ‘

3.3.10 Un critére d’appartenance d’une application & la classe C¥

Soient V ¢t W deux variéiés de classe CF, f une application de V dans W. Supposons que
pour tout x, eV il existe une carte ¢ de V définie sur un voisinage de x et une carte { de W
définie sur un voisinage de f (x,) telles que U application f lue dans le couple de cartes o, ¢
soit de classe C®, alors f est de classe Ck.

Cet énoncé est une conséquence immédiate du principe de localisation 3.3.6
combiné avec 3.3.8 et 3.3.5.

3.4 I’ANNEAU DES FONCTIONS DE GCLASSE (C*

Les applications de R X R dans R définies par la somme et le produit sont
évidemment de classe C=, Par suite, en utilisant 3.3.5 on voit que la somme et le
produit de deux fonctions de classe C* est encore une fonction de classe C*. Ainsi
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Jo (V) (cf. 3.3.4) est un anneati; il contient le corps de base R de fagon naturelle :
3 tout élément « € R, on peut associer la fonction constante égale & «. Pour certains
problémes, J, (V) jouera le role d’une extension naturelle du corps de base.
Rappelons que 'on appelle support d’une fonction f adhérence de P’ensemble
oil cette fonction est différente de zéro.
Le résultat suivant montre qu'il existe des fonctions non nulles de support

arbitrairement petit.

8.4.1 LEMME. — Soit V une variété de classe Ck, k < 00, %o un point de V, U un voisi-
nage de %, alors on peut trouver ung fonction positive l € CE(V; R) lelle que notant par
o(l) le support de I on ait s(l)cU

I(x) =1 sur un voisinage de X

PrEUVE. — Considérons la fonction d’une variable numérique
x(t)=exp< 1 i > si —;——<t<1
D —=
e=n(t—g)
=0 sinon
posons

oil « est une constante choisie pour que 0(0) = 1. Alors 0 est une fonction indéfi-
niment dérivable de £. En effet les seuls points o1 il convient de le vérifier sont les

points é— et 1. Par exemple au point 1, on a, quel que soit I'entier N > 0,

NS S

(t— 1)"NX(t) — O lorsque ¢ — 1.

Ceci entraine
lim 6@ (¢) = 0 lorsque t—1,t <L

Comme 9™(¢) = 0sit > 1, on obtient la dérivabilité d’ordre N de § au point 1.
Démontrons maintenant 3.4.1 choisissons une carte {, de V dont le domaine

U, contient x,, telle que o (%o) = 0. Choisissons dans Pespace vectoriel d’arrivée
n

E, de ¢, une base; introduisons alors sur E, la norme euclidienne 1E]% = > B

i=1
Soit ¢ assez petit de telle sorte que 1a boule fermée de centre O et de rayon ¢
soit contenue dans Pintérieur de ¢, (Un U,). Posons

r(x) = e ea(®)|
et définissons ! par

(%) = 0(r(x)) si xeU,
I(x) =0 sinon
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Le seul point qui reste a vérifier est que [e C*(V;R). Utilisant 3.3.6, il suffit de
montrer que [ est de classe C* au voisinage de tout point x; de V. Six;eU,ona
sur un voisinage de xy, {(x) = 0(r(x)). Si x, & U, alors x, & a(l). Comme o({) est
fermé on peut trouver un voisinage de ¥, ne rencontrant pas o(l), dans ce voisinage
[ sera identiquement nulle et donc de classe C¥, ce qui démontre le lemme.

3.4.2 Un résultat d’extension _
PROPOSITION. — Soit 'V une variété de classe C1, Q un ouvert de V, xq un point de Q,
soit f & o, (Q2) on peut alors trouver une fonction f e b, (V) telle que

flx) = f (%) sur un voisinage de X g

PREUVE. — Soit /1a fonction déterminée par 3.4.1 telle que o(f) « Q. Définissons f
en posant

j:‘(x) = I(x)f(x) si xel
S

(x) =0 sinon

Appliquant comme dans le lemme précédent 3.3.6, on obtient que F est de classe
C1, C.Q.F.D.

3.5 IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

DErNITION. — Soient V, W deux variétés de classe C¥, he Cr(V; W). Alors,
% induit une application, notée &, et appelée image directe, qui envoie un chemin ¢

sur V, en le chemin § sur W défini par
3.5.1 : J=1rhot

D’autre part, /4 induit aussi un homomorphisme d’anneaux naturel, de J,(W)
dans 4, (V), notée i* et appelée image réciprogue, définie par la relation :
3.5.2 Bf = foh ot  fed (W)

3.5.3 PROPOSITION. — Soient V, W, S trois variétés de classe CF, he CE(V; W),
peCrW;S)etqg=poh Alorsona:

o = Py © Py
Preuve. — Ceci résulte des égalités :

gx¥ = (poh)o b=po(ho U) =po (hed) =P*(h*4’)
gt =foq=Ffo(poh)=(fop)oh=Hh(fop)=r(p*f)

valables, respectivement, pour tout chemin $ sur V et tout fe b (S).
C.Q.F.D.

ct
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Nous retrouverons souvent, dans la suite, les notions d’image directe et
«(Pimage réciproque, étendues & d’autres étres mathématiques. Dans tous les cas
les images directes se composent dans I'ordre de composition des applications
landis que les images réciproques se composent en renversant ’ordre de composi-
tion des applications :

(POh)* =P*°h*
(b0 B)* = h* o p*

4 Espace tangent

Une variété de classe C* (k > 0) nous est apparue jusqu’a présent étre presqu’aussi
abstrait qu’un espace topologique général. Il n’en est que plus remarquable
qull soit possible d’associer & cette structure abstraite des espaces vectoriels
« tangents » généralisant, dans un ordre abstrait, la notion élémentaire de plan
tangent 4 une surface de RS3.

Etant donné un espace vectoriel E, x,eE, a un vecteur de E, nous avons
défini en 2.1.3, la notion de dérivée d’une fonction f suivant le vecteur 2 au point
Xo ’

(Dof) (x0)
Ainsi a tout vecteur et 4 tout point x, € E on peut associer un opédrateur de dérivation
sur les fonctions de classe C1,

Pour construire la notion de « vecteur tangent » A une variété abstraite
nous renverserons cette démarche : ce qui sera défini ce sera l’operateur de déri-
o

vation, et c’est la donnée méme de ’onér

L ] Oy AR NARSAARATw AAANCALLWL WAL & Ut.l\.z

vecteur tangent.

Comme & une structure de variété de classe C* (£ > 1) est a,"soc“e une structure
naturelle de vari€té de classe C! (cf. 3.1.1), nous rédigerons ce paragraphe dan

le cadre des variétés de classe C1.

4.1 CONSTRUCTION DE L’ESPACE TANGENT. CONSEQUENCES

Soit V une variété de classe C1; si x, est un point de V, nous noterons par €z,(V)
Pensemble des chemins de classe C! tracés sur V et passant par x, au temps zéro,
c’est-a-dire :

¢,(V) = U (4 CI; VIH(0) = x}
ol I parcourt tous les intervalles ouverts de R contenant zéro.

L accouplement canonique de C; (V) avec Jo;(V)
Donnons nous ¢ &€; (V), f'ed,(V), posons

k=fo{
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alors g e C1(I; R); ainsi g est une fonction numérique, d’une variable numérique,

dérivable, par suite nous pouvons calculer ag (0). On pose par définition

dt
411 AN =2

L’application A, : €z (V) X Jlo]_(V) — R ainsi définie sera appelée 'accouplement
canonique de €z (V) avec J,(V). Remarquons

4.1.2 Agy(bs J1 + Sa) = Ag (9 S1) + Ag($; Sa)
Ainsi A, est lindaire par rapport a f.

Lapplication T

Nous noterons par (b;(V))* Pensemble de toutes les formes linéaires sur Jo, (V).
Comme ;(V) n’a pas été muni jusqu’a présent d’une topologie (Jb,(V))* est
P’espace vectoriel dual au sens algébrique de A, (V). -

N P
INOUS LlC.I.l.[l.lbbU.[lb une dPPlJ.LdLJ.U.ll

Tap + Cay(V) = (b (V) *
en posant

4.1.3 S oy ($) 0 = Ag (9, S)

Clatta foarmi ]

e rd

ALLVG UL LI 4 l‘l \.l 4! "
est d’aprés 4.1.2 une forme linéaire sur Jo,; (V) par suite définit un élément de
(%1 (V})* que nous notons 7, ().

4.1.4 Définition de Uespace tangent

Soient V une variété de classe C! et x, un point de V; nous appellerons espace
tangent & V en x,, et nous noterons T, (V), 'image de I’application 7, définie en
4.1.3.
Il résulte de cette définition, que T, (V) est une partie de (b;(V))*. (Nous
démontrerons en 4.3.4, que T, (V) est un sous-espace vectoriel de (b;(V))*.)
On appellera vecteur tangent a 'V en x, un élément de T, (V).

4,1.5 Exemple. Soit Q un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie B. Alors, quel que

soit xpeQ, T%(Q) est un sous-espace vectoriel de (Moy(K2))*, canoniquement isomorphe
a E.

PREUVE. — A tout chemin { e €; (Q2) nous associons son vecteur vitesse (cf. 2.1.9)
que nous notons A({Y) soit
¢'(0). 1 = A(¢)

Nous nous proposons de montrer que A(Y) détermine 7, () et réciproquement
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Alors si fe b, (V) on a (cf. 2.1.2)
416 a0 > =50 (G O)) =S ) ()

A tout ze E#, dual de E, on peut associer f(x) = (¥, z)> et 'on aura f'(xy) = 2.
Par suite

S (M) =S (k) (AM(F))  pourtout  fehby(Q),
implique que A(¢) = A({). En se reportant & 4.1.6 on a
Too($) = 75, (§)  sietseulementsi  A(Y) = X(h)

par suite la correspondance <, () — M({) est bijective et permet d’identifier T, (€2)
avec E. On vérifie que la structure vectorielle induite sur T, (Q) se transporte
sur E; par exemple, soient {;, ¢j, 45 (Q) tels que :

M) = M) + M¢a),
alors, d’apres 4.1.6,

(s may($8)> = (x0) (1) + AM(da)) = (s 70, ($1)D + <fs (e
| C.Q .F.D.

A A o o A e A A
1.4 APPLICATION DERIVEE

Soient V et ¥ deux
ﬁjheng")‘? ’'ima

* Jlol(V) - Jo (V)

D’autre part, remarquons que I'image directe &,, définie en 3.5.1, envoie Cx (V )
dans ¢y (V) ol py = h(x,).
Cleci étant, ona la relation suivante entre image directe et image réciproque.

4.2.1 LemmE. — En conservant les notations de ci-dessus, on a : ‘h* o7, =7, oh,
avec yo = h(x,).

PrEuVE. — Soient ¢ &€} (V), f ey (V). Alors
fy ¥ (mgy ) > = <h*f, T ¥ = (F o by T 4D
et d’apres 4.1.1 [(f o h) o {] pris en ¢ = 0.

De méme :

P w(bad)y =S (Flhad)) =2 F o (ho )]

Comme £ o (hod)=/( Foh)o ¢, le lemme est établi.
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4.2.2 CoROLLAIRE. — L’image par ‘h* de T, (V) est contenue dans T, (V).
PreUVE. — En effet th* (Image 7, ) © 'rxo((E%o(V)) = image T, .

Définition de Uapplication dérivée

Soient V, ¥ deux variétés de classe C1, he GL(V, V) soit #,eV, 3o = h(xo)-
Nous appellerons application dérivée de h en %, €t nous noterons h'(x,) la restriction
aT, (V) de* Ona:

4.2.3 K (o) est une application de T, (V) dans T,, (V).
PreUVE. — 4.2.2,

4.2.4 Quasi-lintarité

DirFNiTION. — Soient F, G deux espaces vectoriels; une application u, définie

7

sur une partie S de F, & valeurs dans G, sera dite quasi-linéaire si:
2y, 22 €D, A, reR vérifiant A2y + pzgel,
alorson a :

u(Azy + p2a) = Mu(21) + pu(za).

La restriction d’une application linéaire de F dans G 4 une partie S deF
est évidemment quasi-linéaire. D’autre part, si S est un sous-éspace vectoriel
de F, la notion d’application quasi-linéaire coincide avec celle d’application
linéaire.

L application dérivée est quasi-linéaire
En effet, h'(x,) est la restriction & T, (V)< (o, (V))* de Tapplication linéaire
th*

Remarque. La quasi-linéarité de #'(x,) est un résultat provisoire nous permettant
de poursuivre nos démonstrations; le résultat définitif sera obtenu en 4.3.5.

4.9.5 THEOREME DES FONCTIONS COMPOSEES. — Soient V, , V trois variétés de
classe CL, he CY(V, ), ke CY¥, V), [ = ko h, soit xy&V, yo = (%), alors on a

U(xg) = K () o #' (%)

PreuvE. — Elle s'exprime trés facilement dans ce cadre. En effet, le théoréme
sera une conséquence de la relation

HE o L o ¥
ou en transposant

l*=h*ok*

On reconnait alors la relation 3.5.3.
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4.2.6 COROLLAIRE. — Sotent V et V' deux variétés de classe G, fun diffdomorphisme de V
sur V alors pour tout xo€V, /(%) est une application bijective.

PREUVE. — Notons par g la bijection réciproque de f; alors ge C;(V; V) et on a
sur V, g o f = identité sur V d’oll en dérivant

g' (o) o f'(xy) = identité sur Ty, (V).

4.3 PRINCIPE DE LOCALISATION

Les propriétés de T,,(V) et celles de Papplication dérivée 4'(x,) ne dépendent
que de celles de V et de I'application % au voisinage de x,. Ceci sera une consé-
quence du

4.3.1 THEOREME. — S0it V une variété de classe C1, Q une partie ouverte de V, i Uappli-

catzon canonique de Q) dans V, alors pour tout xye Q, i’ (x,) est une bijection identifiant
T, () avec T, (V).

La preuve du théoréme dépendra du lemme de localisation suivant :
4.3.2 LEMME, — Sotent Y4, Yy e CL (V). Supposons que :

¢1( _— 11\1’12() SHY un 102 ';}'?, P ’f'

Sozent f, fae oy (V) tels que :

J1(x) = falx) sur un voisinage de x,,
Alors on a :

oo T 02> = Cfor TanV2)
PREUVE. — On a, d’aprés 4.1.3 et 4.1.1;

o > =[ga0] o o e =fiwmm)

Les hypothéses faites impliquant que g,(¢) = g,(tf) sur un voisinage de zéro;
par suite, g, et g, ont méme dérivée & I'origine, ce qui démontre le lemme.

PREUVE DU THEOREME 4.3.1. — i'(x) est injectif : soient §,, U,eCL () tels que

Tap(¥1) 7 Tgy(9a). Alors il existe fe oy (Q) tel que (f; 7,,(41)> [ T (W) -
Apphquons 3.4.2; il existe f e oy (V) tel que f(x) = F(x ) sur un voisinage de x,,.

Posons f; = i* f. Alors on a f(x) = f3(x) sur un voisinage de x,; d’olt, d’aprés

4.3.2 :
<f; Tmo(¢i) <f1: mo(q) )
= <z*fa (¢)> — <f: tz*Tm ((‘IJ)
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D’ou

CF, it (U)) # (Fs ¥ mg (V)
\ i (0) - sy (Y1) 7 1 (%0) Ty ($2)- C.Q F.D.

i’ (%) est surjectif. Donnons nous 425, (V)3 alors on peut restreindre ¢
3 un voisinage de zéro assez petit, soit I,, de sorte que le chemin ¢, ainsi obtenu

vérifie :

d’ou

$o(t) e pour tel,.
Soit Yz e}%(g) défini en posant

Yg(t) = $a(t) pour tel,.
Alors §, = 1 0 Yget, d’apres 4.3.2, 75 (2) = Targ (Y1) Mais :

0 IR G PSR
Ton‘PZ) - T%U‘ o "I"S)

et en utilisant 4.2.1 = l* (T%(zpa))
d’ou
T (1) = ¥ (70, (Y8)) = i (%0) + Ty (Ya) C.Q.F.D
Clomme conséquence de 4.3.1,ona :
4.9.3 TuforkMmE., — Soit V une variédté de classe CL et de dimension n; soit xy€ V3

alors T, (V) est un sous-espace vectoriel de (Joy (V))* de dimension n.

PreuvE. — Remarquons d’abord que l'image d’un espace vectoriel par une
application quasi-linéaire (cf. 4.2.4) est un espace vectoriel. Soient ¢ une carte
de V définie sur Pouvert U de V tel que ¥, U, ¢(U) = O, E Pespace vectoriel
contenant O comme ouvert. Posons ¢! = u, & = P(%0)- Alors, d’apres 4.2.6,
u'(£,) définit une bijection de Ty (O) sur T, (U)- D’autre part, d’aprés 4.1.5,
T (O) est isomorphe a E et, par suite, est un espace vectoriel, Comme
T, (U) = u' (&) (TEO(O))= on obtient en utilisant la remarque faite au début de
la démonstration, que T (U) est un espace vectoriel. En appliquant une seconde
fois cette méme remarque, On obtient, puisque lon a, d’apres 4.3.1,
T, (V) = i' (%) (T4, (U)), que T, (V) est un espace vectoriel, Alors u'(£g), &' (*0o)
sont des applications quasi-linéaires définies sur des espaces vectoriels, donc des
applications linéaires (cf. 4.2.4); comme ce sont déja des bijections, ce sont des

jsomorphismes; d’ou dim T%(V) = dim E = n. C.Q.F.D.

4.3.4 COROLLAIRE. — Soient V, I deux variétés de classe Gy, he C,(V, V) , ¥p€V,
3o = h(xg); alors K (%) € £(Tg, (V)5 T, (V).

PREUVE. — ' (x,) est une application quasi-linéaire définie sur un espace vectoriel,
donc est linéaire. C.Q .F.D.
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4.4 NOTATIONS ET CALCULS PRATIQUES

L’existence et les propriétés de ’espace tangent ayant été établies dans le para-
graphe précédent, nous nous proposons maintenant d’en faciliter le maniement.

Conventions d’identification

Si Q est un ouvert d’une variété V de classe C! et x,e (), nous identifierons le
plus souvent

4.4.1 T, (Q) avec Ty (V)

(cf. 4.3.1).
Si O est un ouvert d’un espace vectoriel E et si x,e O, nous identifierons
le plus souvent

4.4.2 T2, (0) avec E,

(cf. 4.1.5).
Ces conventions faites, on a le principe de localisation suivant pour le calcul
de 'application dérivée.

4.4.3 PROPOSITION. — Soient V et ¥ deux variétés de classe C1, soit Q un ouvert de V,
he CL(V, V), notant par hy la restriction de h & Q, alors pour tout x, e on a, en identi-
Siant, T, () T, (V) :

hi(xq) = & (%,).
PreuvE. — Comme ky == ho i

hi(xg) = k' (x9) o i'(x,)
d’ou le résultat.

Expression de-Uopérateur <,

Soit V une variété de classe C1, I un intervalle ouvert de R, ¢ e C¥(I; V). Alors
’(t,) est une application linéaire de T, (I) (c’est-a-dire R d’aprés 4.4.2) dans
Typ(V)-

Nous appellerons vecteur vitesse de Y au point ¢, le vecteur {'(fy).1 (o 1 est le
vecteur de base canonique de R).

Alors le vecteur vitesse est un vecteur tangent & V au point §(f,), c’est-a-dire

V' (t0) - 1 € Typ(V)-
4.4.4 ProOPOSITION. — Sotent V une variété de classe G1, x,e V; alors on a :
Tay($) = (0). 1 pour tout pecs (V).
PREUVE. — En effet on a d’aprés la définiton de {’(0)
¢'(0). 1 = H*(Dy)
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ou d’aprés 4.1.5 D, est de la forme linéaire définie sur J,(I) par la formule

_do
D,6 = 2(0)
Soit fe b, (V), alors on a

S 41(0). 10 =, W*(Dy)> = (4* f, Dy
= {fed, Dp.

Or cette derniére expression n’est rien d’autre que la définition de Papplication
dérivée.
4.4.5 Donnée pratique d’un vecteur fangent

Par définition T, (V) est constitué par les 7, () lorsque ¢ &€ (V); il sera dans

la suite plus commode utilisant 4.4.4 de considérer T, (V) comme étant constitué par
les vecteurs

$'(0).1 ol Ye G‘]{’O(V)' -

Par exemple un vecteur tangent zoe'T’, (V) pourra étre donné en pratique par
le choix d’un chemin ¢, & €% (V) tel que

$o(0) .1 = 24
4.4.6 Exemple de calcul pratique de ’application dérivée

Soient V, V deux variétés de classe C1, heCl(V, V), x0eV, 3o = h(%,). Soit
zeT, (V), nous voulons calculer

h'(x9).2 =2
Utilisant 4.4.5 choisissons ¢ €} (V) tel que
¢'(0).1 =2
Posons .
b=hod
Alors on aura
2=14/(0).1

En effet le théoréme des fonctions composées donne

N

$'(0) = A'(xo) o $7(0)

d’oli en appliquant le vecteur 1 de R aux deux membres

$7(0).1 = &'(x0) . (¢'(0).1)
= k(%) .2

ce qui est le résultat cherché.
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4.4.7 Coincidence avec la théorie élémentaire

Prenons pour V et V deux ouverts de deux espaces vectoriels E et E. Etant donnée

une application % de V dans V, nous avons deux notions possibles pour ’applica~
tion dérivée en x,: celle développée dans ce paragraphe, soit A’ (xg), et celle
utilisée dans 2.1, soit A’(x,). Alors, & I'aide des identifications 4.42, on a
K (xo) = I'(xy).

Remarquons d’abord que si becz (V), alors les vecteurs vitesses calculés
au sens des paragraphes 4.2 et 2.1, soient ¢'(0).1 et §'(0).1 coincident.

En effet, soit zeE, bz (V) tels que

Y(0).1 ==z
Alors on a, d’aprés 4.4.6 :

Hlag)z=4{(0).1 o ¢y =hod.

P’autre part, utilisons le théoréme des fonctions composées 2.1.2, On a :
34(0) = F(x) o §(0),
$1(0).1 = ' (xy) . 2,

k(%) .2 = I (x,)z.

d’ou

¢’est-a-dire

Lecture dans une carte de Pespace tangent

4.4.8 ProposITION. — Soient V une variété de classe C1, ¢ une carte de V, x, un point
du domaine de définition U de la carte o, i Uinjection de U dans V, E Pespace vectoriel
A pvainds do Ta nmado oo Alave ol fan \ oz rpmp b X7\ T

o - wdals .r Ak i et TTT _ -
s FEULISE UTE ULJECLION ENLTE L VY ) €l L.
Fvbe b Lie COTL0 Qo LALOTS @ (A ) ¥ 7} wok )
PrREUVE, — 4.4.1 et 4.2.6.

4.4.9 Lecture de Papplication dérivée dans deux cartes

Soient V et V deux variétés de classe G, ke CHV; V) xyeV, 3, = A(x,), o, et
5 deux cartes de V et V définies au voisinage de x, et y,. Considérons I'applica-
tion lue

h&,rx = c'{f;&oho cpal

soit £y = ¢, (x,). On appellera
kg, «(&o)

Papplication dérivée A'(x;) lue dans le couple de cartes o,, &z Utilisant le
théoréme des fonctions composées, on a :

by, (80} = Bl Do) o ' (%0) o (pa(%o))
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5 Equivalence locale d’applications. Théoréme du rang constant

5.1 PROBLEME DE L’EQUIVALENCE

La notion de difféomorphisme a le role que joue, en géométrie élémentaire,
celle de déplacement. En géométrie élémentaire, deux figures superposables par
un déplacement sont considérées comme équivalentes ou égales; un probléme
naturel est alors de reconnaitre, pour un type de figure donné, les invariants qui
permettent de déterminer si deux figures de ce type sont égales.

5.1.1 Equivalence de deux applications

DErFINITION, — Soient V, v, Vg, V,, quatre variétés de classe C¥, he Cr(V, V),
hyeCE(Vy, V). Alors, h et k; seront dites Cr-éguivalentes, s'il existe un Ck-difféo-
morphismes ¢ de V sur V; et un Cr-difféomorphisme § de V sur V, tels que :

. ~

h1=$0hocp"1,

ou encore
vV b
¢ l l $
| Y
Vl — vl
Equivalence locale
DEFINITION. — Les notations de la définition précédente subsistent. Soient deux

points xeeV, x;€Vy. On ‘dira alors que % et hy sont localement équivalentes au
voisinage des points xq et xq, si, notant yo = h(xy), y1 = hy(#1) on peut trouver des
voisinages ouverts de Xq, X1, Yo, Y15 soient V', V!, V', Vi, tels que A(V’) eV,
hy(V)) e Vi, et que les restrictions % e C¥(V'; V') et hyeCHV{; V!) soient
Cr-équivalentes.

Le composé de difféomorphismes étant encore un difféomorphisme, I’équi-

valence (resp. I'équivalence locale) est transitive, symétrique, réflexive et constitue
ainsi une relation d’équivalence.

5.1.2 Exemple. Soient ke C¥(V, V), #0€V, yo = h(%y); alors si g4, g sont deux
cartes de V et V définies sur des voisinages de x4 et Yy, ’application lue Ay , est
localement équivalente & A en xg, Yo

\

5.1.3 CoROLLAIRE. — Conservons les notations de ci-dessus. On  peut trouver une
application hy d’un ouvert d’un espace vectoriel dans un ouvert d’espace vectoriel tel que h
ot hy sotent localement équivalentes. En effet, il suffit de prendre pour %, ’application

h&’ o
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5.1.4 COROLLAIRE. — Pour déterminer les classes d’équivalence locale d’applications

d’une variété NV de dimension n dans une variéé ' de dimension p, il suffira de déterminer
les classes d’équivalence locale d’applications de la boule unité de R* dans la boule unité de
R?, En effet, on utilise 5.1.3 et la transitivité de la relation d’équivalence locale.

5.1.5 Difféomorphismes locaux

Reprenons la terminologie utilisée en 2.3,

DErmviTioN. — Soient V et ¥V deux variétés de classe CF, ke C¥(V, V), x,eV
nous dirons que & est un C&-difféomorphisme local au voisinage de x, s’il existe V'
et V', voisinages ouverts de x, et de y, = A(x,) tels que la restriction de & & V'
définisse un difféomorphisme de V' sur V'.

On peut caractériser les difféomorphismes locaux comme étant les applica-
tions localement équivalentes a l’application identique.

Ceci étant, 5.1.4 permet immédiatement d’étendre le théoréme d’inversion
énoncé en 2.3 : |

5.1.6 THEOREME D'INVERSION. — Sotent V, V deux varidiés de classe CE, (k > 1),

r . XYy . . R S LI S S S RY: . P ; .y
heC¥V; V) et xqeV; alors une condition nécessaire et suffisante pour que h soit un

Ck-difféomorphisme local au voisinage de x, est que ' (xy) soit un isomorphisme.

5.2 RANG D’UNE APPLICATION

5.2.1 DgrNiTIoN, — Soient V et V deux variétés de classe C1, he C1(V, V),
x9e V. On appellera rang de & en x,, et 'on notera p,(x,), le rang de I’application
linéaire A'(x,).

On a évidemment, d’aprés 4.3.3 ;

ou(¥o) < min (dim V, dim ¥).

5.2.2 PROPOSITION. — Soient h et hy deux applications localement équivalentes aux points
Xg, %1. Notons ¢ un difffomorphisme local amenant un voisinage ouvert V' de x, sur un
voisinage ouvert Vi de x1 et permettant de réaliser Iéquivalence de b et hy. Alors on a :

pr(%) = Phl(‘P(x)) pour tout xeV'.
PrREUVE. — Avec les notations de 5.1.1, on a sur V{ :
h1‘= Gohool;

d’olt en utilisant le théoréme des fonctions composées hy = §' o &' o (=1},
Comme ¢~ et § sont des difféomorphismes, §’ et (¢~1)’ sont des isomorphismes
d’espaces vectoriels (cf. 4.2.6); en composant a droite et & gauche A’ par des
isomorphismes on ne change pas son rang. C.Q .F.D.
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5.2.3 Semi-continuite du rang
PrOPOSITION. — Soient V et V deux variétés de classe C, he C1(V, V). alors
O, = {xeVl|p,(x) = ¢} est une partie ouverte de V.

PREUVE. — En effet soit x,e O, @,, §5 deux cartes définies au voisinage de #x,
et ¥o = h(x,). Alors sur un voisinage de x,, en notant par kg, I'application £
lue dans ces cartes, on a d’apres 5.2.2

Pry o © P = Pr

Q= {Ph;’a(‘i) > q}

est une partie ouverte de E,. Ceci entrainera que ¢31(Q) est un voisinage de x,
contenu dans O, donc que O, est ouvert.

En effet, soit £, (. Choisissons une base dans les espaces vectoriels de
départ et d’arrivée de hz ,. Notons par J(&) la matrice jacobienne défipissant
Ry o(x) dans ces bases. Puisque le rang de A3 ,(&,) est supérieur & g on peut trouver
une matrice carrée extraite de J(&,), soit )M, d’ordre supérieur a ¢ tel que

dét on # 0.

Montrons que

Notons par (&) la matrice carrée extraite de J(&) et correspondant au méme

choix des lignes et des colonnes que Ot dans J(£,). Posons :
d(&) = dét on (&)

Alors d(£,) # 0; d’autre part d est une fonction continue de £; donc on peut
trouver un voisinage de &; sur lequel d(£) # 0, ce qui démontre que Q est ouvert.

5.2.4 Application de rang maximum en un point

Soient V et V deux variétés de classe C1, fe CL(V; V). Soient 7 = dim V,
p = dim V. On dit que le rang de f est maximum en %, si :

pf(xo) = max pr(x) < inf (n, p)

PropOSITION. — 8% le rang de f est maximum en x o il est constant dans un voisinage de x,,
PreUVE. — Posons ry, = 1;163,‘3; p (%),

{#les(x) > 1o} = O,

Alors O, est ouvert d’apres 5.2.3. De plus, x,= O, . Donc il existe un voisinage
U(x,) < O"o' D’autre part comme le rang en x ne peut éive supérieur & ryon a

Oro = {lef(x) = 1o}
ce qui démontre 5.2.4. o
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5.2.5 COROLLAIRE. — Les notations étant celles de 5.2.4, soit ry = max p,(x); alors
rev

il existe vy + 1 parties ouvertes de V, sotent Qm’ Qfo“ 1« vs p, Qg telles que
prx) = ¢ st xell,
U Q, est dense dans V.
q

’rReuvE. — Posons :

Qg = intérieur de {x[pf(x) = ¢}

Soit xye V. Posons r; = lim sup p,(x). Alors il existe un voisinage ouvert U(x,)
>

lel que pp(x) < ry pour tout x € U(xy). Appliquons 5.2.4.
A = {xeU(x)|ps(x) == r1} est un ouvert. Par suite AcQ, . Comme évi-
demment x,e A, on a démontré que la réunion des Q, est dense dans V.,

C.Q.F.D.

5.3 APPLICATIONS LOCALEMENT EQUIVALENTES A UNE APPLICATION LINEAIRE

: i
Ces applications sont caractérisées par le théoréme :

'THEOREME DU RANG CONSTANT. — Sowent 'V, V deux variétés de classe Ck, xpeV,

JeCx(V, ). Alors une condition nécessaire et suffisante pour que f soit localement C-
équivalente au voisinage de x o a une application linéaire est que :

5.3.1 pp(x)}  soit constant sur un voisinage de  x,.

PrEUVE. — La nécessité est immédiate: si on aune applicationlinéaire Ce £(E; F),
alors ’application f, (&) = C£ a pour application dérivée C. Par suite (&) = cons-
tante et en particulier p (€) = constante. Comme le rang est conservé par I’équi-
valence locale (cf. 5.2.2) on obtient 5.3.1. Pour démontrer la suffisance, on peut
se ramener, en utilisant 5.1.3 et 5.2.2, au cas ot V est un ouvert O d’un espace

vectoriel E et ¥ un ouvert d’un espace vectoriel F. Posons y, = f(x).
Effectuant les translations x+—— x + x, y+—>9 -+ ¥, hous pouvons
nous ramener au cas ol x5 =0, yo = 0. Notons par A D’application linéaire
S (%)
Notons
n = dimE, m = dimF,
r = rang de f en x, = rang de A,

Soient E, le noyau de A, F, 'image de A, E, un sous-espace supplémentaire de E,
dans E, F, un sous-espace supplémentaire de F,; dans F.
Alors
E=E, 0K,
F=F, aF,
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D’autre part, ’hypothése 5.3.1 s’écrit
dimension Image (f’(x)) = constante sur un voisinage de zéro,

ce qui, avec le fait que :
F,nImage (f'(0)) =0

et les hypotheses Cl, entraine que :
5.3.2 F,n Image (f'(x)) =0 pour x voisin de zéro.

Construction des difféomorphismes réalisant I équivalence

Elle sera effectuée en deux temps. Nous allons d’abord construire un difféo-
morphisme local ¢ de O dans E, au voisinage de x,,.

Soit B la restriction de A 4 E;. Alors B définit un isomorphisme de E, sur F,,
Notons par pp_ la projection de F sur son facteur direct F;. Soit g l’apphcatmn
de O dans E définie par

5.3.3 . g(x) = (B~ o pp o f) (%) + pg,(*)

La formule 5.3.3 met en évidence les composantes de g(x) sur les deux facteurs
de la somme directe.
On a d’aprés le théoréme des fonctions composées

g =B Topp of + g,

/

o) est Fy on en déduit que pp o f'(x) = f"(,) et

>0/

: de (
de B on obtient
£'(xo) = px, + pp, = identité,

ainsi d’aprés 2.3.2, ¢ définit un difféomorphisme local de O au voisinage de .
Notons par g~! le difféomorphisme réciproque de la restriction de g & un voisi-
nage de x, assez petit. Posons :

S =fog™
Posons
x = g~1(x).
Alors on aura
x = g(x')

et en particulier en portant dans 5.3.3

pru,(®) = B Vo pg o f (#')
e, o F (%) = pp o f(¥) = Alx)

en tenant compte du fait que AB~ = identité sur F, et du fait que Ao pp = A.

Ceci entraine que
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D’ou

ce qui s’exprime également en écrivant
5.3.4 Fx) = kx) +Ax), ob  k(x)eFs
D’autre part f satisfait 5.3.2. Soit ke E,. Calculons

F1(#) by = Alke) + K (#) a3
comme A(E,) = 0, #'(x) .E,cFy; d'aprés 5.3.4, on déduit de 5.3.2 que
5.3.5 k'(x)(Ey) =0,

c’est-a-dire que, écrivant x & E sous la forme-x = (x,, x,) et k(x) comme fonction
des deux variables (x;, %,), 5.3.5 entraine que :

5.3.6 k(xy, %5) ne dépend pas de la variable  %,.
Posant k(x;, 0) = (%), on écrira ainsi

k — l o pE
. . 1
D’autre part, la relation

A, \ ~ry. .
Fi(xg) =f(x) = A
entraine que

k' (%) =0
ou encore
5.3.7 U(xy) = 0.
Construction du second difféomorphisme
Posons
5.3.8 R(y) =y + Lo B~to pp ()

On a d’apres 5.3.7 |
k'(pe) = identité.

Ajnsi & définit un difféomorphisme local au voisinage de y,. Soit

F=n1of
Posons

y = k)
Alors utilisant 5.3.4 on a le systéme
5.3.9 ¥ = Ax 4 1o pg (%)

5.3.10 ¥ =y -+ loB o pg ()
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Appliquons 2 5.3.10 pp on obtient compte tenu du fait que l(x)eF,
e (9" = pe, ()

e (0) = AlX)
d’ot1 en faisant la différence de 5.3.10et 5.3.90on a
= A() - Lo p (x) — Lo B0 AG).

Or d’apres 5.3.9

Or comme
B-10 A(x) = pr,(¥)
on obtient
y = A)
L’application fA n’est rien autre que I'application linéaire # — Ax ce qui démontre
le théoreme. -

5.4 TMMERSIONS. PLONGEMENTS

5.4.1 Applications réguliéres

DErFINITION. — Soient V, W deux variétés de classe C! telle que dimV < dimW
on dit que fe G(V; W) est réguliére en x, si le rang de fen x, est égal a la dimen-
sion de V.

Clomme le rang de f est au plus égal 3 dimV on obtient utilisant la semi-
continuité du rang (cf. 5.2.4) que : ‘

Pensemble des points ou f est réguliére est un ouvert de V.

On dit que f est réguliére si f est réguliere en tout point de V.
On a:

5.4.9 ProposrTioN. — Soit f une application régulitre en Xo, alors on peut trouver un
voisinage U de xq tel que la restriction de f @ U soit injective.

PrEUVE. — Le rang de f est constant dans un voisinage de x,. D’apres le théoréme
du rang constant on peut lire f au voisinage de ¥, suivant une application linéaire

dont le rang est égal & la dimension de Pespace vectoriel de départ. Une telle
application linéaire étant injective 5.4.2 est démontré.

5.4.3 Immersions

DErnTTION. — Soient V et W deux variétés de classe C! telles que dimV < dimV.
Soit fe CL(V; W) nous dirons que £ est une immersion de V dans W si f est injective
et régulicre. .
La notion d’immersion n’est pas assez précise, Vimage f(V) peut éire assez
pathologique. ) - :
Nous allons introduire une classe plus restrictive d’application.

v
i
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5.4.4 Plongements

DErmnrTIOoN. — Soient V, W deux variétés de classe CI, dimV < dimW. On
appelle plongement de V dans W une application fe C1(V; W) qui soit une immer-
sion et qui de plus réalise un homéomorphisme entre V et f(V), f(V) étant muni
de la topologie induite par celle de W.

5.4.5 Applications propres

On rappelle qu’en topologie générale, on a appelé propre une application telle
que 'image réciproque de toute partie compacte est compacte.
On a alors :

PROPOSITION. — Soit f une immersion qui soit de plus une application propre. Alors f est
un plongement.

PREUVE. — Montrons que I’image f(O) d’un ouvert O est ouverte. Soit yoef(O)
Soit K un voisinage compact de p,. Posons S = f~}(K). Alors, f étant propre,
S est une partie compacte de V. Notons f; la restriction de fa S Alors f; est une
application ihjective continue d’'un compact S dans Pespace séparé K. D’aprés un
résultat classique de Topologie générale, f; est un homéomorphisme. Par suite
F(OnS) est ouvert dans K; ainsi il existe un ouvert Q de W tel que
QO nK = (0O n8). Par suite Q n Kcf(O). Comme QnK est un voisinage de y,
dans f(V), on obtient que y, appartient & 'intérieur de f(O).

5.4.6 Soit f une application régulidre en %, alors on peut trouver un voisinage U de x, tel
que la restriction de f a U soit un plongement.

PreUvE. — Appliquons 5.4.2 et déterminons un voisinage U, de x, tel que la

restriction de f 4 Uy soit injective. Soit U un voisinage ouvert de x, dont ladhé-

rence U est contenue dans U, et compacte. Alors la restriction de f & U est
injective, continue, donc est bicontinue comme en 3.4.5.

6 Sous-variétés

La notion d’équivalence locale étudiée en 5.1 pour les applications peut €tre
développée de fagon évidente pour les parties d’une variété. Alors, la notion de
sous-variété correspond & celle de partie localement équivalente au voisinage de
chacun de ses points & un sous-espace vectoriel. Plus précisément on a :

6.1 DErINITION

Soit V une variété de classe Ck. Une partie H de V est une sous-variété de classe
C* et de dimension $ de V, si pour tout ¥, on peut trouver une carte ¢ de
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classe C¥ d’un voisinage U de #,, telle que
6.1.1 e(UnH) = Fne(U)

ou F est un sous-espace vectoriel de dimension p de ’espace vectoriel d’arrivée E
de la carte 9. On appellera une carte telle que 6.1.1 soit satisfaite une carte
adaptée & la sous-variété H au voisinage du point x,,.

Naivement on peut dire qu’une carte ¢ est adaptée a H lorsque H lue
dans cette carte apparait essentiellement comme un sous-espace vectoriel. Une sous-
variété H de V est une partie de V telle qu’au voisinage de chacun de ses points
on puisse trouver une carte adaptée.

6.1.2 Exemple. St H est une partie ouverte de V, alors H est une sous-variété de V, de
méme dimension que V.
En effet on pourra réaliser alors 6.1.2 avec F = E, .

6.1.3 Structure de variédté induite

ProposiTiON. — Soit V une variété de classe C¥, (k = 1) H une sous-variété de V de
classe C¥, alors H peut étre muni d’une structure de variété canonique.

PREUVE. — Soit 7 la dimension de E, ¢ celle de H. Nous appellerons carte numé-

e i XT o dowat A TT o AL 1t N Vo A TT A
I'qu.C Sur v aaapaee a 11 uIll Ulllcoiil IPIJ.lbI 10 UC Clddsse W™ U UL OUvert U uae v

dans R" tel que

-1

o(UnH) = ®(U) nRP

ot R? est identifié 4 la partie de R* dont toutes les coordonnées de rang supérieur
a p sont nulles.

Ceci étant nous construisons un atlas &y canonique sur H en considérant
Pensemble @y i de toutes les cartes numériques sur V adaptées & H et en associant
a chaque carte ¢ € Ay y sa restriction  a U n H.

Alors I'image de § est la partie ouverte de R? constituée par o(U) nRP,
Comme au voisinage de chaque point de H on peut trouver une carte adaptée,
il en résulte que les domaines de définition des cartes de ’atlas &g constituent un
recouvrement de H.

Soit maintenant §,, $, € @y. Alors 'application de changement de carte

S10=81087"
est la restriction & RPn @,(U,) de P'application
J1,2= @10 97

cette derniére application est la composition de deux applications de classe C¥,
donc est de classe C*. Par suite il en sera de méme de la restriction £ ,.
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On a ainsi montré que &y est un atlas de classe C¥ de H. La topologie qu’il
définit sur H est séparée comme coincidant avec la topologie induite par V sur H.

L’atlas @&y définit ainsi sur H une structure de variété de classe Ckr,

PROPOSITION. — Sotent V, V deux variétés de classe C¥, H, H deux sous-variétés de V
et V, feCr(V; V) tel que f(H) c H. Soit f, Papplication de H dans H déduite de f.
Alors f, e Cx(H; H).

PREUVE. — La vérification est immédiate en utilisant les atlas @y et &s.

-

6.2 SOUS-VARIETES ET PLONGEMENTS

THEOREME. — Soit 'V une variété de dimension n, de classe C¥, (k > 1), H une sous-
variété de dimension p, de classe C¥. Munissons H de sa structure de varidié induite; in-
Jection canonique

6.2.1 i:H-»V
s¢ C% de H dans V.

hloncement de ¢
plongement de clas

6.2.9 Inversement soit W une variéié de classe C¥, h un plongement de W dans V, alors
Pimage de W, Hy = h(W), est une sous-variété de classe C¥ de V.

6.2.3 Munissons H, de sa structure de variété induite, alors il existe un difféomorphisme
canonique g de W sur T, tel que, notant par iy Pinjection canonique de H; dans V, on ail :

h=1i,0g

PrREUVE. — La démonstration de 6.2.1 est assez triviale; il suffit de constater que
i est une application réguliére de classe Ck. Pour cela lisons ¢ dans une carte §, = @y
et la carte @, e@ correspondante. D’aprés 5.2.2, le rang de I’application lue
est égal au rang de Papplication i. Or I'application lue n’est autre que Pinjection
canonique de R? dans R7; donc ¢ est de rang p et, d’aprés 3.3.10, ¢ est de classe C¥,
Ainsi 6.2.1 est établi.

' La démonstration de 6.2.2 est plus intéressante. Soit y, € H;. Considérons
%o = K71 D0)-

L’application £ étant de rang maximum en tout point xe W, d’aprés le
théoreme de rang constant 6.5.3 on peut trouver des cartes ¢ sur V et ¢ sur W
définies sur deux voisinages U( y,) et U(x,), telles que I'application % lue dans
ce couple de cartes soit la restriction d’une application linéaire A. Comme £
est un homéomorphisme, on peut trouver un voisinage ouvert de y, dans V, soit

U(y,), contenu dans U(y,), tel que Ux,) = E1(U( y,)) soit contenu dans
Uf(xg).
Montrons que la restriction § de ¢ a U(x,) est une carte adaptée pour H,.
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En effet, on a

>
Py
=2
<.
~—
N
-
Panl
(o
N
=2
2.
S—

R(W) n T (0) = A
d’ol
$(H;n U (o)

!

I
— >
—_—
=
—
-
0
2.
—

ou Q = ¢(ﬁ(x0)) est un ouvert de Pespace vectoriel d’arrivée de ¢, soit E.
On sait que I'application lue § o ko 1 n’est rien d’autre que la restriction
d’une application linéaire. D’olt

6(H,n U(pg) = AQ)

L’hypothése sur le rang de 4 se traduit sur A par le fait que le rang de A est égal
A p. Par suite

P’image de A est un sous-espace I de dimension p de E
et

SFA

o>
—
[ T
L
|

ce qui montre que ¢ est une carte adaptée pour H, au voisinage de ).

Reste 4 démontrer la dernitre partie 6.2.3 du théoréme. Remarquons
d’abord que Papplication g est du point de vue ensembliste définie de fagon
unique par la formule 6.2.3.

Reste & montrer que g est un difféomorphisme. Soit tinl ’atlas canonique
introduit sur H, en 6.1.3, @ un atlasde W, soit § e Qy ; § est la restriction a H,

d’une carte adaptée ¢ €y y. Soit 2 application g lue dans le couple de cartes

@, Pt )
F=¢ogodh

De méme soit # = Papplication & lue dans le couple ¢, ¢,
?L = Qo geo ¢-1.

Par hypothese, 7 est de classe CE.
Notons par  Pinjection canonique de R? dans R”* on a

CPlﬁan =uop
d’ol
?l A
— u o gn L
. - [T . . sy MY
On passe ainsi de / a # en restreignant P'espace vectoriel d’arrivée & un de ses

sous-espaces vectoriels : ainsi £ est de classe CF puisque h est de classe CF et le
théoréme est démontré. ’
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Applications

6.2.4 Espace tangent & une sous-variété

Soit V une variété de classe Ct, H une sous-variété de V, soit x,eH, alors 2
existe une identification canonique de

T, (H) & un sous-espace de Ta, (V)

Iin effet considérons Linjection ¢ de H dans V. D’apres 6.2.1 ’injection ¢ est une

application régulire, c’est-a-dire que 1'(x,) est une application linéaire injective.

(lomme i'(x,) envoie T, (H) dans T, (V), elle réalise I’identification canonique
herchée ’ ’

cherchée.

6.2.5 Exemple. Soit O un ouvert d’un espace vectoriel E, Soit F un sous-espace
vectoriel de B. Posons H = Fn O. Alors H est une sous-variété de O. En effet
I'application canonique de O dans E réalise trivialement une carte adaptée de H.
De plus on a

T, (0) = E
cl

T, (H) = F.

Transformation par diffbomorphisme de Uespace tangent & une sous-variéld

(.9.6 PROPOSITION. — Soient V et V deux variétés, H une sous-variété de 'V, f un difféo-
morphisme de V sur V. Notons par H Pimage de f. Alors ¥ est une sous-variété de V.
Identifiant T, (H) et T:zo(I:I) & des sous-espaces de Ty (V) et T%(Tf), on a

S (#0) (ng(H)) = Tsﬁ,_,(ﬁ) ol o= f(%0).

PrEUVE. — En effet notons par i et 7 les injections canoniques de H dans Vet

de H dans V, par f; la restriction de fa H et & H. D’aprés 6.1.4, f; e C*(H, H).
I'n restreignant de méme le difféomorphisme réciproque de f on obtient que f;

est un difféomorphisme de H sur H. N
Alors f; réalise un difféomorphisme de H sur H. De plus on a

Tofy=fot
d’olr en appliquant le théoréme des fonctions composées
T (&) o fi(xo) =S (%0) 0 '(%0)
Comme I'application f{(x,) est un isomorphisme (d’aprés 4.2.6) on déduit de
cette relation que

Image de 7' (%,) = f'(xo) (Image de i'(xo)) ‘
C.Q.F.D.
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6.2.7 Représentation paramélrique d’une sous-variété

Soit V une variété de classe C¥(k > 1), H une sous-variété¢ de V. On appellera
représentation paramétrique de H la donnée d’un couple (W, #) constitué par une
varié¢té W et par un plongement # de W dans V tel que 2(W) = H.

Un exposé élémentaire de la théorie des surfaces se heurte a la difficulté
qu'une surface posséde une infinité de représentations paramétriques et qu’il
n’y a pas de raison d’en choisir une de préférence aux autres. Cette difficulté
s’évanouit dans le cadre de la théorie des variétés. En effet, dans celles-ci deux
variétés difféomorphes sont considérées comme équivalentes, et ’on a alors ’équi-
valence de deux représentations paramétriques quelconques. '

Si (W, h) et (W, &) sont deux représentations paramétriques de H, alors il existe un
difféomorphisme unique k de W sur W tel que

—

h="Fok
A 2
kT \%
W7
En effet d’apres 6.2.3 il existe deux difféomorphismes g et § de W sur H et A0
sur H tels que
h=1to0g
7 K ~
h=1io0g
En posant
k=g"toyg

on obtient le difffomorphisme réalisant ’équivalence des deux représentations
paramétriques.

6.3 THEOREME DU RANG CONSTANT ET SOUS-VARIETES

Une combinaison facile du théoréme du rang constant avec le concept de sous-
variété conduira au théoréme suivant.

TuborEME, — Sotent V, W deux variétés de classe C¥ (k > 1), de dimensions n et p,
S une application de classe C¥ de V dans W.
Supposons que sur V le rang de f est constant et égal a r.

6.3.1 Alors pour tout y,ef(V),

F~Y »o) est une sous-variété 2L de V de dimension n—r et en fout point xys H,

T, (H) = ker f'(x,).
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6.3.2 D’autre part pour tout xo&V on peut trouver un voisinage U de x, tel que
K = f(U) soit une sous-variété de W de dimension r
1in tout point y, €K on a Th(K) = Im f'(x,) avec %, €U et f(%;) = y1.

Remarques. a) Sile rang de f n’est pas constant sur V on considérera la restriction
/, de fa Youvert O de V ou le rang de f est maximum et on appliquera & frle
théoréme. '

b) La conclusion 6.3.1 est remarquable en ce qu’elle est une condition globale
alors que 6.3.2 n’est valable que si ’on prend U assez petit.

PREUVE DU THEOREME. — Posons H = f~1(,) et donnons nous ¢ & H. Alors,
(’aprés le théoréme du rang constant on peut trouver deux voisinages U (%),
U,(p,) et deux cartes ¢, ¢, de U et U, telles que flue dans ces deux cartes
apparaisse comme une application linéaire A.

D EMONSTRATION DE 6.3.1. — On a

o(H n U) = ker (A) n o(U).

(lomme A est linéaire son noyau ker (A} est un sous-espace vectoriel de dimension
n — r, on voit ainsi que la carte ¢, sera une carte adaptée @ H au voisinage de x¢;
ainsi au voisinage de tout point de H on peut trouver une carte adaptée; H est
une sous-variété de V.

Reste & étudier Iespace tangent a H. On a d’aprés 6.2.6

9’ (%) (Tmo(H)) = TEO(S) ou €0 = @(%o)

k ¢ ce dernier espace tangent n’est rien
('autre que ker (A). D’o

;1

9’ () (T, (H)) = ker (A).
Mais on a sur un voisinage de &,
A=ogyofoq

1Yol en appliquant le théoréme des fonctions composées et utilisant le fait que
o}(,) est injective (g, €tant un difféomorphisme)

ker (A) = ker (f'(xo) o (9'(%0)) ™)

o (#0) (T, (F)) = ker (f'(xo) © (9'(%0)) ™)
T, (H) = (¢’ (%)™ ker (f"(#a) © (¢'(%e))7)-

Un raisonnement élémentaire d’algébre linéaire montre que si u est une applica-

d’olr
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tion linéaire et A un isomorphisme de I’espace vectoriel de définition de 4 on a

Mker (u o 2)) = ker u
Ty (H) = ker (f7(x,))

d’olr
C.Q .F.D.

PREUVE DE 6.3.2. — Gardons les cartes ¢ et ¢, définies plus haut. Alors
¢1(S(U)) = Im (A) n ¢,(U,) = 8,.

Ainsi @, sera une carte dans U, adaptée pour K; K est ainsi une sous-variété
de U, c’est-a-dire de W. Soit y, eK. Posons %, = ¢;( ). Alors d’apres 6.2.6

on aura
Ty, (K) = (e1(01)) (T, (Sp)
et d’apres 6.2.5 on a : -
T, (S1) = Im(A)

T, (K) = [o{(2)]7 (Im(A)).
On a toujours sur un voisinage de £,
A = o ofo o1

Choisissons x, €U tel que f(x;) = »; (un tel choix en général sera possible
de bien des fagons) et dérivons cette relation en &, = ¢~1(x,) en appliquant le
théoréme des fonctions composées. On aura

A = cpi(})q) 4] f" x.) 0 (f _1)"(,.)

9]
i [V A § T =1

D’ou

Comme (oY) est surjective on en déduit que
Im(A) = ¢1(yy) (Imf(xy))
T, (K) = [91(00)]17" o 9i(31) (Im(f'(21)))
T, (K) = Im(f"(x,))

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

d’ou

c’est-a-dire

6.4 Sous-vARIETES DE R*

Une sous-variété H de dimension 2 de R® correspond 4 la notion élémentaire de
surface. L’espace tangent & H en un de ses points x, s’identifie, en vertu de 6.3.1
a un sous-espace vectoriel de dimension 2 de R3, on retrouve ainsi la notion fami-
liere de plan tangent & une surface. Par exemple considérons la fonction

S(0) = (1) + (a%)? + (#%)2

définie dans Pouvert O de R® constituée par le com lémentaire de ’origine.
P P g
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Alors on a pour tout zeR3
S (xg) b = xRt + x2h% L x3RP

'est-a-dire que f'(xy) # 0 pour tout x,e O, et par suite f'(x,) est de rang 1.
Ainsi le rang de f est constant sur O. Appliquons le théoréme 6.3, on obtient que
pour tout r > 0

%, = {x=Olf(x) = 1}

Y, est une sous-variété de dimension 2 de O. De plus d’aprés 6.3.1, le plan
langent & %_au point x, est le noyau de f'(x,), c’est-a-dire en langage élémentaire
« le plan tangent a la sphere est perpendiculaire au rayon vecteur ». Ce préam-
hule a simplement pour objet de replacer dans un cadre familier les résultats
antérieurs. Le premier résultat que nous aborderons sera de rechercher des
¢quations locales d’une sous-variété de R

liquations locales d’une sous-varidté de R»

Notons par ¢y, ..., ¢, la base canonique de R* A toute partie J de ensemble
dles n premiers entiers associons le sous-espace E; de R* engendré par les {¢, },e;-

Notons par J* le complémentaire de J dans {1, #n]; alors R* = E; @ Ej.
(0.4.1 ProrosiTioN. — Soit H une variéié de dimension p de R, x,eH. Alors on peut

trouver un voisinage U(x,) de x4 dans R®, une partie J de p éléments et une application g

de Q = U n By dans By, telle que
HnU(xy) = {x =2+ 2*|2eQ, 2% = g(2)}

PrREUVE. — On sait que T, (H) s’identifie 2 un sous-espace de dimension p
de R?. Choisissons une base a,, .. ., a,de T, (H). La matrice de leurs composantes
¢st une matrice & p colonnes et n lignes ¢t 1 < ¢ < n, I € r < p; cette matrice
cst de rang p. Par suite, on peut extraire de cette matrice un déterminant carac-
téristique d’ordre p non nul. Notons par J Pensemble des lignes utilis€é pour
construire le déterminant caractéristique. Considérons la projection py de R*

sur E;. Alors

6.4.2 La restriction de py a T, (F) est un isomorphisme de T (H) sur By

Munissons H de sa structure de variété induite et considérons l'injection
canonique
t:H->R"
ct posons

S=1pg ot

Alors f réalise un difféomorphisme local d’un voisinage U,(x,) de x, dans H
sur un ouvert Q de E;. En effet utilisant 5.1.6, il suffit de montrer que S (x,) est
inversible. Or ceci résulte de 6.4.2.
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Notons par f la restriction de f4 U, () et par k le difféomorphisme inverse
de f de Q sur U,(x,).
Alors on posera
. g = pEJ* ° i o k
et on obtient la proposition.

6.4.3 Forme explicite de I’équation d’une sous-variété
Nous gardons les notations de 6.4.1. En renumérotant les vecteurs de base nous
pouvons nous ramener au cas ot J est I’ensemble des p-premiers entiers. Alors g
sera donnée par (n— p) fonctions g; ... g,—, des p variables x* ... #7. On a
ainsi

HnU(xy) = {(x, ..., a)|xP+s = g (x%, ..., #*) ou s variedelan—p}

—~

On appellera
wpts = g (x1, ..., xP) 1 <s<n—p

les équations numériques de la variété H au voisinage de x,.

6.5 APPLICATION. THEORIE DES FONCTIONS INDEPENDANTES

Soit V une variété de classe C1, £y, ..., f, un systtme de m fonctions de classe C?
définies sur V. _

Nous nous posons le probléme de chercher toutes les relations existant entre ces
fonctions (par exemple f; = f3 -+ f3 + f, = /s etc...)

Nous associons aux fonctions f; une application F de V dans R™ définie en
associant 4 tout xe 'V le point F(x) = (fi(x) ... fu(x)). Alors F est de classe G™.

Nous appellerons rang du systéme de fonctions fy, ..., f,, en un point de V
le rang de ’application F en ce point.

On a alors
TubioREME. — Les notations étant celles ci-dessus, supposons que le rang de fy, ..., fn
soit constant et égal & q sur un voisinage U(x,), alors on peut trouver un voisinage U, (%),
un nowveau numérotage des f., et m — q applications d’ouverts de R? dans R, @, ... @,_,,

telles que I’on ait

6501 fruul®) = Oufs(®)s - s f(1), 1 <5 <m—gq xeUs(xy)

(Ceci signifie P’existence de m — ¢ relations entre les fi, et les f;; 1 < < ¢.)

-~

6.5.2 Lapplication ¥ : V — RY définie par F(x) = (fi(x) ... f(x)), a pour image
une partie ouverte de R2, (Ceci signifie qu’il rexiste pas de relations entre les
Jis - Sg)-

PreuvE. — Comme le rang de F est constant on peut d’aprés 6.3.2 trouver un
voisinage U,(x,) tel que F(U(x,)) =H soit une sous-variété de dimension ¢
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(e R, Appliquons 6.4.3, on peut trouver @, ... @, tel que H soit défini par le
nysiéme de n — ¢ équations numériques

Bt = DB, ..., E) 1 Ss<m—¢

(o1 £ = (E1 ... Em) est le point générique de Rm)

Comme ieH signifie que & = (f1(#) ... fa(x)), xeU(x) on a ainsi
démontré 6.5.1.

En dérivant la relation 6.5.1 on exprime les g1 (x) & Paide de combinaison
linaire des f,(x) ot 1 € k < ¢. Par suite hypothése que le rang de I est égal
A\ ¢ entraine que

{f'.(x) Y=, sont linéairement indépendantes.

(leci se traduit dans le fait que Papplication F est de rang ¢.

Utilisant 6.3.2 on obtient que pour Uj;(x,) assez petit F(Ul(xo)) est une
ous-variété de dimension ¢ de RY, c’est-a-dire un ouvert de RY, et ainsi 6.5.2 est
démontré,

by

TR ng T « F R G 21 ».»:n-l-g s1ma palatian |
L0 flemargie. SUPPOSONSs (U 1l CALLL WL 1uiatiioid

D(f1s «+ o Jm) =0

alors en dérivant cette identité on aura

S22 pi) =0
=, o
( 'est-a-dire que si les 20 ne sont pas tous nuls les f1(x) sont linéairement dépen-
‘ q Ve p t p

dunts. Ainsi Pabaissement du rang de (fi, .. -».fp) est une condition nécessaire
¢l sulfisante de Pexistence de relations entre les f3, . . ., /o

7 Fibré tangent

7.1 LE FIBRE TANGENT DU POINT DE VUE ALGEBRIQUE

Nolations. Soit V une variété de dimension n et de classe Gt (*), considérons
I'ensemble de fous les vecteurs tangents & V. Nous noterons par T(V) cet ensemble.
On peut écrire T(V) comme Pensemble somme des ensembles T (V)

T(V) = 3 TV)

xEV

(*) Toutes les conclusions de ce paragraphe seront bien entendues valables pour
tles variétés de classe C%, avec k = 1.
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Par un abus de langage commode nous identifierons chaque T,(V) a4 une partie
de T(V). Alors on a

T,WVnT,(V)=¢ si x#x

les T,(V) forment ainsi une partition de T(V). On associe 4 cette partition une
application
p:T(V) >V,

qui a chaque z,eT(V) associe I'élément x, unique tel que zoe T, (V).

Le point p(2) n’est rien d’autre que « le point de V ol z est tangent ».

On appellera T(V) le fibré tangent 4 V, on appellera V la base du fibré; p sera
appelé la projection du fibré sur sa base.

La projection est une application surjective. On appelle p~(x,) la fibre au~
dessus de xo. Toutes les fibres sont des espaces vectoriels de méme dimension.

7.1.2 Exemple : Soit O un ouvert d’un espace vectoriel E; alors T(O) = O x E.
En effet, d’aprés 4.1.5, T,(O) = E; dott X T,(O)= X E=0 x E. La

€O zE0
projection p de T(O) sur O est simplement la projection sur le premier facteur du

produit cartésien.

7.1.3 Fonction dérivée

Soient V, V deux variétés de classe G, fe CY(V, V). Alors finduit une applica-

tion naturelle du fibré tangent de V sur le fibré tangent de V, de la maniére
suivante : on pose

DiriNnmmion, — Lapplication z— 7.2 de T(V) dans T(V) sera appelée
JSonction dérivée de f et sera notée par f'.

7.1.4 Morphismes d’espaces fibrés

Les ‘notations étant celles du paragraphe précédent, désignons par p et p les projections de
T(V) et T(V) sur leur base. Alors le diagramme suivant est commutatif :

T(V) > T(¢)

? lﬁ

v L ¢

(Cest-a-dire que f o f' = fo p).
La restriction de f' & une fibre de 'T(V) est une application lindaire de cette fibre dans

la fibre correspondante de T(V).
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uruve, — On a f’(p(z))e&E(Tp(z)(V);Tf(p(z))(V)). Par suite

F1(0(2)) 2 & T 009 (V) 5
'est-d-dire p(f'(p(2)).2) = f(p(2)). C.Q.F.D.

1.1.5 Fonctorialité
Soient Vi, Vo, Vg trois variétés de classe Q1, fe C1(V,, V,), geCYV,, V,). Soit
I gof. Alors:

h! — gf Of,-

Puiuve. — Elle résulte immédiatement du théoréme des fonctions composées.
Fin effet si 2, T(Vy), on a .z, = " (p(2,)) .21, (par abus de langage, nous
notons par la méme lettre p les projections des fibrés T(V)), i = 1, 2, 3). D’aprés
le théoréme des fonctions composées (cf. 4.2.5) on a :

. B (p(zy)) = g'(x) o f'(p(2z)) ol xp=f(p(2));

()

S(#l21)) 21 =124
I’autre part, d’aprés 7.1.4, p(f'(p(20) - 21) = f(p(2y)) = x,; d’olr

g(xa) [ [l ] =& . (f.21)
¢'est-a-dire que :

Koy =g (f.2) C.Q.F.D.

Remarque. Si 7.1.5 n’est autre que le théoréme des fonctions composées, il est
tontefois beaucoup plus commode & écrire. En effet les points ot il était nécessaire
de calculer les applications dérivées dans 4.2.5 disparaissent dans la formulation en
lerme de fonctions dérivées donnée en 7.1.5.

7.1.6 COROLLAIRE. — Si f est un diffdomorphisme de V sur V, alors f' est une bijection
de T(V) sur T(¥).
PREUVE. — Soit £ le difféomorphisme réciproque de f. Alors, d’aprés 7.1.5 :

k' o f' = identité sur T(V)

S' ok = identité sur T(V)

7.1.7 Principe de localisation

Soient V' une variété de classe O, Q un owvert de V, i Pinjection canonique de Q dans V.
Notons par p la projection de T (V) sur V. Alors ¢’ définit une bijection de T(Q) sur p=1(Q).
3
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7.2 STRUCTURE DE VARIELETE SUR LE FIBRE TANGENT

Jusqu’a présent T(V) n’est qu'un ensemble abstrait; le théoréme suivant permet
de le munir d’une structure topologique.

7.2.1 TutorEME. — Soit V une variété de classe C¥, de dimension n. (k > 1) notons
par T(V) son fibré tangent, alors il existe une structure naturelle de variété de classe Ck—1
de dimension 2n sur T (V).

PrEUVE

7.2.2 Construction d’un atlas sur T(V)

Soit @ un atlas de classe C¥ sur V. Nous allons construire & partir de @ un atlas

& sur T(V). -
Soit ¢, €@, U, le domaine de définition de o,, et O, = o (U,). Posons

fjcx = p_l(Uot)

Alors les IJ.\IG constituent un recouvrement de T(V) et, d’aprés 7.1.7, nous identi-

STT \

P
fierons U, avec T(U,).
Nous allons définir une application

A2 TT o0y N
Yo * Yo LA\~ g/
par la formule
Y —_— !
8,(2) = ¢u.2

D’autre part, d’aprés 7.1.2, I'image O, de §, est O, = T(O,) = O, X E,
qui est bien un ouvert de 'espace vectoriel E, X E,. L’applicatiéon de change-
ment de carte est définie sur :

O, 8 = 8,(U,n Up) = 04 T(U,n Up) = Op,, 4 n E,
ainsi @ satisfait bien les axiomes d’un atlas 1.1.1 et 1.1.2.

7.2.3 & est un atlas de classe C¥
L’application de changement de carte s’écrit :

Fo o= bgo &3l
Utilisons 7.1.5
Pgo Pz’ = 95 (') = (pgo 9a') =14,

olt fi; , est application de changement de carte correspondante de @. Le fait que
S8 o est de classe CF—1 résultera du lemme :

7.2.4 LEMME. — Soient O ¢t O des ouverts de deux espaces vectoriels E ot B. Soit
feCxO, O) (k = 1). Alors f'eC¥1(O x E, O, X E,).
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PREUVE. — Soit (£, 3)eO X E et soit (£, 4) le point correspondant par f7,
c’est-a-dire 1 € = f(£), 4 =f'(£).n. La premitre de ces relations dépend de
classe C* de la variable &, par hypothése. Explicitons la seconde relation en
prenant les composantes de 7 et 4 dans des bases choisies dans E et B respective-
ment. Elle s’écrit alors :

i = 2 Qf 1(&)

YR

les coeflicients des »® dépendent ainsi de classe C*~! de la variable &, d’ol #
t(lépend de classe C¥~1 de I’ensemble des variables (£, 7). C.Q.F.D.

7.2.5 @ est un atlas séparé

Nous devons montrer que T(V), muni de la topologie définie par & est un espace
(opologique séparé. Remarquons d’abord que pour cette topologie, la projection p
est continue (il suffit, pour le vérifier, de lire p au voisinage de z,e T(V) dans
I couple de cartes §,, @,, ol ¢, est choisie de sorte que son domaine de définition
contienne zg). Soient alors 2y, 2, € T(V), 2y # 2,; ou bien p(2;) # p(z,); la topo-
logie sur V- étant séparée, soient Q,, Q, deux ouverts disjoints de V contenant
1y et zy. Alors p=1(Q,) et p~1(Q,) constitueront deux ouverts disjoints de T(V)
contenant z; et 2,. Dans le cas o2t p(z;) = p(z,) soit ¢, une carte de V dont le
t(lvmaine de définition contient p(z,;). Alors §,z; = ¥;. Soient A;, A, deux voisi-
nages ouverts disjoints de sy, {,. Alors $z1(A;) = A; sont deux ouverts (cf. 1.2.2)
clisjoints.

71.2.6 Structure de varidté sur T(V)

Nous avons, dans ce qui précéde, associé & un atlas @ de classe C¥ sur V un atlas &
de classe C¥-1, séparé, sur T'(V).

Montrons pour terminer que deux atlas C*-équivalents @ et @, sur V indui-
xent deux atlas @ et @, C¥~1 équivalents sur T(V). En effet @ et @, C¥k-équiva-
lents signifie que

A u @, estdeclasse C#,

Mais comme
(“X,Uﬂl = (&U(‘il '

' Ve ~ » * \ ~
il en résulte que @ est C¥~1 équivalent & @,.

Ainsi a la structure de variété de classe CF sur V est associée une structure
de variété de classe C¥—1! sur T(V).

7.2.7 PropostTiON. — Soit 'V une varidté de classe C¥(k > 1); alors la projection
canonique de 'T'(V) sur V est de classe Cv~1,
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PrREUVE, — Il suffit de lire p dans le couple de cartes &,, ¢,, ol ¢, parcourt un
atlas de V et d’appliquer 3.3.10.

7.2.8 ProrosiTion, — Soient V, V; deux variétés de classe C*¥(k > 1); st
FeC¥V, V), alors f' e C+—1(T(V), T(Vy)).

PREUVE. — Soient @, ¥'g deux cartes de V et V,; lisons /' dans le couple 9, “i"p :

‘%B of’ 0 (BEI = ’Fh of’ o ((I)El)’
et d’aprés 7.1.5,
— (\IJ'B OfO (I)El)f =fé,d
Appliquons le lemme 7.2.4; alors f[-}oc est de classe CF-1, ce qu1 démontre la
proposition.

7.3 DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR

-

7.3.1 DErniTION. — Solent V, W deux variétés de classe C¥ (£ > 2). Posons :
Vi=TV), W!=TW)

Alors la fonction dérivée f' de f, ol feC¥(V, W) appartient 2 Cr¥1(V1, W1),
Notons par @ cette application, Par. suite puisque & > 2, on peut définir la

fonetinn r‘ Ary
L™ R Ay §

I
tonctior ne @ at (T\ r‘n'ﬁn1+ 1IInma qnn]1r";|hn'n de

X
Ly LLLLILEIL ULE LSRR R LRI L

T(VY) — T(W?) ’

On appellera T(V1) = T(T(V)) le fibré bitangent 4 V. On définit la dérivée
seconde /" de f comme ’application du fibré bitangent & V dans le fibré bitangent
a W défini par @'.

Ensuite on remarque que

Fr TV - T(W1)
Par suite on dérive et on définit, si k£ > 3,
S" TV - T(W?)
ol1 V2 est le fibré bitangent a V.
D’une maniére générale on définit le fibré p-tangent & V par la formule de

récurrence;

VP = T(VY)
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7.3.2 Conditions de compatibilité
l.a suite des fonctions dérivées satisfait aux relations suivantes.

Remarquons qu’il existe une projection pgt VIVl puisque
Vi = T(V4-1). Soit fe C¥(V, W); on a alors le diagramme commutatif suivant :

ve 2 o1 Vi v

l FALY l flr-1) l fr l f
we Pl w1, Wi w

Chaque carré de ce diagramme n’est autre que le diagramme tracé en 7.1.4.

7.4 CHAMPS DE VECTEURS DE CLASSE CF

7.4.1 DEFINITION, — Soit V une variété de classe CL. Nous appellerons champ de
vecteurs sur 'V une correspondance qui a tout » de V associe un élément de T, (V).
Si A est un champ de vecteur on note par A, la valeur du champ en x, c’est-a-dire
'élément de T, (V) correspondant & «. ,

On convient de noter par I'T(V) I'ensemble des champs de vecteurs sur V.
Il est évident que I'T(V) est muni d’une structure d’espace vectoriel sur R. En

cffet si A et B sont deux champs de vecteur sur V on leur associe le champ C
défini par

C,=A,+ B, pour tout xeV,

7.4.2 Soit J(V) I'anneau des fonctions définies sur V, alors I'T(V) a unestructure

naturelle de
Jo(V)-module.

lin effet soit ge&(V), AeT'T(V), nous définissons gA e I'T(V) par la formule
(8A), = g(®) Ay

7.4.3 Champs de vecteurs et fibrés tangents
Soit V une variété de classe CF, soit Ae I'T(V). Alors A définit une application

51V = T(V)
cn effet pour tout x eV posons
' s(x) = A,
lividemment s vérifie
7.4.4 p o s = 1dentité sur V. 1

On appellera section de T(V) toute application satisfaisant 7.4.4. Inversement
toute section de T(V) définit un champ de vecteurs sur V.
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7.4.5 DEFINITION. — Soient V une variété de classe Ck et Ae I'T(V); on dira

que Aestde classe C! (O < I < k¥ — 1) si, notant par s la section de T(V) associée
aA ona:seC(V, T(V)).

Image directe d’un champ de vecteur par un difféomorphisme
7.4.6 DEFInITION. — Soient V, V deux variétés de classe CY, & un Cl-difféo-
morphisme de V sur V et s une section de T(V). Posons :
hys = §e IT(V)
ol

7.4.6 §F = hloso h—1

Evidemment %, est une application linéaire de I'T(V) dans I'T(V). Si nous
notons s comme un champ de vecteurs A, alors 7.4.6 s’écrit :

7.4.7 Ay = 1 (%) . Ay

Cette formule est moins ramassée que 7.4.6, ce qui est un exemple qui montre
Pavantage de la notion de section.

7.4.8 Transitivité de 'image directe
Sotent V, Vl, V, trois variétds de classe 01 h:V —=>V,et g:Vy—>V, deux dzﬁéo-

marpmsmes Posons q= go II ALUTJ on a.

9 = &x © g
PreUVE. — Soit se I'T(V). Alors on a :

hys =Hh osoh ™l =u
guu=g ouogl=yg ol osohto gl
et en utilisant 7.1.5 = (g o h)’ ofo (g o Il)_l
=q 050 g™l = g, C.Q.F.D.

7.4.9 COROLLAIRE. — h,, définit un isomorphisme de I'T(V) sur T'T(Vy).

7.4.10 Champs de vecteurs tangents

Soit H une sous-variété d’une variété V. Soit A un champ de vecteur sur V,
AeI'T(V), on dira que A est tangent ¢ H si :

A, eT, (H) pour tout xeH

Alors, la correspondance qui 4 tout ¥ e H associe A e T (H) définit un champ de
vecteurs B sur H, Be I'(T(H)), appelé la restriction du champ A a la sous variété H.
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Par exemple, si H est un ouvert de V, alors T, (H) = T,(V) et on pourra toujours
considérer la restriction d’un champ de vecteurs a4 H.

1
7.4.11 Notation. Pour abréger I’écriture on convient de noter I'T(V) par X) V.

7.5 CHAMPS DE TENSEURS COVARIANTS. FORMES DIFFERENTIELLES

Nous pouvions définir, & partir du fibré T(V) des espaces fibrés qui s’en dédui-
riicnt par les opérations de P’algébre élémentaire et définir les champs de tenseurs,
comme les champs de vecteurs ¢’est-a-dire comme sections de ces nouveaux espaces
fibrés.

Pour abréger I’exposé, nous choisirons un point de vue moins systématique
(ui nous suffira dans la suite.

Etant donnés deux espaces vectoriels sur R, soient F et E, nous noterons par :

%(F; E) I’espace des applications linéaires de F dans E,
4,(F; E)  D’espace des applications p-linéaires de F X F x ... X F dans E,

e T
p-facteurs
¢ (F:-EY Despace 1

€, (1'; ) Vespace des applications p-linéaires syméiriques,

4, o(F; E) Despace des applications p-linéaires antisymétriques.

On appellera &, ,(F; R), Pespace des p-formes extérieures sur F; ces espaces
sont munis d’une structure d’algébre par le produit extérieur des formes.

7.5.1 Définition des champs de tenseurs covariants

Soient V une variété de classe C¥(k > 1), E un espace vectoriel de dimension
finie, on appelle champ de tenseurs covariant de degré p & valeurs dans E, la donnée
pour toute x € V d’une application :

82 €4(To(V); E)
On note par ~
ga:(zl: tety zp)

la valeur-de g, sur zy, 25, ..., 2,€ T, (V). On appelle g, la valeur du chanp d
tenseurs g au point x.

On note par :
I'e,(T(V); E)

I'ensemble des champs de tenseurs covariants de degré ¢ & valeurs dans E.

7.5.2 Accouplement d’un champ de tenseurs covariant avec des champs de vecteurs

1
Soient V une variété de classe C¥, k > 1, ge I'e,(T(V); E), AL, ..., Are R V.
Nous définissons une application f de V dans E en posant :

Slx) = g,(AL A%, ..., AD)
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7.5.3 Champs de tenseurs de classe C¥—1

1
On dit que g est de classe Ck=1 i, quels que soient AL, ..., APe XV, de classe
Cr=1 alors ’accouplement défini en 7.5.2 est une application de classe C¥—1de V
dans E.
Notant par &b(V) I'ensemble des fonctions de classe C¥-1, alors

7.5.4 e, (T(V); E)  est un &o(V)-module.

7.5.5 Formes différentielles

On appelle forme différentielle de degré p & valeurs dans E, un champ de tenseurs
covariant de degré p, antisyméirique.

On note par A?(V; E) ensemble de ces formes différentielles.

Remarquons que si p > dimension V, alors A?(V; E) = 0.

Les formes différentielles de degré p a valeurs dans E forment encore un
& (V)-module.

Soit

An xr

1
Al D L
3 ﬂ,...,ﬂe@\/

xTr

V; E

—

w e AP(
on convient de noter ’accouplement

Wo(AL, .., AZ)
également par :
CALAALA - ANAG o
ou encore :

CAY ANAZ A oo NAP 0,
On note Papplication de V dans E définie par cet accouplement par :
<A1 A e /\Ap’ (.0>

Si E=R et si weA?(V; R) alors pour tout xeV, w, est une p-forme
extérieure sur T (V). On convient de noter A?(V; R) par AP(V*) (p > 1)
et de poser AO(V*) = A(V).

On note

oul n est la dimension de V.
On a alors :

7.5.6 A(V*) est une algébre gradude.

Soient p et ¢ > 0. On définit le produit entre AP(V*) et A7(V*) par le produit
en tout point x de V des p-formes et des g-formes extérieures sur I' (V). 8ip =0
ou ¢ = 0, le produit est défini par la structure de b(V)-module 7.5.4.
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7.5.7 Champs de covecteurs

On note également AT(V*) par ® V. On appelle un élément o de ® V un champ
de covecteurs sur V.

La donnée d’'un champ de covecteurs est la donnée en tout ¥ € V d’une forme
linéaire sur T,(V), c’est-a-dire d’un élément de [T, (V)]*.

L’accouplement d’un champ de covecteur et d’'un champ de vecteurs définit
une fonction sur V.

7.5.8 Remarque. En choisissant une base ¢;, ¢,, ..., ¢, de E, tout weA?(V; E)
s’écrit

0w = e, wk ol wk & AP(V*)
ce qui permet de ramener 'étude de AP(V; E) & celle de AP(V*), cette méthode
n’étant pas intrinséque puisqu’elle suppose le choix d’une base.
7.6 IMAGE RECIPROQUE D’UN CHAMP COVARIANT
Soient V, W deux variétés de classe C*¥(k > 1) E un espace vectoriel,

Se GV, W)

Alors on associe a f une application linéaire appelée image réciproque

S* T4, (T(W); E) - T'e,(T(V); E)
définie, si g€ I'¢,(T(V); E), en posant
7.6.1
\ g =f*g
ol
~ Ex(Z1s -+ o 2p) = &L (%) .20, -0y (%) .2p]
avec J =Jf(x)

Remarques importantes. f* va en sens inverse de f: f envoie V dans W, alors que
J* envoie un champ de tenseurs covariants sur W en un champ de tenseurs
covariants sur V.

De plus, I'image réciproque est définie pour une application f géndrale :
on n’assujetit pas fa étre un difféomorphisme comme pour’image directe en 7.4.6.
Cette facilité de maniement de I'image réciproque sera fondamentale dans la
suite.
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7.6.2 f* est une application linéaire compatible avec les structures de Jo-modules

c’est-a-dire que si Ae b(W) on a:
S*(hg) = (f*h).(f*g)
ol f*h a été définie en 3.5.2.

7.6.3 L’image réciproque par une application de classe C¥ d’un champ de tenseurs cova-
riants de classe C¥—1 est de classe CF~1

7.6.4 Composition des applications
Sotent V, W, Z trois variétés de classe C¥,

VLWt z
des applications de classe C¥, alors

(ko f)* =f*o k¥

PREUVE. — Posons [ == £ o f et soit ge I'¢,(T(Z); E). Posons :
gt="Fkg g=S % &g=1
Donnons-nous xe€ V €t posons
xl = f(x), x2 = k(x1)
Donnons-nous.zjeTm(V),j =1, ..., p et posons

A — A3/ w Y
L¥VL — p\ST1y v “P}'

D’aprés 7.6.1,on a :
M = g, (I'(x) 2L, ey V() 'zp)

D’aprés le théoréme des fonctions composées 4.2.5 on a :

I(x).z)=FK'(2}).2) o  z=f'(%).2
d’on
M = ga(k"(xl) -Zis R kl(xl)zlji)

Utilisons 7.6.1 on obtient :
— gé‘(z%s vy 2}7)

Remplagons les 2} par f'(x) . z;, on obtient en utilisant 7.6.1
M = gi(z1, -5 2p)
D’oi1 g2 = g% et 7.6.4 est établi.
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7.6.5 Restriction d’un champ covariant & une sous-variété

Soient W une sous-variété de V, ¢ I'injection canonique de W dans V (cf. 6.2)
alors I'image par * d’un champ covariant g sur V est un champ covariant ¢
sur W appelé restriction ¢ W de g. On voit immédiatement que, pour xeW, g, est
la restriction a T (W) de g,

7.6.6 Transport par difféomorphisme

Soient V, V deux variétés de classe C¥(k > 1), f un difféomorphisme de V sur V.
Nous allons définir un opérateur ¢, de transport par le difféomorphisme f des
champs de vecteurs et des champs de tenseurs covariants.

1

Si Ate X V nous posons

FIGORSNMEY

(ou fy a été défini en 7.4.6). :
Si ge I'¢,(T(V); E) nous posons

tr(g) = k*g ol k= f-1

.
Sienfinu

1]
=
—
)
\q
e
g

3

2

A

te(u) =uok

7.6.7 Accouplement : le transport par difféomorphisme conserve I’accouplement,
? )] :
¢’est-a-dire :

t(g(AL, ..., AP) = (L,;8) (LAY, LAY, ..., t,AP)

ou en explicitant et en posant

gx(A%: s 52) =ga:(A%33 ey Af,)

Cette formule se démontre immédiatement en revenant aux définitions, et en

utilisant le fait que
- k' (&) o f'(x) = identité.

Remarque. Si @ est une carte d’un ouvert U de la variété V, alors tp, permet de

lire les champs de tenseurs covariants dans la carte .

7.6.8 Image réciproque d’une forme différentielle
L’image par f* d’un champ de tenseurs antisymétrique est antisymétrique.
Ainsi, si fe Gk (V; W) alors :

S*: AP(W; E) — Ar(V; E)

en particulier :

S AW*) - A(V*)
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Ce dernier homomorphisme est un homomorphisme pour la structure d’algébre
extéricure.

Cas des champs de covecteurs
Soit we AL(W*); posons p = f*w, alors on a :

(2, popy = {S'(#).2, my> olt ZETQ:(V): J =f(x)
Introduisons la transposée tf'(x) de ’application linéaire f'(x); ceci s’écrit :

2, py) = <z, .‘f!(x) . my>

d’onr la formule :

7.69 (Fro)e =Y @ o si  oeA(WH -

Si on écrit 7.6.7, avec ces notations on obtient si f est un difféomorphisme
. ;
de Vsur V, Ae RV wAl(V*), @eAl(V) :

7.6.10 <A» "‘)>z = <.f*..A’ (.f_l)*w>f(2)
<f*A: &>f(os) = <Aa f*&>m



Exercices 1t partie

1° g) Montrer qu'un intervalle réel n’est pas homéomorphe 3 une boule de R»
(n>1).

b) En déduire qu’un ouvert non vide de la droite n’est homéomorphe &
aucun ouvert de R* (n > 1).
2° On dit une famille de parties plus fine qu’une autre si toute partie de la pre-
miére est incluse dans une partie de la seconde.

a) Soient V une variété, @ un atlas de classe C* sur V; montrer que si &
est un recouvrement ouvert de V plus fin que le recouvrement associé a @, alors

{(U, O/U, ®U)); (U, ®)e®R xa& et Ucdom®}

/I-" AT

—

est un atlas équivalent & @.
b) En déduire que toute variété admet un atlas dont les cartes ont pour
images des boules.

3° Un espace topologique E est dit connexe par arcs, si qucls que soient x et
yek, il existe fe ¢([0, 1]), E) tel que f(0) = x et f(1) =

a) Soit V une variété connexe, montrer que : quels que soient x et yeV,
il existe une suite finie de cartes, dont les images sont connexes et dont les domaines

Uy, Uy, ..., U, vérifient :
(x, )€U, x U, et Vi < n, Upn U,y # 0.

b) En déduire qu’une variété connexe est connexe par arcs.

1

SPHERES ET ESPACES PROJECTIFS.
49 Soit ¢, le sous-espace topologique de Rr+1
{(xg, -0y x)eR+L a8 poon opy =1}
a) Montrer qu’il est compact.

b) Expliciter les projections stéréographiques de péles (0, ..., 0, 1) et
0, ..., 0, ~—1) sur Phyperplan {x,,, = 0}.
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¢) Vérifier qu’elles définissent un atlas.
d) Préciser 'application de changement de cartes et en déduire que l’atlas
est de classe €=,

50 Soit £, I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension 1 de R**! (on
appelle £, I’espace projectif de dimension 7).

Notons ¢, . . ., &,44 la base canonique de R+, et Vi < n - 1, E; Phyperplan
engendré par {e;;j # i}, U; = {def,; R"!1 =d @ E;} et O; l’apphcatlon qui
a de®, associe la projection de ¢; dans E; parallélement a d.

a) Montrer que {(U;, ®;, E}); 1 <7 < n+ 1} estun atlas de classe Coo
sur .
b) Vérifier qu’il fait de £, une variété de classe € séparée. ~
¢) Prouver la compacité de &, en I'obtenant comme image continue de ,.

69 Soient T le quotient R/Z et @ I’application canonique de R sur T.

a) Vérifier que {®|y, ,+1r; *€R} définit un atlas qui fait de T une variété
de classe €*,

) Exhiber un €=-isomorphisme de T sur le cercle unité ¢, (défini au pro-
bléme 4). -

¢) Montrer que le fibré tangent & T est ¢ difféomorphe a la variété Imf,
ol f est application de R? dans R? défini par

/ cos t\ cos? t \

i \
70 GRASSMANNIENNE '

Soient E un espace vectoriel de dimension neN, p < 7 et §,(E) 'ensemble
des sous-espaces vectoriels de dimension p de E.

(On appelle §, la grassmannienne d’ordre p de E.) Quel que soit Aeg,
on note U, = {Be(,_; E=A @ B}.

4) Montrer que quel que soit BeU,, tout élément de Up est le graphe
dans E &~ A x Bd’un élément de (A, B) et que I'application @, 5: Up —%(A,B)
ainsi définie est surjective.

b) Prouver que {(Ug, @, 5, 4(A, B)); AeG,, BeU, } est un C-atlas.
¢) Normons E. Montrer que la topologie de G, est métrisable par la distance

‘ d: (A, B) <G, X G, —max {0(A, B), 6(B, A)}

— x| B et <1
8(A, B) = weﬁli?uqu{“-” x|; »eB et | }

d) Etablir un difffomorphisme entre §,(E) et la grassmannienne d’ordre
n— p de son dual E*.
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¢) Pour E = R* montrer que, J déignant I’ensemble ouvert dans £(R")
des automorphismes de I}n, quel quesoit Ve g, fixé, la iionction :f €J - SV)eg,
est de classe C*; en déduire que G, est compacte comme image continue du groupe
des isométries.

80 DEFINITION DE L’ESPACE TANGENT

On se propose de donner une construction de I’espace tangent restant
valable pour les variétés de dimension infinie pour lesquelles les espaces d’arrivée
des cartes sont des espaces de Banach. '
Soit une variété V de classe G, de dimension 7.

On appelle chemin de classe C! tracé sur V toute application f d’un inter-
valle ouvert I de R dans V ou f est de classe G,

On note Jy 'ensemble des chemins de classe G! tracés sur V, définis sur un
intervalle ouvert variable I de R contenant le point O.

a) Soient f et gely, telles que f(0) = g(0) = a.

Soit ¢ une carte définie sur un voisinage ouvert €2, de ¢, & valeurs dans un
espace vectoriel Eq de dimension 7, f; et g, les expressions locales de f et g au

" +
movyen de la carte o.

Montrer que la relation :
S1(0) = £1(0)

est indépendante du choix du voisinage (3, et de la carte o.

b) On définit sur }y une relation R par les conditions suivantes: Si f et
g€}y, fRg si et seulement si :

1) f(0) = ¢(0);

2) il existe une carte ¢ définie sur un voisinage du point a = f(0), telle que
les expressions locales de f et g au moyen de cette carte aient méme dérivée au
point 0.

Montrer, rapidement, que R est une relation d’équivalence sur Jy.

¢) On note par W 'ensemble quotient de };, par R, par M, ’ensemble des
classes d’équivalence des fe }y vérifiant f(0) = a, et par ny 'application de W
sur V définie par wy(€) = @ pour §e M,. Dans le cas particulier ot la variété V
est un ouvert d’un espace vectoriel E, déterminer deux identifications canoniques
respectives de W et M, & deux espaces obtenus & partir de V, E et a.

d) On revient dans la suite du probléme au cas général d’une variété V.

Pour toute carte ¢ définie sur un ouvert (3, de V 4 valeurs dans un espace de
Banach E,, a tout £e M, ol § est la classe d’équivalence de fe'}y et ol ae Q.
on associe O¢,(&), our Og,(E) est la classe d’équivalence de (¢ o f) & Jgo-

Montrer que I'on définit ainsi une application 8¢, de M, dans E,. En utili-
sant les applications 6¢,, montrer que M, poss¢de une structure d’espace vectoriel
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normé, définie par une famille de normes équivalentes. Montrer que M, est un
espace de Banach.

e) Soit 6¢ I’application de W dans Q, X E, telle que sa restriction & chaque
M, soit O¢,.

Montrer que 8¢ vérifie la relation :

TEEQO-O bo = ¢ omy.

f) En utilisant les applications 6¢, déterminer & partir d’un atlas de V un
atlas W; on donnera explicitement la forme d’une carte sur W en fonction de la
carte correspondante (g, (3, E;) de V, en utilisant, au besoin, Iidentification

trouvée au 3°.
Conclure que W admet une structure de variété.

g) Soit T, (V) espace tangent a Ja variété V au point a, ¢'(a) I’application
dérivée de ¢ au point a. Montrer qu’il existe une identification canonique des
espaces vectoriels normés M, et T (V), et qu’il en est de méme pour les applications

B, et o'(a).

9¢ THEOREME DE MORSE-SARD

On veut démontrer le théoréme suivant.

Soit f une application de classe C! d’une variété V de dimension n dans R?,
soit E = {x eV ; f’(x) ne soit pas injective}, alors f(E) est un ensemble de mesure

de Lebesgue nulle.
On rappelle qu'un sous-ensemble de R* est dit de mesure nulle si tous ses

points appartiennent 4 une suite dénommbrable de cubes a » dimensions, tels que

la somme de leurs volumes soit arbitrairement petite.
On rappelle que toute réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle

est de mesure nulle.

a) Soit fune application de classe C* de I’espace R” dans lui-méme.
On considére le cube C a n dimensions, défini par :

0<% <1, pour ie(l, 2, ..., n).

On notera par J, le jacobien de f au point x. Soit E le sous-ensemble des
points de C ol ce jacobien s’annule. Démontrer I'inégalité :

1) —Tad] € ly—x|r(|y—=x]),

oll ¥ et » sont deux points de C, et ol r(a) est une fonction numérique tendant

vers 0 avec a.
En déduire que pour x appartenant & E, et pour |y — | < & ensemble
des points £(») & une mesure au plus égale 4 Ar(e)e”, ou A est une constante.

b) Montrer alors que I'image f(E) de E par f est de mesure nulle dans R~
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¢) On considére deux variétés V et W, de classe C, de méme dimension 7,
admettant une base dénombrable d’ensembles ouverts.

Soit # une application de classe C! de V dans W.
Soit E-1’ensemble des points x de V oir f(x') n’est pas injective.
Montrer que 'image f(E) de E par £ est de mesure nulle dans W.

APPLICATIONS DU THEOREME DU RANG CONSTANT

102 On note par Jb, Pespace vectoriel des matrices carrées d’ordre # & coefficients
dans R, par I la matrice identité, par !a la transposée de la matrice a.
Soit G, le groupe des matrices inversibles, soit :

= {aeG,|laa =1}
Montrer que O, est une sous-varidié de G, de dimension 13@_2—_1) On pourra

considérer l'application ¢ : G, — M, définie par ¢(a) = taa et montrer que
heker(¢'(a)) est équivalent & tah eker(p'(I)).
110 Soient V, W deux variétés de classe 01 soit Z =V X W, on munit Z de

structure de variété définie par ’atlas cp“ 2% 9) = ¢, (%) X 3z(») o ¢,(dz )
parcourt un atlas de V (de W). A tout fe C1(V; W) associons l’appllcatl on

de V dans Z définie par
Y(x) = (% f(x))

V dans Z définie par

a) Montrer que ¢ est un plongement de V dans Z. On appellera la sous-variété
de G image de § le graphe de f.

b) On dit qu’un sous-espace vectoriel E de T, (Z) est transverse si la restric-
tion de p'(zy) & E définit un isomorphisme de E sur T, (V) ou  dénote la pro-
jection de Z sur V.

Remarquer que:

[ —
Ay

(D) Quel que soit z,< G, T, (G) est transverse,

Inversement soit G une sous-variété de Z satisfaisant (1). Montrer que pour

tout 9V on peut trouver un voisinage ouvert U(x,) tel que G = = p~(U)nG
soit le graphe d’une application f e Ct (TU; W).

12¢ Soit X une variété différentiable de classe C#(k > 1). Rappelons qu’on peut
identifier I'espace tangent en chaque point d’une sous-variété d’un sous-espace
vectoriel de ’espace tangent a la variété en ce point. Deux sous-variétés V et W
de X sont alors dites transverses si pour tout pointxeVn W on a

T, X =T,V + T,W.

Montrer que 'intersection de deux sous-variétés transverses V et W de X
est une sous-variété de X, de dimension égale & dim V 4+ dim W — dim X.
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132 Soient X, V, W trois variétés différentiables et soit

P: X XxV->W

une application différentiable telle que :
Pour tout xe X, ’ensemble V, = {®(x, v), ve V} est une sous-variété de W
qui est localement difffomorphe a V au moyen de l'application partielle
D, :v—> D(x, v),veV.
Soit maintenant la partie G de X X W définie par

G={(x ®x v)); (x, )eX XV}

nous désignerons par p et ¢ les restrictions & G des projections de X X W sur X
et W respectivement.

d) Montrer que Dapplication ®: X XV —>X X W définie par

ot il Evantialda ot Ao vate 1 aciraiies Prrivn ~sala A avemliaitann 1Pamen]laa id e
UOL ULLICLVILILIGLL UL UL Lallg lligAaldlliuviil 4 UL Lula, Vil Lapdliviivia 1 a.lJlJl.l\.oa Livil
dérivée de @ en chaque point et on utilisera le fait que @, est de rang maximum.

”

b) Montrer que G est une sous-variété de X X W, de dimension égale a
dim X -+ dim V.

Pour munir G d’une structure de variété, on utilisera @ et des cartes locales
de X X V afin de construire des cartes de G; pour vérifier que les changements
de cartes sont différentiables utiliser le fait que V, est une sous-variété de W et que
@, est un difféomorphisme local.

AN
¢) viUil

d) Montrer que I’application p est différentiable surjective et partout de
rang maximum, En déduire que, pour tout xe X, p~1(x) est une sous-variété de
dimension égale a dim V et plongée dans G.

¢) Montrer que ¢ est différentiable. Pour x € X, on désigne par ¢, la restric-
tion de ¢ a p~1(x).

Montrer que g, est injective, de rang maximum et d’image V,. En déduire
que ¢, est un difféomorphisme de p=1(x) sur V.

14°¢ ETUDE D’UNE FONCTION AU VOISINAGE D’UN POINT SINGULIER. 1T HEOREME DE
MoORsE

On se propose de démontrer le résultat suivant.
Soit E un espace euclidien affine de dimension n < 00, soit f uné fonction,

a valeurs réelles, de classe C8, définie sur E. Soit O un point de E, E Iespace

. e — > >
vectoriel associé & E. On notera x — O par x, x e E.
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Supposons que

I

i
Uuoo

SO
=0
_ S"(0) (&, (A, )

g ra » . 2= = » -
ou la forme bilinéaire B définie sur E X E est non dégénérée, c’est-a-dire que, Ec}o
étant fixé,

II

)
)
k)

() B(x, ;0) = 0 quel que soit x, entraine x, = 0.
Alors il existe un Cl-difféomorphisme ¢ d’un voisinage Q de O
¢:Q—>o()cE

9(0) = 0

2
“ f#) =B(e(x), () #eQ.

En particulier, si on consideére l’hy'persurface Z de E d’équation f (x) = 0, on

1~ ST, IR o 1.

* IV n
réinar Liu.i:l a LiuC 1C U.J.U.CUJ.J.J.UL PJ..U.DI.J.J.C (P LransSIorinie uil VUlElIld.gC Cl. v
>

tel que

2y £L
n\
w
b

sur un voisinage du sommet du céne du second degré d’ équatlon B(x, x) = 0.

a) Choisissons une fois pour toutes une base &, ... ¢, de E, orthonormée
pour la structure euclidienne. :
Soient (x,, ..., #,) lescoordonnées de x. Par abus de langage nous identifierons

frnd
¢(E; E) avec Pensemble o1 des matrices carrées d’ordre n. Nous noterons par I
la matrice identité, par 'A la matrice transposée de la matrice A.

Montrer que B est non dégénéré si et seulement si la matrice

2A — (—bi)

ox; Ox;
est inversible. On remarquera que
' B(x, %) = 2(Ax|x)

b) Soit M la partie de O constituée par les matrices symétriques.
Soit AeJn,, A inversible, alors on considére I’application

¢ O — N,
définie par
X —XAX

Notons par W le sous-espace vectoriel A—101n, de o1 c’est-a-dire

W= {Dem|D = A-!S ol Seon}
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Calculer ¢'(X). En déduire que
¢'(T) : k —%kA + Ak, keom

En appliquant le théoréme des fonctions implicites, montrer qu’il existe
un voisinage U(A) de A dans 01 et une application 6§ de classe C=,

6:U0A) - W
telle que
¢ o 6 = identité

¢) p étant une fonction de classe C2, p: R — R on rappelle la formule
élémentaire

-1
1) =5(0) +2'O) + [ (L—B)p"(5) de
Utilisant cette formule montrer que ’on peut écrire
fx) = (G(x).%[x) ou G¥)eom,

et ou Papplication ¥ — G(x) de E — on, est de classe Co,

Démontrer que les hypothéses faites entrainent de plus que cette apphcatwn
est de classe C2,

Montrer alors en utilisant &) que I’on peut écrire, pour x assez voisin de 0,

S

Sx) = B(H(x).%, H(x).%)
H(x) e W,

ou

restreinte & un voisinage de 0 convenable, définit un difféomorphisme de ce voisi-
nage. Conclure en démontrant (2).

150 ORIENTATION DES VARIETES DIFFERENTIABLES

DErmiTIoN. — On dit qu’une variété différentiable M est orientable 8’il est possible

d’associer & tout point &M une forme extérieure w, non nulle et de degré
m

p

m=dmM, w,e /\ (M3$), qui varie « continuement » avec . Ceci veut dire
que quelle que soit la carte locale x: U —Rm en écrivant
w, = a(p) de* A .- A dxm la fonction a: U — R est, sur chaque composante
connexe de U, partout positive ou bien partout négative,

Le choix d’une telle forme « revient & choisir une orientation dans quaque
espace tangent, orientation qui varie de facon continue. Une variété orientée
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c’est une variété orientable ou l'on a choisi une telle forme . Montrer

Une variété différentiable M de classe C* est orientable si et seulement st il existe
sur M une forme différentielle extérieure o de degré m partout # O et de classe C=.

(Utiliser uhe partition différentiable de 1’unité subordonnée a un recouvre-
ment et construire une forme différentielle extérieure « a partir des différentes
dxl A -+« A dxm qui sont localement définies.)

16° DEGRE D'UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE

Soient X et Y deux espaces topologiques localement compacts. Une application
continue f: X — Y est dite propre si pour tout compact K<Y, f~1(K) est aussi
compacte.

Toutes les applications différentiables qui interviendront dans ce paragraphe
seront supposées propres.

Soient M et N des variétés différentiables orientées (cf. 159) de méme dimension n.

Soit f: M — N une application différentiable propre.

On note par E = {xe M; f'(x) est non injective} (cf. 99).

Définissons deg, f = deg,f ol peN(f) est une valeur régulitre (c’est-a-dire
p&f(E) par la « somme algébrique » des points de f~1(p) ol dans cette somme
un point est considéré positif si f; préserve lorientation et négatif si f ne la

s
préserve pas.

a) THEOREME. — Soient M, N variéiés différentiables de méme dimension, orientées, N
connexe, f: M—>N propre. Alors deg, f= deg, f quelles que soient p, g & N, g, p valeurs
régulieres.

Pour démontrer ce théoréme on se sert des lemmes suivants :

i) Si peN est valeur réguliére, il existe un voisinage connexe U(p) de p
tel que f~YU(p)) =U; v ---u U, ol chaque U; est ouvert, U;nU,;=¢g e
f: U; - U(p) est un difféomorphisme. (Utiliser le théoréme du rang constant.

ii) Toute valeur régulitre peN posseéde un voisinage ¥(p) dont les points

sont tous des valeurs régulitres et deg,f = deg,f quel que soit geV(p). En
déduire de 9°) que ’ensemble de valeurs régulieres forment un ouvert dense dans N.

n

ii) Si e /\ (N*), © & support compact contenu dans un voisinage assez

petit de p
fl\;f*nﬂ (deg f)prrc.

n
iiii) Si U, est un groupe & un parametre si N, etsiw e /\ N*) a support
: group P

compact alors
fo*( 50) =chU;t=m
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o C est une constante indépendante de ¢, (on pourra utiliser le théoréme de
Stockes).

b) Soit 4 une application proprede classe C1de]0, 1[ X M dans N. Notons par 4,
I'application de M dans N obtenue en fixant f. Montrer que deg %, = constante.

170 CHAMP DE VECTEURS SUR L 'ESPACE PROJEGTIF DE DIMENSION 2

Soit P ’espace pro_]ectlf de dimension 2 sur R, défini comme espace quotient
de R?® — {0} par la relation d’équivalence p, oll xgy si et seulement si x, = Ay,,
X1 = Apy, ¥5 = Ay, OU x ety sont éléments de R3 — {0}, (x;) et (¥), 1 =1, 2, 0.

Soit 7 'application canonique de R®— {0} dans P, soient

HD = W(Or %15 x2)’ Hl = 'm(xm 0:“’ x2)’ Hz = ﬂ(an 3T 0),

et solent @,, @4, ¢, les bijections de R* sur P — H,, P —H,, P — H, respective-
ment, définies par les relations :

‘Po(xn Kg) == (1, %1, %), Qg o Tty by, ts) = (t1/to, £afto)s
®1( V0 s) = (Do, 1,) etc...
Pa(20 21) = (2 21, 1)
On sait que (cf. 5°) P muni de Patlas ((P—H,), ¢4, R
une structure de variété de classe C=, de dimension 2 su

champs de vecteurs X, , définis sur R2 ar ’application :
p P P PP

| <]
——
-
=

(xla xz) "_)(p(xlb xz): Q(xln xz))

oll p et g sont des polynomes 4 deux variables.

a) Quels sont les couples de polyndmes (p, g) pour lesquels les champs de
vecteurs ¢, X, - se prolongent en un champ de vecteurs sur P?

b) Montrer que pour un tel champ, les champs 97390 X, ,, 7 =1, 2, sont
aussi définis par des polyndmes.

¢) Donner une base de l’espace vectoriel E sur R des champs de vecteurs
“sur P ainsi obtenus.

d) A toute application linéaire A de R® dans R3, on associe le champ de
vecteurs T, défini sur R® — {0} par 'application a — A.a. Montrer que pour
toute application linéaire A, il existe un champ A sur P, tel que T, et X soient
m-reliés.

Montrer que ce champ est unique, et qu’il est de la forme X,

¢) Soit M (3, R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 3, 4 coefficients
dans R. Montrer que I'application de M (3, R) dans E définie en d) est linéaire,
surjective; donner la forme des matrices appartenant & son noyau.

f) Questions analogues & a) et b) pour l’espace projectif de dimension 3
sur R.
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180 CHAMPS DE VEGTEURS SUR LA SPHERE S,

a) Soit S la sphére de R¥: S = {(x, », 2) e R¥x® 4 »* 4+ 2% = 1}. Soient
P’ et P" les points (0, 0, + 1) et (0, 0, — I).

Etant donné M = (x, ») e R2, calculer les coordonnées de ¢'(M) et ¢”"(M)
ol1 les droites P'M et P"M respectivement rencontrent S. (¢'~! et "~ sont les
projections stéréographiques de pdle P’ et P” respectivement).

Quel est le domaine de définition de 'application y = "1 0o (/.

Calculer cette application.

Décrire a laide de ¢’ et " un atlas sur S,

b) Soit E le champ de vecteurs de R2 défini par : E(x, ») = (1, 0).

Soit V' le champ de vecteurs défini sur S — {P'} en transportant E par ¢,
et V” le champ de vecteurs défini sur S — {P"} en transportant E par {".

Calculer les composantes du champ F de R — {0}, obtenu en transportant
V" par /.

Montrer que F se prolonge par continuité au point O. En déduire que V'
et V" se prolongent a S toute entiere.

On se propose, dans la suite du probléme, de démontrer que tout champ de
vecteur tangent défini et continu sur S s’annule au moins en un point de S.

On rappelle que pour tout couple de vecteurs de R?%, (v, v), u # O etv # 0,
I’angle (1, v) admet une infinité de déterminations différant entre elles par un
multiple entier de 2.

Si u(t) et »(¢) sont deux vecteurs dépendant d’un paramétre ¢, te[a, b],
on appellera détermination continue de 'angle (u(?), »(¢)) toute fonction continue ¢
définie sur [a, b] & valeurs dans R telle que pour tout £, ¢(¢) soit une détermination
de langle (u(t), v(?)).

AN Naotane M. 1a naint de R2 +» (0oac B
Livw Ao UUD U

¢) Notons My le point % v u
mination continue unique ¢ : [0, 271:] , de I'angle (E(Mjy), F(My)) telle que
¢(0) = =, et la calculer. :

d) On admettra que si u(t) et v(¢) sont des vecteurs de R? dépendant conti-
niiment de te[q, b] et ne s’annulant pas, il existe une détermination continue
de I’angle (u(t), ©()).

Soit X(s) un champ de vecteurs continu sur S, ne s’annulant pas sur
S— = {(x, 9, 2) eS/z £ 0}

Soit Y le champ de vecteurs de R transporté de X par {’~1. Choisissons
une détermination o de (E(0), Y(0)).

Montrer qu’il existe une détermination unique wg: [0, 1] = R de l'angle
(E(rcos 0, rsin 0), Y(rcos 0, rsin 0)), sur 0 < r < 1 telle que wy(0) =

¢) Dans les mémes hypotheses qu’au d), montrer que wg est continue par
rapport au couple (r, 0).

Pour cela, on pourra utiliser la méthode suivante : 0, étant fixé, prendre une
détermination continue par rapport a 0, «'(0, r) pour chaque r entre 0 et 1,
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telle que w'(0y, r) = wg (r). En utilisant le fait que pour tout (r,, 8) il existe
un voisinage |r—ry < g |0-— 0y < &, et une détermination continue de
(E(r cos 6, rsin 0), Y(rcos 0, rsin 0)) sur ce voisinage, montrer qu’il existe e
tel que pour [0 — 0, < eon ait :

o' (0, 7) — «'(0y, 7)| < w/2.

En déduire que o'(0, r) = wgy(r).

f) Déduire de ¢) lexistence d'une détermination continue de
(E(My), Y(My)), soit 1, telle que 7/(0) = 1/(2r).

Supposons maintenant que X(s) # 0 pour s € S+, ou

S+ = {(x, 9, 2)eS/z > 0}.

Montrer ’existence d’une détermination continue %" : [0, 2x] — R de I’angle
(F(My), Y(My)) telle que : 77(0) = 1/(2w).

Montrer que s’il existait X (s) champ de vecteurs tangents défini et continu
sur S, avec X(s) # O pour tout s&S, on aurait ¢(0) = ¢(2r).

En conclure que X(s) s’annule au moins en un point de S.




DEUXIEME PARTIE

Calcul différentiel sur les variétés

Introduction

Les notions naives de dérivées correspondent d’une part a la notion de dérivées par-
tielles ou de dérivées dans une direction, d’autre part A la notion d’applications linéaires

tangentes. Dans tous les cas, il s’agit d’étudier des expressions de la forme

f{'\‘ —L~ h\ —_— f{']r'\ f\'l1 th‘] VAT VAT‘I\
JoT ivy \"vj Yuor \.\al.l.\—l- VULD vl

Une des difficultés que nous rencontrerons sur une variété, c’est qu’il n’existe

plus de structure vectorielle sous-jacente. Par exemple, on ne peut pas soustraire

£l Ao £ A
J\jbl.bJ\A‘T‘”l}.

L’absence de structure vectorielle sous-jacente sera suppléée, soit par la donnée
d’un parallélisme sur l’eSPace d’arrivée de f, et nous obtiendrons la notion de

uuu‘:ft‘:l‘ult‘:uc, bUlL ]_Jd.I' ld. LOIlbLI'LlLLlO_I]. u. un gloupc d. umn PdIdIIICch dSSOLle a. un
champ de vecteurs généralisant le groupe des translations « paralleles» & la
direction £, et nous obtiendrons la notion de dérivée de Lie.

Enfin, dans le cas particulier des formes différentielles, on introduira une
dérivation spéciale : le cobord.

1 Différentielles

1.1 VARIETE PARALLELISEE ;

Nous dirons qu’une variété W de classe C* (k > 1) est parallélisée si nous nous
sommes donnés, pour tout xoeW un isomorphisme allant de T, (W) sur un
espace vectoriel fixé, soit E. La donnée d’une telle identification est équivalente
a la donnée d’une forme différentielle :

1.1.1 weAL(W*; E)

telle que, pour tout xoeW, w, soit un isomorphisme de T, (W) sur E. Nous
imposons de plus a la forme différentielle « d’étre de classe C¥—1,
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Exemple. Supposons que W soit un ouvert d’un espace vectoriel E. On a vu
(1.4.5) qu’il existait un isomorphisme canonique entre T, (W) et E. Cet iso-
morphisme est donné par une forme » e AY(V*; E) qui est de classe G>.

1.1.2 Un ouvert d’un espace vectoriel E est une varidlé parallélisée

En transportant par difféomorphisme le parallélisme, on obtient qu’une variété
difféomorphe 4 une variété parallélisée peut elle-méme étre munie d’un paral-
1élisme.

1.1.3 Soit V une variété de classe C¥ (k > 1), xg'V, alors on peut trouver un voisinage
ouvert U de x, tel que U puisse étre muni d’un parallélisme.

Il suffit, en effet, de prendre pour U l'ouvert de définition d’une carte et de
transporter sur U le parallélisme naturel sur 'ouvert des valeurs de la carte.

Il corvient de remarquer que le parallélisme introduit sur U est tout a fait
arbitraire, On peut ainsi distinguer deux notions : celle de variété parallélisable,
c'est-a-dire de variété sur laquelle on peut définir un parallélisme, et celle de
variété parallélisée, c’est-a-dire de variétée munie d’un parallélisme.

Le résultat local 1.1.3 ne peut pas étre étendu 4 un résultat global. Par
exemple, la sphére 4 deux dimensions est une variété non parallélisable (cf. p. 87).

Le probléme de décider si une variété est parallélisable dépend de méthodes
de la topologie algébrique.

1.2 DiFFERENTIELLE D’UNE APPLICATION

Soient V et W deux variéiés de classe C¥, £ > [, W étant une variété parallélisée
par une forme :
weAY(W*; E).
Soit fe C¥(V; W).
Alors, nous appellerons différentielle de f, la forme différentielle m :

teAl(V*; E)

définie comme Pimage réciproque par f (I-7.6.1) de la forme « définissant le
parallélisme :

1.2.1 T =f%*w
On a alors, utilisant la définition I-7.6.1
(2 mp> = ay(f'(#).2)
pour tout 2 e T,(V), oLy = f(x); ou encore :
1.2.2 Ty = @y o f'(x)

On convient de noter la différentielle de f par : df.
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1.2.3 TukorREME. — Soit V, V et W des variétés de classe C¥, V > ¥ ot 7 Lo W
des applications de classe Ck. Supposons que W soit parallélisée. Posons :

W4f = fo k.
d(h*f) = *(df)

Remarque. On peut résumer 1'énoncé précédent en disant que LES OPERATIONS
DIFFERENTIELLE ET IMAGE RECIPROQUE COMMUTENT.

Alors on a :

PrEUVE. — Soit  la forme définissant le parallélisme sur W. Posons & = fo k;
alors :
dk = k*w
Appliquons I, 7.6.4 :
k*w = h* o f* 0 = h*( f*w)

) C.Q.FD

1.3 DIFFERENTIELLE D’UNE FONCTION A VALEURS VEGTORIELLES

Nous allons développer la théorie des différentielles dans le cas particulier ol
la variété W est un espace vectoriel E.

ALl L RlS et

1.3.1 Sout V une variété connexe de classe C¥(k > 1) et g C* (V, E) oit E est un espace
vectoriel de dimension finie muni de son parallélisme canonique 1.1.2; supposons que :

dg =0
Alors :
g(x) = constante,

PrReEUVE. — D’apres 1.2.2

g'(x) =0 pour tout xeV
Posons

K = {xeV|g(x) = g(x) }.

K est une partie fermée non vide de V. Montrons que si ¥, € K, il existe un voisi-
nage U de x, tel que Uc K, ce qui, d’aprés ’hypothése de connexité, entrainera
que K =V,

Le probléme étant local, nous le lisons dans une carte ¢ dont le domaine
de définition contient x,. Posons § = g o ¢~1; alors on aura

g'(€) = 0.

Par suite, d’aprés le théoréme des accroissements finis §(£) = constante dans
un ouvert contenant §; = o(x,). C.Q .IF.D.
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1.3.2 Régles de calcul sur les différentielles de fonctions

Si E est un espace vectoriel alors C* (V; E) a une structure d’espace vectoriel
et méme de Jo(V)-module. On a alors, si f, f1, fo& C¥(V; E), he &(V) :

a(f1 ‘|‘f2) = #1 + df,
d(kf) = fdh + hdf.

1.3.3 Détermination d’une fonction par sa différentielle

ProrosrrioN. — Soent f, et f,& C#(V; E) o (k > 1), est un espace vectoriel, ot 'V
est connexe et ol

Ji(xg) = falo)
#1 = dfz

Ji(x) = falx) pour tout xeV.

PrEUVE. — La preuve résulte de 1.3.1 appliquée & f; — fa.

Alors on a:

1.4 CALCULS PRATIQUES SUR LES FORMES DIFFERENTIELLES

On appellera une base de QV sur &(V), la donnée de w;, w, ..., 0 € RV
tels que quel que soit e )V, on ait : 1
1

q
™= Sio; ou les fie b(V),
=1

une telle décomposition devant de plus étre unique.
On appelle carte numérique un difféomorphisme ® d’un ouvert de V sur un
ouvert de R®. On peut alors écrire : ¢ = (p!, ..., ¢*) ol ple M(V).

1.4.2 TutorEME., — Soit V une variété de classe CF, x,eV, ¢ = (0%, ..., ¢%
une carte numérique définie sur un ouvert U contenant x,. Alors

constituent une base de U sur Jo(U).
1

PREUVE. — Soit E = R?, Alors E* s’identifie & R*; notons par ¢f, ..., ¢ la base
canonique de E*, Soit e &) U; posons :
1

= {*ow
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ou { est le diﬂ'éomorphisme inverse de ¢, ¢ : O = ¢(U) - U; alors ne Q O;
donc 1
Eb—s g

est une application de O dans T;(O*) ~ E*, c’est-3-dire que I'on peut trouver
ay (&), ..., a,(E) tels que

n

o= X (g

i=1
Notons par f; la fonction définie sur O par fi(£) = E.¢* Alors on a, pour tout
£e0, (df;); = ¢* et on peut ainsi écrire :

n

™ = Eaiaﬁ.

i=1
Appliquons ¢* aux deux membres; on obtient en utilisant I-7.6.2 :

o*m = Zho*df;y ol b= o*a;=a;0 .

D’autre part
yo¢ = identité sur U
entraine ¢* o * = identité sur X) U;
» LY * 1
d ou ©rT =

D’autre part, d’aprés 1.2.3,
o* df; = d(¢* f)

¢* /i = ¢t
w = Xb; do C.Q.F.D.

Exemple. Soit O un ouvert de R%, fune fonction définie sur O, & i— (£, ..., £,
la carte canonique sur R?; alors on a :

et comme on a :

on obtient

n

@C=Zidai

i=1 OF
1.4.3 CoROLLAIRE. — Expression d’un champ de covecteurs dans un atlas

Soit & un atlas de V dont toutes les cartes sont des cartes numériques. Soit

we @ V. A tout g, e@, on associera la restriction »* de » & Pouvert U, ol
1

¢,, st défini. On aura alors, utilisant 1.4.2 :

1.4.4 w*= ¥ b, do}, oll b; o & b(U%)

=1
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On appellera quelquefois le second membre de cette égalité, une expression de
au-dessus de U,. Cette formule est plus maniable que la notion de lecture dans la
carte ¢, que nous avons utilisée pour les champs de tenseurs (I-7.6.7). En effet,
dans I'opération de lecture ¢/ faut quitter la variété V et se placer sur un ouvert
d’un espace vectoriel, tandis que 1.4.4 est une égalité valable sur des ouverts
de V.

1.4.5 Application : Calcul pratique de I'image réciproque

Nous nous proposons d’utiliser 1.4.4 pour avoir un calcul pratique de I’image
réciproque d’un champ de covecteurs.

Soient V, V deux variétés de classe Cl, he CY{(V; V), G e ®V Posons
o = k*@. Soit & un atlas numérique de V, gz =& ; alorson a

o]
=11

= X b; 5 do§ -
1=1

Notons par Qyz = A~1(Uj), par «% la restriction de & Qz, alorson a :

b; a(h(%)) d(@% © B

e
Rt
i
e

1.4.6 Régle pour calculer I'image réciproque. On remplace dans Iexpression de Uz par
h(x) la variable % figurant dans les fonctions b, et dans les différentielles doi,. Ceci
constitue une régle d’application pratique trés commode.

La preuve de 1.4.6 est immédiate. Soit ¢ I'injection canonique de {2y dans V.
Alors on a :

D’ou
w8 = (**G = (hoi)*&

Soit hy = h o ¢ c’est-a-dire que A5 est la restriction de 2 & Q.
Alors
63

Utilisons 1-7.6.8 et 1.2.3, on obtient 1.4.6.

Rl* R!*

R!"“
e

1.4.7 Extension aux formes différentielles de degré p

Si F est un espace vectoriel, on sait qu'une p-forme extérieure sur F s’écrit comme

combinaison linéaire d’éléments e* A e* A - Aer ouef, ..., e est une base
P

du dual F* de F.
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Soit alors = e AP(V*), (@}, ..., ¢3) une carte numérique d’un ouvert U,
de V, =, la restriction de = & U, alors on obtient & partir de 1.4.2
= N dog A\ dog A - A dof

fy<iy <o <iy

Notant par A, , 'ensemble des parties & p éléments de Pensemble des n premiers
cntiers, on peut écrire encore :

o H
¥ = 2 an cha
HeAp,n

ou H = (iy, ..., i,) et ol 'on note :
doB = dod A\ do A ... A dog.

Le calcul de 'image réciproque par f* s’effectue en utilisant le fait que f*
est un homomorphisme d’algébre (cf. I-7.6.8). Par suite,

SEr = % (f*ak).f* (doa)
SrAGE =gl A ASHder
=d(f*¢d) A oo A d(f*eq)

c’est-a-dire que 1.4.6 est encore valable.

2 Champs de vecteurs et groupes 3 un paramétre

2.1 PROBLEME DE L’EQUIVALENCE POUR LES CHAMPS DE VECTEURS |

Nous nous posons le probléme de I’équivalence au sens de I-5.1, mais & présent
pour les champs de vecteurs.

Etant donnés deux variétés V et V, A et A deux champs de vecteurs sur V
et V respectivement, x,e V, £, eV, on dira que A et A sont localement équivalentes
au voisinage de x, et ¥, s’il existe un difféomorphisme d’un voisinage de x,
sur un voisinage de %, et transportant A sur A.

Le modeéle le plus élémentaire d’'un champ de vecteurs est le champ de vec-
teur constant non nul défini sur un ouvert O d’un espace vectoriel E : étant donné

e=E on associe & tout xe O le vecteur ¢eE ~ T, (O). On a alors 'analogue
de I-5.3.

1
2.1.1 TutorEME DE REDUCTION, — Soit V une variété de classe C?, Ae RV, A de
classe G, xye V. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit dquivalent dans un
voisinage de x & un champ constant non nul défint sur un ouvert d’un espace vectoriel est que :

A, # 0.
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Remarque. L'équivalence locale signifie qu’il existe un difféomorphisme ¢ d’un
voisinage U de x, sur un ouvert d’un espace vectoriel tel que :

. ¢'(x) .A, = constante xeU

PrrUVE. — La démonstration est donnée en appendice p. 293.
2.2 LIGNES DE COURANT D’UN GHAMP DE VECTEURS

1
Soit V une variété de classe C2?, Ae (X) V de classe C. Nous appellerons ligne
de courant de A, un chemin ¢ tracé sur V, c’est-a-dire

yecl(I; V).
ol I est un intervalle ouvert de R tel que

L[J’(t).l = Aq,(t) téI.

Nous appellerons probiéme de Cauchy relatif a

u & I’i
an r‘,hnmn de vecteur A la recherche d’1ime ]inrne de Cenrant de A pagsant par le

Sohddudad pr T Ll 43 LGk L LLAELAE LAID W Ul dig

point x, pour ¢ = £, Ceci s’écrit :

(Yeci(I; V) tel que toel

2.2.1 i¢(to) = ¥, -
Ll)!(t) . 1 = A!P(t) tEI

Si on considére le champ A comme le champ de I’écoulement d’un fluide
sur la variété V, alors le probléme de Cauchy correspond a la recherche de la
trajectoire d’un point matériel abandonné dans le fluide en mouvement & I’instant
ty au point x,.

Cette interprétation naive du probléme de Cauchy se prolonge en mécanique :
la résolution du probléme de Cauchy est alors équivalente & déterminer, & partir
des conditions initiales, le mouvement d’un syst¢éme matériel.

On a alors :

1
2.2.2 TréOREME. — Soit V une varidté de classe C®, Ae RV de classe CL; alors,
pour tout xoeV, ipeR, le probléme de Cauchy posséde une solution. De plus, si
b;eCM1;; V), 7 =1, 2, sont deux solutions du méme probléme de Cauchy, on a:

by (#) = $o(t) st telinl,

PrREUVE. — Supposant ‘d’abord A, # 0, on utilise le théoréme de réduction
pour transporter le probléme de Cauchy par une carte ¢ définie sur un ouvert U.
Le champ A, se lit suivant un champ constant. En restreignant au besoin le
domaine de définition de ¢, on peut se ramener au cas ot o(U) est un ouvert
convexe de 1’espace vectoriel d’arrivée. '
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Les lignes de courant du champ constant ¢ sont évidemment des droites
parall¢les & ¢ et parcourues avec une vitessse uniforme, c’est-a-dire s’écrivent sous
la forme :

$(t) = Eg + (t—to)e

On obtient ainsi une solution :
oo d =1
au probléme de Cauchy.

Unicité. Si ; et §, sont deux solutions différentes, on considére :

8,(2) = @{4(2))
Ba(t) = @ (b))

ol [t—ty| < ng, W, étant pas assez petit pour que [t— #5| < 7w, entraine que
$1(¢) et Py(¢) € U. Comme

§1(2) = &y + (E—to)e = B,4(t),

on en déduit que :

LN N

b)) = dalt) s Ji—t) <9
Notons par : :

A= {tel;nIg|s(t) = 4a(t)}
A est fermé, non vide. Montrons que A est ouvert Soit £ A; alors :
Po(8) et y(t)

sont deux solutions du probléme de Cauchy relatif au point x, & l'instant ,,
olt ¥, = §y(¢;) = $y(¢;). On déduit de ce qui précéde que

Py (8) = ba(2) si [ —t1] < M43
d’ol1 A est ouvert et le théoréme est démontré.

2.2.3 Remarque. Dans le cas Ax, = 0, Pexistence est triviale: I'application
$(t) = x, quel que soit ¢ répond a la question; pour l'unicité, on ajoute une
dimension &4 V en formant V = V X R; on pose A(m) = A_ @ ¢, oll ¢ estle
vecteur de la base canonique de R et on applique le théoréme de réduction 3 A,

2.3 LigNE DE COURANT MAXIMALE

Considérons le probléme de Cauchy 2.2.1 et soit S Iensemble de toutes ses
solutions; notons I, P'intervalle de définition du champ ¢ S. Posons

I°=l JI;
es v
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I°, réunion d’ouverts, est ouvert; 19, réunion de connexes ayant un point commun
est connexe, Par suite I° est un intervalle.
Définissons une application f de I° dans V en posant :

2.3.1 S(t) = $a(ty) ou b e8

est choisi de sorte que f; el . Si ¢, est un autre choix possible, on a, d’apres

2.2.2
ba(t) = Qa(ty)

c’est-a-dire que 2.3.1 définit f sans ambiguité. De plus f coincide sur un voisinage
de #, avec {y; il en résulte que f est de classe C! et est solution du probléme de
Cauchy 2.2.1. Ainsi a-t-on construit une solution f de 2.2.1 telle que tout autre
solution s’obtienne par restriction de f. On appellera f la solution maximale du
probléme de Cauchy 2.2.1.

2.3.2 Comportement aux bornes d’une solution maximale

DerinrrioN. — On dit qu'une application f & valeurs dans un espace localement
compact V tend vers I'infini si, quel que soit le compact K de V, il existe ¢ > 0
tel que ¢ > b— e entraine f () ¢ K.

On a alors

Soit f la solution maximale de 2.2.1 définie sur 1, = Ja, b[; alors lorsque ¢ — b
(vesp. lorsque t — &) f (t) tend vers I'infini.

PreUVE. — Si f (¢) ne tendait pas vers I'infini, il existerait un compact K, et une
suite £, £, ¢ tendant vers b telle que :
Vl, V" LI ’ lln, . s - L £ d -1 L

S(t:) e Ko
Extrayons de la suite f(#,) une suite convergente vers un point x; € V. Appliquons
le théoréme de réductionsi A, % 0 (Si A, =0, on appliquerait le méme artifice

qu'en 2.2.3). Soit ¢ une carte définie sur un voisinage U de x, et envoyant le
champ A sur un champ constant; alors

e(f () =+ (t—b)e
Commef(tnj) — x, on en déduit que v = ¢(%,). Posons
Sit) = oMo + (t—ble) b<t<b43

ou & > 0 est assez petit, et

Sit) =f() tel,

On définit ainsi une extension de f contredisant le caractére maximal de f.

1
2.3.3 COROLLAIRE. — Soit V une variété compacte de classe C2, Ae Q) V de classe C1;
alors le probléme de Cauchy 2.2.1 admet une solution définie pour toutes les valeurs de te R.
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2.4 PSEUDO-GROUPE DE TRANSFORMATION ASSOCIE A UN CHAMP DE VEGTEURS

Soit V une variété de classe C?, A un champ de vecteurs de classe C! sur V.
Nous associons & A une famille de transformations U, dépendant du paramétre ¢,
teR.

Si xoe 'V, nous noterons k, la ligne de courant maximale de A qui, pour
t = 0, passe par le point x,. Gette ligne de courant est la solution maximale du
probléme de Cauchy suivant :

E(t).l = Ay
2.4.0 HO) = no

Pour tout ¢, e R, nous posons :
Q= {xo=V|k, (t,) est défini}

Nous définissons une application U, de Q, dans V en posant :

2.4.1 U, (%) = k,(to) pour tout xeQy
On a alors :
d
2, = Avw
U, = l'identité
Dans premiére lecture de ce chapltre, on peut sans inconvénient, pour
suivre le fil général des idées, supposer que I’hypothése suivan te (H) est satisfaite :

(H) quel que soit ¢, on a: Q, = V.

D’apres 2.3.3 tel est le cas si V est compacte. Le résultat fondamental du paragraphe,
le théoréme 2.4.3, s’énonce sous cette hypothése simplificatrice de la maniére
suivante :

TrEOREME. — Supposons Ihypothése (H) vérifide. Alors la famille {U,},en forme un
groupe & un paramétre de transformation de V, ¢’est-d-dire que U'on a :

Upo Uy = U,y

Ceci étant, énongons quelques propriétés de Q,

2.4.2 | U Q, =V (en vertu de 2.2.2)

i>0

Q,cQ, si a>bz0
2.4.3 TrEOREME., — Supposons que x, e Q5 alors xge Q; 411 st et seulement si :

Ut,,(xo) & Qto
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et on a alors :

Uto(Ut,;(xo)) = U+, (%0)

Notation. On exprimera cet énoncé en disant que la famille {U,},eg forme un
pseudo-groupe de transformations sur V.
Le corollaire suivant est une conséquence formelle :

2.4.4 CoROLLAIRE. — On a:

Qp 0 Q= (Uy)7H(Q)
0 0 0

PREUVE DU THEOREME., — La démonstration est fondée sur la remarque suivante
2.4.5 St k(t) est une ligne de courant du champ de vecteur A et si a.e R est une constante,
alors k(¢) = k(¢ + «) est une ligne de courant de A.

En effet, on a d’aprés le théoréme des fonctions composées

E().1 =kt + o). 1.

Comme £ est ligne de courant de A, on a:

ILI7s PR

B+ ) 1= Ay
d’ol £ est ligne de courant de A.
Démonstration du théoréme 2.4.3. — Soit k, la ligne de courant de A passant, pour
t = 0, par x, et soit y, = k; (t,),

Ainsi, d’aprés I'unicité de la solution maximale du probléme de Cauchy posé
pour y,, a-t-on :

2.4.6 ky, =F;

0

d’oll, en particulier, & et ky, ont méme domaine de définition. Ecrivons 2.4.6 pour f,,
on obtient :

kyo(to) = 7“(50)
kyo(to) = kg (to + ta)s

ce qui démontre le théoréme.

ou, en explicitant £,

2.4,7 TutorkME. — Quel que soit te R, Q, est une partie ouverte de V et U, est un
difféomorphisme de classe Gt de Q, sur Q_,.
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PREUVE. — Supposons démontré que Q, est ouvert et que U, e C1(Q,; V). Alors,

en écrivant 2.4.4 avec o, = — ¢, {; = ¢, on obtient
0 = (U)~Y(Qy)
ou encore
Ui(€y) = Q.

Par suite U, e C1(€2;, Q__,)) et comme on a d’aprés 2.4.3 :
| U_, o U, = identité sur Q,

on obtient que U, est 1an difféomorphisme de Q, sur Q_, dont U_, est le difféo-
morphisme inverse.

Reste & démontrer que Q, est ouvert et que U, est de classe C1. Soit % e € ;
alors on peut trouver a = i, tel que la solution kmu de 2.4.0 soit définie sur [0, a] = L.

Nous appellerons ¢ arte adaptée 3 A au voisinage de x, une carte ¢ définie sur
un voisinage ouvert W de x, telle que (W) soit convexe et ¢*A soit un champ
constant. On peut supposer A, # 0 pour tout fel (sinon on utilise le méme
artifice qu’en 2.2.3). .

A tout tel associ ons un intervalle J(¢) contenant ¢ tel que ki, (J(2)) soit
entitrement contenu dans le domaine de définition W(¢) d’une carte adaptée.

T e9 T/#\ Arancritiian = 11 J N 1 ou J T . + T FRotvrasrane de ra
o J \0} COLLUUCx T un o bquV.l. CilICLIL Uveit QU l.JULJJ.lJal.JL 4, all Cl-y VLD Uue o
recouvrement un recouvrement fini et soit {L=0<{ <& -+ <ly=a

une subdivision de L tel que ¢, ¢, ;, appartienne au méme ouvert du recouvrement
fini choisi; alors, on a :

kmo([tj, tir1]) € W,

’

A LB it Ais I P tée o©
(REITliTION Q uie caric adapicu @4,

Nous allons montresr, par récurrence sur j, que U, est définie sur un voisinage
J

AT J st I’A ou 1vert de
U "j €58t 1'guvert 4

de x, et est un difffomcorphisme local au voisinage de x,.

L’énoncé est trivial pour j = 0, U, étant alors I'identité,

Supposons le vrai pour j, et montrons le pour j, - 1. Posons ¢ = b1ty
On a alors formellement

Utfo“‘l = Uso Utjo
et plus précisément utilisant 2.4.4
. = Ui? |
0, = Ui ~

En utilisant la carte adaptée ¢, , on obtient que € est un voisinage de ke (£)-
D’aprés 'hypothése de récurrence, U, est un difféomorphisme local au
voisinage de : o

Ui gy (85)) = %o,
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d’or U{l(ﬂs), c’est-a-dire Qt > €st un voisinage de x,. On a d’autre part,
d’ apréstZ 4.3, U L) = (U (x)) pour tout x e Qt . Pour montrer que le

premier membre est un dlﬁ'eomorphlsme local en x, il sufﬁt utilisant ’hypotheése
de récurrence, de montrer que :

U, est un difféomorphisme local en Utj0 (%0)s

ce que I'on voit encore immédiatement dans la carte adaptée ¢, .

2.4.8 Remarque sur le transport par difféomorphisme

Soient V, V deux variétés, £ un difféomorphisme de V sur V, Ae ®V U, le
pseudo-groupe associé & A. Posons :

foU, =T

alors U, est le pseudo-groupe associé a f A

3 Dérivées de Lie

3.1 DErINITION ET EXISTENCE
1
Dans tout ce paragraphe, V notera une variété de classe C?, A e (X V de classe C!;

nous associons & A le pseudo-groupe & un parametre U, et introduisons un opé-
rateur B(A) sur les fonctions, les formes différentielles et les champs de vecteurs,
défini formellement par :

s AN I Tee TN

B(A)f —~11m t-H U f—S)s Seh(V)
B(A)o = 11m -1 (Ufo — ), weAP(V*; E)
t>0

définition que I’on étendra 3 tout champ de tenseurs covarianis.
Pour un champ de vecteur on définira au contraire :

1
8(A)B = lim #2((U_),B—B), Be Q V.
t>0

Précisons d’abord que les différentes limites seront prises au sens de la
convergence*simple en chaque point x, de V; c’est-a-dire que plus précisément on aura
par définition :

((0(A)1) (o) = lim e[ (UF) () —F 0]
5.1.1 (BA)0), = lim 1 [(Ura), — o]
t>0
(0(A)B), = Hm i [((U_)xB)q, — Bql
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Il résulte de 2.4.2 que les expressions dont on prend la limite sont définies
pour ¢ assez petit; ces limites ne dépendent que des valeurs de A, de f, o, B sur
un voisinage arbitrairement petit de x, L’expression (0(A)f)(x,) [resp.
(0(A) ©),, resp. (6(A)B) w,] €St la dérivée de Lie de f[resp. w; resp. B] calculée en x,.

Utilisant 2.4.8, la dérivée de Lie se transporte dans un difféomorphisme; en
particulier pour la calculer en x,, on peut se ramener & un calcul sur Iouvert
d’arrivée d’une carte en x,,.

3.1.2 La dérivée de Lie d’une fonction de classe C existe et est une fonction de classe Co,

De plus on a :
B(A)f = <A, 4f)
ot df dénote la différentielle de f.

PREUVE. — On a :

(A1) (x0) = [ 5.1 Uerw)|

t=0
D’aprés le théoréme des fonctions composées :

f dTT
(%o) (Z’t U

!

il
S

1oy
t\xo)}
et d’aprés la définition 2.4.1

A rFs hY A

(A)) (xo) =S"(%0) - Ay,

—_
L]

C.Q .F.D.
3.1.3 Dérivée de Lie suivant un champ de vecteurs constant

Supposons que V soit un ouvert d’un espace vectoriel F, Soit eeF, ¢ 5 0, et
considérons le champ constant A, = ¢. Alors

2

X - te,

(Flrot )] _

s I

TT
Vi

Fob (B(A)F) () = [

p—

X

PN

On retrouve la notion élémentaire de dérivée de f suivant la direction e.

1
Soit maintenant Be ¢ V, B de classe C Alors
BeGY(V; F).

D’autre part
((U—t)*B)mo = B(xq + )
D’ou
d
(O(A)B)., =[ ZBr+ 0]

dérivée qui existe en vertu de 'hypothése C! et qui est continue.
De méme, si weAP(V*), o de classe Cl, alors 8(A)w existe et est de
classe Co.
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3.1.4 Existence des dérivées de-Lie

La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs (vesp. d’une forme différentielle) de classe G,
est un champ de vecteurs (vesp. une forme différentielle) de classe CO.

PreuveE. — Supposons A, # 0, alors utilisant le théoréme de réduction et
transportant 3.1.1 dans une carte adaptée & A, on se rameéne au cas ou V est
un ouvert de R” et oll A est un champ constant et le résultat est une conséquence

de 3.1.3.
(Si A,, =0, on utilise le méme artifice qu’en 2.2.3.)

3.2 PROPRILETES DE LA DERIVEE DE LIE

Nous supposons implicitement que toutes les dérivées de Lie que nous écrivons
existent.

3.2.1 0(A) est un opérateur lindaire

PrREUVE. — Les opérateurs UF et (U,), sont en effet des opérateurs linéaires.
3.2.2 0(A) est une dérivation pour les structures de o (V)-module, ¢’est-a-dire que st

feh(V)ona:

0A)(f2) = (BA))g +F(8(A)g) o g=d(V)
0(A) (fo) = (B(A))w +/(B(A)0)  ob oAV F)

B +~f(8(A)B) oa Be®V.

0(A) est une dérivation pour I'algébre extérieure A(V*) est-a~dire que:
0(A) (g A @g) = (B(A)wy) A g+ @1 A (8(A) @q)

PreuvE. — On a :

= (Ut f)(Ute)

= (Utf)(Uf o)
(U_p«(/B) = (UrN)(U-»,B

(Upulog A 0g) = (Upuw1 A (Up,wq

11 suffit ensuite de remarquer que les seconds membres sont bilinéaires dans
chacun des deux termes entre parenthéses et d’appliquer la formule €lémentaire
donnant la dérivée d’une expression bilinéaire pour avoir le résultat.

(Un (&
(U (fe

M N S e

3.2.3 Dérivée de Lie d’un accouplement

Soit Be é V, o e AX(V*), alors on a:
0(A)((B, &) = (B(A)B, w) - (B, B(A)w)
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-

PrREUVE. — On a, d’aprés 1-7.6.7
UH((B, 0) = ((U_,),B, Uto)

¢ second membre est bilinéaire dans chacun des deux facteurs de ’accouple-
ment; d’oit en dérivant on obtient le résultat.

Remarque. Ce résultat se généralise immédiatement a ’accouplement de
ve'e,(T(V), E) avec AL, ..., Are é V.
3.2.4 Dérivée de Lie et différentielle
Soit_f une _fonction de classe C? sur 'V, alors on a:
(A} (df) = d(8(A).S)
(C’est-a-dire que la dérivée de Lie commute avec opération différentielle).

PrEUVE. — On sait que différentielle et image réciproque commutent (1.2.3)

U (df) = d(ULSf)

d’ol1

d % — d e
- (Ui(df) = — (d(ULf))

.e premier membre n’est rien d’autre que 6(A) (aff ) ; 81 nous commutons formellement

= d( (UEf)) = d(O(A))
Reste a justifier que :

(45 (UE)) = 5 @Uzp)

Nous nous ramenons par lecture dans une carté¢ adaptée & A, au cas o A est le
champ constant égal au premier vecteur ¢, de la base canonique de R* Alors
on a:

(UES) (o) = f (g + tey)

et
(U2, = E L (g + 10
ol e}, 5, ..., ¢ est la base duale de ¢,, ¢, ..., ¢,. D’oll en dérivant en ¢

U, = E 2L (xo)er
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Le premier membre se calcule de méme, et on obtient qu’il est égal 2 :

n

2 of (%0) e

Alors fétant de classe C? on a :

o o

ok ox1 ol Dk

ce qui donne 'identité cherchée.

3.3 CROCHET DE DERIVATIONS ET CROCHETS DE CHAMPS DE VECTEURS

1
Ftant donnés une variété V de classe C¥ (k > 1), Ae @V de classe C¥
(1 € r < k), nous définissons un opérateur A, envoyant les fonctions de classe
Cr—r+1 dans les fonctions de classe C¥— via la formule :

A.f ‘= <A5 #>

Remarquons que si A est de classe C* alors d’aprés 3.1.2 on retrouve la dérivée
de Lie

Si r = k, on obtient une notion plus générale que celle de dérivée de Lie.
3.3.1 LemMme, — L’application A — A, est infective.
Preuve. — Cette application étant linéaire, il nous suffit de montrer que :

A, =0 entraine A=0.

Supposons A # 0, alors il existe #,eV tel que A, # 0. Soit ¢ une carte définie
sur un voisinage U de x, et prenant ses valeurs dans ’espace vectoriel E. Posons :

9 (%) (Ag,) =2
Soit [ e E* tel que {(z) = 1. Posons :
f=loo

Alors f est une fonction de classe C¥ définie sur U, soit f une extension de Fav

coincidant avec f au voisinage de x, (cf. I-3.4.2) On a:

@ )ay = (A )z

(Al ey = <Bay (@)
= f(a)(Ag,)

d’onr
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D’apres le théoreéme des fonctions composées
— U(q(x0) Ay) = U(2) = 1

On a ainsi construit f tel que :

AS#0 C.Q .F.D,
3.3.2 THEOREME.— Soit V une variété de classe C?, A, X e é V de classe C1, Posons
B(AYX =C
Alors, quelle que soit f de classe C%, on a:
Cof = AXS—XAS

PREUVE. — On a par définition :

8{A) (KX, df D) = <B(A)X, df ) + (X, 6(A) df )
Utilisant la définition de G :
BA)X, d&f ) = Cf
D’autre part, d’apres 3.2.4
0(A) df = d(8(A)Sf)

AK,f = Cf + (X, d8(A)f))
= Gof—l_ Xvo-f

Ay N
i uu

ce qui démontre 3.3.2.

3.3.3 CorOLLAIRE. — Soient A, X deux champs de vecteurs de classe C1 sur une variété V.
Alors

0(A)X = — 0(X)A.
PrEUVE. — Posons

C=04)%, C=0X).A

Alors il résulte de 3.3.2 que
c,=—0¢,
d’ol, d’aprés 3.3.1
C=—0C
C.Q .F.D,
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Notation. — Pour rappeler ’antisymétrie 3.3.3, on convient de noter
B8(A)X par [A, X]

L’opérateur crochet de deux champs de vecteurs ainsi défini est bilinéaire sur R et anti-
symétrique.

8.3.4 Identité de Facobi
Soit V une variété de classe C8, A, B, C e @ V de classe C2, alors on a:

[[A, B], C] + [[B, C], A] + [[C, A], B] = 0

Preuve. — D’aprés 3.3.1, il suffit de démontrer cette relation pour les opérateurs
associés aux champs de vecteurs et opérant sur des fonctions de classe C?. On a :

[A: B]o = A.B. —B Ao ’
[[A! B]’ O]o = (A.B. — B.A )Go - OO(A.B. - B.A.)
— ABC, —BAC,— CAB, + CBA,

:
s deux autres termes de 'identité de Jacobi,
ux

fois avec des signes opposés.

iy gy L=t o el 1:;
L

On trouve, en développant
douze termes, chacun est

Lindarité du crochet

Le crochet n’est pas une operatlon linéaire sur I’anneau Jo(V). En effet, d’apres

3.2.2
D’ou

[A,fX] = fIA, X] + (AN)X
On obtient, utilisant I'antisymétrie :

La dérivée de Lie est, par contre, Jo(V)-linéaire sur les fonctions; on a :

1 !
3.8.6 Soit V une variété de classe O, Ae Q V f, he b(V), f de classe C1, A et h de

classe COo. Alors on a:
(RA)f = R(AS)

PrEUVE.
RAf = <RA, df > = kKA, df)
= h(A.f)
Les résultats 3.3.5 et 3.3.6 montrent que la dérivée de Lie des fonctions se comporte

trés différemment de la dérivée des champs de vecteurs (ou des formes diffé-
rentielles).



3 DERIVEES DE LIE 109

3.3.7 Extension de la _formule du crochet
1
Soit 'V une varidié de classe C3, A, Be QQ V de classe C2. Soit o e A(V*) (resp.
A .
Xe® V) de classe C2. Alors on a:

6([A, Bl)o = 8(A)6(B)w — 68(B)6(A) e
B([A, B))X = 6(A)8(B)X — 6(B)6(A)X

PREUVE. ~— Remarquons d’abord que dans le cas d’un champ de vecteur X
ceci n’est rien d’autre que lidentité de Jacobi. Pour les formes différentielles
posons :
A, = 6([A, B])
A; = 6(A)6(B) — 6(B)6(A)

utilisant 3.2.2, on vérifie que :

Ag(wy A wg) = (Agwy) A @3+ @5 A (Agw,)
D’autre part

Arf=Af si fedV)

en vertu de 3.3.5.
D’autre part, d’aprés 3.2.4
dAy = Ad
dA, = Ayd
D’ou
Aydf = Ay df

Les opérateurs A, et A, sont locaux dans le sens que si U est un ouvert de V, alors
Ai(olU) = (A;j0)|U i=1,2

ol w|U dénote la restriction de o a U.

Par suite en prenant pour U% le domaine de définition d’une carte numé-
rique (') on aura (1.4.7)

0% = 2 an dCPH
H
D’ou
- Aot = § (Ajay) doH + %} agd; (doB) j=1,2
Comme
_ _ Ay (an) = Az(aﬂ)_ _
Ba(de's Adels A - A dols) = (A, dgis) A dohs A -+ N\ doly _
: + oo b deh Adol A <-4 A (A, doty)
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d’on

A, (dg') = A, (do?)
entraine A, (doB) = A, (dopH)
et Ay(0%) =4, (0%

Ce qui avec le fait que A, et A, sont locaux entraine le résultat.

3.4 CALCULS PRATIQUES DANS UNE CARTE NUMERIQUE

En se restreignant & 'ouvert de définition U d’une carte numérique ¢ et en

transportant par ¢, on rameéne les calculs pratiques au cas d’un ouvert O de
1
R®, Alors Ae () O est donné par ses n composantes : A = (Al, ..., A",

On a, si fed(O), f(E) = f(kxs - -» &)
oa)f = 3 ak

11

D’autre part :

8(A) df = d(B(A)f) = d(Z Al agf) S Jhani+ 3 avd(k)

En particulier si f (&) = £* on a :
0(A) (d&F) = dA”®.
Soit maintenant o e A1(V¥)

W = Eai di"
8(A)e = Z(0(A)a;) & + Ta,0(A) dE

A lavra
L3018

D’ou en remplagant :

= 2 2% Avgei + 3, g, dA
; OEF !

De méme on calcule la dérivée de Lie de
neAP(V*)  oh  m= D ay dtH
H

On a:
8(A)r = X (0(A)ay) dEB + Zay(0(A) dEH)

. H
ou

0(A) (dEi A -+ A dEP) = dAW A dE: A oo A dEW
oo R dER A dER A N dAR

Enfin pour calculer le crochet C = [A, B] des champs de vecteurs
= (AL, ..., A" B = (B, ..., B"

on utilise la relation :

C.f= (AB,—BA)S

!
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Prenons f(£) = £, on a en particulier :

Ci = A B! — B,A¢
D’ou en explicitant :

. 2B DA .
ko =]
G" Ek: (A bE"’ B aE"’) 2 1, s aeg R

3.5 INVARIANCE PAR UN GROUPE A UN PARAMETRE
1
Soit V une variété de classe C2, Ae XV de classe C1, U, le pseudo-groupe

associé 2 A. On dit qu'une fonction (resp. une forme différentielle) définie sur V
1
est invariante si U f = f quel que soit £. De méme on dit que X e 'V est invariant

si (U)X = X. La notion de fonction invariante coincide avec la notion élé-
mentaire d’intdgrale premiére du systtme différentiel déterminant les lignes de
courant de A, c’est-a-dire de fonction constante sur chaque courbe intégrale.

La notion d’intégrale premitre en mécanique correspond aux quantités
invariantes dans le mouvement, et par suite & des lois de conservation. Par exemple
la loi de conservation de ’énergie s’écrit sous la forme que la fonction énergie
est une intégrale premiére des équations de la dynamique.

Ly [ . S | 2 P LT M,! -,.“.,. pd cnrdemanda Bmaras riaitarers dmsradanas oo ararn £marenn s
.l.r.LJ:'.;UKI‘.;J.Vlﬁ. — UHE CUTIWELEUT TiE LT €L dUffioteriie PUUT U Wil fURLLIUN \ LTL3P. I/HMSJ urire
différentielle e, un cham vecteur X) soit invariante par U, est que

0(A) f=0

(resp. 0(A)o = 0, 0(A)X = 0).
Preuve. — Fixons x, et posons
Fu(t) = (U2,
(resp. ky () = (Ure)ys ku(t) = [(UD4X],)
Alors (8(A) f)(xy) = 0 s’écrit
k, (0) =0

o

Le théoréme signifie que si &, (¢) est constante alors &5 (0) = 0, ce qui est évident,
et réciproquement, ce qui est plus surprenant, que £; (0) = 0 entraine £, (¢) =
constante. La démonstration de ce résultat dépendra du lemme suivant inté-
ressant en soi.

3.5.1 LemMme, — On a:
kg (). 1 = (UF(8(A) f))g = (0(A) (UL,

(formules analogues pour les formes différentielles et les champs de vecteurs).
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PrEUVE. — On a :

lim (Uﬂ?ﬂf = Uit ) =k (1).]

g3 ,7,-0
D’aprés la propriété de pseudo-groupe :
Ut+sﬁUe°Ue=Us°Ut

d’ou *e == UfoUf = UFoUf

d’ol (U?—e-s — UT)J(‘: U;I: o (U*f f) Eg g
g g

oug = Ujf.

En faisant tendre ¢ — 0, on démontre le lemme.
Pour démontrer le théoréme, on écrit :

k(1)1 = UF(8(A)f)

Comme 6(A)f = 0 par hypothése, on obtient :
ki (6).1=0

d’ou1

k(1) = e, C.Q .F.D.

4 Cobord des formes différentielles

4.1 PoSITION DU PROBLEME

Smt Ae ® V alors A est une section s du fibré tangent T(V) (I-7.4.3), c’est-a-dire

5s:V>T(V)
En calculant I'application dérivée de s, on obtient :
s' T(V) = T(T(V))

par suite, on ne peut pas définir s comme un champ de tenseurs sur V, puisque s’
fait intervenir T(T(V)) qui ne s’exprime pas & 'aide d’opérations de ’alg¢bre
linéaire & partir de T'(V). On a par exemple :

1
4.1.1 ProposITION. ~— Donnons nous Ae RV, ne A{(V*). Soit

1
O(X) = (O(X)A, =), Xe @V
Alors, 1l nexiste pas en général p e A1(V*) tel que
X, o> = 0(X).
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PreuveE. — Lisons l'expression de ®(X) dans une carte numérique (cf. 3.4).
Alors apparaitra une expression de la forme :
. o XJ
Zaixi —I—- EbJ’k‘a—Ek

ou X! dénotent les composantes de X lues dans cette carte numérique. Alors que:
X o= Zci}{i'

D’ol, les b, étant en général non tous nuls, les deux expressions ne peuvent étre
identifides, les dérivées partielles des composantes de X figurant seulement dans
la premiére.

4.2 LE cRITERE D’J(V)-LINEARITE
TuEoREME., — Soit V une variété de classe C, E un espace vectoriel. Donnons-nous une

1
application p-linéaire antisymétrigue © du sous-espace de XV constitué des champs de
vecteurs de classe G & valeurs dans Uespace vectoriel Co(V; E).

Alors, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe o e AP(N*; E) telle que

est que © soit Jo(V)-linéaire; c’est-a-dire:
D(fAL A2 ..., AP) = fO(AL, ..., AP
pour tout fe (V).
PrREUVE. — La nécessité est immédiate :
(DAL ..., AP))y = o (f(R)AL ..., A7) =f(x)w (A, ..., A7)

Pour prouver la réciproque, nous allons montrer.

1
4.2.1 Lemme. — Soit Ae 'V de classe CF. Supposons que A, = 0; alors on peut
1
trouver B, ..., Bre &V de classe Cr ¢t fy, ..., f,eM(V) de classe CE, tels que

Si(xg) =0 et que A= ij{
J

PrREUVE. — Le lemme est évident si V est un ouvert d’un espace vectoriel E.
Il suffit de prendre pour B/(j =1, 2, ..., n) des champs de vecteurs constants
égaux aux vecteurs d’une base de E. Les f; sont alors les composantes de A dans
cette base.
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Sur une variété V, on considére une fonction p(x) égale a 1 en x, et dont le
support est contenu dans 'ouvert U de définition d’une carte ¢ de V. Posons :

B = A
Jo=1—p
C = A—f,B® = pA.

Soit ¢ la restriction de C & U. Transportons { par ¢, ; on obtient (. Comme

ég = 0 d’apres ce qui précede :

0

X

C= §fﬁff)

Soit B ;= (™M B ;» Notons par p, une seconde fonction de classe C* égale
4 1 sur le support de p, et & support contenu dans U. Posons

B, =p1(x)]§§; si xeU
B, =0 si xeU.

1
Alors B/e XV et sera de classe C* et de plus on aura :

A =fB°+ X fB/

izl
ol les f; sont définies, pourj > 1, par:

C.Q.F.D.

PREUVE DU THEOREME

4.2.2 AL =0 entraine (DAY, ..., AP), =0
En effet, d’aprés 4.2.1 :

= X fB;
J
I’hypothese de Lo(V)-linéarité entraine :
cb( X fB, AL L, AP) = X f0(B), AL, ..., AP)
J J

et comme f,(x,) = 0 on en déduit 4.2.2.
Considérons ’application

ue‘(’ep.a.(é\f; E)
u(AL ..., A1) = (D(AL, ..., AP),

0

définie par :
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Alors si AL == AL, on déduit de 4.2.2 que u(Al, ..., AP) = u(AL, ..., AP),
0 0
Par suite u se factorise via 'application Vg *

0 (A) = A,
c’est-a-dire qu’il existe une application :
Pay € Lp,a(T4, (V)5 E)

u(AY, ..., A) = o(y, (AY), ..., 7, (A),

telle que :

ce qui démontre le théoréme.

4.3 CoBORD DES FORMES DIFFERENTIELLES DE DEGRE 1

Pour faciliter la lecture, nous introduirons d’abord le cobord pour les formes de
degré 1, avant de faire ’exposé dans le cas général qui sera ensuite traité en sui-
vant toujours la méme approche.

4.3.1 LEMME FONDAMENTAL. — Soit V une varidté -de classe C1, w e AY(V; E),
o de classe C1; quels que soient A, Be éﬁ) V de classe C1, posons
D(A, B) = 8(A)(CB, 0)) — 8(B)(CA, @) — (A, B, o>
Alors (A, B) est antisyméirique et Jo(V)-linéaire.
PreUVE. — Prenons f de classe C1; alors on a d’aprés 3.3.6
D(fA, B) =f(8(A)<(B, .w)) — 8(B)(f<A, w)) —<[fA, B], o)
On a, d’apres 3.2.2
0(B) (KA, ) = (8(B))<A, o> +f(8(B)<A, w))
et d’apres 3.3.5
/A, B] =f[A, B]— (B, f)A
D’ol1 ’on obtient :
O(fA, B) —fB(A, B) = (B,f)<A, 0> — ((B,f)A, &) =0.
C.Q.F.D.

Défimition du cobord
D’apres I-7.5.5, il existe une forme
ce A2(V; E)

unique telle que :
(A AB, o) = O(A, B)
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On pose par définition :
o =duw

et on appellera o le cobord de «. Le cobord est par suite complétement déterminé
par la formule :

432  B(A)B, u)>— H(B)A, ) = {[A, B], ) + (A A B, do)
Propriétés du cobord

4.3.3 Cobord d’une différentielle -

ProrosiTioN. — Soit fe C2(V; E). Posons

o =df
Alors
do = 0 (cest-d-dire d* = 0)
PreUVE. 8(A)(B, df ) = AB,f

O(B) A, 4> = BA.f
{[A, B], df) =[A, BL.S
Utilisant 3.3.2, on obtient que 4.3.2 s’écrit :
(A AB, do) =20
quels que soient A et B de classe G!; d’ol1 dey = 0. C.Q .F.D.

4.3.4 Cobord et Jo(V)-lindarité
Ona:

PROPOSITION. — S0t w & ALYV ; E) de classe C1, fe o(V) de classe G, Posons
T = fo

dr = df A o + fdo.
PreuvE. — On a, d’aprés 4.3.2

(A A B, dry = B(A)(f{B, w)) — 0(B)(fCA, w)) — f<[A,B], &)
=f<A A B: d")> -+ <Aﬁ ‘.if><B: ‘-0>"'— <Bs ‘#)(As (0>-

Utilisant la définition du produit extérieur des deux formes linéaires df, et w,,
on obtient

Alorson a:

A AB, & A o> =[G 3}2 & o

d’ou le résultat.
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4.3.5 CoOROLLAIRE. — Caleul du cobord. St & = 2 G, dfy, alors do = Z d(}k A dfys

ois f,, et G, sont des fonctions de Jo(V), de classe C2 paur fk, de classe C pour G En effet,
ona:

d(ck dﬁc) = de A dfk + Gk d(dfk)

D’aprés 4.3.3, le second terme est nul; d’ol1 le résultat,

4.4 DEFINITION GENERALE DU COBORD
Soit V une variété de classe C2, o e AP(V, E). Nous définirons le cobord
doe APFLH(V; E)

par la formule, valable quels que soient

1
Aje @V, A, de classe G,
441 <AL ANAs A A Ap+1a do) _
= % (— 1)j+1e(Aj)((°(A1, cees Agy ooy Api))
-+ '§j (""' 1)i+j‘-°(A1: R Ai—l: Ai: [Ab A,j]: Ai+1: R Aj: tee Ap+1)
]

ol1 le symbole A; ou j signifie que 1’on a retiré de 'expression, A; ou A,

Reste A justifier cette définition. Le second membre est mnr‘]PmmPnf an fisy..

AWU O LWL o J U Liliv Ll W Lo M, W \.rll.’l.l.]..l..l.lr Asdde (=] VVLA“ A h A R P R W Nt W M ¥ e e o R P i

métrique dans les A;. Utilisant le théoréme 4.2, tout revient & démontrer

4,42 LemME, — Le¢ second membre de 4.4.1 est Mo(V)-lindaire par rapport a A,.

PrREUVE. — Soit A; = fA,. Les termes du second membre de 4.4.1 qui ne sont
pas linéaires en f de fagon évidente, s’écrivent :

jgz (""" 1)j+16(Aj) (fc‘)(Ala AR | Aj’ MR} Ap+1))

+ 1%,]' (_ 1)j+1(°([fA1> Aj]s Azs trrs Aj: Tt Ap+1)

La partie non linéaire en f, d’aprés :

[pr Aj] =f[A1= Aj] - (B(Aj)f)AI:

s’écrit :
j§2 (_ 1 Jl [( ( )f)m(Als L) Aj: sy Ap+1)

— (AN oAy . Ay oo Apd)]
et est ainsi nulle. C.Q F.D.
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4.5 EXPRESSION DU COBORD DANS UNE GARTE NUMERIQUE
THEOREME. — Soit w e AP(V*), of une carte numérique définie sur Iouvert U% de 'V,
% la restriction de « & U%, (dw)* la restriction de de a U%, Alors, si
H
0% = X ag dPa ,
H

on a’

do* = D (dag) Ado}
H

Preuve., — Remarquons d’abord que:

(dw)* = d(0?%)

Ceci tient au caractére local de la formule 4.4.1. En transportant o® sur 'ouvert

O, d’arrivée de la carte ¢,, tout revient & démontrer que si O est un ouvert
de R” et si

m= X by diE meAP(O%)
H

alors

dr = % (dbg) AdEE £ = (£, ..., E") eRn

Notons par ¢; ... ¢, la base canonique de R"; si H, est une partie & p - 1 élé-

P e Y-

PRI |
nents aonnée

Alors
[A;, A]=0 (cf. 3.3.2)

D’autre part, notons HJ la partie iy, .. ., ip+1 dont on a retiré ;. On a :
A
(‘)(Als *ery Ajp vt Ap+1) = a’Hg
ce qui permet d’écrire 4.4.1

Cig Aoy A oo Aoy (@) = B (— 1) 55 (am)
P J

1 .
Yy

D’autre part, la formule proposée s’écrit en développant :

(do)r = 3, 288 gz A dEB
Hs &
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En identifiant :
Hu {s} = H,
d’ol1
H=H] ij=s
comme enfin

dg; A dEH] = (— 1)J+1 JEHs

on obtient que les deux formules sont identiques. C.Q.F.D.

4.6 PROPRIETES DU COBORD

Ayant défini par 4.4.1, le cobord de fagon intrinséque nous allons, pour alléger
les calculs qui pourraient étre effectués 2 partir de 4.4.1, démontrer ces propriétés
en utilisant 4.5.

4.6.1 Le cobord est un opérateur défini sur les formes de classe C1 et prenant ses valeurs dans
les formes de classe CO qui augmente le degré d’une unité. De plus il est de carré nul:

d(do) =0 si o est de classe C2

PreuvE. — Pour obtenir que le cobord est de carré nul (voir 4.3.3) il suffit
de considérer les composantes c’est-a-dire les formes & valeurs scalaires. On se
place alors, dans une carte numérique, sur un ouvert O de R%. On a:

o= agdil E= (& ..., 8
H

do = 2 dagy N dEE
H

0a
= 2 -b—gdak A dEE

2
ddw) = 3 %{gﬂg—kdss A dEF A dEB

En regroupant les dérivées secondes, on obtient :

02g d2a s
(36— 5% 5 ) des A e

parenthése qui est nulle en vertu de la commutativité des dérivées partielles
secondes.

4.6.2 Cobord et structure d’algébre sur A(NV*). Le cobord est une antidérivation, ¢’est-a-dire
que st wq, oe A(V*)on a :

d((l)l /\ (1)2) == (d(!)l) /\ Wo "'l" (— 1)?‘1 (O] /\ d(ﬂz

ot ry = degré de ;.
On définit le cobord sur A® (V, E) = A&(V) comme la différentielle.
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PREUVE. — En utilisant une carte numérique, tout revient 4 démontrer cette
identité dans le cas d’un ouvert O de R". Alors

(!)1 = Zdﬂl daﬂl
©p = Zhy dE%:
0y A wg= X agby dfB1 A dEH
HI,H 1 =2

d(e; A ©y) = HZH ((day )by, + ag (dbg)) A dE%1 A dEBs

On a:
(a:z:'aﬂl)bﬂ2 A dét A dEBs = (daH1 A dEHL) A (bH2 deHz)
aﬂl(dbnz) A dg¥r A dEBe = (— 1)"1(anldiﬂ1) A (dbg, N d&Bs)

d’ot1 en sommant sur H, et H, on a le résultat.

4.6.3 CoroLLAIRE. — Soit f1, ..., f,eh(V), bxloe (V). Posons

0 = 2 by df &
. K
Alors on a

do = 3 dby A df¥
K

PREUVE. — 8i K = (i}, ..., i,) on a, d’aprés 4.6.2
HGT) = dam) A Ga N N
— & Nalg) N ANgptr
Utilisant alors 4.6.1, on obtient que tous les termes sont nuls; d’ou :
d(df*) = 0.
Utilisant encore 4.6.2, on obtient 4.6.3.

4.6.4 Cobord et image réciproque |

Sotent V, & deux variétés de classe C2; soit fe C2(V; V) c’.’oVAP(V; E), & de classe C1,

alors on a: '
d(f*8) = f*(d&)

Ce que I'on exprime en disant que cobord et image réciproque commutent.

PreuvE. — Il suffit de démontrer ce résultat pour les formes & valeurs scalaires.
En utilisant des cartes numériques, oy raméne la situation au cas o1 V et V sont
deux ouverts de R* et R”. Alors f est donnée par # composantes :

S o Sz

O = Zd‘n déﬂ.

et
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On a alors

D’apres 1.2.3, on a:

dbg = df *ay = f*(day)
— 3f*(dag) A dfF
= f*(Zdayg A dEE) = f* do
| C.Q .F.D.
4.6.5 Produit intérieur

1
Soit Ae @V, we AP(V; E); nous définirons e AP-1(V; E) par la formule:

Tp(Rps -+« s Zp._1) = g(Ag Zpy + - 15 zp-—l)

Ol 2y, ..y Zp—q& Ly(V)

Le second membre est évidemment linéaire antisymétrique dans les z;;
par suite, cette formule définit une application (p— 1)-linéaire antisymétrique
de T,(V) dans E, c’est-a-dire me AP-1(V; E).

On pose
7w = i(A)o

et on dit que i(A) est le produit intérieur de o par le champ A.
i(A) : AP(V;E) >~ AFYVIE); p 21
sur A1(V; E), i(A) n’est autre que P'accouplement :
i(A)o = (A, o)

Enfin remarquons que sur A(V*), i(A) est une antidérivation; c’est-a-dire que

4.6.6 i(A)(0; A ©g) = (((A)o;) A 0+ (— Doy A (((A)w)
Cette formule se vérifie aisément en prenant un point x,e V, une base ey, ..., &
de T, (V) avec ¢; = A, et en écrivant (©i)g, & Iaide de g, Ne, N A e:-“P.

1
TrforEME DE CARTAN. — Soit V une variété de classe C%, w e AP(V; E), Ae KV,

A et o de classe Ct; alors on a :

4.6.7 8(A)w = i(A) do + di(A)o.

Preuve. — On se rameéne d’abord aux formes différentielles scalaires. Montrons
la formule de Cartan au voisinage d’un point x, =V tel que A, # 0.
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Appliquons le théoréme de réduction et considérons une carte numérique
dans laquelle le champ A se lise suivant le champ constant égal au premier vec-
teur de la base canonique de R».

La formule de Cartan s’écrit alors dans cette carte, si &= (£, ..., &)

© = Zag dEH, dow = 2 dag A dER,
oa
(A = Egélfdiﬂ.
En utilisant 4.7.2

i(A)do = Z (i(A) dag) A dER — Zday A (i(A) dER)
i(A)o = Zag A (i(A) dEH),
on a.:

di(A)o = Sdag A (i(A) dEB), \

puisque (A) d&H est monome extérieur de la forme dE®', et par suite, de cobord
nul. D’ol :

i(A) do + di(A)o = Z(i(A) dag) A dEH

e e e FeY7 . . . .
Mais (A} dag = —;%; » d’ols le résultat. Ainsi le théoréme de Cartan est vrai sur :
Q = {x|A, # 0}.

Q est un ouvert de V, d’aprés la continuité des deux membres de 4.7.3. Il en
résulte que 4.7.3 est vrai sur Q. Posons A = complémentaire de Q; alors A est
un ouvert sur lequel A = 0; par suite la formule de Cartan est trivialement vraie

sur A, c’est-a-dire finalement sur V tout entier.

5 Le théoréme de Frobenius

La théorie de Frobenius peut apparaitre dans une certaine mesure comme la
généralisation & une dimension supérieure 4 1 de la notion de ligne de courant
d’un champ de vecteurs. (Ce qui n’est d’ailleurs que partiellement exact), Mais
la justification de I'étude entreprise dans ce paragraphe se trouve dans ses appli-
cations, (en particulier & la théorie des groupes de Lie).

3.1 NoTioN DE p-cHAMP

Soit V une variété de classe C! de dimension 7; soit p un entier < n. On appellera
p-champ M la donnée en tout point x € V d’un sous-espace, noté M_, de dimension
p de T (V).

On a pour les p-champs les notions correspondantes a celle des champs de
vecteurs (cf. I-7.4).
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5.1.1 Restriction d’un p-champ & un ouvert Q. de V-

La restriction est possible par lidentification T,(Q) avec T,(V) pour tout
xe . ' :

5.1.2 Transport d’un p-champ par un difféomorphisme
Soient V et V deux variétés de classe C1, 4 un difféomorphiisme de V sur V, M un
p-champ sur V, on définit un p-champ M sur V et on pose
M = kM
par la formule
M, = h'(x).M, ob  x=Ar"1(&).

5.1.3 Lecture d’un p-champ dans une carte

Soit M, un p~-champ défini sur une variété V, ¢, une carte de V définie sur Uouvert
U, de V. On note

M= la restriction de MaTU,
et par '

Mz = (g,) s M*
On dira que M2 est le p-champ M lu dans la carte ¢,
5.1.4 p-champ associé & un systéme de champs de vecleurs

1
Donnons nous AL, A2, ..., AP, Ale @ V.
Supposons que quel que soit x eV, les vecteurs

{AL}_, sont linéairement indépendants.

Alors les vecteurs Al engendrent un sous-espace M, de dimension p de T, (V).
La correspondance x —> M, définit un p-champ M sur V. On dira que M est
défini par le systtme (Al ..., AP).

Deux systtmes de champs de vecteurs différents (Al ..., AP) et
(A1, ..., Ap) peuvent définir le méme p-champ.

Par exemple, si p = 1, on la proposition évidente suivante.

5.1.5 ProposiTioN. — Une condition nécessaire et suffisante pour que A et A définissent
le méme I-champ est que U'on ai

A=#hA  avec heh(V), h(x)#0  pour tout xeV

Cette proposition montre que la notion de 1-champ différe de celle de champ de
vecteurs.
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5.1.6 p-champ de classe C¥

Soit V une variété de classe C#+1, M un p-champ sur V. On dira que M est de
classe C* si pour tout €V on peut trouver un voisinage ouvert Q de x, et

1
Al ..., Are QO les Al étant de classe C¥, tels que la restriction de M 4 Q
soit définie par A, ..., AP,

5.2 p-CHAMP COMPLETEMENT INTEGRABLE. LE THEOREME DE REDUCTION

5.2.1 Notion de carte adaptée

Soit O un ouvert d’un espace vectoriel E. Nous dirons qu’un p-champ N défini
sur O est constant si, pour tout £ e O, N est un sous-espace fixe de E. (On identifie
T;(O) avec E). '

Etant donné une variété V et un p-champ M défini sur V, nous dirons qu’une
carte ¢ d’un ouvert de V est adaptde & M si M se lit dans cette carte suivant un
p-champ constant.

Le théoréme de réduction consistera i affirmer I’existence d’une carte adpatée
définie au voisinage de tout point de V.

Contrairement & la situation pour les champs de vecteurs (cf. 2.1) le théoréme de
réduction ne sera valable que si le p-champ M satisfait une condition nouvelle
complétement différente d’hypothéses de « classe C1 ».

5.2.2 Sous-module de ® V' associé a un p-champ

Soit V une variété de classe C?, M un p-champ de classe C? sur V. On associe &

1
M la partie b de X} V ainsi définie

1
Mo = 3Ae & VIA declasse CY, et A,eM, pourtout xeV
Alors notant par J, (V) les fonctions de classe C* définies sur V on a que
Mo est un Jlol(V) module.

5.2.3 Condition de Frobenius
Soit U; un pseudo groupe de transformation 4 1 paramétre de la variété V,
soit M un p-champ sur V on dira que M est invariant par U, si, notant par M la

restriction de M & Pouvert de définition de U, et par M la restriction de M a
Pouvert de définition de U_,, on ait

~

(Ut)*M = M
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Dans le cas particulier ot U, est défini sur tout V on a simplement :
(UM = M.

Dans tous les cas on peut écrire I'invariance de M par U, sous la forme plus
développée
Ui(*)- My = My

sous la seule condition que x soit dans I'ouvert de définition de U,

5.2.4 DérnirioNn, — Un p-champ M d’une variété V sera dit complétement
intégrable si quel que soit A e d, le pseudo-groupe a 1 paramétre U, associée a
A laisse M invariant,

On a l'énoncé suivant :

5.2.5 TutorEME DE FROBENIUS. — S0it V une variété de classe C*, M un p-champ de
classe Cl sur V, une condition nécessaire et suffisante pour qu’au voisinage de tout point x
de 'V, on puisse trouver pour M une carte adaptée, est que M. soit complétement intégrable.

PrREUVE. — La nécessité est triviale. En effet la condition de Frobenius étant
invariante par difféomorphisme il suffit de vérifier qu'un p-champ constant défini
sur un ouvert O d’un espace vectoriel E la satisfait. Soit M un tel p-champ et
notons par £ le sous-espace vectoriel de E tel que M, = E pour tout xe O. Soit

{ e E* tel que [ s’annule sur E. Soit A e b, x, € O. Notons par U, le groupe associé
a A. Posons
KUy(xw) = 2()

N(1).1 = U(Aggey) =0

Alors

c’est-a-dire que A(¢) est consiante. On en déduit que si 'on pose

H={¥x=% +2 ol ze B}

alors on a
UMH)cH
Comme d’aprés 1-6.2.6

Uy(#1) (T, (H)) = T (Ui(H))

T (H) =E

et comme

ceci s’écrit A .
Uj(x,).E =L
ou encore
! —
Ut(xl)Mml - MUt(wl) O.Q.F.D.

Nous allons maintenant démontrer le caractére suffisant de la condition de
Frobenius, ceci par une réurrence sur la dimension p du p-champ M.
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Si p = 1, on choisit Aedb tel que A, définisse M au voisinage de xy. On
applique ensuite au champ de vecteurs A le théoréme de réduction 2.1, on
obtient ainsi une carte ¢ envoyant A sur un champ de vecteurs constant, et par
suite M sur un l-champ constant.

Supposons le théoréme démontré pour ¢ < 2.

5.96 LEMME. — Soit n la dimension de V. Donnons-nous xeV. On peut considérer
une sous-variété V, de V de dimension n— 1, telle que x,€Vy et Aedb tel que

dim(T, (V) nM,) =p—1 pour tout  x€V,

et que A soit transverse & V, en Xo.
(C’est-a-dire que AmoelaT%(Vl)).

PrEUVE. — Remarquons d’abord que la conclusion du théoréme de Frobenius
¢tant de caractére local on peut remplacer V par une partie ouverte O d’un
espace vectoriel E. Il suffit alors de prendre pour V, une sous-variété linéaire L de
F. de dimension n-— 1 ne contenant pas M.

Alors Phypothése que M, est de classe C° entraine que M ¢ L = T, (V,)
pour x assez voisin de xq. :

Soit ¢oe M, ¢o& L. Soit N un espace vectoriel supplémentaire de M.
Alors, Phypothése que le p-champ M est de classe C° entraine que N est un supplé-
mentaire de M, pour x assez voisin de x,, on 2 une projection naturelle :

7, E-—>M,

1
Posons A, = 7,(¢o). On définit ainsi un champ de vecteur Ae @ V. L’hypo-
thése que M, est de classe C* entraine que m,, €t par suite A, est de classe CF,

5.2.7 LEMME. — Posons les notations étant celles du lemme 5.2.6
Na: = Mw n T:.c(vl)xe Vla
alors N, d¢finit un (p-1) champ sur V vérifiant la condition de Frobenius.

1
PreuvE. — Donnons nous Be &V, tel que BeN, construisons une extension
B de B 4 V telle que BeM (par exemple on construit d’abord une extension

ﬁ deBaVetonpose C; = ﬁ . Soit IAJ't resp. U,) le groupe & un parameétre
7 et on pose Cy = m(B)s P P P
associé 4 B (resp. B) alors on a U,(x) €V, pour tout xeV, d’ol

U, = restriction de U, 4 V,
ﬁt (Vl) cvla

UUT,(Vy) = Tom(Vire Vi
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Par suite on a
Ui(#)(N) = Ul(x) (N,) = (Ti(x) (M,)) 0 (U}(#) (To(V))
comme par hypothése sur M on a (IAJ,)*M = M on en déduit

= M) n T6,(V1) = Ny C.Q .F.D.

DimonsTrRATION DU THEOREME, — D’aprés I’hypothése de récurrence on peut
trouver une carte ¢ de V,, adaptée & N, définie sur un voisinage Q,(x,) de x,
dans V, et prenant ses valeurs dans un espace vectoriel Eg. Notons par U, le
pseudo groupe a 1 paramétre défini par A. On peut trouver e > 0 et un voisinage
Q(x,) dans V tel que

U (x) soit défini quels que soient xeQ(xy) et lt| < ¢

En restreignant au besoin ,(x,) on peut supposer que £2,(%,) € Q(x,). Notons

O, = "I)(‘Ql)a

et Par P Pan ~ . - 121 hY
O =0, x {teR; |f| < ¢}

Définissons une application
F: O>V

par la formule

52.8 - F(E, t) = U(y=(€))

Pour montrer que F définit un difféomorphisme local il suffit de montrer que
F'(£y 0) est inversible

Comme dim Eg = n— 1 la dimension des espaces du départ et d’arrivée de F'
sont égales. Montrons sa surjectivité. Calculons les dérivées partielles

5.2.9 Fi(& ¢).1 = Apg, »
5.2.10 | Fy (6 0) = (v=1)'(8)
d’ol1

A, €Image F'(§,, 0)
T4, (V1) cImage (F'(§,, 0))

La surjectivité de F'(£,, 0) entraine que I’on peut trouver un voisinage O de (£, 0)
de la forme

O =0, x {]|t| < &}

tel que la restriction f de F a O définisse un difféomorphisme de O sur Q=F(O),
Q étant un ouvert de V contenant x.
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Posons g = -1, Nous désirons montrer que g est une carte adaptée 3 M. Pour
ceci notons par v = {, M alors comme { est adaptée & N, v est un sous-espace
constant de Eg.

Soit E,=E; ® R, ¢, ’'élément de E, de coordonnées (0,1), m le sous-espace de
E, engendré par v et ¢,. Nous montrerons que g est une carte adaptée en vérifiant :

5.2.11 F,m = restriction de M a Q.

Montrons d’abord
5.2.12 (Fum), = M, pour tout xeV,.

On a en effet si xeV,
(Fom), = F'(&, 0).m ol £ = d(x).

D’aprés 5.2.9
F(E 0).¢, = A,

et d’aprés 5.2.10
F'(g 0).m=N,
on en déduit (5.2.12)
Soit maintenant x e (). Alors on a

g = (&g, ¢) avec Eleél.
On en déduit

# = Up,y o &y = ¢I(Ey).
D’autre part d’aprés la condition de Frobenius 5.2.3

M, = Uj (x1) M,
ce qui utilisant 5.2.12 s’écrit
5.2.13 M, = U{ (%) - (Fym),,
La relation 5.2.8 permet d’écrire :
F(E t) = U, o F(§ ¢t —t)
d’ott en dérivant par rapport & £ et en faisant { = ¢, on obtient :

FL(E, 1y) = Ul (%) o FE(&, 0)
F’(Ea to)(“’]) - in(xl)'le

Uio(xl) ' le < Mm

c’est-a-dire
Or, d’apres 5.2.13

D’ol ,

F'(€, to).meM,
utilisant 5.2.9, on obtient

F,(E, to) .mc M.’L‘
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Les deux espaces ayant méme dimension, on en déduit
F/(E, t;).m = M,

et le théoréme de Frobenius est démoniré.

5.3 VARIETE INTEGRALE

Soit V une variété, M un p-champ sur V. On appellera variéié intégrale de M une
sous-variété H, de V, connexe, telle que

T,(H)yeM, pour tout xe H.

On dira que H est une variété intégrale de dimension maximum si dim H = p.

Le probléme de Cauchy pour les équations différentielles aura pour ana-
logue la recherche des variétés intégrales de dimension maximum passant par
un point donné. On a pour ce probléme le résultat suivant.

5.3.1 PropostTioN, — Soit V une variété de classe C2, M un p-champ de classe Gt
sur 'V complétement intégrable.

Existence. Par tout point de V passe une variété intégrale de M de dimension maximum.
Unicitéd. Soit xo un point de V, Hy et Hy deux variétés intégrales de dimension maximum

oo an e B mann al ta are y 'M
}/u.i'.i'a,m, pur "‘0: aLors b existe un voisinage ouvert Q de Xo tel que

QOnH, =QnH,

PreuvE. — Ces deux énoncés ayant un caractére local et étant invariants par
difffomorphisme il suffit de les démontrer dans ’ouvert d’arrivée d’une carte ¢
définie sur un voisinage de x,. Nous prendrons pour carte ¢ une carte adapiée
au p-champ M. On est ainsi ramené & démontrer la proposition_dans lecasou V
est un ouvert d’un espace vectoriel et ol M est un p-champ constant, c’est-a-dire
qu’il existe un sous-espace E, de E tel que

M, =E, pour tout xeV.

Existence. Soit xye V prenons pour H « le plan paralléle » 4 E; passant par x,
c’est-a-dire

5.3.2 H= {xeV|x =, + 2 avec z€E,}

Unicité. Soit [e E* telle que [ soit identiquement nulle sur E,. Soit H,
une variété intégrale connexe de M. Soit i, I’injection de H; dans V et fla restric-
tion de [ a H, :

S=1lon

Alors on a
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Comme [ est linéaire dl = [ et comme T,(H,)cE,; on en dédut
df =0

c’est-a-dire f est localement constante, Comme nous avons supposé H; connexe,
on en déduit que f est constante. Comme ceci est satisfait pour toute formelinéaire
[ nulle sur E; on en déduit que

5.3.3 H;cH ou H est défini en 5.3.2.
Montrons maintenant que si dim Hy = p alors
5.3.4 H, est une partie ouverte de IH.

En effet utilisons I’équation locale d’une sous-variété de R* 1-6.4.3. Soit E, un
sous-espace de E telle que E = E; @ Ey, soit v, € H,. Alors T, (H;) = E sur
un voisinage Q(x;) de » et

Qo) nH, = {dx =z +2*  avee 2% =g(2)}

g étant une application d’un ouvert de E; dans E, ce qui démontre 5.3.4. (L’appli-
cation g est d’ailleurs d’aprés 5.3.3 une application constante).
Ainsi appliquant 5.3.4 & H, on obtient :

H;nH,

L _ TP, I o sl TS T A3 8 1yt 2
une paruae ouverté dé i conténant xXg o ou 1 ulliciie.

5.4 QUELQUES ¥NONCES EQUIVALENTS DE LA CONDITION DE FROBENIUS

Nous allons modifier la condition de compléte intégrabilité donnée dans la défi-
nition 5.2.3 de fagon 4 la rendre analytiquement plus maniable,

5.4.1 PROPOSITION. — Soit 'V une variété de classe C2, M un p-champ sur V de classe C1,

1
Mo le sous-module de XV associé & M; alors

M est complétement intégrable si et seulement si Mo est une sous-algébre (c’est-a-dire A,
Bedb entraine [A, B] edb).

PrREUVE. — Supposons M complétement intégrable. Soit U, le pseudo-groupe de
transformation de V associé a A. Alors on a

[A, Bl., = [ 4 [(U-04Bls, |

=0

On a d’apres 5.2.3
$(t) = [(U-)xBle, & Mg,
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Par suite

YO —$(0) _ g

t i
d’ott a la limite $'(0) e M, C’est-a-dire

[4, Bl eM,

Ceci étant valable pour tout x9 on a [A, B] e .

Inversement supposons que Jb soit une sous-algébre. Donnons nous A e b et
x¥peVetsoit AL, ..., APec b tel que Al, ..., AP engendrent M au voisinage du
point xo. Montrons qu’il existe € > 0 tel que

5.4.2 ((Ut)*M)wo = M, si lt] < e
pour e assez petit ceci est équivalent &
(Up)xA)z e M, .
Soit 1T, (V*) telle que ! soit orthogonale & M, . Posons
2Ht) = <((U4A),, .
Alors on a d’aprés 3.11

L (1) = — < (U)aIA, AT, D

Comme les A! engendrent Jb au voisinage de x, on aura
[A, Af], = ) MN:(¥) Ak au voisinage de x,
k

olt les M (x) sont des fonctions continues.
Posons A4(f) = M(U_,(x,)) on a

%%—i (£) = —Zx(t) < ((Ut)*A")%, 5

ou encore

%%;(g) = N(t)yz2(t) (=1, ey 1y |E < e
i=1

Alnsi les {2}’ ; constituent un systéme de n-fonctions numériques satisfaisant
un systeme différentiel lindaire & cogfficients continus.
On sait que pour un tel systéme le probléme de Cauchy posséde une solution
unique (cf. 2.2.2). On a :
2(0) = (AL, > =o.
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Comme () = O est évidemment une solution du probléme de Cauchy, avec
les donndes de Cauchy nulles, on en déduit que

Zh=Z
cest-a-dire que zi(#) = 0 si |f| < e

Comme ceci est valable pour tout /e T, (V*) orthogonal & M, on en déduit
5.4.2.

On passe immédiatement de 5.4.2 2 un résultat global.

Soit en effet I Pintervalle de R oit U_,(x,) est définie. Soit

K = {tI/((U)M)g, = M}

11 résulte de la continuité de Ul que K est une partie fermée de 1. On voit facile-
ment utilisant le fait que (Up)y = (Ug)y © (Up)y et 5.4.2 que K est ouvert d’olr
K=1I C.Q .F.D.

5.4.3 Systéme de Pfaff

On peut se donner un p-champ M sur une variété V par la donnée de n— 2
formes différentielles de degré 1, o'eA}(V¥), lindairement indépendantes.
On a alors

Le probléme de recherche d’une variété intégrale H se traduit dans ces notations
par la recherche d’une sous-variété telle que

oH=0 i=1...n—p
ce que 'on trouve écrit quelquefois de la maniére un peu ambigué
ol =0

On appelle cette écriture systéme de Pfaff.
Nous allons procéder d’un point de vue un peu plus intrinséque. Soit E
espace vectoriel, weAl(V*; E). Alors pour tout xeV

0, 4(T,(V); E).
Supposons que la dimension de ker (o) reste consiante et soit égale & p. On défini
un p-champ M sur V en posant
M, = ker(w,)
On vérifie aisément que si & est de classe C! alors M est de classe C2.

Le cas d’un systéme de Pfaff correspond au cas ot lespace E est un espac
Ry.
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5.4.4 Condition de compléte intégrabilité pour un systéme de Pfaff

PROPOSITION. — S$0it 'V une variété de classe C2, E un espace vectoriel de dimension finie,
oeAYV; E); o de classe C1.
Supposons que dim ker (0,) = cte = p. Soit M [e p-champ défini

M, = ker (o,)
Alors M est complétement intégrable si et seulement si pour tout xe'V on a
ker (w,) A ker (w,) cker ((dw),).

5.4.5 Remarque. On peut écrire 5.4.4 sous la forme plus élémentaire suivante :
quels que soient z;, z,e T (V) vérifiant

<Z1, o‘)m> = 0
<Z2, 0‘).1:> = 0'
Alors on a
Z1 A 2y (dw),> = 0.
PREUVE. — Soient A, Beb. Utilisons la formule

(A A B,de) + ([A, B], ) = 6(A)(B, 0> — 0(B)<(A, u)
Or puisque A et Be on a
A, o)={(B, o>=0
d’ol1 le second membre est nul et on a
5.4.6 (A A B,do) + ([A,B], > =0
Supposons 5.4.5 satisfait; on déduit de

<Am’ ®m> =0
<B.'m 0.)$> =0
que

d’oli en portant dans 5.4.6 on obtient

[A, B]l, o,>=0
c’est-a-dire
[A, B],e M,
Ou encore
[A, B]e .

c’est-a-dire que b est une sous-algébre.
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Inversement supposons que b soit une sous-algtbre. alors on déduit de 5.4.6
que

5.4.7 (AAB, do) =10 pour tout A, Be.

Etant donné z,, z, & M, on peut construire A, B e b tels que A, =21, B, = 2,

(On utilise une carte définie au voisinage de x, pour se ramener 4 une construction

d’algebre linéaire on obtient ainsi deux champs A, B définis sur un voisinage de x,.

On les étend & tout V utilisant une des fonctions construite par le lemme I-3.4.1).
Ecrivant 5.4.7 en Xy on obtient

(z1 A 23, (d@), > =0 C.Q .F.D.

5.5 DETERMINATION PRATIQUE DES VARIETES INTEGRALES D’UN p-cHAMP

Etant donnés une variété V de dimension n, un p-champ M complétement
intégrable sur V, x,e V, on se propose de déterminer, par un calcul explicite,
la variété intégrale W de M, de dimension maximum passant par x,. La méthode
utilisée sera locale; par suite, on peut par transport dans une carte, se ramener
au cas ou V est un ouvert d’un espace vectoriel E, que I’on munira d*une struc-
ture euclidienne, et ol x, = 0.

Si p = 1, alors pour tout xe V, on choisir un vecteur de base A, de longueur
1, A,e M,. On détermine ensuite la ligne de courant de A passant par O. Cette
détermination s’effectue en résolvant un systéme d’équations différentielles.

Sip > 1, on considére un sous-espace vectoriel K de E de dimension 7 — b
tel que KnM, = 0. A tout vecteur ¢e Mg, ¢ # 0, on associe lé sous-espace
vectoriel E, engendré par K et e. On a alors :

dim (E,nM,) = 1
et par continuité :

dim (E,.nM,) = 1 si xeV,=VnE,

est assez voisin de zéro. Ainsi M¢ = M, n E, définit un 1-champ sur V.. La ligne
intégrale I', de ce 1-champ passant par 0 n’est autre que WnE,. Comme :

w=JWhnE,

on obtient :
w=Ur.
D'ou :
La détermination de W dépend en définitive de la solution d’un systéme de (n — p)
équations différentielles dépendant de (p — 1)-paramétres. (En effet E, =Esir#0)



Exercices 2¢ partie

CROCHET DE CHAMPS DE VECTEURS

1 On consideére deux champs de vecteurs sur un ouvert d’'un espace vectoriel E
de dimension fini de classe €, soient A et B. U,, V, les pseudo-groupes associés.
Etant donné un point a, on considére successivement (¢ étant assez petit)

U,(a) = b(¢)
Vi(b(t)) = ¢(t)
U_i(e(2)) = d(¢)
V_,(d(2)) = m(¢)

Quand ¢ varie, m(¢) décrit une courbe passant par a(a = m(0)). Montrer
que cette courbe admet- pour vecteur tangent en a [A, B],.

90 Sait V n ne v

16td de ¢l
'J‘V“IA a
ARAUIAL ¥ ALL Y oLl 4 \.’I.a AL, LJ

A Trans
AR

’

G 1
définis sur V. Notons par {U,} et { ¢} les groupes de transformation associés

aAetal
On dira que A est invariant par {U,} si

(1) Uj(A(x)) = A(y) quel que soit y=TUp, xeV.
a) Montrer que (1) est équivalent &

(2) ﬁta © Utl = Utl © fjar2
b) Montrer que (2) entraine que

(3) [A, A] = 0.

o2k

On pourra considérer k(t;, ty) = Uf o Ui f, ob feA3(V*). Calculer ot ot
1s 2

puis utiliser (2)
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¢) Montrer que
(4) Ure(A) = 6(A)U;

est équivalent a (1).
d) Montrer que (3) entraine (4). On pourra pour cela considérer

g, =UrA)f et h=0R)Uf ot fea(V).

Montrer que —g% = B(A)g. Utilisant (3) en déduire la méme relation pour 4.

Ensuite comparer f, et g, pour { =0, et conclure.

GROUPE A | PARAMETRE DE TRANSFORMATION ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

30 Soit V une variété différentiable de classe C* et X un champ de vecteurs sur
© de classe C=. Un tel champ engendre un pseudo-groupe O,.

DirniTioN. — On dit que X est uniforme il existe un ¢, > 0 tel que @,(p) soi
défini quel que soit peV et ¢t vérifiant (f) < ¢, Montrer les deux propriétés:

a) Si X est uniforme, X engendre un groupe global & un paramétre c’est-a-dire
quel que soit ze®, les @, peuvent étre définis pour tout feR.

b) 8i V est une variété compacte tout champ de vecteur X sur V est uni-

forme, par suite il engendre un groupe global & un parametre.

40 4) En utilisant l'existence d’un C?-difféomorphisme local réduisant un
champ de vecteurs X, de classe C2 et non nul au voisinage du point p d’une variété
différentiable V, 4 un champ de vecteurs constant, montrer que la solution
o(t, u) de ’équation différentielle ﬁ = X(x), prenant la valeur # pour { = 0,
est de classe O par rapport & u et que (f, «) est la solution de I'équation diffé-

rentielle linéaire _
d
;l-tcpé(t, u) = X'(o(t, ) o eult, #)

qui prend la valeur identité pour ¢ = 0.

b) Supposant de plus que X soit une fonction de classe G? de x et d’un para-
métre A, montrer que ¢(f, x, ) est une fonction de classe C! et que ¢y est solution
de Péquation différentielle

d i ! f
7 9 = Xa(@) o o + X3(e)
(On se rameénera au cas précédent en adjoignant a Z—f: X(x, A) Péquation

dy
dt

= 0, avec les conditions initiales #(0) = u, »(0) = A.
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¢) On considére le pseudo groupe & un parametre x = o(t, ) associé a ’équa-
tion différentielle j—jz X(x), ou X est un champ de vecteurs de classe C? un
voisinage d’'un point p de R™.

Montrer en appliquant a que la condition pour que le groupe conserve le
volume, (c’est-a-dire que le déterminant de la matrice associée a I’application
linéaire oy(z, #), dans un systéme de coordonnées quelconques, soit égal a 1) et
que Trace X'(x) = 0. (On utilisera le fait que si une matrice M est inversible
et dérivable par rapport & un paramétre, son déterminant A vérifie la relation
A’ = A Trace (M'M~-Y). On pose divergence X = Trace X'(x).

50 Soit V une variété différentiable de dimension #, et # un point de V. On se
donne n champs de vecteurs X,, ..., X, de classe C2, dans un voisinage de p,
et un point aeR?, (o0 = (ay, ..., &,)).

Montrer que 'on peut choisir || assez petit pour que la courbe intégrale
n

o(t, @) du champ J «X;, passant par p, soit définie sur un intervalle
i=1

- [—h + 4], k> L

En utilisant 4° 5) montrer que (¢, «) est solution de ’équation différen-
d n
tielle 7 oul(t, &) = > X} o oy + A, A étant une application linéaire de R
i=1
dans Pespace tangent au point ¢(f, a), que ’on précisera.

En déduire que le vecteur A(f) = to, — @y. « est solution d’une équation
différentielle linéaire. Remarquant que A(0) = 0, en déduire que A(f) =0
pour |f| < A, et donc que (¢, o) ne dépend que de ta.

Montrer que Papplication ¢ : & — ¢(1, «) est de classe G' au voisinage de
x« = 0, et calculer ¢’(0) en fonction de A.

En déduire, si les vecteurs X,, ..., X, sont linéairement indépendants au

point p, ¢ est un G!-difféomorphisme local.
6° Montrer qu’a tout pseudo-groupe de transformation & un parameétre
’ %= ¢t %)

dx
dt

valeur x, au point ¢ = 0 soit précisément @(z, x).

est associée une équation différentielle — = w(x), telle que la solution prenant la

70 CHAMPS DE VECTEURS ET DERIVATIONS

Soit V une variété C=, A(V) Panneau des fonctions numériques G~ sur V,

1 1
&)V les champs de vecteurs C* sur V. On sait que )V est un A(V) module et
une algébre de Lie sur R (avec le crochet).
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DermiTioN. — Soit D une application R linéaire

D:A(V) = A(V),
D(f.g) = fD(g) + ¢D(f)-

D s’appelle une dérivation.
L’ensemble des dérivations sera appelé .

a) Mettre sur @ une structure de A(V) module et une structure d’algebre de
Lie.

b) Soit De®, feA(V) avec /U =0 ot U est un ouvert de V, montrer
que D £ /U = 0. [Utiliser des fonctions G* égale & 1 au voisinage d’un point et a

support compact.] L
¢) Soit I'application Ty : QV - D

X — Dy définie par Dy f= <X, df>

montrer que T est un homomorphisme injectif de A(V) modules et d’algebres

de Lie. |
d) On veut démontrer que T est une bijection :

i) Soit myeU;cUcV; U, et U ouverts de V.

TT it AV i dn axremen Joa Lt b 4
U ouvert d’une carte avec les fonctions coordonnées x,, Xy, ..., %, g€ A(V)

avec support gcU et g/U; =1
Montrer que I'application A(U) — A(U)

Do —D(p.g) est une dérivation sur U
- i1) Supposant x;(my) = 0 pour tout i,
, 9, appartenant & A(U) avec ¢ = ¢(m,) + > %9p

Prs e
i=1
iii) En déduire que D= TU(Z D(x;) 5%)
i i

iv) En déduire que Ty est bijective.

1
¢) On identifiera désormais YV et D.
Soit T un élément du dual du A(V) module &) V. [On écrira T e (® V. )* ]
1 1

i) Montrer quesiwe Q) V,w/U = O ou U est un ouvert de V, (T, w)/U =0.
1
ii) En déduire que s1 (T, df) = 0 pour tout fe A(V), alors T = 0.

1
iii) Montrer alors que I’application canonique de 'V dans (@ V)*
est un isomorphisme, 1
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80 GEOMETRIE SYMPLECTIQUE ET MECANIQUE ANALYTIQUE

V notera une variété de dimension 2n, w e A2 (V*) sera une forme différen-

1
tielle de degré 2 donnée sur V. On considérera un champ de vecteur Ae Q) V
tel que

(1) B(A)w = O.

V sera muni d’une carte ¢ dans un espace vectoriel Vo, =X @ P ou X et P
sont deux espaces vectoriels de dimension 7, chacun muni d’un isomorphisme
avec R* i xe X s%écrit x = (xy, ..., x,), de méme peP écrit p = (py, ...,p,).
On note w, 'image de w dans la carte ¢.

=1

a) H(x, p) note une fonction définie sur V. On lui associe le systéme d*équa-
tions différentielles

| 4% dH
dt o, -
(2) iy oH k=1...n
dt o),

Soit A, le champ de vecteur sur V, ayant pour équation de ses lignes de courant
les équations (2). Montrer que
B(Ay)w, = 0.
b) On pose
w? = w A w, w = w A wL

Remarquer que w* = 0 si s > n. Montrer que

wy = nlep ou g2 =1
et ou

p=dxy N\ dxy, -+ Adxy A\dpy, -0 A dp,

Calculer aj.

¢) Déduire de (1) que
(3) 0(A)ws =0

Notant par U} le groupe & 1 paramétre associé 4 (2), et par E une partie ouverte
de V,, déduire de (3)
Volume (U)(E)) = Volume (E)

d) Soit 7 une forme de degré maximum sur V invariante par A (c’est -3-dire
que we A®(V*), 8(A)x = 0). Soit & une autre forme de degré maximum,
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invariante par A, telle que %, # 0 quel que soit xe V. Montrer que

n = At
ol & est une fonction telle que

(4) B(A)k = O.

Peut-on en déduire dans le cas particulier ot V = Vy, w = w,, que £ est une
intégrale premiere de (2)?
¢) Supposons w! # 0 quel que soit xe V. Soient f, g deux fonctions définies

sur V telles que
B(A)f = 6(A)g =0

Montrer que df A dg A\ w** est une forme de degré maximum invariante
Utilisant (4) on écrira
df A dg N\ w'! = hw"

et on pose

(f, &) == b

Dans le cas particulier ou V = V, w = w,, déduire de ce qui précede que si f
et g sont deux intégrales premiéres de (2) alors (f, g) est une intégrale premiére

. S D [ S AR R [ Londeodng it A1l o -~ o~ P
de (2); calculer (Js g) en termes des dérivées par tielles de f et g.

90 CrocHETS DE Poisson

Soit M une variété différentiable de dimension 2 n, Soit Q une forme diffé-
rentielle fermée de degré 2. M sera appelée variété hamiltonnienne (ou symplec-
tique) si pour chaque point x € M, la forme Q, est une forme bilinéaire non dégé-
nérée de T (M). Q_ établit donc un isomorphisme

gt To(M) =T (M¥)

défini par
1(X) = i(X)Q.

1
L’application ¢: @,;(M) > & (M) définie par [u(X)], = p,(X,) est un
F-isomorphisme (F étant ’anneau des fonctions différentiables de M.
Nous poserons pour abréger

P‘(X) = Wy et H—l(w) = Xw'

Nous avons donc les relations

wy = 1(X)Q, w = 1(X,,)Q.
les relations

XX:X et Wx = W.

w
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A P’aide de l'isomorphisme p, nous pourrons transporter la structure d’algebre
1
de Lie de ® (M) sur X} (M).
1
Explicitement si &,, 0w, &) (M), alors

[y, 03] = plpor), uHeg)] = i([Xe, Xo)Q

1
Le crochet ainsi défini sur ) (M) s’appelle le crochet de Poisson des formes ¢«?

et w2
a) Montrer que le crochet de Poisson de 2 formes fermées est une forme
exacte.

b) Dans le cas particulier ot @; = df et w, = dg sont des formes exactes,
montrer que

[4f, dg] = d[8(Xy4p)g]  pour  f ged.

Lf, gl = G(de)g

Nous posons

montrer que
[/, gl = — s f]

[4f, dg] = d[, gl

¢) Montrer que si f est constant sur les lignes de courant de X, si et seule-
ment si g est constant sur les lignes de courant de X;,.

4
A

d) Un champ de vecteur X e ) (M) sera dit hamiltonien ou symplectique

et définira un automorphisme infinitésimal de la structure (M, Q) si (X)Q = 0.
ens sur M est une

et par suite que

Montrer aue ’ensemble des chamns de vecteurs h?l.ml'ltg__iﬂns

AVELALLLE Wl A CLADWLIARFLVY AL ALVLAL PSS vioad i  LalmiiLl ~ A

sous algtbre de Lie de () (M).
1

e) Soit M = R*» x (R"* et 7y : M —R" wm,: M — (R*)* les projections
canoniques de M sur R? et (R")*. Sur M, il existe une forme différentielle w
de degré 1, appelée la forme fondamentale de M définie comme suit : pour chaque
vecteur tangent X, en un point ze M, on pose :

<Xu: mu> = <W£(Xu)3 Tc2(”) >'

Notons que wj(X,) est un vecteur tangent & R® au point w,;(u) et s’identifie
canoniquement 4 un vecteur de R, tandis que w,(u) est un élément de (R*)*,
si bien que la définition précédente a un sens.

Montrer que la forme do définit une structure hamiltonienne sur M, Choisis-
sant pour R” la base canonique (¢, .. .,¢,) et sur (R*)* la base duale (¢, ..., )
un point u de M a pour coordonnées (x1, ..., #*; ¥, ..., y*), on évaluera o

et dow dans cette base.
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Par l'identification canonique de T, (M), avec M, nous avons une base

. 0 ) 0 ot .
canonique { —:» «-+y —; —3 -y — ] de T, (M) et une base duale associée
o ox® oyl )"

(dxl, ..., dx", dyY, ..., ™), de TH(M).

Si X est le champ de vecteur sur M donné par

X == Z (Of.i——a—,—!—ﬂi D>,
i=1

oxt oyt
évaluer wy.
Inversement si w est une forme différentielle sur M donnée par

w= 2 (yids + didy),
i=1

évaluer X,,. Enfin si f et ge &, évaluer le crochet [ £, g].
f) Dans le cadre de la mécanique classique de # points matériels nous avons
M == (R%¥) x (R%)*. On suppose l'existence de n nombres positifs m,, ..., m,
(ol m; est la masse du ¢ point) et d’une fonction V sur R¥ (énergie poten-
tielle) telle que les équations du mouvement soient
d® _  dV, d?yt dV. d?z; dV

—_— ]

My —— . m = . m .
" de? ot ' di? oyt b2 dzt
Nous poserons
X1 == 413 J1 = 4 Z1 = q3; Xg = Gay -+ > Zn = Q3
et

M; = M; = My = my; M, =M; =M; =m, etc...

les équations du mouvement sont alors :

2
Mid—g- — ﬂ
dt? dgi
En un point ¢ = (¢%, ..., ¢*) de R3%, I'espace vectoriel tangent T, (R%) §’iden-
tifie canoniquement avec R, Autrement dit sur 'T,(R®) nous avons une
qeRBﬂ
structure naturelle de variété identifiant cet ensemble a2 R3 x R3* (fibré tangent

trivial).
Sur R% X R3¥, nous avons une base canonique naturelle et un point
ue R x R3 aura pour coordonnées

(g4, ..., ¢ ¢y, ..., ¢
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En chaque point ¢ € R%, nous avons une métrique donnée par

3n
(v, i’)) = 2 M;Q?
i=1

an

v == i§1 q:’(b/bqi)q € Tq(RSn)

Cette métrique induit un difféomorphisme A de R x R3 dans R x (R3)*
défini par

A (Eal gi(a/aqi)> = _241}'7;' dg;

soit
(‘h: Y ] 93n5 91: RS ] 93;1) - (91: vty QSn; .PJ.J M| .Psn)
avec
b = My
On a alors
dy_ b o oY
dt M; dt . ogt

i=1 M: 0g bqi op;
N ey
Montrer que (X)w = — dH avec H = T + V (énergie totale) et T = 5 Ll‘\—/i—-
J
(énergie cinétique), » forme canonique de R3" X (R3)* et Q) = dw. Montrer
que 8(X)H = 0 (loi de conservation de l'énergie) H est constante de long de

lignes de courant de X.
Plus généralement, montrer que si f est définie R¥ x (R3)*, alors

6(X)f = [/ HI

Autrement dit 6(X) f = 0 c’est-a-dire une variable dynamique est une constante
du mouvement si et seulement si elle commute avec I’hamiltonien.

EXERCICES DE CALCUL EN COORDONNEES

100 Considérons ’espace numérique R* muni de sa structure de variété diffé-
rentiable. Nous indiquons par #%, ..., #* les fonctions coordonnées, par
0 0

-——’ - s . ,
ol dxn

les champs de vecteurs associés & ce systéme de coordonnées et par dx?, ..., dx
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les formes différentielles correspondantes. Si X est un champ de vecteurs et o
une forme différentielle de degré p, i(X) o le produit intérieur de X par .

A . . .
a) Montrer que z(a,—a)w — 0 si et seulement si dans l'expression de
au moyen des formes dx?, ..., dx® ne figure pas la forme dxk.
0 .
b) Supposons que Z(H&?Jm = 0. Soit
W == E & .- dx‘1/\ e /\dxip.
1<y < <ipgn b F
YA o . 0% ..
Montrer que la condition Py do = 0 est équivalente a -~—6—~k—3 =0
x x

C’est-a-dire les fonctions a; ...; ne dépendent pas de la coordonnée x*.

110 Nous disons qu’une forme différentielle & est fermée si deo = 0. Nous disons
que o est intégrable si A do = 0.

Prenons Pespace numérique R3 muni de sa structure de variété différentiable
Seit ¢« = xdx + y dy + zdz. Montrer que de = 0.

Soit U <R3 Pouvert défini par la condition

U= {x2eRx#0,y#0,z%#0}

Sur U considérons la forme o = L g + 1 dy + L dz. Montrer que ©
Jz Ay 4

LI | PR [P gy Ry PN

nest pas fermée mais qu’elle est intégrable.
Oalculer dew. Chercher une fonction différentiable f: U —R telle que
Fix, 9,2) #0 (x, 3, 2)elU et que d(fo) = 0. Une telle fonction f s’appelle

un facteur intégrant de o.
Imposer la condition d(fw) =0 et calculer explicitement les conditions

. . . . . . . df 0 o)
que ceci entraine. On trouve ainsi trols €quations reliant al, Sj: et 5£ et f. En
X

0 0 A i

remplagant -}——E)—Jf par — log f et de méme pour les autres dérivées, et en prenant
x

comme nouvelle fonction inconnue ¢ = log f, on trouve des équations reliant

0¢ b(p, 0

0%, 0%, 2,

dox dy oz

190 CONSTRUGTION INTRINSEQUE DU GOBORD SUR LE FIBRE COTANGENT

Qoit V une variété différentiable, de classe G, de dimension 7, J un atlas
de classe C= sur V. Soient o, une carte locale, E, 'espace d’arrivée de o,.

On identifie localement V 4 un ouvert de l’espace vectoriel E,, par ¢,
et espace fibré cotangent a V, T(V*), est identifié localement a un ouvert
du produit E, x Ef, ot Ej désigne le dual de E,.
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Soit alors 2 une application bilinéaire alternée de E, x Ej dans R définie

par :
Q(Za ZI) = {x, yr> - <xf: I

ol z et 2’ sont des éléments de E, X E%, x et &’ des éléments de E,, y et y des
éléments de EF,

a) Soit une autre identification locale de V & I’espace vectoriel F. Et soit ¢
Papplication de E, dans F.

Montrer que l'application correspondante de E, X Ej dans F x F*
est définie par :

O (x, ») = (e(x), o' (x) ),

ou xe E,, ye E}, et o la notation f¢'(x) désigne 'application contragrédiente
de Papplication ¢'(x)e¥(E,, F).

b) Montrer que 'on a : @*Q = ), ou ®* désigne l'application du champ
des tenseurs covariants sur F X F*, sur le champ des tenseurs covariants sur
E, X E%, application définie & partir de 'application O.

On définit ainsi, de maniére intrinséque une forme extérieure de degré 2
sur la variété T(V*), |

¢) Soitae AL(V*), s ’application de C» de V dans T(V*) telle que s(x) = «,

on pose

ceci définit une forme de degré 2 sur la variété T(V*).
Soit f une application de classe C! de V dans R, et f*6 sa différentielle.
Montrer que pour f = f*0, on a: df =0, et que 'on a:

o fa) = df A\ @ + fia.

d) Soit (x;) un systtme de coordonnées locales de V, (x;, p;) le systéme de
coordonnées locales correspondant dans T(V*).

Exprimer Q et « en fonction de ces coordonnées locales. En déduire une
nouvelle définition possible du Cobord. 7

¢) Soit maintenant Vq Iespace fibré des g¢-formes sur V, V = /\T(v*),
et p la projection de V, sur V.

Soit u un élément de V,, et z une g-forme au point # sur V. On définit une
forme extérieure m, sur T(V*) par I'égalité :

o wo= (A ol

Dans le cas général, exprimer w, en fonction des coordonnées locales de
T(V*).
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130 HoMOTOPIE ET FORMES DIFFERENTIELLES EXACTES : THEOREME DE POINCARE

Soit V une variété de classe C2, & une application de classe C2de V x [0, 1]
dans V telle que

h(x, 0) = x, h(x, 1) = a, aeV, a fixé.

(On dit que V est homotope & 1 point.) Posons

W=V x]0, I
On veut montrer alors que si o est une forme différentielle sur V, de degré > 1,
de classe C1, vérifiant do = 0 alors il existe une forme différentielle = telle que
dr = w.

a) Posons p = A* 0. Soit Vi,
Vto =V X {tO}

Notons g, la restriction de p & V. Soit U, le pseudo groupe a 1 paramétre de W

défini par
U(x, 8) = (%, ¢ + 7)

On a alors

¢) Utilisant ¢) montrer que
~ (o) = (UF(B(A)e))s

1
ot Ae QW est associé au groupe & 1 parameétre U; (cf. Exercice, 1Ie 69),

d) Utilisant la formule de Cartan démontrer

Ui (6(A)e) = d(Ufi(A)e)

En conclure que

0 .
» = drn avec T = ﬁ (U¥i(A)e), dt

FORMULATIONS DIVERSES DE LA CONDITION DE FROBENIUS

140 Toutes les variétés considérées seront de classe C*. Si V est une variété

1
on notera (X) V I'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur V. Remarquer

1
que XV est une algebre de Lie, le produit étant le crochet de deux champs
de vecteurs.
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a) Soient V une variété, M un p-champ sur V. Supposons que 1’on ait pu
1
trouver : B, ..., BPe 'V tels que:

quel quesoit x eV, B}, .. ., B; forment une base de M,
et que
[B, B,eM,,i=1, ....,p,j=1, ..., p.

Montrer alors que M satisfait la condition de Frobenius.
b) Soit O un ouvert de R™,

1
Soient A, Be ) O, C = [A, B]. Notons par (a,), (b,), (¢,) les composantes
de A, B, C respectivement.
Montrer que :

¢, = 8(A)b, — 0(B)a,.
(On pourra, par exemple, calculer :
9(A)o(B) — 0(B)w(A)
ot o = dfe A1 (O*; R, f désignant I’injection cénonique de O dans R7).
¢} Soient V, V deux variétés, K = V X V la variété produit, p, et p, les
projections canoniques de K sur V et sur V, respectivement.

1 1 1
Donnons-nous Ae @V, AR V. Alors montrer qu'il existe Xe QK

ﬁi(z) X, = ~p1(z)
ﬁé(z) ‘Xz = Apz(z)

On notera X = A X A et on appellera X le produit cartésien de A et A.

quel quesoit ze K.

1 .1
Donnons-nous A, Be QV, A, Be @ V. Montrer alors que :
[A x A, B x B] =[A, B] x [A, B]

(On pourra démontrer d’abord cette relation dans le cas ot V et V sont des
ouverts de R* et de R™ respectivement.

d) On garde les notations de ¢. Soit @ une sous-algébre de dimension finie
1 1
de @V et soit p un homomorphisme d’algébres de @ dans V. Posons :

O(A) = A X o(A) Aea
Mz = ((D(a'))z

Supposons que dimension (M,) = constante.
Montrer alors que M satisfait la condition de Frobenius.
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150 Soit V une variété de classe C, A et B deux champs G linéairement indé-
pendants définis sur V, u, et v les groupes 2 un paramétre de transformations
de V respectivement associés aux champs A et B; on notera respectivement
u(t, %,) et v(t, xy) les lignes de courant des ¢hamps A et B, passant par x, pour
t = 0.

a) On définit deux applications C> de R? dans V, ¢ et ¢, telle que :

oft, 7 = ult, o(r, %) et Yt 7) = o(w ulls £0)-
Calculer les dérivées premiéres et secondes de ¢ et ¢ au point (0, 0), en fonction
de A et B.
b) On définit une application C=, h, de R? dans V,

R, 7) = o(— T, u(—1, v(7, ull %))
a laquelle correspond, pour ¢ et 7 fixés, une application de V dans V :

ht,r(xo) = (V_g o U400V 0 ) (%q) -

Calculer les dérivées premiéres et secondes de z au point (0, 0), en fonction du
crochet de Lie des champs A et B.
En considérant le chemin défini sur V pour ¢ > 0, par: {— Ryt i (%)
donner une interprétation géométrique de [A, B], .
¢) Montrer que si :
(v 0 up) (%) = (1, 0 v2)(%0)5 pour tout xpe 'V,

Je crochet [A, B est nul en tout point de V.

d) On suppose réciproquement dans cette question que [A, B] = 0. En
appliquant le théoréme de Frobenius au deux-champ M engendré par A et B,
montrer que pour tout xoeV, on a:

(vg 0 ug) (%) = (uy 0 v2) (%9)-

¢) Déduire de ¢) et d) une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité
du 2-champ M, exprimée & l'aide des groupes 4 un paramétre de A et B.
F) On revient au cas général.

On définit une application F de V dans I’ensemble des applications de R?
dans T(V), telle que :

xg = ((h, k) — A, + kB.) ou h et keR.

Pour %, fixé, on notera F, l'application de R2 dans ¢(R?, T, (V)) image de #x,
par F.

En identifiant les espaces €(R2 ¢(R% T, (V)) et Du(R2 T, (Vs calculer
I’expression :

F'(x) o Fmo' (9, 1), (1, O)) — F’(xo) ° F;co' ((1: 0), (0, 1)),
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en fonction de A et B. En déduire une nouvelle condition d’intégrabilité
de M.
EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES DU |€' ORDRE

160 Soit V une variété C=, Y, ... Y,, £ champ de vecteurs C* sur V. On consi-
dére le systéme d’équation ( f étant une fonction inconnue de classe C* sur V)

(1) B(Y)f=0 s=1,...,k
a) Montrer que (1) entraine

e([Ys: Y ) f= 0

b) Notons par g le plus petit R espace vectoriel contenant Y; ... Y, et
stable pour le crochet. Montrer que si ze g alors (1) entraine
| 8(z) f=0

¢} En supposant dimension g, = constante, montrer que Iapplication
x — g définit un g-champ satisfaisant la condition de Frobenius. En choisissant
un systéme de coordonnées locales envoyant un g-champ sur un champ constant

déduire la solution générale de (1).

AN M hLomiden nan 1o A
G nGosuuure pal i IIic

P
(1N 0Y,)f=a s=1,...,k

ou les a, sont des fonctions données,
Sous les hypothéses de ¢) on choisira une carte locale réduisant g & 1 champ
constant et on montre que (1) est équivalent 2

. 0 .
(2) W——bkléhéq

ol les b, se calculent & partir des g,. Discuter ensuite le systéme (2).

170 a) Soient V une variété, peN et pour tout i < p

1

X,e®@V et a;e b(V).
On considére le systtme linéaire d’équations aux dérivées partielles ()
1 <i<gp, 8(X,).f=a avec  fel(V), f inconnu.

Sur la variété V X R, on considére :

1
Xi:Xf—!—di:g-?é@ (VXR)
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.

™

et le systtme homogeéne : ¢

D1<igp 0X).g=0 avec\ geb(V X R)

Préciser les relations entre les solutions de ces deux systémes.
b) On pose
V= {xeR3 x,%# 0}

Soient « et Beb(V), on considére le systéme :
3 5L ) =y A
500(#) L (5) — [my0(x) + 28] L (2) + 2,8(5) L (x) = 0

Dy Dy ditg

1
Calculer X, et X, dans la base canonique de &) (R%). A quelle condition néces-

saire et suffisante sur « et B, le systtme (X) est-il complétement intégrable.
Cette condition est-elle toujours vérifiée?

¢) Exhiber un 3-champ sur V x R contenant {X,, X,} quelles que soient
les fonctions « et B, et complétement intégrable.

Calculer les formes orthogonales 4 ce 3-champ. Préciser ses sous-variétés
intégrales maximales; montrer que la famille de ces sous-variétés est conservée
par un groupe de translations; généraliser ce résultat dans le cadre de 4. Enfin
en déduire des solutions de (S).

AN (N ngtatan ~iia la anliitis ~
u} LAULIQLALL L \.luC 1 QUL LLIULL

ce systéme. En déduire, si la Jo(V)-algebre engendrée par {¥X;, X,} est & V,
une résolution de (S) n’utilisant pas ().

Puis résoudre (S) dans le cas plus général o il n’existe pas de Jbo(V)-module
strictement compris entre les deux précédents.

180 CHAMP CARACTERISTIQUE D’'UN pH-CHAMP

Soit V une variété de classe C* (k > 2) de dimension » et A un p-champ

En général A n’admet pas de variétés intégrales de dimension p, ce qui exige
la compléte intégrabilité de A (théoréme de Frobenius).

Pourtant si nous nous contentons a chercher des variétés intégrales de dimen-
sion inférieure 4 p, il y a un procédé général qui permet d’en trouver certaines.

a) DiriNitioN. — Un champ de vecteurs X défini dans un ouvert U de V
est dit caractéristique (par rapport a A) si

i) X, e A, pour tout xe U

ii) pour tout champ de vecteurs Y défini dans U et tel que Y, e A, pour
toutxeU, ona [X, Y], e A, quel que soit xe U.
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Les champs caractéristiques de A sont les champs qui laissent invariant A

et qui en plus appartiennent a A.
Montrer que si X, X, sont deux champs caractéristiques de A définis dans U

alors sont aussi caractéristiques des champs aX, 4 BX, et [X;, X,] ot «, BeR.
(Utiliser V'identit¢ de Jacobi.)
b) Nous dirons qu'une l-forme différentielle définie dans U appartient & AL

si en tout point x elle est nulle sur A,
Montrer que si X est un champ de vecteur U. Pour que X soit caractéris-

tique, il faut et il suffit que
i) X appartient a A

ii) pour toute l-forme « appartenant a AL, §(X)e appartient a AL,

En conclure
X est caractéristique si et seulement si pour toute l-forme  appartenant

aA

a) (X))o =
b) i(X) de appartient & AL,
c) Pour tout xeV muiquons par 9, le sous-ensem bl de T (V) des vecteurs

que 9, est un sous- espace vectoriel de T V. En généra 1 la dimension de @, peut

Varier avec x. Nous faisons ’hypothése su1vante :

imd

dim 9, = p est indépendante de xe V.

On voit alors que ¥ — 9D, est un p-champ sur V qui est différentiable.
Appelons @ : x — @, le champ caractéristique de A.
D’apres les définitions, D, A, pour tout ¥ € V donc toute variété intégrale

de D est aussi une variété intégrale de A.

Appelons les variétés intégrales de D les caractéristiques de Cauchy de A.

Montrer que @ est complétement intégrable et que A admet des caracté-
ristiques de Cauchy de dimension p.

d) Montrer que pour tout ¥ € V il existe un systéme de coordonnées locales
(U; 4%, ..., &%) et une base locale (U; w?, ..., o) de At qui vérifie.

i) Les sous-variétés de U définies par les équations

ghtl e P+l ) g7 = (" ou les cPreE L e
sont des constantes (qui peuvent varier dans un domaine de R"?) sont des

variétés intégrales de 9.

n
i) wh = E fJ?\(xPH’ e de 1K ASg=n—p
J=+1
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c’est-a-dire les o’ s’écrivent seulement & ['aide des coordonmnées xfP+1, ..., x"
et de leurs différentielles.

(On appelle une base locale (U; !, ..., o), ¢ =n—p, de At ou U est
ouvert de V est un systeme de ¢ formes différenticlles linéaires w!, ..., w7 définies
dans U qui appartiennent & At et qui sont linéairement indépendantes en tout
point.)

On utilisera le théoréme de Frobenius pour réduire les variétés intégrales
de D a la forme 1i).

¢) La dernitre proposition montre que le systtme A initial qui était un
systéme & n-variables se réduit en fait & un systéme & n— p variables £+, .. ., ™.

Une variété intégrale de dimension p de ce systtme & n-—p variables s’écrit

par des équations
Fy(xrtt, ..., #) =0

Or ces mémes équations définissent une sous-variété de U de dimension p + ¢
qui est une variété intégrale de A. Cette derniére variété intégrale est une réunion
de caractéristiques de Cauchy. En conclure que

Toute variété intégrale de A est contenu dans une variété intégrale engendrée
par une famille de caractéristiques de Cauchy.

19 EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU 1°' ORDRE

Soit E! un espace vectoriel de dimension #, soit E = E! ® R, on étudie les
suriaces Z dc E déﬁni par

(1) fx®) —z=0 o1 re Bl
et o1 f est une fonction de classe Gl. On pose

-pf = (pla vy pn) avec pk — .Ei

(En ayant choisi une base sur E!). On note par Q I'espace dual de E, alors
preQ. On se donne une fonction F de classe C? définie sur E @ Q et on lui
associe ’équation aux dérivées partielles du 1°F ordre

(2) F(x, 2, p;) =0

On appelle élément de contact de E la donnée d’un point (x, z) de E et d’un
hyperplan passant par ce point. On dit qu’un élément de contact est régulier si
cet hyperplan n’est pas parallele a 'axe Oz.

2) Montrer que Pensemble des éléments de contact régulier de E s’identifie &
E® Q.

Montrer que si H est une sous-variété de E de dimension ¢ (¢ < n) alors
P’ensemble des éléments de contact réguliers tangent 4 H forment une sous-
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variété Fl de E @ Q de dimension z (on dit qu’un élément de contact (2, P) est
tangent a H s1 zeH et 51 P> T, (H)).

b) Considérons sur E @ Q la forme différenticlie

0 = dz— {dx, p> = dz— 2 p; di’

i=1
Montrer alors que I est une variété intégrale de I’équation de Pfaff
(3) 6 =0

¢) Montrer que I’équation (3) n’a pas de variétés intégrales de dimension
> n.
d) Supposons que la fonction F définie en (2) ait une différentielle dF

différente de zéro, alors
F(x, z, p) =0

définit une sous-variété V de codimension 1 de E @ Q. On note par « la res-
triction de 0 4 V. _

Montrer alors qu’une hypersurface S est solution de (2) si et seulement si S
est une variété intégrale de I’équaticn de Pfaff

(4) w =20
€) Supposons w, # 0 pour tout v e V. Montrer alors que le champ caracte-
ristique (cf. Exercice, 11 Partie, 18°) est de dimension 1 et peut étre défini par

le champ de vecteurs G de composantes

C = (P, Sp,P, — X, — pZ)

I il <> 71
ou
_F L, dF o 2
! bﬁz oz’ ‘

i£a!

|

o

L2y

x.

(On utilisera 180 4). On appellera bande caractéristique les projections sur E
d’une ligne de courant du champ C.

J) Utilisant 18° ¢ et 19° ¢ montrer que toute hypersurface de solution de (2)
est engendrée par une famille de bandes caractéristiques. Montrer que le plan
tangent & L'hypersurface le long d’une bande caractéristique en un point est
I’élément de contact par lequel passe la ligne de courant du champ C.






TROISIEME PARTIE

Théorie locale des groupes de Lie
Applications géoméiriques

La géométrie élémentaire peut étre considérée comme l’étude des « figures
égales » ou I’étude des « propriétés intrinséques d’une figure ». Ces deux notions
ont le méme concept sous jacent, a savoir celui d’une famille G de transformations
permises dans le cadre de la géométrie considérée : déplacement en géométrie

T A tan far + 1 : 2 Aty A
metrique, ransiorination linéaire en geometrie atlineg, etc,

Deux figures F, et F, sont « égales » il existe une transformation de G
amenant F,; sur F,.

Le fait que si F, est « égale » & Fy, Fy est « égale » a F; entraine que Fy
est « égale» a F,, implique que le produit de transformations de G est une
transformation de G. Plus généralement le fait que la relation d’« égalité » pour
les figures est une relation d’équivalence se traduit dans le fait que G est un groupe.

De ce point de vue une géométrie est la donnée d’un espace V muni d’un
groupe de transformations G; on supposera que G est transitif c’est-a-dire que
deux points x, " quelconque de V sont équivalents sous 'action de G. Alors V
s’identifie & P’espace quotient G/H ol H est le sous-groupe de G laissant stable
un élément fixé de V.

En plus de cet aspect algébrique de la relation d’égalité des figures, la géo-
métrie élémentaire utilise des propriété de continuité, c’est dire que G est muni
d’une topologie, et également des propriétés de différentiabilité : (notion de
tangente & une courbe etc...) alors, G est muni d’une structure différentiable et
on obtient la notion de groupe de Lie.

La théorie des figures équivalentes sera développée dans ce cadre général
par la théorie de Cartan-Darboux du repére mobile sur un groupe de Lie arbi-
traire.

Dans un groupe topologique on peut propager par les translations du groupe
une situation d’un voisinage de I’élément neutre & un voisinage d’un point
quelconque; dans un groupe de Lie on a beaucoup plus: le développement
taylorien arrété & I'ordre deux de la loi de groupe & I’élément neutre détermine
localement complétement celle-ci.

Ty Y
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Cette structure infinitésimale conduira a I’algébre de Lie de G.
L’étude des groupes de Lie sera ainsi ramené dans une large mesure & des
problémes algébriques sur des espaces vectoriels de dimension finie.

1 Parallélisme canonique sur un groupe de Lie

1.1 NoTION DE GROUPE DE LIE

La notion de groupe de Lie provient de la confluence de deux concepts, celui de
variété et celui de groupe.

Plus précisément, nous appellerons structure de groupe de Lie sur G, la
donnée :

e d’une structure de variété de classe C? sur G
o d’une structure de groupe sur G (on notera ¢ ’élément neutre de G);

ces deux structures étant relies par la condition 1.1.1 ci-dessous ;
Remarquons que le produit définit une application

p: GxG=>G

en posant :
N /
p(g &) = &g
De méme Vinverse définit une application
7 G->G
en posant :
=1
i(g) =¢

Nous imposons alors la relation suivante entre la structure algébrique et la
structure de variété :

1.1.1 peCHG x G; G) et ieC¥G, G).

1.2 TRANSLATION A GAUCHE

A tout g, G fixé, nous associons la transformation de G dans G, soit 7,,» définie
par :
Tg,(8) = &g

I1 résulte de 1.1.1 que 7, e C}(G; G). De plus on a :

1.2.1 T ° Yo T Tgogu
7, = identité sur G
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Par suite :

1.2.2 La translation & gauche =, est un difféomorphisme de G sur G.

Jo

1.3 PARALLELISME CANONIQUE SUR UN GROUPE DE LIE
On a le théoréme :

TutorEME. — Un groupe de Lie G est muni d’un parallélisme canonique. Ge parallé-
lisme est défini par :

weANG; T, (G))

o est de la classe C2 et on a :
w, == identité.

On appellera o la forme de Maurer-Cartan de G.

PrEUVE. ~—— Remarquons que d’aprés 1.2.2 :

7,7t est un difféomorphisme de G sur G envoyant le point g, sur I'élément
neutre e,

Par suite, en dérivant 7,1 en go, on obtiendra un isomorphisme de "I, (G) sur
T,(G).

Nous poserons :
— i
Oy, = Tgy +(&o)

c’est-a-dire que par définition on a :

si g, = ¢, alors 1, = identité d’ol w, = identité; et w satisfait les conclusions

du théoréme,

1.4 FORMES INVARIANTES A GAUCHE

Soit me A(G; E); on dira que = est invariante & gauche si :
TgT = n pour tout geG.

Le théoréme suivant montre que la forme de Maurer-Cartan est une forme
universelle pour les formes invariantes a gauche.

TutorkME. — Soient G un groupe de Lie,  sa _forme de Maurer-Cartan; alors:

1.4.1 « est tnvariante & gauche;
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1.4.2 Soit ae4(T,(G); E) donné; posons

p = q 0
Alors p est invariant & gauche.

1.4.3 Inversement soit me AX(G; E) invariant & gouche; alors m sécrit sous la Sforme
1.4.2 avec

a=m,

PrEUVE. — Démontrons 1.4.1 :
Tho® =

Plagons-nous en un point geG; soit 2T (G). Nous devons montrer que :

<z, (T;‘o(’))g> = (&, mg)
Explicitant la définition de I'image réciproque dans le premier membre, on
obtient :
= {7g,(8) -2 wg gD

Appliquons la formule 1.3.1 pour calculer Wgg ON Obtient :

= Tlg,p—(&8) (75, (8) - 2)
On a, d’aprés 1.2.1,

T 'get © Tg, = Ty

Do en dérivant et en appliquant le théoréme des fonctions composées :

To-iget (8og) © Tg,(8) = T1(g).
D’ou1 finalement : '

En appliquant 1.3.1, on reconnait dans le second membre la définition de
{2, wy» et ainsi 1.4.1 est démontré.
La démonstration de 1.4.2 est évidente : en effet

(a0 0) = ao (o)

et d’aprés 1.4.1, 150 = w; ot 1.4.2.
Reste & démontrer 1.4.3; soit 2T, (G)

{2, Tcgo> = {2, (T;o"n)go>;
on a d’apreés 1-7.6.8
= <7§°_‘(g0) - % Tce°>
d’aprés 1.3.1
"'Efo_‘(go) L= (’-‘go(z)
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D’ou

{2, Tcg°> = ne(wgo(z))
ce qui n’est autre que 1.4.3.

1.4.4 COROLLAIRE. — Deux formes = et % AY(G*; E) invariantes & gauche telles

que :
TCB

5
I

sont égales.

PreUVE. — On a :
T=aocQ Te=adow
ol
¢ =x,="%,=4a, cq.fd.
1.4.5 COROLLAIRE. — La forme de Maurer-Cartan w est caractérisée par les deux pro-
priétés :

elle est invariante & gauche

:
w, = tdentité.

1.5 CHAMPS DE VECTEURS INVARIANTS A GAUCHE

Comme , est un difféfomorphisme de G sur G, l'opération image directe (7, )
est bien définie. 1
Nous dirons que Ae & G est invariant & gauche si :

(t4)xA = A pourtout g€ G

Nous noterons par :
1
¢ = 3A e ) G| A est invariant & gauche

L’opération (r,), étant une opération linéaire, on déduit des définitions
que :

1.5.1 G est un sous-R-espace vectoriel de é G.

TutoriME. — Soit G un groupe de Lie, « sa forme de Maurer-Carian, G U'ensemble des
champs de vecteurs sur G invariants & gauche. Donnons nous X € I(é) G.

1.5.2 On a X e§ si et seulement si (X, ) = constane.

PREUVE. — Remarquons d’abord que 1.5.2 est équivalent a

Tp((X; ©)) =X, ©)
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Ceci étant, appliquons I-7.6.7, on obtient :

T§0(<XJ 0)>) = <(TQF4)*X: T§0w>
d’ot1 utilisant 1.4.1
<(T.’75“)*Xa ‘—‘)> = <X: (‘)>
ou encore

{Z, &) =0 en posant Z = (tgp)*X —X

ce qui, avec le lemme suivant, montre que Z = 0, c’est-a-dire démontre le
théoréme.

1
1.5.3 LEMME. — Soit Ze (X G tel que <Z, o> = 0; alors Z = 0.

PreUVE. — Soit g e G; alors

{Zy wz> =0
Comme «, est un lsomorphlsme de Ty(G) sur T,(G), on en déduit que Z, = 0.
Comme ceci est vrai pour tout g, le lemme est démontré.
1.5.4 THEOREME. — Soit G un groupe de Lze @ IF ace vectortel des _f_‘_hgmlby de vecteurs
tnvariants @ gauche sur G. Conszdérons r aﬁplzcatzon

u:G—T,(G)

définie en posant

u(Ay = A
Alors u est un isomorphisme d’espace vectoriel de G sur T ,(G).
PREUVE. — On a d’apres 1.5.2 etsi AeG:
Ay o) =<4, o), =A,

ce que 'on peut écrire :

1.5.5 w(A) = (A, o)
Montrons I’injectivité de u. Soit A e § tel que :
u(A) = 0,
ce qui s’écrit d’apres 1.5.5,
(A, oy=20
On déduit de 1.5.3, que A = 0 d’ol1 l'injectivité. 1

Montrons la sugjectivité. Donnons-nous zeT,(G). Construisons Xe X) G
en translatant z par «'; plus précisément, posons :

1.5.6 X, =5(e).2




2 ALGEBRE DE LIE ET EQUATION DE STRUCTURE DE MAURER-CARTAN 161

En particulier, on a : X, = z. Reste a montrer que X e §; on le fera en montrant
que X satisfait 1.5.2. On a :

<X, (")>g = {rg(e) .2, (")g>
Utilisons 1.3.1 :

= 75—1(g) (vg(e) -2)
Comme 7, o 7, = identité, on obtient en dérivant cette relation :
tg—1(g) o tg(e) = identité
D’ou <X, w), = z = constante, et le théoréme 1.5.4 est démontré.
1.5.7 CorOLLAIRE. — Tout champ tnvariant & gauche est de classe C2.

PreuveE. — Il est de la forme 1.5.6.

2 Algébre de Lie et équation de structure de Maurer-Cartan

2.1 ALGEBRE DE LIE ABSTRAITE

o
[5S]
(on
4]
[l
X
)
b=
o
it
[5N]
.,
@)
=
=
(’D\
o
.
[y
[¥5]

o]
5N
o)
o
<
)
e]
(ol
@]
=
=1
o
[ ==Y
x
o
v

On appellera algébre de Lie

e gebre
muni d’une application :

notée far 2\
AL NS N N \ }

qui vérifie les propriétés suivantes :
. PO TR ¥ SN -
LALLLS YTNELTLE «
[H, v] = — [v: ul;
Linéarité en u, v étant fixé;

Identité de Facobi: quels que soient #, v, 2e Fon a :
[[us v], 2} + [[U: 2], u] + [[2, u], v] = 0.

2.1.1 Exemple. Soit V une variété de classe C®, alors I’ensemble des champs de
vecteurs sur V de classe C* forme une algébre de Lie.

Crochet d’une forme différentielle & valeurs dans une algébre de Lie.

Soit V une variété de classe C, F une algébre de Lie abstraite. Soit
pe AY(V; F). Nous allons associer & p une forme oe A2(V; F). Fixons xeV;
nous poserons, par définition, pour tout 2, 2, T (V) :

q)(zln zz) = [Pm(zl): Pw(zz)]
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Le second membre est, d’aprés Iantisymétrie du crochet de F, antisymétrique
en 2, et 2,. De méme, il est bilinéaire. Par suite @ est une application bilinéaire
antisymétrique de T, (V) dans F. A tout x eV, on'associe ainsi ® = Ly o (To(V); F).
Cette correspondance définit une forme différentielle :

ce A%(V; F)
vérifiant

2.1.2 <zl /\ 22y Ga;> = [Pw(zl): Pm(zz)]

On notera o par [§p, p] et on appelle o la forme crochet de .

2.2 ArLcEBRE DE LIE D’UN GROUPE DE LIE

Soit G un groupe de Lie, § 1'espace vectoriel des champs de vecteurs sur G
invariants & gauche.

2.2.1 Lemue. — 87 A ¢t Be§, alors [A, Bl &G,

PreUVE. — D’aprés 1.5.7, A et B sont de classe C2; le crochet est ainsi bien définie,
D’autre part, l’opératlon crochet est une opération intrinséque qui se transporte

par difféomorphisme : on a, si f est un difféomorphisme quelconque :

Ju([A, B]) = [f4A, fiB]

En particulier si f, A = A, f,B = B on déduit que f, ([A, B]) = [A, B], ce qui

démontre le lemme en prenant f= 7,

DErmNniTiON. — Sur § est défini par l’opération crochet, un produit antisymétrique,
satisfaisant I'identité¢ de Jacobi. On appellera § muni de ce produit et de sa
structure d’espace vectoriel, ’algébre de Lie du groupe G.

Exemple d’algébre de Lie

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Munissant E de la loi de 1’addi-
tion, alors E est un groupe de Lie G. Son algébre de Lie est isomorphe 4 T((G)
c’est-a~dire & E. Reste a calculer le crochet. Les champs invariants 4 gauche ne
sont autres que les champs de vecteurs constants sur E. 8i Al, A2 §, alors en
prenant une base ¢4, . .., ¢, de E telle que

A1 = ¢ .
Ag _ e: (quel que soit »  E)
ona: X
— : 1 n
6(AY) f = bEt si (EL, ..., &)

sont les coordonnées dans cette base.
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On a alors :

A= (22 d DN
45 AJ]—(aEi &/ bafb£i>

expression nulle en vertu du théoréme d’intervertion des dérivations de Schwarz.
Par suite [AY, A?] = 0. On a ainsi montré :

L’algébre de Lie du groupe d’un espace vectoriel est cet espace vectoriel muni du crochet
tdentiquement nul.

2.3 FORME CANONIQUE A VALEURS DANS L’ALGEBRE DE LIE
Soit G un groupe de Lie, ¢ son algebre de Lie, o sa forme de Maurer-Cartan :
0 A (G; T,(G))

soit ¢ I'isomorphisme de T,(G) sur G, inverse de I'isomorphisme u défini dans le
théoréme 1.5.4.~.

Utilisant ¢, il est facile de former, 4 partir de @ une forme A valeurs dans
I'algébre de Lie §. En effet, posons :

&= go o,
alors on a :

e A G; G

On a I'interprétation géométrique suivante de & qui généralise le théoréme 1.5.4.

2.3.1 Pour fout goe G, I'application :

thy, - G —>’T90(G)

ug (A) = Ay,

est un isomorphisme de Ty (G) sur G.
De plus, on a:
&g, = ugol.

PreUVE. — Ecrivant 1.5.6,0on a :
u,(A) = <A, 6);

le second membre étant constant, calculons-le en go; on obtient :

ue(A) = mgo(Ago);
d’ol en appliquant ¢ aux deux membres :
A =g (Ay)
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Comme &, est une composition d’isomorphismes, il en résulte que &, est un
isomorphisme de T (G) sur §. De plus on a :

O71A) = A, = u, (A) C.Q .F.D.

2.4 EQUATION DE STRUCTURE DE MAURER-CARTAN

Ona:

TutorEME. — Soit G un groupe de Lie, G son algébre de Lie, & € A(G, §) la forme
canonique définie en 2.3. Alors on a:

do + [6, 6] =0

PreUVE. — Soit g4 G, 2y, 2, T, (G) donnés. Nous devons montrer que :

{21 A Za (d&)%) + [c?)go(zl), &)go(zz)] =0
Posons

2.4.1 | Al = ﬁgo(zl)’ COAY = &go(zz):

alors on a : Al, A%2e(,
On a, d’aprés la formule de définition du cobord I[1-4.3.2 :

0(AY)(CA?% &) — B(AY)(CAY, &)) == (AT A A% db) + ([AY, A%], &)
Or d’apres 1.5.2, le premier membre est nul d’olr on obtient ’identité :
AT A A% dé) 4 ([AY A%, 6) =0

Ecrivons cette identité au point g,; on obtient compte tenu du fait que d’aprés
2.3.1

S

Ago = Zi i = 1, 2 \7/\
@t A2, (d6),> + [AY AT, 6,5 =0
Or [A1, A?] e G; d’olt d’apres 2.3.1,0n a :
(TAYL, A7), 6,5 = [Al, A%
ce qui s’écrit d’apres 2.4.1
= [&g,(21), 6y (22)]
et le théoréme est démontré.

Convention de notation. Dans la suite du chapitre, on identifiera ¢ avec T,(G) via
I’isomorphisme » défini en 1.5.4. La structure d’algébre définie sur G sera trans-
portée par u & T,(G) qui deviendra ainsi une algébre de Lie.

Ces identifications faites, les formes o et & se trouveront identifiées.
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Nous avons retardé jusqu’a maintenant cette identification afin de pouvoir
écrire sans ambiguité la démonstration du théoréme 2.4,

2.5 EXPRESSION DANS UNE BASE DES EQUATIONS DE STRUCTURE MAURER-CARTAN

Choisissons une base ¢y, ..., ¢, de G. Le crochet étant bilinéaire est défini par les
crochets [g;, ¢;]. Posons

[8i, 31] = % Cﬁjgk'

Les coefficients C¥ j sont appelés les coefficients de structure de G relative-
ment 4 la base choisie. On a :
Cf,=—Ck; d’aprés Pantisymétrie du crochet.

D’autre part I'identité de Jacobi s’écrit :
D (G8 Gy Gy ) = 0

identité vérifiée quels que soient i, J, /, s.
La forme de Maurer-Cartan va s’écrire :

]
o = .2 whe;, fﬁiaAl(G*)
i=1
On a ainsi, si zPeT!Jo(G)’ p=12

wg (2,) = by wl(z,)e;.
D’ou

r ' AY s A% ] <1
L®g\Z1)s Wg (Zo)| = L '

! z21) w/(2,)[e;, e;] = _;J 21 A 2g, 0F A w)[e, ¢l
D’on ,

o

[0 0] = 2 of A olly e = 3 (3 Chyot A of) g,
i<j ki<
d’ots les équations de structure de Maurer-Cartan s’écrivent :

dot = — 3 Chiwi A .

i<J

3 Théorie de I’équivalence de Darboux

3.1 DEFINITION DE L’£QUIVALENCE

En géométrie élémentaire, deux figures sont « égales §’il existe un déplacement
amenant la premiére sur la seconde. Ce point de vue rend naturelle la définition



166 THEORIE LOCALE DES GROUPES DE LIE, III

suivante, dont I'importance ne sera d’ailleurs pleinement justifiée que par ses
applications géométriques ultérieures.
Donnons-nous une variété V de classe C? et un groupe de Lie G. Dans

’espace fonctionnel
Cx(V; G)

établissons une relation d’équivalence :
f est équivalent & f il existe goe G

tel que

A

S = g0 o f.

Le probléme de Darboux consiste & déterminer les classes d’équivalence de
cette relation. Il sera résolu par I'usage des différentielles de Darboux.

3.2 DIFFERENTIELLE DE DARBOUX

Clomme un groupe G est, en vertu de 1.3, une variété parallélisé, nous définirons
la différentielle de Darboux d’une application fe C1(V; G) en utilisant la

h 3

définition générale I1-1.2.1 et en posant :
ou o est la forme de Maurer-Cartan de G. Alors
Tre AYV; 6

3.2.1 PrOPOSITION. — Soient f, f « CL(V; G). Supposons que f et f sotent dquivalentes
au sens de 3.1, alors leurs différentielles de Darboux sont égales.

PreUVE., — En effet, il existe alors gge G tel que

D’olx

D’olx

Mais d’apres 1.4.1, 75 © = o; donc:
nf =f*o = ;. C.Q .F.D.

3.3 EQUATION DE STRUCTURE DES DIFFERENTIELLES DE DARBOUX

3.3.1 Soit G un groupe de Lie, V une variété de classe C® soit fe CE(V; G), notons par
la différentielle de Darboux de f, alors

, =& AL(V*; 6)
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et vérifie U'équation de structure :

drn + [, ©] = 0.
PrEUVE. — La démonstration résulte de n = f*w de 2.4 et du lemme suivant :

3.3.2 — LEeMME : Conservation de I’équation de structure par image réciproque. Soit données
V, W deux variétés de classe C*, ¥ une algébre de Lie abstraite et p € AL(W*; F). Supposons

que
do + [p, p] =0

soit fe C3(V; W), 0 = f*g; alorson a:
dé 4+ [6, 6] = 0.

PrREUVE. — Donnons-nous x,eV, 24, 2, ET%(V) Calculons
<Z]_ /\ R (de)w0>'

On a, d’aprés 11-1.2.3

d0 = f* dp

c’est-a-dire

ou

2 = f'(x) - %4 Yo = J(xg)-

Mais p satisfait I'équation de structure; d’ol :

= — [py,(21)s py,(22)]
D’autre part, on a :
Pye(Z) = {S'(%0) -2 py> = <&i> 050
D’ot on a montré :

<&y A 23, (de)wo> - [ewo(zl): ecco(zz)]
C.Q.F.D.

3.4 TutorEME D’EXISﬁW _FONDAMENTAL. CONSTRUCTION D’UNE APPLICATION
AYANT UNE DIFFERENTIELLE DE DARBOUX DONNEE

Nous allons montrer dans ce paragraphe qu’a une forme différentielle satisfaisant
I’équation de structure, on peut associer une application dont elle est la diffé~
rentielle de Darboux.

Théoréme fondamental d’existence
Soit V une variété de classe C2, G un groupe de Lie, G son algébre de Lie. Donnons-nous
x0€V, goe G et une forme de classe C1.

Tte AY(V; §)
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satisfaisant équation de structure :
3.4.1 drn + [7, o] =0

Existence. On peut trowver un voisinage ouvert V de %y dans V et une application
feCYV; G) telle que :

3.4.2 Flxo) = &

et telle que:
3.4.3 La différentielle de Darboux de f soit la restriction de = & V.
Unicité. Soient fy et fo deux applications satisfaisant 3.4.2 et 3.4.3 et définies sur les deux

. . ) A A A
voisinages ouverts V1 et Vg de x,. Notons par Q la composante connexe de V1 n'V y contenant
%, Alors on a:

J1(x) = fy(x) pour tout xe Q.

PreuvE. — L’idée de la démonstration consistera & géométriser le probléme en
remplagant la détermination d’une application par celle de son graphe.

Le probléme géométrique se trouvera étre un probléme de Frobenius qui
sera traité par les méthodes de I11-5.

3.5 DETERMINATION D’UNE APPLICATION PAR SON GRAPHE

Nous noterons, dans ce paragraphe, par V et G deux variétés de classe C. Soit
K=V xG

la variété produit de V par G. Nous noterons par p;, p, les deux projections
naturelles :

ﬁ]_ K —>V
p: K—>G
3.5.1 Définition du graphe. A tout fe C(V; G) nous associons l’aﬁplication :

®e(Cl(V; K)
D(x) = (%, f(%))

Comme p, o @ = identité sur V, on en déduit que @ est un homéomorphisme
de V sur ®(V). D’autre part, en dérivant, on obtient :

3.5.2 pi(2o) o @'(x,) = identité sur T (V).

définie par :

D’otr @ est de rang maximum. Ainsi © est un plongement de V dans K. Par suite

de 1-6.2.2
H = O(V)

est une sous-variété de K. On appellera H le graphe de I’application f.
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Caractérisation des graphes

Nous nous posons le probléme : quelles sont les sous-variétés de K qui peuvent
étre obtenues comme graphes d’une application.
Nous dirons qu’un sous espace E de T, (K) est complétement transverse si

#1(zo) restreint & E définit un isomorphisme de E sur T, (V).
Un sous-variété L de K est dite complétement transverse, si pour tout z,eL

alors T, (L) est complétement transverse. On a alors :
ProposrTion
3.5.3 Le graphe d’une application est une sous-variéié de K complétement transverse.

3.5.4 Inversement, soit L une sous-variété de XK complétement transverse. Soit zyeL,
%€ py(2o). Alors on peut trouver un voisinage ouvert V' de x, et une application f de ¥
dans G telle que le graphe H de f vérifie

HAcL

H étant un voisinage ouvert de z, dans L.

PreUVE DE 3.5.3. — On a puisque @ est un plongement, le fait que @'(x,) est un
isomorphisme de T, (V) sur T, (H). D’aprés 3.5.2, on obtient que la restriction ¢

de pi(z,) & T, (H) est lisomorphisme inverse de @' (x,). C.Q.F.D.

PREUVE DE 3.5.4. — Notons par p, la restriction de p, 4 L. Alors 1 est un difféo-
morphisme local en vertu de ’hypothése de compléte transversalité et 1.6.

Il existe donc un voisinage ouvert H de z, dans L et un voisinage ouvert V

de x, dans V tel que ﬁl définisse un difféomorphisme de H sur V. Notons par k
le difféomorphisme réciproque. Posons

f=ﬁz°i°k

ol ¢ est I'injection canonique de L dans K. Alors f satisfera les conclusions de
3.5.4.

3.6 TRADUCTION GEOMETRIQUE ET DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL

ProposrrioN. — Traduction sur les graphes de la donnée de la différentielle de Darbous.
Donnons-nous

nte AYV; §)
Posons \ = pin — pio, ot o note la forme de Maurer-Cartan de G. Alors :

re AYK; 6)
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Soit fe C1(V; G) et H le graphe de f; alorson a :
3.6.1 T=f*w
st et seulement st

3.6.2 H est variété intégrale du p-champ ker M.

PreUVE. — On a vu en 3.5 que 'image de @'(x,) est ', (H); par suite, 3.6.2 est
équivalent & ®*h = 0.
D’autre part, on a :

OFr = (0% o pF)m — (@ o pf)

Or p1 0 @ = identité sur V
bro®=f
d’ol O*A = —f*o,

ce qui entraine I’équivalence de 3.6.1 et 3.6.2.

3.6.3 ProposiTioN. — Une variété intégrale R du p-champ ker A est complétement trans-
verse st et seulement si R est une variété intégrale de dimension maximum.

PreEUVE. — Montrons d’abord le lemme :
3.6.4 LemmE. — M, = kerh, est complétement transverse.
Preuve. — Soit ue'l', (K) u; = pi(zo) .4 (¢ =1, 2). Alors :

{u, ?\z0> = <u1: T':x0> - <u23 wg0>

(u, ?‘zo> =0

D’ou
est équivalent 2 :
ou encore, o, étant un isomorphisme, &

Uy = o l(m, (1))

g

Nous avons ainsi montré que pj(2) restreint 2 M, est I'isomorphisme réciproque
de lisomorphisme :
Uy > (uq, (co;ol o n"’o) (u,))
et le lemme est établi.
Soit maintenant T, (R) completement transverse, alors on a:

dimension de V = dim (T, (R))

De méme d’aprés le lemme :

dimension de M, = dimension de V = dimension de R.

D’olt R est variété intégrale de dimension maximum.
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Inversement, si R est une variété intégrale de dimension maximum de M,
alors pour tout zoeR, on a:

Tzo(R) = Mzo

d’oli, d’aprés le lemme, R est transverse. C.Q .F.D.

3.6.5 Démonsiration du théoréme jfondamental d’existence
L’existence d'une application f satisfaisant 3.4.1 et 3.4.2 est équivalente d’apres
les paragraphes 3.5 et 3.6 a l'existence d’une variété intégrale de dimension
maximum du p-champ ker A passant par le point (x4, g,)-

Par suite, I’existence et I'unicité de f sera une conséquence de I1-5.3.1 si
nous montrons que le p-champ ker A satisfait la condition de Frobenius.

Nous utiliserons la condition II-5.4.4 et nous montrerons que :

3.6.6 {u A v, (d?\)Z,o) =0

quels que soient u, veTzo(K) vérifiant :
A (0) = 2, (8) = O.

Posons pi{zo)u = t;, pi(ze)v = 9;, i = 1, 2; cette dernitre égalité §’éerit
w (02) = ng(vl)

D’olr 3.6.6 s’écrit

[nazo(ul)a Tc:co(vl)] - [wgo(u2)7 wgo(vz)] =0

ce qui est une conséquence triviale de 3.6.7 et le théoréme est démontré.

3.7 RESOLUTION DU PROBLEME DE L’EQUIVALENCE

On déduit aisément des résultats de ce paragraphe.

3.7.1 Soit V une variété de classe C® connexe. Soit G un groupe de Lie. Soit f et
FeC¥(V;G). Alors f et f sont équivalents si et seulement si f et f ont méme différen-
tielle de Darboux.

3.7.2 Exemple. Prenons pour groupe G, un espace vectoricl E muni de sa structure
additive. Alors les différentielles de Darboux sont les différentielles usuelles. Le

résultat 3.7.1 se lit : sur une variété connexe deux fonctions différent d’une
constante si et seulement si elles ont méme différentielle.
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Inversement donnons-nous un we Al(V; E) une condition nécessaire pour
que 7 soit une différentielle d’une fonction f est, de fagon élémentaire, que toutes
les conditions de Schwarz :

rf _ oY

oxioxl ~ ox dxt

soient satisfaites ce qui s’écrit, en terme de 7, sous la forme
dr = 0 (cf. 1I-4.6.1)
On retrouve ’équation de structure de Cartan-Darboux :
de + [, =] =0

puisque le crochet sur l'algtbre du Lie ¢ de E est identiquement nul. Un résultat
&lémentaire est alors que la condition d’intégrabilité dn = 0 est suffisante pour
Pexistence d’une fonction f définie dans un voisinage homéomorphe & un cube
de x, et vérifiant df = = Ce résultat reste valable dans un ouvert simplement
connexe. On connait en effet le résultat élémentaire suivant :

3.7.3 Soit V simplement connexe et soit mwe AX(V; E) vérifiant drc = 0, alors il existe
FeC¥(V; E) telle que df = = (cf. Exercice 130 p. 146).

3.7.4 Condition globale d’existence du théoréme de Darboux.

On a I’énoncé paralltle & celui de 3.7.3:

Soit V une variéeé de classe C2, simplement connexe, G un groupe de Lie, we A'(V, §)
de classe CY, ok § est I'algébre de Lie de G. Supposons que d= + [w, 7] = 0, alors ¢l

. r DT, N 21T asn T o £ 3L UYL Ty f g8 2 ;
existe fe C2(V; G) telle que la différentielle de Darboux de f soit .

PreUVE. — Cette preuve s’obtient en combinant le résultat local d’existence et
d’unicité obtenu dans le théoréme fondamental d’existence de Darboux avec
la. théorie des revétements d’un espace topologique. Cette théorie constitue une
branche de topologie générale sortant un peu du but de notre exposé pour étre

développée ici. Le lecteur pourra se reporter a Exercices II1e partie, 7° et 8°.

4 Homomorphisme de groupes de Lie

4.1 DErINITION. — Nous noterons par Gy, G, deux groupes de Lie, par ), ¢,
leurs éléments unité, par G, et G, leurs algebres de Lie, par o' et ©? leurs formes
de Maurer-Cartan.

Nous appellerons homomorphisme de G, dans G, une application f véri-
fiant :

4.1.1 FeC3(Gy; Gy)
4.1.2 Sflgg1) = f(g0)f(g1)

quels que soient g;, g1€Gy.
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Cette derniére relation entraine :
4’.1.3 f(gl) = 32

Nous noterons Hom(G;; G,) 'ensemble de tous les homomorphismes de G,

dans G,.

4.2 DIFFERENTIELLE DE DARBOUX D’'UN HOMOMORPHISME

Un homomorphisme étant une application de la variété G, dans le groupe G,,
nous lui appliquerons la théorie du paragraphe 3 et introduirons sa différentielle
de Darboux.

4.2.1 ProrositioN. — Soit fe C3(Gy; Gy), f satisfaisant 4.1.3; notons par © = f*w,
la différentielle de Darboux de f,
| e Al Gy, G)

Alors si fe Hom(Gy, Gy), la différentielle de Darboux o est invariante & gauche sur G,.
Inversement, sous I'hypothése supplémentaire que Gy soit connexe, st w est invariante &
gauche sur Gy, alors f est un homomorphisme de G, dans G,.

PreUuvE. — Démontrons d’abord le lemme :

LeEMME. — La condition 4.1.2 est équivalente & la condition :
Etant donné g, € Gy, il existe gse G, tel que

4.2.2 oty = 7,0 f

PREUVE. ~ Evidemment 4.1.2 entraine 4.2.2 avec g, = f(gy). Inversement
écrivons 4.2.2 au point ¢;, on obtient :

J(&161) = 82f(€1) = €sts;
d’olt
.f(gl) = Lo

et ainsi 4.2.2 s’écrit au point g}

Sfle181) = f(e1) f(&1),

ce qui n’est autre que 4.1.2 et démontre le lemme.

Démonstration de Uénoncé direct de 4.2.1

On a:
g, = Tglf*mz = (fe Tgl)*‘”z
Utilisons 4.2.2, alors :

g, = (ng o f)* ey Zf*(’fﬁamz) =f*0, =,

donc = est invariante & gauche.
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Inversement, considérons Papplication suivante de G; dans Gy, :
k=for,

L’hypothese d’invariance de = signifie que f et & ont méme différentielle de
Darboux. Puisque G, est connexe, f et & sont dans la méme classe d’équivalence
de Darboux; c’est-a-dire qu’il existe g, tel que :

k= Ty © f
donc 4.2.2, et par suite, 4.1.2, est satisfaite.

Remarque Si Gy n’est pas connexe, on. peut considérer la composante connexe

G1 de ¢;. On voit facﬂement que G1 est une partie ouverte de G, et est un sous-
groupe de G,. Alors G, est un groupe de Lie auquel on peut appliquer les résul-
tats précédents.:

4.3 HoMOMORPHISMES D'ALGEBRES DE LIE ET DIFFERENTIELLES DE DARBOUX

[« - Al .1- Tia =~
01C \31 ct \52 U.CUA a..tgcuxca GC LiC a

de dans G, une application
ued (g L gz)

u([21, 22]) = [u(zy), u(2s)]

Nous noterons par Hom(G,, §,) ’ensemble de tous les homomorphismes de G,
dans §,. Si G, et G, dénotent deux groupes de Lie, G, et §, leurs algebres de Lie,
considérons :

telle que :

ProPoSITION. — Associons & ©eD(Gy; Gg) Uélément w, . Alors
4.3.1 neleHom(glg Gs).

De plus:
4.3.2 L’application :

T > Te,
définit une bijection de D(Gy; G,) sur Hom (G4, G,).

DimonsTRATION DE 4.3.1

Soient z,, z;€§, et écrivons ’équation de structure de la différentielle de Dar-
boux de x au point ¢;. On obtient :

4.3.3 <Z1 /\ Z 2 (dﬂ)ei> + [Wei(zl): nel(z2)] == ()
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D’autre part on a d’aprés 1.4.3
4.3.4 T=2qo W ou a=Tm

el

ce qui entraine

drc = a o (dw,)
et le prlernier terme de 4.3.3 s’écrit :
{21 A Zy (dﬂ")el> = a(<21 A 2y (d‘*)1)e1>)
et d’aprés I’équation de structure de Maurer-Cartan sur G,
= — ([, (21), © (22)])
Comme @, = identité, on obtient
= —a([21, z2])

Le second terme de 4.3.3 s’écrit, d’apres 4.3.4
[a(z1), a(zs)]

— a([z1, z,]) + [a(zy), a(z2)] =0

LT -SR]

a = n, « Hom(§;, G,)

D’ou 4.3.3 s’écrit ;

La correspondance i w, est injective d’aprés 4.3.4. Montrons qu’elle est
surjective. Donnons-nous & « Hom(G,, G,). Posons p = & o w;; alors p est invariante
a gauche sur G;. Reste & vérifier que :

do + [p, p] =0
Soit z;, zp€'Ty (G,); alors on a:
{21 A zg, (dp)g,> = b(<21 A 2, (deog)y D)
Appliquons I’équation de structure de Maurer-Cartan.
= — ([, (21), mlgl(zz)])
Comme b est un homomorphisme d’algebres.

= — [b o 0)191-21, b o mlg‘l'ZZ]
== men [pgl(zl), Pgl(ZZ)]

ce qui démontre la proposition.
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4.4 HOMOMORPHISME DE GROUPES ET HOMOMORPHISMES D’ALGEBRES

4.4.1 THEOREME. — Svient G, et G, deux groupes de Lie, Gy ot Gy leurs alglbres de
Lie; soit .
JSeHom(Gy, Gy); alors  f'(e;) eHom(G,, G,).

PrEUVE. — Introduisons la différentielle de Darboux de S soit :
7T =f*0)2.

Alors par un calcul immédiat on a :

4.4.2 (e = =,

Le théoréme résulte alors de 4.3.1 et 4.2.1
4.4.3 THEOREME. — Considérons Papplication
{: Hom (G,, G,) - Hom (Gv Ga)

définie par le théoréme 4.4.1. Alors :
St Gy est connexe, [ est injective;
St Gy est connexe et simplement connexe, [ est bijective.

PreuVE. — Si G, est connexe, on utilise 3.4; on obtient que la correspondance
qui & fe Hom (G,, G,) associe sa forme de Darboux est injective et on applique

4.3.2.
Pour montrer la surjectivité, il faut passer d’une forme de Darboux

TeD(Gy; G)
a une application définie sur G, fout entier. Ce passage est possible moyennant
3.7.4 si G, est simplement connexe et le théoréme est démontré. -

Remarque. Les hypothéses de nature topologique sur G, ont pour but d’assurer
Punicité et 'existence globale de la solution d’un probléme de Frobenius. On peut
s’en passer en se contentant de conclusions locales.

4.4.4 Enoncés locaux :

Nous appellerons homomorphisme local de G, dans G, une application f d’un voisi-
nage ouvert connexe U de ¢,

SeC3(U, Gy
telle qu'il existe un voisinage U de ¢, vérifiant U. Uc U et tel que 'on ait :

S(&181) =f(g1)f(§i) sl g4, 81 eU.
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Nous noterons par :
Homy,( (G, Gy)

I’ensemble des homomorphismes locaux de G, dans G, Nous dirons que
S5 ke Homy, (G4, Gy)

sont dquivalents, si f et k coincident sur la, composante connexe de ¢, dans 'inter-
section de leurs domaines de définition.
On notera Hom,,,, (G, G,) ’ensemble des classes, suivant cette équivalence,

de Homloc (Gla G2)’
On obtient alors, en localisant les raisonnements précédents :

TaioREME, — Soit Gy, G, deux groupes de Lie, Gy et Gy leurs algébres de Lie. Alors
la correspondance qui & tout fe Homyy, (Gy, G) associe f'(ey) définit une bijection de :

Hom,,, (G, G;) sur Hom (G, G,)

4.4.5 Exemple. Considérons un groupe de Lie de dimension 1. Soit {¢} une base
de son algébre de Lie. On a [¢, ¢] = 0. C’est-a-dire que le crochet est identique-
ment nul. Par suite deux algebres de Lie de dimension 1 sont isomorphes; c’est-
a-dire deux groupes de Lie de dimension | sont localementisomorphes. Comme R,
muni de sa structure additive, est un groupe de Lie de dimension 1 connexe et
simplement connexe, on a : fout groupe de Lie connexe de dimension 1 est isomorphe
a R, ou a R[Z.

5 Sous-groupes et sous-algébres

5.1 D¥riNrrioN. — Soit G un groupe de Lie; nous appellerons sous-groupe de Lie
de G, une partie H de G telle que: =

H soit une sous-variété de G !
H soit un sous-groupe de G.

Alors H est muni d’une structure de variéié induite par celle de G. D’autre part la
restriction ¢ H de la loi de groupe sur G définie sur H une structure de groupe.
Remarquons alors que:

5.1.1 Un sous-groupe de Lie H d’un groupe G est un groupe de Lie pour les structures
induites par G. L'infection canonique de H dans G est un homomorphisme.

PrREUVE. — Soit :
p: G X G— G défini par :

pg &) =g
On a peC3(G x G, G). Par suite la restriction de p & H X H sera de classe C3.
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De méme lapplication g - g—1, qui est de classe C3 sur G, aura une restric-
tion de classe G2 4 H. Par suite H est un groupe de Lie.
L’injection 7 étant de classe C3, on a:

ie Hom(H; G) C.Q.F.D

5.2. SoUS-ALGEBRE DE LIE ASSOCIEE A UN SOUS-GROQUPE DE LIE

Nous allons associer & un sous-groupe de Lie une sous-algeébre de Lie par
le théoréme :

TukorEME, — Sott G un groupe de Lie, G son algébre de Lie, H un sow-groupe de G.
Alors T,(H) est une sous-algébre de Lie de G,

PrEUVE. — La preuve est assez évidente, en raison des résultats du paragraphe 4.
Néanmoins, nous la présenterons en détail. Notons par # 1’algebre de Lie du
groupe H. On a:

i'(¢) (96) = T, (H).

T (H).
PACEVE

Donnons-nous

.
~12

Alors il existe y,, ¥, €6 tels que :

t'(e) y1 = 2y i'(€) .y = 2y

Posons y; = [ 1, Yalyg, #6 étant en indice pour bien marquer que le produit est
pris dans ’algébre #6. Posons :

- B=1() s
On sait d’aprés 4.4.2 que :

i'(¢) e Hom(%6; G)
Par suite :

23 = i'(6) . (L1, Dalyg) = (6} 20 2(e) ol = [21, 20]
Comme 2z,<i'(¢)(#6) = T,(H), on en déduit que 2;, 2z, T,(H) entraine

[Zl, Zg] ETa(H) O_Q.F.D.

5.3 PROBLEME DE FROBENIUS ATTACHE A UNE SOUS-ALGEBRE DE LIE

Soit G un groupe de Lie, o sa forme de Maurer-Cartan, §¢ son algébre de Lie,
@ une sous-algebre de Lie de §. Considérons le p-champ M défini par :

M, = w7 i(a) = 7(e) (@)

On peut dire que M est obtenu en « translatant » & gauche .
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Alors, on a:

5.3.1 ProrosiTioN. — Le p-champ M satisfait la condition de Frobenius.

PreEUVE. — Nous écrivons M = kerp ol p = ¢ o &, ¢ notant ’homomorphisme
canonique :

g: G¢—G/a =E.

La condition de Frobenius sera encore prise sous la forme II-5.4.4. Donnons-
nous goeG 25, 25T, (G); calculons :

Car A 2y (dB),> = (<t A 20y (d00)g,D) = — gLy (2, g, (2)])

Supposons
pgo(zi) =0 =12
ce qui s’écrit :
' mgo(zi) e@d =12

Comme G est une sous-algébre, ceci entraine

RN

[wgo(zl), ﬁ)go
c’est-a-dire qu’en appliquant ¢ 4 cet élément de @, on trouve zéro. Ainsi :
ker dooker p A ker ¢

et la condition de Frobenius est satisfaite.

Sous-groupe et Probléme de Frobenius.

On a I’énoncé suivant :

5.3.2 ProOPOSITION, — Soit G un groupe de Lie, d’algébre de Lie G, H un sous-groupe
de Lie, & = T (H) la sous-algébre associée & H; alors H est une varidté intégrale de
dimension maximum du p-champ associé a G.

PreuvE. — Si H est un sous-groupe, alors :
g (H) = H pour tout goeH

On a d’apres 1-4.2.3:
7p,(¢) (Te(H)) = Ty, (H)
c’est-a-dire :
T, H) =M pour tout gos H.
C.Q.F.D.

5.4 CORRESPONDANCE ENTRE SOUS-GROUPES ET SOUS-ALGEBRES

Cette correspondance sera obtenue via le théoréme de Frobenius; elle devra donc,
de ce fait, étre développée dans un cadre local.
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Nous appellerons noyau de sous-groupe de G une sous-variété K de G, passant
par ’élément neutre ¢ tel qu'il existe en voisinage U de ¢ dans K vérifiant :

g1, 82U entraine g.8:eK

541 g,eU entraine gite K.

On a alors :

TaEOREME. — Soit G un groupe de Lie, G son algébre de Lie; alors :

5.4.2 Si K est un noyau de sous-groupe, alors T, (K) est une sous-algébre de G.

5.4.3 Si K et K sont deux noyaux de sous-groupe tels que T,(K) = Te(K) alors Kn K
est un voisinage de e dans K.

5.4.4 Soit A une sous-algébre de G, alors il existe un noyau de sous-groupe K tel que
T,(Ky) =@

PrEUVE. — 5.4.2 et 5.4.3 s’obtiennent en localisant les raisonnements antérieurs.
Niémnntrane R A. Ad anit M le Acrhamn acenrid an A 2 4 (2 Natnne nar K 1Imma

A ALINLLEL VAAD L WAL AVA 1w f—bllml‘.t} CAIIWIAL Wil WJSad G WLy A YUILVLLY Ful J-xo LLLL

variété intégrale de M, de dimension maximum, connexe, passant par ¢. Remar-
quons que :

5.4.5 M est invariant & gauche
En effet M = ker p ol p est défini en 5.3.1 et'on a :

Koy — * oy == =
TgP = g0 Taw =gow=p

£
=
D

(=% |
u.l.].l. Lr

ntégrale de M alors, go(R) est une variété intégrale de

M. En particulier, 7,(K,) est une variété intégrale de M. Si, de plus, g~te K,,

g
on a.

ee1,(Ko nK,

c’est-a-dire en utilisant le résultat d’unicité des variétés intégrales de dimension
maximum II-5.3.1, on obtient: pour tout geKjl,

Qfg) = Kon,(Ky)

est un voisinage de ¢ dans K.
Soit A un voisinage compact de ¢ dans Kg*. Posons :

U, =1
geA

Alors U, est un voisinage de ¢ dans K.
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En effet, soit ¢ une carte numérique de G définie sur un voisinage N de ¢ telle que

p(e) = 0. Posons .
Ug) = o(NnQ(g))

S (g) = distance de 0 4 la frontiere de {(g) (olt R* est muni de la distance usuelle).
Alors f(g) est une fonction semi-continue inférieurement, strictement positive, donc qui
posséde sur le compact A un minimum strictement positif soit g; d’ol

Uro o ({] |E] < ¢})

Nous pouvons écrire la définition de U, sous la forme :
Quels que soient gy e Uy, gye A, il existe g <Ky tel que :
828= &1

Multipliant les deux membres par g5%, ceci s’écrit

g g1k,

Prenant U = U, n A=, on obtient alors la premiére formule de 5.4.1 ; la seconde
s’obtient de fagon analogue,

6 Application exponentielle

6.1 GROUPE DE TRANSFORMATIONS ATTACHE A UN CHAMP INVARIANT A GAUCHE

Soit A un champ de vecteurs invariant 4 gauche sur G. Alors A défini un pseudo-
groupe U, de transformations de G.

6.1.1 ProrosrtioNn. — On a

Ty, © U, =U,o g, quel que soit g:<G.

PREUVE. — Soit k(t) la ligne de courant de A <G telle que k(0) = g,; alors
7y, © k(f) est une ligne de courant k, de (t5) %A = A. De plus £,(0) = g,g,.
Dot k(1) = U,(g,8,) et 6.1.1 est démontré.

On en déduit :

6.1.2 ProposiTioN. — Quel que soit ¢ réel, le domaine de définition de U, est G tout
entier.

PreUVE. — Notons par Q, le domaine de définition de U,. Alors il résulte de
6.1.1 que :
Tgo(Qt) = Qt
c’est-a-dire que Q, = G.
Par suite, si U, n’était pas toujours défini, il existerait ty > 0 tel que:
U,(g) serait défini pour tout g et tout ¢ tel que 0 < ¢ < to-
Ui(g) ne serait défini pour aucune valeur de g si ¢ > to-
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Soit £y, 1 o < ty < ty; alors UH(UH(g)) est bien défini. Par suite Uztl(g)

2

est défini, contrairement & ’hypothése sur #; et la proposition est démontrée.

6.1.3 ProrosiTiION. — On a:
U,(g) = gU,(e)

Preuve. — En effet, d’apres 6.1.1, on a:
U011, = 1,0 U,

Appliquant cette relation 4 ¢, on obtient le résultat.

Remarque : On lit le résultat en disant que le groupe a 1 paramétre engendré
par un champ de vecteurs invariant & gauche s’obtient par une multiplication a

droite.

6.2 APPLICATION EXPONENTIELLE
DEFINITION. — A tout z e C?, nous associons :

exp (2) == Uy(e)

P 4 : I——_— | -
On définit ainsi une application de I

La justification de cette notion et de cette terminologie apparaitra en 7.3. 3
L’application exponenticlle permet de calculer le groupe de transformations

U, considéré en 6.1. En effet :

6.2.1 Ona:
U, () = exp (02)
PreUVE. — Posons % = t,z. Soient U, U, les groupes a4 1 paramétre associés.
Le groupe U est défini par la ligne de courant k:
F(8).1 = Zup = toi
Posons

k() = F(ug?)
Alors k(1) = k(ttyY). Dol
F).1 =7 (1)1 = 23 (t)
c’est-a-dire que % est une ligne de courant du champ de vecteurs 2. On obtient
ainsi, remarquant que £(0) = £(0), que :
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En appliquant 2 ¢ et en faisant ¢ — { O A :

61(9) = Uto(e)
c’est-a-dire 6.2.1.

6.2.2 Prorosirion. — On a Uy(g) = gexp (tz).
PreEUVE. — Ceci résulte de 6.1.3 et 6.2.1.
6.2.3 ProposiTioN, — On a ;
exp (z) exp (#'z) = exp ((t + t)2)
PREUVE. — On a, si U, est le groupe associé a z,
Uy o U; = Upyp.
Appliquons 4 ¢, on obtient :

Uy (exp (£2)) = exp ((t + ¢)2)
Utilisons 6.2.2
Uy (exp (82)) = exp (iz) exp (¢'2)

et 6.2.3 est démontré.

6.3 HoMoMORPHISME DE R DANS UN GROUPE pE Lie G

Munissons R de sa structure additive et considérons-le comme un groupe de Lie, alors,
pour tout ze G fixé, o G désigne Ualgébre de Lie de G, posons :

On a alors ‘
¢, Hom (R, G)
L’application :
e

est une bijection de G sur Hom (R; G).

PREUVE. — On a, d’aprés 6.2.3,
ch(t + ) = ch(t) sz(t’)

¢, est un homomorphisme. On peut se limiter au cas ott G est connexe, puisque,
si heHom (R, G), alors A(t) appartient 2 la composante connexe A de e et A est
un groupe de Lie ayant méme algébre de Lie de G ; il suffit dés lors de considérer
Hom(R; A).

Alors, il existe, d’aprés 4.4, une correspondance bijective entre Hom(R; G)
et Hom(G,; §) ol G, désigne I’algtbre de Lie de R, c’est-a-dire (cf. 4.4.5) R lui-
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méme muni du crochet nul. Soit ue¥%(§,; §). Alors u(t) = #u(l)

[u(t), u(')] = &'[u(1), u(1)] =0

en vertu de Pantisymétrie du crochet.
C’est-a-dire que toute application linéaire de §; dans § est un homormo-
phisme d’algébre. D’oui :

Hom(G,, §) = 4(R; §) ~ § C.Q F.D.

7 Groupes de transformation de la géométrie élémentaire

7.1 RAPPEL DES DEFINITIONS ELEMENTAIRES DES GROUPES CLASSIQUES

L’étude des propriétés géométriques est ’étude des propriétés invariantes d’un
groupe de transformations : du groupe linéaire et du groupe affine pour la géo-
métrie affine, du groupe orthogonal et du groupe des déplacements pour la
géométrie euclidienne, du groupe projectif et du groupe spécial linéaire pour la
géométrie projective.

=

, de dimension finie s1

7.1.1 Groupe affine. On considére un espace vectoriel

On appelle transformation affine une application

et ol A e GL(E), en notant GL(E) le groupe des pplications linéaires

'bleg de E. Les transformations affines forment un groupe pour la composi-

Ade A A AL LAS Aesasild EER LD Y e el g ASLAL PR

7.1.2 Groupe des déplacements. Groupe orthogonal.

Supposons E muni d’un produit scalaire euclidien (x| ») c’est-a-dire tel que x # 0
entraine (x|x) > 0
On appelle déplacement, une transformation de la forme :

i

y=a-+ Bx

ol B est une transformation orthogonale c’est-a-dire telle que :

(Bx|[By) = (#].9)

ou encore
B*B = identité,

en notant B* Popérateur transposé de B. Toute transformation orthogonale B
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cst inversible et B-1 = B*, On note O(E) le groupe des transformations ortho-
gonales de E.

7.1.3 Groupe projectif.
Notons E I’ensemble E privé de O. Etablissons sur E la relation d’équivalence :

x ~ x 'il existe teR tel que X = tx

Notons P(E) ’ensemble quotient; alors P(E) peut étre muni d’une structure de
variété C= et est appelé Pespace projectif associé 4 E. Soit Ae¥(E, E); alors A est
compatible avec la relation d’équivalence précédente; par suite A définit une
application : .
A: PE)—>P®E)

On a A = A/, ou A'e4(E, E), si et seulement si il existe ¢, t, # 0, tel que
A" = tA.

On appellé transformation projective de P(E) une transformation A ot A e GL(E).
Les transformations projectives de P(E) forment un groupe I'(P(E)). Soit :

SGL(E) = {Ae GL(E)|det (A) =1}

7.1.4. SGL(E) s’identifie & un sous-groupe distingué de I'(P(E)); si n = dim E est
pair le groupe quotient est le groupe & 2 éléments, si n est impair K = T'(P(E)).
On doit résoudre I’équation en teR

det (fA) = 1 ou AeGL(E)

7.1.5 Expression en coordonnées
M.
A

—~ 4 -
I10LC .

j
(q!]

GL(n) = GL(R")
O(n) = O(R™)
SGL(n) = SGL(R")

Les applications linéaires de R* dans R s’interprétant matriciellement,

GL(n) est le groupe des matrices d’ordre 7, inversibles

O(n) est le groupe des matrices orthogonales d’ordre n (c’est-a-dire telle que
iX.X =1 ol ¥X désigne la transposée de X).

SGL(n) est le groupe des matrices d’ordre n de déterminant 1.

On appelle GL(n) le groupe linéaire d’ordre n, O(n) le groupe orthogonal d’ordre n,
SGL(n) le groupe spécial lindaire d’ordre n.

7.2 GROUPES DE LIE ET GROUPES CLASSIQUES

Nous munirons tous les groupes classiques d’une structure de groupe de Lie.
Si E est un espace vectoriel euclidien de dimension finie sur R, on peut, en choisis-
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sant une base de E, construire un isomorphisme de E sur R?, isomorphisme trans-
portant GL(E) sur GL(r), O(E) sur O(n), SGL(E) sur SGL(n). On notera Jb,
’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

On a:

7.2.1 ProposttioN. — GL(n) est un groupe de Lie de dimension n.

PreuvE. — GL(n) = {ae,|dét (a) # 0}.
La fonction définie par :
@(b) = dét (b)) bed,

est une fonction C* de I'espace vectoriel Jb, dans R. Par suite GL(n) est une
partie ouverte de ’espace vectoriel M, donc est muni d’une structure de variété
C= induite, variété de dimension n2. D’autre part :

o, X Mo, — Mo,

défini par le produit des matrices est une application bilinéaire donc de classe

(1. Il en gsera de méme de sa restriction a G___('}g)

Wi Ui s vaisaa S

a2y at

est donné par son terme d’ordre (7, j) :

(o)} = dét X _ vl (a)
' deta det (a)

ot X} est la matrice d’ordre n — | obtenu en biffant de la matrice & la i-éme
ligne et la j-iéme colone.

Les fonctions #/(a) = det (X3) sont de classe C*, si a & db,. De plus (det a)~!
est une fonction de classe C= sur GL(r). Ainsi (¢(a))! est de classe C= sur GL(r)
quels que soient 7, 7. D’ol ¢ est de classe G« ; c’est-a-dire que GL(n) est un groupe
de Lie.

Convention de notation.

Nous noterons par I la matrice identité qui est ’élément unité du groupe GL(n)

7.2.2 ProposiTiON. — SGL(n) est un sous-groupe de Lie de GL(n) de dimension
n®— 1.

PreEUVE. — SGL(n) constitue évidemment un sous-groupe, reste a montrer que
SGL(n) est une sous-variété de GL(n). On a, posant
¢(a) = det a,

SGL(n) = ¢~1(1).
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En montrant que ¢ & un rang constant sur GL(n) on pourra appliquer 1-6.3.1
et on obtient le résultat. On a :

$(a + k) = d(al + a*h)) = (a)P(I + a=*h),

d’ou en dérivant :

" ¢' (@) = b(a)'(I).a"*h

Comme lapplication : oW, — on, définie par: & —a ' est surjective, et que
$(a) # 0 pour ae GL(n), on en déduit :

Image {'(a) = Image de ¢'(I)
c’est-a-dire que :

rang §'(a) = rang ¢'(I) oll ae GL(n);

d’ott SGL(n) est une sous-variété de GL(n) de dimension »* — 1.

PRrROPOSITION.

- oo ) . . nin—1

7.2.3 O(n) est un sous-groupe de Lie de GL(n) de dumension J—Q—)
De plus:

724‘ TI(O(H)) = ‘ngn, a

[

u Mo, , dénote les matrices carrées d’ordre n antisymétriques.

REUVE. — C()‘ﬂsidcruus .

=

définie en posant :

(ot1 ta représente la transposée de la matrice a). Alors O(n) = f~*(I). Tout le
probléme revient & prouver que fa un rang constant. On a, remarquant que f est
bilindaire en ta et a:
f'(a).h = tah + tha
d’ol
ker(f'(a)) = {A|'ak + tha = 0}
On en déduit :

heker(f'(a)) si et seulement si tahe Mo, ,

On a alnsi:

ta(ker(f,(a))) = Mo, 4
L’application linéaire : Jb, — Ao, définie par:

h+— tah
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étant bijective si ae GL(n), alors elle conserve les dimensions des sous-espaces
vectoriels :

dimension (ker(f'(a)) = dim A, , = "(";“1

c’est-a-dire que f'(a) a un rang constant.
D’aprés 1-6.3.1, on a : .

TI(O(n)) = kerf’(I) = 'Jmon, a

7.3 ALGEBRE DE LIE DU GROUPE LINEAIRE

Nous allons construire, dans ce cas concret, tous les intermédiaires nous ayant
conduit & introduction des algébres de Lie dans le cas général, cet exposé pou-
vant ainsi servir d’exemple de construction de I’algébre de Lie.

7.3.1 Forme de Maurer-Cartan sur GL(n)
Considérons la translation 3 gauche.

Ta. *

0 X e anx

Cette application est lindaire en x; on en déduit en identifiant T, ,(GL(n)) a

]’eqnace vectoriel sous iacent W, que ’on a:

Ll BRI ILL B3RS LAY o) b et 4 SAxd

; (%) b = ayh pour tout h e Mo,

Find

La forme de Maurer-Cartan « s’obtient en appliquant 1.3.1 :
Chy 6> = wlpa(ag) b = azh

7.3.2 Champ invariant & gauche
Alors on a :
TH(GL(n)) = A,

Donnons-nous zeJdb,. Alors le champ invariant 4 gauche X tel que :

X =z
est donné par et s’écrit ainsi :
X, = az

Ligne de courant d’un champ invariant & gauche.
On cherche la solution du problé¢me de Cauchy suivant :

dk

% Ko = kt)2
k(0) = a,

ou k(t) e GL(n), zed,.
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Si b e M, posons :

7.3.2 =14+ —F oo+ F v

Alors, on obtient en dérivant terme a terme :

A by — petd
o (%) = be

d’olr la solution immédiate suivante du probléme de Cauchy donné.

7.3.3 k(t) = aget* = Uyay)
ou U, déigne le groupe & 1 paramétre associé a z.

Application exponentielle.

On a d’apreés 6.2.2
Ui(ay) = aq exp (12)

et d’autre part, d’aprés 7.3.3
= age?.
Dol
e = exp (tz).
On a ainsi démoniré :

189

7.3.4 L application exponentielle définie par la théorie absiraite des groupes de Lie coin-

cide avec la fonction exponentielle définie sur Mo, par la série entiére 7.3.2.

Ceci étant on peut démontrer

ProrosrTioN. — L’algdbre de Lie de GL(n) est I'espace vectoriel Mo, le crochet de deux

matrices étant leur commutateur

7.3.5 [Zl, Zg] = Z1%9 — Z29R1

PreuvE. — L’algébre de Lie de GL(n) est isomorphe en tant qu’espace vectoriel
a Ty(GL(n)) = d,. Soient 24, 25 & My, U} et U} les deux groupes & un parametre

associés; on a si f est une fonction :

7.3.6 0([zy, 2a]) f = 9(Z1)9(Zz)f— 6(21)0(2,) f
On a:
(6(z0) f)(a) = -a% (f (U1 (a)))

Posons :
g = 06(z,) f,
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alors
(e@agxn:=§§(vga»
D’ou
<Wmmmm=%§ﬂmﬁmm)

Utilisant 7.3.3 ceci s’écrit :

(0(21)8(20)f) = —= —= f (e}r71ela%a)

o, Oty
Ainsi 7.3.6 s’écrit en tenant compte de la permutabilité de 59::- avec -E-%-
1 2
[z 22)s (@f )y = 22 [ fletr*1ete?a) — f(eha*aghr?1) ]

ot Bty
le second membre étant calculé pour ¢ = ¢, = 0. Posons
k(ty, t3) = f(etrFigh?z) — f(ehP2et1™1)

kO, ty) = k(ty, 0) == 0;

Evaluons k(#, t) en utilisant le théoréme des accroissements finis
k() =f'(0).8 +q3] od >0

lorsque ¢ — 0 et ol
S = el?1et?as — gl%ogl?y
Par suite,
{21 23], (@)1 =S"(1) }Ln(} 3t 2
d’ol1

[Z]_, Zz] = lim 8¢2.
t>0

En effectuant le produit des séries entiéres 7.3.2 on obtient
8 = £3(2125 — 2921) + M2P?

avec v; —> 0 lorsque ¢ — 0; d’ol1 le résultat.
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7.3.7 CoROLLAIRE. ~— L’algdbre de Lie de O(n) est Mo, ,, le crochet étant donné par la
Sformule 7.3.5.

PrevuvE. — Elle résulte de 7.2.4, 7.3.5 et 5.2.

7.3.8 CorOLLAIRE. — L’algébre de Lie de SGL(n) est le sous-espace vectoriel de M,
constitué par les matrices de trace nulle, le crochet étant donné par 7.3.3.

Preuve. — Utilisant le méme raisonnement qu’en 7.3.7, tout revient & montrer -

que :
T;(SGL(n)) = {a= M,|Tr(a) = 0}

Soit xe M, donné, on a le développement limité suivant :
det (I 4 xt) = 1 + ¢ Tr(x) + 0(s2)
Posons {(a) = det (¢). On a:
WL+ ) =1 + /(I).x + O().
On obtient, en comparant ces deux développements limités :

¢'(I).x = Tr(x)

D’autre part on a :
T1(SGL(n)) = ker ¢/(I) = {x|Tr(x) = 0}
C.Q.F.D,

7.4 PrODUITS SEMI-DIRECTS. ALGEBRE DE LIE DU GROUPE DES DEPLACEMENTS
Une transformation affine de R”* est donné par:

(E, a)eR* X GL(n)
qui détermine la transformation affine :

X—x" =&+ ax
Le produit des deux transformations affines ¥ — #', &' —— &, s’écrit:

x' =8 +a.x =&+ G + da.x

Nous convenons de désigner par g€ le produit & gauche d’'une matrice carrée par
une matrice colonne, par da le produit de deux matrices.
On appelle groupe affine de R", le groupe dont ’ensemble est :

R* x GL(n),

la loi de composition étant donnée par :

-~

7.4.1 &, &).(, a) = (£ + &%, da)
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L’élément neutre est :
(0, I
L’inverse s’écrit :
& o = (—a @

On obtient alors :

7.4.2 R» x GL(n),

muni de la loi de composition 7.4.1 est un groupe de Lie que Pon notera A(n).

7.4.3. Sous-groupes de A(n)
Gy = {(§ a)eAm)e=1}

G, = {(§ a)=eA(n)|E = 0}

sont deux sous-groupes de A(n), respectivement isomorphes 4 R* et & GL(n).
De plus A(n) est la variété G; X G,; toutefois le produit sur A(r) ne s’obtient
pas en effectuant le produit composante par composante. On dit que A(n) est

produit semi-direct de R* et de GL(n).

Algébre de Lie de A(n).
L’algébre de Lie de A(n) est Pespace vectoriel

et

R @ Jb,

. muni du crochet:

7.4.4 [, %] = (c¥ —&n, & — Ec)

ou b= (n, ¢) b= (4 2).

PREUVE. — D’aprés 5.2, les algtbres de Lie des sous-groupes G,, G, introduits
en 7.4.3, s’identifient & des sous-algébres de I’algébre de Lie de A(n). Ceci signifie

que :
[(4, 0), (%, ) = ( 0)
en vertu de 7.3.5.
Par suite, utilisant la bilinéarité et ’antisymétrie du crochet, il suffit pour
démontrer 7.4.4 de montrer que

L(O, c): (713 0)] = ¢f)

Le groupe U, & un paramétre sur A(n) engendré par (0, ¢) est la multiplication &

droite par :
(0, )
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De méme, celui engendré par (%, 0), soit U,, est la multiplication & droite par :
(i, 0)

(En effet, les lignes de courant des champs de vecteurs constants sur R* sont des
droites),

Utilisant la méme méthode, on aboutit 4 ’analogue de la formule 7.3.7 c’est-a-dire
a

[(0: L‘), ('711 0)] =}_1:1(;1 t—zs(t)

oll
8(¢) = (0, e) (5t I) — (7, 1) (0, &)
— (stit, ) — (i, o) = (e — 1)7t, 0)
d’otr
linl']l £723(t) = cf C.Q .F.D.
>

7.4.5 Groupe des déplacements

Remarquons d’abord que si I' est un sous-groupe de GL(n)

constitue un sous-groupe de A(n).
On appelle groupe des déplacements de R* muni de sa structure euclidienne
canonique le groupe :

R* % O(n),

la loi de groupe étant celle induite par A(z). On note D(n) = D(R?) le groupe
des déplacements.

7.4.6 L’algébre de Lie D, du groupe des déplacements D(n) est Pespace vectoriel. .
gDn = Rn @ ngﬂ,ﬂ
muni du crochet défini par la formule 7.4.4 o ¢, ¢ e b,

Preuve. — Cf. 5.2 et 7.4.5.
7.4.7 Formulation indépendante de la base

Soit E un espace euclidien de dimension n. Par le choix d’un repére orthonormé
E est isomorphe 4 R* muni de sa structure euclidienne canonique, et 7.4.6
s’applique immédiatement.

Il est facile de traduire 7.4.6 en termes intrinséques indépendants du choix d’un
repére. On note D(E) le groupe des déplacements de E: D(E) = E x O(E),
On note :

H(E) = {Ae4%(E; E)|(Ax|3) + (*|Ay) = 0}
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Alors P’algébre de Lie de D(E) s’identifie 4
E @ F(E)

le crochet étant donné par 7.4.4.

Toutefois, pour les calculs, 'usage de matrices reste souhaitable. Un des
avantages de la théorie du repére mobile développée dans le paragraphe suivant
est qu’elle permet de donner & cet usage un caractére intrinséque.

7.5 LA METHODE DU REPERE MOBILE EN GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Soit E un espace euclidien de dimension #. On appelle repére R de E lesystéme
constitué par :

xo< E appelé Porigine de E et une base orthonormée ¢y, . .., ¢, de I’espace vecto-
riel E. Alors on a:

7.5.1 La donnée d’un repére R de B est équivalent & la donnéde d’une application isométrique
ug de E sur R* muni de sa structure euclidienne canonique.

PrEUVE. — uZ(E) est défini par :
AN/ I

Alors si § = ug(x), & = ug(s’) on a:
dx, ¥') = d(&, &)

Inversement si ¢ est une isométrie de E sur R" nous posons :

Fo=147%0), ¢ =¢7Ye) —¢7H0)

oll €5, ..., g, est la base canonique de R" et nous définissons ainsi un repére
R tel que

ug, = Y.
7.5.2 Matrices de passage

Soient R, R deux repéres de E; nous considérerons :
-1
AR, R = UR, ° UR,
Alors dp, @ est une application de R* dans R”, isométrique, par suite dg_q = D(n).
7.5.3 Prorosrrion. — Soient R, Ry, R, trois repéres; alors on a:
dg @ =dp R, ° IR, R
D’autre part, si e D(E), on a:

dERU, ¥R = dq:—'(fﬁox R
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PreuvE. — En effet :
-1 -1 -1
dg R = ug oug = (uz oug ) o (Ug o ug) =dg R ° R®,R
D’autre part, si peD(E), on a:

UgRy = UR © ¢
d’oir :

-1 -1
AR, R = UR, © (UR ° ™)™t =up o ¢ o UR = U R © UR = Dy R, R

7.5.4 Définition d’un repére mobile

Donnons nous une variété abstraite V, un espace euclidien E. Notons par A(E)
I’ensemble des repéres de E.

On appelle repére mobile sur Pespace euclidien E et apant V pour varidté des para-
meétres, une application :

f: V->AE)
Si on choisit un repére R, on pose:
SR, () = dg f ()

Alors
fa,: V—=>D(n).
On appelle fg_ Pexpression de f dans le repére R Cette expression dépend évidem-

ment de R,; la proposition suivante explicite cette dépendance.

7.5.5 ProrostTiON. — Les expressions du repére mobile f sur Pespace euclidien E dans
deux repéres fixes Ry et Ry, soit qu et j@ , sont deux applications de V dans D(n) équi-

valentes au sens de Darboux (3.1). D’autre part, si ¢ e D(E), &, ¢t (¢ o f)g, sont
deux applications dquivalentes au sens de Darboux.

PrREUVE. — On a, d’aprés 7.5.3,
Ja,(0) = dg  roy = 43 R, SR, (V)

c’est-a-dire que I'on passe de fq)l a fp, en effectuant une translation & gauche ou
encore que fg et f§ sont deux a.pphcatlons équivalentes au sens de Darboux.
De méme, d’aprés 7.5.5,

(@ o/ )R, =Sy =13,
en posant R, = ¢~!(R,) et on se trouve ramené au cas précédent.

D#rinrrioN. — On dira que le repére mobile f est de classe C¥, si ifg, s C¥(V; D(n))
propriété qui, d’aprés 7.5.5, est indépendante du choix de R,.
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7.5.6 THEOREME. — Soit V une variété de classe C?, B un espace euclidien, f un repére
mobile sur B, V étant sa variété des paramétres. Alors il existe de fagon canonique :

reAl(V; 9,).

Inversement, la donnée d’une forme

ne AYV; D)

satisfaisant I'équation de structure de Darboux et de classe C détermine un repére mobile
complétement défini & un déplacement prés.

PreuVE. — Soit = la différentielle de Darboux de fg . D’aprés 7.5.5 et 3.2, elle
est indépendante du choix de fg . Sifg, et f R, ont méme différentielle de Dar-
boux, alors on sait qu’il existe deD(n) tel que

fﬂ%o = T4 °f€PL°°
Soit &, défini par :

U, = d o RS

alors on a:
SRy = ug, o 4R ° SR,

Soit ¢ le déplacement suivant de E:

—1
P = UR © UR,
On en déduit que :
SR, = 9°J&,
d’ol1
J=gof

Enfin, si % satisfait ’équation de structure de Darboux, on sait, (cf. 3.3.1) qu’il
existe heC2(V; D(n)) dont % est la différentielle de Darboux. Choisissons

Roe A(E) et posons :
Sf=ug oh

On détermine ainsi un repére mobile associé & 7.

DE#rNrrioN. — On appelle ne AYV; 9,) la forme de Darboux du repére mobile f.
Il est remarquable que, sans se donner aucune base sur E, on aboutisse de fagon
intrinséque & des fonctions & valeurs matricielles.
Expression des équations de structures.
Nous allons utiliser la décomposition :
D, = R* @ db, ,

Par suite :
re AY(V; 9D,)
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s’écrit en projetant sur chaque composante :
=%+ % ou weAYV; RY) et e AY(V; A, ).
On a, alors :

Prorosrtion. — L’équation de structure de Darboux sécrit:

(B AA, did = #(A)#(B) — #(B)7(A)
(B A A, ditd = #(A)(B) — #(B)#(A)

7.5.7 g
1
ou A, Be @ V.
Preuve. — D’aprés 3.3.1, tout revient & calculer:
(A A B, [, =]) = [#(A) + #(A), #(B) + #(B)]

Utilisons 7.4.6 |

= ((A)7(B) — #(B)®(A), #(A)it(B) — ®(B)#E(A),
d’oli le résultat en séparant les composantes.

Remarque. La premiére équation 7.5.7 relie # au cobord de #. Cette liaison est

.......... £ mm i e 1 PR,

s ha L Lo T - ~in 1o srmemaa A
uiic PlUPllCtC LUl alllClilale, COLLLILIC ULl 1C velld Gl O,

Expression des équations de structure dans une base de D,.

=

s allons mettre 7.5.7 sous forme développée en choisissant une bas D,

D =R @ g

n
Prenant dans R* la base canonique (1,0, ...,0), ..., (0,0,0 ..., 1)
% a pour composante %1, ..., &%

Dans Jb? il existe une base naturelle, celle constituée par les matrices anti-symé-
triques ayant tous leurs coefficients nuls sauf deux, celui au-dessus de la diagonale
¢tant égale 4 1. On notera par

# i >j, = indice des colonnes
J = indice des lignes

la composante de % sur ’élément du rang (7, j) de cette base de Jb?. Il sera com-
mode de considérer 7t/ lorsque ¢ < j en posant par définition
# = it

[4

Avec cette convention les #/ sont tout simplement les coefficients de la matrice .
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Ces coefficients sont liés par la relation

#l 4 &) =0
qui expriment que la matrice # est antisymétrique.
On a
7.5.8 ProrosiTioN. — L’équation Darboux 7.5.7 5'éerit
dii = — X # A &
§
dif = — X #] A\ #
§
PReUVE. — 7t(B) est un vecteur de R” qui a pour composante #i(B), #t(A)7(B)

est le transformé de ce vecteur par la matrice #(A) de coefficients 7t/ (A) ce vecteur
aura pour :*™ composante

S #(A)#(S)
d’ol

— (A A\ B, diiy = X (#i(A)(B) — #(B)#(A))

$

La parenthése du second membre n’est rien d’autre que
(A A B, i A%
d’ou
— (A A B, drid = (A A B, X &t A #D,
§
d’ou la premiére formule.
De méme considérons le coefficient de rang (i, j) de la matrice

#(A)#(B) — #(B)(A), |
coefficient qui s’obtient en calculant le produit des matrices #(A) et it(B), 7t(B)

et #t(A) :
— (A A B drly = X (R(A)#(B) — #(B)#(A))

$
La parenthése du second membre n’est rien d’autre que
(A A B, ] A#D
d’ol1 on obtient la deuxiéme formule. C.Q .F.D.

Interprétation géométrique de la différentielle de Darboux

Soit R, un repére mobile sur 'espace euclidien E, ve V. Notons par M(v) ’ori-
gine du repére &, par ¢ (v), ..., ¢, (v) les n vecteurs orthonormés de la base
de R,
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L’application v — M(v) définit, sur V, une fonction a valeurs dans 'espace
vectoriel V; on a défini la différentielle d’une telle fonction. De méme la diffé-
rentielle de la fonction 2 valeurs vectorielles v — ¢;(v) est bien définie. On a alors :

PrROPOSITION. — Avec les notations précédentes on a:

dM = Z eiﬁ:i
7.5.9 i

de;, = > efit]

J
wi et itl dtant les composantes de la forme de Darboux introduites en 7.5.8.
PrEUVE. — Donnons-nous zye V. Nous voulons démontrer les égalités 7.5.9 en
vo. Prenons pour repére fixe R, et soit
Jo: V= D(n

définie en posant :
-1
Solv) = ug, oug,
0

Alors, d’apres la définition méme de différentielle de Darboux qui est indépen-
dante du choix du repére fixe, on a :

7, = (f¥0),,
ou encore .
— !
Ty — Dy of (UO)'

Mais d’aprés le choix du repére fixe,

S(vy) = identité de D(n),

d’our
@ g,y = identité

r,, = f"(00),

et

d’ou le résultat.

Remarque. Les formules 7.5.9 sont d’un usage élémentaire fréquent; on dit que
Pon calcule les composantes des vitesses dans le repére mobile.

7.5.10 Détermination explicite d’un regére mobile & partir des w', =i

Etant donnée une forme = satisfaisant les équations de structure, on veut déter-
miner explicitement un repére mobile {®,},ev ayant = pour forme de Darboux.

Soient R, un repere donné de I'espace euclidien E, v, un point donné de
V. Nous ferons correspondre au point o€V, le repere &, = R. Si v; désigne
un second point de V, nous tracerons une courbe I' sur V, soit ¢ — 2(t), telle que
v(0) = uy v(l) = u,.
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Posons ¢(t) le déplacement amenant &, sur R, par:

o(t) = up ° “5%.,&)
On a:
<p(.t) = (cpi(t)léiém (cp.i‘g(t))léj$n)
1

Lhsn
Remarquons que :

<v’(t) . l: ch(t)> = h(t)

est une fonction de ¢, complétement déterminée par la donnée de = et le choix de la
courbe I,

h(z) = ((B(2), (A5(2)))-

Projetons les premitres équations vectorielles 7.5.9 sur le k-iéme axe du repére
®,; on obtient :

d—d'“;l‘=2<p5%i l<k<n
4

De méme projetons sur le k-iéme axe de &, les secondes équations 7.5.9. On

k
99 _ N o 1<ksn 1<ign
di j

Ces équations constituent un systéme de n + n® équations différentielles lindaires
dans les (n + n?) fonctions inconnues ¢, ¢l Ce systtme posséde une solution
unique satisfaisant les conditions de Cauchy

eh(0) =0 si i j
¢}(0) =0
¢i(0) =1

solution définissant les coordonnées du repére R, par rapport au repére R,
ce qui est cherché.

7.5.11‘Interprétatz'on géoméirique du repére mobile

PROPOSITION. — Soit V une variété de classe G, R, x € V, un repére mobile sur E, f(x)
Porigine de R,; alors on a:

ug{wo o (df)wo ¥ frwo

PREUVE. — Soit ¢(£) un chemin définissant le vecteur z. On a alors en utilisant

7.5.6.
d -
o) = [ 2 (., o 30 |

t=0

D’ol1 en projetant sur la premiére composante R” de la décomposition en somme
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directe : 9, = R* @ JAb, ,, on obtient :

. d
@) = - (g, (F(a(®))))
calculé pour ¢ = 0; ou encore :

i (2) = g, (f(50) .2)
d’oll la proposition.

Remarque. En considérant les colonnes #/ de la matrice % et g; I’application de
V — E définie par le i-idme vecteur coordonnée, on obtient également :

ﬁ."{:o = URsz, © (dgj)wo

8 Géométrie riemannienne, dérivation covariante, plongements
euclidiens

1.’étude des surfaces de 'espace de la géomét
de la géométrie différentielle. Traduite en un langage plus moderne, cette étude
est celle des sous-variétés de dimension 2 d’un espace euclidien de dimension 3.
Nous avons vu en I-6 que toute sous-variété pouvait étre réalisée par un plonge-
ment. Ainsi I’étude élémentaire des surfaces revient a 1'étude des plongements
d’une variété abstraite de dimension 2 dans un espace euclidien de dimension 3.
En géométrie élémentaire on ne s’intéresse qu'aux proprictés des surfaces qui
sont invariantes par un déplacement euclidien, Nous sommes ainsi amenés a la
notion de plongements équivalents, c’est-a-dire des plongements tels que 'on passe
de 'un & Pautre par un déplacement.

Une méthode naturelle pour étudier ces classes est d’associer a un plonge-
ment donné, un repére mobile. On sait en effet que le mouvement d’un repére
mobile est déterminé, modulo un déplacement, par sa forme de Darboux.

Cette méthode a 'inconvénient qu’il n’existera pas un repére mobile associé
de facon canonique & un plongement, mais toute une classe de repéres. Notre
préoccupation sera de dégager les propriétés géométriques du plongement,
cest-a-dire celles qui sont indépendantes du choix du repére mobile associc.

Ces notions seront développées dans le cadre de I’étude des plongements
d’une variété de dimension z dans un espace euclidien de dimension p (ot p > n).

Nous traiterons d’abord le cas particulier ot # = p, qui correspond a I’étude
des « coordonnées curvilignes » sur un espace euclidien. Il peut également étre
regardé, ce qui est plus intéressant, comme une approche a I'étude des fondements
de la géométrie euclidienne : est-il possible de caractériser cette derniére en terme
d’objets invariants par difféomorphismes? Décrire une telle caractérisation.
Ce probléme nous conduira a la notion de dérivation covariante. Nous aborderons

=)
i
9]
D
—
(48
[
=
=
9]
-
-

p
]
[
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ensuite le cas # > p, en faisant une étude complete du cas n = p— 1 (cas des
hypersurfaces). '

8.1 VARIETE RIEMANNIENNE

8.1.1 Plongements équivalents
Soit V une variété de dimension n, E un espace euclidien de dimension p. On
notera par D(E) le groupe des déplacements de E.
Soient f, f e C1(V; E). On dira que f est équivalent & f 'il existe ® e D(E)
tel que
f=0of
8.1.2 Variéiés riemanniennes

Soit V une variété.
On appelle champ de tenseurs covariants de degré 2 et 'on note [ e Q) 'V, la donnée,
2

pour tout ¥ e V, d’une forme bilinéaire I, sur T, (V). Si 24, z5€ T;(V), on convient
de noter :

lo(21s 29)
également par :

(21 @ 295 13-
On dit que [ est syméirique si

Za_:(zln 22) = Zm(zaa Z]_) pour tout 21s z?-ETw(V)'

On note par ®V le Jo(V)-module des champs de tenseurs covariants symétrique.

2,8
On dit qu'un champ de tenseurs covariants symétrique de degré 2, soit
ge ®V est défini positif si quel que soit x eV la forme quadratique sur T, (V)
déﬁme par

est définie positive, c’est-a-dire si

g(z) 20 pour tout zeT,(V)
et si q(z) =0 entraine z = 0.

On appelle variété riemannienne une variété munie d’un champ g de tenseurs
covariants symétrique de degré 2, défini positif. On appelle g le champ de tenseurs
métrigue de V. Etant donnée une variété riemannienne, chaque espace tangent

b3

T,(V) est muni d’une structure euclidienne naturelle, 4 savoir la structure

définie par
g€ QT(V
2.5
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On notera le produit scalaire de deux vecteurs z, 2’ e T, (V) par

(2]} = (2 @2, g0 4 Z'eT,(V)

1
De méme si A, Be (X)V on note par (A|B) la fonction % définie par
h(x) = (A,]By)

8.1.3 Exemple de variété riemannienne

Soit E un espace euclidien. Notons par (z]z') le produit scalaire sur E. Alors
I’application ;
Uz, 2') = (2]2")

définit sur E un tenseur covariant symétrique v de degré 2, défini positif, par la
relation ;

Y(2, 2') = (42)

En tout point x € E, on a une identification naturelle de T, (E) avec E. Définissons
un champ de tenseurs g sur E en posant '

g, =y xek.

Comme g est évidemment un champ de tenseurs covariants symétrique défini
positif, on définit ainsi sur espace euclidien E une structure de variété rieman-
nlenne canonldue

8.1.4 Image réciproque d’une structure riemannienne par une application réguliére
AT 11

=
Ly ¥y LLLLIL VL

Qtmmt ‘7 une va Ai’A b

+
tenseurs métrique. Soit fe G (V; W). Supposons que f soit réguliere (c’est-a-dire
que pour tout xe V, f'(x) soit injective). Posons

g =f*g

Alors g définit une structure riemannienne sur V

Evidemment e (V. Reste & montrer que g est défini positif. Soit
2, 8

ze T (V). Alors, d’apres la définition de I'image réciproque,
Z®2z &) =L(f'x)2) @ (f'(%2), &> oy =f(x)

Comme g, est défini positif, le premier membre ne peut étre nul que si
f'x)z=0
Comme f'(x) est injectif ceci implique z = 0. C.Q .F.D.
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8.1.5 Un exemple d’image réciproque
Soit E un espace euclidien, g le champ de tenseurs définissant la structure rieman-
nienne canonique sur E (cf. 8.1.3). Soit ¢ un déplacement de E. Alors
o*g = ¢
En effet ¢ conserve le produit scalaire de E.
Structure riemannienne associée & un plongement euclidien
On a
8.1.6 ProPOSITION. — Soit V une variéié abstraite, f un plongement de V dans un espace
euclidien E.

Alors ce plongement défini une structure riemannienne sur V, qui ne dépend que de la
classe d’équivalence de f.

Preuve. — Un plongement est une application réguliére. Soit g le champ de
tenseurs canonique sur E. Posons
v =/*¢

alors v définit une structure riemannienne sur V en vertu de 8.1.4.
Soit f un plongement équivalent & f alors

F o F ot o e DR

S =9of ou eebD(L) i
Ceci permet d’écrire

¥ = Ye=/"%¢
B crmmdas Ao O 1T 5 e o
Aull voIlu U 0.1.J9 Vil a
P*g =g

d’ott § = y. La structure riemannienne sur V définie par f est la méme que
celle définie par f. C.Q .F.D.

Remarque, La proposition 8.1.6 donne ainsi une condition nécessaire pour que deux
plongements de V dans le méme espace euclidien puissent étre équivalents, c’est
qu’ils définissent la méme structure riemannienne sur V. Un des théorémes
de ce chapitre sera que cette condition est suffisanfe s1 dim V = dim E.

8.2 CuaAMPs DE REPERES

Soit V une variété de dimension n, on appelle champ de repéres sur V la donnée d’un
parallélisme sur V 4 valeurs dans R c’est-a-dire la donnée d’une forme différentielle

weAl(V*; RY)
telle que quel que soit ¥ € V I’application linéaire

o, €4(T,(V); RY)
soit inversible.




8 GEOMETRIE RIEMANNIENNE. DERIVATION COVARIANTE 205

Notons par ey, ..., ¢, la base canonique de R Alors la correspondance

% > azi(e)

1
définit un champ de vecteurs A;e )V, les champs de vecteurs A,, ..., A
étant tels qu’en tout point xe V

(]

(A, - (A, constituent une base de T, (V).

Inversement la donnée de n champs de vecteurs sur V soient A, ..., A vérifiant
cette condition définit un champ de reperes sur V.,

Nous allons démontrer un lemme qui sera fondamental mais dont la signi-
fication n’apparaitra que dans le paragraphe suivant.

8.2.1 LemME DE RIEMANN-CHRISTOFELL. — Soit 'V une variétd, e A1(V*; Rr)
définissant un champ de repéres sur V, o € A2(V*; R?) alors il existe

ye AV (V¥ b, )

1

2T -

unique, telle que quels que soient A, Be () V on ait
— (A AB, )= v(A)oB) — y(B)o(A)
Prruve. — Nous démontrerons d’abord le lemme d’algebre linéaire suivant :

LeMmMe, — Soit
alors 1l existe

unique telle que
8.2.2 Fla, B) = G(«)B — G(B)a, quelque soient «, BeR”.

Démonstration de l'unicité
Notons par («|B) le produit scalaire canonique sur R”

n

(o) = 2 wipl.
t=1
Soit G satisfaisant 8.2.2.
Soient «,, %y, %3 R® on a alors le systéme

(S) (Flog, ®o)|ag) = (Glag)agfog) — (Glot)oty]otg)
(F(og, ag)|org) = (G(og)otg| o) — (G(atg)afory)
(Fog, ag)|ag) = (G(ag)oy|as) — (G(og) o] ets)

En vertu de l’antisymétrie des matrices G(o,), G(ag), G(as) les six quantités
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figurant dans le second membre ne sont pas indépendantes; elles vérifient la
relation

(G(og) ap]g) = — (G{ay) og]ors)
(Gag)agfoty) = — (G{ag) &ty| 5)
(G(ag) gl ag) = ~ (G{og) xg|ty)

Sil’on prend comme inconnues les premiers membres de ces trois relations, le
systtme (S) s’écrit suivant un systéme (S') de trois équations a trois inconnues.
On voit immédiatement que ce systéme est un systtme de Cramer; sa résolution
donne

8.2.3 (Glog) aalta) = - [(Ftiy o)) + (Flag, )]t
— (F(tgy )] %y)]

Fixons «,. Soit G une autre solution de 8.2.2. Alors on aura d’aprés 8.2.3

(G(“l) oy otg) == (G(oty)o|ots)

Notons par ¢,, ..., ¢ la base canonique de R™ Prenons a, = ¢, o3 =¢;, on
obtient que les coefficients (i, ) des matrices G(«,) et G(«;) sont égaux ce que
démontre Punicité.

Démonstration de I existence
Fixons a,. Posons
Ch = = [(F(a, e)le)) + (Flepy ea)le)
— (Flg;, ¢))]ay)]

AL B

alors utilisant Pantisymétrie de F on a
Cy=—0Cf
Les coefficients CY définissent une matrice antisymétrique notons-la par G(al);
d’autre part G(«,) est linéaire en «,, d’oi
G e 2R M, ,).
D’autre part I'identité 8.2.3 sera satisfaite st
gy = €, g = €.

Mais les deux membres de 8.2.3 sont bilinéaires en (&, «,). Par suites’ils coincident

sur les couples (¢, ¢;) ils coincident partout. Ainsi G satisfait 8.2.3 et les deux
autres identités obtenues en permutant circulairement o,, %y, ®g.
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Il en résulte que (G(ocl)oc2|oc3), (@(az)%]al), (@(%)ocﬂocz) est la solution
du systeéme (S").

Comme G(x,) est une matrice antisymétrique, le systéme (S') est équivalent
A (S). Par suite la premiere équation de (S) est satisfaite, équation qui s’écrit

(Foy, 2g) — Glag)ag + G(og)otyfag) = 0

Ce produit scalaire étant nul quel que soit «y, & satisfait 8.2.2. C.Q .F.D.

La formule des Ci donne une expression explicite des coefficients de la
matrice G(a,). Toutefois il sera souvent plus commode dans les calculs de ne
pas utiliser cette expression et de définir la matrice G par ’équation 8.2.2 qui la
détermine uniquement.

Démonstration du lemme de Riemann-Christofell

Plagons-nous en un point x eV, Posons

|

l
® |

o (B_)

LT AN 4

Fla, B) = {oz'{®) A oz'(B), ¢,

Cette formule définit une application bilinéaire antisymétrique de R* X R" — R?,
Par suite 1l existe G tel que 8.2.2 soit satisfait. Posons

La correspondance x — vy, définit ye A} (V*; /b, ). De plus 8.2.2 s’écrit

— (A AB, o5, = v,(A

Ceci étant vrai pour tout x on obtient 8.2.1. Enfin I'unicité de v résulte de I'unicité
de G et le lemme est démontré,

Définition de la _forme de Riemann-Christofell
Soit w e A1 (V*; R*) définissant un champ de repéres sur V. Alors

doe A3(V#; R,
Appliquons la formule 8.2.1 en posant p = du, alors il existe ye AY(V*; Jb, ,)

1
unique telle que quels que soient A, Be (X) V on ait

8.2.4 — (A A B, do) = y{A)o(B) — v(B)w(A)

On appelle v la forme de Riemann-Christofell associée au champ de repéres o.
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8.3 FONDEMENT INTRINSEQUE DE LA GEQMETRIE EUCLIDIENNE PAR SA STRUGTURE
RIEMANNIENNE

Dans le cadre de la géométrie différentielle, les propriétés intrinséques sont celles
invariantes par difféomorphisme. Il est remarquable qu’il soit possible de carac-
tériser, dans un cadre aussi général, la géométrie élémentaire. C’est I’objet de ce
paragraphe.

Champs de repéres orthonormés

Nous allons dans ce paragraphe, réunir les notions des paragraphes 8.1 et 8.2.

Soit V une variété riemannienne. On dira que o e AY(V¥*; R*) définit un
champ de repéres orthonormés sur V si pour tout x € V, o, est un isomorphisme d’es-
paces euclidiens entre T (V) muni de sa structure euclidienne naturelle et R”
muni de sa structure euclidienne canonique.

Si on définit un champ de repéres sur V par un systéme de n champs de
1
vecteurs A; ... A,e XV, alors le champ de repéres est orthonormé si et seule-

ment si
AlA) =0 si iy
T =1 s =y
Sur une variété riemannienne, tout point posséde un voisinage sur lequel
il existe une infinité de champs de repéres orthonormés.
On a décrit comment on passe de I’'un a I’autre a I'aide de

PreUVE. — Posons
fx) = &, 0 03!

alors f(x) est une application linéaire de R* — R" qui conserve la structure
euclidienne de R* (en effet w;* envoie cette derniére sur celle de T, (V), et &,
envoie celle de T,(V) sur celle de R").

Par suite
f(x)eO(n);

By = f(x) 0 0,

Comme

on obtient 8.3.1.

Nous allons démontrer le résultat fondamental que des plongements eucli-
diens, dans le cas des dimensions égales, sont complétement caractérisés, a une
équivalence prés, par la structure riemannienne associée.
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Précisément on a :

8.3.2 THEOREME FONDAMENTAL. — So0it V une variété abstraite de classe G2, de dimen-

sion n, k et k deux plongements de V dans un espace euclidien E, de dimension n. Sotent g, g
les structures riemanniennes sur V associées & ces plongements. Alors

k est dquivalent & ki
st et seulement st
g~ &
PrEUVE. — La nécessité n’est autre que 8.1.6. Inversement supposons que

g = §. Donnons-nous un champ de repéres orthonormés sur V pour la structure
riemannienne g (il le sera également pour g). Donnons ce champ par

1
A; ... A e @ V. Notons par

we AN (V*; R*) la forme associ€e.

Nous allons transporter par ce champ de repéres sur V en un repere mobile sur E

8.3.3 R, = {h(x), B (%) (ADg - F(E)(A)}

Porigine du repére R, est h(x), #'(x)(A,), est le vecteur unitaire de son premier
axe, etc...

L’hypothése (AjJA,) = 3;, donne que R, est un repére orthonormé de
Pespace euclidien E. ) U

On montrera que ’on passe de &, 4 &, par un déplacement en vérifiant
qu’ils ont méme forme de Darboux. On en déduira qu’il existe un déplacement ¢
tel que o(#,) = R,.

En particulier on aura

h(x) = @ 0 hx)

C’est-a-dire que £ et £ sont équivalents.
Notons par & = #t + 7 la forme de Darboux de

R Ofl Te AI(V* ’ Rn)’ e Al(V* > Jmf’n,a)

1)

8.3.4 LEMME. — Onr a avec les notations ci-dessus
T = .
PreUVE. — Plagons nous en un point x,eV, soit zeT, (V), soit ¢(¢) est un

chemin tracé sur V, tel que ¢(0) = x,, ¢'(0).1 = zalors on a utilisant 7.5.1

d -
g (2) = l:—d—t (u_%% 0 ugfq(t))]tzo



210 THEORIE LOCALE DES GROUPES DE LIE, III

d’oli, en projetant sur la premiére composante de T,

o @) = | 5, (00 |

=0
d’olr :
. — !
8.3.5 Togp(2) = ug{%(h (%p) . 2)
Ecrivons z dans la base Az, oo A;f.o, associée au champ de repere Rpys On A

g2 = 2 “iAfUc

]

Appliquons #'(x,), on obtient :
Hlomos = S b (x0).A

)
Or d’aprés la définition de Ry ON A 1 1 (%) .AE,O est le i-¢me vecteur coordonnée
de R, ; d’ol :

g, (K (%0).2) = ()

D’aprés la définition de w, on a :

gy (2) = (@),

#(2) = 0g,(2)

PreUuVE DU THEOREME 8.3. — Notons par © (et %) les deux formes et Darboux
des repéres mobiles ®, définis en 8.3.3 (et R, défini par I'analogue de 8.3.3 ol 4

a été remplacé par £).

D’aprées le lemme 2.3 on obtient que
F=0=x
D’autre part en vertu des équations de structure 7.5.7 on a
(A A B, d) 4+ #(A)%(B) — #t(B)®(A) = 0

remplagant & par @ on voit que 7 satisfait ’équation 8.2.4.
Comme il existe une solution unique de cette équation A savoir la forme de
Riemann-Christofell y associé au champ de repéres » on en déduit que

T=vy
De méme

Py
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d’ou
T==

les deux repéres mobiles &, et &, sont équivalents, par suite les plongements

h et h, ce qui démontre le théoréme.

Remarque. La signification du théoréme 8.3.2 est que toute la géométrie élémen-
taire est contenue dans Poeuf dans la structure riemannienne de Pespace. On
doit ainsi étre capable de reconstruire a partir de cette structure tous les concepts
de la géométrie élémentaire. Nous indiquerons la reconstruction de quelques-uns
de ces concepts.

8.4 DERIVATION COVARIANTE

Nous avons souvent utilisé le fait qu’étant donné un ouvert O d’un espace vec-
toriel E, il existe une identification canonique entre T,(O) et E, définissant le
parallélisme canonique sur un ouvert d’un espace vectoriel. Utilisant cette
identification, un champ de vecteurs X sur O n’est rien autre qu’une jfonction f
définie sur O & valeurs dans B, Les opérations du calcul différentiel définies sur les
fonctions s’étendent ainsi naturellement aux champs de vecteurs. Par exemple,

1
si Ae X O, on peut associer au champ de vecteurs X le champ Y

- 2

Y = 6(A)f
On notera
Y =V,X.

Notons toujours par J(O) l'algébre des fonctions sur O; on sait que la dérivée
de Lie est J(O)-linéaire sur les fonctions c’est-a-dire

B(kA)f = kO(A)S, S, ke d(O)

Par suite
1
Vi X = kV, X, ke b(O); A, Xe@O

Cette derniére formule montre que V, est différent du crochet défini en 1I-3.3
(cf. 11-3.3.5).

On appellera VX la dérivée covariante de X suivant A.

Nous nous proposons d’étendre cette définition 4 une variété riemannienne
arbitraire.

Définition de la dérivée covariante sur une variété riemannienne.

Soit V une variété riemannienne. Choisissons sur V un champ de repéres
orthonormés w e A1(V; R?). Notons par ye AY(V; b, ,) la forme de Riemann-
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1
Christofell associée 2 w. Si A, X e (X) V posons par définition
(ViX)p = 0z} (0(A)o(X) + y(A)o(X))

ou encore de fagon plus symétrique

8.4.1 a(V,X) = 8(A)o(X) + v(A)o(X)

Cette définition dépend a premiére vue du choix du champ de repéres ortho-
normés . Le théoréme suivant montre qu’il n’en est rien.

8.4.2 THEOREME FONDAMENTAL. — So0it 'V une variété riemannienne de classe C2,

1
alors il existe un opérateur V unique, tel que tout couple A, Be 'V, de classe C1, on
1
associe A,Be @Q'V de classe CO. Cet opérateur ayant les propriétés suivantes

8.4.3 V B est lindaire en A et linéaire en B

8.4.4 VB est Jo(V)-lindaire en A ¢’est-a-dire

8.4.5 V,(kB) = kV, B+ (6(A)K)B ol kel(V)
8.4.6 V,B—VzA = [A, B]

8.4.7 0(A)(B|C) = (V,B|C) -+ (BV,C)
PreUVE. — Démonstration de Uexistence d’une telle opération.

Cb
]
Cn
3
|3
3
)
<
C
©
by
s
Ly
&
§
<
¢
<

Une telle opération ayant d’aprés 8.4.5 et 8.4.4 un caractére local, il suffit
d’établir son existence dans un ouvert assez petit; nous choisissons cet ouvert

tel que Pon puisse y définir un champ de repéres orthonormés.

Nous définirons alors V utilisant la formule 8.4.1.
Alors on a, en appliquant « au premier membre de 8.4.4 et en écrivant

8.4.1
0(kA)w(B) + Y(kA)(B) = kO(A) o (B) + ky(A)(B)

d’ott 8.4.4.
De méme 8.4.5 s’écrit en transportant encore par o

8(A)w(KB) + v(A)6(kB) = (8(A))w(B) + A(8(A)u(B) + v(A)w(B)

d’olr 8.4.5.
De méme on obtient en appliquant » au premier membre de 8.4.6

0(A)o(B) + v(A)o(B) — 0(B)o(A) — y(B)o(A)
c’est-a-dire d’apres 8.2.4
0(A)w(B) — 6(B)w(A) — A A B, do)
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Utilisons 11-4.3.2 on obtient
= ([A, B], )
d’ou 8.4.6.
Enfin puisque e est un champ de repéres orthonormés on a

(B|C) = (e(B)|w(C))
d’olt en appliquant 6(A)
6(A) (B|C) = (6(A)w(B)[w(C)) + (a(B)[6(A)w(C))
D’aprés 'antisymétrie de y(A) ona
(7(A)o(B)|a(C)) + (o(B)][y(A)e(C)) =0

en ajoutant cette équation a '’équation précédente on obtient 8.4.7 et 'existence
de V est démontrée.

Démonstration de I’ unicité

Soit V un autre opérateur satisfaisant les propriétés énoncées en 8.4.3 et 8.4.7.

Soit @ un champ de repéres orthonormés.
1
Notons par E1 ... E*e ) V le systtme de champs de vecteurs orthonormés

définis par .
Si I’on écrit les composantes de o sous la forme

w = (el .... o
\ i

e 3 sy W

wi(A) = (A[E)

(A A B, do!) = 08(A)wi(B) — 8(B)wi(A) — wi([A, B])

On a d’aprés 8.4.7
6(A)(B|E)) = (V,B|E) + (B|V,EH

Comme

(VB — VBA[E) = ([A, B]|E) = oi([A, B])
On obtient
8.4.8 (A A\ B, doy = (V,EB) — (V5E|A)

D’autre part la relation

(Ei|E/) == constante
entraine avec 8.4.7 que
(7 BB -+ (BT E9) =0
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Posons ' 3
— v5(A) = (V,E{E/)

Alors les vi(A) sont les coefficients d’une matrice antisymétrique v(A).
D’autre part I'application
A = y(4)

est, d’aprés 8.4.4, A(V)-linéaire, donc définit une forme différentielle
YEA(V;‘M%,(J)' 1
Donnons-nous A, Be () V, écrivons

A = Zi(A)E, B = Z!(B)E:
et utilisons 8.4.8 on obtient

(A A B, doiy = X [(V,E|E) o/(B) — (V5E|E)w/(A)]
J
= — § [Yi(A) 0/ (B) — vi(B) w/(A)]

d’ot1 en additionnant les composantes on obtient que 8.2.4 est satisfait c’est-a-dire

v est la forme de Riemann-Christofell du champ de repéres o.

1
Soit maintenant X e ¢ V, alors on a

X =35fE  avec f; = ol(X)
Uftllisons ¢.4.0
VX = Z(6(A)DE + Zf(V, B
On a
ViE = — 2 v{(A)E = Zy[(A)B/
J

d’oli notant par ¢y, ..., ¢, la base canonique de R* on a
o(Tf;V,B) = Zok(X)y](A)d

, = y(A) o (X)
D’autre part on a

; o(Z(0(A)HE) = Z(0(A) fe = 8(A) o(X),
‘ol
o(V4X) = 0(A)o(X) + ¥(A)o(X)

(CPest-a-dire que l'on retrouve la formule 8.4.1 et 'unicité est ainsi démontrée.

Définition de la dérivée covariante

On appelle dérivée covariante [’opération unique, donc intrinséque, satisfaisant les
conditions du théoréme 8.4.2.
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D’autre part la dérivée covariante peut étre calculée, utilisant un champ
de repére, par la formule 8.4.1. Ces deux aspects, soit axiomatique, soit celui de
calculs explicites donne une grande souplesse.

Par exemple sur un ouvert d’un espace vectoriel la dérivée covariante peut
atre calculée en prenant un champ de repéres o, dont tous les vecteurs sont

constants.
Alors dwy = 0 d’olt v, == 0 et on retrouve la définition élémentaire :

0o(V4X) = 0(A)0o(X)

Remargue. La dérivation covariante permet de donner une nouvelle interprétation
de la forme de Riemann-Christofell.
Soit en effet » un champ de repéres orthonormés définis par les champs de

1

vecteurs EL, ..., Ere ® V, soit y la forme de Riemann-Christofell associée a
. Alors on a

8.4.9 v(A) = (o(V,EY), o(V,E2), ..., o(V,E")

o1 le second membre signifie Pécriture d’une matrice carrée d’ordre n & partir
de ses n vecteurs colonnes.
La preuve est immédiate : on a en effet

o(E) = constante
d’ott
0(A)o(El) =0 et o(V,E) = y(A)E!

i

On peut lire 8.4.9 en disant que y(A) est la matrice des composantes des dérivés
covariantes des « vecteurs de base ». On retrouve ainsi dans le cas d’un repére
mobile dans un espace euclidien la définition de y a partir des dérivées des
vecteurs de base (cf. 7.5.9).

8.5 COURBURE D’UNE VARIETE RIEMANNIENNE
1

LEMME FONDAMENTAL. — S0it V une variété riemannienne de classe C3, A, B, X e &RV,
de classe C2. Considérons le champ des vecteurs © défini par

(D(A, B, X) = (VAVB — VgV, — V[A,BJ)X

Soit @ un champ de repéres orthonormés sur V, y sa forme de Riemann-Christofell,
alors on a

8.5.1 o(D(A, B, X)) = (A A B, dy + [, ¥]). 0(X)

Remarque. 1° Dans cette formule, [y, y] dénote le crochet de la forme
yeAl (V; &b, ,) ou b, , est considéré comme I’algébre de Lie de O(n).
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20 Un des intéréts de 8.5.1 est que le premier membre est intrinséque alors
qu'apparemment le second membre semble dépendre du choix du champ de
reperes o.

PREUVE. On a d’apres 8.4.1

o(Vig,mX) = 0([A, B])o(X) — v([A, B])o(X)
= (8(A)8(B) — 6(B)6(A)) o(X) — v([A, B])u(X)

o(VaVp(X)) = 6(A)o(VpX) — v(A) o (VpX)
et en utilisant une nouvelle fois 8.4.1 on obtient
— 6(A)0(B)w(X) + 0(A)(y(B) (X))
+ Y(A)8B)o(X) + v(A)1(B)o(X)
D’autre part utilisant la bilinéarité (ou bien le calcul sur les composantes),
on montre que

0(A) (y(B) (X)) = (0(A)y(B)) o(X) + (B)(6(A) e (X))
d’ou en regroupant les termes et en remarquant que les termes 0([A, B]) o
et v(B)(0(A)o(X)) et v(A)(6(B)w(X)) se détruisent, on obtient
o(@(A, B, X)) = (— v([A, B]) + 6(A)v(B) — 6(B)v(A)
— (&) v(B) + v(B)v(A))o(X)

Utilisant alors I1-4.3.2 on reconnait dans les trois premiers termes (A A B, dv)

Avin
et l\.. iemme est duuxGﬂLrﬁ

De méme

\._/

Définition de la courbure
Notons par F = T, (V), muni de sa structure euclidienne. Posons

= {Ae4(F; F)|(Ax])) + (+]Ay) = 0}

Nous définirons une application

e:co € ‘(’52, a(Tmo(V) ; Hmo)
en posant si 2, 23, g€ T, (V)
8.5.2 Co(215 22) .25 = DO(AL, A%, A3)

ol les Ale ® V et vérifient Al = z; et oit ® a été défini en 8.5.1.

En regardant le second membre de 8.5.1 on voit que @ est b(V)-linéaire,
par suite la valeur de €, , sera indépendant du choix des champs Af et ne dépen-
dront que des z;.

D’autre part en regardant encore le second membre de 8.5.1, ¢, J(21 22)
s’écrit dans un repére orthonormé suivant une matrice antlsymétnque d’our

G (51, ‘32) (= H
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DErFINITION. — On appelle opérateur C.. la courbure de V en x,,.
$0 0

Variétés riemanniennes localement euclidiennes

Etant donné une variété riemannienne V, nous dirons que V est localement
euclidienne si pour tout x,e V on peut trouver un voisinage ouvert de x, soit V,
et un plongement f de V dans un espace euclidien de méme dimension de telle
sorte que ce plongement induise sur V la méme structure riemannienne que celle

obtenue en restreignant & V celle de V.
On a alors

8.5.3 Tutorkme. — Unre condition nécessaire et suffisante pour qu’une variété riemannienne
V soit localement euclidienne est que pour tout x &€ V, la courbure en x, soit C,, soit nulle.

PreuvVE. Nécessité. — Donnons-nous x,€ V, soit f un prolongement euclidien
de V, soit E I’espace euclidien d’arrivée de f; &, le parallélisme canonique sur E.
Prenons comme champ de repéres sur Vo, défini par

Wy :f*&o

doy = f*d&, =0

Alors

d’our
Fay 13 hY Fol

Yo =0 d’ou Cz,

n
=u

Réciproquement si €, = 0, alors la forme de Riemann-Christofell d’un champ

de reperes orthonormés vérifié d’aprés 8.5.1
8.5.4 dy +1[v, Y1 =0
Soit
ne AY(V; D)
défini par
T=T 4 % avec T = W, =

Alors on a en vertu de 8.2.4 et 8.5.4

dr + [, ] =0

Ainsi 7 satisfait I’équation de structure de Darboux; done, étant donné x,eV>
définit une application d’un ouvert ¥V de V assez petit contenant x, dans D(n),
c’est-a-dire un repére mobile dans un espace euclidien E, soit ®,, xe V. D’apres
la définition de © on a

= o

Notons par f(x) I'origine du repére &, on a d’aprés 8.3.4

8.5.5 o =tg o (df)g
1
Soit AL, ..., A*e (X V les n champs de vecteurs constituant la base de w.
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Alors on a par définition

m:cg(AgSO) = gi
ol ¢; est la base canonique de R* et ol d’aprés 8.5.5
S (%) -Af:co = 65%

¢l, étant le i-eme vecteur de base du repére R

Ainsi f’ (xo) envole un repere orthonorme de T, (V) sur un repere ortho-
normé de E, c’est-a-dire I'image réciproque de la structure riemannienne sur E
est égale a celle sur V et le théoréme est démontré.

8.5.6 Remarque. Sur une variété riemannienne de dimension 2 la courbure C, , beut étre
donnée par un nombre réel.

En effet :

Soit F = T, (V), alors dim F = 2 et

e%Eﬁea’a(F; Hwo)
Remarquons que
dim (H,) = 1,

En effet une matrice antisymétrique d’ordre 2 est donnée par un seul de ses
coeflicients non diagonaux.
D’autre part
dim (F A F) =1

Choisissons une orientation sur F, alors F A F poss¢de une base canonique 4

savoir e; A e, OU &4, ¢, €5t une base orthonormée dzrec.te
D’autre part H, , possede une base & savoir la matrice exprimant la rotation

amenant g. sur ¢
0 —1
1 0

“““““““ b B 2
Ainsi par le choix d’une orientation sur F, #(F A F; H, ) s'identifie & £(R; R)
c’est-a-dire a R.
En changeant l'orientation de F on multiplie par — 1 les bases de F A F
et de H, d’oli Pon ne modifie pas l'identification précédente et le résultat est
démontré.

8.6 PLONGEMENTS RIEMANNIENS

Soit V une variété de dimension n, f un plongement de V dans une variété rie-
mannienne W de dimension »’. Nous nous intéressons au cas dans ce paragraphe
oun < n'.

Le plongement définit une structure riemannienne sur V par suite une déri-
vation covariante. D’autre part nous verrons que f(V) peut étre muni d’une
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dérivation covariante en restreignant celle de W. L’outil essentiel de notre étude
consistera & comparer ces deux dérivations covariantes.

8.6.1 Restriction de la dérivation covariante & une sous-variété

Soit W une variété riemannienne, H une sous-variété de W. Notons par V la
dérivation covariante définie sur W.

1
Notons par (< H les champs de vecteurs sur H, par S(H; T(W)) ’ensemble
des applications
9 : H—T(W)

telle que, quel que soit x, o(x) e T (W).
1
Remarquons que si Ye (QW, alors en restreignant Y & H on obtient un

élément de S(H; T(W)).

1
PROPOSITION. — On peut définir une opération V qui a tout Ae QH, XeS(H; T(V))

associe \/ , X vérifiant :
VX eS(H; T(W))

8.6.1.1 V, ayant les propriétés énumérées en 8.4.3, 8.4.4, 8.4.5, 8.4.7.

D’autre part, soit Ae é?,\W, A étant tangent & H, et soit Xe (§_§)W, notons par
A, X les restrictions de A, X & H, alors on a
8.6.1.2 restriction & H de VzX = V,X.
PREUVE. — Soit © un champ de repéres sur W, on pose
0a((V4X),) = (BA) (X)), + 7a(Ar) 0y(X.,)

Montrons que le premier terme a un sens :
w,(X,) = f(x) est une fonction définie sur H & valeurs dans R* et A est un

champ de vecteurs défini sur H. Ainsi ¥ est définie.
Les vérifications de 8.4.3, 8.4.4, 8.4.5 et 8.4.7 se font immédiatement suivant
la méthode utilisée en 8.4.2. C.Q .F.D.

Dérivation covartante induite et restreinte

Soit V une variété, W une variété riemannienne, g son tenseur métrique, f un
plongement de V dans W, H I'image de V, i 'injection canonique de H dans W.
Alors H est muni d’une structure de variété riemannienne & savoir celle définie par
i*
g.
Par suite sur H est définie une dérivation covariante V appelée induite.
D’autre part la dérivation covariante sur W définie par restriction (cf. 8.6.1)

une dérivation covariante V sur H appelée restreinte.
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Pour tout x,e H

notons par p, la projection orthogonale de T, (W) sur T (H),
g, la projection de T, (W) sur (T, (H))*

ol 'on note par (T, (H))* 'orthogonal de T, (H) dans T, (V).

1
TuEOREME. — Les notations étant celles définies, soit A, Be Q) H, alors
8.6.2.1 »(V,B) =V,B

D’autre part il existe pour tout x =« H

75 € Lo, (To(H); (To(H))H)

telle que
8.6.2 r(A,, B)=q,(V,B),  pourtout A, Be é H.
PrEuvE. — Posons

(VaX), =VX),  on  AXe@H

Nous allons montrer que ¥ satisfait les propriétés 8.4.3 & 8.4.7 qui caractérisent
la dérivation covariante sur H.

Seules 8.4.6 et 8.4.7 ne sont pas immédiatement évidentes.

Soient A, B deux extensions de A et B 4 tout W, alors on a en vertu de 8.6.1.2

o1 V dans le
satisfait 8.4.7 d’olr
D’autre part on a
[A, B],=[A, B], si «xeH

(En effet A et B étant tangents & H, alors les groupes & un paramétre engendré

par A et B laissent H globalement invariant.)
En conclusion, on obtient sur H les égalités suivantes

V,B— VA =v;B—V;A=[A, B]=[A, B]

et 8.4.6 est établi.
En ce qui concerne 8.4.7 on a d’aprés 8.6.11

0(A)(BIC) = (V,BIC) + (BI7,C), G, B, Ac @ H;
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comme CeT, (H)
= (@ABIC)

et 8.4.7 est établi. I résulte du théoréme 8.4.2 que V B est la dérivation covariante
sur H et 8.6.2.1 est établi.
Pour montrer 8.6.2.2 nous posons

1
O, (A, B) =gq,.(V,B), ol A Be@H
Remarquons que, d’apres 8.4.3, @, est b(V)-linéaire en A. De plus on a
et utilisant 8.6.1.1

d’ou

= Gy [A, B]m

1
mais [A, B],e &) H d’ol sa projection g, est nulle.
C’est-a-dire que @, est syméirique et par suite est Jo(V)-linéaire en B; donc
utilisant 11-4.2, 8.6.2 est démontré.

8.7 THEORIE DES HYPERSURFACES

On se propose de caractériser, & un déplacement pres, le plongement d’une variété V
de dimension n dans un espace euclidien E de dimension n’. Pour faciliter ’exposé
nous nous limiterons au cas ou n' = n + 1. On appelle alors 'image de V une
hypersurface de E.

Nous associons a un plongement deux tenseurs covariant d’ordre 2.

Le premier tenseur, appelé fenseur mélrique sera le tenseur g définissant la
structure riemannienne image réciproque par f de celle associée a la structure

euclidienne de E (cf. 8.1.6). Alors g R V.
D’autre part, avec les notations dzé S8.6.2, on a, si H = f(V),
dimension (T, (H))t =n' —n =1
Comme T_(H) est un espace euclidien, il poss¢de une base canonique ejt?
définie & un signe prés.

Pour lever cette ambiguité on procéde ainsi.
On choisit un champ de repéres orthonormés sur V; on le transporte en posant

8.7.1 ek = f'(x).Bf 1<k<n

et on chotsit ¢i ™1 de telle sorte que le repére e, . . ., e3 ™1, garde la méme orientation
et que [ez*1| = 1. Cette construction est indépendante du choix du champ de
repére EL, ..., EX mais ne dépend que de l'orientation dudit champ de repéres,

c’est-a-dire ne dépend que du choix d’une orientation sur V et du choix d’une
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ortentation sur E. (Le choix d’une orientation sur V ne pourra en général qu’étre
effectué localement.)
Ce choix étant fait, on pose

8.7.2 ra(Ag By) = [,(A,, Bd™1

o1 7 a été défini en 8.6.2.2. Alors [, est une forme bilinéaire symétrique sur T (H)
donc [ ®H

On remonte [ sur V par I'image réciproque et on pose | = f*].
Alors [ ® V; on appelle [ le tenseur de courbure du plongement f.

I1 est complétement déterminé par f dés que I’on a choisi les orientations
de V et E.
On a alors :

8.7.3 TuEOREME., — Soit V une variétd de dimension n, connexe, orieniée.

Soit f et f deux plongements de V' dans un espace euclidien orienté E, de dimension

n-1, alors il existe un déplacement direct d e D(E) tel que f=dofsiet seulement
si f et f ont méme tenseur métrique et méme tenseur de courbure.

PREUVE. — La nécessité est évidente d’aprés 8.1.6 et du fait ue 8.6.2 est invariant
P q

I.’w.n. \.‘.\Jr’]. et AL
Pour montrer que la condition est suffisante, choisissons we A{V; R?),
1
définissons sur V un champ de repéres direct, orthonormé, soit E! . .. Ere RV

orm
les champs de vecteurs associés a . Assocmns % I repére mobile .. sur E
&
défini ainsi :
#, a pour origine f(x), pour vecteurs de base oL ...

définis en 8.7.1.
De méme f définit & partir de w, par les mémes formules, un repére mobile

A+
L

o
0N

/Jn+ 1 ]aa A-lf st
Cop T L

Cu its (071]

L’équivalence de f et f résultera alors de Péquivalence des repéres mobiles

R, et ®,. La variété V étant connexe cette équivalence sera d’aprés 7.5.6 une

conséquence de I'identité des deux formes de Darboux associées 3 Roeta R .
Ceci sera acquis si nous montrons que la forme de Darboux = de R, se calcule
unmiquement en termes des deux tenseurs [ et g et du champ des repéres donné w.
Soit , .
4 T
les composantes de la forme de Darboux de &,

De méme soit
o = (0!, ..., o)

les composantes du champ de repéres sur V.
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Alors on a
=ow 1< i1<n
mitl = ()
D’autre part
i, = (dei|e¥)

On a, si V dénote la dérivation covariantesur E, V dénotant la dérivation cova-

1 1 _
riante sur VetsiAe RV, frA=Ae RH, =iA) = (U zel] %)
Sii € n, £ < nnous utilisons 8.6.2.1 et obtenons

mi(A) = (V,E|E") 1<ign 1<k<n

La dérivation covariante V, ne dépend que de g, et ainsi on a obtenu une expression
des =}, indépendante de #, sauf dans le cas ol i =n + 1 ou bien ot k = n + 1.
Remarquons d’abord que, en vertu de 'antisymétrie des =% on a

n-+1
TCn_*_.l —_— O
ntl i
TCI: fmaad 71:11-}-1

miz+1 (A) = (eri[en"_l)

Utilisons 8.6.2.2 on obtient _
Ther (A) = U(A, emt1)

et le théoréme est démontré.

Remarqgues. 1° Si on s’intéresse a des hypersurfaces non orientées la critére d’équi-
valence s’écrira | = + /.

20 Défimition des formes quadratiques :

Une forme bilindaire syméirique est completement déterminée patr sa forme

quadratique associée
72(A) = U(A, A)

(En effet 4/(A, B) = ¢3(A + B) — ¢o(A— B).)

On appelle premiére forme quadratique fondamentale (ou forme métrique) de
Ihypersurface la forme g(A, A) = ¢,(A), la forme g,(A) est appelée deuxiéme
Jorme quadratique fondamentale (ou forme de courbure).

Alors le théoréme 8.7.3 se lit que deux plongements sont équivalents si et
seulement si les deux formes quadratiques fondamentales sont égales.






Exercices III® partie

1o Un groupe de Lie G c’est la donnée d’une structure de variété différentiable

sur G ainsi que d’une structure de groupe (sur G) définie parlaloi G X G e
ces deux données étant reliées par la condition de compatibilité suivante :

i) ¢ est différentiable;

& &y 2 . 1] - .'j . r .

1) 'application « inverse » x — x~1 est différentiable.

Ces conditions de compatibilité sont surabondantes au sens suivant :

G étant muni d’une structure de variété différentiable et d’une loi de groupe ¢
de telle sorte que ¢ est différentiable montrer que ceci entraine que ¢ est diffé-
rentiable donc G est un groupe de Lie.

(Montrer initialement qu’il suffit de démontrer que § est différentiable
en un voisinage de I'origine ¢e G pour en conclure qu’elle est partout diffé-
rentiable. Ensuite regarder qu’est-ce que les hypothéses entrainent pour les
translations 4 gauche et & droite et utiliser finalement le théoréme des fonctions
implicites.)

20 Soient G et H deux groupes de Lie et ¢ : G — H un homomorphisme de
groupes de Lie (C’est-a-dire un homomorphisme de groupes et une application
différentiable). Soient G et #6 les algébres de Lie corréspondantes et ¢’ : G — %6
Phomomorphisme d’algébres de Lie induit par ¢. Montrer que si @ est injectif
il en est de méme de ¢'. Si G est connexe (pour la topologie sous-jacente) et o
surjectif alors ¢’ est surjectif. Donner des contre exemples pour montrer que des
conditions d’injectivité et surjectivité pour ¢’ n’entrainent pas des conditions
analogues pour .

3° CHAMPS DE VECTEURS INVARIANTS A DROITE

G étant un groupe de Lie, P'algtbre de Lie ¢ de G est I’ensemble des champs
invariants & gauche de G muni du crochet usuel de champs de vecteurs. Indiquons
par #6 ’ensemble des champs de vecteurs invariant 4 droite de G. Montrer que

8
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une combinaison linéaire & coefficients réels de deux champs invariants a droite
ainsi que le crochet de deux tels champs et encore un champ invariant a droite.
Montrer que pour tout vecteur v T,G = espace tangent & Porigine de G,
il existe un champ invariant & droite unique 0 tel que le vecteur induit au point ¢
6, = v. Montrer que ’application » — 0 est un isomorphisme linéaire. Il reste

maintenant 4 établir des liens G et J6. Pour ceci considérer lapplication
I
xeG—~x1eG qui est un difféomorphisme. Montrer que si X est un element

de § alors ¢, X e % et si 0 «¥6 alors $,0e§. Montrer que I'application § o g
ainsi obtenue est un isomorphisme d’algébres de Lie pour les structures vectorielles
et les crochets correspondants de § et #6. A I’aide de I’application exponentielle
montrer que si Xe§, 4, X =0, 0v=X, et web,, ol esG est origine, alors
w = — v, Les applications Xe§ >X,eT,G et ¥ —0,eT,G étant des
isomorphismes linéaires elles définissent deux structures d’algébre de Lie sur
T,(G) & savoir 'une par transport de la structure de § et Pautre par transport de
celle de 3. Nous indiquons le crochet pour la premiére structure de T,G par
[ , ];etledeuxiéme par [ , ], A l'aide du résultat précédent (w = — 1) et a
’aide de {,, montrer que ces deux crochets sont opposés 'un de lautre, c’est-
a-dire
[U, v’]l = [T)’, v]d Y, UIETe(G)'

49 DEVELOPPEMENTS TAYLORIENS ET CONSTANTES DE STRUCTURE

a) Soient G un groupe de Lie de dimension n sur R, g son algébre de Lie,
¢ son élément unité.
A tout vecteur X e g, on fait correspondre le champ invariant 4 gauche,

Xe RG, tel que X, =

Soit (X, ... ) une base de G, et X,, ..., X, les n champs invariants 2
gauche correspondants.

On pose :

ce qui définit les ¢/; comme applications C* de G dans R.

i) Montrer que ces applications sont constantes et qu’elles vérifient les
relations :

n

k i I m I m Iom _
Cij = — Cj; et hy ¢iichy + ey + chich = 0.
=0

b) Soient X et Y deux éléments de §, soit f une application C* de G dans R,
telle que f(¢) = O.
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i) On considére D'application : (¢ s) —f(Exp¢X ExpsY), définie sur
[ X I, voisinage de O dans R?, et & valeurs dans R. Calculer ses dérivées partielles
premiéres et secondes au point (0, 0).

Ecrire le développement de Taylor au voisinage de 0, a ’ordre 2 de appli-
cation : ¢ — f (Exp tX Exp tY), de Ic R dans R.

ii) En remarquant que :
Exp tX Exp tY = Exp Z(¢),

ot Z(t) e g, et en utilisant le développement de Z(t) au voisinage de 0, (on
pourra écrire : Z(t) = tZ; + t*Z, - t?x(t)), déterminer en fonction de Z, et Z,
lc développement de Taylor au voisinage de 0 et 4 I’ordre 2 de la fonction :
t —f (Exp tX Exp tY).

iii) En déduire la relation :
lixp tX Exp tY = Exp (t(X +Y) + —;—2'— [X, Y] + o(tz)), ol 0(t%)

désigne un élément de g, avec 0(£2)/t2 — 0 quand { — o.

iv) Démontrer les relations :

Exp (— tX) Exp (—¢Y) Exp :X Exp tY = Exp (t3[X, Y] + o/(¢2))
Exp tX Exp tY Exp (—tX) = Exp (tY + 2[X, Y]) 4 o”(s2)).

¢) Soit (¢, L) une carte locale de G définie sur Q voisinage de ¢, & valeurs
dans un ouvert de R?, et telle que ¢(e) = 0.

Soient x et y e Q, tels que p = xye Q.

On désigne par ¢'(x) la i-éme coordonnée de ¢(x) dans R™.

i) En posant ¢#(x%, ..., 2% 1, ..., ) = p, et en utilisant le développement
de Taylor de cette fonction au voisinage de I’origine démontrer la relation :

, . i
P=a i+ X it e, on  aly = oy 0, ..., 0)

I H bxj Y
et
D) :_]_ oL —0 quand % ety —0

ii) On pose :
g = x"1y gy et ¢ = 7ixY ..., & Y L, ).

Ecrire le développement de Taylor de i, au voisinage de Porigine, au deuxiéme
ordre, en fonction des ay;?

iii) En utilisant b iv), trouver la relation qui existe entre les coefficients
afy et les coefficients ¢ définis dans a).
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50 QUATERNIONS ET ROTATIONS DE R3

Soit Q un espace vectoriel de dimension quatre sur R de base ¢, ¢4, ¢, ¢.
On munit Q du produit distributif par rapport & ’addition donnée par la table
de multiplication
€ol; = €69 = €;
e = — ¢,

66, = — ¢;6; = ¢, 1, J, k permutation de 1, 2, 3

Q est alors une algébre associative & élément unité. On notera désormais un
élément ¢ de Q sous la forme

gq==xi+y +zk+t % z teR. CQCalculer ¢,9,.

On pose g* = — (% + 97 + 2k) - ¢, calculer gg*. En déduire que Q, est
un corps (corps des quaternions).
Montrer que pour la multiplication Q — {0} en un groupe de Lie G.

a) Montrer que I’Algebre de Lie § de G contient une sous-algébre isomorphe
4 I'espace R® muni du produit vectoriel. En déduire que le groupe de Lie des
quaternions contient un sous-groupe isomorphe au groupe des rotations de I'espace
Euclidien a trois dimensions.

b) Montrer que Pensemble H des quaternions de norme unité (i.e. gg* = 1)
est un groupe pour la multiplication. H est un sous-groupe du groupe de Lie G
de dimension 3. Considérons 'espace vectoriel K < Q des quaternions tels que
t = 0. Montrer que si £eK et heH, A8 1eK et que £ et AEA! ont méme
norme.

A tout Ae H on associe ainsi une rotation R, de K telle que R (&) = A&A~1.
Montrer qu’on obtient ainsi toutes les rotations de K et que R, est I'identité si
et seulement si £ = + 1. En déduire que le groupe des rotations de ’espace
Euclidien 4 3 dimensions est isomorphe au groupe quotient H/Z ou Z est le groupe
a deux éléments + 1.
6° LE GROUPE LINEAIRE COMPLEXE

n

C» est muni du produit hermitien (x, ») = > x;7;. Les endomorphismes de
1

I’espace vectoriel complexe C* forment I'algébre M(n) des matrices d’ordre n
4 coefficients complexes; soit GL(n) 'ouvert des éléments inversibles (i.e. des
matrices de déterminant non nul). On pose M* = {M, qu’on peut aussi définir
par (Mx, ») = (x, M*y). Les parties de M(n) sont munies de la topologie induite
par la topologie naturelle de M(n). I est la matrice unité.

a) Matrices hermitiennes d’ordre n: H = H*

Soit H(n) Pensemble des matrices hermitiennes de M(zn). On rappelle que si
H est hermitienne, il existe une base orthonormale de vecteurs propres, c’est-
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A-dire que H se diagonalise par une matrice unitaire, ses valeurs propres
¢tant réelles.

Montrer que H{n) est un espace vectoriel; quelle est sa dimension sur G,
sur R.

H+(n) désigne les matrices hermitiennes P définies positives : P = P* et, si
x #0, on a (Px, x) > 0. Montrer que H+(n) est un ouvert de H(n), et que
’application exponentielle est un C=-difféomorphisme de H(r) sur H¥(n);
ainsi H+(n) est connexe.

b) Matrices unitaires d’ordre n U*U =1

Soit U(n) 'ensemble des matrices unitaires d’ordre n, c’est-a-dire des
matrices U conservant la forme hermitienne : (Ux, Ux) = (, x). Onrappelle que
U admet une base orthonormale de vecteurs propres, ses valeurs propres étant
toutes de module 1.

En montrant que Papplication qui & une matrice M de GL(n) associe M*M
est de rang constant, prouver que U(n) est une sous-variété compacte de M(n).
Quelle est sa dimension ? Montrer que 1’espace tangent en I & U(n) s’écrit :H(n).
Que peut-on dire de ¢iH si H est dans H(n) ?

¢) Montrer que ’ensemble SU(n) des matrices unitaires de déterminant !
est une sous-variété de U(n). Décrire U(1), SU(1), U(2), SU(2).
d) Montrer que ’ensemble O(n) des éléments réels de U(n) (i.e. des matrices

AL AL AALNAAN WS Dy LICAIILILLy 1LLLS

unitaires 4 coefficients réels) est I’ensemble des applications linéaires de R?®
n

dans lui-méme qui conservent la forme euclidienne Z x3. Prouver que c’est
1

L4 . . n_—]- n
une sous-variété compacte (de dimension (——2—2—) de Uf{n). On notera

SO(n) = O(n) nSU(n) le groupe de rotations de R Décrire O(2) et SO(2).

e) Soit P dans H+(n). En diagonalisant P montrer qu’il existe une unique R
de H+(n) telle que R? = P. Que peut-on dire de cette application ainsi définie?
(passage a la racine carrée).

f) Décomposition de GL(n).

Soit M dans GL(r). Montrer que M se met de fagon unique sous la forme
M = UP avec U unitaire et P dans H+(n). On montrera par exemple que P?* est
nécessairement égal & M*M.

En déduire que GL(n) est C=-difféomorphe a la variété produit U(n) x R".

Montrer un énoncé analogue pour les matrices réelles de GL(n).

70 PROBLEME DE FROBENIUS ET INTEGRALES CURVILIGNES

Le probléme se proposant de présenter une approche au théoréme de
Frobenius différente ayant ’avantage de conduire & des résultats globaux.
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Notations. W note une variété de dimension n, E un espace vectoriel de
dimension n — p, p e ALY(W*; E) de classe C1. On suppose que, pour tout x e W,
o, est une application linéaire surjective de T, (W) sur E et que le p-champ
ker (p) satisfait la condition de Frobenius

(1) ker (dp) sker (o) A ker (p).

Etant donné un chemin ¢ tracé sur W, on dira que ¢ est un chemin intégral si
o*p = 0. On note par Q le carré

Q={}VeR0<t<],0<7<l1}

On appellera carré singulier sur W un élément ge C3(Q; W). admettant un pro-
longement continu 4 'adhérence de Q. On associera 4 un carré singulier deux
familles de chemins : les chemins « paralltles au ler axe » ¢ définis par

p.: t—gq(t, 7) (ol v est un paramétre fixé)

et les chemins « paralléles au 2¢ axe » Y, définis par

$,: T—g¢q(t, ) (ol festun parametre fixé).

a) Utilisant 1’algébre linéaire élémentaire montrer que (1) entraine :
Quel que soit x,e W et z& T, (W) il existe ke 4(E; E) tel que

(1) i(2) (dp) g, = h o pyy

b) Soit g un carré singulier dont tous les chemins « paralléles au 1T axe »
sont intégraux. Posant

montrer qu’il existe b€ CL(Q; E) et he Co(Q; 4(E; E)) tels que

8 =bdr, df =h.bdt \ d=.
En déduire la relation

% _ b
ot
¢) Soit ¢ un carré singulier dont on suppose que tous les chemins « paralleles
au ler axe » sont intégraux et qu'un chemin « paralléle au 2@ axe » est intégral.
Montrer alors que fous les chemins de ¢ « paralléles au 2¢ axe » sont intégraux.
(Posant y(¢) == b(t, ), ot = est fixé, on pourra montrer que y satisfait une équation
différentielle linéaire homogene.)

80 THEOREME GLOBAL D’EXISTENCE DE CARTAN-DARBOUX

Notations. Etant donné deux chemins ¢, et @, sur une variété V vérifiant
90(0) = 04(0) = a et 9o(1) = 9;(1) = b, rappelons que 'on dit que ¢, et ¢,
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sont homotopes si 'on peut trouver un carré singulier ¢ (cf. probléme n°7) tel que

(2) Q(Os T) = q, Q(lz T) b
g(t, 0) = oo(t),  q(4, 1) = @y(t).

Si ¢, et ¢, sont toujours homotopes on dira que V est simplement connexe.

On notera par V une variété connexe et simplement connexe, par G un
groupe de Lie, G son algébre de Lie et o sa forme de Maurer-Cartan. On se donne
xoeV, goeGetne AL(V*, §) satisfaisant ’équation de structure dx + [, ©] =0,
On veut montrer le théoréme de Cartan-Darboux global suivant :

Il existe fe CY(V; G) tel que f(x,) = g, et que
(3) fro=rmx

(Bien remarquer que f est défini sur V fout entier.) On pose W =V X G, on note
par p, la projection de W sur V, par p, celle de W sur G, et soit

— p¥ *
p=hr—po.
Etant donné un chemin ¢ tracé sur V, vérifiant (0) = x, on appellera reldvement
de ¢ un chemin § tracé sur W tel que
p1o® =0, &(0) = (%o, gq)
.
¢7e =

a) Construction de f. On admettra que le relévement & existe, et est unique
(ceci sera démontré dans b).
Pour tout ¥ € V on choisit un chemin ¢, tel que 04(0) = x,, ¢4(1) =& et on
définit f par
S (%) = pa(Bo(1))
Cette définition est indépendante du choix de ¢, Soit en effet ¢; un second
chemin joignant x, & x, considérons un carré singulier ¢ vérifiant (2). Posons

g(t, =) = 6.(¢)
0,: 7—>§({, ©) (ol festun paramétre fixé). Montrer que
7o = 0.

Utilisant le fait que p o 6, = constante, en déduire que 0; = constante et que

$o(l) = 34(1).
Utilisant ce qui précéde montrer que f satisfait (3).

b) Existence des relévements. Pour faciliter la démonstration on se limitera au
cas oll ¢ est un plongement; on notera par I' la sous-variété de dimension I de V
définie par ¢ et par X = p;}(T"). Montrer que X est une sous-variété de W.
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Définissons un 1-champ N sur T en posant
N, =T,(Z) Aker(p), uelX

Montrer que § aura pour image une ligne de champ de N. Inversement si A
est une ligne de champ de N, passant par (xy, go) et telle que

(%) p(A) =T

Construire 3 & partir de A.
Conclure en montrant que les solutions maximales de I'équation différentielle
des lignes de champ de N satisfont 4).

9¢ CONSTRUCTION D’UN GROUPE DE LIE A PARTIR D’UNE ALGEBRE DE Lie

Le but du probléme est de montrer qu’a toute algébre de Lie abstraite F
on peut associer un groupe de Lie local dont I'algébre de Lie est isomorphe & F.
Ceci étant, les trois parties du probléme peuvent étre traitées de fagon indépen-
dantes.

On appelle algébre de Lie abstraite F, un espace vectoriel sur R de dimension 7,
muni d’un produit [x, ], #, yeF, tel que:
[%, Y] = — [, «] antisymétrie
[, 3] = Afx, »] bilinéarité

[x1 + x5, y] =[x, 3] + [, 5]
[ L3 &Il + 5 [z, 411 + [z, [x 511 =0 (Identité de Jacobi)

On note par L(F, F) I’espace des endomorphismes de I’espace vectoriel F.
On note par I ’endomorphisme identique. La structure d’algébre de F définit
unt application : F — L(F, F) qui & x e F associe @, L(F, F) défini par :

ay(y) = [5, «]
On notera par V un ouvert de F, contenant Porigine et étoilé par rapport
a Dorigine,
On définit une application ¢ de V dans L(F, F) en posant :

400

|-~ 1 1
g = 2 —d t=14 g+t

m=1 .

Utilisant Iidentification naturelle de T.(V) & F, g(x) définit une forme diffé-
rentielle ye AL(V*; ).

a) Notons par V'V dont on a retiré origine. Considérons sur V' le groupe
a un parameétre U, des homothéties :

Ut x—> ¢hx
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1
Notons par Ae () V' dont U, est le groupe a un paramétre associé. Calculer
¥v; en déduire :

(1) (B(A)Y)g = I + 250 v,

(On note par 0(A) 'opérateur infinitésimal associé a A.)

b) On note par V une variété abstraite de dimension n.
Supposons que l'on se soit donné une forme » € AX(V*; F) telle que :

o, est inversible quel que soit xe 'V,

(2) do + [w, o] =0.
Notons par G l’ensemble des difféomorphismes £ de V sur V tels que :
(3) ' ¥ e = o.

Remarquer que G forme un groupe de transformations de V. Choisissons
xo€V. Pour tout x, €V, on cherche :

(4) heG tel que h{xy) = x4.

e ALt p L o mma pam LTI Bl caimm g id xrm e St L Ao TAT X7 s L7
WIL UCLCIILLIICI A 7 Pdl yOIL Sl'd.PIJ.C 11 4ul Gl unc sous-vallcle Uuc vv = ¥ A2
On montrera que (3) est équivalent a

v =fu; — pro,

(#; notant la projection de W sur sa i-éme composante, o; une copie de o placée
sur cette composante, ¢ = 1, 2). En déduire I'unicité de 4 satisfaisant (4). L’exis-
tence de / sera montrée en prouvant la compléte intégrabilité de I’équation de
Pfaff v = 0. (On se satisfera d’un résultat d’existence locale.)

¢} A tout Ae G on associe k(x,) € V. L’application u : G — V, ainsi définie,
permet d’identifier G a4 V. Par transport de structure, on munit G d’une structure
de variété différentiable pour laquelle G est un groupe de Lie. Posons : @ = u*c.
Remarquer que @ est une forme invariante a gauche. (On pourra, en notant 7,
la translation 4 gauche sur G démontrer que %o v, = hou.) En déduire que
O = k o «, ol « est la forme de Maurer-Cartan de G et oi ke L(G; F), G notant
I’algeébre de Lie de G. Montrer, en utilisant (3) et ’équation de structure de
Maurer-Cartan de o, que £ est un isomorphisme d’algebres de G sur F.

d) Remarquer que quels que soient », y, 2eF,on a :

(5) a,([ 3, 2]) = [a,(1); 2] + [ s a,(2)]
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¢) Soit ye A(V*; F) défini en 1°. Posons B = dy + [y, y]. Utilisant (1),
montrer que :

(6) (0(A)B); = a5 © By

1
(Il sera commode de considérer z, 2’ X) V', invariants par homothétie et
tels que [z, ']y = 0, [2, ']y notant le crochet comme champs de vecteurs sur
V’.) On montrera :

2 A2 Ay, YD = [(8(A)v)(2), 2T + [2 (8(A)v)(2')]
2 Az dae¥)os = a,(<2s YDu) — a2 ¥D2) + 4,(<2 A 25 dy)y)
J) Fixons xge V'. Définissons une application f de [0, 1] - L(F, F) en
posant f(t) = (Ujyg ¢ B)s,- Déduire de (6) que

ag_,
dt _awo f

Déduire de ce qui précéde que f(¢) = 0. Conclure qu’il existe localement un
groupe de Lie GG ayant F pour algébre de Lie et qui est la forme de Maurer-
Cartan de G lue dans la carte exponentielle.

10 ETUDE DU GROUPE MODULAIRE G = SL(2, R)

Le demi-plan supérieur H = {ze C, Jmz > 0} est muni de son atlas car-onique
qui en falt une variété de classe G et de dimension L s espaces de d1m nsion
finie sur R sont munis de leur structure naturelle de variété de classe C*. On note
GL(2) Pouvert de M(2) = £(R?% R? formé des matrices inversibles; G est le

noyau de l'application déterminant définie sur GL(2) (i.e. le sous-groupe des

. . a b
matrices de déterminant 1), Pour g = ( - J\ et 2z complexe on note
. £ ¢ d) I

az - b \

gz =" T lorsque le second membre a un sens. V désigne un espace de

dimension finie sur G donc une variété de classe C*=.

a) Le groupe de Lie G.

i) Montrer que G est une sous-variété de GL(2), puis que c’est un groupe de
Lie.

ii) Soit ¢ I'application de G dans H donnée par ¢(g) = g.7; montrer que ¢
est continue et surjective. Pour ¢ réel on pose

cost sin f\,
k(t) = (— sin ¢ cos t)’
montrer que k est un plongement de R/2rxZ dans G, d’image K = ¢-1(;).
iii) Soit G(V) = C=(G; V), H(V) = C=(H, V). A n entier on associe le
sous-espace G, (V) de G(V) fait de celles des applications f qui vérifient

Slgk(t)) = e (g) quels que soient g dans G, ¢ réel.
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Soit L, I'application définie sur G,(V) a valeurs dans H(V) par L*(f)=F
ou F(g.i) = (e +d)f(g)si g = (f Z) Etablir que L, est un isomorphisme,
et qu’il transporte 'action de G sur G,(V) donnée par i*f(g) =f(h"'g) en
h*F(2) = (— ez + t:z)—."F (Tficz_:_l_ia) si b = (f Z) On notera H,(V) I’espace
H(V) ot G opére ainsi.

b) L’algébre de Lie de G.

i) On note ¢M I’exponentielle de la matrice M. Si M est d’ordre 2 remarquer
que M est dans G si et seulement st M est de trace nulle. Quelle est 1’alge¢bre de

Lie § de G? Pour X dans G et f dans G(V) on note X.f (g) = (d%f(ggtx)) .
t=0
On prolonge cette action (de §) aux éléments (f a) ' ol g, b, ¢ sont des nombres

complexes par linéarité. On notera §’ ’ensemble de ces matrices.

ii) Soit la base de § suivante A =<_(1) (l)), B :(é B (1)), C =<8 (1))

Calculer ¢4, ¢B, ¢C, on définit une base W, Z, Z de §' en posant A = 2iW,
B=2Z 4+ Z =i(2C —A). Donner les valeurs des crochets pour les deux bases.

iii) Si £ est dans G(V), montrer que f est dans G,(V) si et seulement si
A.f = inf, puis que si fest dans G,(V) alors Z.f est dans G,;,(V) et Z.f dans

G,-o(V). Par les isomorphismes L, (cf. 2 iii) en déduire que Z et Z définissent les
opérateurs différentiels suivants

ZdeH,(V) dams  Hyuu(V):Z.F(@) = 5 F@) + zi%if (2)
Z.de H(V) dans H,,(V):Z.F(z) = — 2@:2%213 (2);

compatibles avec I’action de G

emw gy 2L ;2N 22
TETY T T\ o) 0z oz

on dira que f est holomorphe si Z.f = 0.
iv) Soit Q = W.W. + —;— (Z.Z. +7Z.Z.). Montrer que Q. commute

Paction de tout élément de §'. Quelle est l'action de Q sur H, (V) ? Soit f holo-
morphe dans G,(V) : montrer que Q.f= —g—(—;—— 1) /> puisque

Zp.Zp f= (—Depla(n + 1) ... n+p—1f (b= 1)
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11° REPRESENTATION DE DIMENSION FINIE DU GROUPE MODULAIRE (cf. exer. 10).

a) Etude infinitésimale d’un homomorphisme o de G dans GL(V)

GL(V) est Pouvert de €(V, V) fait des automorphismes de V. On suppose p
de classe C>.

i) Pour tout vecteur v de V développer en série de Fourier de ¢ la fonction
(p o k(t))v; quels sont ses coefficients de Fourier? En déduire que pour tout =
entier I’endomorphisme de V donné par

P () — QLTJUM (0 o k())oe dt

est un projecteur de V sur le sous-espace propre associé 2 la valeur propre ¢
de Vopérateur p o k(¢), soit V,. Montrer que V est somme directe des V.

i) Soit p'(X) = (gdt— p(e*x)> pour X dans §. Quelles sont les propriétés
=0

de o' ? Prolonger o' 4 §'. Etablir que la restriction de p'(A) & V, est la multipli-

cation par in, que ¢'(Z) (V,) est contenu dans Vi, et o'(Z) (V,) est dans V,_,.

De la dimension finie de V déduire un vecteur non nul ¢_, tel que

' - : 17 —
p'(A)e, = —ine_,, o'(Z)ewy =0
on posera alors ¢'(Z)/ e, = e_,y5;7 > 1. Montrer que
o — ! — i, mt+pn—p+2)
] (A)ep = 31""‘3p: @ (Z)"‘p = €ptgs e (Z)gp = 4 €p—2
iii) En déduire que si O et V sont les seuls sous-espaces V' de V tels que
o(G) (V') soit contenu dans V', alors V est de dimension 7 + 1

(
b) Construction globale de p vérifiant iii) de a)

V est Pespace vectoriel des polynomes P(T) & coefficients complexes de degré
au plus 7. G optre sur V par p holomorphisme de G dans GL(V) défini par

(@D = (— T+ ap(F=2) i g= (7))
Montrer

o'(A) transforme P(T) en #TP(T)— (1 4 TZHP(T)

¢/(B) transforme P(T) en n»nP(T)—2TP(T)

¢/(C) transforme P(T) en — P'(T)

En déduire comment operent p'(Z) et o (2) Achever en montrant que la base
¢, de V est
(—1)J

R (T— I+ 0<j<n

€—n+2j (T) =
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120 AUTOMORPHISMES D'UN GROUPE DE LIE

Soient G un groupe de Lie, ¢ ’élément neutre de G, I son algébre de Lie.
On appellera automorphisme de G un difféomorphisme de G sur G qui est un
homomorphisme de groupe. On note par Aut (G) I’ensemble de tous les auto-
morphismes de G; Aut (G) est un groupe pour la composition des applications.
On note par ¢(I") 'ensemble des applications linéaires de I' dans T', par I I'iden-
tité de (I"), par ¥;,,(I"} le groupe des applications linéaires inversibles. On
appellera automorphisme de T' un élément C de ¥;,, (") tel que :

[Cx, Cy] = C([*, ¥]) quels que soient ¥ et ye I,

Les automorphismes de I' forment un groupe noté Aut (T).

a) A tout ¢ € Aut (G), on associe § défini en dérivant g en ¢: $ = ¢'(e).
Alors $ e4(I"); remarquer de plus que § € Aut (I"). Indiquer trés brievement
comment la définition de Aut (G) doit étre modifié pour que la correspondance :

¢—>%

wialiaa 11m temtrnmr hiatie o A . Ui U Iy APy

Pladidc Uil ISUIMUTPLIISITIe ae Aut l\\.:r) SUur nu.l. \J.) Uu buppu.scxa. uans LOULC 1a.
sulte du probléme que tel est 1(‘.‘ cas et on notera par A cet 1somorphlsme

= Mo)

8>

Supposons que :
(H) Aut (I") est une sous-variéié de 4;,,(T).

Montrer que, sous cette hypothése, Aut (I') est un sous-groupe de Lie de ¢,,.(T).
Notons par 9 son algébre de Lie; 9 s’identifie & une partie de £(I"). Considérons :

D, = {Ae2(D)|A([x, 3]) = [Ax, y] + [, Az] quels que soient x et y '}

Si Be®, montrez que :
¢'x, 5] = [P, &5

dérivant cette relation en ¢ = 0, en déduire que 9« D,. Montrez, de facon ana-
logue, que D, < D.

b) A tout xe I' associons g, %(T") défini par :

a,(y) = [x, 3]

Montrez que a,e€9. (On note souvent a, par ad(x).)
A tout gy e G, g, fixé, on associe by, € Aut (G) défini par :

boo(8) = Lo ™

En posant @ 4»9 ), remarquez que l’application g, — Lng FdéfinitTun_homo-
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morphisme de G dans Aut (I"); on notera par ! ’homomorphisme induit sur les
algébres de Lie : / est un homomorphisme de I" dans 9

Soient ye I', Y le champ de vecteur sur G invariant & gauche correspondant,
et ¢, la translatlon a droite par g5'. Montrez que :

Dgo(9) = (o514 V).

Soient maintenant un second élément xe I', U, le groupe 4 1 parameétre défini
par le champ de vecteur sur G invariant & gauche associé a x; posons g, = exp ().
Montrez que :

dg, () = ((U-)4Y)..
Hx) (D) = a,(),

[(x) = a,.

En déduire que :

et par suite que :

¢) On se propose de démontrer dans cette question ’hypothese (H).
Posons Wy = Aut(I") et pour tout Bye%; (I'), notons par Wy, le translaté
a droite par B, de Wy :
Wy, = W1.B,.

Soit 2 = £(A2%(T");I"). Nous associons a tout Ae ¢, (I") T'élément f(A)eQ
que I'on montrera bien défini par la formule :

LOAN e A o — [TA al AT 2T mrsale mavm cmd ai ar oo T
SA)(x Aoy = [Ax, Ay] — Alx, 3] quels que soient x et ye ]

Montrez que :

ol py est I'élément de £(A%(I")) défini par la formule :

ep{x A ) = Bx A By.

En déduire que si I’on pose :
K(Z) = 271 f(Z),
alors on a :
= {Z e, (T)|K(Z) = k(Bo) }

.Appliquant cette formule en un point B, ol le rang de % est maximum, obtenir
lallure de Wy au voisinage de By; en dedulre celle de W; au voisinage de 1.
Enfin démontrer Ihypothese (IH).

d) On définit sur T' une forme bilinéaire en posant

B(x, y) = Trace (a.a)*
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démontrer les relations

B(Cx, Cy) = B(x, ») pour tout CeAut (I')
B(x, [5, 21) = B(3, [%, 2]) = B(z, [x,5])

¢) On suppose que la forme B soit non dégénérée. Soit ] un idéal de T'. Montrer

que 'orthogonal de J pour B soit J.L est un idéal de T et que T est somme directe
de J et de J.L.

Montrer que 9 s’identifie avec a, oi xe I'. Que peut-on en déduire pour
Aut T' et Aut G?

136 METRIQUE RIEMANIENNE BIINVARIANTES SUR UN GROUPE DE LIE

Soient G un groupe de Lie, G son algebre de Lie, w sa forme de Maurer-
Cartan et se & G. Notons l'algébre de Lie des champs invariants & gauche
2

sur G, 7 et ¢ les translations 4 gauche et & droite sur G.

Ire PARTIE

@) Montrer que si pour tout | geG, s =1Fs ()|, alors quel que soit

gcsG xe

[

yeT,(G),ona {x®y, s> = {wy{x) ® w, (), 5,0 En déduire que :

quel que soit A et Be T, (A ® B, 5> = cste

b) Montrer que si quel que soit | g€ G, s =ofs (2)
CeTl, 0(C).s =0.

¢) En déduire que si (1) et (2) sont vérifiées, alors

, alors pour tout

ITe PARrTIE
¢) Soit Be X G, montrer que se ) G défini par
2 2
x ®p, 550 = ay(%) ® wg(); B)
vérifie (1).

f) Si G est compact, admettant 'existence d’une intégration sur G inva-
riante par translation c’est-a-dire telle que : pour tout ¢ continu a support
compact, pour tout e G,

fcp(hg) a’g=f<9(g) dg
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montrer que s€ ) G défini pour x et y € T,(G)
2

@, 50 = [ <ong(oyh)-%) ® ang(oh(h)-y), B dg
vérifie (1) et (2).
I1I®¢ PARTIE

Soient 8 e & § symétrique défini positif et s € () G le tenseur associé en ¢).
2 2

Quel que soit a et b G, on notera <{a ® b, f> = (a|bd)
g) Montrer que

b:geG > (1,0 6, 1) () € {L (G, §); L inversible}

est un homomorphisme de §.
k) Soit R = {L €%(G, §); quel que soit aetbe§, (La|Lb) = (a|b)} Prouver

que
(2) est équivalent a RoIm ¢

k) En déduire que
(2) est équivalent & R>Im §'(e)

® étant 1’algebre de Lie de R, que 'on précisera.,

I) Prouver enfin que Vae§, {/(¢).a=%(G, §) est I'application x — [a, #];
conclure que
(2) est équivalent & Va, b,ce§ [(¢, al, b) + (g, [¢, 8]) = 0.
On pourra trouver dans le probleme 12 une étude plus développée de g)

et [).

IVe PARTIE
m) Soit Ae et se & G vérifiant (1) et (2); définissons A= AY(G*) par :
2

£€G, xeT,(G) <(xh) =<x® Ay sp>

Montrer que 6(A)A =0

n) Si s, est symétrique défini positif x €T, (G) >/x ® x, s;v€R, geG,
définit sur G une métrique riemannienne sur G invariante pour les translations
A droite et les translations a gauche. Montrer que VA e T, les lignes de courant
de A sont des géodésiques de cette métrique.

14¢ GROUPE DE TRANSFORMATIONS SUR UNE VARIETE

On notera par G un groupe de Lie (on supposera que G est une variété de classe
C= et que les opérations de groupe sont de classe C). On notera par ¢1’élément
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neutre de G, par G son algébre de Lie constituée par les champs de vecteurs
invariants a gauche sur G.
Etant donné une variété V, on appellera loi d’opération de G sur V, la donnée :

ueC*(V X G; V)
telle que :

(1) 3(xg1)g2=x(g1g2) xeV, g, et g,eG

X = X

(On convient de noter dans ces formules u(x, g) par xg.)
On utilisera librement les résultats de ’exercice de la 28 partie 149, p. 146.
A toute loi d’opération # de G sur V on veut associer

1
¢, =Hom (G; V).
Considérons v, « G=(G; V) définie par :
Ugg * & = u(xq, £)

Nous définissons ¢,(A) = ¢{A) par la formule :

(2) (p(A))o = v5(6) - A, x=V
Comme évidemment ¢ e £(G; é) , il reste a montrer que :
(3) [0(A), o(A)] = o([A, A]) A, Aeg
a) Posons :
B = 9(A)
u(x, exp (1A)) = U,(x)

Remarquer que ﬂ't est un groupe & | paramétre de transformations de V. Posant :

N

k(1) = Uy(w)

k3(0).1 =B,

Utilisant la propriéié de groupe de th, en déduire que :

on a .

bit).1=B, ou y=7T,(x

et conclure que, notant par U, le pseudo-groupe de transformations de V associé
a B, alors on a :

(4) Uy(x) = u(x, exp (tA))
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b) SiA, Ae/, feh(V), montrer que :
< [o(&), 9B, 4>y =lim =2(f (T, 0 Uyls)) —f (Upo Tifa)))

Calculer le second membre en utilisant (4). En déduire (3).

. ¢) On veut montrer que, G étant supposé connexe, deux lois d’opération u
et # de G sur V telles que ¢, = ¢4 sont identiques.
Soient :
K=GXYV,
O(A) =A X ¢(A), D(A) = ((A)),, M,= (P

Montrer que M définit un p-champ sur K avec p = dim(G). Conclure en
montrant que le graphe de v, est une variété intégrale de M. On pourra écrire (1)

sous la forme : v, o7, =2, olt yo = u(%g, go)-

1
d) Inversement, étant donné ¢ e Hom (§; (X)V), montrer que l'on peut
lui associer une loi d’opération u de G sur V telle que ¢, = ¢.
On admettra que les constructions locales que I'on aura a envisager peuvent

AL

étre effectuées globalement.
Effectuer toutes les vérifications nécessaires pour aboutir & la construction

15° ETUDE DU GROUPE LAISSANT INVARIANT UN CHAMP DE REPERES

On se donne une variété V, connexe, de dimension 7, et pe AY(V*; R?) telle

que p,, soit inversible quelque soit # & V; on note par A(V, p) le groupe des difféo-

R, . SIS qa [N W S ala maaa
IMOrPNISIIES f A€ V — V tels que

(1) SHe=p
Soit
1
I'={Ae QV|[6(A)p =0},

T est un espace vectoriel sur R; & tout xe 'V on attache une application linéaire
h, de T dans T,(V) en posant, pour tout Ae I,

hy(A) = Ag

Toutes les données seront supposées de classe C*. On ne demande que des dé-
montrations ayant un caractére local. Les parties II et IIT sont indépendantes.
La partie IV peut étre traitée en admettant certains résultats donnés dans I’énoncé
de IT et III.
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Jre PARTIE

a) Montrer qu’il existe une fonction C définie sur V, & valeurs dans I’espace
vectoriel des applications bilinéaires antisymétriques de R* x R* —» R? soit

C:V - 4%5(Rr; R7)
telle que, quels que soient z,, zpe T, (V), on ait

(2) (o1 A 2o (do)ay> = o) (0 (20)s pu (22))

1
b) Soient B;, Bye Q) V, Ae A(V*) alors montrer que
O9([By, By])2 = (8(B1)6(B,) — 6(By)8(By).

En conclure que A;, Ay,e T entraine [A;, A,JeT; I' a ainsi une structure
d’algébre sur R.

¢) Soit M un p-champ sur V. Supposons que lon ait pu trouver
1
- Bye @ V tels que
[B;; B;] € M et que quel que soit x, les (B;), engendrent M.,

Montrer alors que M est complétement intégrable.

Posant N, = £,(I"), admettons provisoirement que dim N est constante
et que la correspondance x — N, est de classe C*, montrer alors que N est

JILLIE L LU O

complétement intégrable.

d) Soit G un groupe de Lie, & sa forme de Maurer-Cartan.
On note par o, la translation & droite définie par

o (g) = gv
1
On dit que Be X) G est invariant & droite si
(6,)«B =B quel que soit yeG.
On veut montrer que B est invariant & droite si et seulement si
0(B)o =0

On montrera I’équivalence de cette condition avec

1
[A, B] =0 quel quesoit Ae (X G, invariant & gauche.

(On pourra calculer 8(B)<A, «>.) Ensuite on montrera que cette derniére condi-
tion est équivalente & ’invariance & droite de B.
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I1¢ PArRTIE

¢) On désire montrer que /£, est injectif. Get énoncé résultera de la propo-
sition.

(3) hy(A) =0 entraine A, == 0, » e voisinage de x,.
Soit # une carte locale de V définie au voisinage de x; :
u(x) = (& ... &)

Soit Af les composantes du champ A eI lu dans cette carte, D’autre part
© = (W, ..., 6,), 0, A}(V¥*); enfin dans la carte « les w, se lisent

Wy = % ay,; A&

Ecrivant Péquation 6(A)w = 0 dans la carte u, montrer que les A satisfont un

, . g . DAl
systéme de n? équations linéaires et homogenes en Al 3

En déduire que les restrictions de Af 4 un chemin tracé dans I’espace des &
satisfont un systtme d’équations différentielles linéaires du premier ordre de
rang n. En déduire (3).

I1Ie PArTIE

cette partie que dim N, = n.

O
(2]
g
=~
[N
Q.
i‘FD
2
—
O
H
:—f-

¥a ) ntrer que l’apphcatlon C définie par (2) est constante (On pourra
montrer zeT, (V) étant donné que (z, (dC), > = 0 en Iécrivant sous la forme
(6(A)C)g 0ou AT, A, = 2
g) Notons par V,;, V, deux copies de V, par p,, p, les copies de p sur V,
et V,, par W =V, X V,, par p; la projection canonique de Wsur V; (i = 1, 2).
Posons
A= pie1— Pepe.

Montrer que fe A(V, p) si et seulement si son graphe I est une variété intégrale
de dimension maximum de

(4) A=0

k) Montrer que I’équation (4) est complétement intégrable.
Fixons x,e V, soit ¢ I’application de A — V définie par

S = f1x)

Montrer que ¢ est une bijection. En transportant par ¢ la structure différentiable
de V a4 A, montrer que on définit sur A une structure de variété de classe C=,
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indépendante du choix de x,, et que pour cette structure A est un groupe de Lie.
Notons par 3 son algébre de Lie.

k) Montrer que 9*p est une forme invariante & gauche, en déduire une
expression de p en termes de la forme de Maurer-Cartan de A. En déduire que
@* transporte sur I' Pensemble des champs de vecteurs de A invariants a droite
et que, notant par { 'application de A — V définie par f — f(#,), ¥, réalise un
isomorphisme d’algebre entre 3 et I', isomorphisme indépendant du choix de x,.

IVe PARTIE

) On suppose que p = dim I' vérifie 0 < p < n. Soit H une variété inté-
grale connexe de dimension p de N. Soit I une partie & p éléments de ’ensemble
des n premiers entiers, ¢y la projection de R* — RP obtenu en biffant toutes les
coordonnées dont le rang & I, soit

5=‘¥I°P|H

Choisissons I de telle sorte que ,, soit inversible. Montrer que, si Ae ' et st on
note par A la restriction de A A H, on a

0(A)e = 5.

Appliquant IIT en déduire I’existence d’un groupe de Lie Gy i de transformations
de H conservant 3. Montrer que Gy g et Gy g ont leur algébre de Lie canonique-
ment isomorphes et sont ainsi localement canoniquement isomorphes. On note
par G le groupe de Lie #ype de la famille G g, par @, y I'isomorphisme canonique
®;5:G =Gy A tout geG on associe la transformation f de V laissant les
variétés H globalement invariantes et définie par le fait que sa restriction a
chaque H est la transformation @, 5(g), (le choix de I étant arbitraire).

Posons
S=Hkg)

Montrer que la restriction de ¥ & un voisinage de ¢ convenable est une
injection. En déduire que par transport de structure on peut munir A d’une
structure de groupe de Lie, compatible avec la structure topologique naturelle
de A (la convergence d’une suite f,e A étant définie comme la convergence
uniforme de £, et de ses dérivés premiéres sur tout compact de V).

160 INTEGRATION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL PAR QUADRATURES ET GROUPES
DE LIE RESOLUBLES

E notera une variété de dimension n -+ 1, de classe C3, G un groupe de Lie de
dimension #, ¢ son élément neutre, G son algtbre de Lie, we AYG; §) sa forme
de Maurer-Cartan, 7, la translation gauche par g, G. ‘
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On suppose que G est un groupe de transformations de E, c’est-a-dire qu’a
tout g G on a associé une transformation S, : E — E de telle sorte que

Sgosg:——"s

gg'?

Papplication (x, g) — S (x) étant une application de classe C3 de E X G — E.

On considére sur E la relation d’équivalence ¥ ~ &' §’il existe g e G tel que
x' = Sx, une classe d’équivalence étant appelce une orbite de G. On suppose
que G opére sans points fixes c’est-a-dire que

(1) S#=x pourunseul xeE entraine g=e.

On suppose que chaque orbite de G est une sous-variété de E de dimension .

D’autre part on se donne sur E un l-champ M de classe C?, tel que une
orbite V et une courbe intégrale I' de M se coupant en un point et un seul,
point o1 I’ n’est pas tangente & V.

On notera par hy¢(x) ’application E —V définie ainsi : & tout ¥ E on
associe la courbe intégrale T', de M passant par x. Soit y le point d’intersection
de I, avec V, on pose

hy(%) =J.
On supposera que quel que soit ge G

(2) S, laisse invariant le 1-champ M.

FIFAI"D r

T o Teas T P
) amener a4 aes gﬂow

Le but du probléme est ) a-
dratures, moyennant ’hypothése supplémentaire de II, la détermination des
lignes intégrales de M.

Ire PARTIE

a) Soit V une orbite de G, x,e V. Posons

90,(8) = Symi(o)

Remarquer que g, realise une bijection de G sur V et que &, dénotant un

second point de V, il existe ye G tel que
Prg = Py @ Ty
Soit ¢, la bijection réciproque de g, . Posons
(3) 0= (3w

Montrer que 9 est indépendant du choix de %, dans V.
A toute orbite V on associe ainsi de fagon intrinséque 6 e A1(V*; §).
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b) Soit V;, V, deux orbites de G, 0,, 0, les formes associées par (3), soit
k51 la restriction de by, a Vi. Montrer

ky108,=S,0ks;
en déduire que si x; € Vy, 85 = kg 1 (1), ko q 0 Pz, = Pa, alors conclure que,
(4) kg,lez = 61
¢) Choisissons une orbite V de G, soit 0 sa forme associée par (3). Posons
7 = h%0

Montrer que = est indépendant du choix de l'orbite V, et que l'on construit
ainsi de fagon intrinseéque me A'(E; §). Remarquer que = satisfait I’équation
de structure de Cartan-Darboux, en déduire qu’il existe par suite une application
f+E — G telle que

= f*w

Expliciter f en terme d’applications % et .
Pourrait-on donner une définition de =, différente de celle proposée précé-
demment, & partir d’une application f?

d) Montrer que quelle que soit 'orbite V
n|V=2~0
et que
M, =) =0

Montrer que ces deux relations permettent de calculer 7 sans qu'’il soit besoi@ de
déterminer au préalable les lignes intégrales du I1-champ M. Montrer que M
peut étre défini par I’équation de Pfaff

T =10

IIe PArRTIE

Soit E une variété, § une algebre de Lie de dimension n, me AY(E; §) satisfaisant
I’équation de structure de Cartan-Darboux.

¢) Supposons n = 3 et que 'on ait pu trouver une base ¢y, ¢, ¢; de G telle que
[ela 32] =0

[els 33] = £
[32: 33] = €y

Ecrire les équations de structure de Cartan-Darboux en terme des composantes
Ty, T, Ty, de 7 sur cette base.
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f) Sous les hypothéses de ¢) on consideére le systéme de Pfaff
(5) Ty = Ty = Ty = 0

Montrer que ’équation my; = 0 s’intégre par une quadrature. Continuer l'inté-
gration en restreignant le systtme (5) & une hypersurface solution de w; = 0,
et ainsi ramener intégration de (3) a frois quadratures.

g) Si G est une algebre de Lie on pose

G =16, Gl GO =54 ]
§" = [§+-, ¢

On dit que G est résoluble s'il existe N tel que §™ = 0. Etendre la méthode d’inté-
gration de f) aux groupes de Lie G dont I’algeébre de Lie est résoluble. (Montrer
que u,: G—>G/G* définit un homomorphisme d’algébre de Lie et résoudre
par quadratures u, o = = 0.)

Exemple de Uexercice précédent (qui peut étre traité indépendamment)
a) On note par H le plan rapporté a un systéme d’axes Ox et Oy, on désigne

par Gle groupc des transformations de H cngt:nurc par les homothéiies de centre
O et les translations paralléles 4 ’axe des #. La transformation de G la plus géné-
rale s’écrit

—_

(s
T\ )

LamnS
‘-._/

by

ou

(1) §’7
C

\el

Rergarquer que I’on peut identifier G 4 I’ensemble

{(& W et neR, n# 0}
la loi de composition étant donnée par

(&, 7 n) = (€' + 0'& 1)

Cette identification faite, montrer que

o, =

W, — —
Yoy 7

sont deux formes invariantes par les translations & gauche de G et que la forme de
Maurer-Cartan w de G s’écrit

w = eqwq + ey,
oll ¢, ¢, est une base convenable de I’algébre de Lie G de G. Vérifier que

dwy = w1 /\ W,

(2) dw, = 0
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b) On consideére dans le plan H I’équation différentielle du second ordre
(3) ' =F(y)

Montrer qu’elle est invariante par les transformations de G.
Notant par E ’espace & trois dimensions x, , £, en posant

V' =2z

remarquer alors qu’il y a équivalence entre Pintégration de (3) et la recherche
des lignes intégrales du 1-champ M défini sur E par le champ de vecteurs

X(p) |z ot  p= (% 3 2)
F(z)

A tout g € G associons la transformation de E
Sg 2 (%, 9, 2) > (%, 3, 2)

ol 2 = z et & et  sont donnés par (1).
Montrer que M est invariant par S,.
¢) h étant une constante notons par

V, = {(x,7, 2)|y #0 et 2 =h}
et par a, = (0, 1, /). Montrer que l'application
£ Sg(ah)

permet d’identifier G & V), et en transportant w, et w, par cette identification
on obtient 2 formes @, et @,

invariantes par S;.
Posons

Ty = Wy b(x, 3, 2) dz, Ty = by + 6(%, ) 2) dz

ol b et ¢ sont déterminés par les conditions (X, m;> = 0, <X, m,> =0 (on
suppose F(k) # 0,y # 0). Montrer que 4 et ¢ ne dépendent que de 2. En déduire
que 7, et 7, satisfont aux relations (2). Remarquer d’autre part que le 1-champ M
peut étre défini par le systtme de Pfaff

0 Ty

Ty = 0
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d) Soit (4) un systtme de Pfaff sur E ot les =; satisfont les relations (2).
Montrer qu’il existe une fonction f telle que

Ty = df

et que le calcul de fs’obtient par une quadrature. Si « est une constante on note
par

= {peE|f(p) = «}

Supposant que W, est une variété, notant par o, la restriction de 7, a u,, montrer
qu’il existe une fonction %, défini sur W, vérifiant

dkoc = Pa

k, s’obtient encore par une quadrature. Conclure en montrant que I'intégration
de (4) dépend de 2 quadratures. Intégrer par cette méthode 1’équation (3).

170 EsPACE FIBRE DES REPERES ORTHONORMES SUR UNE VARIETE RIEMANNIENNE

Le but du probléme est de reprendre dans un cadre intrinséque les fondements
de la géométrie Riemannienne. Pour le traiter une connaissance des premiéres
définitions de la théorie des variétés Riemanniennes est suffisante.

a) La forme différentielle canonique sur U(E)

Soit E un espace euclidien de dimension », muni d’u

AL e e L CLL U1 LiLild 411 i

U = U(E) 'ensemble de toutes les bases orthonormées de E.

On dentlﬁe
telle base avec l’application linéaire isométrlque u de E dans R* qu’ell déﬁmt
aﬂ’lm QIfF‘\ annaralt comme une SO1S-Va, été r:lp (-P(F Rn) et est aip31 m

11151 apparalt comime unc sous 1€t STy A% )3 nun ur,

e origine O. On notera,

o

Structure de variété G=,
A tout élément fixé u;eU on associe le difféomorphisme ®, de U sur le
groupe orthogonal O(n) défini par

(1) cpuq(u) = ugo u L

Soit A la forme de Maurer Cartan de O(n). Montrer que quel que soit
uy, U3 €U on a
cPu A= of }‘-

en déduire que posant y = ¢i2 on définit ainsi une forme canonique
E'L € Al(GUJ* Jlﬂon a)
b} L’espace fibré des repéres

L’ensemble de ce paragraphe constitue essentiellement ’introduction des notations
et concepts utilisés dans la suite du probléme, il contient peu de démonstrations.
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Dans toute la suite du probléme on notera par V une variété riemannienne
de classe C? et de dimension n. On associera & V I'ensemble X(V) constitué
par la réunion de toutes les bases orthonormées de tous les espaces tangents avVv,
c’est-a-dire que

2 = U wT,(v))

zeyY

(Cette réunion étant une réunion ensembliste disjointe C’est-a-dire que
WT,(V) nWT,(V)) = & six# )

Ainsi un élément rye T est constitué par la donnée d’un point ¥,€V et
d’une base orthonormée de T, (V). On définit une projection p de X sur V en

associant A tout roe = le point x, = p(r,) tel que r, soit une base de T, (V)
Il sera commode de noter par

Ty, = 71 (x0) = W(Tg, (V).

On notera par I'(Z) Pensemble des applications 4 de V dans X vérifiant
p o h = identité sur V.

Avec ces notations la donnée d’un champ de repéres sur V est équivalente a la

donnée d’un €élément de T'(Z).
Ceci étant si &, est un champ de repéres donné sur V on lui associera la bijection

Uhy * 2 -V X On)
définie par

(2) Uno (1) = ()5 @n, (o)) (7))

ol1 ¢ a été définie en (1).

On notera par I'(X) Pensemble de tous les champs de repéres de classe Ct
de V. On supposera dans toute la suite que T'(Z) est non vide. On définira une
structure de variété de classe G sur 3 en choisissant un élément kye I'(Z) et en
transportant par (' la structure de variété sur V X O(n). (On voit facilement,

mais ceci n’est pas demandé, que la structure de vari€té obtenue sur % ne dépend
pas du choix de Ay dans T'(Z)).

. Remarquer alors que p est une application de classe G de Xisur V et que 2y,
est une sous-variété de X pour tout x,& V.

Un groupe de transformations sur X.

Notons par F I’ensemble des applications de classe C! de V dans O(n)-
F opére comme un groupe de trangformations sur % par la formule

for=f(p(r))er pour tout reX, felF.
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Une forme canonique sur .

Nous définirons une forme pleAl(X; R?) ainsi: étant donné r,e I,
ze T, (%) nous poserons

<z, pr> = ro(p'(ro).2)
Justifier trés rapidement cette définition.

¢) Le parallélisme canonique sur Z.
On dira qu’un sous-espace E de T, (Z) est transverse si la restriction a E de p'(r,)
est une application bijective de E sur T, (V).

Si e T'(Z) on associe a £ la forme différenticlle o* = o e A(V*; Rn)
définie par
wh = A¥*pl,

On dira que le champ de repéres % est osculateur en x, si
(3) (dwh)g, = 0.

Ceci étant on veut montrer la proposition (P) En fout point rye X il existe un
sous-espace M, iransverse unique ayant la propriété que

(4) <21 N zg, dpi > =0 quel que soit 2y, z,€ M,,
Associant & un sous-espace transverse E
[e(E) = {ke T()|T, (A(V)) = E}

remarquer que (P) est équivalent &

(P) En tout point xye 'V on peut trouver un champ de repéres osculateur. St hy et by
sont deux champs de repéres osculateurs en x o tels que hy(xg) = hy(x,), alors B (xq) = hi(%,).

Pour démontrer (P') choisissons hye I'(Z) tel que ky(x,) = 7, Alors tout
he I'(Z) vérifiant

h(xo) = 1o
peut s’écrire
h=f.hy ou  feF, flx, =e.
Alors on aura
mg =f(x) o wg"

et que (3) s’écrit

(@ )ay + Yo, =0

ol vy, est la forme de Riemann-Christofell du champ de repéres 4, Conclure
en démontrant (P’).
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Le n-champ canonique

La correspondance r, — M, définit un n-champ M sur Z. De plus on a
(3) T, (2) = T, (Z;) © M,

Le parallélisme canonique sur 2.

Notons par ¢, la projection de T, (Z) sur le premier facteur de la somme
directe (5). Soit p, la forme canonique définie en 19 sur Z, (ot xg = p(ro))-

Définissons p? e AYZ; b, ,) en posant

or, = M, © T,
Notant par 9, I’algebre de Lie du groupe des déplacements, p = (p', p?),
" alors ona pe AY(Z; D,) et p définit un parallélisme sur 2.

d) Equation de structure de .
1

On veut montrer que quel que soit A, Be (9 T ona
6) — (A A B, o'y = ¢*(A)e'(B) — p*(B)e*(A)

On veut démontrer cette relation au point r,e 2. Utilisant (3) remarquer
qu’il suffit de la démontrer dans les trois cas suivants 1), ii), iii)

iy A, et B, eM,

ii) A, etB, €T, (5,) otixo=p(r)

iii) A, eM, et B, eT, (Z,)

Dans le cas i) on remarquera que (4) entraine que les deux membres de (6)
sont nuls.

Dans le cas ii) on considérera la restriction de p' & 2, , ¢t on montrera que les
deux membres de (6) sont identiquement nuls.

1
Dans le cas iii) on introduira le champ Ae &) Z obtenu par transport
paralléle sur X de A,,0 c’est-a-dire défini par ’équation

(A, p> = constante = (0, a)

ol ae b, , est défini par
<Ar0’ Pr0> = (O’ d).

Soit Utlle groupe & 1 paramétre de transformation de Z associ€ & A. Remar-
quer que I'on a
Ur=céor
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1 A A
Soit Be @ I tel que B, =B, et que (U,)) B = B; alors on a
A NB, do*> = B(A) (B, o».

Utilisant le fait que p o U, = p en déduire qu’enr, le second membre est égal

[ge el

Reconnaitre dans cette derniére expression

e, (Ar,) 0, (Br)
et en déduire (6).
¢) Soit he I'(Z), v la forme de Riemann-Christofell associé au champ de
repére k. Déduire de (6) que 'on a

v = h*p%

Montrer que V est une variété riemannienne localement euclidienne si et

BRI

seulement si le n-champ M défini en 3° est complétement intégrable.
Interpréter le tenseur de courbure sur V comme e A2(Z; D) telle que
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Calcul des variations

Le principe de Fermat décrit le trajet d’un rayon lumineux comme étant celui
qui, de tous les trajets possibles, réalise le temps de parcours mintmum. Cette idée
caractérisant une trajectoire par une condition de minimum, fut ensuite dévelop-
pée avec grand succés en mécanique avec les principes de Maupertuis, de La-
grange, d’Hamilton.

A coté de ces problémes physiques, des problémes purement géométriques
font appel au méme cercle d’idées, par exemple : étant donné une surface S de
t

’espace euclidien & 3 dimensions € deux points M, M'eS, trouver la courbe
tracée sur S, joignant M & M' et ayant la longueur mingmum. Plus généralement,
étant donné une variété Riemannienne V et étant donné deux points de V,
trouver la courbe joignant ces deux points et ayant une longueur minimum.

Utilisant les variétés abstraites, ces divers problémes se trouvent immédia-
tement réunis dans un cadre géométrique unique. Le traitement intrinséque du
probléme nous conduira naturellement 2 Pinvariant intégral de Hilbert et a la
forme d’Elie Cartan des équations d’Euler. Ensuite, la recherche de conditions
nécessaires et suffisantes pour le minimum nous aménera a la notion de champ
de courbes extrémales, notion qui correspond en optique géométrique a celle de
Pensemble des rayons d’un méme faisceau lumineux.

La théorie sera complétement développée dans un cadre intrinséque,
faisant intervenir fibré tangent et fibré cotangent, ce dernier étant le cadre naturel

des équations d’Hamilton.

1 Formulation du probléme

1.] METRIQUE SUR UNE VARIETE DIFFERENTIABLE

Nous appellerons méfrigue sur un espace vectoriel E la donnée d’une fonction f
positivement homogéne C’est-a-dire telle que

flaz) = af(2) aeR, a > 0.
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fitant donné une variété V, une métrique sur V sera constituée par la donnée d’une
métrique £, sur chaque T,(V), cette métrique f,, « variant continuement » lorsque
x décrit V (resp. étant de classe C? lorsque x varie).

Cette derniére phrase a besoin d’étre définie de fagon précise. Pour cela le
plus simple est de considérer Pensemble de tous les vecteurs tangents 2 V, qui
constitue un espace fibré que nous avons noté T(V). Si V est une variété de
classe CF, nous avons muni T(V) d’une structure de vari€té de classe Ck-1
(cf. 1-7). 11 existe une projection naturelle

w: T(V) =V

a savoir I'application qui & tout vecteur tangent associe son origine.

Nous poserons :
F(z) = fol2) o #=m)

F est ainsi une fonction définie sur T(V).

Dire que la métrique est de classe C' signifiera que I estune fonction de classe G!
définie sur T(V).

Ecrivons le fait que f,, est une métrique sur T
que satisfait F.

1.1.1 F(az) = aF(z2), zeT(V), acR, a >0

w(“’r) , Ol &

Inversement, considérons une fonction F définie sur T(V) satisfaisant 1.1.1
en posant

7.

f,, = restriction de F & T, (V)
on définit une métrique sur V.

Exemple. Soit V une variété Riemannienne, ge &V son tenseur métrique,

on définit alors une métrique 2s
1
F(z) = (g5(2 2))? ol zeTy(V)

Longueur d’une courbe

ftant donné une métrique sur V, nous pouvons définir la « longueur d’une courbe
orientde » T tracée sur V et de classe Cl. Soit {—> x(¢) une représentation
paramétrique (1.6.2.7) de T, envoyant [fo, {;] sur I", nous poserons :

1.1.2 1(T) =K‘F(%§l) dt

Une telle intégrale est indépendante de la représentation paramétrique choisie
En effet si # (1) est une seconde représentation paramétrique, alors il existe une
fonction croissante ¢ = A(7) telle que

F=1xo0h
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Utilisant le théoréme des fonctions composées et 1.1.1 on a

di\ _ /dx\ dh
1.1.3 F(E) = F(dt> &
d’ot1 les seconds membres de 1.1.2, calculés pour x et &, sont égaux.

1.2 RELEVEMENT SUR LE FIBRE TANGENT

Le fibré tangent apparaitra comme le cadre naturel au calcul des variations.
Il ne faut pas s’en étonner : en effet la théorie élémentaire des équations d’Euler
conduit (cf. TV-2.6) & des équations différentielles du second ordre; ces derniéres
équations s’écrivent, de maniére intrinséque, comme celles des lignes de courant
d’un champ de vecteur sur le fibré tangent (cf. 1-7.3).

Pour cette raison, il conviendra de relever sur le fibré tangent les différentes
notions introduites d’abord sur V.

Relevement d’une courbe de V sur T(V)

-
| B A~ O . RS P I P LT ar 1
Dt'd.ll.t UIUVILLILC UIIC COUL O UJ.'].CJ.J.tCC P D LLL ‘VT, w(t) L

rd s

de I', nous appellerons relévement de I' associé & la représentation paramétrique
#(t) la courbe T' de T(V) définie par la représentation paramétrique

1.2.1 2 = &)
dt

Evidemment

1.2.2 m o £(¢) = x(t)

Il y a autant de relévements de I' sur T(V) que de représentations paramétriques

de T.

Le vecteur vitesse de %(¢) tangent 2 I" en %(2), soit C,, sera appelé « I'accélération
intrinséque » du mouvement x(¢). Notant, pour simplifier les notations T(V)
par V,, alors on a C, e Ty, (V,). D'autre part 1.2.2 entraine que

= (Cp) = &(¢) ol G, e Tap(Vy)
Notion de jet

On appelle jet la donnée d’un vecteur y tangent 4 V; au point z tel que :

n'(y) = z. Ainsi pour tout i,

1.2.3 Paccélération intrinséque C, est un jet

Remarquons qu’une équation différentielle du second ordre sur une variété V
s'interpréte de facon intrinséque suivant un champ de jets sur T(V).

Relévement sur TN}y d’un champ de vecteur sur V
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1
Soit Ae XV, U, le groupe & un parametre associé 4 A,

Soit z,eV,, ¥, = n(z,) et posons
Us(zo) = Ui (%0)2o

Alors U, constitue un groupe a un paramétre de transformations de V,. D’autre
A group P 1
part

m(zy) = Uy(xp) = Uy(n(2e))
d’otx

1.24‘ ﬂOfIl:U)‘OTC

ce qui entraine qu’une trajectoire de U, est projetée par = suivant une trajectoire
de U,. Par suite notant par A le champ de vecteur sur V, associé & U, on a]

1.2.5 ' (A)T=]A

Nous dirons que A est le champ de vecteur sur V, relevé du champ A.

1.3 FORME DIFFERENTIELLE DE HILBERT

Nous allons associer & la métrique définie par la fonction F une forme difté-
rentielle & qui jouera un role essentiel dans tout ce chapitre.
SOit Vl = T(V), ZEVI, AETz(Vl)

Posons

1.8.1 (A, 0> = l‘f& % [F(z + en'(A)) — F(2)]

Remarquons que le crochet figurant dans le second membre de 1.3.1 est bien
défini : soit x = =(2) alors w'(A)eT,(V), et comme zeT, (V), la somme
z + ex/(A) est bien définie.

Prenant une carte locale, on voit aisément qu’une hypothése de classe C‘l
pour F implique que la limite du second membre de 1.3.1 existe et dépend
linéairement de A. Le second membre de 1.3.1 définit une forme linéaire sur
T,(V,) par suite un élément w,eT,(V7T).

La correspondance z — w, définit une forme différentielle o e Al(V;).
On appelle o la forme de Hilbert de la métrique F.

Propriéiés de la forme de Hilbert
1.3.2 8 n'(A) = z alors <A, o,> = F(z).

En effet on a, en tenant compte de 1.1.1

F(z 4 en’'(A)) — F(2) = F(z(1 + €)) — F(2) = F(2)
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Soit maintenant I' une courbe tracée sur V, I' un relévement de T', alors

1.3.3 ) = [0

En effet intégrale du second membre vaut

by
S <G, o>t
Utilisant 1.3.2 on obtient °
(Cy o> = F(z(t))
d’otr 1.3.3.
Une derniére propriété importante de la forme de Hilbert, mais évidente
d’apres 1.3.1 est que

<A, mz>

ne dépend que de n'(A). Nous traduirons ce fait en disant que «, est un covecteur
basique.

Etant donné l'importance de cette notion dans le reste de ce chapitre,
nous allons la développer en détail dans le paragraphe suivant.

Soit ze V, = T(V), étant donné, un covecteur * e T,(V,), nous dirons que y*
est basique s'il existe $ e T,y (V) tel que

1.4.1 {3 %> =<='(0), >  pour tout  yeT,(V)

Si e Dl !
=1 e pulsque 7' est su
¢

T jective.
ovecteur de bas

e de y*.
1.4.2 Si  est la forme de Hilbert alors «, est un covecteur basique quel que soit
Ze Vl.

Il sera intéressant d’avoir une caractérisation des covecteurs basiques.
Elle est donnée par le lemme suivant d’algebre linéaire, évident dans le cadre
d’une théorie générale de la dualité des espaces vectoriels.

1.4.3 Lemme. — Soit ze'V,, y*eT,(V,), alors y* est basique si et seulement si
n'(9) =0 entraine {y, y*> =0 (yeT,(Vy)
PrEUVE. — La nécessité résulte immédiatement de 1.4.1.

Inversement supposons ker (%) cker ( »*).
Pour tout e T (V) définissons

(9 = <y, y*> ol lonchoisit ye(n)~1(J).
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Remarquons que la valeur du second membre ne dépend pas du choix de b2
en effet si y, », & (z')~1(9) alors

w () = 7' (1)
C’est-a-dire y — », e ker (') et par suite
(= 3*> =0

ce qui montre que / est bien défini,
On vérifie immédiatement que / est une forme linéaire sur Trn(V) et on a
d’apreés sa définition

(o > = U= ()
ce qui démontre 1,4.3.

Nous allons démontrer un lemme moins évident et dont I’intérét apparaitra
au paragraphe suivant.

1.5 LEMME FONDAMENTAL.— Soit 2& Vy, y& T,(Vy), y étant un jet, ¢est-a-dire tel que
1.5.1 (Y =2

Soit o la_forme de Hilbert, alors

1.5.2 i(y) (do), est un covecteur basique

1
PrEuvE. — En utilisant 1.4.3 il suffit de montrer que quel que soit Be &) Vi,
vérifiant

1.5.3 ©'(B) =0 alors (B, i() (do),> =0,
ce que ’on peut écrire
1.5.4 {2, i(B) (dw),> = 0.
D’aprés la formule de Cartan
0(B)w = i(B) do + d((B, w)
Or 1.5.3 et 1.4.2 entrainait (B, »)> = 0 d’ol 1.5.4 s’écrit
1.5.5 {y, (0(B)w),> =10

Pour calculer 6(B)w il est naturel d’introduire le groupe de transformations
de V,, soit H_, associé & B.
Fixons #,&V, alors 1.5.3 et le théoréme du rang constant implique que

B, est tangent & ©=(xo) quel que soit ue mn1(x,)
par suite H. laisse invariant n~1(x,) ce qui s’écrit

1.5.6 noH, ==
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Soit
g(x) = {y, (H¥w),> = {Hi(2) 9, opw)
D’aprés 1.5.6 on a

n'o H ==

d’otr utilisant 1.5.1 et la définition 1.3.1 de la forme de Hilbert, on obtient

o() = lim L [F(H,(2) + e2) — F(H,(2))]

e>0 €
et 1.5.5 est équivalent &

1.5.7 g'(0) =0
Posons x, = w(z), notons par

E = n~1(x)
f = restriction de F a E

Comme on a vu en 1.5.6 H, laisse E invariant; notons par & sa restriction & E
Alors avec ces notations g(t) s’écrit

2(z) = lim = [Flh(2) + e2) — f(Re(2))]

g>0 € o

ce qui montre que le calcul de g(7) ne dépend que d’opérations effectuées dans

’espace vectoriel E. Si 2 = 0 alors g(r) = 0 et 1.5.7 est vrai. Supposons z # 0

et choisissons une base de E de telle sorte que 2 soit le premier vecteur de base.
Alors f s’écrit comme une fonction de n variable £1 ... et 'on a

ox) =L (h(2))

okl

On montrera 1.5.7 en montrant que

-~

1.5.8 o (2) =0 uel que soit 1<y <n
e bglbgj q q ""'-J‘*- .

Or d’aprés 1.1.1 f est une fonction homogene de degré 1, par suite elle vérifie
’identité d’Euler

ey

fe=1 aE.ak

Dérivons cette identité par rapport & &/ on obtient » identités

Yo —o

=1 bak bg'] o
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Ecrivons ces identités au point z = (1, 0, 0, 0, 0, 0) on obtient 1.5.8 et par suite
1.5.7 et le lemme est démontré.

2 Une condition nécessaire d’extrémum régulier : ’équation d’Euler-
Cartan

2.1 COURBES EXTREMALES REGULIERES

Nous allons d’abord préciser les notions de minimum envisagé rapidement dans
'introduction.

Etant donné une variété V munie d’une métrique F, x,, ¥; deux points de V,
nous dirons qu’une courbe I' joignant x4 & »; est une courbe extrémale si

2.1.1 T'est de classe C1,
2.1.2 Quelle que soit la courbe A de classe C! joignant x, 4 x, on a

I(r) < 1(4)

On appellera courbe extrémale réguliére une courbe I' pour laquelle la condition

2.1.1 aura été remplacée par la condition plus forte
On a alors

2.2 THEOREME FONDAMENTAL (EULER-CARTAN)

Soit V une variété de classe C3, F une métrique de classe C2 définie sur V, w la forme de

) o . o
Hilbert associde & cette métrique, T' une courbe extrémale régulitre, x

paramétrique de T', C, accélération intrinséque de x(t), alors on a

2.2.1 (Gy) (dw)gp =0

Remarque. On appellera I'équation 2.2.1 T'équation d’Euler-Cartan. Un des
aspects du théoréme 2.2 c’est que ’on est libre de choisir une représentation
paramétrique arbitraire de I

Des choix de représentation paramétrique différents conduirons 3 des
expressions analytiques différentes de 2.2.1, bien que toujours équivalentes entre
elles.

Plan général de la démonstration

1
Nous considérons Ae (X} V, U, le groupe 4 | paramétre de transformation de V

associé. Nous noterons
Iy = Uy(I)

Sa) =I(Ty)
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Supposons que
2.2.2 Alxy) = Axy) = 0

alors on aura Usx, = %o, Uy¥y = &, par suite I'y passera par x, et x;. L’hypothése
que I' est extrémale entrainera

Sa(0) < fu()
c’est-a~dire supposant f de classe G!, que

2.2.3 F£L(0) = 0.

La démonstration du théoréme se constituera de deux points, d’abord du calcul
de f'(0), ensuite la démonstration que f'(0) = 0 quel que soit A vérifiant 2.2.2
“entraine 2.2.1.

2.3 CALCUL DE LA VARIATION DE LA LONGUEUR D’UNE COURBE

Nous allons donner une proposition permettant de calculer f'(0) sans I’hypothese
que les extrémités de I' restent fixes, c’est-2-dire sans supposer 2.2.2.

PropOSITION. — Les notations étant celles du paragraphe 2.2, Soit A une courbe orientée

1
de classe C? tracée sur V et joignant xo & %y, soit Ae 'V, Uy le groupe & 1 paramétre
associé, A, = U, (A), fF() == I(4,), alors on a

N F1 7 4 N o4 - . /1 ¥ SO
2.3.1 JA(0) = <A, w), — <A, Wy, —§—J53(_A) dw
(ol 2, et 2, sont les extrémités de A).

PrEUVE. — Choisissons une représentation paramétrique x(¢) de A, Alors Uy (x(?))
sera représentation paramétrique de A, notons par A, le relévement de A, associé
4 cette représentation, on a, d’aprés la définition de U,

A, =10,®)

f()\) - Ax w= 171(5) @

Utilisant la définition de U¥ on obtient

£y = f{ 0w

D’autre part, d’apres 1.3.3

Dérivons sous le signe somme, on obtient

F10) = [ 0Aw.
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Utilisant la formule d’Elie Cartan
0(A)w = d(i(A)w) + i(A) dw
et remarquant que

fﬁ diRyw) = [iR)wls = A&, w), — A, w),

on démontre 2.3.1.

2.4 DEMONSTRATION DU THEOREME D’EULER-CARTAN

Utilisant 2.2.2et 2.3.1 on obtient
. ~ t L d
A0 = fiB) do = [ * Rup A Cp (d)p) d
t ~ .
= — [ By, i(C) () dt
0

Utilisons le lemme fondamental 1.5 Phypothése 1.5.1 étant vérifiée en vertu de

1.2.3, on obtient
i(C,) (dw)yy est un covecteur basique.

Soit §; son covecteur de base, alors §,& T, (V*) et en vertu de 1.2.5

2.4. FAO) =— [ (Ao bo d
Supposons ¢, # 0. Soit ¢, tel que 0
9.4.2 | 4, # 0
Alors comme ¢ dépend contintiment de £ il existe un intervalle
I ={[t,—s, ty + &], ou ty < ty~—¢ et by > b+ €

dans lequel ¢, 5= 0.
Pour tout el choisissons z,& T,,,(V), tel que

{zp Yo =1 tel
1
Nous choisissons de plus z; dépendant de classe C* de ¢. Soit Be () V, tel que
By =2 tel

Notons par g une fonction de classe C* définie sur V, positive telle que g(x(¢,)) = 1
glx(t)) = 0si e 1.
Posons
A = gB
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Alors A satisfait 2.2.2. D’autre part on a pour ce champ A

fi(0) = — j g(x(t)) By b dt

hate
= — glx(t) dt <0

ty—E

ce qui contredit 2.2.3, montre que 2.4.2 est absurde et démontre le théoréme 2.2
d’Euler-Cartan.

2.5 EXEMPLE : GEODESIQUES D’UNE VARIETE RIEMANNIENNE

Soit V une variété riemannienne. On munit V d’une métrique F(Z) en posant
F(2) = (2| = (g,(2 2))'2, 2&Ty(V)

oll ge (Y'V dénote le tenseur métrique sur V. On notera également F(z) par
z,
I
Soit I' une courbe orientéz de V. On appellera tangente unitaire a

2.5.1 A,eT, (), |A,] =

A, étant orienté dans le sens de I', on a avec ces notations

Soit I' une courbe réguliére, alors T' satisfait Iéquation &’ Euler-Cartan si et seulement
st
2.5.2 V,AA=0

ott \V dénote la dérivation covariante.

1
Remarque. Ae K T, alors VB a été défini suivant la méthode considérée en III
8.6.1

PreuvE. — La forme de Hilbert s’écrit aprés un calcul immédiat.
w,(B) = 2(zl'(B))
choisissons un champ de repére orthonormé défini par A e A(V; R?)
A= (AL ..., W)

Nous choisissons A de telle sorte que
2.5.3 MA)=(1,0,0,...,0) =¢

Associons & A un difféomorphisme ¢ de T(V) sur V x R défini en poéant
b(2) = (% 2(2)) = mn(2).

Nous transportons notre probléme par ce difféomorphisme et nous notons par
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Z @, ... les éléments transportés. On a :

Z= (x, &) ol xeV, EeRn
Posons

M=n* alors iiEAl(Vi‘)
alors on a

Par suite on a,
dib = D) dEl A B+ B A d3
[

On a
Ty(Vy) = T,(V) @ R~

1 1
A tout X e ) V, on associe le champ Ye & V, défini par
Y; = (X, 0)

La forme

: . -
((Cy) dw  étant basique,

I'équation d’Euler-Cartan est équivalente 4

[~4

2.5.4 X ACG, dw,p = 0 quel que soit Xe é) V.
D’ou écrivant

C,=CL+C2  avec CleT,(V), CzeRn
et, tenant compte de I’expression de dw, on obtient que 2.5.4 s’écrit
(C2AR)) + (EK A C, d3) =0

ot les produits scalaires sont des produits dans R* muni de la structure euclidienne
naturelle,
On a
K AC, dhy = ' (R) A 7(C), S
=<{X A CL &

Si y est la forme de Riemann Christofell associde 4 A cecl s’écrit
Y(XOMCY) — y(CHN(X)

d’on 2.5.2 s’écrit
2:3.5 — (CMX)) + (Ev(X)N(C) — y(CHA(X)) = 0
Choisissons une représentation paramétrique de I' normale c’est-a-dire telle que

[#'(8). 1] =1
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(Si »(t) est une représentation paramétrique quelconque de I' on obtient une
représentation normale en effectuant le changement de variable

)

— v fe_ |2
t = ¢(t) on Hdt

alors on a d’apres 2.5.1

P(Agp) = (2(8), e1)

Ci=Aup, Ci=0

d’ol

d’olr 2.5.5 s’écrit
(o] 7(X)er — YARK)) = 0
Utilisant ’antisymétrique on a :
(1] ¥(X)er) = 0
d’ol I’équation s’écrit
(v(A)e, ] A(X)) =0 quel que soit X
C’est-a-dire
2.5.6 v(A)e, =0

Orona

VAA = (AIMA) + T(A)(A)
C’est-a-dire que 2.5.6 n’est rien d’autre que 2.5.2 et I’équivalence est ainsi dé-
montrée,

2.6 EXEMPLE : LES EQUATIONS D’EULER-LAGRANGE
L’équation satisfaite par les extrémales mise sous la forme

est d’'une grande souplesse, on est en effet libre de choisir la représentation
paramétrique la plus adaptée & notre probléme (par exemple, la représentation
normale dans le cas de 2.5). Nous allons dans ce paragraphe expliciter comple-
tement les calculs dans le cas de la représentation paramétrique ol le parameétre
est Pune des coordonnées.

Donnons d’abord la formulation classique du probléme par Euler-Lagrange.
On se donne une fonction
L@, 5, ')

oureR, yeR", » e R A une application A —-s y(A) de R —> R" on associe

2.6.1 i(5) =IML<7\, 00, @%\M) Y

o
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Le probleme qu’on se pose est de déterminer la fonction y(2) de telle sorte que
a, b e R" étant donnés,

a) on ait y(Ay) = a, y(A;) = b et
2.6.2 <{b) I(y) soit minimum parmi toutes les fonctions p(A) de classe C1
satisfaisant ).

Il est facile de ramener 2.6.2 & un probléme du type considéré en 2.2. Notons par
V = R"™1, un point de V étant (2, »).

La donnée d’une fonction p(A) définit sur V une courbe Ty dont la représen-
tation paramétrique s’écrit

A =1
2.6.3
7 =(t)
V est muni de la carte numérique suivante : (A, 3y, ..., 3,),
qui donne sur T(V) le systéme de coordonnées (A, yy, ..., Py Egy By -+ - £
crivant

LA 2, ) =L, 9, 90 ... 90

nous poserons ZET(V)s L= (7\)_))1 coe oo ao: E.nl e En)

o e 3 £\
40 ]:‘(z) = gOLK)\, -y,—-.-‘-_’ .. ,__LL)

€0 Zo
Alors F(z) définit par suite une métrique sur V, Notant par I intégrale associée
a cette métrique, on a en prenant la représentation paramétrique 2.6.3 de T’

Si bien que le probléme d’extrémales de 2.8.2 est ramené & 2.2,
Calculons en termes de L la forme de Hilbert de F, on a

d7\+2
0

_az Hai

Calculant les dérivées partielles de F & ’aide de 2.6.4 on obtient

N\ g )
= L dx dy;— 2+ dx
“ +z%1 ayt< E-»0

w est invariant par une homothétie sur les £. Pour marquer ce fait posons
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et avec ces notations on a

2.6.5 medw+2°E¢m m; dN)
i=1 0%
Dans cette expression on a posé
dol. _ dL
L—'——L7\, y M)y —5 = 75 Ay, m
O 25 m)y = B s )

Remarquons que sur le relévement f‘y de I'yona
2.6.6 m; = 5i(A)

Notons par C, Paccélération intrinséque associée a I',, alors G, a pour compo-
santes

2.6.7 Co= (1,0, - s ¥ 0,90 ... n
D’ou 2.6.6 et 2.6.7 donnent
2.6.8 i(C) (dy;—mydr) =0 i=1 ... n

Dérivant extérieurement 2.6.5 on a

n

n
/ oL\ - bLJ A
dw—dL/\dl—l—de )/\(a!_yl ar) — Z"'b’ L/\d:\
i=1 1

Calculons #(C,) dw utilisant le fait que {(G;) est une antidérivation, que 2.6.8
est satisfaite et que si A est une fonction i(C)) db = 6(C)A

2.6.9 z@Mw_meJﬁ—dL+E(6 3L (dyy—m; )

i

—ZbL Cm) A dr
+Z

3
On peut ajouter une interprétation simple de 6(C). Soit en effet (3, 7, m) on a
en se reportant a 2.6.7

8(C)f = bf+zbf' Zf

ceci n’est rien autre que

L (£, 50, 5 09))

. d . : . ,
ce que I’on notera rapidement oy f (notation un peu rapide mais consacrée par
I'usage).
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D’ou 2.6.9 s’écrit en tenant compte de 2.6.6

i(C)) dw = 8(CYT. d\ — dL + %d)\(bL) (dy; — 5 )

L’aL
On a
— | 2L 3L, 3L,
O = | T+ B (T2t + 52 ) | v
oL oL
-—dL__-—ad;\—-g-a—:dz E@adm
d’olr

i(C) do = St — 3 2dy + 3 2 () —st

Ecrivons que le coefficient de 42 et des dy; sont nuls on obtient, d’abord pour 4y

2.6.10 _ Ly (?F\_ozml e m
IR

et pour 4

9.6.11 Yo dL_ d 3Ly _ g

SXy T\ )

En multipliant P’équation 2.6.10 par — _y’- et en additionnant les équations
correspondant aux différentes valeurs de : on obtient 2.6.11 qui apparait ainsi
comme une conséquence de 2.6.10 qui est dans ce systtme de coordonneés la
traduction de 2.2.1. |

On a ainsi démontré :

PrROPOSITION. — 80it L(A, 31+« 9,5 W45 « . 3. une fonction de classe C? strictement
positive.

Appelons extrémale régulidre la donnée de n fonctions y,(2) . . Yo (N) de classe C?
telle 'intégrale T( ) défini en 2.6.1 soit minimum sous les condztzons 2.6.2 a). Alors les
Jonctions y; satisfont les équations d° Euler-Lagrange

oL d [oL\ _ . ._
9.6.12 5}—};_5(3}9_0 i=1... 1

Ces équations sont équivalentes & I équation 2.2.

Remarque. Pour bien fixer la terminologie, étant donné une variété V munie
d’une métrique F nous appellerons une solution de 1’équation

i(Cp) dw = 0
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une géodésique. Alors avec ce vocabulaire 2.2 se lit : toute courbe extrémale réguliére
est une géodésique.

En utilisant la représentation paramétrique d’Euler les géodésiques appa-
raissent comme les solutions des équations

oL d /3L .
— -—-'—) —_ 0 z - ]- a a » n.
;A\,

En développant le second terme de ces équations on obtient une expression
qui est linéaire en »!. D’ol1 un systtme de n équations linéaires en » que l'on
pourra résoudre sous la forme

=G0, 3 )

si la matrice des coefficients des y c’est-a-dire la matrice

2
2.6.13 ( a, L ,) est de rang n.
' oy 5/

La théorie des équations différentielles du second ordre nous apprend que, donnée
a, m et A, il existe une solution unique de »” = G(a, y, y /) telle que

I(ho) = a, Y'(hg) =m
Transcrivant ceci géométriquement on obtient :

Etant donné x,eV et XOET%(V) il existe une géodésique unique passant par x
et tangente a X,.

De méme en utilisant la propriété suivante des équations différentielles du
second ordre : si (ag, Ay), (a1, A;) sont assez voisin il existe une solution unique de
2" = G(x, »y, ¥) telle (&) = a; (¢ =0, 1) on obtient

Etant donné x,e 'V, il existe un voisinage O de x, tel que pour tout point x e O il
existe une géodésique unique joignant x4 & x et tracée dans O.

3 Champs géodésiques. Invariants intégraux

Poincaré, puis E. Cartan, ont montré que les équations de la mécanique pouvait
étre formulé en exprimant qu’une certaine intégrale curviligne, l'intégrale
« d’impulsion-énergie », restait invariante durant le mouvement. C’est cette
approche qui conduisit E. Cartan a formuler les équations d’Euler sous la forme
2.2.1 Nous allons, dans le cadre général du calcul des variations, donner une
bréve introduction & cette théorie a la fois en raison de son intérét propre et
également en raison d’une application que nous ferons dans la recherche de
condition suffisante de minimum.
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3.1 DESCENTE DE LA FORME DE HILBERT

Donnons-nous ze T, (V) alors

w, est un covecteur basiqgue que I'on peut identifier & un covecteur @, de
(To(V))*
On appelle

@, la forme de Hilbert descendue sur V suivant le vecteur z

Plus généralement soit une sous-variété W, x,e W et zeT_ (V); considérons la

restriction de w, a T, (W), on appellera cette restriction la forme de Hilbert
descendue sur W suivant le vecteur z.

Si maintenant en tout ¥ & W nous nous sommes donné A_eT, (V), alors
la descente sur W suivant A, définit une forme #® e AL (W*); on appelle @ la
forme de Hilbert descendue sur W suivant A.

Remarquons que @, = @, ol f est une fonction quelconque. En effet F
était homogene de degré 1 sur T, (V), w est homogéne de degré zéro.

3.2 CHAMP GEODESIQUE

Soit W une sous-variété de V (éventuellement on pourra avoir V.= "W). On

1
appellera champ géodésigue un champ de vecteur Ae QW tel que les lignes de
courant de A soient des géodésiques de W muni de la métrique F; restriction
de F; la forme de Hilbert w, de F, étant la restriction de o a T(W) il résulte
de 2.2 que tout géodésique de V tracé sur W est une géodésique de W.
On a alors

TuforEME. — Soit V une variété munie d’une métrique F, W une sous-variété de V,
A un champ géodésique sur W, N la forme de Hilbert de F descendue sur W sutvant A.
Alors

i(Aydr=10

PreuVE. — Notons par « la forme de Hilbert associée & F. Comme A est indé-
pendant de la normalisation de A, il nous suffit de démontrer le théoréme
lorsque

F(A) =1
Soit ¢ : W — T(V) défini par A. Alors on a

A= g*w
dr = ¢* (do)
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1
Soit Be ) W. Alors

(B, i(A) dr), = (A A B, dh), = (A A B, 9* (do)>, = {¢'(A) A ¢'(B),dody
= <<PI(B): Z(CPf(A)) dw><p(cc)

Calculons ¢'(A). Soit ', la géodésique du champ passant par x, alors ¢'(A) est
tangente & ¢(I',); mais (I',) n’est rien autre que le relévement [', de T' associé
a la représentation canonique (puisque A est normalisé).

L’accélération intrinséque C, est par sa définition méme tangente & [,
d’ou1 il existe a =R tel que

¢'(A) = oG
et
i(o'(A)) dw = ai(C,) dw = 0,

en vertu de 2.2.2, et le théoréme est démontré.

COROLLAIRE. — Soit A un champ géodésique sur W, supposons A normalisé¢ par
F(A) = 1; soit U, le groupe & 1 paraméire de transformation de W associé & A soit enfin A
la forme de Hilbert descendue sur W suivant A. Alors X est invariant par U, c’est-d-dire

U = A
Przuve. — On a

D’aprés la formule d’E. Cartan
B(A)A = i(A) d\ + d(i(A)N)

Le premier terme est nul en vertu de 3.2, pour le second terme on a d’aprés 2.1
(AN = (A, 0> = F(A)

d’ol1 le second terme s’annule puisque F(A) = 1. Par suite

o
—Umn=0
Tl

et le corollaire est démontré.

3.3 CoroLrrLAIRE (Poincaré-E. Cartan). — INVARIANTS INTEGRAUX

Notations. Soit C; une courbe fermée de V, en chaque point x & C; choisissons
un vecteur B, e T, (V) et soit ', la géodésique passant par x et tangente a B,
on supposera que si x # x" alors I'y % I',,. On appelle U [', =T un tube

reCy
géodésique. On suppose que T est une variété de dimension 2. Soit C; une courbe

fermée tracée sur T et coupant chaque géodésique ', en un point et un seul.
C, et C, jouent des rdles symétriques et seront appelés des directrices du tube T.
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La famille de géodésique [, définit sur T un champ géodésique naturel A en
associant a tout ye T la tangente 4 la géodésique de la famille I'; passant par y :
Alors on a

Soit T un tube de géodésique, ) la_forme de Hilbert descendue sur T suivant le champ
géodésique de T, soient Cy et Cy deux directrices de T, alors

f A= A
Cy Gy,

i(A) dr =0

PrREUVE. — D’aprés 3.2 ona

1
d’ot1 quel que soit Ee &) T’
(AANE, d>=0

mais, comme T est de dimension 2, A, A E, constituent une base de A*(T,(T))
qui est de dimension 1, ce qui entraine

dh =0

it I I'arc ouvert de [ situé entre x et le point x; ou I', coupe G, Soit

Alors le bord de T, soit »T, est Cy — C;.
On peut orienter T & partir de Porientation de C, et de celle des £ le
théoréme de Stockes peut s’appliquer et 'on a

fﬁe":fi‘“:O

fx— A =0
c c,

2

d’ol

C.Q F.D.

4 Condition suffisante d’extremum : méthode de Hilbert

Tout ce que nous avons montré jusqu’a présent c’est que toute courbe extrémale
régulitre est une géodésique. Ceci laisse ouvert les deux questions suivantes

1o Sous quelles conditions existe-t-il des extrémales?

20 Sous quelles conditions toutes les extrémales sont régulieres?

Le premier probléme a été traduit dans la théorie des espaces « abstraits ».
On considérait « I’espace des courbes » joignant deux points donnés de V et
on cherchait si la « fonction » qui & toute courbe lui associe sa longueur, possédait
un minimum. Sous cette forme il a eu un role moteur dans la construction de la
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théorie des espaces topologiques en contribuant a faire dégager d’une part la
notion d’espace compact, d’autre part celle de fonction semi-continue inférieure-
ment.

Le second probléme est plus délicat. Le cas est compliqué par le fait que
méme sous hypothéses de classe C* pour V et F; il peut exister des extrémales
non régulitres. Ceci, bien que surprenant dans un certain sens, peut se
comprendre: le calcul de la longueur de la courbe fait intervenir simplement les
dérivées premiéres; tandis que I’hypothése de régularité signifie que les dérivées
secondes existent.

Au lieu d’essayer de répondre directement au probléme 1° et 2° nous suivrons
une voie indirecte :

Nous exhiberons une famille ® de géodésiques telle que si I' est une géodé-
sique de @ et si x,, ¥, & I, toute courbe joignant x; a x, a une longueur supérieure
a celle de I'. Alors il résultera que I' est une extrémale (d’o1 une réponse affir-
mative 4 1°) et qu’il n’existe que des extrémales réguliéres (réponse affirmative
a 20).

Avant de réaliser ce programme nous avons besoin de définir sur V muni
de la métrique F une notion « d’orthogonalité » qui correspondra & la démarche
de la géométrie élémentaire qui consiste & introduire la notion de perpendiculaire
a partir de la notion de distance minimurm.

4.1 TRANSVERSALITE

Soit V une variété munie d’une métrique F, soient A et A deux sous-variétés de V,
sixeA, #e A, on notera par I', 4 une géodésique joignant x 4 # (cette géodésique
existera en vertu de 2.6.12 si x et # sont assez voisins, sous cette hypothése elle
sera d’ailleurs unique au sens de 2.6.12. Dans le cas général ou il n’y a pas unicité
on suppose que I'on prend T, 4 dépendant de », & de « fagon différentiable »).
Soit

4.1.1 Sz &) = I([y 2)

’ . . 2 . ; .«
Alors f définit une fonction sur A X A. On s’intéressera au minimum de la
fonction f. Si ce minimum existe et est atteint au point x,, £, alors on aura

4.1.9 f%(xﬂa ﬁo) =0
' Sa (%0, %p) =0
Lorsque 4.1.2 est vérifié on dira que la géodésique Dy, est transverse a A. La
géq\désique réalisant le minimum de f; si elle existe, sera a la fois transverse a A
et A.
On a la condition simple suivante de transversalité :

TaforREME. — Soit V une variété munie d’une métrique F, A et A deux sous-variétés de'V,
Uy une géodésique coupant A en x,, soit A‘,,g0 une tangente & [y en xg, notons par Ay la
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forme de Hilbert descendue sur V suivant A, . Alors f étant défini en 4.1.1 on a
4.1.3 Sa = A |Tg (D)

En particulier T est transverse & A st et seulement si

4.1.4 Mg, €51 orthogonal & T%(A)

Remarque. La variété A, figurant dans les hypotheses, a complétement disparu
de la conclusion, la propriété de transversalité ne dépend que de A et [y, elle a
un caractére local, fait bien connu si V est I'espace euclidien.

PrEUVE. — Soit #(t), une courbe tracée sur A telle que #(0) = x,. Soit

F'c = l_‘zr:('r:), 550
Soit W = U [, et supposons que, pour & assez petit, par tout point yeWw,
T

différent de x, passe une seule géodésique de T, soit ['(,). Posons s(y) = longueur
sur [, de l'arc (x(7), y). Alors Iapplication y — (7( ), $( 9)) définit une carte
de W. Dans cette carte les géodésiques I'; se transforment en des droites parali¢les
a Paxe des s.

1
Le champ de vecteur — est un champ de vecteur Ee & W. Notons par U,

Soit B un champ de vecteur défini sur V prolongeant E, U le groupe de trans-
formation associé. Alors on aura

U_TIVV = U,
d’olr -
I, = U(To)
on a alors d’aprés 2.3.1
£2(22) = B, wrzy— B whi, + B d
T r

On sait que 2, reste fixe d’ou By = 0. D’autre part Iy étant une géodésique
Pintégrale du second membre est nulle, enfin

<]§: w>zo = <T:’(]§): 7\m0> = <E5 7\m0>

7 (B = (B

c’est-a-dire

Ceci étant valable quel que soit —d—xﬂ—iﬁ) donne 4.1.3 et démontre le théoreme.
T
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4.9 CHAMP DE NORMALES

On appellera champ de normales une famille ® de géodésiques telle que
4.2.]1 par tout x € V passe une géodésique de la famille et une seule.

4.2.2 1l existe une hypersurface £ de V telle que chaque géodésique de @ est
coupée par X en un point et un seul et telle qu’en ce point cette géodésique soit
transverse a X.

Nous appellerons normale du champ une géodésique de la famille @,

A un champ de normales est associé de fagon naturelle un champ géodésique :
pour tout ¥V on fera correspondre la géodésique I' e @ passant par x; la tan-
gente orientée & I' porte un vecteur A, vérifiant F(A) = 1; A définira le champ
géodésique associé. On a

THEOREME, — Soit 'V une variété munie d’une métrique F, soit © un champ de normales
sur V, A le champ géodésique associé, \ la forme de Hilbert descendue sur V suivant A,
alors 1l existe une fonction S, appelée la fonction d’onde du champ de normales, telle que

4.2.3

Lo

ds

I

Notant

X i omians A XV P SR T . JUOE B AL
b TUTIOUETYE U Ld.-: &L rereorre .‘JT e UL Yeul _PUZHL.

PreuvE. — Supposons le champ géodésique A normalisé par la condition
F(A) = 1, soit U, le groupe &4 1 paramétre associé a A, Posons

2, = U,(Z)
Soit yeX. nZ_., alors

J = U'rxl = UT'J Xas X, xzez
d’on
xZ - U,.:r_.,rxl
la normale passant x, recouperait X en x, d’ou contradiction. Par suite
1 P 2
Z.nZ, =g si T % T
Par suite on définira une fonction bien déterminée S par la formule

S(9) =~ si et seulementsi yeX.
10
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Démontrons 4.2.4 : on a d’apres 3.3
Ut =
d’ousi Ee é Z.ona
B, 2 = CE, ULa) = {(UE, 2>

1
or(U).Ee QX et la derniére quantité est nulle puisque les géodésiques de @
sont transverses a X; par suite

1
4.2.5 CE, 2> =0 pour tout Ee X, dou3.2.4.
Pour montrer 4.2.3 remarquons que si ye 2, on a

Ty (V) = Ty (Z’L') @ Ay

A, = (4S),

Montrer que

est équivalent & montrer
V| Ty(Zs) = (dS),[ Ty(Zo)
[ CAp 2> = (A, ([@9))

Dans la premiére relation le premier membre est nul d’aprés 4.2.5, le second
membre d’aprés la définition de S. Passons a la seconde relation le premier
membre vaut d’aprés 1.12 F(A ), c’est-a-dire 1. D’autre part puisque U, est le
groupe associé¢ 2 A on a

42.7 (A, (d8),> =1lim —[S(U,y) — S(5)]

g>Q ©

A OO
T. 4.0

Posons S( ») = =, soit x e X tel que U_x = y, alors

S(y) ==
Uy =UUx = U,ex
d’ot1
d’out
S(Uey) =T &

En portant dans le second membre de 4.2.7 on voit qu’il est identiquement égal
a l, d’ot1 4.2.6 et le théoréme est démontré.

4.3 CONDITION SUFFISANTE DE MINIMUM DE HILBERT

Précisons un peu le vocabulaire. Etant donné deux points de V soient x, et x,
nous dirons qu’une courbe Q joignant x4, & x, est exirémale siricte entre x, et x,
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si quel que soit la courbe A de classe C2 joignant x5 & xy, A £ Q, on ait
I{Q) < I(A)

D’autre part on dira qu’une métrique F est strictement convexe si quel gue soit
2, 2'eT,(V), z et 2’ linéairement indépendants, on ait

4,3.1 F(z + 2) < F(z) + F(z")
On a alors

4.3.2 TrtorREME. — St V une variété de classe O munie d’une métrique ¥ strictement
convexee de classe C2. Supposons qu'il existe sur V un champ de normales ®. Sojent Xgs Xq
deux points de V situé sur la meme normale T' dy champ ®, notons par Uope, Parc de T
compris entre x et x,.

Alors Dgm, €t extrémale stricte entre x et x,.

PREUVE. — Soit A une courbe de classe Ci joignant x, & x,. Soit A la forme de
Hilbert descendue suivant le champ de normales. Alors d’aprés 1.3.3 on a

= 3 / )
Wape) = Jr A
D’autre part d’apres 4.9.3

= 5(xy) — S(x)
= A
A
d’ot
4.3.4 I(8) — U(Tqy o) = 1(8) — [

4.3.4 est le point essentiel de la démonstration : il ramene la comparaison
de deux intégrales prises sur deux courbes différentes a celles de deux intdgrales

prises sur la méme courbe A,
Soit %(¢) une représentation paramétrique de A alors

435 18) — f 2= [ (FB) — (B, no)) at

Ol on a posé pour abréger B, = dx—gl On a

. 1
By, hyp) == lim — [F(Aup + eB,) — F(A]
g>0 €

Utilisant la convexité de Fona
F(Ayy + B) < F(A,,) + <F(B)

Pinégalité étant stricte si B, n’est pas colinéaire &4 A .
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D’ot 'inégalité
<Bt9 7\5(:(15)> -.<._ F(Bt)'

Par suite la fonction figurant sous le signe somme du second membre de 4.3.5 est
toujours positive, et méme strictement positive aux points ol B, n’est pas colinéaire
a A:c(t)'

Si, quel que soit £, B, était colinéaire & A _,, alors A serait une ligne de courant
du champ A, par suite A serait le géodésique Lepa,r Sinon l'intégrale 4.3.5 est
strictement positive, Ceci démontre le théoréme,

4.3.6 Remarque sur les conditions d’application du théoréme 4.3.2.

Etant donné deux points x4 et x; de V, on construira une géodésique joignant y,
a xy, soit '), puis on essayera de construire un champ de normales dans lequel
021

L4z, SOit une normale particuliere du champ. Cette construction ne sera pas

possible en général sur la totalité de V en raison principalement de la condition
4.2.1,

Par contre on peut montrer sous I’hypothése 2.6.13 que cette construction est
possible sur une partie ouverte V,; de V. On pourra appliquer alors le théoréme
4.3.2 a V, et on obtiendra que

pour toute courbe A de classe C1, joignant x, et x, et contenu dans un voisinage de
L, e, 855e2 petit (2 savoir Vy); on dira alors que Loy réalise un minimum relatif
de la distance de x4 & x,.

5 Théorie d’Hamilton-Jacobi

Nous avons vu dans le paragraphe précédent I'importance de la notion de champ de
normales. Nous allons maintenant déterminer toutes les fonctions d’onde associés
a de tels champs et identifier I’ensemble d’une part des fonctions d’onde et ’en-
semble des solutions d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre.

5.1 ApprLicaTioN D’HaMILTON

Soit V une variété munie d’une métrique F, w la forme de Hilbert correspondante.
Nous noterons par To(V) le fibré tangent & V dont on a exclu les vecteurs nuls.
Nous allons associer a cette situation une application

ko To(V) — T(V*)
du fibré tangent T°(V) dans le fibré cotangent T(V*). Notons T(V) par V,,
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soit z& Vy, x = w(z), AeT (V). Posons par définition
5.1.1 A, h(2)) = B,w,> ot BeT,V,, ='®B =A

Le second membre ne dépend que de n'(B), par suite est bien défini par la donnée
de A. En remontant a la définition de w on peut lire 5.1.1 immédiatement sous
la forme

5.1.2 (A, h(z)> = 111%-3:— [F(z - €A) — F(2)]

On appellera h Iapplication d” Hamilton associée a la métrique F.
On a

PropoOSITION. — L’application d’ Hamilton satisfait les propriétés suivantes

5.1.3 Toh=m

5.1.4 h(xz) = h(z), a > 0, x=R.

PREUVE. — Dans le 5.1.3 par un abus de langage on a noté par la méme lettre =

les projections de T(V) et T(V*) sur V. Moyennant cet abus de langage 5.1.3 est
évident. 5.1.4 résulte du fait que la forme de Hilbert dans une carte de la forme
1.14 se lit

7)) = T EF_ uni
. dF e o fe 3
mais les 3ot Sont homogenes de degré zéro d’ol1 5.1.4.

Définition de la figuratrice.

quel que soit xeV,

Expression de I'application h dans une carte locale. Soit ¢ une carte locale de V, (g, 2)
la carte locale correspondante de T(V), (g, p) la carte locale correspondante de

T(V*).
Alors on a
dF
g 0) = (2550 )
5.2 Tuforkme (Equation d’Hamilton-Jacobi). — Soit V une varidté munie d’une

métrique ¥, 36 la figuratrice de la métrique; soit S la fonction d’ondes d’un champ de normales.
Alors

5.2.1 dS e %6
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1
PrEUVE. — Soit Ae () V le champ géodésique associé au champ de normales.

Alors on a montré (cf. 4.2.3) si Be T, (V) on a
(B, (d8),> = lim —— [F(A, -+ <B) — F(A,)]
e>0

Le second membre se lit d’aprés 5.1.2

d’ou
@8), = h(A,)
et 5.2.1 est démontré.

5.3 FORME GANONIQUE sur T(V¥)

Soit V une variété quelconque, (que nous ne supposons pas munie d’une métrique)
notons par V, son fibré cotangent T(V*). Nous allons définir de fagon canonique
une forme ¢ e AL(V,).

Soity e V,, Ae T, (V,). Définissons le produit scalaire <A, ¢, par

5.3.1 (A, 9,> =<n'(A), 3>

Le second membre a bien un sens, en effet, posant =(y) = «, alors n'(A) e T (V),
d’autre part ye(T,(V))* d’ou l'accouplement du second membre de 5.3.1 est
bien défini.

On appellera ¢ la forme canonique de T(V*),

ProrosrtioN. — Soit g = (¢* ... ¢") une carte locale sur V, (q, p) la carte locale

sous I expression

n
5.3.2 o = X p;dg
i=1

PREUVE. — La vérification de cette formule est purement formelle et ne présente
aucune difficulté. Nous allons toutefois, pour la commodité des lecteurs I’écrire
en détail :

Soit xy& V de coordonnées {g}}, notons ¢; la base de T (V*) associée 2 la
carte ¢.

Alors si

J0€ Vg, w(39) = %4 on a Yo = Zipe;

Alors AeT, (V,) sécrit en utilisant la base de T, (V) associée a la carte (g, p)

.0 0
5.3.3 A= 2 i‘S‘JiJF 2 v
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ona
, i 0
d’olr T 2} E g
5.3.4 (7(A), 3o = 2 Eip;
D’autre part il résulte de 5.3.3 que l
(A, dgiy = &

D’on1 5.3.4 donne 5.3.2.

Reconstruction de la forme de Hilbert & partir de Uapplication d’ Hamilton

Prorosrrion. — Soit 'V une variété munie d’une métrique F, w la forme de Hilbert, k
Papplication &’ Hamilton associées. Notons par ¢ la forme canonique de T (V*), alors on a

5.3.5 w = h*gq

<A, (k*9),> = {#'(A), ¢,>. Appliquons 5.3.1
= (w0 K'(A), 3>

D’autre part 5.1.3 entraine que ' o ' = =’ d’olt en portant dans la derniére
égalité on obtient

Mais y = h(z), utilisons 5.1.1 on obtient

m'(A), k(2)) = <A, w,)
<A: (/l*(p)z> = <A: wz>

ce qui démontre la proposition.

5.4 FORME GANONIQUE DES EQUATIONS D’EULER : EQuATtions n’HAMILTON

Appelons indicatrice de la métrique F, J = {zeT(V); F(2) =1}. Nous ferons
dans tout ce paragraphe I’hypothése.

5.4.1 La figuratrice 36 est une variété de dimension 2n— 1 et Papplication d* Hamilton k
réalise un difféomorphisme de Pindicatrice 1 sur la figuratrice 6.

On peut montrer facilement que I’hypothése 5.4.1 est satisfaite lorsque la
métrique I est strictement convexe.

5.4.2 Lemms. — Soit T une courbe tracée sur V, T un relévement de V sur T(V), alors
D = W(T) est indépendant de la maniére dont le relévement T a été effectué.
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PREUVE. — En effet si z,(t), z,(7) sont les équations de 2 relevements I et T,
de I' sur T(V) alors on a

zy(v) = k(v)za(t)  ou &= f(1)

et utilisant 5.1.4 on obtient
h(za(7)) = h(z((t))

Crest-a-dire I', = i, ce qu’il fallait démontrer.

Nous appellerons I" = W) le relévement de T sur la figuratrice.
On a

TutorEME (Hamilton-E. Cartan). — Soit 'V une variété munie d’une métrique F,
¥6 la figuratrice de cetle métrique, supposons que 5.4.1 soit vérifid. Notons par ¢ la forme
canonique sur 'T(V*).

Soit " une géodésique pour la métrique F, T son reldvement sur la figuratrice, A un

vecteur tangent q . Alors on a

5.4.3 i(A) dolyg = 0

PrEUVE. — Nous construisons I' en prenant pour T le relévement canonique de T
sur T(V). Alors ' est tracé sur P'indicatrice I de la métrique. % réalisant un
difféomorphisme de J avec # on peut transporter par h équation 2.2.1 Remar-
quant qu’en vertu de 4.3.1 la forme de Hilbert de F se transporte sur ¢ on
démontre le théoréme.

Remargue. Un des avantages de 5.4.3 sur 2.2.1 est que ’on a remplacé une forme
différentielle w, qui dépendait de la métrique F par une forme ¢, qui est indé-
pendante de la métrique. Ceci va en particulier conduire a la forme canonique des
équations d’Euler.

5.4.5 CoroLLAIRE (Equations d’Hamilton). — Supposons que V =W X R.
Soit ¢ = (g' ... ¢~ V) une carte locale de W; (q, t) la carte correspondante de V,
D1 o vs Py — E  les coordonnées correspondantes de T (V*). Supposons que la
JSiguratrice 36 puisse étre défini par I’équation :

5.4.6 E=H(qg ¢, p)

Soit 1" une géodésique de la métrique F.
Soit (q(t), ¢, p(t), E(t)) la représentation paraméirique de son relévement 1 sur la

Siguratrice. Alors on a
dg'(t) _oH
dt op;

dft) __ oH
dt dgt

5.4.7
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PrEUVE., — Avec ces notations I'expression de la forme 5.4.2 s’écrit

n—1
9= D p;dg —E dt
i=1
n—1
?lag = 2 pidg' —H(g, 1, p) di
n—1 )
d’ol dolye = X dp; A dgt—dH A dt
i=1
La tangente A a " a pour composantes (af, 1, B;, v) ou l'on a posé pour noter
o W _ g % . 4H s
de fagon abrégée 5= B; = Y= On a ainsi
n=1
5.4.8 i(A) dp = X (B;dgi — o« dp;) + dH — (i(A) dH) dt
i—=1

Prenant pour base de T,(#) les dp;, dg* et dt on doit annuler les coefficients de

toutes les différentielles de 5.4.8.
On peut remarquer que le 3¢ terme ne contient pas les différentielles dp;

et dg'. Par suite on a en annulant le coefficient de dg*

. oH
. — =0
[51 + aql
puis en annulant le coefficient de dp; on obtient
a—2H g
op;

ce qui donne les équations d’Hamilton 4.4.7.
Remarquons pour terminer que I'annulation du coefficient de df dans 5.4.8

conduirait a la relation
oH dH

°n_ 2 _ 9

ot dt

qui est une conséquence immédiate des équations 3.4.7.
En particulier si 'Hamiltonien ne dépend pas du temps on retrouve H = cte
d’ott d’aprés 5.4.6 l'intégrale premitre d’énergie de la Mécanique.

5.4.9. Remarque. — Considérons I'équation aux dérivées partielles du 1°f ordre
df e %
ot f est la fonction inconnue. Alors les bandes caractéristiques au sens de Cauchy

(p- 153) sont les relevements des géodésiques sur la figuratrice. Ce fait remarquable
établit un lien entre le calcul des variations et les équations aux dérivées par-

tielles du 1¢* ordre.






Exercices 4° partie

1o Soit G un groupe de Lie. Nous supposons que sur G est donné une métrique g
bi-invariante, c’est-a-dire g est invariante par les translations & gauche et a droite
de G. G muni de g est une variété Riemannienne et les translations 4 gauche et &
droite sont des isométries. Ces données définissent une dérivation covariante sur G
et en particulier des géodésiques. Montrer que toute géodésique n’est autre que
la ligne de courant d’un champ de vecteurs invariant & droite.

Comme les translations 4 gauche sont des isométries ont est ramené 3 faire
des considérations au voisinage de lorigine de G. En particulier on est ramené 2
montrer que les géodésiques issues de ¢ sont les groupes 4 un paramétre.

U] Iny exEMP
oy e FWFLFY N

Un bateau & moteur est affecté 4 un service de traversée d’un fleuve ol régne un
courant non uniforme. On suppose que le moteur marche & régime constant et
imprime ainsi, & 'embarcation une vitesse relative V de module constant. Le
capitaine contrdle par le gouvernail la direction de V. Le probléme du capitaine
est d’effectuer la traversée en un temps minimum,

On représentera le fleuve par un ouvert Q de R? et les bords du fleuve par
les deux courbes I'y, I'y limitant cet ouvert. Le champ de courant sera donné par
ses composantes (u(x, ¥), v(x, ¥)), ou (x, ¥) € Q. On note par 6(¢) 'angle de V
avec ’axe des x. On choisit les unités pour que |V| = 1. De plus on choisit les
axes tels que le point d’olt part Pembarcation au temps ¢ = 0 soit le point
(0,0) e I'y. Ceci étant, la trajectoire du bateau est déterminée par la résolution
du systéeme différentiel (1) :

B — ufn, 5) + cos (8(1))

(1) D — o, 5) + sin (6(1))

L %(0) =»(0) =0
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On notera par (xy(¢), ¥(¢)) la solution du systéme (1). On pose :
Ty = temps ol (xg,(£), 35(f)) atteint I';.

On se pose le probléme (P) :

(P) Rechercher le contréle minimisant Ty sous la condition que le point
d’arrivée est imposé, c’est-a-dire que 'on se donne (¢, b) e T'; et que l'on veut
avoir :

xg(Tg) = a,  y4(T) = b.

Jre PARTIE

ey

a) Utilisant la théorie des multiplicateurs de Lagrange, ramener le probléme
(P) a I’étude du minimum libre de la fonction :

g(t, 0) =t + pixg(f) + peye(t)

oll uy et uy sont deux constantes et o1 ¢ et 6 sont deux variables indépendantes,
teR*, 0e€ (ol € dénote 'ensemble des contrdles c’est-a-dire I'ensemble des
applications continues de R* dans le cercle).

b) Soit (t,, 8,) un point o1 g atteint son minimum. Calculant g;, en déduire

une relation entre @y et wo.
Soit 0, = €. On pose f(A) == g(t, 0, + 20,). Alors on a f'(0) = 0
On pose
b =|2 1
P1(t) = | =5 %o +20, ()
Lvs r==0
0

En dérivant (1) par rapport & A, montrer que (g;, ¢, satisfait le systéme
différentiel] linéaire :

® 3(22) = (51) + 0,08,
' ¢1(0) = 95(0) =0
ou
A= g u}) et oll B = — sin 0,
t Uy Uy ¢ cos 0,
Montrer que f(0) = 0 s’écrit :
G) (o)) =0,
ol ( | ) dénote le produit scalaire de deux vecteurs de R? et ol p = (r) .
2
g <P1 .
¥ (‘Pz)
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¢) Notons par §(r) la fonction définie sur 0, ¢, & *aleurs dans R? et solution
du systeme adjoint de (2) suivant :

d T) *
@ o =—AfJd(r) O<t <t

$(t) = u.
Posons k(r) = ({(r)|e(r)). Dérivant £ en tenant compte de (2) et (4)

montrer que :
K (t) = ($(v)|B:)0:(7).

. ¢

Ecrire (3) sous la forme f E(7)dv=0.
0

En conclure que :

(5) (U(x))B.) =0 0< <t

d) Tirant de (5) 4y = ¢, tg 0, et portant dans (4), on déduit deux équations
différentielles du ler ordre, auxquelles ¢; doit satisfaire. Ecrire que ces deux
équations sont identiques et obtenir la condition de compatibilité :

J6H
[7AV}
(6) ——th = F(uy, uy, 0z 0y, 6,)
b 7 ’
Montrer que le systéme (1) auquel on adjoint Péquation différentielle (6

détermine complétement le mouvement
donné la valeur de: 6(0) =

troiantnira antimala
Li an LOURURLL L U‘tJ LALIICLLN.

Pour résoudre (P), o
point (a, b) appartient a A

t1
optimum du
o est « I'angle de tir »

nt a la valanr ~ de Pano
AALL €4V ACL ¥V OLAWL WAL e WAL L 1-6 4

termine directement « par la condition que le

B
Q.
0\

I1¢ PARTIE
Equation de Hamilton-Facobi

On note par S(x, ») ((x, y) € Q), le temps minimum mis par le bateau partant du
point (0, 0) pour atteindre (x, y).

¢) Soitd > 0 fixé, montrer :
S(x, y) = Inf (S{x — 8(u + cos 0), y — 8(v + sin 0)) 4 8) 4 <3
b

ot ¢ = 0 lorsque § — 0. En déduire que :
(7) I = uS; + 05, + Sgp (S; cos 6 4 S/ sin 6)
ce qui s’écrira :

I =uS; +98; + [(8.)° + (5,)%]

1
2

(Equation de Hamilton-Jacobi de (P)).
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J) Reprenant I’équation (6}, montrer qu’a chaque instant dans une traversée
optimale la vitesse relative V du bateau est normale & la courbe de niveau de la fonction S
passant au méme point.

3° CALCUL EXPLICITE POUR UNE METRIQUE CONVEXE EN DIMENSION 2

Ire PARTIE

a) Soit P un espace vectoriel sur R de dimension 2, P’ son dual. Nous appelle-
rons « élément de contact » tout couple (m; M) formé d’un point m de P, et d’une
droite M affine de P passant par m. Soit (m, M} un élément de contact tel que M
ne passe pas par O (origine de P, on lui associe I’élément de contact de P’ (m/, M),
ot m' est la forme linéaire sur P telle que M ait pour équation m'(x) = 1, et M/
est la droite de P’ affine d’équation m(x) = | : montrez que ’'on a défini ainsi
une bijection ¢ des éléments de contacts de P (dont la droite ne passe pas
par O) sur les éléments de contacts de P’ (dont la droite ne passe pas par
Porigine O’ de P’). En renversant les réles de P et P/, on définit de méme une
application ¢', montrez que c’est I'inverse de o.

b} Soit une courbe C de P, strictement convexe {une droite affine n’a avec C
au plus que 2 points en communs) deux fois différentiable (on ne donnera pour
les calculs cette courbe paramétriquement, les coordonnées x(¢) et y(¢) d’un point
de C étant des fonctions deux fois dérivables}, dont aucune tangente ne passe par
O. Montrez que ¢ fait correspondre aux éléments de contacts (m, M) formés
d’un point de C et de la tangente & C en ce point} des éléments de contacts
(m', M') tels que m' soit sur une courbe différentiable (stricternent convexe et
dont aucune tangente ne passe par O’) §’ (que nous noterons encore ¢(C)),
et que M’ soit la tangente en m" & C'. Montrer que 'application f de C sur ¢/,
qui au point m de C fait correspondre le point m’ de I’élément de contact ¢(m, M),
est un difféomorphisme de C sur C'.

¢) Soit V une variété réelle de dimension 2, T(V) son fibré tangent et W
une sous-variété de T(V), de dimension 3, qui coupe T_(V) (espace tangent 4 V
en x) suivant une courbe C, (strictement convexe, n’ayant pas de tangente passant
par O) alors ’ensemble des points de ¢(C,) (¢ étant ’application définie dans 4))
pour tous les x, forment une sous-variété W’ (noté encore ¢(W)) de dimension 3
de T(V*) (fibré cotangent), ayant les mémes propriétés que W. On a une
définition analogue pour l'application que nous appellerons ¢’, et on a
o' (¢(W)) = W. Montrez aussi que I’application (que nous noterons encore f)
de W sur W' dont la restriction & T _(V) est application f du &), est un difféo-
morphisme de W sur W',

d) Soit F une métrique strictement convexe sur V, I lindicatrice de F,
alors la figuratrice H de F est ¢(I), et ’application d’Hamilton % restreinte
a I, n’est autre que f.
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1T ParTIE

Prenons comme variété V Pouvert de R? défini par y > 0. Considérons sur V
Iéquation aux dérivées partielles :

(1) (2S/ox)? + (a8/09)% = 1[5~

Soit H la sous-variété de T(V*) d’équation p? + ¢% = 1/»%, (ol p et q représentent
les coordonnées d’un point de I’espace contangent dans la base associé au systéme
de coordonnée (x, y) pour la variété V) : dire qu’une fonction S vérifie I’équation
(1) est dire que sa différentielle appartient & H.

Montrer que H vérifie bien les conditions imposées aux variétéds W et W’
dans (19, ¢), et que la sous-variété I = ¢'(H) est l’indicatrice d’'une métrique
strictement convexe I que ’on déterminera.

Chercher toutes les géodésiques de cette métrique : aprés avoir remarqué que
' = cste ne peut étre une géodésique, on cherchera celles-ci en prenant y comme
parameétre, et en utilisant les équations de Lagrange; F ne faisant pas intervenir x,
on a une intégrale premiére évident de I’équation de Lagrange.

III® PARTIE
Pon a un champ de normales de la métrique F, la fonction
lution de (1).

b) Réciproquement soit S une solution de (1) : S appartient a H, et soit A
le champ de vecteur A = A~! (dS), montrer que la forme de Hilbert descendue
suivant A est df, et en déduire que A est un champ géodésique. Montrer que c’est
un champ de géodésique d’un champ de normales, les géodésiques du champ
étant transverses aux surfaces S = cste,

IVe PArTIE

Soit W la droite » = 1, et soit sur W la fonction s = Argsh ( y/2). En un
point m de W, considérons 'ensemble E, des éléments de T,(V*), dont la
projection sur T, (W*) est ds, alors E, est composé de deux points, soit A,

un de ces points (le choix du point étant suivi par continuité le long de W) :
Soit B, = h~1(A,), et soit B la famille des géodésiques tangentes en m a B,
calculer B. Montrer que B est un champ de normales : pour cela, on considérera
le groupe U associé & B, et application u(m) = U_ p1osie(m) (m appartenant

4 W), et on montrera que B est transverse & & = u(W)., En déduire une fonction S
solution de (1), dont la restriction 4 W soit s.






APPENDICE

Démonstration du théoréme de réduction
d’un champ de vecteurs

Bien que nous ne I’ayons utilisé que dans le cadre d’ouverts de R”, nous allons,
en raison de ces applications possibles & la théorie des équations différentielles,
le démontrer dans le cadre des espaces de Banach, ce qui ne complique pas la
démonstration.

THEOREME DE REDUCTION. — Soit E un espace de Banach, Q une partic ouverte de E,
A un champ de vecteur de classe C sur Q. Soit xy € Q. Supposons que

A, #0
Alors on peut frouver un voisinage ouvert L de x et une carte de (1 tel que la restriction A
de A & Q) lu dans cette carte soit un champ de vecteur constant.
PREUVE, — Par une translation ramenons-nous au cas ot x, = 0. Posons ¢ = Ag:

Soit ¢* un élément du dual de E tel que (e, e*> = 1

E = {xeE|¢x, e*> =0}
Alors
E=E ®Re

En effet pour tout x € E écrivons

x =X 4 &e ou £ = {x, e*>
alors on constate

K e*) = (%, %) —Ele, %) =0
c’est-a-dire que &% « E. Ainsi nous avons la décomposition

x =X -} & avec iel et E = {x, e*).
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Posons
alx) = A, —e.

Choisissons le rayon r, > 0 tel que notant par ®(r,) la boule fermée de centre O
et de rayon r,

©) | o] < 5
et
[a'(x})] < K < o0 quel que soit  x e B(ry)

(ceci est possible puisque ¢ C(Q; E)).
Soit 7, un nombre positif tel que

(1)

Considérons le cylindre

(-
Alors € vérifie

(3 n)es(3)

Nous allons construire une application ¢ de classe C! du cylindre € dans E dont
I’application inverse donnera la carte cherchée.
Nous chercherons a réaliser ¢ de telle sorte que ¢ transporte le champ de

vecteur constant égal a e sur la restriction du champ A 4 I'image de o.
Si tel est le cas,

= & 0] 7] <22 18 < 1’2%

o(¥ + t¢) sera une ligne de courant du champ A.
C’est-a-dire

2 (9F + 1) = ¢ + alo(¥ + w))

ou en intégrant

3 o(F + &) — o(®) = [ (¢ + alo(F + ) d

Nous imposerons a ¢ une seconde condition a savoir

o(x) =x pour xeBEnC
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Alors (3) s’écrit

(4) —x—l—f (¥ - te)) ou x= (& E) =&+ &

Ces préliminaires étant terminées, abordons la démonstration. Celle-ci consistera
a montrer que I'équation (4) détermine ¢, que la fonction ¢ ainsi trouvée est de
classe C1, enfin qu’elle définit un difféomorphisme local, enfin qu’elle répond 2 la
question. Ces quatre points seront traités dans les quatre paragraphes I, II, III,
IV, le paragraphe le plus délicat étant II.

I. CONSTRUCTION DE ¢

Notons par H = Co (e (2, Tz) %(rl))-

Si fe H nous poserons || f||g = sup || f(x)||. Alers H est un espace complet.
ze

Considérons I'application défini sur H en posant
X . P . . re
P(f) =g ou feH et ou g(x)=x—{—J0 a( f (X -} te)) dt
Montrons que @ est une contraction. Si

(I)(J‘;) = &i =1, 2,

ad ad [.E - - | F L g FIAY S S )
6% — &) = | [a(/o(¥ + 1)) — a(/o(¥ + i)} di

on a

Evaluons le crochet en utilisant le théoréme des accroissements finis, on obtient
qu’il est inférieur a

K[| AF + te) — fo(F + te) |

llgl—gzil K"z”fl““fzu

d’ou
et utilisant 1

@ 20f) — ®(£)] < ¥ IA—Al

Montrons que
O (H) < H.

Soit fy(x) la fonction identiquement nulle. Alors g, = @( f,) n’est rien d’autre

Go(%) = x
d’ou d’apres (2)

I
leol < 2
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Soit maintenant f; € H. Alors | f; —fo| € r1cton a

19/ < 19U + 190 — d(f)]

X . r .
la derniére norme est inférieure a —4%, d’ol1

1P < ro c’est-a-dire que ®( f1) e H.

Ainsi @ est une contraction de ’espace métrique complet H. Elle possede un
point fixe unique soit ¢ ce point fixe. ¢ est une fonction continue de € & valeur de
B(r,) qui satisfait ’équation (4).

II. o EsT DE crasse O

Supposons démontré le fait que ¢ est de classe C1, et dérivons formellement 5.1.4
par rapport a la variable ¥ on obtient

J—I—f o(% - te)) ocpé’&(ﬁcv-l—te)dt

T 125 :
ot ] note l'injection canonique de E dans E.

Ce calcul formel rend naturel 'introduction de ’équation

(6) D) =J + [ d(o(F + ) o D(F + 1) d

Nous allons noter par

G = Co(e; ¢(B; E)) |

G est un espace vectoriel, nous cherchons une solution D de (6) qui soit un
élément de G.
Considérons 'application L e £(G; G) définie en posant

LR) =S
ou
E ~ ~
S(x) = fo d(o(F + 1)) o R(F — te)dt o x=%+ e
Alors
IL(R) g = sup [S(x) 4w, m < sup [R(*)|¢E, » Kre
d’out utilisant (1) ,
ILR) e < % IR[

Ainsi L est une application linéaire de norme < L
b2 : - V4 . 4'
L’équation 6 s’écrit
D—L(D) =y
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ol j est la fonction constante partout égale & J e ¥(E; E). Alors on a

400
D=j+ (Z L")J'
n=—1

ce qui démontre I’existence de D & valeur dans $(E, E) continue, satisfaisant (6).

Remarquons de plus que
=00
(S1)s
n=1

Montrons maintenant que si e E on a

o(x + h) — ¢(x) = D).k + ¢|k]

avec € — 0 lorsque £ — 0.

o0
I\ 1
sZ(;ﬁ—) <5

n=1

(7) |D—jl <

Fixons %,e E, et posons

6(t) = (X +te)

$r(t) = o(Xo + te + &)

D(t) = D(F, + t).
Alors , §;eCo(I; E), DeCo(I; ¢(E, E)), ol I est Pintervalle ]— Tay + 1a[t
D’antre nart Lanrde (AN An o
A LAV N -[Juy.l.\.u ur’-l-‘-rﬂ \-I-/ Ll L

-~ A

(8) ) —&n(h) =k + | (a(®(0)) — a(95(2)) dt

On a d’aprés le théoréme des accroissements finis

a(6(t)) — a(@r(t)) = a'(8(t)) - (8(£) — &x(2)) + [$(t) — &1(0) e (®)

Q
=

le®] < sup |d'(@(®)) —a'(x)|  ou  xe[(), gi()]

Utilisons Ja continuité uniforme de a’'(£), on obtient que pour tout ¢ > 0 on peu.
trouver 7 tel que

le(t)|l < e s1 ||i~z|} < 7 quel que soit tel.

Alors (8) s’écrit

[ex) ] <7mee st 2] <y

16—l = 16— il m = sup |8() — &5(0)]
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D’autre part 6 s’écrit dans ces notations

v 78 -
Dixy+2)h=h+ [ (@(@(t)) o D(@(®)) B d
d’ol1 en retranchant cette égalité de 9 on obtient en posant

5(t) = ®(t) — 4x(t) — D(§(1)) .4

(10 300 = [ a(6(0).3() db + 20916 — 1l

Considérons opérateur linéaire ! défini sur Co(I; E) en posant

() =

ou X est la fonction

Remarquons que

(AN < 7. sub ”n’(r?m(t\\“ [Fels I
LAYl S T2 SUp [[2 (@)} v
tel
et utilisant (1)
NIEdN I = .L Il rh”
S N BN A
Utilisant [ nous écrivons (10) sous la forme
8§ —U(8) = |& — &ale, avec leslooim < sre
lorsque %] < . 1
Comme [ est un opérateur linéaire de norme < — on peut inverser le

2

premier membre par la série géométrique et on obtient

5= (3 #)- 06 —auien

3] < 6 — mnwm(2(§))
c’est-a-dire

(1) 18] < 2{8 — &l el

Enfin on a, appliquant a la définition de 8 I'inégalité du triangle

131 = 18 — &zl — ID@E) llocr: ack, m- 151
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d’ou remarquant que (7) entraine

N 3

sup [D(@() latm < 5

te1
on a

A Py 3 7 sy A
16 — 5] —5 1] < 2[ea] % — sl
d’ol1 on obtient que \
2

lo—&il <y 1 sl < 12

Or comme p,| < er, on aura en prenant e assez petit
|6 —oal < 31R] st [R] <7
En portant dans (11) on obtient que
13] < 6&] lpall < 3[RIers st Al <
c’est-a-dire en particulier que
ou encore
3(t) — §a(t) — D(F, + #) . b = |hfu

ou ||lu| — 0 lorsque % — 0.

Ainsi Papplication (%) posséde en tout point x une application dérivée
partielle suivant . et cette dérivée partielle est D(x), par suite est continue.

D’autre part I'application dérivée partielle de ¢ suivant le sous-espace de
dimension 1 engendré par ¢ s’obtient en dérivant (4) suivant £, on obtient :

er(x) .1 = a(@(x)) -+ ¢

Cette dérivée partielle existe donc et est continue.
On en déduit de I’existence et de la continuité des dérivées partielles que
@' (x) existe quel que soit x e € et est continu. Ainsi

o CY(e; E).

I1I. © DEFINIT UN DIFFEOMORPHISME
Nous allons montrer que ¢ réalise un difféomorphisme du cylindre € sur son image.
Comme ¢ (x) = D(x) remarquons que (7) entraine que

loa(x) —J ] < -5

D’autre part on a

(12) ¢'(%).e = ¢ + a(q(x))
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d’ont
(13) e (x) —I| < 1/2 en vertu de 0

ou I note I'identité de £(E; E). On déduit de (13) que

@' (x) est inversible quel que soit xe C. L’application ¢ est ainsi localement
inversible en vertu du théoréme des fonctions implicites.

Montrons que @ (x) est injectif. En effet € est convexe. Soit x;, x5 & €. Alors
on a en appliquant le théoréme des accroissements finis et en tenant compte
de (13)

P(xy) = @(xy) = (xy— x2) + p#y — x5

ot o] <.
2

Si @(x,) = ¢(x,) on en déduit
|y — x| < % [2y — x| C’est-a-dire  x; = x,
Ainsi ¢ est un difféomorphisme.

IV. (¢71),, TRANSPORTE LE CHAMP A SUR UN CHAMP CONSTANT

Nl b mine rmmen 03 Pion v T o @t 1 T AL s o il Jimermena da o matd seecrmia €3
ANOLOILY lJ ad 1 11 la.gc CC q)- WOLL \i} 1T ULLIC U .U.UJ.P.UJ.DL 1C 11LVCLHT LT ([) liu.l ClivUIC LZ
sur €. Notons A la restriction de A a Q. Montrons que

b A =e

Comme ¢, réalise un isomorphisme des champs de vecteurs € sur les champs de

vecteurs sur Q il suffit de montrer
Cx (L]J*A) = Pyt

ey = (0o ), = identité,
d’ou tout revient & montrer que
(Pye)s = @' (x)e ou F = o(x)
Il résulte de (12) que

Mais

¢'(x).¢ = a(o(x)) + ¢ = Ayy

c’est-a-dire que
(cp*e):z- = A(p(w) = A,

Ce qui démontre (14) et achéve ainsi la démonstration du théoréme de réduction.

Remarque. Trivialisation de problémes sur les équations différenticlles
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Il est facile de déduire du théoréme de réduction un théoréme d’existence et
d’unicité pour les solutions du probléme de Cauchy

2 fix 1)
x(0) = a

On se rameéne en effet & chercher les lignes de courant d’un champ de vecteurs A
de classe C! (si f est de classe C1) passant par un point donné. Le théoréme de
réduction permet alors de se ramener au cas trivial ot A est constant.

De méme le théoréme de réduction donne, par réduction du cas trivial de
champs constants, la dépendance C! de solution d’une équation différentielle
dépendant d’un paramétre de fagon Cl. Réciproquement ce dernier résultat
pourrait permettre de démontrer le théoréme de réduction qui lui est ainsi
équivalent. (cf. p. 136, 137.)
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