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Introduction

Lorsque j’étais taupin a la fin des années 30, j’étais émerveillé par
la Géométrie quon appelait alors, et depuis la fin du XIX*® siecle,
« moderne » : une algébre quon connaissait si bien que les calculs effectifs
sur les coordonnées étaient devenus presque inutiles et que des calculs
« virtuels » suffisaient. Jétais fasciné par des énoncés comme :

— Si une droite a au moins 3 points communs avec une conique, elle fait
partie de celle-ci, qui est alors décomposée en 2 droites

— Une conique qui a un point double est décomposée; de méme pour
une cubique avec 2 points doubles et une quartique avec 4 points
doubles ;

— Llintersection d’une quadrique par un plan tangent est décomposée
en 2 droites, d’ou 2 systémes de génératrices rectilignes sur cette
quadrique.

Et Pon continuait avec les polaires réciproques, les cubiques, les
quartiques, etc., jusqu’aux cercles de Villarceau sur le tore. A I'horizon,
Pon nous faisait admettre le théoréme de Bezout : « Deux courbes planes
de degrés p et q ont pq points communs, réels ou imaginaires, distincts
ou confondus, d distance finie ou a linfini. »

L’on ne s’étonnera donc pas de ce que, quelques années plus tard,
Jje me sois spécialisé dans la Géométrie algébrique et, plus particuliérement,
dans la théorie des intersections. Je le fis malgré les (ou peut-étre a cause
des) avertissements de mon ami Laurent Schwartz contre I'abus des

raisonnements fondés sur le principe : « Une correspondance algébrique

r
(adjectif parfois omis alo
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coniques, etc.) est homographique. » En effet, nous disait-il, prenons
dans le plan deux droites imaginaires conjuguées D et D’ ; elles se coupent
en un point réel P ; toute droite réelle coupe D en un point M et D’ en
son conjugué M’ ; on a ainsi érabli, entre D et D', une correspondance
qui est algébrique et biunivoque ; comme le point P se correspond d
lui-méme, un theéoréme connu (cf. chap. 11, § E) dit que les droites
Jjoignant les points homologues M, M’ de cette correspondance passent
par un point fixe ; autrement dit, toutes les droites réelles du plan passent
par un méme point !

Cet avertissement, puis U'influence de mon maitre Claude Chevalley,
qui insistait sur U'importance des corps finis et de la caractéristique p, m’
incitérent a préter attention au choix du corps de base (la correspon-
dance ci-dessus entre M et M’ est une application rationnelle sur R,
mais pas sur C) et j appris vite que, en caractéristique p # 0, la biunivocité
d’une application rationnelle ne suffit pas a la rendre homographique.
Mais, une fois le langage bien précisé (au moyen de plus ou moins
d’ Algebre), toute la beauté de la vieille « Géométrie moderne » subsistait.
Les récents développements de la Géométrie algébrique ont d’ailleurs
montré que le « vieux » et le « neuf » s’y marient fort harmonieusement
moyennant la mise en place de lappareil algébrique nécessaire, qu'il
s'agisse des correspondances sur une courbe en caractéristique p # 0
{ André Weil), de la conjecture de Mordell enfin démontrée, ou de la mise

en forme des vieux résultats de Halphen sur les courbes gauches ( Gruson-
Peskine ).

Sdiver b

Sur un plan plus élémentaire et didactique, jeus assez souvent I'occasion
de mettre 4 profit mes souvenirs taupinaux, éventuellement mdtinés d’un

. 14 [] A -
peu d’Algeébre, lors de la discussion de legons d’Agrégation ou interve-

naient la Géométrie projective, les coniques et quadriques ou le groupe

circulaire. Je méditais de systématiser ces exposés un peu épars, faits

) y 1o Hy h Yo A
de piéces et de morceaux, lorsque mon ami Francis Hirsch m'en donna

Poccasion en me demandant de faire d 'ENSET un cours d’Algébre
et de Géométrie destiné essentiellement a éclairer les agrégatifs sur les
points du programme qu’ils connaissaient le moins bien, tout en leur ouvrant
Pesprit. Or les parties du programme d’Agrégation qui leur causaient
le plus de tracas étaient justement celles ou I’Algébre était appliquée
d des situations géométriques qui leur étaient peu familieres : Géométrie
projective (et parfois affine), homographies, birapport, coniques, qua-
driques et autres courbes ou surfaces ; par un retournement de la situation
antérieure (le « A bas Euclide » de Jean Dieudonné ), il semblerait que la
Géométrie n'est plus guére enseignée dans les lycées, taupes comprises,
ni dans les universités. Jai donc essayé de faire partager a ces étudiants
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les joies que j’avais eues lorsque j’étais taupin et de systématiser les exposés
que javais fait antérieurement.

Les pages qui suivent sont donc issues de cet enseignement, qui m'a
donné beaucoup de plaisir. En les rédigeant, j'ai été amené a aller un peu
plus loin que je ne Pavais fait dans mes cours de 'ENSET (ou il y avait
aussi a traiter pas mal de questions sans lien avec la Géométrie projective ).

Le prérequis est assez mince : une bonne familiarité avec I’ Algébre
linéaire, des rudiments sur les formes quadratiques et les extensions de
corps, quelques notions sur la factorialité des anneaux de polynomes
et sur lirréductibilité des polynémes.

Tout en m'efforcant de rester élémentaire, je me suis gardé de me
borner aux corps R ou C. Sauf la caractéristique 2 en ce qui concerne la
classification des quadriques et la dualité par rapport d celles-ci, la carac-
téristique p « ne coiite pas plus cher » et donne parfois lieu a des résultats
frappants (par exemple chap. 111, § D) ou ¢ des phénoménes amusants.

Les figures, tracées (croit-on) sur R, ne sont ld que pour aider d saisir
Pagencement des points, droites et autres courbes intervenant dans les
énoncés et les raisonnements, qui eux, sont valables sur un corps (d peu
prés) quelcongue. Pour en faciliter 'exécution, toutes les coniques qui
y figurent ont été tracées comme si c’étaient des cercles; c’est le plus
souvent sans inconvénient car il sagit de propriétés projectives et que
toute cohigue peut étre transformée en un cercle par transformation
projective.






CHAPITRE PREMIER

Espaces projectifs

§ A / Définition, repéres projectifs

Qui dit « géométrie projective » dit « projection » et « projetantes ».
Considérons, dans le plan, deux droites D et D’ non paralléles et un P
extérieur A ces droites. A tout point M de D faisons correspondre le
point M’ = p(M) ou la droite PM rencontre D’. On note que ce point
n’est pas défini lorsque PM est paralléle & D’ ; d’autre part le point A’

ol D’ rencontre la paralléle & D menée par P n’est pas obtenu par
ce procédé. Il « manque » donc quelque chose & D et & D’, et le bon
objet parait étre ’ensemble des « projetantes », c’est-a-dire des droites
passant par le centre de projection P. D'ou la définition :

DEFINITION 1. — Etant donné un espace vectoriel E sur un corps K,
on appelle espace projectif associé¢ d E et I'on note P(E) 'ensemble des
droites (vectorielles) de E.
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Ici le corps K n’a pas besoin d’&tre commutatif ; pour fixer les idées, E sera
un espace vectoriel a gauche sur K.

On peut aussi voir P(E) comme le quotient de l'ensemble E — (0)
des éléments non nuls par la relation d’équivalence « y est de la forme
y = ax avec ae K » (bien entendu a # 0). On a donc une application

cnr\onlqnﬂ p de E — fn\ sur Pﬂ:‘} qul, a fnut « Uﬂr-fn'nr » x’ falt corres-

pondre la droite vectonelle Kx qui le contient.

DEFINITI

dim (E) — 1.

L'espace projectif P(K"*!) est noté P,(K); il est de dimension ».
On appelle droite projective (resp. plan projectif) un espace projectif
de dimension 1 (resp. 2).

N 2. —_

On notera que P(0) est vide ; d’aprés la déf. 2, sa dimension est — 1. Un
espace projectif de dimension O est réduit a un point.

DEFINITION 3. — On appelle variété linéaire projective (vVlp) de P(E)
Pimage par p d’un sous-espace vectoriel V de E.

Pour étre tout a fait correct, on devrait dire « I'image de V — (0) par p ».
On écrira cependant, pour simplifier, L = p(V). On notera que la vlp L est
Pespace projectif P(V) associé a I'espace vectoriel V.

Toute intersection de vlp est ainsi une vlp, éventuellement vide.
Etant donnée une partic A de P(E), il y a donc une plus petite vlp conte-
nant A ; on dit qu’elle est engendrée par A et on la note (provisoirement)
(A). Fl]e correspond au sous-e¢space vectoriel engendré par p 1(A)__

THEOREME 1. — Si L et L’ sont deux vip de P(E), on a la « formule
de dimensions » :

dim(L) + dim(L’) = dim(L 1 L’) + dim((L U L*)).

Moyennant la déf. 2, c’est une traduction de la formule classique
pour les sous-espaces vectoriels :

dim(V) + dim(V’) = dim(V ~ V") + dim(V + V).

CoROLLAIRE. — Si dim(L) + dim(L’) = dim(P(E)), alors L N L’ est
non vide.

En effet le th. 1 donne dim(L N L’) = 0 et seule la vlp vide est de
dimension < 0.
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On dit que des points d’'un espace projectif sont projectivement
indépendants (ou qu’ils forment un systéme projectivement libre) s’ils
proviennent de vecteurs (ou, ce qui revient au méme, de droites) linéai-
rement indépendant(e)s.

Coordonnées homogenes. — La donnée d’une base (¢, €4, . . ., e,)de E
(supposé de dimension finie, ce qui sera le cas dans toute la suite) permet
d’associer a tout point A de P(E) des systémes (xq, x4, ..., x,)den + 1
¢léments de K, a savoir les systémes des coordonnées des vecteurs x € E
tels que A = p(x). Par définition de p, ces systémes sont tous non nuls
(# (0,0, ...,0) et proportionnels : si(xg, ..., x,;) est 'un d’eux, les autres
seront de la forme (ax,, . . ., ax,) avec a non nul dans K. Ces systémes
sont appelés les systémes de coordonnées homogénes du point A. On va
chercher a les caractériser au moyen de données faisant uniquement
intervenir 'espace projectif P(E) :

THEOREME 2. — Les systémes de coordonnées homogénes des points
de P(E) sont uniquement déterminés par la donnée (si K est commutatif)

— des points Py, .. ., P, de P(E) qui sont les images des éléments d’une
base de E, ( « points base » ) ;
— du point P, +, de coordonnées homogenes(1, 1,. .., 1) ( « point unité» ).

En effet, 1a donnée des points Py, . . ., P, ne détermine pas entiére-
ment la base (e, .. ., e,) de E dont les systémes de coordonnées homo-
génes pourraient provenir : ce pourrait tout aussi bien étre (aye, . . .,a,e,)
avec des a; non nuls dans K. Mais la donnée du point unité P, . ; demande
qu’il soit aussi bien I'image du vecteur e + e; + ... + €, que du
vecteur ageq + a;eq + ... + ae,; cela demande que ces deux vec-
teurs soient proportionnels, c’est-a-dire que tous les a; soient égaux a
un méme élément (non nul) a de K. Les bases correspondantes sont
alors proportionnelles (e, . . ., e,) €t (ae,, . . ., ae,). Si, dans la premiére,
les coordonnées homogénes d’'un point M de P(E) sont (x, ..., x,),
elles seront, dans la seconde, (xpa™ !, .. ., x,a™!), donc proportionnelies
(@ gauche) aux premiéres si K est commutatif.

Dans le cas non commutatif, il existe en tout cas une base de E dans laquelle
les coordonnées homogenes des points Py, ..., P,, P,+, sont (1,0, ...,0)....
0,0,..., 1) (1L, 1, ..., 1) '

DEFINITION 4. — Un systéme de n + 2 points (P, ..., Py, Pt y)
de P(E) comme dans le th. 2 est appelé un repére projectif.
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COROLLAIRE. — Un systéme de n + 2 points d’un espace projectif
de dimension n est un repére projectif ssi ( « si et seulement si» ) n + 1
quelconques d’entre eux sont projectivement indépendants.

Il revient au méme de dire qu’aucun hyperplan (= vlp de dimen-
sion n — 1) ne contient n + 1 d’entre eux. La nécessité est évidente.
T Andsrcmm v rmsan namd  mam amallioca T T nem wvzmm lamamn - -~y 1 1D,
neciproquéimenit, on reéicve rp, ..., I, €n unc oasc &g, ..., €, Q€ C ;
un vecteur u relevant P, ; a des coordonnées b; toutes non nulles dans
cette base, et la base (boey, . . ., b,e,) convient.

Ce raisonnement reste valable dans le cas non-commutatif.

Exemples. — 1) Un repere d’une droite projective est formé de
trois points distincts ( « deux 4 deux distincts » disent les puristes).

2) Dans un plan projectif, un repére est formé de 4 points, dont
les 3 premiers forment un « vrai » triangle et dont le quatriéme n’est
sur aucun des cotés de celui-ci. Aucun des triplets n’est formé de points
alignés.

P1 P 2 Po
9 . 9
Nor
P,
Po —

/ o N

L’usage des coordonnées homogénes permet d’écrire des équations
des vlp de P(E). Ainsi, dans une base (e, .. ., ¢,) de I'espace vectoriel E,
un hyperplan H a une équation de la forme

Xobo + x1by + ... + x,b, =0 (b;dans K, non tous nuls) (1)

qui exprime que le point de coordonnées (xo, . .., x,) est sur 'hyper-
plan H. La méme équation (1) exprime que le point de coordonnées
homogénes (xo, ..., x,) de P(E) est dans hyperplan (projectif) p(H);
on notera que tout autre systéme (axo, . . ., ax,) de coordonnées homo-
génes de ce point satisfait aussi a ’équation (1).
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Une vlp, ¢étant une intersection d’hyperplans, sera définie par un
systeme d’équations homogénes de la forme (1). Plus précisément, si
cette vlp L est de codimension d(dim(L) = n — d), elle pourra étre
définie par un systéme de d équations dont les premiers membres sont
des formes linéaires indépendantes.

NB. — On notera que, dans (1), les coefficients s’écrivent d droite des variables.
En effet, si f est une forme linéaire dont 'hyperplan H est le noyau, on écrit
Sflxoeo + ... + xpe)) = x0f(€0) + ... + X,f(e,) =0

Lorsque K est commutatif, on peut considérer les parties (dites « algé-
br:ques ») de ]espacc vectoriel E qul dans une base (e, .. ., €,), sont

AARn Aa A4 '™ 11
GOnnics par Ges a_yau.«uu.«e G Cquaticis po»ynem;a!es

FiXo, %1, s %) =0 (= 1,...,9) 2)

Un changement de base modifie, bien siir, ces équations mais n’altére
pas leur caractére polynomial ni leurs degrés. Pour le passage a I'espace
projectif P(E) et aux coordonnées homogénes, il vaut mieux supposer
que les polynémes F; sont homogénes : alors les équations (2) seront
simultanément satisfaites (ou non) par tous les systémes de coordonnées
homogénes d’un méme point. Elles définissent ce qu'on appelle une
partie algébrique de P(E).

Dénombrements sur un corps fini

Prenons pour K le corps fini F, a g éléments. Si P(E) est de dimen-
sion n, sa caractérisation comme quotient de E — (0) montre aussitdt que

cardPE) ="' - g-)=q"+¢" "+ ... +g+1. 3)

Ainsi une droite projective sur F, a g + 1 éléments (donc au moins 3
car g = 2) et un plan projectif a g> + g + 1 éiéments.

Comme le nombre de basesde Eest (g"* ! —1)Xg"" ! —q).. .(¢"* ' —¢")
(choix d’un vecteur non nul, puis choix d’'un vecteur non proportionnel
au premier, etc.) et comme un repére projectif est déterminé par la donnée
d’une base a une homothétie prés (th. 2), on a

Nombre de repéres projectifs de P(E)
=@ -1 —q) ... @ —q"")" @4

Pour une drotite (resp. un plan) ce nombre de repéres est

glg* — 1) = gqlg — g + 1)
(resp. g%(q° — > — @) = ¢°(q — 1)(q + 1)g* + q + 1)).



18 Géométrie projective

Ii y a autant de vlp de dimension d dans P(E) que de sous-espaces
vectoriels de dimension d + 1 de E. Un systéme libre 4 d + 1 éléments
détermine un tel sous-espace V et il y a, au total,

@' -t -9 ... @~ ¢

Nombre de vlp de dim.d de P(E)
=@ -D...(@"" -¢Wd =-D...@" - ¢") 5

Pour g grand, ce nombre est de I'ordre de gl¢* ir—4),

En particulier le nombre de droites dans P(E) est

(g""' — Dig" — g — Vg + 1).

§ B / Applications projectives, homographies,
groupe projectif

Soit 1 une application linéaire d’un espace vectoriel E dans un espace
vectoriel F. Comme u(ax) = au(x) pour adans K et x dans E, u est suscep-

tible de « passer aux quotients » et de donner une application de P(E)
dans P(F). Encore faut-il pour cela que x # 0 Imnlmne u(x) # 0,

N B LEAN SN S 9% LR 144

c’est-a- d1re que u soit injective. Elle donne alors une apphcatlon, notée
P(u) de P(E) dans P(F), qu’on appelle une application projective, ou une

homographie lorsquelle est bijective (cest- a-dire lorsaue

lorsqu’elle bijective (C’est sque
dim(P(E)) = dim(P(F)).

Si u n’est pas injective, on obtient seulement une application qui n’est définie
quen dehors de p(Ker (u)).

Si 'on se donne aussi une application linéaire injective v de F dans
un troisiéme espace vectoriel G, on a évidemment

P u) = P(v) - P(w)
(et naturellement P(identité) = identité) (6)

THEOREME 3. — Soient u et u’ deux applications linéaires injectives
de E dans F. On suppose dim(E) = 2. Alors on a P(u) = P(u’) ssi il existe
un elément a du centre de K tel que u'(x) = au(x) pour tout x dans E.
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On laisse au lecteur le cas ou P(E) est vide ou réduit 4 un point.

La condition est évidemment suffisante (la centralité de a assurant
que au est linéaire). Réciproquement, si P{u) = P(u"), il existe, pour
tout x dans E, un élément non nul a(x) de K tel que w’(x) = a(x)u(x).
En prenant x et y linéairement indépendants et en calculant w/(x + y)
de deux maniéres, on voit que a(x) = a(x + y) = a(y). Pour x et y
quelconques, 'existence d’'un élément z de E qui n’est proportionnel
ni d x, ni a y, montre qu'on a encore a(x) = a( y). Ainsi a(x) est un élé-
ment fixe a de K. Pour b quelconque dans K ¢t x non nul dans E, on a
u'(bx) = au(bx) = abu(x) et aussi u'(bx)=bu'(x)=ba.u(x); d’ol ab= ba
(car ux) # 0) et a est bien dans le centre de K. cQFD.

COROLLAIRE. — Un endomorphisme d’un espace vectoriel E qui
transforme tout vecteur en un vecteur proportionnel est une homothétie
centrale.

Dans le cas commutatif, on peut aussi raisonner sur les sous-espaces propres
de I'endomorphisme.

11 résulte de (6) que les homographies de P(E) sur P(E) forment un
groupe, appelé le groupe projectif de P(E) et noté PGL(E). En notant
GLAE) le groupe linéaire de E et Z le centre de K, le th. 3 donne aussit6t :

PGL(E) = GI(E)/Z* (si dim(P(E)) = 1). (7)

On notera que les points fixes d’une homographie h = P(u) sont

les images des vecteurs propres (non nuls) de u.

e v Pt Al e

Lorsque K est commutatif et qu'on se donne une base de E (3 un
facteur prés si l’on veut), une homographic de P(E) est caractérisée

nar una ~lacco ds matricee (inverceihlac) nrnnnl‘flnl’l"o”o(‘ Ellas définissent
Pul. LI LEWUL MO PP sLL 0 (LMY WL DL wiIWD ) T Uy AlALWS WA WALLAAI I Alby

& un facteur prés, une transformatlon linéaire portant sur les coordon-
nées homogénes des points de P(E), qu’on a I’habitude d’écrire :

ay,- = j0x0 + bjlxl 4+ ... + bj,,x,,
(G=0,1,...,n;a# 0 arbitraire dans K) (8)

THEOREME 4. — Soient P(E) et P(E’) deux espaces projectifs de
méme dimension n sur un corps comnutatif K, (Py, ..., P,, Py1y) et
(Pg, . .+, Pp, Pri 1) des repéres projectifs de P(E) et P(E"). Il existe alors
une unique homographie h de P(E) sur P(E') telle que WP;) = P! pour
i=01,...,n,n+ 1.
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On reléve Py, ..., P, en une base (e, ...,e,) de E telle que
Pleo+ ... +e) =P, (el § A, th. 2). Idem avec (ep, . . ., €,) dans E’.
Si h existe et est de la forme h = P(u), u(e;) doit étre de la forme a;e!
avec a; non nul dans K pour i =0,...,n Comme h(P,,,) = P.,,,
weo + ...+ e,) est de la forme bley + ... + €,). Ainsi tous les a;
sont eégaux a b, ce qui détermine u a un facteur prés et donc h = P(u)
de fagon unique (th. 3). L’existence de h est évidente : définir u par
ue;) =¢e;pouri=0,1,...,n

Dans le cas non-commutatif, ¢’est I'unicité qui fait probléme. Soient a et b
dans K tels que ab # ba. Soit u I'application linéaire qui envoie la base cano-

nique (e, ) de KxK en (ae, af). Alors h = P(u) laisse fixes les points (de coor-
données homogénes (1,0), (0, 1), (1, 1)) du repére « canonique » de P(KxK).
Mais, comme u(e + b.f) = a.e + ba.f n’est pas de la forme e + b.f) (sinon
¢ = a et ab = ba), P(u) n’est pas I'identité.

Ce raisonnement montre d’ailleurs que P'assertion d’unicité de k dans le th. 4
est équivalente 3 la commutativité du corps de base K.

Remarque. — Si K est le corps fini F,, le th. 4 montre que le nombre
d’¢léments de PGL(E) est égal au nombre de repéres projectifs de P(E),
lequel est donné par la formule (4) du § A.

§ C / Espaces projectifs et espaces affines

Rappel sur les espaces affines

Rappelons qu'un espace affine est un ensemble E sur lequel le groupe
additif d'un espace vectoriel (qu'on note »(E) ou l_*f) opere de fagon
simplement transitive. On dit souvent que les éléments de E sont des
« points » et ceux de v(E) des « vecteurs », ou des « translations » de E.
Le transformé du point a par la translation ¢t se note souvent ¢t + a,
d’ol les formules

s+(t+a=E+1t)+a O+a=a
qui traduisent le fait quil s’agit d’une loi d’opération d*un groupe sur
un ensemble. L'unique translation qui améne le point @ au point b

est notée b—a (ou ab). Ainsi on a

(c=b) +(b—a) = c—a («Formule de Chasles») 9)
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La commutativité du groupe v(E) équivaut a la « régle du parallélo-
gramme » :

b—a="Vb—a équivautaa—a =b—-"b. (10)

/"\\

Le choix d'un point a de E (appelé « pointage » de E en a) identifie
I'espace affine E a I'espace vectoriel v(E) : a tout point m de E correspond
le vecteur m—a de v(E). Bien que ce ne soit pas absolument intrinséque,
on pointe souvent les espaces affines pour faciliter les calculs.

Un repére affine de E est formé d’un point a, et d’une base (ey, . . ., e,)
de v(E). Les coordonnées d’un point m dans ce repére sont celles du
vecteur m—a, dans la base donnée. Il revient au méme de se donner
les n + 1 points a,,a; = e, + ay, ..., a, = e, + ay.

Une variété linéaire affine L est une partie de E qui est vide ou de
la forme L = V + a ou V est un sous-espace vectoriel de v(E) et ol a est
unpointde EOnaV+a=V +a'ssiV=Veta—aeV,desorte
que le sous-espace vectoriel V est uniquement déterminé par L; on
lappelle la direction de L ; deux vla de méme direction sont dites paral-
léles. Lorsqu’on pointe E, une vla n’est autre qu’un translaté d’un sous-
espace vectoriel (ou la partie vide). Toute intersection de vla est une vla,
d’ou la notion de vla engendrée par une partie A de E.

Etant donnés des points my, ...,m, de E et des éléments a,, ..., q,
du corps de base K tels que a; + . . . +a,=1, on définit leur barycentre
comme étant 'unique point g tel que, pour tout point p de E, on ait

g_p:al(ml _p)+ +aq(mq_p)'

La prise de barycentres est « associative » : un barycentre de bary-
centres des points m; est un barycentre des m;. On montre que I'ensemble
des barycentres des points m; n’est autre que la vla engendreée par les m;.
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En particulier les parties stables par la prise de barycentres ne sont autres
que les vla.

Remarque. — Pour K # F, les parties stables par la prise de barycentres
de deux points sont les vla. Sur F, les barycentres de deux points sont eux-mémes,
de sorte que la prise de barycentres de deux points n’ajoute rien a une partie de E.

Dans un repére affine, coordonnées (x, ..., x,), une vla est définie
par un systeme d’équations du premier degré

X5+ ... +xa,=b; (j=1,...,q9;a; bjeK).

On peut choisir les formes linéaires des premiers membres linéaire-
ment indépendantes ; alors Ia dimension de la via est n — g (en appe-
lant, comme de bien entendu, dimension d’une vla celle de sa direction).

Cela s’applique 4 une vla non vide. La vla vide peut étre, par exemple, définie
par les équations x; = Qet x, = 1.

Exemple d’espace affine : le complémentaire d’'un hyperplan d’un
espuace projectif.

THEOREME 4. — Soient P un espace projectif de dimension n et H
un hyperplan de P. On note T I'ensemble formé de identité et des homo-
graphies de P qui laissent fixes tous les points de H et eux seulement,
Alors T est un groupe isomorphe au groupe additif d’un espace vectoriel
de dimension n et opére de facon simplement transitive sur P—H.,

En effet, écrivons P = P(V;) et H = P(H,) ou V, est un espace vec-
toriel sur K et H; un hyperplan de V, ; ainsi V, est somme directe de H,
et d’une droite Kz. Soit u € GL(V,) telle que P(u)e T et P(1) # 1. Comme
P(u) laisse fixes les points de H, il existe a dans K tel u(x) = ax pour tout x
dans H,. Quant a u(z), il est de la forme u(z) = h + bz avec h dans H,
et b dans K. Les points fixes de P(u) correspondent aux vecteurs x + ¢z
(xe Hy, ce K) tels que u(x + cz) = d(x + c¢z) avec d dans K ; cela équi-
vaut a ax + c(h + bz) = dx + dcz, c’est-a-dire au systéme

(S) (@ —d)x + ch=0, ch = dc.

L’existence d’un point fixe de P(u) en dehors de H équivaut a celle
d’une solution (¢, d, x)de (S) avec ¢ # 0. Si h = 0,1l y a une telle solution
avec ¢ =1, d =b, x =0; 'hypothése P(u)e T exige alors P(u) = 1,
donc a=b. Si h#0, et ¢#0, (S) implique d=chc™! et (a—cbc V)x= —ch;
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ce systéme a donc une solution avec ¢ # 0 sauf si a—cbc™! est nul pour
tout ¢ non nul, c’est-a-dire sauf si a et b sont €gaux et appartiennent
au centre de K. On peut alors normaliser u par la conditiona = b = 1,
de sorte que u est I'identité sur H, et que u(z) est de la forme u(z)=h, +z
avec h, dans H,. Alors P(u) détermine uniquement I’élément h, de H,
et I'on voit aussitét que, pour P(u) et P(v) dans T, on a h,,, = h, + h,.
D’ou la structure de groupe de T. Sa simple transitivité sur P — H résulte
de la simple transitivité des translations h, sur z + H,.

Plongements d’un espace affine dans un espace projectif
Soient E un espace affine sur K, v(E) son espace vectoriel associé et a
un point de E. Par définition, la cléture projective de E est 1'espace
E = P((E) x K). (11)
On définit une injection j, de E dans E par
Jdm) = plm — a, 1) pour m dans E . (12)

Celle-c1 est déterminée a une translation prés par le point a. L'image
jAE) est le complémentaire de I'hyperplan P(»(E) x 0) de E.

Soient E et F deux espaces affines sur K et f une application affine
de E dans F. Elle définit une application linéaire v(f): v(E) — v(F)
telle que v(f)m — m’) = f(m) — f(m’) pour tous m, m" dans E. Si f est
injective, elle définit ainsi une application projective :

f=Po(f) x1x): E > F. (13)
Elle « prolonge f» en ce sens qu'on a :
fUdm) = jsaff(m)  pour tout point m de E. (14)

En effet f (jz(m)) est I'image canonique dans F de (f(m) — f(a), 1).
Avec des notations évidentes, on a

n =W’ (15)

de sorte que le groupe affine de E s'injecte dans le groupe des homo-
graphies de E ; son image est formée des homographies qui laissent
I'hyperplan « a l'infini » P(v(E) x 0) globalement invariant.

Coordonnées affines et coordonnées homogeénes

Ainsi tout espace affine E peut étre vu comme le complémentaire
P —H d’un hyperplan d’un espace projectif. Cet hyperplan, et les points,
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droites, etc., qu’il contient sont dits « 4 infini ». On notera que deux vla
sont paralléles ssi elles ont les mémes points a l'infini (plus rigoureu-
sement, mais nous ferons souvent ’abus de langage, ssi leurs clotures
projectives ont les mémes points a Pinfini).

Inversement, lorsqu’on choisit un hyperplan H d’'un espace pro-
jectif P et qu'on fixe son attention sur la structure affine de P—H,
on dit souvent que H est I’hyperplan a Pinfini, ou qu'on a envoyé H
a linfini. On choisit alors les systémes de coordonnées homogénes
(x0, Xy, ..., x,) des points de P de sorte que H soit I’hyperplan d’équa-
tion xo = 0. Pour un point m de P—H (xo # 0), (xg 'xy, ..., xg 'x,)
est un systéme de coordonnees affines de m. Si une vlp L de P, non située
a l'infini, est définie par le systéme d’équations (homogénes)

Xo@jo + X101 + ... + x,0;, =0 (=1,...,9),

son intersection avec P—H est la vla définie par les équations (affines)
ajo + y1a;1 + ... + yaa;, = 0. Lorsque K est commutatif et qu'on a
une partie algébrique L de P, non contenue dans H, et définie par les
équations polynomiales homogénes Fixq,...,x,)=0(=1,...,9),
son intersection avec P— H est définie par les équations F(1, y,,..., y,)=0.
Bref, pour passer du projectif a I’affine, on fait x,=1.

Lorsque L est a I'infini, le systéme d’équations affines obtenu par ce procédé
est, comme on dit, « impossible », il n’a pas de solutions, méme sur la cléture
algébrique de K.

Dans l'autre sens, soit E un espace affine muni d’un repére affine ;
notons (y,, ..., y,) les coordonnées d’un point m de E. Plongeons E
dans E = P au moyen de linjection j, associée a Porigine @ du repére
donné. D’apres (11) et (12),(1, yy, . . ., V) €st un systéme de coordonnées
homogeénes de j(m) (provenant de la base évidente de K x u(E)). Si
L est une vla de E definie par les équations y,a; + ...+ ya,=b;
J=1,...,9), sa cloture projective est définie par les équations
X185 + ... + X8, = xob;; si on la note [, on a L =(P-H)n L,
ou H est ’hyperplan a Tinfini.

L’on suppose maintenant K commutatif et 'on considére une
« partie algébrique » A de I'espace affine E, définie par une seule équa-
tion polynomiale F(y,,...,y, = 0. L'on note d le degré total de F
et I'on homogénéise F, c’est-a-dire qu’on forme le polyndme homogéne
de degré d :

Fu(x0, x1, .o, X4) = X3F(-Y1/xm s e v Xn/X0) - (15)
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La partie algébrique de P définie par I'équation homogéne
Fy(xo, . . ., x,) = O est appelée la cléture projective de A et est notée A.
Comme on a F,(1, yy, ..., va) = F(y1, .. .. y,), A est Dintersection de A
avec P—H. Les points de A — A sont appelés les points a I'infini de A :
ils forment une partie algébrique de H.

Nous nous sommes bornés aux parties algébriques définies par une seule
equation, appelées les hypersurfaces (courbes dans le plan, surfaces en dimen-
sion 3). Dans toutes les théories raisonnables de la dimension (tant dans I'affine
que dans le projectif), ce sont les parties algébriques de dimension n — 1. Pour
des parties algébriques de plus basse dimension de E, définies par plusieurs
équations polyndmes, I'on ne saurait se contenter de les homogénéiser ; il faut
homogénéiser tous les polyndmes de I'idéal qu’elles engendrent.

Ainsi, en dimension 3 (sur C), si 'on homogénéise les deux équations
x2+y? + 22 — 1 =0,x* + y? + z2 — 2x = 0d’un certain cercle C,I'on obtient
les équations (ou la « variable d’homogénéité » x, est notée ¢t) :

Xty +z22—-t2=0 x*+y2+z22-2xt=0,

qui définissent la réunion de C et de la courbe x2 + y? + z2 =t = 0, courbe
a I'infini qu’on appelle 'ombilicale. La « vraie » clture projective de C s’obtient
en ajoutant a2 C ses deux points communs avec 'ombilicale. Algébriquement,
il faudrait remplacer I'une des deux équations de sphéres définissant C par celle,
2x — 1 = 0, du plan radical de ces sphéres.

Enfin, lorsqu’on se donne un espace projectif P muni de coordonnées
homogenes (xg, Xy, ..., X,), les hyperplans H; d’équations x; =0
(i=0,...,n) ont une intersection vide, de sorte que P est la réunion
des n + 1 espaces affines P—H;. Les coordonnées affines dans P—H,

d’un point de coordonnées homogénes (xo, Xy, ..., X,) sont

(% "x0s oo xiT X oL X k) (G #0).

Si I'on part d’'un point de P—H,. de coordonnées affines (y, - - ., y,)
et §’il est aussi dans P—H; (y; # 0), ses coordonnées homogénes sont
(1, y1, ..., yn) et ses coordonnées affines dans P—H; sont

(yi—l, yi_ 1y17 s yi_lyi—la Yi_1Yi+1a RS yi— 1_Vn) (16)

Dans les calculs pratiques, on s¢ permet parfois des abus de notation.
Par exemple, si 'on part de la courbe affine C:x* + xy + 1 =0,
on note z la variable d’homogénéité et 'on écrit x® — xyz + z° =0
I’équation de sa cl6ture projective ; pour étudier le point (x=2z=0, y=1)
de celle-ci, qui est 'unique point a I'infini de C, on passe au « morceau
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affine » y # O en faisant y = 1, d’ol I'équation affine x> + z> — xz = 0;
bien entendu, les lettres x, y, z n’ont pas la méme signification dans
les trois équations.

Intersections avec une droite, points simples et points multiples des
nypersurfaces
On suppose ici le corps K commutatif et infini. Soit V une hyper-

surface affine d’équation F(y,, ..., y,) =0. Nous écrirons le polynéme F
sous la forme

F(Y)=Fo+F(Y)+... +F,Y) (0Y=(Y....,Y)) (17)

ou F; est homogéne de degré j et ou F; # 0 ; l'entier d s’appelle le degré
de V. Soit D la droite affine de représentation paramétrique y;=a;+b;t
(teK,i=1,...,n);ellepasseparle point A de coordonnées(a,, .. ., a,).
Les paramétres de ses points d’intersection avec V sont les racines de
I’équation

F(a, + byt, ....an + byt) =0 (18)

Cette équation se réduit 0 = 0 et est toujours vérifiée ssi V contient D
(en effet K est infini), cas que nous exclurons. Sinon elle est de degré < d,
de sorte que D a au plus d points communs distincts, Py, ..., P, avec V;
soient ¢y, . . ., t, leurs paramétres sur D. La multiplicité m; de la racine ¢;
de (18) ne dépend que du point P; : elle n’est pas modifiée par un chan-
gement de repére affine ni par un changement (affine) de paramétre sur D,
car cela revient 3 des transformations affines de I'équation (18) ; I'entier m;
est appelé la multiplicité d’intersection de V et D en P;.

Si le point A est sur V(F(a,, ...,a,) = 0), t = 0 est racine de (18).
Elle est simple ssi le coefficient de ¢ dans (18) est # 0. D’aprés la for-
mule de Taylor, celui-ci vaut Fi(@)b, + ... + Fya)b,, ou Fi(a) désigne
la valeur de la iéme dérivée partielle de F au point (a,,..., @,). Si ces déri-
vées partielles ne sont pas toutes nulles en ‘A, on dit que A est un point
simple de V. Alors la racine t = 0 est simple sauf si le vecteur (b4, .. ., b,)

est tel que Fi(a)by + ... + Fi(a)b, = 0; cela revient a dire que son
extrémite (y,, ..., y,) satisfait a 'équation
Filafy, —a))+ ... + Fialy, —a,)=0 (19)

celle-ci est celle d’un hyperplan, appelé I’hyperplan tangent 3 V en A,
Les droites de celui-ci qui passent par A, dont la multiplicité d’intersec-
tion avec V en A est = 2, sont dites tangentes 2 V en A.
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Un point A =(ay,...,a,) de V tel que Fi(a)= ... = Fja) =
est dit multiple (ou singulier) ; ces points forment une partie algébrique
de V, définie par n + 1 équations. Pour étudier de plus prés un tel point,
on y place 'origine ; alors, dans (17), F, = F, = 0; soit m le plus petit
entier tel que le polynéme homogéne F,, soit non nul; on Pappelle la
multiplicité de A sur V. L’équation (18) qui décrit I'intersection de V
avec la droite de représentation paramétrique y;=bit(i=1,...,n,
t e K) s’écrit alors

Fulby, .., 0, )t" + ... + Ey(by, ..., by ) = 0. (20)

La multiplicité d’intersection de V et D en A est m sauf si D est
contenue dans le « cone des tangentes » d’équation F,,(yy, ..., yu) = 0.

Supposons maintenant que toutes les racines de (18) sont dans K
(ce qui est le cas si K est algébriquement clos), que chaque point P; soit
compté avec sa multiplicité d’intersection m; et que I'équation (18)
soit vraiment de degré d. Alors on peut dire que D et V ont d points
COMMUNS.

Mais, dans (18), le terme en ¢ a pour coefficient Fy(b,, ..., b,).
S’il est nul, ’équation, comme on dit, « tombe » a un degré < d et il
n’est plus vrai que V et D aient d points communs. Ou sont passés les
autres? A Pinfini, bien entendu. En effet la relation Fyb,,...,b5,) =0
exprime que le point 3 infini de D est dans V (ou plutdt dans V) ; on dit
alors que la direction de D est une direction asymptotique de V.

Exemples. — L'intersection de la courbe plane x* — y* — xy = 0 avec la
droite y = bx se traduit par I'’¢quation (1 — b*)x* — bx® = 0. Elle admet x = 0
comme racine double (Iorigine est point double). Elle tombe au degré 2 pour
b=1,—1,i —i, pentes des directions asymptotiques de la courbe,

2 3 s _
La Surface x* + y° + z° = 0 nadmet que I'origine psur point multiple dans

I'espace affine : en effet, si les dérivées partielles 2x, 3y?%, 5z* sont toutes nulles,
cela implique x = y = z = O en caractéristique # 2, 3, 5; en caractéristique 2, 3
ou 5, deux des nombres x, y, z sont nuls, et le troisiéme aussi 4 cause de I'équa-
tion de la surface. Ses directions asymptotiques, données par I'annulation des
termes de plus haut degré 5, sont celles contenues dans le plan z = 0. La droite
z = t = 0 de ce plan est la courbe a I'infini de la cléture projective de la surface ;
elle est formée de points qui sont singuliers sur celle-ci (sur le morceau affine
y # 0, Péquation s’écrit t2 + x%® + 2% = 0).

On est ainsi amenés & étudier, dans un espace projectif P, |'inter-
section d’une hypersurface V d’équation homogéne G(xy, ..., x,) =0
et d'une droite D de représentation paramétrique x; = cu + dw
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(i=0,...,n), ou les couples (u,v) dans K? sont distincts de (0, 0)
et ou deux couples proportionnels donnent le méme point. L’intersec-
tion de V et de D est gouvernée par I'équation :

Gleou + dov, ..., cu + dw) =0. (21)
Cest une cquauuu uumogene de degré d (a’ = gré e G)enuetw,

Quitte & remplacer K par une extension al gebrlque, son premier membre
se décompose en un produit de facteurs linéaires en (u, v) : en mettant
a part les facteurs u, on forme I'équation satisfaite par v/u (faire u = 1),
dont chaque racine e; fournit un facteur v — eu. En comptant chaque
facteur avec son exposant dans le premier membre de (21), on obtient
ainsi d solutions (u, v), normalisées soit sous ia forme (0, 1) (facteurs u),
soit (1, e;). L’on obtient ainsi exactement d points communs a V et D,
Comme on disait autrefois, V et D ont d points communs « réels ou
imaginaires (extension de K), distincts ou confondus (prise en compte
des multiplicités), 4 distance finie ou a l'infini (remplacement d’une
hypersurface affine par sa cléture projective) ».

Lorsque I’équation (18) « tombe » du degré d au degré d — k, on voit
ainsi ou sont passés les k points d’intersection perdus. On prend pour G
le polyndme homogénéisé de F. La représentation paramétrique affine
yi=a;+btdeD(i=1,...,n) donne la représentation paramétrigue
projective xo=u, x;=a;u+by(i=1,...,n); ainsi co=1, dy=0, ¢;=aq;
d;=b;. Alors (21) s’écrit

G(u, au + byv, .. .,au + bw) = 0. (22)
‘I:.‘......A.-n..f =+. PR S AR . P A

upuaal = LU, CCui€ cquation donne u \Ju a,+bl,...,a,+0,0)=0,

c’est-a-dire F(cu + byt, ...,a, + bt) =0, soit (18), si u # 0. Ses

d — k racines t;dans K donncnt d — k facteurs v — t;u du premier membre
de (22) ; mais ce prermer membre a aussi k facteurs u, corresponaanl
au point a I'infini de D compté k fois. On notera que les multiplicités

d’intersection sont les mémes dans I'affine et dans le projectif.

Etudions enfin les questions de simplicité et d’hyperplan tangent
dans l'espace projectif. Avec les notations de (21), supposons que le
point A de coordonnées homogénes (cy, ..., c,) est sur V, de sorte
que le coefficient de u? dans le premier membre de (21) est nul. D’aprés
la formule de Taylor, celui de u’~'v est doGilc) + ... + d,Gifc), ol
Gi(c) désigne la valeur en (co, .. ., ¢,) de la dérivée particlle de G par
rapport 4 la variable d’indice i. Ainsi u sera facteur simple du pre-
mier membre de (21), et A point d’intersection de multiplicité 1 de D et V,
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ssi ce coefficient est non nul. Donc A est un point simple de V ssi les Gj(c)
ne sont pas tous nuls ; les points multiples de V sont donc définis par
les n + 2 équations G(x) = Gi(x) = 0. Si A est un point simple de V,
les droites qui sont tangentes 3 V en A (C’est-a-dire qui intersectent V
en A avec multiplicité > 2) sont donc celles qui sont contenues dans
Ihyperplan tangent d’équation :

xoGole) + x,Gi(e) + ... + x,Gic) = 0. (23)
Remarg gue, —D"‘pres laformuled’ E‘uleerGi)[.A,} + .. T XHG;{X} = dG’{X},

un point ou toutes les dérivées partielles de G sont nulles est sur V lorsque d
n’est pas multiple de la caractéristique de K.

Si Gi(xg, - .., X,;) est 'homogénéisé de F(y,, ..., y,) on voit aisément que
Gi(l, vi, .. s y) = Fi(y1, ...,y pour i = 1, . n, d’ot
66(19 Yis oo es .vn) = dF(y) - _VIF’I(y) T oeee T ynFr:(_V)
En appliquant cette formule 4 un point simple A = (1,44, ...,4,) de V, on
voit, puisque F(d) = 0, que 1’équation projective (23} de ’hyperplan tangent
devient — a,Fi(a) — ... — a,Fi(a) + y,Fi(a) + ... + Fi{a)y, = 0, ce qui est

I’équation affine (19} de 'hyperplan tangent.

Trois théorémes importants

Nous utiliserons souvent des locutions inspirées de la géométrie
¢lémentaire comme « mener une droite par deux points », « points
alignés » (c’est-a-dire appartenant & une méme droite), « droites
concourantes », « droites coplanaires », etc. La droite passant par
deux points g, b (distincts) d'un espace projectif ou affine sera notée D,,
(ou méme simplement ab).

THEOREME 5 (Desargues). — Dans un espace projectif P, soient D,
D', D” trois droites distinctes ayant en commun un point Q. On prend
sur chacune deux points distincts A, B, A’, B’, A”, B”, tous distincts de O.
Alors les trois pomts d’intersection 1 = DAA M DBB J= DAA" M DBB
et K = Dy-p N Dg.p sont alignés.

Les points I, J, K sont bien définis : D et D’ sont dans un méme
plan donc Dy, et Dgy sont dans ce plan ; elles sont distinctes et I'on
applique le th. 1 du § A. Si D, D’, D” ne sont pas coplanaires, elles
engendrent une vlp de dimension 3. Dans celle-ci, les plans AA’A”
et BB'B” ont une droite en commun (ibid.), qui contient I, J et K.

On peut en déduire, par projection, le cas ou D, D’, D” sont copla-
naires. Mais nous donnerons une démonstration directe. On se place
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dans ce plan, on prend D;; comme droite 4 I'infini et O pour origine
s'il n'est pas sur cette droite. Les points A, B, ..., B” peuvent alors
étre vus comme des vecteurs et il y a des éléments a, a’, a” de K tels
que B = aA, B’ = d’A’ et B” = a”A”. Comme AA’ et BB’ sont paral-
léles, il existe ¢ dans K tel que B" — B = ¢(A” — A), Clest-a-dire
adA’" — aA = cA’ — cA, dou @ = a = ¢ car les vecteurs A et A’ sont
linéairement indépendants. De méme a = a” car J est 4 l'infini. D’ou
B” — B’ = a(A” — A’), ce qui montre que les droites Dy, et Dgpg-
sont paralléles et se coupent donc (en K) sur la droite de l'infini Dy,.

[
[ ¥4

AN

O
>
@

Enfin, s1 O est sur la droite de I'infini D;;, D, D', D” sont paralléles
et ABB’A’, ABB”A” sont des parallélogrammes : la translation B — A
améne A’ en B’ et A” en B”. On en déduit que Dy, et Dy sont
paralléles, donc que K est sur la droite de 'infini Dy. CQFD.
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THEOREME 6 (Pappus). — Soit P un plan projectif sur un corps K.

a) Quelles que soient les droites distinctes D, D' et les points A, B, C
sur D, A’, B', C" sur D', tous distincts, les points 1 = D,y 1 Dy,
J = Dac N Dcar et K = Dye n Dcg. sont alignés ;

b) Le corps de base est commutatif.

On prend 1, C, C’ comme points base, D¢ comme droite & infini
et le point U commun 4 D et D’ comme point unité, Notons que des
points de coordonnées affines (p, g) (7', 4') sont alignés avec I'origine I
ssi p~'q = p’~1q’. Soient a et b les abscisses de A et B, qui ont donc
pour coordonnées (g, 1) et (b, 1). Comme A, B’ et I sont alignés et que
B’ a pour abscisse 1, ses coordonnées sont (1, a~'). De méme A’ a pour

o
t
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coordonnées (1, b~'). Ainsi J a pour coordonnées (a, b~ !) et K a pour
coordonnées (b, a~'). Leur alignement avec l'origine I s’exprime donc
par a~'b~! = b~ 'a™!, Cest-a-dire par ab = ba. Comme a et b sont
arbitraires (non nuls), cet alignement équivaut donc i la commuta-
tivité du corps. CQFD.

THeorEME 7 (théoréme fondamental de la géométrie projective). —
Soient P = P(v) et P’ = P(V') deux espaces projectifs de méme dimen-
sion n 2= 2 sur deux corps K et K'. Si f est une bijection de P sur P’ qui
transforme points alignés en points alignés, alors elle provient par pas-
sage aux quotients d’une bijection g de V sur V' qui est additive et telle
que glax) = s(a)g(x), ou s est un isomorphisme (fixe) du corps K sur
le corps K’

On dit que g est une application semi-linéaire (relative a s) de V sur V'
On voit aussitot qu'une bijection semi-linéaire de V sur V'’ passe aux espaces
projectifs et qu'elle transforme trois vecteurs linéairement dépendants en des
vecteurs linéairement dépendants ; ainsi la réciproque du th. 7 est (trivialement)
vraie.

On notera aussi qu'il suffit que f transforme tout triplet de points alignés
en un triplet de points alignés : elle transforme alors tout ensemble A de points
alignés en un ensemble de points alignés car, pour g, b (fixes) et x (variable) dans A,
f(x) est sur la droite D) /-

COROLLAIRE. — Toute bijection d’'un espace projectif de dimen-
sion = 2 sur lui-méme qui conserve les alignements est composée d’un
automorphisme du corps de base et d’une homographie.

Si ce corps est Q, R ou F, (p premier), il n’admet pas d’automorphisme non
identique et la bijection en question est une simple homographie.

-

Démontrons le th. 7. Soient ay, ..., a, des points projectivement
indépendants de P. Pour j =0, .. ., n, notons L; la vlp engendrée par
dg, . .., a;et Ljla vlp engendrée par f(ao), . . ., f(a;). Par récurrence sur j,
on a

f(L;) e L;
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car, pour n dans L, 1a droite aym rencontre L;_; en un point p ; comme
f(m) est aligné avec f(a;) et f(p), qui est dans L_; < L, f(m) est dans
L;. Pour j=n, on a L, =P, d'ou, comme f est surjective, L, = P’
Il en résulte que f(ao). ..., f(a,) sont projectivement indépendants.
De plus, si un point m de P est en dehors de L;, on voit, en complétant
le systéme (ay, . ... aj, m) en un systéme de n + 1 points projectivement
indépendants, que f(ao),...,f(a;), f(m) sont projectivement indé-
pendants et donc que f(m) est en dehors de L}; la surjectivité de f et
la formule f(L;) = L} montrent alors qu'on a f(L;) = L.
Choisissons dans P une origine O et un hyperplan 4 l'infini H.
Alors f(H) est un hyperplan H’ de P, qu'on prend comme hyperplan
a l'infini. Prenons O’ = f(0) comme origine. Alors f donne une bijec-
tion de E=P—H sur E' = P’ — H’, et E et E’ sont des espaces vec-
toriels. Il suffit de montrer que f est semi-linéaire (car g = f x sest alors
Papplication cherchée de V=E x K sur V' = E’ x K').,
L’application f de E sur E’ transforme droites en droites et droites
paralléles en droites paralléles. Comme f(0) = 0, la « régle du parallé-
logramme » montre qu'on a f(x + y) = f(x) + f(y) lorsque x et y sont
linéairement indépendants. Sinon, on a y € Kx et I'on prend z en dehors
de Kx (dim(E) > 2), de sorte que z est linéairement indépendant de x,

X

/\

X+y

de y,de x + yet que y + z est linéairement indépendant de x. On forme
alors

Jx+y+2)=flx+Y+2=fx+y)+f@=f(x +(y+2)
=fX)+f(y+2)=fx)+1(») +1(2).

de sorte que l'additivité de f est toujours valable.

Pour a dans K et x # 0, les points O, x et ax sont alignés, de sorte
que O, f(x) et f(ax) le sont aussi. Il existe donc s(a, x) dans K’ tel que
f(ax) = s(a, x) f{x). Lorsque x et y sont linéairement indépendants,
et donc f(x) et f(y) aussi, lon voit, en calculant f(a(x + y)) de
deux manieres, qu’on a s(a, x) = s(a, y) = s(a, x + y); cela reste vrai

P, SAMUEL 2
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pour x, y linéairement dépendants, par passage via un vecteur z qui
ne leur est pas collinéaire ; ainsi s(a, x) ne dépend que de a et on le note s(a).

Pour x # 0, et donc f(x) # (', les formules f((a + b)x)=f(ax)+f(bx)
et f(a(bx))=f((ab)x) donnent aussitdt s(a + b) = s(a) + s(b) et s(ab) = s(a)s(b).
Comme f(Kx) = K’ f(x), s est une surjection, et donc un isomorphisme,
de K sur K'.

Remarque sur 'analogue affine du théoréme 7. — Soit f une bijection
d’un espace affine A (sur K) sur un espace affine A’ (sur K’} de mémes
dimensions n = 2, qui transforme tout triplet de points alignés en un
triplet de points alignés. Lorsque K est le corps F,, 'hypothése sur les
alignements est vide car les droites n’ont que deux €léments. Cependant,
si K # F,, on peut conclure que f est semi-linéaire (en pointant A et A’
en des points O et O’ = f(0).

Comme dans le th. 7, on prend des points affinement indépendants
ay, ..., a,de A, on note L; la vla engendrée par ap, ..., a;et L;1la vla
engendrée par f(ao), ..., f(a;) et il s’agit de montrer, par récurrence
sur j, qu'on a f(L;) = L;. Pour m dans L;, il n’y a pas de difficulté si
la droite D,,,, rencontre L;_ . Mais, sinon, elle est paralléle 4 une direc-
tion de L;_; ; on prend alors un troisiéme point p sur la droite ma, ;

alors la droite a;p, non paralléle aL;_,, rencontre cette vla en un point g ;
lalignement a;pq montre que f(p) est dans L) et l'alignement mpa,
montre que f(m) est aussi dans L.

Cela étant, la surjectivité de f permet, comme dans le th. 7, de montrer
qu'on a f(L;) = L] pour tout j. On en déduit que f transforme droites
en droites et droites paralléles en droites paralléles. L’application de
la régle du parallélogramme et les petits calculs du th. 7 permettent
de conclure.



Espaces projectifs 35

5§ D / Présentation axiomatique
des plans projectif et affine

Axiomes d’incidence ; cas projectif

Le théoréme fondamental de la géométrie projective (th. 7, § C)
laisse deviner que I'on peut reconstruire la géoméirie projective a partir
de la notion d’alignement. Cest ce que nous allons faire, axiomatique-
ment, dans le cas du plan.

On se donne un ensemble P d’éiéments appelé le plan et une famiile
non-vide de parties distinctes de P et non-vides, appelées droites. On
suppose vérifiés les axiomes suivants (dits « axiomes d’incidence ») :

(A.1) Par deux points distincts de P il passe une droite et une seule.
Ainsi deux droites distinctes ont au plus un point commun. Plus pré-
cisément :

(A.2) Deux droites distinctes ont exactement un point commun.

Remarques. — 1) On notera la symétrie des assertions « une seule droite par
deux points », « un seul point sur deux droites ». Nous y reviendrons au § E
sur la dualité des espaces projectifs.

2) Une axiomatique de l'espace projectil P de dimension n comporterait
la donnée de n — 1 familles de parties de P — les vlp de dimension j pour
J=1,...,n—1 —, Passertion d’'unique détermination d’une vlp de dimen-
sion j par j + 1 points non contenus dans une vlp de dimension j — 1, et enfin
celle que toute intersection de vlp est une vlp (d’ou la notion de vlp engendrée),
la « formule de dimensions » du th. 1 (§ A) étant supposée vraie. C’est assez
simple a expliciter dans le cas n = 3.

On peut aussitét déduire quelques conséquences des axiomes (A. 1)
et (A.2). Nous noterons D, (ou ab) la droite passant par les points a, b.

D D .

- .re ants ba A "o o~
P admet 1 won vide D distincte de P, P a au

t.’&') Comme P adme
moins 2 points.

b) Aucune droite n’est réduite & un point a. Sinon, par (A.2), toute
droite passerait par a ; alors, en prenant un second point b, la droite bm
coinciderait avec ab (A.1) pour tout point m # a, b, de sorte que ab
serait le plan tout entier. On voit de méme qu’il n’y a aucune relation
d’inclusion entre deux droites.

¢) La réunion D v D’ de deux droites est-elle distincte de P ? Sinon
notons a le point commun a D et D’. §’il y a deux points b, ¢ sur D dis-
tincts de g, et deux points b, ¢’ sur D’ distincts de g, le point commun
a bb" et cc’ est en dehors de D et de D’. Le seul cas o0 P = D u D’ est
donc celui o1, par exemple, D a un seul point b # a et ou D’ est dong le
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2 o TT_. - PR

; 1entaire de b. Un tel plan sera dit « sans intéréi » et sera exclus
de la suite de letude

d) Deux droites quelconques D et D’ sont en bijection. En effet,
on prend un point p en dehors de D et D’ et on projette D sur D’ A partir
de p : A tout point m de D on associe 'unique point m’ de D’ ol pm
rencontre D’ ; Tapplication réciproque est évidente et on a bien une
bijection.

P D

e) Si le cardinal commun des droites est fini et qu'on le note g + 1,

1n et in 2 o nAatta 2 1 Aunitne BEn affat
i€ Illul'l CuUree lc'll q _r q —l_ ]. oty R:L uuoob q -r q T 1 Uruviitcy. l—lu ‘il.l.\il

prenons une droite D et un point a en dehors de D. Les droites par a
sont en bijection avec les points de D etil y en a donc g+ 1. Chacune
contient g points # g, d’'ot card(P) = (g + 1)g + 1. Pour compter les
droites on note que, a part D, il y en a g par chacun des g + 1 pointsde D,

d’otl, au total, 1 + g(g + 1) droites.

f) On a q = 2, de sorte qu’une droite a au moins 3 points et qu'on a
card(P) = 7. En effet, si g = 1, les droites ont 2 points et toutes les parties
a 2 éléments de P sont des droites par (A. 1) ; si card(P) > 4, on aurait
des droites disjointes, contrairement 4 (A .2); alors card(P) = 3, mézalor
le plan est « sans intérét ».

Un plan projectif est dit arguésien s’il satisfait a I'axiome suivant :

(A.3) (axiome de Desargues). — Quelles que soient les droites concou-
rantes distinctes D, D', D” et les points a, b de D, @', b’ de D’ et a”, b”
de D"(tous distincts et distincts du point commun d D, D', D"), les points
D, N Dy Do N Dy €t Dyrger Dy Sont alignés.
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Axiomes d’incidence : cas affine

Soit P un plan projectif qui n’est pas sans intérét. Notons A =P —D,
le complémentaire d’une droite Dy, ( « la droite de T'infini » ). Appelons
« droites » de A les intersections de A avec les droites de P autres que
D, ; celles-ci sont non vides (par (b)) et distinctes de A (par (c)). Appe-
lons « paraliéles » deux droites de A telles que les droites de P dont
elles proviennent se rencontrent « a I'infini ». L’axiome (A.1) donne :

(A’.1) Par deux points distincts de A passe une droite
Il en résulte que deux droites distinctes de A ont au plus un pomt
commun. Il résulte de (A.2) que deux droites sans point ommun sont
para lléles. L nnnhpapnn de (A‘

(c est-a-dire de D) donne :

\-/
-
3
-
3.
)
-
a »
-

(A’2) Par tout point de A il passe une paralléle et une seule d une
droite donnée.

Si g + 1 est le cardinal commun des droites de P, toutes les droites de A ont
g ¢éléments (donc au moins 2 éléments, voir (f)). Le plan affine A contient g?
points et g% + g droites.

Réciproquement, appelons « plan affine » un ensemble A de points,
muni d’'une famille non vide de parties non vides et distinctes de A,
appelées droites, telle que (A’. 1) et (A’. 2) soient vrais. Plus précisément,
il résulte de (A’.1) que deux droites distinctes ont au plus un point
commun. On dit que deux droites sont « paralléles » si elles sont confon-
dues ou sans point commun. Le parallélisme est une relation d équi-
valence . réflexivité et symétrie sont évidentes et, si D est paralléle 4 D’
et & D”, ou bien D’ et D” sont disjointes, ou bien, si elles ont un point
commun g, on a D’ = D” (par (A’.2) appliqué a a et D). Appelons
« directions » les classes d’équivalence et D, 'ensembie de ces directions.

En adjoignant D, & A on obtient un ensemble P. Par définition, les
«droites » de P sont Dy et les parties D obtenues en adjoignant A chaque
droite de A sa direction (appelée aussi « son point a linfini » ); ces
parties sont non vides et distinctes de P. On voit aussitét que P est
un plan projectif : (A_1) résulte de (A’.1) et (A’.2), et (A.2) du fait que
deux droites disjointes de A ont un point commun a linfini. De plus
ce plan projectif n’est pas « sans intérét ».

Sinon il contient une droite E dont le complémentaire est un point a (cf. (c)).
On a E # Dy car A, qui contient des parties non vides et distinctes de A, ne
saurait étre réduit 4 un point. Donc E provient d’'une droite D de A. Comme
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A # D, a n’est pas a I'infini. Alors la droite joignant @ 4 un point b de D a un
autre point a I'infini que celui de D, d’o0t au moins deux points (a et ce dernier)
en dehors de E. '

Dong, si 'on exclut les plans « sans intérét », I’étude des plans affines
et celle des plans projectifs se raménent 'une a I’autre, situation paral-
1éle a celle du § C.

Un plan affine A est dit arguésien, s'il satisfait 'axiome suivant (qui
est un cas particulier de (A.3)) :

(A’.3) Soient D, D', D” trois droites distinctes de A, concourantes
ou paralléles, a, b des points de D, &', b’ des points de DY, a”, b” des points
de D", tous distincts du point commun éventuel ¢ D, D/, D”. Si D, et
D, sont paralléles, et D, et Dy, aussi, alors D,y et Dy sont paral-
léles.

Le théoréme fondamental

Nous dirons que deux plans projectifs (resp. affines) sont isomorphes
sl existe une bijection f de I'un sur I'autre qui applique la famille des
droites du premier sur la famille des droites du second.

THEOREME 8. — a) Tout plan projectif arguésien P est isomorphe
a un plan P(V) ou V est un espace vectoriel de dimension 3 sur un corps.

b) Tout plan affine arguésien E est isomorphe d un plan affine sur un
corps K.

11 suffit de démontrer b) car, si P est un plan projectif et D, une droite
de P, on applique b) & P — Dy, ce qui donne a) en vertu du § C. On
notera que, en vertu du th. 5 (§ C), le cas particulier (A’.3) de 'axiome
de Desargues implique ainsi 'axiome complet (A.3).

IL.a démonstration du th. 8, b) va étre longue. Elle comporte les
étapes suivantes :

— traitement direct des « petits » plans affines (g = 2 et 3), afin d’avoir
ultérieurement de la place pour surmonter les difficultés dues aux
cas ou certains points sont alignés ;

— définition d'une relation d’équivalence ( « I’équipollence » ) sur les
couples de points de E;

— les classes d’équivalence ( « vecteurs » ) opérent ( « par translations » )
sur E et forment un groupe additif V;

— définition de certains endomorphismes de V ( « homothéties » ) et
démonstration du fait qu’ils forment un corps K.
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Les petits plans. — Si g = 2, E a 4 points, ses droites sont les parties
a 2 éléments, ce qui est le cas pour le plan affine sur F,.

Pour g = 3, on choisit deux droites sécantes D, D’ et on repére leurs
points par 0, 1, 2. On considére les 6 droites paralléles 4 D ou a D,
ce qui permet de repérer les points de E par les couples (i, j)oui,j = 0,1,2.

2 & . e
1T ¢ o
oO. . o

o 1 2

Toute autre droite — et il y en a 6 puisque q> + g = 12 — rencontre
chaque paralléle a D (resp. D) en un point et un seul ; une telle droite
est donc 'ensemble des (i, s(i)) ol s est une permutation de (1, 2, 0);
toutes les permutations donnent donc des droitesde E. Or,dans F; x F;,
les droites non paralléles aux axes de coordonnées sont de la forme
y=ax + b(a,beF;, a # 0) et correspondent aussi aux 6 permu-
tations de F; (= (0, 1, 2)).

L’équipollence des couples de points

Etant donnés 4 points non alignés et distincts a, b, @', b’, on pose

(a, bR(d’, b') (1)

si D, est paralléle a Dy, et si D, est paralléle a D,,.. Cette relation
équivaut a (b, a)R(V, a’), A (a, a)R(b, D) et & (a’, a)R(b', b). Elle est
symétrique. La donnée de 3 des points détermine le 4°,

LEMME 1. — Si les droites D, D,y et D, sont distinctes, la
relation R est transitive : (a, b)R(a, b') et (@', b')R(a”, b”) implique
(a, B)R(a”, b").
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Cela résulte de ’axiome (A’.3) (de Desargues) : les parallélismes de
D,, avec Dy, et de D, avec Dy~ impliquent le parallélisme de D,,
avec Dyy-.

Maintenant, si a, b, a’, b’ sont sur une méme droite D, avec a # b,
on pose

) @

i AN
b ’ b’

® N
N 4

s'll existe des points u, v en dehors de D tels que (a, b)R(u, v) et
(u, v)R(d’, b).

Cette relation est réflexive et symétrique. Si u est donné, v est déter-
miné de fagon unique.

LEMME 2. — Pour des points alignés a, b, a’, b', la relation R définie
par (2) est indépendante du point u.

En effet, si on

aussi (a, R(, v') et (h,u')R{'

dehors de D et de D,,, on applique le lemme 1 et on btlent by = b’
Sinon, on prend un point u” en dehors de Det de Dm, (Cest possible car
q = 3) et le point v” tel que ( [u ', v")R{u, v); Papplication du lemme 1
a(ab), (u,v), W, v") et a wW",v"), (v, ), (@, b}) montre encore que
b’ = bj.

Ql“
v
P
3

o

COROLLAIRE. — Pour a, b, a’ donnés sur une droite D, il y a un unique
point b’ de D tel que (a, b)R(d’, b’).

LeMME 3. — La relation R entre couples (a,b), (a', b') de points
distincts (a # b, a’ # b’) définie par (1) ou par (2) est une relation d’équi-
valence. La donnée de 3 des points détermine le quatriéme.

La symétrie a été vue. La réflexivité résulte du lemme 2. La transitivité
résulte du lemme 1 si D,,, D, et D, sont distinctes’; sinon I'on
passe par un couple (u, v) situé sur une paralléle distincte de celles-ci

(g = 3)
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Enfin, pour a = b, on pose
(a, a)R(d’, b') ssia’ =b, (3)

La relation R ainsi définie pour tous les couples de « bipoints » (a, b)
est toujours une relation d’équivalence. On l'appelle 1’équipollence.

Vecteurs et translations

On appelle vecteur toute classe d’équivalence, pour R, de couples
de points de E. La classe du couple (a, b) est notée b —a, et on dit que
(a, b) est un représentant de b — a. L'unique détermination du 4° point
par les trois premiers dans (a, b)R(4’, b’) montre qu'un vecteur x a un
unique représentant (a, b) d’origine a donnée. La classe des couples (g, g)
s’appelle le vecteur nul, noté 0. Pour tous les représentants (a, b) d'un
vecteur x non nul donné, toutes les droites D,, sont paralléles; leur
direction commune est appelée la direction de x.

La somme de deux vecteurs x, y est ainsi définie : on choisit un point a,
on note (a, b) le représentant de x d’origine a, (b, ¢) le représentant de y
d’origine b, et I'on considére le vecteur z = ¢ — a. 1l est indépendant
du point a choisi. En effet, si I'on fait la construction a partir d’un point «’,

>§_°__

)
/

P—-

b'l

F

c

les droites D,,, Dy, D, sont parall¢les. La relation ¢'—a’'=c—a
résulte de I'axidéme de Desargues (A’.3) si la figure n’est pas « aplatie »,
c’est-a-dire si D, n'est paralléle ni a D,, m1 a D,., ni a D, ; sinon,
on va de a a a’ en évitant ces 3 directions, ce qui est possible car g > 4,
donc qu’on dispose de 5 directions et que 2 restent disponibles, lune
pour aller de a en un point a” et 'autre pour aller de a” a o’
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La somme ainsi définie des vecteurs x, y est notée x + y. L’associa-
tivité est évidente. La commutativité résulte de la définition de R par (1)
( « la régle du parallélogramme » ) lorsque les directions de x et de y
sont distinctes ; sinon l'on écrit y = y’ 4+ y”, ou les directions de y’
et de y” sont distinctes de celle de x; alors

=y ++y)=y+(y"+x)=y+x

Le vecteur 0 est évidemment élément neutre et b—a est 'opposé
de a—b. L’ensemble V des vecteurs est donc un groupe commutatif.

LEMME 4. — Les relations b—a=b"—a’ et a’ —a=b"—b sont équi-
valentes.

Cela a été vu lorsque les 4 points a, b, a’, b’ ne sont pas alignés.
En général, si b—a=»b"—a’, on a a’—a=(a’—b)+(b—a) (définition de
la somme de deux vecteurs) = (b'—a’)+ (@’ —b)=b"—).

Soit enfin x un vecteur. Pour tout point m de E, notons T,(m) I'unique
point m’ tel que m’ — m = x. D’aprés la définition de la somme de
deux vecteurs, on a T(T,(m)) = T, (m) = T, (m); de plus T, = 1¢
ssi x = 0. Les applications T, sont donc des bijections de E sur E.
On appelle T la translation de vecteur x. Ce qui a été vu montre que le
groupe V opére, « par translations », de fagon simplement transitive
sur E : Punique translation qui ameéne a en b est T,_,.

Le corps des homothéties

On choisit un point O dans P, ce qui permet d’identifier tout point a
au-vecteur a — 0. Alors E s’identifie au groupe commutatif V, l]a somme
de deux points non alignés avec O s’obtenant par la « régle du parallé-
logramme ». On notera que toute droite passant par O est un sous-groupe
de E, car la somme de deux vecteurs de méme direction a la méme direc-
tion que ceux-ci.

On fixe ensuite une droite A passant par O et un point noté 1 (1 # 0)
dessus. Pour tout point a de A et tout point x en dehors de A, on méne
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X+y

0

par a la paralléle 4 D, ; elle coupe Ox en un point qu’on notera h.(x).

,,,,,,,,,, 1 e ATV ¥ A

On a hy(x) = 0 et hy(x) = x pour tout point x en dehors de A. On fixe
momentanément un point @ # 0 sur A et on pose h = h,.

hiy
hix)

O 1 a

LEMME 5. — Si x et y sont deux points distincts non situés sur A,
Dh(x)h(y) est paralléle a ny.

Ceest évident si D,, passe par 0 ou par 1. Sinon, cela résulte de 'axiome
de Desargues (A’.3).

COROLLAIRE. — A ’exception de leurs points d’intersection avec A,
h transforme toute droite D en une droite paralléle.

LEMME 6. — Si x, y et x + y Sont en dehors de A, on a

Mx + y) = h(x) + h(y).

Si x et y ne sont pas alignés avec 0, on applique le lemme 5 et la
régle du parallélogramme. Si y est sur la droite D = D,,, on prend un
point u tel que u¢ D, u¢ A, x +y + u¢Aet y + u¢A : cest possible
puisque ¢ = 4, car u doit éviter 3 paralléles a A et D; on le prend sur
une quatriéme paralléle 4 A et on évite son point d’intersection avec D.
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Alors, comme x, yet x + ysontsur D,onay +ué¢D, x + y+ u¢D,
d’ou
h(x+y+u)=h(x+ y)+ h(u) et h(x+y+u)
=h(x)+ h(y+ u)=h(x)+ h( y)+ h(u).
D’ou la conclusion. CQED.

On va maintenant définir A(x) pour x dans A. On prend u ¢ A et on
considére d(u)=h(x+u)— h(u). Pour v¢ A, h(x+ v)— h(v)=h(x +u)— h(u)
équivaut a h(x+u)+ h(v)= h(x+v)+ h(u), dont les deux membres valent
h(x+u+v)lorsque x+u+v ¢ A ;ainsid(u)=d(v) si x+u+v ¢ A. Lorsque
x+u+veA, onpasse parun pointwtelque x+u+weé¢Aetx+ov+wg¢A
(éviter deux paralléles a4 A). Ainsi d(u) est indépendant de u et 'on peut
poser

hx) = h(x + v) — h(u) pour nimporte quel u ¢ A (24)

LEMME 7. — L’application h ainsi définie est un endomorphisme du
groupe E.

La relation h(x+ y)=h(x)+ h(y), valable pour x, y, x+y en dehors
de A d’aprés le lemme 6, le reste par (24) si I'un de ces trois points est
dans A. Si x, y, et donc x + y sont dans A, I'on calcule de deux fagons
h(x + y + u) avec u¢ A, air connu,

LEMME 8. — Onah(x) + hyx) = h,4,(x) pourtousa,be A et xe E.

Par différence, on peut supposer x ¢ A. Par construction, les vecteurs
hx)—a et h(x)—b ont méme direction que x—1. Il en est dec méme
de leur somme, qui est hy(x)+ h(x)—(a+b). Ainsi h,(x)+ hy(x) est le
point d’intersection de Dy, avec la paralléle & D;, menée par a + b;
c’est donc h, +4(x).

LEMME 9. — Pour ac A, h, est 'unique endomorphisme du groupe E
qui applique toute droite dans une droite paralléle et tel que h,(1) = a.
C’est un automorphisme pour a # 0.

L'unicité de h,(x) = y résulte de la construction pour x ¢ A (car Do,
est stable par h, et car y est donc l'intersection de Dy, avec la paralléle
menée par a 3 D;,); pour x € A, cette unicité résulte de (24).

Montrons que h, a les propriétés indiquées. Si D est une droite qui
passe par O, ona vu que k(D) = DsiD # A ; pour toute paralleleu + D
a D, on a h(u + D) = h(u) + h(D) = h(u) + D. Le cor. au lemme 5
montre que, pour toute paralléle v + A 3 A (v ¢ A), h(v + A)est contenu
dans une paralléle 3 v + A, qui est nécessairement h,(v) + A. Comme h,
est un endomorphisme, on en déduit h(A) = A, d’ou l'assertion sur



Espaces projectifs 45

ha ix)

0 1 a A

I'image d’une droite. En particulier pour x¢ A, h(D,,) est contenu

dans 'Ia narallale 4 D menda nar h (v\ nar ﬂpﬁn1t1nn AP h (v\ r‘Fl"Fl_r“l
t’ A CAALLNI \l “ .l.Jlx ALL%W L AW l.’ A lla‘. P

passe par a;, comme h,(1) est sur oette dr01te et sur A,ona ha(l) = a.

Enfin, si a ;é 0, tout y € E est dans h,(E) car c’est I'image de point x

1a naralld ™ 1 ntra N r diffar
Uu id PG&GIICIU a Lrogy yaaaaut P‘“ 1 Ienconire L/Qy , pcu Quicrence on en

déduit la surjectivité de h,. Il applique donc toute droite sur une droite
paralléle. D’aprés la construction, x¢ A implique h,(x) # 0; alors,
pour u # 0 dans A, h,(u) est I'intersection de A avec la paralléle & D,,
menée par h,(x) et est donc # 0; d’ou I'injectivité de h,. CQFD.

hgix)

C
m‘

s | '-\ f‘ﬂﬂn A ,n In act 11
u, UV WALL) 1y l’la < flb wobk Lill

endomorphlsme de E qui apphqu tou droite dans une droite paralléle ;
il est donc de la forme h, avec c € A. On pose ¢ = ab ; c’est 1a une multi-

PR gy b= P Noomnintl arxre A 1 aot Alhsvammt 33:mith Dl

PllbdllUll CVlucululcut dbbUbldllVC, SoUl M Cl. 1 Gl VIGLIIVIIL Ulllte, V1l a
ab = h,(1) = h(h,(1)) = hb), d’ou a(b + b’) = ab + ab’ car h, est addi-
tive. L’autre distributivité (a+a’)b = ab + a’b résulte du lemme 8, de
sorte que A est un anneau. Enfin, pour a # 0, Pautomorphisme h;’
transforme toute droite en une droite paralléle et est donc de la forme h,.
(lemme 9); on a aa’ = a’a = 1, de sorte que A est un corps.

Les formules démontrées montrent que, si I'on pose ax = h,(x)
pour ac A et xeE, E est un espace vectoriel a gauche sur A. Toute
droite D passant par O est un sous-espace vectoriel de dimension 1 car,
si 'on fixe u non nul sur D, a — au est une bijection de A sur D (la
projection paralléle a D,;). Par la régle du parallélogramme, 2 éléments
de E non alignés avec O forment une base de E, qui est donc de dimen-
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sion 2 sur A. Translatées des droites passant par O, les droites de E
ne sont autres que ses sous-espaces affines de dimension 1. Ceci démontre
le th. 8.

Commentaires sur 'axiome de Desargues

a) Il est indépendant des deux premiers axiomes d’incidence. Voici
un exemple de plan affine non-arguésien. Dans R? on appelle « droites »
(avec guillements) :

— les droites ordinaires si elles sont horizontales, verticales ou de pente
négative ;
— les « droites brisées » d’équations de la forme

(E) y=mx—t) pour x <t, y=2mx—t) pour x = t(m>0).

On notera D, (resp. D},) la droite ordinaire (resp. la « droite » )
passant par les points g et b ; en effet I'axiome (A’. 1) est vrai ; ¢’est clair
st la pente de ab est négative, nulle ou infinie ; si elle est positive et si
I'on appelle (x’, ¥'), (x”, ¥”) les coordonnées de a et b, c’est encore clair
si ' et y” sont de méme signe (tracer la droite joignant a et b jusqu’a Ox
et la prolonger au-dela par une demi-droite vérifiant (E)) ; enfin, pour
y' <0, y" > 0, donc x’ < x”, (E) implique qu’on trouve t€ R tel que
V' ix"—t) = 2y'/(x"—t), équation qui a une seule solution

t — (x.F'VH — 2yfx”)/(y" _ 2yf) .
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//

/ (x,y’)

Pour vérifier 'axiome « d’Euclide » (A’.2), on peut se borner aux
« droites brisées » ; soient D, D’ deux telles « droites », de paramétres
(m, t), (m’, t') dans (E) ; I’éventuel point commun (x, y) 4 leurs demi-
droites « inférieures » (resp. « supérieures » jest tel que m(x —t)=m'(x —t')
(resp. 2m(x — t) = 2m’(x — t")), ce qui est la méme équation

m—m)x =mt — m't'.

Ainsi D et D’ ont un unique point commun ssi m # m’; elles sont

¥ o I PP riaa I | edian

« paralléles » ssi m = n?’, C’est-a-dire si elles se déduisent 'une de autre
par une translation paralléle 3 Ox. La validité de (A’.2) est alors claire.

r 4
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Montrons enfin que le plan ainsi obtenu n’est pas arguésien. Prenons
pour « droites » D, D', D” les verticales d’abscisses 0, 1, 2 et considérons
les points a (0,1), b (0,0), a'(1,0), &' (1, —1), a”(2,1) et b”(2,0). Les
« droites » D, et D;, sont ordinaires et paralléles ; de méme D7, et

- Mais les « droites brisées » Dy, et Dj.,.- qui ont méme pente dans
le demi-plan inférieur et dans le demi-plan supérieur, ne sauraient étre
« paralléles ».

b) L’étude des plans (projectifs ou affines) finis est liée & des questions
de statistique et de combinatoire. Soit ¢ le cardinal commun des droites
affines d’un tel plan. Si le plan est arguésien, g est le nombre d’éléments
d’un corps fini (th. 8) et g est une puissance p” d'un nombre premier.
Comme tout corps fini est commutatif, le th. de Pappus (§ C, th. 6)
est vrai.

I1 existe des plans non arguésiens finis. Par exemple, pour p premier
impair et r 2= 2, on met sur F,. l]a multiplication « tordue » :

1 1
Xey= 5(M(X)u(y)" +ux)fuly)  on ulx)=3(x + x7).

Cette multiplication, qui est bi-additive, fait de F,- une algébre non
associative, qui permet de construire un plan non-arguésien. Il y a une
construction analogue pour g = 2" avec r = 4. Pour ¢ = p premier,
et pour g = 4, 8, seuls les plans arguésiens existent.

On sait peu de choses sur les autres valeurs de g. Des considérations
combinatoires montrent qu’il n’y a pas de plan projectif avec g = 6, 14,
21, 22. Le cas g = 10 semble encore ouvert.

Pour plus de détails voir :

— M. Hall, The theory of groups (New York, Macmillan, 1959, chap. 20).
— G. Pickert, Projektive Ebene (2° éd., Springer, 1975).

¢) Si un plan projectif peut étre plongé, comme vlp, dans un espace
projectif (axiomatique) de dimension > 3, alors il est arguésien : en
effet (cf. démonstration du th. 5, § C) toute configuration plane de
Desargues peut €tre regardée comme une « projection » d’une configu-
ration « dans |’espace », ou les points I, J, K sont nécessairement alignés
sur la droite d’intersection des plans AA’A” et BB'B”. La réciproque
est claire par le th. 8.

d) L’axiome de Desargues est équivalent a Iexistence de suffi-
samment d’automorphismes du plan projectif P (ceux-ci sont parfois
appelés « collin€ations » car ils sont définis par le fait qu’ils transforment
points alignés en points alignés). Considérons, par exemple, I'assertion :
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(A) Quels que soient, dans P, la droite D, le point O extérieur d D,
et les points u, v alignés avec O, distincts de O et extérieurs a D, il existe
un automorphisme f de P qui laisse fixes O et les points de D et tel que

fw) =v.
\ /'7

Q

0

Elle est vraie pour un plan arguésien : en effet, en prenant D comme
droite de I'infini et O pour origine, P—D devient un espace vectoriel
sur un corps K (th. 8) et ’homothétie f(x) = ax (ae K) qui améne uen v
convient (celle-ci n’est que semi-lin€aire lorsque K n’est pas commu-
tatif car, pour b dans K, on a f(bx) = (aba™") f(x) = s(b)f(x) ol s est
un automorphisme intérieur de K). Réciproquement si, comme dans
(A.3), on se donne 3 droites concourantes E, E’, E”, des points u, v, «',
v, u”, v” sur ces droites et les points i = D, " D,,, j = D, 0 D,
et k = D, n D,,~, on prend, dans (A), pour O le point commun a E,
E’, E” et pour D la droite D;;; Pautomorphisme f qui améne u en v
transforme D,, en D, (car il laisse i fixe) ; comme, pour tout point x
de P, f(x) est aligné avec O et x, f(¥') est le point v* = E'n D, ; de
méme f(u”) =v”, en raisonnant sur j ; ainsi f transforme D,.,.. en D,,,-,
donc laisse k fixe, de sorte que k est sur D;;(car k # 0).

Une élégante axiomatique du plan affine, fondée sur les axiomes
d’incidence (A’.1) et (A’.2) et sur I'existence de suffisamment d’auto-
morphismes, a été développée par Emil Artin dans :

E. Artin, « Geometric Algebra », Interscience Publ., New York, 1957
(traduction frangaise, par M. Lazard, sous le titre « Algébre Géomé-
trique »).

§ E / Espaces projectifs d’hyperplans, dualité

Systémes linéaires d’hyperplans

Rappelons que, si E est un espace vectoriel (a gauche) sur K, I'ensemble
E* des formes linéaires sur E est un espace vectoriel (a droite) sur K,
qu’on appelle le dual de E. En dimension finie, on a

dim(E*) = dim(E). (24)
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A toute forme linéaire f faisons correspondre son noyau Ker(f).
Si f # 0, c’est un hyperplan de E. Deux formes linéaires f, f* ont méme
noyau ssi elles sont proportionnelles, f’ = fc avec ¢ dans K. Ainsi
I'ensemble des hyperplans de E, ou de P(E) ce qui revient au méme, S’iden-
tifie d lespace projectif P(E*). Nous supposerons P(E) de dimension finie n.

Si l'on a des coordonnées homogénes dans P(E) — provenant, disons,
d’'une base de E — l’hyperplan d’équation xpup + ... + xu, =0
a pour coordonnées homogenes (4, - . ., #,) dans le systéme qui provient
de la base duale de la base donnée sur E.

Une vlp S de P(E*) s’appelle un systéme linéaire d’hyperplans ;
si dim(S) = 1 (resp. 2) on l'appelle un faisceau (resp. résequ) linéaire
d’hyperplans.

THEOREMES. — Etant donné un systéme linéaire S d’hyperplans
de P(E), il existe une vip B(S) telle que S soit I'ensemble des hyperplans
contenant B(S) (la « base» de S }. On a dim(B(S)) = dim(P(E})) — dim(S)— 1.

Raisonnons au niveau des espaces vectoriels. Rappelons que, si
W est un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel V, 'ensemble W’
des formes linéaires nulles sur W est un sous-espace de V*, qui s’identifie
au dual de V/W ; d’oit dim(W’) = codim(W) par (24). Appliquons cela
au sous-espace T de E* d’ou provient S. Notons ( « bidualité » ) que

chaque élément x, de E définit une forme linéaire sur E* (la valeur en x,
de la forme fcp \ de sorte que, par (74\ E sidentifie au dual de E*,

Afa AN/ AAZiWw [ LV 8 % wy prAAE (T M ANe AL BALL W

Ainsi le sous-espace T’ de E est 1 ensemble des Zéros communs aux formes
linéaires f e T, c’est-a-dire 'intersection des hyperplans correspondants.

n’
L’ensemble (T")’ des formes linéaires nulles sur T’ contient évidemment T ;

comme dim((T’)) = codim(T’) = dim(T), on a (T = T. En posant
B(S) p(T’) on voit donc que les hyperplans de S ne sont autres que

1annant QY MAamiona
ICLLILIIV D). UL

dim(B(S))=dim(T") — 1 =codim(T) — 1 =dim(E) — dim(T)— 1,
la formule sur les dimensions est démontrée.

Exemples. — Un faisceau (resp. réseau) d’hyperplans est formé par les hyper-
plans qui contiennent une vlp de codimension 2 (resp. 3). Dans un espace de
dimension 3, un faisceau (resp. réseau) de plans est I'’ensemble des plans qui
passent par une droite (resp. un point). Dans le plan, un faisceau de droites est
formé de droites concourantes ; dans le plan affine, il y a les faisceaux de droites
concourantes et les faisceaux de droites paralléles (dont le point base est 4 'infini).
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Dualite

Tout théoréme sur les vlp d’un espace projectif s’applique évidem-
ment aux systémes linéaires d’hyperplans. A la notion de vlp engendrée
par des points g; correspond celle de plus petit systéme lin€aire contenant
les hyperplans H;, c’est-a-dire, en vertu du th. 9, Uintersection des H;.
Inversement, a une intersection de vlp correspond une intersection de
systémes linéaires S; et la base de celle-ci est la vlp engendrée par les
bases B(S;) (th. 9). Ces remarques permettent d’établir un « dictionnaire »
traduisant en termes de systémes linéaires d’hyperplans des énoncés
généraux sur les vip. Explicitons ce dictionnaire dans le cas du plan :

Point
Droite

Points alignés
Droite par deux points

Droite

Faisceau de droites, point base du
faisceau

Droites concourantes
Intersection de deux droites.

A cause de la bidualité, ce tableau se lit dans les deux sens.
A titre d’exemple, effectuons la traduction des théorémes de Desar-

gues et de Pappus (th. 5et 6,§C) :

1) Soient D, D’. D)’ trois droites
concourantes.

Prenons des points a, bsur D, &,
b surD,a”,b” sur D".

Soit i (resp. j, k) le point d’inter-
section des droites aa’ et bb’ (resp.

aa” et hh" a'a" at h'h'N
v iUy s viv v ).

Alors i, j, k sont alignés,

2) On suppose K commutatif.

Soient D, D’ deux droites, a, b, ¢
des points de D, &', b, ¢’ des points
de D'.

Soit i (resp. j, k) le point com-
‘'mun aux droites ab’ et ba’ (resp. ac’
et ca’, bc' et cb’).

Alors i, j, k sont alignés,

Solent a, a’, a” trois points ali-
gnés.

Soient D, E des droites par q,
D’, E’ des droites par a’, D”, E” des

Soit I (resp. J, K) la droite joi-
gnant les points DN D’ et EN E’
resp. DAD” et ENE”, D' ~n D”
et E' n E").

Alors 1, J, K sont concourantes.

On suppose K commutatif.

Soient a et ¢’ deux points, A, B,
C des droites passant par a, A’, B/,
C’ des droites passant par a’.

Soit I (resp. J, K) la droite joi-
gnant les points AnB’ et BNA’
(resp. AnC et CNnA,BnC et
CnB).

Alors I, J, K sont concourantes.,
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L'origine de cette dualit¢ entre points et droites a suscité des contro-
verses entre les géométres de la premiére partie du 19 siécle. Les uns, comme
Gergonne, la fondaient sur lidentité des équations linéaires portant sur
les coordonnées de points d’une part, sur les coordonnées de droites d’autre
part (ex. joindre deux points et intersecter deux droites); en termes con-
temporains, cela revient a dire que I'espace projectif des points et celui des
droites ont la méme siruciure, ce qui est le point de vue exposé ici. Poncelet,
au contraire, fondait cette dualité sur la « transformation par polaires récipro-
ques » par rapport i une conique (cf. chap IV, § C), ce qui revient essentiellement

a ge dnnnpr orice a une forme guadratiqgue non dpannﬁréﬁ un rcnmnrnhremo
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d’un espace vectoriel (ou projectif) sur son dual. Comme Poncelet était general
commandant ’Ecole Polytechnique, et Gergonne simple capitaine d’artillerie,
c’est e point de vue de Poncelet qui a prévalu, au moins parmi leurs contem-
porains frangais. Bien qu’allant moins au fond des choses, le point de vue de
Poncelet est bien adapté aux questions métriques (cf. chap, IV, § D).

8§ F / L'espace projectif des cercles

Coordonnées affines et homogénes

Dans un repere orthonormé, un cercle du plan affine euclidien (réel) E
a une équation de la forme x> + y? + bx + cy + d = 0. Afin de prendre
aussi en compte les cercles sans points réels (comme x? +y? +1 = 0),
il y a intérét & passer au complexifié E¢ de E. Afin d’étudier aussi des
transformatlons, comme les inversions (voir ci-dessous), qui font inter-
venir les points a I'infini, il y a aussi intérét 4 se placer dans la cloture
projective de E¢, qui est essentiellement P,(C) et A « rendre homogénes »

les COCfﬁClCI‘ltS des équations des cercles. Bref, nous appellerons « cercle »,

'ensemble des points de P,(C) dont les coordonnées homogénes (x, y, t)
satisfont A une équation de la forme :

T rataS s aay e - e val Al S Al nrLALia

alx* + y) + bxt + eyt + dt> = 0 (24)

ou(a,b, c,d} # (0,0, 0, 0). Deux équations de ce type définissent le méme
ensemble ssi elles sont proportionnelles. Plus généralement :

THEOREME 10. — Deux équations homogénes de degré 2, F(x, y,t)=0
et G(x, y, t)=0 qui définissent la méme partie C d’un plan projectif P
sur un corps algébriquement clos sont proportionnelles.

Si F est le carré d’une forme linéaire, C est une droite ( « comptée
2 fois » ), qui détermine la forme linéaire & un facteur prés. Sinon
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C contient 3 points non alignés, qu'on prend pour points base de P.
Les équations sont alors de la forme

uxy + vyt + wtx =0 wxy +v'yt + witx =0

Si u (resp. v, w) est nul, C est réunion de deux droites (+ = 0 et une
autre), d’ou [’assertion. Sinon, pour les points « a distance finie » (t % 0)
de C, on a les relations affines y= —wx/{ux+0v)=—w'x(v¥x+v'); d’o,
pour une infinité de valeurs de x, (wu’ —uw’)x* + (wv’ —ow’)x =0, ce qui
implique «'/u =v'/v =w'/w. CQFD.

Nous verrons au chap. I1I sous quelles conditions la conclusion reste valable

PP A D

dedegré > 3,car x’y = Oet xy* = 0définissent la méme réunion de deux droites;
voir cependant le § H.

Un cercle est donc caractérisé par le point de coordonnées homo-
genes (a, b, ¢, d) de I’espace projectif P, de sorte que les cercles forment
un espace projectif de dimension 3. Dans cette optique, on a inclus, sous
le nom de « cercles » :

— les « vrais » cercles, a # 0;

— les réunions de la droite de I'infini et d’une autre droite (a=0, (b,
c) #(0,0));

— la droite de Il'infini comptée deux fois ((a, b, ¢)=(0,0,0), d # 0).

Appelons « conique » 'ensemble des points d’un plan projectif dont
les coordonnées homogeénes satisfont a une équation de degré 2. Alors :

THEOREME 11. — Une conigue C de P,(C) est un cercle ssi elle passe
par les points (x, y, t) tels que x* + y* = t = 0 (coordonnées homogénes

Soit ax?+bxy+cy?+dxt+eyt+ft>=0 I'équation de C. Son inter-
section avec la droite de l'infini t =0 est définie par 1’équation
ax? + bxy + cy* = 0; les racines (en y/x) de celle-ci sont i et —i ssi
b=0 et a=c (somme nulle, produit 1). CQFD.

Les points a I'infini, (1, i, 0) et (1, — i, 0), communs a tous les cercles,
s’appellent les points cycliques. Leur caractérisation montre qu’ils sont
indépendants du repére orthonormé choisi dans le plan affine. Une
droite dont le point a I'infini est cyclique est dite isotrope ; les vecteurs
paralléles a ces droites sont ceux sur qui la forme quadratique x? + y?
sannulle ; on les appelle isotropes (comme dans la théorie des formes
quadratiques). Les droites isotropes issues du centre d’'un vrai cercle
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sont tangentes a ce cercle aux points cycliques (par symétrie par rap-
port au centre) ; on peut donc dire que ce sont les asymptotes du cercle,

Inversions

Etant donnés un point A d’un plan euclidien réel E et un nombre
réel k # 0, on appelle inversion de péle A et de puissance k lapplication
qui,  tout point M # A du plan, fait correspondre le point M’ de D,y
tel que AM.AM’ = k. Cest une permutation involutive de P — A.

w_

P'p

Ainsi le vecteur AM” vaut (k/AM2)AM. Dans un repére orthonormé
d’origine A, I'inversion se traduit donc par les formules

X =kx/(x* + %), ¥y =ky/(x* + yY). (25)

On prolonge cette transformation a P,(C) en faisant correspondre,
autant que c’est possible, au point de coordonnées homogénes (x, y, t)

o nint de canrdoanndac N 3 +/ 7 N A A -
MNrariad { MATMMasg MmN
l\i \Jll-l-l— W WAL ANAULLLIWAD .I.IUIJ-JUEU Y

LIVO LA, y y L ) WGULLIINLO Pal. :

"=tkxt, Y =ky, t=x>+y
(on rend x’, y* homogénes). (26)

=

Cette transformation est définie en dehors du pdle A et des points
cycliques I, J. Tout autre point de la droite de I'infini Dy (resp. de D,,,
de D,;) a pour image A (resp. L, J). Dans le complémentaire de la réu-
nion de ces 3 droites, 'inversion donne une permutation involutive,
Ses points fixes sont ceux du cercle x? + y* = k ( « cercle d’inversion » :
il a des points réels ssi k > 0).

Voyons comment un cercle se transforme par inversion. En reportant
dans (24) (avec coordonnées x’, y/, ') les valeurs de x’, ¥, ¢’ données
par (26), on obtient ak?*t3(x? + y?)+ (bkxt + ckyt Xo + y*)+ d(x2 + y*)* =O0.
On supprime le facteur parasite x* + y? (qui correspond aux points des

droites isotropes, dont les images sont les points cycliques) et I'on obtient
I'équation :

d(x* + y?) + bkxt + ckyt + ak*t* = 0. 27)
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THEOREME 12, — L’inversion de pdéle A (pris comme origine) et
de puissance k transforme le cercle de coordonnées homogénes (a, b, ¢, d)
en celui de coordonnées homogénes (d, kb, kc, k*a).

L’inversion donne donc une homographie involutive de 'espace des
cercles. L’examen de (24) et (27) montre que :

— & un vrai cercle ne passant pas par A (a # 0, d # 0) correspond un
vrai cercle ne passant pas par A ;

— 4 un vrai cercle passant par A (a # 0, d = 0) correspond la réunton
de la droite de I'infini et d’une autre droite (et inversement, c’est invo-
lutif) ;

— 4 la droite de I'infini comptée 2 fois (a=b=c=0, d #0) correspond

la réunion (x2 4+ y? = 0) des deux isotropes de A, qui est le « cercle
de rayon nul » de centre A (et inversement).

On pourra noter que I'autre droite correspondant 4 un cercle C passant par A
est orthogonale a la droite qui joint A au centre de ce cercle (car la figure est
symétrique par rapport a cette droite ; on peut aussi faire le facile calcul).

g

N .
N
N

D

Orthogonalité

Un cercle d’équation affine x2+ y?—2ux—2vy+w=0 a (1, v) pour
centre et u?>+v? —w pour carré du rayon. L’orthogonalité de ce cercle
avec celui d’équation x?+ y*> —2u'x — 2v'y+ w’ =0 s’exprime par « carré
de la distance des centres = somme des carrés des rayons », c’est-a-dire
par (u— ') + (v - vy =u? + v2 —w+ 2 + v'> — w’, ou encore
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2uu’ + vv') — (w + w') = 0. Pour deux cercles C, C’ de coordonnées
homogenes (a, b, ¢, d), (', ¥, ¢, d') 'orthogonalité se traduit par :

bb" + ¢’ — 2ad' + da’) =0 (28)
(prendre u = — b/2a, v = — ¢/2a, w = d/a, etc. et multiplier par aa’).
En tenant compte des cercles « dégénérés », (28) donne les propriétés

suivantes (ou D, désigne la droite de l'infini) :

a) C de rayon nul et C’ quelconque (# 2D,) sont orthogonaux ssi le
centre de C est sur C";

b) un vrai cercle C et D + D, sont orthogonaux ssi D passe par le
centre de C;

¢) D+ Dy et D' 4+ Dy sont orthogonaux ssi les droites D, D’ sont
orthogonales ;

d) C est orthogonal a 2Dy, ssi C est de la forme D + D,

Tout cela, en particulier (b) et (c), est trés raisonnable. On peut dire que le
centre d’un « cercle » de la forme D + D, est a 'infini dans la direction ortho-
gonale a D.

Le premier membre de (28) est une forme bilinéaire symétrique. Sa
forme quadratique associée est b*> + ¢* — 4ad et est donc non dégénérée.
Ses éléments isotropes (b? + ¢ — 4ad = 0) correspondent aux cercles
de rayon nul (4*> + v> — w = 0 avec les notations du début).

Remarque. — Lorsqu’on ne s’intéresse qu'aux vrais cercles et qu’a leurs points
réels, on peut faire cotrespondre au cercle d’équation x? + y? — 2ux —2py+w=0
le point (u, v, w) de R2, Sa projection (u, p) est le centre du cercle. Les cercles

L e EETR RINZ el Dobend AR RN

de rayon nul correspondent aux points du paraboloide de révolution w =u? + 12,
les cercles sans point réel aux points intérieurs au paraboloide et les cercles
ordinaires aux points extérieurs. L’orthogonalité des cercles correspond 3 la
conjugaison par rapport au paraboloide (cf. chap. IV).

Faisceaux et réseaux de cercles

Un faisceau (resp. réseau) de cercles est une droite (resp. un plan)
de lespace projectif Py(C) des cercles.

Si F(x, y, t) = O et G(x, y, t) = 0 sont des équations de deux cercles
(distincts) d’un faisceau, I’équation générale des cercles du faisceau est

uF(x, y,t) + vGlx, y, 1) = 0 (29)

(ot (u, v) # (0, 0) et ou deux couples (u, v) proportionnels donnent le
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méme cercle). Les points communs aux cercles F = 0 et G = 0 sont
communs a tous les cercles du faisceau ; on les appelle les points base
du faisceau ; les points cycliques I et J sont parmi eux.

THEOREME 13. — Par tout point (X, v,, Lo) distinct des points base
d’un faisceau de cercles, il passe un cercle et un seul du faisceau.

En effet si, par exemple, F(xg, yo, to) # 0, on prend u = G(x, yo, to)
et v = — F(xy, yo, tp) dans (29).

La bilinéarité de la relation (28) d’orthogona

aussitOt que, si un cercle est orthogonal 4 deux cercles d’un faisceau,
il est orthogonal a tous les cercles de ce faisceau. Plus précisément les
oy 1 alst o 2

leU‘lLdLb bldbblq‘UCb sur lUll,ngUleilLC qu bUUb‘Clede VCbI.UIlCl p I
rapport 4 une forme bilinéaire non dégénérée se traduisent par :

THEOREME 14. — a) L’ensemble des cercles orthogonaux d tous les
cercles d’un faisceau F est un faisceau F’, appelé I'orthogonal de F.
L’orthogonal de ¥’ est F.

b) Un réseau de cercles est ensemble des cercles orthogonaux 4 un
cercle donné.

Si ce cercle est de la forme D + Dy, le réseau est I’ensemble des cercles
centres sur D (plus les droites orthogonales 4 D) ; il est de rayon nul, le réseau
est 'ensemble des cercles qui passent par son centre.

Passons maintenant a la classification des faisceaux

gi
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un falsoeau F contient deux cercles décomposés, Dy
t est en facteur dans I'équation (29), la droite de I'in

de points base et le reste de F est un faisceau de dro urantes
ou paralléles).
Sinon, comme une combinaison linéaire convenable des termes en

v2 L 12 Aanc (M0 lac fait dienaraitre 1a faiceean F ecantiant 110 cat l corcle
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decompose D + Dy; la droite D s’appelle 'axe radical du faisceau F,
qui est donc déterminé par la donnée de D et d’un vrai cercle C du
faisceau.

Le cercle de coordonnées homogénes (a, b, ¢, d) a pour centre le
point de coordonnées homogénes (b, ¢, — 2a), triplet qui est fonction
linéaire de (a, b, ¢, d). Dong, si le cercle C parcourt un faisceau F, son
centre parcourt une droite L, ou est fixe. S’il est fixe, on a affaire a un
faisceau de cercles concentrigues, d’équation générale

u(x = xot)* + (y — yot’) + vt* = 0;

son axe radical est la droite & I'infini D,,.
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Sinon la droite L s’appelle la ligne des centres du faisceau. Elle est
orthogonale a I'axe radical D car le « centre » de D + D, est a l'infini
dans la direction orthogonale 4 D. Pour classifier les faisceaux de cercles
a coefficients réels, nous prendrons L pour axe Ox, et D pour axe Oy ;
le faisceau sera défini par D et par un cercle (réel ou imaginaire) de
centre O, de sorte que son équation générale (affine) est de la forme :

x4+ 9y —k—2wx=0. (30)

u cercle C,, correspondant au paramétre w est (w,0);
t k + w?. Trois cas peuvent se présenter suivant le
signe de k :

1) k> 0. — Lecercle C, est réel, de rayon k*. Il coupe I'axe radical
en deux points réels A et B, de coordonnées (0, k*), (0, — k%), qui sont
les points base (non cycliques) du faisceau. On dit alors que le faisceau
est un faisceau 4 points base. 11 est formé de tous les cercles passant
par A et B (car on voit facilement que (30) est leur équation générale).
Aucun cercle 4 centre réel du faisceau n’est de rayon nul.

2) k < 0. — Le cercle C, est imaginaire. Les points base du faisceau
sont complexes conjugues. La puissance de O par rapport aux cercles
du faisceau est la constante positive — k, de sorte que O est extérieur
a ces cercles. Le cercle C,, a des points réels ssi w = (— k)% Les cercles
de rayon nul ay'a.ul. pour centres les points {(—* I!L)%-, 0} et { T [— !’C)Ji U}
font partie du faisceau ; on les appelle les points de Poncelet du faisceau

et on dit qu'on a affaire & un faisceau d points de Poncelet.

3) k = 0. — Alors (30) est I'"équation générale des cercles tangents
en O a Paxe radical Oy. Le seul point base non cyclique est O (mais

.
™ 1e an i adinionant A1t anm g mnaint nh
on le Ccuxpte L fOLO il iUl aujulgiliali, Comme on u.u., OULL W pulLLiL inii-

niment voisin » dans la direction de Oy). On dit qu’on a affaire 4 un
faisceau de cercles tangents.

Voyons quels sont les faisceaux orthogonaux aux faisceaux décrits.

— Droites concourantes en A Cercles concentriques de centre A
— Droites paralléles Droites paralléles de direction or-
thogonale.

Pour les faisceaux d’équation générale (30), remarquons que la ligne
des centres Ox et le cercle x> + y* + k = 0 sont orthogonales 4 tous
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les cercles du faisceau (30) ; le faisceau orthogonal a donc pour équation
générale :

2+ y P+ k—2wy=0. (3N

La ligne des centres et I'axe radical sont échangés. Comme k a été
changé en — k, les trois types ci-dessus s’échangent :

— Faisceau 3 points base Faisceau 4 points de Poncelet
— Faisceau 4 points de Poncelet Faisceau a points base
— Faisceau de cercles tangents Faisceau de cercles tangents.

Les points base d’un faisceau sont les points de Poncelet de I’ortho-

onal
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Enfin, comme une inversion est une homographie de l'espace des
cercles, elle transforme faisceaux en faisceaux, ce qui permet de sim-
plifier ’étude des faisceaux en les ramenant 4 des « formes réduites ».
La relation d’orthogonalité (28) étant conservée par inversion (th. 12),
deux faisceaux orthogonaux sont transformés en faisceaux orthogonaux.
Si F est un faisceau de points base A et B, une inversion j de pdle A trans-
forme F en le faisceau des droites passant par j(B). Par orthogonalité,
un faisceau de points de Poncelet A et B est transformeé par jen le faisceau
des cercles concentriques de centre j(B). Enfin un faisceau de cercles
tangents en O A une droite est transformé par une inversion de pdle O
en un faisceau de droites paralléles a celle-ci.

§ G / L'espace projectif des coniques

Irréductibilité

Une conique est I'ensemble des points d’un plan projectif P (sur un
corps commutatif K) dont les coordonnées homogénes (x, y, t) satisfont
a une équation homogéne du second degré :

F(x, y, ty=ax* + by* +ct?> + d'yt + b'xt+ ¢’xy = 0. (32)

L’ensemble des points de la conique détermine la forme quadra-

uquu F a un facteur pu.:a IGI'SQCW K est algébuq_uym nt clos ( h. 0, §F)

et dans bien d’autres cas (voir chap. IIL, § A).
La conique est dite irréductible (ou non décomposée non dégénérée

-V'IdJU} bl IU pUl)’llUluC I‘ est lllCULibl,lUlC sur ld uuu.uc axgcuuquc UC 1\
Sinon F est produit de deux formes linéaires, de sorte que la conique est :

— soit la réunion de deux droites distinctes ;
— soit une droite « comptée deux fois » (lorsque F est proportionnelle
a un carré).

THEOREME 15. — Une conique C est irréductible ssi tous ses points
sont simples.

En effet, si C est décomposée en deux droites (distinctes ou confon-
dues), tout point commun a ces deux droites est double (cf. § C). Inver-
sement, si C admet un point multiple A, la droite qui le joint & un autre
point de C a au moins 3 points communs avec C, et est donc contenue
dans C (voir § C, p. 26) ; ce qui reste de C est alors une droite. CQFD.

Ainsi C est décomposée ssi les équations F, = F, =F, =0, F=0
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ont une solution commune non nulle. Cela implique que le déterminant
des 3 premiéres, qui sont linéaires, est nul, soit :

2a ¢ b
¢ 2 a | =0 (33)
| b a 2c |

En vertu de 'identité d’Euler, cette condition

n su
# 2; elle exprime dailleurs que la forme quadrat

(donc de rang 1 ou 2).

ue F est dpcf-nerpf-
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En caraciéristique 2, les 3 équaiions linéaires (Zax+c’y+b't=0, eic.} ont
toujours la solution (a’, ¥’, ¢’) et I'on voit sans malice que c’est la seule (a un
facteur prés) a moins que a’=b"'=¢'=0, cas o0 F est un carré sur la cléture
algébrique de K. Donc C est décomposée ssi on a F(a’, b’, ¢') = 0, c’est-a-dire :

aa’l + bb’* + cc’* + a'b’c’ = 0.

Le point (@', b, ¢’) est également intéressant lorsque la conique C (toujours
en caractéristique 2) est irréductible : toutes les tangentes ¢ C passent par ce
point ! En effet (voir la formule (23) de la tangente § C, p. 26), on a

aF,+b'F,+c'Fi=d'(c'y +b't)+b'(c'x+a't)+c'(b'x +a'y)
=2d'c’'y+2b'c¢'x+2b'a’t=0.

Intersection de deux coniques

THEOREME 16. — A moins qu'elles n'aient une droite en commun,
deux coniques distinctes C, C’ ont au plus 4 points communs, et exactement
4 si on les compte avec leurs multiplicités et que K est algébriguement clos.

H] : : L)
Clest clair si I'une au moins des coniques est décomposée. Sinon,

on prend un point A de C qui n’est pas sur C’ et un autre point B de C.
On prend A pour point base (0, 1, 0), la tangente en A pour droite de
I'infini, B pour point base (0, 0, 1) et Iintersection de la droite de I'infini
avec la tangente en B comme dernier point base (1, 0, 0). Prenons (32)
comme équation de (C). L’examen de son intersection avec la droite de
Iinfini t = 0 montre qu'on a b = ¢’ = 0; de méme, en exprimant que

= () est tangente en (0, 0, 1), on voit que ¢ = b’ = 0. L’équation de C
se réduit donc a ax* + a’'yt = 0. Comme C et C’ n’ont pas de point
commun 2 linfini, on passe en coordonnées affines, ou en remplagant y
par — a’y/a, Péquation de C est y = x? (la plus simplette des paraboles !).
En reportant dans I’équation de C’, on obtient une équation en x qui
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A (0,10)
C
B (0,01
'd
est exactement de degré 4 car le terme uy? de 'équation de C’ est non nul,
puisque (0, 1, 0) n’est pas sur C’

La géométrie élémentaire nous a porté a croire que deux cercles ont au plus
2 points communs (de multiplicité 1). Les deux autres sont les points cycligues
(8§ F) ; mais on ne les « voit » pas car ils sont a I'infini et, pire encore, imaginaires.

THEOREME 17. — Par 5 points distincts du plan projectif tels qu’ aucune
droite ne contienne 4 d’entre eux, il passe une conique et une seule.

Le passage par les 5 points (x;, y;, t;) (i = 1,2, ..., 5) s'exprime par
5 équations linéaires homogénes en les 6 coefficients a, b, ¢, @', V', ¢
de I'équation (32) de la conique. Celles-ci ont une solution non triviale
mais il n’est pas évident qu’elle soit unique a un facteur prés (c’est-a-dire
que les 5 équations sont indépendantes). Supposons donc que deux
coniques distinctes, C et C’, passent par les 5 points. D’aprés le th. 16,
elles ont une droite D en commun. Par hypothése, D contient au plus
3 des 5 points ; au moins 2 autres sont en dehors de D ; ils déterminent
donc de fagon unique la seconde droite dont se composent C et C';
douC =C’'. cor.

Si 4 des 5 points sont sur une droite D, toute réunion de D et d’une droite
passant par le cinquiéme point répond a la question.

Systémes linéaires de coniques

En appelant coordonnées homogénes d'une conique les 6 coefhi-
cients (a, b, ¢, a’, b’, ¢’) de son équation, on voit que les coniques forment
un espace projectif de dimension 5. Ses vlp sont appelées des systémes
linéaires de coniques, des faisceaux et des réseaux en dimensions 1 et 2.
Les cercles forment un systéme linéaire de coniques de dimension 3 :
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ce sont, rappelons-le, les coniques qui passent par les points cycliques I
et J.

Pour étudier les coniques qui passent par 2 points du plan projectif, il peut
étre commode d’effectuer une homographie qui les envoie aux points cycliques.
On est alors ramen¢ a une €tude de cercles.

Un faisceau de coniques a une équation générale de la forme

uFR{y v E}‘JF qc

T
Bl A Y, /

{ +
Ky W €

I

0, (33
ol F et G sont des polyndmes homogénes de degré 2 non proportionnels,
ou (u, v) # (0,0) et on deux couples (u, v) proportionnels donnent la
méme conique. Un faisceau est uniquement déterminé par 2 coniques
qui lui appartiennent. Les points tels que F(x, y,t) = G(x, y,t) =0
sont communs a toutes les coniques du faisceau ; on les appelle ses
points base. Comme pour les cercles (th. 13, §F) on voit que, par tout
point distinct des points base, il passe une conique et une seule du faisceau.

Nous écarterons le cas ou 'ensemble des points base du faisceau
contient une droite D : alors le premier membre de I'équation de D
est en facteur dans (33) et les coniques du faisceau sont réunions de D
et d’'une droite D’ qui parcourt un faisceau de droites. Dans le cas
contraire, un faisceau de coniques a au plus 4 points base (th. 16).

Le cas le plus général est celui d’un faisceaun ayant quatre points base

F. S Thnte Alentre any e N e e
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N /

droite D car, ayant au moins 3 points communs avec toute conique du
faisceau, D serait contenue dans celles-ci, cas qui a été écarté. Les coniques
décomposées du faisceau ne peuvent étre que D,, + D,;, D, + D, et
D, +D,,. En prenant p, g, r, s comme points base et point unité d’un
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repére du plan, I'équation générale du faisceau prend la forme réduite :

ux(y —t) +ovplx —t) =0 (34)
Réciproguement :
THEOREME 18. — Les coniques passant par 4 points, tels giWaucune

droite ne contienne 3 d’entre eux, forment un faisceau.

=

On prend un repére ou ces points sont points base et point uniteé.
Les coniques passant par les 3 points base ont des équations de la
forme axy + byt + ctx = 0 (et forment donc un réseau). Le passage
par le point unité (1, 1, 1) s’exprime par a + b + ¢ = 0, d’ou (34) avec
u=—cetv= —b.

On peut aussi considérer 2 coniques (décomposées par exemple), F = 0 et
G = 0, passant par les 4 points et le faisceau uF + vG = 0. Si une conique C
passe par les 4 points, on prend un 5° point m dessus et I'on considére I'unique
conique C’ du faisceau qui passe par m. Comme elles ont 5 points communs
non alignés, C et C’ coincident (th. 16).

Si un faisceau a trois points base p, g, r, ils ne sont pas alignés (sinon
on est dans le cas écarté). En I'un d’eux, p par exemple, deux coniques
quelconques du faisceau doivent avoir une intersection de multiplicité 2 ;
comme la seule conique du faisceau ayant p pour point double ne peut
étre que D, +D,,, les autres sont toutes tangentes entre elles en p,

T
//‘\0_

<P ——

donc toutes tangentes 4 une méme droite T passant par p. Alors il n’y a
gu’une autre conique décomposée dans le faisceau : T+ D,,. En prenant
un repére ou p, g, r sont les points base (p = (0, 0, 1)) et ol le point unité
est sur T, I’équation générale du faisceau prend la forme réduite

uxy + vt(y — x) = 0.
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Exemple : un faisceau de cercles tangents (g et r sont les points cycliques et
p est le point de contact des cercles).

Si un faisceau a deux points base p, q, deux cas peuvent se produire :
ou bien les coniques du faisceau se coupent avec multiplicité 2 en p
et en g ; ou bien elles se coupent avec multiplicité 1 en p et 3 en g. Dans
le cas (2, 2), les seules coniques du faisceau susceptibles d’avoir un point
double en p sont de la forme 2D, ou D, + D’ ; mais il y en a une seule
de ce type sinon on est dans le cas qu'on a écarté ; de méme en g ; mais
la présence dans le faisceau de D, + D’ et D,, + D” (D’ passant par p
et D” par q) est exclue car le faisceau aurait alors un 3¢ point base,

D’ n D”. Ainsi 2D, est la seule conique du faisceau 4 avoir des points
doubles en p et en g. Les autres sont toutes tangentes en p 4 une méme
droite T, et en ¢ 4 une méme droite U ( « faisceau de coniques bitan-
gentes » ). La seule autre conique décomposée du faisceau est T + U.
Avec p, g, T et U dans un repére, I'équation générale du faisceau a la
forme réduite :

uxy + vt> = 0. (35)

Exemple : un faisceau de cercles concentriques car ils sont tous tangents en
les points cycliques aux droites isotropes de leur centre commun.

Passons au cas (3, /). Comme une conique ne saurait avoir de point
triple, la seule conique décomposée du faisceau ne peut étre que D, + T,
T étant la tangente commune en p aux coniques du faisceau. Il s’agit
d’exprimer qu’elles se coupent avec multiplicité 3 en p. C’est une question

P. SAMUEL 3
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affine. Mettons l'origine en p, le point a I'infini sur px en q et prenons T
pour axe py(x = 0). L’équation affine d’une conique tangente a T en p
et passant par g s’écrit x+cxy+dy? =0 ou (1 + cy)x + dy*=0. Les points
communs i cette conique et & une autre (1+¢’y)x+d'y? =0 satisfont
la relation (1 + ¢y)d’y? —(1 + ¢’y)dy* =0 (différence). La solution (double)
y=0 donne x=0, c'est-a-dire le point p. Il reste (dc’—cd)y=d’'—d.
Mais cd’ —dc’ #0 car, sinon, les deux coniques auraient les mémes
points a l'infini, d’oll 2 points base a I'infini. S1 d—d’ # 0, on aurait
une solution avec y # 0 distance finie, donc distincte de p ; c’est impos-
sible. On a donc d’ = d et toutes les coniques du faisceaun ont le méme
coefficient de y* dans x+cxy+dy?=0. En remplagant x par x/d et
en rendant homogéne, on obtient 'équation générale :

u(xt + y*) + oxy =0. (36)

Passons enfin aux pauvres faisceaux quin’ont qu'un seul point base p.

AQ Nt eT A" 1 fatoraas: A intareantinm Aa WtindinitA

Les Coniquces G un tel faisceau ont une intersection de 1uuxupuuu.c 4 en P
Celles qui sont décomposées sont nécessairement réunions de 2 drmtes
par p. Si le faisceau contient 2 telles réunions, d’équations F(x, y) =

e Lbnamd N1l e o nt T nd ~Veram Ann e 1o o

G, v) =0 UJ ctantal’ ng,luc et IF et G étant des POLYILIOMICS uu“ﬁOgéi‘e
de degré 2), son équation générale est de Ia forme :

uF(x, y) + vG{x, y) = 0 (37)
et tous ses éléments sont des coniques décomposées en 2 droites par p.

Si le faisceau contient 2 droites doubles, son équation se rameéne a ux? +vy? =0.
Il n’en contient donc pas d’autres, sauf en caractéristique 2, ou il est uniquement
formeé de droites doubles.

Maintenant, si le faisceau contient au plus une réunion de 2 droites
par p, deux coniques irréductibles du faisceau se coupent avec multi-
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plicité 4 en p (on dit qu’elles sont « surosculatrices » ), et sont en parti-
culier tangentes en p a une méme droite T. En prenant p pour origine
et T pour droite x = 0 les équations affines de 2 coniques du faisceau
s'écrivent x + F(x, y) = 0, x + G(x, y) = 0, F et G étant des polynémes
homogénes de degré 2. Par différence la conique G(x, y) — F(x, y) = 0
est une conique du faisceau, nécessairement décomposée, nécessairement
égale a 2T ; ainsi G = F + kx?. L’équation générale du faisceau peut
donc s’écrire :

u(xt + F(x, y)) + vx* =0. (38)

Il n’y a pas lieu de normaliser la forme F(x, y) car les points & l'infini des

~ £~

coniques du faisceau sont « mobiles ».

En résumé, les seuls faisceaux dont tous les éléments sont des coniques
décomposées sont donc :

— les faisceaux dont les éléments sont réunions d’une droite fixe et
d’une droite mobile autour d’'un point ;

— ceux dont les €léments sont réunions de 2 droites passant par un
point fixe.

Les seuls faisceaux dont les éléments ont des points multiples « mobiles »
sont les faisceaux de droites doubles ux? + vy? = 0 en caractéristique 2.

au pius ¥
décomposition d’ ne conique s’exprime par 'annulation d un polynéme

r

homogéne de degré 3 en ses coefficients (équation (33) ou son analogue

Ao rnntaricticna ) - £1Y) Mans la AAsAmitanoitionm A'ims Asadri azia

en Lvaldaviviibliyuv L, pP. Vi), 170V id UCDU[IIPUDIIIUII U urIic u_uuquc
uF(x, y, t) + vG(x, y, t) = 0 d’un faisceau s’exprime par une équation
H(u, v) = 0 qui est homogéne de degré 3 en les paramétres (u, v) (on a
H = 0 si toutes les coniques du faisceau sont décomposées).

Cela donne une interprétation géométrique du fait que la résolution
d’une équation du quatriéme degré se raméne d celle d’équations de degrés 3
et 2. En excluant la caractéristique 2 pour alléger, une équation du
4° degré se raméne d x* + ax? + bx + ¢ = 0. En posant y = x? elle
équivaut au systéme 3 — x> = 0, y* + ay + bx + ¢ = 0 (donc a l'inter-
section de 2 paraboles). Elles font partie du faisceau d’équation générale
affine

v 4+ay+bx+c+uy—x)=0.

Par (33) (p. 61), les paramétres v des coniques décomposées de ce
faisceau sont les racines de I'équation v(v + a)®> + 4cv + b? = 0 (petit
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calcul). Soit vy l'une d’elles. Elle détermine rationnellement le point
double de la conique décomposée correspondante, car ses coordonnées
sont solutions dun systéme linéaire (voir p. 61). Les pentes des
deux droites qui la composent sont solutions d’une équation de degré 2.
Leurs intersections avec la parabole y = x? (c’est-a-dire les points base
du faisceau) sont alors données par des équations de degré 2. Comme
les équations de degré 3 (méthode de Cardan) et 2 sont résolubles par
radicaux, il en est de méme pour les équations de degré 4.

8§ H / Espaces projectifs de diviseurs
en géométrie algébrique

Nous avons vu aun § C qu’il valait mieux compter les points d’inter-
section avec leurs multiplicités. Nous venons de qualifier les coniques
dont I’équation est un carré de «droites doubles » (ou de droites comptées
2 fois). Nous avons noté que deux équations non proportionnelles,
comme x?y = 0 et xy?> = 0, pouvaient définir la méme partie algébrique.

Nous dirons qu'une hypersurface (projective ou affine) est irréductible
si le premier membre de son équation est un polyndme irréductible. Et
nous appellerons diviseur (dans un espace affine ou projectif) une combi-
naison linéaire formelle a coefficients entiers d’hypersurfaces irréductibles.

On I'a fait sans le dire en notant certaines coniques D + D’ ou 2D.

Un diviseur s’écrit donc n,;H, + ... + nH,.

Soient maintenant K un corps algébriquement clos et F(x,, . . ., x,)
un polynéme homogéne de degré d sur K. Comme I'anneau des poly-
ndmes 4 n + 1 variables sur K est factoriel, F se décomposc de fagon
essentiellement unique en un produit F = F{'F%3* ... Fpe de polynomes
irréductibles (nécessairement homogénes), les F; étant non deux a
deux proportionnels. En notant H; 'hypersurface Fi(x,, ..., x,) = 0,
nous définissons le diviseur de F comme étant

(F) == n1H|_ + [ + anq. (39)

THEOREME 19. — Deux polynémes homogénes F et G ont méme
diviseur ssi ils sont proportionnels.

La suffisante est évidente. Inversement il suffit de montrer que, si
deux polynomes homogénes irréductibles P et Q définissent la méme
hypersurface, ils sont proportionnels. Or un théoréme de Géométrie
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Algébrique élémentaire, appelé le théoréme des zéros de Hilbert, dit
que (sur un corps algébriquement clos), si un polynéme Q s’annulle en
tout zéro commun des polyndémes Py, ..., P,, alors une puissance Q°
de Q est dans P'idéal engendré par Py, ..., P, dans I'anneau des poly-
noémes ; nous I'admettrons. Ainsi une puissance Q° de Q est un multiple
de P ;comme I'anneau de polynémes est factoriel et que Q est irréductible,
on en déduit que Q divise P. De méme P divise Q. Ainsi Q/P est un
¢lément inversible de 'anneau des polyndmes, donc une constante # 0,

On notera que, par définition, tout diviseur de P(K) est le diviseur
d’un polynéme homogéne (déterminé 3 un facteur constant prés);
on appelle degré de ce diviseur le degré de ce polyndme homogéne.
Comme les polynomes homogeénes de degré d a n+ 1 variables forment un

espace vectoriel (de dimension (” +d)) sur K, on voit que les diviscurs

de degré d forment un espace projectif (de dimension (”;‘d) - 1)_

Ainsi, dans P, (resp. P3), les diviseurs de degré d forment un espace projectif
. .1 1 .
de dimension 3 d+2)d+1)—1= 3 d(d+3) (resp. d{d* + 6d + 11)/6). Les diviseurs

de P, sont les combinaisons linéaires formelles de points ; en degré d, ils forment
un espace projectif de dimension d ; les coordonnées homogénes d’un tel diviseur
sont les coefficients d’un polyndéme homogéne F(u, v) (de degré d) qui lui cor-
respond ; ceux-ci sont fonctions symétriques ¢lémentaires des coordonnées
homogénes des points dont se compose le diviseur. Ainsi la somme P + P’
des points (x, y), (x’, y') a pour coordonnées homogénes {xx’, —(xy’ + yx’), y¥’)
(faire le produit des formes linéaires vx —uy et vx’ —uy’).



CHAPITRE 11

Géomeétrie projective de dimension 1

§ A / Abscisse projective, birapport,
applications rationnelles

Dans tout ce chapitre, le corps de base K est commutatif. On rappelle
qu'une droite projective est un espace projectif de dimension 1, quun
repére projectif sur une droite projective D est formé de 3 points dis-
tincts (a, b, ¢) (chap. 1, § A) et qu’il y a une unique homographie qui
améne un repere en un repere (chap. I, § B) ; en particulier le groupe
des homographies d’une droite projective D opére de fagon simplement
transitive sur les triplets de points distincts de D.

Abscisse projective

Etant donnée une droite projective D munie d’un repére, chaque
point de D admet des systémes de coordonnées homogeénes (x, y) tous
non nuls et proportionnels. Si x # 0, ces systémes. sont uniquement
déterminés par le rapport 1 = y/x ; d’autre part, il y a un seul point de D
tel que x = 0 et ’on pose t = oo pour celui-ci. L’élément ¢ ainsi défini
s'appelle 'abscisse projective du point de D (dans le repére donné),

L’ensemble des abscisses projectives des points de D est donc la
réunion du corps K et d’un symbole noté o0, Nous noterons cet ensem-
ble K. Il est en bijection canonique avec P,(K).

Lorsque K est muni d’une valeur absolue non discréte f, on munit K d’une
topologie qui induit sur K celle donnée par f et ol un systéme fondamental
de voisinages de o est formé par les complémentaires des boules de K (auxquels
on adjoint ). Lorsque K est localement compact, K est donc le compaculic



Géométrie projective de dimension 1 71

d’Alexandroff de K : c’est la sphére de dimension 1 (resp. 2) lorsque K = R
(resp. K = Q).

Soit h une homographie d’une droite projective D sur une droite
projective D’. Si 'on munit D et D’ de repéres, les coordonnées homo-
génes (x’, ') de I'image h(m) d’un point m de D sont fonctions linéaires

’
des coordonnées homo
\JL u\.ll.ll.lv\.ru AANSLLANS

gcnes {x, _"\ de m m (vhay I, §B} .

X' =dx+cy, y=bx+ aylad — bc #0).

L’abscisse projective t' = y'/x’ de h{m) est donc donnée, en fonction de
t = y/x, par la formule :

= (at + b)/(ct + d) (40)

valable, a priori,pour tfinietct+d # 0.Sict+d = 0,onax"=dx+cy=0
d’ou t’ = o0, ce qui conduit & assigner la valeur co & une fraction dont
le dénominateur est nul. Pour t = o0, on a x =0, d’ou y'/x’ = a/c
sic # 0ett = y'/x" = o0 sic = 0. Avec ces conventions, la formule (40)
définit une application (partout définie) de K dans K ; c’est une bijection
et elle traduit 'homographie h en termes d’abscisses projectives. Une
application de K dans K donnée par une formule de la forme

= (at + b)/(ct + d)(ad — bc # 0), avec les conventions ci-dessus,
s’appelle une application homographique.

Lorsque K est muni d’une valeur absolue et K de la topologie ci-dessus,
une application homographique est continue ; c’est le prolongement par conti-
nuité de la fonction ordinaire f(t) = (at + b)/(ct + d) (définie sur K privé de
I'éventuel pdle de f).

Birapport de quatre points

On a vu que K = P,(K) est une droite projective (dite « droite pro-
jective type »); les points o0, 0, 1 de celle-ci forment un repére.

Définition. — Etant donnés 4 points a, b, c, d d’une droite projective D,
les 3 premiers étant distincts, on appelle bzrapport de ces points, et on note
(@, b, ¢, d) (ou [a, b, c,d]), I'élément h(d) de K oit h est I'unique homo-
graphie de D sur K qui améne a, b, ¢ en o, 0, 1.

THEOREME 20. — Soient D, D’ deux droites projectives, a, b, ¢, d
des points de D et a’, b', ¢’, d’ des points distincts de D’. Alors il existe
une homographie u de D sur D’ telle que wla)=da’, w(b)="V", u(c)=<c,
u(d) = d' ssi les birapports (a,'5, c,d) et (a', V', ¢’, d’) sont égaux.
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Soit h (resp. k') l'unique homographie de D (resp. D’) sur K qui
amene a, b, c (resp. a’, b’, ¢’)en o0, 0, 1. Si u est ’homographie de D sur D’
qui améne a, b, cen a’, ¥, ¢’, on a h(m) = h’(1(m)) pour tout m dans D
d’aprés 'unicité. Si u(d) = d’, on en déduit

(a, b, c,d) = h{d) = W) = (@, b, c, d).

Réciproquement, si ces birapports sont égaux, on a h(d) = h'(d") et
aussi h(d) = h'(u(d)) ; Aot u(d) = 4’ car W est injective.

THEOREME 21. — Soient a, b, ¢, d quatre éléments de K, les 3 pre-
miers étant distincts. Alors le birapport (a, b, ¢, d) est donné par la formule
(@, b, c,d) = (c — a)d — b)/{(c — b)d — a) (41)

avec les conventions de calcul usuelles sur 0 et 0.

Par exemple, si¢ = w0, (c—a)/(c—b)vaut 1 ;sid=a,(a, b, c,d)= 0.

En effet Thomographie h de K sur K qui améne g, b, c en 0, 0, 1 admet
a pour podle et b pour zéro. Elle est donc de la forme h(t)=k(t — b)/(t — a).
Comme h(c) = 1, on a nécessairement k = (¢ — a)/(c — b). D’ou (41).

COROLLAIRE. — Le birapport (a, b, ¢, d) de 4 éléments de K est fonc-
tion homographique de chacun de ces 4 éléments.

Applications rationnelles

Les fractions rationnelles sur un corps K sont les éléments du corps
des fractions K(T) de ’anneau des polyndmes a une variable K[T].
Une telle fraction rationnelle r(T) s’écrit donc comme le quotient
r(T) = p(T)/q(T) de deux polynémes ; par simplification, on peut sup-
poser que p(T) et g(T) sont premiers entre eux, et on dit alors que #(T)
est mise sous forme réduite ; celle-ci est uniquement déterminée par r(T)
si 'on s’arrange pour que le dénominateur ¢g(T) soit unitaire.

THEOREME 22. — Toute fraction rationnelle v(T) définit une appli-
cation { partout définie) de K dans K, prolongeant la fonction rationnelle
usuelle.

Ecrivons /(T) = p(T)/¢(T) sous forme réduite. Pour ¢ dans K tel que
q(t) # 0, on prend Ht) = p(t)/q(t). Pour ¢ dans K tel que g(t) = 0 (et
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donc p(t) # 0, on pose r(t) = oo. Enfin r{c0) se calcule en posant T=1/U,

sS(U) = r(1/U) et en formant s5(0). On a ainsi :

— Ho) =0 si d°% < d%;

— r(o0) = a/b si d°p = d°g, en notant a et b les coefficients dominants
depetgqg;

— r{o0) = o0 si d% > d%

wa =T

Lorsque K est muni d’une valeur absolue non discréte et K de la topologic
ci-dessus, 'application décrite dans le th. 22 est le prolongement par continuité
de la fonction rationnelle ordinaire r(t) (définie sur K prové des zéros de g(T)).

Une application décrite par le th. 22 est appelée une application ration-
nelle de K dans K.

THEOREME 23. — Si r(T) = p(T)/¢(T) est une fraction rationnelle
non constante écrite sous forme reduite, le corps K(T) est une extension
de degré fini du sous-corps K(1(T)) engendré par K et n(T) et on a

[K(T) : K(H{T))] = max (d°, d°g). (42)

Posons r = r(T) et montrons d’abord que r est « transcendant »
sur K, c’est-a-dire qu’il n’est racine d’aucun polynéme non nul a coeffi-
cients dans K. Sinon on aurait une relation a"+... +a1r+a0=0
aveca, # Oetag # 0;dov a,p"+a,_1p" g+ ... +a,pg" '+ apq"=0,

de sorte que p divise g" et est donc constant car il est premier 3 ¢ : de

AL L el ROLRAAL A AISLiE wiva aa A wiiiava & (1

méme g est constant et r aussi, ce qui est exclu. Ainsi le sous-anneau
K [r] est isomorphe & un anneau de polynémes sur K.

Soit alors X une autre variable. Le polynéme g(X) — rp(X) sur K(»)

admet T pour racine et il est de degré max(d®p, d°) (pas de simplifi-
cations 4 cause de la transcendance de r). Reste 4 montrer qu Il est

irréductible sur K(r) ou, a fortiori, sur K[r}. Or K[r]{X] peut étre vu

comme unanneaude polyndmes a 2 variables K [r, X ], qui s’écrit aussi
K[X}[r]. Vu comme un polynéme en r sur K[X], g¢(X) — rp(X) est
irréductible sur K(X) (car de degré 1) et primitif sur K [X] (car g(X) et
P(X) sont premiers entre eux) ; d’aprés étude de la décomposition des
polynémes sur un anneau factoriel, g(X) — rp(X) est donc irréductible.
CQFD.
Le nombre max(d®p, d%g) est appelé le degré de la fraction rationnelle
(non constante) #(T), On le note d°r. Si K est algébriquement clos, I'appli-
cation rationnelle correspondante de K dans K est surjective et ses
« fibres » (= images réciproques des points) ont toutes d°r éléments
si on les compte avec des multiplicités convenables.
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Pour une image a donnée dans R, ces éléments sont les racines, finies ou
infinies (cf. chap. I, § C, p. 24-29), de I'équation g(X} — ap(X) = 0.

Les fractions rationnelles de degré 1 sont les fractions homographiques,
de la forme (T)=(aT + b)/(cT + dYad — bc # 0). Elles donnent des appli-
cations rationnelles bijectives, mais ce ne sont pas les seules en caracté-
ristique p # O (par exemple (T) = T? a cette propriéte).

Si r(T) et s(T) sont des fractions rationnelles non constantes, on peut
substituer n(T) & T dans s et former la composée s(r(T)) ; on la note sor.
Elle définit 1a composée des applications rationnelles associées a s et r.

TutoREME 24. — Si #(T) et s(T) sont des fractions rationnelles non
constantes, on a d*(sor) = d°.d°r.

En effet, comme r(T) est transcendant sur K (th. 23), on a un K-iso-
morphisme f du corps K(T) sur K(r(T)) tel que f(T)=r(T). Il transforme
s(T) en s(r(T)), de sorte que [K(T) : K(s(T))] = [K(r(T)) : K(s(+(T)))]. La mul-
tiplicativité des degrés dans la suite de corps K(s(r{T))) = K(H(T)) = K(T)
et le th. 23 donnent la conclusion.

COROLLAIRE. — Si une application rationnelle de K dans K admet
une application réciproque qui est rationnelle, elle est homographique.

En effet d°.d% = 1 implique d% = 1 et d% = 1.
Il résulte aussi du th. 24 que le degré d’une fraction rationnelle ne

change pas si on la compose (& gauche ou a droite) avec une fraction

homographique. Comme les changements de repére sur une droite
nrnmr*hvp se traduisent par des formules homoeranhigues. la notion

bl e a feve veawaan AR RRANALNS IANCALLAL R ESLRS AL by REL AR RANSA

d application rationnelle d une droite projective sur une aqutre a un sens
et le degré d’une telle application rationnelle ¢st bien défini. Les homo-

graphies sont ainst les applications rationnelles de degré 1 et les degrés

se multiplient par composition (th. 24).

La traduction du cor. au th. 24 en termes de théorie des corps est :
tout K-automorphisme du corps de fractions rationnelles K(T) améne T
en une fraction homographique.

§ B / Birapports et permutations

Etant donnés 4 points a,, a,, a,, a4 (distincts) d'une droite projec-
tive D et une permutation se S,, peut-on calculer le birapport

(as(lla A52)s Ag(3)s as(4))
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en fonction de (a,, a,, a;, a,)? Oui car :

LEMME. — Si (a,, a1, a3, as)=(a}, a5, as, ay), alors

— A’ L ’ ’
(@51 A2y Fst3)s Bs(a)) = (@501, A2)s A3y, Aliay) -

En effet, si h est Thomographie qui améne a; en af (th. 20), elle améne
Qg €N a;(,') pour i= 1, 2, 3, 4,

Ainsi le birapport (ay), s2), 53y, 9s4y) €St uniquement déterminé
par t = (ay, a,, as, as) et par la permutation s. On peut donc le noter
R(t). La formule de composition

Ri(t) = Ry(Ry(t))  (s,5"€84) (43)

est évidente, Pour calculer Ry(t) (pour t dans K), on se souvient que
t=(ac,0,1,t) et on effectue la permutation s; par exemple, si ¢’est la
transposition (2.3), on a R{f) = (o0, 1,0,t) =1 — ¢ (th. 21). Comme
un birapport est fonction homographique de chacune de ses 4 variables,
on en déduit :

THEOREME 25. — Le birapport « permuté » Ryt) est une fonction
homographique de t et I'application s — R, est un homomorphisme du
groupe symétrique S, dans le groupe des homographies de K, cest-d-dire
dans PGL(K?2).

Pour le calcul effectif de R (t), on remarque :

1) La formule (a, b, ¢, d)=(c —ald — b)/(c— b}{d — a) (th. 21) montre
que le birapport est inchangé par les permutations (1, 23, 4), (1, 32, 4)
et (1,4)2, 3) qui, avec I'identité, forment un sous-groupe H d’ordre 4
de S,4. Il y a donc au plus 24/4 = 6 homographies R;.

2) Pour s =(1,2), la méme formule montre que Ry(t) = 1/t. Pour
§ = (2,3), on calcule R.(t) = (o0, 1,0, t) = (t—1)/(0—-1) = 1—¢.

3) Par composition des homographies R, et R, de 2), on obtient
les 6 homographies R(t) = ¢, 1/t, 1—t, 1/(1—t), 1—(1/t), t/(t—1). D’ou

COROLLAIRE. — L’homomorphisme s — R, de S, dans le groupe
des homographies a pour image le sous-groupe G @ 6 éléments formé de

Son noyau est le sous-groupe H a 4 éléments ci-dessus, qui est donc
distingué.
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On notera que les 6 homographies (44) sont distinctes, méme sur
le corps F,. Elles permutent librement les éiéments 0,0,1 de K ;
ainsi G = Sy/H est isomorphe au groupe symétrique S;.

Comme F, se réduit aux 3 éléments oo, 0, 1, PGL(F?) est isomorphe
as,;.

§ C / Division harmonique

Nous allons étudier les orbites du groupe G a 6 éléments opérant
sur K. Elles ont 6 éléments sauf pour les éléments t de K tels qu’au moins
2 des valeurs données par (44) sont égales. Comme il sagit d’une opé-
ration de groupe, ce sont les éléments r de K tels qu'une des relations
suivantes soit vraie :

t=1/t, t=1—t, t=1/(1—t), t=(@—-1)t, t=t/t—1).
On trouve :
a) t = 1; les autres valeurs données par (44) sont alors o0, 0 ;
b) t = — | ; autres valeurs 2 et —;—;
a') t = oo ; autres valeurs 0, 1 (cf. (@) ;
Y2t - 1=0,¢t= %; autres valeurs — 1, 2 (cf. (b)) ;

¢) {1—t)=1, 2—t+1=0; t= —j, —j* (racines cubiques de I'unité);
autres valeurs — j2, — j;

) t=(t—=1)/t, * —t+1=0, voir () ;

a’)t=t/{t—1);t=0ou t=2; voir (a) et (b).

THEOREME 26. — Les orbites de G dans K ont toutes 6 éléments a

1
Pexception de { «,0,1}, { —1,2,5} et { —j, —j*}.

Le birapport (a, b, ¢, d) est dans la premiére de ces orbites lorsque
2 des 4 points sont confondus. On dit que 4 points forment une division
harmonique (ou un « quadrangle harmonique » lorsque le corps de
base est C) si (a,b,c,d) = — 1; ces points sont distincts en caractéris-
tique # 2. On attache l'adjectif « équianharmonique » aux birapports

_j: —'jz'
Les permutations laissant fixe le birapport —1 forment un sous-groupe
a 8 = 24/3 éléments de S,, engendré par H et par la transposition (1, 2).
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Le sous-groupe des permutations laissant fixe le birapport —ja 24/2 =12 é1é-
ments; c’est le groupe alterne A,.

THEOREME 27. — Soit K un corps de caractéristique # 2. Alors :
a) (a, b, c,d) = — 1 équivaut a 2ab + cd) = (a + b)c + d);
b) (a,b,c, 0) = — | équivaut d 2c = a + b;
¢) (@, — a,¢,d) = — 1 équivaut d cd = a®.

En effet, d’aprés le th. 21, (a, b, ¢, d) = — 1 équivaut a
(c—a)fd —b)+ (c — b)d ~ a) =

d’onl a) par un petit calcul. On en déduit aussitot ¢). Les conventions de

== ==2s e a2 2 L

calcul sur oo donnent b).

Lorsque la droite projective D est plongée dans un plan projectif,
la figure ci-contre donne une construction du « quatriéme harmonique »
avec la régle seulement (c’est-a-dire du point d tel que (a, b, ¢, d) = — 1,
a, b, ¢ étant donnés) : on joint g et b A un point m hors de D ; une droite
par ¢ coupe D,,; et D, en a’ et b’ ;si p est le point commun a D, et Dy,
alors D,,, coupe D en point d cherché. Pour justifier cette construction,
on prend a, b, m pour points base du plan, D,,, étant le droite de l'infini;

A

m

/)&i\

en notant (— u, 0) les coordonnées affines de ¢ et (0, v) celles de b/,
I'équation de D, est y = (x + u)u~'v; celle de D,,, qui lui est paralléle,
est y = xu~ v ;les coordonnées de p sont donc (u, v) car la seconde est v ;
ainsi celles de d sont (4,0)eton a (a, b, ¢, d}) = (0,0, —u,u)= — 1
(th. 27, b)).
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THEOREME 28. — Soient K un corps de caractéristique # 2 et f une
bijection de K sur K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est composée d’une homographie ‘et d’'un automorphisme s de K
(autrement dit, f est de la forme f(t) = (as(t)+ b)/(cs(t)+d) pour t
dans K);

M f concorne loe dinier
U’ J t.\.ll'l L= ¥ P4 =) e Wi [ I% )

Si s est un automorphisme de K, la rationalité de la formule (41)
(th. 21) montre qu'on a

(s(a), s(b), s(c), s(d)) = slla, b, ¢, d)). (45)

Comme une homographie conserve les birapports (th. 20) et que
s(—1)= —1, cela montre que a) implique b). Réciproquement, quitte a
composer f avec une homographie, on peut supposer que f laisse oo,
0 et 1 fixes. Alors, d’aprés le th. 27, b), f conserve les milieux :

1 1
f(i(a + b)) =5 /(@ +5(b);

1 1
comme f(0) = 0, on en déduit, pour b = 0, f (i a) =3 f(a) pour tout a;

la formule de conservation des milieux montre alors que f est additive.
D'autre part, la formule (g, — a,a? 1) = — 1 (th. 27, ¢)) montre que
f conserve les carrés : fi (az) = f(a)? pour tout a dans K. Enfin I'identité

A+ —_ 12 o iminnta A Padditivitd da £ mAantea Aan’n o
4Xy =X + y} — X y} , JOINW a 1a0aiuviic G j, Monire qu'on a

f@xy) = 4f(x)f(y), dou f(xy) = f(x)f(y). Ainsi f est multiplicative,
et c’est donc un automorphisme de K.

CoroLLAIRE. — Si K = Q,R ou F, (p premier impair), toute bijec-
tion f de K sur K qui conserve les divisions harmoniques est une homo-

"l'l!'\hlﬂ

&7 u}ll .

Il suffit de voir que tout automorphisme s de K est Iidentité. De
s(1) = 1, on déduit par additivité et récurrence sur n que s(n.1) = n.1
pour tout n dans N. D’ou lassertion pour F,, et aussi s(im) = m pour m
dans Z. Pour une fraction m/n, la multiplicativit¢ de s donne

sin/m) = s(n)/sim) = n/m ;

d’ou l’assertion pour Q. Pour R enfin, on note que ses éléments positifs
ne sont autres que ses carrés ; donc s(positif) = positif, de sorte que
s est croissant ; comme la restriction de s 3 Q est I'identité et que Q est
dense dans R pour la structure d’ordre (coupures), s est P'identité sur R.

CQFD.
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La construction du quatriéme harmonique « 4 la régle » et le th. 28 montrent
qu’une bijection du plan projectif sur lui-méme qui conserve les alignements
induit des « semi-homographies » entre les droites de ce plan. Ceci est aussi
une conséquence du th, 7, chap. I, § C ( « théoréme fondamental de la géométrie
projective » ).

§ D / Homographies et involutions
sur une droite projective

Soit h une homographie d’une droite projective D sur elle-méme.
En termes d’abscisses projectives elle se traduit par

t'=(at+b)(ct+b) ou ctt’'+di’—at—b=0 (ad—bc#0).
(46)

On dit que h est une involution si h # 1 et h* = 1; cela veut dire que
la relation (46) est symétrique en t et ', c’est-a-dire d = — a.

THEOREME 29. — Soit h une homographie d’une droite projective D
sur elle-méme. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) h est une involution ;
b) h est de la forme P(u) ou u est une application linéaire de trace nulle ;
¢) il existe un point m de D tel que h(m) # m et h*(m) = m.

Avec les notations de (46), les applications linéaires u telles q

h = P(u) ont des matrices proportionnelles a M =( ) Comme

b a
Tir(M) = d + a, ’équivalence de a) et b) a été vue. 1l est clair que 4)
implique c). Si ¢) est vraie, on peut prendre m et h(m) pour points base oo,
0: h(oo) 0 et H0) = oo ; alors on a a = d = 0 dans (46), qui s’écrit

t = D/C rejation symetrlque

COROLLAIRE. — Une involution h est uniquement déterminée par
la donnée de deux couples (p, p’), (q, q') de points homologues non fixes.

En effet Punique homographie h telle que h(p) = p’, h(p’) = p et
h(g) = g’ est une involution par le th. 29, ¢).

Avec les notations de (46) les points fixes d’'une homographie h
ont pour abscisses projectives les racines (finies ou infinies) de I'équation

ct? +(d—at—b=0. (47)
Si h # 1,1l y en a donc au plus deux
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THEOREME 30. — Si une homographie h de D sur D a deux points
fixes distincts p et g, le birapport (p, q, m, i(m)) est une constante k indé-
pendante du point m de D. Cette constante est le rapport des valeurs
propres des transformations linéaires u telles que h = P(u). L’homographie
h est une involution ssi k = — 1, c’est-a-dire si p, q, m, h(m) est une division
harmonique.

En effet, prenons p, ¢ comme points base d’un repére. En termes
d’abscisses projectives, h se traduit alors par t' = kt. Ainsi

(p, g, m, Him)) = (20, 0,1, kt) = k.

M - . r x /1 0\ . Y . .
La matrice de u peut étre prise égale a ( k)’ d’ou 'assertion sur les

valeurs propres. Enfin t' = kt est une involution ssi k = — 1.

Formes réduites. — Si une homographie a 2 points fixes, on vient de
voir que, dans un repaire convenable, elle se traduit par

t' = kt («homothétie »). (48)
Si elle a un point fixe double et qu’on le met a l'infini, elle se traduit par :

" =t + b («translation»),. (49)

Lorsque h est une involution (d = — a), I'équation (47) s’écrit
ct? —2at — b=0. Comme a* + bc = bc — ad # 0, ses racines sont
distinctes en caractéristique # 2 et la forme réduite de I'involution,
donnée par (48),est t’ = — t ( « symétrie » ). En caractéristique 2, 'équa-
tion a une racine double et I'involution se traduit, dans un repére conve-
nable, par t' =t + b (qui équivaut a t + t' = b).

Ce qui précéde suppose que les racines de (47) sont dans K (ou qu'on
n’a pas vu d’inconvénient 3 le remplacer par une extension quadratique).
D’autres formes réduites sont valables sans cette hypothése. On part
d’un point non fixe p de 'homographie h et I'on prend p et h(p) pour
points base (h(0) = o). Alors h se traduit par une formule de la forme
t" = (at + b)/t. Si h est une involution, on a h(o0) =0, dod a =0 et
I'on obtient la forme réduite

t' = b/t ou tt'=b. (50)

St h n’est pas une involution, h(co) est distinct de 0 (et de oo) et on le
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prend comme point unité : h(co) = 1;ainsi @ = 1 et on obtient la forme
réduite
' =(t+byt. (31)

La formule (50) montre qu’une involution a des points fixes confondus en
caractéristique 2, distincts sinon (car b # 0). Pour (51), les points fixes sont
donnés par I'équation i> — ¢ — b = 0; ils sont toujours distincts en caracté-
ristique 2, de sorte que, dans cette caractéristique, les involutions sont caracté-
risées par I'existence d’un point fixe double.

THEOREME 31. — Toute homographie h de D sur D est produit d’au
plus 2 involutions.

On raisonne sur (51) : on pose t” = — b/t ;alorst’ + t” = 1.

Involutions et diviseurs de degré 2.

On a défini au chap. I, § H, les diviseurs d’une droite projective D
comme les combinaisons linéaires formelles de points de D. Les diviseurs
de degré donné n peuvent aussi étre vus comme les orbites du groupe
symétrique S, opérant sur D" par permutations des facteurs.

On rappelle que les diviseurs de degré 2 sur D forment un espace
projectif de dimension 2 : la somme des points de coordonnées homo-
génes (x, y), (x’, y’) a pour coordonnées homogenes (xx’, —(xy' + yx’),
yy'). Si l'on repére les deux points de D par leurs abscisses projectives
t = y/xett’ = y'/x’ (supposées finies), 'on peut prendre (1, —(t + ), tt')
pour coordonnées homogeénes de leur somme. Comme une involution j
sur D se traduit par une relation de la forme att’ + b(t + t’) + ¢ =0,

on pCUl ld VUlI' comime un jatsceau uneatre ae awlbeur.s ue uegre é CCb
diviseurs sont, bien entendu, les m + j(m) ou m parcourt D.

En toute rigueur, il vaudrait mieux supposer K algébriguement clos car,
pour tt’ et t + ¢’ donnés dans K, ¢ et t' sont en général dans une extension qua-
dratique.

D’autre part, pour a fixé sur D, les diviseurs a + m(ou m parcourt D) forment
un faisceau linéaire, qu'on peut qualifier de dégénéré, et qui ne correspond pas
4 une vraie involution.

Un faisceau linéaire de diviseurs de degré 2 correspond aussi 4 un
faisceau linéaire d’équations du second degré. D’ou :

THEOREME 31 (Desargues-Sturm). — Un faisceau linéaire F de
coniques du plan projectif découpe une involution sur toute droite D
ne passant par aucun point base de F (cf. chap. 1, § G).
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En effet I'intersection d'une conique C avec D est décrite par une
équation du second degré dont les coefficients sont fonctions linéaires
de ceux de I'équation de C. L’hypothése sur les points base est destinée
a éviter les faisceaux dégénérés.

Autre démonstration. — Par tout point m de D passe une unique conique C
de F, qui recoupe D en un point j(m) (chap. I, § G). L'abscisse projective de jm)
est fonction rationnelle de celle de m. De plus j(j{m)) = m. On conclut par le
cor. au th. 24 (§ A).

Homographies et involutions sur un faisceau linéaire de droites.

Un faisceau linéaire de droites est 'ensembie des droites qui passent
par un point d'un plan projectif. L’abscisse projective d’'une droite D
dans un tel faisceau s’appelle souvent sa pente.

Plagons-nous, en particulier, dans la cldture projective d’un plan
euclidien et soit F le faisceau des droites passant par un point O de
celui-ci (cf. chap. I, § F). Dans un repére orthonormé, la pente d’une
droite D de F est tgV ou V est Iangle des droites Ox et D. Appe-
lons I et J les droites isotropes de O ; on se propose de calculer le
birapport (I,J,D, D). La formule du th. 21 améne a calculer
(tgV — i)/(tgV + i) et son analogue pour D’. En notant encore V
langle de Ox et de I'une des demi-droites portées par D, ce rapport
vaut (sinV — icosV)/(sinV + icosV) = &%, et le birapport cherché vaut
e*'V=V2 Or V — V’est I'angle W de l'une des deux demi-droites portées
par D’ avec I'une des demi-droites portées par D et 'on rappelle que
2W ne déepend que des droites D’ et D. D’ou :

(LJ,D,D’) = &'V = cos(2W) + isin(2W)
( « Formule de Laguerre» ). (52)

Alors le th. 30 donne aussitdt :

THEOREME 32. — Dans le plan euclidien, une homographie h d'un
Jaisceau F de droites sur lui-méme, qui admet les droites isotropes comme
éléments fixes, est induite par une rotation. Son angle est droit ssi h est
une involution,

Ainsi deux droites sont orthogonales ssi elles forment une division
harmonique avec les droites isotropes; dailleurs (i, —i, m, m)= —1
équivaut a mm' = — 1 (th. 27, ¢)).

Application. — Soit a, b, ¢ un triangle du plan euclidien et d I'inter-
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section de deux de ses hauteurs. Soit G le faisceau des coniques passant
para, b, ¢,d (chap. 1, § G). Il contient les coniques décomposées D,; + D,
et Dy, + D,.. L'involution qu’il découpe sur la droite de P'infini (th. 31)
a deux couples qui correspondent a des droites orthogonales ; c’est donc
Iinvolution « d’orthogonalité » (cor. du th. 29 et th. 32). La troisiéme
conique décomposée de G, D, + D,;, est donc formée de deux droites
orthogonales ; on retrouve le fait que les 3 hauteurs d’un triangle sont
concourantes. De plus, toutes les coniques passant par q, b, ¢, 4 ont leurs
asymptotes orthogonales ; si celles-ci sont réelles, on dit que ces conigues
sont des hyperboles équilatéres.

Tr H T+ +
U nie constriuction. — tant

données 3 droites concourantes A, B, C,
dans un plan affine sur un corps de caractéristique # 2, la « quatriéme
harmonique » D ((A, B, C, D) = — 1) peut se construire de la fagon
suivante : on mene une paralléle C’' 4 C;elle rencontre Aet Benaet b;
la droite D est celle qui joint le point commun 4 A, B, C, au milieu ¢ de a
et b. En effet ¢ est conjugué harmonique du point a I'infini de C’ par
rapport a a et b (th. 27, b)).

A
\e

Si le plan est euclidien et si C et D sont orthogonales, cela montre
que A et B sont symétriques par rapport a C (ou a D, C’est équivalent);
autrement dit, C et D sont les bissectrices des droites A, B.

Or l'identification des involutions aux faisceaux linéaires de diviseurs
de degré 2 (voir ci-dessus) montre que deux involutions (distinctes)
sur un méme support ont exactement un couple commun. Donc une invo-

C
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lution sur un faisceau F de droites du plan euclidien admet un couple
de droites orthogonales. Les droites fixes de cette involution sont symé-
triques par rapport a I'une gquelconque de ces droites orthogonales.

§ E / Structure de droite projective sur une conique

Soient C une conique irréductible du plan projectif et a un point de C,
A chaque droite D du faisceau F, de base a, on fait correspondre le
second point ou D coupe C; notons le j,(D). Lorsque D est la tangente
a Cen g, j,(D) est le point a. Ainsi j, est une bijection de F, sur C. Elle
permet de transporter & C la structure de droite projective de F, : la
« pente » t d'une droite D par a sera prise comme abscisse projective

D'

du point j,(D) de C. Reste a voir que cette structure de droite projective
sur C est intrinséque, c’est-a-dire qu’'elle ne dépend pas du point a.
Cela résulte du théoréme suivant :

THEOREME 33. — Avec les notations précédentes, et si b est un autre
point de C, alors j; * ¢ j, est une homographie de F, sur F,.

En effet, pour D € F,, les coordonnées de j,(D) sont fonctions ration-
nelles de la pente ¢ de D car, en paramétrant D, j,(D) correspond a la
seconde racine d’une équation du second degré dont la premiére —
le paramétre de a — est connue. La pente ¢’ de la droite j, Y(j{D)) — qui
joint b & j,(D) — est donc fonction rationnelle de t. Par échange des
roles de a et b, t est fonction rationnelle de ¢’. On conclut par le cor.
au th. 24 (§ A).
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Pour ceux qui ne seraient pas convaincus par un calcul auss: « vir-
tuel », voici une démonstration plus explicite. On prend un repére du
plan dans lequel les coordonnées homogénes de a et b sont (1,0,0) et
(0,1, 0). L’équation générale des coniques passant par a et b est alors

pzt 4+ gxy +ryz +sxz=0. (53)

Ecrivons y =tz et x = t'z les équations de drottes D et D’ passant
respectivement par a et par b. Le point commun a D et D’ est sur C ssi

AN a n L o~att! L rt + cf’ — ﬂ ce l"lnl est une rpl-nhnr\ hnmnnfnﬂh1n"p
Wil }I ] l.j'l'lr ] by L3 SLLAV/AL L1 Llluélutllll\.luv

entre ¢ et t'.

Cela étant, la bijection j, fournit une représentation paramétrigue
de la conique C : en notant ¢ la pente d’une droite variable passant par a,
les coordonnées affines du point j,(D) sont des fonctions rationnelles de ¢.
Par exemple, avec les notations de la seconde démonstration du th. 33,
ce point a pour coordonnées affines

=t +pfgt+s), y=t;
ses coordonnées homogénes peuvent étre prises égales a :
(—(@t+p), tat+s), qt+3). (54)

Plus généralement, une courbe plane qui admet une représentation
paramétrique (affine) de la forme x=r(t), y=s(t), ou 7(t) et s(t) sont des
fonctions rationnelles d'un paramétre ¢ (qui parcourt K) est dite uni-
cursale (ou rationnelle). En chassant les dénominateurs, elle admet
une « représentation paramétrique homogéne », ou les coordonnées
homogénes d’'un point de la courbe sont fonctions polynémes de t:

(x, ¥, 2) = (P(t), Qt), R(2)) ;

on supposera que les polyndémes P, Q, R sont premiers entre eux dans
leur ensemble.

La représentation paramétrique homogéne (54) montre que la
conique C est une courbe unicursale pour laguelle max(d°P, d°Q, d°R)=2.
Ce fait est indépendant du repére choisi dans le plan (combinaisons
linéaires de P, Q, R); il n’est pas non plus altéré par un changement
homographique du paramétre ¢ ( « hogénéiser » t en (i, v) et faire une
transformation linéaire sur (u, v)).

L’invariance du maximum des degres de P, Q, R est vraie pour toute courbe
unicursale, Nous interpréterons ce nombre au § suivant : moyennant une pré-
caution, c’est le degré de la courbe C.
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Le théoréme 33 admet la réciproque suivante :

THEOREME 34. — Soient, dans le plan projectif, F, et F, les faisceaux
de droites de points base a et b, et soit h une homographie de F, sur F,.
Lorsque D parcourt ¥,, le point D n h(D) parcourt une conique C,
qui passe par a et b. Si (D) = Dy, C est décomposée en D, et une
autre droite. Sinon C est irréductible.

Prenons les notations de la seconde démonstration du th 33. La

l’homographle t = (rt + p)/(qt + 5). Or toute hornographle de F,
sur F, est de cette forme, avec pg — rs # 0. La conjque ne peut étre
(.lE:LOIIlpObE:E: en une droite par a ¢t une droite par b, sinon pq —rs= 0.
Elle ne peut donc étre décomposée quen D,, (équation z = 0) et une
autre droite, ce qui veut dire g = 0; alors ’'homologue de oo par ’homo-

graphie est o0, ce qui signifie que D, correspond 4 elle-méme par celle-ci.

Exemple. — Prenons pour a et b des points du plan euclidien et pour 4 la
composée de la translation de a 4 b et d’une rotation d’angle W autour de b.
La conique C est alors 'ensemble des points d’oll 'on « veoit » le segment ab
sous I'angle (de droites} W. Comme h transforme une droite isotrope du point a
en la droite isotrope paralléle passant par b (voir § D), la conique C passe par
les points cycliques et est donc un cercle {passant, bien entendu, par a et b).

THEOREME 35 (Frégier). — Soient C une conique (irréductible) et f
un point du plan non situé sur C ; Papplication j qui, d tout point m de C,
fait correspondre celui ou Dy, recoupe C est une involution sur C. Réci-

proguement toute involution k sur C est de cette forme.

S SLALL T SISt iYS — o ST LTS

En effet j est une application rationnelle de C dans C et on a évi-
demment j2 = 1. Cest donc une homographie — et aussi une invo-

kip)

N ,,
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lution — par le cor. au th. 24, Réciproquement, si k est une involution
sur C, on prend deux points p, g (non homologues) sur C et on pose
f = D,ipn N Dgyq ; l'involution définie par le point f a deux couples
de points homologues en commun avec k et coincide donc avec k (cor.
au th. 29).

Une démonstration par le calcul est fort simple elle aussi. Soit
(x, y, z) = P(t), Q(¢), R(t)) une représentation paramétrique homogéne
de C. Les polynémes P, Q, R sont linéairement indépendants (sinon C
serait une droite) et forment donc une base de K + Kt + Kt%. Par
changement de repére, on peut supposer qu'on a x = 2 y=tz=1.
Alors l'alignement des points de C de paramétres ¢t et t' avec le point

la £ 7|
f=(a,b,cys¢crit |b ¢t l = 0, soit, aprés simplification par t—¢’,
c 1 1

a — bt + ) + ctt’ = 0. Cest bien 1a une involution sur C et, pour un
choix convenable du point (a, b, ¢), toute involution sur C est ainsi
obtenue. CQFD.

Le point f autour duquel pivotent les droites D, s’appelie le
point de Frégier de I'nvolution j.

Remarque.— L’involution t' = (bt — a)/(ct — b)est « dégénérée » ssi b> —ac=0;
cela veut dire que le point (a, b, ¢) est sur C.

Exemples. — 1) Considérons, en caractéristique 2, I'involution t + t' = 0
sur une conique C. C'est I'identité, de sorte qu’elle est découpée sur C par les
tangentes 4 C. Celles-ci passent donc toutes par son point de Frégier (cf. chap. I,

§ G).

2) Soit a un point d’'une conigue C du plan euclidien. L’involution « d’ortho-
gonalité » (th. 32, § D) sur le faisceau des droites passant par a induit une invo-
lution sur C. Autrement dit, si un angle droit pivote autour de a et si I’on appelle
m, m’ les points ou ses ¢otés recoupent C, la droite mm’ passe par un point fixe f.
En prenant la tangente a C en a pour I'un des cétés de I'angle droit, on voit que
le point de Frégier f est sur l1a normale 3 C en a. Clest 13 I’énoncé original de
Frégier (Ann. de Math., 1816).

Lorsque C est un cercle, f est évidemment son centre.

Lorsque C est une hyperbole équilatére (asymptotes orthogonales), la droite
de I'infini est une position particuliére de la droite mm’, de sorte que le point
de Frégier fest a I'infini sur la normale a C en a. L’involution est alors découpée
sur C par les paralleles a cette normale.

Réciproquement, considérons I'involution j découpée sur une hyperbole
equilatére C par les droites paralléles a une droite donnée D, Soient a et b les
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deux points de C ou la tangente est orthogonale a D. Alors I'involution d’ortho-
gonalité sur le faisceau des droites passant par a (resp. b) induit sur C I'involu-
tion j. Autrement dit, les cercles ayant pour diamétres les cordes mm’ de C paral-
léles a D passent tous par les points a et b (et forment donc un faisceau linéaire
de cercles).

Le point de Frégier f(a) de l'involution découpée sur une conique C par
Pinvolution d’orthogonalité sur le faisceau des droites passant par un point a
de C n’est pas un point quelconque du plan (il est fonction, d’ailleurs rationnelle,
d’un paramétre — celui de g sur C — et non de deux). On a vu que c’est le centre
de Csi C est un cercle et qu'il parcourt la droite de I'infini si C est une hyperbole
équilatére. Sinon il décrit une courbe, en général du 4° degré.

3) Les points fixes d’une involution sur une conique C sont les points de
contact des tangentes menées a4 C par le point de Frégier.

4) L’existence d’'un umique couple commun a 2 involutions est immédiate
si on les regarde comme des involutions sur une méme conique : mener la droite
joignant leurs points de Frégier.

7 N
/\

THEOREME 36 (Pascal). — On considére 6 points, 1, 2, 3, 4, 5, 6
d’une conique irréductible C. Alors les pointsi=D,;, N Dys, j=D,3 N Dsg
et k = Dy, N Dyg, sont alignés.

LEMME. — Soient C une conique irréductible, D une droite, u et v
ses points communs avec C, et a, b, a’, b’ des points de C. Il existe une
homographie h sur C, de points fixes u et v, telle que hla)=a’ et W(b)=1b'
ssi D,y et Dy, se coupent sur D.
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En effet, pour tout point mde C, notons p le point ou D, rencontre D
et m’ le point ou D,, recoupe C ; posons m’ = h{m) ; 'application h est
rationnelle et admet une application réciproque qui l'est aussi; c’est
donc une homographie ; on a h{a) = a’ et mest fixe par & ssi il est commun
a Cet D. Si D, et D,, se coupent sur D, on a évidemment h(b) =
La réciproque est vraie car une homographie est déterminée par ses
valeurs en u, v et a.

Si D est tangente 4 C en u, u est point fixe double de h. Le lemme reste vrai
car, alors, h est déterminée par sa valeur en un autre point (voir forme réduite
Y =t + b,(49), §D).

Lorsque les droites ab’ et ba’ se coupent sur D, il y a aussi une homographie k
A _,.:... £ar alla Ay — b oat M«f\ —_ I'-J

dae points iixes u, v telle gue Mu; =g llAd;)=

Passons 3 la démonstration du th. 36. Soient u, v les points communs
4 Cet A D = Dy;. D’aprés le lemme, il y a une homographie h sur C,
de points fixes u, v, telle que A(2) = 5; alors h(1) = 4 et h(3) = 6. En
utilisant le lemme dans 'autre sens, on voit que D, ¢ et D34 se coupent
sur D. Donc i, j et k sont alignés. CQFD.

Ce qui importe dans la donnée, c’est I'ordre « circulaire » des points 1, 2, 3,
4, 5, 6. S’ils se succédent, dans cet ordre, sur une ellipse, parabole ou branche
d’hyperbole réelle, ils forment un hexagone convexe inscrit a C et le th. 36 exprime
que les 3 points de rencontre de ses cotés opposés sont alignés.

Si C est décomposée en 2 droites, avec 1, 3, § sur 'une et 2, 4, 6 sur Pautre,
I'’énoncé est celui du théoréme de Pappus (chap. [, § C, th. 6), mais la demonstra-
tion donnée ici n’est pas valable dans ce cas,
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COROLLAIRE. — a) Si a, b, ¢, d sont 4 points d’une conique irré-
ductible C, les tangentes en a et ¢ a C se coupent sur la droite qui joint
les points D,, N D,y et Dy, 1 Dy, (considérer la suite q, a, b, ¢, ¢, d).

b) Si un triangle a, b, ¢ est inscrit dans une conique irréductible C,
les points d’intersections des tangentes en a, b, ¢ avec les c6tés opposés
sont alignés.

Si C est le cercle circonscrit 4 a, b, ¢, on obtient la droite de Simpson,

§ F / Courbes unicursales

nalla A’an annalla 1wy
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représentation paramétrique (affine) de la forme x = rt), y = s(t),
ou r(t) et s(t) sont des fonctions rationnelles d’un parametre t. Cette

notion se généralise aussitdt aux courbes de K" ou de P(K).

Exemples. — 1) Toute courbe algébrigue plane de degré d qui admet
un point multiple de multiplicité d — 1 est unicursale.

On met ce point a 'origine, de sorte que I'équation affine de la
courbe est de la forme Fx, y) + F4_((x, y) = 0, ou F; est un polynéme
homogéne de degre i. On pose y = tx, c’est-a-dire qu’on coupe la courbe
par les droites passant par O. L’équation donne

xdFd(l, t) + xd_le_l(l, t) == 0

La solution x?~! = 0 correspond au point O. Reste le point

x = — Fa_y(1, t)/F{L, ).

Sa seconde coordonnée est y =tx = — tF;_ (1, t)/F{l1,¢t). Dou la
représentation paramétrique cherchée.

Pour 4 = 2, on retrouve les représentations paramétriques des coniques
étudiées au § E.

2) Toute quartigue C qui admet 3 points doubles est unicursale.

On rappelle qu'une quartique est une courbe de degré 4. On prend
les 3 points doubles comme points base d’un repére du plan projectif.
Le fait que (0,0, 1) est point double équivaut au fait que I’équation
homogéne de C ne contient pas de termes en z*, en z3x ni en z3y. Idem
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pour les autres variables. Bref, les variables x, y, z figurent dans I’équa-
tion avec des exposants < 2. Celle-ci est donc de la forme

ax?*y? + by’z? + ez®x® + a'xyz? + byzx® + c'zxy? = 0,

On pose alors x = 1/x', y = 1/, z = 1/2’ (« transformation quadra-
P i + 101 al . b aal

5D U = I - N L p e F P PND sl a
uguc » ). o1 Indpaant 1equdlioill oplenus par (x y 2y, o1 Ouuucll
I'équation

Cest 1a P'equation d’une conique, qu'on paramétrise comme au §E.
De la representation paramétrique homogene (x’, y', ') =(P(t), Q(t), R(t))
de cette conique, on déduit celle, (x, y, z)=(Q(t)R(t), R(t)P(¢), P(t)Q(?)),
de la quartique.

NB. — Le signe « = » pour les représentations paramétriques homogénes
veut dire, bien entendu, « proportionnel ».

Une représentation paramétrique x = r(t), y = s(t) d’'une courbe
unicursale est dite propre sile paramétre t est fonction rationnelle de x et .
Alors, sauf un nombre fini de points exceptionnels ou t=p(x, y)/q(x, y)
se présente sous la forme 0/0, on a une bijection entre la courbe et
Pensemble K des valeurs du paramétre.

Exemples. — 1) La représentation paramétrique ci-dessus d’une
courbe de degré d admettant un point de multiplicité 4 — 1 est propre
car t = y/x. Les valeurs de t telles que F;_,(1, ¢t) = O donnent toutes
le point O; il y en a en général plusieurs; les valeurs de ¢ telles que
F41, t) = 0 donnent les points a I'infini de la courbe ; on n’omettra pas
de donner 2 ¢ la valeur co. On pourra s’exercer sur la courbe

X =2y —xy*+ 2+ xy=0,

et aussi sur x> — y? = 0.

La représentation paramétrique ci-dessus de la quartique a 3 points
doubles est, elle aussi, propre (car celle d'une conique I’est).

2) Soit C la courbe de représentation paramétrique x = 2 + ¢~ 2,
y = t3 + t73. Cette représentation n’est pas propre car deux valeurs
inverses quelconques de ¢ donnent le méme point (x, y). Mais, si 'on pose
u=t+t Lonax =u*-2ety=1® — 3u.Commev® = u.u®>=u(x+2),
onen déduit y=ux+2)—3u=ux—1); dov u=yl(x — 1) et la
nouvelle représentation paramétrique est propre.
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On notera que u=0/0 pour x=1et y=0; ce point est obtenu pour les valeurs
u=+3% et u=—3%; c’est un point double de la courbe. On notera aussi que
Pancien paramétre ¢ n’est pas fonction rationnelle du nouveau paramétre u :
il est quadratique sur K(u).

Ce qu'on a vu dans I'ex. 2) est général : toute représentation peut

r e
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terminée sur le corps de base K, x = r{t) et y = s(t) sont des éléments
du corps de fractions rationnelles K(z). Ils engendrent un sous-corps
T - Wiwv o Aa ity Annt 11 a’asit Ao rmvantrar A1171] act anaandei {gaaqe )
1r — 1\\&, _y} e l\\b ), UL 11 O G.E.I.I. UG 11IVIILIG]L Lil.l 1k WIOL CIIEDLIUIC \Dul 1\}
par un seul élément u (donc de la forme K(u)) : en effet x et y sont alors
fonctions rationnelles du nouveau paramétre u, et u est fonction ration-
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THEOREME 37 (Liiroth). — Soient E = K(t) un corps de fractions
rationnelles a une variable sur K et F (# K) un corps intermédiaire entre
K et E. Alors F est de la forme F = K(u), avec u transcendant sur K.
En particulier toute courbe unicursale admet une représentation propre.

En effet, comme F contient une fraction rationnelle non constante,
E est une extension algébrique de degré fini de F (th. 23). Soit »n ce degré
et soit fX)=X"+kX"'+ ... +k,_ X+ k,(k;eF) le polynome
minimal de ¢ sur F. L’un au moins des k; n’est pas dans K (sinon ¢ serait
algébrique sur K); notons le v et montrons que F = K(u). En écrivant
u = g{t)/h(t) comme quotient de deux polyndmes premiers entre eux,
et en posant m = max(d®g, d°h), E est de degré m sur K(u) (th. 23).
Comme K(u) est contenu dans F, on a m = n (m est méme un multiple
de n). 11 suffit donc de montrer qu'on a m < n.

Or l'indéterminée ¢t est racine du polyndome g(X) — wh(X), qu a
ses coefficients dans F. C’est donc un multiple du polynéme minimal f (X)) :

(E) g(X) — ul(X) = g(X) f(X) avec g(X)eF[X].
7 o\ =s \ b & el AV B il b AN J L 4

On peut écrire chaque k;(j=1,...,n) sous la forme c;(t)/colt)
ou ¢y, Cy,...,¢, sont des polynémes premiers entre eux dans leur

ensemble. Posons alors
(F) P(X, t) = ¢ot) f(X) = co(t)X" + ¢, ()X + ...+ ¢ft);

c’est, par hypotheése, un polyndme primitif en X sur K [t ].
Comme u est 'un des kj, soit u = k;, on a u=g(t)/h(t)=cft)/co(t) et
donc, comme (g, h)=1, d°g < d%; et d°h < d%,. Ainsi :

(G) 'entier m = max(d®g, d°h) est au plus égal au degré de P(X, t)
par rapport a ¢.
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Maintenant, dans (E), remplagons u par g(t)/h(t) et les coefficients
de g(X) par leurs expressions comme fonctions rationnelles de . On en
déduit que, dans K(t)[X], P(X, t) divise g(X)h(t) — h(X)g(t). Or ces
polyndmes sont tous deux dans K [t, X] et on a vu que P(X, ¢) est primitif
en X. Il existe donc un polyndme Q(X, t)e K[X, ¢] tel que :

(H) gXh(t) — M(X)g(t) = QX, H)P(X, 1).

Le degré par rapport a X du premier membre est au plus m et celui
de P(X, t) est n < m. Iis sont donc tous deux égaux ameionan = m.
CQFD.

De plus le polyndme Q(X, 1) est de degré 0 en X et ne dépend que de t.
Comme le premier membre de (H) ne change que de signe si I’on €change les
indéterminées X et ¢, on voit que Q(X, t) est une constante et que P{X, t) est
aussi de degré m = nen ¢,

Remarque. — La généralisation du théoréme de Liiroth aux corps de frac-
tions rationnelles a plusieurs variables est un probléme qui a longtemps intéressé
les géométres algébristes. Vers 1900, en utilisant des outils assez puissants de
la théorie des surfaces algébriques, G. Castelnuovo a démontré que, si K = C,
tout sous-corps I de degré de transcendance 2 de K(X, Y) (c’est-a-dire sur
lequel K(X, Y) est algébrique} est isomorphe & K(X, Y) (comme on dit, c’est
une extension transcendante pure de K). La conclusion n’est pas vraie lorsque K
n’est pas algébriquement clos (contre-exemple de B. Segre pour K = R). Elle
reste vraie pour un corps algébriquement clos K de caractéristique p#0 a
condition de supposer que K(X, Y) est séparable sur F (O. Zariski, vers 1955).

Contrairement au théoréme de Liiroth, on ne connait pas de démonstration
de pure théorie des corps pour les théorémes de Castelnuovo et Zariski. Leurs
démonstrations font appel & la Géométrie Algébrique. On dit qu'une variété
algébrique V (de dimension d) est unirationnelle si les coordonnées (affines pour
fixer les idées) (x;) des points de V peuvent s’exprimer comme fonctions ration-
nelles de d paramétres indépendants (t;); elie est dite rationnelle si, de pius,
on peut s’arranger pour que les paramétres s'expriment, inversement, comme
fonctions rationnelles des coordonnées. Comme on I'a vy, le théoréme de Liiroth
signifie que toute courbe unirationnelle est rationnelle. Les démonstrations de
Castelnuovo et Zariski consistent 3 montrer que certains invariants d'une surface
unirationnelle sont nuls et que cette nullité implique la rationalité de la surface
(qui est alors, dans un certain sens — I’équivalence birationnelle — « isomorphe »
au plan projectif).

Ce n’est que dans les années 1970 qu’'on a pu donner des exemples convain-
cants de variétés unirationnelles de dimension 3 qui ne sont pas rationnelles.
L'un d’eux est 'hypersurface cubique dite « de Fano » (équation affine F(x, y,
z,t) = Oavec F de degré 3 assez général), dont I'unirationalité était connue depuis
le début du siécle ; une étude assez délicate a montré que le groupe de ses « auto-
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morphismes » (transformations birationnelles sur elle-méme) est beaucoup plus
« petit » que celui de I'espace projectif de dimension 3, de sorte qu’elle ne peut
étre rationnelle.

THEOREME 38. — Une courbe ( plane) unicursale C est algébrique
et irréductible.

On peut raisonner dans I’affine. Soit x = r(t), y = s(t) une représen-
tation propre de C; alors t est une fonction rationnelle, t = G(x, y),
de x et y. Dans le corps de fractions rationnelles K(t), x = #(t) est non
constante (sinon C est une droite), donc transcendant sur K, et y est
algébrique sur K(x) (th. 23); soit F(x, Y) son polynéme minimal ; on
peut supposer que les coefficients des Y’ sont des éléments de K[x],
donc essentiellement des polynémes en x, premiers entre eux dans leur
ensemble. Etant irréductible sur K(X) et primitif sur K [X], le polyndme
F(X,Y) est trréductible. Comme F(i{t), s(t)) = 0 est une identité en t,
tout point (x(a), a)) de C (aeK) vérifie F(x{a), y(a)) = 0. Inversement,
s1 (b, ¢) est un zéro de F(X, Y) dans K2, on pose a = G(b, c); alors I'iden-
tit¢ ¢ = G(x, y) = G(r(t), s(t)) montre que le K-homomorphisme h
de K [x, y] dans K défini par h(x)=b, h( y)=c se prolonge a t par h(t)=a;
ainsi b=h(r(t))=r(a) et c=s(a), de sorte que le point (b, ¢) est sur C.
Si G(b, ¢) est infini, on passe en t' = 1/t.

Plus précisément, en prenant un anneau de valuation de K(t) qui contient
x et y, on voit que 'homomorphisme h peut se prolonger a t ou a 1/1.

Une représentation paramétrique homogeéne (P(t), Q(t), R(t) d’'une
courbe unicursale C est dite propre si la représentation paramétrique
affine x = P(t )/’R(t ), ¥ = Qe )/R(E ) €st propre. A un nombre fini d é‘:XCep-
tions prés, elle donne une bijection de K sur la courbe projective C.
Les points d’intersection d’une droite D, ax + by + ¢z =0, avec C

correspondent aux racines, finies ou infinies, de l’équation
aP(t) + bQ(t) + cR(t) =0

On admettra que les multiplicités de ces racines sont égales aux multi-
plicités d’intersection de C et D définies au chap. I, § C (ou C était définie
par son équation et D par une représentation paramétrique), étant
entendu que, si un point P (exceptionnel) de C est obtenu pour plusieurs
valeurs du paramétre ¢, il faut ajouter les multiplicités correspondantes
pour obtenir la multiplicité d’intersection de C et D en P. Cela étant,
le nombre max(d°P, d°Q, d°R) est le degré de la courbe plane C (4 condi-
tion, bien entendu, que les polynémes P, Q, R soient premiers entre eux
dans leur ensemble).
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On a vu que ce maximum des degrés est 2 pour une conique et 4 pour une
quartique avec 3 points doubles.

Remargue. — Les exemples donnés au début de ce § donnent 4 penser qu'une
courbe est unicursale ssi elle a suffisamment de points doubles. Cest exact et
Fon peut montrer qu'une courbe irréductible C de degré d est unicursale ssi

elle admet %(d— 1)(d — 2) points doubles, & condition de compter plusieurs fois

comme points doubles les points multiples de nature plus compliquée ; ainsi
un point triple est compté pour 3 points doubles ; comme on Fa vu au début
du §, une quartique a point triple est aussi unicursale qu'une quartique a 3 points
doubles. Dans le cas général, ce « comptage » des points doubles fait appel a

r‘P ] A]OPhl‘P assez ﬁnr—- “ 91‘11{‘9 rlne r‘lnhn'pc 1nfpgro|es d anneaux lﬁcaUX} eta des

resultats généraux sur les courbes algébriques (notion de « genre », théoréme
de Riemann-Roch).
Une courbe algébrique de degré d dont le nombre de points doubles (compté

1 , . , -
correctement) est > —(d — 1)(d —2) est nécessairement décomposée. Vérifions-en
les premiers cas :

— une conique qui a 1 point double est décomposée en 2 droites (cf. chap I, § G,
th. 15);

— une cubique qui a 2 points doubles a et b est décomposée en une droite et
une conique ; en effet la droite D qui joint g et b & 4 points communs avec
la cubique et est donc contenue dans celle-ci ;

— une quartique qui a 4 points doubles est decomposée en 2 coniques ; en effet,

A Il + - - ae -~
faisons passer une conique par ces 4 points doubles et par un cinquiéme point

de la quartique ; cette conique et la quartique ontalors 4 x 2 + 1 = 9 points
communs, et non 8, de sorte que la premiére est contenue dans la seconde.

Il n’est pas trés difficile de montrer qu'une courbe C de degré d qui a

i(d — 1)}d — 2) points doubles (distincts) est unicursale : on fait passer par ces

points doubles, et par quelques autres points de C, un faisceau linéaire de courbes
de degré d — 2 qui recoupent C en un seul point variable. La réciproque est
plus délicate. Nous nous contenterons de donner une démonstration ad hoc
dans le cas des cubiques :

THEOREME 39. — Une cubique plane irréductible C est unicursale
ssi elle admet un point double.

Si C admet un point double, on fait pivoter des droites par celui-ci
et 'on obtient une représentation (propre) de C (cf. ex. 1)). Inversement,
soit (P(t), Q(t), R(¢)) une représentation paramétrique homogéne de C,
quon peut supposer propre (th. 37). Alors max(d°P, d°Q, d°R) = 3.
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Ainsi V = KP + KQ + KR est un sous-espace de K+ Kr+Kt? + Ki*;
il est de dimension 3, sinon C est une droite. Quitte & changer de repére,
on peut remplacer (P(t), Q(¢), R(¢)) par n'importe quelle base de V.

L’intersection de V avec le sous-espace K + Kt est de dimension 2
ou l.

2 V cgntigpt 1ettetaune base de |

Ax . 7 aAv &

tation paramétrique x = 1, y =

"est-a-dire, en rendant homogeéne,
oint double (dp rphrnnqqpmpnﬂ
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de la courbe.
b) Si cette intersection se réduit & K, on peut prendre x = 1, y de

Aa Yat »da A 21 Dartr
u\.«gi’e 2etzde uegre . ar uaualati\'}ﬁ Sur y (rGLILPIHU\-MLVLIt par "+ k)\’,} et

transformation affine de ¢, on peut supposer que y=t2. Par homothétie
sur z et combinaisons linéaires avec x et y, on peut supposer que z=1¢> +at.
Dot z=t{y+a), 22=tXy+a)’=yy+a)* et enfin zZx=y(y+ax)* en
en rendant homogéne. Le point z=0, y+ax=0, c’est-a-dire (1, —a,0),
est double.

c¢) Si cette intersection est de dimension 1 sans se réduire a K, elle
est engendrée par un polynéme de degré 1, qu’on peut supposer étre ¢
aprés transformation affine. Ainst x=t¢, y de degré 2, z de degre 3. Par
homothétie et combinaison linéaire de y avec x, on peut supposer que
y =t? + a. Si a # 0, une combinaison linéaire de z avec x et y en fait
disparaitre le terme en ¢ et le terme constant, d’ou, aprés homothétie,

= 2 + ct®. On passe aux coordonnées affines u = y/x = (t* + a)/t

et v=z/x=t*+ct=tit+c¢). On a alors ut=v— ct +a, dou
t=@W+a)fflu+c). Posons X=u+c¢, Y=v+ a, dou t—Y/X et
t+c¢c=({ +cX)y/X;ainsionaY—-—a=v=Ht+c)=Y(Y + c)k)/)v
d’ou 'équation affine X*(Y — a) — Y(Y + ¢X) = 0 qui montre que l'ori-
gine est point double. ‘

Dans le cas a = 0, on se raméne comme ci-dessus & x = ¢, y = t?,
z = > + b.D’oulareprésentationaffineu = y/x = t,v = z/x = (> + bt
et Iéquation uv = u®> + b. En rendant homogéne, uow = u® + bw?,
on voit apparaitre le point double (0, 1, 0),

Un peu de géométrie sur une cubique unicursale

Soit C une cubique unicursale. On place l'origine des coordonnées
affines en son point double, de sorte que son équation s’écrit

F(x, y) + G(x, y) = 0,
ou F (resp. G) est un polynéme homogene de degré 3 (resp. 2). On sup-
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pose K algébriquement clos. Deux cas peuvent se présenter pour G :

1) G est produit de deux formes linéaires distinctes { « point double
d tangentes distinctes » ). Par changement de coordonnées, on peut écrire
G(x, y) = — xy, d’ou I’équation F(x, y) — xy = 0. On paramétrise en
posant y = tx, d’ou la représentation paramétrique :

x=t/F(l,t) y=t3F(,t) ou (t, 13 F(l,1)) en homogéne
(55)

On notera que F(1, t) est vraiment de degré 3, sinon x est en facteurs
dans 'équation de C. Les points d’intersection de C avec la droite
ax + by + cz = 0 correspondent aux racines (finies ou infinies, simples
ou multiples) de

at + bt> + cF(1,t) = 0.

Le terme en ¢ et le terme constant de cette équation proviennent de
de F(1, t), ou ils sont non nuls (sinon x ou y serait en facteurs) ; le quo-
tient de leurs coefficients est donc indépendant de la droite ax + by + ¢z =0;
or c’est, au signe pres, le produit des racines de I'équation. Les para-
metres ¢, t’, t” des points d’intersection de C avec une droite quelconque
satisfont donc a #t't’ = cte ; aprés homothétie sur t, on peut écrire cette
relation t't” = 1. Réciproquement, si les paramétres ¢, ¢, t” de 3 points
M, M’, M” de C sont tels que tt't” = 1, la droite joignant M a M’
recoupe C en un point dont le paramétre #{ vérifie t#'tY = 1; on a donc
t; = t” et les points M, M’, M” sont alignés.

Le noint double O corresnond aux v a!vurc 0 et

W WAARE WS AW WAL L WO AN ARG SRR

ment avec un point quelconque de C améne 3 écrire
déraisonnable.

b) Si les facteurs linéaires de Gix, y) sont confondus ( « point de
rebroussement » ), on peut supposer que G(x, y) = — x2, d’ou I'équa-
tion F(x, y) — x* = 0 de C. En posant y = tx, on obtient la représen-
tation paramétrique

x=1/F(1, t), y=t/F(1, t) (ou (1, t, F(1, t)) en homogéne). (56)

L’intersection de C avec une droite D, ax+ by+ cz=0, se traduit par
Péquation a+bt+cF(1, t)=0. Ici les termes en t* et t> ne proviennent
que de F(1, t), de sorte que le rapport de leurs coefficients est.fixe;
or, au signe prés, ce rapport est la somme des racines de I'équation.
Ainsi les paramétres ¢, t’, t” des points ou C rencontre une droite quel-

P. SAMUEL 4
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conque satisfont a t + ¢' + t” = k (constante). La réciproque se démon-
tre « par coincidence » comme dans le cas a).

Aprés translation sur ¢, on peut écrire cette condition ¢ + t' + t” =0
sauf en caractéristique 3.

Le point de rebroussement correspond a la valeur co du paramétre. Son
alignement avéc un poini queiconque de C améne a écrire co+ a0 +t=k, ce
qui n’est pas déraisonnable (il n’y a qu’un seul co ; méme sur R, il n’a pas de signe).

< Lamad

TuHEOREME 40. — Dans une représentation paramétrique convenable
d’une cubique unicursale C, les pointsde paramétrest,t’,t” de C sont alignés
SSi :

— tt't” = 1 pour une cubique @ point double, dite « nodale » ;
— t+t'+t" =k (constante) pour une cubique @ point de rebroussement,
dite « cuspidale ».

Voici quelques applications de ce théoréme.

1) On appelle tangentiel d'un point (simple) M de C le point M’
ot la tangente & C en M recoupe C. Si t est le paramétre de M, le para-
métre u du tangentiel est donc u = 1/t (resp. k — 2t). Un tout petit
calcul montre que les tangentiels de 3 points alignés sont alignés. En
caractéristique 2, on a k — 2t = k, de sorte que toutes les tangentes
a une cubique cuspidale passent par un méme point : le point de para-
métre k de C.

N Dane = o S & ' Aa smn AN wnn A4 .- 532 maleiose snaooa An b
4) ral uil puillL lVl. UC Ly UL paldlliCliv U, COMmoicii pasoc- I.'J.l Qac tan-

gentes 4 C, autres que la tangente en M ? Les paramétres ¢ de leurs points
de contact sont les solutions de ut*> = 1 dans le cas nodal ; il y a 2 solu-
tions en général, une seule en caraciéristique 2. Dans le cas cuspidal,
I’équation s’écrit 2t + u = k; elle a une solution en général, pas de
solution en caractéristique 2 (sauf si M est le point de concours des

tangentes).

3) Un point d’inflexion 1 d’une courbe plane C est un point simple
ou la tangente A C coupe C avec multiplicité > 3. Les 3 points communs
a une cubique C et 4 une tangente d’inflexion sont donc confondus au
point de contact. Pour une cubique nodale, le paramétre ¢ d’un point
d’inflexion vérifie donc ¢* = 1; d’ou, en général, 3 points d’inflexion
de paramétres 1, j, j2, d’ailleurs alignés car 1.j./2 = 1; en caractéris-
tique 3, il y en a un seul, paramétre ¢t = 1. Pour une cubique cuspidale,
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I'équation est 3¢t = k; il y a donc un seul point d’inflexion en général;
en caractéristique 3, il n’y a pas de point d'inflexion a moins que k = 0,
auquel cas tous les points de C sont d’inflexion ; par exemple toutes
les tangentes 4 la courbe y = x* sont horizontales (' = 3x? = 0) et
coupent la courbe avec multiplicité 3.

4) D’aprés la nature de sa représentation paramétrique (y = tx),
une homographie ou une involution sur une cubique unicursale C est
induite sur C par une homographie ou une involution sur le faisceau
des droites passant par son point singulier O. Les involutions parti-
culiéres de la forme ¢’ = cte dans le cas nodal (¢t + ¢ = cte dans le
cas cuspidal) sont ainsi définies : deux points M et M’ de C sont homo-
logues ssi ils sont alignés avec un point fixe F de C (situation analogue
a celle du théoréme de Frégier), Sur le faisceau des droites passant par O,
cela veut dire que 0 et oo sont homologues, c’est-a-dire que les deux tan-
gentes & C en O sont homologues, dans le cas nodal (resp. que oo,
c’est-a-dire la tangente de rebroussement, est élément fixe de I'involution
dans le cas cuspidal). On laisse au lecteur le soin d’expliciter les parti-
cularités des cas de caractéristique 2 ou 3.

5) Le théoréme 40 se généralise aisément aux 3d points d’intersection
de C avec une courbe D de degré d. Si G(x, y, z) = 0 est "équation homo-

géne de D, ces points correspondent aux racines de I’équation G(t, 2,
FTI f‘l — n dﬂl‘lc IP naQ ﬂﬂf‘91 (rﬁ-(‘ﬂ 1 ¢+ F{1 +\\h—nN r‘ﬁﬂn la praa ritomi
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dal), avec les notations ci-dessus. Les termes en ¢ et constant (resp.
en 39 et 3¢~ 1) proviennent uniquement du terme en z" de G. Ainsi le

anation Aact d_dire
produit (resp. la somme) des racines de I'équation est fixe, C’est-3-dire

indépendant de D. En prenant une courbe D décomposée en d droites,
on voit que les paramétres t; des 3d points d’intersection de C avec une

...... leanane de deoré 4 caticfant & -
courbe jucicongque D de degre d satisfont 3 :

fily ... tyg=1 (resp.ty +t; + ... + t3;, = dk). (56)

La réciproque se deémontre « par coincidence » aprés avoir remarqué
qu’il existe (au moins) une courbe de degré d passant par 3d — 1 points
donnés (par exemple une conique par 5 points, une cubique par 8 points,

1
etc. ; le nombre des coefficients du polynéme G(x, y, z) est E(d +1}d+2)

et surpasse 3d). Ainsi les courbes de degré d passant par 3d — 2 points
fixes de C découpent, en dehors de ceux-ci, une involution sur C du type
décrit au 4).
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Il résulte de (56) qu'une conique D est tritangente a C, supposée
nodale, aux points de parameétres t, ¢/, t” ssi t?t'?t"? = |, C'est-a-dire
tt't” = 1 ou tt't” = — 1. Dans le premier cas les 3 points sont alignés
et la conique D est deux fois la droite qui les joint. Dans le second (et
sauf en caractéristique 2), il s’agit d’une vraie conique; les points de
contact sont les « conjugués » de 3 points alignés, en appelant conjugués
deux points M et M de C dont les tangentes & C se rencontrent sur C;
d’aprés 2), cela veut dire, en effet, que leurs paramétres t et ¢, sont opposés.
Le cas cuspidal est laissé au lecteur.

6) Une courbe C du plan euclidien est dite circlaire si elle passe
par les nmntq cycliques (chap I, § F). Soit C une (‘uhlmle circulaire nodale

Awa?

(resp. cuspldale). Appelons ¢ €t C les parameétres des points cycliques
sur C. D’aprés (56), 4 points de C, de parameétres ¢4, t,, t3, £, sont cocy-
cligues (= situés sur un méme cercle) ssi

t|t2t3t4C'é =1 (rcsp. t1+t2+t3+t4+C+?=2k)

On notera que 1/cc (resp. k—c—v¢}) est le paramétre du troisiéme point a
I'infini (réel celui-ci) de C. Bien que le paramétre ¢ soit la pente y/x, on ne peut
affirmer qu'on a ¢ = i que si les axes Ox, Oy sont rectangulaires. Il est toujours
possible de les choisir ainsi lorsque C est cuspidale, la seule contrainte étant
que la tangente de rebroussement est Oy. Mais, dans le cas nodal, les axes sont
les deux tangentes a C en O et celles-ci n’ont aucune raison d’étre orthogonales ;
si elles le sont, C répond au nom de strophoide.

fnal-u S 11T ﬂﬁiﬂf rln an *0 Af A,Ilﬂa hilk:niia l\-:i-t\11=
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laire nodal (resp. cuspidale) C recoupe C au point de paramétre u= 1/t3¢¢
resp. u=2k—c—c¢—3t ) Un tout petit calcul, comme dans ), montre que
$a
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les cercles oscul
cocycliques.

7) Soit C une strophoide. Comme les paramétres i, —i des points
cycliques sont opposés, ces points sont « conjugués » au sens du 5) :
les tangentes en ces points se rencontrent en un point F situé sur C (on
I'appelle le « foyer singulier » de C). Soit j I'involution découpée sur C
par les droites qui passent par F ; les points cycliques sont fixes pour j
(cf. 4)). L’involution correspondant & j sur le faisceau des droites passant
par O a donc les droites isotropes comme droites fixes ; deux droites
homologues sont donc orthogonales (th. 32). Ainsi, si M et M’ sont
deux points de C alignés avec F, les droites OM et OM’ sont orthogonales.
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Par le calcul : F a pour paramétre 1/i*> = 1/(— i)> = — 1; donc les para-
métres t, t' de M et M’ sont reliés par tt' = — 1.

D’autre part le point a I'infini réel K de C a pour paramétre 1 car
i(—i)l = 1. La droite KM (M : paramétre t) recoupe C au point P
de paramétre u = 1/t ; si M’ et P’ sont les points de paramétres t’, u’
tels que 1t = uu’ = — 1, ils sont alignés avec K. Donc la droite KM
détermine sans ambiguité et de fagon rationnelle la droite KM'. Ainsi
KM +—» KM’ est une involution. Ses droites fixes sont KO et la droite
de I'infini. Donc le point d’intersection R de KO avec MM’ est conjugué
harmonique du point a I'infini par rapport 3 M, M’ (th. 30); autrement
dit, R est le milieu de MM’. Comme le triangle OMM’ est rectangle en O,
les segments RM, RM’ et RO sont égaux. Cela donne une définition
éiémentaire de la strophoide : on se donne deux points O et F et une
droite D (= OK) passant par O ; sur toute droite passant par F on porte,
a partir du point R o elle rencontre D, deux segments de longueur égale

a OR ; leurs extrémités M, M’ décrivent la strophoide.

Ses tangentes au point double O sont les bissectrices des droites D et OF.
Si D est orthogonale 4 OF, la strophoide est dite « droite ».

8) Une cubique circulaire cuspidale s’appelle une cissoide. Equation
de la forme (x* + y?) (ax + by) — x* = 0. Les paramétres des points
cycliques étant i et —i, celui du point a Pinfini réel est k (notations du
th. 40 : t+1¢ +t” =k est la condition d’alignement). Une parallé¢le D a
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Iasymptote réelle recoupe C en deux points M, M’ de paramétres ¢, ¢’
tels que t++¢' +-k=k, soit t+¢'=0; ainsi les droites OM et OM’ sont
symétriques par rapport aux axes, c’est-a-dire par rapport 3 la tangente
de rebroussement. Si D est tangente a C, on a t=t"=0 et le point de
contact est sur la droite orthogonale a la tangente de rebroussement et
passant par O (c’est Ox).

9) Soit, enfin, C une cubique unicursale quelconque. Si deux droites
Det D’ la coupent en a, b, cet &', ¥, ¢’, alors les points a”, b”, ¢’ ou D,,,
Dy, D, recoupent C sont alignés. En effet (en identifiant points et
parameétres), onaabec = 1, &'V’ = 1,a” = 1/aa’,b” = 1/b¥,c” = 1/cc’,
d’'ou a”b”c” = 1 dans le cas nodal. Idem dans le cas cuspidal.

§ G / Droite projective complexe.
Groupe circulaire

La droite projective complexe P,(C) = C s’obtient en adjoignant
au plan C de la variable complexe un « point a 'infini », noté oo,

Ce n’esl pas la méme chose que le plan projectif réel, ott 'on adjoint au plan
ordinaire toute une droite de points a 'infini. Le plan projectif réel et la droite
projective complexe ne sont d’ailleurs pas homéomorphes au sens de la topo-
logie : la seconde est « orientable » et le premier ne lest pas,

La construction de C est concrétisée par la projection stéréographique
de la sphére unité S, x* + y? + z2 = 1. La droite qui joint le pdle
Nord N (0, 0, 1) au point {u, v, 0) du plan de I'équateur (z = 0) recoupe S

au point
x=2u/® + 2+ 1), y=2/u®+v*+1),
=@+ 02— )W + 02 +1). (57)

Inversement, étant donné un point (x, y, z} de S, distinct de N, la droite
qui le joint 3 N coupe le plan de I’équateur au point de coordonnées

u=x/1— z), v = y[1 — 2). (58)

On a ainsi obtenu une bijection (et méme un homéomorphisme) du
plan de I’équateur, qu’on identifie & C, avec la sphére S privée du pole
Nord.

Les formules (57) et (58) montrent que S est une surface rationnelle au sens
du § F.
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On peut donc identifier C avec la sphére S.
Les cercles de S sont ses intersections avec les plans ax+ by+ cz+d=0.
Par (57), I'image plane d’un tel cercle a pour équation

(c+dfu® +v)+2au+2bv+(d—c¢)=0. (59)
Ceest 12 I'équation d’un cercle, & moins que ¢ + d = 0, ce qui signific

que le plan, et donc le cercle de S, passe par N ; 'image plane est alors
une droite. Inversement, en s’arrangeant avec a, b, ¢, d, on voit que
tout cercle et toute droite du plan de 'équateur sont ainsi obtenus,
On est ainsi amenés 4 appeler cercle-droite de C tout cercle de la
sphére S. Sa trace sur C est un cercle ou une droite ordinaires. Les

droites soni les cercles-droiies qui passent par le point d 'infini.

THEOREME 41. — Quatre points a, b, ¢, d de € sont cocycliques ou
alignés ssi leur birapport (a, b, c, d) est réel.

Rappelons, en effet, que (a, b, ¢, d) = (c—a)(d—b)/(c—b)({d—a)
(th. 21, § A). L’'argument V de (c—a)/(c—b) est 'angle des vecteurs
c—b et c—a; de méme l'argument de (d—a)/(d—b) est 'angle W des
vecteurs d—b et d—a. Ainsi le birapport (a,b,c,d) est réel ssi
langle V—W est nul ou plat. Il revient au méme de dire que les angles
de droites m) et m sont égaux. Or, d’aprés la Géométrie
Elémentaire, c'est 1a une condition de cocyclicité ou d’alignement.

Appelons groupe circulaire G de € le groupe formé par les
homographies (h(z) = (az + b)/(cz + d)) et les anti-homographies
(j(z) = (az + b)f(cZ + d)). Le groupe des homographies PGL(C?) est
un sous-groupe d’'indice 2 de G. Une homographie conserve les birap-
ports (th. 20, § A), une anti-homographie les conjugue (formule (45), § C).
D’aprés le th. 41, les éléments du groupe circulaire conservent donc les
cercles-droites ; nous démontrerons la réciproque plus loin.

Exemples d’homographies et d’anti-homographies

1) Les transformations circulaires de C de la forme s(z) = az + b ou
t(z) = az + b sont celles qui laissent fixe le point 4 I'infini. Comme elles
sont composées de translations ( f(z) = z + b), de rotations autour de O
(H{z) = uz, avec uu = 1), d’homothéties de centre O (h(z) = kz avec
k réel non nul) et de la symétrie par rapport a I'axe réel (g(z) = z), on
voit que ce sont des similitudes de C. Réciproquement, toute similitude
du plan euclidien est de cette forme (en composant avec une homo-
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thétie et une translation, on se raméne a une isométrie qui laisse O fixe ;
on sait alors, par la Géométrie Elémentaire, que c'est une transforma-
tion R-linéaire dont la matrice dans une base orthonormée est de la

—b b ) .
forme z ) (rotation) ou (Z ) (symétrie par rapport a une
a —a

d_rgjte) aveg a’ + b2 =1, ]mrnan' de ceci est nart;(‘ ulidrement simple
S

On rappelle que cette utilisation des nombres complexes est fort commode
pour I’étude des transformations géométriques €lémentaires. Elle montre aussitot
’existence et 'unicité du point fixe d’'une simititude directe (s(z) = az + b) qui
n'est pas une translation (a # 1); d’ou la structure de s. Pour une similitude
inverse, t(z) = az + b, on montre de méme qu’elle a un unique point fixe si ce
n’est pas une isométrie; en général, une isométrie inverse (ada = 1) n’a pas de
point fixe et est une « symétrie glissée » (composée de la symétrie par rapport
3 une droite D et d’une translation paralléle & D); lorsqu’une isométrie inverse
a un point fixe, elle a une droite D de points fixes et c’est la symétrie par rapport
aD.

2) L’inversion de pdle O et de puissance (réelle non nulle) k est décrite
par z’ = k/z (chap. 1, § F) : cela résulte des formules (25) (ibid.), ou du

fait quezetl /z ont méme argument, le produit des mesures a]géhnaneq

de Oz et Oz’ étant alors k. L’1nvers10n de plle a et de puissance k est
alors décrite par

' —a=ki(z —a)=kizZ - q). (60)

C'est évidemment une anti-homographie involutive. Réciproquement :

THEOREME 42, — Toute anti-homographie involutive est une « inver-
sion-symétrie » (c’est-d-dire une inversion ou une symétrie par rapport d
une droite ).

En effet, si le point A l'infini est fixe, il s’agit d’une similitude inverse
s(z)=az + b; comme z =5%z)=aaz +ab+ b, on adi=1 et s est
une isomeétrie ; en prenant un point non-fixe ¢ de s, on voit que le milieu
de ¢, s(c) est fixe et que la médiatrice D de ces points est fixe aussi ; donc
s est la symétrie par rapport a D.

Sinon, soit m '’homologue du point a 'infini par I'anti-homographie
involutive f. Comme f(z) — m est infini pour z = m et nul pour z infini,
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il est de la forme d/(z —m). Ainsi, en posant f(z)=t,ona(t—m}z—m)=d.
En échangeant z et ¢, on voit que d est son propre conjugué, donc est
réel. Ainsi f est une inversion (de centre m et de puissance d).

Remarque sur les points fixes. — On sait quune homographie (# 1) a 2 ou
points fixes (§ D). Une inversion a un cercle de points fixes si sa puissance est

int R 7 all + A +1
ve, pas de point fixe si elle est négative.

Si une antihomographie f a au moins un point fixe, alors une jfj~ !, pour
une homographie j convenable, a un point fixe a I'infini, ce qui nous raméne
au cas d’une similitude inverse. Or on a vu qu’elle a (a distance finie), soit un
point fixe (cas général), soit O point fixe (symétrie glissée), soit une droite de
points fixes (symétrie) et que c’est 1a le seul cas ou elle est involutive. En revenant
4 f (qui est involutive en méme temps que jfji~!), on voit que les cas suivants
peuvent se présenter :

-~ pas de point fixe;

— un seul point fixe {(conjuguée d’une symeétrie glissée);

— 2 points fixes (cas général parmi les anti-homographies ayant au moins
un point fixe};

— un cercle-droite de points fixes, auquel cas f est une symeétrie ou une inversion
de puissance positive.

THEOREME 43. — Une bijection fde C sur C transforme tout cercle-
droite en un cercle-droite ssi c’est un élément du groupe circulaire (c’est-
a-dire une homographie ou une anti-homographie).

La suffisance a été vue. Pour la nécessité on peut, quitte 4 composer f
avec une homographie, supposer que le point a I'infini est fixe pour f.
Alors f transforme toute (vraie) droite en (vraie) droite et tout (vrai)
cercle en (vrai) cercle. Ainsi, en termes imagés, / conserve tout ce qui
se construit avec la régle et le compas. Or on va voir que c’est le cas de
la figure formée par 4 points a, b, ¢, d tels que (@, b, ¢,d) = — 1 (« Qua-
drangle harmonique » ).

Alors, la conservation des quadrangles harmoniques acquise,
le th. 28 (§ C) montre que f est composée d’'une homographie et d’un
automorphisme s de C. Comme f transforme points cocycliques en
points cocycliques, le th. 41 montre que s transforme tout nombre
réel en un nombre réel. Donc s induit Iidentité sur R (cf. cor. au th. 28)
et est par conséquent l'identité ou la conjugaison de C.

Reste a montrer que la construction du 4° sommet d’un quadrangle
harmonique se fait « avec la régle et le compas ». On aura besoin du
lemme suivant :

LEMME. — Soient a, b, ¢, d 4 points d’un cercle-droite D. Alors le
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birapport (a,b, c,d)¢ (calculé dans C) est égal au birapport (a, b, c,d)p
(calculé pour la structure de droite projective réelle de la droite ou de la
conique D),

Si D est une droite, elle a une représentation paramétrique z = pt + g
ou p et g sont complexes et ou ¢ parcourt R ; d’ou le résultat. Si D est
un cercle, on fait une inversion j dont le péle m est sur D. Par définition,

le birapport (a, b, ¢, d)p est celui des droites ma, mb, me, md (§ E, th. 33),

jta)

jid)

j (D)

donc celui des points j(a), j(b), j(c), j(d) de la droite j(D). Ce dernier
vaut (j(a), j(b), j(c), j(d))c d’aprés la premiére partie de la démonstration.
Comme j est une anti-homographie, ce birapport est le conjugué
de (a, b, ¢, d)c. Mais (a, b, ¢, d)¢ est réel (th. 41). On a gagné.

L égalité des birapports n’est pas vraie pour une conique autre qu’un cercle :
celui calculé dans C n’est d’ailleurs pas reel si les 4 points ne sont pas cocycliques.

Alors, si 4 points forment un quadrangle harmonique
—(a, b,c,d) = — 1 —ils sont sur un méme cercle-droite D et, d’aprés
le lemme, ¢ et d sont homologues dans I'involution (sur D) de points
fixes a et b (th. 30, § D). Lorsque D est un cercle, cela veut dire que c et d
sont alignés avec le point de Frégier de l'involution (th. 35, § E), c’est-
a-dire avec le point de rencontre des tangentes & D en a et en b. Ainsi
le 4° harmonique d se construit avec la régle et le compas a partir
de a, b, ¢, construction qui se transporte a f(a), f(b), f(c), f(d). Si
D est une droite, on utilise la construction du 4° harmonique avec la
régle seule (§ C). cQrD.
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~

Pour ceux qui préférent une démonstration plus formelle, la voici. Soient
a, b, c, d tels que (a, b, ¢, d) = — 1. Supposons les, pour fixer les idées, sur un
méme cercle D. Par hypothése, f(a), f(b), f(c) et f(d) sont sur le cercle f(D).
$i T (resp. T’) est la tangente 4 D en a (resp. b), f(T) (resp. f(T’)), qui est une
droite, ne peut étre que la tangente a f(D) en f(a) (resp. f(b)). Soit m le point
commun (a distance finie ou 4 I'infini) & T et T’ ; alors f(m) est le point commun
a f(T) et f(T’). Comme m, c, d sont alignés (Frégier), il en est de méme de f(m),

J{c), /{d). On a donc (f(a), f(B), f(c), fd)) = — 1.

Remarque. — Ce qui précéde donne une description d’une involution j

Ao £ lacoma®alle o2 W el Lomn m omb b f oameo L oaasa oaa o o I T 1
UL L ividyu vilc a4 £ pollly LA d L U . poul toul pollt m (€1l Acnors Jue ld

droite -ab), on trace le cercle D qui passe par a, b et m et ses tangentes
T, T’ en a et b. Elles se rencontrent en un point p et j(m) est le second point d’inter-

Autre démonstration du th. 43. — On peut encore supposer que
f transforme droites en droites et que f(0) = 0. Alors, d’aprés la remar-
que suivant le th. 7, § C, chap. 1, f est une permutation semi-linéaire
du R-espace vectoriel C. Tout automorphisme de R étant trivial, f est
R-linéaire, Comme elle conserve les cercles, elle multiplie la forme
x* + y? par une constante ; c’est donc une similitude, directe ou inverse.

THEOREME 44. — a) Toute anti-homographie f est produit d’au plus
3 inversions-symétries.

b) Toute homographie g est produit d’au plus 4 inversions-symétries.

c) On ne peut pas faire mieux.

Démontrons a). Par conjugaison - opération qui respecte 'invo-
lutivite des éléments —, on peut supposer que f(oo) est un nombre
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fini a. Soit i une inversion de pdle a. Alors if(«0) = oo et if est une
similitude directe. Soient b son rapport et h 'homothétie de centre a
et de rapport 1/b. Alors hif est une isométrie directe, rotation ou trans-
lation, connue pour étre le produit ss’ de deux symétries. Dautre part
hi est une inversion j de pdle a. D’ou jf = ss’ et f = jss'.

En composant g avec une inversion-symétrie, b) se raméne a a).

Pour question d’imparité, le 3 de a) ne pourrait étre amélioré que
par 1; or il y a d’autres anti-homographies que les inversions-symétries
(p. ex. 2’ = 3Z). Pour les homographies, le 4 de b) ne pourrait étre amé-
lioré que par 2. Considérons une similitude h(z) = az qui n’est ni une
homothétie, ni une rotation (p. ex. kz) = 23iz). Si h était le produit
de 2 inversions, elles devraient avoir le méme pdle (car h{oo) = o0)
et h serait une homothétie, ce qui est exclus. Si h était le produit de
deux symétries, ce serait une isomeétrie, ce qui est exclus aussi. Enfin,
si h était produit d’une inversion et d’une symétrie, on aurait h(co) # <o,
ce qui n'est pas. Ceci démontre c).

En fait, on peut voir qu'une homographie qui est produit de 2 inversions-
symétries est conjuguée d’une isométrie ou d’'une homothétie.

§ H / Topologie des espaces projectifs

Nous nous bornerons ici & des corps de base K localement compacts
non discrets. On rappelle que ceux-ci sont : 1) R et C; 2) Les extensions
finies des corps p-adiques Q,, complétés de Q pour la valeur absolue
p-adique (p : nombre premier) ; 3) Les corps F((X)) des séries formelles
a une variable sur un corps fini F (voir, p. ex., Bourbaki, Algébre Com-
mutative, chap. VI). Un espace vectoriel topologique E de dimension
finie n sur un tel corps K a nécessairement la topologie produit, celle
de K" (voir Bourbaki, Espaces Vectoriels Topologiques, chap. I); il
est donc localement compact. Un tel corps K est valué par une valeur
absolue v, et E est normé par une norme N. On supposera que, pour
tout x dans E, 1l existe a dans K tel que N(x) = v{(a).

C’est automatique pour K = R ou C : on prend a = N(x), qui est réel.
Sinon, 'on peut s’arranger avec la norme N pour qu’il en soit ainsi (prendre
une « norme sup »).

Cette condition veut dire que toute droite vectorielle de E rencontre
la « sphére unité » S, définie par N(x) = 1.

THEOREME 45. — Avec les hypothéses et notations ci-dessus, l'espace
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projectif P(E), muni de la topologie quotient de celle de E —(0), est séparé
et compact. Cest aussi le quotient S/U de la sphere unité S par le sous-
groupe U des éléments de valeur absolue | de K (opérant sur S par homo-
théties).

Rappelons (Bourbaki, Topologie générale, chap. 1) que l'espace
nnnnnnn A Arnmanan toasmealarciasaa 1T Alatinn A’A ‘1111n1'\v\h

quuucul a umn CDPG\/C LUlJUlUglLlUC ¥ l.)al une réidiion a qu Al LIV, R
est séparé ssi :

a) le saturé de tout ouvert U est ouvert,
b) le graphe de la relation R dans V x V est fermé.

Ici, ou V est E—(0) et o R est la relation de collinéarité, le saturé
d’un ouvert U est la réunion de ses homothétiques aU (a e K*), une
réunion d’ouverts, qui est ouverte. D’autre part, en prenant des coor-
données (x;, ..., x,) dans E et les coordonnées correspondantes
(v, . .., Va) dans le second facteur de E x E, le graphe de R est défini
par les équations polynémes x;y; — x;y; = 0 (i # j) et est donc fermé.
Donc P(E) est séparé.

L’application canonique p de E—(0) sur P(E) est continue par
définition et on a p(S) = P(E). Ainsi P(E) est I'image continue d’un
compact dans un espace séparé et est donc compact. C’est aussi le quo-
tient de la sphére S par la relation d’équivalence induite par R sur S;
or, si N(x) = N(y) = 1, on a une relation de la forme x = ay (ae K¥*)
ssi v(a) = 1; autrement dit, P(E) = S/U.

Exemple des espaces projectifs réels. — Pour K = R, le groupe U
se réduit 3 + 1 et — 1, de sorte que P,(R) est le quotient de la sphére

anita r‘n D"+l par ln ralatinn Aita P antinadic A ’Aan idantifisa lag
ULliLl\ L) l.l 1 1A 1vlalliuvril \.uvu (23 unu.[luul..)luc, UU 1 ULl IMVLILLLELY VO

couples de points diamétralement opposés de S".
Pour n = 1, S* s’identifie au groupe des nombres complexes de

e Aiila 1 ,1,...4 1% nen A vy s L AAB i +mar WY _ -2 VI,

1uuuu1c 1 Uil lClluUlllULl)lllblllC I UCLI_U.I Pdl ”\u} 4 a JUDI.C.U.ICIJ.L
pour noyau U. Ainsi, P,(R) s'identifie a Im(h), qui est le cercle S'.
Pour n = 2, on obtient aussi P,(R) en prenant ’hémisphére Nord H
de 1a sphére unité S? et en y identifiant les couples de points diamétra-
lement opposés de I'équateur E. Cette identification se visualise assez
mal; on montre d’ailleurs qu’on ne peut pas plonger P,(R) comme
surface de R* sans qu’elle se recoupe. Ce plan projectif réel est une
surface non orientable : en effet prenons, en un point a de I’équateur E
un repére tangent a S? ou 'axe ax pointe vers l'est et ’axe ay vers le
nord ; déplagons a le long de E pour aller au point diamétralement
opposé a’ (par exemple en allant vers l'est); dans le repére a’x’,a’y’
obtenu par ce déplacement, a’x’ pointe toujours vers I'est et a’y’ vers
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e,
X'\

le nord ; mais e repére en a obtenu a partir de ce dernier par antipodisme
a son premier axe ax, qui pointe vers I'est et son second axe ay, qui
pointe vers le sud ; ce repére (ax,,ay,) a ainsi l'orientation opposée a
celle du repére initial (ax, ay). L’exemple le plus connu de surface non
orientable est la bande de Mdbius ; celle~ci, ayant un bord, ne peut étre
homéomorphe a P,(R); mais P,(R) contient des bandes de Mobius;
prenons deux points assez rapprochés a et b de I'équateur E; les plans
menés par a et b parallélement au plan médiateur de ab découpent
sur ’hémisphére nord H une bande sphérique B, qui est limitée sur I’équa-
teur par 'arc ab et par I'arc a’b’ diamétralement opposé ; I'identification
de ab avec a’b’ conduit a tordre B.

Bien entendu, les droites de P,(R) sont les images des grands cercles,

€ - VIR W RL\TT Y == = =
de la sphére par les plans passant par 0.

5=

La sphére S a une structure de groupe (non commutatif) induite
par la multiplication des quaternions. L’espace projectif Py(R) s’iden-
tifie donc au groupe S*/(+ 1, — 1). En tant que groupe, cet espace pro-
jectif est, cette fois, orientable : on obtient une orientation cohérente
en transportant par translations i gauche un repére tangent en 1’élément
unité. :

Ce raisonnement montre que S? ne peut pas étre munie d’une structure de

groupe « raisonnable ».
On montre que (+ 1, — 1) est le centre du groupe S°.

Exemple des espaces projectifs complexes. — Pour K = C, le groupe U
du th. 45 est celui des nombres complexes de module 1, homéomorphe
au cercle S'. La sphére unité S de C”, définie par I"équation

ZyZy + Z2E2 + ... + 2,2, = 1,

est de dimension réelle 2n — 1.
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Ainsi P,(C) est I'espace des orbites du groupe U opérant sur S*. Ces
orbites sont des cercles et leur donnée est ce qu’on appelie 1a fibration de
Hopf de S3. Or on a vuaudébut du § G que P;(C) est homéomorphe a S2.
La « base » de la fibration de Hopf, c’est-a-dire ’espace quotient, est
donc S2. On dit que S® est fibrée par des cercles sur S2.

En choisissant un exemplaire de C dans le corps des quaternions, on peut
regarder U comme un sous-groupe de S*. Mais celui-ci n’est pas un sous-groupe
distingué, de sorte que lensemble S*/U des classes Ux n’est pas un groupe.

Plus généralement, S?"*1 est fibrée par des cercles sur P,(C).



CHAPITRE III

Classifications des coniques et quadriques

Une hypersurface d’'un espace affine ou projectif qui est définie par
une équation de degré 2 est appelée une hyperquadrique ou, plus simple-
ment, une quadrique ; une quadrique d’un plan affine ou projectif est
donc une conique.

Classifier les quadriques d™un certain espace E, c’est énumérer leurs
orbites sous l'action d’un groupe bien choisi G d’automorphismes
de E :

— groupe projectif si E est un espace projectif;
— groupe affine si E est un espace affine;
— groupe des isométries (ou similitudes) si E est un espace euclidien sur R.

DAt 1 1Irra Eata g o avamﬂla ﬂvl'l l\nf‘ TIVY nlnmnﬂf Aﬂ nknn“n
X Uul U\.da, on k}Uulla, Pal wvaldllpPiv, CRIIIOCT un CiCnmicny aco Wild\] U

orbite. Comme G opére de facon simplement transitive sur les reperes
de E, on peut pour trouver l'orbite d’une quadrique S, prendre un
u‘:pere R 1mrmsequemem li¢ a S, Porbite de S est alors formée des
quadriques ayant, dans les autres repéres de E, la méme équation que S

dans R.

Les éléments de G qui laissent la quadrique S stable forment un sous-
groupe G(S) de G et l'orbite de S est en bijection avec I'ensemble des classes
G/G(S). Elle est d’autant plus petite que G(S) est plus grand.

§ A/ Qu'est-ce qu'une quadrique?

On a vu, au chap. I, § H, que sur un corps K algébriquement clos,
Péquation d’une quadrique est déterminée, a un facteur pres, par ’en-
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semble de ses points. I n’en est pas de méme sur un corps K quelconque :
I’ensemble des points « rationnels » (c’est-a-dire & coordonnées, affines
ou homogénes, dans K) d’'une quadrique S ne détermine pas toujours
son équation.

Par exemple, dans R2, les équations x> +y*+ 1 =0 et
x2 + xy + y* + 3 = 0 définissent le méme ensemble (vide). Dans R?,
les équations x* + y2 =0 et 3x? + 5y* = 0 définissent I'axe Oz
(x = y = 0); de méme x? — 2y? = 0 et 3x> — y> = 0 dans F3.

Cependant

THEOREME 46, — Soit F(x) = 0 une équation d’une quadrigue S d’un
espace affine (resp. projectif) sur un corps K. Si elle est satisfaite par un
point simple de S, et si K # F, dans le cas affine, toute autre égquation
de S est proportionnelle a F.

Commengons par le cas affine et prenons le point simple donné
pour origine. L’équation F(x) = 0 s’écrit alors Q(x) + L(x) = 0, ou
Q est une forme quadratique et L une forme linéaire en x=(x,, ..., x,)
et o L # 0. Soit Q%x) + L%x) = 0 une autre équation définissant la
partic S de K". Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME. — Soit P(x,, ..., x,) un polynome homogeéne de degré 2 sur
un corps K.

a) Si P(a) = 0 pour tout a = (a,, .. .,a,) de K", alors P = 0.

b) Si P(a) = 0 pour tout a = (ay, ...,a,) de K" tel que a, # 0 et si
K #£F, alors P=0.

¢) Si P(0,a,, ...,a,) = 0 pour tout (a,, ...,a,) de K" ! alors P est
multiple de x,.

En effet, écrivons P(x,, ..., x)=cxi4x,Py(xs, ..., X))+ Pa(x2, - .., X,),
ot P; est homogene de degré i. Pour a), on fait une récurrence sur n a

partir du cas trivial n = 1. En prenant a, = 0, a,, .. ., a, quelconques,
la récurrence donne P, = 0; ce qui démontre d’ailleurs ¢). En prenant
a,=1,a,= ... =a,=0, on voit que ¢ est nul. Enfin, pour q;, =1

et a,, ...,a, quelconques, on a Py(a,, ...,a,) =0, dou P, =0 car
c’est une forme linéaire.

Passons a b). La relation P(1,0, ...,0)=0donne ¢ =0. Si P, =0,
alors P = P,, qui est nul par a). Sinon, soit b dans K"~ tel que P,(b) # 0;
on a alors a,Py(b) + Py(b) = 0, soit a;, = — P,(b)/P;(b) pour tout a,
non nul dans K, ce qui est impossible si K # F,.



114 Géométrie projective

Sur F,, le polyndme xy + y* ne vérifie pas b).

Démontrons le th. 46 affine. On coupe S par les droites x’ = tx
(t€K) passant par O (comme pour paramétrer S). L’équation (en f)
O = Q(tx) + L{tx) = £*Q(x) + tL(x) a pour racines t =0 et celle
de (E) : tQ(x) + L{(x) = 0. Donc (E) et Iéquation analogue (E°) :
tQ%x) + L%x) = 0 ont les mémes racines pour tout x de K",

Si I{(x) =0 et Q(x) # 0, la racine est t =0, d’ou L°%x) = 0. Si
L(x) = 0 et Q(x) = 0, (E) est toujours vérifite, donc (E°) aussi, d’ou
Q%x) = L%x) = 0. En tout cas L(x) =0 implique L%x) =0, d’ou
Ker(L) = Ker(L?) et L? est une forme linéaire proportionnelle a L :
L% = ¢L avec ¢ dans K.

Enfin, le déterminant Q(x)L%x) — L(x)Q%x) de (E) et (E%) est
toujours nul (sinon la solution (¢, 1) du systéme serait (0, 0)). Comme
L? = cL. cela sécrit (Q%x) — cQ(x))L(x) = 0 pour tout x de K". En
appliquant le b) du lemme, on voit que Q°=¢Q, d’'ott Q°+L%=¢(Q+L).
CQFD.

Passons enfin au th. 46 projectif. Pour K # F,, il se raméne a ’énoncé
affine. Prenons donc K = F, et soient G(x) =0 et G%x) =0 deux
équations homogénes du méme ensemble S. Comme G(x) # 0 veut
dire ici G(x) = 1, et de méme pour G°, les formes G et G° prennent
partout la méme valeur et sont donc égales par le a) du lemme.

Les coniques affines x> + xy + y> + x = 0 et xy + y*> = 0 sur F, ont les
mémes points rationnels (0, 0), (1,0), (1, 1). Mais la premiére n’a pas de point
rationnel a I'infini tandis que la seconde en a 2.

L’hypothése d’existence d’'un point rationnel simple n’a pas été utilisée
lorsque K = F, dans le cas projectil.

§ B / Clagsificationg affine et suclidienne

L 4 - - - - .. -

des quadriques

Nous considérons ici des quadriques dans un espace affine E de
dimension n sur un corps K de caractéristique # 2. Cela nous permettra
d’utiliser la décomposition en carrés des formes quadratiques. Nous
donnerons au fur et 3 mesure, dans des alinéas marqués (R) (resp.(EUCL)),
les compléments relatifs au cas oi K = R (resp. ou E est un espace
euclidien reel).

Lorsqu’on a fait choix d'une origine dans E, I'équation d’une qua-
drique S s’écrit Q(x) + L{x} + k = 0, ou Q est une forme quadratique,
L une forme linéaire et k une constante. Le déplacement de 'origine
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en a transforme cette équation en Q(x +a)+ Lix +a)+ k=0,
c’est-a-dire, en notant B la forme bilinéaire associée a Q:

Q) + 2B(x,a) + L(x)) + Qa) + L(a) + k= 0;
la forme Q est donc intrinséque ; la forme L(x) est remplacée par
L'(x) = L{(x) + 2B(x, a). (61)

Notons r (< n)le rang de Q et prenons une base orthogonale pour Q.
(EUCL) On prend ici une base orthonormale pour le produit
scalaire euclidien (x.y) et orthogonale pour Q.

Rappelons la démonstration d’existence d’une telle base. Comme le produit
scalaire (x.y) est non dégénéré, il y a, pour x dans E, un unique s(x) tel que
B(x, y)=(s(x}. y) et s est linéaire. La symétrie de B se traduit par (s(x). y)=(x.s( y)).
On en déduit que si un sous-espace F de E est stable par s, son orthogonal F°
pour le produit scalaire I’est aussi (prendre x dans FO et y dans F). Soit a une
valeur propre, a priori complexe, de s et soit z un vecteur propre correspondant
dans le complexifié de E : s(z) = az. Alors s(Z) = az,(5(z).2) = (z.5(z)), c’est-a-dire
a(z.Z) = a(z.z). 8i a n’était pas réel, on en déduirait (z.Z) = 0, d'ou, en posant
z=x+1y (x,y€E, (x.x) + (y.y) =0; alors x =y =0, z =0, impossible.
Donc a et z sont réels. On normalise z ¢t on le prend comme premier vecteur
de base. On passe alors 4 ’orthogonal (Rz)? de Rz et 'on procéde par récurrence
sur la dimension .

Dans une telle base (e, ..., ¢,), I'équation de S s’écrit

ax?+ ... +axt+bx;+ ... +bx,+k=0,

L ~“RcH T

ouay, ..., a, sont non nuls. Le sous-espace N engendré pare, .y, ..., e,
est le noyau N de la forme Q (c.-a-d. 'orthogonal pour Q de I'espace
entier).

(EUCL) De plus Re; + ... + Re, est I'orthogonal N° de N pour
le produit scalaire.

Quitte 4 remplacer x; (i = 1,2, .. .,r) par x; + (b;/2a;) (translation
de Porigine), on se raméne a

ale+... +a,x,2+b,+1x,,+1+ e +b,,x,,+k=0.

Deux cas peuvent se produire, selon que les b; sont tous nuls ou non :
a) S'ils sont tous nuls, 'équation prend 1a forme

axi+ ... +ax?+k=0. (62)



116 Géométrie projective

Ceest trivialement le cas lorsque r = n. Intrinséquement, cela veut
dire qu’'on a N < Ker(L) avec les notations du début, condition indé-
pendante de P'origine en vertu de (61).

b) S’ils sont non tous nuls, on choisit une base de N telle que la
forme b, ,x,4, + ... + b,x, soit proportionnelle 4 une forme coor-
donnée, qu’on notera encore bx, .. Par translation sur x, ., on y fait
rentrer la constante k.

(EUCL) La base choisie dans N peut étre supposée orthonormale.

D’ou, dans le cas b), I'équation :

axi+ ... +ax+bx,,,=0. (63)

Sir < ndansle casa)(resp.r + 1 < ndans le cas b)), S est ie produit
d’une quadrique de K" (resp. K'* 1) et d’un espace affine de dimension
n—r (resp.n —r — 1). On dit que c’est un cylindre.

Dans le cas a), 'origine et les axes sont centre et axes de symétrie
de S. Lorsque r = n, un tout petit calcul montre que ce centre de symétrie
est unique ; on dit qu’on a affaire a une quadrique d centre.

On verra au chap. 1V que le centre de S est le pole de ’hyperplan a Iinfini.

Classification sur un corps algébriquement clos. — Lorsque K est
algébriquement clos, plus généralement lorsque tout élément de K est
un carré, on peut faire rentrer les coefficients a; de (62) ou (63) dans les x;

Arrranm e Ao Anwmea (K2 L An T o Alaccifin 1rven ot nlAsa

COT 1vapuﬂuauw, ¢t, aans \U.J), U Gans X,, ;. »a ciassification ¢st aiors

— cas a), valeur du rang r, nullit¢ ou non du terme constant k (si k # 0,
on peut prendre k = 1);
— cas b), valeur du rang r.

Classification affine sur R. — La loi d’inertie de Sylvester montre que
le nombre p des a; qui sont positifs (resp. le nombre g des a; qui sont
négatifs) est un invariant de Q; le couple (p, q) (p + g = r) est appelé
la signature de Q. Comme tout réel positif est un carré, on peut rem-
placer les premiers par + 1 et les autres par — 1 dans (62) ou (63).
D’ou la classification :

— cas a), valeur de la signature (p, g), nullité ou non de & (si k # 0, on
peut prendre k =1 ou k= — 1);
— cas b), valeur de (p, q), on prend b = 1 dans (63).

La classification est encore « discréte » comme sur un corps algébriquement
clos.
Le changement de tous les signes dans 'équation de S montre que les signa-
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tures (p, q) et (g, p) donnent des quadriques affinement équivalentes dans le
cas a) st k =0, et dans le cas b).
Nous allons expliciter les cas de dimension 2 et 3.

Classification affine des coniques de R*.

Si Q est de rang 2, on est dans le cas a). Si k # 0, on normalise par
k = — 1 et on obtient 3 équations possibles (2 permutation prés des
coordonnées x, y) :

— — x* — y* — 1 = 0, conique vide, dite « ellipse imaginaire », (El);

—  x%* —y* — 1 = 0, conique appelée « hyperbole » (H), asymptotes
y=x et y= —x; l'axe Ox est dit transverse (il rencontre H en deux
points réels), et 'axe Oy est dit non transverse ;

— x* + y?> — 1 =0, conique appelée « ellipse » (E).

Si k = 0, on obtient, a permutation prés des coordonnées, 2 équa-
tions :
— x* + y? = 0, deux droites complexes conjuguées par O;
— x? — y? = 0, deux droites réelles par O.
Si Q est de rang 1, le cas a) donne I'équation
— x>+ k=0aveck =1, — 1,0; on a affaire & deux droites paralléles,
complexes conjuguées si k = 1, réelles si k = — 1, confondues si
k=0.
Dans le cas b), on a la seule équation :
— x? 4+ y = 0, conique appelée « parabole » (P).

Seules (EI), (H), (E) et (P) sont des coniques irréductibles.

Ici il n’est plus loisible de faire « rentrer » des coefficients dans des
variables, ce qui revient a multiplier celles-ci par des nombres réels. La
classification n’est plus « discréte » et fait intervenir des nombres réels
positifs a, b, p. Bornons-nous aux coniques irréductibles :

(EI)  (x/a)® + (y/b)* + 1 =0;
(H) (x/a)* — (y/b)* — 1 = 0;
(E) (x/a)* + (y/b)* — 1 =0;
(P) x* —2py = 0.

Pour (EI) et (E), on peut supposer a = b.
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Classification affine des quadriques de R3.

Si Q est de rang 3 et si k # 0, on normalise par k = — 1. Les signa-
tures de Q se raménent & (+ + +), (++ =), (+ — =) et (— —=). D’ou
les équations :

— x>+ y? + 22 — 1 = 0, « ellipsoide », (E);
— x° + y* —z* — 1 =0, « hyperboloide a une nappe », (H.1);
— x? — y? — 72 —1 =0, « hyperboloide a deux nappes », (H.2);

— —x?—y?—2z2—1=0, quadrique vide, « ellipsoide imaginaire » (EI).

Affinement, un ellipsoide est une sphére. Un hyperboloide a une (resp. deux)
nappe(s) s’obtient en faisant tourner une hyperbole autour de son axe non-
transverse (resp. transverse). On peut montrer que, si i’'on fait tourner une droite D
autour d’un axe qui ne lui est pas coplanaire, on obtient un (H. 1) (« faisceau
de macaronis »).

Si k=0, on a, au signe prés, deux signatures pour Q :

— (+++) x*+ y* + z? = 0, cOne imaginaire de sommet O;
— (++-=) x*+ y* —z2 =0, cOne réel de sommet O.

Si Q est de rang 2, on obtient, dans le cas g), les 5 équations des
coniques dont la forme quadratique est de rang 2 et les quadriques
correspondantes sont des cylindres sur ces coniques : cylindre imaginaire,
cylindre hyperbolique, cylindre elliptique, deux plans complexes con-
jugués passant par Oz, deux plans réels passant par Oz. Dans le cas b),
I'équation ax* + a’y*> + bz = 0 donnée par (63) peut étre normalisée
par b = — 1 et, quitte 3 changer z en — z, on peut supposer a positif,
c’est-a-dire a = 1. D’ou, suivant le signe de a’, les deux équations :

— z = x? + y?, « paraboloide elliptique », (PE);
— z = x* — y?, « paraboloide hyperbolique », (PH).

Le paraboloide elliptique s’obtient en faisant tourner la parabole z = x?
y = 0 autour de son axe O:z.

]

Si Q est de rang 1, on obtient, dans le cas a), les équations x? + k = 0
pour k =1, — 1,0 : deux plans complexes conjugués, réels ou con-
fondus. Dans le cas b), on a une seule équation, qui est

— x? + y = 0, « cylindre parabolique ».
Enfin Q ne saurait étre de rang nul, sinon I’équation de S « tombe-
rait » au premier degré et on aurait un plan.

Les quadriques irréductibles sont (E), (H.1), (H.2), (EI), (PE), (PH),
les 4 cylindres et les 2 cones.
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THEOREME 47. — A Pexception des cylindres, cénes et réunions de
plans, les seules quadriques qui contiennent des droites réelles sont (H. 1)
et (PH).

En effet, dans les autres cas, I'abscisse x d’un point réel de la qua-
drique est soumise a4 des contraintes : | x| < 1 pour (E), | x| > 1 pour
(H.2), aucun x pour (EI), x = 0 pour le (PE) x = y* + z2; donc ces
4 quadriques ne peuvent contenir de droite d’équations y = ax + p,

= bx + q. Quant aux droites ou x est une constante c, les sections
de ces quadriques par le plan x = ¢ ne sont aecomposees que six* =1
(x = 0 pour le (PE)) et alors la section, y? + z2 = 0, est decomposec
en deux droites non réelles.

Reste a montrer que (H. ) et (PH) contiennent des droites réelles.
Pour cela, on écrit leurs équations sous la forme

x-Dx+D=Ez—-y+y et z=(x-ylx+y
Pour s et ¢ réels, les droites D, et DP d’équations

(D) x—1=s(z—y), z+y=s(x+1) ou x—y=s, z=
(D?) x—1=tz+y), z—y=tx+1) ou x+y=t z=t{x—y)

sont manifestement sur (H.1) ou (PH). Ces quadriques admettent donc
deux systémes (a un parameétre, s ou t) de droites réelles, appelées leurs
génératrices recti!ignes

On voit facilement que deux gCIlCI"dll"le:S D,, Dy, lou D?, D?) d’un
méme systéme n’ont pas de point commun, ni a distance finie ni a I'infini.
Par contre deux génératrices de systémes différents, D, et D?, ont un
unique point commun : x = (1 + st)/{t — st), x + 1 = 2/(1 — s1),
x—1=2t)(l —st), z+ y=2s/(1 —st), z—y=2t/(1 — st) dans le
casdu(H.1); x —~y=s5x+ y=1t, z=st dans le cas du (PH).

Cette situation sera précisée et généralisée au § suivant par ’étude des
« variétés de Segre ».

La classification euclidienne des quadriques de R? raffine la classi-
fication affine par I'introduction de coefficients réels dans les équations.

§ C / Classification projective des quadriques réelles

Une quadrique S de P,(R) est définie par une équation F(x,,..., x,)=0,
ou F est un polynéme homogéne de degré 2 en les coordonnées homo-
génes (xo, - - ., X,). Les quadriques sont classifiées par le rang et par la
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signature (p, q) de la forme F, étant entendu, par changement de signe
de I'équation, que les signatures (p, g) et (g, p) donnent des quadriques
projectivement équivalentes.

Avec les notations du § B, le cas ou F est de rang maximal n + 1
(ce qui veut dire que S n’a pas de point multiple) correspond, dans I'espace
affine :

— Soit au « cas a) », équation (62) avec r = net k # 0, ce qui donne

équation homogéne a;x? + ... + a,x2 + kx3 = 0;
— soit au « cas b) », ¢quation (6_,, avecr=n— | u b # 0, ce qui
donne l’équation homogéne a,xt + ... + a,_x2_; + bx,xo = 0.

Ce cas b), celui des paraboles et paraboloides, est celui ou hyperplan
a Pinfini (xo = 0) est tangent a S (en fait, au point (0,0, ...,0, 1)).

Ce qui précede est valable sur tout corps K de caractéristique # 2.
Comme 4x,xo = (x, + Xo)* — (xn, — x0)*, ’équation du « cas b) » se
rameéne a celle du « cas a) » avec g, et k de signes contraires.

Passons 4 la classification dans le cas du rang maximal.

1) Dans le plan, les seules répartitions de signes des coefficients
a, a; et k sont (+ + +) et (+ + —). La premiére correspond a Pellipse
imaginaire (EI), la seconde aux trois autres courbes— hyperbole,
ellipse et parabole. Ces derniéres sont projectivement équivalentes. Ce
qui les différencie est le choix de la droite & I'infini : elle coupe la conique

1Y 12 An e
en 2 points réels dans le cas de 'hyperbole, lui est rangenre dans le cas

de la parabole, et la coupe en 2 points complexes conjugués dans le
cas de lellipse.

2) Dans lespace de dimension 3, les répartitions de signes sont
(++++), (+++-)et(++—-)1La premlere correspond a lellip-
soide imaginaire. La seconde correspond i lellipsoide (E), l’h\mer-
boloide & 2 nappes (H.2) et au paraboloide ellnpnque (PE), 1e premier
coupe 'hyperplan a l'infini suivant une ellipse imaginaire, le suivant
le coupe suivant une conique irréductible i points réels, le troisiéme
lui est tangent (et le coupe suivant deux droites complexes conjuguées).
La répartition (+ + — —) correspond a I'hyperboloide 4 une nappe (H. 1)
ou au paraboloide hyperbolique (PH).

Les quadriques qui contiennent des droites réelles sont donc celles
dont la répartition de signes est (+ + ~ —) (th. 47). Ces droites sont
trés faciles 3 mettre en évidence si I’on écrit Iéquation d’une telle qua-
drique sous la forme xt = yz : pour p et g dans R, elle contient les droites

(Dp) x =py,z=pt et (DY) x = gz, y = qt.
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Deux génératrices D,, D, (ou D§, D)) d’'un méme systéme n’ont
aucun point commun. Deux génératrices D,, D] de systémes différents
ont un point commun unique, de coordonnées homogénest = 1, z = p,
y = g, x = pq. Tout point de la quadrique S est ainsi obtenu et les
droites D,, DJ qui passent par ce point forment lintersection de S et de
son plan tangent L’application qui 4 (p, g)e R x R fait correspondre
le point d’intersection de D, et DY est ainsi une bijection de R x R
sur S, qui peut ainsi étre vue comme un produit de 2 droites projectives.
C'est ce que nous allons généraliser.

Variétés de Segre

Soient P, et P, deux espaces projectifs de dimensions n et g sur un
corps guelcongue K. Aux points de coordonnées homogénes (xg, . . ., X,)
de P, et (yo, - . ., y,) de P, on fait correspondre le point de coordonnées
homogénes z;;=x;y; (i=0,...,n, j=0,...,9) de P,s1y4+1-1. Ce
point est bien déterminé par les points donnés car la multiplication
des x; ou des y; par un méme facteur multiplie les z;; par ce facteur. Il
est situé sur la sous-variété S de Py, 1y,+1,-1 définie par les équations

ZUZ,"J" - Zij'zi'j = 0 poul' tOUS i' 71: l Ct j’ #‘] (64)

(soit n(n + 1)q(g + 1)/4 équations).

RPmnrnnnpmpnt inde lec

0
“vw‘rl \J‘l lllll ll&“vl‘.\ll.l AW A
Pi+ 1yg+1)-1 par les couples (i,j) (i =0, ..., .
rons un point (z;;) de cet espace dont les coordonnées homogénes satis-

. :
font a (64). L'une d’elles est non nulle, disons zgq p

Alors les pomts de coordonnées homogenes x; = z;, de P, et y; = zy;
de P, sont bien déterminés, et ils sont 1ndependants de la coordonnée

1 coh . ~Affat —
hemoge 1e non nulle 200 choisic :en ciiet, st z,, # U, Ofl 4 ZjpZg, = ZipZoo

par (64), de sorte que les systémes (z;0) et (z;,) (tous deux non nuls car
Zoo # 0 et z,, # 0) sont proportionnels; de méme pour les systémes
(zoj) et (2,;)- Enfin si, comme au début, on forme les produits x; y;=z;02¢5
on voit qu’ils valent zy4z;; par (64) et donnent donc le point de S d’ou
I'on est partis.

Bref, 'application qui, aux points (x;) de P, et (y;) de P,, fait corres-
pondre le point (z;; = x;y;) de Py g+ 1)— 1, €5t une bijection de P, x P,
sur la sous variété S définie par les équations (64). Celle-ci est appelée
la variété de Segre (pour les dimensions n et ¢) et la bijection répond
au nom de morphisme de Segre. Ainsi on a plongé un produit d’espaces
projectifs dans un espace projectif.

S
our fixer les idées.
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En particulier, si n = g = 1, on a 4 coordonnées homogénes z,,,
Zo1, Z10 €t Z1 1, de sorte que la variété de Segre est dans P;. Le systéme (64)
se réduit & une seule équation z4gz,; — zgy2;0 = 0, de sorte que S est
la quadrique d’équation xt — yz = 0 (avec des notations plus ordi-
naires). Les images sur S des « horizontales » et des « verticales » du
produit P; x P, ne sont autres que les génératrices rectilignes D,
et DY de S.

Le produit P; x P, se plonge dans Ps, et le produit P, x P, dans Pg.

8§ D / Classification des coniques et quadriques
sur un corps fini

Nous nous plagons sur un corps fini F, que, pour simplifier, nous
supposons de caractéristique # 2. Le résultat suivant est essentiel :

THEOREME 48. — Tout polynome homogéne de degré 2 en au moins
3 variables sur ¥, admet un zéro non-trivial. Sauf en dimension 0, toute
quadrique sur ¥, admet un point rationnel.

En effet, par décomposition en carrés et annulation des autres
variables, on est ramené 4 un polynome de la forme ax? + by* + cz2.
On peut supposer a, b, ¢ non nuls car, si ¢ =0, on a le zéro (0, 0, 1).
Cherchons une solution avec z = 1, cest-d-dire une solution de

1
by?> + ¢ = — ax®. On rappelle que F, contient -2—(q — 1) carrés non nuls,
1 :
donc S+ 1) carrés en comptant 0. Lorsque y parcourt E, le premier

1
membre de I'équation prend, par homothétie et translation, -2-(q +.1)

] ; . ; N 1 1 -
valeurs et le second membre aussi, Comme E(q + 1) +§(q + 1)

est strictement supérieur a g, ces deux ensembles de valeurs ont au
moins un €élément en commun, d’otl une solution (x, y), qui donne le
zéro non trivial (x, y, 1).

Ce résultat est un cas particulier du théoréme de Chevalley : tout polyndme
homogéne de degré d en au moins d + 1 variables sur un corps fini admet un
zéro non trivial.

Classification des coniques. — Dés qu'une conique irréductible
admet un point rationnel, elle en admet d’autres par la représentation
parameétrique du chap. 1L, § E; elle a ici g + 1 points rationnels dans le
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plan projectif. Par le choix d’un repére convenable (p. ex. chap. I, § G,
th. 16 ; ou représentation paramétrique homogeéne (1, ¢, t?), chap. I, § E)
son équation se rameéne & x2 — yz = 0, de sorte qu’il y a une seule orbite
de coniques irréductibles. D’autre part, comme F, admet une seule
extension quadratique, il y a 3 types de coniques décomposées : 2 droites
rationnelles ; 2 droites quadratiques conjuguées (équation x?—ny?=0,
ou n est un non-carré de F)); 2 droites confondues.

Dans le plan affine, la classification des coniques irréductibles est
fondée sur la nature de leurs points a I'infini : 2 points rationnels (« hyper-
bole ») ; 2 points quadratiques conjugués (« ellipse ») ; 2 points confondus
(« parabole », tangente donc & la droite de I'infini). On peut aussi se
fonder sur les équations (62) et (63) du début du § B. Pour une conique
a centre, on normalise (62) en ax? + by? — 1 = 0. En se souvenant que,
dans la décomposition en carrés d’une forme quadratique, le premier
vecteur de base est arbitraire parmi les vecteurs non isotropes, on peut
prendre pour celui-ci un vecteur qui joint le centre & un point rationnel
de la conique; ainsi ax*> — 1 = 0 a ses racines dans F,, de sorte que
a est un carré et peut rentrer dans x%. En fixant un non-carré n de F,, le
coefficient b de y? peut de méme &tre ramené 3 valoir 1 ou n; d’ou les
deux équations possibles : x*—y%—1=0 (hyperbole), x> —ny?—1=0
(ellipse). D’autre part, (63) s’écrit ax? + by = 0 qui, par division par a
et homothétie sur y, se raméne & x> — y = 0 (parabole). Enfin, il y a
3 types de coniques décomposées en droites concourantes (resp. paral-

1Alac)
lvl\‘\’}.

A part I'absence des « ellipses imaginaires », la classification sur E, est la
méme que sur R,

Classification des quadriques d’un espace de dimension 3. — Si une
telle quadrique admet un point double, on est ramené, par projection
a partir de celui-ci, & une classification plane. Nous nous bornerons
donc aux quadriques sans point double, a fortiori irréductibles.

Soit alors S une telle quadrique dans I'espace projectif et soit A un
point rationnel de S (th. 48). A I'exception de celles qui sont dans le plan
tangent T en A, les droites rationnelles passant par A recoupent S en
un second point rationnel (« projection stéréographique »). Ainsi S a
g* points rationnels en dehors de T. Deux choses peuvent alors se
produire selon la nature des 2 droites qui composent I'intersection
de TetS:

1) Elles sont rationnelles et leur réunion a alors 2(g+1)—1=2g+1
points rationnels. Ainsi S a ¢* + 2q + 1 = (g + 1)? points rationnels.
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2) Elles sont quadratiques conjuguées, et leur réunion a un seul
point rationnel, A. Dans ce cas S a ¢* + 1 points rationnels.

Comme (g + 1)® # g% + 1, si le cas 1) (resp.2)) se produit en un
point A, il se produit partout. Dans le cas 1), il y a, sur S, deux systémes
de génératrices rectilignes (rationnelles), formé chacun de ¢ + 1 droites
(une par chaque point de S, mais contenant g + 1 points de S); c’est
le cas ou S peut étre vue comme un produit de 2 droites projectives
(cf. § C), ce qui explique son nombre d’éléments (g + 1)*; on dira alors

aue S est ron-loa
1“' r

Pour voir que ces 2 cas existent réellement et donnent chacun des
quadriques projectivement équivalentes, on met l’origine en un point

rationnel de S et on prend le plan tangent pour plan z = 0. L’équation

homogéne de S s’écrit alors P(x, y,z) + zt = 0 avec P homogéne de
degré 2, ou encore G(x, y) + z(ax + by + ¢z + t) = 0 ou G est encore
homogéne de degré 2. Quitte & remplacer ¢t par ax + by + ¢z + ¢, on
obtient 'équation G(x, y) + zt = 0. Alors, par décomposition en carrés
de G(x, y) et fixation d’'un non carré n de F,, on se raméne aux deux
équations possibles :

1) x? —y? + zt=0(sur laquelle les droites sont visibles en I'écrivant
(y—xNy+x)=z1);

2) x? —ny?* +zt = 0.
Dra“ 1 " N f'n-lnv Avlr-'fnﬂ rlﬂ ﬂilﬂrlf;ﬂ1lan onnMmo ﬂr\;nf At\l!l\‘ﬂ A "o 1,anﬂnnn
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projectif : celle des quadriques réglées et celle des quadriques non réglées.
Ta rlac cr' ratinn affins dae anadrianae o maint donhle € fait
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intervenir aussi la nature de lintersection de S avec le plan a l'infini.

Mais ici cette intersection, qui est une comque définie sur F,, a toujours

+ + 1 {th AQY Magt A it adintihl
Uil pOii‘u rationnel {ui. 405 U8t QOnC, 501U Ui Cﬁﬂiqub iffuuquule,

soit une conique décomposée en deux droites (auquel cas le plan a
'infini est tangent a S, qui prend le nom de « paraboloide »). Il y a donc
quatre orbites : hyperboloides réglés, hyperboloides non réglés, para-
boloides réglés et paraboloides non réglés.

On peut retrouver ce résultat par le calcul a partir des équations (62)
et (63) du début du § B. Dans le cas des quadriques a centre, on norma-
lise (62) en ax? + by? + cz> — 1 = 0. Comme dans le plan, le th. 48
permet de supposer que les 2 premiers axes de la décomposition en
carrés coupent la quadrique en des points rationnels, de sorte que
a et b sont des carrés, qui rentrent dans x? et y2. Quant au troisiéme axe,
uniquement déterminé par les 2 premiers (auquel il est orthogonal), il
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fait ce qu’il peut de sorte que, en notant » un non carré fixe de F,, on
obtient les deux équations :

— x* + y? — z2 — 1 = 0 (hyperboloide réglé);

— x? 4+ y? — nz?2 — 1 = 0 (hyperboloide non réglé).

e s Tocnznn bl hdin a1 = ~ad lenzanndle Ao oz 2r Jaoc Aawa
dprl Cb U.lVlb].Uu pd.l g, NOMmoLnciic sur z €1 nomounciic sur ¥, 1o Uutua
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equatlons

Pour les paraboloides, lequatlon (63), ax* + a’y* + bz = 0, donne,
$

— y* — z = 0 (paraboloide réglé);
— x* — ny? = 0 (paraboloide non réglé).

Les nombres d’éléments de ces quadriques affines sont :

A natir Ph rhAlAaida vraalA -

{~ 1 1)2 fa 1L 1Y —
T li PUUI 1 IJPUIUUIUIUU lbslb,

— g Ty g T iy=4q

— (g*> + 1) — (g + 1) = g* — g pour I’hyperboloide non réglé;
— (@ + 1)* — (2g + 1) = q* pour le paraboloide réglé;

— (g% + 1) — 1 = ¢* pour le paraboloide non réglé.

Pour les paraboloides, leurs équations z = x2 = y et z = x2 — ny? redon-
nent ce résultat car on peut y prendre x et y arbitraires dans F,, ce qui déter-
mine z.



CHAPITRE 1V

Dualité par rapport a une quadrique

Les clefs de ce qui est fait dans ce chapitre sont fort simples : 'ortho-
gonalité par rapport & une forme bilinéaire symétrique ; le fait qu'une
forme bilin¢aire symétrique non dégénérée sur un espace vectoriel E
définit un isomorphisme de E sur son dual.

Nous nous placerons sur un corps K de caractéristiqgue # 2 afin de
ne pas avoir d’ennuis dans la correspondance entre formes quadratiques
et formes bilinéaires symétriques. On le suppose aussi algébriquement

Y
r
}

Une quadrique S d’'un espace projectif P(E) est définie par une
équation homogéne Q(x) = 0, o Q est une forme quadratique. Soit B
sa forme bilinéaire associée (Q(x) = B(x, x)). Deux points a, b de P(E)
sont dits conjugués par rapport a S si B(a, b) = 0 (en notant de la méme
fagon, ce que nous ferons dans ce chapitre, un point de P(E), un de ses
représentants dans E, ou un systéme de coordonnées homogenes).

Si B est non dégénérée, ce qui signifie que S est sans point double,
application f qui, & tout x de E, fait correspondre la forme linéaire f(x)
telle que f(x)(y) = B(x, y) pour tout y de E, est un isomorphisme de E
sur son dual E* qui donne un isomorphisme P(f) de P(E) sur P(E*),
c’est-a-dire sur l’espace des hyperplans de P(E} (chap. 1, § E). L’hyper-
plan P(f)a) est appelé I'hyperplan polaire du point a; son équation
est B(a, x) = 0.
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Si D est la droite vectorielle de E correspondant i a, 'hyperplan polaire
est ainsi 'image du sous-espace orthogonal DP°.

A toute vlp V' = P(V) de P(E), correspond par P(f) un systéme
linéaire d’hyperplans dont la base (chap. I, § E, th. 9) est P(V?); elle
est appelée la vlp conjuguée de V’. La conjugaison par rapport 4 S

. T T — A

AR
U.J)

La conjuguée d’un hyperplan par rapport a S est ainsi un point,
appelé son péle. En dimension 3, la conjuguée d’une droite est une droite.
La relation de conjugaison, comme celle d’orthogonalité, est symétrique.

THEOREME 49. — Soient S une quadrique sans point double et a, o'
deux points de P(E) ; notons m, m’ les points ou D,, rencontre S.

a) Si ni a ni a’ ne sont sur S, ils sont conjugués par rapport d S ssi ils
sont conjugués harmoniques par rapport a m et m’ ((a,a’,m,m’) = — 1)
b) Si a est sur S, alors a, a’ sont conjugués ssi D,, est tangente a S.

En effet, les points d’intersection m, m’ correspondent aux racines de
Iéquation Q(a+ta’)=0 (teK). Elle s’écrit Q(a’)t>+2B(a, a’)t + Q(a)=0.
St Q(a’) # 0 et Q(a) # 0, l1a relation B(a, a’) = 0 veut dire que les deux
racines sont opposeées, c’est-a-dire conjuguées harmoniques par rapport
aux parametres 0 et oo de a et a’; d’ou a). St Q(a) = 0, I’équation a la
racine t = 0 et B(a, a’) = 0 veut dire que cette racine est double, donc
que D,, est tangente a S.

COROLLAIRE. — L’hyperplan polaire d’un point a de S est hyperplan
tangent 4 S en a.

Exemples. — 1) Si ’hyperplan a I'infini n’est pas tangent a une qua-
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drique affine S, son pdle est centre de S. Sinon S répond au nom de
paraboloide.

2) L'ensemble des milieux des cordes d’une quadrique affine S paral-
leles 4 une direction donnée est ’hyperplan polaire du point 4 U'infini
de cette direction ; il passe par le centre de S ou par le point de contact
de S avec I’hyperplan a Pinfini.

3) Si S est une sphére euclidienne de centre O et de rayon R, I'hyper-
plan polaire d’un point a est orthogonal 4 la droite Dy, et il la rencontre
en un point b tel que Oa.Ob = R2

§ B / Polaires et pdles par rapport aux coniques

Comme il est intéressant d’étudier les propriétés de polarité par
rapport aux coniques d’un faisceau linéaire (chap. I, § G) et que certaines
de celles-ci sont dégénérées, il faut regarder ce que deviennent les notions
de polaire (= droite polaire d'un point) et de pole (d'une droite) dans
ce cas.

On gardera 4 I'esprit le fait que la relation de conjugaison, B(x, y)=0,
est linéaire en chacun des points x, y et aussi par rapport aux coefficients
de la forme B, c’est-a-dire par rapport A ceux de I'équation Q(x) =
de la conique considérée. La notion de points conjugués a toujours un
sens.

1) Pour une conique décomposée en 2 droites D, D', la relation

B(p, x) = 0 est toujours vérifiée lorsque p est leur point d’intersection.
Sinon Ria r\ = ) est éauation d’une droite P, parp; cest D (reqn n'\
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lorsque le point a est sur D (resp. D’). Lorsque a ¢ D uD’,le th. 49, a)
reste valable de sorte que les droites D, D’, D, P, forment une division

harmonique (dans le faisceau des droites par a). Bref, on peut parler de

la polaire d’'un point a distinct de p; elle passe toujours par p.




Dualité par rapport & une quadrique 129

Mais une droite E par p est la polaire de tous les points a # p tels
que (D,D',E,D,,) = — 1, et une droite qui ne passe pas par p n’est
la polaire d’aucun point. La notion de pdle d’une droite n’a donc pas
de sens.

2) Lorsque la conique est une droite double 2D, I'équation B(a, x)=0
est toujours vérifice lorsque a est sur D. Lorsque a est en dehors de D,
c’est I'équation de D. On peut donc parler de la polaire d'un point a
en dehors de D. La notion de pdle a encore moins de sens que ci-dessus.

Nous noterons Pc(a) la polaire d’'un point a par rapport a une
conique C (dont a n’est pas un point double). Nous nous proposons
d’étudier les polaires d’un point m par rapport aux coniques d’un faisceau
linéaire F. Si 'on écrit Q(x) + tQ%x) = 0 I’équation générale de F et
qu'on note C(t) la conique de F correspondant a ¢, les coefficients de
I'équation de Pc,(m) sont des fonctions du premier degré de t, de sorte
que cette polaire parcourt un faisceau linéaire de droites, ou est fixe.
Examinons les cas de fixité, en fonction de la nature du faisceau F
(cf. chap. 1, § G).

a) Si F a 4 points-base, a, b, ¢, d (sans triplet aligné), il contient
3 coniques décomposées D, + Dy, D,. + Dys €t D, + D,.. Notons
P, 9, r leurs points doubles; on dit que p, g, r est le triangle diagonal
du « quadrangle » forme par les 4 points a, b, ¢, d. Si mest distinct de p, g

P. SAMUEL 5
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et #, la polaire P de m par rapport a chacune des 3 coniques décomposées
est bien définie; si P, (m) était fixe, elle devrait passer par p, g, r, qui
ne sont pas alignés (car la caractéristique de K est # 2).

On pourra le vérifier en donnant a a, b, ¢, d les coordonnées homogénes
(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), (1, 1, 1).

Mais, si m = p, la construction du « quatriéme harmonique »
donnée au chap. 11, § C montre que D,, est sa polaire par rapport a
chacune des deux coniques décomposées qui ne passent pas par p. Par
linéarité, c’est la polaire de p par rapport a toutes les coniques du faisceau.
Idem pour gq et r. Les 3 sommets du triangle diagonal p, g, r sont donc
2 4 2 conjugués par rapport a chacune des coniques de F. En appelant
triangle conjugué i une conique C un triangle dont les sommets sont
2 4 2 conjugués par rapport a C, on peut dire que p, g, r est un triangle
conjugué commun aux coniques de F et que c'est le seul

En d’autres termes, si les coniques correspondant a 2 formes quadratiques
a 3 variables Q(x) et Q%x) ont 4 points communs distincts, il existe une base
qui est orthogonale pour ces 2 formes, et elle est essenticllement unique.

] existence d’une base orthonormale pour le produit scalaire de R? et ortho-
gonale pour une autre forme quadratique Q s’en déduit & condition que les
coniques Q(x, y,z) = 0 et x* + y*> + z* = 0 aient 4 points communs distincts.
En effet, ceux-ct sont conjugués 2a 2 : a, a, b, b ; deux « cotés opposés » du qua-
uranglu sonti TEEIS les deux autres coupnes sont formés de droites COlupché‘a
conjuguées, dont les intersections sont réelles. Le triangle diagonal est donc

réel. Cette base est unique aux signes pres.

Remarque. — Pour construire un triangle p, g, r conjugué a une
conique C, on peut prendre p arbitraire, g sur la polaire Pc(p) et r con-
jugué harmonique de g par rapport aux points communs a P(p) et C.

b) SiF est formé des coniques tangentes d une droite D en a et passant
par 2 autres points b, c¢ (type (2,1, 1)), ses coniques décomposées sont
D + D, et D,, + D, ; points doubles p et a. Si un point m, distinct
de a et p, a une polaire Pgy(m) fixe, elle ne peut étre que D,, = D alors
l'application du 1) ci-dessus 3 D + D, force m a étre sur D ; mais il ne
saurait étre en méme temps sur la conjuguée harmonique de D par
rapport a D,, et D,.. On a donc m = a ou m = p. La polaire de a par
rapport aux vraies coniques du faisceau est leur tangente commune D
(th. 49, b)). Celle de p est la conjuguée harmonique de D par rapport a
D, et D,. Le faisceau n’a pas de triangle conjugué commun.
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7

¢) Si F est formé des coniques tangentes d une droite T en a et @ une
droite U en b (« type (2,2) »), ses coniques décomposées sont T + U
et 2D,; ; points doubles p et tous ceux de D,,. Si un point m en dehors
de D,, a une polaire Pyy(m) fixe, celle-ci ne peut étre que Dy ; on a
alors m = p car le pdle d’une droite par rapport a une conique propre C
est l'intersection des tangentes aux points ou cette droite coupe C (pro-
priété utile, résultant du th. 49, b)). Si m est sur D, sa polaire par rapport
aux coniques du faisceau est D, ol m’ est le conjugué harmonique
de m par rapport a a et b. Le faisceau a toute une famille de triangles
conjugués communs, de la forme p, m, m’, avec m, m' sur D, et
(a,b,m,m’) = — 1.

°\

U
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d) Si F est formé des coniques osculatrices entre elles en un point a
et passant par un autre point b (« type (3, 1) »), sa seule conique décom-
posée est D,, + T, ou T est la tangente commune aux coniques en a;
point double a. Si un point m # a a une polaire P = Pc,(m) fixe, celle-ci
passe par 4, de sorte que m est conjugué de a et que mest sur T (th. 49, b)) ;
mais alors le second point d’intersection b’ de D,,, avec C(t) est fixe
car c’est le conjugué harmonique de b par rapport amet a m=D,,nP;
c’est impossible. Donc a est Ie seul point qui ait une polaire fixe et celle-ci
est évidemment la tangente commune T, Le faisceau n’a pas de triangle
commun.

/P

e} Si F est formé des coniques surosculatrices entre elles en un point a
(« type (4) »), sa seule conique décomposée est 2T, ou T est la tangente
commune en 4. Si un point m en dehors de T a une polaire fixe, celle-ci
ne peut étre que T ; mais, comme le pdle de T par rapport 4 une conique
propre C(t) est a, on a m = a, impossible. Mais, si m est sur T, il a une
polaire fixe car, en écrivant xz + F(x, y) + tx* = 0 I’équation de C(r)
(formule (38) du chap. I, § G, ou F est homogéne de degré 2), la polaire
de m = (0, yo, zo) est zox + yoFy(x, ¥) = 0, une droite par a = (0,0, 1)
qui ne dépend que de m et non de t. Un triangle conjugué commun aux
coniques C(t) étant tel que ses 3 sommets ont des polaires fixes, ceux-ci
devraient étre sur T et, pour raison de conjugaison, de la forme m, a, a;
il n’y a donc point de tels triangles.

Un mot sur les faisceaux dont toutes les coniques sont décomposées :

f) Si elles sont de la forme D + D’, ou D et D’ passent par un point fixe q,
D et D’ sont homologues dans une involution j du faisceau des droites par a
(chap. 11, § D, th. 31). En notant F, F’ les droites fixes de j, les points m a polaire
fixe sont ceux de F (resp. F') et cette polaire est F’ (resp. F).



Dualité par rapport a une quadrique 133

g) Sielles sont de la forme D + F, ou F est une droite fixe et ou D parcourt
le faisceau des droites passant par un point g, un point m extérieur a F ne peut
avoir une polaire P fixe : elle doit passer par le point D n F, qui est mobile,
sia¢F;et, si agestsur F, D serait fixe comme 4¢éme harmonique de D,,. P, F.
Mais, lorsque m est sur F, sa polaire F est fixe.

THEOREME 50. — Soit F un faisceau de coniques contenant des coniques
propres. Si m est un point du plan, distinct des points doubles des coniques
décomposées de F, 'application qui, d toute conique C(t) de F, fait corres-
pondre la polaire Pc(m) de m par rapport a C(t), est une homographie
de F sur le faisceau des droites passant par un point m’. Les points doubles
des coniques décomposées de ¥ ont des polaires fixes par rapport aux
coniques de F. Celles-ci admettent un (resp. plusieurs) triangle(s) conju-
gué(s) communs ssi F a 4 points-base distincts (resp. est formé de coniques
bitangentes).

Remarque. — Les coniques auxquelles un triangle donné est conjugue
forment un systéme linéaire de dimension 2 : en prenant les sommets pour
points-base du plan, 'équation de ces coniques est ax® + by? + cz? = 0. Les
coniques par rapport auxquelles 2 points sont conjugués (resp. un point et une
droite sont péle et polaire) forment un systéme linéaire de dimension 4 (resp. 3).

COROLLAIRE. — Les coniques conjuguées d un triangle et passant par
un point donné p, ou bien passent par 3 autres points fixes, ou bien sont
bitangentes en p et en un autre point q. Le second cas a lieu ssi p est sur
Pun des 3 cétés du triangle.

En effet, d’aprés la remarque, ces coniques forment un faisceau. On
applique le th. 50 et on regarde les figures du a) et du ¢) qui le précédent.

THEOREME 51. — L ’ensemble des péles d’une droite fixe D par rapport
aux coniques propres d’un faisceau ¥ ayant 4 points-base distincts, est
une conigue S circonscrite au triangle conjugué commun (p, q,r).

En effet, prenons sur D deux points a, b distincts de p, g, r. Lorsque
C(¢) parcourt F, les polaires Pc,)(a) et Pc(b) parcourent des faisceaux
de droites, de points-base a’ et b’, et s’y correspondent homographique-
ment (th. 50). Leur point d’intersection, qui est le péle de D par rapport
a C(t), parcourt donc une conique S passant par a’ et b’ (th. 34, §E
chap. II). En prenant pour a un peint commun a D et 4 D, ses polaires
Pcy(a) passent par r, de sorte que a’ = r et que r est sur S; de méme

pour p et q.
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A proprement parler, ’ensemble de ces pdles est S moins les 3 points qui
correspondent aux valeurs de ¢ pour lesquelles C(t) est décomposée. Ces 3 points
sont p, getr.

Nous laissons au lecteur le soin d’examiner les cas ou la conique S est décom-
posée (cf. th. 34) et d’étendre le th. 51 aux autres faisceaux de coniques.
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coniques circonscrites d un quadrangle est une conique.

On prend pour D la droite de Pinfini,

Cette conique a pour points a P'infini les points a I'infini des paraboles
circonscrites au quadrangle. Elle passe par les milieux des 6 cbtés du
quadrangle, car un tel milieu est conjugué, par rapport a toutes les
coniques du faisceau, du point 4 Pinfini du c6té sur lequel il se trouve.
D’ou :

COROLLAIRE 2. — Dans le plan affine, les milieux des 6 cétés d’un qua-
drangle et les 3 sommets de son triangle diagonal sont 9 points d’une
méme conique.

Lorsque le quadrangle est formé par les 3 sommets d’un triangle
et par son orthocentre, on a vu (chap. I1, § D, application du th. 32) que
les coniques circonscrites a ce quadrangle sont des hyperboles équilatéres.
Les points cycliques sont conjugués par rapport a ces hyperboles. La
conique du cor. 2 est alors un cercle ; on retrouve le cercle des 9 points,
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circonscrites au triangle.

THEOREME 52. — Soit ( p,4a,r) un triangle comugue d une conigue C

et soit S une conique czrconscrzte ap,gq, r). Alors tout point a de S est
sommet d’un triangle (a, b, ¢) inscrit dans S et conjugué a C.

Pour ceux qui ne sont pas familiers avec ce vieux langage, précisons qu'un
triangle (a, b, ¢) est « inscrit » dans une courbe S et que S est « circonscrite » &
ce triangle si les sommets a, b, ¢ appartiennent a S.

En effet, notons P la polaire Pd{(a); elle rencontre S en deux points
b et c et C en deux points m et m’. Appelons j et k les points de rencontre
de P avec D,, et D,,. Comme D,,, qui joint le pdle a de P et le pdle p
de D,,, est la polaire de k par rapport 4 C,on a (j,k,m,m’) = — 1. De
méme, en appelant j/, k', j, k" les points de rencontre de D avec D, D,,,
D,,, Dy, on a (f,K',mm’) = (*,k”,m,m’) = — 1. Donc (j, k), (f/, k")
et (j”, k") sont des couples de points homologues dans l'involution g
de points fixes m, m’. D’autre part, ils sont découpés sur P par les coni-
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ques D,, + D,,, D,, + D,, et D,, + D,,, lesquelles appartiennent au
faisceau F de points-base q, p, g, r. Or les coniques de F découpent sur P
une involution (chap. 11, § D, th. 31 de Desargues-Sturm) qui, ayant
3 couples communs avec g, coincide avec g. Comme la conique S est
dans F et découpe (b, ) sur P, on voit que 'on a (¢,b,m,m’) = — 1.
Autrement dit, b et ¢ sont conjugués par rapport a C et (a, b, ) est un
triangle conjugué a C.

On dit parfois que la conique S du th. 52 est harmoniquement circonscrite

.
ln cariana

A 4
d Ia LULLIUL .

COROLLAIRE 1. — Les sommets de deux triangles conjugués a une
conique C sont 6 points d’une méme conique. Inversement, sia, b, c,a’, b, ¢’
sont 6 points d’une conique S, alors les triangles (a, b, c) et (a’, V', ¢’) sont
conjugués a une mee conique C.

Si(a, b, c),(a’, b, c’) sont conjugués a C, on fait passer une conique S
par les 5 points a’, b’, ¢/, a et b ; la polaire Pc(a) coupe S en deux points,
dont I'un est b et dont l'autre, ¢,, est le pdéle de D,, par rapport & C
d’aprés le th. 52; mais ce pole est ¢ par hypothése; donc ¢ = ¢, est
sur S.

Inversement, les coniques conjuguées a (a’, b’, ¢’) forment un systéme
linéaire de dimension 2; leur demander en outre d’admettre a et D,,
pour pdle et polaire se traduit par 2 conditions linéaires, de sorte quau
moins une conique C répond a la question. Or, d’aprés le th. 52, le
triangle (a, b, ¢) est conjugué a C.

COROLLAIRE 2. — Dans le plan euclidien, les cercles harmoniquement
circonscrits d une hyperbole équilatére H passent par son centre. L’en-
semble des centres des hyperboles équilatéres conjuguées d un triangle
est le cercle circonscrit d ce triangle.

Comme les points cycliques i, j sont conjugués par rapport a H, ce
sont les sommets d’un triangle (i, j, ¢) conjugué a H, et ¢ est le centre
de H (car pole de la droite A Pinfini D;;); d’ou la premiére assertion
par le cor. 1. La seconde en résulte.

8§ C / Transformation par polaires réciproques.
Equations tangentielles

Comme au § A, on considére une quadrique S sans point double
dans un espace projectif P(E) et son équation homogéne Q(x) = 0,
ou Q est une forme quadratique non dégénérée. La forme bilinéaire B
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associée a Q définit un isomorphisme f de E sur son dual E* par
J(x)(v) = B(x, y). En transportant Q au moyen de f sur E*, on obtient
la forme quadratique

Q%) = Q(f ~'(w), pour tout u de E* (66)

THEOREME 53. — L’hyperplan H d’équation w(x) = O est tangent a S
ssi Q%u) = 0.

L’hyperplan tangent au point xo de S a pour équation B(xy, x) = 0,
c'est-a-dire f{xo)x) = 0. Si on I’écrit u(x) = 0, le contact signifie que
ue f(S), f YweSs, Q(f Yu) = 0 et finalement Q%u) = 0.

L’équation Q%u) = 0 s’appelle ’équation tangentielle de S.

COROLLAIRE. — Si M = (B(e;, ¢;)) est la matrice de B (ou Q) dans
une base (e;) de E, la matrice de la forme inverse dans la base duale de E*
est M~ 1,

Pour x et y dans E, écrivons B%(f(x), f()) = B(x, y); notons M° la
matrice de B® dans la base duale et X, Y les vecteurs colonnes correspon-
dant 2 x, y. On a alors X."'M(f).M° M(f).Y = 'X.M.Y, ou M(f)
désigne la matrice de f dans la base donnée de E et la base duale de E*.
Comme on a f(e;}e;) = Ble;, e;), lamatrice M(f)est Metona’™M =M
car B est symétrique. D’ott 'XMM°MY = ‘XMY pour tous vecteurs
colonnes X, Y, ce qui donne MM®M = M, d'ot M® = M ! car M est

inversible.

Ce corollaire est utile pour calculer les équations tangentielles des
quadriques. La relation Q%uoe, + ... + u,e,) = 0exprime que hyper-
plan ugxe + ... + u,x, est tangent a S.

Exemples. — 1) L’équation tangentielle de la quadrique
doxp+ ... +axi=0 est ac'uf +ai'ui+ ... +a;1;=0.

2) Dans le plan, soit S la conique ayz + bzx + ¢xy =0. On a
0 a b
M=|c¢c 0 al Son déterminant est 2abc. Le calcul de sa matrice

b a O
inverse donne, pour équation tangentielle de S,

au? + bv? + ew? — abuv — acuw — beow = 0.
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3) Dans le plan toujours, il peut étre plus commode d’exprimer que
la droite ux + vy + wz = 0 est tangente a la conique F(x, y,z) = 0 en
écrivant que ’équation homogene F(x, y, — (ux + vy)/w) = 0 (en x, y),
ou mieux encore, F(wx, wy, — ux — vy) = 0, a une racine double par
annulation de son discriminant.

Ce dernier procédé se généralise. Nous nous bornerons au plan pour
alléger. Soit C une courbe algébrique du plan projectif,déquation homo-
géne F(x, y,z) = 0. Comme ci-dessus, I’annulation d’un discriminant
montre que la condition pour qu'une droite ux + vy + wz = 0 soit
tangente a C (ou passe par I'un de ses points multiples) est algébrique
et homogéne en u, v, w. En la débarrassant des facteurs au+bhv+ cw
qui expriment le passage par un point multiple (a, b, c), on obtient une
équation polynomiale homogéne F°(u, v, w) = 0 qu’on appelle I"équation
tangentielle de C. Son degré est appelé la classe de C.

Lorsque F est de degré n, I'étude du discriminant d’une équation de degré n
montre que, avant enlévement des facteurs linéaires correspondant aux points
multiples de C, le degré de la relation entre u, v, w est n(n — 1). Si C n’a, comme
points multiples, que d points doubles a tangentes distinctes et r points de rebrous-
sement ordinaires, on peut montrer que la classe de Cestc = n(n — 1) — 2d — 3r
(« formule de Plicker »).

Ainsi une cubique sans point multiple est de classe 6, une cubique nodale
de classe 4 et une cubique cuspidale de classe 3 (cf. chap. 11, § F),

La classe d’une courbe plane C est donc, par dualité (chap. I, § E),
le nombre de tangentes (« réelles ou imaginaires, distinctes ou confon-

’ | PPp. 2.,
dues ») qu'on peut mener ¢ C a partir d’un point quelconque du plan.

D’aprés le th. 53, une conique sans point double est une courbe de
seconde classe.

L’ensemble E des droites ux + vy + wz = 0 du plan projectif dont
les « coordonnées » (u,v,w) satisfont 4 une équation polynomiale
homogéne G(u, v, w) = 0 de degré ¢ est parfois appelé une « enveloppe
de classe ¢ ». Par tout point du plan il passe, si G n’a pas de facteurs
lin€aires, ¢ droites (« réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues »)
appartenant a cette « enveloppe » E.

En appliquant & G le calcul de discriminant qui a permis de passer
de I'équation ponctuelle F(x, y, z) = 0 d’une courbe C a son équation
tangentielle F°u,0,w) =0, on obtient une équation homogéne
G°(x,y,z) = 0. Elle exprime que, parmi les droites de l'enveloppe E
qui passent par le point (x, y, z), il y en a au moins 2 qui sont confondues.
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Lorsque G(u,v,w) = 0 est Iéquation tangentielle F°(u,v,w)=0
d’une courbe C d’équation ponctuelle F(x, y,z) = 0, il n’est nullement
évident que G°(x, v, z) = 0 est I’équation ponctuelle F(x, y,z) = 0 dont
on est partis, autrement dit que F°° = F (éventuellement A un facteur
prés). C’ est méme faux en caractéristique p # 0 & cause des courbes,
comme y = x*, dont toutes les tangentes passent par un méme point.

C’est cependant rrai (en caractéristique # 2) lorsque C est une conique
sans point double car la forme inverse d’une forme inverse est la forme
quadratique initiale : F°° = F (cf. th. 53).

Précisons le probléme général. Rappelons (chap. I, § C) que la
tangente T en un point simple P = (a, b, ¢} d'une courbe C d’équation
F(x, y,z) = 0 est la droite par P qui coupe C avec multiplicit¢ > 2
en P; son équation est xFi{a,b,c) + yFia, b,c) + zF(a, b, c) =
(ibid., formule (23)). En traduisant cela pour une enveloppe E d’equauon
G(u, v, w) = 0, on prend une droite D « simple » dans E (c’est-a-dire
n’annulant pas les 3 dérivées partielles G, . . .) et 'on cherche le point K
de D pour lequel, parmi les droites de E passant par K, plusieurs
sont confondues en D; ses coordonnées homogeénnes sont
(Gup,q,1,GUp,q,7), G, (p, g.r)) en notant px + gy + rz=90 lequa-
tion de D ; on 'appelle le point caractéristique de D. Le probléme précisé
est alors le suivant : lorsque E est ’'ensemble des tangentes & une courbe C
et D la tangente en un point P de C, le point caractéristique K de D
est-il le point de contact P?

Lorscue le corns de base K est localement compa ct, R ou C en

1_4\.}1-)\1“\-« iw WAL g AW AR vul. AL vu Aax o s - a waa

particulier, et que le plan projectifl est um delat pologle compacte
décrite au chap. II, § H, de méme que la tangente en P a une courbe C

t 1n lismita Aal
est la limite de la droite joignant P 4 un point voisin P’, le point caracté-

ristique de la tangente D est la limite du point d’mtersection Ide Det
de la tangente D’ en un point voisin. En prenant le point P pour origine
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courbe C se traduit par un développement en série y=ax*+bx* "1+ ...
(a #£ 0) convergent au voisinage de l'origine. L'équation de la tan-
gente D’ au point (x, y)de Cest Y — y = y'(X — x);elle coupe D (Y = 0)
au point d’abscisse X = x — (y/y); si I'exposant k du terme de plus
bas degré de y n’est pas multiple de la caractéristigue (ce qui est toujours
le cas en caractéristique 0), y/y’ est équivalent a x/k lorsque x tend vers 0
et I’abscisse du point I tend vers 0. D’ou :

THEOREME 54. — Lorsque le corps de base est R, ou C, ou une extension
finie de Q, (c.-a-d. localement compact de caractéristique 0), le point
caractéristique de la tangente d une courbe algébrique plane est son
point de contact. En particulier, si U'on note Fu, v, w) = 0 'équation
tangentielle de la courbe d’équation ponctuelle F(x, y, z) = 0, les équa-
tions F°%(x, y,z) = 0 et F(x, y, z) = 0 sont équivalentes.

On peut méme montrer qu’elles sont proportionnelles (ce qui revient,
si F est irréductible, a dire que F°° n’est pas une puissance de F; cf. chap. 1, § H).
Ce sera le cas si 'on a pris soin de « nettoyer » F? de ses facteurs multiples ou
parasites.

Comme chacune des assertions du th. 54 ne fait intervenir qu'un nombre
fini d’éléments du corps de base, et comme toute extension de type fini de Q
peut se plonger dans C, le th. 54 est valable pour tout corps de caractéristique 0.

Ce qui précede est utile pour I’étude de la transformation par polaires
réciprogues. On se donne une conique sans point double S du plan
projectif, équation Q(x, y, z) = 0. A tout point a du plan, on fait corres-
pondre sa polaire P(a) par rapport a S et a toute droite D son pdle p(D);
d’aprés le § A, ces deux applications sont des isomorphismes réciproques
entre le plan projectif et son dual. Donc points alignés sont transformés
en droites concourantes, et droites concourantes en points alignés, etc.

Il est sans inconvénient en général et commode pour les propriétés
euclidiennes de donner 4 S I'équation x? + y? — z? = 0. Alors le point
de coordonnées (x, y, z) et la droite de coefficients (u, v, w) se correspon-
dent par cette transformation ssi ’on a, a un facteur prés :

xX=u, y=u, z= —w. (66)

Avec une équation plus générale pour S, u, v, w sont des formes
linéaires, QX(x, y, z) etc, de x, y, z, et inversement.

Soit maintenant C une courbe algébrique de degré d et de classe c,
avec F(x,y,z) =0 pour équation ponctuelle et Fu,v,w) =0 pour
équation tangentielle. On fait correspondre a C :
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— d’une part I'enveloppe E’ formée par les polaires des points de C;
son équation est F(u,v, — w) = 0 d’aprés (66); elle est de classe d;

— d’autre part la courbe C’ formée par les pbles des tangentes a C;
son équation est F%x, y, — z) = 0; elle est de degré c.

En caractéristique 0 (et aussi en caractéristique p # 2 s1 Cest une

con el E ot o wmahlo 4o ’ ’ K
uuuiq'dv], est ¢ ensemoie aes tangentes a 1 C [cf duut’cructu, C’ est Pen-

semble des points caractéristiques de E’ ) d’aprés le th. 54 : en effet 'équa-
tion tangentielle de C’ est FOO(u v, w)—O équivalente a F(u v, —w)=0.
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a S). On voit aussitét que C est aussi la transformée par polaires réci-
proques de C’. Degré et classe s’échangent.

Exemples. — Si C est une cubique cuspidale (d = 3, ¢ = 3), C’ en est une
autre. Si C est une cubique nodale (d = 3, ¢ = 4), C’ est une quartique de classe 3,
c’est-a-dire, 4 en croire la formule de Pliicker, une quartique avec 3 points de
rebroussement (3 = 4(4 — 1) — 3.3).

En tout cas, si C est umicursale, C’ 'est aussi car, de la représentation para-
métrique homogéne (P(r), Q(z), R(#)) de C, on déduit que la tangente 2 C au
point de paramétre t a pour équation

(QOR'(1) - ROQ'®)x +(ROP () — PR (1)) y +(PQ" — QP')==0.
Ainsi (QR’ — RQ’,RP’ — PR/, — PQ’ + QP’) est une représentation para-

métrique homogéne. Elle semble étre de degré d(d — 1) o0 d = Max (d°P, d°Q, d°R)
(= d°C si la représentation est propre), mais des simplifications se produisent.

Ainsi, pour la cubique nodale (¢, %, t* + a), on obtient pour C’ la
représentation (t* — 2at, — 263 + a, ?), ce qui est bien une quartique.
Qi M act la Ammihinne Arnienidala t ts\ on nhtiant {71‘3 —1f2 —1\ antra
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1
cubique cuspidale (poser ¢ / ).

Dans le plan euclidien, on a vu (§ A) que, par rapport au cercle unité
x>+ y2 —1=0, le pole d’'une droite D est l'inverse a, dans Pinversion de
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pdle O et de puissance 1, de la projection orthogonale b de O sur D. Lorsque
D parcourt Pensemble des tangentes a une courbe C, la courbe parcourue par
la projection orthogonale b s’appelle la podaire de O par rapport & C (ainsi la
podaire du foyer d’'une parabole par rapport a celle-ci est la tangente au som-
met). La transformée C’ de C par polaires réciproques est ainsi l'inverse de cette
podaire.

8 D / Applications aux coniques

Certaines applications utilisent uniquement le th. 53, qui dit essen-
tiellement qu'une conique propre est une enveloppe de seconde classe
et ne font que traduire en termes de tangentes des enoncés sur les points
des coniques :

a) (Traduction du th. 34, § E, chap. II sur la génération des coniques
par deux faisceaux en relation homographique). — Soit & une homo-
graphie d’'une droite D sur une droite D’. Lorsque m parcourt D, la
droite D, enveloppe une conique C tangente a D et D’, & condition
que le point a commun a D et D’ soit tel que h(a) # a. Si h(a) = a, les
droites D,.n.my (m # a) passent par un point fixe.

Si, dans le plan affine, I'application 4 est affine, le point i I'infini de D’ est
I'image par h de celui de D et 'enveloppe C est une parabole.

b) (Traduction du th, de Frégier, th. 35, ibid.). — Soit j une involution
sur une conique propre C. Lorsque m parcourt C, le point d’intersection
des tangentes 4 C en m et en j(m) parcourt une droite D, qua passe par
les points fixes de ;.

Dans le plan affine, une parabole P admet une seule tangente de direction D
et celle-ci est fonction homographique de D (car l'autre tangente & P menée
par le point 4 I'infini de D est la droite de I'infini et est fixe). Donc, dans le plan
euclidien, les points de P ou les tangentes sont orthogonales se correspondent
dans une involution. Ainsi le point d’intersection de ces tangentes parcourt une
droite, qui passe par les points de P o1 les tangentes sont isotropes; on verra
que c’est la directrice de P.

¢) (Traduction du th. de Pascal, th. 36, ibid). — Soient T
(i=1,23,4,5,6)6 tangentes & une conique propre C. On note i le point
T, T+ (avec T; = T,). Alors les droites D4, D,5 et D3g sont con-
courantes. Cet énoncé est appelé le théoréme de Brianchon.
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En particulier, lorsqu’une conique C est tangente aux 3 cdtés d’un triangle
{a, b, ¢), les droites qui joignent les sommets a, b, ¢ aux points de contact des
cOtés opposes sont concourantes (cf. cor. au th. 36).

Correspondance entre les décompositions ponctuelles et tangentielles

En vue de résultats ol interviennent des coniques décomposées,
etudions ces cag de décomnosition. De méme qu une conique nnn(‘fnP"P
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peut se décomposer en 2 droites, D + D’, ou en une droite double D,
une enveloppe de seconde classe (dite aussi « conique tangentielle »),

eanation (x{u n w) = O nent ce déenmnaocer -
VH“““.UI‘. \.“-PW-\ './’ '.” = \-’, l.l\/ut ("4 \JV\JUJJ.J.I.IUUUA »

— soiten 2 faisceaux linéaires de droites (G produit de 2 formes linéaires),
auquel cas on dit quelle est décomposée en les deux points base b, b’
et on la note b + b';

— soit (s1 G est le carré d’une forme linéaire) en un faisceau de droites,
« compté deux fois » ; si b est son point base, on dit que 'enveloppe
est décomposée en un point double, b, et on la note 2b.

Le th. 53 fournit une correspondance (bijective) entre coniques
ponctuelles et tangentielles non décomposées. Nous allons la prolonger
aux coniques décomposées. Notons P (resp. P%) lespace projectif de
dimension 5 des coniques ponctuelles (resp.tangentielles). On va
définir le graphe dans P x P° de la correspondance cherchée. Pour
cela, on écrit les coefficients de la conique ponctuelle

ax? + by* + ¢z% + 2d'yz + 2b'zx + 2¢’xy = 0
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’

a ¢ b

’ ’

sous la forme de la matrice M =| ¢’ b &' | de la forme bilinéaire

b da ¢

A C P

associée. De méme M° = (C’ B A’\ pour les coefficients d'une
\p A" c)

conique tangentielle Au? + ... + 2C'uv = 0. Par le th. 53, ce graphe

J DRI

est deéfini, pour les coniques propres, par la relation
La matrice MMP est proportionnelle 4 la matrice unité. (67)

NB. — La relation MM? = | n’est pas homogéne et ne pourrait pas étre
prolongée.

Elle se traduit par 6 équations du genre
aC’ + ¢B + b'A’ =0, etc. (68)
pour les termes non diagonaux de MM?Y, et par
aA+c'C'+b'B' =C'+bB+a’A'=b'B' +a’A’ + ¢C (69)
pour les termes diagonaux.

On pourra noter que ces équations deviennent linéaires aprés identification
de P x P° 2 la variété de Segre dans Pys (chap. III, § Q).

Pour une conique décomposée en 2 droites, D + D’, qu’on peut
supposer étre xy = 0, seul ¢’ est non nul. Les équations (68) donnent
alors B=0, A’ =0, A =0, B’ =0, et les équations (69) C' = C' = 0.
Ainsi seul C est non nul dans M° et une seule conique tangentielle,
w? = 0, correspond 4 D + D’ c’est 2 fois le point d'intersection de D
et D'

Pour une droite double 2D, qu'on peut supposer étre x? = 0, seul
a est non nul. Les 6 équations (68) se réduisent & C' = B’ = 0 et (69)
donne A = 0 = 0. Les coniques tangentielles correspondant a 2D ont
ainsi pour équations Br? + Cw? + 2A’ow = 0. Ce sont tous les couples
de points situés sur D.

La correspondance prolongée est donc définie par :

— a 2 droites, D + D', correspond 2 fois le point d’intersection de D
et D';



144 Géométrie projective

— 4 une droite double 2D correspondent tous les couples de points
de D.

Et, par symétrie :

— a un couple de points, b + b’, correspond 2D, ;
— & un point double 2b correspondent toutes les D + D’, ou D et D’
sont des droites passant par b.

Faisceaux linéaires tangentiels

Un faisceau linéaire tangentiel est 'ensemble des coniques tangen-
tlelles E(t) dont l'équation est de la forme F(u,v, w)+tG(u v, w)=0
(t € K). Il admet un nombre fini de droites-base, tangentes i toutes les
coniques du faisceau. Etant donnée une droite distincte des droites-
base, elle est tangente a une unique conique du faisceau (cf. chap. I, § G).

L’exemple le plus général de faisceau linéaire tangentiel est I'en-
semble des coniques tangentes d 4 droites, sans triplet de droites con-
courantes (cf. ibid. th. 18). Les autres types de faisceaux tangentiels
(contenant des coniques propres) sont définis par 4 conditions de contact
avec des droites et de passage par des points de certaines d’entre elles :
par exemple (« type (2, 1, 1) ») coniques tangentes & une droite donnée
en un point donné et tangentes a 2 autres droites. On notera que les
conditions symétriques en points et en droites définissent des faisceaux
linéaires tangentiels qui sont, en méme temps, des faisceaux linéaires
ponctuels ; ce sont uniquement :

— (type (2, 2)) coniques tangentes a deux droites données D, D’ en
deux nmntq donnés g, a’:

LT T WL ] WESR2kAY L5, 4

— (type (4)) coniques surosculatrices, tangentes en un point donné a
une droite donnée.

Méme dans ces deux cas, les coniques ponctuelles et tangentielles décom-
posées du faisceau ne sont, bien entendu, pas les mémes. Dans le type (2, 2),
ce sont, du point de vue ponctuel, D + D’ et 2D, ; du point de vue tangentiel,
ce sont a + a’ et 2(D n D’).

Dans le faisceau tangentiel des coniques tangentes 4 4 droites données,
il y a 3 coniques décomposées, formées par les couples de « sommets opposés »
du « quadrilatére » formé par ces 4 droites. Plus formellement, il y a 6 points
d’intersection de ces droites A, B, C, D prises deux a deux ; on les associe « par
complémentarité », par exemple A n C avec B n D.

On voit aussi (cf. th. 17, ibid.) qu’il y a une seule conique tangentielle
tangente @ 5 droites données dont aucun quadruplet n’est formé de
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droites concourantes. Elle est propre ssi aucun triplet de ces droites
n’est formé de droites concourantes.

Par rapport 4 une conique propre S, les notions de points conjugués,
droites conjuguées, pdle et polaire, entendues au sens ponctuel et au
sens tangentiel, coincident : en effet (cf. début du § C), I'orthogonalité
par rapport a la forme quadratique Q est « transportée » en 'ortho-
gonalité par rapport a la forme inverse Q°. C’est d’ailleurs 1a le fonde-
ment de la transformation par polaires réciproques par rapport a S.

Cela nous permet de traduire I'essentiel du § B. Par rapport a une
conique tangentielle éventuellement décomposée, la notion de péle
d’une droite a toujours un sens, mais celle de polaire d’un point n’en
a pas. Alors :

1) (Traduction du th. 50). — Si une droite D est distincte de celles
qui joignent les points des coniques décomposées d’un faiscean linéaire
tangentiel F, les poles de D par rapport aux coniques de F parcourent
une droite D’, et 'application de F sur D’ ainsi obtenue est une homo-
graphie.

En particulier, dans le plan affine, on voit, en prenant pour D la droite
de I'infini, que les centres des coniques tangentes a 4 droites données parcourent
une droite D’. Celle-c1 passe par les 3 milieux des « sommets opposés » du qua-
drilatére formé par ces 4 droites, qui sont donc alignés.

2) (Traduction du th. 51). — Soit F le faisceau tangentiel des coniques
tangentes aux 4 cdtés dun (vrai) quadrilatére. Les polaires d’'un point
fixe p par rapport aux coniques propres de F sont tangentes 4 une
conique C, qui est aussi tangente aux 3 « diagonales » (= droites joignant
2 sommets opposés) de ce quadrilatére.

En particulier, dans le plan affine, lorsque le quadrilatére est formé de 2 cou-
ples de droites paralléles (parallélogramme), la conique C est une parabole
tangente aux diagonales du paraliélogramme.

Foyers

Dans le plan euclidien, on appelle foyer dune courbe algébrique C
tout point f tel que les deux droites isotropes de f soient tangentes a C.
Une courbe de classe ¢ a en général ¢? foyers : en effet, on peut
mener ¢ tangentes a C par chacun des points cycliques ; ainsi une conique
propre a, en général, quatre foyers. Ce nombre s’abaisse si la droite
qui joint les points cycliques, c’est-a-dire la droite de P'infini, est tan-
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gente & C (il y aura alors, en général, (c — 1)? foyers), ou si C passe par
les points cycliques (si elle y passe simplement, les tangentes & C en
chaque point cyclique comptent pour 2, et il y a (¢ — 1)? foyers).

L’abaissement est encore plus grand si la droite de Pinfini est bitangente ou
osculatrice a C, ou si les points cycliques sont points multiples de C (courbes

1 o e alts Ao taaa)
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En partlcuher une parabole a un seul foyer; un cercle a un seul
nyC1, qul est son centre lbal les asymptotes d’un OCI'CI\‘: sont les droites

isotropes de son centre).

Etudions les 4 foyers d’une comque a centre C, distincte d’'un cercle
et a coefficients réels. Soient T et U les tangenies a C issues du pumt
cyclique i; les tangentes issues de 'autre point cyclique i sont les droites
conjuguées T et U. Les points d’intersection TAT et U U sont
deux foyers réels; les deux autres sont deux foyers complexes conjugués.
Les symétries par rapport aux axes, disons Ox et Oy, de la conique
échangent les points cycliques, échangent T et T, et aussi U et U; il en
résulte que les 2 foyers réels sont sur 'un des axes de C (et symétriques
par rapport au centre) et les 2 foyers conjugués sur l'autre (et symé-
triques aussi).

On voit de méme que le foyer d’une parabole est sur son axe. On notera
que la donnée des 2 foyers réels (resp. conjugués) détermine les 2 autres : ce
sont les autres points d’intersection, non cycliques, des isotropes des foyers
donnés.

La recherche des coordonnées (x,y) des foyers d’'une conique C
donnée par son équation est particuliérement facile §’il s’agit de son
équation tangentielle G(u,v,w) =0, En effet la droite isotrope
Y — y=i(X — x) a pour coordonnées u= —i, v=1, w=ix —y,
d’otl I'équation G(— i, 1, ix — y) = 0, l'autre isotrope donne I'équation
G(i, 1, — ix — y) = 0. Bien entendu, si G est a coefficients réels, on
remplace ces équations par leur somme et leur différence.

Par exemple, Pellipse (x/a)® + (y/b)*> — 1 =0 a pour équation
tangentielle a’u® + b?v? — w? = O(voir débutdu§ C),d'ou les équations

—@ + b —(ix+y?=0 et —a’+b*—(ix—y?=0.

Elles équivalent a 4ixy = 0 et 2(— a@*> + b* + x> — y?) = 0. 8i Ox est
le grand axe (@ > b) et qu’on pose ¢ = (@* — b?), on obtient les 4 foyers
(c,0), (— ¢, 0), (0,ic) et (0, — ic). Ainsi les foyers réels sont les foyers
bien connus sur le grand axe.
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Pour lhyperbole (x/a)* — (y/b)* — 1 =0, I’équation tangentielle
est a’u? — b*v? — w? = 0. En posant ¢ = (a® + b*)?, on obtient de
méme les 4 foyers (c,0), {(— ¢, 0), (0, ic), (0, — ic). Les foyers réels sont
sur 'axe transverse et sont bien connus.

La parabole x> —2py=0 a pour équation tangentielle pu? —2vw=0.
D’ou les équations —p — Aix —y)= —p + 2ix + y) =0, qui ont

1
pour unique solution x =0, y = — p, le foyer bien connu élémentaire-
ment.

Les coniques de foyers donnés f, f’—non situés sur une méme
droite isotrope, par exemple deux points réels — sont dites homofocales

Elles forment un faisceau linéaire tangentiel H car ce sont les coniques

tangentes aux 4 isotropes de f et f’. Les coniques décomposées de H
sont f + f’, i+ i (points cycliques) et g + g’ (les 2 autres foyers). Les
coniques de H ont toutes le méme centre, milieu de ff’. Soient m un
point du plan et F,, le faisceau des droites passant par m. La traduction
tangentielle du théoréme de Desargues-Sturm (chap. II, § D, th. 31)
montre que les 2 tangentes menées par m i une conique variable de H
se correspondent dans une involution j de F,,. Il y a donc 2 coniques
de H qui passent par m : celles dont les tangentes en m sont les droites
fixes T, U de j (si les foyers f, f’ sont réels, 'une de ces coniques est une
ellipse et I'autre une hyperbole). A cause de la conique décomposée
i + I, les droites isotropes de m sont homologues pour j, de sorte que
T et U sont orthogonales (chap. II, § D). Comme D,,, et D, sont
homologues elles aussi, elles sont symétriques par rapport 3 T et U,
qui sont ainsi les bissectrices des droites D,,, et D,,. On retrouve
encore des propriétés bien connues.

La polaire par rapport a une conique C d’un foyer f de C s’appelle

e nmbretnn monmmiban A An Farrar Ella (At lag matnta A nantant o+ A Aac

ld. directrice associ€e a C& I0yEr. £nc JUillL 185 Ppoiiies GO Conact 4, @ Ges
isotropes I, I’ de f avec C. Ainsi C fait partie du faisceau linéaire ponc-
tuel des coniques tangentes A [ en aet a I’ en a’. Il contient I + I’ et
2D,,. En mettant Vorigine en f et en écrivant px + gy + r = 0 une
équation de la directrice D,,, I’équation de C est donc de la forme :

x2+ 2 —tpx +qy+ 1 =0. (70)

Elle exprime que C est 'ensemble des points dont le rapport des
distances au foyer f et a la directrice D associée est constant.

En fait, il vaut (t(p? + q?))*. On voit facilement qu’il vaut 1 ssi la somme
des termes de degré 2 dans (70) est un carré, c’est-a-dire ssi C est une parabole.
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On notera que la distance d(f, m) du foyer f & un point variable de la
conique C est (au signe prés) une fonction affine des coordonnées (x, y) de m.
Plus généralement, supposons qu’on ait une courbe réelle C et un point f tels
que la distance d{ f, m) de f 4 un point variable m de C soit une fonction ration-
nelle R(x, y) des coordonnées (x, y} de m (au signe prés). Avec f a l'origine et
R quotient P/Q de deux polynémes, on a

(x* + y)Q(x, )2 — P(x, 3)? = 0. (71)

Cela n’est pas une identité, valable pour tous x et y, car x* + y2 n’est pas un
carre. Si on choisit R {qui n’est déterminé que modulo I’équation de C), puis
P et Q, de telle sorte que max(d°P, d°Q) soit minimal, on peut montrer que le
premier membre de (71) est irréductible, donc est I’équation de C. Elle montre
que les points d'intersection de C avec les isotropes y = ix et y = — ix de f
ont rous une multiplicité paire. Mais tous les foyers des courbes algébriques
planes n’ont pas cette propriété. L’équation (71) montre facilement qu’une
telle courbe doit étre de degré pair (ce qui exclut les cubiques, méme circulaires,
méme nodales ou cuspidales comme la strophoide et la cissoide). Aprés les coni-
ques, I’exemple le plus simple de telles courbes est la quartique

(x% + y)L(x, y)®? — P(x,¥)* = 0

ol L(x, y) = 0 est I'équation d’une droite et P(x, y) = 0 celle d’une conique.

Enfin, étant données une conique C et un point m, voyons a quelle
condition la podaire de m par rapport a C (c’est-a-dire I'ensemble des
projections orthogonales de m sur les tangentes a C) est un cercle ou une
droite. On a vu (fin du § C) que cette podaire P est I'inverse, dans I'in-
version de pdle m et de puissance 1, de la conique C° polaire réciproque
de C par rapport au cercle S de centre m et de rayon 1. Donc la podaire P
est un cercle ou une droite ssi il en est de méme de C° (chap. |, § F).
Cela signifie que C° passe par les points cycliques. Or les polaires des
points cycliques par rapport a S sont les droites isotropes de m, qui sont
donc tangentes a C. D’ou

THEOREME 55. — La podaire P d’un point m par rapport d une conique
propre C est un cercle ou une droite ssi m est un foyer de C.

Dire que P est une droite veut dire que C° passe par m, ce qui signifie
que C est tangente a la polaire de m par rapport a S, laquelle est la
droite de I'infini. Donc :

COROLLAIRE. — La podaire de m par rapport d une conique C est
une droite ssi C est une parabole et m son foyer.
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En général, si on met T'origine en m et si I'on écrit 'équation de C°
sous la forme F,(x,y) + Fi(x,y) + k = 0 (F; homogéne de degré i),
I'équation de la podaire P s’obtient en remplagant x par x/(x*> + y?)
et y par y/(x* + y*)(chap. L, § F, formule (25)). On obtient donc I'équation

Fy(x, y) + (x* + y)Fi(x, ) + kix* + y?)? =0, (72)

Si k # 0 (et si m n’est pas un foyer de C), c’est celle d'une quartique
dont les points cycliques sont points doubles (« quartique bicirculaire »).
on obtient une cubique circulaire ayant m pour point double ; elle est
cuspidale (cf. chap. II, § F) ssi F, est un carré, ce qui veut dire que C° est
une parabole, c'est-a-dire que C passe par m; sinon la cubique est
nodale et c’est une strophoide (tangentes au point double orthogonales)
ssi C% est une hyperbole équilatére, ce qui veut dire que les tangentes
a C menees par m sont orthogonales.

Comme C est unicursale, sa podaire I’est aussi.



APPENDICE

Correspondances (2, 2)

Une correspondance entre deux ensembles D, D’ est une partie B
du produit D x D’. Au point a de D correspond la partie prp{(a x D)~ B)
de D’ (couper B par la verticale de a et projeter) ; idem pour un point a’
de D'.

Ici, D et D’ seront des variétés algébriques contenues dans des
espaces projectifs P, P’ et leur produit est une partie de P x P, lui-méme
plongé comme variété de Segre (chap. III, § C) dans un espace pro-
jectif P”. Méme si D et D’ sont de simples droites projectives, on est
conduits a faire de la Géométrie algébrique de dimension (au moins) 3,
dont les fondements sont un peu plus élaborés que ceux qui ont suffi
pour les questions planes. Ces fondements consistent, pour notre usage,
en un certain nombre de faits, que nous admettrons.

Faits admis

a) Les parties d’'un espace projectif P, définies par des systémes
(Fj(x) = 0) d’¢quations polynomiales homogénes sont dites algébrigues.
Les réunions finies et les intersections quelconques de parties algébriques
sont algébriques. L’ensemble, ordonné par inclusion, des parties algé-
briques de P, satisfait 4 la condition minimale : toute famille non vide
de parties algébriques admet un élément minimal ; il revient au méme
de dire que toute suite décroissante de parties algébriques est station-
naire. En appelant irréductible une partie algébrique non vide A qui
n’est pas réunion de deux parties algébriques A’, A” distinctes de A,
on en déduit que toute partie algébrique B est réunion finie de parties
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irréductibles. On dit souvent « variété algébrique » ou « variété » au
lieu de « partie algébrique irréductible ». Une représentation
B=V,u...uV, de B comme union de variétés V, dont aucune
n’est contenue dans une autre, est unique et les V; sont appelées les
composantes irréductibles (ou composantes) de B.

b) Par des méthodes algébriques et analytiques variées, on attache
a toute variété algébrique V un entier appelé sa dimension, dim(V), qui
généralise la notion connue pour les vlp. Les variétés de dimension 0
sont les points (si I'on opére, comme nous le faisons sur un corps algé-
briquement clos).

¢) Une partie algébrique de P, (resp. P,) dont toutes les composantes
sont de dimension 2 (resp.n — 1) s’appelle une surface (resp. hyper-
surface); ces parties ne sont autres que celles qui sont définies
par une seule équation polynomiale homogéne F(x,y, z, t)=0
(resp. F(xg, ..., x,) = 0; cf. chap. I, § C). On peut supposer F sans
facteurs carrés (et alors 'ensemble S la détermine & un facteur constant
pres; cf. chap. I, § H); alors S est une variété ssi F est irréductible;
le degré de F est appelé le degré de la surface (resp. hypersurface) S;
notation d°(S); c’est le nombre de points d’intersection, comptés avec
leurs multiplicités, de S avec toute droite non contenue dans S.

d) Une partie algébrique dont toutes les composantes sont de
dimension 1 s’appelle une courbe. L’intersection S 18’ de 2 surfaces
de P, (sans composante commune) est une courbe. On peut affecter
une multiplicité m(i) (ou m(C;;S.§8’) 4 chaque composante C;
(i=1, ... g)de cette intersection; la somme formelle m(1)C, + . . . +m(q)C,
(appelée « cycle de dimension 1 ») est appelée le cycle intersection de S
et §', et est notée S.8'. On a m(i) = 1 ssi il existe un point de C; ou les
plans tangents a S et §’ sont distincts.

Inversement, toute courbe irréductible C est une composante de I'intersection
de deux surfaces, mais n'est pas nécessairement une « intersection compléte »,
c’est-a-dire I'intersection de deux surfaces S, S8’ (plus précisément le cycle S.§’,
avec m(C;S.§8) = 1).

¢) Etant données une courbe C et une surface S qui ne contient
aucune composante de C, I'intersection S N C est formée d’'un nombre
fini de points P; (j = 1, ...,7). On peut affecter chacun d’une multi-
plicite m(j) (ou m(P;; C.S)). Le nombre de ces points, comptés avec
leurs multiplicités, est un multiple nd°S) du degré de S; le nombre n,
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qui ne dépend que de C, est appelé le degré de la courbe C, notation
d°(C); la courbe C est une droite ssi d%(C) = 1; une courbe C rencontre
un plan en 4%C) points. La somme des degrés des composantes (comp-
tées avec leurs multiplicités) de I'intersection de deux surfaces S, S’ est
d°(S)d°(S").

Par linéarité, cela se généralise a un diviseur S et a un cycle C de dimension 1.
La somme formelle m(1)P; + ... + m(r)P,, appelée cycle de dimension 0,
est notée S.C (« cycle intersection »).

f) On admettra que tous les calculs raisonnables de multiplicités
d’intersection (par exemple comme multiplicités de racines d’équations
polynémes) donnent le méme résuitat.

Etant données 3 surfaces (ou diviseurs) S, §’, §”, on a la formule d’associativité
(5.8").8” = §.(8'.8") (lorsque les deux membres sont définis).

g) Soit P un point de I'intersection C de deux surfaces S et §’. Alors
P est simple sur C ssi il est simple sur S et S’ et si les plans tangents a S
et S’ en P sont distincts. Ainsi I'intersection de deux surfaces tangentes
en un point P (par exemple une surface et son plan tangent) admet P
pour point multiple.

Pour une surface et son plan tangent, cela résulte d’un calcul trés simple.
Comme l'intersection d’une quadrique et d’un plan est une conique, l'inter-
section d’une quadrique et d'un plan tangent est décomposée en deux droites.

Correspondances entre deux droites projectives

Soient D et D’ deux droites projectives. Nous nous bormerons aux
correspondances qui sont des courbes (ou cycles de dimension 1) de
D x D’. En prenant des abscisses projectives u, v sur D et D', une telle
correspondance C est décrite par une relation polynéme

F(u,v) = 0. (a)

En notant p le degré de F par rapport a u et g son degré par rapport
a v, on dit qu'on a une correspondance (p, q). L’équation (a) ne définit
pas une courbe du plan affine K2, ni de P,(K), car u et v peuvent prendre
la valeur infinie.

Rappelons que P, x P, et P, ne sont pas isomorphes. Sur R, I'un est un
tore, l'autre une surface non orientable (chap. II, § H). Sur un corps fini, ils
n’ont pas le méme cardinal ((g + 1)* et g*> + g + 1).
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En toute rigueur, il vaut mieux prendre des coordonnées homogénes
(W,u”) sur D (u=u'/") et (@, 0v") sur D' (v=1v/v"). Alors
WPy F (W fu”, v'/v”) est un polynéme Fy(u',u” ;v’,v"”), homogeéne de
degré p en (v, u”) et de degré g en (v, v”). L’habitude qu’on a prise des
calculs avec oo (p. ex. des racines infinies des équations) nous dispensera
souvent de recourir a cette écriture plus lourde.

Les points de D’ qui correspondent 4 un point us de D, ceux de
prpd(ug x D’).C), sont tout simplement les racines (finies ou infinies,
distinctes ou confondues) de 1’équation F{u,, v) = 0. Pour une corres-
pondance (p, q), il y en a q. Idem pour v, donné sur D’.

Une correspondance C est dite décomposée si elle ne se réduit pas
a une courbe irréductible. Elle est dite dégénérée si une ou plusieurs
« horizontales » (D x vg) ou « verticales » (uy x D’) figurent dans sa
décomposition. Une correspondance (p,0) (resp. (0, q)) est formée de
p verticales (resp. ¢ horizontales) ; si un point u, de D n’est pas sur celles-ci,
aucun point de D’ ne lui correspond.

Pour une correspondance (1,1), (a) s'écrit auv+bu+cv+d=0;
c’est donc une homographie, sauf si ad — bc = 0. Si on représente D x D/
par la quadrique de Segre S, xt — yz =0, avec x = u'v!, y = w'v”,

.’ rn L1

z=u"v et t = u’v” (chap. III, § C), I'’équation homogénéisée de la
correspondance

au't’ + bu'v” + cv’'v' + du'’v” =0

se traduit par ax + by + cz + dt = 0, de sorte que la correspondance C
est 'intersection de S et d’un plan, donc une conigue. Les correspon-
dances (1, 1) telles que ad — bc = 0 sont les intersections de S avec ses
plans tangents; elles sont décomposées en les 2 génératrices du point
de contact, c’est-a-dire en une verticale et une horizontale,

Une correspondance (2, 1) s’écrit (au® + bu+ o +(a'u?+b'u+c’)=0.
Si elle est irréductible, c’est une application rationnelle de degré 2 de
D sur D’. Rendons son équation homogéne :

(aw'? + buw'v” + cu”* W + (@'u'? + bW’ + up” =0.

Le premier membre n'est pas fonction des seuls produits
y=u'v,...,t =u"v", et la correspondance C ne se présente pas
aussitdt comme l'intersection de S et d’une autre surface T ; ¢’est d’ailleurs

impossible car les génératrices de I'un et l'autre systéme de S coupe-
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raient T en le méme nombre d%T) de points. Plus généralement, ce
raisonnement et un calcul analogue & celui fait pour les homographies
montrent :

THEOREME A. — Les correspondances qui sont intersection (com-
pléte) de la quadrique de Segre S et d’une autre surface T sont les corres-
pondances (n, n) avec n = d°(T).

Une correspondance (2, 1) irréductible C est coupée en 3 points par

1 r 1’a VOngt
tout plau tqu\.-ut as \2 puxuta Sur umnc Euuu;atubu, 1 SUr i aul.u:) Cest

donc une courbe de degré 3 ; elle n’est pas plane, sinon ce serait I'inter-
section de S et d’un plan, donc une conique ; on lui donne ainsi le nom
de cubigue gauche. D’ailleurs Péquation Plujp + Qu) = 0 (P, Q poly-
némes de degré 2) et la représentation paramétrique (x = uv, y = u,
z=1v,t=1) de S montrent que C est une courbe unicursale de repré-
sentation paramétrique homogéne (— uQ(u), uP(u), — Q(u), P(u)); cela
montre & nouveau qu'elle est de degré 3 ; la représentation est propre.

Une cubique gauche n’est jamais l'intersection compléte de deux sur-
faces T, T’ car la relation d°(T)d%(T’) = 3 I'obligerait a étre plane.

La somme de C et d’une horizontale G (p. ex. v = 0) est une intersection
compléte de S et d’une surface T (multiplier 'équation homogéne de C par v);
c’est une correspondance (2, 2) dégénérée,

Correspondance (2, 2) et biquadratiques ; cas de décomposition

Soit B une correspondance (2, 2) entre deux droites projectives D, D’.
Son équation est de la forme

aw?v? + ubu+ b'v)+ cuv+ c'u? + v + du+d'v+e=0 (b)
et son homogénéisée est :

au’zv'z—}—u’v’(bu’ H+bl ")+Cu v u"v”+c’ 2 n2
+cnv:2unz +d“runvfr2 drv:v”unz +eu”2 "2 0

C’est donc I'intersection de la quadrique de Segre S avec la quadrique T :
ax?+xby+b'z)+ext+c'y* +c”z2 +dyt+ d'zt + et> =0. (c)

L’équation de T n’est déterminée que modulo I'équation, xt— yz,
de S; on aurait pu écrire cyz, ou ¢;yz + (¢ — ¢y)xt, au lieu de ext. Donc
la quadrique T est la quadrique la plus générale. D’ou :

THEOREME B. — Toute correspondance (2,2) est intersection de la
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quadrique de Segre S et d'une quadrique quelconque T # S. Toute qua-
drique T’ du faisceau linéaire déterminé par S et T donne la méme corres-
pondance que T.

La courbe T.S s’appelle une biguadratique de S. Elle a 4 points

communs, distincts ou confondus, avec un plan quelconque P : les
points communs aux coniques P.S et P. T ; une biquadratique est donc

L e SRR

de degré 4. Ses projections sur les plans de P; sont en general des quar-
tiques.

Les notations suivantes seront utiles pour décrire et étudier les cas
de décomposition d’une biquadratique :

— B = biquadratique irréductible ;

— C (resp. C') = cubique gauche irréductible, correspondance (1,2}
(resp. (2, 1));

— H, H’ = coniques irréductibles, homographies ;

— G; = génératrices verticales (u = cte);

— @G} = génératrices horizontales (v = cte).

Les cas de décomposition d’une correspondance (2, 2), E, sont les
suivants :

a) E=H + H'. Cela veut dire que le faisceau de quadriques déter-
miné par S et T contient la somme P 4+ P’ de deux plans; leur droite
commune P.P’ rencontre S, et aussi T, en deux points p,pouSetT

Pals) 1a 4+ e et ot #1 a0 en e b

sont Luugé’i‘ité‘s {uai’ 1ICUIrs plaub @angenes Cn [} ucap p; contiennent les
tangentes 3 H et a3 H’). Réciproquement, si S et T sont tangentes en
2 points p, p’ leurs sections par tout plan P passant par p et p’ sont

an e by s o mammww ramamd  pwow o osae Vmm oz b o an am

UlldUgClllUb CILI LOS pUl.lllb Ul. 11T pUUVCHL dVUlI UGULIU pUllll. CUILLIIIIULL
si clles ne sont pas confondues; comme E = S.T contient d’autres
points que p et p’, les sections de S et T par au moins un de ces plans P
sont confondues, et S et T ont une conique H en commun ; le reste de E
est une conique H’.

b) E = 2H. Cela veut dire que le faisceau contient un plan double,
celui de H. Ainsi S et T sont tangentes en tous les points de H. Réciproque-
ment, s1 S et T sont tangentes le long d’'une conique commune, on est
dans ce cas.

¢) E = C + @G. Cela veut dire que S et T ont une seule droite com-
mune, G, qui rencontre la cubique C en 2 points (distincts ou confondus)
car c’est une correspondance (1, 2); ainsi, en général, S et T sont tangentes
en 2 points d’une méme génératrice G de S. Réciproguement, G est
alors bitangente a T et est donc contenue dans T.
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¢) E =C" 4+ G'. Cas symétrique du précédent : (2, 1) + (0, 1).

d) E=H+ G + G’ Cela veut dire que le faisceau déterminé
par S et T contient la somme d’un plan tangent a S (au point commun
a G et ') et d’'un autre plan.

e) E =G, + G, + G + Gj. Cela veut dire que le faisceau déter-
miné par S et T contient la somme de 2 plans tangents 4 S, et cela de
deux fagons différentes. La forme réduite de son équation générale est
xt — qyz = 0 (g€ K).

Correspondances symétriques et symétrisables

Nous nous plagons désormais sur un corps K (algébriquement clos)
de caractéristique # 2.

Soit C une correspondance entre un ensemble D et lui-méme. On
pourrait qualifier C de symétrique si les relations (p, 9)e C et (¢, p)e C
sont équivalentes. Lorsque D est une droite projective et C une corres-
pondance algébrique d’équation F(u,v) =0, cela veut dire qu'on a
F(v,u) = kF(u,v) avec ke K (cf. chap. I, § H); on en déduit aussitot
k* =1, dot k = 1 ou k = — 1. Nous réserverons ici le nom de symé-
triques pour les correspondances telles que F(u, v) = F(v, u), autrement
dit pour celles dont le polynéme F(u, v) est symétrique en u et v (et est
donc un polyndme en u + v et uv).

Ainsi l'identité, 4 — v = 0, n'est pas une correspondance symétrique mais
« antisymétrique » {k = — 1). Pour un polyndme antisymétrique F(u,v)
(= — F(v,uw), on a F(u, u) = 0, de sorte que F(u, v) est multiple de 4 — v. Une
correspondance (2,2) antisymétrique est ainsi somme de [l'identité et d’une
involution sur D,

Les degrés en u et v d’une correspondance symétrique (ou anti-
symétrique) sont égaux; c'est donc une correspondance (n,n), inter-
section compléte de la quadrique de Segre S (th. A).

Une correspondance (1, 1) symétrique a une équation de la forme
aww + bu + v) + ¢ = 0; si elle n’est pas dégénérée, c’est une involution.
L’équation générale d’'une correspondance (2,2) symétrique est :

au®v? + buv(u+v)+ cuv+ ¢’ (u? +v3) + d(u+v) + e=0. (d)

Cette propriété de symeétrie est intrinséque : elle est préservée si
I'on effectue la méme transformation homographique sur les abscisses
projectives u et v.
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La notion de correspondance symétrique n’a pas de sens sur un pro-
duit D x D’ de droites projectives distinctes. Cependant le résultat
suivant est intéressant et utile :

THEOREME C. — Soit B une correspondance (2, 2) entre deux droites
projectives D et D'. Sauf dans des cas d’exception évidents ou B est
dégénérée, il y a au moins une homographie h de D sur D' telle que la
correspondance B’ sur D x D définie par « (p,q)e B’ ssi (p, hig))e B »
soit symétrique.

En d’autres termes on peut, dans I'équation F(u, v) = 0, transformer
homographiquement 1'abscisse projective v de fagon a rendre symétrique
la relation entre u et la nouveile abscisse projective v;.

Pour démontrer le th. C, on voit B comme une biquadratique inter-
section de la quadrique de Segre S et d'une autre quadrique T'. Dans
le faisceau linéaire de quadriques déterminé par S et T, il y 2 au moins
une quadrique T dont I’équation est une forme quadratique dégéneérée,
c’est-a-dire un céne : en effet, en notant Q + rQ’ = 0 (Q, Q' formes
quadratiques, r € K) I'équation générale du faisceau, la dégénérescence
de Q + rQ’ s’exprime par l'annulation dun déterminant d’ordre 4,
ce qui donne une équation de degré 4 en r; en général, dans le faisceau,
il y a 4 cbnes « distincts ou confondus ».

Soit s le sommet d’un tel cdne T. Nous allons effectuer une projection
de centre s. Les points de contact avec S des droites passant par s et
tangentes a S décrivent la conique H intersection de S et du plan polaire P
de s(chap. IV, § A, th. 49) ; ces tangentes forment donc un cdne de degré 2.

H est ce qu’on appelle le « contour apparent » de la projection de S & partir
de s.

Une génératrice G de S a pour projection sur |
point G.P = G.H ;ainsi deux génératrices G, G’ de systémes différenis
ont la méme projection U sur P ssi leur point de rencontre p est sur H.
Soit alors C la conique intersection du plan P et du cone T. Les
points d’intersection de la génératrice G (resp. G’) avec la biquadra-
tique B ont pour projections sur P les points m, m" communs a C et 4
la tangente U a H en G.P (resp. G’.P). Les points correspondants de
G.B (resp. G’.B) sont G.D,,, et G.D,,, (resp. G’.D,,, et G'. D).
Prenons alors pour h Phomographie de graphe H sur D x D', Pour p
dans Det g dans D', 1a relation ( p, h(g)) € B signifie que les génératrices G,
(« verticale ») et Gj, (« horizontale ») se rencontrent sur la biquadra-
tique B. Or, par définition de h, Gj, est la génératrice « horizontale »



168 Géométrie projective

qui rencontre G, sur H; de méme Gy, et G,. Comme les points m et m’
sont les mémes pour G, et Gj,, €t aussi pour G, et Gj,, les relations
(p, h(g) e B et (g, h{p))eB sont équivalentes. D’ou la symétrie de la
correspondance B’ de I’énoncé.

Ce raisonnement suppose que 1'un des cones T du faisceau est un
vrai cdne. Voyons maintenant les cas ot « il leur arrive quelque chose » :
sommet situé sur S, décomposition en 2 plans. Supposons d’abord
que B est irréductible (ce qui exclut la décomposition de T en 2 plans).
Si le sommet s de T est sur S, toutes les autres quadriques du faisceau
ont méme plan tangent en s et s est point double de B. Le plan polaire P
de s est le plan tangent, H est décomposée en 2 genératrices de S et ne
fournit pas une vraie homographie. En mettant ce point double en
u=0,v=0,onad=d = e=0 dans équation (b) de B, qui s’écrit
donc

au*v? + butv + Vuv® + cuv + cu? + ¢"v* = 0. ()

Afin de préserver v = 0, on essaie une iransiormation homogra-
phique remplagant v par v/(pv + q) (g # 0). Alors (e) devient

2,.2
aw'v: + U\Pu+t?}

+ c:u2(pv + q)z + cnvz =0.

La condition de symétrie (égalité des coefficients de wv? et vu?, et
aussi de u? et v?) écrit : bg + 2¢’pg = b’ + ¢p et 'q* = ¢”. Comme
¢’ # Oet¢” # O(sinon u ou v est en facteurs dans (e) et B est décomposée),
I'équation ¢’q? = ¢” fournit 2 valeurs non nulles (et opposées) pour g.
L’autre, qui s'écrit (2¢’q — ¢)p = b’ — bq, fournit au moins une valeur
pour p car les deux valeurs possibles pour g n’annulent pas toutes deux
2¢'q — ¢ (car ¢’ # 0).

La relation 2¢’q = ¢ implique 4¢'%q* = ¢%, donc 4c’c” = ¢?, ce qui veut
dire que le point double de B est un point de rebroussement.
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Voyons les cas ou B est décomposée. Si elle est la somme de deux
homographies k, k' de D sur I, on peut les symétriser simultanément :
en effet, on écrit k™ 'k’ comme produit ji’ de 2 involutions de D (chap. II,
§ D, th. 31); on pose h = k’f = kj; cette homographie de D sur D/
répond & la question. Cest encore plus simple si B = 2H. Lorsque
B=H+G+ G, on prend u =0 pour G, v =0 pour G’; I'homo-
graphie s’écrit auv + bu + cv + d = 0; une simple homothétie sur v
la rend symétrique a moins que b #0 et c=0(oub=0¢et ¢ #0);
meézalor on symeétrise auv + bu + d = 0 en remplacant v par v/(v + g)
(g #0), ce qui donne auv + bu(v + q) + d(v + g) = 0, qui est symé-
trique si 'on prend g = d/b, qui est non nul car, sinon, d = 0 et ’homo-
graphic est dégénérée. Enfin, si B=G, + G, + G}, + G5, les G;
et G} étant simultanément distinctes ou confondues, un choix d’abscisses
projectives sur D et D’ donne a G, et G, et aussi & G, et G%, les mémes
abscisses projectives.

Dansles autrescas, B=C+ G,B=C'+ G',B = 2G + G| + G},
B =G, + G, + 2G’, la correspondance n’est évidemment pas symé-
trisable.

Points critiques

Soit toujours B une correspondance (2,2) sur D x D’. Un point u
de D (resp. v de D’) est dit critigue si les 2 points de DY’ (resp. D) qui lui
correspondent, soit ceux de (4 x D’).B, sont confondus. Cela s’exprime
en écrivant que (b), vu comme équation en v, soit

(au® + b'u+c"Ww? +(bu? + cu+dw+cu* +du+e=0, (")
a une racine double (finie ou infinie), ce qui veut dire :
(bu? + cu+d’)? —Hau? + b'u+”)c'u? +du+e)=0. (e)

Ceci est une équation du guatriéme degré en u. Il y a donc 4 points
critiques, distincts ou confondus sur D ; leur somme formelle, notée d,
est appelée le diviseur critique de B sur D. On dit qu’il est non défini si
Péquation (e) est satisfaite quel que soit u. De méme sur D, ot le diviseur
critique sera noté d’.

Cette notion correspond a celle de discriminant en Théorie des Nombres.
Comme le diviseur critique d est formé des projections des points de B ou la
tangente est verticale (ou des points multiples de B), ¢’est, en somme, un « contour
apparent ».

Les diviseurs critiques d’une correspondance symétrique sur D x D
sont évidemment égaux. On déduit donc du th. C :
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THEOREME D. — Sauf pour les correspondances dégénérées évidem-
ment dissymétriques, il y a une homographie h de D sur D’ qui améne d
end’.

Si les 4 racines de (¢) sont distinctes, leur birapport est donc €gal a celui des
4 racines de I’équation analogue pour v, si du moins on les ordonne convenable-
ment.

Appelons type d'un diviseur de degré 4 la suite des coefficients de ses
points : (1, 1,1, 1),(1, 1, 2),(1, 3), (2, 2) et (4). Sauf pour les correspondances
degéncrées évidentes, les diviseurs critiques sur D et D’ ont méme type
(th. D). Voici quelques constatations utiles pour I'étude de ce (ou ces)

type(s) :

1) Si B est dégénérée et contient la verticale u x D', u figure avec
coefficient = 2 (en général 2) dans d : on le voit en prenant u = 0;
alors u est en facteur dans (b'), dou ¢” =d' = e =0 et 0 est racine
multiple de ().

2) Si B admet un point double (u, v), alors u figure dans d avec coeffi-
cient 2 si B y a des tangentes distinctes et > 3 les tangentes y sont con-
fondues. On le voit en prenant u=v=0; alors d=d' =e=0 et
Péquation (e) devient (bu + c)*u® — 4c'(au? + bu + "u? =0; sa
racine 0 est double si ¢ — 4¢’c” # 0, triple au moins si ¢2 — 4¢’c” = 0,
quadruple si, de plus, bc —2b’c’ =0. La correspondance B peut étre irré-
ductible dans le cas d’une racine triple. Mais, si ¢ —4¢'c” =0et be=2b'c’,
on a, soit ¢/=0 ou ¢”=0 et B est dégénérée, soit (en prenant ¢’'=1)

1
" =cdeth = 2 bc, auquel cas (b’) s’écrit

s e
au2v2+buv(u+5cv)+(u+5cv) =0;

alors B se décompose en 2 homographies, dont les graphes sont tangents
en (0, 0).

3) Si B est de la forme C + G, on peut supposer que (0, 0) est sur
C.G, de sorte que ¢” =d' = e = d = 0 et que (¢) s’écrit

(bt + cu? — Hau? + b'u)c'u®* = 0.

La racine u = O est triple ssi ¢ = 0, ce qui veut dire que C, dont I'équation
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est auv? + v(bu + b'v) + cv + ’'u = 0 est tangente 3 G (u = 0) au lieu
de la couper en 2 points ; mais cette racine ne saurait étre quadruple,
sinon b’c’ = 0 et I'équation de C aurait u ou v en facteur. D’autre part,
le diviseur critique de B = C + G sur D’, donné par le discriminant
(b'v?+cv)*=0 de Iéquation (en w) (av?+bv+cu? +(b'v? + cvu=0,
est de type (2,2)sic #Oou @) sic=0.

4) Inversement, si u figure avec coefficient > 2 dans d, on peut
supposer que c’est 4 = 0 et que v = 0 lui correspond ; alors d’ = e =0
et (e) s’écrit (bu + ¢)*u® — Hau® + b'u + ”")c'u + d)u = 0. Elle admet 0
pour racine multiple ssi ¢”d = 0; si ¢” = 0, u est en facteur dans (b’)
et B contient 0 x D’; st d = 0, (0,0) est point multiple de B.

Ces constatations permettent de préciser le type du (ou des) divi-
seur(s) critique(s) en fonction de la nature géométrique de la correspon-
dance (2, 2) donnée. Dans le tableau qui suit, les notations B, C, C’, H,
G, G’ ont les mémes significations que ci-dessus.

Correspondance Type du diviseur critique
B sans point multiple 1,1,
B avec pt. double, tg. distinctes 2,1,1
B avec rebroussement (3,1)

C + G, C non tangente 4 G

o T Pl o B a A o ]

C + G, C tangente 4 G

C’ + G, C’ non tangente 3 G’
C’' + G, C tangente 3 G’

H + H’ avec 2 points communs

H + H’ avec contact
2H

H+ G+ G’ avec point G. G’ pas sur H
H + G + G’ avec point G.G’ sur H
G, + G, + G| + Gj (distinctes)

2G + 2G’
G, + G, +2G’
26+ G + G

(2,1,1) sur D, (2, 2) sur D’
(3, 1) sur D, {(4) sur D’
(2,2)sur D, (2,1,1) sur DY

(4) sur D, (3,1) sur D’
(2 7

\&y &F
@
non défini
(2,2)
4)
2,2)
non défini
non défimi sur D, (4) sur D’

(4) sur D, non défini sur D’

L’examen de ce tableau montre aussitot :

THEOREME E. — La nature géométrique d’une correspondance (2,2)
non dégénérée est uniquement déterminée par le type de son diviseur
critique. Si P'on inclut les correspondances dégénérées « symétrisables »,
seuls les types (2, 2) et (4) donnent lieu a ambiguité.

P. SAMUEL
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Interprétation géométrique des correspondances (2,2) symétriques

Soit D une conique propre, donc munie dune structure de droite
projective (chap. II, § E). Un exemple de correspondance (2,2) sur
D x D est le suivant : on se donne une enveloppe de seconde classe E

D

\a

s

m

et 'on dit que 2 points m et m’ de D se correspondent ssi la droite D,
appartient 4 E : en effet comme, par tout point m de D, il passe 2 droites
de la famille E, les 2 points ou elles recoupent D sont ceux qui corres-
pondent a m. Réciproquement :

THEOREME F. — Toute correspondance (2,2) symétrique sur une
conique propre D est définie par une enveloppe de seconde classe E et
séeritD.__.eE

¥ ATmm’ — A

Dans un repére convenable, on peut prendre x =¢, y =13, z =1
comme représentation paramétrique de D. La droite D, joignant
les points m, m’ de paramétres t, t' de D a pour équation
—(t+t)x+y+1tt'z=0. Soit F(u,v,w) =0 I'équation tangentielle
de E, que nous explicitons en

Lu? + L'v? + L"w? + Mow + M’wu + M"up = 0.
La relation D,,, € E s’écrit F(— (¢t + t'), 1, tt') = 0, soit

Lt+ P+ L'+ L7202+ Mt —M'tt' (¢ + ') —M"(t 4+ ¢')=0.
Elle s’identifie 4 la relation biquadratique symétrique générale

at?t? + bttt + )+ ctt’ +E+ )+ dt+t)+e=0
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enprenant L=¢', L' ' =¢, L"=aM=c—-2¢, M =—-p M" = - 4.
CQFD.

Lorsque I'enveloppe E est décomposée en 2 points p + p’, la correspon-
dance B est 1a somme H + H’ des involutions de Frégier (chap. 11, § E, th. 35)

définies par p et p’ lorsque ces points ne sont pas sur D. Si p’ est sur D, mais
nog » DR ot Aen la fAarma LT o 2 ¢ (37 Q5 n annt cnie TY D agt AdnAanmanacda
Pﬂ.a }/, 12 \ubl \.I.L. Ak IR LY T N T N, I-Jl. }/ Cl. F ouLIL oUl .IJ’ L ol UUUUIIIPUDUU

en 4 génératrices.
Lorsque E est un point double 2p, on a B = 2H si p n’est pas sur D, et
B = 2G + 2G’ si p est sur D.

Nous supposerons désormais que I'enveloppe E n’est pas décomposée.

Elle est alors formée par les tangentes a3 une coniqu

aussi E.

e propre notées
ue propre, notee

On aurait pu prendre I'interprétation géométrique duale, o 2 points m, m’
d'une conique D se correspondent ssi les tangentes & D en m et m’ se coupent
sur une autre conique E’.

Interprétons deux notions importantes .:

1) On dit qu'un point m de D est un point fixe d’'une correspon-
dance Bsur D x D s’il se correspond 3 lui-méme, c’est-a-dire si (m, m)eB.
On trouve les points fixes :

— soiten faisant t =¢" dans I’équation de B ;d’ou une équation de degré 4
et 4 points fixes, ou plutdt un diviseur f de degré 4 ;

— soit en intersectant B avec la diagonale I ; comme celle-ci est une
section plane de la quadrique de Segre S et que B est une courbe de
degré 4, B.1 est un diviseur de degré 4 ; on a admis que sa projection
sur Destf;

— soit, enfin, en cherchant les points m de la conique D tels que la
tangente a D en m soit aussi tangente a E ; autrement dit, ces points
fixes correspondent aux tangentes communes a D et E. dont on sait

m
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qu’elles sont au nombre de 4. Les points correspondant a m sont m
lui-méme et le point m’ ol 'autre tangente menée par m A E recoupe D;
on a m’ = m ssi m est sur E, c’est-a-dire ssi D et E sont tangentes
en m et alors m compte pour au moins 2 points fixes.

2

g

Un point a de D est point critique ssi les 2 tangentes 2 E menées

P laY e -
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THEOREME G. — Avec les notations ci-dessus, le diviseur critique d
sur D est égal au cycle intersection D .E.

Clest évident si D et E ont 4 points communs distincts et « y’aurait pas
de Bon Dieu » si, dans les autres cas, les coefficients des points communs
a D et E se repartissaient différemment dans d et dans D.E. Donnons
cependant une démonstration. Soit F(u, v, w) = 0 ’équation tangentielle
de E. La droite (u, v, w) passe par le point (x, y, z) ssi ux + vy + wz = 0.
Alors F(— (vy + wz), vx, wx) est un polyndme homogéne de degré 2
en v, w, dont le discriminant F%(x, y, z) est le premier membre de I’équa-
tion ponctuelle de E (chap. IV, § C). Comme dans le th. F, substituons
(t, %, 1) a (x,y,z). Alors FO(t, t2, 1) est le discriminant du polyndme
homogéne F(— (vt?+w), vt, wt) et aussi celui du polynéme ordinaire
F(— (62 + W), t, tW)(W = w/1v), ou encore, en posant W = (T, celui
de F(— (¢t + T),1,¢T). Or on a vu dans le th. F que F(— (¢t +1), 1, t£')=0
est I’équation de la correspondance B, de sorte que F°(t2,¢,1) =0
est bien celle de son diviseur critique.

Nous venons de démontrer une condition nécessaire 3 lexistence de Dieu
(mais non une condition suffisante !).

Le tableau précédant le théoréme E montre alors :

COROLLAIRE :

— B est une biquadratique sans point multiple ssi D et E ont 4 points
communs distincts : (1, 1, 1, 1);

— B est une biquadratique avec point double a tangentes distinctes ssi D
et E sont tangentes en un point : (2,1, 1);

— B est une biquadratique a rebroussement ssi D et E sont osculatrices :
(3,1):

— B est somme H + H’ de deux homographies ayant 2 points communs,
ssi D et E sont bitangentes : (2,2);

— B est somme H + H’ de deux homographies d graphes tangents
ssi D et E sont surosculatrices : (4).
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La « composition avec elle-méme » d'une correspondance (2,2), B,
sur une conique D permet une étude, due 3 Poncelet, des polygones
inscrits & D et circonscrits & une conique E. Soit B la correspondance (2, 2)
sur D définie par « D, est tangente & E ». Par un point m,; de D, on
mene les tangentes a E ; elles recoupent D en des points m, et m5. Par m,
(resp. m5), on mene Pautre tangente 3 E (distincte de D,,,,,»,), qui recoupe D
en my (resp. m3). De méme, l'autre tangente & E menée par m5 (resp. m5)

recoupe D en m, (resp. my) et ainsi de suite. Pour tout #, on fait ainsi
correspondre & m, deux points m,, m, qui sont fonctions rationnelles
de m, et m; (eux-mémes quadratiques sur K(m,)), de sorte que les
couples (m,, m,) et (m,, m;) parcourent une correspondance algébrique B,
sur D x D. En parcourant a I'envers le « polygéne » (my,m,, ..., m,),
on voit que B, est une correspondance (2,2) symétrique sur D, donc
découpée sur D par les droites d'une enveloppe de seconde classe E,,
formée en général par les tangentes a une conique propre E, (th. F).
Autrement dit, lorsque m, parcourt D, les droites « de fermeture » D,, .,
et D, m; enveloppent, en géneral, la conique E,,.

THEOREME H (Poncelet). — Si elle est propre, la conique E, appartient
au faisceau linéaire ponctuel défini par les coniques D et E (au moins si
elles ont 4 points communs distincts).

En effet, si m, est point critique de B, m, et m} coincident, donc
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aussi, par récurrence, m, et m;,; donc m; est point critique de B,. D’otl
le résultat par le th. G, au moins si les 4 points communs 4 D et E sont
distincts. Comme « y’a un Bon Dieu », il reste valable dans les autres
cas ; cela résulte, grosso modo, de la préservation des relations algé-
briques lorsqu'on donne des valeurs particuliéres a des coefficients
indépendants, ici ceux de ’équation tangentielle générale d’une conique E
(cf. démonstration du th. G).

THEOREME I (Poncelet). — Avec les notations précédentes, on suppose
qu’il existe un point a, de D et un entier n = 3 tels que le polygdne
(ay,ay, . .., a, a,) soit circonscrit @ E (ce qui veut dire que D, , est
tangente d E) et que D, ,, he soit tangente d E pour aucun j entre 3 et n—1.
Alors, pour tout point m, de D, le polygéne (my,ms,, ..., my,m,) est
circonscrit d E (de sorte que m = m,,my = m,_,,...,m, = my).

Considérons, en effet, la correspondance B, ;. Il s’agit de montrer
que c’est I'identité I, ou plutdt 21. Les 2 points qui correspondent a a,
par B, ., sont confondus en a, (parcourir le polygone dans les deux
sens), de sorte que a; est point fixe double de B, ., (ce qui veut dire
que(ay, a,) figure avec coefficient > 2 dans le cycle intersection 1. B, 4,

YN

st celui-ci est défini). En parcourant le polygéne a partir de a; on en
déduit que les a; (j = 1,2, ..., n) sont aussi des points fixes doubles.
Comme, par hypothése, le polygéne « ne se referme pas » avant a,,
B,+: a donc au moins 2n = 6 points fixes. Cette correspondance con-
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tient donc la diagonale I (sinon elle n’aurait que 4 points communs
avec I). Le reste est, soit une homographie H, soit une somme G + G’
de 2 génératrices, et doit contenir les n points (a;, a;); c’est impossible
si H # I car H n’aurait alors que 2 points fixes ; dans l'autre cas, ces
n points ne seraient pas des points fixes doubles de B, .. On a donc
B,.1 = 21. CQFD.

Une autre démonstration se fonde sur les points critiques, mais
suppose que a, n’est pas un point commun i D et E. Comme ci-dessus
on voit que les g; sont points critiques de B, ., et le diviseur critique
est donc de degré = 4 + 1 (th. G). 1l est donc non défini et, d’aprés le
tableau précédant le th. E, B, ., est de la forme 2H, o0 H est une homo-
graphie. Comme celleci admet »# > 3 points fixes, les a;, elle ne peut
étre que lidentité.

Explicitons la conclusion du th. I dans quelques cas spéciaux :

a) On part d’un point m; commun d D et E. Si D et E y sont tangentes,
on reste en m; dans la construction précédant le th. H. Sinon m, et m)
sont confondus au point ou la tangente en m; a E recoupe D; d’ou

m3; = mj3, etc. Le polygdne « ne se referme » que si D,, ,,, est tangente
aE cequiveutdirem, = m, ;doum,_, = my,m,_, = mg,m,_;., = m;.

T N
A

my

m,

Si n est pair, n = 2g, le milieu de la suite (m,,m,, ..., my,, m;) est
(. .ymymgy .M, ...) et le polygdne « rebrousse chemin » en m,., ,
ce qui signifie que les 2 tangentes & E menées par m, ., colncCident
avec D, m, donc que m,, est un point commun a D et E, distinct
par hypothése de m,.
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T/
N

Si n est impair, n=29 — 1, le milieu de la suite est
(. .,mg_1, Mg Mg, Mmy_ 1, ...), de sorte que la tangente 2 D en m, est
aussi tangente a E. Ainsi m, est point de contact de D avec I'une des
tangentes communes 3 D et E. Les deux derniéres figures illustrent les
casn=4etn=23

S

b) Si l'on part d’un point m, situé sur une tangente commune a D et E
(et si m, # my, ce qui signifie que m, n’est pas point commun a D et E),
onam,=my, M,_1 = My, M,_, = M, etc. Comme ci-dessus, si n est
impair, n = 2q — 1, le polygdéne rebrousse chemin en m,, qui est point
commun & D et E. Si n est pair, n = 2q, le polygdne rebrousse chemin
en mgy. 1, qui est point de contact d’'une autre tangente commune.
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N

m,

On aura noté que la suite désignée par (mj3, mh, my, my, my) dans la cons-
truction précédent le th. H prend (& symétrie prés) la forme :
— (m3, my, my, my, m3) si m; est point commun a D et E;
— (my, my, my, my, my) si my est point de contact d’une tangente commune,

¢) Les coniquesD et E sont bitangentes ou surosculatrices. On a vu(cor.
auth. G) que B est alors de la forme H+ H’, ou H et H' sont des homogra-
phies dont les graphes ont 2 points communs, ou sont tangents. Comme

H + H’ est symétrique, les deux homographies sont réciproques I'une
de lPautre; notonsles het h™ 1 Elles ont les mémes noints fixes. distincts

A A LELL W AINT WNTAALT AWLT T ¥ AAwd VALY AW LiLWAdiwD pSLALLLU RaAdLwoy WACLALEWLO

si D et E sont bitangentes, confondus si D et E sont surosculatrices.
L assertion du théoréme de Poncelet (th. I) revient a dire qu'ona h" = 1;

> . . .
c’est toujours vrai, pour un certain », si D et la correspondance B ont

leurs coefficients dans un corps fini.
Lorsque D et E sont bitangentes et qu'on donne les valeurs 0 et o0

aux paramétres de leurs points communs, & prend la forme h(f) = of

(chap. I1, § D) et I’énoncé du th. I veut dire que c¢ est une racine n-éme
de I'unité. Lorsque D et E sont surosculatrices et qu’on donne la valeur cc
a leur point commun, h prend la forme h(f) = ¢ + d (ibid.) ; alors
h n’est jamais d’ordre fini n en caractéristique O (on n’est donc pas dans
un cas d’application du th. I), mais est toujours d’ordre p en caractéris-
tigue p # 0.

Lorsque D et E sont bitangentes dans P,(C), une transformation
homographique envoie leurs points communs aux points cycliques, de
sorte que D et E deviennent des cercles concentriques (chap. 1, § F).
Les homographies h et k™' sont alors des rotations, d’angles Vet — V,
autour de leur centre commun (chap. I1, § D, th, 32). Si I'on note r et ¥
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my

1
les rayons de D et E, on a cos(i— V) = r'fr. La conclusion du th. I

est vraie ssi la rotation h est d’ordre fini n (C’est-a-dire e?'V est racine

primitive n-éme de I'unité) ; cela se traduit par une relation arithmétique

entre les rayons r et v (r = 2r' pour n=3; r* = 2r'? pour n = 4;
2 _2rY =r? =0pourn = 5;4r% — 3r* = Opourn = 6;etc.).

Notions sur les courbes tracées sur une quadrigue S

Nous nous bornerons aux quadriques sans point double, celles dont
’équation est une forme quadratique de rang maximal, 4. Comme on
s'est placés sur un corps algébriquement clos, ’équation d’une telle
quadrique S se réduit a Xy —zt = 0 et S peut étre vue comme le produit
de deux droites projeciives, dont nous notons u et v les abscisses pro-
jectives.

Une intersection compléte de S avec une surface T d’équation homo-
géne P(x,y, 2z t) =0 est une correspondance (n,n) (n = d°%T)) dont
Péquation est F(u, v) = P(uv,u, v, 1) = 0 ol u, v parcourent K (cf. th. A).

Plus généralement, route courbe (ou cycle de dimension 1) C tracée

sur S est une correspondance (p, q), définie par une seule équation G(u, v)=0.

En effet, on peut supposer C irréductible. On prend un point a de C et on
considére le cdne T de sommet a qui est la réunion des droites joignant @ & un
point variable m de C (pour m = a on prend la tangente 4 C en a). Comme
une génératrice de ce cdne, ou bien coupe S en 2 points, a et m, qui sont sur C,
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ou bien est contenue dans S et est donc I'une des génératrices rectilignes G, G
de S passant par g, I'intersection T.S est de la forme C + jG + jG’. Celle-ci
a une équation de la forme H(u, v} = 0, ot H a méme degré en u et en v. En
supposant, ce qui est loisible, que a est le point u = 0, v = 0, le polyndme H(u, v
a wv’ en facteurs a cause de jG + fG’ (si j # 0, H(0, v) est nul pour tout v,
d’ou le facteur u, et on continue). Le quotient G{u, t) donne I’équation de C.

Une correspondance (p, g) est une courbe (ou un cycle) de degré p+q.

En effet, un plan tangent a4 S la coupe en p + g points, p sur une génératrice,
1

Enfin deux correspondances (p, g) et (p’, ¢') se coupeni en qp’ + pq’
points.

En effet, soient C et C’ ces correspondances, supposées sans composante
commune. Quitte 4 intervenir les facteurs de S, on peut supposer qu’on a g=p.
Alors, st G est une génératrice convenable de S, u = 0, C + (g — p)G est une
correspondance (q,q), donc une intersection compléte S.T avec d%T) =gq
(th. A). Les points communs &8 C + (g — p)G et & C’ sont les points communs
aTetC’ etilyenagqg(p’ +¢’). Onen enléveles points communs 4 C’ et a (¢ — p)G,
qui forment un cycle de degré (g—p)g’. Il reste g(p’ +q')—(q—p)q’ =qp’ +pq’
points.

Les courbes de degré 3 tracées sur S sont (2 part les correspondances
dégénérées (0, 3) et (3,0)) les correspondances (2,1) et (1,2) déja ren-
contrées ; si elles sont irréductibles, ces « cubiques gauches » sont, on
I'a vu, unicursales. I1 y a d’autres courbes irréductibles de degré 4 sur S
que les biquadratiques : les correspondances (1, 3) et (3, 1); ce sont des
courbes wunicursales car 1’équation d'une (1,3) (resp.(3,1)) donne u
(resp. v) comme quotient de deux polyndmes de degré 3 en v (resp. u);
on les appelle des monoquadratiques car elles sont contenues dans une
seule quadrique, S (sinon ce seraient des intersections complétes S.T,
donc des correspondances (2, 2)).

On notera que toute courbe C de degré 4 est contenue dans une quadrigue.
En effet, I'’équation d’une quadrique a 10 coefficients. Le passage de cette qua-
drique par 9 points de C s’exprime par un systéme de 9 équations homogénes
en ces 10 coefficients, qui a donc une solution non triviale. La quadrique corres-
pondante a au moins 9 > 2 x 4 points communs avec C, et contient donc C
st C est irréductible. Si C est plane, la quadrique contiendra son plan,

Le méme résultat est évidemment valable pour les courbes (irréductibles)
de degré 3.
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Enfin une biquadratique (irréductible) B est unicursale ssi elle admet
un point double.

En effet, prenons un point simple a de B et projetons B sur un plan P 4 partir
de a. Comme un plan passant par g a 3 autres points communs avec B, toute
droite de P coupe la projection B’ de B en 3 points ; donc B’ est une cubigue plane.
Ses points multiples sont :

— soit les projections des points multiples de B;
— $0it les points b de B’ qui sont projections de plusieurs points (distincts ou
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points et a; cette droite serait donc une génératrice G de S, mais celle-ci ne

rencontre B qu'en 2 points.

Le second cas étant donc impossible, on voit que B’ est unicursalie ssi B admet
un point double (chap. II, § F, th. 39). Comme les coordonnées d’un point m
de B sont fonctions rationnelles de celles de sa projection m’ sur B’ (m est le
point ou la droite D,,, recoupe la quadrique S), et inversement, B est unicursale
en méme temps que B’

Notions sur la composition des correspondances

Soient C une correspondance entre deux ensembles D et D, et C’
une correspondance entre D’ et D”. Lensemble des couples
(m,m")eD x D" tels qu’il existe un point m” de D’ pour lequel (m, m)eC
et (m', m”)eC' est une correspondance entre D et D”, qu’'on note
C’ o C et qu'on appelle la composée de C et C'. Cela ge tradnit, dans le
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produit tr1ple D x D’ x D”, par I'égalité d’ensembles
C o C = prpxpA(C x D"y (D x C')).

En géométrie algébrique, on remplace l'intersection « ensembliste »
par le produit d’intersection (C x D”).(D x C')et on affecte les projections
de coefficients, appelés indices de projection, convenables.

Par exemple, si E est une correspondance (p, ¢q) entre D et D, son indice
de projection sur D est g et I'on écrit prp(E} = gD ; cela tient a ce que g points
de E se projettent au méme point de D.

Si C est une correspondance (p, g) et C’ une correspondance (p’, '),
C fait en général correspondre, & un point m de D, q points m} de D’, et
C’ fait correspondre a chacun de ceux-ci ¢’ points mi;de D" ;ilyena qq'.
De méme C’ o C fait correspondre pp’ points de D a chaque point de D”.
Ainsi la composée C' o C est une correspondance (pp’, qq'). En particulier
la composée de deux correspondances (2, 2) est une correspondance (4, 4).
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Lorsque D = D/ = D” et qu’on a une correspondance (n, n) symeé-
triqgue B, sa composée avec elle-méme, B o B, est décomposée. En effet,
pour chacun des n points m: correspondant A un point m de D, m figure
parmi les n points m{; qui lui correspondent. Au total, on retrouve m
au moins n fois panm les m7. Donc, en notant I I'identite, B B est de
la forme nlI + B’ ou B’ est une correspondance (1> — n,n> — n). Pour
n=2onaBoB =2I+ B’ ou B’ est une correspondance (2, 2} symé-
trique. Cela explique pourquoi, dans la construction des « lignes poly-
gonales de Poncelet » qui précéde le théoréme H, on n’a rencontré que
des correspondances (2,2) symétriques.

Si D est une variété¢ définie sur un corps fini F,, une importante
correspondance est celle qui, a un point de coordonnées (x;) de D, fait
correspondre le point de coordonnées (x§) (qui est sur D car I’élévation
a la puissance g-éme est un automorphisme de tout corps algébrique-
ment clos contenant E)). On l'appelle la correspondance de Frobenius
et on la note F. Les points fixes de son itérée F” sont les points de D
qui sont rationnels sur P, car ce corps est I’ensemble des racines de
x?" = x. L’estimation de ce nombre de points fixes est un probléme
arithmétique important ; il a été résolu par A. Weil, puis par P. Deligne,
dans leurs travaux sur ’hypothése de Riemann pour les corps de fonc-
tions algébriques. La correspondance de Frobenius F est une correspon-

dance (g, 1) et F" est une correspondance (¢", 1). Comme une corres-
nnndsmm {1 1\ sur une droite nroiective Dai + j nnmtq fixes (ses inter-
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sections avec le plan de la conique I qui est le graphe de 1’1dent1te sur la
quadrique de Segre S),F"a 1 + 4" points fixes dans ce cas, ce quin’apporte

rien de nouveau car c’est le nombre de noints {rahnnnplq\ de la droite
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projective sur F,..
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Barycentre, 21.
Biquadratique, 155.
Birapport, 71.
Brianchon (th. de), 141.

Cercles orthogonaux, 56.

Cercle des 9 points, 134,

Cercle osculateur, 100.

Circulaire (groupe), 103.
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Classe (d’une courbe plane), 137.
Cléture projective, 23,
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(T Arenaan e Aaman 180

ULl puidanwve, LIV,
Correspondance symétrique, 156.
Critique (point, diviseur), 159.
Cubique (plane), 95.

Cubique (gauche), 154,

Cuspidale (cubique), 98.

Degré (d’une courbe, d'une hypersurface),
28.

Degré (d’une application rationnelle), 73.

Desargues (th. de), 29.

Desargues (axiome de), 36, 38.

Dimension d’une vip., 14.

Direction asymptotique, 27.

Directrice (d’une conique), 147.

Diviseur (en Géom. Alg.), 68.

Division harmonique, 76.

Droite isotrope, 53.

Ellipse, 117.

Ellipsoide, 118.

Equilatére (hyperbole), 87.
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Indépendance projective, 15.
Inversion, 54.
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Liiroth (th. de), 92.
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Quadrique, 112.
Quartique, 90.
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Théoréme de Frégier, 86.
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Théoréme de Pascal, 88.
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projective, 32.

Transcendant {(élément), 73.

Transformation par polaires réciproques,
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Triangle conjugué, 130.

T
1

Unicursale (courbe). 85,
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Variété linéaire affine (vla.), 21.
Variété rationnelle, unirationnelle, 93.
Variété de Segre, 121.

Imprimé en France
Imprimerie des Presses Universitaires de France
73, avenue Ronsard, 41100 Vendéme
Mai 1986 — N° 31 668






Issue des réflexions des peintres de la Renaissance sur la
perspective, la géométrie projective s’est avérée, au début du
XiX®siecle, étre un outil unificateur derésultats géomeétriques
disparates et un puissant moyen pour aller plus loin. A partir
du milieu du X1X® siecle, la géométrie projective a été le fon-
dement sur lequel s'est développée la géométrie algébrique.
Dans le grand développement de celle-ci, jusqu’a |'époque
contemporaine, les notions projectives y ont gardé une place
de choix, notamment par le hiais des systémes linéaires.

Partant d'un prérequis assez élémentaire d'algébre, ce livre
expose les fondements — tant algébriques qu'axiomatiques —
de la géométrie algébrique et donne une grande place a leurs
applications aux cercles, coniques et quadriques.

A la portée des étudiants du premier cycle et des éléves
des classes préparatoires, il est destiné a tous les amateurs
de géamétrie.

Pierre Samuel, spécialiste d'algébre et de géométrie algé-
brique, est professeur a |I'Université de Paris-Sud (Orsay).
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