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Préface

Cet ouvrage est né d’un environnement géométrique de bon augure : Jean Frenkel,
Jean Martinet, Jean-Pierre Jouanolou, Claude Godbillon et bien d’autres encore ont
ceuvré au département de mathématiques de 1’université Louis Pasteur de Strasbourg
pendant des années pour redonner a la géométrie et & son enseignement le prestige
d’antan. Leur souhait : « Faire en sorte que les étudiants aiment cette discipline. » La
beauté de I'art du géométre n’occulte d’aucune maniére I’ utilité et I'actualité de cet
art.

J.-C. Sidler était associé des le début a 'entreprise: il a observé le travail et
la méthode de ses enseignants : compulser inlassablement les beaux et vénérables
ouvrages de la bibliothéque, tirer sans cesse du neuf d'un trésor ancien. Notre auteur

? r4 -

est nigud l est devenu a son tour nachenr de

UL YLLIW 4 DUl UL puviaivuil Ve

J. Frenkel, J. Martinet, C. Godbilion nous ont quitté. Il appartenait a I’un d’eux
d’écrire une préface. Avec nostalgie et tristesse, j’essaie de les remplacer dans cette
mission. Le titre du livre !’ — une fois n’est pas coutume — circonscrit avec précision
le sujet traité, I’intention didactique. J’ai ét€ en mon temps lecteur d’ouvrages trés
répandus, vers les années 1930, traitant d’involution, d’homographie, d’homologie,
de points cycliques,... Ces ouvrages plaisaient ; certains auteurs étaient de prestigieux
mathématiciens. Je craignis devant ’entreprise en général — et en raison de la genese
du livre en particulier — de retrouver surtout le « charme discret » d’une chose
qui aura €té et qui ne reviendra plus. Je craignais également une rupture avec la
mathématique d’aujourd’hui.

1. Le titre initialement prévu était Homographies.



X Préface

La réussite du livre tient, je crois, en ceci : il se lit facilement, tout comme les
ouvrages évoqués se lisaient facilement. L’habileté de notre auteur tient des talents des
auteurs évoqués. Le style, résolument moderne, se conforme aux exigences actuelles.
Un tout petit nombre de principes simples permet d ordonner le déploiement du cours.
La classification des théorémes en projectif, linéaire, métrique — si importante pour
les géometres qui ["ont établie — se trouve respectée dans toute son efficacité.

L’usage de la dualité, un des plus subtils pour de jeunes étudiants, est habilement
et abondamment exploité. Le « cours » proprement dit permet dans sa concision
d’aborder les nouveaux problémes proposés. Le lecteur acquerra une formation pour
aborder d autres théories situées hors du cadre décrit par le titre, dont la géométrie
de I’'inversion par exemple.

Le constructeur d’automobiles Voisin n’hésitait pas — en des occasions heureu-
sement rares — a déclarer un client chauffard « indigne de conduire une Voisin ».
Le présent ouvrage donnera au lecteur-€tudiant la conviction intime de sa dignité
a conduire les mécaniques merveilleuses ayant pour nom : théoréme de Pascal,
théoreme de Brianchon, théoréme de Desargues...

Georges Reeb, ancien professeur
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Avant-propos

Les géometres grecs, et notamment Apollonius pour les coniques, utilisaient les
projections afin d’obtenir de nouvelles propriétés des figures.

Desargues le premier, dans sa recherche d’une méthode géométrique universelle,
a essayé d’éviter ce détour par 1’espace pour étudier les figures. Ayant certainement
présent a I'esprit la ligne de fuite de la perspective, il en est arrivé a considérer

~ ~
mm > ot
les paralléles comme des droites « se coupant a I’infini » en un point — certes non

représentable — mais gu'il considere comme un point usuel. 11 travaillait plus ou
moins explicitement dans un nouveau plan constitué par un plan ordinaire complété
par une droite virtuelle, la droite de Iinfini.

Ce modele de plan projectif montre vite ses limites, en particulier parce qu’il utilise
toujours d’anciennes notions et des objets incommodes. Surtout, il n’est pas apte a
recevoir les idées nouvelles apparues au x1x® siecle qui rattachent les propriétés des
figures a des structures algébriques, spécialement a des groupes de transformation.

L’algébre linéaire est le domaine approprié pour redéfinir proprement le plan
projectif et ses transformations. Avant de développer ce point de vue, donnons
quelques conseils pour une bonne utilisation de cet ouvrage.

— Une premlere partie regroupe en SixX chapltres les résultats fondamentaux sur

lesquels le lecteur pourra s’appuyer pour guider sa recherc
problémes posés.

Notons au passage qu’avec les outils de la
phase heuristique de la résolution d’un probleme n’est pas toujours facile; le
lecteur découvrira — espérons-le — que les notions projectives apportent plus de

perspicacité et plus de clarté dans la conception des solutions.

he des solutions aux

géométrie affine ou euclidienne la



X1 Avant-propos

A la fin des chapitres, sont proposés des exercices d’application qui peuvent en
général se résoudre simplement a partir des éléments du cours. Il ne faut pas les
négliger car certains d’entre eux donnent un autre regard sur le cours. Les solutions
de ces exercices sont données en fin d’ouvrage.

— Le chapitre 7 est constitué d’exercices de référence. Tout en complétant le cours,

1 atit t «t da alla 1q
ces exercices offrent ces l}vthes astuces, ¢S « ours G main intellectuels », Sans

’

lesquels les démonstrations sont lourdes et inélégantes. Il est recommandé de les
travailler en méme temps que le cours, comme cela est indiqué au fil du texte.

— Une troisieme partie (chapitre 8) recueille les énoncés et les solutions de quelques
problémes classiques de géométrie plane que le point de vue projectif éclaire et
unifie. La mise en lumiére de ces problémes est la raison profonde de ce livre.

— Cet ouvrage se termine par quelques rappels des définitions utilisées et des théo-
remes indispensables.

Ce livre a été élaboré a partir d’un cours de licence de mathématiques et rodé a
I'IREM de Strasbourg. Il sera utile aux étudiants, aux capésiens et aux agrégatifs,
voire aux ingénieurs qui ont besoin de s’initier aux méthodes projectives (dessin
assisté par ordinateur, par exemple) ainsi qu’aux enseignants qui souhaitent cultiver
ou remettre a I’honneur I’enseignement de la géométrie. C’est une tiache essentielle,

car la géométrie n’est pas seulement un savoir, elle a un réle important a jouer dans
les processus de compréhension, offrant des modéles de représentations c....S lesquels

Ml dalid e LA R '--u- ale nraaa gl RANT LaAVRAAN S U AP WS RALERR: ..u S
s I A |

toute intellection est compromise. C’est cet aspect des mathématiques qui les rend
irremplacables.

Jean-Claude Sidler



Avertissement au lecteur

Pour éviter des longueurs et des redites, la plupart des énoncés de problémes sont
rédigés dans le langage du plan affine réel ; naturellement, pour la résolution des
problémes, afin d’utiliser au mieux les magnifiques outils de la géométrie projective,
nous plongeons le plan affine dans une carte du plan projectif et, si nécessaire, dans
le complexifié. Généralement, le retour au probléme initial sera laissé au soin du
lecteur.
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Chapitre 1

Géneéralités sur les espaces projectifs

Nous allons définir les espaces projectifs et les homographies en prolongeant les
considérations développées dans I'introduction. Comme nous avons essentiellement
en vue I’étude des plans projectifs réels et complexes, nous privilégierons les défini-
tions relatives a ces objets.

1.1 ESPACE PROJECTIF

Soit £ un espace vectoriel de dimension n + 1 (le corps de base étant R ou C dans
cet ouvrage). On appelle espace projectif issu de E et on note P(E), ’ensemble des
droites vectorielles (i.e. I'ensemble des sous-espaces de dimension un) de E.

— Sidim E = 2, I’espace P(E) s’appelle une droite projective (réelle ou complexe).
— Sidim E = 3, 'espace P(E) s’appelle un plan projectif (réel ou complexe).
— Dans le cas général on dit que P(E) est un espace projectif de dimension n.

— Un élément de P(E) est appelé un point. Lorsque la dimension de P(E) est
supérieure ou égale a 2, les droites de P(E) sont les droites projectives issues
des sous-espaces vectoriels de dimension deux de E.

» Axiomes d'incidence dans un plan projectif

Dans un plan projectif, on démontre facilement les « axiomes d’incidence », a savoir :
— par deux points distincts d’un plan projectif, il passe une droite et une seule ;

— deux droites distinctes ont en commun un point et un seul.

Dans un plan projectif, il n’y a donc pas de paralleles.
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Remarque 1.1. Comme notre intuition a besoin de représentations, les axiomes d’inci-
dence nous incitent a représenter physiquement les points et les droites projectives
par des points et des lignes tracés a la régle. On fera cependant attention de ne pas
tracer de paralleles !

1.2 COORDONNEES HOMOGENES

Soient E un espace vectoriel de dimension n + 1 et eg,e,...,e, une base de E.
Choisissons un point M de P(E) et un vecteur u de E qui engendre la droite vecto-
rielle M. Les coordonnées (X, X1, ..., X,) du vecteur # dans la base ¢y, ¢,,. .., e, de
E s’appellent les coordonnées homogénes du point M.

On remarquera que les scalaires (X, X1, . . . , X;;) ne sont jamais tous nuls puisque ce
sont les coordonnées d’un générateur d’une droite vectorielle de E. Réciproquement,
si les nombres (Xy, X1, ..., X,,) ne sont pas tous nuls, ils définissent le vecteur in =
Xotto + - - - + Xqu, # 0. Par conséquent, ce sont les coordonnées homogenes de la
droite vectorielle M engendrée par m.

Proposition 1.1. Les coordonnées homogénes (Xg, X1, . .., X,) et (Yo, Y),....Y,) défi-
nissent le méme point M de P(E) si et seulement si il existe un scalaire )\ # 0 tel que
l'on ait :

Y. V. Y) = 2¥X0. X ).

{ o s
L}y isreesxpy N\ (jyg 2]y e 00 gy ap

1.3 CARTES AFFINES

Nous allons maintenant justifier I’intuition de Desargues en montrant qu’une droite
projective est une droite affine « avec un point a ’infini » et qu’un plan projectif est
un plan affine « avec une droite de points a I’infini ».

1.3.1 Carte affine d’une droite projective

Soit ' = P(F) une droite projective issue de I’espace vectoriel F. Choisissons
deux points distincts U, V de D et deux générateurs u, v des ces droites vectorielles.
Considérons la droite affine A = U +v (figure 1.1). A tout point de I différent de U,
associons le point d’intersection de la droite vectoriclle M et de la droite affine A.
Nous établissons ainsi une bijection Y : D — {U} —> A. (Les images des points
V.M, P, Qsonto, m,p, gsur lafigure.) Du point de vue intuitif, cette bijection suggére

que la droite projective ) s’obtient en « ajoutant le point U » a la droite affine A, Pour

|4 /M - P -7 Q

Figure 1.1.
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1.3 Cartes affines 3

cette raison, nous dirons que U est « le point a I’infini de A ». La bijection Y permet

de transporter sur [ — {U} la structure affine de A grice a la formule F@ = Py
(figure 1.1, page ci-contre). Nous pouvons alors considérer le couple (V, #) comme
un repére affine de @ = {U} correspondant au repere affine (o, u) de la droite affine A.

Définition 1.1. Nous dirons que b - {U} est une carte affine d’origine V et de point
al’infini U.
Si nous choisissons en outre des générateurs u,v de U, V, nous disposons de

coordonnées homogenes (X, ¥), les points de coordonnées (X, 1) correspondant aux
points d’abscisse x = X dans le repere affine (u,v) de A.

1.3.2 Carte affine d’un plan projectif

Dans le plan projectif P = IP(E), choisissons une droite [ = P(F). En reprenant la
démarche précédente, on montre que I’ensemble P = D est un plan affine isomorphe
a un plan I1 parallele a F et dont la structure affine ne dépend que de ID (figure 1.2).

W

Figure 1.2.

Soit d une droite du plan projectif, U = d N'ID et d sa trace sur P =~ . Alors d
est la carte affine de d dont le point a I'infini est U. Le résultat suivant est a la fois
capital et évident.

Proposition 1.2, 5i d,d’ sont deux droites du plan projectif, on a I’équivalence :
- -t
d /] d sietseulement sid,d se coupent sur .

Remarquons qu’un point 4 I’infini d’une droite d est une direction pour d ; d’un
point de vue naif, on pourra dire que « le plan projectif P’ est un plan affine auquel
on a a jouté un point a I’infini dans chaque direction, ces points a I'infini formant la
droite de I’infini ».

La donnée de trois points non alignés M, P, Q de P = [D définit un repére affine. Si
nous choisissons une base de E formée par les vecteurs u = MP, v = J'VTQ et w qui
engendre M, nous disposons de coordonnées homogeénes (X, Y,Z). Les points de
coordonnées (X, Y, 1) correspondent aux points d’abscisses x = X, y = Y dans le
repere affine (M, P, Q) de la carte.

Réciproquement, si (x, v) sont les coordonnées d’un point dans le repére affine, les
coordonnées homogénes de ce point sont de la forme (xZ, yZ, Z).
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Définition 1.2. Nous dirons gue ' — ) est une carte affine d’origine M et de droite a
I’infini D.

1.3.3 Du bon usage d’une carte affine

Considérons un quadrangle ABCD d’un plan projectif (figure 1.3). Soient U, V les
points d’intersection des droites AD, BC et AB.CD. Si nous choisissons une carte

affine dont la droite de I’infini est la droite UV, nous obtenons le parallélogramme
ARCD Ppmprnqnpmppt la donnéde d’un pm‘nllplngrnmmp ABCD dans la carte définit

4 ARFNAS

un quadrangle dans I’espace projectif dont deux sommets appartiennent a la droite
de I'infini.

\ 1%

1%

‘ /
AN
AY D C
N\
D C \ Fl I
hY
\\ —_— U
A B v U
/ / \ A i ! B
Dans 'espace projecti Dans le plan affine

Figure 1.3. Du bon usage d'une carte affine.

Un choix judicieux de la droite de I’infini permet ainsi de traduire des énoncés
projectifs en énoncés affines et réciproquement. Traditionnellement, on démontrait
souvent des propriétés projectives a partir de propriétés affines. Pour notre part, nous
privilégierons systématiquement la démarche opposée.

1.4 HOMOGRAPHIES

W E e e wF

natiieallag rla T ciie I cnnt lag annmliscatinng nise

Thaon A7 nlan lac anmemlicat “ "
W llaluiviivo 4 oul U OULIL IV uy LIVALIVLIO Llu

oasc a un Flall 1D ayk)uua 0 1

Soient P et P’ deux espaces pro rojectifs. Comme les droites constituent la structure de
S

=

conservent 1’alignement.

Définition 1.3. Soit @ : E — E’ un isomorphisme d’espaces vectoriels. Comme
transforme toute droite vectorielle de E en une droite vectorielle de E', il induit une
bijection a : P(E) — P(E"). On dit que o est une homographie de P(E) dans P(E").

On remarquera que cette définition exige que les espaces projectifs P(E) et P(E")
soient de méme dimension et qu’une homographie est toujours une bijection.

1.4.1 Propriétés générales des homographies

Les résultats suivants découlent immédiatement de la définition d’une homographie :
1.4.1.a. Si a et p sont deux homographies de I sur I, on a a = 8 si et seulement si
onada = kf, ol A # O est un scalaire,
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1.4.1.b. La composée de deux homographies est une homographie.

1.4.1.c. Les homographies d’un espace projectif P sur lui-méme forment un groupe
appelé le groupe projecrif de .

1.4.1.d. Une homographie conserve les alignements de points. Par conséquent, une
homographie de TP sur P’ transforme toute droite de [P en une droite de P'.

1.4.2 Repére projectif

L'isomorphisme @ : E — E’ qui définit 'homographie a : P(E) — P(E') est
déterminé par les images des vecteurs (ep,...,e,) d’une base de E. On pourrait
croire que o est déterminée par les images des points correspondant aux ¢;. Il n’en est
rien, comme le lecteur pourra le vérifier sur un exemple simple. En revanche, c’est le
cas si I'on introduit une contrainte supplémentaire.

Définition 1.4. Dans l'espace projectif P = P(E) de dimension n, nous dirons que

n+ 2 points My, ..., M, ., forment un repere projectif de I’ si il existe une base
(ep,...,e,) de E qui vérifie les conditions :
~ Les droites vectorielles My, . . . , M, sont engendrées par ey, ..., e, ;

— la droite vectorielle M, est engendrée par ey + - - - + ¢,.

Remargues 1.2.

» Dans une droite projective, trois points forment un repere projectif si et seulement
si ils sont distincts.

» Dans un plan projectif, quatre points forment un repére projectif s’ils sont distincts
et si trois quelconques d’entre eux ne sont pas alignés. Un tel repére projectif
s appelle un quadrangle.

Théoréme 1.1 (Théoréme fondamental). Soient My, M;, ... M,y et M. M,....,
w1 des repéres projectifs de P(E) et de P(E"). Il existe alors une homographie o et
une seule de P(E) sur P(E') telle que a(M;) = M pour i =0,... . n+ 1.

Démonstration. Soient ey,...,e, une base de E attachée au repére projectif
Mo, ... .M,y et e, ... e, une base de E' attachée au repere M, ... .M, . 1] est
alors évident que ]’isomorphisme o : E — E défini pard(e;) = e;pouri=0,...,n
induit une homographie « : P(E) — P(E") telle que a(M;) = M|. Vu la définition
d’un repere projectif, il est clalr que a(M, ) = MHJrl

Réciproquement, considérons deux homographies a et f qui satisfont aux condi-
nons a(M;) = B(M pouri =0,....n+ 1. Enrevenantaa etﬁ on voit que |'on peut
écrire ae;) = }\,;B(e) avec h; # 0 En particulier, 1'égalité a(e, ) = h,,HB{r_”H)

s'écrit :
Aley1) = Zate ) = Zk Ble) = N Zs(ea.

1=

Comme les B(e;) forment une base de E’, on a nécessairement hg = - -+ = h,;, = hyp)-
On a donc & = k46, ce qui signifie o = P.
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Remarque 1.3. On démontre que le groupe projectif réel coincide avec le groupe des
collinéations, ¢’est-a-dire avec le groupe des bijections qui conservent |’alignement.
Dans le cas général, le groupe des collinéations est un produit semi-direct du groupe
des automorphismes du corps de base par le groupe projectif.

1.5 BIRAPPORT DE QUATRE POINTS ALIGNES

On sait que les applications affines conservent les rapports ; les homographies, elles,
ne conservent pas les rapports, mais les rapports de deux rapports qu’on appelle des
birapports. Le birapport est un invariant fondamental de la géométrie projective.

Proposition 1.3. Soient M|, M>, M3, My quatre points distincts d’une droite projec-
tive b = P(E) et (X;,Y;) leurs coordonnées homogénes par rapport a une base B
de E. L’expression

Xi X3 Xo X

Y1 Y Y Yy
(M15M21M33M4J£ — . B
Xo X3 X1 X,

Yo Y Yi Y

est indépendante du choix de la base B et ne dépend donc que du quadruplet
(M, M3, M3, M.).

Démonstration. Si (X, Y]) sont les coordonnées des M; dans une deuxieme base B,
pour i # jon a la relation bien connue

Xi X _p X X ,
Yi Y Y Y
ou P est la matrice de passage. Il en résulte les égalités :

X X
Y, Y,

X, X

= det P
Y] Y;

Apres simplification par le déterminant dans les birapports, on trouve :

(M|3M29M31M4)3 = (Mh ME’M:%JU&?)&' . &

Définition 1.5. L’expression (M, M», M3, M4) g définie ci-dessus s’appelle le birap-
port ou encore le rapport anharmonique des quatre points M, M,, Mz, My. On notera
(M, M, M>, My) ce birapport.
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1.5 Birapport de quatre points alignés 7

Remarques 1.4.

» La définition du birapport que nous venons de donner exige que les quatre points
soient distincts. Il est possible d’élargir cette définition & trois points distincts
seulement. Nous ne le ferons pas, car les nombreux cas particuliers rendent la
manipulation du birapport trop technique.

> Un birapport ne peut jamais étre égal aOoua 1.

» Les vingt-quatre permutations de quatre points ne fournissent pas plus de six
birapports distincts. En effet, on a les égalités :

(M MyM3My) = (MaM\MsM3) = (MsMM\ M) = (MyMsMoMy) = p,

I
(M MaMaMy) = (MaM M3My) = (MuMsM\M») = (MsMyMoM,) = .
(MiM;MaMy) = (MaMiMsM;) = (MMM M3) = (MGMoMaMy ) =1 —p,

(MiM3MsM,) = (MsM MaM,y) = (MyMoM\ M) = (MoMM3M) = T—5°

—~=p
(M MMiM») = (MdMMoM3) = (MMM M) = (MoMMyM, ) = I—E—’; s
p—1
(M|M4M3M3) = (M4MJ,M3M3) = (MoM:M\My) = (MsMoMyM,) = T .
1.5.1 Formules utiles
Parmi les formules précédentes, on retiendra surtout les €galités :
p= (M|1M21M3§M4)'_'{MZsfwl&M-ﬂ-aM?r)& (l-la)
p-! :(M|1M2!M49M3)=(M3=M|1M3!M4)' (]‘lb)

Théoreme 1.2. Une homographie conserve le birapport. Plus précisément, si o :
M +— M’ est une homographie de P(E) sur P(E"), quels que soient les points alignés
et distincts M\, My, M3, My, les points M, M5, M5, M, sont alignés et distincts et on
a l’égalité :

(M, My, My, M) = (M, My, M3, My).

Démonstration. Nous avons déja remarqué qu'une homographie transforme des
points alignés distincts en des points alignés distincts. On se ramene ainsi a considérer
une homographie entre deux droites projectives. Il suffit alors de remarquer que les
coordonnées homogenes de M dans une base de E sont les mémes que celles de M’
dans la base image par a. =

1.5.2 Quelques résultats utiles

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les quelques résultats suivants :
1.5.2.a. Si(A,B,C,M) = (A,B,C,N), alors M =N. (1.2)
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1.5.2.b. Si (X,Y) et (X', Y') sont les coordonnées homogénes de M; et de M, dans
une base qui engendre M| et M5, le calcul du birapport se simplifie ;

1 X! 10 X
0 Y 1 Y yX’
(M, M, M3, M) = =——" (1.3)
0 X 1 X rx
1 Y| |0 Y

1.5.2.c. Dans une carte affine, on peut exprimer le birapport a I’aide de mesures
algébriques de segments :

M\M; MM,

(M, M>. M3.My) = :
MoMy MM,y

En posant (M;, M;, M,) = , on obtient :

1.5.2.d. Si M, = o0y est le point a I’infini de la droite d, en faisant ¥4 = 0 on trouve :
M M;

2Ma

(M. M>, M3, 004) =

= (M,M,M5).

1.6 RAPPORT HARMONIQUE DE QUATRE POINTS ALIGNES

Définition 1.6. Lorsque le birapport (A.B,C,D) est égal a —1, on dit qu’il est
harmonique. On dit encore que les quatre points forment une division harmonique et
que A, B (resp. C, D) sont conjugués par rapport a C,D (resp. A, B).

Les égalités (1.1) montrent que 1'on peut échanger A, B ou C, D sans détruire
I’harmonicité. On peut de méme échanger les couples (A, B) et (C. D).

Voici1 quelques propriétés classiques du rapport harmonique dans une carte affine.
1.6.a. Si A, B, C sont dans la carte, on a I’équivalence :

(A.B,C,004) = —1 <= C estle milieu du segment AB.

1.6.b. Si a. b, ¢, d sont des abscisses de A, B, C, D dans un repere affine, on a 1’équi-

valence :
(A,B,C.D)= —| < 2(ab+ cd) = (a+ b)(c + d).

1.6.c. Si O est le milieu de AB, on a I’équivalence :

(A,B.C,D

)
L, 0, 100)

= =] &= 0OA =

1.6.d. Enfin, on a I’équivalence (A,B,C,D) = -1 <
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1.7 Dualité dans le plan projectif 9

1.7 DUALITE DANS LE PLAN PROJECTIF

Une des plus belles p0s31b111tes qu’offre le plan projectif est la faculté de créer

Prp ey | P 3 samrizimariy Smmsentoe e Aol sagaet

uu;u:rmuqucnwru UU IIULIVCHCD llgl.lll:b Cl UC HUUVCAUA CIIVIILCS C11 Cllldaligcalit le
roles des points et des droites. On peut présenter cette merveilleuse métamorphose
des figures comme un jeu.

On dispose de deux feuilles de papier F et F». On dessine une figure formée de
points et de droites sur la feuille F'. On transcrit ensuite cette figure sur la feuille F,
en respectant les régles suivantes :

— chaque point M de F| devient une droite m de F3 ;
— chaque droite d de F; devient un point D de F> ;
— s1 M appartient a d, alors m contient D ;

— s1 M, N sont deux points de d, alors D = m N n.

Voici un premier exemple de transcription.

7 4
B p C a P
Feuille F| Feuille F»

Figure 1.4. Une métamorphose.

Remarque 1.5. Si on métamorphose la figure de la feuille F,, on retrouve une figure
« de méme type » que celle de la figure F|.

Notre deuxieéme exemple (figure 1.5) illustre la métamorphose du théoréme de
Pappus. Comme cet énoncé (que nous démontrerons plus tard) affirme que les points
P, @, R sont alignés, les droites p, g, r sont concourantes sur la feuille F>.

Feuille F, Feuille F>

figure 1.5. La métamorphose du théoréme de Pappus.
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Expliquons maintenant ce miracle. Le probléeme consiste a se convaincre de la
cohérence de la transcription. Les feuilles F| et F, représentent deux plans pro-
jectifs IP(E) et IP(E*), ot E* est le dual de ’espace vectoriel E. On sait que les
formes linéaires qui s’annulent sur un plan vectoriel de E définissent une droite

vectorielle de E* (I’équation du plan vectoriel) et que celles qui s’annulent sur une
droite vectorielle de F engendrent un plan vectoriel de E*. Nous pouvons donc

associer a tout point de IP’(E) une droite de P(E*) et a toute droite de P(E) un point
de P(E™). 1l est facile de s’assurer que les régles du jeu sont respectées. En outre,
I'isomorphisme E** =~ E explique pourquoi on retrouve la figure de départ aprés
deux métamorphoses.

Définition 1.7. Cette correspondance s’appelle une dualité.

1.7.1 Corrélations

Pour « jouer » dans la méme feuille, nous pouvons faire suivre la dualité d’une
homographie de P(E*) sur P(E). On obtient ainsi une « correspondance » qui échange
les points et les droites de P(E) et qui conserve les incidences. Cette correspondance
s’appelle une corrélation.

On obtient un exemple trés simple de corrélation en choisissant une base de E.
Associons a toute droite d’équation UX + VY + WZ = 0 le point de coordonnées

homogeénes (H vV, W\ et inversement. Points et droites aingi asenciés cont corrélatife

LAV RLe v ARAV WA DS wililwaine & WiliwS wa A waArw s Riiida QISUN AW DW AL wa AL wAKR LA LT

Plus generalement, la polarité par rapport a une conique est une corrélation,
I’exemple précédent n’étant qu’un cas particulier.

1.7.2 Propositions duales

Les considérations précédentes permettent de traduire automatiquement toute propo-
sition concernant des positions relatives de points et de droites dans le plan projectif
par une « proposition duale » obtenue en échangeant points et droites. Dans cet
ouvrage, nous utiliserons systématiquement cette possibilité,

1.8 BIRAPPORT DE QUATRE DROITES CONCOURANTES

Soient p, g, r, s quatre droites distinctes concourantes du plan P(E) et (P, Q, R, S) les
points correspondant (i.e. les équations) dans le plan P(£*).

Définition 1.8. Le birapport des quatre droites (p, g, r, s) est par définition celui des
quatre points P, Q,R. S :
®.q,r,s) = (P,Q,R.S).

Le résultat suivant montre que I’on peut définir autrement le birapport de quatre
droites

.......

passent par un point O. Une sécante p qui e passe pas par O Coiipée ces giidire droites
en les points A, B, C, D. Les birapports des droites et des points sont égaux, i.e. :

A P 7 Mn
\l, D, U, L7).
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1.9 Complexification du plan projectif réel 1"

Démonstration. Soient u, v, w des vecteurs qui engendrent A, B, O : ils forment une
base de E. Soit u*, v*, w* la base duale. Dans la dualité, les droites a et b corres-
pondent aux sous-espaces engendrés par v* et «*. Soient alors (X, Y) les coordonnées
homogeénes de ¢ dans la base u*, v* et (X', Y’) celles de C dans la base u, v. En écrivant
que C appartient a la droite ¢

X'+ X u+ Y =XY +XY =0,

on obtient (X', ¥Y") = (X, —Y) avec » # 0.

Soient (Z, T') les coordonnées homogénes de d dans la base u*,v* et (Z', T") celles
de D dans la base u, v. En procédant comme ci-dessus, on obtient (Z', T') = p(Z, —T)
avec p # 0.

En appliquant la formule (1.3), on constate que les deux birapports sont égaux. @

Remarque 1.6. Si P',Q',R'.§ sont les images de p,q,r,s dans une corrélation,
on a évidemment (p,q,r,s) = (P,Q,R,S") puisqu’une homographie conserve les
birapports des points et des droites.

1.9 COMPLEXIFICATION DU PLAN PROJECTIF REEL

On sait tout le bénéfice que I’on peut tirer de 1’usage des racines complexes d’un
polynome réel. En géométrie, on trouve souvent des situations analogues : deux
courbes algébriques qui ne se coupent pas alors que leurs équations ont des solutions
communes complexes. Considérons le systéme d’équations :

Y-2Z=0, (1.4)
X 4+v*-272"=0. (1.5)

Dans le cas réel, ce systeme ne possede que la solution nulle; dans le champ
complexe, on ala solution nulle et les solutions (X, ¥, Z) = (+i4/3,2,1,). Autrement
dit, la droite d’équation (1.4) et la conique d’équation (1.5) n’ont aucun point en
commun dans un plan projectif réel. En revanche, dans un plan projectif complexe,
ce deux courbes se coupent en deux points.

De méme que nous avons complété le plan affine par une droite de points a I'infini,
éliminant ainsi les paralléles et leurs cas de figures, nous allons adjoindre au plan
projectif réel des « points complexes ». Nous n’évoquerons pas toutes les subtilités
de I’opération ; nous nous contenterons de 1’esquisser dans le cas de P(R?).

Nous avons une injection naturelle (X, ¥, Z) — (X, Y, Z) de R* dans C? induite par
l’inclus?ion de R dans C. Cette injection permet d’identifier P(R>) 4 un sous-ensemble
de P(C”).

Définition 1.9. Nous dirons que P(C?) est le complexifié de P(R?).

A tout point M de P(C?) de coordonnées homogenes (X,Y,Z) dans la base
canonique de C*, associons le point M = (X,Y,Z). Nous dirons que le point M
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est le conjugué de point M ; un point tel que M = M est appelé un point réel de
P(C?). L’ensemble P(R*) apparait ainsi comme le sous-ensemble des points réels
de P(C?).

» Quelques propriétés utiles de la complexification

Précisons quelques particularités fréquemment invoquées dans les problemes et que

nous admettrons.

— Une droite réelle d d’équation UX + VY + WZ = ( est I’ensemble des points réels
de la droite complexe dr de méme équation. On dit que d- est la complexifiée de
la droite réelle d.

— Si M appartient au complexifié di- d’une droite réelle d, alors M appartient i d.
En effet, soit UX + VY + WZ = 0 I'équation de d. Comme U, V, W sont réels, on
aUX+VY WZ=UX+VY+WZ=0,

— De maniére analogue, une conique réelle I' est I'’ensemble des points réels de la
conique complexe I'c de méme équation. La conique "~ est stable par conjugaison.

— Une carte affine & de P(R?) est I'ensemble des points réels de la carte affine P
Un repere de la carte réelle est aussi un repére de la carte complexe.

— Ladroite de I'infini de #: est la complexifiée de la droite de I'infini de P.

— Une homographie o de P(R?), de matrice A relativement 2 la base canonique
de R?, se prolonge en une homographie de P(C*) ayant méme matrice dans la
base canonique de C-.

- Voir aussi I’exercice 4.11 et sa correction.
Ce modele suffira dans la plupart des cas. Les puristes trouveront en fin d’ouvrage
une définition intrinséque de I’opération de complexification. Le lecteur pourra aussi

consulter le livre de M. Berger [B].

1.10 COMPLEMENTS SUR LE PLAN PROJECTIF REEL

En considérant une sphere de centre O dans R, nous voyons immédiatement qu’il
est possible de donner une autre définition du plan projectif réel : « Le plan projectif
réel est une sphére o I’on identifie les points qui sont diamétralement opposés. »

Les droites sont les grands cercles (ol les points diamétralement opposés sont
identifiés, figure 1.6a, page ci-contre). Par passage au quotient, le plan projectif réel
est naturellement muni d’une structure d’espace topologique compact, connexe et
localement homéomorphe 4 R, Les droites sont homéomorphes a un cercle.

Si on ne retient qu'une demi-sphere, cette définition devient (figure 1.6b, page
ci-contre) : « Le plan projectif rée] est une demi-sphere ou 1’on identifie les points
du cercle équatorial diamétralement opposés. » Les droites correspondent aux demi-
grands cercles.

En projetant la demi-sphére sur le plan équatortal (figure 1.6b, page ci-contre), on
obtient une nouvelle définition : « Le plan projectif réel est un disque ot I’on identifie
les points du bord qui sont diamétralement opposés. » Dans ce modele, les droites
sont des demi-ellipses.
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N

(a)

Figure 1.6.

Malgré la simplicité de ces définitions, un espace projectif est un objet étrange
qui se laisse mal appréhender. En effet, il n’est pas possible de « plonger » le plan
projectif réel dans notre espace usuel de représentation R*. Comme nous ne pouvons
pas « voir » globalement cet espace, nous pouvons essayer de I'imaginer en regardant
certains morceaux. Nous avons déja vu qu’en enlevant une droite, il nous restait un
plan affine, surface banale s’il en est! Mais cette banalité apparente est trompeuse.
Tout d’abord, une droite projective est — topologiquement parlant — un cercle.
Ensuite, si I’on enléve un petit disque (formé par les deux « lunes » grises de la
figure 1.7) au disque de la troisicme définition (figure 1.6), il nous reste un ruban de
Mceebius qui est une surface non orientable !

.
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Figure 1.7.

La figure 1.8 explique pourquoi les deux lunes de la figure 1.7 sont homéomorphes

a un disque.
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Figure 1.8.
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Chapitre 2

Homographies entre droites
projectives

Premier théoréme de Desargues, théoréme de Pappus

Dans ce chapitre, nous allons découvrir le réle joué par les homographies dans
I’étude des figures. Nous allons étudier le cas le plus simple des homographies entre
droites projectives. Le birapport jouera un role essentiel. L' étude des homographies
particulieres que sont les projections nous permettra d’établir ensuite deux résultats
fondamentaux de la géométrie projective plane, les théorémes de Desargues et de
Pappus.

2.1 GENERALITES

» Détermination d'une homographie entre droites projectives

Un repére d’une droite projective est constitué de trois points distincts. Le théo-
reme 1.1 prend alors la forme suivante :

Théoréme 2.1. Soient A, B, C trois points distincts d 'une droite projective d etA', B', C'
trois points distincts d’une droite projective d'. Il existe alors une homographie et
une seule o : d — d' telle que :

aA) =A", aB) =8, aC)=C.

Corollaire 2.1. Deux homographies entre droites projectives qui coincident sur trois
points distincts sont égales.
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Une particularité importante des homographies entre droites projectives est que le
théoréme 1.2 admet ici une réciproque :

Théoréeme 2.2. Une bijection o : d — d' entre deux droites projectives est une homo-
graphie si et seulement si elle conserve le birapport de quatre points quelcongues.

Démonstration. Nous avons déja remarqué (théoréme 1.1) qu'une homographie
conserve le birapport. Réciproquement, soient A, B, C trois points distincts de
et A, B, C" leurs images par la bijection a. D aprés le théoréme 2.1, il existe une
homographie p : d — d’ transformant A en A’, Ben B’ et C en C', Puisque B conserve
le birapport, pour tout point M de la droite d et distinct de A, 8, C,ona :

(A.B,C,M) = (A", B, C’.cc{M)) = (A.B. C’,E»(M)).
d’ob : a(M) = B(M) (cf 1.5.2.a). =
Dans les problémes, on utilisera souvent le théoréme 2.2 sous la forme suivante :

Théoréme 2.3. Une homographie o : d — d’ entre droites, définie par les conditions
A A, B B et C C, transforme le point M en un point N si et seulement si
l'on a la relation :

(A,B,C,M) = (A",B'.C',N).

2.2 LES PROJECTIONS

Soient d,d" deux droites projectives distinctes d’un plan projectif et S un point
de ce plan n’appartenant ni a d ni a d'. L’application de d sur d' qui au point M de
d associe le point M' = SM N d' est appelée la projection de centre S de d sur d'.
Cette application est évidemment une bijection ; elle conserve le birapport en vertu
du théoréme 1.3. D’aprés le théoréme 2.2, c’est une homographie.

Figure 2.1.

Proposition 2.1. Une projection est une homographie.

La proposition suivante permet d’identifier facilement une projection.

Proposition 2.2. Une homographie entre deux droites distinctes d’un plan projectif est
une projection si et seulement si le point d’intersection de ces droites est transforiné
en lui-méme.



@ Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2.2 Les projections 17

Démonstration. Soit 1 : d — d' une projection. Posons O = d Nd'. D’aprés la
définition, il est évident que I'on a a(O) = O (figure 2.1, page ci-contre). Récipro-
quement, soit & : d — d' une homographie telle que a(0Q) = O. Considérons deux
points distincts A, B de d et différents du point O; grice a ce choix, leurs images
A’, B' par a sont distinctes de A, B. Posons § = AA’ N BB’ et considérons la projection
n :d — d' de sommet S. Comme nous avons nt{(A) = A’, n(B) = B, n(0) = O,
nous voyons que les homographies o et © sont égales, car elles coincident sur un
repere projectif. a8

Voici une application magistrale des projections et de la proposition 2.2.

Théoreme 2.4 (Premier théoréme de Desargues). Soient ABC et A'B'C’ deux itri-

angles ayant des sommets et des cétés distincts. Les intersections des cotés pris deux
a deux, c’est-a-dire les points P = ABNA'B, Q = BCNB'C, R=CANCA sont
trois points alignés si et seulement si les droites AA', BB' et CC' sont concourantes.

Figure 2.2. Le premier théoréme de Desargues.

Démonstration. Si les droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes (figure 2.2), la
proposition 2.2 montre que I"'homographie n : AA" — CC’, composée de la projection
m; : AA" — BB’ apartirde P etde la projection 1, : BB’ — CC’ a partir de Q est aussi
une projection. De C = n(A) et C' = nt(A’), on déduit que le point R = ACNA'C’ est
le centre de 7. Par construction, les points My = PQ N AA’ et t(M,) appartiennent
a la droite PQ; comme la droite Mor(M,) passe par R, le point R appartient 2 la
droite PQ. La réciproque n’est autre que la proposition duale 2.10. B

2.2.1 Axe d’homographie

Le théoréme suivant va nous permettre de décomposer une homographie en un
produit de deux projections et par 13, de construire géométriquement 1’'image d’un
point donné.

Théoréme 2.5. Soit M +— M’ une homographie o : d — d' entre deux droites
projectives distinctes.

(1) Si o est une projection, pour tout couple (M, N) de points distincts de d, les
droites MN' et NM' se coupent sur une droite fixe passant par d N d'.
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(2) Si u n’est pas une projection, pour tout couple (M, N) de points de d, les droites
MN' et NM' se coupent sur la droite joignant les points a(dNd') et a~ ' (dNd').

Définition 2.1. La droite des parties (1) ou (2) est appelée 1’ axe de I’homographie.

Figure 2.3.

Démonstration. La solution de la partie (1) est immédiate quand on connait les
propriétés du quadrangle (voir I’exercice 7.1). Il est toutefois intéressant de remar-
quer qu’il s’agit d’un cas particulier du premier théoreme de Desargues. Pour s’en
convaincre, il suffit de considérer trois points A, B, C et leurs images A", B', C’ par la
projection a : d — d’ de centre S et de considérer les triangles AB'C et A'BC. (Voir
plus loin la remarque qui suit le théoreme de Pappus 2.6).

Dans la partie (2), posons O = dNd' (figure 2.3). Si« n’est pas une projection, les
points P = a~'(0) et Q = a(0) sont distincts de O en vertu de la proposition 2.2,
Soit A un point de d distinct de O et de P. Considérons alors, la projection m; :
d — PQ de centre A” = a(A) et la projection m; : PQ — d’ de centre A. Les
homographies a et 15 o 7 coincident sur les points O, P, M. D’aprés le corollaire 2.1,
elles coincident. En appliquant successivement 1, et m; a un point M quelconque
de d différent de O et de A, on construit le point M’ et la proposition se trouve
démontrée. ]

La démonstration que nous venons de faire dégage le résultat suivant,

Corollaire 2.2. Une homographie est, d’une infinité de maniéres, un produit de deux
projections.

2.2.2 Construction de I'axe d’'une homographie entre droites
projectives

Soit M +— M’ une homographie définie par les conditions A - A, B+ B, C— C.
On détermine |’axe de cette homographie en construisant les points X = AB'NA'B
et Y = AC' N A'C (figure 2.4, page ci-contre). D’aprés le théoréme 2.5, le point
Z = BC' N B'C est aligné avec les points X, Y : c’est le théoréme de Pappus.

Théoréme 2.6 (Théoréme de Pappus). Soient d, d’ deux droites distinctes, A, B, C trois
points distincts de d et A', B', C’ trois points distincts de d'. Les points X = AB'NA’'B,
Y =AC'NA'CetZ—=BC NBC sont alignés.
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Figure 2.4. Le théoréme de Pappus.

Remargue 2.1. Les théoremes de Desargues et de Pappus sont deux théorémes
fondamentaux de la géométrie projective, que 1'on retrouve dans toute tentative de
construction axiomatique du plan projectif. Il est intéressant de remarquer que le
théoréme de Pappus n’est vrai que dans une géométrie ou le corps de base est
commutatif. On peut le pressentir en se plagant dans une carte ou les points X, Y, Z
appartiennent a la droite de I'infini et en écrivant que les homothéties de centre O
telles que C > A et A > B doivent commuter.

2.3 EXPRESSIONS ANALYTIQUES

Soient d,d" deux droites projectives et dy, d, deux cartes. En particularisant le théo-
reme 2.3, on obtient la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soient I un point de d, J un point de d’ et o : d — d' une bijection
telle que :
a(l) =00y et a(ooy) =J.

Cette bijection est une homographie si et seulement si il existe une constante k # 0
telle que pour tout point M de dy différent de I, le point M' = a(M) vérifie la relation :

IM-IM' = k.

Démonstration. Choisissons sur do un point A différent de /. Si « est une homogra-
phie, pour tout point M de d;, distinctde f etde A ,on a:

(A,M,1,004) = (A, M', 004, J)
c’est-d-dire AI/MI = M'J /A'J, relation qui permet d’écrire :
IM-IM =1A-JA" = k.

Réciproquement, ayant choisi un point A de dj distinct de 7, définissons le point A’
par la condition /A - JA" = k. Soit p I’homographie définie telle que :

B(l) =00y, Plooy) =J, PA)=A".

D’apres la proposition directe, pour tout point M de dy on a IM - JB(M) = k. Mais
comme on a aussi /M - Ja(M) = k, on conclut que pour tout point M :

B(M) = a(M) . =
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Théoréme 2.7 (Formules classiques). Selon le choix des reperes de dy et de dy, la
relation IM - JIM’ = k prend ['une des formes suivantes, oit x et X' sont les abscisses
respectives des points M et M' :
— Si I est 'origine du repére de dy et J celle du repére de dy on a xx' = k.
— Si I est l'origine de dy et si I'origine J du repére de d,, est quelconque, on a
x(x' — py = k, ¢’est-a-dire une expression de la forme :
, k
vy —np-L —.
X =p-
X
— Siles origines I et J sont quelcongues, on a (x — q)(x’ — p) = k ou encore :
ax+b
xX'=—— avec ad—BC #0.
cx+d
Remarque 2.2. Les matrices qui correspondent a ces différents choix sont :

/Ok\ /pk\ /a
1 0)° 1 0] \c

Définition 2.2. Dans un plan projectif. I'ensemble des droites qui passent par un
point donné A s’appelle un faisceau de droites gu'on désigne par A*.

D’apres le paragraphe 1.7, un faisceau de droites s’identifie & une droite projec-
tive ; on peut donc appliquer aux faisceaux les résultats précédents concernant les
homographies entre droites projectives. Voici les définitions et propositions que 1’on
obtient en « dualisant » respectivement les énoncés 2.1, 2.1 et 2.4 a2 2.6.

Théoréme 2.8 (dual du théoreme 2.1). Etant donné trois droites distinctes a, b, ¢
d’un faisceau A* et trois droites distinctes o', b, ¢’ d’un faisceau B*, il existe une
homographie unique o* : A* — B* telle que :

() =da, o"b)y=">b, o c)="C".

Théoréme 2.9 (dual du théoréme 2.2). Soit o* une bijection entre les faisceaux A*
et B*. Alors o est une homographie si et seulement si elle conserve le birapport de
quatre droites guelcongues.

2.4.1 Projections

Soient A, B deux points et s une droite ne contenant ni A ni 8. On dit qu'une
bijection * de A* sur B* est une projection d’axe s, si, pour toute droite m de A*, le
point m M 7*(m) appartient a s.
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Figure 2.5.

Proposition 2.5. Une homographie entre les faisceaux A* et B* est une projection si
et seulement si elle transforme la droite AB en la droite BA, autrement dit, si la droite
AB est transformée en elle-méme.

Théoréme 2.10 (Dual du premier théoréme de Desargues). Soient deux triangles
formés respectivement par les droites a,b,c eta',b'.c’; siles points aNa’, bNb', cN¢’
sont trois points alignés, alors les droites qui joignent respectivement les sommets
bnNcetbNc,aNceta Nc,bNaetd Na sont concourantes.

Le théoréme de Desargues étant auto-dual, en transformant par dualité la partie
directe, on obtient la réciproque.

242 Centre d’homographie

Théoréeme 2.11. Soit o* une homographie du faisceau A™ sur le faisceau B*.

— Sia* est une projection, pour tout couple (m, n) de droites de A*, la droite qui joint
les points m N a*(n) et n N o*(m) passe par un point fixe de la droite AB.

— Si a* n’est pas une projection, pour tout couple (m, n) de droites de A*, les droites
qui joignent les points mNa* (n) et nO\a* (i) passent par le pointa*~ (AB)Na*(AB).
Ce point est appelé le centre de I’homographie.

.

Y DI

Figure 2.6. Le dual du théoréeme de Pappus.

Théoréme 2.12 (Dual du théoréme de Pappus). Soient a, b, ¢ trois droites passant
parun point Det d' |V, ¢’ trois droites passant par un point D' Les droites qui joignent
les pointsanb’ eta N\b, anc’ eta' Nc, b ¢’ et b’ Nc sont trois droites concourantes.

2.4.3 Homographies entre droites projectives et faisceaux de droites

Dans un plan projectif, il existe une bijection canonique T entre une droite projective
donné d et un faisceau donnée A* : a tout point M de d, on associe la droite AM
de A* ; inversement, 2 toute droite m de A*, on associe le point m M d. Cette bijection
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qui conserve le birapport par construction est une homographie (théoréme 2.2); on
I’appellera la projection de d sur A* et I'homographie réciproque sera la projection
de A" surd.

On vérifiera sans mal la proposition suivante :

Proposition 2.6. L'application du groupe des homographies de la droite d dans le
groupe des homographies du faisceau A* définie par :

O Toqom !

est un isomorphisme de groupe.

Remarque 2.3. L'ensemble des droites d’un plan projectif s’identifie a I'espace
projectif IP(K), ol K est I’espace vectoriel des polyndmes homogeénes du premier
degré a trois variables. L'élément p de P(K), qui s’identifie a la droite d, est appelé
I'équation de d.

2.5 EXERCICES

2.1  Soit ABCD un quadrangle et P,Q,R,S des points situés sur les cOtés
AB,BC.CD, DA. Montrer que si PO N RS est sur le coté AC, alors PS N OR est
sur le coté BD. Donner un énoncé dual.

2.2 On donne deux droites d, d’ et un point O non situé sur ces droites. Soient A, B
deux points alignés avec 0. Une droite m passant par O coupe d en P et d' en Q.
Déterminer le lieu du point AP N BQ quand m varie. Etudier la situation duale.

2.3 Ondonne deux droites p, ¢ se coupant en O et un point A. Deux droites passant
par A, symétriques par rapport 2 OA, coupent p, g en P, Q. Montrer que la droite PQ
passe par un point fixe.

2.4 Soit ABC un triangle. Par le pied A" de la hauteur issue de A, on mene les
perpendiculaires aux cotés AB, AC qui coupent les perpendiculaires a BC issues de
Bet Cen Pet Q. Montrer que les points P et Q sont alignés avec I’orthocentre H du
triangle ABC.

2.5 Des droites p, p’ issues d’un point A et des droites ¢, ¢’ issues de B forment un
quadrilatere. Une droite a passant par A coupe ¢, ¢’ en @, @' ; une droite b passant par
B coupe p, p' en P, P'. Déterminer le lieu des points PO N P'Q" et POQ' N P'Q.

2.6 Soient A, B, C trois points d’une droite d et A", B, C’ trois points d’une droite
d’. D’apres le théoréme de Pappus, les points P = AB'NA'B, Q = AC'NA'C et
R = BC’ sont alignés. Etablir ce résultat en montrant que P et Q se correspondent
dans une perspective de centre R.
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2.7 Une droite d coupe les c6tés AB, BC, CA d'un triangle ABC en A"', B, C
respectivement. Soient L = AB'NBC', M = BC'NCA’ et N = CA' N AB’. Montrer
que les droites AM, BN et CL sont concourantes.

2.8 Soient ABC un triangle, £ un point de AB et F un point de AC. La parallgle
a BF passant par E coupe AC en H et la parallele & CE passant par F coupe ABen G.
Montrer que la droite GH est paralléle au c6té BC.

2.9  Ondonne un segment AB. Construire le milieu de AB 4 I'aide d’une régle plate,
a bords paralléles et sans aucune graduation.

2.10 Lors d’un tracé « a la régle », deux droites se coupent hors de I’épure. Joindre
ce point 4 un point donné de 1'épure.

2.11 Soita : @ — b une homographie entre les droites a et b telle que A| — B,
Ay = B, A3 = Bj et Ay — B;. Montrer que les quatre points A;By N A3B>,
A>B4 M A3B), A By NA2B> et AyB| N A, B5 sont alignés. Réciproque.

2.12 Retrouver le théoreme de Thalés a ’aide de la proposition 2.2 caractérisant
une perspective.
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Chapitre 3

Groupe des homographies
d’une droite projective

Deuxieme théoreme de Desargues

Les propriétés des homographies d’une droite vont se retrouver dans la plupart des
situations géométriques que nous allons rencontrer ; les involutions constitueront tout
spécialement I"ossature de nombreuses propositions, particulierement du deuxi¢me
théoréme de Desargues, 1'un des piliers de cet ouvrage. Naturellement, les théo-
remes 2.1 et 2.2 relatifs aux homographies d’une droite sur une autre droite restent
valables quand les droites sont confondues. Mais dans ce chapitre apparait une notion
nouvelle, celle de point fixe d'une homographie.

Une homographie a : d — d d’une droite projective d = IP(E) sur elle-méme est
induite par I’automorphisme & : £ — E de I’espace vectoriel sous-jacent. D’aprés les
définitions du chapitre 1, un point fixe de o est un sous-espace propre de dimension 1
de @. Il est alors évident que 1’on a la proposition suivante :

Proposition 3.1. Une homographie d’une droite projective sur elle-méme qui a trois
points fixes distincts est l'identiré.

Une homographie d’une droite distincte de I’identité possede donc au plus deux
points fixes et leur nombre dépend du corps sur lequel est défini ’espace E :
— Sile corps est égal a R, on aura zéro, un ou deux points fixes.

— Sile corps est égal a €, on aura un ou deux points fixes.
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Définition 3.1. Une homographie d’une droite projective réelle est dite elliptique,
parabolique, hyperbolique selon qu'elle posséde zéro, un ou deux points fixes.

3.2 INVOLUTIONS

On dit qu’une homographie o : d — d d’une droite projective est une involution si
elle est distincte de 1’identité et si o o ¢ est 'application identique de d ou, ce qui
revient au méme, si elle vérifie la condition 6~! = ¢. Si ¢ est une involution et si
M = o(M),onaM = o(M’); on dit alors que ¢ échange les points M et M’ ou
encore que les points M et M’ sont homologues dans 1'involution.

Remarques 3.1.

» Le produit de deux involutions est une involution si et seulement si celles-ci
commutent comme 1’indiquent les égalités (Boa)™ = aof =P oa.

» Nous démontrerons ultérieurement (théoreme 3.4) qu’une involution possede zéro
ou deux points fixes distincts : une involution est elliptique ou hyperbolique, jamais
parabolique.

Proposition 3.2. Une homographie o : d — d est une involution si et seulement
si il existe un point P de d tel que a(P) # P et a(a(P)) = P. Autrement dit, une
homographie est une involution si et seulement si elle échange deux points distincts.

Démonstration. La partie directe découle immédiatement de la définition. Récipro-
quement, soient P et P’ deux points distincts échangés par a. Pour tout point M
différent de P et de P', posons M' = (M) ; il s’agit de montrer que a(M') = M.
D’apres le théoreme 2.2, on a les égalités :

(PP MM)=(P,PM M) =(P,P,aM),M).
La proposition 1.5.2.a implique alors a(M") = M. a

Proposition 3.3. Soient A\, A, Az et A}, AL, A des repéres de deux droites projectives.
Une homographie définie par les conditions A; +> A est une involution si et seulement
sional’égalité (A),A2,A3,A)) = (A}, AL, AL, A;) pour aumoins un indicei € {1,2,3}.

Démonstration. Supposons d’abord que les points A;,A,, A3, A! sont distincts. Si
I’homographie est une involution, les trois birapports sont égaux. Réciproquement,
silonap = (A,A,A3,A)) = (A|.A}, A}, A;), on a encore p = (A, A}, A}, a(A)),
ce qui montre que o échange A; et A;. On applique alors 1.5.2.a. Le cas ot les points
Ay, Az, A3, A] ne sont pas distincts se traite directement. =\

Théoréme 3.1. Soient A, B deux points distincts d’une droite d. Il existe une involution
et une seule o : d — d qui admet A et B comme points fixes. En outre, pour tout
point M appartenant a d et différent de A, B, on a :

(A,B,M,o(M)) = -1,

Réciproquement, cette formule définit une involution de points fixes A et B.
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Démonstration. Soient C un point de d différent de A, B et C' le point défini par la
condition (A, B, C,C") = —1. Montrons que 1’homographie o : d — d définie par
A A, B Bet C > C estune involution. Puisque o conserve le birapport, on
peut écrire :

p=(4,B,C,C) = (6(A),0(B),(C),0(C)) = (A,B,C,0(C)) = —1.

Si on échange C' et 6(C') dans le dernier birapport, on obtient un nouveau birapport
de valeur 1/p, ce qui donne (A, B, C',o(C")) = (A, B,a(C"),C") = —1. Il résulte de
cela que (A,B,C,C’) = (A,B,o(C"),C"), d’ou I'on tire o(C’) = C. En vertu de la
proposition 3.2, ¢ est une involution. Montrons maintenant que ¢ est unique. Pour
cela, choisissons un point M différent de A et de B. Nous avons

(A, B,M,0(M)) = (O'(A), o(B), (M), o(cr(M)))
1
(As B,iM,G(M)} '

= (A, B,o(M),M) =

,
ce qui donne (A,B, M,G(M))“ = 1. Comme ces quatre points sont nécessairement
distincts, on voit que le birapport est égal & —1 (car il n’est jamais égal a 1). Cela
montre que o(M) est unique. (]

Théoréme 3.2. Soient A, A, B, B quatre points alignés sur une droite d. S’ils vérifient
la condition
{A,A}N{B,B'} =9,

il existe une involution et une seule o : d — d telle que w(A) = A" et a(B) = B'.

Démonstration. Nous distinguerons plusieurs cas de figure :

— SiA et A" sont distincts, les points A, A, B forment un repére projectif de d. 11 existe
alors une homographie et une seule o : d — d telle que o(A) = A, o(B) = B et
o(A’) = A. D’apres la proposition 3.2, cette homographie est une involution.

— On traite de maniére analogue le cas B et B’ distincts.

— Enfin, le cas A = A" et B = B' reléve du théoréme précédent. ]

Corollaire 3.1. Deux involutions d’une droite projective qui transforment de la méme
maniere deux points distincts sont égales.

Théoréme 3.3. Les involutions d’une droite projective engendrent le groupe des
homographies de cette droite. Plus précisément, toute homographie o de la droite qui
n’est pas une involution est un produit de deux involutions.

Démonstration. L’ énoncé est évident si & est'1dentité. Dans le cas contraire, soit O un
point tel que O = «(0) soit différent de O. Posons encore 0" = a(0’"). Considérons
une carte C ol 'origine O des abscisses a pour image le point a I'infini O'. Dans
cette carte, les abscisses x, x" de M et M’ = a(M) sont liées par une relation du type
X' = a+ b/x, ou a estI"abscisse de O” (voir la formule 2.7).
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Considérons d’une part I’involution 6 qui échange O et O’ et qui a pour expression
analytique X’ = —b/x dans la carte. Considérons d’autre part I’involution ¢ qui
posséde O’ pour point fixe et qui a pour expression analytique X’ = a — x dans la
carte ; on a donc @(0) = O". Par construction, ¢ o 8 coincide avec « dans la carte.
D’autre part,ona ¢ 0 6(0') = ¢(0) = 0" = a(0"). -]

Proposition 3.4. Le produit de deux involutions hyperboliques distinctes est une
involution si et seulement si ['une échange les points fixes de [’autre.

Démonstration. Soient a et § deux involutions hyperboliques (c’est-a-dire ayant deux
points fixes). Soient P, Q les points fixes de a et U, V ceux de p. Si a et f commutent,
le schéma

v susulv Svisy

v S usuly Svis v
montre que U’ et V' sont des points fixes de B. On a nécessairement U’ = V et
V' = U (sinon U et V seraient points fixes de o, contrairement a 1’hypothése).
Réciproquement, si o et B échangent leurs points fixes on a par exemple Boa(U) = V
et p o a(V) = U. D’apreés la proposition 3.2, f o o est une involution. (Voir aussi
I’exercice 7.7.) =

» Expression analytique d'une involution dans une carte

Soit 0 : d — d une involution. Puisque ¢ n’est pas I'identité, il existe un point [
différent de I’ = o(I). Définissons une carte affine en considérant I comme origine
et I’ comme point a I'infini. Dans cette carte, I’expression wnalytique de o est :

IM-IM =k, k#0
Le point I s’appelle le point central de I'involution. Les points fixes de I’involution

sont donnés par I'équation 1M~ = k.

Théoréme 3.4, Une involution posséde zéro ou deux points fixes distincts.
— Dans le cas réel, une involution est elliptiqgue si 'on a k < 0 et elle est est
hyperbolique si 'on a k > .

— Dans le cas complexe, une involution a toujours deux points fixes.

3.3 PROPRIETES DES HOMOGRAPHIES HYPERBOLIQUES

Proposition 3.5. Soit o : d — d une bijection d’une droite projective qui admet deux
points fixes P, Q distincts. Cette bijection est une homographie si et seulement si pour
tout point M € d, différent de P et de Q, on a la relation :

(P.O.M,a(M)) =k, k#0.
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Démonstration. Soit « une homographie de points fixes P et Q. Soient A et M deux
points distincts et différents de P et de Q; posons A" = a(d) et M' = w(M). La
conservation du birapport entraine la relation (P,Q,M.A) = (P,Q,M',A"), ce qui
peut encore s’écrire :

(POQM) (POM’) ‘

(POA) — (POA)
On en déduit aussitot (POM)/(POM') = (POA) /(PQA’), ce qui donne finalement :

(P,O,M,.M") = (P,Q,AA").

Réciproquement, soient A un point distinct de P et de Q et A’ le point défini par la
relation (P,Q,A, A"} = k avec k % 0. D’aprés le théoreme 2.1, il existe une unique
homographie § telle que P — P, O — 0D et A — A'. En appliquant la proposition
directe, pour tout point M de d, on a la relation (P,Q.M,B(M)) = (P, Q, M, a(M)),
d’ou a(M) = B(M). ]
Remarques 3.2.

» Dans une carte affine d’origine Q et de point a I’infini P, on a :
(P.OM.M) = % =k.
oM

L’homographie est alors une homothétie de centre Q et de rapport k. Si k = 1,
I’homographie a est I'identité. Si k = —1, ’homographie est une symétrie centrale.
» Dans une base de vecteurs propres, la matrice de o a la forme :

o0
0 p/t°
En reprenant les résultats du théoreme 3.1, on peut énoncer le corollaire suivant.

Corollaire 3.2. Une bijection o d’une droite d est une involution de points fixes P et Q
si et seulement si pour tout point M de d distinct de P et de (), on a la relation :

(P.O.M,a(M)) = —1.

La premicre des remarques 3.2 rend évidente la proposition suivante que nous
démontrons directement a titre d’exercice.

Théoréme 3.5. Soit d une droite projective sur un corps K égal @ R ou C. Les
homographies de la droite qui ont pour points fixes deux points distincts P et O
Sforment un groupe isomorphe au groupe multiplicatif K — {0).

Démonstration. Dans une carte ol P est point  Iinfini, on retrouve les homothéties de
méme centre (9.1). La proposition 3.5 établit directement la bijection ; il nous suffira
alors de montrer que si o et B sont caractérisées respectivement par les nombres k
et £, I’homographie p o « est caractérisée par le nombre k £. En effet :

(P,Q.M)  (P.Q,a(M)
(P, Q. Bla(M)) (P,O,0(M)
= (P.Q.M,a(M))(P, O, a(M)Ba(M))
=k€. m

(P.OM.Boa(M)) =
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On veillera & ne pas confondre I’énoncé qui suit avec 1'énoncé 3.4 concernant les
involutions qui commutent.

Théoréme 3.6. Soient o et P deux homographies d’une droite projective (réelle ou
complexe) et ayant chacune deux points fixes distincts. On suppose en outre que o
n'est pas une involution. Ces homographies commutent si et seulement si elles ont
les mémes points fixes.

Démonstration. Si o et p ont mémes points fixes, elles commutent d’apres le théo-

reme 3.5. Réciproquement, soient P, Q les points fixes d’une homographie a. Si o

et B commutent, on voit tout de suite que B(P) et f(Q) sont points fixes de a.

— SiB(P) = P, onap(Q) = Q et le théoreme est démontré.

— Montrons que I’on ne peut pas avoir B(P) = Q. En effet, on aurait les relations
B(P) = Qetp(Q) =P, dotaof(P) = QetaoP(Q) = P. Il résulte de cela que B
et a o f sont des involutions (proposition 3.2), ce qui permet d’écrire

da=0oBoB=PBoaoP=Po(@oP) ' =Bopoal=a",

contrairement a |"hypothése faite sur a. a

3.4 HOMOGRAPHIES PARABOLIQUES

Une homographie parabolique a n’ayant qu’un seul point fixe, I’endomorphisme &
associé posseéde une réduite de Jordan du type :

(o1)

Dans la carte affine correspondante, les abscisses d’un point M et de son image M’,
sont donc liées par la relation :
X =x4+n.

Il résulte de cela que I’homographie a est une translation.

Les énoncés qui suivent deviendront évidents dans le cadre des homographies
d’une conique, au chapitre 5.
3.4.a. Etant donné trois points distincts P, A, A’ d’une droite projective, il existe une
unique homographie qui admet P pour seul point fixe et qui transforme A en A’
3.4.b. Soit P un point fixe d’'une homographie a d’une droite projective; on pose
M' = a(M) et M" = a(M’). Le point P est I'unique point fixe de a si et seulement si
on a la relation :

(P.M MMy =—-1.

3.4.c. Les homographies ayant un point P donné pour seul point fixe forment un
groupe commutatif isomorphe & celui du corps de base.

3.4.d. Toutes les homographies n’ayant qu'un seul point fixe sont équivalentes (i.e.
B=g@oaoc@).
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3.5 HOMOGRAPHIES ELLIPTIQUES D'UNE DROITE
PROJECTIVE REELLE

Une homographie a : P(E) — P(E) sans point fixe est induite par un isomorphisme
& : E — E n’admettant aucun vecteur propre réel. On sait qu’en sc plagant dans le
complexifié de E, I’isomorphisme & a des vecteurs propres w, w qui correspondent
aux valeurs propres & % ib. Dans la base u = 3(w + w),v = 1(iw — iw), la matrice

de a est égale a Z — ) Cela montre que I’on passe de la droite vectorielle M a
a

la droite vectorielle M’ = o(M) par une similitude directe (proposition 4.4).
Proposition 3.6. L’ homographie o. est une involution si et seulement si ’angle de la

e : . : 0 -1
similitude est un angle droit, c’est-a-dire lorsque la matrice est égale a '\ ( ~ )

\I 0

3.6 CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES

Soit a une homographie d"une droite d définie par trois points A, B, C et leurs images
A',B',C'. Si cette droite est contenue dans un plan, il est possible de construire & la
regle I’'image d’un point quelconque de 4.

e N
A S

i

B B C C A
Figure 3.1. Une homographie sur une droite est un produit de trois perspectives planes.

Pour cela, il suffit de décomposer o en un produit de trois perspectives. Choisissons
1A neniantian o o A v A" A martier ATiin Aaantera O T'hAams~agranhisa 0 . A~ -n-_] an
Ui Pivpisvdvil v . 4 77 14 a l)d..ll.u U ujl Loliuve 0. LllUlllUBlal)luC |J - ux v JL oC
décompose a son tour en un produit de deux projections (théoréme 2.5). Cette décom-
position n’est pas unique. On vérifiera sans peine sur la figure 3.1 que le produit nt
des perspectives de centres §,5,S” transforme les points A,B,C en A’,B',C’. La
construction géométrique de M’ a partir de M n’est plus qu’une formalité. (Voir les

exercices 3.1 et 3.2 du chapitre 3 pour plus de détails.)
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3.7 THEOREMES DUAUX

Nous invitons le lecteur a écrire les formes duales des énoncés précédents ol il suffit
de changer « point » en « droite », « droite » en « point » et « points alignés » en
« droites concourantes ». Par exemple, le théoréme 3.1 devient :

Théoréme 3.7. Soient a et b deux droites qui se coupent en P. Il existe une involution
unique du faisceau de droites P* admettant a et b comme droites fixes. En outre, deux
droites d et d’ sont homologues par cette involution si et seulement si on a la relation :

(a,bd,d)=—1.

3.8 DEUXIEME THEOREME DE DESARGUES
Voici un premier exemple capital du réle fondamental joué par les involutions.

Théoréme 3.8 (Deuxiéme théoréme de Desargues). Soit d une droite ne passant pas
par les sommets d’un quadrangle. Les cités opposés du quadrangle coupent alors la
droite en des points qui se correspondent dans une méme involution.

Démonstration. Soit ABCD le quadrangle (figure 3.2(a)). Les c8tés opposés sont
AB,CD puis BC,AD et BD,AC ils coupent d en P,P’ puis Q,Q et R,R. Pour
montrer que ces points sont homologues dans une méme involution, nous utiliserons
le critére de la proposition 3.3. Il nous suffira donc de montrer I'égalité :

(P,Q,R,R) = (FvQ!yR',R).

Pour cela, projetons d sur AC apartir de B, puis AC sur d a partir de D. Par conservation
du birapport, nous obtenons les égalités :

(P,Q.R,R") = (BA,BC,BD,BR’) = (DA,DC,DB,DR’) = (Q'. P, R.R)).
En échangeant P, Q' avec R, R', il vient (Q', P, R,R") = (P, Q',R',R). L]
Remarque 3.3. Le deuxieme théoréme de Desargues peut encore se démontrer en
considérant la perspective nt| : d — AC de centre B, la perspective n; : AC — DB

de centre P’ et la perspective 13 : DB — d de centre A. On vérifie immédiatement
que I’homographie 3 o 73 o 7; transforme Pen P, (Jen Q',RenR et R' en R.

(b) p

Figure 3.2. Le deuxiéme théoréme de Desargues.
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Il est utile de traduire I'énoncé précédent en termes de triangles, car cette configu-
ration intervient fréquemment dans la pratique.

Théoreme 3.9. Une droite d ne passant pas par les somumnets d’un triangle ABC coupe
les cotés BC, CA, AB de ce triangle en P, Q, R. Trois droites p,q, r, issues de A, B et
C coupent d en P', O et R'. Dans ces conditions, les droites p, g, r sont concourantes
si et seulement si les points P et P, Q et Q', R et R" sont homologues dans une méme
involution.

Démonstration. Supposons les droites p, g, r concourantes en D (figure 3.2b, page
ci-contre). I suffit d"appliquer le théoréme de Desargues au quadrangle ABCD. Réci-
proquement, si les points P, P, O, Q' et R, R’ sont homologues dans une involution
& : d — d, les droites p, ¢, r, sont concourantes. En effet, soit D = p N ¢ la droite
CD coupe d en R”. D’apres la partie directe, les couples P, P', Q,Q" et R,R” sont
homologues dans une involution qui n’est autre que 8 puisqu’une involution est définie
par deux couples de points homologues (théoréme 3.2). On adonc R” = R’ = 3(R)
et la droite DC coincide avec r. B

Théoréme 3.10 (dual du deuxiéme théoréme de Desargues). Soient ABCD un
quadrilatére complet et D un point non situé sur les cétés du quadrilatére. Les
trois couples de droites qui joignent D a deux sommets opposés sont homologues
dans unte méme involution du faisceau de droites D* (figure 3.3a).

(a) (b)

Figure 3.3, Le dual du deuxieme théoréme de Desargues.

Théoréme 3.11 (dual du théoréeme 3.9). Soient ABC un triangle et D un point non
situé surles cotés a = BC, b = AC et ¢ = AB du triangle. Soient €, m, n trois droites
de D* coupant a,b,c en L. M, N. Les points L,M,N sont alignés si et seulement si
I"homographie de D* définie par £ — DA, m — DB et n v DC est une involution
(figure 3.3b).

3.9 EXERCICES

3.1 On connait un point fixe U et les images A’, B’ de deux points A, B d'une
homographie sur une droite. Construire a la régle le deuxiéme point fixe (s"il existe).
Discuter.
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3.2 Montrer le premier point de I’exercice 7.2 en utilisant des involutions.

3.3 Une involution de points fixes P, Q échange A, C ainsi que B, D. Montrer
qu’il existe une involution qui transforme P,A, C en Q, B, D et qu’il existe une autre
involution qui transforme P,A,Ben Q,D, C.

3.4 Soit o une homographie d’une droite projective réelle distincte de 1'identité.
Montrer que s’il existe un entier n > 2 tel que «" soit I'identité et tel que o' soit
différente de I'identité pour 0 < i < n, alors o est nécessairement elliptique.

3.5 Soient A, B, C trois points d’une droite réelle d et A", B, C' les points de cette
droite définis par les égalités (A",A,B,C) = (B',B,C,A) = (C',C,A,B) = —1.
Montrer que I’homographie o : d — d définie par A +> A, B+~ B',C — C' est une
involution elliptique.

3.6 En établissant entre les cotés d’un triangle, pris deux a deux, une perspective
dont le centre appartient au troisieme coté et en faisant le produit de ces perspectives,
on obtient une involution du coté considéré.

3.7 On considére un triangle de c6tés a, b, ¢ et trois points alignés I, J, K. Inscrire
dans le triangle abc un triangle dont les cdtés passent respectivement par /, J et K.

----- — T ——

3.8 Lesc¢6tés BC,CA,AB d’un triangle ABC coupent une droite ¢ d’un plan affine
en P, Q,R. Soient P, Q', R trois points de d tels que les segments PP, QQ', RR' aient
un méme milieu 7. Montrer que les droites AP, BQ' et CR’ sont concourantes.

3.9 Des points L, M, N sont sur les ¢otés BC, CA,AB d’un triangle ABC ; L'.M',N'
sont les symétriques de L, M, N par rapport aux milieux A, B', C' respectivement.
Montrer que si les points L, M, N sont alignés, les points L', M', N’ le sont aussi.

3.10 Soit ABC un triangle. Une droite ¢ coupe BC, CA,AB en P, (Q, R. On désigne
par a, b, ¢, p, g, r des droites paralleles qui passent par les points A, B, C, P, Q, R. Trois
points P, O', R’ situés sur les droites p, ¢, r forment un triangle. Montrer que les points
aNQ@R,bN PR etcN PQ sont alignés (voir le probleme 8.19).

3.11 Soient ABC un triangle et S un point non situé sur les cotés du triangle. Les
perpendiculaires a SA, SB, SC passant par S, coupent BC, CA,AB en P, Q, R. Montrer
que les points P, Q, R sont alignés.
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3.12 Une droite d coupe les cdtés BC, CA,AB d’un triangle ABC en I,J, K. Soient
A', B, C’ les milieux de JK, KI, IJ. Montrer I’alignement des points L = AA' N BC,
M=BB NCAetN=CC NAB.

3.13 Démontrer le premier théoréme de Desargues 2.4 a partir du deuxi¢me théo-
reme de Desargues 3.8.
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Chapitre 4

Homographies du plan projectif

Apres la présentation des homographies d’un plan projectif (réel ou complexe), nous
identifierons les transformations affines a un sous-groupe du groupe projectif. Ce
point de vue facilitera la compréhension et I'utilisation des propriétés de ce groupe.
Nous jetterons ensuite un « regard euclidien » sur le plan projectif.

4.1 DETERMINATION D'UNE HOMOGRAPHIE PLANE

Rappelons qu’une homographie du plan projectif transforme une droite projective
en une droite projective et conserve le birapport de quatre points alignés. Deux
homographies du plan qui coincident sur les quatre sommets d’un quadrangle sont
égales (théoreme 1.1).

4.1.1 Points fixes d’'une homographie

Un point fixe P de 'homographie a : P(£) — PP(E) correspond a une droite
vectorielle du sous-espace propre de 1’application linéaire sous-jacente & : E — E.
Sur le corps des nombres complexes, le polyndme caractéristique de & possede trois
valeurs propres, simples ou multiples. Sur le corps des nombres réels, le polyndome

ars 1 qu , qui est de r]PorP trois, pn§§ede an moing une racine réelle,

Théoréme 4.1. Une homographie d’un plan projectif (réel ou complexe) admet
toujours un point fixe.
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4.1.2 C(Classification des homographies d’un plan projectif réel

Une étude des réduites de Jordan des application linéaires en dimension 3 fournit le
tableau ci-dessous qui donne une classification des homographies d’un plan projectif
réel d’apres le nombre et la nature de leurs points fixes. En supprimant le cas VI, on

obtient une classification des homographies d’un plan projectif complexe.

TaBLEau 4,1,

Tvpe

Réduites Points fixes
de Jordan et droites stables

Commentaires

P

Trois points fixes P, Q, R formant un triangle.
Les cotés sont stables par a.
La restriction de a aux cotés est hyperbolique.

c

b

Un point fixe P.
Une droite stable p ne contenant pas P.
La restriction de ¢ a p est elliptique.

et R sont complexes conjugués.

b p
homologie générale

« Un point fixe P.

« Une droite stable p.

« La restriction de ¢ a p est I'identité.

» Toute autre droite passant par P est stable et
la restriction & cette droite est hyperbolique.

v

P
: p

homologie spéciale

« Un point fixe P.

« Une droite stable p contenant P.

¢ Larestriction de ¢ a p est I'identité.

 Toute autre droite passant par P est stable et
la restriction a cette droite est parabolique.

« Deux points fixes P, Q.

« Deux droites stables p, g.

e La restriction de ¢ a p est hyperbolique.
e Larestriction de ¢ a g est parabolique.

e Un point fixe P.
« Une droite stable p contenant P.
e Larestriction de ¢ a p est parabolique.

Remargue : dans le complexifié, C'est le cas | ol Q
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4.1.3 Droites invariantes d’une homographie plane

Un examen minutieux du tableau 4.1, page ci-contre, montre qu’a tout point fixe

*
d’une hgmogrnnhle Cgrrpcpnnd nne droite in

‘rama nte par cette hnmnnr‘qnhn: et rprw-
HY pwe

N o

proquement. Un cas particulier intéressant a étudier geometnquement est celui ol
I’homographie posseéde une droite de points fixes, situation qui évoque les affinités
du plan affine.

Avant d’en commencer 1’étude, donnons quelques évidences (proposées a titre
d’exercices) qu’il faut garder en mémoire pour comprendre les pages suivantes :
(1) Soit a une homographie ayant une droite A de points fixes.

— Si un point A est différent de son image A’, la droite AA” est globalement
invariante.

— Si d est une droite distincte de son image d’, alors le point d N d’ appartient
aA.
— Le complémentaire de A posséde au plus un point fixe.

(2) Siune homographie posséde trois points fixes alignés, alors la droite qui contient
ces points est une droite de points fixes.

(3) Si deux droites distinctes p, g sont globalement invariantes, le point O = p N g
est un point fixe de ’homographie.

(4) Soit o une homographie de point fixe O teile que toute droite p passant par O soit
stable par a. Alors, pour toute droite g différente de ¢', le point g N ¢’ est un point
fixe.

4.2 LES HOMOLOGIES

PN PR . A Iy U DR T [ Sy

U[] sain LlUU 1ES armnites chngenaicii i€ gIUUpC d.lllllt: LUIL[IIlC nous PUUVU CU[lblUCl (1§
un plan affine comme une partie d’un plan projectif, il est naturel de se demander si
les affinités peuvent se prolonger au plan projectif en des homographies particulieres.
La définition qui va suivre est 1égitimée par le fait qu’une affinité est caractérisée par
la présence d’une droite de points fixes

Définition 4.1. On appelle homologic une homographie d’un plan projectif qui n’est
pas application identique et qui posseéde une droite A de points fixes. Cette droite
s’appelle ’axe de I’homologie.

Théoréme 4.2. Une homographie M +— M’ est une homologie si et seulement si il
existe un point O tel que, pour tout point M distinct de O, la droite MM’ passe par O.
Ce point O est appelé le centre de I’homologie.

Démonstration. Considérons les hypothéses suivantes : (i) A est une droite de points
fixes, (ii) toute droite passant par O est stable. En s’appuyant sur les évidences du
paragraphe précédent, on voit facilement que si (i) ou (i) est vérifié, il existe des
points A, B, C formant un triangle tel que le triangle A’B'C” ait des sommets distincts
et des cOiés distincis de ceux du inangle ABC.
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Considérons alors ¢ une homologie d’axe A. Nous allons montrer que la droite
MM' passe par un point fixe en appliquant le théoreme de Desargues. En effet,
si A est une droite de points fixes, les points R = ABNA'B, P = BCNB'C,
Q = CANC'A" sont alignés. Les droites AA', BB, CC" passent donc par un point
O qui est nécessairement un point fixe de ¢. Plus généralement, si M est un point
différent de O et qui n’appartient pas a A, les points M, A, B ou M, A, C forment un
triangle, ce qui ramene au cas précédent.

Réciproquement, si les droites AA’, BB', CC’ passent par un point fixe O, les
points P, O, R sont alignés. Comme ce sont des points fixes, la droite qui les contient
est une droite de points fixes. ]

Remarque 4.1. Le centre d’une homologie peut appartenir a 1’axe. Dans un tel cas,
on dit que I"homologie est spéciale.

4.2.1 Construction géométrique de I'image d’un point
par une homologie

Considérons une homologie ¢ d’axe A et de centre O. Choisissons un point A différent

de O et non situé sur I’axe. Si un point M satisfait aux conditions M # Oet M &€ A,

on peut construire son image M’ de la maniére suivante.

~ Si M n’appartient pas a la droite AA’, on trace la droite AM qui coupe 1’axe en un
point /. Le point M’ est a I'intersection des droites IA" et OM (figure 4.1a).

— Si M appartient a la droite AA’, on se rameéne au cas précédent en choisissant un
point auxilliaire B non situé sur la droite AA’.

O

M!

(a) (b)
Figure 4.1.

Remarque 4.2. Soit d une droite qui passe par le centre O de I’homologie ; cette
droite coupe I'axe A en un point /. (Dire pourquoi d est stable.) La restriction de ¢
a d est une homographie de points fixes O et I. Elle est donc caractérisée par son
birapport (proposition 3.5). La figure 4.1b « montre » que ce birapport ne dépend pas
de d.

4.2.2 Les homologies dans une carte affine

Plagons-nous dans une carte affine de droite & I'infini d. Considérons une homologie ¢
d’axe A et de centre O. Si ¢ conserve la carte, elle conserve la droite de 1’infini et
réciproquement. En outre, nous avons nécessairement A = d ou O € d.
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a) Premiercas: A=d

— Si le centre de I’homologie O est a distance finie (¢’est-a-dire dans la carte) on
obtient une homothétie de centre O. En effet, dans la construction géométrique
donnée au paragraphe précédent, on constate que les droites MA et M’A’ sont paral-
léles puisqu’elles se coupent sur la droite de I'infini. On retrouve la construction
classique de I’'image d’un point dans une homothétie de centre O.

— Si O appartient a I’axe A (I’homologie est donc spéciale), la construction géomé-
trique fait apparaitre une transiation.

0 1 I 0O / !
Iy { |
!y | |
II ‘\ ! f
! i
A, M A M
/v > g T g
/ | !
/ | i ,
A/ ‘M A M
- » * ¢
Homothétic Translation

Figure 4.2.

b) Deuxiemecas: A #detOed
— Si le centre O n’appartient pas & A, la construction géométrique du point M’ fait
apparaitre une affinité d’axe A et de direction O.

— Sile centre O appartient a A (i.e. si O est le point a I'infini de A), la construction
géométrique du point M’ fait apparaitre une fransvection d’axe A.

A A -
» P
s P4
I -~
M., M.’
p——e
7/
/ 4 g 0
A - -
..4 s
I A
Affinité Transvection

Figure 4.3.

4.3 LES TRANSFORMATIONS AFFINES

Soit o une homographie du plan qui laisse globalement invariante une droite d. Cette
homographie laisse également invariante ie complémentaire de 4, i.e. 1a carte associée
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a d. Montrons que la restriction de « a cette carte est une transformation affine. En
effet, si ’on choisit des coordonnées dans la carte, on vérifie sans peine que les
matrices des homographies qui laissent invariante la droite d sont de la forme :

o

il
o o R
== ST~

Un point M, de coordonnées (x, y) dans la carte affine définie par Z = 1, se transforme
en le point M’ de coordonnées :

x a b X p
= + .
Y c df\y q
La réciproque va de soi. En d’autres termes, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.3. Le groupe des homographies d’un plan projectif qui laissent invariante
une droite donnée est isomorphe au groupe des transformations affines d’un plan

affine.
Remarques 4.3.
» La restriction a la droite d de 1’homographie de matrice H est I’homographie de
. b e
matrice A = [ © J dans la carte considérée.
¢
» La formule de multiplication

Ay vi[A v\ [AA AV 1Y,
0 1 0 1/ \ o0 1

fait apparaitre le groupe affine comme produit semi-direct de GL(R?) et de R>.

4.4 LES INVOLUTIONS DU PLAN PROJECTIF

Définition 4.2. On appelle involution du plan projectif une homographie distincte de
l'identité qui, composée avec elle-méme, donne ['identité du plan (figure 4.4, page
ci-contre).

Comme dans le cas des involutions des droites projectives, une homographie o d’un
plan projectif est une involution si et seulement si o o o est I’application identique du

plan ou encore si elle vérifie la condition 0! = o.

Théoreme 4.4. Toute involution du plan projectif est une homologie de birapport égal
a —1 et réciproguement.
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Figure 4.4. Homologie involutive.

Démonstration. Soit o une involution. Il existe au moins une droite d telle que o(d)
soit différente de d (sinon ¢ serait I’identité). On peut donc trouver deux points
distincts P, Q du plan tels que leurs images P, Q' ne soient pas sur la droite PQ.
Posons alors O = PPN Q0. U = PQ' N PO,V = PO N P (figure 4.5). Soit ¢
I’lhomologie de centre O et d’axe UV transformant P en P'. D’aprés le paragraphe 4.1,
les homographies o et ¢ coincident sur P, Q, P, Q' : on a donc ¢ = ¢.

Figure 4.5.

Réciproquement, le paragraphe 4.2.1 montre que la donnée d’un point O et d’une
droite d ne passant pas par O définit une unique homologie de birapport —1 qui est
manifestement une involution (voir 7.1). o

Proposition 4.1. Le produit de deux involutions du plan projectif est une involution si et
seulement si le centre de 'une est sur ’axe de I'autre et réciproquement (exercice 4.1
et exercice 7.7).

4.5 GENERATEURS DU GROUPE PROJECTIF

Théoreme 4.5. Le groupe projectif est engendré par les homologies. Plus précisément,
foute homographie différente d’une homologie est le produit de deux homologies.

Démonstration. Soient a une homographie différente d’une homologie et O un point
fixe de «. Comme « n’est pas une homologie, il existe une droite d passant par O et
distincte de la droite d' = a(d).

Par restriction, o induit une homographie o : d — d' entre les droites d et d'.
Comme O est fixe, cette homographie est une projection d’aprés la proposition 2.2 ;
elle posséde donc un centre O'. Considérons une droite p passant par O, différente
de d et de d’ et ne passant pas par O'. Soit B I"homologie de centre O, d’axe p et
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transformant d en d’. Comme o et f coincident sur d, la restriction de @ o B! 4 la
droite d’ est 'identité. Par définition méme, B’ = a o B! est une homologie. 1l en
résulte que a = B’ o B est le produit de deux homologies. 7]

Proposition 4.2. Deux homologies ayant des centres et des axes distincts commutent
si et seulement si le centre de I'une est situé sur I’axe de I'autre (exercice 4.1).

4.6 QUELQUES PROPRIETES CLASSIQUES

Il est bon de connaitre les résultats suivants :

— Les homographies du plan ayant en commun trois points fixes non alignés
engendrent un groupe commutatif; les éléments de ce groupe sont de type [
ou V.

~ Les homographies de type Il et VI ayant en commun I’axe qui contient les deux
points fixes et la droite invariante engendrent un groupe commutatif,

— Les homologies spéciales ayant le méme axe engendrent un groupe commutatif.

— Les homographies de type IlI et IV de point fixe S et d’axe s commutent avec les
homologies de centre § et d’axe s de type V.

— Les homologies ayant méme centre forment un groupe.

— Dualement, les homologies ayant méme axe forment un groupe.

On démontrera ces énoncés géométriquement ou a I’aide d”un simple calcul matriciel.

4.7 ORTHOGONALITE

Placons-nous dans une carte euclidienne d’un plan projectif réel et soit ID sa droite
de I'infini.

4.7.1 Involution canonique

Pour montrer que deux droites p, g de vecteurs directeurs u, v (c’est-a-dire de points
al’infini U = Ku et V = Kv si K est le corps de base) sont orthogonales, on utilise
principalement deux méthodes :

-~ montrer que le produit scalaire « - v est nul,

— trouver une similitude d’angle %Tl.’ qui amene le vecteur « sur le vecteur v.

0 -1

1 0

Or nous avons vu au paragraphe 3.5 qu’elles induisent une involution elliptique o de
la droite ID. Les droites p et g sont donc orthogonales si et seulement si o échange les
points a I'infini U, V de ces droites.

Réciproquement, le paragraphe 3.5 montre que la donnée d’une involution ellip-
tique o de D met en évidence une base qui définira I’ orthogonalité. Cette orthogonalité
s'exprime a I’aide de larelation p L g si V = o(U).

En pratique, nous définirons 1’orthogonalité dans un plan affine réel (plongé dans
un plan projectif) par le choix d’une involution elliptique de la droite de I’infini, Cette
involution portera le nom d’involution canonique.

Exploitons la seconde méthode. Toutes ces similitudes ont pour matrice »
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4.7.2 Points cycliques

Dans le complexifié de la droite [, I'involution canonique ¢ a deux points fixes / et
J. D apres le théoréeme 3.1, ona V = o(U) si et seulement si :

(4, J,U,V)=—1.

Nous utiliserons souvent cette équivalence pour démontrer que deux droites sont
orthogonales.

Figure 4.6. Les points cycliques.

Proposition 4.3. On peut définir ['orthogonalité dans un plan affine réel, identifié

a une carte d’un plan projectif, a 'aide d’une involution elliptique de la droite de

Uinfini ;

— Deux droites sont orthogonales si et seulement si ['involution échange leurs points
a Uinfini.

— Si I et J sont les points fixes de cette involution dans le complexifié, deux droites

sont orthogonales si et seulement leurs points a Uinfini U,V vérifient la relation
(LJ,UV)=—1.

Remarques 4.4.

» Dans une carte euclidienne, les coordonnées des vecteurs propres d une matrice de
similitude d"angle %TI.' sont (1,1) et (1, —i). Les coordonnées homogénes des points
cycliques sont donc (1,4,0) et (1, —i,0).

» Si M, M’ sont deux points de la droite de I'infinie complexifiée, le birapport
(I,J,M, M) est égal a e*®. Cette relation nous apprend : (i) que I'involution
canonique est liée a la notion d’angle de droites, (i1) que les points M. M’ ne
peuvent étre conjugués harmoniques par rapport aux points cycliques que s'ils
sont réels.

» Les points fixes 1,/ de I'involution canonique s’ appellent les peints cycliques du
plan parce que toute conique réelle du plan projectif qui passe par ces points est un
cercle. En effet, soient I'(X, ¥, Z) = 01’équation d’une conique de [P(R*) contenue
dans IP(C%). Si la conique passe par / et J, cela signifie que 1’équation I'(X, Y, 0) =
0 a pour solution ¥ = +iX, ce qui montre que I'(X, ¥,0) = »(X* + ¥?). En faisant
Z =1 pour se retrouver dans la carte affine, on obtient I'(x, v, 1) = M.xz + yz) +
ax + by + c. Autrement dit, la trace de la conique sur la carte est un cercle. La
réciproque est évidente.
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4.8 SIMILITUDES
Nous allons a présent caractériser les similitudes & I’aide de I’involution canonique.

Proposition 4.4. Soit o une homographie qui laisse invariante une carte d’un plan
projectif réel. La restriction de o a cette carte est une similitude si et seulement si la
restriction de o a la droite de I'infini commute avec I'involution canonigque.

Démeonstration. Soit a une homographie de matrice

o SR
o R0
—_ T3

par rapport au repere orthonormé choisi. Les homographies o et o commutent sur la
droite de I'infini si et seulement si

(006 (a) ()

relation qui conduit facilement aux matrices de la forme

() = ()

qui représentent respectivement des similitudes directes et indirectes dans la carte
euclidienne. =

I’exercice 4.15 développe un aspect géométrique de ce paragraphe.

4.8.1 Angle de deux droites. Bissectrices

On sait que les similitudes directes forment un groupe isomorphe au groupe des
angles de droites. La proposition 4.4 nous autorise a poser la définition suivante.

Définition 4.3. Deux couples de droites (p,p’), (q,q') ont le méme angle si il existe
une homographie de la droite de infini qui commute avec l'involution canonique et
qui transforme les points a linfini de p, q en ceux de p',q'.

Soient a,d’, b, b’ quatre droites d’un faisceau A*. On dit classiquement que les
droites b, b’ sont les bissectrices du couple (a,a’) si b, b’ sont des axes de symétries
orthogonales qui échangent @ et @'. Traduisons cela en langage projectif.

Définition 4.4. On dit que les droites b, b’ sont les bissectrices du couple (a,a’) si les
droites b et b’ sont orthogonales et conjuguées par rapport aux droites a, d'.
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Remarques 4.5.

» En termes d’involution, les droites b, b’ sont bissectrices du couple (a,a’) sia eta’
sont homologues dans I’involution de A* qui a pour droites fixes b et b'.

» Dans le complexifié d’un plan réel on retiendra 1’énoncé suivant : « Soient I et J
les points cycliques. Si une involution 6 de A* échange les droites Al et AJ, alors
les droites fixes de 6 sont les bissectrices de tout couple de droites homologues
pour 6. »

» D’apreés 'exercice 4.11, un couple de droites (a, @) admet toujours des bissectrices.

4.8.2 Déplacements

Un déplacement est le produit d’'un nombre pair de symétries orthogonales.
Un antidéplacement est le produit d’un nombre impair de symétries orthogonales.

Proposition 4.5. Etant donné deux couples de points (A,B) et (A',B') tels que
d(A'B") = d(A, B) # 0, il existe un unique déplacement et un unique antidéplacement
transformant A en A" et B en B'.

(Se reporter aux exercices 4.12 et 4.13.)

N.B. Nous rappelons ces résultats, trés importants en géométrie classique, pour inciter
le lecteur a les revoir a la lumiére de ce chapitre.

Nous donnons en exercice quelques problemes bien connus, pour montrer la place
que peuvent tenir les transformations dans leur résolution.

4.9 EXERCICES

4.1 Soient a, p deux homologies planes de centres A, B distincts et d’axes respectifs
a, b distincts. Montrer que « et B commutent si et seulement si A appartienta b et B
appartient a ’axe a.

4.2 Soit ¢ une homographie du plan projectif admettant trois points fixes distincts
U, V,W. Montrer que ¢ se décompose en produit d’une homologie de centre U et
d’axe VW et d’une homologie de centre V et d’axe UW.

4.3 Soient ¢ une homographie plane, A un point fixe de o et a une droite stable par
o, ne contenant pas A. Montrer que les homologies de centre A et d’axe @ commutent
avec a.

4.4 Montrer que le produit de deux homologies de méme axe (resp. de méme
centre) est une homologie dont le centre (resp. I’axe) est aligné avec les centres des
deux homologies (resp. passe par |’intersection des axes).
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e ]

4 5 Montrer qu'une transformation affine, distincte de I’identité et possédant deux
points fixes a distance finie est une homologie.

[ — s —— -

4.6 Compare:l deux transformations affines dont les restrictions a la droite de
I'infini coincident.

4.7 On projette les sommets d’un triangle ABC parallélement & une direction
donnée sur une droite . Par chaque point obtenu, on mene une paralléle au coté
opposé au sommet projeté. Montrer que I'on construit ainsi un triangle symétrique
de ABC dans une symétrie centrale.

—— S T e ¢ s

4.8 Smem ABCD un quadrangle et o une transformation affine du plan telle que
A B Cr+ D — A. Montrer que cette transformation a nécessairement un
point fixe. Donner une condition sur le guadrangle ABCD pour qu’il existe une telle
application a.

LT

4, 9 Un llmlwlc ABC est transformé en A'B'C’ par la transformation affine ¢. On

suppose en outre quuﬂ — BE'. Discuter la nature de ¢ suivant la position du point
C’ (utiliser le tableau 4.1, page 38).

NS ——— . B S

4.10 Dans une carte afﬁnc on compose une symétrie oblique et une translation de
vecteur parallele a I'axe de la symétrie. Quelle est la restriction de cette application
a la droite de I'infini ?

. ———— = —

4 11 Dam le camp]cxlhe d’un plan pr0_|ectlf réel, on donne un quadrangle U, U, I,1
ot U et I sont les conjugués des points imaginaires U et I. Quels sont les cotés et les
points diagonaux de ce quadrangle qui sont réels?

e

4.12 an*; un plan euclidien ou la distance entre deux points Pet Q est notée d(P, (J),
soient des points A, B,A’, B’ non alignés tels que d(A’, B') = d(A, B). Montrer qu’il
existe un unique déplacement et un unique antidéplacement transformant A en A" et
BenB'.

e

e ]

4.13 Montrer qu’un antidéplacement sans point fixe est une « symétrie glissée »,
c’est-a-dire le produit d’une symétrie et d’une translation parallele a I'axe.
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4.14 Théoréme de Stéphanos

Trois figures F, ', " sont images I'une de I'autre : F' est I'image de ¥ dans
une rotation r de centre A, F" I'image de F' dans une rotation r' de centre A et
F I'image de F" dans une rotation r” de centre A”. Montrer qu’il existe une figure
Fo qui soit I'image de F, de F' et de " dans une symétrie par rapport aux cotés
AA” AA",A'A"” du triangle AA'A”.

4.15 Construire le centre de la similitude directe qui ransforme A en A" et Ben B'.
En déduire que ce centre est aussi celui de la similitude directe qui envoie A en B et
A’en B

_—

4.16 Théoréme de Ptolémée .
Soit un quadrangle ABCD ; montrer I'inégalité

AC-BD < AB-AC+AD -BD

(expression qui, pour les premiers géométres, jouait le role de certaines formules
trigonométriques.)

on suppose que A est le milieu de BC', B le milieu de CA’ et C celui de AB’. Construire
A, B, C connaissant uniquement A’, B, C".

- -

4.18 Des pirates ont saisi le plan d’une ile sur lequel est indiquée la cache d’un
trésor : « prés de la plage, se trouvent une potence (P), un arbre (A), une stéle (S);
pour trouver le trésor, aller de la potence 4 1’arbre en comptant ses pas, faire un quart
de tour a droite et marcher tout droit en comptant le méme nombre de pas. La, planter
un piquet M. Faire de méme en se dirigeant de P vers la stele mais en effectuant un
quart de tour 2 gauche et I’on plante un piquet M’ ; le trésor se trouve entre M et M’,
au milieu.

Quand les pirates arrivent sur 1’ile, ils ne trouvent aucune trace de la potence ;
comment cependant trouver le trésor?

o ——

4.19 Soit ABCD un parallélogramme ; deux points E et F extérieurs a celui-ci sont
tels que les triangles EBC et FCD sont €quilatéraux.
Montrer que le triangle AEF est équilatéral.

e —— e amaa

4.20 On donne un triangle ABC sur lequel on construit un triangle AEF tel que

n b
(AB,AE) = —5 et (ACAF) = 3

Montrer que la hauteur issue de A dans le triangle ABC est une médiane du triangle
AEF.
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Chapitre 5

Homographies et coniques

Théoréme de Chasles-Steiner, théoréme de Pascal

5.1 DESCRIPTION GEOMETRIQUE D’UNE CONIQUE

Nous définissons (voir les rappels en fin d’ouvrage) les coniques au moyen de
formes quadratiques et la polarité au moyen des formes bilinéaires associées. Dans
ce chapitre, nous nous proposons de donner une description géométrique de ces
AAAAA hhng Hattbn dagrstention samacn o110 1o thiAandnwn Foamdamvantal da Chaclac Qéatinaen
LUULULCD, ULl ucm,upuuu LLpPULBL sul e LllCUlClllC IoONaaimceital ac Liasics-Hiciner
qu’on peut énoncer succinctement : « Une homographie entre deux faisceaux de
droites définit une conique et réciproquement. » Nous allons expliciter ce théoreme

en deux temps.

Théoréme 5.1 (Théoréme de Chasles-Steiner; partie directe). Soient I une conigue
propre, A et B deux points distincts de I et O le pdle de la droite AB par rapport
a I" (figure 5.1, page suivante). La bijection o de A* sur B* définie par OA — BA,
AB — BO et, pour tout point M différent de A et de B par AM +— BM, est une
homographie.

Théoréme 5.2 (Théoréme de Chasles-Steiner; réciproque). Soient A et B deux points

Arictinrte oty » A% L R¥*, 2 ha nhio ontro loc ¥n :l:‘/-nnuvzl Avnitoc A¥ o4 Y N
WESLITILEDY ©F AL 4 13 L » 4 lr!lbc uunu/slu[ﬂuc cuuc LCOJMLOL WA UC WIVLECD 1) Cr D . Uit

suppose que o n'est pas une projection et on désigne par O son centre d’homographie.
Dans ces conditions, pour toute droite d de A*, le lieu du point dNa(d) est une conique
I", tangente en A a la droite AO et en B a la droite BO.
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Figure 5.1.

Démonstration (du théoréme direct). Soit C un point de I" distinct de A et de B.
Nous savons qu’il existe une unique homographie o' : A* — B*, de centre O, qui
transforme la droite AC en la droite BC en vertu du théoréme 2.11.

Pour tout point M de I', distinct de A, B et C, les points O, AM N BC, BM N AC
sont alignés car ils sont tous trois sur la polaire du point AB N CM par rapporta . 1l
résulte alors de la construction donnée dans la figure 5.1 que BM est I'image de AM
dans I’homographie « (théoreme 2.11). D autre part il est clair que o = o', &

Démonstration (du théoréme réciproque). Soient d une droite de A* etd’ = a(d) son
image par o. Pour ne pas allonger la démonstration, nous admettrons provisoirement
qu’il existe une unique conique I', tangente en A & OA, tangente en B a OB et passant
par le point C = dNd' (voir la remarque 5.1 et la proposition 6.1). Il est alors aisé de
vérifier que |"homographie « coincide avec I’homographie définie dans le théoréme
direct a partir de la conique [" et des points A et B. |

Remarque 5.1. Le théoréme réciproque 5.2 peut se démontrer directement en identi-
fiant A* et B* a leurs équations ; il suffit de vérifier que si p et g sont les équations de
deux droites-quelconques de A* et si p’ et ¢’ sont les équations de leurs images, alors
I'expression (pg’ — p'q) est I'image d’une conique qui répond a la question. On peut
alors démontrer directement que cing points définissent génériquement une conique.

5.1.1 Cas particulier ou la conique est dégénérée

Si la conique ' dégénere en deux droites p et ¢, soient A, B deux points de p. Dans
ce cas, la droite g est 'axe d'une projection de A* sur B*. Réciproquement, une
projection de A* sur B* d’axe g définit la conique dégénérée formée par les droites
p=ABetq.

5.1.2 Autres formulations du théoreme de Chasles-Steiner

Pour la résolution des problémes, il est bon de connaitre d’autres formulations de ce
théoreme.
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5.1.2.a. Dans un plan projectif, soit & : d — d une bijection; pour tout couple
de points distincts A et B non situés sur d, le point AM N Ba(M) appartient a une
conique passant par A et B, si et seulement si a est une homographie (se reporter a
I’exercice 7.11).

5.1.2.b. Pour que les points A, B, C, D, E, F appartiennent a une méme conique, il

Fonf et 1l enfft Ana PAn ait 1’Aaalitd
L S QUC 1 Of alv 1 Cgdilic |

(AC,AD,AE,AF) = (BC,BD.BE.BF).

5.1.2.c. Voir aussi I’exercice 7.11.

5.1.3 Tangentes a une conique définie par une homographie

— D’apres le théoreme 5.2, les droites AO = o~ !(BA) et BO = a(AB) (figure 5.2)
sont respectivement les tangentes en A et en B a la conique définie par une
homographie o : A* — B*, de centre O.

— Si C estun point défini par BC = o(AC). la tangente ¢
L)l L CDI_ uu PUIIIL UUlllll ycu D — UKLV J, la LdllscllLC [™)

Figure 5.2.

5.1.4 Birapport de quatre points d’'une conique propre

Définition 5.1. On appelle birapport de quatre points distincts My, M, M3, M, d’une
conique propre 1" le birapport des droites P(M1,M>,. M3, M,), oit P est un point
quelcongue de 1 (figure 5.3a, page suivante).

— Cette définition est cohérente puisque la formulation 5.1.2.b montre que le birap-
port P(M, M,, M3, M) est indépendant du point P choisi sur I
— Ce birapport sera noté (Ml, M-, M3, M4)- ouencore (M, M>, M3, M) lorsqu’il n’y

P LT T

A
da l}db ac CONLusion l)UbblUlC

Remarque 5.2, Si le point P coincide avec un des points M;, la droite PM; est la

~
- nta A

igente a I'en }n, (Tguic 53b,p page aujvcullC}
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Figure 5.3.

5.1.5 Points conjugués harmoniques sur une conique

Définition 5.2. Lorsque le birapport de quatre points distincts A,B,C,D d’une
conique est égal a —1, on dit que les points A, B (resp. C,D) sont conjugués par
rapport aux points C, D (resp. A, B).

Voici une caractérisation géométrique du rapport harmonique de quatre points
d’une conique qui évite le calcul du birapport.

Proposition 5.1. Soient A, B, C, D quatre points distincts d’une conique propre. Les
points A, B sont conjugués par rapport aux points C, D si et seulement si la droite CD
passe par le pole de la droite AB.

(Se reporter a I’exercice 7.6 pour la démonstration.)

UR ELLE-M
Nous allons maintenant montrer que, d’une certaine mani€re, une conique propre
peut étre considérée comme une droite projective.

Définition 5.3. On appelle homographie d’une conique propre T sur elle-méme une
bijection de I' — T gui laisse invariant le birapport de quatre points queiconques
de I.

5.2.1 Projection d’une conique sur une droite

Soient S un point d’une conique propre I" et d une droite ne passant pas par S
(figure 5.4, page ci-contre). Soit M un point de T"; la droite SM coupe d en M’ (si
M est en §, la droite SM est naturellement la tangente a I" en S). On obtient de cette
mani€re une bijection T : ' — 4. Il est clair que cette bijection laisse invariant le
birapport de quatre points.

Définition 5.4. On appelle projection de I sur d a partir d’un point § la bijection
définie ci-dessus. Nous dirons encore que cette projection est une homographie de I’

41 0 ) taction de d Iy ; oot -1 N
surd. On appelle encore projectionde d sur I' a partir de S la bijection n™ :d — T.
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Figure 5.4, Projection d'une conique sur une droite,

Il est clair qu’une projection laisse invariant le birapport.

Considérons maintenant une homographie o de I'. L’ application oo w~! définit
une homographie de d. Réciproquement, si o’ est une homographie de d, 1a bijection
71~ 'od o7t est une homographie de I Il estimmédiat que I application « +> oo ™!
définit un isomorphisme du groupe G(I") sur le groupe G(d) des homographies de d.
On a ainsi la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soient S un point d’une conique propre | et d une droite ne contenant
pas S. La bijection a. +— 7 oo o !, oit T est la projection de U sur d a partir de
S, définit un isomorphisme entre le groupe des homographies de I et le groupe des
homographies de d.

Remarques 5.3.

» On définit de maniére analogue la projection de I" sur le faisceau S*, le point §
étant choisi sur I'. Cela permet, comme ci-dessus, de définir un isomorphisme
entre G(I') et le groupe G(S*) des homographies de S*.

» La proposition ci-dessus permet d’appliquer aux homographies de I' les résultats
généraux du chapitre 3 relatifs aux homographies d’une droite. En particulier, il
a été établi qu'une homographie d’une droite sur elle-méme peut se décomposer
en produit de deux involutions ; nous avons donc immédiatement la proposition
suivante,

Proposition 5.3. Toute homographie d’'une conique propre sur elle-méme peut se
décomposer en produit de deux involutions.

(Une involution d’une conique I est naturellement définie comme une homogra-
phie de 1" différente de I’identité et dont le carré est I’identité.)

5.2.2 Homographies d’une conique et homographies planes

Théoréme 5.3. Soit I une conique propre du plan projectif. Toute homographie plane
qui laisse invariante la conique |' définit par restriction une homographie de T.
Réciproquement, toute homographie de T se prolonge de maniére unique en une
homographie plane laissant I invariante.
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Démonstration. Soit o une homographie du plan projectif PP laissant I invariante.
Montrons que la restriction o de a a I" est une homographie de I' en vérifiant
que o conserve le birapport. Soient A et M|, M>, M5, My des points de T, A" et
M|, M5, M5, M), leurs images par ;. L’homographie a conserve le birapport de
quatre droites concourantes ; on a donc

AM My, My, My) = A\(M, M5, M, M),

relation qui montre, en vertu de la remarque 5.1.2.b, la conservation du birapport par
I’application a; .

Compte tenu de la proposition 5.3, il nous suffira de montrer la réciproque dans le
cas d’une involution de I'. Soit donc a une involution de I', transformant les points A
et B en les points A" et B". Posons S = AA’ N BB’ et soit s 1a polaire de S par rapport
a T (figure 5.5). Considérons alors I'involution o : P — P, de centre S et d’axe 5. []
est facile de vérifier :
~ que o laisse I" invariante, pour des raisons liées a la polarité ;

— que sa restriction 4 I" est une involution qui échange les points A, A" et B, B'.

Comme les involutions o et o - coincident sur deux couples de points distincts, on
en déduit qu’elles sont égales. B

En particularisant la démonstration précédente, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 5.4 (Théoréme de Frégier). Une homographie ¢ d’'une conique propre I’
est une involution si et seulement si la droite Mo(M) passe par un point fixe quel que
soit le point M de T (figure 5.5).

Figure 5.5. Le théoréme de Frégier.

5.3 DECOMPOSITION D'UNE HOMOGRAPHIE.
AXE D'HOMOGRAPHIE

Théoréme 5.5 (Théoréme et définition). Soit o : ' — T une homographie d’une
conique propre, distincte de l'identité. Si M, N sont deux points distincts de la conique
et siM', N' sont leurs images par I’homographie, le point MN'N\M'N appartient a une
droite fixe A qui ne dépend que de . Cette droite s’appelle I’axe de I’homographie o.
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Démonstration. Soit A un point de I" distinct de son image A’ par I’homographie.
Comme la correspondance A'M — AM’ de A™* sur A* laisse invariant le birapport,
c’est une homographie. Dans cette homographie A’A a pour image AA’, et ainsi,
d’apres la proposition 2.5, le lieu du point AM' N A'M est une droite dy.

D C

A}' \\ \'Br
.
\\‘!
Figure 5.6.

En prenant un point B différent de A, on voit de maniére analogue que le lieu des
points B'M N BM' est une droite dg. Nous allons montrer que d4 = dp en exhibant
deux points communs :

— Il est clair que le point I = AB’ N BA’ appartient a d, (figure 5.6).

— Considérons le point J = AC' N A'C, o C est un point de I" distinct de A et de B.
Il est clair que J appartient & d4. Montrons que J appartient a dg. Soient D I'image
de B’ et D) I'image de B dans I'involution de I' de centre de J. Montrons que
D, = a(D) = D'. En effet, « et I'involution conservent le birapport, ce qui nous
donne les égalités (A, B, C.D) = (A", B',C', D)) et (A,B,C,D)y = (C',D,, A", B') =
(A',B',C',Dy). On adonc (A",B',C',D’) = (A',B,C’, D)), relation qui implique
que D' = D, d’apres la proposition 1.5.2.a. B

Remargque 5.4. Dans un plan projectif complexe, ce théoréme peut se démontrer autre-
ment. En appliquant la proposition 5.2, on sait que I"homographie o a deux points fixes
P, Q. Soient alors M, N des points de I' et leurs images M',N". On a (P,Q,M,N) =
(P,O,M',N') ou encore (NP,N'Q,NM,N'N) = (NP,NQ,NM',NN'). En posant
NN'Npg=K,N'MNpg = Let M'N N pg = L', on trouve I’égalité (P, Q,L,K)pgy =
(P,Q.L',K)pg), d’olt L =L’ : le point N'M N NM' appartient a la droite PQ.

Proposition 5.4. Avec les hypothéses et les notations précédentes :

— Toute décomposition de o en produit de deux involutions est de la forme o = to0
ou les centres S, T des involutions o, t appartiennent a l’axe d’homographie de .
En outre, l'un des points S ou T peut étre choisi arbitrairement sur l'axe de
["homographie.

— L’axe d’homographie est globalement invariant par & (théoréme 5.3 ) et son péle O
est un point fixe de Q.

— Les points fixes de o sont les points d’intersection de I avec I'axe d’homographie
de .
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Démonstration. Soit « = t o o une décomposition de a en un produit d’involutions
de I' de centres Set 7. On adonc Tt = a o 6. Si Ay € I', on peut écrire

Ap — A — A',

A+ Ay s A

puisque T échange Ag en A". Il en résulte A} = Ag. Comme A" = a(A) et Ay = a(A,),
le point A’A; N AA, est sur I’axe d’homographie A. Mais d’aprés le théoréme de
Frégier, le point § = AA, N A’Ay = appartient a A.

On montre de méme, en écrivant 0 = t o a, que T appartient & I’axe.

Le point § peut étre choisi arbitrairement. En effet, soient § un point de I’axe A et
A un point I" différent de son image A". D’apres la définition de I’axe A, la droite SA’
recoupe I" en B et SA recoupe I" en B’ = a(B). On a alors :

aoo(A)=wB) =B, aoo(B)=aA)=A".

11 suffit de se rappeler qu’une homographie qui échange deux points est une involution
(proposition 3.2).
L’involution T = & o ¢ est donc I'involution qui échange A’ et B’ et dont le centre T
appartient a I'axe A. Le point S étant donné, la construction de T est immédiate.
Les autres énoncés découlent directement de la décomposition de o en un produit
d’involutions. ]

Corollaire 5.1. Une homographie d’une conique propre 1" est déterminée par la
donnée de son axe d’homographie, d’un point A et de son image A" # A.

Pour déterminer I’'image d’un point M quelconque de I', on adopte la construction
suivante : on trace la droite MA" qui coupe 1’axe d en L ; la droite LA recoupe I"en M’
(cela résulte immédiatement de la définition de 1’axe).

» Détermination des points fixes d’'une homographie d’une droite
d’un plan projectif

Soit o une homographie d’une droite d dont on veut construire les points fixes.
Tragons une conique I" (en général un cercle) et choisissons un point S de I, non
situé sur d. La projection 7 de d sur I" induit sur I" une homographie o' = toaom™!
(prop. 5.2); on construit I'axe de I’homographie o’ dont I'intersection avec I" donne
les points fixes de o qui, par projection sur d, donnent les points fixes de o.

Remarque 5.5. Soit « une homographie d’une conique T. Alors, a et o~! ont méme
axe d’homographie. Ecrivons a = 1 o o, ol o, T sont des involutions de centre S, T
appartenant a I’axe de . Il en résulte aussitdt o~! = o o T, ce qui montre que I’axe
de o' est la droite ST

Théoréme 5.6 (Le théoreme de Pascal). Les cotés opposés d’un hexagone inscrit dans
une conigue propre se coupent en trois points alignés et réciproquement (figure 5.7,
page ci-contre).
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Figure 5.7. L'hexagramme mystique de Pascal (V).

Remarques 5.6.

» Dans I’énoncé du théoréme de Pascal, deux points consécutifs peuvent étre confon-
dus ; le c6té correspondant est alors la tangente en ce point.
» Un hexagone est la donnée de six points ordonnés.

Démonstration. Si A, . . ., Ag est un hexagone inscrit, et si1’on convient d"utiliser les
indices modulo 6, les droites A;, A, sont les ¢Otés ¢; et deux cOtés opposés sont les
cOtés ¢; et ¢; + 3. Posons L = AjAx NAAs, M = ArAz NAsAg et N = A3A, N AgA|.

Il s’agit de montrer que L, M, N sont alignés. Pour cela, considérons I'unique
homographie « de ' qui transforme les points A;,A3,As en les points Ay, Ag, Ar.
D’aprés le théoréme 5.5, les points L, M, N appartiennent & 'axe d’homographie
de o.

Réciproquement, considérons six points A, . ..,Ae non alignés trois a trois et tels
que les points L = A A, NA4As, M = A3A3NAsAg et N = A3A1NAgA | soient alignés.
Nous savons qu’il existe une unique conique I' qui contient les points Ay, ..., As.
Soit X le deuxiéme point d’intersection de la droite A|Ag avec cette conique et
considérons I'hexagone inscrit A A>A3A4A5X. D apreés la partie directe du théoreme,
les points L = AjA; NAsAs, M = ArA; NAsX et N' = A3A4 N XA, sont alignés. Le
point M’ coincide avec le point M et la droite AsX avec la droite AsAq. Comme les
droites A} X et A|Ag sont égales par construction de X, on a X = Ag.

I. Dans son traité des coniques achevé en 1648, Pascal appelait cette figure « hexagramme mystique ».
Ce traité est perdu et nous ne le connaissons que par I’analyse qu’en a fait Leibniz dans une lettre a
Périer. A propos de ce théoreme, celui-ci écrit que Pascal « par le moyen des projections a fait voir que
tout hexagramme mystique convient a une conique, et que toute section conique donne un hexagramme
mystique ». Mais la grande originalité de Pascal, son coup de génie comme le souligne Joseph Bertrand,
a été de prendre « cette propriété universelle, que ses contemporains dénommaient déja la Pascale,
comme axiome d’ ol il tire quatre cents corollaires ».
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Autres déemonstrations du théoreme de Pascal,

— On peut démontrer le théoreme de Pascal a partir du deuxicme théoréeme de
Desargues (voir a ce sujet I’exercice 6.13).

— On peut démontrer 1’énoncé équivalent : « Le produit de trois involutions d’une
conique I" est une involution si et seulement si les centres de ces involutions sont
alignés. » (exercice 7.8)

— Le théoreme de Pascal est encore une conséquence immédiate de I’exercice 7.14. &

5.4 CONIQUES AFFINES

La classification des formes quadratiques montre qu’il n’y a qu’un seul type de
conique propre dans un plan projectif (réel ou complexe). La trace d’une conique sur
une carte affine s’appelle une conique affine. Une conique affine est une ellipse, une
parabole ou une hyperbole selon qu’elle coupe la droite de I'infini en zéro, un ou
deux points. On trouvera en appendice les définitions relatives a ces coniques (centre,
diametre, diametres conjugués, etc.).

D’aprés le paragraphe 4.7, un cercle est une conique qui passe par les points
cycliques du complexifi€. Le théoréme de Chasles-Steiner offre une nouvelle défini-
tion qui permet de rester dans le champ réel : « Un cercle est une conique a centre pour
laquelle I’involution définie par la conjugaison sur la droite de I'infini est 1’ involution
canonique ».

5.4.1 Arc capable

A I"aide des définition précédentes et du théoreme de Chasles-Steiner, on obtient les
propositions suivantes, connues sous le nom de « théoréme de I’arc capable ».

Proposition 5.5. Un cercle passant par les points A et B est le lieu des points M tels
que 'angle des droites AM et BM est constant. (Voir exercice 7.23.)

Proposition 5.6. Quatre points A, B, C,D sont cocycliques si et seulement si on a
I’égalité angulaire :
(AC,AD) = (BC,BD)

5.4.2 Les rotations

Appliqué au cercle, la proposition 5.4 nous apprend que les transformations affines
qui laissent invariant un cercle de centre O sont les symétries orthogonales ou le
produit de deux symétries dont les axes se coupent en O.

Les transformations qui sont le produit de deux symétries sont les rotations
d’aprés la proposition 5.4, une rotation se décompose en produit de deux symétries
d’une infinité de maniéres, I’une des symétries étant choisie arbitrairement.
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5.4.3 La géométrie de Lobatchevsky

Beltrami et Klein ont les premiers montré que I’ensembie des points intérieurs 4 un
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Lobatchevsky n’avait pas réussi a imposer : helle illustration de cette remarque de
René Thom disant que faute de pouvoir se représenter des idées abstraites, I’homme
sombre dans I'indifférence ou dans la magie.

Le groupe des homographies du plan qui laissent invariante une conique propre
est isomorphe au groupe fondamenial de ia géoméirie hyperbolique.

Indiquons briévement comment on peut démontrer ce théoréme a I’aide du modele
de Beltrami et Klein. Aprés avoir montré que toute homographie du plan qui laisse
invariant un cercle laisse aussi invariant le disque des points intérieur, on définit une
distance dans ce disque en posant

d(A,B) = |log(A.B.U. V)|

si U et V sont les intersections de la droite AB avec le cercle I'. (Le point délicat est
l’inégalité trizmgulaire ) On démontre alors que le groupe des isométries du disque

pour la distance d est le groupe des numugr'dpuu,b qu1 laissent invariant le cercle I
(pour plus de détails, voir [K] et [Y]; voir aussi I’exercice 5.24).

5.5 CONIQUES TANGENTIELLES

Soit D un ensemble de droites du plan projectif P(E) que ’on identifie a un
sous-ensemble D* du plan dual P(E*).

Définition 5.5. On dit que les droites de D enveloppent la conique " ou que T’ est
leur enveloppe si D est I’ensemble des tangentes ¢ I'. Dans ce cas, on écrit D = ™.

Théoreme 5.7. Un ensemble D de droites de P(E) enveloppe une conique I de P(E)
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Démonstration. Soit " une conique de P(E) définie par la forme quadratique

X
I'X,Y.Z2)y=X,Y,2)Q| Y | .
Z

oll Q est une matrice symétrique.
Une droite d d’équation UX + VY + WZ = ( est tangente a I si et seulement si d
est la polaire d’un point Py = (X YoZp) de I, ¢c’est-a-dire st et seulement sion a :

{ U\ { X\ { X,
lv)zglyo), (xoyozo)g( ]:0.
\W) \ %0 ) \ Zo )
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On en tire (UVW) (@™ QQ (U, V, W) = 0, ce qui s’ écrit encore :

U

w,v,wyo'l v |=o.
W

C’est I’équation d’une conique dans P(E*).
Réciproquement, si I’on se donne dans P(E*) une conique d’équation

U

UVv.wo ' v ]|=0
w

ou (7 est symétrique, on vérifie immédiatement que la droite UX + VX + WZ = 0 est
tangente a la conique de P(E) d’équation

n
X.v,20| Y |=0
z
X, U
au point (X, Yo, Zo) définipar | ¥, | =07 | v |.
Z W

Corollaire 5.2. Une dualité du plan transforme les points d’une conique I" en des
droites enveloppant une conique 1"'. Elle transforme les tangentes a une conique T"
en les points d’une conique T.

5.5.1 Transformation par polaire réciproque

Soit " une conique du plan projectif IP. Si a chaque point de P (respectivement a
chaque droite de IP) on associe sa polaire par rapport a I' (respectivement son péle),
on définit une corrélation appelée transformation par polaire réciproque de conique
directrice I (voir I’exercice 7.37).

5.5.2 Homographies et coniques tangentielles

Nous allons appliquer aux énoncés précédents les principes de dualité présentés au
chapitre 1. Nous traduirons ici les principaux résultats en nous plagant dans P(E).

Théoréme 5.8 (Théoréme fondamental ; dual du théoréme de Steiner). Soient a, b
deux tangentes a une conique propre I'. La polaire p du point anb coupe les tangentes
a,b en les points A, B. Une tangente variable, distincte de a et de b, coupe a,b en
M, M. Dans ces conditions, la bijection de a sur b définie par : A +— anb, anb +— B
et M — M’ est une homographie d’axe p.

Réciproquement, soit o : a — b une homographie entre droits projectives. L’axe p
de cette homographie qui coupe a,b en A, B. Alors, pour tout point M de a, la droite
Ma(M) enveloppe une conique I tangente en A, B a a, b.
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a) Cas de dégénérescence

La conique ci-dessus dégénére si et seulement si o est une projection de a sur b a
partir d’un point P. Dans ce cas, la conique est constituée par la réunion des faisceaux
de droites P* et Q* ot Q = a N b.

5.5.3 Tangentes a la conique

D’apres le théoreme précédent, la conique I' est tangente en A = a~'(aNb) 2 la
droite a et en B = a(a N b) a la droite b. Si la droite Ca(C) est une autre tangente
a T, le point de contact T (figure 5.8) est le conjugué harmonique du point CC' N p
par rapport aux points C et ' (p étant I’axe de I’homographie).

5.4 Birapport de quatre tangentes a une conique
Proposition 5.7. Si a, b, ¢, d sont quatre tangentes a une conique I', pour toute
tangente t a T, le birapport des quatre points (aNt, bNt, cNt, d Nt) est constant

Définition 5.6. Ce nombre s'appelle le birapport des quatre tangentes a, b, c,d et se
note (a,b,c,d).

5.5.5 Homographie entre les tangentes a une méme conique propre

Définition 5.7. Soit I'* 'ensemble des tangentes a une méme conique propre T
Nous dirons qu’une bijection o : I'* — I'* est une homographie si elle conserve le
birapport de quatre tangentes.

.‘..

Théoréme 5.9 (dual du théoréme de rreg|er) Une wjeuwn entre les tanger
une méme conique I est une involution si et seulement si toute tangente a F upe
son image sur une droite fixe s.
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Théoréme 5.10 (dual du théoreme 5.7). Soit a une homographie, distincte de I'iden-

tité, définie entre les tangentes a une méme couique propre I'.

— Si m,n sont deux tangentes @ U et w',u' leurs images par I"homographie, alors la
droite (m O\ n', m' O n) passe par un point fixe A appelé centre de I'homographie.
Toute décomposition de o en produit de deux involutions est de la forme @ = 1o0o
oil les axes t et s des involutions T et ¢ se coupent au centre dhomographie. En
outre, I'une des droites s ou t peut étre choisie arbitrairement.

Théoreme 5.11 (Théoréme de Brianchon ; dual du théoréme de Pascal). Les diago-
nales qui joignent les sommets opposés d’un hexagone sont trois droites concourantes
si et seulement si 'hexagone est circonscrit a une conique I (figure 5.9).

Figure 5.9. Le théoréme de Brianchon.

5.6 EXERCICES

e SR e

5.1 On donne deux points fixes A, B et une droite . Soient J un point de d et o la
symétrie de centre J. Déterminer le lieu du point AM N BM' oit M’ est le symétrique
de M sur d.

5.2 Soient un cercle €2, deux points A et B de ce cercle. Une droite variable passant
par le pole T de AB coupe Q en P eten . Déterminer P pour que les droites AP et
BQ soient paralleles.

5.3 Soienta, b deux droites, [ un point appartenant a b et £ le milieu d’un segment
1J on1 J appartient 2 a. A tout point M de a, on associe le point M" de b, symétrique
de FM M b par rapport a /. Etdier I enveloppe de la droite MM'.

s

5.4 Soient ABC un triangle rectangle en A et H le pied de la hauteur issue de A. Les
cOtés d’un angle droit de sommet H coupent AB, AC en P, Q. Déterminer I'enveloppe
de la droite PQ quand I'angle droit tourne autour de H.

e

5.5 On se donne une droite d et deux points B et C non situés sur 4.
On demande quel est le lieu de I'orthocentre du triangle ABC quand le point A se
déplace sur la droite d.
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5.6 Deux droites p, g se coupent en O. Une droite d passant par un point fixe A
coupe p, g en P, Q. Déterminer le lieu du milieu du segment PQ.

— - s —

5.7 On donne une conique I", un point A et une droite d ne passant pas par A. Une
droite p passant par A coupe I' en M, M’ et d en P. Déterminer le lieu des points Q
qui appartiennent a p et qui vérifient (P,Q, M, M') = —1.

= =

5.8 Soit un cercle €2, deux points A et B de ce cercle et le péle T de AB par rapport
a 2. Une droite variable issue de 7 coupe Q en Pet Q.

Déterminer le lieu du point AP N BQ (Cf. 5.2).

5.9 Les droites MA, MB qui joignent un point variable M d’une hyperbole # a
deux points fixes A, B de cette courbe rencontrent une asymptote de ¢ en deux points
P, Q. Montrer que la longueur du segment PQ est constante.

T Ly

5.10 Soient A, B, C, D les extrémités de deux diameétres orthogonaux d’un cercle I’
et a,b.c,d les tangentes 4 [ en ces points. Une tangente quelconque a I" coupe ces
tangentes en P, Q. R, S. Montrer que P, Q sont conjugués harmoniques par rapport
aR.S§.

5.11 Deux tangentes & une parabole sont coupées par une tangente variable en
M, M'. Déterminer le lieu des points P tels que PM = kPM'.

e e e

5.12 Montrer que les tangentes issues des foyers d’une hyperbole équilatere forment
une division harmonique.

r———— —— -

5.13 Une sécante variable passant par un point fixe A coupe une parabole I"'en M, P.
Soient A", M', P' les projections orthogonales de A, M, P sur la tangente au sommet
de la parabole. Montrer que le produit A’M’ - A'P’ reste constant.

e ——r e

5.14 Par le point A d’une conique I", on méne deux droites symétriques par rapport
a une droite fixe d passant par A. Les droites recoupent la conique en M, M’. Montrer
que la droite MM’ passe par un point fixe.

— = e

5.15 Soit A un point fixe situé sur une conique I". Deux droites rectangulaires passant
par A coupent la conique en M, M’. Montrer que la droite MM’ passe par un point fixe
situé sur la normale en A a I'. Si I” est une parabole, quel est le lieu de ce point fixe?
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5.16 Deux droites a,b se coupent en D. Un point A de a et un point B de b se
projettent orthogonalement en B’ sur b et en A’ sur a. Etudier la similitude indirecte
¢ qui transforme A en B’ et B en A’. Déterminer I'enveloppe de la droite M@(M)
lorsque M varie sur la droite AB.

5.17 Les sommets de deux triangles circonscrits 4 une méme conique I appar-
tiennent & une méme conique I''. Dualiser.

5.18 Soit I" une conique. Inscrire dans cette conique un triangle homothétique a un
triangle donné.

5.19 On donne trois points A, B, C d’une droite d et deux points /,J non situés sur

d. Montrer que les points P=IANJB, P =IANJC,Q=IBNJA, Q' =IBNJC,
R=1I1CNJAetR = ICNJB appartiennent & une méme conique.

=  —

5.20 Montrer que le produit de deux involutions hyperboliques ayant un point fixe
commun est parabolique.

5.21 SiABCetA'B'C’ sont deux triangles homologiques, chaque c6té de I'un coupe
les c6tés non homologues de I’autre en des points qui sont sur une méme conique.

5.22 Soient o une involution elliptique d’une droite projective et o une homographie
telle que o o o est une involution. Montrer que « posséde nécessairement deux points
fixes réels échangés par o.

ot

5.23 Généralisation du deuxiéme théoréme de Desargues

Soit ABCD un quadrangle inscrit dans une conique I'. Toute droite ¢ qui ne passe pas
par les sommets du quadrangle coupe la conique I" en des points qui sont homologues
dans I'involution de d définie par le quadrangle ABCD. En déduire le critére suivant :
« Pour que les six points A, B, C, D, E, F appartiennent a une méme conique, il faut et
il suffit que I'involution déterminée sur la droite EF par le quadrangle ABCD échange
les points Eet F. »

i o

e T N

5.24 Dansun disque de Beltrami-Klein, une « droite » est I'intersection d’une droite
du plan avec le disque (de frontiére le cercle I'). Définir dans ce cadre les notions
de « symétrie par rapport a une droite », de « symétrie par rapport 4 un point », de
« bissectrices de deux droites », d’ « orthogonalité » et de « médiatrice d’un segment »,
Montrer que dans un triangle de ce disque, les bissectrices et les hauteurs sont des
concourantes.
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Chapitre 6

Faisceaux de coniques dans un plan
projectif complexe

Troisieme théoréme de Desargues

Dans la résolution des problemes il est souvent efficace de considérer les figures de
fagon dynamique. Les chapitres précédents nous on montré comment les homogra-
phies pouvaient jouer ce role. Une autre maniére de dynamiser une configuration
consiste a la plonger dans un ensemble plus vaste muni de propriétés spécitiques.
Pour les coniques, la notion de faisceau permet un tel plongement.

6 1
. i

Soient Iy et I'y deux coniques distinctes d’équations™ I'y et I',. L’ensemble des
coniques d’équations

A+ pls,

ou A et p sont deux nombres complexes tous deux non nuls, est appelé un faisceau
de coniques de base T"; et I';. On dit encore que les coniques Iy et ['; engendrent
le faisceau qu’on notera ¥ (I'y, I"2) ou encore F. Les points communs a toutes les
coniques de ¥ s’appellent la base de F .

Remarque 6.1. Un point de vue moins naif consiste a se représenter un faisceau
de coniques dans P comme une droite du plan projectif construit sur I’espace des
formes quadratiques définies sur C* {B, IV, 14.2].

1. Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous désignons par le méme symbole une forme quadratique
et 1a conique qu’elle définit dans un repére donné.
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Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates des définitions.

Proposition 6.1. Si T") et I'» engendrent un faisceau ¥, tout couple de conigues
distinctes du faisceau engendre F .

Proposition 6.2. Un faisceau F étant donné, il passe une conique I du faisceau et
une seule par chaque point qui n’est pas dans la base du faisceau.

6.2 CLASSIFICATION DES FAISCEAUX NON DEGENERES
DU PLAN PROJECTIF COMPLEXE

Nous n’étudierons ici que les faisceaux non dégénérés, c’est-a-dire les faisceaux qui
contiennent au Moins une conique propre.
En s’appuyant sur le théoréme de Bezout qui étudie I'intersection des courbes

aloédhrianec nn en Atndiant lec conrhec décéndréec dec fateceany ahtennec nonr lec

QUEVVLIULY U Wil VLULUGLIE 1W) VUL VL0 Uerguilvi Vel Uvd LQI0VYGUA, UUwvLiuvy parual ivs

valeurs de » et de | qui annulent le polyndme det(AI"; + wI',), on aboutit & une
classification en cing types des faisceaux non dégénérés. Le tableau 6.1, page ci-
contre, résume les principaux résultats a connaitre. Grace a eux, il est facile de
démontrer les propositions suivantes. Attention, ce tablea st une classiﬁcation

2o 1o P,

dans le cadre (,ump exe; |
supplémentaires.

a1r raoo waal it aTvennan
du Cd» 1] ld a Pd.l uc U.C llUlllUlUUA Cdy

(¢}

passage

Proposition 6.3. Le type d’un faisceau non dégénéré est le méme quel que soit le
couple de conigues qui I’engendre.

Proposition 6.4. Deux faisceaux F et F' non dégénérés ont méme type si et seulement
si il existe une homographie du plan complexe telle que (¥ ) = F'

En tenant compte du mode d’intersection de deux coniques qui caractérise les
différents types de faisceaux, on montre aisément les résultats suivants (avec les
notations du tableau 6.1, page ci-contre).

Proposition 6.5. Les coniques propres d’un faisceau de type 11 s’obtienneni a pariir
de l'une d’elles par les homologies de centre A et d'axe BC.

N\

4 N - Figure 6.1. Faisceau de type /.
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TasLeau 6.1. classification des faisceaux non dégénérés de coniques dans le plan projectif complexe.

Type [ ] It v v
A A
I a A a A
a
Faisceau B D r, A rs
engendré B
parI'yetl; C
r;— ¢ B I"2 B r;
Ordre des Quatre points simples e Un point double A o Un point double A e Un point triple A « Un point quadruple A
contacts A B CD o Deux points simples B, C | o Un point double B o Un point simple 8 oI’y et I'; sont
e " et I'; ont méme o'y et I'; sontbitangents | e "y et I'; sont surosculatrices
tangente a en A osculatrices
a A A ,
C A
a
B b
Conigues Trois coniques Deux conigues Deux coniques Une conique Une conique
degénérées | dégenérées (AB)(CD), dégénérées a(BC) dégénérées ab et s2 dégénérée ab dégénérée a?
(AD)(BC), (AC)(BD) et (AB)(AC)
Equations | I' = n(AB)(CD) I = xa(BC) I = %ab + ps? I'=)\To + pab "= Al 4 pa’
+u(ADYBC) +L(ABYAC)

axaydwod ynoaford ueyd np sauuabap Uou Xneadsief SIP UOIIRIYISSED T'9

69
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Proposition 6.6. Les coniques propres d un faisceau de tvpe 11l (coniques bitangentes)
s'obtiennent a partir de I'une d’elles par les hommologies d’axe AB et de centre le pdle
de AB.

Proposition 6.7. Les coniques propres d’un faisceau de type IV (coniques oscula-
trices) s’obtiennent a partir de 1'une d’elles par les homologies spéciales de centre
A et d’axe AB.

6.3 FAISCEAUX ET POLARITE

Soit ¥ un faisceau engendré par I'; et I',. L’équation de la polaire d’un point A par
rapport a la conique d’équation I' = »I'; + pI's est

AHA M) + uTH(A, M),

_‘_

- ™R
""13

1 et ['2 sont les forimes 5.
- Sl aucun des polyndmes I';(A, M) ou I':(A, M) n'est nul, ils définissent deux
droites qui sont les polaires de A parrapportallyetal; et d’ apres (I), la polaire

rxr - - i il

de A par rapport a I" passe par leur intersection.

— Si I'un des deux polyndémes FI(A,M) ou FQ(A,M) est nul, alors A est un point
double de ¥, c’est-a-dire le point d’intersection de deux droites constituant
une conique dégénérée de F. Supposons T'y(A, M) non nul. Dans ce cas, on a
T'A,M) = 2T(A,M) et la polaire de A par rapport 4 I" est le méme quelle que
soit I'. On a donc la proposition suivante.,

Proposition 6.8.

- 8i A n’est pas point double d’un faisceau F, les polaires de A par rapport aux
coniques de ¥ passent toutes par un point fixe A’ appelé conjugué du point A par
rapport a . (La correspondance de A — A’ est une transfonnatton quadratique.)

— QI A 17(’1' n nn:nf rlnuhla Ilﬂ .ﬂ’f)l‘(‘ A '?zé'l"}!e

L S L u [ w

coniques de F et réciproquenient.

Proposition 6.9. Le lieu des pdles d’'une droite fixe par rapport aux coniques d’un
faisceau ¥ est une conique. Ce lieu est I’ensemble des conjugués des points de la
droite par rapport a ¥ .

Démonstration. Commencons par remarquer que le pole d’une droite par rapport a
une conique est I’intersection des polaires de deux de ses points. Soient donc A et B
deux points de la droite d qui ne sont pas points doubles de F. Leurs polaires par
rapport a une conique définie par I' = A\I'} + nI'» passent respectivement par les
conjugués A’ et B’ de A et de B par rapport 2 ¥ ; on peut établir une homographie
o : A® — B™ par les conditions :

TVAM) = TB.M), Tr4,M) > TaB,M)
AFHA M) + DA, M) = 2T BM) + uTaB.M).
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6.3 Faisceaux et polarité A

Deux droites homologues dans cette homographie (c’est-a-dire les polaires res-
pectives de A et de B par rapport a une conique de #') se coupent, d’aprés le théoréme
de Chasles-Steiner sur une conique passant par A" et B'.

Si A est un point double de ¥, le lieu du pdle de la droite AB est la réunion de la
polaire fixe de A par rapport aux coniques de ¥ et de sa conjuguée par rapport a la
conique dégénérée qui contient A.

Si d appartient a une conique dégénérée de ¥, le lieu des pdles de d est une
droite. |

6.3.1 Conique des onze points

Soit ¥ est un faisceau ayant quatre points de base distincts A, B, C, D. Si d est une
droite qui ne passe par aucun des points doubles de F, on peut choisir successivement
pour points P, et P> de la démonstration précédente :
— les points doubles de I’involution de Desargues sur d,
— les points ot les coniques dégénérées du faisceau coupent d,
— les intersections deux a deux des cotés du triangle polaire de & (sommets diago-
naux du quadrangle formé par les points de base de ¥) avec d.
On fait ainsi apparaftre onze points remarquables sur la conique qui est le lieu des
poles de la droite d par rapport aux coniques de faisceau F .

6.3.2 Coniques affines

Plagons-nous dans une carte affine oli d est la droite de I'infini. Le pole de la droite
de I'infini par rapport a une conique est par définition le centre de la conique. La
proposition 6.9 devient :

Proposition 6.10. Le lieu des centres des coniques d’un faisceau F est une conique.

6.3.3 Conique des neuf points

Si I'on se place dans une carte affine oli d est la droite de I'infini, la proposition

précédente nous donne neuf points a distance finie (figure 6.2), a savoir :

— les six points obtenus en prenant le conjugué du point d’intersection de d avec un
coté du quadrangle ABCD par rapport aux sommets de ce quadrangle.

Figure 6.2. Conique des neufs points.
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— les trois somméts diagonaux du quadrangle ABCD qui sont les trois points doubles
du faisceau F .
(Les points doubles de I'involution de Desargues se trouvent sur la droite de
I'infini.)

Proposition 6.11. Soit ABCD un quadrangle dans une carte affine d’un plan projectif.
Il existe une conique, appelée conique des neuf points qui passe par les trois sommets
diagonaux et par les milieux des cotés du quadrangle ABCD.

Remarques 6.2.

» Cette conique passe également par les points doubles de I'involution que définit le
quadrangle ABCD sur la droite de 'infini.

» Le centre de I" est I'équibarycentre des points ABCD. En effet, les milieux des
cOtés du quadrangle forment un parallélogramme et, en appliquant I’exercice 7.16,
on peut montrer que si les sommets d’un parallélogramme sont sur une conique I’
le centre du parallélogramme est le centre de I'.

6.3.4 Le cercle d’Euler

Sion applique le résultat ci-dessus au quadrangle formé par les sommets d’un triangle
ABCD et par son orthocentre H, on obtient le cercle des neuf points, qu’on appelle
encore le cercle d’Euler du triangle ABC (exercice 7.32).

6.4 TROISIEME THEOREME DE DESARGUES

Ce théoreme que nous appellerons encore le « grand » théoréme de Desargues,
généralise le deuxiéme théoréme du méme nom. C’est un condensé puissant de
plusieurs résultats des chapitres précédents.

Figure 6.3. Le troisiéme théoréme de Desargues.

Théoréme 6.1 (Le troisieme théoréme de Desargues). Soient F un faisceau de
coniques du plan projectif complexe et d une droite ne passant par aucun point de
base du faisceau. Les coniques de ¥ coupent d en deux points qui se correspondent
dans une involution appelée involution de Desargues.
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Démonstration. Soient I'}, I’ deux coniques distinctes de F (voir figure 6.3, page
ci-contre). Considérons I'involution ¢ qui échange les points d’intersection de I')
avec d et ceux de I';. Les points fixes U, V de o étant conjugués par rapport a I'; et
I";, les polaires de U par rapport a Iy et I'; coupent d en V. D’apres la proposition 6.8,
la polaire de U par rapport a toute conique de F coupe d en V. On voit ainsi que les
points d’intersection de d et de I" sont conjugués par rapport a U, Vet appartiennent
donc a I'involution ¢ de points fixes U, V. ®

» Corollaires du troisiéme théoréme de Desargues

Voici quelques applications immédiates du théoréme de Desargues qui sont d’une
grande utilité dans la pratique des problémes.

Proposition 6.12. Soient F un faisceau et E # F deux points distincts des points de
base. Pour qu’il existe une conique de ¥ qui contienne les points E et F, il faut et il
suffit que E et F soient homologues pour ['involution définie par ¥ sur la droite EF.

Lorsque # est un faisceau de type I, on a une condition pour que six points
appartiennent a une méme conique.

Proposition 6.13. Pour que six points A,B,C,D,E, F appartiennent a une méme
conique, il faut et il suffit que l'involution définie par le quadrangle ABCD sur la
droite EF échange les points E et F.

Lorsque les points £ et F' sont les points cycliques, on obtient une condition pour
que quatre points soient cocycliques.

Proposition 6.14. Pour que les six points A, B, C, D, E, F d’un quadrangle soient sur
un méme cercle, il faut et il suffit que I'involution définie sur la droite de U'infini
par le quadrangle échange les points cycligues ou, ce qui est équivalent, commute
avec 'involution canonique définissant l'orthogonalité. (L’exercice 7.24 précise ce
résultat.)

Proposition 6.15. £n général, un faisceau contient deux coniques tangentes a une
droite donnée. Les points de contact sont les points fixes de [’involution de Desargues.

Remarque 6.3. Pour les faisceaux de type lll et V, le point d’intersection de d avec la
droite double du faisceau est un des points fixes de o. Dans ce cas, il n’existe qu’une
conique non dégénérée tangente a d.

6.5 FAISCEAUX TANGENTIELS

Nous avons vu au paragraphe 5.5 qu’une conique tangentielle d’un plan projectif P
peut s'identifier & une conique du plan dual. Un faisceau tangentiel de conique est
donc la donnée d’un faisceau de coniques de P*.
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6.5.1 Classification

Dans un plan projectif complexe, il existe cing types de faisceaux tangentiels obtenus

en dualisant les cing types de faisceaux ponctuels :

— Conigues tangentes a gquatre droites formant un quadrilatére complet. Ce type de
faisceau a trois enveloppes dégénérées qui sont respectivement les faisceaux de
droites passant par les sommets opposés du quadrilatere.

— Coniques tangentes a deux droites données b et ¢ et tangente en A @ une droite a.
Il y a deux enveloppes dégénérées : (A*, (a N b)*) et ((@Nb)*, (aNc)*).

— Coniques tangentes daen A et ab en B. Il y a deux coniques dégénérées : (A*, B¥)
et ((a N b)*, (a N [J)*). Les coniques de ce faisceau appartiennent également a un
faisceau ponctuel.

— Coniques tangentes en A @ a et tangentes @ b. Une seule conique est dégénérée :
la conique (A*, (¢ N b)*).

— Coniques tangentes en A o a. Ce sont des coniques surosculatrices qui appar-
tiennent également a un faisceau ponctuel. Il n’y a qu'une conique dégénérée : le
point double A.

6.5.2 Exemples de faisceaux tangentiels

Deux types de faisceaux tangentiels reviennent souvent dans les probléemes :

— Les coniques ayant les mémes foyers F et F'. Ces coniques sont tangentes aux
droites FI, FJ, F'l, F'J ou I et J sont les points cycliques.

— Les paraboles ayant méme foyer et méme axe. Ces coniques sont tangentes a la
droite de I'infini dans la direction de I’axe et tangentes aux droites FI, FJ.
Retenons aussi les deux résultats suivants, duaux des propositions 6.2 et 6.8.

Proposition 6.16. Il existe une conique et une seule d’un faisceau tangentiel, tangente
a une droite donnée du plan.

Proposition 6.17. Les pdles d’une droite D par rapport aux coniques d'un faisceau
tangentiel sont sur une droite fixe.

Théoréme 6.2 (Dual du troisieme théoreme de Desargues). Les tangentes issues
d'un point D aux coniques d'un faisceau tangentiel sont homologues dans une
involution de D*. Les droites doubles de cette involution sont tangentes en D oux
conigues du faisceau tangentiel qui passent par ce point.

6.6 EXERCICES

6.1 Soit 8 une involution d’une droite donnée d. Montrer que les coniques passant
par trois points donnés non situés sur d et par deux points de ¢, homologues pour 6,
forment un faisceau.



D Bunod, La photocopic non idorisée estun déii,

6.6 Exercices 75

6.2 On se donne une involution 6 d’une droite d. Montrer que les cercles qui
passent par un point fixe A et par deux points de d, homologues pour 6, forment un
faisceau.

6.3 Soient A,B,C,P,(Q cinq points non trois a trois alignés. Montrer que les
coniques qui passent par les points A, B, C et qui admettent les points P et Q pour
points conjugués forment un faisceau.

6.4 Soient A, B, P trois points et p une droite ne passant pas par ces points. Montrer
que les coniques qui passent par les points A, B et pour lesquelles p est la polaire de
P forment un faisceau.

6.5 Les cercles passant par un point fixe A et dont les centres sont sur une droite
fixe d forment-ils un faisceau?

6.6 On donne un point D et une droite ¢ passant par D. Montrer que les paraboles
qui ont méme foyer F, qui sont tangentes a deux droites passant par D et qui sont
symétriques par rapport a d forment un faisceau tangentiel.

6.7 A quelle condition une conique tangente i quatre droites admet-elle un point
O donné pour foyer? (O n’appartient a aucune des droites.)

6.8 Soit un quadrangle ABCD et un point P; les droites PA, PB coupent une

conique I" du faisceau ¥ des coniques circonscrites au quadrangle en M eten N.
Montrer que lorsque I' varie dans ¥, les droites MN passent par un point fixe K.
En déduire que la droite PK est tangente a la conique de F qui passe par P.

6.9 Soit / le milieu de la corde AB d’une conique I". Deux autres cordes, PP’ et
QQ' se coupent en [ ; les droites PQ' et QP coupent AB en A" et B'. Montrer que 7 est
le milieu de A'B’. Donner un énoncé dual.

6.10 On se donne quatre points d’'une hyperbole. Les coniques qui passent par ces
quatre points rencontrent une asymptote de I’hyperbole en deux points M et M'.
Montrer que le milieu du segment MM’ est fixe.

=m

6.11 Deux droites p et ¢, issues d’un point A d’un cercle I', recoupent ce cercle en
B et C; elles rencontrent une perpendiculaire au diamétre passant par A en B" et C'.
Montrer que les points B, C, B’, C’ sont cocycliques.
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6.12 Soient €2 un cercle et A un point. Un cercle I variable passant par A rencontre
2 en M et N. Déterminer le lieu du point d’intersection P de MN et de la tangente en
Aarl,

6.13 Montrer le théoreme de Pascal en utilisant le troisieme théoréme de Desargues.

6.14 Soient «, b deux droites et A, B deux points non situés sur ces droites. On
considere les coniques passant par A, B et tangentes aux droites a, b. Déterminer
I’enveloppe de la droite joignant les points de contact. Trouver aussi le lieu des
centres de ces coniques.

6.15 Une droite variable p passe par un point fixe P et coupe une conique [ donnée
de centre O, en les points A et B. La droite AB est une sécante commune pour [” et
pour le cercle OAB. Trouver I’enveloppe de la sécante commune associée i AB.

r——

6.16 On donne un triangle ABC et une droite 5. Soient A’, B', C' les symétriques

de A, B, C, par rapport & 5. On désigne par «, b, c¢ les droites issues de A, B, C et

perpendiculaires aux cotés B'C’, C'A",A'B’ du triangle A'B'C".

— Montrer que les droites a, b, ¢ sont concourantes.

— Montrer que le point de concours des droites a, b, ¢ est sur le cercle circonscrit au
triangle ABC.

— Les points A', B', C" désignent ici les images de A, B, C par une transformation
affine . Caractériser ¢ pour que les propriétés 1) et 2) restent vraies.

6.17 Construire les cercles passant par deux points A et B et tangents & une droite
donnée.

————————A i ——

6.18 Construire un cercle I" passant par deux points donnés A, B et tangent & un
cercle 2.

6.19 On donne deux cercles non sécants ") et ['s. Un cercle I, est tangent a I'

enAetalsen B;un cercle ¥, est tangent a I'y en C et a I’ en D. On suppose

que A, B d’une part et que C, D d’autre part, sont situés d’un méme c6té de la droite

contenant les centres de I'y et de ["5.

— Montrer que le point P = AB N CD est un centre d’homothétie pour les cercles I'
et rg.

— Montrer que les points A, B, C, D sont cocycliques.

— Montrer que le point P (resp. le point Q = AC N BD) est sur I'axe radical des
cercles Xy et o (resp. 'y et T2).



6.6 Exercices 77

6.20 Une ellipse Z de centre O a pour foyer les points F et F'; soit un point P et sa
polaire p; la perpendiculaire 4 p issue de P coupe cette polaire en Q et le petit axe de
X enR.

Montrer que les points F, F', Q, R sont cocycliques.

6.21 On donne une conique I" et une homographie a de I" définie par [’axe d"homo-
graphie A, par un point A et son image A'. En utilisant e théoréme de Desargues,
montrer que la droite joignant un point M a son image «(M) enveloppe une conique
quand M varie sur I".

-

6.22 Montrer que les milieux des diagonales d’un quadrilatére complet sont sur une
droite qui contient le centre de toute conique inscrite dans ce quadrilatere.

—

6.23 On donne un triangle ABC et une droite d. Par le milieu A’ de BC, on méne la
parallele d' a d. Soit a la droite symétrique du c6té BC par rapport a d’. On construit
de méme les droites b et ¢, symétriques des cOtés CA et AB par rapport aux paralleles
a d passant par les milieux B" et C’ de ces c¢6tés. Montrer que les droites a, b, ¢
concourent en un point P du cercle circonscrit au triangle A'B'C’.

6.24 On donne un triangle ABC et une droite d. Soient A", B', C' les symétriques
de A, B, C par rapport a d. Soient a, b, ¢ les droites issues des sommets A, B, C et
orthogonales aux cotés B'C', C'A’, A'B’ du triangle A’B'C’". Montrer que les droites
a, b, ¢ se coupent en un point P du cercle circonscrit au triangle ABC.

6.25 Soient A, B, C, D quatre points cocycliques. On projette orthogonalement sur
la droite AC les points B, D en B',D’; sur la droite BD on projette les points A, C
en A’, C'. Montrer que les points A", B, C', D' sont cocycliques.

— =

6.26 Pour que les points communs a deux paraboles soient cocycliques il faut et il
suffit que leurs axes soient orthogonaux.
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Chapitre 7

Exercices de reféerence

Ces exercices constituent un complément de cours et présentent quelques « tours de
mains » indispensables a I’apprenti géometre. Les démonstrations offrent un éventail
tres large des méthodes utilisées dans la partie « cours » de cet ouvrage.

7.1 Le quadrangle

Un quadrangle est la figure formée par quatre points non trois a trois alignés. Les
quatre points sont les sommets du quadrangle ; les six droites joignant deux a deux les
sommets sont les ¢é£és ; les intersections de deux cotés « opposés » sont les sommets
diagonaux ; enfin, le triangle formé par les trois sommets diagonaux est le triangle
diagonal. Le deuxiéme théoréme de Desargues est le résultat fondamental concernant
le quadrangle.

» Démontrer les énoncés suivants.

7.1.1 Deux c6tés du triangle diagonal d’un quadrangle sont conjugués par rapport
aux cOtés qui passent par le sommet diagonal correspondant.

7.1.2 Si trois droites £,m,n issues des sommets diagonaux d’un quadrangle sont
concourantes, les droites €', m’,n’ conjuguées par rapport aux c6tés du qua-
drangle sont elles aussi concourantes.
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S R B
Figure 7.1.

Solution.

7.1.1 Soit POQRS un quadrangle. Considérons les sommets diagonaux A = PSN QR,
B = PQNRS, C = PRNQS (figure 7.2). Montrons que les droites CA, CB sont
conjuguées par rapport aux cotés PR, OS. En effet, les droites CA, CB, CP, CQ
coupent AB en les points A, B,I,J. Pour I'involution 8 : AB — AB définie
par le quadrangle, les points A, B sont fixes et /,J sont homologues. D’apres
le théoreme de Desargues 3.8, on a (A,B,/,J) = -1, ce qui montre que
(CA,CB,CP,CQ) = —1.

Figure 7.2.

7.1.2 SiI’on considére le faisceau F des coniques circonscrites au quadrangle, les
droites £',m’,n’ sont les polaires du point d’intersection P des droites £, n, n.
D’apres la proposition 6.8, £, m, n concourent en un point P, le conjugué de P
par rapport & ¥ .

Dans I’exercice 7.2, nous donnerons une démonstration basée sur des notions plus
élémentaires, de la proposition duale.

» Une construction classique

L'exercice 7.1.1 et sa démonstration permettent de construire a la régle le conjugué
d’un point situé sur une droite par rapport a deux autres points de la méme droite : sur
la droite d contenant les points A et B, soit a construire le conjugué P’ d’un point P :
par A et par B menons des droites a et b ; soit O leur intersection ; une droite passant
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par P coupe ces droites en A" et B'. Soit O’ = AB' N A’B. La droite OO’ coupe d en
P’ conjugué de P par rapport 4 A et B.

d Pl
P /A P B
o

Figure 7.3. (A,B,P,P') = —1.

B o e —— -

7.2 Le quadrilatére : figure duale du quadrangle

Un guadrilatére est la figure formée par quatre droites non trois a trois concourantes.

Les quatre droites sont les cétés du quadrilatere, les intersections de ces droites prises

deux a deux sont les sommets et les droites joignant deux sommets qui ne sont pas

sur un méme coté sont les diagonales ; le triangle formé par les trois diagonales est

le triangle diagonal. Démontrer les propriétés suivantes.

7.2.1 Dans un quadrilatére complet, une diagonale divise harmoniquement les deux
autres. Autrement dit, deux sommets du triangle diagonal sont conjugués
harmoniques par rapport aux sommets correspondants du quadrilatére.

7.2.2 Si trois points L, M, N situés sur les diagonales AA’, BB, CC’ d’un quadrilatere
sont alignés sur une droite d, les conjugués L', M’, N' respectifs de ces points
par rapport aux sommets sont aussi alignés sur une droite d'.

7.2.3 Dans une carte affine, les milieux des diagonales d’un quadrilatére complet
sont alignés.

7.2.4 Dans une carte euclidienne, les orthocentres des quatre triangles formés par les
cotés d’un quadrilatére complet sont alignés.

7.2.5 Ladroite des orthocentres et la droite des milieux sont orthogonales.

Solution. Considérons un quadrilatére formé par les droites p, ¢, r. s : les sommets de
ce quadrilateére sont les points A = pNs,B=¢gNs,C=rNs,A"=¢gNr,B' =pnNr,
C' = p N g etles diagonales les droites AA" =, BB' = b et CC' = c.

7.2.1 Cet énoncé est le dual du premier point de ’exercice 7.1. Remarque : si on se
place dans une carte affine ol une diagonale est la droite de I'infini, on obtient
un parallélogramme ; la propriété prend alors la forme bien connue : « Les
diagonales d’un parallélogramme se coupent en leur milieu. »

7.2.2 L’'alignement des points L', M’, N’ va résulter du théoréme de Pappus appliqué
judicieusement a des points des droites d et s (figure 7.4, page suivante). Soient
P,O.R.S les points d’intersection de la droite d avec les droites p.g,r,s.
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7.2.3

7.24

P

Figure 7.4.

En projetant la division harmonique M, M’',B.B’ A partir de R sur s et la
division harmonique N,N’,C,(’, a partir de Q sur s, on constate que les
droites RM', ON' se coupent en un point K situé sur s et conjugué de S par
rapport a B, C De maniére analogue, les droites RL', PN’ se coupent en J

nrmmnrtanaont ot Aa T mae mnmen vt A £ At lag Avnitna T RS on
al}l_la.ll\.«llalll a 5§ CL \.«UllJuSu\a ac o pat lal)PUlL a {1y W €L ICS ULUILLLD /L, 44V DU

coupent en en point I de s conjugué de S par rapport a A, B. Considérons alors
P,Q,Retl J K sur les droites d et s. Le théoreme de Pappus montre que les
points L' = QINRJ. M’ = PINRK,N' = QKNPJ sont alignés sur une droite &'

En reprenant le théoréme 2.5, on peut dire que d’ est I’axe d’homographie

11 4

de I"'homographie de d sur s définiepar P+ K, Q> JetR— I,

Lorsqu’on est dans une carte affine ol d est la droite de 1'infini, les points L,
M', N’ sont les milieux des segments AA’, BB', CC’ et on applique le point
précédant. A titre d’exercice, le lecteur pourra reprendre de ce point pour
1’adapter a ce cas particulier.

Soient P, Q, R, S les points a I'infini des droites p, ¢, r,s, et P, Q',R’, S leurs
images dans |'involution canonique ¢ de d., qui définit I'orthogonalité. On
vérifie aisément que les points AQ' N BP/,BRN CQ', CP' N AR’ sont les ortho-
centres respectifs des triangles pgs, grs, prs et qu’ils appartiennent 4 I’axe de

£ : / Y D
N Ly t P f" 0N
I"homographie a : d, > sdéfiniepar P > A, Q' +—> BetR+— C. On

démontre de m&me 1’alignement des orthocentres des triangles pgr, pgs, qrs.
Soient I,J, K les milieux des segments AB,AC, BC. La droite % est I’axe de

I’homographie a définie au point précédant et ¢ est I’axe de ’homographie
B:s— dy définieparl — R, J — Qet K — P (point 3 de cet exercice).
Soit ¢ : s — s ’homographie définie par A — K, B+ J et C + I. On vérifie
sans peine que P o ¢ o a est 'involution canonique de d.,. Soient alors H le
point a 'infini de d. On a a(H) = S et B(S) = D. On démontre facilement
que o(S) =S, d’ou B o o o a(H) = D. Les points H et D étant homologues
pour I’involution canonique de d., les droites & et d sont — par définition —
orthogonales.

Remarque 7.1. Les solutions données ci-dessus sont élémentaires pour faire appa-
raitre le lien direct qui les relie aux théoremes fondamentaux de la géométrie projec-
tive, a savolr les théorémes de Desargues et de Pappus Mais le troisi¢me théoréme

™ A= [PPRTER,

Ue vesargues donnent des solutions plUb Clcgdlllt‘«b ( VOII encore I’ CXGILILC / 30 )
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7.3 Triangle inscrit dans un triangle

On considere A’, B, C' non alignés sur les cotés BC, CA, AB d’un triangle ABC. Soient

A", B", C" les conjugués harmoniques des points A’, B', C' par rapport aux couples

(B, C), (C,A) et (A, B).

7.3.1 Montrer que les triangles ABC et A'B'C’ sont homologiques si et seulement si
les points A”, B”, C” sont alignés.

7.3.2 Enoncer la propriété duale.

Bﬁ "
.II 3
1 ! Y
TR
[
P \
[ \
I I 5
i 1 A i1
oA R C
Foy - \
C O
# 4 i
e - I‘
e
w > =~ n.\v..
B A’ C A"
Figure 7.5.

Solution.

7.3.1 Si les triangles ABC et A'B'C’ sont homologiques, les droites AA’, BB, CC’
sont concourantes. Le premier théoréme de Desargues montre alors que les
points P = BCNB'C', Q = CANC'A’ et R = ABN A'B sont alignés. D’aprés
I’exercice 7.2, les points P, Q, R sont les conjugués de A’, B, C' par rapport aux
couples (B, C), (C,A) et (A,B).OnadoncA”" =P, B" =QetC" =R.

Réciproquement, supposons les points A", B”, C” alignés. La droite A”B’
coupe la droite ABen D ; soit K = DCN BB’ ; d’aprés 'exercice 7.1.1, le point
AKNBC est le conjugué de A” par rapport aux points B et C, ¢’est donc le point
A'. Les triangles ABC et A'B'D sont, par construction, homologiques. Selon le
théoréme de Desargues 2.4, les points AAB' NAB = C", BDN BC = A" et
A'D NAC sont alignés ; le point A’D N AC, situé sur AC, doit se trouver aussi
sur A"C", c’est donc le point B”; d'aprés la 1™ partie, D est conjugué de
C" par rapport a A et B, donc, D = C et les triangles ABC et A'B'C’ sont
homologiques.

7.3.2 Enoncé dual : « Soient ABC un triangle de c6tés a, b, c. Soient a’,b', ¢’ des
droites issues de A, B, Ceta”,b”, c" les conjuguées de a’, b', ¢’ par rapport aux
cOtés du triangle ABC. Les triangles a, b, ¢ et @', ¥, ¢’ sont homologiques si et
seulement si les droites a”, b”, ¢” sont concourantes. »

Remarque 7.2. Avec les notations de 1), si les triangles ABC et A'B'C’ sont homo-

logiques, les cOtés du triangle ABC sont les diagonales du quadrilatére formé par les

cOtés du triangle A'B’C’ et par la droite A”B"C". Dualement, les sommets du triangle

A'B'C’ sont les sommets diagonaux du quadrangle formé par les points A, B, C et le

point d’intersection des droites AA’, BB', CC' (figure 7.5).



84 ' 7 * Exercices de référence

7.4 Une figure clé

Soient A, B, C trois points distincts d’une conique I" et a, b, ¢ les tangentes a I’
aux points A, B, C. Montrer que les points d’intersection a N b et a N ¢ divisent
harmoniquement les points A et a N BC.

K

Figure 7.6.

Solution. Ce résultat est la conséquence immédiate de la proposition élémentaire
suivante, souvent utilisée : « Si P est sur la polaire de Q par rapport a une conique
I, la polaire de Q par rapport & I' et la polaire de Q par rapport aux tangentes a I’
1ssues de P, sont confondues. » Une démonstration simple de ce résultat s’ obtient en
appliquant le troisieme théoréme de Desargues. On considere le faisceau engendré
par [ et par les tangentes b,c. Les points A et a N BC sont les points fixes de
I’involution de Desargues sur a et les points a M b et aM ¢ sont homologues pour cette
involution.

7.5 La polarité en une seule figure
Soit @ un quadrangle de sommets A, B, C, D inscrit dans une conique [" et @* le
quadrilatere formé par les tangentes a,b,c,d 2 I'en A, B,C, D.

7.5.1 Montrer que les triangles diagonaux de @ et de @* sont conjugués par rap-
porta I,
7.5.2 Montrer que @ et @* ont méme triangle diagonal et que, sur chaque c6té de ce

triangle, les sommets diagonaux de @ sont conjugués par rapport aux sommets
correspondants de @*.
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Solution. Considérons le quadrangle ABCD et ses sommets diagonaux P = ABNCD,
Q = ACNBD, R = AD N BC (figure 7.7). Les points P, Q (resp. O, R, resp. R, P)
sont les points fixes de |'involution que donne le quadrangle ABCD sur la droite PQ.
D’aprés le troisieme théoréme de Desargues, ces points sont conjugués par rapport a la
conique I'. Ainsi, les cotés QR, RP, PQ sont respectivement les polaires des sommets
P, O, R. La polarité réciproque par rapport a [" est une dualité qui transforme @ en @*
et le triangle diagonal de @ en celui de @*. Comme le triangle pgr est autopolaire, il
coincide avec son transformé qui est le triangle diagonal de @*. On conclut que chaque
diagonale du quadrilatere ABCD est coupée par les deux autres en des sommets du
triangle pgr, qui sont, d’apres I’exercice 7.1, conjugués par rapport aux sommets du
quadrilatére (voir figure 7.8).

Remargques 7.3.

» Si les points A, B, C, D sont les sommets d'un parallélogramme, le centre de ce
parallélogramme est le pdle de la droite de I'infini : ¢’est le centre de T,

» Si une des diagonales de @* est la droite de 'infini, @* est un parallélogramme
circonscrit a I' et ses diagonales sont deux diamétres conjugués de I

Figure 7.8. La polarité en une seule figure.
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7.6  Points conjugués et polarité

Soient A, B, C, D quatre points d'une conique propre I'. Montrer que le birapport
(A, B, C, D) est égal a —1 si et seulement si la droite CD passe par le pdle de la droite
AB. Donner I'énoncé dual.

Solution. La permutation de I' définie par M +— M’ si (A,B,M,M') = —1, est une
involution de points fixes A et B. En effet, ce résultat est vrai lorsque A, B, M, M’ sont
des points d'une droite projective. Nous pouvons passer de la droite  la conique par
transport (proposition 5.2). Le théoreme de Frégier montre que la droite MM’ passe
par un point fixe §. La polaire de ce point est I'axe de I'involution ; elle passe par les
points fixes A et B.

> Enoncé dual : « Le birapport de quatre tangentes a, b, ¢, d d’une conique propre est
€gal 2 —1 si et seulement si le point ¢ N d est sur la polaire du point a N b. »

7.7 Involutions qui permutent

Sur une conique I', une involution de points fixes P, Q échange A et C ainsi que B
et D; montrer qu’il existe une involution de I' qui échange Pet Q, A et B, C et D et
une autre involution de I" qui échange P et O, A et D, B et C. (Cf. exercice 3.3).

Solution. D’apres le théoréme de Frégier (5.4) les droites joignant un point de I' &
son image par I'involution o passent par un point fixe S. Les points fixes de o sont les
points de contact des tangentes a I' issues de S, ¢’est-d-dire I’intersection de I et de
la polaire de §. 11 suffit alors de se reporter a I’exercice 7.5 pour qu’éclate la solution.

Remarques 7.4. Ce méme exercice 7.5 donne la clé des deux propositions suivantes :

» Permutation de deux involutions. Soient oy, o> deux involutions distinctes d'une
conique " et §, S, leurs centres. Montrer que le produit ; o o est une involution
de I' si et seulement si les centres S| et S> sont conjugués par rapport a I'.

» Permutation d’une homographie et d’une involution. Soit « une homographie
d’axe a d’une conique propre I". On suppose que o n’est ni parabolique, ni involu-
tive. Dans ces conditions, il existe une unique involution o de I" qui commute avec
a ; son centre § est le pole de la droite a. (Se reporter au théoréme 3.6.)

Remarques 7.5.

» Tout naturellement, ces propositions se transportent sur une droite projective d ou
sur un faisceau de droites D*.

» Le lecteur montrera aisément qu’il n’existe pas d’involution qui commute avec une
homographie parabolique.

7.8 Produit de trois involutions

Soient &, 8, y trois involutions d’une conique propre I". Montrer que le produit yofoa
est une involution si et seulement si leurs centres sont alignés.
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Solution. Soient A, B, C les centres en question. S’ils sont alignés, la proposition 5.4
montre que P o o peut s’écrire y o o', ol o est une involution. Il en résulte aussitot
YoBoa=Yyoyoda =da.

Réciproquement, si T = yof o« est une involution, on a I'égalité yot = Boa. La
proposition 5.4 nous apprend encore que les homographies f o « et y o T ont méme
axe AB et que les centres C, T de ces involutions appartiennent a I’axe d”homographie.
Il en résulte que C appartient a la droite AB.

Remargue 7.6. Ce résultat est équivalent au théoréme de Pascal comme le « montre »
la figure 7.9.

M, M,

Mf

Figure 7.9.

7.9 Couple commun a deux involutions

Pour toute involution o d’un faisceau de droites passant par un point A donné, il
existe un couple de droites homologues orthogonales. S’il en existe deux, alors toute
droite du faisceau est orthogonale & son homologue.

Solution. On « projette » a sur un cercle I passant par A. On obtient ainsi une

involution o de I, de centre [ (figure 7.10).

— Si/estle centre de I', deux points qui sont homologues pour o sont diamétralement
opposés sur " et les droites correspondantes de A* sont orthogonales.

Figure 7.10.
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— Si [ est distinct du centre O de I', la droite Of coupe I" en deux points U, V dia-
métralement opposés qui donnent un couple de droites orthogonales homologues
pour «, les droites AU, AV.

e e ]

7.10 Construction d’'une homographie elliptique

On considere une homographie elliptique M — M’ d une droite d’un plan projectif
réel. On se place dans une carte euclidienne. Démontrer I’existence d’un point O de
cette carte tel que I'angle (OM, OM’) reste constant et en donner une construction.

Solution. La solution est simple lorsque I’homographie est une involution ellip-
tique 8; en effet, (A,A") et (B,B") étant deux couples de points homologues, les
cercles de diameétres AA" et BB’ sont sécants (proposition 3.4) ; soit O un des points
d’intersection de ces cercles; (OA, OA") et (OB, OB’) sont alors deux couples de
droites orthogonales et 6 coincide avec la projection sur la droite d de I'involution
canonique de O*.

Si d n’est pas une involution, il existe une involution elliptique 6 qui commute
avec o (exercice 7.7) ; soit O le point correspondant décrit ci-dessus ; la projection «
a partir de O sur la droite de I’infini va ainsi commuter avec [’ involution canonique
et définir un angle (proposition 4.4 et 4.8.1).

Remarque 7.7. On peut visualiser (figures 7.1 1) cette propriété sur un cercle I' centré
sur la droite a et passant par O} la projection de 8 sur I a partir de O est une
involution dont le centre est celui de I" (exercice 7.7); I’axe d’homographie de la
projection de a sur I" a partir de O, sera donc la droite de I’infini et la construction
de a(M) connaissant un point A et a(A) fait apparaitre clairement I’égalité des angles
(OA, Oa(A)) et (OM, Oa(M)).

2

Figure 7.11.

7.11 Théoréme de Chasles-Steiner

On donne une droite d et une bijection o : M +— M’ de d. Soient A et B deux points

non situés sur d.

7.11.1 Montrer que « est une homographie si et seulement si le point P = AMNBM'
appartient a une conique I'.

7.11.2 Montrer que, le cas échéant, I'homographie o est une involution si et seule-
ment si le pble de AB par rapport a I' est sur la droite d.
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Solution.
7.11.1 La premiére partie de 1’énoncé est une variante du théoréme de Chasles-
Steiner, trés économique dans les problemes.

7.11.2 Soient U, V les points d’intersection de I' et de d (figure 7.12). (On se placera
au besoin dans le complexifié.) Remarquons d’abord que les points fixes de «
sont les points d’intersection de I" et de . L’homographie o est une involution
siet seulement sil'ona (U, V,M, M) = —1 (théoréme 3.1) et, par projection
sur I, si et seulement si (U, V,A, B) = —1. D'aprés I’exercice 7.6, le pole de
AB est sur d. (On peut aussi appliquer a, puis o o o au point otl la tangente en
A a T" coupe la droite d et invoquer la proposition 3.2). Notons que lorsque o
est une involution, celle-ci coincide avec la conjugaison par rapport a I,

Figure 7.12.

Application : Construire U'image M' du point M d’une droite donnée sur laquelle on
a défini une homographie o définie par deux points fixes A et B et par un point C et
son_image C'.

Solution. On construit un cercle I" passant par A et B et on choisit un point P sur
I". La droite PC recoupe T" en L et la droite LC’ le recoupe en Q. Il est évident que
I’homographie définie ci-dessus & partir de I" et des points P et  coincide avec .
Remarque 7.8. Le méme dispositif peut étre utilisé pour construire les points d’inter-
section d’une conique et d’une droite.

Les points fixes de a sont les points d’intersection de la droite d et de la conique I'.

7.12 Dual du théoréme de Steiner

Soit un point D, a* une bijection de D”, et deux droites a,b ne contenant pas le

point D.

7.12.1 La bijection a* : d +— d’ est une homographie si et seulement si la droite
joignant les points d Na et d' N b est tangente & une conique I'.

7.12.2 Soit I" la conique ainsi associée & une homographie a* de D*; a* est une
involution si et seulement si D appartient a la polaire de a« N b par rapporta I”
(Voir exercice 7.34 (3)).

7.12.3 Les droites fixes de a* sont les tangentes a I” issues de D.
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7.13 Involution de conjugaison

Dans le prolongement de I’exercice 7.11 et avec les mémes notations, si o est une
homographie non parabolique de la droite d, I’unique involution qui commute avec «
(exercice 7.7 (2)) est I'involution de conjugaison par rapport a la conique I" engendrée
par .

Solution. Dans le complexifié, la situation est simple car la droite d coupe I" en deux
points U et V qui sont les points fixes de o et de I'involution de conjugaison y;
d’apres le théoréme 3.6, o et y commutent.

Si I’on se cantonne au plan réel, la commutation devient la seule caractérisation ;
la polarité est alors la clé des démonstrations :

le fait que o = vy si et seulement si le pole de d est sur AB vient directement
de I'exercice 7.5 (figure 7.7, page 85). Si a # y une figure commentée suffira
(figure 7.13).

Figure 7.13.

SoitMed M =oa(M), AMNBM =C.
D est le pole de d. La droite CD recoupe I en C'. Comme D € CC', L' = y(M') et
L= y(M).
D’autre part, L' = a(L).
Ainsi :
M—->M—>L e M—=L=>1I
o v v o

Y oa(M) =aoy(M)

7.14 Coniques de Maclaurin
On donne trois points A, B, § et deux droites p, g. Une droite variable passant par S
coupe p, g en P, Q. Etudier le lieu du point d’intersection des droites AP et BQ.

Solution. La correspondance AP — BQ de A* sur B* (figure 7.14, page ci-contre)
est homographique, car elle est la composée de trois homographies : la projection
de A* sur p, la projection de p sur g a partir de S et la projection de ¢ sur B*. D"apreés
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le théoreme de Chasles-Steiner, le point M = AP N BQ décrit une conique [" passant
par A et B. Il est évident que I" passe aussi par les points C = pNg,D = ASNget
E = BS N p, ce qui détermine parfaitement la conique.

Figure 7.14.

Remarques 7.9 (Cas particuliers).

» S15 appartient a la droite BC (resp. AC), latangente en Ca I” est ladroite p (resp. ¢).
Il suffit pour le montrer, d’utiliser la construction donnée au paragraphe 5.1.3.

» Si A appartient a ¢, la tangente en A a I est la droite AS.

» Si B appartient a p, la tangente en B est BS.

» Si A, B appartiennent a g, p, le point § est le pole de la droite AB.

» Siles points A, B, § sont alignés, la conique I" est dégénérée (voir I’exercice exer-
cice 2.2). On obtient ainsi un « porisme » (proposition) de Pappus, ébauche du
théoréme de Desargues : « Si un triangle variable dont les cOtés passent par
trois points fixes, a deux sommets situés sur des droites, le troisicme sommet
est également situé sur une droite. »

Remargue 7.10. Ce procédé de génération d’une conique a été énoncé en 1733 par
Maclaurin et repris en 1735 par Braikenridge. Maclaurin a utilisé ce résultat pour
démontrer le théoreme de Pascal ([C], Truité des sections coniques, § 90, p. 71).
En effet, en posant F = AP N BQ, on peut considérer 'hexagone CEBFAD et I'on a
CENFA = P,EBNAD = S, BFNCD = Q. Par construction, ces points sont alignés.

Théoréme 7.1 (Enoncé dual). On donne trois droites a, b, s et deux points P et Q. Si
les droites p, g des faisceaux P*, Q" se coupent sur la droite s, la droite qui joint les
points p N a et g N b enveloppe une conique I'* définie par les droites a, b, PQ et par
les droites gui joignent P au point b N\ s et Q au point a N s.

e —— e ———— e

7.15 Constructions a la régle

Soit I une conique définie par les points A, B,C, D, E. Une droite d passant par A
recoupe la conique en un point A" que I’on demande de construire. Construire aussi
la tangente a la conique au point A.

Solution. Ladonnée des cing points A, B, C, D, E permet de reconstituer la génération
d’une conique donnée par Maclaurin (exercice 7.14). Avec les notations de cet
exercice, posons p = CE, g = CD, S = AD N BE.
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— Pour construire le point A’, on détermine les points S = ADNBE, P = d N CE
et Q =PSNCD. Alors A" = d N BQ.

— Pour construire la tangente, on détermine les points S = ADNBE, Q = ABNCD
et R = SONCE. La tangente cherchée est la droite AR d’aprés le paragraphe 5.1.3.

Aussi, on peut construire « a la régle » la conique point par point.

Remarque 7.11. En se reportant aux cas particuliers 2 et 3 de I'exercice 7.14, on
construira de méme des points d’une conique définie par quatre points et une tangente
en I’un de ces points ou définie par trois points et les tangentes en deux de ces points.
Dualement, on sait construire la deuxiéme tangente issue d’un point situé sur une
tangente d’une conique définie par cing de ses tangentes. On peut aussi construire les
points de contact correspondants.

L B e

7.16 Diamétres conjugués d’une conique a centre

Soit I une conique d’un plan affine, de centre O. Considérons trois points A, B, C
de I". Montrer que :

7.16.1 Les directions des droites AC et BC sont conjuguées par rapport a I" si et
seulement si A et B sont diamétralement opposés sur ™ (figure 7.15).

?

7.16.2 SiM est le milieu de BC, les directions de BC et d’une droite i passant par M
sont conjuguées par rapport a I si et seulement si m est un diametre de T

WAANAVANANAVANAN

Figure 7.15.

Solution.

7.16.1 Soit d, ladroite de I'infini de la carte correspondante. D’ aprés I'exercice 7.11,
deux points P, P’ de d., tels que les droites AP, BP se coupent sur [, sont
conjugués par rapport a [ si et seulement si la droite AB passe par le pole de
d~, ce qui prouve que AB est un diametre de T

7.16.2 Cette proposition découle de la précédente par application du théoréme de

Thales. On peut aussi I’obtenir en considérant la polaire du point a I'infini
de BC.
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Remarques 7.12.

> Lorsque I' est un cercle, deux directions conjuguées sont orthogonales et 'on
retrouve 1’énoncé classique : « La polaire d’un point par rapport & un cercle est
orthogonale au diametre qui passe par ce point. »

» Lorsque I" est une parabole, le lieu des milieux des cordes paraliéles a une direction
donnée est une paralléle a I'axe.

7.17 Nature d'une conique affine
Soient A et B deux points donnés d’une carte affine. Déterminer les points a I'infini
de la conique définie par une homographie o : A* — B*.

Solution. Si la conique I” est délinie par cinq points, choisissons judicieusement deux
de ces points, disons A et B. Soit a I"homographie telle que AC +— BC, AD +— BD,
AE +— BE out C, D, E sont les trois autres points.

— Premicére solution. On applique I’exercice 7.11 ou d est la droite de I'infini de la
carte. Les points fixes de I'homographie ainsi définie sont les points a Iinfini de T".
Pour construire ces points on applique le paragraphe 5.3.

— Deuxiéme solution. Les points & I'infini de [ sont aussi les points fixes de I’involu-
tion définie sur d., par la conjugaison par rapport a I'. Connaissant «, 1l est facile
de déterminer cette involution. En effet, le paragraphe 5.1.3 permet d’obtenir trois
points de I" et leurs tangentes. L'exercice 7.16 permet la détermination de deux
couples de directions conjuguées.

Remarque 7.13. Si AB est un diametre, o est I'involution due a la conjugaison, et les

deux solutions se rejoignent (exercice 7.16).

——a e e

7.18 Centre d’une conique
Déterminer le centre d'une conique définie par cing points ou par cing tangentes.

Solution. Supposons la conique définie par cing de ses points. L'exercice 7.15 indique
comment construire les tangentes en ces points. Dualement, la connaissance de cing
tangentes permet la construction des points de contact.

Pour déterminer le centre de la conique, donnons-nous trois points A, B, C et leurs
tangentes a, b, ¢. Posons P = aNbet Q = bNc. L'exercice 7.16 montre les droites
joignant P au milieu de AB et Q au milicu de BC sont des diametres. Si ces droites se
coupent en un point O, ce point est le centre de ["; si elles sont paralléles, I" est une
parabole.

Remarque 7.14. La paralléle a AB (resp. BC) passant par O est le diamétre conjugué
du diametre PO (resp. QO). On peut ensuite construire les axes (exercice 7.19) a
partir de deux couples de diameétres conjugués.

_— ——— e ———

7.19 Constructions des axes d'une conique a centre
Construire les axes d’une ellipse dont on connait le centre O et deux points A, B tels
que les droites OA et OB soient des diameétres conjugués.
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Solution. L’application y qui a un diametre associe le diameétre conjugué est une
involution de O*. Les axes sont deux droites orthogonales homologues pour y. Pour
les construire, il faut connaitre un deuxi¢me couple de diamétres conjugués qu’on
obtient en construisant le parallélogramme circonscrit a I'ellipse en A et en B. Les
diagonales de ce parallélogramme sont alors deux diameétres conjugués (exercice 7.5).

On utilise ensuite la construction décrite dans I’exercice 7.9. Sur un cercle I" de
centre C et passant par O, on projette y. On obtient ainsi une involution y’ du cercle
dont on détermine le centre /. Le diametre C/I coupe alors le cercle en deux points U, V
qui sont homologues pour y'. Les droites QU et OV sont les axes cherchés.

7.20 Conique a point de vue harmonique

On donne deux points A, B et une conique I". Déterminer le lieu des points P tels que
les tangentes a I" issues de P soient conjuguées par rapport aux droites PA et PB.
Donner I’énoncé dual,

Solution. Les droites PA et PB sont conjuguées par rapport aux tangentes a I issues
de P si et seulement si la droite PB contient le pole P’ de PA. Si les points A et B sont
conjugués par rapport a [, le lieu cherché est évidemment constitué par les droites
KA et KB si K est le pole de AB par rapport a I

Envisageons maintenant le cas ol A et B ne sont pas conjugués par rapporta I". A
chaque droite p passant par A, associons la droite g qui joint B au pole P’ de p. Le
lieu cherché est I’ensemble des points p N ¢ lorsque p pivote autour de A. C’est une
conique §2 car 'application o : p +— ¢ est homographique (théoréme de Chasles-
Steiner). En effet, on passe de p & g en composant I'homographie p — p' de A* sur
la polaire & de A par rapport & [" et la projection de ¢ sur B*.

Celte conique est dégénérée si et seulement I"homographie o transforme la
droite AB en BA c’est-a-dire, si et seulement si AB est tangente 4 I'.

Précisons €2 lorsque celle-ci n’est pas dégénérée. On obtient les tangentes en A
et B en prenant |'image réciproque et I’image de AB pour I"homographie o (5.1.3).
On trouve facilement que ces tangentes passent par le péle de AB par rapporta I". La
droite AB a donc méme pole par rapport a I" et par rapport a €2. On vérifie aussi sans
peine que €2 contient les points de contact des tangentes issues de A a ['. Comme les
points A et B jouent un rdle symétrique, €2 contient les points de contact des tangentes
issues de B.

Remarque 7.15. On montre facilement qu’il existe une infinité de quadrangles PROS
inscrits dans $2 et dont les cOtés PR, RQ. QS, SP sont tangents a I". En effet, soit P
un point de 2. Les tangentes u, v a I qui sont issues de P coupent la droite AB
en deux points U, V conjugués par rapport a A, B. Les tangentes «',v" a [ qui sont
issues de U, V et autres que «, v, se coupent en . Comme les droites QU, QV sont
conjuguées par rapport au droites QA, OB, le point Q appartient a £2. On montre de
méme que les points # M ' et ' M v appartiennent a 2.

Remarque 7.16 (Enoncé dual). « SoitI" une conique et a, b deux droites. L’ enveloppe
des droites 2 qui coupent a, b en deux points conjugués par rapport & I” est en général
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une conique £2 qui est tangente aux droites a et b. Cette conique est dégénérée lorsque
a N b appartient a I" ou lorsque « et b sont conjuguées par rapport a I'. La polaire de
a M b par rapport a §2 est la polaire du mé&me point par rapport a I'. »

La conique €2 contient les tangentes issues des pdles de a et de b par rapport a I'.
Il existe une infinité de quadrilatéres circonscrits a £ et ayant quatre sommets sur I'.

7.21 Le cercle orthoptique
Déterminer le lieu des points d’ol I’on peut mener des tangentes orthogonales a une
conique.

Figure 7,16.

Solution. On se place dans le complexifié et I’on désigne par 7,/ les points cycliques.
Le lieu des points d’ou ’on peut mener a une conique [” des tangentes orthogonales
est le lieu des points P tels que les tangentes issues de P a [ soient conjuguées par
rapport aux droites P/ et PJ. 1] suffit alors d’appliquer I'exercice 7.20.

7.22 Droite orthoptique ; cas de la parabole

Ftude du cas particulier de exercice 7.20, lorsque la droite AB est tangente 2 la
conique I".

Solution. Soient a et b les tangentes a " issues de A et de B, autres que AB ; et soient
U, V les points de contact. L homographie a de A* dans B* décrite dans I'exercice 7.20
montre qu'alors a : AB — BA, donc que le lieu cherché est une conique dégénérée ,
il est clair que UV est la seconde droite de cette conique dégénérée. Si A et B sont, sur
la droite de I’infini, le points cycliques, I" est une parabole, le point F = a¢ N b en est
le foyer et la droite UV, la directrice. Ainsi, dans un plan affine, la directrice d’une
parabole est le lieu des points d’ou I’on peut mener deux tangentes orthogonales.

Notons que la situation apparait plus clairement quand on se refere a I'exercice 7.6
et a la proposition 5.7. Voir 4 ce sujet le probléeme 8.71.
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Figure 7.17.

Remarques 7.17. Résumons les exercices 7.21 et 7.22 :

» Si IJ n’est pas tangente a I" ou si [ et J ne sont pas conjugués par rapport a I', le
lieu cherché est un cercle $2 appelé le cercle orthoptique de I'. Son centre coincide
avec celui de I' ; il coupe I' aux points (imaginaires) ou I rencontre les directrices ;
il existe une infinité de rectangles inscrits & 2 et tangents & I

» SilJesttangentea I (ce qui signifie que I est une parabole), la conique 2 dégénére
en deux droites : la directrice et la droite de I’infini.

» Si I et J sont conjugués par rapport a I' (ce qui est le cas lorsque I' est une
hyperbole équilatére), le lieu cherché est constitué par les droites (imaginaires)
01, OJ en désignant par O le centre de I’hyperbole. On obtient ainsi le cercle de
rayon nul d’équation X + ¥? = 0.

En revenant au cas affine réel, cela donne les résultats suivants :

» si " est une ellipse, €2 est un cercle réel ;

» si [ est une parabole, 2 est la directrice ;

» si I" est une hyperbole équilatere, €2 est le centre de I';

> si [ est une hyperbole située dans 1’angle aigu formé par les asymptotes, 2 est la
partie d’un cercle situé dans I’angle obtus ;

(a) (b) (c)
Figure 7.18.
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» si I" est une hyperbole située dans 1’angle obtus formé par les asymptotes, Q2 est
vide ;
» si I" dégénére en deux points A et B, la conique 2 est le cercle de diamétre AB.

7.23 Le cercle — Arc capable

Etant donné deux points A et B du plan euclidien, I’'ensemble des points M tels que
I"angle de droites (AM, BM) soit constant est un cercle passant par les points A et B
(théoreme dit « de I'arc capable »).

Solution. Nous donnons cet énoncé bien connu afin de préciser le cadre projectif
dans lequel nous évoluons et le vocabulaire afférent.

Le cercle : si I’on veut définir le cercle sans avoir recours a la notion de distance on
se souviendra que, dans un triangle rectangle, le sommet de I'angle droit est sur un
cercle ; I'hypothénuse du triangle est un diametre de ce cercle.

On retrouve cette construction en appliquant I’exercice 7.13 dans le cas ot la droite
d est la droite de Iinfini et oit 'homographie « est I'involution canonique définissant
1"orthogonalité.

Dans une carte euclidienne du plan projectif réel, le cercle est donc une conique par
rapport a laquelle I’involution canonique de d,, est I’involution de conjugaison.

SiI’on se place dans le complexifié, on pourra dire qu'un cercle est une conique
qui passe par les points fixes de cette involution canonique ; ces points, qui sont
complexes conjugués, s’appellent les points cycliques.

Les angles : pour revenir a notre énoncé, plagons sur le cercle I' deux points A et B;
si la droite AB ne passe pas par le centre de I, d’aprés 'exercice 7.11, pour tout
point M de T', les points a I'infini des droites AM et BM se correspondent dans une
homographie qui commute avec I"involution de conjugaison, c¢’est-a-dire, I’involution
canonique. Avec |'exercice 7.11, la réciproque est sans aucune difficulté. Une telle
homographie dont les points fixes sont les points cycliques, définit un angle de
droites. Pour €clairer cette définition, une rotation peut donner une bonne image des
angles ; or une rotation se décompose en produit de deux symétries orthogonales ; la
restriction de ces symétries a d. commutent avec 1’involution canonique donc aussi
leur produit; on retrouve ainsi notre homographie qui commute avec 1'involution
canonique.

C' c

Figure 7.19.
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7.24 Condition pour qu‘un cercle appartienne a un faisceau

Soit F un faisceau de coniques n’ayant pas de points de base sur la droite de I’infini.
On désigne par 3 I’involution que donne ¥ sur la droite de I'infini et par o I involution
canonique qui définit I’orthogonalité. Les propositions suivantes sont équivalentes :
7.24.1 ¥ contient un cercle.

7.24.2 3 échange les points cycliques (les points fixes de § sont orthogonaux).
7.24.3 30 est une involution distincte de 1" identité.
7.24.4 Toutes les coniques de & ont mémes directions d’axes.

Solution.

7.24.1 Si F contient un cercle, 3 échange les points cycliques 7 et J (théoréme 6.1).
Comme ces points sont les points fixes de o, 1'exercice 7.7 montre que 8 eto
‘commutent. I en résulte que 8§ o o est donc une involution, (proposition 3.4)

7.24.2 Si 8 o o est une involution, o échange les points fixes U,V qui sont alors
orthogonaux de 8. Les diametres qui passent par ces points sont donc¢ ortho-
gonaux. Comme ils sont aussi conjugués par rapport a toutes les coniques de
F (proposition 6.8), ce sont les axes des coniques du faisceau.

7.24.3 Si toutes les coniques de F ont mémes directions d’axes, les points a I'infini
de ces axes sont conjugués par rapport a toutes les coniques de . Ce sont
donc les points fixes U, V de 8. Comme les axes sont orthogonaux, on a la
relation (/,J, U, V) = —1 qui exprime que /,J sont échangés par 3. Il existe
donc une conique I" du faisceau qui passe par les points cycliques, ce qui
prouve que I est un cercle.

Corollaire 7.1. Si un faisceau de coniques contient un cercle et une hyperbole équila-
tere (voir 'exercice 7.29), les points fixes de Soc sont les points a I'infini de I hyperbole
équilatere J€ du faisceau. Cette homographie coincide avec I'involution y définie par
la conjugaison par rapport a #. On retiendra la formule y = $ o 0.

7.25 Une forme duale de I'exercice 7.24 : foyer d’une conique

Soit £~ un faisceau tangentiel de coniques et un point F. Une condition nécessaire
et suffisante pour que F soit le foyer d’une conique de F* est que I'involution de
Desargues 3* de F* relativement 3 £ * commute avec o* I'involution canonique de F.

Solution. Un point F est le foyer d’une conique I” si les tangentes a I issues de F sont
les droites isotropes (qui passent par les points cycliques (4.7)) ; ces droites isotropes
seront tangentes a une conique de ¥ * si 8* les échange, condition qui implique que
les droites fixes de 8* sont orthogonales (proposition 4.3).

Cela peut encore s’exprimer en disant que 3* et o commutent (exercice 7.7)
ou encore, que les droites fixes de §* sont bissectrices de tout couple de droites
homologues, ¢’est-a-dire que 8" est, dans le plan euclidien, une symétrie axiale (voir
exercice 7.26).
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TasLEAu 7.1. Involutions de Desargues d'un faisceau,

Faisceauxponctuels | ~ Faisceaux tangentiels
coniques dégénérées
(AB, CDy, (AD, BC), (AC, DB) (M, M=), (L3, L'5), (NF, N'®)

A
B
D C
d
M N'L AN Y
d:l=LU M- MN->N 3 :DL — DU, DM — DM', DN — DN’
(a, BC), (AB, AC) (M*, M), (L%, L")
A
S:L—>L' M- M 5*: DL — DL’, DM — DM’
(SA, SB), (AB)? (L, L"), (u*?

8: U pointfixe, L — L' 8" : DU droite fixe, DL — DL’
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N.B. Pour une bonne utilisation des énoncés des exercices 7.24 et 7.25, il est indis-
pensable de bien connaitre les involutions de Desargues (6.1 et 6.2) attachées aux
différents types de faisceaux. (cf. tableau 7.1, page précédente)

- e —— = o——

7.26 Symeétrie par rapport a une bissectrice dans un triangle

Soit ABC un triangle, @ la tangente en A au cercle ABC. Le faisceau F des coniques

passant par les points A, B8, C et tangentes en A a la droite a, définit sur la droite de

I'infini I'involution de Desargues 3 (théoréme 6.1).

7.26.1 Montrer que & coincide avec la projection, sur la droite de I’infini, de I"invo-
lution 6 de A*, obtenue par la symétrie par rapport a une bissectrice de I'angle
(AB,AC).

7.26.2 Montrer que 6 échange la tangente a et une paralléle & BC passant par A et
échange le diamétre AQ du cercle ABC et la hauteur AH du triangle ABC.

Solution. Nous nous placerons dans le complexilié d’une carte euclidienne du plan

projectif.

7.26.1 Le faisceau F contient le cercle ABC et la conique dégénérée (AB,AC) ;
d’aprés le théoreme 6.1 § échangera les points cycliques et aussi les points &
I’infini des droites AB et AC. Sur ces deux couples de points, la projection 6
de A* coincide car les droites fixes de 6 sont orthogonales et 8 échange les
droites AB et AC.

7.26.2 Le couple de droites (a, BC) forine une conique dégénérée de F donc, d’apres
le théoreme 6.1, on a:

8(00,) = 00pc

et 8(og,) est le point a I'infini de 6(«a).
Le diamétre AO étant orthogonal i la tangente a. I'image par 6 de AO est orthogo-
nale a 8(a) c’est-a-dire a BC.
Remarque 7.18. L’ image par 8 de la médiane est le symédiane (cf. probléeme 8.17).

e —— i L e S TYRETT]

7.27 Cercles et triangles

Sur les cotés AB et AC d’un triangle ABC, on place respectivement les points P et Q.
Montrer que les points B, C. P, Q sont cocycliques si et seulement si PQ est paral-

lele a la tangente en A au cercle circonscrit 8 ABC. (Cette tangente étant elle-méme

parallele a un c6t€ du triangle podaire de ABC.)

Solution. La solution va s appuyer sur les propriétés énoncées dans 1’exercice 7.26;
soit F le faisceau des coniques passant par A, B, C et tangentes en A a la droite ¢, la
tangente au cercle ABC, et soit F' le faisceau des coniques circonscrites au quadrangle
BCPQ. On désigne par 8 et 8’ les involutions de d., liées a ces faisceaux.

Si B, C, P, Q sont cocycliques & et & coincident sur les points cycliques et sur les
points a I'infini des droites AB et AC; on a donc 8 = &' et d’apres 'exercice 7.26, &
transforme oo en o0, et on aura donc §'(0opc) = oopp = oc¢, autrement dit, PQ
est parallele a la tangente «. La réciproque se fait de méme.
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Remarques 7.19.

» Soient B' et C’ les pieds des hauteurs du triangle ABC issues de B et de C ; comme
B’ et C' sont sur le cercle de diamétre BC, B'C’ est parallele a la tangente en A au
cercle ABC.

» Le segment [PQ] est parallele 2 B'C’ si et seulement si le milieu de {PQ] est
sur la symédiane issue de A. D’aprés 'exercice 7.26, la symétrie par rapport a
la bissectrice issue de A transforme [PQ] en un segment [Q'P'] (Q' € AB,P' €
AC) paralléle a BC le milieu de [Q'F’] est alors sur la médiane issue de A et
réciproquement.

Les illustrations des situations fréquemment rencontrées dans les problemes sont
regroupées dans le tableau 7.2.

TaBLEAU 7.2.
a A a A )
P Q P Q
[ ]
B 0 B
C C
PQ | a. PQ |l a QR | AB, PS | AC.
P
A
e
a
PiQy || P2Q: || a. PQ i a.

— e

7.28 Cercles de Monge d’un faisceau tangentiel

Soit ' une conique définie tangentiellement. D apres I'exercice 7.21, le lieu des
points du plan ol passent deux tangentes orthogonales de I'enveloppe est en général
un cercle appelé cercle de Monge de I' ou encore cercle orthoptique. A chaque
conique I" d’un faisceau tangentiel de F*, on associe son cercle de Monge [".
Montrer que les cercles I forment un faisceau ponctuel. Retrouver ensuite quelques
résultats connus en considérant le faisceau des coniques tangentes aux cotés d’un
quadrilatére complet.

Solution. Soient I'}, I'; deux coniques de F* et I'|, I'; leurs cercles de Monge. Si A
appartient a [} N T, considérons I’involution de Desargues de A* définie par #*. Les
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tangentes issues de A a I} et ['; forment deux couples de droites homologues pour
cette involution et sont conjuguées par rapport aux droites Al, AJ. Par conséquent,
tout couple de droites homologues est conjugué par rapport 2/, J. On voit ainsi que les
tangentes issues de A a toute conique [" de ¥ * sont orthogonales. Par conséquent, le
cercle de Monge de I" passe par A. 1] passe de méme par le second point d’intersection
de I'| et de I'}. Les cercles de Monge des coniques de F* forment alors un faisceau.

Application : Soient abced un quadrilatére et F* le fuisceau des coniques tangentes

aux coteés.

» Les cercles avant pour diameétres les segments joignant les sommets opposés d’un
quadrilatére appartiennent & un faisceau de cercles. En effet, les sommets opposés
du quadrilatére constituent les coniques dégénérées du faisceau des conigues
tangentes aux quatre droites di quadrilatére. On retrouve ainsi que les milieux des
diagonales d'un quadrilatére complet son alignés (exercice 7.1).

» Si un des cotés du quadrilatére est la droite de Uinfini, toutes les coniques du
faisceau sont des paraboles. Les cercles de Monge de ce faisceau forment alors
un faisceau de droites ; trois de ces droites, joignant les sommets opposés du
quadrilatére sont les hauteurs du triangle formé par les trois droites a distance
fiie. On retrouve ainsi gue les hauteurs d’un triangle sonl concourantes, que
l'orthocentre d'un triangle circonscrit a une parabole appartient a la directrice de
cette parabole.

» Si les quatre droites du quadrilatére sont a distance finie, il existe une parabole
dans le fuiscean F*. La directrice de cette parabole est I'axe radical du faisceau
des cercles de Monge de F* et les orthocentres des quatre triangles forinés par
trois des quatre droites du quadrilatére sont alignés sur 'axe radical, donc sur
une droite orthogonale a la droite des centres (exercice 7.2).

7.29 Coniques particuliéres d’un faisceau ponctuel
Montrer que tout faisceau ponctuel n’ayant pas de points de base sur la droite de
I’infini contient en général deux paraboles et une hyperbole équilatere.

Solution. D’ apres le grand théoréme de Desargues, il y a deux coniques du faisceau
tangentes a une droite donnée. Si cette droite est la droite de I'infini, ces coniques
sont par définition des paraboles. Les points de contact, qui donnent la direction des
axes, sont les points fixes de I'involution de Desargues. La conique du faisceau qui
correspond 2 ces points est une hyperbole équilatére. Si I’involution définie sur la
droite de I’infini est I'involution canonique, toutes les coniques du faisceau sont des
hyperboles équilatéres. L’exercice 7.9 montre que cette involution posséde un couple
de points homologues qui le sont aussi pour I'involution canonique, d’oii le résultat
annonce.

Remarques 7.20.

» Une parabole peut dégénérer en une droite double ; ¢’est en particulier le cas de
la droite joignant les points de contact dans un faisceau de type II. Une hyperbole
équilatére peut dégénérer en deux droites rectangulaires.
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» Les paraboles peuvent ne pas étre réelles. Par contre 1'hyperbole équilatere est
toujours réelle (paragraphe 4.7).

7.30 Centres des coniques d’un faisceau contenant un cercle

Soit ¥ un faisceau de coniques contenant un cercle et n’ayant aucun point de base
sur la droite de I'infini. Montrer que le lieu des centres des coniques de ¥ est une
hyperbole équilatere ayant pour asymptotes les axes des deux paraboles du faisceau.

Solution. D’apres le grand théoréeme de Desargues, le lieu des centres des coniques
du faisceau est une conique €2 (la conique des onze points du faisceau). Cette conique
passe par les points fixes U, V de I'involution que donne F sur la droite de I'infini.
D’apres I'exercice 7.24, les points U et V sont conjugués par rapport aux points
cycliques : €2 est donc une hyperbole équilatére.

Si on se rappelle la démonstration de la proposition 6.9, on constate que Q est
décrite par une homographie de U* dans V* qui a la polaire p € U* de V par rapport
a une conique I' de F associe la polaire p' € V* de U par rapport & cette méme
conique. Lorsque I" est la parabole Py tangente a la droite de I'infini en V, la droite p
coincide avec la droite UV, ce qui montre que p’ est I'axe de la parabole 5. On voit
de méme que lorsque I" est la parabole #y tangente a la droite de I'infini en U, la
droite p coincide avec la droite de I'infini et p’ est I'axe de la parabole #y,. Ainsi, les
asymptotes de €2 sont les axes des deux paraboles du faisceau.

7.31 Faisceau d’hyperboles équilatéres

Si un faisceau de coniques contient deux hyperboles équilateres Jf| et ¢, ayant des
points a I'infini distincts, alors toutes les coniques du faisceau sont des hyperboles
équilatéres. En application du résultat précédent, montrer que 1'orthocentre d’un
triangle inscrit dans une conique I' appartient a cette conique si et seulement si
celle-ci est une hyperbole équilatére.

Solution. La droite de I'infini est une droite de Desargues pour le faisceau F engendré
par #) et #>. L'involution 8 définie par F sur la droite de I'infini coincide avec
I"involution canonique o sur les deux couples de points que constituent les points
a I'infini des hyperboles équilateres F¢, et F#. Ces deux involutions sont donc
égales. Par conséquent, toute conique I" de F coupe la droite de I'infini en deux
points homologues pour o, ce qui montre que I" est donc une hyperbole équilatére.
Remarquons qu’aucune ellipse ne peut appartenir & ¥ . Sinon, elle couperait la
droite de I'infini en deux points complexes conjugués homologues pour o, ce qui
est impossible (remarque du paragraphe 4.7).

Application : Une hyperbole équilatére circonscrite ¢ un triangle ABC, passe par
l'orthocentre D de ce triangle.

En effet, la hauteur issue de A coupe F en D. Montrons que D est I'orthocentre
de ABC. Le faisceau engendré par 3 et par le couple de droites AD ¢t BC ne
contient (d'apres le résultar démoniré ci-dessus) que des hyperboles équilatéres. Les
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couples de droites (BD,AC) d'une part et (CD,AB) d’autre part — qui constituent
des coniques dégénérées du faisceau — sont donc orthogonales, ce qui montre que
D est bien I'orthocentre du triangle.

Réciproguement, toute conique I gui passe par les sommets d'un triangle ABC
et par son orthocentre H, est une hyperbole équilatere. Considérons le faisceau des
conigues qui passent par les sommets du triangle. Le point H appartient a T et aux
hyperboles équilatéres dégénérées constituées par les couples de droites (AH, BC) et
(BH,AC). La proposition précédente montre alors que I est une hyperbole équilatére.

7.32 Cercle des neuf points
Déterminer le lieu du centre des coniques qui passent par les sommets d’un triangle
et par I'orthocentre de ce triangle.

Solution. Soit H I orthocentre du triangle ABC (figure 7.20). Les coniques qui passent
par A, B, C, H forment un faisceau F et le lieu de leurs centres est une conique [
dont on connait neuf points i distance finie et deux points & I"infini (proposition 6.9).
Les points a I'infini sont les points doubles de 'involution de Desargues. D apres
I'exercice 7.30, les coniques de F sont des hyperboles équilateres. I en résulte que
les points fixes de I'involution de Desargues sont les points cycliques, ce qui prouve
que I" est un cercle. D apreés la proposition 6.9, ce cercle passe par les milieux des
cdtés du quadrangle ABCH., ¢’est-a-dire par les milieux des c6tés du triangle ABC et
par les milieux des segments AH, BH, CH. Ce cercle passe également par les trois
sommets diagonaux qui sont ici les pieds des hauteurs du triangle.

A

Figure 7.20.

Le cercle T est appelé « cercle des neuf points » ou « cercle d’Euler » du tri-
angle ABC ; il est homothétique du cercle ABC; I'orthocentre et le barycentre du
triangle ABC sont les centres des deux homothéties, le rapport d’homothétie étant
et —1L: le centre de I' est le milieu du segment OH (ol O est le centre du cercle
ABC); il est sur la droite d’Euler du triangle.
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e

7.33 Montrer que dans un faisceau de coniques tangentielles, il existe en général
une parabole et deux hyperboles équilatéres.

Solution. Soit F* un faisceau tangentiel pour lequel d,, n’est pas une tangente de
base. Il existe une conique unique de ¥~ tangente a d, qui est est donc une parabole.
(proposition 6.16)

Remarques 7.21.

» Si dy. ne contient pas de conique dégénérée, les centres des coniques du faisceau

F* appartiennent & une droite c. Il est alors évident que le point a I'infini de ¢
donne la direction de I’axe de la parabole.
D’aprés I'exercice 7.36, les cercles orthoptiques des coniques de ¥ * forment un
faisceau 2. Soient A, B les points de base autres que les points cycliques 7,/
de ce faisceau. L'involution induite par Q sur la droite des centres a deux points
fixes U, V. 1l est facile de vérifier que ces points sont les points d’intersection
respectifs des droites /A, JB et JA, IB. Or la droite des centres des coniques de €2
est aussi la droite des centres des coniques de ¥*. Le cercle orthoptique d’une
hyperbole équilatére étant constitué par des droites isotropes, il est aisé de se
convaincre que U et V sont les centres d’hyperboles équilatéres de F* et qu’il n’y
en a pas d autres.

» Si F* est de type 1, la droite des centres est la droite qui joint le milieu des
diagonales du quadrilatére formé par les tangentes de base de F*.

——

7.34 Propriétés focales d'une conique

Soit F' le foyer d’une conique I" et d la directrice correspondante.

7.34.1 Si M est le point de contact d’une tangente issue d’un point D de d, alors
I'angle (FD, FM) est droit (figure 7.21a).

7.34.2 Si a est une droite qui coupe T en P, Q et si D est le point d’intersection de
d et de a, la droite FD est I'une des bissectrices de I'angle (FP, FQ) ; |'autre
bissectrice passe par le pdle A de a (figure 7.21b).

7.34.3 Siune tangente variable coupe les tangentes AP,AQ en S, T, I'angle (FS, FT)
est constant (figure 7.21¢).

——

Solution.
7.34.1 Ladroite FM étant la polaire de D, les droites FD, FM sont donc conjuguées
par rapport aux droites FI, F.J si I et J sont les points cycliques (exercice 7.4).

D

(a) (b) (c)
Figure 7.21.
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Par conséquent, les droites FM et FD sont orthogonales. Le résultat peut
encore s’énoncer ainsi : « Un point de la directrice d’un foyer F se projette
orthogonalement en F sur sa polaire. »

7.34.2 Comme A est le pole de a, les droites FA, FD sont conjuguées par rapport
aux droites FP, FQ. D’aprés 1., les droites FA et FD sont orthogonales.
L'exercice 7.27 montre alors que les droites FP et FQ sont les bissectrices de
I’angle (FP, FQ).

7.34.3 Ce résultat est conséquence immédiate de la définition du birapport de quatre
tangentes (théoréme 5.9). En appliquant la partie 2., on peut préciser ce birap-
port. Soit M le point de contact de I" avec ST. On a (FM, FS) = %(FM,FP}
et (FM, FT) = 3(FM, FQ). En retranchant membre & membre ces égalités on
obtient (FS, FT) = 3(FP,FQ) (mod.n). (Cette derniére égalité est évidente
pour un cercle de centre F.)

On peut aussi considérer I’homographie o* de F* associée a la conique I'* comme
celaest décrit dans 'exercice 7.12, proposition duale de I’exercice 7.11. Les tangentes
issues de F sont les droites fixes de a* ; comme par définition de F les tangentes sont
les droites isotropes, a* définit un angle (4.8.1 et exercice 7.23).

i e e e et £ R e

7.35 Coniques homofocales. Théoréme de Poncelet

Soit F* un faisceau de coniques ayant mémes foyers F et F'. (On dit que ce sont des

coniques homofocales.)

7.35.1 Les tangentes ¢ et /' aux coniques de F* issues d’un point M non situé sur
I’axe focal et les droites MF, MF' ont mémes bissectrices (figure 7.22a).

7.35.2 Par tout point M non situé sur I’axe focal, il passe deux coniques de ¥*. Ces
coniques sont tangentes aux bissectrices de 'angle (MF, MF"). La conique
tangente i la bissectrice intérieure est une hyperbole, la conique tangente a la
bissectrice extérieure est une ellipse (figure 7.22b).

Solution. Soient ] et J les points cycliques. Les couples (7%, J*) et (F*, F*) constituent
des coniques dégénérées du faisceau. Ainsi, pour tout point M, I"involution de M*
définie par F* échange les droites (M1, MJ), (MF,MF"), (t,t") qui sont alors conju-
guées par rapport aux droites fixes de |'involution. Comme elles sont conjuguées par
rapport aux droites MI et MJ, les droites fixes de I'involution sont orthogonales.

Figure 7.22,
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7.35.1 Compte tenu de la remarque précédente et de 4.8.1, les droites fixes sont les
bissectrices des angles (r,1') et (MF,MF").

7.35.2 D’apres le dual du grand théoréme de Desargues, les tangentes aux deux
coniques qui passent par un point M sont les droites fixes de I'involution de
Desargues définie sur M*. Ce sont donc les bissectrices de I'angle (MF, MF")
(paragraphe 4.8).

Remargue 7.22. En considérant le faisceau des paraboles ayant méme foyer et méme
axe, si @ est la parallele a I'axe passant par M, on obtient des résultats analogues
en remplagant « angle (MF,MF') » par « angle (MF,a) ». En effet, les coniques
dégénérées de ce faisceau sont les couples (I*,J*) et (F*,U*) ol U est le point i
I'infini des paraboles.

7.36 Triangles conjugués

Soient POR un triangle et A un point qui n’appartient pas aux cdtés de ce triangle.
Les coniques qui passent par A et qui admettent ce triangle pour triangle autopolaire
forment un faisceau.

Solution. Soit p € P* la droite conjuguée de PA par rapport aux droites PQ, PR
et soit ¢ € (" la droite conjuguée de QA par rapport aux droites QP, QR. Posons
B=pNQA, D=gNPAetC = pngq. Lepoint C appartient 2 la droite RA qui
est la conjuguée de BD par rapport aux droites RP, RQ (exercice 7.2). Le quadrangle
abcd admet le triangle POR pour triangle diagonal. Le résultat demandé en découle
immeédiatement car on retrouve une configuration classique (exercice 7.5).

7.37 Triangle conjugué par rapport a une conique

Soient POR un triangle, A un point qui n’appartient pas aux cotés du triangle et a
une droite qui ne passe par aucun des sommets du triangle. Montrer qu’il existe une
conique I" et une seule par rapport a laquelle le triangle POR est conjugué et telle que
a soit la polaire de A. Application : montrer qu'il existe un cercle et un seul admettant
PQR pour triangle conjugué.

Solution. On se placera dans le complexifié d’une carte euclide. Si une telle conique
I" existe, le troisieme théoréeme de Desargues (6.1) montre que I'involution induite
par le quadrangle PORA sur la droite a coincide avec I'involution définie par la
conjugaison par rapport a I'. Cette conique passe donc par les points fixes de cette
involution ; I'exercice 7.37 montre qu’elle est unique.

Réciproquement, soient U et V les points fixes de I'involution définie sur « par
le quadrangle PORA. L’exercice 7.36 montre que les coniques passant par U et qui
admettent POR pour triangle conjugué forment un faisceau. Il existe une conique de
ce faisceau qui passe par V et on vérifie sans peine qu’elle est la solution de notre
probleme.



108 7 » Exercices de référence

Application : Triangle conjugué par rapport a un cercle. §’il existe un cercle Q2
admettant PQR pour triangle conjugué (figure 7.23), l'orthocentre H du triangle est
le centre de S2. En effet la droite qui joint le centre d’'un cercle au péle d’une droite
par rapport a ce cercle, est normale a cette droite (exercice 7.16). La droite de I'infini
est donc la polaire de H par rapport Q.

Figure 7.23.

Réciproquement, d’apres I'énoncé précédent (exercice 7.37) il existe une unique
conique admettant le triangle POR pour triangle conjugué et d, comme polaire
de H ; cette conique passe par les points fixes de I'involution définie sur d. par le
quadrangle POQRH qui n’est autre que I'involution canonique ; I" est donc un cercle
(proposition 4.3 et exercice 7.23).

Remarque 7.23. Ce théoréme montre que pour toute corrélation involutive du plan
projectif (voir le paragraphe 1.7), il existe une conique I' telle que la corrélation
donnée soit la polarité par rapport a cette conique.

7.38 Polarité réciproque
Etudier la transformée par polaires réciproques d’un cercle [" par rapport 4 un
cercle Q2. Enoncer la réciproque.

Solution. On sait que la transformée de I" est une conique I (§ 5.5.1). Nous allons
préciser I'". Soient O le centre de €2 et C le centre de I'. Les points cycliques /,J,
qui sont communs a [" et 4 €2, sont transformés en les tangentes O/ et OJ a Q2. Ces
deux droites sont par définition des tangentes a I’ : le point O est donc un foyer de
I". La transformation par polaires réciproques conserve la polarité. La polaire de O
par rapport a [, c’est-a-dire la directrice relative au foyer (), est donc I'image de C,
comme le montre le schéma ci-dessous.

Pl)].fgl ll'ul.;’ﬂ

Pol./I”
de —

La conique I'" aura un point & I'infini réel si et seulement si une tangente a " passe
par O, le pole de d., par rapport a 2. Il en résulte que " est une hyperbole, une
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ellipse ou une parabole selon que 1’on peut mener par O deux, z€éro ou une tangente
réelle A T.

En résumé, la transformée de ' par rapport a £ est une conique I ayant pour
foyer le centre de Q et pour directrice associée la polaire du centre de I' par rapport a
Q.La comque I est une hyperbole, une ellipse ou une parabole selon que le centre
de Q est extéricur, intéricur & I” ou situé s

Réciproquement, si I’on transforme par polaires réciproques une conique I' par
rapport 4 un cercle 2 ayant pour centre un foyer de I', la transformée est un cercle

ayant pour centre le pole de la directrice correspondante par rapport a €2.
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Chapitre 8

Problemes classiques

8.1 TRIANGLES ET CERCLES. PROBLEMES CLASSIQUES
SOUS L'ECLAIRAGE PROJECTIF

Probléme 8.1 La droite d’Euler d’un triangle
Dans un triangle ABC, I’ orthocentre H, le centre de gravité G et le centre O du cercle
circonscrit sont alignés.

Solution. Soient A| et B les pieds des médianes issues de A et de B (figure 8.1). Les
triangles ABH et A, B, O sont homothétiques car leurs cOtés, deux a deux paralleles,
se coupent sur la droite de 'infini. D’aprés le premier théoréme de Desargues, les
droites AA;, BB, et OH sont concourantes ; d’ou 1’alignement annoncé.

C

Figure 8.1.
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Remarque 8.1. La droite d’Euler contient un quatriéme point remarquable, le centre
du cercle d’Euler ou cercle des neut points (exercice 7.32).

e S VRS S S

Probléme 8.2 Dans un triangle, les trois hauteurs sont concourantes ainsi que les
trois médianes et les trois bissectrices intérieures.

Solution. Les milieux des c6tés sont les conjugués des points & I'infini de ces cOtés
par rapport aux sommets correspondants. Comme les points a I'infini des cotés sont
alignés, il résulte de I'exercice 7.3 que les médianes sont concourantes.

Soient U, V, W les points a I'infini des cotés BC, CA,AB et U, V', W' les points
a I'infini des hauteurs correspondantes. Les couples (U, U'), (V, V"), (W, W) sont
homologues pour I'involution canonique définissant I'orthogonalité de deux direc-
tions de la droite de I'infini. D apres le deuxieme théoreme de Desargues, les hauteurs
AU', BV', CW' sont concourantes.

Soient a et b les bissectrices intérieures issues des sommets A, B et .0 les
bissectrices extérieures correspondantes. Posons :

S=anb, R=dNb, P=ank', Q=danNnbhb.

Les sommets diagonaux du quadrangle PORS sont A, B et le point C' = PQ N RS.
Le point C’ coincide avec C car sur PQ, les points C', AC N PQ, BC N PQ sont tous
trois conjugués du point ABN PQ par rapport aux points P, Q (exercice 7.1) . D apreés
I'exercice 7.5, la droite CS est bissectrice de I'angle C car les droites PQ et RS sont
orthogonales ; en effet, I’involution définie sur dy, par le quadrangle PORS coincide
avec I'involution canonique, les droites a et ', b et b’ étant orthogonales.

e

Probléme 8.3 Dans un triangle non rectangle, les hauteurs sont bissectrices du
triangle « podaire », i.e., le triangle dont les sommets sont les pieds des hauteurs.

Solution. Dans le triangle ABC d’orthocentre H, le triangle podaire est le triangle
diagonal du quadrangle ABCH ; d’aprés I'exercice 7.1, deux cOtés de ce triangle
diagonal sont conjugués par rapport a la hauteur et au cté correspondants de ABC ;
ces droites, par définition (§ 4.8.1) sont bissectrices des cotés du triangle diagonal.

Remarque 8.2. Le c6té B'C' (voir figure 8.2) du triangle podaire a lui aussi ses vertus
(cf. exercice 7.27).

Figure 8.2.
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Probléme 8.4 Symétrique de I'orthocentre

Montrer que dans un triangle, le symétrique de I’orthocentre par rapport a I'un des
cOtés est sur le cercle circonscrit au triangle.

Solution. Soit H 'orthocentre d’un triangle ABC et soit H' le symétrique de H
par rapport 4 BC (figure 8.3). Les droites BH et BH' (resp. CH et CH’), qui sont
symétriques par rapport a BC, ont leurs points i I'infini conjugués harmoniques par
rapport aux points 4 I'infini U, V des droites BC, AH. 1l est alors aisé de vérifier que
I'involution & définie sur la droite de I'infini par le quadrangle ABCH’ peut s’écrire
d = o o a en désignant par o I'involution canonique et par o I'involution de points
fixes U, V. Comme o échange U, V, 'homographie ¢ o 3 est une involution, ce qui
montre que le faisceau des coniques circonscrites au quadrangle ABCH' contient un
cercle (exercice 7.24).

Figure 8.3.

Parmi les nombreuses démonstrations élémentaires de ce théoreme, nous en choi-
sissons une, rarement donnée : elle s’appuie sur les propriétés de la translation ; soit
B’ le point diamétralement opposé au sommet B sur le cercle ABC. La droite B'C est
orthogonale a BC et le quadrangle AHCRB' est un parallélogramme ; ainsi la translation

_} - - - .
de vecteur B'C transforme A en H. Le résultat attendu viendra de la décomposition

de la translation B'C en produit de symétries, I'une o, ayant pour axe le diamétre
paralleéle a BC, 'autre o1, d’axe BC; on a alors :

H=A+BC=0(01(A)) = 0s(A))

or, 6,(A) est un point du cercle ABC soit A; et 62(A|) = H, le symétrique de A, par
rapport a BC.
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Probléme 8.5 Soit un cercle I" et trois directions «, B, y. Un point A, étant choisi
sur [", on construit, sur I", A, tel que la droite AgA, soit de direction o, puis A, tel que
A\A> soit de direction B et enfin A5 tel que A;A5 soit de direction y ; partant de As, on
construit Ay, As, Ag de la méme maniére. Montrer que Ag = Ay.

Solution. L’exercice 7.8 donne immédiatement la solution : on passe de Ay a A,, de
A 4 As puis de A a A3 en composant des involutions du cercle I" dont les centres
sont les points a I’infini dans les directions a, B, y ; comme ces points sont alignés sur
la droite de I'infini, le produit y - B - a est une involution. Ce résultat est équivalent
au théoréme de Pascal (5.6).

On retrouve tres simplement cette involution de I' en composant les symétries
par rapport aux diametres de I orthogonaux aux directions a, B, y. Comme ces axes
sont concourants, passant par le centre de I', le produit des trois symétries est une
symétrie.

Probléeme 8.6 Droite de Simson d’un triangle
Montrer que les projections d un point § sur les ¢dtés d’un triangle ABC sont alignées
si et seulement si S appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.

Solution. D’ aprés le dual du deuxiéme théoréme de Desargues (3.10), les projections
de S sur les cotés du triangle ABC sont alignées si et seulement si I”’homographie o* de
§* qui aux droites SA, SB, SC associe les normales issues de § aux cotés BC, CA,AB
est une involution.

Il estimmédiat de vérifier que o, la projection de o* sur la droite de I"infini, est égale
a0o0d ou o est I’involution canonique et & I’ involution définie par le quadrangle SABC.

Or, d’apres I’exercice 7.24, o o § est une involution si et seulement si les points
S,A, B, C sont cocycliques.

Il existe de nombreuses démonstrations classiques : avec les angles, les similitudes,
etc. (voir probleme 8.23).

(a)

Figure 8.4.

Remargue 8.3. Lorsque § varie sur le cercle ABC, les droites de Simson correspon-
dantes enveloppent une hypocycloide a trois points de rebroussement (voir [C.C]
t. IIT § 384), exemple remarquable d’apparition de symétrie dans une configuration
qui n’en comporte pas. (Voir probleme 8.68.)
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Probléeme 8.7 Soit un triangle non rectangle ABC d’orthocentre H ; on désigne
par A", B', C' les symétriques de H par rapport aux cbtés BC, CA,AB. Une droite h
passant par H coupe les cotés BC et AC en P et en Q respectivement. Montrer que le
point § = A’P N B'Q est sur le cercle circonscrit au triangle ABC.

En déduire que si S est un point du cercle ABC, les symétriques de § par rapport
aux cOtés du triangle ABC sont alignés avec 1'orthocentre H.

Solution. Nous sommes en présence d’un cas particulier de I’exercice 7.14 ; lorsque h
varie, le point § décrit une conique I" qui contient les points A, B, C,A’, B ; or d"aprés
le probléeme 8.4, les points A’ et B sont sur le cercle I" circonscrit au triangle ABC.

Par construction, les droites SP et SQ sont symétriques de h par rapport aux cotés
BC et CA, respectivement ; les symétriques de § par rapport a ces cotés sont donc
sur h.

On démontre de méme en changeant de c6tés que le symétrique de § par rapport a
AB est également sur A,

Figure 8.5.

Remarque 8.4. Par une homothétie de centre S et de rapport %, on retrouve la droite
de Simson (probléme 8.6).

A ce sujet, voir encore probleéme 8.23.

Probléme 8.8 Enoncer la proposition duale, obtenue par polarité réciproque, du
théoréme relatif a la droite de Simson (probléme 8.6).

Figure 8.6.
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Solution. Soit ABC un triangle, I" le cercle inscrit, de centre O, et une droite s ; sur
s sont trois points P, Q, R tels que (OP, OA), (0Q, OB), (OR, OC) soient des couples
de droites orthogonales.

Les droites AP, BQ, CR sont concourantes si et seulement si la droite s est tangente
au cercle I'.

N.B. Soient A", B', C’' les points de contact des c6tés BC, CA,AB avec ['; les droites
AP,BQ, CR sont les polaires des projections du péle de s, sur les cotés respectifs du
triangle A'B'C".

Pour une démonstration directe, voir le probléme 8.9.

T =

Probleme 8.9 Soit un triangle ABC, une droite d et un point D n’appartenant ni &
d ni aux cOtés du triangle. Les perpendiculaires & DA, DB, DC, issues de D, coupent
respectivement d en A’, B', C'. Quelle condition doit remplir ¢ pour que les droites
AA', BB', CC' soient concourantes ?

Solution. « Les droites AA', BB', CC' sont concourantes si et seulement si la droite ¢
est tangente a la conique de foyer D inscrite dans le triangle ABC. »

En effet, les c6tés BC, CA,ABde ABC coupentdenA”, B, C", d’apres le théoréeme
de Desargues 3.9, les droites AA", BB, CC’ sont concourantes si et seulement si
I'homographie a définie par : A" — A", B — B", C" — C" est une involution ou
encore, sl o*, projection de a sur D* est une involution. En considérant la définition
de a, il est évident que

o = 30"
oll * est I'involution de D* liée au quadrilatére d, BC. CA, AB et o I'involution cano-
nique définissant I’angle droit. ’homographie «* est une involution si et seulement
s1 8" échange les droites fixes de o™ (proposition 3.4) i.e. les droites isotropes DI et
DJ ; si tel est le cas, ces droites isotropes sont tangentes a une conique du faisceau
tangentiel défini par le quadrilatere d, BC, CA, AB (théoréme 6.2) et par définition, D
est foyer de cette conique (exercice 7.25).

Probléme 8.10 Trois droites paralléles a,b.c passent par trois points alignés
A.B,C.Soient P € a, Q € b, R € ¢ tels que PB soit parallele a QC et AQ paralléle a
BR. Montrer que P, Q, R sont trois points alignés.

Solution. Le théoreme de Pappus (2.6) donne immédiatement la solution :

Soient A", B', C' les points a I'infini des droites BP,AP,AQ ; le théoréme de Pappus
assure que fes points P = AB'NBA', 0 = AC'N CA’, et R = BC' N CB' sont alignés.

On peut aussi considérer que les points P, Q, R sont les images de A, B, C dans
I"affinité o d’axe AB, la direction étant celle des droites a, b, ¢ et le rapport —1. En
effet, soit/ = AQNBPetJ = BRNCQ; le quadrilatere IBJQ est un parallélogramme
de centre K.

L'affinité a échange B et Q et la construction donnée au paragraphe 4.2.1 montre
que a(A) = P et que a(C) = R; comme « transforme droite en droite, les points
P, Q, R sont les images des points alignés A, B, C.
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A B C
Figure 8.7.

Probléme 8.11 Trois points A, B, C" sont placés respectivement sur les cOtés
BC,CA,AB d’un triangle ABC; les droites AA’, BB', CC’ concourent en un point
H. Soit H' le symétrique de H par rapport a A, B” la projection de H' sur AC
parallelement & BB’ et C” celle de H' sur AB parallélement a CC'.

Montrer que les points A’, B”, C" sont alignés.

Figure 8.8.

Solution. Elémentairement, on peut considérer I'homothétie de centre A qui trans-
forme H en H'; d"apres les propriétés classiques, cette homothétie transforme B en
B" et C' en C"; pour montrer que le point K = B'C' N AA’ a pour image A’ il suffit
de quelques calculs sachant que A’ est le milieu de HH' et que (A,H,K,A") = —1
(exercice 7.1).

Si on se place dans le cadre de cet ouvrage, on peut appliquer le dual du théoréme
de Desargues 3.11 : 'homographie de H™* définie par :

HA—- HA, HB— HB', HC— H(C",

est une involution car sa projection sur la droite de I'infini est I'involution dont les
points fixes sont les points a Iinfini des droites AA" et BC.

Probléme 8.12 Les points A et A’ sont symétriques par rapport 4 une droite DD'.
Dans un devoir d’une classe de seconde, il était demandé de construire a la regle le
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symétrique d’un point M situé de la droite AA’. Un éléve a imaginé la construction
de la figure ci-dessous. Son professeur a longuement hésité : la construction est-elle
correcte ?

DF

Figure 8.9.

Solution. Les triangles ABC et A'B'C’ sont homologiques car les droites AA’, BB, CC’
se coupent en O ; I'axe de I’'homologie est la droite sur laquelle se coupent les droites
(AC,A'C"), (AB,A'B') et (BC,B'C').

Les points U = ACNA'C’ et V = ABNA'B’ étant symétriques par rapport a la droite
DD, la droite UV est parallele a AA; ainsi, (A,A’, O, 841) = —1 et I'homologic est
une involution (théoréme 4.4) de points fixes O et $44'.

On peut donner une solution plus sophistiquée : d’apres le théoréme de Pascal (5.6),
I’hexagone ABB'A’C’'C est inscrit dans une conique ; on se retrouve alors devant la
configuration dite « du papillon » étudiée dans I’exercice 6.9.

[/«

Figure 8.10.
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Solution élémentaire. Lorsque M varie sur AA’, le point B restant fixe, le point
W = BC N B'C’ est toujours sur UV (théoréme de Desargues 2.4). On peut alors
décomposer I’application M — M’ en la projection de AA" sur UV a partir de B, etde
la projectionde UV sur AA" d partir de B’ ; comme les droites AA" et UV sont paralléles,
cette composition donne une application affine entiérement définie par O qui est point
fixe et par A et son image A’. On obtient ainsi une symétrie par rapport 2 O.

Probléme 8.13 On donne un quadrangle ABCD et une droite d. La droite d coupe
les cotés AB,AC,AD,CD,BD;BC en L,M,N,P,Q,R; soient E,F,G,E',F',G' les
conjugués des points L, M, ..., R par rapport aux sommets correspondants. Montrer
que les droites EE', FF', GG’ sont concourantes.

Solution. Si on se place dans une carte ot d est la droite de I'infini, les points
E,F,...,G sont les milieux des cdtés du quadrangle et I'on retrouve un probléme
classique : les triangles EFG et E'F'G’ ont leurs cotés deux i deux parallgles, ils sont
donc homothétiques et les droites EE', FF', GG’ se rencontrent au centre d’homothétie
directement, seul le langage differe ; on montre que les triangles EFG et E'F'G’ sont
homologiques en établissant que les points EF N E'F', FGN F'G', EGN E'G’ sont
alignés sur la droite d ; cela vient tout simplement des propriétés de la projection (théo-
reme 2.2) et (proposition 2.2)* ; c’est la version projective du théoréme de Thalés.

En effet, on a sur AB le point E tel que (A, B,L,E) = —1 et sur AC, le point F tel
que (A,C,M,F) = —1. Soit K = d N BC, la projection des points A, B, L, E sur AC a
partir de K donne les points A, C, M, X tels que (A,C,M,X) = —1l onadonc X = F.

En opérant de méme pour E” et F”, il apparait que E'F’ coupe d au méme point K ;
pour les autres droites, on procéde de la méme fagon.

A

Figure 8.11.

Probleme 8.14 Soient 1y, 13, 3 trois triangles. On suppose que T3 est inscrit dans 1,
et que - est inscrit dans ;. Montrer que si deux couples de ces triangles sont formés
de triangles homologiques, il en est de méme du troisieme.
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Solution. La notation t; 2~ t; signifiera que les triangles 1; et t; sont homologiques
(théoréemes 2.4 et 4.2),

Soient les triangles t; de sommets ABC, T, inscrit dans t;, de sommets A'B'C’
(A’ € BC etc.) et 15 inscrit dans 1, de sommets A"B"C” (A" € B'C’ etc.)

8.14.1 Montrons que 1| =~ 17 et T = T3 entraine 1| = T3.

Soit I le point de concours des droites AA’, BB, CC’ et J celui des droites
AIAII’BIBII, cc’.

Nous montrerons que les droites AA”, BB”, CC” sont concourantes en appli-
quant l'exercice 7.1.2 au quadrangle A’B'C'J dont les points diagonaux sont
A”,B",C"; en effet, d’apres la configuration classique donnée en 7.1.1, les
points A et I (respectivement (B, I) et (C, I)) sont conjugués par rapport aux
points A’ et B'C' N AA’ (respectivement B et C'’A' N BB, C' et A’'B' N CC).
Ainsi, les droites AA”, BB” et CC” sont respectivement conjuguées des droites
IA”  IB” et IC" par rapport aux cotés correspondants du quadrangle A’B'C'J,
et d’apres 7.1.2, les doites AA”, BB” et CC” sont concourantes et les triangles
T) et T3 sont homologiques (théoreme 2.4).

8.14.2 Montrons que ;

(1y =1 et 13>173) = Trh X 13.

1
i

Soit K = BB"NC'C" et P = A’K N B'C'. En appliquant la partie 1. aux
triangles ABC,A’'B'C’ et A"B"P, il vient que les droites CC”, BB”,AP sont
concourantes ; or par hypothese, les droites AA”, BB”, CC” sont concourantes ;
ainsi P est confondu avec A” et1’on a 1, >~ 15.

8.14.3 En dualisant le résultat précédent, on obtient :

(ty=1y et TLHr>Xnu)— 1 >1;.
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[ Sem— e

Probléme 8.15 Soient ABC et A'B'C’ deux triangles. On suppose que les droites
AA', BB', CC’ se coupent en un point O et que les droites AB',A'C, BC' se coupent
en un point O'. Montrer que les droites A'B,AC’, B'C se coupent en un point 0"
(figure 8.13).

/RO

Figure 8.13.

Solution. Les triangles ABC et A'B'C’ sont doublement perspectifs. Il s’agit de
montrer qu'ils le sont triplement, ce qui est une autre maniére de formuler le dual
du théoreme de Pappus. Pour s’en convaincre, il suffit de poser OA = a, OB = b,
OC =¢,0OB=d,0C =), 0A = ¢ puis de vérifier que les droites concourantes
(dual du théoréme de Pappus)

(anbYa' Nb)y, (@nc)a nNe), BNc)bB Ne)
coincident avec les droites A'B,AC’, B'C.

———— m S ——,

Probléme 8.16 Peut-on construire trois triangles t;, T2, T3, ayant des sommets dis-
tincts et tels que toute droite joignant un sommet de t; & un sommet de T; passe par
un sommet de t; 7 (On suppose i, j, k distincts.)

Solution. Un rapide examen combinatoire montre qu’une condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe de tels triangles est que deux d’entre eux soient triplement
homologiques, les centres d’homologie étant les sommets du troisiéme triangle.
D’apres le probleme 8.15, deux triangles doublement homologiques le sont triple-
ment. Il suffit donc de construire deux triangles doublement homologiques A, B, C|
et A>B-Cs, ce qui est aisé. Nous aurons répondu a la question quand nous serons
assurés que les trois centres d’homologies A, B;, C; obtenus ne sont pas alignés.

Considérons 1"hexagone A A,C, BB, C, et appliquons le théoréme de Pascal. 11
apparait que les points Aj, By, C3 sont alignés si et seulement si les sommets des
triangles A, B,C, et A2B>C> sont sur une méme conique. Si on applique le grand
théoréme de Desargues au faisceau de coniques passant par les points A, A», By, B,
on montre que les points C; et C; sont sur une conique de ce faisceau si et seulement
si ladroite A;C, G passe par le point d’intersection des polaires de A3 par rapport aux
droites A; B, et A, B, et par rapport aux droites B35, et B3;A ;. On peut alors facilement
construire des triangles répondant a la question.



122 8 = Problémes classiques

Probléme 8.17 Par les sommets A, B, C d’un triangle ABC, on méne trois droites
ds,dp,d¢ concourantes en K. Soient d),, d, d- les droites symétriques de ces droites
par rapport aux bissectrices intérieures en A, B, C . Montrer que les droites d',, d, d
sont concourantes.

Solution. Soient A", B’, C’ les sommets du triangle formé par les bissectrices exté-
rieures du triangle ABC. On sait que les bissectrices intérieures du triangle ABC sont
concourantes (exercice 7.2); soit J leur point de concours.

D’apres I’exercice 7.1, les points A, B', C',J sont les sommets d’un quadrangle
ayant A, B, C pour points diagonaux. Par hypothese, les couples de droites (d4,d),),
(dg,dy) et (dc,d;) sont conjugués par rapport aux cOtés du quadrangle issus
de A, B, C. Les droites d4,dp, dc étant concourantes, ’exercice 7.1.2 montre que
les droites d, dy, d- le sont aussi.

Remarque 8.5. Si les droites dy4, dg, dc sont les médianes, les droites d,, dy, d- sont
parfois appelées les « symédianes ». Leur point d’intersection s’appelle le point de
Lemoine du triangle ; c’est le point pour lequel la somme des carrés des distances aux
cOtés est minima.

Probléme 8.18 Soit ABC un triangle. On désigne par a, b, ¢ les tangentesen A, B, C
au cercle circonscrit au triangle. On pose : A' = bNe¢, B = cNa, C =anb
(figure 8.14). Montrer que les symédianes du triangle ABC (voir le probleme 8.9)
sont les droites AA’, BB, CC". En déduire que les symédianes sont concourantes.

Figure 8.14.

Solution. Plagons-nous au point A et considérons I'involution 6 de A* dont les
droites fixes sont les bissectrices de (AB,AC). Soit m la médiane issue de A. D’apres
I’exercice 7.26, la droite 8(a) est parallele a BC. On a donc (AB,AC, B(a), m) = —let
en appliquant 0, on obtient (AC,AB, a, B(m)) = — 1. Lasymédiane issue de A est donc
la conjuguée de la tangente a par rapport aux cotés AB,AC. D’aprés I'exercice 7.4,
¢’est la droite AA". On démontre de méme que les autres symédianes sont les droites
BB’ et CC'. Elles sont concourantes d’apres le théoréme de Brianchon.
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Probléme 8.19 Soient ABC un triangle et p, ¢, r trois droites concourantes issues
des sommets A, B, C. Soient p', ¢', ¥’ trois droites paralleles aux droites p, ¢, r et non
concourantes. SiI’on choisit judicieusement des paralléles aux cotés du triangle ABC
qui passent par les sommets du triangle p’, ¢, ¥, on obtient trois droites concourantes
(figure 8.15).

Figure 8.15.

Solution. Ce probleme est une belle illustration du deuxieéme théoréme de Desargues.
Soient P,Q,R les points a I'infini des droites p,q,r et P, Q',R’ ceux des cotés
BC, CA,AB (figure 8.15). L’homographie de la droite de I'infini définie par P —
P,.Q — Q,R+— R estune involution (théorgme 3.9) parce que les droites p, g, r
sont concourantes. Il suffit alors de mener la paraliele 3 BC passant par ¢’ N ¥, la
parallele a CA passant par r' N p’ et la paralléle 2 AB passant par p’' N ¢ pour avoir
trois droites concourantes (réciproque du deuxiéme théoreme de Desargues) car sur
dso, on a la méme involution que précédemment.

Probléeme 8.20 Soient ABC et A’,B',C’ deux triangles. On suppose que les
perpendiculaires menées par A, B, C aux cotés B'C’,C'A’,A'B’ sont concourantes
(figure 8.16a). Montrer que les perpendiculaires menées par A', B, C' aux c6tés
BC, CA, AB sont aussi concourantes (figure 8.16b).

CJ'

(a) (b)
Figure 8.16.
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Solution. Soit P le point d’intersection des perpendiculaires menées de B, C aux cdtés
C'A",A'B et soit P’ celui des perpendiculaires menées de B, C" aux cotés CA,AB.
Soient 3, &' les involutions de la droite de I’infini définies par les quadrangles ABCP,
A'B'C'P' et o I'involution canonique définissant 'orthogonalité. En considérant les
images des points a 'infini des cotés A'B" et C'A’, on vérifie simplement que §" =
o o § o ¢. Cette derniére relation entraine immédiatement la propriété annoncée
conformément au théoréme 3.9,

e

Probléme 8.21 Soient ABC un triangle et S un point non situé sur les cotés de
ce triangle. Les perpendiculaires a SA, SB, SC passant par S coupent BC, CA,AB en
P, Q, R. Montrer que les points P, , R sont alignés.

Solution. L'application de $* qui a toute droite passant par S associe sa perpendicu-
laire est une involution du faisceau §*. Dans cette involution, les droites SA, SB, SC
ont pour images SP, SQ. SR. Le dual du deuxi¢me théoréme de Desargues montre les
points P, (, R sont alignés.

Probléme 8.22 Le théoréme de Miguel

On donne deux quadrangles ABCD et A'B'C’D’. Montrer que si les quadrangles
ABCD,AA'BB',BB'CC',CC'DD’', DD'AA’ sont inscrits dans un cercle, il en est de
méme du quadrangle A'B'C'D'.

Figure 8.17. Le théoréme de Miguel.

Solution. Soient 8,%,8,, 85, 83, 8, les involutions définies sur la droite de I'infini par
les quadrangles ABCD,A'B'C'D', AA'BB', BB'CC', CC'DD’, DD'AA’.

En appliquant I'exercice 7.24, nous allons montrer que 8" échange les points
cycliques /.J. Pour cela, il nous suffira de montrer que 8 = 8; o 8 o §, car, par
hypothese, 8,3, 83 échangent / et J.

Remarquons alors que |"homographie 84 o 83 o 8> 0 8; est I'identité, car elle laisse
fixe les points /., J, 00,44 On peut écrire 8; 08308, 08, =850 (8308) 0 (3 081) 03,.
Les homographies 83 08 et 8 08, commutent car elles ont les mémes points fixes / et J
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(proposition 3.4). On adonc (840808:)0(830808,) =idd’ o1 830808; = &;0808.
On vérifie alors immédiatement que 830808, est une involution parce qu’elle échange
les points cycliques et qu’elle coincide avec ' sur 0oy et sur 00y :

ﬁ] b 53,

Bl 0803;.;:830308; 00y > OO p > OCOcp > COcp

fir &
3 05053=8405051 D004y > OO p > OOge > OQprcr .

Probléme 8.23 Sur les cotés BC, CA, AB d’un triangle ABC, on place respective-
ment des points A", B, C'.

Montrer que les cercles AC'B', BC'A’, CA’B" ont un point commun, K, et que ce
point K est sur le cercle ABC si et seulement si A, B', C' sont alignés.

Solution. Les cercles AB'C’ et BA'C' se recoupent en K.,
8.23.1 Les involutions 8 et 8 définies sur la droite de I'infini par des quadrangles
AC'KB' et BA'KC' échangent les points cycliques 1 et J (exercice 7.24).
L'homographie o = & - §" a donc pour points fixes les points cycliques ;
d’autre part I'image par a du point a I'infini de BC est le point a I'infini de AC
et I'image de celui de KA' est celui de KB’ ; d’aprés |’exercice 7.23 le point K
est sur le cercle A'B'C’ (arc capable).

8.23.2 Les points al'infini de AC et BC étant homologues pour a K, sera sur le cercle
ABC si et seulement si les points a I'infini de AK et BK sont aussi homologues
pour ¢ {exercice 7.23). Or :

5 H
OOpkx — OOp ¢t €l OOper —> OQak

Pour que a(oopx) = & - d'(oopx) = 00ax 1l est nécessaire et suffisant que
les points a I'infini de A'C’ et de B'C’ coincident, c’est-a-dire que les points
A, B, C' soient alignés.

Probléme 8.24 Reprenant les données du probleme 8.23, on place sur le cercle
(AB'C’) un point P; la droite PB' recoupe le cercle (CA'B’) en Q et la droite QA
recoupe le cercle BA'C’ en R. Montrer que la droite RC" recoupe le cercle AB'C’ en P
et que le triangle POR est semblable au triangle ABC.

Solution. La droite RC' coupe QP en un point M ; appliquant le probleme 8.19 les
cercles A'B'Q. A'C'R, C'B'M ont un point commun qui ne peut étre que K. Le cercle
C'B'M qui contient donc K contient P et il est alors immédiat de M = P.

Autre maniere de voir : les triangles ABC et POR sont semblables, car leurs angles
respectifs sont égaux (exercice 7.23) et d’apres une construction classique reproduite
sur la figure 8.18, page suivante, R est I'image de B, Q I'image de C dans la similitude
directe de centre K qui ransforme A en P. (Voir encore exercice 4.15.)
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Figure 8.18.

Probléme 8.25 Montrer que pour un triangle, le cercle circonscrit, le cercle d’Euler
et le cercle pour lequel le triangle est conjugué appartiennent @ un méme faisceau.

Solution. Soit un triangle ABC, son cercle circonscrit I', le cercle d’Euler 2 (exer-
cice 7.32) et le cercle conjugué X (exercice 7.37). Les centres de ces cercles étant
alignés (exercice 7.32 et exercice 7.37), il suffira pour prouver qu’ils appartiennent
a un méme faisceau, de montrer que leurs intersections avec une droite, se cor-
respondent dans une méme involution (théoréme de Desargues 6.1) ; choisissons la
droite AH ; T coupe AH en A et A, symétrique de H par rapport 4 BC (probléeme 8.4),
Q coupe AH en A', pied de 1a hauteur et D, milieu de AH, X coupe AH en P et P’
et H, le centre de X est le milieu de PP'. La conjugaison de ABC par rapport a I” se
traduit par la relation :

HA-HA = HP  (voir paragraphe 3.4)

comme HA = 2HD et HA’ = 3HA,, on obtient les égalités

HA -HA = HD - HA, = HP-

caractéristiques de 1’involution de points fixes P et O qui échange A, A" et A|, D.
Daprés I'exercice 7.7, il existe une involution qui échange Pet P, Aet A), A" et D
(C.Q.ED.).

Remargue 8.6. On peut préciser 'axe radical de ce faisceau. Soient A", B',C’ les
pieds des hauteurs issues de A, B,C; les hauteurs étant concourantes, les points
L=BCNBC,M=CANCA et N = ABNA'B' sont alignés : or chacun de ces
points est sur I’axe radical des cercles I" et 2. En effet, montrons-le pour L : le cercle
de diametre BC passe par B’ et C’ et il est évident que la puissance de [ par rapport
a ce cercle est aussi celle par rapport a ' et € (c’est la méthode classique pour
déterminer un axe radical). Notons que cet axe radical est perpendiculaire a la droite
des centres qui est la droite d’Euler du triangle.
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Probléme 8.26 On donne un triangle ABC. Soient A’, B', C' les pieds des hauteurs.
On projette orthogonalement A’ en D, E sur AB,AC (figure 8.19). On projette de
méme B’ en G, F sur AB,BC et C' en H,K sur AC, BC. Montrer que les six points
ainsi construits sont cocycliques.

Figure 8.19.

Solution. Les droites GH et BC sont paralleéles, comme on le voit par exemple en
appliquant le théoréme de Pappus aux triplets (C, B', H) et (G, C', B). On montre de
méme que DK est paralléle a AC et que EF est paralléle a AB.

Les cotés opposés de I’hexagone GHEFKD étant paralleles, le théoréme de Pascal
montre que ses sommets appartiennent a une méme conique I".

Nous allons voir que cette conigue est un cercle en montrant que I’involution
de conjugaison gu’elle induit sur d, coincide avec I’involution canonique (para-
graphe 5.4).

Dans le quadrangle GHFK, les droites GH et FK sont parallgles et les droites GF
et HK paralleles aux cotés A'C’ et A'B’ du triangle podaire (les triangles FGB' et
A'C'H, en gris sur la figure, sont homothétiques) ; d’aprés I'exercice 7.27 les points
G, H, F, K sont cocycliques. Ainsi, la polaire du point a 'infini de BC par rapport a
ce cercle est aussi celle par rapport a la conique I'.

En raisonnant de méme avec le quadrangle DGEF, on obtient sur d., un second
couple de points conjugués par rapport a I" et orthogonaux, caractéristique d'un
cercle.

Remarque 8.7. Une autre démonstration consiste a considérer les quadrangles EFKD,
EKFD et KFHG qui, d’apres I'exercice 7.27, sont inscrits dans des cercles.

e =T

Probléme 8.27 Symédianes
Soit un triangle ABC ; par le point de concours L des symédianes (probleme 8.17)
de ce triangle, on mene les droites dy,d>, d3 respectivement paralléles aux cotés
BC,CA, AB.

La droite ) coupe AB en P et AC en O, d, coupe BC en R et AB en §, d3 coupe
ACenTetBCenU.

Montrer que les points P, Q, R, S, T, U sont cocycliques.
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R

Figure 8.20.

Solution. Nous montrerons que les quadrangles PURS, URST et RSTQ sont inscrits
dans des cercles et il sera facile de vérifier que ces cercles n’en font qu'un.

Pour ce faire, nous appliquerons les résultats de I'exercice 7.26, mais il faut
auparavant, montrer que les droites ST. PU, RQ) sont paralleles aux cOtés du triangle
podaire.

Etablissons-le pour ST ; ST est une diagonale du parallélogramme ASLT, |'autre
diagonale étant la symédiane AL ; le milieu du segment ST est donc sur AL.

- D’apres 'exercice 7.26, la symétrie qui échange médiane et symédiane trans-
forme le segment ST en un segment §'7" dont le milieu est sur la médiane ; il est
alors élémentaire de montrer que S'7" est paralléle & BC, et donc, toujours d’aprés
I"exercice 7.26, que ST est parallele a un c6té du triangle podaire.

On peut aussi, comme dans le probléeme 8.26, mettre en ceuvre I'hexagone SPOQTUR
et les quadrangles SPUT et PQRU puis étudier I’involution de conjugaison sur dq,
de la conique circonscrite a I’hexagone.

Remarque 8.8. Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. D’apres
I'exercice 7.26, OA est orthogonale & ST ; dans le triangle OTL, la médiatrice de
ST, paralléle & OA coupe LO en son milieu O'; il est immédiat de montrer que O’ est
le centre du cercle passant par les 6 points P, Q,R,S. T, U.

[l est alors facile, avec le théoréme de Pythagore, de montrer que les segments
ST, PU, QR ont méme longueur,

———

Probléeme 8.28 On donne un quadrangle inscrit dans un cercle I'. Par le milieu de
chaque cOté du quadrangle, on abaisse la perpendiculaire au c6t€ opposé. Montrer
que I’on obtient ainsi six droites concourantes (figure 8.21, page ci-contre).

Solution. Soient p et p' deux cdtés opposés du quadrangle et m la droite issue du
« milieu » de p et normale a p’. Les points a "infini des droites p et m sont conjugués
par rapport a I"hyperbole équilatére # du faisceau engendré par le quadrangle
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Figure 8.21.

(exercice 7.29). En effet, on passe de I'un a I'autre en composant I'involution de
Desargues du faisceau et I'involution canonique, et d’aprés I’exercice 7.24, on obtient
la conjugaison par rapport a Jf. L'exercice 7.16 montre alors que la droite m passe
par le centre de Jf.

[ Bt 5 =i

Probléme 8.29 On donne une conique [ et un triangle ABC. Montrer que les
polaires de A, B, C par rapport a I" forment un triangle homologique au triangle ABC
(figure 8.22).

Solution. Les polaires de A, B, C par rapport a la conique forment un triangle A, B', C'.
Posons P = ABNA'B", 0 = ACNA'C', S = BB'NCC’. Pour montrer que les triangles
ABC et A'B'C’ sont homologiques, montrons que la droite AA’ passe par S. Pour cela,

Figure 8.22. Si les points A, B, C appartiennent a la conique, on retrouve le
théoréme de Brianchon.
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nous allons montrer que sur la droite PQ, I'involution de Desargues définie par le
quadrangle ABCS coincide avec I'involution définie par la conjugaison.

Posons R = BCNPQ,I = SANPQ,K = SCNPQ,I' = SANPQet] =
SB N PQ. Les polaires de P, Q,R sont CC', BB, SA". L’involution y définie sur PQ
par la conjugaison par rapport a I" transforme Pen K, Qen J et R en I'. L'involution
de Desargues associe Pa K, Q aJ et R a I. Ces deux involutions coincident sur deux
couples de points distincts : elles sont égales. On a donc [ = I’ et les droites SA, SA’
coincident.

Réciproquement, si deux triangles ABC et A'B'C’ sont homologiques, il existe
une conique [" telle que les polaires des sommets de I'un par rapport a I soient
les cotés respectifs de I'autre. Sur I’axe d’homologie, les involutions définies par
les quadrangles SABC et SA'B'C’ coincident ; soient U et V les points fixes de cette
involution. Soient L = AA"' N B'C’ et U’ et V' les points fixes de I'involution qui
échange § et [ ainsi que A et L sur la droite SA. Il existe une unique conique I" passant
par U, V, U’, V' et telle que S etJ soient conjugués par rapport a " (exercice 6.1). Dans
ces conditions, les polaires de S, Q, R sont PQ, SK, SI. Pour terminer la démonstration,
il suffit de vérifier — et cela est aisé — que les pdles de LR,A'C’,A’B’ sont A, B, C.
(On remarquera que B = PAN S/ etque A'C' = C'Q.)

Probléme 8.30 Ou était le photographe?

On dispose d’une carte postale panoramique et du plan d’une ville. Déterminer le
lieu d’ o la photographie a €t€ prise.

Solution. On choisit dans le plan le plus éloigné de la carte postale cing points repré-
sentant des batiments repérables sur le plan de la ville. On désigne par A,B,C, D, E
ces batiments et par A, B, C', D', E’ leurs images sur la carte postale.

Si on suppose que la ville est plane, I’appareil photographique réalise une pers-
pective entre le plan qui contient les bdtiments et la plaque photosensible, le centre
de la perspective étant I'objectif lui-méme.

Figure 8,23,

On calcule les birapports p; = (A", B, C',D') et p» = (A", B, C’, E') sur la pho-
tographie. La conservation du birapport par une homographie et le théoréme de
Chasles-Steiner nous apprennent alors que I’objectif O appartient aux coniques :
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— I’y qui passe par A, B, C, D et qui est caractérisée par le birapport
(MA,OB,OC,0D) = p,.

— I'; qui passe par A, B, C, E et qui est caractérisée par le birapport
(OA,OB, OC, OFE) = p,.

Les coniques I} et I'; ayant A, B, C en commun, le point O est donc leur quatrieéme
2
L

(Roiiea Q

PUJ.[IL d lllLClDCbLlUll \IIEUIC o. 4)-

D

Figure 8.24.

La construction du point Q peut s’effectuer a larégle (figure 8.24) :

— On choisit la droite a; passant par A et telle que (a;,AB,AC,AD) = py, puis on

construit la droite a, passant par A telle que (a;, AB,AC,AE) = p;. Nous savons
que I'; est tangente a2 @ en A et qu’elle passe par les points A, B, C, D. De méme,
I'; est langente en A a a; et passe par A, B, C, E.

— Le procéd¢€ décrit dans I’exercice 7.15 permet de construire les points F = AENT,

et G = BDNT,. Ladroite OC passe alors par ie point d’intersection K des droites
EGet DF.

Ia anll‘lnn du ﬂhntngrnnhp ect done le deuxidme pninf d’ 1nh=lrcpr'l1n de la
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8.2 LIEUX ET ENVELOPPES

Probléme 8.31 Lieux et enveloppes
Soient A, B, C trois points d’une conique I', a, b, ¢ les tangentes en ces points et
D = a N b. Une droite variable passant par D coupe ACen M et BCen N.

Etudier le lieu I du point P = AN N BM.

Construire la tangente en Pa I™.

Appliquer ces résultats a la construction d’une tangente de direction donnée a une
parabole.

Solution. Ce probléme est avant tout une révision voire une « contemplation »,
Le lieu IV n’est autre que la conique I'; pour le « voir » on peut adopter plusieurs
points de vue.
— Pour prendre le probléme au ras de I'énoncé, on utilisera le théoreme de Chasles
notamment sous sa forme Mac-Laurin (exercice 7.14).

— En appliquant I’exercice 7.15 et le théoréeme de Pascal (5.6), on montre, en consi-
dérant I'hexagone BBPAAC, que P est le second point d’intersection de I" avec la
droite BM. La considération de 1"hexagone ACCBPP donne la tangenteen P a I';
clle s’obtient en joignant P au point MN N c.

— La situation donnée est exactement celle de I’exercice 7.5 qui résume les propriétés
de la polarité ; ¢’ est tres parlant sur une figure. Ici, les points M et N sont conjugués
par rapport 2 I comme conjugués par rapport aux points D et MN M c.

Pour I’application a la parabole, on choisit le point C a I'infini ; la tangente en P
est alors parallele a la droite MN.

v ;

D

B

Figure 8.26.

Probléme 8.32 On se donne deux points A et B et une droite d. Une droite variable
passant par A coupe d en P, et la perpendiculaire a BP passant par B coupe AP en M.
Déterminer le lieu du point M quand la droite a passant par A varie.

Solution. Les doites AM et BM coupent d en P et P’ qui se correspondent dans
I’involution 6 définie sur « par un angle droit pivotant autour de B.
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D’apres I'exercice 7.11, le point décrit une conique I passant par A et B ; toujours
d’apres I'exercice 7.11, 6 est sur d I'involution de conjugaison relative a I"; le point
S = 8(AB N d) est alors le pole de AB et les droites SA et SB sont les tangentes a '
enAetenB.

Remarquons que 6 est sans points fixes réels ; par conséquence, dans le plan réel d
ne coupe pas I'.

Discussion. Le point M est I'infini si et seulement si AP et BP sont orthogonales,
c’est-a-dire si P est sur le cercle € de diamétre AB.

— Si € Nd = ¥ la conique est une ellipse dans le plan réel.
— 81 C est tangent a d, I est une parabole d’axe APy ot Py est le point de tangence.
— 81 C Nd contient deux points, I" est une hyperbole.

Remarque 8.9. Le cas particulier olt A est un point a I'infini est étudié dans 'exer-
cice 5.1.

Probléme 8.33 Soit deux droites p, g, une direction A, deux points A, B; on sup-
pose que A € g et que B € p.

Une droite variable de direction A coupe p en P et ¢ en Q. Déterminer le lieu du
point M = AP N BQ.

Solution. On peut avantageusement appliquer le théoreme de Chasles sous sa forme
Mac-Laurin (exercice 7.14) ou le point S de I'énoncé est le point a I'infini de A.

Le lieu de M = AP N BQ est donc une conique [ passant par A, Bet C = pNg.

Les tangentes en A et en B sont de direction A.

Ici, le probleme 8.31 donne une construction simple de la tangente en M.

La tangente en C a I est la doite conjuguée de AS (de direction A) par rapport aux
droites p et ¢.

Discussion.
— La conique I' est dégénérée si et seulement si AB est de direction A.

— On dispose de deux couples de directions conjuguées, par rapport a I' : (AB, A) et
(CA, CB) (exercice 7.12) ; projetée sur AB a partir de C I'involution ainsi définie
donne I'involution y qui échange A et B et le couple (S, AB N CS) ; les points fixes
de y donnent les points a I'infini de I" par projection a partir de C. D’apres la
proposition 3.4, y a des points fixes si et seulement si le point central, AB N CS est
extérieur au segment AB. La projection de y sur le cercle ABC permet de placer
les axes de [" (exercice 7.10) et, le cas échéant, les asymptotes.

e e e ™

Probléme 8.34 Etudier le lieu géométrique des milieux des cordes déterminées sur
une conique I" par les droites passant par un point fixe A.
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Solution. Ftudions d’abord le cas ol I" est une conique a centre et, bien entendu, A
différent du centre O de T". Soit p € A* qui détemine sur I" la corde MN ; le milieu
I de MN est I'intersection de p et de la polaire de co,, le point a I'infini de p; cette
polaire p’, passe par O qui est le pole de dy,.

Lacorrespondance p — p’ est une homographie de A* sur O* comme composée de
la projection de A* sur d, suivie d’une polarité. D aprés le théoréme de Chasles (5.2),
le point p N p" décrit une conique I''; on vérifie sans mal que les points a I'infini de
I" sont ceux de I'"; dés lors I" et ' sont homothétiques (probléme 8.47).

A
N
r I
(b) (©

Figure 8.27. Le lieu cherché est la portion de I'" intérieure a I".

On verra, de méme, que si [" est une parabole, [’ est une parabole homothétique.
Si I" est une hyperbole et si A est sur une asymptote, I'" est dégénérée.

Probléme 8.35 Dans un plan euclidien, soient deux droites p, ¢ et un point F, non
situé sur ces droites ; un couple de droites (a, b); faisant entre elles un angle constant
0, pivote autour de F et coupe pet gen Pet Q.

Etudier Ienveloppe de la droite PQ.

Solution. Pour I'étude de cette enveloppe, étant donné la notion d’angle, nous nous
placerons dans le complexifié d’une carte euclidienne.

Les propriétés focales d’une conique étudiées dans I’exercice 7.34, montrent que
les tangentes a une conique donnée relévent de I’énoncé ci-dessus.

Pour la réciproque, on peut se référer au dual de I'exercice 7.11 la correspondance
a — b telle que I'angle (a, b) soit constant est une homographie 6* de F* (§ 4.8.1).
La droite PQ enveloppe donc une conique I"; d’apres 4.8.1, les droites fixes de 6*
sont les droites isotropes. Comme elles sont tangentes a I, F en est un foyer. Les
droites p et g sont tangentes a I" en les points A et B définis par :

FA=0"Y(FC) et FB=6"(FC) ou C=pNyg.

FC est bissectrice de (FA, FB) ; d’aprés I'exercice 7.34, la normale en F & FC coupe
AB en un point de la directrice.
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q
Figure 8.28.

Discussion. Deux cas sont assez évidents :

— L’enveloppe est un cercle si et seulement si F est sur la bissectrice de (p, g) et si
I’angle 6 est le complémentaire du demi-angle (p, g). F est alors le cenre du cercle.

— L'enveloppe est une parabole si et seulement si 0 = (p, g) ; les projections du foyer
F sur p et ¢ donnent la tangente au sommet (probleme 8.71.2) ; on construit alors
immédiatement 1’axe et la directrice.

Figure 8.29.

N.B. : Pour complément voir le probléme suivant 8.36. Il est un cas particu-
liecrement intéressant quand I’angle 6 est droit. Dans les autres cas, on obtient
une conique a centre. En plus des éléments obtenus en suivant la solution (deux
tangentes avec points de contact, foyer, un point de la directrice) on peut construire
a peu de frais une tangente parallele 2 p ou a ¢. En projetant le foyer sur une
tangente, on détermine le cercle principal (probléme 8.59.1) et avec tous ces
¢léments on construit la conique facilement.

Déterminer le point de contact (5.1.2.c). Avec deux points ol les tangentes sont
paralleles, on a le centre de la conique.

Probléme 8.36 On donne une droite 7 et un point F non situé sur 7. A tout point H
de 1, on associe la droite & qui fait un angle constant avec la droite FH. Montrer que
h enveloppe une parabole de foyer F lorsque H décrit ¢.
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Solution. Ce probléeme est un cas particulier du précédent, si on se place dans une
carte affine et si I’on choisit la droite de I’infini pour 1'une des droites de 1'énoncé du
probléme 8.35 ; I'angle constant qui pivote autour de F sera alors I’angle (FH, h).

D’apres I'exercice 7.12, la droite s enveloppe une conique tangente a la droite de
I'infini ; ce sera donc une parabole de foyer F.

Lorsque I’angle constant est droit, I'axe de la parabole est orthogonal i la droite p
qui devient la tangente au sommet. On retrouve ainsi cette propriété de la parabole :
« La projection du foyer sur une tangente est située sur la tangente au sommet » (voir
encore probleme 8.71).

D
M

Figure 8.30.

Probléme 8.37 Soient I" une conique propre et o : M +— M’ une homographie non
involutive de I". Montrer que I'enveloppe des droites MM’ est une conique, bitangente
a I' si w n'est pas parabolique, surosculatrice a I' st & est parabolique.

Solution. Soient (A, A"), (B.B"). (M, M") trois couples de points homologues. Posons
P=MMNAA et Q = MM' N BB'. Le point P = AM'NA'M et le point Q' =
BM' N B'M appartiennent a I’axe de I"homographie et sont les conjugués des points
P, Q par rapport a I". On peut décomposer 1'application P — @ de AA’ sur BB’ en
produit de trois homographies : I"homographie P +— P" de AA' sur a, I"homographie
P’ — Q' de « sur a (exercice 7.11) et I'homographie Q' + @ de « sur B'B. On
voit ainsi que la droite PQ enveloppe une conique, ce qui termine la démonstration
puisque la droite PQ est par construction la droite MM’. Si M est un point fixe de a,
la droite MM’ est la tangente & " en M.

Probléme 8.38 On donne un cercle I et un point F non situé sur I". Par un point M
du cercle, on mene la droite d telle que I'angle (MF, d) soit un angle droit. Montrer
que ¢ enveloppe une conique de foyer F' lorsque M décrit I

Solution. Soit M’ le second point d’intersection de  avec I (figure 8.31, page ci-
contre). On passe de M a M’ en composant I"involution de centre F et I'involution de
centre O, si O est le centre du cercle. L'application a : M +— M’ est une homographie.



© Dunod. La photecopic non autorisée ¢st un délit.

8.2 Lieux et enveloppes 137

D’apres le probléme 8.37, la droite MM’ enveloppe une conique 2. Il est facile de

voIr que :

— dans le complexifié, les droites FI et FJ sont des tangentes a $2, ce qui montre que
F est le foyer de Q2

— I'axe de '’homographie o est un diamétre de I". D’aprés le probléme 8.37, Q est
tangente a T aux extrémités de ce diameétre,

Figure 8.31.

Réciproquement, si §2 est une conique a centre, soit [ le cercle ayant pour diamétre
le diameétre de €2 qui contient les foyers réels. On constate que €2 est alors la conique
obtenue comme ci-dessus a partir de " et que I” est le cercle principal de €2. On obtient
ainsi la proposition suivante : « Le lieu des projections orthogonales des foyers d’une
conique a centre sur les tangentes est le cercle principal. »

Remarque 8.10. Si, dans I'énoncé de cet exercice, on remplace « angle droit »
par « angle quelconque », I'enveloppe de la droite d est toujours une conique de
foyer F. On peut s’en convaincre en reprenant la démonstration précédente et en
remarquant que I'on passe de M a4 M’ en composant I'involution de centre F, une
involution de centre U et une involution de centre V si U,V sont des points
I'infini homologues dans 1"homographie qui définit I'angle. (C’est le théoréme de
I"arc capable, proposition 5.5, qui justifie cette décomposition.)

———r—

deux droites p, g faisant entre elles un angle constant a. De méme, on fait pivoter
autour de O deux droites p’, ¢’ faisant entre elles un angle constant o’. Montrer que si
le point ¢ N ¢ décrit une droite, alors le point p N p’ décrit une conique (figure 8.32).

Solution. La correspondance p — p’ est homographique car elle peut se décomposer
en un produit de trois homographies :

r
- d
i - ~ /r \
! -~ - v,
P! >7 24
.
- -
! [0 /’( ;“' - 1:\
- f ) ~ O
> A
‘t \.\'
0 o

Figure 8.32.
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— une rotation d’angle a,

— une perspective de O* sur 0* d'axe d,

— une rotation d’angle o’

D’apres le théoreme de Chasles-Steiner, le point d’intersection de p et de p’ décrit

une conique passant par O et O'. Cette conique est dégénérée si et seulement si les
droites gy et g, telles que (00, gy) = a et (g, O0") = o', se coupent sur d.

Remargue 8.11. S11’on dispose d'un instrument formé de deux angles tournant autour
de leur sommet on peut décrire une conique d'un mouvement continu. Newton a
donné ce résultat sous le titre de « description organique des coniques ». Une conique
étant donnée par cing points, ayant choisi deux de ces cing points, on détermine
aisément les angles a, o’ et la droite d. Chasles, dans son traité des sections coniques,
donne une généralisation de ce théoréme :

Si l'on déforme un polvgone de maniére que tous ses sommets, moins un, glissent
sur des droites et que tous ses corés soient vus, d’autant de points fixes, sous des
angles donnés, le dernier sommet du polygone décrit une conique.

Chasles, Traité des Coniques, 91, p. 71.

Probleme 8.40 Les coniques passant par les sommets d’un quadrangle ABCD
coupent deux droites p et ¢, issues de D, en P et Q respectivement. Etudier I’enveloppe
de la droite PQ et énoncer la propriété duale (figure 8.33).

D

Figure 8.33.

Solution. Nous éliminerons le cas trivial ot les droites p ou ¢ contiennent I'un des
points A, B, C. Soit alors P un point de p. Par les points A, B, C, D, P il passe une
conique [ et une seule qui recoupe g en Q.

Le birapport A(P.Q,B,C) = D(P.Q,B,C) = (p,q,DB,DC) est constant; la
correspondance o : AP > AQ est donc homographique, les droites fixes étant AB
et AC. Si 7 est la projection de p sur A* et 7’ la projection de A* sur ¢. on en déduit
que la correspondance P +— Q = n’ o 7(P) est homographique.

D’aprés le dual du théoréme de Chasles-Steiner, la droite PQ enveloppe une
conique tangente aux droites p,g. Si P = p N AB (resp. p N AC) alors 0 = ¢ NAB
(resp. ¢ NAC) et les droites AB, AC sont tangentes a I". Si on échange le rdle de A
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et de B, on voit que BC est également tangente & I". Finalement, I' est la conique
tangente aux droites p, g et aux cotés du triangle ABC.

Dualement, soient P, Q deux points situés sur le coté ¢ d’un quadrilatere a, b, ¢, d.
Les tangentes autres que d, issues de P et de Q aux coniques du faisceau tangentiel
engendré par le quadrilatére, se coupent en un point d’une conique qui passe par P, Q
et par les sommets du triangle abc.

Remarque 8.12. Lorsque d est la droite de I'infini, P, Q les points cycliques, on
retrouve le probleme 8.72.

1

Probléme 8.41 Hyperboles d’Apollonius

Soient O le centre d’une conique I" et A un point fixe. A toute droite p passant par O,

on associe la droite ¢ issue de A et orthogonale a p’, le diamétre conjugué de p par

rapporta I'.

8.41.1 Montrer que le lieu du point M = p N g est une hyperbole # que I'on
précisera.

8.41.2 Montrer que M appartient a I' N #¢ si et seulement si la droite AM est normale
a la conique T'.

8.41.3 Montrer que I’hyperbole J¢ est le lieu des centres des coniques d’un faisceau
que I'on précisera.

8.41.4 Obtenir un résultat analogue lorsque I" est une parabole.

Solution.

8.41.1 La correspondance p + ¢ est homographique car elle est composée des
homographies p + p’ et p’ — g (figure 8.34). Le théoréme de Chasles-
Steiner montre que le point p N g appartient a une conique passant par A
et O. Si p est un axe de I', la droite p’ est orthogonale a p; alors ¢ est
paralléle a p et p M g est le point a I'infini de p. Le lieu cherché est donc
une hyperbole équilatére # dont les asymptotes sont paralléles aux axes de
I". (On remarquera que deux coniques I'y et ['> qui ont les mémes points a
I’infini définissent la méme hyperbole #.)

Figure 8.34.
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8.41.2

8.41.3

8.41.4

Soit M un point de I' N #. La tangente en M a I" est paralléle au diamétre p’,
conjugué du diametre OM. La droite AM est donc orthogonale a la tangente
en M. Réciproquement, si M appartient a I' et si la droite AM est normale a T,
alors AM est normale a la tangente en M a I', donc aussi au diamétre conjugué
du diametre OM. D apres la définition de #€, M appartient a #. On voit ainsi
que les pieds des normales a I" qui passent par A sont les points de ' N F£.
L'hyperbole # est appelée | hyperbole d’Apollonius relative au point A.

Soit F le faisceau engendré par I' et par un cercle Iy de centre A. D’apres
I'exercice 7.30, le lieu des centres des coniques de F est une hyperbole
équilatere Jf' dont les asymptotes sont paralleles aux axes de I'. Cette
hyperbole contient les points A et O qui sont les centres de 'y et de T.
Montrons qu’elle coincide avec #. Pour cela montrons que si M appartient
a ' NT, la droite (AM) est normale a la tangente en M a I'. La tangente a
I" en M est la polaire de M par rapport a I'. Or les polaires de M passent par
un point fixe qui est ici a I'infini puisque M est le centre d’une conique du
faisceau (proposition 6.8). La polaire de M par rapport a I' 4 est donc parallele
a la tangente a I' en M ; mais la polaire de M par rapport au cercle I'4 est
orthogonale 2 AM. On voit ainsi que la droite AM est normale a I' et que M
appartient a J¢.

Remargques 8.13.

» Pour qu’il existe un point A ayant méme hyperbole d’ Apollonius par rapport
a deux coniques '} et I il faut et il suffit que le faisceau engendré par I';
et ['; contienne un cercle (exercice 7.24).

» Le centre de J# est le barycentre des pointsde I' N I'.

» Si I' est une hyperbole, les asymptotes sont deux diametres conjugués
et les projections P et Q de A sur elles sont deux points diamétralement
opposés. En effet, les bissectrices de (AP, AQ) sont paralléles aux axes ; les
directions de AP et de AQ sont donc conjuguées. Le centre de ¢ est donc
le milieu de Q. Si I est une ellipse, les diagonales du rectangle formé par
les tangentes aux sommets sont deux diameétres conjugués (exercice 7.5);
on obtient ainsi aisément deux points P et 0 de J¢ diamétralement opposés.
La encore, le centre de Jf est le milieu de PQ.

Soit I" une parabole, tangente a la droite de I'infini en U. Si p € A*, soit p’
la perpendiculaire a p passant par A et g le diamétre de la direction p’. La
correspondance p +— g de A* dans U* est homographique et on vérifie comme
ci-dessus :

— que le lieu # de p N g est une hyperbole €quilatere passant par A’ et admettant
pour asymptote 'axe u de ',

— que les pieds des normales a 1" qui passent par A sont les points de " N J¢,

— que Jf est le lieu des centres des coniques du faisceau engendré par I' et par un
cercle I'y de centre A.
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Probléme 8.42 La trisection d’un angle
Soient A et B deux points d’un cercle €2 de centre O et b la tangente &4 Q en B. A
toute droite d passant par O, on associe la droite d’ passant par B telle que les angles
(OA.d) et (b,d) soient égaux. Etudier le lieu du point d Nd'. Si M est commun a 2
et au lieu de d N d', que peut-on dire des angles (OA, OM) et (OM,OB)?

Chasles, Traité des Coniques, 37, p. 36.

Solution. La transformation d — d' est homographique car on peut passer de la
droite d 2 la droite d’ en composant la translation de vecteur OB et la rotation de
centre B et d’angle (OA, OB) + 1.

On peut encore voir cela autrement en se placant dans le plan complexifié. Si /
et J sont les points cycliques, I'égalité des angles (OA,d) et (b.d’) se traduit par
I’égalité des birapports (Of, OJ, OA,d) = (BI,BJ, b, d'). Cette égalité exprime que d
etd’ sont homologues dans I"homographie qui transforme Of, OJ,OAen BI.BJ. b. Le
théoréme de Chasles-Steiner montre alors le point N d' décrit une conique passant
par les points O et B.

Cette conique est dégénérée si et seulement si OB +— BO, c’est-a-dire si et
seulement si 'angle (OA, OB) est droit. Dans ce cas, la conique est constituée de
la droite OB et de la droite de I'infini. Sinon, on vérifie sans difficulté que le licu
de d N d' est une hyperbole équilatere # dont les asymptotes sont paralleles aux
bissectrices de I'angle (OA, b). Le centre de J# est le milieu de OB.

Trisection de I'angle (OA, OB)

Si M appartient 2 Q N #, I'angle (OA, OM) est le tiers de I’angle (OA, OB). En effet,
comme M est sur #, on a (OA, OM) = (b, BM) et comme M est sur €2, les propriétés
de I’arc capable montrent que I'on a (OM, OB) = 2(b, BM).

Remarque 8.14. La théorie de Galois montre qu’il n’est pas possible de « trissecter »
un angle quelconque a I'aide d’une régle et d’un compas seulement. Mais cela
n’enléve rien a la beauté de cette solution.

Probléme 8.43 Etant donnés deux points A et B d’un plan euclidien, déterminer
I’ensemble des points M satisfaisant a la condition

(AM,AB) + (BM,AB) =a (mod ).

Solution. Si m appartient au faisceau A*, soient m' la droite qui passe par B et qui
vérifie la condition (m,AB) + (m',AB) = o et m” la droite qui passe par B et qui
vérifie la condition (m,AB) — (m",AB) = (m,m") = a. On vérifie aisément que les
droites m” et m” sont symétriques par rapport a la droite b qui passe par B et qui est
orthogonale a AB. La correspondance m” +— '’ est donc homographique et d’aprés
la proposition 5.5, il en est de méme de la correspondance m +— m”. Puisque m — m’
est homographique, le théoréme de Chasles-Steiner montre que le point M = mN\m'
décrit une conique ¢ passant par A et B.
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Il est évident que les droites p et ¢ vérifiant (p,AB) = %0& et (q,AB) = %(a + )
donnent les points a I’infini de #. Le lieu de M est donc une hyperbole équilatére.

On peut préciser cette hyperbole en utilisant la proposition § 5.5.3 (figure 8.35).
Mais il est plus simple de remarquer que les points M = mNm' et N = mNm" se
correspondent dans I'involution o de centre A et d’axe b. Le point N décrit un cercle
Qsia # 0;ilenrésulte que I' est I'image de ce cercle 2 dans I’involution o.

Figure 8.35,

Le centre de J est le milieu de AB; les asymptotes sont paralléles aux droites
joignant A aux extrémités du diamétre orthogonal & la corde AB. La tangente en A
a 'hyperbole # est la tangente en A & 2. Si o = 0, I'hyperbole # dégénere en la
droite AB et en la médiatrice de AB.

Probléme 8.44 On donne un triangle ABC. Trouver le lieu des points M tels que
la droite MC soit une bissectrice de I’angle (MA, MB).

Solution. Nous allons montrer que le lieu cherché est une strophoide, podaire d'une
parabole, ({CC], t. I, p. 511). Si la droite MC est bissectrice de I’angle (MA, MB),
'autre bissectrice, b, enveloppe une parabole & (figure 8.36, page ci-contre). En
effet, les droites h, MC coupent la droite AB en P, P’ conjugués par rapport a A, B.
Soit Q le point a I'infini de MP. On passe de P a Q en composant :
~ T’involution T de points fixes A et B,
— la perspective 7 de AB sur dy, de centre C,
— I’involution canonique o de d,.
Le théoréme de Chasles-Steiner montre que la droite PQ enveloppe une parabole 7.
Le point M, qui est la projection orthogonale de C sur la tangente PQ, appartient
donc a la podaire de # par rapport a C. La réciproque est immédiate.

Le point C appartient a la directrice de . En effet, il est facile de vérifier que les
bissectrices de 1'angle (CA, CB) sont tangentes & #. Comme elles sont orthogonales
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9

Figure 8.36.

(probleme 8.71), elles appartiennent a la directrice de . Le lieu de M est donc une
strophoide. Précisons que C est le point double de cette strophoide et que I’asymptote
est parallele a la tangente au sommet.

Remargque 8.15. Une inversion de centre C nous rameéne au probléme 8.43.

Probléme 8.45 On donne un point A et une conique I'. A toute droite p, passant
par le point A, on méne la perpendiculaire qui passe par le pole de p. Déterminer le
lieu du pied de cetie perpendiculaire.

Solution. Le lieu cherché est une courbe cissoidale, podaire d’une parabole par
rapport au point A. En effet, soit p une droite passant par A, soit P son pdle et soit p’
la perpendiculaire a I' menée par P. Le point P appartient a la polaire de A que
nous désignerons par a. Soit ' = p N a. L'application P +— P’ est I'involution y
définie par la conjugaison. Considérons alors I"'homographie de a sur d, composée
de I'involution vy, de la perspective 1t de a sur d., de centre A et de 'involution
canonique ¢ définissant I’orthogonalité. La droite joignant P a son image o(P) est
précisément la droite p’; elle enveloppe une conique d’aprés le dual du théoréme de
Chasles-Steiner. Comme d,, est une tangente, cette conique est une parabole J. Le
lieu cherché est alors la podaire par rapport & A de cette parabole. C’est donc une
courbe cissoidale ([CC], t. 1, p. 223).

Remargue 8.16. Si lasécante p est une normale a I', la tangente a I' correspondante est
aussi une tangente a la parabole . Ainsi, les points de contact avec " des tangentes
communes a I" et & 7 sont les pieds des normales & I" issues de A ; ces points sont
aussi les points de contact de I" avec la cissoide.

8.3 CONIQUES HOMOLOGIQUES

Probléme 8.46 Soient P une carte euclidienne d’un plan projectif réel et d., la
droite de I'infini correspondante. On donne une conique I', un point F € P et une
droite d. Trouver une homologie qui transforme d en d., et I en une conique ayant
pour foyer I'image de F. Déterminer la droite d pour que I" devienne :
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8.46.1 un cercle,

8.46.2 une hyperbole équilatére,

8.46.3 une parabole,

8.46.4 une conique ayant pour centre |’image d'un point O donné,
8.46.5 une conique ayant pour foyers les images de deux points F et F',

Solution. Plagons-nous dans une carte affine du complexifié ; soient / et J les points
cycliques. Les tangentes a4 [ issues de F coupent ¢ en I' et J'. Une homologie
répondant au probleme posé doit nécessairement transformer /' et J' en les points
cycliques. Puisque I'on veut une solution réelle, les points /" et J' doivent étre
complexes ; F doit donc étre intérieur a I'.

Si S est le centre d'une telle homologie, on doitavoir: S = I'iNJ'Jou S = I'JNJ'I.
Réciproquement, il est clair que si on sait construire un tel point §, toute homologie
de centre S et d’axe A parallele a d sera une solution a notre probléme.

D’apres I'exercice 7.10, on sait déterminer § lorsque les points [ et [’ sont les
points fixes d’une involution elliptique ; on |’obtient en projetant sur « a partir de F
I"involution définie par la conjugaison sur la polaire de F.

8.46.1 L'image de I" sera un cercle si et seulement si ¢ est la polaire de F par rapport
al.

8.46.2 Pour obtenir une hyperbole, il faut que d coupe I" en deux points P et P’ ; si les
droites FP et FP' sont conjuguées par rapport a I, I’hyperbole sera équilatére.

8.46.3 I sera une parabole si et seulement si o est tangente a I". Si A est le point de
contact, I'image de B ou FA recoupe [ sera le sommet de la parabole.

8.46.4 Soit O un point distinct de F et d la polaire de O par rapport a I'; I'image
de O sera le centre de I,

8.46.5 Soit F' # F intérieur & I'; d’aprés I'exercice 7.10, il existe G et G’ conjugués
par rapport 4 I". Si d est la polaire de G par rapport a I, I'image de G sera le
centre de [ et I'image de F’ sera le deuxieme foyer de .

e ————

Probléme 8.47 Montrer que deux coniques sont homothétiques si et seulement si
elles ont mémes points a I’infini.

Solution. On se place dans une carte affine du complexifié du plan projectif réel. La
condition est évidemment nécessaire puisque la droite de I'infini est I’axe de toute
homothétie. Pour la réciproque nous allons distinguer plusieurs cas :

— Les coniques 'y et "> coupent la droite de I'infini en deux points distincts et ont
méme centre O. Les coniques 7y et I'> sont alors bitangentes en leurs points a
I'infini et il existe deux homothéties de centre O qui transforment ces coniques
I'une dans "autre.

— Si les coniques 'y et ['; ont mémes points distincts a 1'infini mais ne sont pas
concentriques, la translation qui ameéne le centre de ["> sur celui de I' transforme
['> en une conique I, qui a méme centre que I'; et mémes points a I’infini. D’ apreés
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la premiére partie, il existe deux homothéties qui transforment I'; en I'y et, en
composant avec la translation, nous obtenons deux homothéties qui transforment
Menly.

— Les coniques I'y et "> sont deux paraboles ayant méme direction d’axe. Si I'} et
"> sont surosculatrices. Il existe donc une translation qui amene [> sur I"}. Dans
les autres cas, soit U un point a I'infini distinct du point de contact, et soient M,
et M, les points de contact des tangentes menées de U a I'} et a I'5 et autres que
la droite de I'infini. 81 M, et M> sont confondus, les paraboles sont bitangentes
et elles sont homothétiques dans une homothétie de centre M,. St M, # M- la
translation qui améne M, sur M, transforme 1'; en une parabole I'; bitangente a
I'. Comme I's est homothétique de I'y, en composant avec la translation, on voit
que I'y est homothétique de TI';.

i e s T S e e B

Probléme 8.48 Dans un plan projectif réel, on donne deux coniques I et ', ayant
exactement deux points réels communs A et B. Montrer qu’il existe des homologies
réelles qui transforment Iy et "> en des cercles.

Solution. Plagons-nous dans le complexifié. Tracons la droite réelle ¢ qui joint les
deux autres points d’intersection (imaginaires) de I') et de I's. Pour cela, on peut
construire sur deux droites distinctes p et ¢ I'image des points p N AB et ¢ N AB
pour les involutions de Desargues correspondantes. On peut aussi construire I’axe de
I"homographie de [y défini par M — M’ si AM N BM' € T».

Définissons sur ¢ I'involution y définie par la conjugaison par rapport a I'y et
a I'> a I'aide de deux couples de points. On obtient une involution elliptique dont les
points fixes sont les points complexes de I') N I'; et, comme dans |'exercice 7.10, on
construit un point O qui permet de réaliser y par la rotation d’un angle droit autour
de O.

Il reste & vérifier qu'une homologie de centre O transformant d en la droite de
I'infini, répond & la question.

e ———— e -

Probléme 8.49 On donne une conique T et un point O dans un plan réel. Existe-t-il
des homologies de centre O qui transforment I" en un cercle €2 de centre O?

Solution. Soient / et J les points cycliques. Si une homologie o transforme I' en un
cercle §2 de centre O, les droites Of et OJ (qui sont tangentes a 2 en [/ et J) sont
tangentes & 'en Ty et Th et 'on al = o(T)), J = a(T>). On voit donc que O est
nécessairement un foyer de I' et la droite 7, 7. qui est alors la directrice relative a O,
est transformée en la droite de 1'infini.

Réciproquement, il est clair qu'une homologie dont le centre est un foyer de T
et qui transforme la directrice en la droite de I'infini, transforme I' en un cercle de
centre 0. L'axe d’une telle homologie est alors une droite paralléle a la directrice.
A toute parallele A a la directrice, qui en est distincte et qui ne passe pas par
0, correspond une homologie o de centre O qui transforme I' en un cercle de
centre O.
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8.4 QUELQUES CAS PARTICULIERS DU GRAND THEOREME
DE PONCELET

- N e TR

Probléme 8.50 Montrer que deux triangles circonscrits 2 une méme conique I ont
leurs sommets sur une conique 2. Réciproquement et dualement, les c6tés de deux
triangles inscrits dans une méme conique €2 sont tangents a une conique I'.

Solution. Soient ABC et A'B'C’ deux triangles circonscrits a4 une conique I’
(figure 8.37). Pour établir que les points A, B, C,A’, B', C’ appartiennent a une méme
conique 2, montrons que 1'involution & définie sur BC par le quadrangle AA'B'C’
échange les points B et C. Il suffit pour cela, de vérifier que I'involution 3 est la
« projection » sur BC de I’involution 8* de A*, définie par le faisceau tangentiel des
coniques tangentes aux droites A'C’, A'B’, B'C’ et BC. La réciproque est la proposition
duale.

A ¥
Figure 8.37.

Corollaire 8.1. S'il existe un triangle inscrit dans une conique et circonscrit a une
autre conique, il en existe une infinité.

C’est en particulier le cas lorsque 1’on considére un triangle, son cercle circonscrit
et ses cercles inscrits et exinscrits.

Probléme 8.51 Soit ABCD un quadrangle inscrit dans une conique I" et circonscrit
a une conique I'". Montrer qu’il existe alors une infinité de quadrangles inscrits dans
I" et circonscrits a I™.

Solution. Soit A’ un point quelconque de I' ; les tangentes issues de A" a [ recoupent I’
respectivement en B’ et D' (figure 8.38, page ci-contre). Soit ¥ * le faisceau tangentiel
engendré par les coniques dégénérées (A*, C*) et (B*,D*); la conique [ appartient
a ce faisceau.

Considérons I'involution de A™ définie par le faisceau F* et projetons-la sur I’
a partir de A’. On obtient ainsi une involution & de I" qui échange A et C, B et D
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Figure 8.38.

ainsi que B’ et D'. D apres le théoréme de Frégier, la droite B'D’ passe par le point
d’intersection des droites AC et BD. Soit P ce point (qui ne dépend pas de A”). Les
tangentes a [" issues de B’ recoupent I" en A" et C'. L’involution définie par F* sur C*
est la projection de & sur C™* et d’apres le dual du grand théoréme de Desargues, les
droites C'B’ et C'D’ sont tangentes a une conique du faisceau qui n’est autre que I
puisque C’'B’ est tangente a cette conique.

Probléme 8.52 Soient I' et Q deux ellipses ayant les mémes axes. Démontrer que
pour qu’il existe un triangle inscrit dans I" et circonscrit & €2, il faut et il suffit que
les sommets du rectangle formé par les tangentes a 2, paralléles aux axes, soient
respectivement sur les cotés du losange déterminé par les sommets de I'.

Solution. En raison des symétries de la figure et en référence au probleme 8.30, il
nous suffira de chercher & quelle condition la droite UP est tangente a £2, les notations
étant celles de la figure 8.39.

Figure 8.39.

L'homographie « de AB sur A’B’ définie par les tangentes 4 Q (théoréme 5.8)
coincide sur les points W’ et oo,y avec I’homographie o' composée de la projection
de AB sur I a partir de U’ et de la projection de I" sur A’B" a partir de U. Si PU
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est tangente a 2, o et o' coincident sur P et alors ¢ = o et on a nécessairement
U'ANUA" € T et i cause des symétries U'A N UA" = V : C’est la configuration
demandée.

Réciproquement si VA N UA" = Von a a(A) = o(A) et la encore a = o et alors
la droite UP est tangente a 2.

En se plagant dans le complexifié, on peut particulariser le résultat précédent :
« Soient # et H' deux hyperboles équilatéres concentriques. Pour qu’il existe des
triangles inscrits dans J¢ et circonscrits a J€', il faut et il suffit que les foyers de #’
soient sur les directrices de J¢. »

Il

8.5 SIX OU HUIT POINTS SUR UNE CONIQUE

S

Probléme 8.53 Montrer qu’il existe une ellipse tangente aux c¢6tés d’un triangle en
leurs milieux.

==

Solution. Les médianes d’un triangle étant concourantes, il existe une conique I’
tangente aux cOtés en leurs milieux daprés la réciproque du théoréme de Brianchon.
Il reste & montrer que cette conique est une ellipse.

— Premiére preuve. — Si le triangle est équilatéral, il est bien connu que le cercle
inscrit répond & la question. On peut alors transformer le triangle donné en un
triangle équilatéral par une transformation affine (figure 8.40). Une telle transfor-
mation conserve les milieux et conserve la nature d’une conique puisque la droite
de I'infini est invariante. La transformation inverse transforme le cercle inscrit au
triangle équilatéral en une ellipse tangente aux cotés du triangle donné en leurs
milieux.

A
K J
B / C B I &
Figure 8.40.
— Deuxiéme preuve. — Pour déterminer la nature de la conique I', on peut aussi

chercher les points d’intersection de [" avec la droite de I'infini en déterminant
les points fixes de I"homographie induite par |’homographie de I" définie par
C'Bi B'C',CB +— B'C,CA + B'A', ou A, B sont les sommets du triangle et
A',B’, C' les milieux des c6tés. Cette homographie est elliptique (exercice 4.3).
Remarques 8.17.
» D’apres I'exercice 7.18. le centre de 1'ellipse est le centre de gravité G du triangle.
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» L'homothétie de centre G et de rapport —2 transforme cette ellipse en une ellipse
circonscrite A ABC, ayant G pour centre ; les tangentes a cette ellipse aux sommets
du triangle sont paralléles aux cOtés opposés.

—————

Probléme 8.54 On donne un triangle ABC et deux points fixes P et Q. Montrer que
les droites qui joignent P et Q aux sommets du triangle coupent les cOtés opposés
respectifs en six points qui appartiennent i une méme conique (figure 8.41).

Figure 8.41.

Solution. Soient A", B',C’ et A”.B",C" les points d’intersection des droites
PA, PB. PC et QA,(QB.QC avec les cotés BC,CA, AB. En utilisant le critére de
la proposition 6.12, nous allons montrer que sur BC, le couple (A’,A”) « appartient »
a I'involution définie par le quadrangle B'B"C'C". Les c6tés opposés B'B", C'C"
coupent BC en B,C et les cotés B"C",B'C’ en U,V. D’aprés une configuration
classique (exercice 7.1.1), le point U est conjugué de A" par rapport 4 B, C. Le point
V est conjugué de A’ par rapport a B, C. Par conséquent, les points U, A” et les points
V,A" sont homologues dans I'involution de points fixes B et C. Il est alors facile de
vérifier (exercice 3.3) que les couples (A',A"), (B, C),(U, V) « appartiennent » & une
méme Involution.

Réciproquement, soient ABC un triangle et P un point. Les droites AP, BP, CP
coupent les cotés BC, CA,AB en A', B', C'; une conique passant par A', B', C' recoupe
les cotés respectifs en A”, B”, C". Les droites AA”, BB", CC" sont alors concourantes.
Nous laissons au lecteur le soin de formuler le résultat dual.

Remarque 8.18. La réciproque donnée ici est un cas particulier de la proposition
duale.

Probléme 8.55 Montrer que les tangentes menées par les sommets d’un triangle
ABC 4 une conique I" coupent les cOtés opposés respectifs en six points qui appar-
tiennent & une méme conique.

Solution. Les tangentes & I issues de A coupent BC en A", A", celles issues de B
coupent CA en B',B" et celles issues de C coupent AB en C',C". Posons D =
BB NCC,U=BCNBC,P=ACNBC,etE=BB'NCC",V=B'C"NBC,
Q0 =AENBC.
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En utilisant le critére de la proposition 6.12, nous allons montrer que sur BC,
le couple (A’,A”) «appartient » a I"involution définie par le quadrangle B'B"C'C”,
c¢’est-a-dire a I'involution qui échange B et C ainsi que U et V,

Le faisceau des coniques tangentes aux droites BD, BE, CD, CE a pour coniques
dégénérées les couples (B*, C*) et (D*, E*). L'involution de Desargues que donne ce
faisceau au point A, transforme AB et AC, AA" en AA”, AD en AE, ¢’est-a-dire en
projetant sur BC, Ben C, A" en A", P en Q. Mais d’aprés une construction classique,
les points U, V sont les conjugués de P, Q par rapport & B et C. D’apres 'exercice 3.3,
les couples (B, C), (U, V), (P, Q) «appartiennent » a2 une méme involution ; or cette
involution « contient » aussi le couple (4, A"”).

Remarque 8.19. On retrouve le probléme précédent lorsque la conique I' est dégé-
nérée.

Enoncé dual : « Les droites menées des sommets d'un triangle aux points ot les
cOtés opposés respectifs coupent une conique I sont tangentes & une méme conique. »

Notons que la proposition duale est la réciproque de notre proposition. Comme
cas particulier de cette réciproque, on a la proposition suivante. Une conique coupe
le c6té BC d’un triangle ABC en A, A", le coté CAen B', B" etle coté ABen C', C". Si
les droites AA’, BB', CC” sont concourantes, les droites AA”, BB”, CC” le sont aussi.

Probléme 8.56 Quatre cordes AB,CD,A’B’, C'D’ d’une conique €2, se coupent en
un point O. Soient I" une conique passant par les points A, B, C, D et I’ une conique
passant par A', B', C', D". Montrer que deux sécantes communes set 5" a lCeta [ se
coupent en O et que les couples (s,5"), (AB,CD), (A'B’,C’'D'"), appartiennent a une
méme involution. Etudier la réciproque.

Solution. Soit P un pointde 'NT"; sur la droite OP, les faisceaux F et ' engendrés
par € et I d’une part, Q et I'" d’autre part, donnent la méme involution dont O est
I’'un des points fixes. Par conséquent, les coniques I' et I’ recoupent OP en un méme
point Q et la droite PQ est une sécante s, commune a I et a ' et passant par O.
On construit de méme, dans le cas générique, une autre sécante commune s* passant
par O. 1l existe alors une sécante p commune a [" et a ' et distincte de s et de s”.
Sur cette sécante, I involution 8 que donne le faisceau ¥ et I'involution &’ que donne
le faisceau F' coincident. Les droites s,5', AB, CD A'B’, C'D’ coupent donc p en des
points homologues pour cette involution,

Réciprogquement, soient s, 5" deux cordes communes a deux coniques I', ' qui se
coupent en un point O. Soient AB, CD deux cordes de I et A'B’, C'D’ deux cordes de [’
qui se coupent aussi en O. Si les couples (AB, CD), (A'B',C'D’), (s.s) appartiennent
a une méme involution de O, les huit points A, B, C,D,A’, B', C', D" sont une méme
conique. En effet, la conique §2 qui passe par A, B, C,D,A’. Cette conique recoupe
I en B”,C", D”. Le point O ayant méme polaire par rapport a2 Q et & T, a donc
méme polaire par rapport 4 2 et a I'". Les cordes A'B” et C"D" passent donc par O
et d’aprés le résultat direct, les couples (AB, CD), (s,4"), (A’B", C"D") appartiennent
a une méme involution de O~. 1l est alors évident que 'on a B" = B, C" = (',
D" = D'. Le lecteur pourra examiner lui-mé&me les cas particuliers.
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Eer————— —m—

Probléme 8.57 Soient I').I"> deux coniques ayant quatre points communs dis-
tincts. Une conique 2 est bitangente a I'y et & T'». Montrer que I'y et "> ont
deux sécantes communes conjuguées harmoniques par rapport aux cordes de contact
(figure 8.42). Enoncer et démontrer la réciproque.

Figure 8.42,

Solution. Ce résultat est un cas « limite » du probléme précédent. La démonstration
directe se calque sur la précédente.

Remarque 8.20. On peut facilement adapter I'énoncé et la démonstration précédents
au cas ou 'y et I'; engendrent des faisceaux de type 1l ou Il (paragraphe 6.2). En
revanche, on sait qu’il est plus difficile de saisir géométriquement les faisceaux de
type [V et V. Dans ce cas, des démonstrations analytiques sont mieux appropriées a
ce genre de probléme. On peut écrire par exemple @ ="'y —aj, Q =T — a3 od a;
et a» sont des équations des cordes de contact. Par soustraction, on obtient

I —=a; —a3 = (a1 + a)a) — ay)
et la solution vient sans difficulté.

Probléme 8.58 Montrer que lorsque deux coniques sont inscrites dans un qua-
drilatére, les huit points de contact sont sur une méme conique (figure 8.43, page
suivante).

Solution. On supposera les points de contact distincts. Soient A, B, C, D les points de
contact d’une conique I" avec les cotés a, b, ¢, d du quadrilatere et A", B', C', D' ceux
d’une conique I

Montrons d’abord que les points A" et B” appartiennent 4 une conique du faisceau F
défini par le quadrangle ABCD. En s’appuyant sur le probléme précédent et en
choisissant judicieusement les notations (voir la figure 8.43, page suivante), on voit
que les droites AB, CD,A’'B’ concourent au point d’intersection de deux sécantes
communes des coniques I' et I, Soit U ce point.

Il est clair que le faisceau F et le faisceau engendré par I' et ™" induisent sur la
droite A’B" la méme involution dont les points fixes sont le point U et son conjugué par
rapport aux points A’, B'. Il résulte alors de la proposition 6.12 que les points A’ et B’
appartiennent a une conique passant par A, B, C, D. On montre de maniére analogue
que le point C' appartient a la conique passant par A, B, C, D, B’ et que le point D’ se
trouve sur la conique passant par A, B,C, D, C'.
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Figure 8.43.

Remarque 8.21. On peut montrer que les points U, V sont les points fixes annoncés
sans avoir recours au probiéme précédent, mais plus simplement en utilisant la polarité
(exercices 7.4 et 7.5).

8.6 QUELQUES PROPRIETES CLASSIQUES DES CONIQUES
AFFINES

Probléme 8.59 Soit ABC un triangle d’orthocentre H ; soit O le centre du cercle T

circonscrit au triangle. (On supposera que O et H sont distincts.)

8.59.1 Montrer que les c6tés du triangle ABC sont tangents & une méme conique €2,
de foyers O et H. Montrer que H est P'orthocentre de tout triangle inscrit
dans " et circonscrit a €2 (figure 8.44a).

8.59.2 Déterminer les points de contact de 2 avec les cotés du triangle ABC.

(a) (b)
Figure 8.44.

Solution. Considérons le faisceau tangentiel ¥* des coniques de foyers O et H,
c’est-d-dire, dans le complexifié, des coniques tangentes aux droites isotropes issues
de Oetde H.

Soit §2 la conique de ce faisceau tangente au c6té AB du triangle ABC ; I involution
8% de A* définie par F* est la symétrie par rapport aux bissectrices de (AQ,AH)
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(exercice 7.35); d’aprés I'exercice 7.26. 8 échange les droites AB et AC et le
théoréme de Desargues 6.2 nous assure que AC est tangente a 2.

On montre de méme que BC est tangente a §2. Soit une tangente quelconque
a © qui coupe le cercle " en Q et R; les tangentes a €2 autre que QR issues de
Q et de R se coupent en un point de " (probleme 8.30) ; soit P ce point; d’aprés
I’exercice 7.35, PH est symétrique de PO par rapport aux bissectrices de (PQ, PR) et
d’aprés 'exercice 7.26, I'orthocentre H' de POR est sur la droite image de PO dans
cette symétrie ; H' est donc sur PH et de méme H' est sur les droites QH et RH ; on
aura donc H' = H.

8.59.2 Ladroite AH recoupe I' en A’ et la droite OA” coupe BC en M. Montrons que M
est le point de contact de BC avec 2. Le point A’ étant le symétrique de H par
rapport & BC (probléeme 8.4), la droite BC est bissectrice de (MO, MH). C’est
donc¢ une droite fixe de I'involution définie par F* sur M* (exercice 7.26).
D’apres le dual de la proposition 6.13, M est le point de contact de BC avec 2.

Remarques 8.22.
8.59.1 : Ce probléeme permet de retrouver des énoncés classiques :

» Le lieu des centres des cercles tangents & un cercle fixe I, de centre O et
passant par un point fixe A, est une conique de foyers O et H. Le cercle I
est le cercle directeur de la conique.

» Le licu des points dont la somme des distances a deux points fixes O et H
est constante est une ellipse de foyers O et H.

» Le lieu des points dont la différence des distances a deux points fixes O et
H est constante est une hyperbole de foyers O et H.

» Le licu des symétriques d’un foyer d’une ellipse ou d’une hyperbole, par
rapport aux tangentes a ces coniques, est le cercle directeur relatif a I'autre
foyer. (Rappelons que pour une parabole, ce licu est la directrice d’aprés
les problemes 8.36 et 8.71.)

» Le lieu des projections orthogonales d’un foyer d’une conique a centre
sur ses tangentes, est le cercle principal, homothétique du cercle directeur
dans une homothétie de centre le foyer et de rapport %- (voir encore le
probleme 8.38). Pour une parabole, ce lieu est la tangente au sommet.

8.59.2 : Si le triangle ABC est équilatéral, les points O et H sont confondus et la
conique £2 est le cercle inscrit dans le triangle ABC.

=

R

Probléme 8.60 Soit I un cercle de centre O et AB, CD deux cordes orthogonales
gui se coupent en un point K. Montrer que les droites AC, CB, BD, DA sont tangentes
4 une méme conique $2 de foyers O et K. Transformer ce résultat par polarité par
rapport au cercle I'.

Solution. On utilise les mémes arguments que dans le probleme précédent. Par
exemple, les droites CK, CO et CA, CB ont les mémes bissectrices (exercice 7.26).
Par polarité réciproque par rapport a I', la conique €2 est transformée en un cercle du
faisceau a point de base K et d’axe radical la polaire de K par rapport au cercle I
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Probleme 8.61 Soient T une ellipse de centre O et A, A’ les extrémités d’un de ses
axes. Soit " le cercle de diametre AA’. Montrer que X est I'image de " dans une
affinité d’axe AA’. Appliquer ensuite le résultat précédent a la construction de points
de X, des tangentes en ces points et des points d’intersection de ¥ avec une droite
donnée,

Solution. Soient B et B’ les extrémités de 1'autre axe de Z. Le cercle I coupe la
demi-droite OB en C ; considérons I'affinité o d’axe AA’ qui transforme C en B : ¢’est
I’une des affinités qui répondent a la question. La conique a(I") contient les points A
et B et on vérifie facilement qu’elle admet pour centre O et les droites OA, OB pour
axes ; d’apreés ’exercice 7.37, les coniques o(I") et £ sont égales.

Application : Les constructions demandées (figure 8.45) s appuient essentiellement
sur la construction donnée au paragraphe 4.2.1. Quand on a présent a ['esprit cette
construction, la figure 8.35, page 142, a valeur de démonstration.

|
I
I
i
1
|

r >~
Figure 8.45. Construction de la tangente a une ellipse au point M et du point
d'intersection / avec une sécante d.

Remarque 8.23. On retrouve de méme d’autres propriétés de I'ellipse ; en particulier
celles qui sont relatives a des éléments conjugués.

Probleme 8.62 Si les extrémités d'un segment AB de longueur constante se
déplacent sur deux droites orthogonales d et d', tout point M de la droite AB décrit
une ellipse d’axes d et d'.

Solution. Soient O = d Nd' et M’ le quatrieme sommet du parallélogramme défini
par A,M, O (figure 8.46, page ci-contre). Le point M’ décrit un cercle I" de centre O
et de rayon AM. Si ] =d N (MM’), il est évident que :

M AM
M BM
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Le lieu de M est I'image du cercle I" dans une affinité orthogonale a d’axe d et de
rapport BM /AM. Ce lieu est donc une ellipse. Les droites d et d' sont des diamétres
conjugués pour I'; Paffinité a conserve globalement d et d' ainsi que la droite de
I'infini. Il en résulte que 4 et d" sont également des diamétres conjugués de I'ellipse.

Le résultat ci-dessus reste valable lorsque les droites d et d' ne sont pas orthogo-
nales. Il est connu sous le nom de théoréme de La Hire.

A
i
I
oL . \B
I
1
1
[
!
M’
Figure 8.46.

On peut se ramener élémentairement au cas ol d et ¢ sont orthogonales en
remarquant :
— que le cercle passant par O, A, B a un diamétre constant,
— que les droites joignant O aux extrémités du diamétre passant par M sont fixes,
— que M est invariablement li€ & ce diametre,

—— -

Probléme 8.63 Soient P, Q deux points d'une ellipse de centre O et tels que les
droites OP, OQ soient orthogonales. Déterminer I’enveloppe de la droite PQ.

Solution. On se place dans le plan complexifié de points cycliques /, J. Vu la définition

de I'orthogonalité, on a (OP, 00, Ol, OJ) = —1. D apres P'exercice 7.20, la droite

PQ enveloppe une conique I" tangente aux droites Of, OJ. Le point O a méme polaire

par rapport a Z et par rapport a [". Il en résulte que I est un cercle de centre O.

Remarques 8.24.

» Lahauteur du triangle OPQ étant constante, en appliquant une relation bien connue,
on obtient

|

1 1 1 I
OH: “oPr 00 T & "
si a et b sont les longueurs des demi axes de X.

» Si A est un point intérieur a €, on trouve de maniére analogue que I’enveloppe des
droites PQ est une ellipse de foyer A. La directrice correspondante est la polaire
de A par rapport a I

» Le lecteur pourra adapter les résultats ci-dessus au cas d’une hyperbole et au cas
d’une parabole.

[E8]

b
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Probléeme 8.64 Déterminer I'enveloppe de la corde PQ joignant les extrémités P
et @ de deux diametres conjugués d’une ellipse I,

Solution. Les diametres OF et OQ sont conjugués par rapport aux tangentes t, >
issues de O. La droite PQ coupe donc 1, et f; en deux points conjugués par rapport
aux points P et Q. D’apres I'exercice 7.20, la droite PQ enveloppe une conique.
Cette conique appartient au faisceau des coniques bitangentes en U, V aux droites
11, 1>. Elle est donc homothétique de I" dans une homothétie de centre O. Le rapport
d’homothétie se détermine aisément : c’est ';«/E

e ——— R = =" L=

Probleme 8.65 Soit # une hyperbole d’asymptotes p, ¢ (figure 8.47).

— Latangente en M a J€ coupe p en A et ¢ en B. Montrer que M est le milieu de AB.

— Une droite d coupe # en Pet Q, pen P et g en Q. Montrer que les segments PQ
et P'Q" ont méme milieu.

— Appliquer les résultats précédents a la construction de la tangente en un point
de #€ et a sa construction point par point.

Figure 8.47.

Solution. Une méme remarque donne la réponse aux deux premiéres questions : « Si
un point U est sur la polaire d’un point O par rapport a une conique I, les polaires
de U par rapport & [” et par rapport aux tangentes a [” issues de O coincident » (voir
I'exercice 7.5). Le centre de # est ici O = p N g, les droites p, g sont des tangentes,
la droite de I'infini est la polaire de O et U est le point a I’infini de la tangente en A
ou de d.

Remargue 8.25. On retrouve facilement ce résultat en considérant I'involution que
donne sur d (ou sur la tangente) le faisceau des coniques bitangentes engendré par A
et par ses asymptotes. Le point U est un point fixe de cette involution, 'autre est
conjugué de U par rapport aux intersections de 4 avec les coniques du faisceau.

» Applications :

— Construction de la tangente en un point M d’une hyperbole quand on connait les
asymptotes p, g (figure 8.47). Si AB est la tangente en M, le point de contact est
le milieu de AB. D’apres le théoreme de Thales, les parallele a g. p passant par M
coupent p, g aux milieux A', B de OA, OB. La tangente cherchée est la parallele
a A’B’ passant par M.
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- Construction point par point d’une hyperbole dont on connait les asymptotes et un
point P. On fait passer par ce point une droite variable qui recoupe 1"hyperbole en
un point Q (provisoirement inconnu). Pour construire géométriquement ce nouveau
point, il suffit de remarquer que PQ et P'Q’ ont méme milicu /.

e e ———y

Probléme 8.66 Construire les asymptotes d'une hyperbole dont on connait les
sommets et un foyer.

A.f

d
Figure 8.48.

Solution. La projection orthogonale du foyer F sur une asymptote est sur le cercle
principal, ¢’est-d-dire le cercle I' de diametre AA” o A et A’ sont les sommets de
I'hyperbole (probléme 8.59.1) ; comme 'asymptote passe par le centre de T, cette
projection de F est nécessairement un point de tangence, autrement dit, un point ol
la directrice d relative a I", qui est aussi la polaire de F par rapport 4 I', coupe I'.
Les asymptotes passent également par les points ot la tangente en A a I' coupe le
cercle I, de centre O et de rayon OF : en effet, la relation de conjugaison OF - OH =
— o OF OA . . 3
OA” ol H = d N AA', entraine que = — —~ c’est-a-dire que 1"homothétie de
centre O qui envoie A sur F, transforme H en A, le cerlcle I en I, la directrice d en

la tangenteen A 4 I.

——

Probleme 8.67 Hyperbole équilatére et cercle

On considere une hyperbole équilatére .J#¢ de centre H et un cercle 2 de centre O.

8.67.1 Montrer que le symétrique par rapport & H de I'un des points d’intersec-
tion de F et de 2 est I'orthocentre du triangle formé par les trois autres
(figure 8.49a, page suivante).

8.67.2 Montrer que si O appartient a ¢ et que si I'un des points de H N Q est
symétrique de O par rapport 4 H, alors le triangle formé par les trois autres
points de € N 2 est équilatéral.

8.67.3 Montrer que si deux des points de # N 2 sont symétriques par rapport a H,
les deux autres sont symétriques par rapport a O et réciproquement.

8.67.4 Montrer que le centre de la conique des neuf points du faisceau engendré
par # et par 2 est le milieu du segment OH.
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Figure 8.49.

- am g b |

résultats en nous appuyant sur le corollaire

de I'exercice 7.24 et sur 'exercice 7.16. Soit 8 I'involution que donne sur d., le

faisceau ¥ engendré par #¢ et 2. Soient y I’'involution définie par la conjugaison
par rapport a ¢ et ¢ I’involution canonique (conjugaison par rapport a §2). D’apres

I'exercice 7.24, nous avons y = § o 0. Nous noterons copg le point a l'infini de la

droite PQ et A, B, C, D les points de # N Q.

8.67.1 Considérons par exemple le symétrique D" de D par rapport a H (figure 8.49b).
D’apreés I’exercice 7.31, D’ appartient a 1’hyperbole #. Ce point est une
hauteur de ABC si et seulement si on a 004y = 6(00gc), OCry = 6(00c4)
et 0o¢p = 6(004p). Comme nous avons y(00sp) = 0Oapr, Y(00gp) = OOppy
ainsi que y(occp) = 0O¢py, On obtient :

Fooal . .

Solution. Nous al lu 1S IMOnircr Ccs

Rope > Ryp > Xap'

g OOca > CCpp ——> OCpgpy ,

| Xas /> OO¢p >

8.67.2 Si I) est le centre de €2, le triangle ABC est équilatéral car I’ est orthocentre
du triangle et centre du cercle circonscrit.

8.67.3 D’aprés I’exercice 7.16, la droite AB est un diametre de H si et seulement si
yY(o0pa) = o0pg, ¢’ est-a-dire, en vertu du corollaire de I’exercice 7.24, si et

seulement si 6(00ps) = 8 0 Y(0Ops) = OO¢a, relation qui exprime que C et D
sont diamétralement opposés sur I.

8.67.4 Soit I" la conique des neuf points du faisceau (qui d’aprés I’exercice 7.30
est une hyperbole équilatere). Les points O et H appartiennent par hypothése
a I' et d’apres la proposition 6.11, le milieu M de AB appartient aussi a I'.
Le probléme revient a montrer que OH est un diametre de I, ¢’est-a-dire a
montrer que ooy et ooyy sont conjugués par rapport a I” (exercice 7.16).
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D’apres la proposition 6.9, deux points sont conjugués par rapport a I' si et
seulement si ils sont conjugués par rapport aux points fixes de 8, c’est-a-dire
s’ils sont homologues pour 3. Nous alions donc montrer que ooy = 3(00op)-
Comme A, B appartiennent a I’hyperbole #f et au cercle £2, on sait que
oopy = Y(00ap) €t 00xp = o(000y). 11 suffit alors d’appliquer le corollaire

de 'exercice 7.24 : ooy = 3 o o

VNN

|

NN
—

Xnﬁfm

n\—XAnnnfmG.\-—x(m £)

R Y AR

— U\ NOM -

I

1)/
/////////A

~ I\
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“fm(/ ‘
.1)()
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Figure 8.50. Enveloppe des asymptotes des hyperboles équilateres circonscrites
a un triangle.
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Probléme 8.68 Montrer que les asymptotes d’une hyperbole équilatére circonscrite
a un triangle ABC sont des droites de Simson de ce triangle.

Solution. Rappelons que les hyperboles équilatéres circonscrites a un triangle ABC
forment un faisceau F et que I’orthocentre A du triangle est un point de base de
(exercice 7.31). Voici une solution élémentaire.

Soit p une asymptote d'une hyperbole # du faisceau. Montrons que p est une
droite de Simson du triangle ABC en montrant que les perpendiculaires aux cotés de
ce triangle aux points ol les cOtés coupent p sont concourantes. Ces perpendiculaires
s'obtiennent en joignant les points a I'infini des hauteurs du triangle aux points ol
les cotés opposés coupent p. Nous allons montrer que 1'homographie o de la droite
de I'infini sur p, qui aux points a I'infini des hauteurs associe les points o1 les cotés
Opposés coupent p, €st une perspective.

En effet, a est composée de la perspective de centre H suivie de I'involution &
que donne F sur p. La perspective conserve le point d’intersection de p et de la
droite de I'infini (proposition 2.2). Ce point est un point double de & puisque p est
tangente a ¢ en ce point (proposition 6.5). Il est clair que @ est une perspective et
que les perpendiculaires aux cotés du triangle (aux points ou ces cOtés coupent p)
sont concourantes. La réciproque se fonde sur les mémes arguments.

Remarque 8.26. On démontre (voir [CC]. t. I1I, § 384]) que les droites de Simson
d’un triangle enveloppent une hypocycloide  trois points de rebroussement.

T

Probleme 8.69 Hyperboles remarquables d’un triangle

On considere un triangle ABC, son cercle circonscrit 2 de centre O et les milieux

A B . C de OA, OB, OC.

8.69.1 Soient J,, Hy, H les hyperboles équilatéres de centres A, B, C’ et ayant
leurs axes paralléles aux bissectrices des angles A, B, C. Ces trois hyperboles
ont quatre points communs. Montrer que 1'un de ces points est le point O
et que les trois autres M, P, Q, sont situés sur le cercle circonscrit i ABC et
forment un triangle équilatéral.

8.69.2 En remplacant dans 'énoncé précédent « axes paralleles aux bissectrices »
par « asymptotes paralléles aux bissectrices », on obtient trois hyperboles
équilatéres ), #), #. ayant trois points communs M, P', Q' sur Q.

Solution. Soient 8,4, dy, 8¢ les involutions définies sur la droite de I'infini d,, par les
faisceaux ¥y, Fp. Fe engendrés par F,, Hy FHe et le cercle 2. La démonstration de
la premiere partie découle essentiellement de la remarque

85084 =Y. (8.1)

ol y est I"homographie de dy, qui définit I'angle C.

En effet d’apres I'exercice 7.24, les points a I'infini des axes de #, et de #p sont
les points fixes de 84 et de 8. On voit ainsi les points cycliques [, J sont les points fixes
de 3 0 8, et que les c6tés d un triangle sont conjugués par rapport aux bissectrices.
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Si M, N, P sont les points d’intersection de .#4 avec €2, on vérifie aisément a I"aide
de (8.1), de I'exercice 7.24 et de 'exercice 7.31, que #; appartient au faisceau de
points de base M, N, P, B. On proceéde pareillement avec #c.

D’aprés le probleme 8.67, les points M, N, P sont les sommets d’un triangle
équilatéral. '

Remarque 8.27. Les droites MO, PO, QO sont paralleles aux droites de Simson du
triangle ABC aux points M, P, Q. De méme les droites M'O, P'O, Q'O sont normales
aux droites de Simson de ABC relatives aux points M, P', Q'.

D’apres I'exercice 7.24, si o désigne I'involution canonique de d., les points a
I'infini des hyperboles JE’{;, J‘fj,, J‘f’:: sont les points fixes des I'involutions 8, 00, dg00,
8¢ o o.On a alors :

(8poa)(8400) =Bpo00), (008y) =8s0ds =Yy

et on raisonne comme dans la premiére partie,

e — T T — Tl

Probleme 8.70 Si I'on coupe une ellipse par une hyperbole équilatere dont les
asymptotes sont paralléles aux axes de I’ellipse, trois points d’intersection et le point
diamétralement opposé au quatrieme sur I’ellipse sont sur un méme cercle.

Solution. L'ellipse X et I'hyperbole équilatere # se coupent en A, B, C, D. Soit D' le
symétrique de D par rapport au centre de X. Sur la droite de I'infini, considérons les
involutions :

— & définie par le faisceau engendré par X et J¢,

— ¥ conjugaison par rapport a X,

— o définie par le quadrangle ABCD'.

Si I’on tient compte de 'exercice 7.12, on voit facilement que « = y o 8. A I'aide
de cette décomposition, on vérifie sans peine que les points a I'infini de # sont les
points fixes de o. d'ol il ressort que o échange les points cycliques puisque Ff est
équilatere. D apres I'exercice 7.24, les points A, B, C, D’ sont cocycliques.

Probléme 8.71 La parabole dans le plan euclidien

Soit IT une parabole d'axe a, de foyer F, de directrice d.

8.71.1 Montrer que tout point d"une parabole dans le plan euclidien est équidistant
du foyer et de la directrice.

8.71.2 Montrer que la projection orthogonale du foyer sur une tangente appartient i
la tangente au sommet.

8.71.3 Montrer que les tangentes issues d'un point K de la directrice sont orthogo-
nales et réciproquement.

Solution. Soit M € T1, r la tangente en M et D la projection orthogonale de M sur la
directrice d.
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Figure 8.51.

8.71.1 La polaire de D passe par F et est paralléle a r car D est sur la polaire de F et
sur celle du point a I’infini de r; est DF est donc orthogonale a cette polaire
(exercice 7.34). ,

D’autre part, suivant I’exercice 7.35, t est bissectrice de I'angle (MF, MD) ;
ainsi, dans le triangle MDF ¢ est bissectrice et hauteur, elle est donc
médiatrice du segment DF et on a MF = MD.,

8.71.2 Latangente au sommet, s, est I’'homothétique de d dans I'homothétie de centre
F et de rapport 1. Le milieu de DF, qui est la projection orthogonale de F sur
t est donc sur la tangente au sommet.
(Pour un autre point de vue sur ce résultat, voir le probleme 8.6.)

8.71.3 Ce probleme a déja été résolu dans I'exercice 7.22, mais il est intéressant de
remarquer qu’il n’est qu’un cas particulier de ’exercice 7.6.

Soient f; et > les tangentes issues d'un point K & la parabole IT; les
droites isotropes F1, FJ sont par définition tangentes a la parabole, ainsi que
d~, la droite de I'infini; d’aprés la proposition 5.7 le birapport des quatre
tangentes 1), 1>, FI, F.J est le birapport des intersections de ces tangentes avec
d ; les tangentes 7, et 1, seront orthogonales si et seulement si le birapport
de ces intersections est harmonique c’est-a-dire, si (1,1, FI,FJ) = —1 sur
1. Or d’apres I'exercice 7.6, ce birapport est harmonique si et seulement si
K = 1 N t> est sur le polaire de F alias, la directrice.

Probléme 8.72 Soient a, b, ¢ trois tangentes a une parabole IT.
8.72.1 Montrer que le foyer F de I1 appartient au cercle circonscrit au triangle abc.

8.72.2 Montrer que I'orthocentre H du triangle abe est sur la directrice.

Solution. Soient A, B, C les sommets opposés aux cOtés a, b, ¢ du triangle.
Considérons le faisceau tangentiel ¥ engendré par les droites a, b, c et par la
droite de I'infini, ds. S1 D est un point non situé sur les droites de base de F*
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Figure 8.52.

I’involution 8* de D* définie par le faisceau (théoréme 6.2) est donnée par :

8" : DA — DOOHC, DB — DOO,qc.. DC — DC)OAB

8.72.1 Si D estle foyer, les droites isotropes sont échangées par 3* ; or, la projection
de 8" sur d, coincide avec I'involution 8 du quadrangle ABCF ; comme 3
échange les points cycliques, les points A, B, C, F sont cocycliques (exer-
cice 7.24).

8.72.2 Si D est 'orthocentre de ABC, I'involution 8* liée & H est & I'évidence
I"involution canonique de H* car Docge et Dooy¢ sont paralleles a BC et AC
d’apres le probléeme 8.71, H est sur la directrice de I1.

Remarque 8.28. On retrouve ces résultats en s’appuyant sur les problémes 8.6 et 8.7
relatifs 4 la droite de Simson ; en effet, les projections de F sur les tangentes a, b, ¢ sont
alignées sur la tangente au sommet (probléme 8.71) donc F appartient au cercle ABC.

Probléme 8.73 Soient A, B, C trois points appartenant a une parabole #. Pour que
le cercle circonscrit au triangle ABC passe par le sommet S de la parabole, il faut et
il suffit que le centre de gravité du triangle ABC soit sur I'axe de la parabole.

Solution. On considere le faisceau des coniques passant par A, B, C, S. D’apres I'exer-
cice 7.32, le lieu des centres de ces coniques est une conique appelée conique des neuf
points. Son centre est le barycentre des points A, B, C, S. Si les points A, B, C, S sont
cocycliques, I’exercice 7.32 montre que la conique des neuf points est une hyperbole
équilatére dont les asymptotes sont les axes des deux paraboles du faisceau. Son
centre est leur intersection ; mais comme § est sur I’axe de 2, le barycentre de ABC
est nécessairement sur cet axe. La réciproque utilise les mémes arguments.

Probleme 8.74 Pour que les normales en trois points A, B, C d'une parabole P
soient concourantes, il faut et il suffit que le cercle circonscrit au triangle ABC passe
par le sommet de la parabole.
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Solution. Trois points A, B, C de la parabole & et son sommet O sont sur un méme
cercle I' (figure 8.53). D apres I'exercice 7.30 le lieu des centres des coniques du
faisceau engendré par & et [ est une hyperbole équilatére #€ passant par les milicux
des cOtés au quadrangle OABC et ayant pour asymptote I’axe de 2. Une homothétie
de centre O et de rapport 2, transforme I" en une hyperbole équilatére #’ passant par
A, B, C et admettant I’axe de # pour asymptote. La normale en A & & coupe [ en
P. D’aprés le probléme 8.21, I'hyperbole d’Apollonius de P coincide avec I, Les
normales en A, B et C a [ sont ainsi concourantes.

A P

I
Figure 8.53.

Réciproquement, si les normales a 7 en A, B, C se coupent au point P, considérons

I"hyperbole d’Apollonius #* qui passe par A, B, C et qui admet I'axe de P pour
asymptote. L'homothétique # de J¢' dans ['homothétie de centre O et de rapport
! est une hyperbole équilatére passant par les milieux A, B, C' de OA, OB.OC et
qui admet 1"axe de & pour asymptote. Le lieu des centres des coniques du faisceau
engendré par & et par le cercle OAB coincide avec F. 1l est alors évident que le
cercle OAB passe par C.
Remarque 8.29. Le centre O' = (0 + A + B+ C) de J# est sur I'axe de 2, ce qui
donne I'énoncé : « Le centre de gravité d’un triangle ABC inscrit dans une parabole
P est situé sur I'axe de & si et seulement si le cercle circonscrit au triangle ABC
passe par le sommet O de . »

— e e il i e

Probléme 8.75 Déterminer I'enveloppe des tangentes au sommet et enveloppe
des axes des paraboles inscrites dans un triangle ABC.

Solution. Le foyer I d’une parabole & tangente aux c6tés d’un triangle ABC se trouve
sur le cercle ABC (exercice 7.34). D apres I'exercice 7.22, la droite de Simson de F
est la tangente au sommet de #. La réciproque est sans difficulté. Par conséquent,
les tangentes au sommet des paraboles inscrites dans le triangle ABC sont les droites
de Simson relatives au triangle ABC. On sait qu'elles enveloppent une hypocycloide
a trois rebroussements.

D’apres ce qui précede, ['axe de & est la perpendiculaire menée de F a la droite
de Simson de F. Soient A". B, C', F' les symétriques des points A, B, C, F par rapport
au centre du cercle ABC. Compte tenu des symétries, on montre aisément que 1’axe
de 2 est I"homothétique de la droite de Simson de F relativement au triangle A'B'C".
L’enveloppe des axes des paraboles inscrites au triangle ABC est donc une hypocy-
cloide a trois rebroussements, homothétique de I’'enveloppe des tangentes au sommet.
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Probleme 8.76 Déterminer I'enveloppe des axes des paraboles circonscrites et des

paraboles conjuguées a un triangle donné.

Solution.

8.76.1 Enveloppe des axes des paraboles circonscrites a un triangle ABC donné.
Soit P une telle parabole. L'hyperbole équilatere #. lieu du centre des
coniques du faisceau engendré par P et par le cercle ABC, passe par les

N

S

/

Figure 8.54. Enveloppe des axes des paraboles inscrites dans un triangle.
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milieux A, B',C’ des cdtés du triangle ABC et a pour asymptote I'axe de
P. D’apres le probleme 8.49, les asymptotes de #€ sont des droites de
Simson du triangle A’, B', C'; ’enveloppe est donc une hypocycloide 2 trois
rebroussements.

8.76.2 Enveloppe des axes des paraboles conjuguées au triangle ABC. Les paraboles
conjuguées au triangle ABC sont inscrites dans le triangle A", B', C' car d’aprés
I"exercice 7.3, les c6tés du triangle ABC sont les diagonales du quadrilatére
formé par les cotés du triangle A’, B, C’ et la droite de I'infini. On est alors
ramené au probléeme 8.55. L enveloppe cherchée est une hypocycloide a trois
rebroussements.

Probléme 8.77 Trois paraboles remarquables dun triangle

On donne un triangle ABC. Soient A, B’, C’ les pieds des hauteurs issues de A, B, C et
O le centre du cercle ABC. Montrer que les paraboles P4, P, Pc de foyers A", B', C’
et de directrices OA, OB, OC sont tangentes aux c6tés du triangle A”B"C” formé par
les milieux des cotés du triangle ABC.

Solution, Soit Q le cercle des neuf points du triangle ABC (exercice 7.32). Comme 2
est circonscrit 8 A”B"C" et contient A', la parabole £ tangente aux cdtés du triangle
A"B"C" et de foyer A" a pour tangente au sommet la droite de Simson du point A", Il
suffit alors de remarquer :
— que le point D milieu de AA” appartient a la droite de Simson de A',
— que le centre O de Q est I’orthocentre du triangle A”B"C".

D’aprés un résultat classique, la droite OA est la directrice de /2. On a donc
P = P4. On montre pareillement que les paraboles #p et #¢ sont inscrites dans le
triangle A"B"C".

Probléme 8.78 En transformant par polaires réciproques le probléme 8.72, prouver
le résultat suivant : le cercle passant par les pieds des perpendiculaires abaissées d’un
point M d'une conique I" sur les cotés d’un triangle inscrit dans cette conique, passe
par un point fixe quand le triangle varie.

Solution. Soient # une parabole de foyer F et £ un cercle de centre M. Une

transformation par polaires réciproques (paragraphe 5.5.1) ayant €2 pour conique

directrice transforme :

— la parabole 5 en une conique I" passant par M,

— un triangle t circonscrit 2 2 en un triangle t’ inscrit dans I,

— le cercle X circonscrit & T en une conique X’ inscrite dans t" ayant M pour foyer.

Or, d’apres le probleme 8.72, le foyer F de & appartient au cercle Z. La polaire de F

par rapport a 2 est donc une droite fixe f, indépendante de t et tangente a %',
D’apres les exercices 7.21 et 7.22, les projections de M sur les tangentes 4 %’

appartiennent a un cercle (ou une droite si ¥’ est une parabole, c’est-a-dire si M

appartient a X, cas que nous pouvons exclure). Par conséquent, les projections

orthogonales de M sur les c6tés du triangle t' sont sur un cercle qui passe par la

projection de M sur f.
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Solutions des exercices
de fin de chapitre

CHAPITRE 2

2.1 On reconnait la configuration de Desargues : les cotés (DS, PB), (DR, BP),
(SR, PQ) des triangles DSR et BPQ se coupent par hypothése en trois points ali g“és
Les droites joignant les sommets sont donc concourantes. Enoncé dual : « Soient
abcd un quadrilateére et p, g, r, s des droites issues des points a N b, bNc. cNd et
d N a. Si la droite qui joint les points p N g et r N s passe par le point « N ¢, alors la

droite qui joint p N s et ¢ N r passe par b N d. »

2.2  La correspondance AP — BQ de A* sur B* (figure S.1, page suivante) est
composée de la perspective de A* sur O* d"axe d et de la perspective de O* sur B* d’axe
d’. C’est donc une homographie qui est une perspective car AB — BA (théoreme 2.9).
Le lieu du point AP N BQ est donc une droite dont on vérifie immédiatement qu’elle
passe par le point d’intersection S de d et 4'. Situation duale : on donne deux points D

et D et une droite O, ne passant ni par D ni par I, et deux droites a et b qui se coupent

; /
en ). A tout nnlnt M de 0. on associe la droite MD nln i coupe a en Petladroite MD

qui coupe b en Q. Lorsque M varie, la droite PQ passe par un point fixe situé sur
la droite DDY'. La démonstration duale consiste a remarquer que la correspondance
P —  est composée de deux perspectives de centres D et IV,
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Figure S.1.

2.3 La correspondance P — @ est homographique parce qu’eile est ia composée
de la projection de p sur A*, d’une symétrie et de la projection de A* sur g. Dans cette
homographie, le point O reste évidemment fixe. D’aprés la proposition 2.2, on a une
perspective. Le centre de cette perspective est, sur la perpendiculaire 2 OA passant
par A, le conjugué harmonique de A par rapport aux points d’intersection avec les

droites p, g.

24 En transformant la figure par une application affine, on constate que 1’énoncé
peut se généraliser a des situations non métriques. En effet, la solution est une
application du théoréme de Pappus. Considérons les points C,A’, B sur le c6té BC et
les points o, B,y sur la droite de I’infini, définissant ainsi les directions des hauteurs
issues de A, B,C. 1l sufﬁt alors de vérifier que H = BB N yC P = yA’ N aB

et @ = PA’ NaC. Le théoreme de Pappus montre que ces trois points sont alignés.

2.5 Appliquons le dual du théoréme de Pappus aux droites a, p, p’ issues du point A
et b, q,q issues du point B. Les droites PQ, P'Q’ et 1a droite qui joint les points p' N g
et pM g’ sont concourantes. Mais cette dernieére droite est fixe car ¢’est une diagonale
du quadrilatére p, g,p’, ¢'. Cette diagonale est donc Ie lieu du point PQ N P'Q’. On
démontre de méme que le point PQ’ N P'Q est sur une autre diagonale.

2.6  Avec les notations de la figure S.2, page ci-contre, considérons sur la droite
BA’ les points P,A",B et K = BA’ N CB’ et sur la droite CA’, les points Q,C,A’
et L = CA'N BC', R = BC' N B'C. L’homographie de BA’ sur CA’ définie par
A'— A, K +— C,Br L estune perspective de centre R = BL N KC. Les points

p nde Aa ot at nla nt (P ¥ A DY —
2 \.rl. z D\./ LUIIU)PUIIULILL uaua \-/\/LL\/ }J\.zl Dl.l\./\.«l.lVL« Dl L«l. Dbulblllblll. Dl \E 4y IN, /) g LD) —
(Q,C,A’, L) d’apres la proposition 2.2. Or, nous avons bien cette egallte puisque

(PKA'B) = B'(PKA'B) = F ACSB) = C'(QCA’'L) = (QCA’L). 1l en résulte que P
et O sont alignés avec le centre R de la perspective. Autrement dit, notre perspective
est composée de la perspective de BA” sur d de centre B’ et de la perspective de d
sur CA’ de centre C'.
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Figure 5.2.

2.7 Lestriangles ABC et LMN sont homologiques car leurs cOtés se coupent deux
a deux en des points alignés. En effet, on a ABNMN = A, ACNNL = B et
BCNILM = C'. Les droites AM, BN, CL sont concourantes (théoréme de Desargues).
On remarquera que la situation est plus évidente si on se place dans une carte ou d
est la droite de I'infini. La configuration duale est également trés claire.

2.8 On aévidemment une configuration de Pappus. D’apres le théoréme 2.6, les
points BF N EH GFN EC et GH n BC sont alignés. Comme deux de ces points sont
I’infini. il e iestle noint GH N RC.

1 a1l
LXRR1LALy 11 15I% \1\.;1 WOL I P nt NFLad o arN

£/
::S
©
=)
D
3
§]
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-
-
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Remarque S.1. Une démonstration élémentaire utiliserait le théoreme de Thales ou
les homothéties qui en sont la « forme dynamique ». Dans ce dernier cas, 1’argument
décisif est la commutativité des homothéties de centre A qui transforment respecti-
vement G en E et E en B. On constate ainsi combien la configuration de Pappus est
liée a la commutativité du corps sur lequel est construit I’espace vectoriel définissant
le plan.

2.9 A l'aide de la régle tracons une parallele d a AB (figure S.3). Soit .S un point
extérieur a AB et a d. Les droites SA, SB coupent les droites d,d’ aux points A’, B'.
Le milieu / cherché se trouve sur la droite qui joint § au point A'B N AB’. En effet, la
construction cla551que de I'exercice 7 1 montre que le point  est COH]nglle du point

X
a I’infini de AB par rapport 3 A et B ; c’est donc le milieu de AB.

-

Figure S.3.

Classiquement, on met en jeu les homothéties de centres S et T = AB' N BA' qui
transforment respectivement A en A’ et A en B'. Pour ces deux homothéties, le milieu



170 Solutions des exercices de fin de chapitre

I de AB a pour image le milieu I’ de A'B’, aussi S et T sont tous les deux alignés
sur I,

ny re -t AAAEA A s o

[EMArGgue S5... SuU CiiCoIe, COIMUTIC ddails

I’exercice précédent, la dynamique des applications.

2.10 Construisons a la régle un point A’ conjugué de A par rapport aux deux droites
(figure S.4). Construisons ensuite un conjugué A” de A’, distinct de A et situé dans
les limites de I'épure. La droite AA” est la droite cherchée : c’est la construction

classique du quadrllatere (exercice 7.2).

2.11 Considérons I’homographie § de a sur b définie par A, — B>,A;, — B
et A; — By Comme o conserve le birapport, on a (A, A», A3, As) = (By, B>, Bx, By).
Mais (B, B>, By, B;) = (B», By, B4, By} d’apres (1.1). On a donc 1’égalité des birap-
ports (A1, A>, A3, As) = (Ba, By, By, Bs), relation qui montre que B; = B(B;). D’apres
le théoréme 2.5, les quatre points en question appartiennent a I'axe d”homographie
de B.

2.12 Le théoréeme de Thales peut s’énoncer ainsi : soient A, B, C trois points situés
sur une droite d et A’, B, C’ trois points situés sur une droite d’. Sion suppose que les
droites AA’, BB’ sont paralleles alors la droite CC’ leur est parallgle si et seulement si
on a la relation

AC AC

BC BC

En se plagant dans une carte affine d’un plan projectif, les droites AA’, BB’ se coupent
en un point S de la droite de I'infini d,. Si D et I’ sont les points a 1'infini de d est

LI
de d', la relation précédente peut s’écrire :

(A.B.C,D) =(A",B'.C".D),
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CHAPITRE 3

3.1 Nous allons utiliser la construction donnée au paracrraphe 3.6. Les ﬁgures S.5
montrent que I’on peiit uecompﬁser I'h 11U1uu514p1uc €1 un p1uuuu de PIUJCLUUHD de
centres S et §'. L'intersection de la droite S§’ avec la droite d est un point fixe de

I’homographie. S’il coincide avec U, I’homographie est parabolique.

B U
Figure S.5.

3.2  Avec les notations de la figure S.6, considérons I’homographie de la droite AA’
obtenue en composant la projection de AA’ sur BB’ de centre C et la projection de BB’
sur AA’ de centre C'. Cette homographie échange A et A’ ; ¢’est donc une involution.
Comme les points U,V sont des points fixes on a la relation (U, V,A,A") = —1
d’apres théoreme 3.1.

!
/’
! !
; B
- ./
D I’,
"
>7C
7 s
s >~

U A v A’
Figure S.6.
3.3  Considérons ’homographie o« définie par P +— Q, 0 +— P, A — B. C’est

une involution d’apres la proposition 3.2. Elle transforme C en D si et seulement si
on a I’égalité¢ (PQAC) = (QPBD), ce qui découle de (PQAC) = (QPBD) = —

En interprétant ce résultat sur une conique I” (voir la proposition 5.2), on obtient une
démonstration évidente basée sur les propriétés de la polarité et sur le théoréme de

var~ntan 7 7Y

| Y-S
1 Lcslcl \LJ CXCICICC of )



172 Solutions des exercices de fin de chapitre

3.4 Rappelons que si n = 2, I'homographie o est une involution qui peut étre

elliptique ou hyperbolique. Si n > 2, on peut se reporter aux formes canoniques

définies au théoréme 2.7.

— Si a est hyperbolique, dans une carte ou I’un des points fixes est le point 4 I’infini,
a est une homothétie. Si on désigne par x, x’, x, les abscisses des points M, a(M),

ny i L —_ —
o (M), on peut écrire X’ = kxet xn kx avec k # 1. Pour obtenir k"x = x, il faut

avoir k = 1, ce qui est contraire a 1’hypothése. On ne peut donc pas avoir o = id
si a est hyperbolique.

— Si « est parabolique, ¢’est dans une carte ou le point fixe est a I'infini. Alors o”,
qui est une translation, ne peut pas étre égale a 1’identité sans que a le soit.
On conclut que o est nécessairement elliptique. Par exemple, si n = 3 ’homogra-
phie définie par A — B,B +— C,C — A est elliptique.

3.5 Si on se place dans une carte affine de d dont A est le point a I'infini et A’
I’origine, des calculs simples montrent que a est définie par la formule x¥’ = —k>
qui caractérise une involution elliptique (cf. proposition 3.4).

Solution géométrique : supposons d contenue dans un plan proj ectif réel. Construi-
s0ns un lﬁ&i‘lgle dont les cHtés passent par les poinis A,B,C. En JUlg[‘lan[ _|uu1ut:u-
semement les sommets de ce triangle aux points A’, B’, C’, on obtient trois droites
concourantes d’apres 1’exercice 7.3. Il en résulte que o est une involution (deuxieéme

théoréme de Desargues).

3.6 Soient @, b, c les cotés BC, CA,AB d’un triangle ABC et soient £, 3, R appar-
tenant a ¢, a, b. On considere les perspectives m; : a — bdecentre P, 15 : b — c de
centre et 3 : ¢ — a de centre R. Le produit @ = 13 0 73 0 7 est une homographie
de a. Pour montrer que a est une involution il suffit, d’apres la proposition 3.2, de
montrer que o échange deux points. Il est immédiat de vérifier que a(B) = C et
que «(C) = B puisque :

B A AV C,

C+S C V35 BV B.

Soit U = aN PR, d’ou I'on tire a(/) = Q. Supposons le plan réel. Si Q et U sont

tous deux intéricurs ou tous deux extérieurs au segment BC, I’homographie o est

hyperbolique ; si Q, U séparent B, C I’homographie « est elliptique.

— Si les points P, Q, R sont alignés, Q est un point fixe de a ; I'autre point fixe est le
conjugué de @ par rapport A Bet C.

— Ce résultat est équivalent au dual du théoréme de Pappus. Dans certains cas, son
emploi est plus commode que le théoréme lui-méme comme on pourra le constater
en résolvant I’exercice suivant.

D’un point M situé sur le c61¢ AB d’un triangle ABC, on méne la paralléle a AC
qui coupe BC en N ; de N on mene la paralléle a AB qui coupe AC en P; de P
on mene la paralléle a BC qui coupe AB en M'. On recommence ce cycle a partir
de M' pour obtenir les points N', P',N". Montrer que les points M et M" sont

I‘n“rn“f’l’l(‘
CONYyonaus.
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3.7  Considérons I’homographie « : a — a, produit des perspectives a — b,
b — ¢, ¢ — a de centres respectifs /,J, K. Le point U ou la droite K coupe a est un
point fixe de a et il est aisé de se convaincre que si a possede un autre point fixe, on
obtient un triangle répondant au probléme.

Pour construire I’autre point fixe V, on peut se reporter au paragraphe 3.6. On
vttt Voo 2evmnyane IV 2t £V Ao Ao cacnionte TV ab £V Aa o0 T o deerniZtn mozl 2nleat lae o zemts
COLDULIL IO 1HIdEC> 1 CL L/ UC UCUA PULLIL £ L 7 UL U, Ld UTUIC Ul JULLIL 1Ty pPULLLLD
PIN QK et P'I N Q'K par exemple, coupe @ en un point fixe de a. On simplifie la
construction en prenant P aligné avec [ et A. Si V = U, le probléme n’a pas de
solution auquel cas a est parabolique. 11 est facile de construire des cas de figures ou

il en est ainsi.

Remarques S.3.

» On obtient d’autres solutions en échangeant le r6le donné a I, J, K comme centres
de perspectives.

» S11,J. K appartiennent a ¢, a, b, ’homographie cst alors une involution dont J est
un point fixe. L’autre point fixe est le conjugué de J par rapport a B et C. Les deux
triangles sont homologues, et 1’on retrouve les résultats de 1'exercice 7.3.

3.8 Cerésultat est une application trés simple du deuxieme théoreme de Desargues.
Pour cela, il suffit de s’assurer que les couples de points (P, P), (Q,Q), (R.R)
appartiennent a une méme involution. En effet ces couples sont conjugués par rapport
a I et par rapport au point a I'infini de 4.

3.9 On considere le quadrilatére constitué par les c6t€s du triangle A’B'C’ et par
la droite de I’infini ; les c¢6tés du triangle ABC sont les diagonales de ce quadrilatére ;
on peut alors appliquer 7.2.2 : si L, M, N sont alignés, les conjugués de ccs points par
rapport aux sommets correspondants sont aussi alignés.

TAA & FIAT .

En dualisant, on montre que si les droites AL, BM, CN sont concouranies. les
droites AL, BM', CN’ 1le sont aussi.

3.10 Nous avons ici une forme duale de I'exercice précédent.

3.11 L appiication qui a toute droite passant par $ associe sa perpendicuiaire passant
par S est une involution du faisceau des droites S*. Dans cette involution, on a
SA — SP, SB — SQ et SC — SR. Le dual du deuxieéme théoréme de Desargues
montre que les points P, Q, R sont alignés.

3.12 Soit § le point a 'infini de la droite d. Les droites SA,SB,SC coupent
BC,CA,AB en L',M',N'. Ces points sont conjugués de L,M,N par rapport aux
S

k]
. . ’ 4 A ;
sommets correspondants de ABC, vu I’ égalité des birapports

SVIILIILINAY VAR R ORI

(L,L',B,C) = (AL,AL',AB,AC) = (A, $,K.J) = —1

(¢}

td

e méme pour les autres couples de points. On peut alors appliquer 1’exercice 7.3.
n peut

nrtogr tmernmarae la dianl Ay Aarnrvidana thdanwdonn dn MNAacowaiiae
AULSL IHYUHUCL 10U ULldl UU UCUALTTIIC UICULCLLIC UL LJODAl ZUCDS.,
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3.13 On considere les triangles ABC et A'B'C’ tels que les droites AA’, BB', CC’
soient concourantes en un point S. Les cotés AB,A'B’ se coupent en P et les cotés
AC,A'C’ en Q. Soient § et &' les involutions déterminées sur la droite PQ par les
quadrangles ABCS et A’'B'C’S. Les involutions 8 et &' transforme identiquement les
points P et Q; d’apres le théoréme 3.2, elles sont égales. Les points BC N PQ et

R’P’ M Dn IngPC Ar-\ AA’ M Dn sont confondus. La récinrogue se montre de

mpmn
AL WASRLLASL G IV VHuY Oov LLIVIIU Y UMb LLividiv.

LU ADITDE A
Suit/AariinLn -
4.1 Si A, B appartiennent a b, a, pour tout point C qui n’appartient pas a a U b,

on a aofB(C) = Boa(C) d’aprés la construction donnée au paragraphe 4.2.2.
Réciproquement, supposons aoff = foa etsoient Ay = ABNaet B, = ABNb. Les
restrictions de o et de B commutent et, d’ apres la réciproque du théoréme 3.6, ont les
méme points fixes. Comme les points fixes de a sont A,A; et ceux de B sont B, B,
nous voyons que B = A etque A = B,.

4.2  Soit A un point qui n’est pas situé sur les cotés du triangle UVW et soit A’ =
@(A). Les droites UA et VA’ se coupent en Ag. Soit o I’homologie de centre U,
d’axe VW et transformant A en Ay ; soit § I"homologie de centre V, d’axe UV et
transformant Ag en A’. Alors B o a coincide avec ¢ sur les points U, V,W,A. On a
donc ¢ = B o w. D’aprés 1’exercice 3.1, on a aussi ¢ = a o . On obtient deux autres
décompositions semblables en échangeant le rdle donné aux points U et V.

4.3 Nous raisonnerons ici en supposant que A n’appartient pas a a. Dans le cas
contraire, on fait un raisonnement analogue laissé aux soins du lecteur. Soit § une
homologie de centre A et d’axe a. Montrons que I’on a § o a(M) = o o B(M) pour
tout point M du plan.

— SiM = A ou si M appartient a la droite a, le résultat est évident.

- SiM # Aetsi Mn appartmu pas a la droite a, soient K = AM N a et
K’ = a(K). Le point (M) appartient a la droite AK et les points a.(M), oc((p( )) et
(o( ol Mﬂ appartiennent tous les trois 2 la droite AK’. Le paragraphe 4.2.1 montre

que I’on peut écrire les égalités (A, K, M, p(M)) = (A,K’,Ot(M),(p(Ot(p.))) =
(A, KM, (M) = (A,K,oz(M),a((p(M))) D’aprés la formule 1.5.2.a, on a
¢(a(d) = a(eM)).

44 Le produit de deux homologies de méme axe laisse évidemment invariants les
points de cet axe ; il s”agit d’une homologie. En étudiant 1I’'image d’un des centres on
obtient I’alignement des centres.

4.5 Soit d la droite joignant les points fixes. Le point d Nd,, est fixe ; la restriction
de la transformation est ainsi I’identité et, d’aprés le théoréme 4.2, on obtient une
homologie (qui peut étre I’1dentité).

4.6 Soient o et B de telles transformations. La restriction 2 d, de o o f~!
alors I'identité ct d’aprés Ic théoréme 4.2.1, o o B! est une homologie d’axe d.,
c’est-a-dire une transiation ou une homothétie (paragraphe 4.2.2).
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4.7  Les deux triangles sont homothétiques car ils ont leurs cotés deux a deux
paralleles. Soit A', B, C' les images de A, B, C dans cette homothétie ¢. Pour montrer
que ¢ est une symétrie centrale, il nous suffira de montrer que sa restriction a
la droite CC’ est une involution (théoreme 4.4). Pour cela, soient K,K',L,L" les
projections sur la droite CC’ des points A, A", B, B’ parallélement a la direction U de
I’énoncé. Comme les droites A'K’ et B'L' sont les images droites AK et BL, on a
K' = @(K) et L' = @(L). La restriction de ¢ a CC’ est donc une involution car les
couples de points (C, C'), (K, K") et (L, L") sont les intersections avec CC’ des couples
de droites (UC, UC"), (UK, UK") et (UL, UL") qui se correspondent dans I’involution
de U* définie par UA +— UA’, UB +— UB' et UC +> UC’ (dual du deuxiéme théoréme
de Desargues).

Figure S.7.

4.8  L'homographie o est I'identité. Sa restriction 2 la droite de I'infini est égale-
ment I'identité. D’apres I'exercice 3.4, elle est elliptique. Comme « a nécessairement
un point fixe O, ce point fixe appartient 2 la carte. Comme d’autre part I’application
a? est une involution, on voit que son centre est le point O et que la droite de infini
est son axe. La droite AB et son image CD se coupent a I'infini sur I'axe : elles
sont donc paralléles. Pour la méme raison, les droites BC et DA sont paralléles. Pour
qu’une telle application a existe, il est nécessaire que abcd soit un parallélogramme.
Réciproquement, la donnée d’un parallélogramme définit une telle application. En
effet, il suffit de considérer I'application A = B, B+> C,C+> Det O +— O.

4.9  Pour déterminer la nature de la transformation affine ¢, nous allons étudier sa
restriction a la droite de I'infini. II est clair que le point a I'infini de la droite AB est
un point fixe de ¢. On connait les images des points a I'infini des droites CA et CB,
qui sont les points a I'infini des droites C'A” et C'B’. Nous allons a présent déterminer
le deuxiéme point fixe de ¢ sur la droite de I'infini en appliquant 1'exercice 3.1.
Projetons la droite de I"infini sur la droite AB a partir du point C et par les points A, B
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menons les paralleles aux droites A'C’, B'C’. Le point d’intersection C; de ces droites

est le deuxieéme point de projection (exercice 3.1).

— Siladroite CC| est parallele 38 AB, larestriction a la droite de I’ infini est parabolique
et ¢ est du type VL

— Sl la droite CC; n’est pas parallele a AB, ¢ a deux points fixes sur la droite de

ni A + A1 tyna Y
l nmiiii ¢ Uiypv v.

Remarque S.4. 1.a construction du point €, montre que C'C| = A'A.

4.10 En raisonnant comme dans I’exercice précédent, on montre que la transfor-
mation donnée est du type V.

4.11 Pour simplifier I'exposé, appelons droite irnaginaire une droite du complexifié
qui ne contient aucune droite réelle. Une droite imaginaire peut contenir un point réel,
mais pas deux (sinon, elle contiendrait la droite réelle qui joint ces points). Le lecteur
vérifiera facilement les assertions suivantes a 1’aide d’équations.

Ay T a soninionicnan dance 1a ramnlavifid trancfarma nnainte aliand
u’ AL VUI‘JUE“IDUII CRCAALLIO AN \/UllllJlUAlllU LACALIDIVE LLAN, l.’Ul ALY uusll\.«

(attention, ce n’est pas une homographie !). )
b) Une droite du complexifié qui contient un point M et son conjugué M contient
aussi une droite réelle.

¢) Une droite du complexifié qui contient une droite réelle est stable par conjugaison.

C an MmN Q
O Wil lJUl.l.lll) a

S / !

Pour répondre 2 la question posée. commengons par remarquer d’une part que
les droites IT et UU contiennent chacune une droite réelle d’apres (b). D’autre part,
les droites IU, IU, IU, IU sont des droites imaginaires. En effet, si /U contenait une
droite réelle, elle contient 7 et U d’apres (c), ce qui est contraire a I’hypothese. Le
point $ est réel car son conjugue S appartient aux droites IT et UU d’ apres (c). Le
point O = JU N U est lui aussi réel car son conjugué O appartient 3 IU N JU.

-

4.12 Un déplacement est le produit d’un nombre pair de symétries; soit o la

cvumatria dnnt Pava S et ln SAdintrion da AA - 1 imaoa r“ D An atta Atv ct
DJI]J.\/I,I.].D UUILIL 1 AAL l UDL la l.uu\.uu.l.llub AS LAV & V. G | llllaE\-’ \.4 o \.luuo \.r\.fll\./ DJIIIDLLLU UDL

By ; comme o, conserve les distances, d(A’'By) = d(A'B’) 1a médiatrice s, de ByB’
passe alors par A’ et B’ est I’'image de By dans la symétrie o, d’axe s,. [.e déplacement
p = 03 - o) répond a la question.

Si o3 est la symétrie par rapport a la droite A'B’, 1 = 03 0 0, 0 0] est un
antidéplacement qui transforme A en A’ et B en B’. Unicité : soit ¢ une isométrie
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transformant Aen A’ etBen B’ ; gopletgot”!

points fixes A’ et B, c’est-a-dire o5.
Onaalorso=gip=100Q =03-T=03-0; = .

sont des isométries ayant deux

Remarque S.5. Ce résultat presque trivial se montre d’une grande souplesse dans les
problémes et nous le recommandons.

51

Figure $.9.

4.13 Soit ¢ I'antidéplacement ; ¢® est un déplacement sans point fixe ; en effet, si
O est point fixe de ¢, O ou le milicu de O@(0) est point fixe de ¢ contrairement 3
I’hypothése ; @* est ainsi une translation.

Considérons les points A, @(A), ¢*(A), I milicu de A@(A) et J milieu de 9(A) ¢*(A) ;
on aJ = @(). Comme les distances sont conservées, le triangle A@(A)@*(A) est
isocele et la figure S.10 suffit pour comprendre que ¢ est composé de la symétrie
par rapport a la droite I/ et de la translation de vecteur 0 = 1AQ2(A) ; d’apres
I’exercice 4.12, ¢ est unique., )

¢*A) T\J
.
f -- :>|<p(A)
P

A M____JAO

Figure S.10.

4.14 Soient P, Q deux points de F, P’, ' leurs images par r. P, Q" les images de
P',Q par 7. Soient Py et Qg les images de P’ et @ dans la symétrie s’ d’axe AA’;
il existe une unique symétrie s par rapport & une doite a passant par A et tellc que
r =45 os, Pyet Qp sont alors les symétriques de P et Q par rapport a a. De méme,

= 5" o s’ ol s” est une symétrie d’axe a” passant par A’, et I'on a §”(Pg) = P”,
S"(Qo) = Q. 1l est clair que S o S"(P") = Pet So §'(Q") = Q; comme il existe
un unique déplacement qui transforme P" en P et Q" en Q, S-s" = r” et alors

aNd’ =A".
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A
%\/\/’\Q’
PW

o
PI

A" PO\
g d— A
Figure S.11.

4.15 SoitI = ABNA'B (si AB || A'B’ on a une homothétie) ; les égalités d’angles

NS Sy A4S s

impliquent (exercice 7.23) que O appartient aux cercles JAA’ et IBB'; ces cercles
se coupent en / et en un point O qui est le centre cherché ; en effet, les angles
(OA,0A’) et (OB, OB') étant égaux, la rotation de centre O qui améne A sur la
droite OA" en Ay, envoie B en B, sur la droite OB’ ; comme on a I’égalité d’angles
(OA,AB) = (A'0O,A'B') (exercice 7.23), les droites A, By, et A’B’ sont paralleles et
I’homothétie de centre O, A — A’ transforme B| en B'.

Montrons que O est aussi le centre de la similitude A — B, A’ — B’. D’apr¢s la
démonstration ci-dessus, il nous suffira de montrer que O est sur les cercles ABJ et
A'B'J ouJ = AA’ N BB'. Une seule démonstration suffira : montrons que O est sur le
cercle ABJ ; en effet, les involutions 3 et &' de d., définies par les quadrangles JOAA’
et IOBB’ vérifient :

Xy = ¥ o 3(0044r) €t oXXpa = % o d(oopB) .

Les points fixes de & o & sont les points cycliques (voir exercice 7.24) et &' o 3
définit un angle (proposition 4.4); d’aprés exercice 7.23, OIAB sont cocycliques.
(Voir probléeme 8.24 et figure S.12.)

Figure S.12.
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4.16 On considere la similitude directe ¢, de centre A, qui envoie C sur D, et on
pose E = @(B) ; on a la relation :

DE AD
o _ A2 (S.1)
CB ~ AC

qui peut s’écrire AD - CB = AC - DE.
D’apres 4.15 il existe une similitude directe ¢’ de centre A telle que ¢'(C) = B et
¢(D)y=Edou:

BE AB

D = C autrement : AB-CD = AC - BE (5.2)

En ajoutant membre 2 membre (S.1) et (5.2) on obtient :

AB-CD + AD - BC = AC(BE + DE)

et comme BE + DE > BD on retrouve I’inégalité de 1’énoncé. On peut montrer que
’on al’égalité si et sculement si le quadrangle ABCD est convexe et inscriptible dans
un cercle.

A A~T C s 1. 1 I Voo Lo sl Lt o A o an . Af MM Y oo Ao a1 o a
gG.17 SQUICHIL fig, flp, M 1CS NOIMNMOUICUCS Ue CCIICS A , D, U ClL UC [dppuUrn £, 11 CSL
immédiat que :

h= hcl o hBl o hA'(B) =B

le point B est donc I’unique point fixe de /4 (car 4 # id). Pour trouver B, nous allons
appliquer h a deux points bien choisis, /; le milieu de A’B’ et I; le milieu de A’J oit /
est le milieu de B'C’.

On voit facilement que h(l}} = I}, = he(B') c’est-a-dire que B’ est le milieu de
I1C et que h(l») = C' les droites I} et [,C’ se coupent en B. Ensuite s4(B) = C et
hg(C) = A.

#

4,18 On peut trouver le trésor en partant d’un point quelconque P différent de A et

U
de C- an affat. on n nosant la rotation de centre A d’anole —
Wl A7 9 Wil Wil wiy JiL .t’ 4 Wil lllt}\luulll ACL AW/VLAVINSLL VAW Wwiwilllld W A 3 ullblv .
T 2
suivie d’une rotation de centre S, d’angle > c’est-a-dire, par une symétrie centrale
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4.19 La translation t, de vecteur AR suivie de la rotation p de centre C et d’angle
60° transforme A en E; montrons que I est point fixe de ce déplacement ; comme

TTF) — AB = IY”, le triangle est équilatéral et I’on a p(F”) = F donc pot(F) =
F est I’'unique point fixe de ce déplacement qui est une rotation d’angle 60°.

E B A
2N
C D
F F
Figure 5.14
A N T Ten nds P | +. A + 10 1 n r' AD¥Y 1 « A .
G.LV ulie 1otatlioin a€ cenic A et a angic 5 ameéne AE SUuir ADr | Ic pOl"ll A CSt
le milieu de CF’ et le point X ol la hauteur issue de A coupe EF devient un point
V’ ~ DF tal Ny AF or“.l- nrthAaonnal :\ A .VI | rlrnnh:l AV’ ot Anneo noaeallAla | 2.7 PN
Fe N = l\.d \iub Iy OULL UL lllUEUllﬂl dAirIy . LA VLU I UDI, ViU LI l}alallblb a J ¥ 4 W Lal.
comme A est milieu de CF’, K’ est milieu F' (Thalés) ; revenant au triangle AEF

AK est médiane (voir figures S.15).

Remarque S.6. En échangeant le role des deux triangles on montre que la médiane
issue de A dans ABC est hauteur du triangle AEF. (Voir aussi le probleme 8.28.)

(a) (b)
Figure 5.15.

CHAPITRE 5

5.1 Les points M et M’ se correspondant homographiquement, il résulte directe-
ment de 1’exercice 7.11 que le point AM N AM' décrit une conique I' passant par A
et B. D’apres la proposition 5.2, on sait construire les tangentes a ' en A et B ce
sont ies droites DA et DB ou D est ie symétrique de AB N d = C pour o.
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Le point J et le point a I'infimi U de d appartiennent a I'. Les tangentes en ces
points se construisent comme il est dit dans la proposition 5.2 : si C’ est le conjugué
harmonique de C par rapport 2 A et B, JC' est la tangente en J et UC’ est une
asymptote.

Le centre de I' est a I'intersection de cette asymptote et de la droite joignant D
Pinfini de la droite qui joint J au milieu de AB. La conique I' est dégénérée s1J ou U
sont sur la droite AB. (Cet exercice est un cas particulier de I'exercice 7.19.) Si C’ est
le milieu de AB, tout en étant différent de J, la conique I" est une parabole dont I’axe
a la direction de d.

5.2 Soit 0 I’involution de 2 de centre 7, le pdle de AB, et o I’homographie de §2
dont I’axe est la droite de I'infini et qui transforme B en A. D’aprés le théoréme 5.5,
deux points P et Q de 2 sont tels que AP | BQ si @ = a(P); ils seront alignés avec
T si Q = 6(P). Le point P que nous cherchons a déterminer est donc un point fixe de
0 o o ; d’apres la proposition 5.4 ce point fixe P est sur I’axe d’homographie de 6 o a.
En appliquant la proposition 5.4 et la premiére remarque de 7.4 il vient facilement
que :
Boa="VPYogy

ou ¢ est I’involution dont le centre est le point a I'infini de la tangente BT et
1’involution de centre /, milicu de AB (c’est-a-dire le pole de la paralléle a AB passant
par T).
Ainsi, I’axe de I’ homographie 9 o o est 1a droite parall¢le a BT passant par /.
Nous obtenons donc deux solutions.

52 Ta o~
po e ]

A acg
vl ©S

EJ
a
p
[
I
I

aphique comme compos
projection et d’une symétric. On peut encore appliquer le dual du théoreme de
Chasles-Steiner. D’apres le théoreme 5.8, ’axe de I’homographie ainsi obtenue est
facile a déterminer : c’est la droite QF si Q est le symétrique de O = a N b par
rapport a /. Le dual du théoréme de Chasles-Steiner montre alors que la droite MM’
enveloppe une conique I tangenie en @ i la droitte ¢ et en P = @F M a a la droite b.
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Il est immeédiat que la droite 1J est une tangente 4 I" ; comme 7J coupe 1’axe PQen F
(milieu de 1J), le point de contact est a 1'infini. La droite IJ est donc une asymptote
de I'. Le centre de T est le point C, intersection de IJ avec la droite OO’ joignant O
au milieu O’ de PQ.

Les points a ’infini des droites PQ et OO’ étant conjugués par rapport 4 I, on
détermine facilement I’autre asymptote : elle passe par C et par le symétrigue de F par
rapport a (¥ (on retrouve ici le probléme 8.65). La conique I" est ainsi parfaitement
déterminée. Pour compléter, on peut construire quelques points, par exemple ceux

qui correspondent aux cas ol M ou M’ sont a I’infini.

5.4 La correspondance a : P — Q est homographique car on peut la réaliser

comme produit de trois homographies : la projection a partir de H de AB sur d,,,

I'involution canonique de d, et la projection a partir de H de d, sur AC. D’aprés le

théoré¢me 5.8, la droite PQ enveloppe une conique I" tangente aux droites AB et AC.

Il est facile de vérifier les points suivants :

~ 0(B) = A, a(A) = C. D’apres le paragraphe 5.1.3, B et C sont points de contact et
la droite BC est I’axe de I’homographie .

— a(00ap) = 004¢. La droite de I'infini est donc tangente a I' qui est donc une
parabole.

— Les tangentes AB, AC étant orthogonales, le point A appartient a la directrice de I
(exercice 7 2N

\WAWLWEAVNY T shaikm Jo

— H est le foyer de T" d’aprés 1’exercice 7.35.

— L’axe est parallele a AO.

— La tangente au sommet joint les points olt H se projette orthogonalement.
— La médiatrice de AH est tangente a I" ; ¢’est le lieu des milieux de PQ.

5.5 Soient b et ¢ les hauteurs issues de B et de C. La correspondance b — ¢ est
homographique parce que composée d’homographies évidentes :

d : b— CA : orthogonalité
) : CA — BA : perspective d’axe d
3 : BA — ¢ : orthogonalité
o= 37md
B

©

JPZANN

Figure S.17.



© Dunadd. La photocopie non autorisée est un déhit,

Solutions des exercices de fin de chapitre 183

Le théoreme de Chasles-Steiner (5.2) nous assure que le point b N ¢ décrit une
conique I'.

Les tangentes a I aux points B et C se construisent comme il est précisé en 5.1.3.

B ‘ﬂC

Figure S.18.

Discussion.

» Si BC est orthogonale a d, la conique dégénére en les droites BC et d.

» Si BC est parallele a d, la droite b orthogonale a  a pour image par a une droite
orthogonale a d. La tangente en ce point a I'infini construite a partir des tangentes
en B et C comme en 5.1.2.c est la droite de I'infini. La conique I" est une parabole
d’axe perpendiculaire & d passant par le milieu de BC. (Pour la construction du
sommet voir le probleme 8.1.)

» Dans les autres cas, I" est une hyperbole car il est aisé de le vérifier, la direction
orthogonale & BC et celle orthogonale & d donnant des points a ’infini.

5.6  Soit M le milieu de PQ. Les droites d et OM se correspondent homographi-
quement car elles coupent la droite de 'infini d, en deux points homologues dans
une involution. En effet, en posant D = d Ndy, M = OM Ndy, P = OP Ndy
et ' = 00 Ndy ona (PO, M, D) = (OP,0Q,0M,0D) = (P,Q,M.D) = —1
puisque M est milieu de PQ. Les points M’ et D sont homologues dans I'involution
de points fixes P, Q.

D’apres le théoréeme de Chasles-Steiner, le point M = OM Nd décrit une conique I’
qu’il est aisé de préciser car elle passe par les points 0, A, P', Q'. C’est une hyperbole
dont les asymptotes sont paralleles aux droites p, ¢. Le péle de la droite AO est sur
la droite de I'infini ; AQ est donc un diametre et le centre de I' est le milieu de AO.
1Dapres le paragraphe 5.1.3, la tangente en O est donc la conjuguée de OA par rapport
aux droites a, b.

5.7 Le point Q est conjugué de P par rapport a I" ; il est donc I'intersection de p et
de la polaire de P. La polaire de P passe par le pole D de d et par le conjugué P’ de
P situé sur d. On voit donc que la correspondance de A* sur D* définie par p — DQ
est homographique car ¢’est la composée de :

— la projection de A* sur d,

— I'involution de conjugaison définie par I" sur d.

— la projection de d sur D*.
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Le théoréme de Chasles-Steiner montre alors que le point ( appartient a une
conique I"” passant par A et D. Il est évident que les points de I" N d appartiennent
a I". Soit Dy le pdle de AD par rapport a I'. D'apres le paragraphe 5.1.3, les
droites DyA, DyD sont les tangentes a la conique I en A,D. La conique I est
dégénérée si et seulement si la droite AD est tangente a I en I'un des points de ' N d.

5.8 Lacorrespondance AP — BQ est homographique ; en effet, elle s’obtient en
composant la projection de A* sur €2, I'involution 6, de centre T et la projection de

Yamtdg la sl A eX ado Chaglag 89 ar la aroor S1 2 lalinnn Ao nll'

Qsur B*. D apres ic théoréme de Chasles 5.2 et le pat aEAaPuu J.1.0,1€ 11CU Gu p’ulu
AP N BQ est une conique [" tangente en A et en B aux droites 7A et TB.
On remarquera que I” est symétrique par rapport au diametre de €2 qui passe par 7.
On montre que I" est une hyperbole en construisant des points P et Q de €2 tels que
AP et BQ soient paralléles. Soit o, [’homographie de €2 dont I’axe est d, et qui trans-
forme A en B Py € Q esttel que APy || BQy si et seulement si Py est point fixe de By
La démonstration de ce résultat fait I’objet de I’exercice 5.2.

N A

Fal
w
Figure S.19.

5.9 Il aété démontré dans’exercice 7.11 que la correspondance P +— Q est homo-
graphique et que les points fixes de cette homographie sont les points d’intersection
de la droite avec la comque Ici, la correspondance est parabolique ; son unique point

LY ol S ~ . M 1o w0 lse

: gy - g PN —
ll)&C Cldlll d l ITI1LI1, C Sl dUl iC ufie lld[lbl'd.tlk )1, U ULI ie resuitat.

5.10 D’apres le théoreme 5.8, le birapport (P,Q,R, S} estceluides quatre tangentes

a,b,c,d. D’ aprés ’exercice 7.6, ce birapport est égal a —1 car le pole de ¢ N b se
trouve sur la polaire de c N d.

5.11 La solution est une conséquence immédiate du théoréme 5.9 définissant le
birapport de quatre tangentes a2 une méme conique et du fait que la droite de I’infini
est tangente a la parabole. Une tangente o coupe les tangentes fixes m, m’ en My, M,,.
Soit Py un point de t, défini par (Mg, M, Po. Ug) = PMo/PM;, = k. Le lieu de P est
donc la tangente, autre que fg, issue de Py.

5.12 La définition d’un foyer montre que les quatre tangentes sont les tangentes
issues des points cycliques /., J. Les points a I'infini d’une hyperbole équilatére étant
conjugués par rapport aux points cycliques, la polaire de I passe par J. Cette propriété,
d’apres I’exercice 7.6, exprime que les tangentes FI, F'I sont conjuguées harmoniques
par rapport aux tangentes FJ, F'J, oll F, F”’ sont les foyers réels de I'hyperbole.
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5.13 Soit 7 la tangente au sommet et montrons que 1’application M’ > P’ est une
involution. Pour cela, soit U le point a I'infini de la parabole. On passe de M’ a P’
comme suit : projection de 7 sur I' & partir de U suivie sur I' de I'involution de centre A
(théoreme de Frégier), suivie enfin de la projection de I sur f a partir de U. Dans cette
involution de la droite 7, I'image de A’ est le point a I'infini de 7. Il en résulte que A’
est le point central de I'involution et que 'on a A’M - AP’ = C', (On remarquera que
cette involution est elliptique ou hyperbolique selon que A est intérieur ou extérieur
a la parabole.)

5.14 La droite d recoupe I' en [ et sa perpendiculaire en A recoupe I' en J. On
a donc (AM,AM',Al,AJ) = —1, ce qui donne (M, M',1,J) = —1 sur I". On voit
ainsi que les points M, M’ se correspondent dans une involution de I" dont les points
fixes sont /,.J. D aprés le théoréme de Frégier, la droite MM’ passe par un point fixe.
D’apreés I'exercice 7.6, ce point fixe est le pole de IJ par rapporta I'.

5.15 On applique la proposition 5.2 établissant une bijection entre homographie
d’une droite d et d’une conique I'. La correspondance M +— M’ sur I s’obtient en
composant I'involution conique ¢ de la droite de 1'infini avec la projection 1 de dx
sur la conique I" a partir de A. On obtient ainsi une involution de I', ce qui montre
que la droite MM’ passe par un point fixe I qui est le centre de I’involution (théoréme
de Frégier). Si M est en A, la droite AM est la tangente de I" en M et la droite AM’
devient la normale.

Remarques S.7.

» Si I" est un cercle, le point / est le centre du cercle quelque soit A sur ce cercle.

» Le lieu de [ est une conique homothétique de 1" dans une homothétie de centre O
lorsque I' est une conique a centre. Si I" est une parabole, le lieu de I est une
parabole obtenue a partir de I' par une translation. En effet, le point [ est sur la
normale a I" en A. Si M est le symétrique de A par rapport a I’axe de la parabole,
M’ est le point a I'infini de ™ et [ est a I'intersection de la normale a I" en A et de
la parallele a I’axe passant par M.

Ladroite MA coupe I'axe en P et lanormale en A le coupe en N. Comme PN = HF
est constant (proposition 3.5), on a MI = 2PN (théoréme de Thales).

5.16

Premiere partie. — Soit s, I'une des bissectrices de I'angle (a,b), A", B” les symé-
triques de A', B’ par rapport a 5. Ladroite A”, B”, symétrique d’un des c6tés du triangle
podaire de ABD, est parallele 38 AB (exercice 7.26). On constate alors que la similitude
¢ est composée de I"'homothétie A, de centre D qui envoie A sur B” et de la symétrie
o par rapport a s.

Deuxieme partie. — La similitude ¢ établit une homographie entre les droites
AB,A'B’. Le dual du théoréme de Chasles-Steiner montre que la droite M@(M)
enveloppe une conique tangente aux droites AB et A'B’. Comme ¢ conserve la droite
de I’infini, la conique est une parabole #. Les remarques suivantes, faciles a vérifier,
permettront de préciser cette parabole :

— Les bissectrices des droites a et b sont tangentes a la parabole.



186 Solutions des exercices de fin de chapitre

— Ces bissectrices étant orthogonales, D est un point de la directrice (exercice 7.22).

— Soit O le point d’intersection des droites AB, A'B’. Les points de contact de & avec
AB et A’B’ sont les points ¢~ '(0) et ¢(0). Ces points sont alignés avec D car les
transformations ¢ et A commutent.

— La polaire de D contient le foyer F et passe par O} elle coincide avec la polaire
de D par rapport aux droites AB et A'R’.

— La symétrique de cette polaire par rapport a s est paralléle a ’axe de 2.

— Le foyer est sur le cercle passant par O et par les points ol s coupe AB et A’'B'.

5.17 Posons A = b N ¢, etc. (figure S.20), de sorte que a,b,c et &,b', ¢’ sont
les cOtés des triangles ABC et A'B'C’. D’apres la proposition 5.1.2.b, il suffit de
montrer que 'ona A(B,B',C,C’) = A'(B, B, C, C'). Compte tenu de la définition du
birapport de quatre tangentes, on a A(B,B',C,(C") = (L' B, K',C') = (¢, ¢/, b, b") =
(B,L,C,K) =A'(B,B, C,(C’). Par dualité, on obtient le résultat suivant : « Les c6tés
de deux triangles inscrits dans une méme conique enveloppent une conique. »

A

/N
—/ N\

Figure 5.20.

5.18 Soient A, B, C les points a I'infini des ¢6tés du triangle donné. Il est évident
qu’un point P de I' est le sommet d’un triangle répondant a 1a question si et seulement
si P est point fixe d’'une homographie du type a o p o vy, ou les homographies a, B, v
sont les involutions de centres A, B, C. D’apres ’exercice 7.8, le produit de ces trois
involutions (dont les centres sont alignés) est une involution. Le centre de cette
involution étant a I’infini, sa polaire passe par le centre de I'. Il en résulte que cet axe
coupe nécessairement [" en deux points lorsque ™ est une conique a centre et en un
seul point lorsque I est une parabole. On obtient ainsi le ou les points fixes.

Le centre de a of oy s’ obtient facilement, il est dans la direction de M(aoBoy/M)
ouMeT.

5.19 Le théoreme de Pascal appliqué a I’hexagone PP'QQ'RR’ montre que 1’on a
A=PPNQR,B=QQ ﬂPR’ et C = P’Q'NRR’. Pour terminer, il suffit de remarquer

nte A P £ cnnt a
quc les pnuuo /1, 0, U SONU ausu\.«o
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5.20 La solution se simplifie si I’on se place sur une conique. Soit U le point fixe
commun. Les centres des involutions sont alors situés sur la tangente ¢t en U a cetie
conique conique. La proposition 5.4 montre alors que cette tangente est I'axe de
I’homographie produit.

5.21 On applique la réciproque du théoreme de Pascal. Considérons les points
P =BCNA'B', P, =BCNA'C',P;=CANB'C',P;=CANBA',Ps =ABNC'A,
Py = ABNC'B’ et I'hexagone P P2Ps Py P53 Ps. On vérifie que les points P, P> N Py Fg,
P3Py N PyPs, Ps et PsPg N PPy coincident avec les points BCN B'C', CANC'A’ et
AB N A'B’. Or ces derniers points sont alignés car les triangles ABC et A'B'C” sont
homologiques (théoréme de Desargues).

5.22 Nous allons « transporter » le probléme sur une conique I" en utilisant la
proposition 5.2. Si o o 0 = 0 est une involution, on peut écrire o = 8 o 0. D'apres la
proposition 5.4, I'axe de « est la droite joignant les centres de 6 et de . Comme o est
elliptique, son centre est intérieur a I'. L'axe coupe donc nécessairement I' en deux
points. D"apres I'exercice 7.6, ces points sont conjugués par rapport aux points fixes
de I'.

5.23 L'involution définie sur d par le quadrangle abed échange les points E =
ACNd, E' = BDNd d une part et les points F' = BCNd, F = AD Nd d’autre part.
Soient P, Q les points d’intersection de « avec I". D’aprés la proposition 5.1.2.b, on
aA(P,Q,F.E) =B(P,Q,D,C)d ot l’on tire (P,Q,F,E)y = (P,Q,E", F'),4. Par un
double échange, on obtient la relation (P, Q, F,E), = (Q. P. F', E"); qui caractérise,
d’apres la proposition 3.3, une involution de d échangeant les couples de points
(E.E), (F,F) et (P,Q).

5.24 Une « symétrie » par rapport i une « droite » d sera la restriction au disque

de I'involution du plan ayant le support de d pour axe et son pdle par rapport a I’

pour centre. La figure S.21c illustre la maniere de construire 1'unique « symétrie »

qui échange deux points donnés A et B.

— Une « symétrie » par rapport a un point sera la restriction au disque de I’involution
de cenire ce point et d'axe sa polaire.

(a) (b) (c)
Figure 5.21.
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— Une «bissectrice » sera I’axe d'une des symétries qui transforme une « droite »
dans V’autre (figure S.21a, page précédente).

— Deux «droites » seront « orthogonales » si et seulement si le support de 1’une passe
par le p6le du support de I’autre (figure S.21b, page précédente).

— La « médiatrice » d’un « segment » AB sera I’axe de 'unique « symétrie » qui
échange A et B (figure S.21c¢, page précédente).

— Les « bissectrices » d’un « triangle » sont concourantes d’apres le théoréme de
Brianchon.

— Les « hauteurs » sont concourantes car d’aprés le probleme 8.9, les supports
des « droites » du « triangle » et leurs pOles par rapport a I sont deux triangles
homologiques.

CHAPITRE 6

6.1 SoientA,B,C les trois points donnés et £, F deux points de 4 non homologues
pour 8 et d’images E', F' par cette involution. Désignons par 'y et I'y les coniques
qui passent par les points A, B,C,E,E' et A,B, C, F, F'. Le faisceau ¥ défini par ces
deux coniques induit une involution § sur la droite 4. Celte involution coincide avec
(théoréme 3.2). Considérons une conique I” passant par A, B, C, M,08(M) et soit I la
conique de ¥ qui passe par M. D’apres le théoreme 6.1, cette conique passe aussi
par le point 3(M) = 06(M). Les coniques I" et I'", ayant cinq points communs, sont

égales. La réciproque est analogue.

6.2 Il s’agit d’un un cas particulier de I’exercice précédent ou deux des points
donnés sont les points cycligues.

6.4 Lesdroites PA, PBcoupentp,den Q, R. Une conique I" répondant a la question
passe nécessairement par le conjugué harmonique A’ de A par rapport a P, Q et par le
point B’ conjugué de B par rapport a P, R. La conique I" appartient donc au faisceau
des coniques passant par quatre points. Réciproquement, il est évident que toute
conique de ce faisceau possede la propriété demandée.

6.5 Les cercles passant par le point A et dont les centres sont sur d passent
également par le point B, symetrlque de A par rapport a d. Passant par les points A, B

11 i1 n Fai Aa t T
et par les th’HS CyCiquces, ils fi orment un taiscecau ae LYpe 1.

6.6  Les paraboles en question forment un faisceau tangenticl. Nous sommes en
effet dans une situation duale de celle de I’exercice 6.1 : les paraboles sont tangentes
a tr01s droites, la droite de I’infini et les deux droites FI, FJ qui définissent le foyer F

~
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An sancaato ~eraliairac) ad
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6.7 La condition cherchée est que 'involution de O* définie par le faisceau ait
des droites fixes orthogonales. (Cet énoncé est dual de celui de I’exercice 7.24.)
En voici une démonstration directe. Pour que O soit le foyer d’'une conique de ce
faisceau, il suffit que les droites Of, OJ ou 1,J sont les points cycliques, soient
tangentes a cette conique. Autrement dit, il suffit que 3 échange les droites OI, OJ.

Mais d’anrés 1’ exercice 7.26. § échanece O D Jsiet contlement i lee droitec fivec de &
AYALLR W N4 tl I LvU’ v Vullullb\/ 74 L) A 171 Wl WTWLRAWILAWLLIL WL A%Wi) WA V7AW LAWY W W

sont orthogonales.

6.8 Nous allons JUI gl ler avec des faisceaux de Luuu.[uca, qm, sur la droite CD
donnent la méme involution de Desargues (6.1).

Le faisceau ' des coniques passant par les points A, B. M, N détermine sur CD
I’involution & qui comporte les couples (C, D), (L, L"), (K,K"You L, L', K, K’ sont les
intersections de la droite CD avec les droites PA, PB, MN,AB.

Cette involution &' ne dépend pas de la conique I' € F choisie car B,C,L,L". K’
sont identiques pour toute comque de F. Ainsi, le point K = MN N CD, image de

K’ nar X’ act five (\]nw encore, A ce suiet. exercice 7.20)

Iy prenn 9 WL Rl/hwa TUAL ViIVUL vy 4 Ve DU U, v[\vxvlvv H .‘_v-j

Considérons maintenant le faisceau F” des coniques tangentes en P a PK et
passant par A et B; sur CD, I'involution 3" définie par " coincide avec &' sur les
couples (K,K") et (L,L"}; comme D = §"(C), la conique de " qui passe par C
passe par D, c’est donc une conique de ¥ puisqu’elle passe aussi par A et par B.

Remarque S.8. Cet exercice est un cas particulier de la proposition suivante :

Intersection de trois coniques. Si riois coniques ont deux points communs A et B,
les trois droites joignant les autres points communs des coniques (prises deux a deix)
sont concourantes.

Solution. Soient I'y, ..., I'; les trois coniques, d la droite AB et d;; la droite qui joint
les autres points communs a 1 et a I'. Les faisceaux engendrés par I'y, '3 d’une part
et I, I'; d’autre pari. définissent sur la droite d;5 la méme involution de Desargues
car elles coincident sur deux couples de point distincts. Dans cette involution, les
points d;3Nd;; et da3Nd;; ont la méme image dNd;» ; ces points sont donc confondus
et les droites d;, d;3, dy; sont concourantes.

Remarque S8.9. Si les points A et B sont les points cycliques du plan complexifié,
les coniques I'; sont des cercles et le résultat ci-dessus montre 1’existence du centre
radical.

6.9 Si/estle centre de I', le résultat est immédiat. Dans le cas général, I est un
point fixe de I’involution définie par le quadrangle PP'QQ’ sur la droite AB. Comme
A et B sont homologues pour cette involution, et comme [ est le milieu de AB, le
second point fixe est le point a I’infini de AB. L’involution est une symétrie, d’ou le
résultat. De maniére analogue, les droites PQ et P'Q’ coupent AB en deux points dont
I est le milteu.

Remarque S.10. Voici comment on peut dualiser ce résultat : « Soient p,g deux
tangentes & une conique I et a, b, ¢, d quatre tangentes a I” telles que les points a N b
et ¢ N d solent situés sur une bissectrice des droites (p, g). Les droites qui joignent le
point p M g aux points a N ¢ et b N d ont mémes bissectrices que les droites (p, ¢). »
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Figure 5.22. « Le papillon ».

6.10 Nous supposerons les quatre points a distance finie. Soit F le faisceau des
coniques passant par ces quatre points; nous savons que J€ appartient & F par
hypothese. L'involution 8§ induite par ¥ sur une asymptote a de J a pour point
fixe le point a4 l'infini oll a est tangente & Jf. L'autre point fixe est le milieu de
tout segment M3(M) ou M appartient & a. Mais, d’apres le troisiéme théoreme de
Desargues, toute comque I' du faisceau coupe ¢ en deux points homologues pour 8.

6.11 Le résultat est immédiat par des considérations sur les angles. On peut aussi
remarquer que le faisceau engendré par I" et par les droites p, g détermine sur la
droite de I'infini une involution qui coincide avec celle du faisceau engendré par les
droites p, ¢ d’une part et les droites BC, B'C’ d’autre part. D’aprés ’exercice 7.24,
cette involution commute avec I'involution canonique et le faisceau contient un cercle
(voir I'exercice 7.27).

6.12 Considérons le faisceau engendré par les coniques 2, I et étudions ['involu-
tion & qu'il induit sur la tangente aen A a I :

— A est un point fixe de 8,

— Pet oo, (le point a I'infini de «) sont homologues pour 3,

~ les points L, L' ol a coupe €2 sont aussi homologues pour §.

Le second point fixe B de § est défini par (A, B,P,o0,) = —1,(A,B,L,L") = —1.
La premiere relation exprime que P est le milieu de AB: la seconde que B est sur la
polaire de A par rapport a §2. Il est alors évident que le lieu de B est la polaire de A
par rapp?n a et que le lieu de P en est I'image dans I"homothétie de centre A et de
rapport =.

6.13 On considere I"hexagone AB'CA’BC inscrit dans une conique I'. Considérons
les points L = A'CNAC" et M = BC'NB'C. Ladroite LM coupe la conique aux points
P, Q. Soient ., i les involutions définies sur LM par les quadrangles AB'BC', A'BB'C.
Dapres le troisieme théoréme de Desargues, ces deux involutions échangent P, Q
d'une partet L, L' = LM N BB’ d"autre part : elles sont donc égales. Il en résulte que
WM) = AB' N LM et W(M) = A'B N LM coincident. On obtient donc un point N de
ladroite LM : c’est le théoréme de Pascal. On voit bien comment faire la réciproque.
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Remarque S.11. On peut de méme démontrer le premier théoréme de Desargues et
le théoreme de Pappus a partir du troisieme théoréme de Desargues.

6.14

Premiére partie — Les coniques considérées ne forment pas un faisceau. Si I" est une
comque tangente en U, V aux droites a, b, on peut cependant considérer le faisceau
F(I') des coniques bitangentes a I' en U, V. Les points fixes de I'involution de
Desargues définie par ¥ (I") sur la droite AB sont conjugués par rapport a A, B et par
rapport aux intersections de AB avec les tangentes a, b. Soient H, H' ces points. Ils
sont indépendants de I" et sont donc fixes sur AB. L'enveloppe de la droite UV est
donc constituée par H* et H™.

Remarques S.12.

» Si on se place dans une carte ou les points A, B sont les points cycliques, les
coniques considérées sont alors des cercles tangents a deux droites données. Les
cercles sont homothétiques et les droites UV sont paralléles.

» Si les droites a, b passent par les points cycliques on obtient des coniques ayant un
foyer commun et passant par A, B.

» Dualement, le point d’intersection des tangentes a deux droites a et b est situé sur
I'une des droites fixes de I'involution de (a N b)* définie par les couples a +> b
et OA — OB.

Deuxiéme partie — Plus généralement, cherchons le lieu des poles d’une droite d
donnée. Nous allons montrer que ce lieu est constitué par deux coniques constituées
par le lieu des poles de d par rapport aux coniques dont la droite de contact passe par
les points H, H'.

Soit D" le conjugué de D = AB N d par rapport aux points A, B et D' un conjugué
de D par rapport aux droites a, b. Pour toute droite p passant par O, soit p’ la droite
conjuguée de p par rapport a a,b et qui coupe d en P. La droite HP coupe OD’ en
Q. On vérifie immédiatement que D”Q est la polaire de D par rapport 4 la conique
[" dont la droite de contact est PH et que p est la polaire de P. Le point p N D"Q
est donc le ple de d par rapport a I'. D’autre part, il est clair que la correspondance
p — D" est homographique, comme composée d’homographies évidentes.

Le théoreme de Chasles-Steiner montre que le point p N D”Q décrit une conique
passant par O et D”. On voit facilement que Q passe par D' et que OH est la tangente
a © en 0. On montre de méme que les pdles de d par rapport aux coniques I'” dont la
droite de contact passe par H' sont sur une conique 2’ qui passe par O, D', D" et donc
la tangente en O en OH. Nous laissons au lecteur le soin d’étudier les cas particuliers
ol d passe par O, par H, et le cas ol d = AB.

6.15 Pour chaque droite p, considérons le faisceau ¥, engendré par I et par le
cercle OAB. Soient /,J les points cycliques du plan. Sur les droites Of et OJ, les
involutions de Desargues 5 = 8, et 8’ = §, définies par F, sont indépendantes de p
car les intersections de O, OJ avec T et les cercles OAB sont fixes. Une sécante p
coupe OI,OJ en O, Q' et la sécante commune associée coupe OI et OJ en M et M'.
L'application o : Of — OJ définie par M — M’ esthomographique cara = §' o od.
En outre, on a a(f) = J. L’enveloppe cherchée est donc une parabole de foyer O.
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Remarque S.13. On peut aisément généraliser 1’énoncé ci-dessus, le choix du centre
de I" et le choix d’un cercle n’étant pas essentiels pour la démonstration.

6.16
Premiere partie — Les droites a, b, ¢ sont concourantes parce que 1’homographie o
qui aux points a I'infini de a, b, ¢ associe les points a I’infini des cotés BC, CA, AB,

est une l[lVUlLl[lUl’l COMmimne LUII]pObCC (.IC I’ involution Cdl’lUl’ll(.lLlC o et de ia I'CSIHC[IOH
0 de la symétrie d’axe s (exercice 7.7).

Deuxiceme fnn'rz“_ — Qnﬁ Ple pnnnt rlr-\ concou

ABCP définit sur la droite de I’infimi I’involution o qui commute ev1demment avec o
puisque a = 6 o ¢ ; d’apres I’exercice 7.24, les points A, B, C, P sont cocycliques.

1
w
o
w
"
C::..
=3
Q

Troisiéme partie — En reprenant la démonstration de la premiére partie, on voit que
les droites a, b, ¢ sont concourantes si et seulement si I’homographie o = Qoo estune
involution (ou ¢ est la restriction de ¢ a d,). D’apres 1’exercice 7.24, cette condition

est réalisée si et seulement si les points fixes de ¢ sont conjugués par rapport a ceux
de 0. Sitel est le cas. la nrnnnptp de la deuxidme partie reste évideminent vraie. Les

A Wide A R348 A = A8 nifbilih praal A i At EiiiEE Ll VIRAN s Ay

transformations affines qui repondent a la question sont donc celles qui ont des points
fixes a I’infini orthogonaux ; ce sont les transformations « symétriques ».

6.17 On considére le faisceau F des cercles passant par A et B. Soit 3 I’involution
que donne ¥ sur d. D’apres le théoréme de Desargues, il existe deux cercles de F
tangents a d, les points de contact étant les points fixes de 3. Tragons un cercle
passant par A et B et coupant d en C, C’. L’involution & échange C et C’ et le point a
I’infini de d a pour image le point § = d N AB. Pour construire les points fixes de 3,
on peut appliquer I’exercice : on construit une tangente S7 issue de 3 au cercle T'. Le
cercle de centre S et passant par T coupe d aux points cherchés. Il existe des solutions
réelles si et seulement si SA - SB < 0.

6.18 FEtudions le cas générique, la discussion étant laissée au soin du lecteur. On
connait la construction classique : on fait passer par A et par B un cercle I'” qui coupe
2 en M et N la droite MN coupe AB en K ; de K, on meéne les tangentes & £ ; les
points de contact T et 7" donnent les solutions, les cercles ABT et ABT' répondent a
la question. L’ intérét de cet exercice est de justifier cette construction dans le langage
des faisceaux de coniques.

K

X
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Le faisceau engendré par les cercle 2 et I donne sur AB I'involution de
Desargues 8 : K en est le point central et 8 échange A et B ainsi que les points
d’intersection U, V (réels ou imaginaires) de 2 et de AB; I'involution §" définie sur
AB par le faisceau des coniques tangentes en 7 a la droite TK, échange [ et 0045 ainst
que U et V. Aussi &' coincide avec § et alors, le cercle tangent en T a 7K et passant

~
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3

™) il
avec I’homothétie de centre B transformant ¥, en I'», on obtient une homothétie o
transformant I') en I"> ; son centre est aligné avec A et B. De méme, CD contient
le centre d’une homothétie transformant I'y en I'>. Vu la disposition des points A, B
et C,D, il n’est pas difficile de voir que AB et CD passent par le méme centre
d’homothétie. On démontre de maniére analogue que le point Q@ = AC N BD est
centre d’une homothétie B transformant ¥, en .

n y > r T'h hAats £, A AT 3
OHVIONNIO Navireo nmnthatis v trancetnrmea an A111T A artio o
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a I';; la droite A'C’ est paralléle a AC. L'homothétie B transforme A, B en A”, B”
qui appartient & X; ; la droite A”B” est parallele a AB. 1l résulte immédiatement de
cela que les involutions définies sur la droite de ’infini par les quadrangles A’C'BD,
A"B'CD et abed sont égales. L'exercice 7.24 montre alors que les points A. B, C, D
appariiennent a un méme cercle.

Troisieme partie — La propriété demandée provient de I’exercice 7.20.

6.20 Souvent, pour mieux apprécier la nature d’ un probléme il est recommandé de
le dynamiser en faisant varier des éléments de la figure.

Suivant ce conseil, nous allons déplacer le point P sur le diamétre OP.

Lorsque P est sur la directrice de F, PF est orthogonale a p (exercice 7.35) ; alors
Q esten F et R, F,F’ sont sur le cercle de diamétre RR' ou R’ = pN b, b étant le
petit axe de X. Pour résoudre notre probléme, il suffira de montrer que les cercles de
diametres RR’ forment un faisceau de points fixes F et F' ; pour cela, nous établirons
que la correspondance R — R’ est une involution ; en effet, soit U e point de I'infini
de p, qui reste fixe quand P varie sur OP, et V le point a I'infini de la direction
orthogonale. On passe de R a R’ par :

la projection de b sur OP a partir de V, suivie de I’homographie de QP sur U*,
P — p et enfin de la projection de U* sur b. Cette homographie est une involution
car clle échange, a I’évidence O et ocp. La démonstration s’acheve sans difficulté.

Ensuite, le lecteur cherchera une solution plus simple.

6.21 Ce résultat a été démontré élémentairement dans 1’exercice 7.26. Nous le
démontrerons ici €n nous appuyant sur le dual du théoréme de Desargues Soit M un

maint Aa T A hn t A A v Tag Ar AMA! At ATAL o An in L Aa 1’awva o
lJUllll ac 1 aisunc L ac A , 1CS QT UILCD Favi/s Ul. A Vi SC LUUPClll Uil ull PUllll. A QC 1 axc d.

Soient P le pole de a par rapport a I' et Q = AA’ N MM’. Nous allons nous placer
dans le cas oli a coupe I" en deux points U et V laissant au lecteur le soin d’adapter
la démonstration au cas olt 4 est tangente a I

De simples considérations de polarité montrent que les droites QP et QK sont
conjuguées harmoniques par rapport aux droites AA" et MM’ et par rapport aux
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droites QU et @V Les droites QU et QV sont homologues dans I'involution 3* de Q*
définie par le faisceau tangentiel des coniques tangentes 8 QU en U etd OV en V.
La droite QP est une droite fixe de 8*, donc aussi QK conjuguée de QP par rapport
a QU et QV. 11 s’ensuit que les droites AA” et MM’ sont homologues pour §*. D’aprés
le dual du troisieme théoréme de Desargues, ces droites sont tangentes a une conique
du faisceau

=222 Al i a1

engendre par le quadrllatere sont formees par les somrnets opposés et que le pble
de la droite de I’infini par rapport 2 'une de ces coniques est le milieu du segment
constituté par les points qui la définissent.

6.23 Pour montrer que les droites a, b, ¢ sont concourantes, nous appliquerons le
théoréme de Desargues. Pour montrer que le point de concours est sur le cercle A’B'C’,
nous utiliserons I’exercice 7.24. Soient U, V les points a I’infini de la droite d et de

~ Y
P el t Y +1
la direction orthogonale 2 celle de d. Les points 4 ’infini des droites a, b, ¢ sont les

conjugués, rapport aux points U et V, des points a I'infini des c6tés BC, CA, AB.
Comme les c6tés du triangle A'B'C" sont paralléles & ceux du triangle ABC, on
peut affirmer que les points a l'infini des droites «,b,c et les points & 1’infini
des cotés B'C',C'A’,A’'B’ se correspondent respectivement dans I'involution & de
points fixes U, V. D’apres le deuxieme théor¢me de Desargues, les droites a, b, ¢
sont concourantes. Comme les droites qui contiennent U et V sont orthogonales, 3
échange les points cycliques et d’aprés ’exercice 7.24, les points A, B’, C’, P sont

cocycliques.

6.24 Nous nous appuierons sur le théoreme 3.9 et sur I’exercice 7.26. Soient U, V
les points a I’infini de d et de la direction orthogonale. L’homographie « de la droite de
I’infini qui, aux points a I’infini des droites a, b, ¢, associe ceux des cotés BC, CA, AB
peut se décomposer en produit de I’involution canonique ¢ et de 1’involution 6 de
points fixes U et V. Comme les involutions ¢ et 8 échangent leurs points fixes, elles
commutent (exercice 7.7). Il en résulte que o est une involution. D’aprés le deuxiém

AR AL LS L 42 W21 ISR ANw 2a% axid B ws i $ 9 9 LW

théoréme de Desargues, les droites a, b,c sont concourantes en un point P. Il est
immédiat de vérifier que o commute avec o, ce qui prouve que les points A, B, C, P
sont cocycliques (exercice 7.24).

6.25 On vérifie sans aucune peine que I’involution 8’ induite sur d,, par le qua-
drangle A'B'C’'D’ coincide sur 0045 €t sur 00y avec le produit yodof ou B, y, & sont
les involutions définies sur d, par les quadrangles ABA’B’, ABCD et CDC’'D'. Comme
P, 8, y échangent les points cycliques, il en est de méme de &'. D’ apres I’ exercice 7.24,
les points A’B'C’' D’ sont cocycliques (cf. théoréme de Miguel, probléme 8.11).

ki
6.26 Soit F le faisceau engendré par deux paraboles et § I'involution de Desargues

~

déterminée par ¥ sur la droite de I’infini ; les points a I'infini de ces paraboles, dans
la direction de leur axe, sont les points fixes de 3 car, par définition, une parabole est
tangente a d,. D’apres I'exercice 7.24.2, ¥ contient un cercle si et seulement si les
points fixes de & sont orthogonaux donc, si et seulement si les axes des paraboles sont

ort lllUgUlld.LL\
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Appendice

Rappel de quelques définitions

A.1 ESPACES PROJECTIFS

Un espace projectif de dimension n est I’ensemble des droites vectorielles (sous-
espaces de dimension 1) d’un espace vectoriel £ de dimension n + 1. Cet ensemble
se note P(F). On peut dire encore que P(E) est le quotient de E = {0} par la relation
d’équivalence R telle que X R Y s’il existe un scalaire » # 0 tel que Y = )X,

Plan projectif. Droites projectives

— Lorsque dim £ = 3, on dit que P(E) est un plan projectif.
— Lorsque dim E = 2, on dit que P(E) est une droite projective.
(voir [B], tome I, 4.1).

Carte affine. Droite de Vinfini. Points a l'infini

— Une carte affine de P(E) est un hyperplan affine F de E.

— Un point de P(F"), ou F’ désigne le sous-espace vectoriel de E paralléle a F, est
une direction dans F. On dit que c’est un point a ’infini de F. L’espace projectif
apparait donc comme I’espace affine ¥ complété par un point & I’infini dans chaque
direction.

— Ladroite projective IP(F”’) est la droite de I'infini de P(E) relative a la carte F'; elle
est notée dy. Le point a I'infini de la droite AB est noté co,p.

Remarque A.14. Dans cet ouvrage, un plan affine est toujours identifié a une carte
affine d’un plan projectif (voir [B], tome I, p. 51).
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Repére projectif

Un repére projectif de 1’espace projectif de dimension n est une famille de n+2 points
de P(E) telle que pour toute sous- famille de n 4+ 1 points ml on peut en extraire, les

droites vectorlelles qui définissent ces points, engendrent l’espace vectoriel E. Cela
équivaut a dire qu’il est possible de choisir des générateurs ¢, . . .,e,,) des droites

vectorielles tels que ey, . . ., e, soit une base de E ettels que ¢,y = ep+ - - + ¢,.
Dans un plan projectif, quatre points forment un repere projectil quand ils ne sont
pas trois a trois alig'iés. On dit alors g qu ’ils forment un qua(“uaﬁﬁle

Coordonnées homogénes

Soit M un point de P(E) et U € E un vecteur qui engendre M. Les coordonnées
(Xo,X),...,X,) de U par rapport a une base ey, e, .. . , €, de E sont des coordonnées
homogénes de M.

Les coordonnées homogenes (Xo, X1, ...,X,) et (Yo, Y),...,Y,) définissent le
méme point M de P(E) si et seulement si il existe un scalaire ' # 0O tel que
(Yo, Yy1,.... 7)) = 2Xo. X1,....X,)).

Complexifié d'un espace projectif réel

C’est I'espace projectit P(E¢) défini a partir de I'espace vectoriel £¢ obtenu par
tensorisation de E par les complexes :

Ec=CQE.
R

On peut décrire plus simplement le complexifié Ec de I'espace vectoriel réel E
en considérant I’espace vectoriel réel E x E sur lequel on définit la multiplication
suivante par un nombre complexe o + if :

(o +iBYU, V)= (U —BV,BU + aV).

f g VO P [ g Aa B Anwme B o L' ALB cnca sne T s LTT N A~ o;zes searrs At
Tl 4 une lllblublUll bdllUlllLluU UC L uadlld £ A 2 UCLLLIIC lJCll U 7 \uU,uj, Ll qux 1ICVILILIL
a autoriser |’écriture U = (U, 0). Comme on a
FEy YN A WA 3\
WU, v)=1uyv,uv)
on peut alléger I’écriture en posant :
(U,V)y=U+1iV.

La conjugaison U +/V ~> U —iV dans E¢ induit une bijection involutive de E¢ sur
lui-m&me. On dit alors que les vecteurs U +iV et U — iV sont conjugués dans E¢. Les
vecteurs réels de E¢ sont les vecteurs de la forme U + i0; ce sont aussi les vecteurs
invariants par conjugaison.

Cette involution se transporte sur 1’espace projectif P(E¢). L'injection canonique

N Aa nata mn 1o

E—-ExE pcuuct d’identifier T \L-) ala P(uuc de I (E‘ ) acs pO‘“ ts invariants par ia
conjugaison (c’est-a-dire réels).
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SiV,Va..... V, est une base de £, les vecteurs (V. 0). (V>.0)...., (V,.0) forment
une base de F¢. Les points de E C E¢ sont les points dont toutes les coordonnées
sont réelles.

Si H C E est un sous-espace vectoriel de E, I'ensemble des vecteurs de la
forme U + iV 01‘1 U et V € H est un sous-espace vectoriel de Er qui s’identifie

S e =T ot Tar=

Si(X.Y,Z) est un systeme de coordonnées homogenes pour le complexifié d'un plan
projectif réel olt Z = 0 est une équation de la droite de I'infini, les points / = (1,1, 0)
et J = (1, —i,0) sont appelés les points cycliques de la droite de I'infini.

Involution canonique. Orthogonalité

C’est I'involution de la droite de I’infini qui a pour points fixes les points cycliques.
Deux points homologues pour |'involution canonique sont appelés orthogonaux.
Deux droites d une carte athne dont les pOiuLa a I’infini sont Oi’thOEOhaU‘{ sont dites
orthogonales. Une droite qui passe par 1'un des points cycliques est dite isotrope.
Si D est un point de la carte, la projection de I'involution canonique ¢ sur 0% est
encore appelée I'involution canonique de 0* et se note o* (I’application o™ se réalise

en faisant « pivoter » un angle droit autour de 0).

A.2 EQUATION D'UNE DROITE

Soit d une droite du plan projectif P(E). Elle correspond a un pan vectoriel de E sur
lequel s’annulent les formes linéaires ® = k. On dit alors que & est I'équation de
la droite d. Par abus de langage nous dirons encore que @ est une équation de d.

-
, on pett écrire :

I

Ao simm beaon -~
L)i'.lllb ULIC Dd»C C

=

o(M) = UX + VY + WZ.

Notons encore que P(K) est isomorphe a F(E*) si K est 'espace vectoriel des
polynémes homogenes du premier degré 2 trois variables. De cette maniere, I(K)
s'1dentifie a I'ensemble des droites de IP{E).

A.3 CONIQUES D'UN PLAN PROJECTIF

Soient P(E) un plan projectif, Q(F) I'espace des formes quadratiques définies sur £
et IP’(Q(E)) I'espace projectif issu de Q(F). Un élément de IP‘(Q(E)) s'appelle une
conique de P(E). Si I' = kg est une telle conique, on dit que I' est son équation.
Par abus de langage, on dit encore que g est une équation de I'. Les points de IP(L)
ou ¢ s annule forment 1'image de I". Dans le cadre réel ou complexe que nous nous
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sommes fixés, 1’'usage que nous ferons des coniques nous autorise 2 identifier une
conique et son image (voir [B], tome 1V, 14.1.6).

Si on choisit une base de E, la valeur de g(M) est donnée par un polynéme
homogene du second degré a trois variables donné par la formule matricielle :

v\
(X.Y.2)S| Y

Z
\=/
ou § est une matrice symétrique. Nous dirons encore que ce polyndme est une
équation de la conique T.

Remarque A.16. 1" usage que nous faisons des coniques nous autorise 2 identifier une
conique et son image (voir [B], loc. cit.).

Points conjugués par rapport a une conique

Soient I une conique d’un plan projectif, g une équation et g la forme polaire de g :

. 1
G, V) =5 (q(U + V) — q(U) — q(V)).

Deux points M et N de P(E) sont conjugués par rapport a ' si et seulement
si g(U,V) = 0, en prenant pour U un représentant de M et pour V un représentant
de N dans I’espace vectoriel E.

Polaire d’un point par rapport a une conique

L'ensemble des conjugués d’un point M par rapport & une conique I" est une droite
projective de IP(E) appelée la polaire de M par rapport a la conique,

Pole d'une droite par rapport a une conique propre

Lorsque la conique I” est propre, on peut associer a chaque droite d de P(E) un unique
point M de P(E) qui admet d pour polaire : ce point s’ appelle le pole de d.

Polarité

De la définition des points conjugués par rapport a une conique découlent immédia-

tement les propriétés suivantes :

— Réciprocité polaire : « Si M est sur la polaire de P, la polaire de M passe par P. »

— Conséquence immédiate : « Si P et Q sont les poles des droites p et g, alors PQ est
1a polaire du pointp N ¢. »
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— En particulier, si les points P et Q appartiennent a la conique, les droites p et g
sont tangentes.

— Soient p une droite et P son pdle par rapport a une conique I". L’application de p
dans P* qui a tout point M de p associe sa polaire m est une homographie.

— Avec les notations précédentes, I’application M — M’ = mNp est une involution.
Si{U,V}=pnNT,les points U et V sont les points fixes de cette invojution. On a

Tangente a une conique

Si M appartient a 'image d’une conique T, la polaire de M par rapport a I s”appelle
latangenteen M a T.

Un foyer d’une conique T est un point du plan projectif d’ol I’on peut mener a I’
deux tangentes qui passent par les points cycliques.

C
C’est le p6le de la droite de I’infini.

Diamétre d‘une conique

C’est une droite qui passe par le centre de la conique.

Diameétres conjugués

Axes d'une conique

Ce sont deux diametres conjugués orthogonaux.

Ellipse, hyperbole, parabole

Dans une carte affine réelle, une conique qui coupe respectivement la droite de I’ infini
en z€ro, deux et un point double est appelée ellipse, hyperbole, parabole. On retiendra
que — dans un plan projectif (réel ou complexe) — il n’y aqu’un seul type de conique
propre comme le montre la classification des formes quadratiques.
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