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PREFACE

Ce livre s’adresse aux mathématiciens débutants; il constitue une intro-
duction & Ja théorie des nombres, aux problémes soulevés par cette théorie et
aux méthodes utilisées.

Nous avons choisi une méthode d’exposition dans laquelle les problemes
et les techniques d’étude sont étroitement liés. En principe, nous partons de
problémes concrets relatif aux nombres entiers; les théories générales inter-
viennent alors pour résoudre ces problémes. En général, ces théories seront
suffisamment développées pour en faire saisir la richesse et apprendre a les
appliquer.

Les questions étudiées dans ce livre se rattachent principalement a la théorie
des équations diophantiennes, i. e. ¢ la théorie de la résolution en nombres
entiers des équations & plusieurs inconnues. On considérera également des
questions d'autre nature : par exemple, le théoréme de Dirichlet sur les nombres
premiers dans une progression arithmétique ou les théorémes sur la variation
du nombre de solutions d'une congruence.

Les méthodes qui interviennent ici sont surtout algébriques, principalement
la théorie des extensions finies des corps et de leurs métriques. Cependant, on
a accordé une place importante aux méthodes analytiques : le chapitre V leur
est consacré et la méthode des fonctions analytiques p-adiques est exposée dans
le chapitre IV. A plusieurs reprises interviennent également des considérations
géométriques.

Ce livre n’exige pas de grandes connaissances de la part du lecteur. Deux
années d'Université suffisent pour comprendre la presque totalité de I'ouvrage;
c’est seulement dans le dernier chapitre qu’interviennent quelques résultats
relatifs aux fonctions analytiques.

A la fin du livre, dans un « appendice algébrique » nous avons rappelé des
définitions précises, des énoncés et parfois des démonstrations des résultats
qui interviennent au cours de l'ouvrage et peuvent nepas figurer dans certains
cours d’algébre.

Ce livre est tiré d'un cours fait par un des auteurs a I'Université de Moscou.
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PREFACE
DE LA TRADUCTION FRANCAISE

Une des particularités les plus frappantes de la théorie des nombres
est la simplicité de formulation de ses problémes ; beaucoup d’entre eux
peuvent étre compris par un étudiant. Mais, par ailleurs, la solution de
ces problémes fait intervenir d’autres notions que celles qui figurent dans
leur énoncé ; cela exige I'élaboration de nouvelles méthodes, souvent trés
abstraites.

Cette maniére de procéder conduit a des théories importantes, en partant
de problémes simples et élémentaires ; tel est ’objet de notre livre. Ce
livre s’adresse ¢ des mathématiciens débutants ; aussi ne demande-t-il que
peu de connaissances préliminaires. Nous nous sommes limités a quelques
questions qui sont étudiées 4 fond.

Dans la traduction francaise, on a effectué, avec I'accord des auteurs,
quelques changements de notations; ces modifications étaient nécessaires
pour que l'ouvrage soit compréhensible par un lecteur francais : par
exemple, dans I’original russe, le corps des hombres rationnels est désigné
par R et non par Q!

LES AuTEURS,
mai 1966.







CHAPITRE PREMIER

CONGRUENCES

Ce chapitre est consacré a la théorie des congruences et & ses gpplications
aux éguations. Remarquons que si |’ équation

F(xls X250 00y xn) =0, (1)

ou F est un polyndme a coefficients entiers, a une solution en nombres
entiers, dors la congruence

F(xy,.... x,) =0 (mod m) 2

a une solution pour tout entier m. Pour chagque m, I’ensemble des classes
résiduelles modulo m est fini et par suite la congruence (2) s étudie direc-

tement. On obtient ans des conditions nécessares pour que I'équation (1)

it résoluble en nombres entiers.

L’ étude de la suffisance éventuelle de ces conditions est trés difficile.
L’ affirmation : « une équation est résoluble si et seulement s pour chague
entier la congruence correspondante est résoluble » N’ est pas vraie dans le
cas générd (cf. par exemple, exercice 4), mas et vraie pour pluseurs classes
particuliéres d’' équations. Dans ce chapitre, nous démontrerons ce résultat
dans le cas ol F et une forme quadratique, aprés avoir gouté I'hypothese
supplémentaire  (manifestement nécessaire) que I'éguation (1) a une solution
en nombres réels (si F est une forme, aors, par solution de F = 0, on
entend solution non nulle).

La notion essentielle que nous étudierons tout d’ abord dans ce chapitre
est celle de nombre p-adique; nous appliquerons ensuite cette notion a la
théorie des congruences. On sait, d'aprés la théorie étmentaire des nombres,

que, S m=pit. .. pf(py, ..., p,étant des facteurs premiers distincts),

la résolution de la congruence (2) et équivalente a la résolution des
congruences

F(x,, . .., x,)=0 (mod p})

BOREVITCH




2 THEORIE DES NOMBRES

pour tout i=1, 2, . ... r. Aingd, larésolubilité de la congruence (2) pour
tout entier m est équivaente a la résolubilité de ces congruences modulo
toutes les puissances des nombres premiers. Dans la suite, nous fixerons le
nombre premier p et nous é&udierons les congruences

F(x,, ..., x,) =0 (mod p¥) ©)

pour toutes les valeurs entiéres de k. En liaison avec ce probléeme, Hensdl
aintroduit, pour chague nombre premier p, un nouveau type de nombres
appelés par lui nombres p-adiques et a démontré que la résolubilité des
congruences (3) pour tout entier k et équivdente a la résolubilité de I'égua
tion (1) dans I’ensemble des nombres p-adiques. Par suite, la résolubilité
des congruences (2) pour tout entier m est équivalente ala résolubilité de
I’ équation (1) dans les ensembles de nombres p-adiques pour les nombres
p premiers.

En uilisat la notion de nombre p-adique, on peut donc donner la forme
suivante au théoréme mentionné ci-dessus (ce chapitre est consacré a la
démonstration de ce résultat) : sl F(x,, . . . , X,) est une forme quadratique
a coefficients entiers, I'équation (1) est résoluble en nombres entiers si et
seulement s elle est résoluble en nombres réels et en nombres p-adiques,
pour tout p.

Dans laformulation de ce théoréme, appel € le théoreme de Minkowski-
Hasse, et dans beaucoup d'autres quedtions, les nombres p-adiques figurent
sur le méme plan que les nombres réels. De méme que les nombres réels
interviennent de maniére naturelle dans I'éude des limites de nombres
rationnels, les nombres p-adiques jouent un rdle andogue dans les quedtions
liées ala division suivant les puissances successives du nombre premier p.
Cette andogie entre les nombres p-adiques et les nombres réds sera précisée
en montrant que les nombres p-adiques, tout comme les nombres réels,
peuvent étre obtenus par complétion a partir des nombres rationnels (pour
daires mériques que la vdeur absolue usuele).

Faisons une derniére remarque : s F est une forme, la résolubilité en
nombres entiers de I'équation (1) et bien entendu équivdente & I'existence
d'une solution formée de nombres rationnels; ainsi, dans le théoreme de
Minkowski-Hasse, on peut paler de la résolubilité en nombres rationnds au
lieu de la résolubilité en nombres entiers. Cette remarque évidente prend toute
sa signification dans le résultat suivant : s F est un polyndme quelconque
de degré 2, le théoréme correspondant donne des conditions de résolubilité
de I'équation (1) en nombres rationnels e non pas en nombres entiers. Par
qlite, dans I'éude des équations du deuxiéme degré nous ne nous limiterons
pas & l'éude des solutions en nombres entiers mais examinerons également
les solutions en nombres rationnels.
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EXERCICES

1. Montrer que I'éguation 15x — 7y* = 9 n'a pas de solutions en nombres
entiers.

2. Montrer que I'équation 5x® + 11y + 1322 = 0 n'a pas d'autre solution en
nombres entiers que la solution trivide x = 0,y = 0, z = 0.

3. Démontrer que les nombres entiers de la forme 8» + 7 ne peuvent pas s’écrire
comme somme de trois carrés de nombres entiers.

4. Utilisant les propriétés du symbole de Legendre, démontrer que la congruence
-1 (X' =2)=0  (mod m)

est résoluble £our tout entier m  Remarquer cependant qu'il est évident que ’équa-

tion (x2 — 13) (xt — 17) (x* = 221) = 0 n'a pas de solution en nombres entiers.

5. Démontrer que I’ equation linéaire a,x, + . . . + a,x, = b, ol a, ..., a,,b
sont des entiers, et résoluble en nombres entiers S et seulement S 1a congruence
correspondante modulo m et résoluble pour tout entier m

6. Démontrer le méme résultal pour un systéme O équations linéares a coeffi-
cients entiers.

§ 1. — CONGRUENCES
MODULO UN NOMBRE PREMIER

1) Equivalence des polyndmes

Rappelons tout d'abord quelques propriétés des congruences modulo un
nombre premier. Comme on le sait, les classes résduelles modulo p forment
un corps fini a p ééments qui sera contamment désigné dans la suite par F, ;
chague congruence modulo p Sinterpréte comme une égdité dans ce corps.
Tous les résultats de ce paragraphe et du suivant sont vaables non seulement
pour le corps F,, mais plus géenéralement pour tout corps fini; il suffit de
remplacer a chaque fois le nombre p par le nombre ¢ = pm d' ééments de
ce corps. Nous nous limiterons cependant a I’ étude des corps F, et c'est
seulement pour donner un contre-exemple aprés le théoréme 3 que nous
devrons faire gppd a un corps fini qui ne soit pas de ce type.

Les corps rédduds modulo un nombre premier (e plus générdement tout
corps fini) possédent une série de propriétés qui les distinguent des corps
usuds de l'dgebre éémentare. Voici la plus importante d'entre dles, dont
nous aurons souvent besoin : deux polyndmes qui prennent des valeurs
égales pour toutes les valeurs des variables n’ont pas nécessairement des
coefficients égaux. Aing, d aprés le petit théoréme de Fermat, les poly-
nomes x? et x prennent des veleurs egaes quand x parcourt tout le corps F,
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mas leurs coefficients ne sont pas égaux (ce phénoméne se produit dans tout
corpsfini : s «y, ..., «, SONt tous les éléments de ce corps, le polyndme
(X = ay) ... (X —a,) acoefficients non nuls prend seulement la valeur O
quand x parcourt tout le corps fini considéré).

Nous écrirons

F(xl, e xn) = G(xh ] xn) (nm p)

et nous dirons que les polynémes F et G sont congrus s leurs coefficients
correspondants sont congrus modulo p. Si maintenant nous avons

Fley, ..., e =Glay, ..., Cn) (mOd P)

pour tous les systémes devaleurse,, . . . , c,, Nous écrirons F ~ G et nous
dirons que les polynémes F et G sont équivalents. || est clair ques F = G,
dors F ~ G, mas I'exemple des polyndmes x & x» montre que la réciproque
nNest pas vrae en généd.

Puisque les deux congruences F = 0 (mod p) et G = 0 (mod p) ont les
mémes solutions s F ~ G, il est naturel pour éudier une congruence de
remplacer le polyndme consdéré par un polyndme équivdent plus smple
Précisons  cefte  question.

S une inconnue x; figure dans le polyndbme F avec un exposant supérieur
ap, aors, utilisant I’ équivalence xf = x; qui résulte du théoréme de Fer-
mat, nous pouvons remplacer x? par x; dans F. Puisgue les éguivaences
S additionnent et se multiplient terme a terme, on obtient facilement ains
un polyndme équivalent a F et de degré en x; strictement plus petit. On
peut alors répéter ce processus jusgu’ a obtention d’un polynéme équivar
lent 2 F dont le degré par rapport & chaque variable et drictement inférieur
a p. Un tel polyndme sera dit réduit. Il est clair que par le remplacement

de x? par x; le degré total de F (par rapport a I’ensemble des variables)
diminue; nous obtenons ainsi le résultat suivant.

THEOREME 1. — Tout polyndme F est équivalent & un polyndme réduit F*
dont le degré total est inférieur ou égal au degré total de F.

Montrons maintenant que le polyndéme réduit équivalent a un polynéme
donné est unique.

THEOREME 2. — Deux polyndmes réduits qui sont équivalents sont congrus.

Ce théoréme se démontre par récurrence sur le nombre de variables,
exactement comme le théoréme rappelé ci-dessus sur I'identité des poly-
némes. Bien entendu, il suffit de montrer que si F est un polyndme réduit
équivalent 40, adors F = 0 (mod p).

Considérons tout d'abord le cas n= 1. S le degré de x est inférieur & p
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et F(c) = 0 (mod p) pour tout ¢, alors F a un nombre de racines supérieur
a son degré e cda n'esdt possble que s tous les coefficients de F sont divi-
shles par p,i. e F = 0 (mod p). Soit maintenant n = 2; nous écrirons F
sous la forme

F(xl, . ..> xn) = AD(xly P ] xn—l) + Al(xls c ey xn—l)xn + T .

+ Ap—l(xln LIS | xn—l)xi .
Considérons un systéme arbitraire de valeurs x, = ¢i, . . ., Xp—1 = Cp—y €t
posons

Afey, .o ) =a, ., Apa(en . oL Cra1) T Gy
Ains
F(Clg .9 Cn—1s X) —atax,t ... + ap_lx,';'l,

et nous avons obtenu un polyndme d’' une seule variable x, qui est équiva
lenta O puisque F ~ 0. Mais le théoréme est démontré pour les polyndmes
d'une variable et par suite ce polyndme est congru a 0. Ainsi

Acy, ..., cpmy) =0 (mod p)

Ay(es, ... 5 €a_y) =0 (mod p),

LeA,~0 ..., Apy ~0(puisque ey, . . ., ¢,y SONt abitraires). Puisque
les polyndmes A,, . . ., A,—; de (n — 1) variables sont réduits, alors, par
hypothése de récurrence, on a

A,=0(mod p), ..., A~y =0 (mod p),
d'ou F = 0 (mod p).

2) Théorémes sur le nombre de solutions des congruences

Donnons  déja quelques conséquences des théoremes 1 e 2

THEOREME 3. — S Jg congruence F(x,, . . ., X,) = 0 (mod p) a une solution
et si le degré total du polyndme F est strictement inférieur au nombre n des
variables, alors cette congruence a au moins deux solutions.

DEMONSTRATION. =~ Supposons que le polyndme F(x,, . . . , x,) de degré r
ait une solution unique

x, =a, (mod p), ..., x,=a, (Mod p).
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Posant H(x,, . . ., x%,) =1 = F(x,, . . ., x,)?~%, nous avons, d'aprés les hypo-
theses faites sur F et le petit théoréme de Fermat,
ld x=a,...,x =a, (modp)
H e = ( . 1 19 » vn n
o *) | 0sinon.

Soit H* le polyndme réduit équivalent au polynéme H (cf. théoréme 1);
H* prend les mémes vaeurs que H. Mais il et facile par alleurs, de cons
truire un polyndme réduit prenant les mémes valeurs que H; c'est le poly-
néme

H(l—m —a)"™).

D'aorés le théoréme 2, nous aurons donc

H* = 1_[( 1 — (% = a)"™") (mod p) 1)

et, d' aprés le théoreme 1, le degré de H* est inférieur au degré de H, i. e,
inférieur & r(p — 1), alors que son degré, d' aprés (1), est égal an(p — 1).
Il en résulte n(p — 1) < r(p — 1), ce qui contredit I’ hypothése r < n,

CoraLLal R (théoréme de Chevalley). — Si F(x,, . . . , x,) est une forme
de degré strictement inférieur a n, la congruence

F(xy, ..., x) =0 (mod p)

a une solution non nulle.

L' existence de cette solution résulte du théoréme 3 puisque cette
congruence admet trivialement la solution nulle.

Montrons qu'il est impossible d’améliorer I'inégalité r < n dans |e théo-
reme de Chevalley; nous construirons a cet effet pour tout entier n une
forme F(x,, . . . , X,) de degré n telle que la congruence

F(xy, . .oy %) = 0(mod p) @

n'ait que la solution nulle. Nous utiliserons le fait que, pour tout n = 1,

il existe un corps fini £ a p» ééments contenant F, comme sous-corps
(voir gppendice, § 3, théoréme 2); it «w,, . . . , w, Une base du corps = sur
le corps F,. Considérons les combinaisons linéaires x,o, + . . . 4+ x,w, OU,

X1 ...y Xy prennent des vaeurs quelconques dans F,. La norme

NZIFp(xlwl + A xnmn) - cP(xla e xn)

est une forme de degré nen x;, . . . ,x, a Coefficients dans F,. Par définition
de lanorme N(a) d un élément a = X0, + . . . + X0, xi € F,) (cf. appen-
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dice §2,2)),onaN(@ =0s et seulementsia=0,i.e x;=...=x,=0.

Aing, la forme ¢ et tele que I'équetion o(x,, . . . , x,) = 0 admet seulement

la solution nulle dans le corps F, Remplagons maintenant chagque coeffi-

cient de la forme ¢, qui est une classe résdudle modulo p, par un représen-

tant de cette classe. Nous obtenons ains une forme F(x,, . . . , x,) & coeffi-
cients entiers, de degré n an variables telle que la congruence (2) n’ait que
la solution nulle.

Le théoréme 3 et un cas paticulier du résultat suivant.

THEOREME 4 (théoréme de Warning). — Si le degré dupolynome F(x, . . . . X))
est strictement inférieur a n, le nombre de solutions de la congruence
F(x;, ..., X,) =0 (mod p)

est divisible par p.

DEMONSTRATION. — Supposons que la congruence considérée at s solu-
tionsA, =@, ....a®?),i=1,...,s Posons, cette fois encore, H = 1 ~ F*~*
Il est clair que

1s X=A; (modp) i=1,...,5

H(X) =
(X) §Odansl<5autrescas:

ici, X = (x5, ..., %) (les congruences entre vecteurs a coordonnées entieres
sgnifient que les composantes correspondantes de ces vecteurs vérifient la

congruence). Pour A = (g, . . . , a,), formons e polyndme
DA(xb ey xn) = n(l - (xf - aj)P—l)‘ (3)
j=1
Il est clair que

1s X =A (mod p)

D.(X) =
() 0 sinon

“)

Posons
H*(xl, RN x,,) = DAl(xls C ey xn) +...+ DA,(xh Ce sxn)- (5)

La congruence (4) montre que H* prend les mémes valeurs que H pour toutes

les vaeurs des variables x5, . . ., X,, i. & H ~ H*. Puisque chacun des poly-

nomes D,, edt réduit, H* et auss réduit; il résuite dors des théoremes 1 et 2
gue le degré de H* est inférieur au degré de H, lui-méme strictement infé-
rieur a n(p — 1). Mais dans chague D,,, il y a un seul terme de degré n (p— 1),
cestleterme (- 1) (x, . . . x,)?-1 Puisque |le degré de H* est strictement
inférieur a n(p — 1), la somme de tous les termes de degré p — 1 est nulles
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ce qui exige s = 0 (mod p). Ceci termine la démonstration du théoréme 4.
Le théoréme 3 résulte du théoreme 4 : S p> 2, s # 0 et s =0 (mod p)
entrainent s = 2.

3) Les formes quadratiques modulo un nombre premier

Appliquons les résultats précédents aux formes quadratiques. Le théo-
reme suivant est une consbguence immédiate du théoréme de Chevdley.

THEOREME 5. «— Soit f(x,, ..., x,) une forme quadratique a coefficients
entiers. Si n = 3, la congruence

S(x o oey Xp) =0 (mod D)

a une solution non nulle.

Le cas des formes quadratiques a une seule variable ne présente guére
d'intérét (s a== 0 (mod p), la congruence gx? = 0 (mod p) a seulement la
solution nulle).

Considérons le cas des formes quadratigues a deux variables. Nous suppo-
serons p# 2 (pour n=2, p = 2, il est facile d étudier directement toutes
les formes quadratiques possibles). La forme peut dors sécrire

f (x, y) = ax? + 2bxy + cyp*.
Nous designerons par d son déterminant ac — b2,

THEOREME 6. — La congruence

f (x, y) = 0 (mod p) (p#2) ©)

a une solution non nulle si et seulement si - d est ou bien divisible par p ou bien
est un résidu quadratique modulo p.

DEmonsTraTIoN. — || et clar que pour des formes f et f; équivdentes
sur le corps F, (voir appendice § 1, 1)), les congruences (6) ont simultanément
une solution non nulle ou pas de solution non nulle. Puisque dans le pas-
sage d'une forme & une forme équivaente, son determinant est multiplié
par le care d'un éément non nul du corps F,, nous pouvons, dans la démons
tration du théoréme 6, remplacer laforme f par une autre qui lui soit équi-
vdente. Chague forme est Cquivdente & une forme diagonde (appendice § 1,
théoréme 3); pa suite, nous pouvons SUPpoSY que

f=ax*+ ¢, d=ac.
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S a=0ouc = 0 (mod p), le théoréme est évident. S maintenant ac == 0
(mod p) e s la congruence (6) a une solution non nulle (X, Y,,), aors,
de la congruence

ax; 4 ¢y: = 0 (mod p)
nous tirons

I 4 :
—ac= (=] (modp)
Xo

(lafractionw = g (modp) désigne le résultat de la division dans le corps F,,

i. e lasolution de la congruence vw = y (mod p)). Aing (1‘—1) = 1. Réci-
P

proquement, si (_7) =1let —ac=u (mod p), nous pouvons prendre

(X0, o) = (u, a).

EXERCICES

1. Déerminer le polyndme réduit équivalent modulo p en mondme xk,
2. Congruire une forme cubique F(x;, x,, X;) telle que la congruence
F(x,, %3, x;5) =0 (mod 2)
n'admette que la solution nulle.

3. Avec les notations de la démongtration du théoréme de ming..'montrer
que, pour p # 2, les composantes des solutions A; (i = 1, . . ., s) vérifient les
congruences

Za(,i)a L= ia;’) = 0 (mod p).

i=1 i=l

4. Générdisat le théoréme 4 et |'exercice 3, montrer, avec ces notetions, que
I'on a les congruences

s s
(@)= .. = S (@) =0 (mod p

pour k=0,1, . ... p-2
5. Démontrer que s Fy(xy, . . ., xu), . . ., Fplxy, . . ., x,) sont des polyndmes
a coefficients entiersde degrés ry, . . ., rptelsquer; + . .. +ry <n et 9 lesyséme

des congruences

Fl(xb P ] xn) =0 (mOd p)
' M

Frmlxy, . ... xn) = 0 (mod p)
a al moins une solution, dors il en a au moins deux.
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6. Avec les hypothéses de I'exercice 5, montrer que le nombre de solutions du
syséme (7) est divisble par p.
7. Montrer que s T est une forme quadratique sur le corps F, de rang 2
et a =% 0 (mod p), dors la congruence
T =a (modp)
est résoluble.

8. Utilisant les théorémes 2 et 3 de I'gppendice, montrer que deux formes qua-
dratiques non singulieres sur le corps F, (p # 2) sont equivaentes s et seulement
s le produit de leurs déerminants est *un carré

9. Définir le groupe des classes de Witt de formes quadratiques sur le corps
F,(p # 2) (cf. exercice 5 du § 1 de I’appendice).

10. Montrer que le nombre de solutions non nulles de la congruence f (x, y) =0
(mod p), ol f est une forme quadratique de dé&erminant d == 0 (mod p), est égal a

o-2(1+(54)

11. Utilisant le théoréme 7 du § 1 de I'gppendice, montrer que s f (xy, . . ., X,)
est une forme quadratique de déerminant d =£0 (mod p), p # 2, dors le nombre
de solutions non nulles de la congruence f (x, . . ., X,) = 0 (mod p) est égal a

i (p— 1)( )ad)p pour n pair

PPt~ 1 pour 1 impair

12. Avec les hypothéses de I'exercice 11, trouver le nombre de solutions de la
congruence

SGay ooy xp) = a(mod p)-

§ 22 — SOMMES TRIGONOMETRIQUES

1) Congruences et sommes trigonométriques

Dans ce paagraphe, nous considérerons encore les congruences modulo
un nombre premier, mas d'un point de vue différent. Les théorémes du § 1
donnent des réaultats sur le nombre de solutions d'une congruence en liaison
avec le degré e le nombre de varigbles du polynbme. Ici, c'est la grandeur
du nombre premier p qui joue un réle essentiel.

Nous avons dit au début de ce chapitre que pour que I’ équation

F(xy,...,x)=0

soit résoluble en nombres entiers, il est nécessaire que les congruences
F = 0 (mod m) soient résolubles pour tous les entiers m; en fat, on a vu
qu'il suffisait de consdérer les cas ol m est une puissance de nombre premier.
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Nous allons voir que pour une classe trés importante de polyndmes, les
congruences F = 0 (mod p) sont automatiquement résolubles pour tout
entier p assez grand.

DErNITION. — Un polyndme F(x,, . . ., X,) a coefficients rationnels est
dit absolument irréductible Sil n'est décompossble en produit de polyndmes
non triviaux dans aucune extension du corps des nombres rationnels.

L e théoréme fondamental est le suivant :

THEOREME A. — Si F(x,, . . ., x,) est un polyndme absolument irréductible
a coefficients entiers, alors la congurence
F(xy,...,%) =0 (mod p) 4))

est résoluble pour tout nombre premier p supérieur & un certain nombre (dépen-
dant du polynéme F).

On a un résultat analogue pour les solutions non nulles d un polyndme
homogéne F e pour les systémes de congruences (pour des notions appro-
priées d'irréductibilité absolue).

Le théoréme A est trivia pour z = 1 (tout polyndme a une variable de
degré supérierr a 1 se décompose dans le corps des nombres complexes et
le théoréme est trivia pour les polyndmes du premier degré). Pour n = 2
dgja, la dtmonstration utilise des méthodes plus profondes de géométrie
algébrique. Dans le cas n = 2, le théoréme A a été abtenu par A. Waell
(A. WEeil, Sur les courbes algébriques et les variétés qui S en déduisent,
Act. Sci. Ind, 1041, Pais, Hermann, 1948). Des variantes de cette démons
tration figurent dans les travaux de S. Lang (S. Lang, Abelian varietics,
Interscience Tracts, n° 7, New York, 1959) et A. Mattuck et J. Tate (On
the inequality of Castelnuovo-Severi, Abh. Math. Sem. Univ. Hamb., 1958,
B. 22, H. 34, 295299).

Le passage de n = 2 au cas générd Seffectue beaucoup plus smplement.
Ces fat dans les travaux de L. B. Nisnevitch (Sur le nombre de points des
variéés dgéoriques dans les corps premiers finis, Dokl. A, N. URSS, 1954,
99, n° 1, 17-20) et de S. Lang et A. Weil (Number of points of variety in
finite fidds Am. J. Math, 1954, 76, n° 4, 819-827).

Les ouvrages ci-dessus démontrent en fait plus que le théoréme A; ang,
on montre que si on fixe le polynéme F, le nombre N(p) de solutions de la
congruence (1) tend vers I'infini quand le nombre premier p tend vers
I"infini. Plus précisément encore, on a évalué la rapidité de croissance du
nombre N(p). La formulation exacte de ce résultat est la suivante :

THaforEME B. -Le nombre N(F, p) de solutions de la congruence (1) satisfait
a Pinégalité

| N(F, p) —p~* | < C(F)pr-2-4,
la constante C(F) dépendant seulement du polynéme F et non de p.
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L’ unique procédé de démonstration actuellement connu du théoréme A
est de le déduire du théoréme B. Nous ne pourrons pas donner ici de démons
tration des théorémes A et B car il faut des outils algébriques beaucoup
plus dabores que ceux dont nous digposons dans ce livre Cependant, nous
exposerons une méthode qui permet de démontrer ces théorémes dans des
cas particuliers; nous choisironsici un de ces cas particuliers.

Tout repose sur le fat quon peut représenter le nombre de solutions de
I’équation (1) comme somme de certaines racines pimes de |'unité. Les
sommes de ce type sont dites trigonométriques.

Posons quelques notations. Si f(X) ou f(xy, . , ., x,) est une fonction &
valeurs complexes dont les valeurs dépendent seulement des classes rési-
dueles des nombres X3, . . . ,x, modulo p, nous déignerons par

Zf(x) ou 2 Sy oo o5 Xp)

les sommes étendues a toutes les valeurs X ouU x,, . . . , X, d'un systéme
complet de résidus modulo p et par

> 1)

la somme éendue a toutes les vaeurs x d'un syséme réduit de résdus.
Soit € une racine primitive pitme de 1 fixée. On voit alors facilement que

thyzgp si. y=0 (modp) @
0 si y#%0 (modp).

x

Ces égalités vont nous permettre d’ obtenir une expression trés smple du
nombre de solutions de la congruence (1).
Considérons la somme

S = th(xl" ! xﬂ)‘
C C
Xpp o ¥y X
S lesvaeurs xy, . . ., x, condituent une solution de la congruence (1), on a,
en accord avec (2),
zcxl’(xl, e Xp) =p;
s maintenant F(x,, . . . ,x,) == 0 (mod p), on & toujours d'apres (2),

XE(%1 .o %n) — .
g
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Ains S = Np, en désgnant par N le nombre de solutions de la congruence (1).
Enongons ce réaulta sous forme d'un théoréme :

THEOREME 1. — Le nombre N de solutions de la congruence (1) est donné

par
1 xF(x x)
N=* .., n),
; 2 ¢ 3
JXps + + oo %

Séparons les pn termes de la somme (3) tels que x = 0 mod p; chacun de
ces termes est égd @ 1 e on a donc

sz,,_l_i_il)z' z CFC %) @

Ecrite aing, la formule domnant N suggére le théoréme B. II suffit seulement
de démontrer (mais toute la difficulté est Ia!) que quand p croit, la somme
des termes redtants croit plus lentement que son terme principd.

2) Sommes de puissances

Nous appliquerons les résultats qui précédent au cas ou le polynéme F
es de la forme

F(x,....x)=ax*+...+ax" az=0(modp).

Nous supposerons n > 3 puisque pour n = 1 ou n = 2 le nombre de solu-
tions de la congruence F = 0 (mod p) se calcule trivialement.
En accord avec la formule (4), le nombre de solutions de la congruence

axt+... +ax"=0 (modp)
est donné par laformule

N pr-i4 L Z Z ax1+ +anxn")’

X Xy
qui peut auss s écrire
1< axi
N= n—1 _Z Cx l.
2112 ®

Cette formule nous conduit a I’ é&ude des sommes de laforme

anf (@ 5= 0 (mod p));

Y
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il e facile de véifier que

any' — Zm(x) gax, ( 6)

¥y

en désignant par m(x) le nombre de solutions en y de la congruence
yr = x (mod p).

Il est clair que m(0) = 1, nous allons calculer m(x) pour x == 0 (mod p).
Soit g une racine primitive modulo p; alors

X = gk (mod p), Q)

' exposant k étant défini de maniére unique modulo p — 1. Posant y = g
(mod p), la congruence y* = x (mod p) est équivalente ala congruence

ru=k (mod (p —~ 1)). ®

D'aprés la théorie générale des congruences du premier degré, la
congruence (8) a d = (r, p — 1) solutions en » ou n'a aucune solution suivant
que k est divisible par d ou pas. Par suite,

ds k=0 (mod d)

M) =00 si k=0 (mod d).

©)

Donnons une autre évaluation plus utilisable du nombre m(x). Soit ¢
une racine primitive d ordre d de 1 et définissons pour tous les nombres
entiers x relativement premiers a p desfonctionsx, (s =0, 1, ..., p—1)
en posant

Aslx) = & (10)
ou k vérifie la congruence (7) (d'aprés |’ égalité e»-1 = 1, la valeur &% ne

dépend pas du choix de k). S k= 0 (mod d), alors ¢k = 1 pour tout
s=0,1....d—1¢ pa slte la somme

d-1
> 1)
s=0
est égale ad. S maintenant k == 0 (mod d) alorse* # 1 et par suite

ghd —1

0.
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Rapprochant ce résultat des égdités (9), nous obtenons (pour x non divisble
par p) laformule

d-1

mx) = > 1)

L’ expression donnée plus haut pour m(x) permet d écrire |'égalité (6)

sous la forme
D=1+ Z'dzlmx)cax. 1

y x §=0

Les fonctions yx; introduits ci-dessus possedent, ¢'est clair, la propriété

Xs(x¥) = %:()s(y) (12)

et S appellent les caractéres multiplicatif modulo p. Etendons-les a tous les
entiers x en posant y(x) =09s x est divisble par p. Il est clair que, pour
cette définition, la propriété (12) est conservée. Le caractére y,(n) dont la
vdeur pour px et égde a 1 Sappdle le caractére unité.

Sépaons dans la somme (11) les termes qui correspondent au  caractére

unité y,. Puisgue
L > g >t
X X

I'égalité (11) peut sécrire sous la forme

d-1

DW= > > e (13)

s=1 x

(ici on peut considérer que x parcourt un systéme complet de résidus
modulo p, puisque y(x) = 0 pour x = 0 (mod p)).
Soient x un des caractéres x, € a un nombre entier. L’expression

ZX(X) Qox

Sapelle somme de Gauss & se désigne par T (x)-
Les formules (5) et (13) nous permettent de formuler le théoréme suivant.

THEOREME 2. — Le nombre N de solutions de la congruence

axt+... +axr=0 (mod p), 4350 (modp) (14)
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est donné par la formule

n dj-1

N=prii Z [T st (15)

i=1s=1
dans laquelle d; = (ri, p = 1), les caractéres y; ; étant définis par I'égalité (10)
avec d =d,.

Remarquonsque s undes d; est égd a1, i. e. s r; relativement premier
avec p — 1, dors dans la formule (15) la somme intérieure correspondante
sra nulle (comme somme indexée par I'ensemble vide) e par suite dans ce
casonalaformule N = p»-1, Celaest d'ailleurs clair directement puisgue
pour chague choix des valeurs x;, . . ., Xi_1, Xj1y, - - - , X, il EXiste une
vdeur x; e une seule pour laguele la congruence (14) et sttidfate.

Le théoréme 2 prend tout son sens gréce au fait que le module de la somme
de Gauss peut étre calculé exactement. Nous montrerons dans le point
suivant que

|‘ra(x)|=\/1; pour az*=0(modp) et x # %

(cf. auss exercice 8).
Voyons ce que donne le théoréme (2) en utilisant ce résultat. 1l résulte
de la formule (15) que

n d;—1

IN—p=1| <~ Zﬂzlu,xms)l

i=1 §=
1 n n
= 13 (r— 1)1‘[(4, —ppr=(p—1p | [@—0.
i=1 i=1
Nous obtenons ainsi le théoréme.

THEOREME 3. =— Le nombre N de solutions de la congruence
r n
ax'+...+ax"=0 (mod p)

pour tous les p premiers ne divisant pas a, . . ., a, satisfait a I'inégalité

[N~ p=t|<Clp=1)p* (16)
avec

C:(dl--l)...(d,,—l), di=(ri,p=—1).
Pour n > 3, on peut obtenir le théoréme B, pour les polyndmes de la forme
considérée, a partir du théoréme 3. En effet

n
2

1
IN—p1| <Cpr<Cp 2
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Remarquons, en passant, que I'inégalité (16) que nous avons abtenue
pour n > 3 est plus précise que I’inégalité du théoréme B.
Remarque. — Pour démontrer e théoreme 3, il suffirait, d’ apres (5), de
connaitre une estimation du module de la somme ZC”*’ . On peut obtenir

x

une telle estimation plus rapidement, sans utiliser les sommes de Gauss
(voir exercices 9 a 12 dus a H. M. Korobof). Nous exposons ici la démons
tration avec les sommes de Gauss car les sommes de Gauss ontdenombreuses
autres applications en théorie des nombres.

3) Module des sommes de Gauss

Congdérons I'ensamble & de toutes les fonctions f(x) a vaeurs complexes
définies pour x entier rationnel et telles que f(x) = f(y) s x =y (mod p).
Puisque chague fonction f(x) € 8 ext définie par ses veleurs sur un systéme
complet de résdus modulo p, dors & est un espace vectorid de dimension p
sur le corps des nombres complexes. Introduisons sur F un produit scaare
hermitien en posant

1 I
)= zf(x)g(x) (f, g ).

Une smple véification montre cue, pour ce produit scdaire, les p fonctions
flx)= ¢  (a ré&Sdu mod p) (17)
forment une base orthonormale dans &. En effet, d’ aprés (2),

1 pour a=a (modp)

1 —a)x —
(fasfa') —5 ZC( = g 0 pour az%a’ (mod D).

x

Les fonctions (17) qui possdent la propriété
Jax +3) =fulx) fa)

sont appel ées des caractéres additif modulo p. Cherchons les coordonnées
dun caactére multiplicatif x dans la base (17). Soit

= dafe (18)

Alors
1 1
tg= (o f3) = I;Zx(x)c = w0 (19)

BOREVITCH 2
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Nous voyons ans que les sommes de Gauss 7.(%) (a}, prés) sont les coor-

données du caractere multiplicatif x dans la base des caracteres additifs fa.
Pour obtenir une importante relation entre les coordonnées a, (et par
suite entre les sommes de Gauss =,(x)), multiplions I’ égalité

XD = D wafi) (20)

a

par x., oh ¢ 5£0 (mod p), et remplagons I’indice de sommation a par ac :

XD = D HtacSul) = D Heoac ).

Comparant ceci avec (20), nous obtenons
g = %(C)%ge. 21)
Supposant ici a= 1 et remarquant que | x(c) | = 1, nous trouvons
|ae|=|a| pourcz=0 (mod p). 22
Supposons maintenant que le caractére y est distinct du caractére unité y,,.
Alors on peut choisir le nombre ¢ (relativement premier avec p) tel que
x(c) # 1 et I'égdité (21) pour a = 0 donne
a = 0. ()

Démontrons maintenant le résultat annoncé donnant le module de la somme
de Gauss.

THEOREME 4. — Si ¥ est un caractére multiplicatif modulo p, différent du
caractére unité x, et a un nombre entier relativement premier avec p, alors

|70 | = v/

DEmonsTRATION. — Congidérons dans I'espace & le produit scdare (x, ).
Puisque | ¥(x) | = 1 pour X = 0 (mod p), alors

w=; Zx(x)i(“x) - "—;—‘ .

D'autre pat, en utilisant I'expresson (18) e en tenant compte de (22) e (23)
nous trouvons

W= lal=@=Dll
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Laréeunion de ces deux résultats nous donne ’égalité

o | = Vl; (c2£0 (mod p),

dou le rélta, d'aprés la formule (19).

EXERCICES

1. Montrer que le théoréme A n'est pas vra pour les solutions non nulles
du polyndme F = x? + y* mais que, par contre, le théoréme B et vra pour le
polyndme F = x2 — y% Bien entendu, ces polyndmes ne sont pas absolument
irréductibles.

2. Soit ¢(x) une fonction définie pour tous les nombres entiers x premiers avec p
et prenant des valeurs complexes différentes de zéo. Montrer que S ¢(x) = ¢(y)
pour x =y (mod p) et cp(xy) = ¢(x)e(y), dors cette fonction coincide avec une
des fonctions y{x) = eks, ¢ &ant une racine primitive (p - 1)-€me de 1 (k est
défini par la congruence (7))

3. Démontrer que toute fonction f (x) de la varidble entiére x & vaeurs complexes
non nulles qui dépend seulement de la classe résdudle de x modulo p et tdle
que f(x +Y) =f(x)f(p) et de la forme f(x) = {rx, o0 ¢ et un certain entier
e ¢ une racine d'ordre p de 1.

4. Soit p # 2. Démontrer que le caractére x = x; défini par I'égdité (10) pour
d =2 (et s = 1) coincide avec le symbole de Legendre :

o=

(ce caractere est appelé le caractére quadratique modulo p).
5. Supposons ab = 0 (mod p) et soit ¥, le caractére quadratique modulo p # 2.
Démontrer la reldion

w000 = (Z2)p

pour les deux sommes de Gauss r(x) et (0.
6. Avec les mémes notations, démontrer que

> =0.

X

7. Résoudre les exercices 10, 11 & 12 du paragraphe précédent en utilisant le
théoréme 2 et les résultats des exercices 5 et 6.

8. Soient x un caractére multiplicatif modulo p, différent du caractére y, et a =4 0
(mod p). Montrer que

|70 12 =7,007,00 =p;

en déduire une nouvelle démongration du théoréme 4.
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9. Soient F(X) un polyndme a coefficients entiers et ¢ une radine primitive
dordrem del. Onpose §, = Z £&%) Démontrer que I'on a

x mod m
Disalr= m > N
amod m ¢ mod m

en désignant par N(c) le nombre de solutions de la congruence f (X) = ¢ (mod m) .
10. Soit € une racine primitive d'ordre p premier de 1 et posons T, = Z G
Démontrer que *

> 1Tt =plp = - 1),
a4
avecd = (r,p —1).
11. Avec les mémes notations, montrer que les sommes T,, a == 0 (mod p),
sont décomposables en d groupes dep;1 sommes égdles entre elles Utilisant
ce réaultat et cdui de I'exercice 1, en déduire que

| Ta| < dy/p, az=0(mod p).

’
12. Remarquant quez T, = 0, obtenir pour T, I'estimation meilleure
a

| Ta| € (d— 1)v/p, a0 (mod p)

(D'gores la formule (5), cette estimation nous donne une autre démongtration
du théoreme 3).

13. Montrer que la congruence
3x® + 4y° + 5z = 0 (mod p).

a une solution non nulle pour tout p premier.

§ 3. — LES NOMBRES p-ADIQUES

1) Les nombres entiers p-adiques
Passons maintenant aux congruences modulo une puissance d un nombre
premier. Etudions un exemple. Soit la congruence
x? =2 (mod 7%).
Pour n = 1, cete congruence a deux solutions :

Xo = 4+ 3 (mod 7). 0y
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Soit maintenant n = 2. De
x? = 2 (mod 7%), (¥))]

résulte x2 = 2 (mod 7) et par suite on peut chercher les solutions de la
congruence (2) sous laforme x, + 7t,, x, étant un des nombres définis par
la congruence (1). Nous rechercherons les solutions de la forme x; = 3 + 7¢,
(les solutions de la forme — 3 + 7¢ Sé&udient de la méme maniére). Portant
cette expression de x; dans (2), nous obtenons

(3 + 7t)2 = 2 (mod 72)
9+ 6.7, + 7*t; = 2 (mod 7?)
1461, =0 (mod 7)
t, =1 (mod 7).
D’ou la solution x, = 3 + 7.1 (mod 7%).
De méme, pour n = 3, On pose x, = x, + 7%, et a partir de la congruence
(3 «1- 74 7*,)*= 2 (mod 7%)
on obtient £, =2 (mod 7), i. e.
x=3+7.1+4+7.2 (mod 7°).

Il est facile de voir que ce procédé s étend indéfiniment. On obtient ains
une suite

Xoy X1y eoeyXns. .. (3)
Qui posde les propriétés

X=3 (mod 7)

Xp = Xq—1 (Mod 77)

xp=2 (mod 77+1),

Le procédé de congruction de la suite (3) rappelle le procédé d'extraction

de la racine carée de 2. En effet, le cacul de 4/2 condste en la congtruction
d'une suite de nombres rationnds ry, 5, . . ., Fns . . . dont les carrés sont auss
proches que I'on désre de 2, par exemple
1
2
| In — 2 I < W.

Ici, on condruit une suite de nombres entiers X, X1, . . ., X, . . . pour lesques
x2 — 2 est divisible par 7***, Cette andogie sera plus dlaire s nous conve
nons que deux nombres sont proches (plus exactement p-proches, p étant
un nombre premier) quand leur différence est divisible par une puissance
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de p suffisamment grande. On pourra dire dors que les carés des nombres
de la suite (3) sont, quand n croit, auss 7-proches que I'on veut de 2.

La congtruction de la stite { r, } définit le nombre réel 4/2. On peut
dire que la suite (3) définit ‘également un nombre a d’une « nouvelle
nature » et tel, par suite, que «2 = 2.

Attirons I'attention du lecteur sur le fat suivant. S une slite de nombres

rationnels { r, } est telleque | r, — 7, | < %ﬁ pour tout n, alors sa limite

sera encore 4/2. Nous supposerons donc également quiune Slite { x, } tdle
que x, = x, (mod 7"**) définit le méme « nouveau nombre » a (pour cette
nouvelle suite { x; }, il est évident que I'on a auss x;* = 2 (mod 7**%)
et X, = x,_; (mod 7).

Ces remaques nous conduisent & la définition suivante.

DEFNITION. = Soit p un nombre premier quelconque. Une suite de nombres
entiers

{x’l}z{x% xl) vy Xpy o },
tels que

Xp = Xy (Mod p*) 4

définit un nouvel objet appelé nombre entier p-adique. Par définition deux
suites { x, } et { x, } définiront le méme nombre entier p-adique si et seule-
ment si X, = X, (Mmod p,.,) pour tout n > 0.

Nous exprimerons le fait que la suite { x, } définit le nombre entier
p-adigue a par le symbole :

{x,} =

Nous désgnerons par Z, I'ensemble de tous les nombres entiers p-adiques.
Pour les didinguer des nombres entiers p-adiques, les nombres entiers habi-
tuels seront appel és entiers rationnels.

A chagque nombre entier rationnel X, nous associerons le nombre entier
p-adique défini par lasuite{ x, X, . .., x, . . . } & nous désignerons par la
méme lettre x ce nombre entier p-adique. Deux entiers rationnes x e y dis
tincts définissent deux entiers p-adiques distincts. En effet, leur égalité
comme entiers p-adiques entraine, pour tout n, la congruence x =y (mod p*)
ce qui exige x = y. Par suite, nous pourrons considérer |’ensemble Z des
entiers  retionnels comme un sousensemble de I'ensemble Z, des nombres
entiers  p-adiques.

Pour concrétiser plus clarement I'ensemble Z,, donnons un procédé pour
choisir une suite standard dans I’ ensemble de toutes les suites définissant
un nombre entier p-adique donné.
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Soit un nombre entier p-adique défini par une suite { x, }. Désignons
par x, le plus petit nombre postif ou nul congru a x, modulo pr+t

Xn = X, (MOd pr+1) ©)

0 <X, < p*i. ©)

La congruence (5 montre que

Xp = Xy = Xp41 = Xp41 (mod p) ;

aind, la suite { x, } définit un nombre entier p-adique, qui est le méme que
celui défini par la suite { x, }. Une suite dont tous |es termes satisfont aux
conditions (4) et (6) sera dite canonique. Ainsi, chague entier p-adique est
défini par une suite canonique.

Il et facile de voir que deux suites canoniques différentes définissent des
entiers p-adiques différents. En effet, s deux Sites canoniques { X, } & { ¥n }
définissent le méme entier p-adique, dors, d'grés les congruences

J—C,, = ;,, (mod p"‘“)

et les conditions 0 < x, < p#+t, 0 < y, < p"*l, 0na x, = y, pour tout
n > 0. Ainsi, les nombres entiers p-adiques sont en correspondance biuni-
vogue avec les suites canoniques. La condition (4) entraine que

Xpt1 = X + Guipp"tY,

et, puisque 0 < x4, < p*+2, on a0 < a,+, < p; toute suite canonique est
donc de la forme

{ @y, G+ ap, Gy + p + ap®, .. . },

avec 0 < g; < p. Il est évident que, réciproquement, toute suite de cette
forme et une site canonique définissant un nombre entier p-adique. Il est
facile de démontrer a partir de la que I’ ensemble des suites canoniques et
par conssquent I'ensemble des entiers p-adiques, ont la puissance du continu.

2) L’anneau des nombres entiers p-adiques

DEFINITION. — On appelle somme et produit de deux nombres entiers
p-adiques a et B définis par les suites { x, } et{y,, } les nombres entiers p-adi-
ques définis respectivement par les suites { X, +y,, } et { Xs Vs }.

Pour que cefte définition at un sens, il faut montrer que les uites { Xa+ya }

et { x,y, } définissent des nombres entiers p-adiques et que ces nombres
dependent seulement de a e 8 & non du choix des suites qui les définissent.
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La démonstration de ces propriétés est triviale et nous |’omettrons.

Il et clair a partir de ces définitions que pour ces opérations, les entiers
p-adiques forment un anneau commutatif contenant comme sous-anneau
'aneal Z des entiers rationnes.

La notion de divisihilité se définit ici comme dans tout anneau (voir
appendice § 4-1)) : « et divisible par 8 S'il existe un entier p-adique y tel
que a = By. Pour éudier les propriétés de divisihbilité, il est important de
connditre les entiers p-adiques qui admettent un inverse ces nombres seront
appelés diviseurs de I’unité, ou unités. Nous les appellerons aussi unités
p-adiques.

THEOREME 1. — Un nombre entier p-adique a défini par une suite { Xo, Xy, . . .
Xu . .. }estune unité si et seulement si x, == 0 (mod p).

DEMONSTRATION, — SUPPOSONS que a est une unité. |l existe adors un
entier p-adique 8 tel queaf =1. Si B est défini par la suite{y,, }, la condi-
tion «f = 1 signifie que

XnVn = 1 (mod p*7). Y

En particulier x,y, = 1 (mod p), d’ot x, == 0 (Mod p). Réciproquement,
supposons x, == 0 (mod p). 11 résulte facilement de (4) que

Xn=Xpa=.. .Exo(mod p)

d ou x, %= 0 (mod p). Par suite, pour tout n, on peut trouver y,, tel que la
congruence (7) soit vérifiée. Puisque x, = x,-, (Mod p*) €t x,3, = X, 1Vn-r
(mod p"), dlorsy,, = y,—, (Mod p,). Cela signifie que la site { y, } définit
un nombre entier p-adique B, qui et l'inverse de a d'apres (7) .

Ce théoreme entrdne qu'un nombre entier rationnd a, consdéré comme
un élément de I’anneau Z,, est une unité si et seulement s a =& 0 (mod p).
Si cette condition est remplie, dors a~* € Z,,; il en résulte que tout entier
rationnel b est divisible par a dans Z,, i. e tout nombre rationnel de la

forme g oU a et b sont entiers et @ =0 (mod p) appartient a Z,. Les nombres

rationnels de cette forme sont appelés p-entiers. Ils forment un anneau de
maniére évidente. On peut formuler ainsi ce résultat :

CRALAIRE. == L’anneau Z, des nombres entiers p-adiques contient un
sous-anneau isomorphe a I'anneau des nombres rationnels p-entiers.

THEOREME 2. — Tout entier p-adique a différent de 0 s’écrit de maniére
unique sous la forme

o« = p™e ®

ol ¢ est une unité de I'anneau Z,
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DEMONSTRATION. — S a est une unité, alors (8) est satisfait pour m = 0.
Supposons que { x, } — a € que a n'est pas une unité i. e x, == 0 (mod p).
Puisgue a # 0, les congruences x, = 0 (mod p»+1) ne peuvent pas avoir
lieu pour tout »; soit m le plus petit entier tel que :

Xm 7= 0 (mod pm+1), ®
Pour § = 0,

Xpmptsg =Xpm-1 =0 (mod p™)

et par suite le nombre y, = % est un entier. De la congruence

DP"Ys — PMYs 1= Xpig = Xpis—q =0 (M0d pm +5),
il résulte que
Ys = Ys—1 (mod p?)
pour tout s > 0. La suite { y, } définit donc e ¢ Z,. Puisque y, = i_: £0

(mod p), il résulte alors du théoréme 1 que ¢ est une unité. Enfin, la
congruence p™y; = X, .5 =x;(mod pt?) entraine que pme=a, i. €. on a
la décomposition (8).

Supposons maintenant que a admette une autre décomposition a = pky
avec k=0 et nuneunité. S { z,} — v, aors

™ ys=p*z; (mod p*+1) (10

pour tout s > 0 e, d'gores le théoréme 1, tous les y, e z, ne sont pas divi-
sibles par p puisque ¢ et y sont des unités. Faisant s = m dans la
congruence (10), on obtient

pm ym Epkzmséo (nm Pm+ 1)5

d'ou I'inégalité k < m. Par symétrie, on a de méme m <k, i. e k=m.
Remplagons s par s + m dans la congruence (10) et simplifions par p™.
Nous obtenons

Ym+s = Zm+s (mod p*+1),

et, puisque Ym+s =Yy, (mod p*+1) et z,, , , = z; (Mod ps+1) d’ aprés (4), on a
bien, pour tout g > 0,

¥s =z, (mod ps+),

ce qui montre que € = .
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CoraLLARE 1. — Un nombre entier p-adique a défini par une suite { x, }
est divisible par p* si et seulement si x, =0 (Mod p*+1) pour tout

n=01..., k=1

En effet, I'exposant m dans (8) a éé défini comme le plus petit entier
pour lequel on a (9).

CCRALLAIRE 2.~ L’anneau Z, n’a pas de diviseur de zéro.

En effet, s a# 0et B # 0, dors on ales représentations a = pme et
B = p*n, e et n étant des unités (e et » ont donc des inverses ¢~ et 51 dans
I"anneau Z,). S of = O, alors, multipliant I’ égalité pm+key = 0 par e~y
nous obtiendrions pm+k = 0, ce qui est impossible.

DEFINITION. — Le nombre m qui figure dans la décomposition (8) d'un
nombre entier p-adique a différent de zéro s appelle la valuation p-adique de
a et se désigne par v,(«).

Si le nombre premier p est fixé sans ambiguité, on appellera simplement
ce nombre la valuation de « et on le désignera par v(a). Pour que la fonc-
tion v(a) soit définie pour tous les nombres entiers p-adiques, nous pose-
rons v(0) = oo (cette définition formelle est judtifiée par le fait que O est
divisible par des puissances de p arbitrairement grandes).

Une démondration immédiate donne les propriétés suivantes de la vaua
tion :

w(aB) = v(x) + v(B) (11)
v(o + B) == min (W), v(B)) (12)
v(x + B) = min (W(a), v(@)), si v(®) # (@) (13)

Les propriétés de divisibilité des nombres entiers p-adiques s expriment
trés simplement au moyen de la valuation. En particulier, on obtient faci-
lement, a patir du théoreme 3 :

CorROLLAI RE 3. — Un nombre entier p-adique a est divisible par B si et seule-
ment si v(a) = v(B).

Aind, l'aithméique de I'aneau Z, est tres smple. Il y a un seul éément
premier (2 un dément associé pres), cest le nombre p. Tout €lément de Z,
différent de O est caractérisé par savaluation et son unité.

En conclusion, nous étudierons les congruences dans I’anneau Z,. La
congruence et définie ici comme pour les nombres entiers et plus générde
ment pour tout anneau (cf. appendice § 4-1)) : a=8 (mod y) signifie que
a—pestdivisblepary. Sy = pr,¢ €tant une unité, alors la congruence
modulo y est équivalente a la congruence modulo p~. Par suite, on peut
s limiter & I'examen des congruences modulo p~,
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THEoREME 3. — Tout nombre entier p-adique est congru a un nombre entier
rationnel modulo p*. Deux nombres entiers rationnels sont congrus modulo p#
dans I'anneau Z, si et seulement S'ils sont congrus modulo p” dans l'anneau Z.

DEmMoNsTRATION. = Pour démontrer la premiére affirmation, éablissons
que § a et un nombre entier p-adique et { x, } une ite de nombres entiers
rationnels qui le définit, alors

a= x,-, (Mod p»). (14)
Puisque x,_, est défini par la suite { x,_4, Xp—y, . . . }, UNE SUite définissant
A~ Xp_1 €t { X — Xp—1, X1 — X401, - . . ;. Appliquons &l entier p-adique

a — X,-, le corollare 1 du théoréme 2. Nous voyons que la congruence (14)
équivaut aux congruences

Xy — Xp—1= 0 (mod pk+1), k=0,1,....nl,

dont la vé&ification découle de la condition (4) de la définition des entiers
p-adiques.

Démontrons maintenant que pour deux entiers rationnels x et y, la
congruence modulo pr dans Z, éuivaut a la congruence modulo p7 dans Z.
Posons

x—y=pma, az=0 (mod p) (15)
(on suppose x # y). La congruence
x =y (mod p). (16)

dans I'anneau Z est équivalente & n << m. D’ autre part (15) est la repré-
sentation (8) du nombre x — y puisgue a est une unité p-adique. Par suite
v(x —y) = m e la condiion n < m peut sécrire sous la forme v, (x—y)=n,
ce qui est équivaent a la congruence (16) dans Z, puisque v(p”) = n (cf. coral-
lare 3 du théoréme 2).

COROLLAIRE. ~— Le nombre des classes résiduelles modulo p" dans Z, est
égal a p~.

3) Fractions p-adiques

Puisque I'anneau Z, est sans diviseur de zéro (corollaire 2 du théoreme 2),
on peut I'inclure dans un corps en utilisant la construction du corps des
fractions d'un domaine d'intégrité. Ici, cette construction nous conduit

a éudier les fractions de la forme I;_.;" ol a X un entier p-adique quelconque

et k = 0. La fraction et id dmplement un symbole commode pour désigner
lapaire (a, p¥).
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. .o e
DEFINITION. — Le symbolefractionnaire p_k’ a € Z,, k == 0 définit un nombre

fractionnaire p-adique ou, plus simplement, un nombre p-adique. Deux frac-

8

. o P . . .
tions 7 et P définissent le méme nombre p-adique si ap™ = Bpk dans Z,

Nous désignerons par Q, I’ensemble de tous les nombres p-adiques.
Tout nombre entier p-adique définit un élément % = %) de Q,. Il est clair

gue des nombres entiers p-adiques différents définissent des nombres
p-adiques différents de Q,. Par suite, nous pouvons considérer Z, comme
un sous-ensemble de I’ensemble Q,,.

Les opérations dans Q, sont définies par les régles :

@ B _apm+ Bt

P pn = peem
o B B
A

Une vérification trividle montre que le résultat des opérations ci-dessus
ne dépend pas du choix des fractions qui définissent les éléments corres-
pondants de Q, et que Q, est un corps pour ces operations, le corps des
nombres p-adiques. |l est évident que la caractéristique du corps Q, est nulle
e pa ite il contient le corps des nombres raionnes.

THEOREME 4. = Tout nombre p-adique & # 0 est représentable de maniére
unique sous la forme

4= pre, (17)

ou m est un entier rationnel et € une unité de Z,,

DEMONSTRATION. — Soit £ = fk, agZ, D’ apreslethéoreme 2, a = ple,
p

I >0, ou = est une unité de I'anneau Z,. Aind £ = pmg avec m = [ — k.
L'unicité de la représentation (17) découle de [I'affirmation  correspondante
pour les nombres entiers p-adiques démontrée dans le théoréme 2.

La notion de vauation introduite ci-dessus se généralise facilement aux
nombres p-adiques. Nous poserons

V(&) = m,

ol m et I'exposant dans la représentation (17). On véifie facilement que les
propriétés (1 1), (12) et (13) sont encore valables dans le corps Q,. Il est
car que le nombre p-adique £ et un nombre entier p-adique s e seulement
Sv(E)=0.
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4) Convergence dans le corps des nombres p-adiques

Dans le sous-paragraphe 1), nous avons attiré |’ attention sur I’analogie
qui exise entre les nombres entiers p-adiques et les nombres réds : les uns
g les atres sont définis par des suites de nombres rationnels.

Puisgue chaque nombre réel est, comme on le sait, la limite de toute
suite de nombres rationnels qui le définit, il est intuitif de penser qu'il en
soa de méme pour les nombres p-adiques pour une notion de convergence
aopropriée. Pour  définir la limite d'une suite de nombres réds, on Sappuie
essentiellement sur la notion de proximité : deux nombres réels ou ration-
nels sont considérés comme proches s la vaeur absolue de leur différence
et auffisamment petite Pour définir la convergence dans le corps des nom-
bres p-adiques, il fat donc définir la notion de nombres p-adiques proches.

Dans I’ exemple du début de ce paragraphe, nous avons déja parlé de la
p-proximité de deux nombres entiers rationnels x et y en entendant par l1a
gue la différence x — y et divisible par des puissances de p suffisamment
grandes. Ainsi, apparait une nouvelle analogie entre les nombres réels et
p-adigues pour la notion de proximite. S on utilise la notion de p-valuationyv,,
il est clair que la p-proximité de x et y sera caractérisée par la valeur du
nombre v(x — y). Cea sgnifie que deux nombres p-adiques quelconques &
et % (non nécessairement entiers) doivent étre considérés comme proches
s la valeur vy (x — y) est suffisamment grande. En d' autres termes, les
nombres p-adiques « petits » sont caractérisés par de grandes valeurs de
leurs valuations.

Aprés ces remarques préparatoires, passons a une définition précise.

DEFINITION. — Une suite

{En}={£o, 61,....£n,...>

de nombres p-adiques est dite convergente vers un nombre p-adique & (ce que
nous noterons lim&, =g ou { &, } — £) si
n—-»«

lim v,(§, — £) = oo.
n—>%

On peut donner ala définition ci-dessus un aspect moins surprenant en
consoéant, au heu de I'exposant v, défini sur le corps Q,, une autre fonc-
tion, a vaeurs rédles postives, qui tend vers 0 lorsque I'exposant tend vers
I"infini. Par exemple, choisissant un nombre réd ¢ tel que 0 < p < 1,
posons

_ pvp(i) Si E,%—éo
%) =) ¢ R (18)
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DErINITION. — La fonction ¢ (&), £ € Q,, définie la formule (18) s’appelle
une métrique p-adique. La valeur du nombre ¢,(8) s’appelle la grandeur du
nombre p-adique £ pour cette métrique.

Comme pour la valuation, nous dirons fréquemment que la fonction ¢,
est une métrique et nous la désgnerons par cp.

Il résulte facilement des propriétés (11) et (12) de I'exposant que la
meétrique posséde les propriétés :

¢(&n) = 2(&) o(n) (19)
¢(& + n) < max (¢(€), ¢(n)). (20)

Cette derniére inégdité entraine d'ailleurs
¢(& + ) < ¢(€) + 9(n). 21

Les propriétés (19) et (21) et la propriété o(£) > 0 pour £ # 0 montrent
gue la notion de métrique introduite ci-dessus pour les nombres p-adiques
est analogue a la notion de valeur absolue sur le corps des nombres réels
(ou de module sur le corps des nombres complexes).
A l'ade de la mérique ¢, la définition de la convergence dans le corps Q,
devient : la suite { &, }, &, € Q,, converge vers le nombre p-adique £ si
lim ¢,(8, — &) = 0.

n—»oo

On peut facilement formuler e démontrer pour le corps Q, les théorémes
habituels de I’ analyse sur les limites des suites. Montrons par exemple que
S{&}>Eet&+0, dors 3% i - é Tout d’ abord, a partir d' un certain
rang, i. € n > n,, NOUS aurons v(g, — &) > v(&), d’ ou, d apres (13),

(&) = min («(&, — &), V(&) = v(&);
en paticulier v(§,) # co, i. e &, # 0 et par suite -l—a un Sens pour tout nzzn,.

De plus,

1 1
V(E:_n - E) = W(E = &) — v(En) = W(E) = W(Ex — &) — 2v(§) > 0

pour n — ¢o, ce qui démontre notre affirmation.

THEOREME 5. == Si le nombre entierp-adique « est défini par une suite { x, }
de nombres entiers rationnels, alors cette suite converge vers a. Tout nombre
p-adique & est limite d’'une suite de nombres rationnels.
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DEMmonsTRATION. — De la congruence (14) résulte que v(x, — 3@ > n + L
Par suite v(x, — «) = oo pour n —> o, donc x, — a. Considérons mainte-

nant une fraction p-adique § = 1%‘ Puisque

-9 ) s

| Xn |
Py

De toute suite bornée de nombres réels on peut toujours, comme on le
sit, extrare une soussuite convergente. On a une propriété andogue pour
les nombres p-adiques.

pour n — o0, £ est lalimite de la suite de nombres rationnels

DEFINITION. — Une suite { &, } de nombres p-adiques est dite bornée si
toutes les valeurs g,(£,) sont bornées supérieurement ou, ce qui revient au
méme, S tous les nombres v,(£,) sont bornés inférieurement.

THEOREME 6. — De toute suite bornée de nombres p-adiques (en particulier,
de toute suite de nombres entiers p-adiques) on peut extraire une sous-suite
convergente.

DEMONSTRATION. — Démontrons tout d'abord le théoréme pour une
suite { a, } de nombres entiersp-adiques. Puisque dans I'anneau Z, le nombre
de classes residuelles modulo p est fini (corollaire du théoreme 3), il existe
dans la suite a, une infinité de termes congrus modulo p @ un méme nombre

entier rationnd x,. Extrayant tous ces termes, nous obtenons une suite } oD ;
dont tous les termes satisfont a la congruence

o« = x, (Mod p).

De la méme maniére, on extrait de la suite « une suite < telle que

o = x; (mod pY),

oll x, est un certain nombre entier rationnel. Continuant ce processus inde-
finiment, nous obtenons pour tout k une suite o } qui est une sous-suite
de la wite précédente § o |} e dont les termes véifient la congruence

“5"‘) = xx-, (Mod pk)

pour un certain entier rationnel x;_,. Puisque x; = o«%* (mod p**?) et
puisque la suite | «* 9 { et extraite de la suite { «® {, dors

Xk = X1 (Mod p¥)
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pour tout k > 1. La suite { x } définit par suite un certain nombre entier

p-adique a. Formons maintenant la « suite diagonale » § &% |. Il est dlair
que C'est une sous-suite extraite de la suite a,; montrons que § «™ { — a.

En effet, d'apres (14), nous avons : a= x,-—, (mod p¥); d autre part
o = x,_; (Mod p”)

et par stite e = a (modp”), i. e V(e — @) > n Aind v(&® - 4 S
pour 1 = co, i. € } o’ { > a

Demontrons le théoréeme dans le cas général. Si pour une suite de nom-
bres p-adiques { &, } on a v(&,) = — k (k éant un entier rationnel), alors
pour a,, = E,pk, on aura v(«,) > 0 €t a,, est un nombre entier p-adique.
D'aprés ce qui précéde, on peut extraire de la suite { a, } de nombres entiers
p-adiques une suite convergente { «,, }. Mais alors, lasuite { &, } = { a, p=*}
est une sous-suite convergente de { £, }. Ceci termine la démonstration.

Les nombres p-adiques vérifient également le critére de Cauchy : une
suite

{€), £.eQ, (22)
ed convergente § et seulement s
lim y(&p = &,) = co. (23)

La nécessité de cette condition est claire. Pour dtmontrer la suffisance,
remarquons tout d abord que (23) entraine que la suite (22) est bornée.
En effet, la condition (23) entrdine I'existence d'un n, tel que w&,, — &) = 0
pour tout m = n,. Mais dors, d’ aprés la propriété (12), pour tout m = n,,
on al’inégdlité

V(Em) = Y((Em — End + En,) > min (0, v(Ea)) ;

ains (22) est bornée. D' apres le théoreme 6, on peut extraire de (22) une
sous-suite { €4, } convergente vers un certain nombre &. Soit M un nombre
quelconque, ahitrarement grand; d'aprés (23) e la définition de la conver-
gence, il existe un entier naturel N tel que v(&,, — &,) = M pour m,n = N
et v(&,, — &) = M pour n = N. Par suite

Wim — &) > min (WEm —En)y  W(En —B) > M

pour tout m > N. Par suite, lim v(£, — £) = «, i. e la suite (22) est

m—> o

convergente.
On peut donner une forme plus forte au critére de convergence dans le
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corps des nombres p-adiques. Si la suite (22) satisfait a la condition (23),
il est clair que

lim v(Ey 41 — E5) = . (24)
Montrons maintenant que la condition (24) entraine (23). En effet, s
V(Ensr — &) = M pour tout n = N, d aprés (12), I'égdité

Em—-En=Z(Ei+1—El), m>n=N,

entraine

Wm—E) > min WG —E)>M,

n ..., m—

i. e v, —&,)— copour m, n—> co. Ainsi, on a:

THEOREME 7. ~ Pour quune suite { &, } de nombres p-adiques soit conver-

gente, il faut et il suffit que
(.I_i}?a V(‘En+1 - E.an) = .

L’ existence d' une notion de convergence dans le corps Q, nous permet
de parler de fonctions p-adiques continues d une variable p-adique. Une
fonction F(Z) sera dite continue pour § = & S pour toute suite { &, }
convergente vers &,, la suite des valeurs { F(&,) } converge vers F(&,). La
définition pour des fonctions de pluseurs vaiables et andogue. De méme
gue dans I’ analyse réelle, on démontre facilement les théorémes usuels sur
les opérations arithmétiques appliquées aux fonctions p-adiques continues.
En particulier, il est facile de vérifier que tout polynéme d' un nombre
guelcongue de variables a coefficients p-adiques est une fonction p-adique
continue. Nous utiliserons par la suite ce résultat smple (§ 5, 1)).

Pour terminer, donnons quelques résultats sur les séries p-adiques.

DEFINITION. — Si la suite des sommes partielles

d’une série
@
Zai=<xo+fl1+ oetadt oo (25)
i=0
a termes p-adiques, converge vers un nombre p-adique «, on dit que cette
série converge et que sa somme est égale g a.

BOREVITCH 3
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Le théoréme 7 entrdine immédiatement le critére suivant de convergence
des séries.

THEOREME 8. — Pour que la série (25) soit convergente, il faut et il suffit
que son terme général tende vers zéro, i. e. que v(a,) —> 6O pour N — co.

Il est clair que I'on peut additionner, soustraire et multiplier par un
nombre p-adigue constant des sies p-adiques.

THEOREME 9. == La convergence et la somme d’une série ne changent pas
si on permute I’ordre des termes.

Nous laissons au lecteur la démonstration tres simple de ce théoréme.

On montre dans les cours classiques d analyse dans le domaine réel que
la propriété exprimée par le théoréme 9 caractérise les séries absolument
convergentes.  Ainsi, toutes les séries p-adiques convergentes sont « ebsolu-
ment convergentes ». Il en réulte facilement que dans le corps des nombres
p-adiques on peut multiplier les séies convergentes sdon les régles usudles
de l'andyse classique

Si le nombre entier p-adique a est défini par la suite canonique

{apa+ap, a0+ ap+ap?, ...} (cf. §1),

dors, en accord avec le théoréme 5, il et égd a la somme de la séie conver-
gente
ao+a1p+azp2+...+a,,p"-|—... (26)
0<a, <p—1 (n=0, 1. . .).

Puisgue des suites canoniques différentes définissent des nombres entiers
p-adiques différents, la représentation de « comme somme d’'une série du
type (26) est unique. Réciproquement, il est évident que toute série de
type (26) converge vers un certain nombre entier p-adique.

La représentation des nombres entiers p-adiques par des s&ies du type (26)
rappelle I’ écriture des nombres réels sous forme de fractions décimales
infinies.

Si on considére plus généraement la série

bh+bip+.. . +bpr+. .. (27)

oh les b; sont des entiers rationnels quelconques, il et dar qudle converge
vers un certain entier p-adique a (puisgue v(b-p") = n). Pour obtenir la
représentation du nombre a comme somme d’ une strie du type (26), il faut
remplacer successivement chague coefficient b, par le reste de sa division
par p, en faisant rentrer le quotient partiel obtenu dans le terme suivant.
Cette remarque et trés importante pour effectuer des opérations dans I'an
neau Z,, car en gjoutant, soustrayant ou multipliant des séries (26) suivant
les régles usuelles de |" analyse on obtient des séries du type (27).
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Il résulte facilement du théoréme 1 qu'un entier p-adique représenté
comme somme de la série (26) est une unité de Z, s et seulement 5 a # O.
Réuni au théoréme 4, cda nous donne le réaultat suivant

THEoREME 10. — Tout nombre p-adique § # 0 Séuit de maniére unique
sus la forme

E=pmayt+ap+.. . +ap'+..) (28)
avec
m=vE), 1 <ay<p—-1,0<a, <p—1(n=1,2,. ..).
EXERCICES

1 Posant x,=1+ p+ ...+ p"*, montrer que dans le corps des nombres
p-adiques, la suite { x, } converge vers T

2. Soient p # 2 e c un réddu quadratigue modulo p. Montrer qu'il existe
deux nombres p-adiques distincts dont les carres sont égaux a c.

3. Soit ¢ un entier rationnd non divisble par p. Montrer que la suite { ¢?” }
est convergente dans le corps Q,. Soit y la limite de cette suite; montrer que

=¢ (modp) e P l=1.

4. Utilisant I'exercice précédent, montrer que le polynbme P~ = 1 se décom-
pose en facteurs linéaires dans le corps Q,

5. Dans le corps des nombres p-adiques, écrire le nombre — 1 comme somme
d une série du type (26).

6. Dans le corps des nombres 5-adiques, écrire le nombre — % comme somme
d une s&ie du type (26).

7. Pour p # 2, montrer qu'il nexiste pas d autre recine pitme de 1 que 1 dans
le corps des nombres p-adiques.

8. Dans le corps Q,, montrer que, dans la représentation d'un nombre ration-
nd # 0 comme somme d'une S&ie (28), les coefficients sont périodiques (3 partir
d'un certain rang). Réciproquement, toute série du type (28) telle que @m+x = a
pour K 2> ko (m > 0) a pour somme un nombre rationnd.

9. Pour les polyndbmes sur le corps des nombres p-adiques, démontrer le test
d'irréductibilité d’Eisenstein : le polynomef (X) = ggxn + axn—2 + . . . + a, &
coefficients entiers p-adiques est irréductible 5, g, n'éant pas divishle par p et
tous les autres coefficients &ant divisbles par p, le terme constant @, N'est pas
divishle par p2.

10. Montrer qu'il existe des extensons finies de degré quelconque du corps des
nombres p-adiques.

11. Démontrer, que pour des nombres premiers p et g distincts, les corps Q,
et Q, ne sont pas isomorphes. Démontrer également qu'aucun des corps Q, n'est
isomorphe au corps des nombres réds.

12. Démontrer que le seul automorphisme du corps des nombres p-adiques est
I'identité (C'est égdement vrai pour le corps des nombres réds).
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§ 4. — CARACTERISATION AXIOMATIQUE
DU CORPS DES NOMBRES p-ADIQUES

Le corps des nombres p-adiques et un des ingruments fondamentaux de
la théorie des nombres. Les paragraphes suivants de ce chapitre seront
consacrés a quel ques applications. Cependant, nous nous écarteronsici de
I'esprit fondamentd de ce chapitre en stuant les corps de nombres p-adiques
dans la théorie générale des corps.

1) Les corps métriques

Nous avons déa souligné I'andogie qui existe entre les nombres p-adiques
e les nombres réds Nous exposerons ici une axiomaique des corps métri-
ques qui comprend ces deux exemples comme cas particuliers. Cette méthode,
dans le cas particulier des nombres réels, coincide avec la méthode de
congruction des nombres réds a partir des suites de Cauchy, due & Cantor.

L’ extension de la méthode de Cantor a d'autres corps repose sur les
remarques suivantes. La notion essentielle ici et cdle de convergence d'une
suite de nombres rationnels. Cette notion s appuie elle-méme sur la notion
de vaeur asolue (on dit qu'une suite de nombres retionnels { r, } converge
vers un nombre rationnel r s la valeur absolue | r, — r| tend vers zéro).
Remarquons que I'on utilise ici seulement des propriéés smples de la vdeur
absolue. Par suite, si on suppose I’ existence sur un corps k d'une fonction
a vaeurs rédles possidant les mémes propriétés fondamentales que la valeur
absolue, on peut définir dans k une notion de convergence e, en appliquant
la méthode de Cantor, construire un nouveau corps.

DEFINITION. — Soit k un corps. Une fonction ¢ définie sur les éléments ¢
du corps k et a valeurs réelles s’appelle une métrique si elle posséde les pro-
priétés  suivantes

10 o)>0 pour «#0, @0)=0;
20 ol + £) < () + o(B);
3e o(@B) = ¢() 9(B).

Un corps k muni d’une métrique s'appelle un corps métrique (et est parfois
désigné par (k, ¢)). De cette définition découlent facilement les propriétés
suivantes :

p(1)=1;
o(— ) = o) ;
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ole — B) < 9le) + 9(P) 5
o(a £+ B) = p(@) — 9@ | 5

-2 e

Donnons des exemples de métriques :

10 la valeur absolue dans le corps des nombres rationnels;

20 la valeur absolue dans le corps des nombres réels;

3° le module dans le corps des nombres complexes,

4o la métrique p-adique ¢,, définie au § 3-4), sur le corps Q, des nombres
p-adiques;

50 |la fonction e(x) définie sur un corps quelconque k par les conditions

(p(O) = 0, va) = 1 Si a#0.
Une telle métrique est dite triviae.

S on conddére la redriction au corps Q des rationnds de la mérique ¢ »
définie sur Q,, on obtient une nouvelle métrique sur Q. Cette métrique,
Que nous désignerons encore par ¢, Sapelle mériquep-adique du corps Q.

Savaleur sur un nombre rationnel x = p"l"’"% (aet b non divisible par p)
et donnée par

(%) = 2, 1)

oll p est un nombre rtel fixé satisfaisant a la condition 0 < p < 1. Nous
verrons ci-dessous que la construction de Cantor appliquée au corps des
nombres rationnels muni de la métrique p-adique (au lieu de la valeur
absolue) nous conduit au corps Q, des nombres p-adiques.

Dans tout corps métrique (k, ), on peut définir une notion de conver-
gence : une suite { «, } d’ ééments de k est dite convergente vers un éé-
ment a€ k g (e, — a) = 0 pour n -+ 0o, On dit encore que a et la limite
de{a, } et on écrit

{o,} —>u ou a=lim a,
n-»rx

DEFNITION. — Une suite { a,, } d’éléments d’un corps métrique k est dite
de Cauchy pour la métrique ¢ si ¢(&, — a,,,) = 0 pour n, m — .

Il est clair que toute suite convergente est de Cauchy. En effet, 5 { a } — 4,
aors, d'aprés|’inégdité

Plot = atm) = laty — & + & — atp) < latn — @) + Pt — ),
oty = @) > 0 (Car g, — @) 30 et  oam ~ a) - 0).
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La réciprogue n’est pas vraie pour tous les corps métriques; elle est vraie
pour le corps rédl et pour les corps p-adiques, d' apres le critére de Cau-
chy (§ 3, 4)), mais n’est pas vraie pour le corps des rationnels muni de la
valeur absolue ou d'une métrique p-adique.

DEFINITION. -— Un corps métrique est dit complet si toute suite de Cauchy
est convergente.

La méthode de Cantor consiste a plonger le corps non complet des
nombre rationnels (en prenant la valeur absolue comme métrique) dans le
corps complet des nombres rationnds. On montre qu'un tel plongement et
possible pour tout corps métrique, en transcrivant presque littéralement la
construction introduite par Cantor.

Fixons la terminologie suivante. On dira qu'un corps metrique (k, )
est un sous-corps d un corps métrique (k,, ¢,) S k ck, et S o(x) = @,(x)
pour X € k. De plus, un sous-ensemble d'un corps k sera dit partout dense
dans k s tout élément de k est limite d’ une suite d’ @éments de ce sous-
ensemble. On a dors le théoréme 1

THEOREME 1. — Pour tout corps métrique k, il existe un corps métrique
complet k contenant k comme sous-corps partout dense.

Pour énoncer le théoréme suivant, nous avons encore besoin d'une
définition.

DEFINITION. — Soient (ky, @,) €t (k;, ;) deux corps métriques isomorphes
entre eux. Un isomorphisme ¢ : k; = k; est dit bicontinu ou topologique si
pour toute suite { a, } d’éléments de k, convergente vers a pour la métrique g,
la suite &(,) converge vers o(e) pour la métrique ¢, et réciproguement.

THEOREME 2. -Le corps k introduit dans le théoréme 1 est défini de maniére
unique, a un isomorphisme topologique pres laissant jixe les éléments du
corps k.

DEFINITION. — Le corps %, dont I’existence et I'unicité sont établies par
les théorémes 1 et 2 s’appelle le complété du corps k.

Il est clair que le corps des nombres réels est le complété du corps des
nombres rationnels Q, muni de la valeur absolue comme métrique. Si on
munit le corps des nombres rationnels de la métrique p-adique (1), dorsle
complété de ce corps métrique est |le corps Q, des nombres p-adiques. En
effet, d'gores la deuxiéme patie du théoréme 5 du § 3, Q et patout dense
dans Q, et |e critere de convergence de Cauchy (théoreme 7, § 3) montre
que Q, et complet. Nous avons ans obtenu une nouvele définition axioma
tique du corps des nombres p-adiques.

Le corps des nombres p-adiques est le complété du corps des nombres
rationnels muni de la métrique p-adique ().
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Passons 4 ladémonstration rapide des théorémes 1 et 2, en omettant les
passages qui reproduisent textuellement les raisonnements classiques du
cas red.

DEMONSTRATI ON DU THEOREME 1. — Nous dirons que deux suites de Cau-
chy { x, } et { y» } d’ éléments du corps métrique (k, ¢) sont équivalentes si
la suite { x, — Y,, } tend vers zéro. Nous désignerons par k |I’ensemble de
toutes les classes d' équivaence de suites de Cauchy pour cette relation.
Définissons de la maniére suivante des opérations dans k : S « et § sont
deux classes et { x, } € a,{Y,, } € 8 aors nous appellerons somme (resp.
produit) des classes a et § la classe de la suite { x, - y,, } (resp. { x.y, D.
Il est facile de démontrer que { x» + v, } et { x,y. } sont effectivement des
suites de Cauchy et que leurs classes ne dépendent pas du choix des suites {x,}
et { y, } dans les classes a et B.

Une vérification évidente montre que £ est un anneau avec unité; la
classe nulle et la classe unité sont les classes des suites (0, 0, . . ) et (1,1, 1, . ..).

Démontrons que k est un corps. Si a est une classe différente de zéro
et { x, } e a dorsil est facile de voir que tous les x, sont différents de zéro
a partir d'un certain rang (par exemple pour n > n,). Considérons la suite
{y, } déinie par

pour n< n

1
={1
Vn ;;. pour  n>m,
On véifie facilement que { ». } et une suite de Cauchy et que sa classe est
I'inverse de la case a

Définissons maintenant une métrique sur le corps &. Remarquons pour
celaque, comme il est facile de le vérifier, S { x, } est une suite de Cauchy
d @éments du corps k, alors{ ¢(x.) } est une suite de Cauchy de nombres
réels, donc est convergente vers un certain nombre réel qui ne dépend que
de la classe d' équivalence de { x, }. Nous poserons ¢(«) = lim ¢(x,) S a

n—> o

es la classe contenant la suite { x, }. Il est facile de véifier que la fonction ¢
ains définie est une métrique et par suite (k, ¢) est un corps métrique.
Associons a tout éément ¢ du corps k la classe contenant la

suite {a, a . . . }. Nous obtenons une application de k dans & qui rédlise
un isomorphisme conservant la métrique du corps métrique k sur un sous-

corps du corps k. Nous ne distinguerons pas un éément de k de son image
dans k, i. e. nous considérerons que k < %. Il est clair que k est partout

dense dans k. En effet, S a est une classe contenant la suite de Cauchy { x, },
dors{x,}—a
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Il nous reste a démontrer que le corps k est complet. Soit «, une suite
de Cauchy d'ééments du corps k. Puisque a, est limite d' une suite d’ élé-

ments du corps k, il existe un dément x, € K tel que (e, — x,) < 1—.
n

La suite { «, } étant de Cauchy, la suite { x, } d’ééments du corps k I'est
auss. Soit « la classe de la suite { x, }. On vérifie dors facilement que
{ @y } = a, ce qui termine la démonstration.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. — Soient & et k, deux corps complets
contenant k comme sous-corps partout dense. Montrons qu'il existe une
correspondance biunivoque entre les corps % et k,, en laissant le soin au
lecteur de vérifier que cette correspondance est un isomorphisme
métrique.

Soit a un élément du corps k. Par hypothése, il existe une suite { x, }
d'déments du corps k telle que { x, } — a. Puisque la suite { x, } est conver-
gente, c'es une suite de Cauchy et cette propriété est conservée s nous la
consdérons comme une suite d'ééments du corps k,. Ce corps éant complet,
cette suite est convergente dans %, vers une limite que nous désignerons
par o, Il est facile de véifier que S { v, } est une autre suite d'déments de k
convergente vers a dans £ dors la limite de { y, } dans le corps k, est encore
le méme éément a. Aind, I'dément o, du corps k, et défini sans ambiguité
par I’ éément « du corps k. La correspondance & — «, €st ainsi un isomor-
phisme.

2) Les métriques du corps des nombres rationnels

On se propose ici de montrer que les seules métriques possibles sur le
corps Q des nombres rationnels sont la métrique usuelle et les métriques
p-adiques (pour p entier premier quelconque).

La définition de la métrique p-adique ¢, sur le corps Q fait intervenir
le choix d'un nombre réd p auqud on impose seulement les conditions
0 < p < 1 (cf. égdités (1) et (18) du § 3). Aing, il existe une infinité de
mériques associées au méme nombre premier p, mas toutes ces métrigues
définissent la méme notion de convergence sur Q e par site les complétés
pour toutes ces métriques coincident et sont tous égaux au corps Q, des
nombres p-adiques.

Montrons que, de méme, pour tout choix dew réel tel que0<a< 1, la
fonction

e(x) = | x| )]
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est une métrique du corps R. En effet, il est clair que ¢ satisfait aux condi-
tions 10 et 3¢ de définition d'une métrique. Soit | X | = |y |, X # O; aors

x+ylo=[x]*

2Tl
<t ) e ) - e

i. . lacondition 2° est satisfaite.

D’ aprés (2), la convergence dans Q définie par cette métrique coincide
avec la convergence pour lavaleur absolue et par suite les complétés pour
toutes ces mériques sont le corps des nombres réds.

THEorREME 3 (théoréme d’Ostrowski). — Les métriques du type (2) et les
métriques p-adiques pour tout entier premier p sont les seules métriques non
triviales du corps Q des nombres rationnels.

DEMONSTRATION. — SOit @ Une métrique non triviale du corps des nom-
bres rationnels. Deux cas sont possibles : ou bien il existe au moins un
entier naturel a > 1 tel que o(a) > 1 ou bien ¢(n) < 1 pour tout entier
naturel. Considérons tout d'abord le premier cas. Puisgue

om=o(l+14+... + D<o +... +o()=n 3)
on peut poser
?@) = a* 4

oulenombrerée « esttel queO0<a << 1.
Décomposons tout entier naturel N suivant les puissances de a :

N =X+ xa+ ... + x_.a%1
avec

0<xi<a—1 O<i<k—1), x-.=1L
Par suite, on a pour N I'inégalité
a1 < N < g,
D'aprés les propriétés de la métrique e les formules (3) e (4) nous obtenons

o(N) << 9(x%o) -+ ¢(x1) 9(@) + . . . + ¢(Xk-1) pl@)*
<@=1) @A +a+... 4+ gk

. ake — 1 a* (a—-1) k1)
=@ oy <G@—Da—y= g
<MN¢=CN¢1,

a—1
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e(N) < CNv,

la constante C étant indépendante. de N. Remplacant N par N~ dans cette
inégalité, nous obtenons, pour tout m,

\ o(N)" = g(N") < CNm,
d'ou
¢(N) < 4/C-Ne,
Faisant tendre m vers I'infini, nous obtenons I'inégdlité
p(N) < N, 4

Posons maintenant N = gk — b, avec 0 < b < gk — gk-1, D'apres 2o,
nous avons

o(N) = ¢(@*) ~ o(b) = a** — ¢(b).
D'aprés ce quon a i,
e(0) < b* < (dF — akY),
d'ou
o) >~ (@ — = (1= (=) Jak = Cak > O

ou la constante C, est indépendante de N. Soit de nouveau m un entier
naturel quelconque. En remplacant N par N» dans la derniére inégalité,
nous obtenons

e(N)™ = @(N™) > C,Nem,
d’ol
o(N) > {/C,*Ne,
et par suite, pour m - o0, ON a
o(N) = N". (6)
Laréunion de (5) et (6) nous montre que ¢(N) = N pour tout entier natu-
rel N. Soit maintenant x = + Il;il
(N, et N, sont des entiers naturels;. Alors
Nl) (Np) Ny
X} = —_— f = = —— = &,
(%) <P( )= = ¥

Ainsi, hous avons démontré que si ¢(e«) > 1 pour au moins un entier natu-
rel a, alorslamétrique ¢ est de laforme (2).

un nombre rationnel quelconque « 0
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Passons maintenant & I'éude du cas
om) <1 Q)
pour tout entier naturel .

S nous avions ¢(p) = 1 pour tout nombre premier p, dors, d'gures la pro-
priété 3o, nous aurions auss @(n) = 1 pour tout entier nature; cda contredit
la non-trividité de la mérique cp. Aing, il exise unp premier td que ¢(p) < 1
Supposons que pour un autre nombre premier g, g # p, on ait o(g) < 1
gt choisssons des entiers k et I tels quon at les inégdités

1 1
k il ! z
o(p) < 5 o(g) < 5

Puisque p* et ¢' sont premiers entre eux, il existe des entiers rationnels u
et v tdls que upk + vq! = 1. D'apres (7), nous avons o(u) < 1 et o(v) < 1,
d ol

= o) = olup* + v) < o2 + () ola) < 5 + 5.

La contradiction obtenue montre qu’'il n’existe qu'un nombre premier p
tel que
op=p<1

Puisque ¢(g) = 1 pour tous les autres nombres premiers, il est dar que
9(a) = 1 pour tout entier a relativement premier avec p. Soit x = pm g un
nombre rationnd non nul (a e b premies a p). Alors

o(x) = o(p™) :—g—; = o(p)" = o™

Aind, dans ce cas la métrique ¢ coincide avec la métrique p-adique (2).
Ceci termine la démongration du théoréme 3.

EXERCICES

1. Montrer que sur un corps fini, il exise une mérigue et une seule (la métrique
triviade).

2. Deux métriques ¢ et § sur un corps & sont dites équivalentes S dles définissent
la méme notion de convergence sur k, i. e S les conditions ¢(x, — X) — O et
$x, — X) — 0 sont équivaentes. Démontrer que ¢ e ¢ sont équivalentes S et
Seulement S les conditions o(x) < 1 et ¢(x) <1 (X € k) sont éguivaentes.

3. Démontrer que S ¢ et ¢ sont des mériques équivalentes d'un corps £,
dors il existe un nombre réd 8 tel que ¢(x) = (P(x))® pour tout X € k,

4. Une mérique @ sur un corps k et dite non archimédienne S dle véifie
la condition suivante, plus forte que la condition 2° de 1) :

20 e(a + B) < max (p(x), (B)
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(8 cette condition n'est pas rédisée, la mérique ¢ et dite arcchimédienne). Montrer
qu'une métrique ¢ est non archimédienne S & seulement S o(x) € 1 pour tout
entier naturd a (plus précisément, pour tout multiple naturd de I'édément unité
du corps k).

5. Montrer que toute métrique d'un corps de caractéristique p # 0 est non
archimédienne.

6. Soit k, un corps e k = k,,(t) le corps des fractions rationndles sur k. Tout
€lément u € k, u £ 0, peut s écrire sous la forme

_ mf)
u=1t o) (f(0) =0, g(0) = 0)

ou T et g sont des polynémes. Montrer gue la fonction

o) =" 0O <p<l), o0)=0 ®
est une mérique sur le corps k.

7. Démontrer que le compléé du corps k = k,(t) pour la mérique (8) est iso-
morphe au corps des sfries formelles générdistes &, { ¢+ } formé par toutes les
ries formdles du type

4]
Z at" (a,€ky, meZ)
n=m

avec les opérations habituelles sur les Sfries.

§ 5. — CONGRUENCES
ET NOMBRES ENTIERS p-ADIQUES

1) Congruences et équations dans I'anneau Z,

Au début du § 3, nous avons éudié la résolution de la congruence xz = 2
(mod 77) pour n =1, 2, . .. et celanous a conduit a la notion de nombre

entier padique. Cela suggére un important lien entre les nombres p-adiques
e les congruences.

THEOREME 1. — Soit F(x;, . . ., X) un polyndme & coefficients entiers ration-
nels. Les congruences

F(x,, ..., xs) =0 (mod p¥) Y
sont résolubles pour tout entier k > 1 si et seulement si I'équation
F(xls-"’xn)zo (2)

est résoluble dans Panneau des nombres entiers p-adiques.
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DEMONSTRATION. — Supposons que I'équation (2) ait une solution a, . . . . &,
dans les nombres entiers p-adiques. Pour tout k, il exige dors des nombres
entiersrationnels x\©, . . ., x¥), tels que

g = (mod p°), . . ., a, = x7’ (mod p¥). €
Il en résulte que
F(®, ..., xf,k) =Hor, ..., «,) =0 (mod pk),
i.e (xX®,...,x%) et une solution de la congruence (1).
Supposons maintenant que la congruence (1) a une olution (x&, . . ., x%)

pour tout k. Extrayons de la suite des nombres entiers rationnels { x¥ } ure

us-slite  p-adiquement  convergente  (théoréme 6, § 3). Extrayons de nou-
veau Une sous-site convergente de la stite | x{) | ; en répétant » fois ce
processus, nous obtenons une sous-suite { , &, . . . } de la suite des entiers
telle que chacune des suites { x{”, x{?, . . . }, soit p-adiquement conver-
gente. Posons

lim x(l”') = O
n—->w
Montrons que (e, - . . , ,) €St une solution de la congruence (2). Puisque
le polyndme F(x, . . . , x,) est une fonction continue, alors
T 1 b
Fla, ..oy o)= Ilnrﬁf(xg’"), Ce xg )).

D’autre part, d aprés la construction de la suite,

F(xgl’”), ey xS’M)) =0 (mod pl'"),
d'ou
lim F(x{), . . ., x{m) = 0.

m-»w

Ains F(ay, . . ., a,) = 0 et le théoréme 1 est démontré.
Considérons maintenant le cas ou F(x, . . . , x,) €st une forme a coeffi-
cients entiers rationnels et supposons que I’ équation F(x,, . . ., x,) =0 a

une solution non nulle (x, . . . , «,) dans les nombres entiers p-adiques,
Posons m = min (v(x), - - ., v,(«,)). Alorsles a; S écrivent sous la forme

&,—:p"’ai (i=1,--.,n)

tous les «; étant entiers et I’un au moins d’entre eux n’ éant pas divisible
par p. Il est évident que (o, . . . , a,) €st encore une solution de I’ équar

ion F(xy, . . . ,x,) = 0. Lesnombres (x®, . . ., x¥) satisfaisant aux condi-
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tions (3) donnent, comme nous I'avons vu, une solution de la congruence (1)
e l'un d'entre eux n'est pas divisble par p.

Supposons que, réciproquement, la congruence (1) pour F homogeéne a
pour tout k une solution (x%, . . ., x¥) telle qu'au moins un des nom-
bres x* ne soit pas divisible par p. Il est dlair qu'il existe un indice i =,

td que le nombre x{™ ne soit pas divisble par p pour une infinité de vaeurs

de m. Par suite, nous pouvons choisir la suite { 1, L, . . . } de telle sorte
qu'aucun des x,(l'") ne soit divishle par p. Mais dors, I'égdité «, = lim xm)

moom
entraine que «;, N'est pas divisible par p d ol «;, # 0. On a donc démontre
le théoréme suivant.

THEOREME 2. — Soit F(x;, . . . , x,) une forme & coefficients entiers ration-
nels. Pour que I'équation F(x;, . . . ,x,) = 0 ait une solution non triviale dans
I’'anneau Zp, il faut et il suyffir que, pour tout entier m, la congruence

F(x,,.... x,) = 0(mod pm)

ait une solution dont une au moins des composantes n'est pas divisible par p.
Il est évident qu'on peut aussi considérer dans les théorémes 1 et 2 des
polyndmes a coefficients entiers p-adiques.

2) Sur la résolubilité de certaines congruences

Le théoréme 1, démontré dans le point précédent, raméne la quetion de
la résolubilité de I'équation (2) dans les nombres entiersp-adiques a la résolu-
bilité de la wite infinie des congruences (1). La quetion de savoir sil suffit
d’ examiner seulement un nombre fini de ces congruences est, dans le cas
général, assez compliquée. Nous nous bornerons ici a examiner un cas
particulier.

THEOREME 3. — Soient F(xy, . . ., X,) un polyndme & coefficients entiers
p-adiques et (yy, . . ., 7,) des nombres entiers p-adiques tels que l'on ait, pour
uncertaini (L<<i<n):

F(yy . . . . v») =0 (mod p*+?),

oF
3, (Yo <+ ) = 0 (mod p°)

oF
D_x(Yl’ LY Yn) ﬁ:é 0 (mOd p8+l)
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(3 étant un entier naturel). Alors, il existe des entiersp-adiques ;, . . ., 6, tels
que
F(b,....6,)=0
et
6, = y; (mod p3+Y), . .., 0, =Y,, (mod pi+3),

DEMONSTRATION. ~ Considérons le polynéme
S = Flyy, oo ity % Yitns o o5 Ya):

Pour démontrer le théoreme, il suffit d’ établir I'existence d’un nombre
entier p-adique « tel que f(u) = 0 et & = v, (mod p3+1) (S on trouve un
tel a, alors on peut poser §; = v; pour j # i et §; = a). Posant v; =y,
condruisons  par récurrence  une  lite

ao,al,....a,,... (3’)

de nombres p-adiques congrus a 3 modulo p3 + 1 ¢ tds que
f(@m) = 0 (mod p22+1+r) (4
pour tout m > 0. Pour m = 0, on peut prendre a, = y; SUPPOSONS que pour
un cetan m > 1 on at condruit des nombres ag, . . . , %m—y SAtiSfaisant aux

conditions ci-dessus et tels, en particulier, que @m—y =y (mod p3+Y) et
S (@n_1) = 0 (mod p#B+m), Ordonnons le polynéme f(x) suivant les puis-
sances de x — a,,_; :

S = Bo+ Bu(X = opy) + Bo(X — o) . . Bie Zp).
Par hypothese de récurrence, Bo = f (xn_y) = p?¥+mA, A étant un entier
padique. De plus, puisque a,—, =y (mod p?+1), dors B, = f '(#m-1) = p°B
ou le nombre B € Z, n'est pas divisible par p. Posant X = ap,—y + £p™+3,
ona
(omer +Epm+e) == pHm(A + BE) + Byp® o+

Posons maintenant & = &, € Z, tel que A + B&, = 0 (mod p) (puisque
B = 0 (mod p), lacongruence A + B& = 0 (mod p) est résoluble). Remar-
quant que k3 4 km = 28 4- 1 4+ m pour k = 2, nous obtenons

f(“m—l + Eopm+8) = 0 (mod p36+1+m)'

Nous pourrons alors poser a, =,y + &p~+e Puisque m+38>8+4 1,

dors a,, =y (mod p8+%), Par construction, v,(ety; = em—1) = m -+ 3 et par

slite la suite (3') trouvée et convergente nous désignerons sa limite par a.

Il est évident que a=y (mod p?+%). Il ré&lte dors de (4) que lim f(xm)=0;
m=»©

d autre part, d’ apres la continuité du polynéme, lim f(am) = f(®), d'ou

fu)= 0.
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Corotare. — Soient F(x;, . . . . x,) un polyndme a coefficients entiers
p-adiques et vy, . . ., ¥, des entiersp-adiques tels que, pour un certain i( 1<< i <n)
on ait

F(ys, ....v») =0 (mod p)
F;c,-(YD '} Yn) 5—/: 0 (mOd p);

alors il existe des entiers p-adiques 6,, . . ., 6, tels que

F@®, ...,0,)=0
et
6,=v,(modp),..., 0=y, (Mmod p).
Aind, toute solution ¢y, . . ., ¢, de la congruence F(x,, . . ., x,) = 0 (mod p)
peut étre prolongée en une solution de I’ équation F(x;, . . ., X,) = 0 dans

I"anneau Z,, sauf, peut-étre, celles pour lesquelles on a simultanément

F.;:l(cb e Cn) = O (mOd p)

Fi (..., ¢)) =0 (mod p)

Ce dernier résultat a une importante application ala question dont nous
avons parle au début du § 2. Nous avons vu que la résolubilité de la
congruence

F(xy, .. .. x,) =0 (mod m)

pour tout entier m est liée a la satisfaction d'une infinité de conditions.
Dans le cas d'un module premier, les théorémes A e B, formulés au début
du § 2-1) nous permettent de ramener ces conditions a un nombre fini de
vérifications. Nous pouvons énoncer un résultat pour les entiers quelconques,
comme nous l'avons dda remarqué, il suffit de consdérer des modules qui
ont des puissances de nombres premiers e pour des modules de la forme pk
(k=1,2,...), larésolubilité des congruences (1) est équivaente, d’ apres
le théoreme 1 a la résolubilité de I'équation F = 0 dans I'anneau Z, des
nombres entiers p-adiques.

En s appuyant sur les théoremes A et B formulés (mais non démontrés)
dans le § 2-1) et sur le théoreme 3 de ce paragraphe, nous pouvons éablir
le résultat suivant.

THEREME C -Si F(xy, . . . . x,) est un polyndme absolument irréductible
a coefficients entiers rationnels, alors I"équation F(x, . . ., x,) = O est réso-
luble dans I'anneau Z, des nombres entiers p-adiques pour tout nombre pre-
mier p plus grand qu’un certain nombre ne dépendant que du polynéme F.
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Par suite, pour tous les nombres premiers p, sauf un nombre fini, la
congruence

F(xl’ tres xn) = 0 (mOd Pk) (5)

et résoluble pour tous les entiers k.

Le théoréme C réduit ains la question de la résolubilité de toutes les
congruences (5) ala question de la résolubilité de I’ équation F = 0 dans
I"anneau Z,, pour seulement un nombre fini d'entiers p. Nous n’ étudierons
pas ici la résolubilité de I’ équation F = O dans I'anneau Z, (cela sera fait,
dans le cas d'un polyndme de deuxiéme degré au § 6).

Donnons une idée de la démonstration du théoréme 6. En utilisant la
valeur du nombre de solutions de la congruence (2), § 2, exprimée par le
théoreme B, montrons que le nombre de solutions de cefte congruence pour p
asxz grand est supérieur au nombre de solutions du syseme de congruences

F(x, ..., x)=0(mad p)

F;c,,(xl, v Xp) = 0 (mod p) ©

Il nous faut pour cela obtenir une nouvelle estimation du nombre de
solutions d'une congruence.

LEMME. — Si aucun des coefficients du polynéme F(x,, . . ., x,) n’est divi-
sible par p, alors le nombre N(p) de solutions de la congruence
F(xy, ..., x,) =0 (mod p) )

satisfait a [linégalité
N(p) < Lp™, ®

dans lequel la constante L est égale au degré total du polyndme F.
Démontrons le lemme par récurrence sur n. Pour n = 1, il résulte du fait
que le nombre de racines, dans le corps F,, dun polyndme non nul ne peut
pas dépasser son degré.
S n > 1, nous considérerons F(x,, . . ., x,) comme un polynéme de
X1, . .5 Xp—y dOnt les coefficients sont des polynémes de x,. Désignons par
f (x,) le plus grand commun diviseur de ces coefficients modulo p. Alors

Flxy, ..., x0)=f (x)Fy(xy, . .., X») (mod p)

et par suite le polyndéme Fy(xy, . . ., *»—1, @) N'est congru identiquement a
zéro modulo p pour aucune valeur de a. Soient / et L, les degrés des poly-
nomes f et Fy. Il es clair que f et F, peuvent ére choisis tels que 7 + L, < L.
Evauons maintenant le nombre de solutions (c;, . . . , ¢,) de la congruence (7)

BOREVITCH 4
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e portons notre atention sur la vadeur de x, dans cette solution. Considérons
tout d'abord les solutions telles que

J(es) = 0 (mod p). &)
Si la congruence (9) est satisfaite, la congruence (7) est automatiquement
sdtidate pour tout ¢, . . ., ¢,_,. Puisque le nombre de vaeurs de ¢, modulo p

satisfaisant a la condition (9) ne dépasse pas L, le nombre de valeurs de la
congruence (7) pour lesquelles on a (9) ne dépase pas Lpr-1. Conddérons
maintenant les solutions (¢,, . . . , ¢,) tellesque f(c,) == 0 (mod p). || est clair
que toutes ces solutions satisfont a la congruence Fy(xy, . . . , X,) = 0 (modp).
Puisgue Fy(x;, - - -, X»—1, C,) N'est pas identiquement congru a0 modulo p,
aors, par hypothése de récurrence, le nombre N(p, ¢,) de solutions de la
congruence F(xy, . . . , X,—1, ¢,) = 0 (Mod p) satisfait a I'inégdité

N(p: cn) < Llpn-z'

Puisque ¢, peut prendre au plus p valeurs, le nombre des solutions consi-
dérées ne dépasse pas L,pn—1. Aing, le nombre de toutes les solutions de la
congruence (7) ne dépasse pas lp"1 + L,pr—1 < Lpn-1, C. q. f. d.

DEmonsTRATION DU THEoREME C. — NOUS pouvons supposer que
le polynéme F dépend effectivement de la variable x,. Considérons F
comme un polynéme de x, dont les coefficients sont des polynémes de
X1, . . oy Xp—q. Lirréductibilité absolue de F entraine alors que le discri-
minant D, (xy, . . ., X,-;) du polynbme F consdéré comme polyndme de x,
n'est pas un polyndme de x,, . . . , X,—; identiquement nul, car snon F serait
divisible par le carré d'un certain polyndme. Considérons les nombres
premiers p qui ne divisent pas tous les coefficients de D, (x,, . . ., Xu—1)
et évaluons dans ce cas, le nombre Ny(p) de solutions de systeme des
congruences (6). S (¢, - - - » ¢,) €st une solution du systéme (6), aors ¢,
est une racine commune modulo p des polyndmes

F(Cl, R xn) et F;n(cli Ty G, xn))
d'ou
Dxn(cb sy cn—l) =0 (mOd P)

D’ apres le lemme, le nombre de systemes (c,, . . . , ¢,-,) qui Satisfont a
cefte congruence ne dépasse pas Kjp*2, K, éant une condante dépendant
Sulement du polyndbme F. Pour ¢y, . . ., ¢,—, donnés la vaeur ¢, est définie
par la congruence

F(cl’ ey Cn—1, xn) = 0 (mOd p)
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et par suite le nombre de ces valeurs ne dépasse pas le degré m du poly-
néme F par rapport a la variable x,,. Ains le nombre N,(p) de solutions du
systéme (6) ne dépasse pas Kp»2, avec K = mK,. Démontrons mantenant
que le nombre N(p) de solutions de la congruence (7), pour p assez grand,
est supérieur au nombre N,(p) de solutions du systéme (6). En effet, il
résulte du théoréme B que

N(p) > p"~ ! — Cpr-1-i,
et nous venons de démontrer que N,(p) < Kp»—2, Par suite,

N(p) = N,(p) > p"~! =~ Cp"~1=% mu Kpr=2 = p~3(p — Cpf — K),

et cela entraine N(p) > N,(p) pour p assez grand. Ainsi, pourp assez grand,
la congruence F = 0 (mod p) aune solution vy, . . ., ¥, telle que

oF
E(Yu v o oy Yw) 7= 0 (mod p).

D’ aprés le corollaire du théoréme 3, il en résulte que I’ équation F = 0 est
résoluble dans I’ anneau Z, pour tout p assez grand.

EXERCICES

1. Démontrer que § m €t p sont premiers entre eux, toute unité p-adique ¢
telle que ¢ = 1 (mod p) est une puissance mitme dans Q,,

2. Soit m = pdmy,, (my, p) = 1 e soit ¢ une unité p-adique telle que ¢ = 1
(mod p8+1). Montrer que ¢ est une puissance mitme dans Q,,.

3. Démontrer que, pourp # 2, la résolubilité de la congruence ax? = B (mod p?)
par des entiers p-adiques « et B non divishles par p entraéine la résolubilité de
I"équation ax? = B dans le corps Q,

4. Soit laforme G = ex? + . . . + ¢x%, dont les coefficients sont des unités
p-adiques p % 2). Montrer que s la congruence G = 0 (mod p?) a une solution
telle que la vaeur de I'une au moins des inconnues ne it pas divisble par p,
dors I'équation G = 0 a une solution non nulle dans le corps Q,.

5. Congdérons une forme G = ax? + . . . + «,x% dont les coefficients sont des
nombres entiers p-adiques non divisbles par p».

Demontrer que I'équation G = 0 a une solution non nulle dans le corps Q,
S la congruence G = 0 (mod pr+2) a une solution telle que toutes les valeurs des
inconnues ne soient pas divisbles par p.

(Danslecas p # 2, il suffit que la congruence G = 0 (mod pr+?) soit résoluble).

6. Considérons une forme quadratique F = ax3 + . . . + o« x? dont les coeffi-
cients sont des entiers p-adiques (p # 2) non divisbles par p2 Démontrer que s
la congruence F = 0 (mod p*) a une solution telle que toutes les vaeurs des
inconnues ne soient pas divisbles par p, dors I'équation F = 0 a une solution,
non nule dans Q,
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7. Soit laforme F = ax" + . . . + o x7, ou les «; sont des entiers p-adiques
non nuls posons r = v (m), 5= max (p(), ..., vp(a,) et N =2(r +5) + 1.
Montrer que I"équation F = 0 a une solttion non nule dans le cops Q, 9 e
seulement s la congruence F = 0 (mod pN) a une solution telle que la vaeur de
I’une au moins des inconnues ne soit pas divisble par p.

8. Montrer que la forme 3x® + 4y* + 5z° représente zéro dans le corps Q,
pour tout p (cf. exercice 13 du § 2).

9. Soit F(xy, . . ., X,) un polyndme & coefficients entiers p-adiques et dés-
gnons par ¢,, le nombre de solutions de la congruence F(x,, . . . , x,) = 0 (mod pm).

]

La Sie ¢(t) = Zc,,,tm est appelée la série de Poincaré du polyndme F et on

. m=0 . . -
conjecture que sa somme est une fonction rationnelle de « Trouver la série de

Poincaré du polynéme F = ex; + . . . + ¢,x2 ol les ¢, sont des unités p-adiques
et véifier que la fonction ¢(t) est rationnele.
10. Trouver la S&ie de Poincaré d’'un polyndme F(x,, . . ., X,) a coefficients

entiers qui possdde la propriété suivante @ pour toute solution de la congruence
F = 0 (modp), il exige un certain indice i (i =1,2, ..., n)td que $ 0 (modp).

11. Déerminer la s&rie de Poincaré du polynéme F(x, y) = x% — y3.

§ 6. = FORMES QUADRATIQUES
A COEFFICIENTS p-ADIQUES

Dans ce paragraphe et le suivant, nous appliquerons la théorie des nom-
bres p-adiques a la représentation des nombres rationnels et p-adiques par
des formes quadratiques. Nous aurons besoin des résultats algébriques sur
les formes quadratiques exposés dans le § 1 de I'appendice.

1) Les carrés dans le corps des nombres p-adigues

Pour étudier les formes quadratiques sur un corps, il est important de
savoir quels déments du corps sont des carés. C'edt pourquoi nous commen-
cerons par I’ étude des carrés dans |e corps Q, des nombres p-adiques.

Nous savons (théoréeme 4, § 3) que tout nombre p-adique a # 0 S écrit
de maniére unique a = p™e, ol € et une unité p-adique (i. e une unité
dans I'anneau Z, des entiers p-adiques). Si a est le carré d’'un nombre
p-adique y = pke,, aors m = 2k e € = e. Par ite, il est néoessare de
connéitre quelles sont les unités de Z, qui sont des carrés.

THEOREME 1. —= Soit p # 2. Pour qu’une unité p-adique

e=ctaptap+... O<a<p c#0) (1
soit un carré, il faut et il suffit que le nombre ¢, soit un résidu quadratique
modulo p.
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DEMNSTRATION. — Sie= y?et y = b (mod p) (b entier rationnel),
alors ¢, = b* (mod p). Réciproguement, si ¢, = b* (mod p), dors, considé-
rant le polynéme F(x) = x* — E, nous obtenons : F(b) = 0 (mod p) et

F{) =2b =0 (mod p).

D'aprés le corallare du théoreme 3 du § 5, il exise 5 € Z, td que F(x) = 0
et n=b (mod p). Ains ¢ = 72 et le théoréme est démontré.

CraLARE 1 — Pour p # 2, toute unité p-adique congrue a 1 mod p
est un carré dans Q,

CCROLLAI RE 2. — Pour p # 2, I'indice (Q; : Q%) du sous-groupe Q;,” des
carrés dans le groupe multiplicatif du corps des nombres p-adiques est égal a 4.

En effet, sl une unité ¢ n'est pas un carré, aors le rapport de deux des
nombres 1, ¢, p, pe n'est jamais un carré dans le corps Q,. De plus, tout
nombre p-adique différent de O est représentable comme produit d'un des
nombres 1, ¢, p, pepar un carré.

Pour p # 2, hous poserons, pour toute unité (1),

(5) +1 sceestuncarédansR,
p/ |- 1 sinon.

D'gorés le théoreme 1, nous avons

()=

e le gymhole de Legendre S & et un entier rationnd premier avec p,

ou

dors il est clair que le symboIeO% introduit ici coincide avec le symbole

de Legendre. |l est facile d' ailleurs de voir que, pour des unités p-adiques «

etn,0na
5)-GG)
2 p/\pJ
Revenons sur le cas p = 2.

THEOREME 2. -Pour quune unité 2-adigue - soit un carré (dans le corps Qg),
il faut et il suffit que .= 1 (mod 8).

DEMNSTRATION.  — La néoessité résulte du fait que le caré d'un nombre
impair est toujours congru a 1 modulo 8. Pour démontrer |a suffisance de
cette condition, considérons le polyndme F(x) = x* — ¢ et appliquons-lui le
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corollaire du théoreme 3,§ Spour 8 = 1 e y = 1 Puisgue K1) = 0 (mod 8),
F' (1) = 2550 (mod 4), alors, d apres ce théoréme, il existe = 1 (mod 4)
td que F(x) =0i. e ¢= .

CoRALLAIRE.  — L’indice (Q5": Q:**) du sous-groupe des carrés dans le
groupe multiplicatif du corps des nombres 2-gdigues est égal a 8.

En effet, d'gores le théoréme 2, le systéme des résdus 1, 3, 5 7 modulo 8
et un syseme de représentants des classes résdueles du quotient du groupe
des unités 2-adiques par le sous-groupe de ses carrés. Ajoutant a ces nom-
bres les produits 2.1, 2.3, 2.5, 2.7, nous obtenons un systéme complet de
représentants des classes du groupe quotient du groupe QJ par le sous-
groupe Q7.

2) Représentation de zéro
par des formes quadratiques p-adiques

Comme dans tout corps, une forme quadratique non singuliére sur le
corps Q, peut s écrire, par une transformation linéaire de la variable, sous
la forme

Xy L+ X (e £ 0)

(cf. appendice § I-)). S a; = p*ie, QU o = p*itle; (¢, unité dans Z,),
alors, par latransformation y; = p*ix;, on se raméne & une forme dont tous
les coefficients sont des entiers p-adiques divisibles au plus une seule fois

par p. Ains toute forme quadratique non singuliére sur Q, est équivalente
4 une forme du type

F=F, 4 pF, = 31x§ +...+ s,xf+p(e,+1x,’i+1+ N s,,x:), (2)

ou lesg; sont des unités p-adiques.

Dans la recherche des représentations de zéro, nous pouvons Supposer
r>n —r. En effet, il est clair que laforme pF est équivalente ala forme
F, 4+ pF,. Pusque F et pF représentent smultanément z&o ou pas, a la place
de laforme F, 4 pF,, nous pouvons considérer laformeF; 4 pF,.

Considérons d'abord le cas p # 2.

THEOREME 3. =~ SOit p # 2 et 0 <r < n. La forme (2) représente zéro

dans le corps Q, si et seulement si une au moins des formes Fo ou F; représente
zéro.

DEMONSTRATION. == Supposons que la forme (2) représente z&o

afl ...+ &8 plepybrn + ..+ E) = 0. )
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Il es clar que nous pouvons supposer que tous les &; sont entiers e que 'un
au moins d'entre eux n’est pas divisible par p. Si ; == 0 (mod p), dors,
passant & la congruence modulo p dans (3), on a:

Fo(gb R ] gr) = 0 (mOd P) s

n3
Ff—f(al, oy £) = 268,550 (mod p).

D’ aprés le corollaire du théoréme 3 § 5, la forme F, représente zéro. Sup-
posons maintenant que toutes les valeurs &y, . . . , & sont divisibles par p,
dol et +... + ¢ =0 (mod p”). Passons a la congruence modulo p*
dans (3). Simplifiant cette congruence par p, hous obtenons

Fl(‘gr+1’ sy E.~r|) = 0 (mOd p)

oul’'unaumoinsdesé,,,, . .., & nest pasdivisible par p. En appliquant
a nouveau le corollare du théoréme 3 du § 5 nous en concluons que, dans
ce cas, la forme F; représente z&o. Puisque la suffisance de la condition est
évidente, la démonstration du théoréme 3 est terminée.

Nous avons incidemment obtenu le résultat suivant.

CratArE 1.— X &, . . . .¢ sont des unités p-adiques, alors, pour p # 2,

la forme f=e,xi + ... -+ &x} représente zéro dans Q, si et seulement si
la congruence f{(x, . .., x,) =0 (mod p) a une solution non triviale dans Z,

CoraLLAIRE 2. — Sous les mémes hypotheéses, si r = 3, alors la forme
f(xy, ..., x,) représente toujours zéro dans Z,

En effet, d'aprés le théoréme 5, § 1, la congruence f (x,, . . ., X) =0
(mod p) a une solution non triviale.

Dans la démonstration du théoréme 3, nous n’ avons pas complétement
utilise I'égaité (3) : nous avons seulement eu besoin des congruences
F =0 (mod p) et F =0 (mod p?). Aing, il résulte de la résolubiliteé de la
deuxieme de ces congruences que I'une des formes Fy, ou Fy e par suite F,
représente  z&o. Nous avons donc

CoraLLAIRE 3. == Pour p # 2, la forme (2) représente zéro si et seulement
si la congruence F =0 (mod p2) a une solution telle que la valeur d’une au
moins des inconnues ne soit pas divisible par p.

Passons maintenant a I’ é&ude des formes quadratiques sur le corps des
nombres 2-adiques. Dans ce cas, |e théoreme 3 et tous ses corollaires sont
faux. Par exemple, pour laforme f = xf + x3 + x5 + x}, |’équation f = 0
N’ a pas de solution non triviae dans Q. (puisque déala congruence f = 0
(mod 8) n'a pas de solution dont I’ une des inconnues soit impaire). Pour-

tant, laforme f J 2x; représente zéro dans Q, (théoréme 5).
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THEOREME 4. -— Dans le corps des nombres 2-adigques, la forme (2) (avec
p = 2) représente zéro si et seulement si la congruence F = 0 (mod 16) admet
une solution dont Il'une des inconnues est impaire.

DEwmonsTRATION. = Soit F(&, . . . , &) = 0 (mod 16), I’'un au moins des
nombres entiers p-adiques £ n'étant pas divisible par 2. Supposons tout
d'abord que §; == 0 (mod 2) pour au moins un i < r; soit par exemple

£, == 0 (mod 2). Puisque F(%,, . . ., &) = 0 (mod 8) et %(El,. . E)ED

(mod 4), dors, d'aprés le thtoreme 3 § 5 (avec & = 1) la forme F représente
z&0. Supposons maintenant que &,, . . ., & sont divishles par 2, i. e & = 2y}
1 <ign, lesy é&at des entiers 2-adiques. Smplifiant par 2 la congruence

4§r:sm? +2 i e£f = 0 (mod 16),

i=r+41
nous obtenons

> a8t 42> el =0 (mod 9),
i=r+1 i=1
'undesé,,,, ..., &, néant pasdivisble par 2. Comme ci-dessus, cette
congruence entraine que la forme F, 4 2F, représente zé&o. Mais la forme 2F
qui lui est Cquivalente représente alors auss zéro, d’ ou la suffisance de la
condition. La réciproque est évidente.

Dans la démondration du théoréme 4, nous avons auss obtenu le résultat
suivant.

CoROLLAIRE. = Si pour la forme (2) (avec p = 2), la congruence F = 0
(mod 8) a une solution dont I’'une au moins des inconnues Xy, . . ., X, est
impaire, alors cette forme représente zéro dans le corps Q..

THEOREME 5. — Dans le corps Q, des nombres p-adiques, toute forme qua-
dratique non singuliere de cing ou plus de cing variables représente toujours
zéro.

DEwonsTRATION. — On peut supposer que la forme donnée et du type (2
avec r = n~— r. Puisgue n = 5, alors r = 3. Supposons p # 2. Dans ce
cas, d' apreés le corollaire 2 du théoréme 3, laforme F, représente zéro, ce
qui entraine que la forme F représente zéro.

Soit maintenant p= 2. S n — r > 0, considérons la forme « partielle »

= x4 exh + &%) + 2¢,x5

Une telle forme représente toujours z&o dans Q.. En effetpuisque e;+e,=2«
(a entier 2-adique), aors

gteat2ar=2a+22=20(1+a =0 (mod 4),
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L€ g+ g+ 2e0% = 48, B entier 2-adique. Posant x;, = x, = 1, x; = 28,
= a, NoUs avons

€1, 12+ 5. 12 + 4(2P)% + 2¢,0" = 48 + 4B2 = 0 (mod 8).

D'aprés le corollare du théoréme 4, la formefreprésente zéro; mas dors F
représente aussi zéro. Dans le cas ol n = Y, on prend pour forme « patidle »
f = et + &3 + €aX; + £4x0 - €6X5.
Segteg=¢+¢=2(Mod4),posons x, = x,= x;= x, =1 et s par
exemple ¢, + ¢ = 0 (mod 4) posons x, = x, = 1, x; = x, = 0. Dans les

deux cas
eX: + &x2 + &aXs 4 eu¥i = 4y,
y entier 2-adique. Posant x; = 2y, hous obtenons
f =4y + 4y* =0 (mod 8).

Le corollaire du théoréme 4 montre que, dans ce cas, le théoréme est
démontré.

D’ aprés le théoreme 6, § 1 de I’ appendice, le théoréme 5 entraine ce qui
suit.

CorataiRe 1. — Dans le corps Q,, toute forme quadratique non singuliére
de quatre ou plus de quatre variables représente tous les nombres p-adiques.

QLA RE 2. = Soit F(x;, . ... X, une forme quadratique non singuliére
a coefficients entiers rationnels. Si n > 5, pour wut entier m la congruence
F(x,,.... x,)=0(mod m) a une solution non triviale.

En efet, puisque la forme F représente z&ro dans Q,, pour tout entier s= 1,
la congruence F = 0 (mod p¢) a une solution pour laquelle une au moins
des inconnues N’ est pas divisible par p.

.

3) Formes binaires

Les formes quadratiques binaires constituent un important exemple de
la théorie générde des formes quadratiques. Nous considérerons ici le pro-
bleme de la représentation des nombres du corps Q, par une forme quadra-
tique binaire du type

—awp?  a#0, «eQ, @)

(Il et évident que le cas générd d'une forme hinaire quelconque Sy réduit
pa transformation des varigbles e multipliction de la forme par un certan
nombre p-adique).
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Nous désgnerons par H, I'ensemble de tous les nombres p-adiques diffé
rents de zéro représentables par la forme (4). Cet ensemble est toujours
un groupe pour la multiplication. En effet, s g = x* — ay’, 8, = x} — @y,
alors, comme le montre un calcul évident,

BB, = (xxy + ayy)? = alxy, -+ yxi)?,

e -y

Donnons une autre démondration de ce fat, basée sur I'éude de I'extenson
quadratique Q,( 4/=) du corps Q, (a condition que a ne soit pas un carré
dans Q).

L’égalité B = x* — ay* est équivalente au fait que £ est la norme du
nombre & = x + y4/ dans Q,(1/a). Maiss = N(¥) et B; = N(&), alors
BB = N(Elg) et =1 = N(E™.

S aest un care dans Q,, la forme (4) représente z&o e par suite tous les
nombres de Q,. Par suite, H, coincide avec tout le groupe multiplicatif du
corps Q,.

Puisque la forme (4) représente tous les carrés du corps Q, (pour y = 0),
aors sz < H,. Mais, d aprés les corollaires des théorémes 1 et 2, I'in-
dice (Q}: Q)*) est fini et par suite H, aun indice fini dans Q;.

THEOREME 6. — Si le nombre a € Q) n’est pas un carré, alors ( QY :H,)=2.

DEmonsTRATION. —- Remarquons d abord que la forme (4) représente
un nombre p-adique s et seulement si la forme

ax? 4 Byt — 2% )
représente zé&o (théoréme 6, § 1 de I'gppendice). De plus, la condition pour
que la forme (5) représente zéro ne change pas S on muitiplie a et § par des
carés, nous pouvons donc supposr que a e B sont des déments fixés dans
chaque classe résiduelle du quotient du groupe Q' par le groupe Q;”.
Considérons d abord le cas p # 2 et montrons que H, # Q" Cest
évident s — a n'est pas un carré (puisque — a € H,). Si maintenant — a
est un caré la forme x2 — «y? est équivalente alaforme x2 + ¥ qui repré-
sente toutes les unités p-adiques (corollaire 2 du thtoréme 3); cda signifie
que, dans ce cas, H, ne coincide pas avec Q,* De plus H, ne coincide pas
avec Q;f (s, bien siir, a¢ Q»*). En effet, choisissant une unité p-adique ¢
qui n'ed pas un caTé nous pouvons nous borner a donner & a les vaeurs ¢, p

et pe. Mas d'aprés le théoréme 3 (et le théoréme 10 du § 1 de I'appendice),
la forme (5) ne représente pas z&o pour a = E, § = p hi pour a = p, pe,
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g = E Aind, on a bien H, # Q). Appliquons maintenant le corollaire 2
du théoréme 1. Puisque Q; = H, = Q,7, dors I'indice (Q, : H,) est un
diviseur de 'indice (QF : Q") = 4. Mais, d'aprés ce qui précéde, il ne
peut ére égal ni a4 ni & 1; par suite, (Qy : H,) = 2, ce qui démontre le
théoréme 6 dans le cas p # 2.

Soit maintenantp = 2. Il existe dors 8 classes résiduelles de QF sdon Q3*
dont on peut prendre comme représentants les nombres 1, 3, 5 7, 21, 23,
2.5, 2.7. Nous considérerons donc que a et § dans laforme (5) coincident
avec |'un de ces nombres et nous expliciterons dans quels cas cette forme
représente zéro dans Q,. La réponse a cette question est donnée par le
tableau ci-dessous, dans lequd le signe + indique que pour les valeurs
correspondantes de a et  la forme représente z€ro; les cases vides corres-
pondent a des formes ne représentant pas zéro.

. | !
N 1 3 5 7 21 | 23 25 | 2.7
|
1 + + + + + + + +
3 + |+ + i
5 + |+ o+ |+
7 + + + +
2.1 + 4 + +
i - e
2.3 + + i- +
i -
2.5 + + + +
i
2.7 + + + +

(D'apres la symétrie des roles de « et § dans la forme (5), les signes + du
tableau sont répartis symétriquement par rapport & la diagonale principale).
Dans chaque ligne a I'exception de la premiére, le signe + figure dans quatre
caes. Cela signifie que pour tout « € Qg qui n'est pas un care, il y a quare
classes résiduelles sdlon le sous-groupe Q5 qui sont représentables par la
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forme (4). Ains (H, : Q;*) = 4 et puisque (QJ : Q7*) = 8 (corallaire du
théoréme 2), dors (Qy : H,) = 2.

Le tableau est etabli a partir des résultats de 2). Soient a = 2¢, 8 = 27,
oU « et y sont des unités 2-adiques €t SUPPOSONS

2ex? + 22— 22 = 0. 6)

Nous pouvons supposer que X, y, z sont des entiers qui ne sont pas tous
divisibles simultanément par 2. Il est clair quez=0 (mod 2) et que x et y
ne sont pas smultanément divisbles par 2 (car snon la patie gauche de (6)
ne serait pas divisible par (4)). Posant z = 2¢, |’ égdlité (6) devient

ex? 4+ ny?—22=0;

en accord avec le corollaire du théoréeme 4, cette égalité équivaut a une
congruence modulo 8 (avec x et y impairs). Puisgue x2 = y*= 1 (mod 8)
et 212= 2 (mod 8) ou 2¢2 = 0 (mod S), aors nous obtenons que la résolu-
bilité de I’ équation (6) est équivalente a la réalisation d’une au moins des
congruences.

e+n=2(mod8), &-+41=0(modS8).

Soit maintenant « = 2¢, = . Dans I’ égalité 2ex® 4 7y — 22 = 0 (avec
X, Y, z entiers 2-adiques non divisibles par 2 simultanément), nous avons,
pour ces mémes raisons, y == 0 (mod 2) & z == 0 (mod 2). Par suite, la réa
lisstion de cette égdité (d'aprés le méme corallare du théoréme 4) et équi-
valente alarédisation d' une au moins des congruences

2 +v=1(mod8), ¢=1(modS8), (7)

qui correspondent aux cas 2 + x et 2|x.
Il reste encore a examiner lecas a = 8 = «. S dans I'égdlité

ext + 7]}’2-—22 = O,

les entiers 2-adiques X, Y, z ne sont pas tous divishles par 2 dors I'un d'entre
eux est divisible par 2 mais les autres pas. S z = 0 (mod 2), alors

ex? foy?=:+n=0(mod 4),

d ou il résulte que soit ¢ = 1 (mod 4), soit 7= 1 (mod 4). Si maintenant
z == 0 (mod 2), aorsexz+ ny* = 1 (mod 4) et puisgue I’un des nombres x
ouy est divisible par 2, alors I'autre ne I’ est pas. Nous obtenons alors de
nouveal que I'une des congruences

e=1(mod4), =n=1(mod4) ®)
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est réalisée. Réciproquement, supposons par exemple que e= 1 (mod 4).
Alors la congruence ex? + ny? — z? = 0 (mod 8) est réalisée pour x = 1,
y=0,z=1sic=1(mod8)etpourx =1,y =2,z= 1sie =5 (mod 8);
celasignifie que laforme ex® + ny? — z* représente zéro.

Apres avoir terminé la vérification du tableau, on a en méme temps,
démontré le théoreme 6.

Du théoreme 6 réslte que pour un nombre p-adique & s O qui n'et pas
un carré, le groupe quotient Q,/H, est un groupe cyclique d ordre 2.
On peut donc éablir un isomorphisme de ce groupe avec le groupe { 1, — 1}
des racines d ordre 2 de 1. Cet isomorphisme entre Q;/H, et { 1, — 1}
associe au sous-groupe H, le nombre + 1 et ala classe résiduelle pH, dis-
tincte de H, le nombre — 1. Il convient d’ examiner cet homomorphisme
du groupe Q;," dans le groupe { + 1, — 1}, de noyaux H,.

DEFINITION. -~ Pour des nombres p-adiques a # 0 et 8 # 0, définissons le
symbole («, 8) comme égal a + 1 ou — 1 suivant que la forme ax? + gy — 22
représente ou non zéro dans le corps Q,. Le symbole (a, ) s’appelle symbole
de Hilbert.

De cette définition résulte immédiatement que s a est un carré, aors
(a, p) = 1 pour tout . Si maintenant « ¢ Q,*, alors (a, g) = 1 s et seule-
ment s 8 € H,. On en déduit facilement que pour tout a # O, I'applica
tion B > (a, #) et un homomorphisme du groupe Q, dans le groupe { 1, — 1}
de noyau H, En daires termes on a la formule

(tl, Blﬁﬂ) = (a’ ‘31) (CX,, BS)' (9)

De plus, lavaeur du symbole (a, B) dépend de la résolubilité de I’ équa
tion (5) qui dépend symétriquement de a et §; par suite

(@ 8) =6, o) (10)
dou, daprées (9),
(%, B) = (o1, B) (o B)- an
Remarquons encore que
(0, —a) =1 (12)

pour tout a € Q; (puisque I’ équation ax* — ay* — 22 = 0 admet | solu-
tionx =y =1, z=0), dou, daprés (9),

(a, a) = (a, - l) (13)
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D’ aprés les formules (9) & (13), le calcul du symbole («, ) dans le cas
généra se rameéne au calcul des valeurs (p, » et (E, 1), - €t v étant des unités
p-adiques. En effet, S a = pke,B- plv, dors

(p*e, p') = (p, p)H(e, P (P, W*(s, m) = (p, & (— D¥)(e, 7).

Effectuons le calcul des valeurs (p, ) et (E, 7). S p # 2, dors, d' apresle
théoreme 3, 1a forme px? 4- ey? — z* représente zéro s et seulement s
ey? — 22 représente zéro, i. . S I'unité € est un carré. Ainsi (p, o = OE
pour p # 2 (voir 1)). De plus, d aprés le corollaire 2 du théoréme 3, la

forme ex? + ny* — z® représente toujours zé&ro et cela sgnifie que ¢ ) = + 1
pour tout couple E, 5 d unités p-adiques (p # 2).

Dans le cas p = 2, les vdeurs des symboles (2, =) et (g, ) pour des unités
2-adiques ¢ e y ont dga é&é virtuelement déterminées dans la démonsiration
du théoreme 6. En effet, d’apres (7) (pour « = 1), laforme 2x2 + ny* — z*
représente zéro s et seulement s » =+ 1 (mod 8). Par suite,

-1

@n==Dns*.

De plus, nous avons vu que la forme ex* — »y* — 22 représente z&o s et
seulement si une des congruences (8) est réalisée. Par suite,

n-1

1,
(e - 1)F 2

Formulons le résultat obtenu.

THEOREME 7. — Les valeurs des symboles de Hilbert (p, - et (E, ) pour
des unités p-adiques ¢ et 7 sont définies par les formules

4
(7, ¢) = (;,), (=1 pour p # 2;
£ a1
2

29=(D7, @n=(CDFT pur p=2

4) Equivalence des formes binaires

Le symbole de Hilbert permet d’ écrire sous forme évidente la condition
d’équivalence de deux formes quadratiques binaires dans le corps Q,,.
Soient f (x, y) et g(x, y) deux formes quadratiques binaires non singulieres
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a coefficients dans Q, et soient S(f) et 6(g) leurs déterminants. Pour que
les deux formes f et g soient équivaentes, il est nécessaire que 6(f) et 6(q)
différent par un facteur multiplicatif appartenant a Q;* (théoréme 1, § 1 de
I’ appendice). Pour formuler une condition nécessaire et suffisante d' équi-
vaence, édblisons le théoréme suivant.

THEOREME 8. == Pour tout nombre p-adique a # 0 représentable par une
forme binaire f de déterminant 3 # 0, la valeur du symbole de Hilbert (a, — 9)
est la méme.

DEMONSTRATION. = SOiENt @ €t a’ deux nombres p-adiques non nuls repré-
sentables par la forme f. D'gores le théoreme 2, § 1 de I'appendice la forme f
est équivalente & une forme £, du type «x*® + By2. Puisque a’ est également
représentable par la forme £, alors

a =axy+ By, dOU ax’ ~— afy; — (ax,)’ = 0.
Cette derniere équation exprime que la forme aa’x? — «8y? ~ 22 représente
z&0 et par suite (xa’, — af) = 1. Mais « differe de § par un carré ; c'est
pourquoi nous avons aussi (ax’, — 8) = — 1 et cela entraine, d aprés la
propriété (11), (a, = 8) = (a’, ~ 3); ainsi, notre théoréme est démontré.
D'aprés le théoréme 8, nous pouvons introduire pour toute forme binairef
un nouvel invariant

e(f) = (& — 8(f))
ol a et un nombre p-adique différent de zéo représentable par la forme f.

THEOREME 9. — Pour que deux formes quadratiques binaires non singu-

lieres f et g sur Q,, soient équivalentes, il faut et il suffit que les conditions
ci-dessous soient réalisées :

D 3(F) = 32y,  veQy;
2) e(f) = e(g)
DEMONSTRATION. == La nécessité de ces deux conditions est tvidente.

Pour démontrer la suffisance montrons que, si les conditions du théoréme
ont remplies, les formes f e g représentent les mémes nombres p-adiques.

Soity e Q;,“ un nombre représentable par laforme g. Supposant laforme f
du type «x? -+ 8y%, nous aurons
(@ — af) = e(f) = e(g) = (v, — 3(g) = (v, — «f),
d’oh
(yot, = of) = L.
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D'gres la déinition du symbole de Hilbet, cda sgnifie que I'équation
Ya—lx‘a —_— oc[iy’ —_ 2z = O
est résoluble avec x, y, z différents de zéro. Mais dors

o

i. e laforme f représente y. L’ équivalence de f et g résulte alors du théo-
reme 11,§ 1 de I'gopendice.

5) Remarques sur les formes de degré plus grand

Le théoréme 5 traduit un phénomene que I'on rencontre souvent en théorie
des nombres : « tout se passe bien » S le nombre de variables est assez grand.
Dans notre cas, « bien » signifie que la forme quadratique représente zéro
dans le corps Q, et « suffisamment grand » que le nombre de variables
est = 5. |l serait trés intéressant de continuer cette étude pour des formes
de degré plus grand sur le corps des nombres p-adicques.

Le résultat exact est le suivant. Pour tout nombre naturel r, il existe un
nombre N(r) tel que toute forme de degré r sur le corps des nombresp-adiques
dont le nombre de varidbles et > N(r) représente zéro. L'existence d'un tel
nombre N(r) et loin d'ére évidente a priori. Nous avons examiné ci-dessus
le cas r = 2; les exemples de formes de degré supérieur que I’ on peut exa
miner rendent trés probable que N() = r2, i. e on a la conjecture suivante :

Toute forme de degré r a coefficients p-adiques et dont le nombre de variables
est plus grand que r? représente zéro (*).

On conndlt trés peu de résultats généraux en direction de cette conjecture.
Brauer a démontré la finitude du nombre N(r) mais |’ estimation obtenue a
partir de sa démonstration est bien supérieure a r* (R. Brauer, A note on
systems of homogeneous agebraic equations. Bull. Amer. Math. Soc.,
1945, 51, 749-755). Pour r = 2, la vérification de la conjecture repose sur le
théoréme 5. Pour r = 3, la conjecture a é&é démontrte par V. B. Demianov
et D. J. Lewis: ils ont démontré que toute forme cubique sur le corps des
nombres p-adiques dont le nombre de variable est > 10 représente zéro
(V. B. Demianov, Sur les formes cubiques dans les corps métriques. Dokl,
Akad. Nauk URSS, 1950, 74, n° 5,889-891; D. J Lewis Cubic homogeneous
polynomids over p-adic number fidds Ann. Math, 1952, 56, n° 3, 473-478).

(* On st mantenant, gréce 4 un exemple congruit G. Tejanian, que
cette conjecture est fausse ; cf. C. R Acad, Sci, Pais 1966. Toutefois, J. Ax
e S. Kochen ont prouvé que, pour un degré) r donne, ele est vraie pour toutes
les vadeurs de p sauf un nombre fini (dépendant de r) ; cf. Amer. J. of Math,
1965 (note communiquée par M. J. P. Serre).
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En outre, Lang a démontré que si la conjecture est vraie pour tout r, on a
également le résultat plus fort suivant :

Le systeme d'équations
Fl(xls s xm)—_—o

. (14)
Fk(xl, PP xm) - 0

dans lequd F, . . ., F, sont desformesdedegrésr,. . ., rx acoefficients
p-adiques a une solution non nulle s le nombre m de varidbles est plus grand
queri+...+ ry (S Lang, On quas dgebraic closure Ann. Math, 1952,
55, n° 2, 373-390).

Dans le cas de deux formes quadratiques, pour m > 9, la résolubilité
du systeme (14) a été démontrée par V. B. Demianof (une démonstration
smple du résultat de Demianov et contenue dans : B. J. Birch, D. J. Lewis
et T. G. Murphy, Simultaneous quadratic forms. Amer. J. Math., 1962, 84,
n° 1, 110-115).

Il est enfin facile de montrer que la valeur hypothétique N(r) = r2 est une
borne inférieure, i. e. pour tout ril existe des formes de degréra r2 varia
bles ne représentant pas zéro dans le corps des nombres p-adiques. Congirui-
sons un exemple d’une telle forme.

Rappel ons dans ce but que, au point 2 § 1 de ce chapitre, on a construit
une forme F(x,, . . . , X,) de degré n et an variables telle que la congruence

F(x,, ..., X,) =0 (mod p)
n'ait que la seule solution :
X =0 (mod p), . . ., x, =0 (mod p). (15)
Posons
(i)(xl,. coa X)) = FOo, LX) + pPF(Xsy, .. L, Xan) L
+ P F Xty -, Xu)
et démontrons que la forme @ ne représente pas zéro dans le corps des
nombresp-adiques.  Raisonnons  par  I'absurde, i. e supposons que I'éguaion
D(xy, . .., xy) =0 (16)

at une olution non nulle D'aprés 'homogénéité de @, nous pouvons sup-
poser que toutes les inconnues sont des entiers et que |I’un au moins n’ est
pas divisible par p. Considérant (16) modulo p, on a F(x;, . . ., x,) =0
(mod p) d'ou, d'aprés (15), x, = pxi, - - - , X, = px,. L'égalité (16) prend
maintenant la forme

PECxy, . x) + PPt - o Xe)F o+ PTIF gy s X)) = 0

BOREVITCH 5
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ou encore, aprées smplification par p,

F(xn+1, AN ] xgn) + ... —I—p”‘zF(x,,n,,,+1, FEECYY X,,n) + PR

+ p"F(xy, ..., %) = 0.
Par suite, X145 . .., Xea sONt divisbles par p. Répdant ce rasonnement
n fois nous démontrerions que x;, . . . , X Sont tous divishles par p ce qui

contredit notre hypothése initide.

EXERCICES

1. Démontrer les propriétés suivantes du symbole de Hilbert :

1) (x,1-a)= +1, a«#l;
2) (@B =(,=u), Y=oB4p#0;
3) (=, BY) = (% B) (x, = o).
2. Soit f=ax}+ ...+ ax: (¢ € QF) une forme quadratique ; I'expression
SN =1L=0]] @
1<i<jsn

s gppelle le symbole de Hasse de la forme f. Démontrer que
cpax? + f) = () (%, — 9),
cox® + B iF) = ¢,(f) (B, = 3)(c, B)
(8 est le déterminant de la forme £ ).
3. Soit f=a,x2 4. .. + ax} une forme & coefficients p-adiques représentant

un nombrey s 0 de Q,. Montrer que y peut s écrire sous la forme

y=ubi+ . v el (§EQ),
toutes les sommes « partidles »

Y= 08 L+l A<ksn

éant différentes de z&ro (utiliser les théorémes 5 et 8 du § 1 de I’gppendice).

4. Sous les hypothéses de I’exercice précédent, montrer que la forme T est équi-
vdente & une forme diagonde du type

g=Vi+B+...+ By tleque c(2)=c(N

(on démontrera tout d'abord que par le changement de varigble x = pX — v3Y,
y = vX + paY (ep2 + B2 =y = 0) la forme ax? + By% Sécrit vX2 + afyY?,
d’olt (x, B) = (v, «BY)).

5. Montrer, par récurrence sur le nombre des variables, que les symboles de

Hase de deux formes quadratiques diagonades non singuliéres équivaentes sur
le corps Q, sont égaux (Utiliser e théoreme 4 du § 1 de I'appendice). On peut
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donc maintenant définir le symbole de Hasse pour des formes quadratiques non
snguliéres quelconques (non nécessairement diagondes) @ § la forme f et équi-
valente & une forme quadratique f5, nous poserons ¢,( f) = ¢, fo).

6. Soient f; et f, deux formes quadratiques sur le corps Q,, de déterminants 3,
et 3,, Démontrer que :

i + 1) = (f) ¢(fo) (- 1, = 1) By, By).
7. Soit f une forme quadratigue non singuliére sur le corps Q,, de déermi-
nant § et soit a # 0 un nombre du corps Q,. Montrer que
nt1

el f)(«, (- 1)7'). S n impar,

n
Cp(f)(a, (- 1)25), S n par
8. Démontrer qu'une forme quadratique non singuliere f de trois variables
sur le corps Q,, représente z&ro S et seulement 5 ¢( f) = + L

9. Sait f une forme quadratique non singuliere de quatre variables sur le corps Q,,
de déterminant 8. Montrer que f ne représente pas zéro dans Q, s et saulement
S 8 et un carédans Q, et ¢( f) = = 1.

10. Soit f une forme quedratique non singuliére de n variables sur le corps Q,,
de déerminant 8. Montrer que f représente un nombre p-adique a # 0 S e seule-
ment § I'une des conditions suivantes est remplie :

caf) =

1) n=1et ad est un care dans Q,;

2) n=2¢et ¢ f)=(-a =23;

3) n =3, o3 est un carré dans Q et c(f) =1,
4) n=3 €t «3 Nest pas un caré dans Q,;

5 nz4.

11. Donner des conditions pour qu'une forme quadratique non singuliére sur
le corps Q,, ne représente pas zéro (sauf de maniere trivide) mais représente tous
les autres nombres p-adiques.

12. Dans quels corps de nombres p-adiques la forme 2x% — 5y? + 14z% ne repré-
sente-t-elle pas zéro ?

13. Quels sont les nombres 5-adiques qui sont représentes par la forme 2x2 4-5y2 ?

14. Soient f et f deux formes quadratiques non singuliéres a n variables sur
le corps Q, et & et & leurs dé&erminants. Démontrer que f et f sont équivaentes
S et saulement § ¢ ( ) = ¢,( T ) et 3 = 8«® (a € Qp).

§ 7. — FORMES QUADRATIQUES RATIONNELLES

1) Le théoréme de Minkowski-Hasse

Nous exposerons ici la démongration d'un des plus beaux résultets de
la thtorie des nombres, le théoréme de Minkowski-Hasse.

THEoOREME 1 (Minkowski-Hasse). — Une forme quadrutique a coefficients
rationnels représente zéro dans le corps des nombres rationnels si et seulement
si elle représente zéro dans le corps des nombres rationnels et dans tous les
corps de nombres p-adiques (pour tout nombre premier p).
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La démongration de ce théoreme dépend de maniére essentidle du nom-
bre n de variables de la forme quadratique. Pour n = 1, ¢'est trivial. Pour
n = 2, la démonstration est encore trés simple. Si une forme quadratique
binaire rationnellefde discriminant d # O représente zéro dans le corps des
réels, aors — d > 0 (cf. appendice § 1, théoréme 10); par suite

—d=p’1cl - p_'f’,

ou les p; sont des nombres premiers deux a deux distincts. Si f représente
zéro dans le corps Q,,, dors, puisque — d est un carré dans Q,;, ’expo-
sant k; est pair (i=1,.... ). Maisalors — d est un carré auss dans le
corps Q des nombres rationnels et par suite f représente zéro dans Q.

Pour n > 3, la démondraion du théoréme et beaucoup plus compliquée
Faisons quelques remarques pour commencer.

Nous supposerons que les coefficients de la forme quadratique considérée
sont des entiers rationnels (car S'il N’ en est pas ainsi, nous multiplierons la
forme par le dénominateur commun de ses coefficients). 11 est clair que la
résolubilité de I’ équation (1) dans Q ou dans le corps Q, des nombres
p-adiques est équivalente, d' aprés |I'homogénéité, a sa résolubilité dans
I’anneau Z des entiers rationnels ou dans I anneau Z,, des nombres entiers
p-adiques. La résolubilité de (1) dans le corps des nombres réels est équi-
vdente au fait que f est une forme non définie. Par suite et d'aprés le théo-
réme 2 du § 5, on peut donner au théoréme de Minkowski-Hasse la forme
suivante :

Pour que Péquation (1) soit résoluble dans les nombres entiers rationnels,
il faut et il syffit que la forme f soit non définie et que pour tout entier de la
forme pm, la congruence

f(xb RS X,) =0 (m(xj pm)

ait une solution telle que la valeur de I’'une au moins des inconnues ne soit
pas divisible par p.

D’ aprés le théoréme 5, § 6, toute forme de cing variables ou plus repré-
sente toujours zéo dans le corps des nombres p-adiques. Par suite pour de
telles formes le théoréme de Minkowski-Hase devient

Pour qu'une forme quadratique rationnelle non singuliere de n = 5 variables
représente zéro dans le corps des nombres rationnels, il faut et il suffir quelle
soit non définie.

Aing, il suffit de vérifier les conditions de résolubilité dans les corps de
nombres p-adiques pour n = 3,4. Pour ces valeurs particuliéres, le théo-
réme de Minkowski-Hasse nous donne égadement un critere effectif de réso-
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lubilité de I’ équation (1). En effet, s la formefest réduite & une somme de
carrés, f = Za;x}, p premier impair ne divisant aucun des coefficients a;,
la forme £, pour n = 3, représente toujours zéro dans Q,, d’ aprés le corol-
laire 2 du théoreme 3,§ 6. Par slite, les véifications a effectuer sont reatives
seulement & un nombre fini d’entiers premiers. Pour chacun de ces p, la
question de la représentation de zéro par f dans Q, est résoluble par les
théoremes du paragraphe précédent.

D'aprés le théoreme 6,§ 1 de I'gppendice, le théoréme 1 entrdine le résultat
suivant.

CoraLLARE.  — Pour quune forme quadratique non singuliére a coefficients
rationnels représente un nombre rationnel a, il faut et il suffit quelle représente a
dans le corps des nombres réels et dans tous les corps Q, de nombres p-adiques.

2) Formes de trois variables

Démontrons le théoréme de Minkowski-Hasse dans le cas n = 3. Pour
les formes de 3 variables, le thtoreme 1 a été démontré (sous une autre
forme) pa Legendre. La formulation de Legendre et exposée dans I'exer-
cice 1.

Supposons la forme réduite & une somme de carrés a,x* + a,y® + a,2%.
Dire que la forme et non définie sgnifie que les trois coefficients a, a, a, ne
ont pas de méme signe Multipliant la forme par — 1 § cela et nécessaire,
nous sommes ramenés au cas ol deux coefficients sont positifs et le troi-
déme négatif. Nous pouvons d'autre part supposer que les nombres a, @, s
sont entiers, non divisibles par des carrés et premiers dans leur ensemble.
De plus, s par exemple a, et a, ont un facteur premier commun p, multi-
pliant laformule par p et prenant px et py comme nouvelles variables, on

obtient une forme a coefficients %, %?, pas. Répéant plusieurs fois cette

opération, notre forme devient une forme du type
ax? + by — cz? )
dans laguelle a, b, ¢ sont premiers deux a deux (et sans carrés).

Soit p un diviseur premier impair du nombre c. Puisque, par hypothése,
la forme 2 représente zéro dans Q,, dors, d aprés le théoréme 3 du § 6 et
le corollaire 1 de ce théoréme, la congruence

ax®+ by? =0 (mod p)

a une solution non triviale (disons (X,, y,)). Mais dors, la forme ax? + by?
et décomposable en facteurs modulo p

ax" + by* = ays " (xyo + yxo)(xyo — yxo) (mod p).
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Ceci est auss vra pour la forme (2), i. e on a une congruence du type
ax? 4 by? — ¢z? = L0(x, Y, 2) M®(x, Y, 2) (mod p) €)

dans laguelle L(» et M® sont des formes linéaires a coefficients entiers.
On a des congruences analogues pour les diviseurs premiers impairs p des
coefficients a et b et aussi pour p = 2, puisgue

ax® + byt — ¢z* = (ax + by — ¢z)? (mod 2).
Prenons maintenant des formes lintaires L(x, Y, ) et M(x, Y, 2) telles que
L(x, y, z) = L'(x, y, 2) (mod p)
M(x, y, 2) = M®P)(x, y, 7) (mod p)

pour tous les diviseurs premiers p de I'un des coefficients a, b, c. Les
congruences (3) montrent alors que

ax®*+ byt —cz?=L(x, Y, Z) M(x, Y, z) (mod abc). 4

Imposons aux variables x, y, z de prendre des vaeurs entiéres satisfaisant
aux conditions

0<x<\/17c', O<y<\/a—c, O<z<\/a7). ©)
Si nous excluons de cette étude lecasa= b = ¢ = 1 (pour laforme
x2 + y2 — 22,

le théoréme et évident : elle représente z&ro dans tout corps), dors puisgue

a, b, ¢ sont premiers deux & deux, les nombres 4/bc, 4/ac et 4/ab ne sont
pas tous entiers. |l en résulte facilement que le nombre des triplets (x, vy, 2)
satisfaisant aux conditions (5) est strictement supérieur a

Vab.A/bc.A/ac = abc.

Considérons les valeurs prises par la forme linéaire L(x, y, z) pour ces
valeurs des variables. Puisgue le nombre des triplets (X, v, z) véifiant (5)
et supérieur au nombre des résidus modulo abc, dors il existe deux triplets
distincts (x;, yy, z,) €t (x,, ys, 22) t€ls que |’ on ait la congruence

L(x1, »1, 2) = L(xs, 2, z.) (mod abc).
Il résulte alors de la linéarité de laforme L que
L(xo, yO’ Zo) = O (nm abC)

pour Xo = X3 — Xz Yo = Y1~ Y, 20 = I3 — Za.




CONGRUENCES 71
De la congruence (4) résulte dors

ax, + bys = cze =0 (mod abc). (6)

Puisque les conditions (5) sont réalisées pour les triplets (x;, yy, z1) € (xa, Y2y 22)
aors

| %0 | <4/,  |w|<Aac, |z|<+/ab,
et par suite
— abc < ax; + by, — cz5 < 2abc. (7)

L’inégalité (7) est compatible avec la congruence (6) seulement s

axy + bys —~cz3 = 0 ®
ou bien
axy + by; — czy = abc. ©)

Dans le premier cas nous obtenons une représentation non triviale de zé&ro
par la forme (2); c'est ce qu'il falait éablir. Dans le deuxiéme cas, nous
arriverons au méme résultat gréce au lemme suivant.

Lemme 1. — Si la forme (2) représente abc, alors elle représente aussi zéro.
Soient xo, yo, 2, Satisfaisant a I’ égaité (9). Il est dors facile de voir que

a(xyzo + bYo)’ + b(yeze — axo)’ — clz; + ab)® = 0. 10)

S 72 = ab # 0, dors cette égalité démontre le lemme. Si maintenant
— ab = 73, dors laforme ax* + by? représente zéro (cf. appendice, § 1,
théoréme 10). Mais alors la forme (2) représente aussi z&ro et par suite le
lemme est encore véifié dans cc ces.

La démonstration du lemme 1 est trés courte, mais €lle repose sur un
cacul qui utilise I'identité (10). Donnons une autre démonstration plus
générde S be et un caré dors la forme by* — cz® e avec dle la forme (2)
représente z&ro. Supposons que bc n'est pas un carré. Dans ce cas, la repré-
sentabilité de zéro par la forme (2) est équivalente au fait que ac est la
norme dun dément du corps Q(4/Bc). En effet, I'égalité (8) (dans laquelle
on peut supposer x, # 0) entraine

czo\* Vo\® €Zy |, o /1.
o= () —oe() = (S +Eivoe)

0

Réciproguement, si ac = N(U + v4/be), aors

ac® + b(cv)? — cut = 0.
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Supposons maintenant que I’ égalité (9) soit satisfaite. En la multipliant
par ¢, ele prend la forme

ac(xy — bc) = (cz0)" — bey;

ou bien
acN(x) = N(B),
avec
a =X+ 4/be, 8= czo + yoV/be.
Mais

ac= NG, y=]eR(be)

et cela, comme nous I’ avons vu, signifie aussi que laforme (2) représente
zéo dans Q.

Attirons I attention sur le fait suivant. Dans la démonstration ci-dessus
du théoréme 1 pour trois varidbles nous n'avons utilisé nulle pat la résolu-
bilité de I'égquation (2) dans le corps des nombres 2-adiques. Par suite,
larésolubilité de I équation (2) dans le corps des nombres réels et dans les
corps Q, pour tout p impair entraine sa résolubilité auss dans le corps Q,.
On a une propriéé andogue pour tout corps Q, : S une forme quadratique
rationnelle de trois variables représente zéro dans le corps des réds et dans
tous les corps Q, sauf peut-&re dans le corps Q,, dors elle représente zéro
auss dans le corps Q, (et par suite, d' aprés le théoréme, dans le corps Q
des nombres rationnels). Essayons d’ expliquer ce fait. Considérons pour
celales conditions de représentation de zéro par laforme

ax® + by* — z* (11)
dans les corps Q, et dans le corps des nombres rationnels (ici a et b sont des
nombres rationnds non nuls); il est car que toute forme quadratique ration-
nelle non snguliére de trois varidbles peut &re écrite sous la forme (11) par
changement linéaire de varidbles e multiplication par un nombre raionnd.
D’aprés le point 3) du § 6, la condition de représentabilité de zéro par la
forme (11) dans le corps des nombres p-adiques peut Sécrire

5

ou (%b>ﬂ le symbole de Hilbert dans le corps Q,. Nous adoptons ici

cette notation pour le symbole de Hilbert (a, b) dans le corps Q, pour
préciser le corps dans lequel nous e considérons, car nous serons amenés
a conddérer smultanément des symboles de Hilbet pour pluseurs vaeurs
de p.

Dans le corps des nombres réds, la forme (11) représente z&0 § & seule
ment s au moins un des nombres a, b est positif. Pour écrire cette condi-
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tion sous la méme forme que (12), étendons les résultats du $6.3 au corps
des nombres réels. Utilisons le fait que les corps p-adiques Q, et le corps
des nombres réels sont tous les complétés du corps Q des hombres ration-
nels. Ains les corps Q,, correspondent biunivoquement aux nombres pre-
miers p. Désirant englober dans cette correspondance le corps des nombres
réds, on utilise souvent le symbole oo appeé nombre premier doigné a I'infini
et on dit que le corps des nombres réels est le complété du corps Q qui

correspond au nombre premier co @oigné al’infini. Les nombres premiers
usuds didincts du symbole oo introduit Sappelent dors nombres premiers
finis. Par analogie avec la notation Q,, le corps des nombres réels sera
désignéici par Q «.

Pour tout « du groupe multiplicatif de Q, considérons la forme

X% = ayt 13
et désignons par H, I’ ensemble des nombres g ¢ Q% représentés par cette
fome S ¢ >0,i. e « € Q¥, dors la forme (13) représente tous les nombres
réds et par suite H, = Q%. S maintenant « < 0, i. €. « n’est pas un carré,
la forme (13) représente seulement les nombres postifs e par suite, comme
dans le théoréme 6, § 6, nous avons :

(QL:H)=2 (14)

Il en résulte que si pour a, B € Q% on pose («, 8) = + 1 suivant que la
forme (13) représente ou non le nombre &, alors le symbole (a, £) possede
les propriétés (9) a (13) du § 6.

Le théoréme 7, § 6 qui permet le calcul du symbole de Hilbert dans le
corps Q, se réduit ici a

@ B= -+ 1 d a >0 ou § >0

@ap=—1 S a<0 e <O (15

Pour des nombres rationnels a, b nous désignerons pa(a’—(g) la valeur
du symbole (g, b) dans le corps Q..

En utilisant le symbole(gi), nous pouvons mantenant énoncer le théo-
reme 1 pour les formes de 5"0 varidbles sous la forme suivante :

La forme ax? 4- by? — 22, a, b étant des rationnels différents de zéro, repré-
sente zéro dans le corps des nombres rationnels si et seulement si, pour tout P

(y compris p = o) I'égalité
(“_”) —1 (16)

P
est satisfaite
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Pour tous les rationnels a et b différents de zéro, le symbale (a—;)—l—))est diffé-

rent de + 1 seulement pour un nombre fini de valeurs de p. En effet, s
p # 2, et s p nefigure pas dans la décomposition de a et b (cela signifie
que a & b sont des unités p-adiques), dors, d'apres le cordllare 2 du théo
reme 3, § 6, la forme (11) représente zéo dans Q, e, par uite, pour toutes
a’pb) = 1. Par ailleurs, les valeurs du symbole (a;’b)
pour a, b fixés satisfont a d'autres conditions. Aind, le nombre des vaeursp

(y compris p = oo) pour lesquels (a—;,é) = — 1 est toujours pair. On peut

ces valeurs de p, (

aussi exprimer ce résultat sous la forme suivante :

a, b
1:[( > )_ 1 a17)
ou p parcourt tous les nombres premiers et le symbole o0, En effet, le pro-
duit formel infini ci-dessus contient seulement un nombre fini de facteurs
différents de + 1 et le fait que ce produit et égd a 1 est équivdent a la paité
du nombre des p tels que(a’Tb)z -

Démontrons (17). Représentant a et b comme produit de puissances de
nombres premiers et utilisant les formules (9) & (13) du § 6 (égdement véri-
fiées pour p = co), il est facile de demontrer la formule (17) dans les cas
particuliers suivants :

1) a=-1, b=-1
2) a=gq b=-1 (g premier);
3) a=gq, b=gq (q €t g’ premiers, q#q’).

D’ aprés le théoréme 7, § 6 et les formules (15), nous obtenons

(57 - () v

4
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Les nombres premiers ¢ et g’ dans ces formules sont impairs et distincts
e cda démontre la formule (17).

Remarquons que, dans cette démonstration, nous avons utilisé la loi
de réciprocité quadratique de Gauss. Il est facile de voair, d’autre part, a
I’aide de I’ expression explicite du symbole de Hilbert donnée dans le théo-
réme 7, § 6, que I’ on peut déduire de laformule (17) laloi de réciprocité.
Ains la formule (17) est équivdente a la loi de réciprocité de Gauss

Supposons maintenant que la forme (11) représente zéro dans tous les
corps Q, sauf peut-étre dans le corps Q,. L'égalité (17) et les conditions

(a;Tb) =+ 1 pour tout p # ¢ nous donnent alors que(”})b) = 1. En d’au-
tres termes, on a démontré | affirmation suivante.
Lemme 2. — Si une forme quadratique rationnelle de 3 variables représente

zéro dans tous les corps Q, (p parcourt tous les nombres premiers et Je sym-
bole ) sauf peut-étre dans le corps Q,, elle représente aussi zéro dans le
corps Q..

3) Formes de 4 variables

Nous considérerons les formes

2
aX) + QX5 + A3Xs | daxy (18)

ou les a; sont des entiers ne contenant pas de facteurs au carré. La forme
étant non définie, il est clair que nous pouvons supposer a, >0 et g, < 0.
Nous conddérerons en méme temps que la forme (18) les formes

2 2 — 2 2
0= ax:+ ax, €t h = — ayx; — asxs.

L’'idée de la démonstration du théoréme de Minkowski-Hasse pour les
formes de 4 variables est la suivante.

Utilisant le fait que la forme (18) représente zéro dans les corps Q,,
nous montrerons qu’il existe un entier rationnel a # 0 représentable ssimul-
tanément par les formes g e h dans les raionnds. Cela nous donne immé
diatement une représentation rationnelle de zéro par la forme (18).

Soient pi, . . ., ps les diviseurs premiers impairs didtincts des coefficients a,
a, a, a. Pourtout p égd Aundes p,, . .., ps e pour p = 2 choigssons dans
le corps Q, une représentation de zéro

2 2 2 2
@y 4+ @k + afy + a8 = 0,
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tdle que tous les &; soient différents de zéro (cf. appendice § 1, théoreme 8)
et posons

b, = a,f; + s = — ask; — a s
Il est fecile de voir quon peut choisr les &; tels que b, # 0, it un nombre
entier p-adique non divisble par p* (3 b, = 0, les formes g e A représentent
z&o dans Q, et d'aores le théoreme 5, § 1 de I'appendice, représentent tous
les nombres de Q,). Considérons le systéme des congruences
a = b, (mod 16)
a= b, (mod p})

(19)
= b,, (Mod py)

L'entier rationnel ¢ satisfaisant a ces congruences est dtfini de maniére
unique modulo m = 16p%, ..., p%. Puisque b,, n'est pas divisible par p?,
dorsb,a* est une unité pi-adique et par suite b,a=*= 1 (mod p;). D’ apres
le corollaire 1 du théoreme 1, § 6, le nombre b,a* est un carre dans le
corps Q,,. De la méme maniere, puisque b, n'est pas divisible par 27,
alors b,a1= 1 (mod 8) et par suite (théoréme 2, § 6) b,a~! est un carré
dans Q..
Du fait que b, et a ne différent que par un carré, pour tout p -2, py, ..., Pss

les formes

—ax, Lg & —axy 1 h (20)

représentent zéro dans Q,. S a a été chois > 0, aors, d' apres les condi-
tions a, > 0 et — ¢, > 0, les formes (20) représentent aussi zéro dans le

corps des nombres réels. Si maintenant p # 2, py,..., p, €t ne figure pas

dansg,i. e s pimpair ne divise pas les coefficients des formes (20), alors
ces formes représentent z&o dans Q, d'gurés le cordllare 2 du théoreme 3,
§ 6. Supposons que le nombre ¢ contient un seul facteur premier ¢ différent
des nombres p,, . .., p, (on montrera ci-dessous que I’on peut toujours
choisir g ainsi); nous pouvons aors appliquer le lemme 2 aux formes (20)
et conclure (d’ apres le théoréme de Minkowski-Hasse pour les formes de
3 vaiadles) que les formes (20) représentent zéro dans le corps des nombres
rationnels. Mais dors, nous obtiendrons pourlenombre @ les représentations

2 2 2 2
a = a,c; - a,c,, a = — Q3C; — A,Cy,

les ¢; étant rationnels, d’ ol

a,ci + ac; - asC: + aycs =0

e le théoréme est démontré
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Montrons que I'on peut toujours trouver a > 0 sdtisfasant aux congruen-
ces (19) e possidant la propriété remarquable utilisée ci-dessus. Nous appli-
querons le théoreme de Dirichlet sur les nombres premiers dans une pro-
gresson arithmétique (ce théoréme sera démontré dans le chapitre V, § 3-2)).
Ce théoreme dfirme que s la rason e le premier terme d'une progression
aithmétique infinie sont premiers entre eux, aors cette progresson contient
une infinité de nombres premiers. Soit & > 0 une des vaeurs de a satisfaisant
aux congruences (19). Désignons par d le plus grand diviseur commun

%*

de a* et m, Puisque% et rg sont premiers entre eux, il existe, d'aprées le
*

théoréme de Dirichlet, un nombre k = 0 tel que-a(—I + k’Z = g Soit premier.

Nous prendrons alors pour a le nombre
a=a" 4+ km=dq.

Puisgue d contient certains des nombres premiers 2, p,, ..., ps dors ce
choix de a permet de terminer la démonstration du théoréme 1 pour les
formes de 4 vaiables.

4) Les formes de g variables et plus

Soit une forme quedratique rationnele non définie de 5 varigbles réduite
a une somme de carrés

@X] + GoXs + GoX3 + GuXs + G5 1)

ou tous les a; sont entiers et sans carrés. Nous pouvons supposer @ > 0
et a; < 0. Posons

2 2 — 2 2 2
g = ayx; + axX» h= A3Xg = Xy — A5X5.

En raisonnant comme dans le cas n = 4, nous déterminerons au moyen du
théoréme de Dirichlet un nombre entier rationnel a > 0 représentable
par g et h dans le corps des nombres réels et dans tous les corps Q, sauf
peut-étre dans le corps Q,, ¢ é&ant un nombre premier impair ne figurant
pas dans les coefficients a;, Mais dors g et h représentent a auss dans le
corps Q,, Pour la forme g, cela s établit de méme que plus haut a I'aide
du lemme 2. Pour laforme h, elle représente zéro dans Q, (corollaire 2 du
théoreme 3, § 6) e par slite représente tous les nombres g-adiques (cf. appen

dice, § 1, théoréme 5). D’ aprés le corollaire du théoréme de Minkowski-
Hasse (cf. fin de 1), qui a é&é dé§a é&é démontré pour 3 e 4 vaiadles, nous

obtenons que les formes g et h représentent a également dans le corps des
nombres rationnels, d’ou, comme ci-dessus, résulte facilement que la
forme (21) représente rationnellement zéro.
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Pour démontrer le théoréme 1 dans le cas n > 5, il suffit de remarquer
que toute forme quadratique rationnelle non définie fréduite a une somme
de cares peut se représenter sous la forme f = fy 4+ f;, ol f, et une forme
non définie de 5 variables. D’ apres ce qui précéde la forme f, €t par suite
la formefreprésentent zéro dans le corps des nombres rationnels. Le théo-
réeme de Minkowski-Hasse est complé&tement démontré.

5) Equivalence rationnelle

Le théoréme de Minkowski-Hasse permet de résoudre I'importante ques-
tion de I'équivdence des formes quadratiques rationneles.

THEOREME 2.— Pour que deux formes quadratiques non singulieres a coeffi-
cients rationnels soient équivalentes sur le corps des nombres rationnels, il
faut et il suffit quelles soient équivalentes sur le corps des nombres réels et
sur tous les corps Q, de nombres p-adiques.

DEMONSTRATION. -~ La nécessité est triviale. La suffisance se démontre
par récurrence sur le nombre n de variables. Soit » = 1. L’équivalence

des formes ax® et bx® sur un corps sgnifie que g est un caré dans ce corps.

. . a , £
Maiss b est un carré dans le corps des nombres réels et dans tous les

, a . .
corps Q,, alors, comme nous I’ avons vu dans 1), -b&st également un carré

dans le corps Q des nombres rationnels. Ains le théoréme 2 est démontré
pour n= 1.

Soit maintenant n> 1. Choisissons un nombre rationnel a # O représen-
table par la formef(sur le corps Q). Puisque des formes équivaentes repré
sentent les mémes nombres, dors la forme g représente a dans le corps des
nombres réels et dans tous les corps Q,. Mais aors, d' apres le corollaire
du théoréme de Minkowski-Hasse, la forme ¢ représente égdement a dans
le corps Q. En utilisant le théoréme 2, § 1 de |’ appendice, nous concluons
dorsque f ~ ax® 4 fi,9 ~ ax*+ g;, OU f; et g, sont des formes quadra-
tiques de (n — 1) variables sur le corps Q (le signe ~ dgnifie ici équiva
lence sur Q). De I'équivalence des formes ax? + f; et ax® + g, dans le corps
des nombres réels et dans les corps Q,, il résulte que les formes f, et g,
sont également équivalentes dans tous ces corps (cf. appendice § 1, théo-
reme 4). Pa hypothése de récurrence® et g; sont équivalentes sur le corps Q
des nombres rationnels. Mais alors f et g sont auss équivalentes sur Q et
le théoréme 2 et démontré.
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Comme exemple, étudions la question de I’ équivalence des formes qua-
dratiques binaires. Le discriminant d(f) d’ une forme rationnelle non singu-
lire Sécrit de maniére unique

d(f) = d(f)c*

oh dy(f) est un nombre entier sans carrés. D’ aprés le théoreme 1, § 1 de
I’appendice, par le passage a une forme équivalente, la valeur dy(f) ne
change pas et cela signifie que ¢’est un invariant de la classe des formes
rationnellement  équivalentes.

Soit a un nombre rationnel quelconque non nul représentable par une
forme binaire non singuliére f. Pour tout nombre premier p (y compris
p = o0), POSONS
a, — d(f)) ‘

o) = (2=

D’ apres le théoréme 8, § 6 (qui est aussi vrai, ¢’ est évident, pour le corps
des nombres réels Q,), la valeur e,(f) ne dépend pas du choix de a Par
slite, cest égdement un invariant de la forme T pour I'équivdence ration
nelle des formes. Réunissant le théoréme 2 au théoréme 9 du § 6 (vra auss
pour le corps Q,), nous obtenons le critére suivant d équivalence ration-
nelle des formes quadratiques binaires.

THEOREME 3. — Deux formes quadratiques binaires f et g sont rationnelle-
ment équivalentes si et seulement si

a(f) = d(g),  e(f) = efg)  pour tout p.

Remarquons que s I’ équivalence des formes est définie par le systéme
infini des invaiants e(f), le nombre de ces invaiants et en fat fini puisque
e,(f) # + 1 seulement pour un nombre fini d entiers p.

6) Remarques sur les formes de degré supérieur

On se propose ici d'éudier une extension éventuelle du théoréme de
Minkowski-Hasse 4 des formes d' autres degrés : est-il vrai qu'une forme
rationnelle représente z&o dans le corps des nombres rationnels des quele
représente zé&ro dans le corps réd et dans les corps Q, ? Il et facile de cons-
truire des contre-exemples. Par exemple, 9 q, /, g, /' sont des nombres pre-

miers distincts tels que ((—i) = -1, (é—,)= — 1 etsilaforme x2 + gqy* — I22

représente zéro dans le corps des nombres 2-adiques, alors la forme de
degré 4
(x*+ g = I20) (x* + qg'y* — I'2%) (22)
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représentera z&ro dans tous les corps Q, e dans le corps des nombres réds,
mas ne représentera pas zéro dans le corps des nombres rationnels. En efet,
dans le corps Q., le premier facteur représente zéro par hypothese. Si p
impair est différent de ¢ et /, dors le premier facteur représente zé&o dans le
corps Q, d'aprés le corollaire 2 du théoreme 3, § 6. Dans ces corps Q,
et Qy, le deuxiéme facteur représente ztro pour la méme raison. Pourtant,
aucun de ces facteurs ne représente z&o dans R puisque le premier facteur

ne représente pas zé&ro dans R, et la deuxiéme dans R, (puisque (é): -1
et (é—) = — 1). Comme exemple numtrique on ala forme

(x% + 3y — 172%) (x* + 5y — 7z%).

Cet exemple peut sembler peu convaincant car la forme (22) et décom-
posée e on pourait croire que c'est ce qui explique ce phénomene. Selmer
a donné un exemple encore plus simple sans ce handicap (E. S. Selmer,
The diophantine equation ax®* + by* + ¢z* = 0. Acta Math., 1951, 85,
n® 3-4, 203-362). Il a montré en particulier que la forme 3x® + 4y3 + 523
représente zéro dans tout corps Q, de nombres p-adiques et dans le corps
des réds mas ne représente pas z&o dans le corps des nombres rationnes.
Le fait que cette forme représente zéro dans tous les corps Q, est facile a
démontrer (exercice 8, § 5). La non-représentabilité de zéro dans le corps
des nombres rationnds et de démongration plus déicate (cf. exercice 23,
§ 7, chap. 3).

L'andogue du théoreme de Minkowski-Hasse pour des formes de degré
supérieur n'est pas vrai méme dans le cas ou le nombre de variables est
grand. Par exemple, la forme

(i v =2y )

pour n = 5 représente zé&o a la fois dans le corps des nombres réds e dans
les corps p-adiques mais ne représente z&o dans le corps des nombres ration-
nels pour aucune valeur de n, On ale méme résultat pour laforme

3+ .+l HAOL+ V) =5 42

qui, €lle, est absolument irréductible.

Dans les exemples ci-dessus, les formes introduites sont de degré pair.
On ne connait pas encore actuellement d’exemples de formes de degré
impair posédant ces propriéés. On a donc émis la conjecture que I'andogue
du théoreme de Minkowski-Hasse et vra pour les formes de degré impair
d’un nombre assez grand de variables. Rappelons le théoréme de Brauer :
les formes d'un nombre suffisamment grand de variables représentent zéro
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dans tous les corps de nombres p-adiques (nous avons déa énonce ce théo-
réme au § 6-5)); nous arrivons donc a la conjecture suivante :

Une forme raionnelle de degré impair & d'un nombre suffisamment grand
de variables représente rationnellement zéro.

C'est a Artin que I'on doit la forme la plus précise de cette conjecture :
une forme rationnelle de degré r impair 4 » variables représente zéro dans
le corps des nombres rationnels s n > r2,

Les exemples connus jusqu'a présent, de formes de degré pair, infirmant
la conjecture d’Artin sont toutes obtenues par le méme procédé, la substi-
tution d'une forme dans un autre. 1l est possible que la conjecture d’Artin
soit vrae égdement pour les formes de degré pair en excluant les formes de
ce type e les produits de ces formes.

L'unique résultat général vers la conjecture d’Artin est di & Birch
(B. J. Birch, Homogeneous forms of odd degree in a large number of varia
bles. Mathematika, 1957, 4, n° 8, 102-105), qui a démontré qu’ une forme
de degré impair représente zéro dans le corps des nombres rationnels si le
nombre de ses variables est suffisasmment grand par rapport a son degré.
La conjecture d’Artin n’est encore démontrée pour aucune valeur de r
(sauf r = 2). Lecas le plus smple est rdlatif & r = 3 et dfirme qu'une forme
cubique de 10 variables représente zéro dans le corps des nombres raionnels.

EXERCICES

1. Demontrer le théoréme suivant, di & Legendre : S a b, ¢ sont des entiers
rationnels premiers deux & deux, sans carrés et non tous de méme signe, aors
I’équation

ax*+ bhy*+cz2 =0
admet une solution non nulle dans les nombres retionnds § e seulement 9 les
trois congruences ci-dessous sont résolubles :

x? = — bc (mod a);

x* = — ca (mod b);

x* = —gb (mod c).

2. Les formes 3x* + 5y — 7z2 et 3x2 — §y? — 7z% représentent-elles z&o dans
le corps des nombres rationnels ?

3. Quéls sont les nombres premiers rationnels représentés par les formes x? + y*,
x? 4 5p% x? — 5% ?

4. Donner une description de tous les nombres rationnels qui sont représen-
tables par la forme 2x% — 5y

5. Quels sont les nombres rationnels qui sont représentés par la forme

2x? w= Gy? 4 1522 ?

BOREVITCH 6
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6. Soit T une forme quadratique non singuliere sur le corps des nombres ration-
nels, dont le nombre de variables n'est pas égal a 4. Montrer que T représente tous
les nombres rationnels § e seulement § ele représente zéro.

7. Pour quels entiers rationnels & la forme x* + 2y* — az® représente-t-elle zéro
dans le corps des nombres rationnels ?

8. Trouver toutes les solutions rationnelles de I'équation x2 + y* — 222 = 0.
9. On considere les formes

x? —2y% + 528, Xt — p2+ 1022,  3x® - )2 + 30z%;
quelles sont celles qui sont équivaentes entre eles sur le corps des nombres
raionnds ?

10. Supposons que la forme ax® + by? — 22, ol a et b sont des entiers rationnels
sanscaré et | a| > | b |, représente zéro dans tous les corps de nombres p-adiques.
Montrer qu'il existe dors des entiers rationnels a; €t ¢ tels que

aalzca-—b, |a1|<‘a|

(I'égdité gay + b — ¢ = 0 montre que la forme aax® + by? — z* représente zé&ro
rationnelement).

11. Considérant les formes du type ax? + phy? — 2%, ou a et b sont des entiers
sans carres, démontrer le théoreme de Minkowski-Hasse pour trois variables par
récurrence sur le nombre m =max (Jal, | b|) (utiliser I'exercice 10 et I'exercice 3
du § 1 de I'appendice).




CHAPITRE 11

REPRESENTATION
DES NOMBRES RATIONNELS
PAR DES FORMES DECOMPOSABLES

Nous avons étudié dans le chapitre précédent |’ existence et la recherche
des solutions rationnelles des équations. Ce chapitre est consacré a I’ étude
des solutions en nombres entiers. Nous commencerons par |’ étude d’'un
exemple simple.

Consdérons le probleme de la recheche de toutes les solutions en nom-
bres entiers de [I'équation

x* -2yt =1. (1)

Nous nous limiterons aux solutions X > 0, y > 0 (les autres s obtiennent
par changement de signe). L’ équation admet les solutions (3,1) et (5,3).
On peut obtenir a patir de ces deux solutions une infinité d'autres solutions,
en effectuant la remarque suivante : si (x, y) est une solution de I’ équa-
tion (1), alors, comme on le vérifie facilement (3x + 4y, 2x + 3y) est encore
une solution. Partant de la solution (x,, y,) = (3, 1), nous obtenons ainsi
une aiite infinie (x,, vy, de solutions définies par les formules de récurrence

Xnt1 = 3% + 4y,

2
y,,+1= 2x,, + 3y,,. ( )

Patant de la solution (x,, yo) = (5,3) nous obtenons par les mémes formules
une autre site infinie (x,, y,) de solutions. On peut démontrer que ces deux
suites épuisent toutes les solutions (X, y) de I'tquation (1) telles que

x>0, y > 0.

Cette résolution élémentaire de I’ équation (1) repose sur des formules
et des cdculs. Nous pouvons la relier a des notions plus générales et préparer
ains le terrain pour des généralisations ultérieures.

Remarquons que la forme x2 — 2y est irréductible sur le corps Q des
nombres rationnels mais se décompose en facteurs linéaires (x + y\/z)
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(x = y4/2) dans le corps plus grand Q(4/2). Si on utilise la notion de
norme de I’extension Q( 4/2)/Q (voir appendice § 2-2)), I’équation (1)
peut auss s’écrire sous la forme

N() = N(x + y4/2) = 7. &)
On est donc amené & rechercher dans le corps Q(4/2) les nombres
E=x+yV2,

x, y entiers rationnels, dont la norme est égale a 7. Si la norme du nom-
bre :=u+ v\/§ (u, v entiers rationnels) est égae 4 1, dors, d'aprés la
multiplicativité de la norme tous les nombres de la forme Ee» satisfont en
méme temps que & a1’ équation (3). Puisque N(3 + 24/2) = 1, nous pou-
vons prendre : = 3 + 2\/5. Le passage de £ a & correspond au passage
de la solution (x, y) a la solution (3x + 4y, 2 + 3y). Les deux suites infinies
de solutions décrites par les formules récurrentes (2) peuvent dors s’écrire :

%t yV/2= 3+ V2)(3+2v2) 0
X, + ¥/2 = (5 +34/2)(3 + 24/3)" g

La possibilité d obtenir a partir d' une solution de I’ équation (1) une infi-
nité d'autres solutions repose sur I’ existence de nombres ¢ = 4 + v4/2,
u, v entiers, tels que N() = 1. Les nombres de cette forme sont & leur tour
liés, comme nous alons le montrer, & la notion arithmétique fondamentale
de nombre algébrique. Considérons I’ ensemble de tous les nombres de la
forme x -+ y\/f, X, y entiers, cet ensemble forme un anneau que nous
désignerons par D. L’ arithmétique de cet anneau joue un grand réle dans
la suite; en particulier, ses unités, i. e. lesnombres ae D telsquea—te D.
Il est facile de montrer qu’un nombre a est une unité de I’anneau D S et
seulement s N(a) = 4 1. Cela donne une caractérisation trés intéressante
des nombres = € D dont la norme est égde a 1 : ces nombres, réunis a ceux
dont lanorme est égale 4 — 1, condituent toutes les unités de |'anneau D,

Dans ce chapitre, nous considérerons une théorie générale dont |’ équa-
tion (1) conditue un des exemples les plus Smples. Le succes obtenu dans la
résolution de I"équation (1) repose sur le fait que la forme x* — 2y est
irréductible sur le corps des nombres raionnes mas se décompose en fac-
teurs linéaires dans e corps Q(\/i) et par suite cette équation s écrit sous
laforme (3). Nous éudierons plus généralement les formes qui se décom-
posent en produit de formes linéaires dans une extension convenable du
corps des nombres rationnels.




REPRESENTATIO N DES NOMBRES RATIONNELS 85

Bien que notre but ultime soit I’ &ude d’équations dont les coefficients
e les solutions cherchées sont des nombres entiers, il convient de considérer
le cas plus général de formes & coefficients rationnels. Les vaeurs des varia
bles seront par contre toujours supposées entieres.

§ 1. — FORMES DECOMPOSABLES

1) Formes équivalentes sur Z

DEFNITION. ~ Deux formes F(x,, . . . , x,) € GO, - - ., y;) &coefficients
rationnels et de méme degré n sont dites équivalentes sur Z si chacune delles
peut étre transformée en lautre par une transformation linéaire des variables
a coefficients entiers rationnels.

Aing, lesformes x2 + 7y? 4 22 — 6xy — 2xz + 6yz €t 2u* — p? sont €qui-
valentes puisque, par les transformations linéaires,

X =3v

YUy u=—-—x+24:z
_ V=X-Yy-2
z=-u+vVv )

elles sont transformées |’ une de I’ autre. Dans le cas de formes dépendant
du méme nombre de variables, la condition d’ équivalence est qu’ une des
formes s trandforme en l'autre par une trandformation linéaire des vaiables
de marice unimodulaire (i. e une matrice a coefficients entiers dont le déer-
minant est égal & 4 1).

Si lesformes F et G sont équivalentes, alors connaissant toutes les solu-
tions entiéres de F = a, nous obtenons facilement toutes les solutions entiéres
de G = a et vice versa. Aind, pour la recherche des solutions de I'éguation
F = a, on peut remplacer laforme F par une forme équivalente.

LEMME 1. — Toute forme de degré n est équivalente & une forme dans
laquelle une des variables figure au niéme degré avec un coefficient non nul.

DEMONSTRATION. == SOIt F(x,, . . ., X,,) |aforme de degré n. Montrons
gu'il existe des nombres entiersrationnels a,, . . ., a,,, tels que

F(l, [ YR ,am)#o.

Nous procéderons par récurrence sur m. Pour m = 1, la forme F Sécrit Axy
avec A # 0; par suite F(1) # 0. Supposons le lemme démontré pour les
formes de m — 1 variables (m > 2). Ecrivons laformeF :

F=Ggxh+ Gxn'+...+ G,
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oh G0 < k < m) est soit nul, soit une forme de degré k des variables
X1, - .+ Xaeq (NOUS consdérons que les formes de degrés nuls sont des cons
tantes différentes de zéro). Tous les G, ne peuvent pas étre nuls puisgue
F qui est une forme de degré » a au moins un coefficient non nul, Par récur-
rence, il exige des nombres entiers a, . . . , a@,_, t€s que

Gk(ls Q. . .. am—-l) # 0

pour au moins un indice k. Puisgque le polyndme F(1, @, . . . , @p-1, Xm) de
la variable x, n'est pas identiquement nul, prenant pour a un nombre
entier différent de sesracines, on aura F(l, @, . . ., &) # 0.

Effectuons maintenant la transformation linéaire suivante des variables :

X1 =W
X2 - @Y1 + Vs

Xm = @GmY1 + Vm
Laforme F est transformée en la forme

GO oYM =FOnan -+, -, amps+ yu).
Puisque la matrice de notre transformation linéaire est entiére et de déter-
minant égd a 1, les formes F e G sont équivdentes ; d'autre pat, le coeffi-
cient de y est éga a
G(1,0,...,0=F(Q1,a, ..., a
qui est non nul. Ains le lemme 1 est démontré.

2) Structure des formes décomposables

DEFiNniTIoN. — Une forme F(x;, . . ., x,,) & coefficients dans le corps Q
des nombres rationnels est dite décomposable si elle se décompose en facteurs
linéaires dans une extension Q/Q.

Un tel exemple de forme décomposable est laforme
F(x,y) = apx" 4 ayx*y + . . . + a,y",

de deux variables (a, # 0). En effet, s Q est un corps de décomposition du
polyndme F(x, 1) et «y, . . . , &, SESracines, aors on adans Q ladécompo-
Stion

F(x,y) = ay(x — ) . . . (X ~ ozp).
Parmi les formes quadratiques non singuliéres considérées dans le premier
chapitre, les formes d'une ou deux variables sont décomposables (exercice 1).
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Il et évident que, smultanément avec F, toutes les formes équivaentes sont
aussi décomposables.

Dans la définition d'une forme décomposable, on ne précise pas dans quel
corps Q la forme se décompose en facteurs linéaires. Nous montrerons ici
gu’ on peut toujours prendre pour Q une extension finie du corps Q des
nombres rationnels. Cette question est liée de maniére fondamentale a la
théorie des extensions finies des corps. Les principales propriétés utilesici
des extensions finies des corps sont rappelées dans le § 2 de I’ appendice.

DEFINITION. == Les extensions finies du corps des nombres rationnels sont
appelées corps de nombres algébriques et leurs éléments nombres algébriques.

THEorEMe 1. — Toute forme rationnelle décomposable est décomposable
en facteurs linéaires dans un certain corps de nombres algébriques.

DEmMonsTRATION. — D' apres le lemme 1, nous pouvons supposer que la
forme décomposable s écrit

F=(aX . oumXm) . @nX + .+ CmXns), a; €4,

le coefficient de x} éant non nul; ains, les coefficients «;; (1 < i< n) sont
différents de zéro. Par suite, laforme peut s écrire

F = A(x1 + Bigxa ..+ BimXm) . . . (x1 + BmaXe + ...+ @nmxm)a (1)

aveC A =y . . . o, €t By = azy. Le nombre A qui est le coefficient
de x} est rationnel. Pour tout j (2 < j << m), faisons x; — 1 dans la der-
niére décomposition et donnons la valeur 0 a toutes les autres variables
sauf x,. Nous obtenons :

FG0, ..p 1, ., 0) = AQx =+ Byy) +o v (52 + Bry).

Puisque le terme de gauche est un polyndme de degré n a coefficients
rationnels, les @; sont des nombres algéebriques. Désignons par L le sous-
corps du corps Q obtenu a partir de Q par adjonction de tous les B;. L’exten
sion L/Q est finie (cf. appendice § 2-1)), i. €. L est un corps de nombres
algébriques.

Nous nous limiterons dans ce qui suit aux formes décomposables irré-
ductibles sur le corps des nombres rationnels. Précisons la structure des
formes décomposables irréductibles.

Conddérons un corps K quelconque de nombres adgébriques, de degré n,
e un dément primitif 6 du corps K sur Q, i. e td que K = R(0) (cf. appen
dice § 2-3)). Le polynéme minimal ¢(z) du nombre 6 sur le corps Q est de
degré n. Construisons une extension L/K dans laguelle ¢(t) se décompose
en facteurs linéaires :

(P(t) = (t - 9(1)) . (t — 6(")), o —0
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(on peut supposer que L =R(6W, . . . , §®)), Pour tout nombre
a=f(®ek
(f(t) polyndme a coefficients rationnels), posons
a®d = f(6®) e RW) < L.
La norme N(«x) = Nk, q(«) est aors donnée par la formule

N@) = a®Wa® . . . o)

(cf. appendice, § 2-3)).
Soient maintenant gy, . . . ,wm, m nombres non nuls du corps K. Ces nom-
bres définissent la forme
FO o X =] [+ + Xld) @
i=1
Puisque pf = £(6”) (1 < k < m), £i(t) polyndmes & coefficients ration-
nels, les coefficients de la forme (2) sont des fonctions symétriques de
0, ., ., 6™ e par suite sexpriment rationnellement en fonction des
coefficients du polyndme ¢(¢). Ains les coefficients de la forme (2) sont
rationnels. Si nous substituons des nombres rationnels quelcongques aux
vaiadles x,, . . . , x,,, Alors, puisque

X0 4 xu® = oy s+ X,

le produit (2) est la norme du nombre x4+ . . . + xau. (pour I exten-
sion K/Q). Par suite, laforme (2) s écrit

F(x, . .> xm) = N(xl(l'l +...+ xm!‘-m)- 3

Une forme du type (2) n'ex pes toujours irréductible. Aind, § on prend,
dans le corps Q(v/2, v/3), u: = V/2, re = V/3, la forme correspondante
est (2x} — 3x})’. Cependant, on a le théoréme suivant.

THEOREME 2. ~— Si les nombres y,, . . ., p,m engendrent le corps K, i. €.
K=0Q(u,, . ...uwn),alors la forme

F(xl’ Ceey xm) = N(-xl + Xaa + . ..+ xmp'm) (4)

est irréductible (sur le corps des nombres rationnels). Inversement, toute
forme irréductible décomposable est équivalente, a un facteur constant pres,
a une forme du type (4).

DEMONSTRATION.  — SUPPOSONS que

F=G.H,




REPRESENTATION DES NOMBRES RATIONNELS 89

ol les facteurs G e H sont A coefficients rationnels. Puisque dans I'anneau
des polynbmes a m variables, la décomposition en facteurs irréductibles est
unique (a des facteurs condants prés), chacune des formes linéaires

Li= x|+ + . ..+ X

divise soit H soit G. Soit L, = x; + Xpp3 + . . . + Xyt UN diviseur de G,
i e
G= LM,

Remplacons dans cette derniére égdité tous les coefficients par leurs images
dans I'isomorphisme o — «® du corps K = Q(8) sur le corps Q(6®).
Puisgue les coefficients de la forme G sont rationnels, elle est invariante
par cette substitution et nous obtenons I’ égalité

G=LM;;
ans G est divisblepar Lypour i =1, .. .,n(n= (K : Q)).
Remarquons maintenant que |’isomorphisme a—> a® (a& R(uy, - - - » )
est complétement défini par la donnée des images u?, . . ., u¥ des nom-
bres s, . . ., um |l en résulte que les ensembles de nombres

p, el A<i<n

sont distincts (puisque les isomorphismes a -« sont distincts); par suite,
lesformes L,, . . . , L, sont distinctes. Le coefficient de x, est égal a 1 pour
toutes les formes L; et par suite deux quelconques de ces formes ne sont pas
proportionnelles. Utilisant & nouveau |’ unicité de la décomposition, nous
en concluons que G est divisible par leproduit L, . . . L,, i. e. est divisble
par F. Le facteur H est donc une congtante e la premiére patie du théoreme
ed  démontrée.

Démontrons la réciproque. Soit F*(x,, . . . , x,) une forme décomposable
irréductible de degré n. D'aprés le lemme 1, on peut supposer que le coeffi-
cient de x7 est non nul; F* admet aors une décomposition du type (1),
ot les B;; sont des nombres agébriques. Posons By; = w (2 <j < m) et
considéerons le corps K = Q(u,, - - -» ) ; SOt 7 le degré de cette extension.
D’aprésce qui précéde, laforme

F=N(x 4 xata + . 4 Xmit)
est irréductible e, par siuite, un de ses facteurs linéaires

L1=x1+xap-z+ L +xmp'm
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divise auss la forme F*. Par slite, en transformant tous les coefficients de
I’égalité F* = LM, par I'isomorphisme « — o (¢ € K, 1 < i < 1), nous
obtenons la décomposition F* = L;M;. Comme nhous |'avons vu, deux
quelconques des formes L, , . . , L, ne sont pas proportionnelles; aing,
F es divisble par leur produit L, . . . L, = F. Puisque F* est irréductible,
on a donc P = AF, ol A et une condante. Ceci termine la démongtration
du théoréme (on a démontré aussi que r = n).

3) Modules

Il est clair que la résolution en nombres entiers de I’ équation
F(xy, . .., Xxm) = a,
ou F est la forme (3), équivaut a la recherche dans le corps K des nombres 4
delaforme
E=Xa+ oo T Xobim )

X1, ..., X,y entiers rationnels, teds que N(E) = a Cea nous conduit a 1’étude
des nombres de la forme (5).

DErINITION. — Soient K un corps de nombres algébriques et #1, . . . , tm UN
ensemble fini de nombres de K. L’ensemble M de toutes les combinaisons
linéaires

G F oo T Cmfhim

a coefficients c; entiers rationnels (1 < i << m); est appelé un module du

corps K. Les nombres g, . . ., tm SONt appelés des générateurs du module M.
Bien entendu, un méme module M peut &re défini par des sysemes dis
tincts de générateurs. Si w, . . ., @ €St UN systéme de générateurs du
module M, on écriraM = {, . . ., tm }.
Etudions le comportement de la forme (3), s on remplace u,, . . . , tm
par un autre systéme de nombres gy, . . . , pz définissant le méme module M.
Nous avons

n
Pi = Zc'jkwc- a<gj<)
k=1
¢ entiers. Soit
Gy ..., )= Nypr + 0o+ Y00
Puisque

1] m

!
ZJ’;‘PJ = z chkyj) ks

i=1 k=1 j=1
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la forme F est transformée en G par la transformation linéaire

Xp = Zc‘jkpj (1 <k < m)
j=1

Puisque les systemes de générateurs p, €t p; du module M jouent un réle
symétrique, il existe aussi une transformation linéaire a coefficients entiers
des variables transformant G en F. Aing, & des systémes didincts de géné
rateurs du méme module M correspondent des formes équivalentesi. e. a
tout module du corps K correspond une classe de formes décomposables
équivalentes.

Pour tout module M = { @, . . . ,ux ) € « € K, nous désignerons par «M
I’ensemble de tous les produits «&, £ parcourant M. Il est évident que «M
coincide avec I’ ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers
des nombres ap,, . . ., o, i. € aM = {ap, . . ., oy )

DEFINITION. — Deux modules M et M, d'un corps K de nombres algébriques
sont dits semblables si M, = «M pour un certain élément « 5 0 de K.

Des formes correspondant a des modules semblables M et «M différent
entre elles seulement par le facteur constant N(u). C’est pourquoi, Si on
considére les formes & un facteur constant prés, on peut toujours rempla-
cer M par un module semblable; ainsi, on peut supposer qu'un des géné-
rateurs du module, disons p,, et égd & 1. Ce qui précede permet de formuler
ains le probléme de la représentation des nombres par des formes décom-
posables irréductibles. Si 1a forme F est écrite

F(xy, o o0y Xm) = ANCop, -+ - oo Ximftm)

(aprés avoir choisi le corps K), la résolution en nombres entiers de I’ équar
tion F(xy, . . . , x,) = a est équivaente a la recherche dans le module

M={p.1,...,p.m}

de tous les nombres « dont la norme N(U) et égde au nombre rationnd g.

Nous nous occuperons donc dans la suite de la recherche, dans un module
donné, des nombres dont la norme est un nombre donné. Comme nous
'avons vu, ce probléme est équivdent a la recherche dans tout module sem-

blable pM des nombres de norme N(w) %; and on peut remplacer le module
donné par tout module semblable.
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Si le degré d'un corps de nombres agébriques K est égal a n, tout
modue M de K contient au plus n nombres lingairement indépendants (sur

le corps Q).

DEFINITION. — Si le module M d'un corps de nombres algébriques K de
degré n contient n nombres linéairement indépendants (sur le corps des nom-
bres rationnels), il est dit complet et incomplet dans le cas contraire. Les
formes décomposables liées au module M seront simultanément dites complétes
ou incompl étes.

Par exemple, si le nombre entier rationnel d n’est pas un cube, les nom-

bres 1, 4/d, A/d* forment une base du corps Q( v/d) sur Q ; par site, la
forme

N(x + yVd + 2/d) = x* + dp* + d'z* — 3xyz

est compléte. Comme exemple de forme incompléte, on peut prendre

N(x + y\%?) = x* 4 dy?.

Si{l, ..., @} est un module complet du corps K, aorsil est clair
que K =Q(w,, .... ttm). D’ aprés le théoréme 1, il en résulte facilement
gue toute forme compléte est irréductible.

La question de la représentation des nombres par des formes irréductibles
incomplétes est trés compliquée & on ne conndit pas actudlement de théorie
générale satisfaisante. Nous en éudierons un cas particulier dans le cha
pitre 1V,

Le probléme de la représentation des nombres rationnels par des formes
complétes est entiérement résolu et nous I’ é&udierons dans ce chapitre.
Comme nous I’ avons remarqué, ce probléme est équivalent a la recherche
de tous les nombres de norme donnée appartenant a un module donné d'un
corps K de nombres algébriques.

EXERCICES

1. Démontrer qu'une forme quadratique rationnele est décompossble 5
Seulement § son rang est < 2

2. Demontrer que la forme liée @ un module quelconque d'un corps K de nom-
bres agébriques et une puissance d'une forme irréductible.

3. Démontrer que dans le corps Q des nombres rationnels, tout module est
de laforme aZ, avec a € Q (z et I'anneau de tous les nombres entiers rationnels).
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§ 2. -— LES MODULES COMPLETS
ET LEURS ANNEAUX DE STABILISATEURS

1) Base d’'un module

DEFINITION. — Un systéme de générateurs a,, . . ., a,,, d’'un module M est
appelé une base s’il est linéairement indépendant sur I’anneau des nombres
entiers, i. e. si Pégalité

al“l"l‘ ---+aman:O: aiEZ

entraine a; = 0 pour tout i.

Il est évident que s «, . . ., & est une base du module M, alors tout
nombre ae M admet une représentation et une seule du type

az=coy + ...+ Cpdm, cel, D

Montrons pour commencer que tout module admet une base. La démons-
tration ' utilise pas le fait que les éléments du module appartiennent & un
corps de nombres algébriques mais seulement les faits suivants : pour
I'addition, un module e un groupe abdien dont aucun élément n'est d'ordre
fini e dont tout élément Sexprime comme une combinason linéare a coeffi-
cients entiers d'un nombre fini d'déments (exisence d'un syséme de géné-
rateurs). Nous démontrerons donc ce résultat dans le cadre des groupes
abdliens. Nous utiliserons la terminologie suivante. Nous dirons que des
ééments &, . . ., &, d'un groupe abélien M (en notation additive) forment
un systéme de générateurs si tout éément ae M s écrit sous la forme (1);
nous écrirons dorsM = { &y, . . ., %, }. S le systéme a,, . . ., &, satisfait
a la définition donnée ci-dessus, nous dirons que c'est une base du groupe M.

THEOREME 1. — Si un groupe abélien dont aucun élément n’est d’ordrejini
possede un systéme fini de générateurs, alors il posséde une base.

DEMONSTRATION. — Désignons par a,, . . . , a, Un Systéme de générateurs
du groupe M. Remarquons tout d’abord que si nous gjoutons & un de ces
générateurs le produit d'un autre générateur par un nombre entier quel-
conque, le nouveau systeme d’' éléments est encore un systéme de généra-
teurs. En effet, soit par exemple, oy = o, + ka,. Alors, pour tout a e M,
nous avons

a= G+ Ctg + ... g = oy + (¢ — keag + o0 - st

oh tous les coefficients sont entiers;, ains M = { af, &, ..., a, }.
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S les dements «;, . . ., & sont linéairement indépendants, dors c'est une

base de M. Supposons qu'ils soient linéairement dépendants, i. e. il existe
des entiers ¢; non tous nuls tels que :

Gt + Cotty + ...+ Cts = 0. 2

Choisissons parmi les coefficients ¢; non nuls un de ceux dont la valeur
absolue est minimum, disons ¢,. Considérons tout d’ abord le cas ou ¢, ne
divise pas un des autres coefficients, disons ¢, et posons

G=0g9+c, 0<c' < |l

Si nous prenons pour nouveau systéme de générateurs

,
o = “1+qﬂxz,°€z,- cay K

la relation (2) devient

coy +Coy ... F e =0,

avec 0 < ¢ < | ¢l Aind, s des générateurs «,, . . . , a, sont liés par la
reation non trivide (2) dans laquelle un des plus petits coefficients en vaeur
absolue ne divise pas un des autres, il exige un auitre syseéme de genérateurs
liés par une relation non triviale & coefficients entiers pour laquelle le plus
petit coefficient (non nul) en valeur absolue est strictement inférieur (en
vaeur absolue) au coefficient correspondant de la relation (2) initide, Au
bout d'un nombre fini d' opérations nous obtenons un systéme de géné-
rateurs By, . . . , B, tels que

ko + kol + .. + kB =0, (€)

les k; étant des nombres entiers tels que I'un d’eux, soit par exemple k,,
divise tous les autres. Divisant la relation (3) par k, (Cest possble puisque,
pa hypothése, 0 est le seul dément d'ordre fini de M), nous obtenons dors

B+ lzﬁz"l"---“i“lsps:o; (4)
pour des entiers &, . . . , L. Par suite, on peut exclure B, du systéme de géné-
rateurs considéré, i. e M = {8, . . ., Bs }.

On a donc démontré que S un syséme de générateurs de M et linéaire-
ment dépendant, on peut trouver un nouveau syséme de générateurs conte-
nant un élément de moins. Répétant ce raisonnement, nous obtenons fina-
lement un systéme de générateurs linéairement indépendants qui est donc
une base du groupe M.

COROLLAIRE. — Tout module dans un corps K de nombres algébriques
admet une base.
Le nombre m d'ééments d'une base d'un module M et égd, Cest dlar,
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au nombre maximum d’ & éments de M linéairement indépendants (sur Q).
Par suite, ce nombre m et le méme pour toutes les bases e Sappelle le rang
du module M. Le rang du module réduit & 0 est égal a0.

Soient wy, . .., wyet o, . .., o, deux bases d'un module M de rang m.
Il est clair que la matrice C de passage de la premiére base a la seconde
et a coefficients entiers. Par symétrie, la matrice de passage de la deuxiéme
base a la premiére, i. e la matrice C-1, est égdement a coefficients entiers.
Par suite det C = 4 1. Nous obtenons ainsi que la matrice de passage
d'une base d'un module de rang m a une autre base est une matrice vnimo-
dulaire de rang m.

Si le degré du corps K/Q est éga an, le rang de tout module de K ne
dépasse pas n. Il et évident que le rang d'un module est égd an S e saule
ment si ce module est complet. Ainsi, les modules incomplets sont carac-
térisés par le fait que leur rang est strictement plus petit que le degré » du
corps.

Tout systéme de générateurs d’ un module de rang m contient au moins
m édéments. Il en réaulte que pami les formes liées a ce module il existe des
formes am variables maisil n’ existe pas de formes d’ un plus petit nombre
de variables. Les formes complétes de degré n peuvent donc étre définies
comme étant les formes décomposables irréductibles qui ne sont équiva-
lentes & aucune forme de moins de » variables.

THEGREME 2. — Soit M un groupe abélien sans élément dordre fini et possé-
dant un nombre fini de générateurs. Tout sous-groupe N a alors aussi un nombre
fini de générateurs et par suite possede une base. Pour toute base o, . . . , @,
du groupe M (ordonnée de maniere convenable), il existe une base du groupe N
de la forme

M= Cu®y - CrWs+ . . .+ Cpk + . . . + CiyWpy }
N = Copz + . . . + Caplig + L + ComWm
Nk = v Cr Tt Crmom \

o les ¢;; sont des entiers, ¢; >0, k < m.

DEMNSTRATION.  — Nous démontrerons le théoréme par récurrence sur
le rang m du groupe N, i. e sur le nombre d'@éments d'une base. Pour m=0,
le théoréme est trivial. Soit m> 1. SiN est réduit a{ 0 },dorsk=0¢et le
théoréme est démontré. Soit maintenant « € N, « # 0; on a

A=+ ...+ CuOm )

ou un au moins des coefficients ¢; " est pas nul; changeant éventuellement
I’ordre des éléments de la base, nous pouvons supposer ¢, #0. S a1 < 0,
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dors le coefficient de — a relatif a «, est positif. Choisissons dans le groupe N
un élément

M= Cn; + €103 + +. ' + C1:m®p,

dont le coefficient ¢, relatif & o, soit > 0 et le plus petit possible.
Pour tout a € N, le coefficient ¢, es divishle par ¢;;; en effet, s

€ - 4 + C, oKL <c¢y (g entier),

aors|’elément a — g, S écrit

a—gu=cot o+ ...+ Cntm
d'ou ¢’ = 0 d apréslaminimalité dec,,. Considérons maintenant dans M
le sous-groupe M, = { @, . . ., ©n . PUisque I"intersection M, n N est un

sous-groupe du groupe M,, aors, par hypothése de récurrence, il existe
une base de M, n N de laforme

Mg = Coatg + Caatdg + . . . F Cakp + . . . + CamOp
N = Cass + ...+ Cupep -+ ooy F Comom
Nk = CrkWr + . . . T CkmWm

oh les ¢;; sont des entiers, ¢; > 0, k ~ 1 << m~ 1 (pour un ordre conve-

nable des éléments w,, . . . , ®m). Démontrons que N est I’ensemble des
combinaisons linéaires & coefficients entiers des éléments 4, v, . . .,
Soit a un élément quelconque de N. Si on le représente sous la forme (5),

alors, d’ aprés ce qui a été démontré, ¢; = cuuq1, g, ENtier et par suite

a— g = Cawg t ... + Cryd
gopatient a l'intersection My, ~ N. D'apres I'hypothése de récurrence, nous
avons

&= M =%2a + ... + G

g entiers, d'ov a = gm + . . . + g Cela démontre que

N={nl,'ﬂ2;. Y nk}'

Les générateurs ws, . . ., m €tant linéairement indépendants sur Z, comme
il et facile de le voir, forment la base de N cherchée.

La démongtration ci-dessus du théoréme 2 utilise la méthode de Gauss
pour éliminer des inconnues dans les systémes d’ égquations linéaires, avec
des modifications dues au fat que les coefficients n'appartiennent pas a un
corps mas a l'aneau Z des nombres entiers.

CoroLLAIRE. — Tout sous-groupe N d’un module M d’un corps K de
nombres algébriques est encore un module (sous-module du module M).
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2) Anneaux de stabilisateurs

DEFNITION. — Un nombre « d’un corps K de nombres algébriques est appelé
un stabilisateur d’un module complet M du corps K siaM <M, i. €. si pour
tout £ e M le produit £ appartient aussi a M.

L’ ensemble D,, de tous les stabilisateurs du module M est un anneau.
En effet, s «, § € Dy, NOUs avons, pour tout e M :

(@ — B =0af —BEeM

et (@) = a(BE)e M, i.e. a—pe Dyet af € Dy. L’anneau D, est appelé
I’'anneau des stabilisateurs du module complet M. Puisque 1 € Dy, D\, est
un anneau avec unité.

Pour savoir si un nombre donné « € K appartient al’anneau Dy, il n'est
pas nécessare de verifier que le produit «f appatient & M pour tout & € M;

il suffit de vérifier cette propriété pour les édéments d'une base gy, . . ., wa QU
module M. En effet, Sl «p; € M pour tout i — 1, . . ., n, dors pour tout
E=ca+ ... + catn € M, ON aura

aé = Cl(a(-h) +...+ Cn(“i’-n) € M.

Démontrons que I'anneau des stabilisateurs D,, est un module complet
de K. Soit y un nombre non nul de M; puisque «y € M pour tout a e D,,,
dors yD,, © M. L’ensemble yD,, est un groupe pour I’ addition; par suite,
d apreés le corollaire du théoreme 2, vD,, est un module. Mais aors

Dy = ¥ (yDy)

et auss un module 11 rete a montrer que ce module et complet. Soit a un
nombre non nul de K et désignons par ¢ le dénominateur commun de tous
les nombres rationnels a; définis par la décomposition

n

oty = Zaijp.j (I<i<n). (©)

j=1

Puisque les produits ca, sont entiers, alors cap; € M; aingd, cx € Dy,. Soit
mamtenant &, . . . ,a une base du corps K; d'aprés ce qui précede, il exige
desentiers rationnels ¢y, . . . , ¢, tels que les produits ¢y, . . ., ¢, Soient
contenus dans D,. Aing, il exise n nombres linéairement indépendants
dans D,, et par suite D, est un module complet.

DEFINITION. — Un module complet d’un corps K de nombres algébriques
qui est un sous-anneau de K contenant le nombre 1 est appelé un ordre du
corps K.

BOREVITCH 1
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Avec cette définition, les résultats que nous venons d' obtenir peuvent
s’énoncer SOUS la forme suivante

THEOREME 3, -L’anneau des stabilisateurs d’'un module complet d’un corps
de nombres algébriques est un ordre de ce corps.

Laréciprogue est vraie : tout ordre D du corps K est I’ anneau des stabi-
lissteurs d'un certain module complet, par exemple lui-méme (puisque 1 € D,
I'inclusion «D = D est équivaente a a € D). On dira qu'un module
complet M est associé & un ordre D s'il admet cet ordre pour anneau de
stabilisateurs.

Pour un nombre y # 0 de K, la condition « € M équivaut a la condition
a(yE) e YM (ici £ € M); il en résulte que des modules semblables M et YM
ont le méme anneau de Sabilisateurs i. e

Soient g, . . ., #n Une base du module M et oy, . . . , @, Une base de son
anneau de stabilisateurs 9,. Pour tout i= 1, . . ., n, nous avons

n
®Ri = zbijwj,
ji=1

ol les by sont des nombres retionnds. S b es le dénominateur commun de

tous les coefficients b;, les nombres by, S expriment comme combinaisons

linéaires a coefficients entiers des nombres de la base de I'ordre D,

i. e. appartiennent & Dy,. Le module bM véifie donc I'inclusion bM < D,,.
Formulons les résultats obtenus.

LEMME 1. — Les anneaux de stabilisateurs de deux modules complets sem-
blables coincident. Pour tout module complet, il existe un module semblable
qui est contenu dans son anneau de stabilisateurs.

3) unités

Revenons a I’ éude des représentations entiéres des nombres rationnels
par des formes décomposables complétes.

Dans le § 1-3), nous avons vu que cdla revient a chercher dans un module
complet M les nombres g tels que

N = a. ™

Pour tout © de |I’anneau de stabilisateurs D = D,,, le produit wp appar-
tient a M, d’ou, d’ aprés la multiplicativité de la norme,

N(op) = N(w)a.
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S N(w) = 1, le produit ey est, de méme que p, une solution de I’ équa-
tion (7). Aing, les stabilisateurs o dont la norme est égale & 1 permettent
d’ obtenir une classe de nouvelles solutions de I’ équation (7) a partir d’une
solution particuliere. Ce fait est a la base de la méthode de résolution de
I’équation (7) que nous allons exposer.

Démontrons que les nombres w € D tels que N(w) = 1 doivent ére cher-
chés parmi les nombres ¢ de I’anneau D tels que e~ € D, Ces nombres ¢
sont appelés des unités de |I'anneau D (cf. appendice § 4-1)). Puisque les
inclusons EM € M et e=IM € M équivaent al’égdité EM = M, les unités
de I'anneau D = Dy, sont les nombres « € K tels que «M = M.

LeMME 2. ~— Pour tout nombre o appartenant & un ordre D, les polyndmes
caractéristique et minimal de a sont & coefficients entiers. En particulier, la

norme N(a) = Nk, q(«) et /a trace Tr (a) = Trx;q(«) sont des nombres ration-
nels.

DEMONSTRATION. — S0it un ordre D qui est I'anneau de facteurs d’un
module M = { gy, . . ., & } (ON peut prendre par exemple M = D), S ¢ € D,
dors les coefficients ay dans I'égdité (6) sont des entiers e par wite le poly-
ndme caractéristiue du nombre a (pour I'extenson K/Q) est a coefficients
entiers. Le reste du lemme est trivial.

THEOREME 4. — Soit D un ordre quelconque d’un corps K de nombres algé-
briques. Pour qu’un nombre € € D soit une unité de I'anneau D, il faut et il
suffit que N(z) = + 1.

DEMONSTRATION. — Montrons tout d abord que la norme N(a) de tout
ae®D, a0, est divishle par a dans|'anneau D. D’ aprés le lemme 2, le
polynéme caractéristique ¢(t) = tn 4- ¢t»21 4~ . . . + ¢, du nombre a est
a coefficients entiers; puisgue () = 0, dors

N(@) (— Dre,
a o«

= 1P oo L Gy,

Le quotient ¥ appartient aind a D et cela signifie que N(a) est divisible

par a dans D.

Si maintenant N(a) = + 1, alors 1 est divisible par a, i. €. aest une unité
de I'anneau D, Réciproquement, s ¢ est une unité de I'anneau D, i. e.
g’ = 1 pour un certain &’ € D, aors, puisque N(E) et N(E') sont entiers,
I’égalité N(E)N(E') = 1 entraine N(E) = & 1. Le théoréme 4 est démontré.

La recherche des stabilisateurs o € D tels que N(w) = 1 revient a carac-
tériser parmi toutes les unités de D celles dont la norme est égale a -+ 1.

Deux nombres y; €t y, dun module complet M sont dits associés S leur
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guotient E‘ = ¢ est une unité de I’anneau de stabilisateurs D = Dy,. 11 est
2

clar que s M = D, cette notion coincide avec la notion habituelle d’ élé-
ments associés dans un anneau commutatif unitaire (cf. appendice § 4-1)).
On voit facilement que cette relation possde les propriétés habitudles des
relations d' équivalence; ains toutes les solutions de I’équation (7) sont
décomposables en classes de solutions associées. Sy e pp SNt deux ol
tions associées, i. & w1 = wee, Oh e et Une unité de I'anneau D, dors N(E) = 1.
Réciproquement, pour toute unité ¢ de D de norme + 1 et toute solution p,
le produit ue et . sont des solutions associées. Aing, toutes les solutions
d’une méme classe de solutions associées sont obtenues a partir de I'une
d’entre elles par multiplication par toutes les unités de norme + 1. Nous
dlons montrer que le nombre de ces classes de solutions est fini.

THECREME 5. — Dans tout ordre D, il existe seulement un nombre fini
d’éléments non associés deux a deux ayant pour norme un nombre donné.

DEMNSTRATI ON.  — Soient y, ..., ®, unebasedel’ordreDetc> 1
un entier naturel donné. En liaison avec la définition de I’ appendice § 4-1),
nous dirons que deux nombres « e B de D sont congrus modulo ¢ § la diffé-
rence a — p edt divisble par ¢ (dans I'anneau D). Il est évident que tout a € D
est congru modulo ¢ a un et un seul des nombres

x1w1+'--+xnwm ngi<c (1<i<n).
Tous les nombres de D se repartissent donc en ¢» classes de nombres congrus

entre eux modulo ¢. Soient maintenant a et § deux nombres appartenant a
la méme classe et tels que | N(a) | = | N(B) | = ¢; de I'égdlité a — g = cy,
. ®_ N(ﬁ)y N(@®) A

yeD, reﬁulteque_(3 li'—ﬁ eD |car —5 € D, cf. le début de la
démonstration du théoréme 4) et de méme g =14 Ij? y e D. Aing les
nombres a et g sont divisbles I'un par I'autre et cela signifie qu'ils sont
asociés dans I'anneau D, Cela démontre qu'il exige dans D au plus ¢* nom-
bres non associés deux a deux dont la vaeur absolue de la norme est égde
a un nombre donné c.

CROLLARE.  — Parmi les nombres de norme donnée d'un module complet M
d’un corps K, il existe seulement un nombre fini de nombres non associés
deux a deux.

En effet, soit D I’ anneau des stabilisateurs du modulo M. Alors pour un
certain entier b, le module pM est contenu dansD. S vy, . . ., v Sont des
nombres de M de norme ¢ et non associés deux a deux, aors les nom-
bres by,, . . . ,byr de D sont de norme b7¢ e ne sont pas associes deux & deux
dans D. Le nombre k ne peut donc pas étre arbitrairement grand.
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Remarque. — La démonstration du théoréme 5 montre que dans I'an-
neau P (et auss dansle module M) il existe un ensemble fini de nombres
de norme donnée ¢ tel que tout nombre de D (ou de M) denorme ¢ soit associé
a I'un dentre eux. Cependant cette démongtration ne permet pas de trouver
effectivement ces hombres mais donne seulement une mgjoration de la
quantité de ces nombres.

Le probléme fondamenta de la recherche de toutes les solutions de I'équa
tion (7) et and ramené aux deux problémes suivants :

10 trouver dans I’anneau D toutes les unités - de norme N(g) = + 1;

20 trouver dans le module M des nombres ., . . . , g de norme a, non
associés deux a deux, et tels que tout . EM de norme a soit associé al’un
d' entre eux, i. e. soit delaformep = e pour uni, 1 < i< ket e unité de
I’anneau 9,.

Si nous résolvons ces deux problémes nous aurons également résolu le
probléme de la représentation entiere des nombres rationnels par des formes
décomposables compleétes.

4) Ordre maximum

Dans le point 2), nous avons introduit la notion d'ordre. I est naturel
de chercher a comparer les différents ordres d’un méme corps K de nom-
bres agéoriques. Nous montrerons ici qu'il exise dans le corps K un ordre
maximum contenant tous les autres ordres. D’ aprés le lemme 2, le poly-
ndme minimal de tout nombre appartenant & un ordre quelconque est 3
coefficients entiers. Nous montrerons ci-dessous (théoréme 6) que I’ ordre

maximum du corps K est égal al’ensemble D de tous les nombres de K
dont le polyndme minimd et a coefficients entiers.

LEMME 3. Si z € D, i. e s le polyndme minimal ¢7 L ¢;¢m-1 ... + ¢,
du nombre a est a coefficients entiers, alorslemodule M = {1, a, ..., am-1}
€st un anneau.

DEMoNsTRATION. — || est clair qu'il suffit de démontrer que toutes les
puissances «*, k = 0, du nombre a gopatiennent a M. Par définition de M,
c'est vrai pour k <m — 1;de plus, ™ = — ¢y ' — . .. — cp, ¢; ENtiErS,
et par suite o™ € M. Soit k > m et supposons que |I’on ait démontre que
ak-1teMi. e e~t=goumt 4 4 g, aetties ; dors

of = quk—1= g + @uml 4 L+ age.
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Puisgue tous les termes de la somme de droite appartiennent a M, alors
ak e M. Lelemme 3 est démontre .

LeMME4. — Si D est un ordre quelconque du corps K eta e ‘i), alors I'an-
neau D] de tous les polyndmes en « & coefficients dans D est un ordre du
corps K.

DEMONSTRATION. == Puisque D < Df«], aors dans I'anneau Dfa] il
existe n = (K : R) éléments linéairement indépendants sur R. Il suffit donc
de démontrer que Dfa] est un module (i. e possde un systéme fini de géné-
rateurs). Soient ey, . . ., @, une base de I’ordre D. D’ apres le lemme 3,
toutes les puissances a* de a Sécrivent sous la forme

a, + e+ ...+ G e™

g; entiers rationnels; il en résulte facilement que tout nombre de D[«] est
une combinaison linéaire a coefficients entiers des produits

o Ql<igsni<<jsm— 1.

Ains D[a] est un module.
Par application répétée du lemme 4, nous obtenons :

COROLLAIRE. — Si P est un ordre et ay, . . . , %, € D, alors I'anneau
Dl . . -, %]
de tous les polynémes en a,, . . ., «, a coefficients dans D est aussi un ordre.
THEOREME 6. — L'ensemble de tous les nombres de K dont les polyndmes

minimaux sont & coefficients entiers rationnels est un ordre du corps K qui
est maximum.

DE MONSTRATION.  — Soit D un ordre quelconque de K et a et § D.
D’aprés le corollaire du lemme 4, I'anneau Dia, B] est un ordre et par

suite il est contenu dans D (lemme 2). Mais alors la différencea —g et le
produit 28 appartiennent aussi a D. Cela démontre que D est un annea.
Puisque D 55, aors D contient » nombres linéairement indépendants;
il auffit de vérifier que D et un module

Soit @y, . . . . @ Une base de I’ordre D et oit oy, . . . , oy labase dude
dans le corps K (cf. appendice § 2-3)). Montrons que I'anneaul D et contenu
dans le module D* = { &}, . . ., o }. Soit u e D €t représentons-le sous la
forme

—_ * *
a= o, ...+ ¢cw,,
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¢; nombres rationnels. Multipliant cette égalité par w; et prenant la trace,
nous obtenons

c=1TIr (otm,-) (l<|<n)

(nous utilisons le fait que Tr (w;w;*) = 1 et Tr (ww") = 0 pour i # j). Tous
les produits aw; sont contenus dans I’ ordre D[«] et par suite, d aprés le
lemme 2, tous les nombres ¢; sont entiers, d’oti a € a)*. Ains D c a)*.

Appliguant maintenant le corollaire du théoréme 2, nous concluons que D
est un module, ce qui termine la démonstration du théoréme 6.

La démonstration ci-dessus du fait que D est un anneau se généralise
sans difficulté (avec des variantes sans importance) dans le cadre de la théorie
des anneaux commutatifs sans divissr de zé&o. Les notions correspondantes
dans le cas généra sont éudiées dans le § 4 de I’ appendice. En appliquant
cette terminologie, on peut dire que I'ordre maximum d'un corps K de
nombres algébriques est la fermeture intégrale de I’anneau Z des entiers
rationnels dans le corps K. En liaison avec ce fait, les nombres de I’ ordre

maximum 9D sont souvent appelés nombres entiers du corps K; I"anneau D
est alors appelé I'anneau des entiers du corps K.

Les wnités de I'ordre maxima D sont appelées unités du corps K de nombres
algébriques.

5) Discriminant d’un module complet

Soient gy, . .., pa € @, ...,y deux beses d'un module complet M d'un
corps K de nombres agébriques. Comme nous le savons (cf. 1)), la matrice
de passage de la premiére base  la seconde est unimodulaire (i. e. est une
matrice a coefficients entiers de déterminant o 1). Il en résulte que les
discriminants D(g,, . . ., ps) & D(s, . . ., p,) SONt égaux (cf. appendice § 2-3),
formule (12)). Toutes les bases du module M ont ainsi le méme discrimi-
nant, qui est un nombre rationnel; nous appellerons ce nombre rationnel
le discriminant du module M.

Tout ordre du corps K est un module complet de K et par suite on peut
parler du discriminant d’un ordre quelconque. Puisque la trace de tout
nombre d’'un ordre est un entier, le discriminant d’un ordre est toujours
un entier rationnd (C'est dga vra pour tout module complet qui et contenu

dans D).

Une base de I’ ordre maximum D d un corps K de nombres algébriques
est souvent appelée une base fondamentale de K et son discriminant le
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discriminant du corps K. Le discriminant d’'un corps de nombres agébriques
est une caractéristique arithmétique trés importante qui jouera dans la
ite un role essentid.

EXERCICES

1. Soient w,, «, ©; des nombres linéairement indépendants d'un corps K de
nombres agébriques. Montrer que tous les nombres de K de la forme

awy + by + co,

a, b, c entiers rationnels quelconques, forment un module et trouver une base de
ce module.

2. Trouver I'anneaul des stabilisateurs du module { 2, \/TZ dans le corps Q(1/2).

Montrer de plus que le module {1, 4/2} est I'ordre maximum du corps Q(4/2).

3. Montrer que dans le corps Q des nombres rationnels il existe un ordre unité
qui et I'anneau de tous les nombres entiers rationnes.

4. Démontrer que dans I'ordre { 1, 4/2, v/4 } du corps Q(+/2), tout nombre
de norme 2 est associé a /2.

5. Montrer que I'intersection de deux modules complets et auss un module
complet.

6. Démontrer que tout module (d'un corps de nombres agébriques) qui est
un anneau est contenu dans I'ordre maximum du corps.

7.50ent M ={vy,..., 0 }etN={g,...,8,} deux modules complets du
corps K. Le module engendre par les produits «8; ne dépend pas du choix des
bases «; €t B; et sgppelle le produit des modules M et N; on le désigne par MN.
Montrer que 'les anneaux de Stabilisateurs de M et N sont contenus dans I’ anneau
des dtabilisateurs de leur produit MN.

8. Soit M un module complet contenu dans I'ordre maximum 9 d'un corps K
de nombres adgébriques. Montrer que S le discriminant du module M nest pas
divisible par le caré d'un nombre entier (s 1), dors M coincide avec .

9. Soit § un dément primitif d'un corps K de nombres agébriques de degré n,
contenu dans I'ordre maximum. Montrer que S le discriminant du polyndme

minima de § n'est pas divisble par un caré, aors lesnombres 1, 9, . . ., 6#-1 for-
ment une base fondamentale du corps K.

10. Trouver une base fondamentae et le discriminant du corps Q(4/2).

11. Trouver une base fondamentde e le discriminant du corps Q(p), ou ¢
racine de I'équation x* — x — 1 = 0.

12. Soit M un module complet d'un corps K de nombres agébriques. Montrer
que I'ensemble M* des nombres £ € K tes que Tr («£) € Z pour tout a € M est
auss un module complet du corps K; le module M* et appelé module dud du
module M. Montrer de plusque S yy, . . ., @, €t une base de M, dors la base
dudeyf, ..., p¥ dans le corps K (par rapport 2 Q) est une base de M*.

13. Démontrer que (M*)* = M, i. e que le module dual de M* est égd 4 M.
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14. Démontrer qu'un module M e son module dud M* ont le méme anneau
de dabilisateurs.

15. Soient M; et M, des modules complets. Montrer que les inclusons M; < M,
e M¥ > M} sont équivaentes.

16. Soit 6 un dément primitif d’'un corps K de nombres dgébriques de degré n;
on suppose que 8 appartient a I'ordre maximum 9 de K et soit f(t) son poly-
ndme minima sur Q. Montrer que le module dud M* du module

M={1,6,...,00-1}

1
—= M.
S

17. Soient M un module complet dans K et D son anneau de Sabilisateurs.
Démontrer que le produit MM* (cf. exercice 7) est éga a a)*.

18. Montrer que dans le corps Q(0), 68 = 2, I'anneau des stabilisateurs du
module M = { 4, 8,8 } est égd al'ordre { 1, 26, 26% } & cdui du module

M?= {2 26,6}
a l'ordre maximum { 1, 6, 62 }.

19. Un polyndme # + aytn=1+ . . . + a, a coefficients entiers rationnds, est
appelé un polyndéme d’Eisenstein relativement a2 un nombre premier p S tous les
coefficients a,, . . ., a, sont divisbles par p e s le terme congtant a, (Qui et divi-
shle par p) n'est pes divisble par p2,

Solent K un corps de nombres agébriques, de degré n et 6 un entier dgébrique
Qui soit un édément primitif de K; montrer que S 6 est racine d'un polynéme
d’Eisenstein rdaif au nombre p, dors

(qui est d'ailleurs un ordre) est égd a

N(c,+ 0+ ... +e¢, 8" =c; (mod p)
pour tous les entiers rationnes ¢,, ¢;, - - -, Cp_ye

20. Soit 6 un dément primitif d'un corps K de nombres agébriques, de degré #;
I'indicedel’ordre { 1, 0, . . ., 671 } dans I'ordre maximum et appelé auss I'indice
du nombre 6, Montrer que s § est racine d'un polyndme d’Eisenstein redif a
un nombre premier p, dors I'indice du nombre 6 n'est pas divisble par p.

21. Démontrer que, dans chacun des trois corps cubiques

K, = Q(9), % — 180 — 6=0,

K, = Q(9), 6 — 360 — 78 =0,

K, = Q(f), 6 — 5406 —150 =0,
toute base fondamentae est une puissance de la base 1, 9, 62, Véifier de plus que
ces trois corps ont le méme discriminant, éga 4 22 356 = 23. 22, 35 (Les corps K;,
K., K; sont digtincts, comme cela résulte de I'exercice 14, § 7, chap. IlI).

22. Montrer que pour le corps cubique Q(8), 6* — 8 — 4 =0, labase 1, 6, #
est une base fondamentale.

23. Soient a et b des entiers naturels sans carés et premiers entre eux. Posons
k=gbhd a®=b% (mod9) et k = 3ab 9 4% == b* (mod 9). Montrer que le discri-
minant du corps Q/(ab?) est D = - 3k2

24. Montrer que les nombres 1, /6, (¥6)* forment une base fondamentdle
du corps Q(+/6).
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§ 3. — METHODES GEOMETRIQUES

La résolution des deux problemes formulés a la fin du § 2,3) exige I'intro-
duction de nouvelles techniques de nature géométrique. Ces méthodes
reposent sur une représentation des nombres algébriques comme points
d’'un espace n-dimensionnel, analogue a la représentation des nombres
complexes dans le plan de Cauchy.

1) Représentation géométrique des nombres algébriques

Si un corps K de nombres algébriques est de degré n sur le corps Q des
nombres rationnels, adors il existe n isomorphisme, distincts de ce corps
dans le corps C de tous les nombres complexes (cf. gppendice § 2, 3)).

DEFINITION. — Si I'image d’un corps K par un isomorphisme g: K — C
est contenue dans le corps des nombres réels, nous dirons que I?somorphisme &
est réel. Il est dit complexe dans le cas contraire.

Par exemple, pour le corps cubique K = R(B), ot & = 2, I'isomorphiame

Qle) ~ Qv/2)

tel que 6 — /2 est réel (pour 4/2 on prend ici la détermination réelle
de ce nombre) ; les deux autres isomorphismes

Q) -~ Q(2) et Q(e) — Q+4/2) ( — cos 2 4 isin %X)
sont complexes. Si d est un nombre rationnel qui N’ est pas un carré, pour

le corps Q(B), 62 = d, les deux isomorphismes sont réels pour d > 0 et
complexes pour d < 0. En général, si, dans un corps K de nhombres algé-
briques on choidt un élément primitif 6 racine d'un polyndme ¢(¢) irréduc-
tiblesur Qets 6, ..., 6, sont les racines de ¢(t) dans le corps C, aors
I"isomorphisme

K=Q® - Q®)<C, 6§ 0))

est réd s laracine 6; est réelle et complexe dans le cas contraire.

Pour tout nombre complexey = x + iy (x et y réels), nous désignerons
par y le nombre complexe conjugué x - ;.

Sait 6 : K — C un isomorphisme complexe. Il est évident que I’ appli-
cation ¢ : K —» C définie par I égdité

G@ = aa «€kK,
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est aussi un isomorphisme complexe de K dans C. Cet isomorphisme o
est appelé conjugué de ¢, Puisque ¢ s g €t & = o, tous les isomorphismes
complexes de K dans C se répartissent en isomorphismes conjugués deux
a deux. En paticulier, le nombre des isomorphismes complexes est toujours
pair. Deux isomorphismes complexes de la forme (1) sont conjugués entre
eux s et seulement s dans la correspondance des racines 9; et 6; sont des
nombres complexes conjugués.

Supposons que parmi les isomorphismes de K dans C il en existe s réels
6, ..., g, € 27 complexes, tels que s + 2¢ = n = (K : R). Dans chague
paire d'isomorphismes complexes conjugués choisissons I'un d’ entre eux;
SOit 0541, . . ., G54¢ 1€ Systéme d’isomorphismes complexes ainsi obtenus.
Le systéme de tous les isomorphismes du corps K dans le corps C s écrit
alors sous la forme

01y + + +3 G5y Og41s Os+1 ¢ v o9 Ostg9 Ostge

Nous supposerons dans la suite que les isomorphismes ont &é and classs.
Pour certains corps, il peut ne pasy avoir d'isomorphismes réels (s = 0)
ou pas d'isomorphismes complexes (¢ = 0).

Consdérons I'ensemble £s¢ des lignes de la forme

X - (xl, vees Xs g xs+1’ 1y xs+t) (2)

dont les 5 premiéres composantes x,, . . . , X sont réelles et dont les autres
Xsi1s ++ ey Xsap SONt des nombres complexes. Définissons I'addition et la
multiplication de ces lignes entre eles par un nombre réd, composante par
composante. Pour ces opérations, il est clar que £ et un aneau commu-
tatif a unité (1, . . . 1) et un espace vectoriel réel. Nous appellerons
les lignes (2) vecteurs ou paoints de I'espace £5+.

Comme base de I’ espace st sur le corps des nombres réels, il est clair
gue I’on peut prendre les vecteurs

(1....,0;0,...,0) )
. . g

©, ...,1;0,...,0)

©...,0;1,...,0

©,...,0;4...,0) ()
2t

©...,0;0,...,1)
©,...,0;0,...,0)
Aing, I"espace vectoriel £5¢ est de dimension #n = s + 2t. Si nous posons

X1j=y+iy  (G=1....9
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le vecteur (2) a pour coordonnées, dans la base (3)
(xl, IEYY Xs ; yls Z15 0 .9 yts Zt)! (4)

S on considére £ seulement comme un espace vectoriel réel, nous le
désignerons par K=,

Soit x un point fixé de £¢. L'application X' — xx' (X' € £, i. e la
multiplication dans £ par x est une transformation linéaire de I’ espace
réd £+ = K~ Dans la base (3), la matrice de cette transformation est

,xl

Xs
Y — 2
2 B2l

»y — 2z
Z; e

tous les @éments non écrits éant nuls. Le dé&erminant de cefte matrice est
égd a

xoax0te D) Ol =0 xlxeal e
Cela suggére la définition suivante. Nous prendrons pour norme d’un
point x == (x, . ... Xs4,) € £ la quantité
NX) = X1 .o X[ Xgpn 2o | XKoo |2

Ains la norme N(x) de x est le déterminant de la matrice de la transfor-
mation linéaire X' — X'X.

Il est clair que la norme ainsi introduite possede la propriété de multi-
plicativité

N(xx") = N(x)N(x).

Précisons maintenant comment on peut représenter les nombres du
corps K par des points de I’ espace S+, A tout nombre « de K, associons
le point

x(“) = (GI(Q), c ey Gs(a); Gs-i—l(d-)’ sy Gs+t(“)) (5)

de £+, Ce point est la représentation géométrique du nombre a.
S « et 8 sont des nombres distincts de K, aors, pour tout

k=1,...,54+1,
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les nombres a,(«) et sx(B) sont distincts et en particulier x(a) # x(8). Aind,
I’application
a — x(a), aeK
est injective (bien entendu elle n'est pas surjective, i. €. tout point de £s
nNex pas I'image d'un point de K).
Puisque (e + 8) = ox(®) + ok(B) et ox(®B) = or(x)or(B), aors
x(x + B) = x(@) + x(B) (©)

x(«B) = x(a)x(B) 0]
i. e I'application a— x(a) est un homomorphisme. De plus, s a est un
nombre rationnel, ay(ax) = ox(a)ox(®) = ack(x); d'ou

x(ax) = ax(a). (3)
Puisque, dapres le § 2-3) de I'appendice, nous avons

N(o) = Ng/q(=) B ~
=oy(a) . . . 6()0s +1(®)os42(%) . .. Ge+AX)os 4 ()
= q(a) S cs(a) l Gs+1(°‘) lz Ce IGH‘t(a) Iz’

lanorme N(x(&)) du point x(a) coincide avec la norme N(a) du nombre a:
N(x(®) = N(«), «€K.

Considérons deux exemples simples. Soit d un nombre rationnel > 0 qui
n'est pas un carré. Alors, pour le corps quadratique réel Q(6), 62 = d, la
représentation géométrique du nombre a=a + b8 (aet b rationnels) est
le point x(a) = (a + by/d, a — b4/d). Dans le cas du corps quadratique
imaginaire Q(q), v* = — d, la représentation du nombre g = a + bnedt le
point du plan complexe de coordonnées (a, b4/d) (dans ce cas, la base (3)
est formée des nombres 1 et i).

Montrons que pour une base quelconque a,, . . ., a, (du corps K/Q), les
vecteurs correspondants x(e), . . ., x(«,) de £ = R» sont linéairement
indépendants (sur le corps rédl). En effet, posons

oular) = ¥, 1<k <s,
{4} P ()] .
Gs+j(¢1)=y§)+lzx, I<j<u.
Puisque le vecteur
, I D oL n, .0
x(o) = (xI', . .., xﬁ); y(1)+ 12(1), o Y0 zzf))

a pour composantes, dans la base (3),

” n. . 1 (] ()
R S O R P ) §
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il suffit, pour déemontrer notre affirmation, de véifier que le déerminant

L XD PO Y Y
d= L
PO B P LI P
est différent de zéro. Considérons, ala place de d, un autre déterminant
® W @+ .0 O

X1U X T TN '—izgl)"'
a* = .o
PP Py g
qui peut auss s écrire
0'1(“1)- o Gs(“l) 0':+1(“11) osale) . ..

d* =

ay() . . . 0{0n) Os+1 () O +a(etn) .
Dans le déterminant d* gjoutons a la (s 4+ 1)*™e colonne la colonne sui-
vante e mettons 2 en facteur dans le déerminant obtenu; soudtrayons cette
nouvelle colonne de la (s + 2)tme et mettons — i en facteur. Appliquant
ces opérations aux couples de colonnes suivantes, nous obtenons I’ égalité

d* = (- 2iyd. ®
Dans le $2, 3) de I’ appendice, on a montré que
d** =D (10)

ouD = D(x,. ..., et le discriminant de la base oy, . . . , a, (dans I'exten-
sonK/Q). Puisque D # 0, il résulte de (9) et (10) que d #0.

Supposons maintenant que a,, . . . , a, et la base d'un module complet M
du corps K. D’apres (6) et (8), tout a=ay, + ... + a4, deM (au. . . ., a,
entiers rationnels) a pour représentation géométrique dans K le vecteur

x(@) = apx(e) + . . . + a.x(x,). Nous avons obtenu le résultat suivant.
THEOREME 1. — Dans la représentation géométrique des nombres d’un

corps K de degré m = s + 2tpar des points de I'espace R*, I'image d’'un module

complet M = { &, ...,a, } est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires,

a coefficients entiers, des vecteurs linéairement indépendants (dans Iespace %)
2o, ..., X(ot).
2) Lattices
L’ éude géométrique des modules complets repose sur le théoréme 1,

Nous considérerons donc dans R~ des ensembles de vecteurs d'un type
particulier.
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DEFINITION. = Soient €, . . . , &y, M <N, un systéme de vecteurs linéaire-
ment indépendants de lespace R". L’ensemble A de tous les vecteurs de la

forme

ae,+ . ..+ Gufm

ou les a; parcourent indépendamment les uns des autres I'ensemble des entiers
rationnels est appelé un lattice m-dimensionnel dans R et les vecteurs e, . . ., €y,
sont appelés la base du lattice. Si m = n, le lattice est dit complet; il est dit
incomplet dans le cas contraire.

Le contenu du théoréme 1 et donc que I'image géomérique d'un module
complet est un lattice complet.

Il et facile de voir que deux systémes de vecteurs linéairement indépen-
dantse, ..., emet fi, . . ., fr Offinissent un méme lattice 5 e seulement s
on passe de I'un a I'autre par une transformation unimodulaire, i. e. S

m
fi= Zcijej l<sism),
j=1
ou (¢ ) est une matrice a coefficients entiers de determinant 4 1.

L'étude des lattices repose sur des considérations métriques dans
'espace R, Introduisons dans £t = R» un produit scalaire pour lequel les
vecteurs (3) forment une base orthonormée. Si |es vecteurs x et x’ ont res,

pectivement pour coordonnées dans la base (3) (xy, . . ., x,) & (x5, . . ., X),
le produit scdare (x, x') es déini par la formule

(X, X') = XyX1 + . . . 4 XX,

On designera par || x || lalongueur du vecteur X.

Soit r un nombre réd > 0. Nous dtsignerons par U(r) I'ensemble de tous
les points x de coordonnées (x,, . . ., X,) dans la base (3), tels que

[x|=VxE+. . +x, <.

Cet ensemble U(r) est appelé la boule (ouverte) de centre d’origine et de
rayonr.

Un ensemble de points de &* est dit borné Sil est contenu dans
une boule U(r).

Un ensemble de points de I'espace K= est dit discret S pour tout r >0, il y a
sulement un nombre fini de points de cet ensemble dans la boule U().

Lemme 1. — L’ensemble des points d’un lattice quelconque A de R~ est
discret.
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DEMONSTRATION. «~= PUisque tout lattice incomplet est contenu dans un
lattice complet, il suffit de consdérer le cas d'un latice complet A. Choiss
ons une base ¢y, . . . , e, de M. Les conditions

(x,e) =0, ..., (x,e,)=0

forment un systéme linéaire homogéne de (n — 1)-équations a # inconnues.
Puisque ce syseme admet une solution non nulle il existe un vecteur X non
nul orthogond aux vecteurs e, . . . , €. S on avat auss (x, ) = 0, le vec-
teur x serait orthogona a tous les vecteurs de I'espace R, ce qui et impos-
.

e
teurse,, . .., e, € (f;, &) = 1 Aing, pour tout i (1 < i < n), on peut trouver
un vecteur f;tel que

sible. Ains (x, e)) # 0. Le vecteur f; = est orthogonal atous les vec-

Ue)=10dj#i

Soit maintenant z = a,e, + . . .+ aqe, Un vecteur de A (a; entier ration-
nel) appartenant a la boule U(r), i. e. || z | < r. Puisque ax = (z, fi), dors,
d apres I'inégalité de Cauchy, on a

lac| =G| <|z|-|fl < rlfel,

ou r| fx | est indépendant de z. Ains il y a seulement un nombre fini de
vaeurs posshles pour les nombres ax; oda dgnifie quil nexige qu'un nom-
brefini deze A tel que| z| <r.Lelemme 1 est dtmontré.

Soit X un ensemble quelconque de points de I’ espace R* et z un point
de Rn L'ensemble des points de la forme x + z, ol X parcourt tous les points
de X, Sappdle I'ensemble trandaé de I'ensemble X par le vecteur z nous le
désignerons par X + z.

DEFINITION. «= Soite,, . . ., e, une base d’un lattice Ab. L’ensemble T des
points de la forme

08y = . ..+ ey

oliay, ..., a,, parcourent, indépendamment I'un de I'autre les nombres réels
du segment [0,1[, i. e. 0 <a; < 1, est appelé un parallélépipéde fondamental
du lattice AG.

Un parallélépipede fondamental n’est pas défini de maniére unique par
la donnée du lattice; il dépend du choix de la base.

LEMME 2. — Si T est un parallélépipéde fondamental d’'un lattice complet AG,
les ensembles

TZ=T+Z1
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ol z parcourt les paints de A, sont digoints deux a deux et remplissent tout
Pespace Rn,

DEMONSTRATION. — Soit e, . . . , e, labase du lattice M sur laguelle est
condruite le parallélépipéde T. On veut montrer que tout point

X:x1e1+...+xne,,

de R~ gopatient a un ensemble T, et un seul. Pour tout i, écrivons le nom-
bre réd x; sous laforme x; =k;+o, k; entier rationnd e «; tel que 0 <o, < 1.
Posant z=ke, + ...+ kpe,etU=oe, +. ..+ a,e,, ON a

X=u+z (ueT, zeM),

etans xeT,. S mantenant xe T,,i.e x=U +2 (U eT,Z €A),dors
égalant les coefficients dee; dans 1’ égalitéu+ z=u' + Z', on obtient faci-
lement z = Z. Le lemme 2 et démontre

LeMME 3. == Pour tout nombre réd r > 0, il existe seulement un nombre
fini d'ensembles T, (cf. le lemme 2) qui rencontrent la boule U(r).

DEMONSTRATION. — Soit €, . . ., e, labase du lattice A6 sur laquelle est
construite le parallélépipede T. Si nous posons d = | e, | 4. .. + | e, |,
alors, pour tout vecteur U = a,e; = . . . + ae, € T, ON aura

Null<llmell+ ...+ lleell=]asfell+ ... +a,]el<d

Supposons que |I'ensemble T, (z € M) rencontre U(r). Cela signifie qu'il
exigeun vecteur x =u+zZ UET,ze Motd que| x| <r Puisquez = x — \,
alors

NzlI<lxl+Il~ull<r+d,

i. e lepoint z appartient alaboule U(r + d). D’ aprésle lemme 1; il existe
seulement un nombre fini de tels points z e M et le lemme est démontré.

Il est clair que les vecteurs du lattice forment un groupe pour |’ addition;
ains, tout lattice est un sous-groupe du groupe R~ Le lemme 1 montre

cependant que ce n'ed pas un sousgroupe quelconque; donnons une réci-
proque du lemme 1.

LEMME 4. — Tout sous-groupe discret A, du groupe K» est un lattice.

DEmoNsTRATION. = Désignons par & le plus petit sous-espace vectoriel
de I'espace R» contenant I'ensemble AG e par m la dimensons de &. Nous
pouvons dors choidr, dans A, m vecteurs e, . . ., e, formant une base du
sous-espace & ; it M, le latticedebase ey, . . ., ey I €3 clair que oy < A,

BOREVITCH 8
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Démontrons que I'indice (M : AM,) est fini. En effet, tout vecteur X e M,
S ecrit

x=u+z (11
Z €My, €t y appartient au paralléépipéde fondamental T du lattice G,
construit sur labase e, . . ., e, Par hypothése, X € M €t Z € Moy € M>;

puisque A est un groupe, alors u e .. Mais T est un ensemble borné qui

contient seulement un nombre fini de vecteurs de M (car A est discret).
Aind le nombre de vecteurs u obtenu dans la décompostion (11) pour tout
X e M e fini ; cda dgnifie que I'indice (A6 : M) = j et fini. Puisque I'ordre
de tout dement du groupe quotient AG/AG, € un diviseur de j, dors jx € M,
pour tout X e JAb; @nd X Sexprime comme combinaison linéare a coefficients

. | ) .
entiers des vecteurs —_Je,, ey :i em, i. €. M est contenu dans le lattice A* de

base 1 e . . .,J—l_ e,. Lethéoréme 2 du § 2 montre maintenant que le sous-

groupe G du groupe MG* possede une base f;, . ., £, I << m. Pour démontrer
que A est un lattice il suffit donc de démontrer que les vecteurs f;, . . ., f;
sont linéairement indépendants sur le corps des nombres réds e cea résulte
du fait qu'ils engendrent le sous-espace vectoriel & dedimensionm Le
lemme 4 est démontré

3) Espace logarithmique

Parallélement a la représentation géométrique du corps K que nous
venons d éudier, ou |'addition des nombres correspond a |’ addition des
vecteurs correspondants dans R, nous avons besoin d'une aitre représen-
tation géométrique qui nous permette d'interpréter simplement la multi-
pliction des nombres de K.

Supposons que parmi les isomorphismes du corps K de nombres algé-
briques dans le corps C des nombres complexes il en existe s réels et
2t complexes, nous les supposrons ordonnés comme dans 1)

Considérons I’ espace vectoriel réel Ks+f de dimension s + ¢ constitué
par leslignes (i, . . . , A;;,) dont les composantes sont réelles. Pour tout
point x € £s¢ de la forme (2) dont toutes les composantes sont différentes
de zéro, posons

I(x) - Log | xx | pour k=1, . ..,s
lij(x)=Log|x.4;[* pour j=1,...,¢

(12)

Associons maintenant a tout point X € £s¢ le vecteur

Ix) = (W), .+« s [ Ax)) (13)
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de I'espace Rs+1. Puisque pour des points x’ et x de £s¢ dont toutes les
composantes sont  différentes de zé&o, on a

L(xx") = I(x) + I(x), I<k<s+t,
alors
xx")=Z(x) + I(x"). (14)
Tous les points x e £ de la forme (2) et & composantes non nulles (i. e tels
gue N(x) # 0) forment un groupe pour la multiplication composante par
composante. L'égdité (14) exprime que I'goplication x ~> I(x) et un homo-
morphisme de ce groupe multiplicatif dans le groupe additif des vecteurs
de I'espace Rs+.
Rapprochant I’ égalité (2) de la définition de la norme N(x) d’'un point
x € £t nous obtenons facilement la formule
s+t
> k) = Log | NG |, (15)
k=1
pour la somme des composantes [{(x) du vecteur /(x).
Soit maintenant « # 0 un nombre du corps K. Posons

() = U(x(2)),
ou x(a) € £+ est I'image de a dans la représentation étudiée dans 1).
D’ aprés (5), (12), (13),on a
(@) = (log|oy(@) |, . . ., log | o) |, log | os+a(@) % . . -, 1og | o51e(®) |?).

Le vecteur Z(a) € Rs+* sera appelé la représentation logarithmique du
nombre a # 0 de K; I'espace Rs+! sera appelé espace logarithmique du
corps K.

De (7) e (14) découle
I«f) = o)+ IB)  (x#0,p#0). (16)

L' application a — Z(a) est donc un homomorphisme du groupe multipli-
catif du corps K dans le groupe additif des vecteurs de |’ espace Rs+2, |l
en résulte en particulier que

o) = —Z(a), a#0.
Pour la somme des composantes /(«) = J(x(«)) (1 < k< s -+ t) du vec-
teur Z(a) ,on a la formule

s+t
Zlk(a) _ Log | N(«) |. (17)

k=1
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En effet, la somme de gauche et égde au logaithme du module du produit

61(@) . . . o) oy +2(0) 05 1(a) ... Gopr(a) o+ (),
qui est égal, d aprés I'appendice § 2, 3), a la norme N(a) (dans I’ exten-
son K/Q).

4) Représentation géométrique des unités

Soit mantenant D un certain ordre du corps K. Conddérons dans |espace
logarithmique R*+t* les vecteurs /(g) pour toutes les unités « de |’ anneau D.
L’ application € — I(E) n'est pas injective. En effet, Si une unité » € D est
uneracinede 1, i. e. v = 1 pour un certain entier m, alors| gy () | = 1
pourtoutk= 1, . . . . s+t et par suitel(n) est le vecteur nul ; ainsi, toutes
lesracines de 1 (et il en existe au moins deux dans |’ordre D, + 1 et = 1)
ont pour image le méme vecteur (nul). Pour andyser la dructure du groupe
des unités de I’ordre 9 au moyen de |I’homomorphisme ¢ — I(E), nous
devrons rtsoudre les deux problémes suivants

1° Quelles sont les unités e = D qui ont pour image le vecteur nul ?
2° Nature de I'ensemble de tous les vecteurs I(E)?

Etudions la premiére question. Soit W |’ ensemble des nombres a € D
tels que Z(@ = 0. D'grés (16), le produit de deux nombres de W appartient
encore a W; puisgue la condition I(a) = 0 équivaut aux égalités

lo(@ | -1, 1<k<s+t

L'ensemble des points x(@) € R, = £ pour ae W et borné i. e. est contenu

dans une certaine boule U(r). Appliquant le lemme 1, nous obtenons que
W et un ensemble fini. Pour tout nombre « € W, consdérons les puissances
successives 1, a, . . ., ok, ... Puisgue toutes ces puissances appartiennent
a W, certaines d’entre elles sont égales, par exemple o* = &, / > k. Mais
alors, posant m = I — k, hous obtenons a’ = 1; ains tous les nombres

de W sont des racines de 1 e par suite W et un sous-groupe fini du groupe
des unités de I'anneau D.

Puisque le groupe W contient un sous-groupe d' ordre 2 (formé de + 1
et —1), il est d ordre pair. De plus, tout sous-groupe fini du groupe multi-
plicatif d’un corps est toujours cyclique (cf. appendices 3)); le groupe W
et donc cyclique.

Nous résumerons sous forme d’ un théoreme les résultats obtenus.

THEOREME 2. == Les unités € d’un ordre D telles que I(E) soit le vecteur nul
forment un groupe cyclique fini d’ordre pair. Ce groupe est I’ensemble des
racines de 1 contenues dans D.
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Passons a la deuxiéme question, i. e. précisons la structure de I'en-
semble § € K+t des vecteurs Z(E) quand e parcourt toutes les unités de
I’anneau D.

D'aprés le théoreme 4 du § 2, la norme de toute unit6 e € D est égde & + 1;
par suite Log | N(e) | = 0. D’apres |’ égdlité (17), on a donc

s+t
Zlk(a) =0; (18)
k=1
cda dgnifie que tous les points Z(E) appatiennent au sousespace L« R#+
despoints (A, . . ., Asys) € ReFttelsque n, + .. . + Ay, = 0. Ce sous-

espace £ est dedimension s + 1 — 1.

Démontrons que § et un latice. Puisque G et un sousgroupe du groupe
additif des vecteurs de I'espace Rs+: dors, d’ apres le lemme 4, il suffit de
véifier que I'ensemble § est discret (comme base orthonormde dans Rs+,
on prend I’ensemble des vecteurs dont une composante est égale a 1 et
toutes les autres nulles). Soit r un nombre positif quelcongue et suppo-
s ont [Ie)]<r Puisque h(z) < | I(e) | <] () ], alors

o) <r (L<k<s+t),
d'ou

‘Gk(s)l<era k=1:"~3s,

ol <€, J=L. .t

Il en résulte que s =€ D parcourt toutes les unités telles que | Z() | <r,
les points x(e) sont bornés. Puisque les vecteurs x(a) € R pour a € D forment
un lattice (théoréme1), le nombre de telles unités < est fini (lemme 1). Par
suite, il n’existe qu'un nombre fini de vecteurs I(e) tels que | Z(E) | < r et
I'ensemble 6 est donc discret.

Puisque le lattice § est contenu dans le sous-espace £, sa dimension ne
dépasse pas § + t — 1.

THEOREME 3. == Dans la représentation géométrique d’un ordre D dans
I'espace logarithmique Rs+¢, Jes images Z(E) des unités ¢ € D forment un
Zattice de dimension r s+t = 1.

5) Premiers résultats sur le groupe des unités

Les théoremes 2 et 3 fournissent déja d’importants renseignements sur
la structure du groupe des unités d'un ordre D. Il en résulte notamment
Uil exite dans D des unités &y, . . ., &, r< s + t — 1, telles que toute unité
de D s’écrive de maniére unique sous laforme

e = Ce‘:l c..ET 19)

r
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olay, ..., Sont des entiers rationnels & ¢ une certaine racine de 1 contenue
dans D. Montrons que le groupe des unités de I'ordre D est le produit d'un
groupe fini e de r groupes cycliques infinis.

Pour ce réaultat, choisssons une base Ie,), . . . , I(s,) du latice § e mon-
trons que les unités g,, . . ., &, possédent la propriété ci-dessus. Soit € une
unité de |’ ordre D, Puisque /(¢) € G, alors

I(S) = a,l(el) + ...+ arl(ar),

ou les g; sont des nombres entiers. Considérons I’ unité

-a,
.

= e N
4 e, 1. .. €

D’ apres la formule (16), nous avons, pour cette unité,

QD=20C)=ale)— ... ~allE)=0;
par suite, d'aprés le théoréme 2, c'est une racine de 1. Aind I'unité ¢ admet
la représentation (19). Montrons 1’unicité : soit « = 's’l’l C sfr une autre
représentation de =; puisque les vecteurs I(gy), . . . , I(g,) sont linéairement

indépendants, I’ égalité I(c) = b,l(e,) + . . . + b,I(e,) entraine
a1=b1, ceey a,-=b,.

Mais dors hous avons auss ¢ = ¢, ce qui termine la démonstration.

Il reste & préciser la valeur du nombre r, dont nous savons seulement
qu'il est inférieur ou égal as + ¢ — 1. Nous montrerons dans le paragraphe
suivant que, en fait, r=s+t— 1, avec les mé&hodes de ce chapitre, nous
ne pouvons méme pas affirmer quer > O (danslecas s 4+t — 1> 0, bien
entendu).

D'aprés le théoréme 3, I’affirmation Ci-dessus est équivdente au fat que
le latice 8 des représentants des unités de I'ordre D dans I'espace logarith-
mique est de dimension égde as + t— 1.

EXERCICES

1. Démontrer que tous les représentants x(x) € K" des nombres « d'un corps K
de nombres agéoriques de degré » forment un sous-ensemble partout dense dans
I'espace R”,

2. Montrer que s s £ 0 (i. e Sil exige au moins un isomorphisme réd parmi
les isomorphismes du corps K dans le corps des nombres complexes), les seules
racines de 1 qui gppartiennent & K sont les nombres 4 1 et — 1 (ce fait a toujours
lieu S le degré de K est impair).

3. Définir toutes les racines de 1 qui peuvent gppartenir 3 un corps de nombres
agébriques de degré 4.
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4. Déterminer toutes les unités du corps Q(4/3).
5. Montrer que dans le corps Q(+¥/2) toutes les unités sont de la forme

+ (1 + 2

6. Soit K un corps de nombres agébriques contenant une racine complexe
de 1. Montrer qu'dors la norme de tout ¢ # 0 de K est pogtive.

§ 4. — LE GROUPE DES UNITES

1) Critere de complétude d'un lattice

Dans ce paragraphe, nous poursuivrons (et terminerons) I’ étude de la
structure du groupe des unités d’'un ordre d' un corps algébrique. Le résul-
tat fondamental que nous allons démontrer a dé§ja été énoncé a la fin du
précédent paragraphe : le lattice § dont les vecteurs sont les représentants
des unités d'un ordre D dans la représentation logarithmique et de dimen
sion 5+ ¢=1 (les notations sont celles du paragraphe précédent).

Le lattice § est situé dans le sous-espace S de I’ espace R+ formé des
vecteurs (A,, . . . A ) telsque dy, + . . . + x4 = 0. Puisgue la dimen-
son de Sest égalea s + ¢ — 1, il suffit de montrer que S est un lattice
complet de I’espace S. Nous Ctablirons ce résultat dans 3), en utilisant le
critére ci-dessous de complétude d'un lattice

THEoREME 1. — Un lattice A6 d'un espace vectoriel S est complet si et seu-
lement s'il existe dans S un ensemble borné U dont les translatés par tous les
vecteurs de M remplissent tout I’espace S (en se coupant éventuellement).

DEmonsTRATION. — S |e lattice A est complet, alors on peut prendre
pour U un de ses parallélépipédes fondamentaux : d'aprés le lemme 2
du § 3, tous les trandatés d'un pardléépipéde fondamentd par les vecteurs
d'un lattice complet remplissent |’ espace. Supposons maintenant que le
lattice M N’ est pas complet et soit U un sous-ensemble borné quelconque
de l'espace S. Montrons que les trandatés de I'ensemble U par les vecteurs
de A ne peuent pas remplir tout I'espace S. Puisque U est borné il existe
un nombreréel r> 0 tel que || u | < r pour tout u € U. Désignons par S
le sous-espace engendré par les vecteurs du latice AG; puisque le latice A
n'est pas complet, £ est un sous-espace propre et par suite il existe des
vecteurs y € S de longueur auss grande que I'on veut orthogonaux au sous-
espace S' (et par suite a tous les vecteurs de A). Montrons que ces vec-
teursy tels que | y | = r n’appartiennent pas aux translatés de U par les
vecteurs de A6, En effet, § le vecteur y (orthogond & S) et contenu dans un
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catan trandaté dors il et delaformey =y + z, u € U, z € M. Mas dors
d'apreés I'inégalité de Cauchy, nous avons

Iylt=0n=0w<|y||ul<rlyl

d'ou |y | < r. Le théoréme 1 est démontré (I'idée géométrique de la
démonstration est que les trandatés de I’ ensemble U par les vecteurs d’ un
lattice incomplet sont dans la bande formée par les points dont |a distance
au sous-espace S' est inférieure ou égale ar).

Remarque. — En termes topologiques, la complétude du lattice A dans
I’espace S est équivalente, comme on le voit facilement, a lacompacité du
groupe quotient £/ (S groupe topologique pour I’ addition).

2) Lemme de Minkowski

La démonstration de I’ existence de s 4 t — 1 unités indépendantes utilise
un agument géomérique Smple qui a de nombreusss goplications en théorie
des nombres. La formulation et la démonstration de ce résultat utilisent la
notion de volume dans un espace ndimensonnel e S propriétés.

Le volume »(X) d'un sous-ensemble X d'un espace n-dimensionnel K~
peut ére défini comme la vaeur de I'intégrale multiple

u(X)= f .. fdxldx,. .. dxp,

éendue & I'ensemble X (ici, nous nous écarterons des notations (4) du § 3,
en écrivant sous la forme (x,, . . . , x,) les coordonnées d’'un point x € K7).
Nous n’éudierons pas ici les conditions d’ existence du volume; dans les
cas qui nous intéressent, I'ensemble X sera défini par des inégdités smples
et |"existence du volume s établira éémentairement. Remarquons les pro-
priétés trés smples suivantes du volume qui résultent des propriétés des
intégrales (on suppose que tous les volumes conddéés existent)

les X ¢ X', dors
uX) <oX);
20 § les ensembles X & X' sont digoints
X uX)=uX)+oX);

30 par trandaion les ensembles conservent leur volume i. e

X + z) = v(X);
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40 Soit « un nombre réel > 0. Désignons par «X |’ ensemble des points
de laforme ax pour x € X (I'ensemble «X est dit I’homothétique de X).
Alors

v(eX) = av(X).

Calculons le volume du parallélépipede fondamental T d'un lattice A
condruit sur la base e, . . . , e, Soient

e =(ay,... ay a<j<n.
Montrons que I’on a

o(T) =| det (ay) |. 0
Dans!’intégrale

v(T)'=f ,,,fdx, oo dXy,
0
faisons le changement de variable défini par les formules
n
Xi= Zaiix} (1<i<n.
=

Le jacobien de la transformation est égal au déterminant det (a;) qui est

différent de zé&o puisque les vecteurs e, . . . , e, sont indépendants. Puisque
I’ensemble T a pour image par cette transformation I’ensemble T, des
points (x;, . .y xy)telsque 0 <xj<1(@=1,...,n),dors

om=[ ... [ ldet a) axi. .. v,
(To)
:1det(aa)lf:---f:dxi...dx,’,:1det(a,-j)|,

ce qui démontre laformule (1).

Soumettons I’ espace R* a une transformation linéaire réguliére x — X',
Le lattice 4 a pour image par cette transformation le lattice A’ (qui est
encore complet) et le parallélépipéde fondamental T de & a pour image
un parallélépipéde T' du lattice M. 1l est clair que le parallélépipéde est
condruit sur lesimages ey, . . . , € des vecteurs de labese e, . .., €. S

g=(by, ... by (A<j<n),
aors, d'apres ce qui précede, le volume »(T') est égal a | det (by) |. Soit
C = (cy) la matrice de la transformation linésire x — X' dans la base
€y....6p 1 €.
¢ = ZC,-,e, 1<j<n).
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n
On vait facilement que b; = Zaiscsj, i. e la matrice (by) est le produit de (ay)

§=1

par (c;); on adonc laformule
o(T) = ov(T).|det C|. ¢4)]
Supposons maintenant que ey, . . ., e, €t e5, . . ., e, Sont deux bases d'un

méme lattice .. Puisgue I’on passe de I'une a |’ autre de ces bases par
une transformation unimodulaire (i. e. dont la matrice C est a coefficients
entiers et de déterminant + 1), on a »(T") = u(T), d'aprés (2). Ains le
volume d'un paralléépipéde fondamental d'un lattice dépend seulement
du lattice et non de la base choisie.

Le rapprochement de la formule (1) et des égdités (9) e (10) du § 3 nous
conduit a préciser aind le théoréme 1 du § 3.

THEOREME 2. — Dans la représentation géométrique des nombres d’un
corps K par les points de I'espace £5# —= R de dimension n = s + 2¢, toutes
les images des nombres d’un module complet M de discriminant D forment
un lattice complet dont le volume d’un parallélépipede fondamental est égal
a27"4/|D |

Pour énoncer le réaulta essentid de ce point, nous avons besoin dintro-
duire deux nouvelles notions géométriques.

Un ensemble X < R» est dit symétrique S avec tout point X il contient
le point — x symétrique par rapport a I’ origine.

Un ensemble X est dit convexe si avec tout couple de points x, X’ e X il
contient tous les points de laforme ax + (1 — «)x’, o €tant un nombre réel
quelconque td que 0 < a << 1. En daitres termes, I'ensemble X et convexe
sil contient tout le segment joignant deux quelconques de ses poaints.

THEoREMe 3 (lemme de Minkowski pour un enssmble convexe. — Dans
I’espace R de dimension n, soit donné un lattice complet AG dont le volume
d'un parallélépipéde fondamental est égal a A, soit X un ensemble symétrique
convexe borné, de volume v(X). Si v(X) > 27A, I’ensemble X contient au
moins un point du lattice A différent de lorigine.

DEmonsTRATION. — Nous utiliserons la propriété intuitive suivante :
S Y < &7 est un ensemble borné dont tous les trandatés Y, = Y + z par
les vecteurs z € A, sont digoints dors o(Y) << A. Pour démontrer ce resultat,
choisissons un parallélépipéde fondamental T du lattice M, et considérons
lesintersections Y n T-, del’ensemble Y avec lestrandatés T, =T =2z
du parallélépipéde T; il est clair que

v(y) = Zv(y NnT-3

ze Mo

l
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(dans cette somme, il y a seulement un nombre fini de termes non nuls
puisque I'ensemble Y bormé rencontre seulement un nombre fini des padlé
|épipédes T_,, cf. lemme 3, § 3). Le trandate de I'ensemble Y n T_, par le
vecteur zest égal Y, N T, c'est pourquoi (Y N T-,) = v(Y,N T), d' ou

oY) = Zv(Y, nT.

ze M,

Si maintenant les trandatés Y, sont deux a deux digoints, aors les inter-
sections Y, n T sont deux a deux digointes et puisgu’ elles sont contenues
dans T, la somme de la patie droite de 1’égalité ci-dessus ne peut pas dépes-
ser v(T). Par suite o(Y) << u(T), ce qui démontre notre argument.

Considérons maintenant |’ ensemble %X (obtenu a partir de X par une

homothétie de rapport ;) . Les conditions du théoréeme entrainent que
1 1
U(EX) = ﬁ”(x) >A.

S tous les trandatés ; X + z par les vecteurs z € M, étaent deux a deux dis
joints, alors, d aprés ce qui précede, nous aurionS\(%X) < A, ce qui nN'est
pas. Aind, pour certains vecteurs digincts z; e z, de G, les ensembles % X4z

et1

5 X 4+ z, ont un point commun :

]' 1 1 n ’ ¥
Ex +21:2x + z2 (x', x" e X).

Ecrivons cette égdité sous la forme

l v 1 '
21—222*2361 ""zx,
Puisque I’ensemble X est symétrique, — X’ € X et, d aprés la convexité,
Nous avons aussi
L " 1 o 1 " 1 ’
5% — X =5 —{—i(—x)eX.
Aind lepoint z; — z, de A, différent de I'origine appatient a I'ensemble X.
C.Q.F.D.
Le rasonnement de la premiére patie de la démondration du théoréme 3
entraine facilement le résultat suivant (qui sera utile au § 5).
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LEMME 1. — Si les translatés d’un ensemble Y par les vecteurs d’un lattice A
remplissent tout I’espace R», alors v(Y) = A.

En effet, les intersections Y, N T remplissent complétement le paralé-
|épipsde T (avec éventuellement des intersections non vides) et par Quite

oY) = ZD(YZ AT) > v(T) = A.

ze M

Pour étudier le groupe des unités, nous appliquerons le lemme de Min-
kowski a un lattice de I’ espace £5* et a |’ensemble X formé des points x
de la forme (2) du § 3 tds que

L% ] < e x| <o | %52 |2 < Corrvnes | Xorp |2 < Connr

1, . . -5 Cs+r Gant des nombres réds > 0. La symétrie et la convexité de cet
ensemble X sont claires. Utilisant les notations (4) du § 3 pour les coordon
nées de x, nous obtenons

—cy

W0t = [ dxy ... [ dx, f f dyudz
yf+zf<cs+1
s+t

ees ff dydz, = 2‘n'nc,-.

L' application du lemme de Minkowski al’ensemble X donne le résultat
suivant :

THEOREME 4. -— Si le volume d'un parallélépipéde fondamental d'un lattice

complet M de I'espace £5 est égal a A et si les nombres réels positif ¢y, . ... ¢o
s+t

4\! o .
sont tels que I |c,— > (—) A\, alors il existe dans le lattice G un vecteur non
T
i=1

nul tel que

|| < €ryovn [ Xs] <G5 [ Xepr [P < Cprs s | XsreP< Cone (B)

3) Structure du groupe des unités

Nous pouvons maintenant préciser la structure du groupe des unités
d'un ordre quelconque.

THEoREME 5 (théoréme de Dirichlet). — Soit D un ordre d’un corps K
de nombres algébriques de degré n = s + 2t. Il existe alors dans 9 des unités
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€, .. 56, r= 5+t~ 1, telles que toute unité e € D s’écrive de maniére
unique sous la forme

— Y. ay
€= Csl cee 80
o a,....a sont des entiers rationnels et § une racine de 1 contenue dans D.

DEMONSTRATION. — Comme on |'a dit alafin du paragraphe précédent
et au début de celui-ci, il suffit d’ établir que le lattice § qui représente les
unités de I’ordre D dans I’ espace £ (de dimension égale a s + ¢t~ 1) est
complet. D’ aprés le théoréme 1, il suffit de montrer qu'il existe dans £ un
ensamble borné U dont les trandatés par tous les vecteurs de § remplissent
tout I’ espacet.

Il est évident que tout point (A,, . . ., Asqe) de £ (et aussi de Ks+1) est
I"image d'un certain point x e £ par I'application x — I(x). De plus, il
résulte de maniére évidente de la formule (15), § 3 que pour x € £ (a
composantes non nulles) son image 1(x) dans I’ espace logarithmique Rs+*
appartient au sous-espace £ s et seulement s | N(x) | = 1.

Nous désignerons par S I’ensemble de tous les points x € £ tels que

NG| = 1.

S X, est un sous-ensemble borné quelconque de S, aors son image 1(X,)

dans I'espace S et auss bornée. En effet, pour tout point X = (xy, . . ., Xs4¢)
denormed-1,0na

Ixel <e(<k<s), |xyl<c( <j<o);

alors Ii(x) < Log c pour tout k=1, ..., s+ ¢ et de plus

1(x) =—Zl,-(x) . (s + 1 =1,

i%k

ce qui montre que I(X,) est borné. D’ aprés la multiplicativité de la norme,
pour X € Set X, < S, le produit Xex est encore contenu dans S; en parti-
culier, pour toute unité ¢ de I'ordre D, nous avons X.x(e) € S (puisque

N(x(=) = N(E) = £ 1).

Si les produits X,x(g) remplissent S pour toutes les unités ¢, alors les trans-
latés I1(X,,) 4 #(e) rempliront tout |’ espace €. Ains, nous avons établi que
pour démontrer le théoréme 5, il suffit de trouver dans S un sousensemble
borné X, dont les trandatés « multiplicatifs » Xqx(e) par les points X(E)
remplissent tout S.
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Soient y un point quelconque de S et M, le lattice de £+ représentant les
nombres de I’ ordre D. Soumettons I’ espace £ a |’ application linéaire

x = yX (x € £5).

Dans le § 3,1), nous avons vu que le déterminant de la matrice de cette
goplication est égd a N(y), i. e et égd & 4+ 1, and, d'aorés la formule (2),
les volumes des parallé épipédes fondamentaux des lattices A et y A6 sont
égaux; soit A ce volume

Choisissons maintenant des nombres réels positifse,, . . . , ¢+, tels que

4t
chl...cs+t>0—.c- A,

e désgnons par X I'ensemble des points x € £+ défini par les inégdités (3).
D'gprés le théoréme 4, il existe dans le latice yAG un point

x=yX(@ #0 (x€D, a#0)
appartenant a X. Puisque N(X) = N(»N(x) = -+ N(a) et
IN(x)|<c1. .. cs+t:Q,

aors|N(@) | < Q. D’apres le théoreme 5 du § 2, il existe seulement dans
I’ordre D une quantité finie de nombres non associés deux & deux dont la
valeur absolue de la norme soit inférieure & Q; soit «, . . ., &, UN Systéme
de nombres # 0 de D tels que tout nombre non nul de D dont la norme
est inférieure a Q soit associé a I'un d'entre eux. Pour un certain j (1 <i<KN),
on aura a(c) = a, - étant une unite de D, Le point y peut alors s écrire

y = xx{a;*)x(e). 4

X, =S m (L;) Xx(a,.-l)). )

Puisque X est bomé tous les ensembles Xx(a;!) sont auss bomés and X,
est borné. De plus, le choix desnombresc,, . . ., ¢;+, qui définissent X et
du systéme ay, . . ., ay est indépendant de y; ainsi I’ ensemble (5) est défini
sans ambiguité par I'ordre D, Puisque y e x(c) appatiennent S, d'apres (4),
le point xx(«; *) appartient aussi &S et par suite a X,. L’ égdité (4) signifie
que le pointy € S (qui a été pris arbitrairement) appartient a |’ ensemble
Xox(e). Aing, quand - parcourt I’ensemble des unités de D, les ensem-
bles Xyx(g) recouvrent S, ce qui démontre le théoréme 5.

Comme nous I'avons dga remarqué dans le §3,5), le théoreme de Dirichlet
entraine que le groupe des unités de tout ordre 9D d’'un corps de nombres

Posons
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algébriques de degré n = 5 + 2t s écrit comme produit direct d’'un groupe
fini et de r — s + t — 1 groupes cycliques infinis. S s+ t = 1 (C'est le cas
du corps des nombres rationnels et de tout corps quadratique imaginaire),
alorsr= 0. Dans ce cas, le lattice § est seulement formé du vecteur nul et
le groupe des unités d’un ordre D est un groupe fini de racines de I’ unité.

Lesunitése, ..., ¢ dont le théoréme de Dirichlet établit I’ existence
Sappellent les unités fondamentales de I'ordre D, Il résulte du §3-5) que des
unités e, . .., &, sont fondamentales si et seulement S les vecteurs I(e,), . . . . i(s,)
forment une base du latice G, Les unités

s; = Qis‘l’il L e:’ir 1<i<g r)

(ou les ¢; sont des racines de 1 quel conques contenues dans D) sont a leur
tour fondamentdes § e seulement s la matrice a coefficients entiers (a) est
unimodulaire.

Remarque. — La démondraion du théoréme de Dirichlet que nous avons
exposte n'est pas « effective », en ce sens qu'dle ne donne pas d dgorithme
pour trower des sysémes dunités fondamentdes de I'ordre D. Cda résulte
en particulier du fait que nous avons utilisé un systéme complet de nom-
bresay, . . . . @ NON associés dont les normes sont inférieures ou égales a
un cetan nombre Q; la démongration de I'exigence d'un td sydéme &ait
dga non ( effective » (théoreme 5, § 2). Nous reviendrons sur cette question
dans le paragraphe suivant.

Le théoréme de Dirichlet (de méme que le théoreme 2 du $3) et en parti-
culier véifié pour I'ordre maximum D du corps K. Les unités fondamentaes

de I'ordre maximum 9 sont dites unités fondamentales du corps K de nom-
bres algébriques.

4) Régulateur

D'aprés le § 3,3) et 4), & tout ordre D d'un corps K de nombres agebriues
de degré n = s + 2t est associé un lattice § de dimenson r=s+t —1
dans le sousespace £ <« Rs+r. Le volume v dun paraléépipéde fondamentd
de ce lattice ne dépend pas de la base choisie et il est donc complétement
oéfini par I'ordre D, Cdculons ce volume Soit T, le pardléépipéde fonda
mentd du latice § condruit sur la base Iey), . . ., &) (id &, . . ., g €2 un
systéme d'unités fondamentdes de I'ordre D). Le vecteur

1

I = S
’ \/s—l—t

X, ..., 1)eRstt
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est orthogonal au sous-espace £ et de longueur égale & 1. 11 est clair que le
volume r-dimensionnel v = »(T,) est éga au volume (s - t)-dimensionnel
du parallélépipéde T construit sur les vecteurs /, Iey), . - . , I(g). Par
slite, d'apres la formule (1), le volume » et égd a la vaeur absolue du déter-
minant dont les lignes sont formées par les composantes de ces vecteurs.
S dans ce déerminant nous goutons toutes les colonnes a la iiéme colonne,
nous obtenons, en appliquant a cette colonne la formule (18) du § 3,

v=14/5+ R

ol R e la vadeur absolue d'un des mineurs d'ordre r de la matrice

11(51) ‘e ls+t(€1)
e (6)
Ier) oo Lgiley)
Il en résulte en particulier que les vaeurs absolues de tous les mineurs
d'ordre r de la marice (6) sont égaux entre eux e ne dépendent pas du choix

du systéme gy, . . . ,e, d'unités fondementales. Le nombre R (de méme que v)
dépend seulement de D et s appelle le régulateur de Z’ordre D.

Le régulateur de I’ordre maximum D est auss appelé le régulateur du
corps K (dans le cas du corps des nombres rationnels ou d'un corps qua-
dratique imaginaire, le régulateur est par définition égal a1).

EXERCICES

1. Démontrer quil est imposshble d’améliorer I'inégdité o(X) > 2"A dans le
lenme de Minkowski. Pour cda, on condruira un ensemble X borné convexe
symérique par rapport a I'origine e de volume 2"A ne contenant aucun point du
|atice a pat I'origine

2. Soit a un nombre réd postif. Démontrer que le volume de I'ensemble
X < £s¢ formé des points x tels que

lx | + a- + |xs|+2\/yf+zi+ . +2\/yf+zf<a
(pour les coordonnées (4) du § 3) est égal a
— st 1l
U(X) =2 @ nl Qan.

Véifier de plus que X est borne, convexe e symérique par rapport a I'origine.
3. Soient a et b des entiers naturels qui ne sont pas des carrés. Montrer gue toute
unité fondamentale de I'ordre { 1, 4/a } du corps Q(v/a) est auss une unité
fondamentde de I'ordre { 1, 4/a, v/— b, v/av/— b } du cops Q(v/a, 4/— b)-

4. Montrer que le groupe des unités d'un ordre D et un sous-groupe d'indice
fini du groupe des unités de I'ordre maximum 9.
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5 Soient 0y, ...,m (r=s+1t 1) desunités d'un ordre D teles que les vec-
teurs I(ny), . . ., I(y,) Soient linéairement indépendants. Montrer qu'dors le groupe

des unités qui sont de la forme nl C nr’, ol les ¢; sont des entiers rationnels,
est un sous-groupe d'indice fini du groupe de toutes les unités de I'ordre D.

6. Soient ¢y, . . ., ¢, des nombres réds positifs et (a;) une matrice rédle régu-
liere d'ordre . Démontrer ques ¢ ...c,>d= Idet (ay) |, dors il existe des
entiers rationnels x,, . . . , x, hon tous nuls tels que

| n |
’Zaijxj <¢ (=1,...,n
ji=1

I NDI caTI N, — Montrer que dans |’ espace R”, I'ensemble des points (x, - - -, X,)
qui satisfont aux inégalités précédentes est borné, convexe, symétrique par rapport

al’origine e de volume lg"c, ... ¢ Appliquer dors le lemme de Minkowski.

7. Soient a; (1 <1<k 1< /< n)desentiers rationnels et m; (1 <i < k) des
entiers naturels. Démontrer que I'ensemble des points de I'espaces R” ‘a coordon-
nées entieres (x,, . . . , X,) telles que

n
Za,.jx, =0 (modm) (L<i<k)
it
est un lattice complet dont le volume du paralélépipéde fondamentd est < my .. . ny, .

8. Soient a, b, ¢ des nombres entiers rationnels non nuls, premiers entre eux

deux a deux, sans carrés, a}oosons | abe | = 2%p, . . . p, (les p; sont des nombres

premiers |mpars et restégd aOoual). On suppose que la forme ax2-4+by? +cz2?
représente zéro dans tous les corps p-adiques. Démontrer qu'il existe des formes
linéares a coefficients entiers L, . . ., L,, L', L” de trois variables tdles que des
nombres entiers », v, w véifient la congruence

au® + b + cw? = (mod 4 | abc |)
dés que
Li(U,U,W)EO(mOdpi), Igigs
L'(x, v, W) = 0 (mod 2% (*)
L"(u, v, w) = 0 (mod 2)
9. Consarvant les notations de I'exercice précédent, désignons par G le lattice
des points & coordonnées entiéres (u, v, W) € R3 qui satisfont aLx congruences (*).

D’aprés I'exercice 7, le volume d'un pardléépipéde fondamentd du latice G
est inférieur &4 | abc |. Désgnons enfin par X I'dlipsoide

lalx*+ 6]y +|c|lz2<4d|abc|,

dont le volume et égd, comme on le véifie facilement, & 3?2 = | abc |. Appliquant

le lemme de Minkowski pour un corps convexe a I'dlipsoide X et au latice A,
démontrer que la forme gx? + by* + cz® représente rationndlement z&o (Dans
cette démonstration du théoréme de Minkowski-Hasse pour une forme de trois
variables, on n'a pas utilisé le fait que la forme et non définie).

BOREVITCH 9
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§ 5. — SOLUTION
DU PROBLEME DES REPRESENTATIONS
DES NOMBRES RATIONNELS
PAR DES FORMES DECOMPOSABLES COMPLETES

1) Unités de norme + 1

Au § 2,3), nous avons vu que la recherche dans un certain module complet
des nombres de norme donnée conduisait a I’ étude des unités de I’ anneau
de stabilisateurs D telles que N(E) = + 1. Ces unités forment un groupe
gue nous allons étudier.

Supposons tout d’ abord que le degré » du corps K est impair. Dans ce
cas, il existe seulement dans I’anneau D deux racines de 1 qui sont les
nombres 4 1 (exercice 2 du § 3). S pour une certaine unité ¢ € D, nous avons
N(E) =~ 1, dors

N(- ¢) = N¢- DNG) = (- (= 1) = L

Soiet ey, . . ., & (r=s5+t— 1) un systéme d unités fondamentales de
I'anneau D. |l s peut que certaines des unités ¢ soient de norme — 1, rem-
placant ces unités ¢ par — g, nous obtenons un nouveal syseme 4, . . .,
d’unités fondamentales telles que N(¢) = 1 pour tout i =1, ..., r. La

norme d' une unité quelconque
—_ a a
E—i:'f],ll- oy

est alors égale aN(4 1) = (4 1)” = + 1. Par suite toutes les unités ¢ € D
telles que N(E) = 1 s écrivent

e=... 7 (a,€2)

Supposons maintenant » pair. Montrons que la norme de toute racine
de 1 contenue dans K est égale a+ 1. C'est évident pour les racines 4 1;
s K contient une racine complexe ¢ de 1, alors § = 0 et par suite tous les
isomorphismes du corps K dans le corps des nombres complexes se décom-
posent en paires d'isomorphismes complexes conjugués. Pour une telle
paire ¢ € ¢ nous avons & (Y)s( §) = | 6 (¥) |2 = 1. D'gores le $2, 3) de I'gppen-
dice, nous obtenons donc bien N(%) = 1.

Soit encore &, . . . ,& un Systéme d'unités fondamentdes de I'anneau D.
SiN(g) =1 pourtouti=1....r lanorme de toute unité ¢ € D est égde
a + 1. Supposons maintenant que

Ne)=1, .. ,N@e)=1  N(E)=-—1..,NE)=—-1
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pour k < r. Posant
M = €y .. «s Nk= &, Nk+1 = Ck+18y v . o5 Nr—1 = €18y

nous obtenons un nouveau systéme d'unités fondamentdes =y, . . ., Ne—1, &
tellesque N(y) = 1, 1 <i<r— 1. Cherchons a quelle condition la

norme de I'unitée =&y . . . 7%’ (a, ..., a_,beZ)est égdea + 1.
Puisgue N(e) = (- 1)%, N(E) = + 1 s et seulement si |’exposant b est pair,
i. e b =24, Nous avons ainsi obtenu que, pour n pair, une unité quel-
conque ¢ € D de norme + 1 s écrit
E=Ot . (g eZ)

avec », = ¢, €t ¢ racine quelconque de 1 appartenant a D.

Ainsi, s on connait un systéme d'unités fondamentales de I’ ordre D,
on peut trouver toutes les unités de norme + 1.

2) Forme générale des solutions de I'équation N(p) = a

Rapprochant |e corollaire du théoréme 5, § 2 du résultat ci-dessus, nous
pouvons énoncer le théoréme suivant qui donne une description compl éte
des solutions de I’ équation (7) du § 2.

THEOREME 1. =~ Soient M un module complet d’un corps K de nombres
algébriques de degré n = s + 2¢, D son anneau de stabilisateurs et a # 0 un
nombre rationnel. Il existe dans I'ordre D des unités s, . . ., 3 (r=s+t-1)
de norme + 1 et dans le module M un systéme fini (éventuellement vide) de
nombres y,, . . ., t de Normes a, tels que toute solution w € M de I’équation

N = a (1)
sécrive de maniére unique sous la forme
p=pn ...qm¥  sinimpair
a a, - .
p=plnt...n" sl n pair.

Ici p; est un des nombres .y, . . . , k& €St une racinede leta,, ..., a, sont
des entiers rationnels.

Dans le cas n pair, prenant pour houveau systeme de nombres w;
I’ensemble des produits g€, nous obtenons pour g la méme représentation
que dans le cas pimpair.

Dans tout ordre d’'un corps quadratique imaginaire, il existe seulement
un nombre fini d’ unités (puisque r = s + t — 1 = 0). Par suite, dans ce
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cas, I'équation (1) a seulement un nombre fini de solutions S maintenant K
n'est pas un corps quadratique imaginaire (et K différent du corps des
nombres rationnels), alors r > 0 et par suite I’ équation (1) ou bien n'a pas
de solutions ou bien a une infinité de solutions.

Remarque. — Le théoréme 1 décrit la structure des solutions de |’ équa
tion (1) mas ne nous donne pas le moyen de déerminer explicitement toutes
ces solutions. Pour résoudre dans la pratique I’ équation (1), il faut trouver
un syséme dunités fondamentdes de I'ordre D e un systéme complet de
nombres p, . . ., #x de M, non associés deux a deux, de norme donnée.
Nous montrerons dans les points suivants qu'on peut résoudre effectivement
ces deux problémes par un nombre fini d’opérations; cependant, cette
méthode est peu utilisable dans les cas pratiques car les calculs sont trés
compliqués. Nous exposerons cefte méthode dans le cas des corps quadra-
tiques.

3) Recherche effective d'un systéme d'unités fondamentales

Désignant par 6y, . . . , 6, les isomorphismes du corps K de nombres agé
brigues dans le corps des nombres complexes, démontrons tout d'abord le
lemme suivant.

LEMME 1. =~ Soient ¢y, . . ., ¢, des nombres réels > 0 quelconques. Dans
tout module complet M du corps K il existe seulement un nombre fini d’élé-
ments a € M tels que

\ 0'1(“) |<en,. .. ) l 0',,(0() | < Cny )
et on peut les calculer explicitement.

DEMONSTRATION. — SOit @, . . . , &, unebase de M (si le module M est
défini par un systéme de générateurs qui ne constituent pas une base, on
peut, en un nombre fini d' étapes, construire une base de M; cf. démons-
tration du théoréme 1 du § 2). Tout nombre ae M peut s écrire

a= alal + R a,,ot,,, (3)

a; entiers rationnels. Construisons la base dude of, . . . , «5 de la base
. ...a, dans le corps K (cf. appendice § 2-3)) e soit A un nombre réd > 0
td que

| o) < A @

pour tout i, j. Multipliant (3) par «* et passant a la trace, nous obtenons

n

a; = Tr aaj* = ZGi(a) o‘i(aj*).

i=1
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S « € M satisfait a la condition (2), alors on a, d’ apres (4), la mgjoration
slivante des coefficients g; :

9] <AY 1) | <A e 6

Par aiite il y a saulement un nombre fini d'entiers 4; posshbles. Considérant
tous les nombres de la forme (3) qui vérifient (5), nous trouverons aors
facilement ceux qui satisfont aux inégalités (2).

Dans la suite et jusgu’a la fin de ce point, nous utiliserons les mémes
notations et notions que dans les deux paragraphes précédents.

La posshilité de condruire effectivement un syseme dunités fondamen-
tdes d'un ordre quelconque d'un corps de nombres agébriques repose sur
le théoréme suivant.

THEOREME. — Pour tout ordre D d’un corps K de nombres algébriques,
on peut trouver un nombre réel g > 0 tel que la boule de rayon o de I'espace
logarithmique Rs+! contienne au moins une base du lattice G (représentant les
unités de I’ ordre D).

Montrons que ce théoréme donne « effectivement » une méthode de
condruction d'un syseme d'unités fondamentdes de I'ordre . S la repré
sentation logarithmique 1(E) d’une unité ¢ € D est contenue dans la boule
de rayon o, alors

P
lo) | < e 1 <k<s), |a@]<e(d<i<n. (6

D'gres le lemme 1, le nombre d'unités de D qui satisfont & cefte condition
est fini et on peut trouver explicitement ces unités (pour reconnaitre les
unités parmi les nombres de D, on utilise le théoreme 4 du § 2). Consti-
tuons, avec les unités trouvées, tous les systemes possibles

&y ine  (r=s+t-1)

d'unités tels que les vecteurs ie,), . . ., Ie,) Soient lindairement indépendants.
D'aprés le théoréme 2, un au moins de ces sysémes est un systeme fonda
mentd d'unités de I'ordre D. Pour le trouver, cdculons le volume du pardlé
|épipede congtruit sur les vecteurs Ie;). , . ., i(z). Le syseme pour lequel ce
volume et le plus petit sera, C'est clair, un systéme dunités fondamentaes.

La démonstration du théoréme 2 résulte de maniére évidente des deux
lemmes ci-dessous relatifs au latice S. D'aprés le lemme 1, on sat trouver
« effectivement y» toutes les unités « tdles que I(E) appatienne a un ensemble
borné donné. Plus précisément, nous conddérerons qu'un latice § est donné
« effectivement » § on connadlt un agorithme permettant de trouver tous les
points de ce lattice qui appartiennent a un ensemble borné donné.
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LEMME 2. — Si un lattice complet AG de I'espace m-dimensionnel K est
donné ( effectivement y, et si on connaft le volume A d’un parallélépipede
fondamental, alors on peut trouver un nombre p tel qu’il existe une base du
lattice M dans la boule de rayon p.

DEMONSTRATION. — S m =1, on peut poser = 2 A. Dans le cas générd,
nous procéderons par récurrence sur m. Choisissons dans £~ un ensemble
borné, symétrique par rapport a I’ origine et convexe dont le volume est
supérieur & 2mA. D’ aprés le lemme de Minkowski (§ 4, 2)) cet ensemble
contient au moins un vecteur non nul du latice AG; soit # un tel vecteur qui
ne soit pas de la forme nx, pour n entier > 1 et x € M. Soit £’ le sous-espace
orthogonal au vecteur y et soit A’ la projection du lattice A6 sur C'. S
X eJ’, dors pour un certain X e, nous avons x = Eu + X', £ réd.
Pour tout entier k, le vecteur X ~ ku appartient aussi a AG; par suite, on

peut choidgr le vecteur X e AG (dont la projection X' et donné) te que | & | <% :
Pour un tel x, on aura

(o= g ule+ e < glul )

Cette inégdité montre que tous les vecteurs X' € M/ gopartenant & un ensem-
ble borné sont les projections des vecteurs X e M, qui appartiennent égale-
ment & un ensemble borné Aind, avec le latice AG, le latice M’ et donné
« effectivement ». S w,, . . . ,u, SOnt des vecteurs de G dont les projections
Up . . ., Uy fOrment une base de M, dors le systeme uy, t, . ., , 4m €t Une base
de AG. I1 en résulte que le volume d'un paralléépipede fondamental du
, s g s A
lattice M’ et égal aTWII
on peut trouver un nombre p' tel qu'il existe une base u, . . . , u, de M
telle que |u;|<p’(i=1,.... m). D'aores ce qui a &é vu, on peut trouver
des vecteurs wy, . . ., u, de A tds que

et donc est connu. Par hypothése de récurrence,

1je
||u,-||<(£—11||u||2+p’2) .

Prenant
o=max (Jul +1. (jlul+¢7)")

il estclarqueu, u, ... ,u, et une base du latice A contenue dans la boule
de rayon p. Ceci démontre le lemme 2

Pour démontrer le théoréme 2, il suffit maintenant de maorer le volume
d'un parallélépipede fondamental du lattice G.
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LemMe 3. — Le volume v d’un parallélépipéde fondamental du lattice §
satisfait a [I'inégalité
[ N
V<C(LogQFH-IN<C(Log QF it > as oi Q= (;) VID|+1,

a=1

(D est le discriminant de I'ordre D), N le nombre d’éléments « de D, non
associés deux v deux tels que | N(a) | < Q et C une certaine constante qui
dépend seulement de s + t).

DEMoNsSTRATION. —= Nous utiliserons ici les notations de la démons-
tration du théoréme 5 du § 4. Nous imposerons aux nombres réds ¢y, . . ., Cs4e
la condition

G Couy = (%)IA+1=(%>11/;“D"|+1=Q

Puisque tous les tranglatés de I’ ensembl e I(X,) par les vecteurs du lattice §
remplissent £, alors, d’ aprés le lemme 1 du § 4, nous avons

v < o(I(Xa)).

Désignonspar U; (i=1, ..., N) lintersection de I'ensemble Z(X) — Ko )
avec le sous-espace C. D’ aprés (5) § 4, les ensembles U, recouvrent I(X,),
d'ou

N

< D). (7)

i=1

Revenons sur le calcul du volume »(U;). L'intersection de I'ensemble
[(X) — I(8) avec le sous-espace £ est formée des points (A, - - - » Ayrs)
€ K5+ tels que

7‘1+-"+)‘s+t—0 (8)
M < Log Cp — Ii(o) A<kgs+).
Posons | N(a) | = a (d'ou =/ () = Log a) et trandatons I’ensemble U par
le vecteur (A, . .., A%,,) € L de composantes

Q

M = — Log ek + [a) + Log\

+t
Soit U* ce trandaté d'aores (8), U* ex défini par les conditions

Log% A<kt

1
<
M s+t




136 THEORIE DES NOMBRES
Désignons par U, |’ensemble de £ défini par les inégalités
<1 (Isk<s+1),

e par C, le volume de cet ensemble. Il et clar que la congtante C, dépend
seulement de s + ¢, Puisque U* est obtenue a partir de U, par une homo-

. [ Q
—log X
thétie de rapports T og R aors

1 Q s+r-1
WU = o (Loe ) ocwo),
d'ou
. 1 Q s+t—1
Revenons al’inégalité (7). Pour tout i = 1, ..., N lanorme N(;) satisfait

a I'inégdité 1 < N(«) < | Q |. De plus, d'aprés la démonstration du
théoréme 5 du § 2, nous savons qu'il exige dans I'anneau D au plus g* nom-

bres deux a deux non associés de normes Cgales a a en valeur absolue.

Rapprochant ces résultats de I'inégalité (7) et de la formule (9), nous obte-
nons pour v I’ estimation du lemme.

4) Nombres de norme donnés dans un module

Revenons maintenant & la question de la construction effective dans un
module d’ un systéme complet de nombres de norme donnée non associés
deux & deux.

Dans l'anneau D des dabilissteurs du module complet M, fixons un cer-

tan systéme d'unités fondamentdes e,, . . . , ¢,. Les vecteurs I(e)), . . . , K&,)
et le vecteur J,=(1, .. ., 1) forment une base de I'espace logarithmique Rs+t,
Ains, pour tout ¢ e M, le vecteur (u) peut s écrire

M) = Eh + D &i(e), (10)

i=1
pour des coefficients réels &, &, . . ., &, D’apreslesformules (17) et (18)
du § 3, le coefficient £ est donné par
1
E= ;o Log | N@) |

Tous les nombres réels £ peuvent s écrire sous la forme &, = k; + v,
N . 1 o - _ -
ol k; est un entier et | vi|< 5. S W=pe .. e, et un nombre asodé

a ., ladécomposition (10) s écrit

L
o) = =282 | 4 yile) s vov + 1),

s+t
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avec a= | N(w) | = | N(&") |. Nous avons donc éabli I'exisence dans Rs+ ¢
d'un ensemble bornt tel que pour tout w € M de norme | N(w) | = & |l

existe un nombre w’ associé ap. qui appartient a cet ensemble. Nous avons
and des edimaions du type (2) pour ces nombres p’, D'gres le lemme 1,
il est clair qu'on peut déterminer explicitement tous les nombres de M qui
satisfont a ces inégalités. Choisissant parmi ceux-ci les nombres dont la
norme N(x") ala valeur demandée et prenant un seul représentant pour les
nombres associés entre eux, hous avons bien obtenu un systéme de nom-
bres w., . . ., ux € M de norme donnée, non associés deux a deux tels que
tout w € M de méme norme soit associé a I'un d'entre eux.

Les résultats de ce paragraphe donnent une méthode permettant de
trouver, au bout d'un nombre fini dopédions, tous les nombres de norme
donnée d'un module complet (ou de démontrer qu'il n'en exise pas). Nous
avons entierement résolu le probléme de la représentation des nombres
raionnels par des formes décomposables complétes a coefficients entiers.

EXERCICES

1. Soit @ un nombre entier rationnel_sans carres et divisible par au moins un nom-
bre premier de la forme 4 + 3. Démontrer qu'aors la norme de toute unité

de I'ordre {1, 4/d } du corps Q(+/d) et égde a -+ 1

2. Montrer que 5 + 24/6 est une unité fondamentale de I'ordre maximum du
corps Q(v/6).

3. Trouver toutes les solutions en nombres entiers de I'équation

Ixt—4yt =11

4. Montrer que dans le corps cubique Q(0), 62 = 6, le nombre e = 1 — 66 -+ 36
et une unité fondamentae.

§ 6. — CLASSES DE MODULES

Dans le § 1, 3), on a défini la notion de modules semblables pour des
modules d’ un méme corps K. On a vu que des modules semblables ont le
méme anneau de stabilisateurs (lemme 1, § 2) et que les problémes de la
recherche des nombres de norme donnée sont équivaents dans des modules
smblables (§ 1,3)). I et donc naturd de grouper tous les modules sembla
bles en classes et de consdérer I'ensemble des classes de modules semblables.
Dans ce paragraphe, nous démontrerons que dans un corps K de nombres
agébriques, il existe seulement un nombre fini de classes de modules sem-
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blables associés (*) & un ordre donné 9, Ce résultat, de méme que le théo-
reme de Dirichlet sur les unités, est essentiel dans la théorie des nombres
algébriques. Sa démonstration, de méme que celle du théoréme sur les
unités, repose sur le lemme de Minkowski. Une notion essentielle ici sera
la norme d’un module.

1) Norme d’un module

Soit M un module complet d' un corps K de nombres algébriques de
degré n; désignons par D son anneau de stabilisateurs. Choisissons dans D
une base @y, . . ., w, & dansle module M une base ., . . ., u.. Lamatrice
de passage A = (ay) de la premiere base a la seconde, i. e la matrice définie
par les égdlités

n
p=Daw  (<j<naeQ), 1)
i=1
dépend, bien entendu, non seulement du module M mais aussi du choix
des bases w; et ;. Soient oy, . . ., w, €t y/, . . ., u, des autres bases des
modules D et M respectivement, et soit

n

? ’ ’ ’
W= Zaij@j (@i € o

i=1
Lamatrice A, = (aj) ext liée ala matrice A par la relation
A, = CAD )
ou C = (c;) et D = (dy) sont des matrices unimodulaires a coefficients
entiers définies par les égdités :
n H
© = zcijwf, W = Sdijpi (cyd; €Q)
i=1 T?Il
(comme nous le savons, la matrice de passage d’ une base d’ un module a
une autre est toujours unimodulaire). Ainsi la valeur absolue du détermi-
nant de la matrice A, qui est indépendant du choix des bases et w;, est
un invariant qui dépend seulement du module M; en effet

|detA;|=|detC|-|detA]-|detD|=|detA]|.

(*) Reppdons qu'un module est dit associé & un ordre D Sil admet cet ordre
pour anneau de stabilisateurs (N. d. T.).
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DEFINITION. — Soient M un module complet dans K et D son anneau de
stabilisateurs. La valeur absolue du déterminant de la matrice de passage
d’une base de I'anneau D a une base du module M s’appelle la norme du
module et se désigne par N(M).

D’ aprés la formule (12) du § 2 de I’ appendice, les discriminants
D = D({h, ) P-n) Ct DQ: D(l.l)l, ey (.l)n)

des bases w; et ; (i. e les discriminents des modules M et D, cf. § 2-5)) sont
liés entre eux par larelation D = D, (det A)2 La notion de norme permet
d'écrire cette formule :

D = D,N(M)2. ©)

Pour des modules contenus dans leur anneau de stabilisateurs, la
matrice (a;) définie par les formules (1) et a coefficients entiers et par suite
la norme de ces modules et un nombre entier. La sgnification de la norme
dans ce cas est préciste par le théoréme suivant.

THEOREME 1. — Si un module complet M est contenu dans son anneau de
stabilisateurs 9, alors sa norme N(M) est égale a I'indice (D : M).

Ce théoréme est un cas particulier du lemme suivant.

Lemve 1. — Si M, est un groupe abélien de rang n dont aucun élément
n’est d’ordre fini, et si M est un sous-groupe de méme rang n, alors I'indice
(M, : M) est fini et égal a la valeur absolue du déterminant de la matrice de
passage A d’une base de M, a une base de M.

DEMONSTRATION. — SOit @y, . . ., &, une base de M,. D’ aprés le théo-
reme 2 du § 2, il exige dans le sous-groupe M une base +,, . . ., %, de la forme
M= €101 + CraWy + v+ . + CiaWy
Ny = Coat2 + .+« + Conly
Nn = Cnn®y

ou les ¢; sont des entiers rationnels et ¢;; > 0 (1 < i << n). Il est clair que
det A ne dépend pas du choix des bases dans M, e dans M e par suite

|det A |=cucwm. .. C,,.
Considérons les éléments
X0+ . Xa0y, 0 Xi< gy l<i<n @

e montrons qu'ils forment un systéme complet de représentants des ‘classes
du quotient du groupe M, par le sous-groupe M. Soit

a=aqw +...+ a0,
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un éément quelconque de M,. Divisons @ par ¢y :
G, = Cuqr + X1, 0K X <0
Alors,
o — qffh -_ xl(i)l = a;(.t)g + ...+ a,’,b),,.

Si maintenant nous divisons a, par Cy, a; = c»g: + X, NOUS obtenons
¢ — g — Gty — X101 = Ayodg + . . . T Gpop
Répéant ce processus n-fois, nous obtenons findement
=G — - = g = Xy — . .. — X0, = 0,
ou ¢; et x; sont des entiers rationnels tels que 0 < x; < ¢; Puisque

/P e o

appartient & M, cette égalité indique que a et I’ éément x,w;, + . . . + Xp0,
appartiennent a la méme classe résiduelle selon le sous-groupe M. Aing,
dans toute classe résiduelle de M, selon M, il existe un représentant de la
forme (4). Il rete a véifier que des ééments didincts de la forme (4) défi-
nissent des classes résiduelles distinctes. Raisonnant par |’ absurde, suppo-
sons que la différence de deux déments distincts x,w, + . . . + x,0, €t
X, + ... 4+ x50, (de laforme (4)) appartient a M. Soit s le plus petit
indice (1 < s < n) pour lequel x, # x;. Alors

(s —xDag+ ...+ (p = Xx)oa = b+ ...+ by

pour des entiers b;, Remplagant ,, . . . , v, pa leurs expressons en fonction
des ; et comparant les coefficients de w; dans les deux nombres de cette
égalité, on obtient facilement que b, =0, . . ., b,—; = 0 €t ¢bs = x5 = X}.

Cette derniére égdité et impossble pour un entier b, puisque0< x,— X;<Cgs.
Ains les déments de la forme (4) forment bien un systéme complet de
représentants des classes résiduelles de M, selon M. Puisgue leur nombre
est fini et égal & ¢y - - - ¢ = | det A |, le lemme 1 et par suite le théo-
réme 1 sont démontrés.

THEOREME 2. - Les normes des deux modules complets semblables M et «M
sont liés entre eux pur la relation

N(aM) = [N(@) | N(M).
En particulier, pour les modules semblables & un ordre D, on a

N@D) = | N) |-
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DEMONSTRATION. = Si i, . . . , &, €% Une base de M, on peut prendre les
nombores ay,, . . . , au, COMme base de «M. La norme du nombre N(a) est
le déterminant de la matrice de passage C de la base w: a la base «w; (cf. appen-
dice § 2-2). D'gorés le lemme 1 du § 2, les modules M e «M ont le méme
anneau de facteurs D, Désignons par A et A, les matrices de passage de la
base de I'anneau D aux bases y; et ay; respectivement. On a A, = AC,
d'ou

N(@M) = | det A, | = |det A | [det C| = N(M) | N(«)|.

La deuxieme partie du théoreme résulte du fait que N(9) = 1.

2) Finitude du nombre des classes

Démontrons le théoréme fondamental de ce paragraphe. |l repose sur
deux lemmes.

LeMME 2. — Pour tout module complet M, du corps K et pour tout sous-
module complet M, de M,, il existe seulement un nombre fini de modules M
intermédiaires (i. e. des modules M tels que M, ¢ M < M,).

DEMONSTRATION. — Choisissons un systéme &, . . ., & (s = (M, : M)
de représentants des classes résiduelles de M, selon le sous-groupe M.,.
Sia, ..., a, estunebasedeM,, tout élément 0 € M, S écrit de maniéere
unigue sous laforme 6 = &, + ¢y + . . . + ¢4, OU £, €st I'un des repré-
sentants ci-dessus et ¢y, .. ., ¢, des entiers rationnds. Soit 0,, . . ., 6, une base
d’ un module intermédiaire M. Pour tout 6;, on a une représentation

ej = E.»kj‘i' Cij%y + . . .+ Cpjtlp,
a coefficients ¢; entiers. Par suite

M={8,...,0}={0n...,008,...,a,
z{gkla...,gkn’“b...,an}

Puisgu’'il y a seulement un nombre fini de possibilité dans le choix des
représentants &, . . ., &, 1€ nombre des modules intermediares M est fini.

COROLLAIRE. =~ Pour tout module M, < K et pour tout entier naturel r,
il existe seulement dans K un nombre fini de modules M > M, tels que

(M:Mo =Fr.

En efet, puisque le groupe quotient M/M, es fini, nous avons rM < M,,
dou % MyoM o wm,
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Lemve 3. — Dans tout module complet M de discriminant D d'un corps K
de nombres algébriques de degré n = s 4- 2¢, il existe un nombre « # (0 dont
la norme satisfait a [inégalité

2\ =
NG| <(2) VDI ®
DEmonsTRATION. = Choisissons des nombres réels positifsc,, . . ., ¢ovs
tds que
™t R,
cl'..cs+t:0§t '\/‘D!+E, (6)

ou ¢ est un nombre réedl positif quelconque. |l résulte des théorémes 2 et 4
du § 4 qu'il existe dans le module M au moins un nombre a # O tel que

low(@) | < el <k <8), | 05 5(0) P < ey (1< <H).
La norme
N(e) = 0'1(0‘) -7 ()] l Os.+ 1(“) l2 Ce |°s+ ,(oc) |2

de ce nombre ne dépasse pas en valeur absolue le produit (6). Puisque ce
résultat est vrai pour e auss petit que I’on veut, il existe nécessairement
dans M, a moins un nombre ¢ sdisfasant a I'inégdité (5).

THEOREME 3. — Pour tout ordre D d’un corps K de nombres algébriques
il existe seulement un nombre fini de classes de modules semblables associés

ad.
DEmonsTRATION. — S0it M un module associé a I’ ordre D; désignons
par D le discriminant du module M et par D, le discriminant de I’ ordre D.

Choisissons dans le module M un hombre « # 0 vé&ifiant la condition (5).
D'gorés la formule (3), on peut écrire la condition (5) sous la forme

NG| < () NoDvIDiL

Puisque aD € M, alors D C—:—( M. En outre, d'aprés le lemme 1 et |a défi-
nition de la norme d’ un module, nous avons

(o) ) 1300 < v

%

Cela démontre que dans toute classe de modules semblables associés a D
il existe un module M’ tel que

M' > 9D, (M’:a>)<01—2; t\/IDoI- (7)
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D’ apres le corollaire du lemme 2, il existe dans le corps K seulement un
nombre fini de modules M’ vérifiant la condition (7). 1l en résulte que le
nombre des classes de modules semblables associés a D est auss fini, ce
qui termine la démonstration du théoréeme.

Remarque. — Pour deux modules complets M; et M, d’un corps K de
nombres algébriques, nous avons un procédé « effectif y pour savoir Sils
sont semblables ou non. Pour cela, trouvons tout d’abord leurs anneaux
de stahilisateurs. Si ces anneaux sont distincts, alors M, et M, ne sont pas
semblables. Supposons que M; et M, aient le méme anneau de stabilisa-
teurs D. Remplacant peut-&re un de nos modules par un module semblable
nous pouvons supposer M, o M,. Calculons I'indice (M, : M) = a S
aM, = M,, dlorsa € D et | N@ | = a Cest pourquoi, nous choisirons
dans I’anneau D un systeme complet de nombres o, . . . , a, NON associés
deux & deux de norme égde a a en vaeur absolue (cf. § 5-4)) ol on a trouvé
« effectivement » un tel systéme. Si a est un nombre quelconque de
I'anneau D tel que | N(@) | = a il est associé & un certain oy, d'0U aM,=a;M,.
Pour savoir 9 les modules M, e M, sont semblables, il suffit mantenant de
comparer le module M, aux modules &M, (1 < i < k). Les modules M,
et M, seront semblables s e seulement § M, coincide avec un des modules
(Z,'M].

EXERCICES

1. Montrer que tout corps de nombres dgébriques, différent du corps des nom-
bres rationnels, contient une infinité d' ordres (par suite, le nombre de toutes les
classes de modules semblables, associés aux différents ordres possibles, est infini).

2. Utilisant I'exercice 2 du § 4, démontrer que tout module complet M de discri-
minant D contient un nombre a # 0 td que

IN@ | < (2 5 VD

T,

(n = s+ 2t et le degré du corps de nombre agébriques).

3. Appliquant I'exercice 2 & I'ordre maximum & un corps K de nombres dgé
briques de degré n = s + 2t e utilisant la formule de Stirling

0
nl— vi;;(g)"elﬂn, 0<b<,
montrer que le discriminant Dy du corps K sdtisfait a I'inégdlité

1
2t 1 2'!-——’1
D> (3) e ™

Aind, quand le degré » croit, le discriminant d'un corps de nombres agébriques
tend en vaeur absolue vers l'infini.
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4. Démontrer que le discriminant d'un corps K de nombres agébriques de
degré » > 1 est différent de 4 1 (théoreme de Minkowski).

5. Démontrer qu'il exise seulement un nombre fini de corps dont le discrimi-
nant a une vaeur donnée (théoréme d’Hermite).

INnpicaTion. — D’gorés 'exercice 3, il auffit de montrer qu'il existe seulement
un nombre fini de corps K de degré fixé n = s + 2t e de discriminant donné D,

Considérer dans I'espace R* (formé des points (X,, . . vy Xg Y1y 21y - - 3 Yo 24))
I'ensemble X défini, dans le cas § > O par les conditions 9o !

|51 <VIDo|+1, |x, <1(2<k<s), ¥+2Z<IA<j<),

et, dans le cas s = 0, par les conditions

1 —_— :
<3, lzl<IDI+1, y+z<l Q<i<.

Appliquant dors le lemme de Minkowski & I'ensemble X e au lattice repré-
sentant les nombres de I'ordre maximum 9 du corps K, montrer qu'il existe un

élément primitif 6 € D du corps K, dont le polyndme caractéristique a des coeffi-
cients bornés.

§ 7. — REPRESENTATION DES NOMBRES
PAR DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES

Dans ce paragraphe, nous ferons une éude beaucoup plus détaillée des
questions de ce chapitre dans le cas de formes quadratiques binaires. Puisque
toute forme rationnelle irréductible ax®* + bxy + c¢y* se décompose en fac-
teurs linéaires dans un certain corps quadratique, notre étude est liée a
I’éude des modules complets e de leurs anneaux de dabilisateurs dans les
corps  quadratiques.

1) Corps quadratiques

On appdle corps quadratique toute extension de degré 2 du corps Q des
nombres rationnels. Commencons par décrire ces corps qui forment les
exemples les plus smples de corps algébriques.

Soit d # 1 un nombre entier rationnd non divisble par un caré (pogtif
ou négatif). Puisque le polyndme t? -- d est irréductiblz dans le corps des
nombres rationnels, le corps Q(0) obtenu & partir de Q par adjonction d'une
racine § de ce polyndme est de degré 2 sur Q, i. e. est un corps quadratique.
Nous le désignerons dans la suite par Q( \/d) Il e facile de voir que, réci-
progquement, tout corps quadratigue K et de cette forme démontronsle.
S ¢ € K & nex pas rationnd, dors K = Q(a). Le polyndme minimd de «
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sur Q est de degré 2 et par suite il existe des rationnels p et ¢ tels que
at 4 pa - q=0.

Posons 8 = a + ‘g ; aors pe = p; — g. Le nombre rationnel %2 — g peut

Sécrire sous la forme ¢2d, d &ant un entier sans carrés. 11 est clar que d # 1

puisque sinon B et par suite a seraient des nombres rationnels. Si § = 9,

_ c
dors 82 = d et K = Q(0), i. e K = Q(+/4d).
Montrons que pour des entiers d distincts (# 1 et sans carrés) les corps

Q( 4/d) correspondants sont distincts. En effet, s Q(4/d) = Q(1/4"),

alors
Vd =x+y\/d

pour des raionnds x et y; dou

d'= x4 dyt+ 2xp0/d
et par suite

d=x*+dy, 2xy=0

Siy =0, dors d’ = x2 ce qui est impossible par hypothése. Si maintenant

x =0, d’ = dy? e cladgnifie d’ = d. On a donc démontré que les corps
quadratiques sont en correspondance  hiunivoque avec I'ensemble des entiers
rationnels # 1 et sans carrés.

2) Ordres dans un corps quadratique

Les nombres du corps Q(4/d) s écrivent
a=Xx-+ y\/ d
X, y raionnds. Puisque le polyndme caractéristique de a est égd a

1 OXE + X* — dy?,

aappartient a1’ ordre maximum D du corps Q(4/d) si et seulement s les
nombres 2x = Tr (a) et x2 — dy? = N(a) sont des entiers rationnels. Posons
2X=m. Puisque-’%2 - dy? doit étre entier et que d est sans carrés, le déno-
minateur du nombre rationnel y (écrit sous forme irréductible) peut au
pluséreéga a2, i.ey= g n entier. 11 est clair que N(a) ='%2_d7:2 est

entier S et seulement s

m?* —dn*=0 (mod 4). 1))

BOREVITCH 10
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La réxlution de cette congruence dépend bien entendu de d e plus précisé
ment de la valeur de d module 4. Puisque d est sans carrés, alors d 0
(mod 4), d'ou trois possibilites :

d=1(mod4); d=2(mod4); d=3 (mod4)

S d = 1 (mod 4), la congruence (1) Sécrit m? = n2 (mod 4) ce qui e équi-
valent am= n (mod 2), i. e. m = n 4 21; nous obtenons

1 d
MLV RIS,

pour des entiers / e n. Aind, dans ce cas, on peut prendre comme base de
I’ordre maximum D, i. e. comme base fondamentale du corps Q(+/4)

(cf. findu § 2), lesnombres 1 et & = I +2\/d.

Supposons maintenant d = 2 ou 3 (mod 4). S la congruence (1) avait une
solution telle que # soit impair, de d = m? (mod 4) résulterait que d =0
(mod 4) pour m pair e d = 1 (mod 4) pour m impair, ce qui contredit notre
hypothése. n étant pair, il résulte de la congruence m? = 0 (mod 4) que m
est pair. Nous avons donc démontré dans ce cas que le nombre x + y4/d

appatient & I'ordre maximum D du corps Q(V/d) § e selement § X = ’211

ey =7 M et n entiers pars. Dans ce cas, on peut donc prendre pour base

de D Ies nombres 1 et » = 4/4.
Dans la suite, quand nous parlerons d’ une base de I’ ordre maximum du

corps Q(1v/ d) nous prendrons toujours la base 1, & Ol o = L+ \/d

2
sidsl(mod4)etw=\/c?pourd520u3(mod4).

Considérons maintenant un ordre quelconque D du corps Q(\/d),
Puisque D est contenu dans I'ordre maximum D (cf. § 2-4)), tous les nombres
de D sont de laforme x + ya, x, y entiers rationnels. Choisissons parmi
eux un nombre pour lequel le coefficient y et > 0 e a la plus petite vaeur
possible; soit a+ fw ce nombre. Puisque a est un nombre entier rationnel
contenu dans D, alors fw € D. Il est maintenant clair que pour tout

x+yoeD

le coefficient y est divisible parf et celasignifie D = {1, f » }. Réciproque-
ment, d'aorés le lemme 3 du § 2, pour tout entier naturel £, le module { 1, fw }
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est un anneau et par suite un ordre du corps Q(+/d). Puisque pour des
entiers naturelsfdistincts les ordres { 1, fw } sont aussi distincts, nous obte-
nons : tous les ordres d’un corps quadratique sont en correspondance
biunivoque avec I'ensemble des entiers natures.

Par la suite, nous désignerons par Dy 'ordre { 1, fw }. Il ed facile de voir
que le nombre f est égd a I'indice de I'ordre Dy dans I'ordre maximum

D=D,={1, 0}

Ains tout ordre d’un corps quadratique est complétement défini par son
indice dans I’ ordre maximum du corps.

Calculons maintenant le discriminant de I'ordre 9. Supposons tout
d abord d = 1 (mod 4). Puisque Tr (4/d) = 0, dlors

Tro="Tr (liy‘—i)zl

e par site
Tl Tro 2 fo
D=1 fo Trfo|T|r _fz(szrl) i =fd.

Si maintenant d = 2 ou 3 (mod 4), aors

—f*.4d.

Tr 1 Trf\/;i’ 12 0
Dy=

\Tr fA/d Trfd |

0 2fd
Les formules obtenues pour Dy nous montrent que tout ordre d'un corps
quadratique est défini de maniére unique par son discriminant.
Nous rassemblerons sous forme d'un théoréme les résultats obtenus
ci-dessus.

THEOREME 1. — Soit d un nombre entier rationnel # 1 et sans carrés.

Comme base de I'ordre maximum D du corps quadratique Q(\/E), on peut

prendre les nombres 1 et w, avec m:l—_i_z—\/d sid=1(mod4) et v = \/;1

sid=2ou 3 (mod 4). Le discriminant D, de I'ordre D (i. e. le discriminant
du corps Q(\/c?)) est égal a d dans le premier cas et a 4d dans le second.
Un ordre quelconque P du corps Q( \/c?) s’écritalors D; ={1,fw} (ol T est
Iindice (D D)); le discriminant de I'ordre Dy est égal a Dy = D,. f2
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3) Unités

Puisque tout nombre de I'ordre Dyest représenteble sous la forme x4y fe,
X €y entiers rationnels, aors, d'aprés le théoréme 4 du § 2, nous trouverons
toutes les unités de l'ordre D en résolvant |'éguation
Nx 4+ yfo)=+1, )
i. e |"éguation

2 fxy+ f2(1 - “)y2= +1, 3)

pour d = 1 (mod 4), et I’ équation

xa_dfzyzz + 1 (4)

pour d =2 ou 3 (mod 4).

Pour un corps quadratique imaginaire, s =0, t =1, r=s+t—1=0;
ains le groupe des unités dans tout ordre de ce corps est fini et formé de
racines de 1. Ce résultat est en relation avec le fait que, pour d <0, les
équations (3) et (4) ont au plus un nombre fini de solutions en nombres
entiers. En fait, pour d = — 1, f = 1, I’équation (4) a quatre solutions :

x=+1, y=0; x=0  y=41,

qui correspondent a4 1 et 4 i qui sont les racines quatriémes de 1. Pour
d==3, f=1, I'éguation (3) a 6 solutions :

x==19y=0; x=0’y::l:11x_19y=_1; x=—1,}"1,
qui correspondent a toutes les racines sixiémes de 1. Pour tous les ordres
restants des corps quadratiques imaginaires les équations (3) ou (4) ont au
moins deux solutions: x = + 1,y = 0, i. e. 4 1 sont toujours des unités.

Le cas d'un corps quadratique réel Q(4/d), d > 0 est plus compliqué.
Puisque dors s = 2, t = 0, toutes les unités d'un ordre Dy du corps Q( 4/d)

sont de la forme - 7, ou £ est une unité fondamentale de I’ordre Dy. Le
problémeici est donc de déterminer une unité fondamentale E. De méme

que &, les nombres lg, - E, — —;sont auss des unités fondamentaes, par Suite,

on peut supposer que ¢ > 1. Il est clair que la condition ¢ > 1 définit de
maniére unique |’ unité fondamentale «.

Soit 4 une unité de Dy et soit n=x + y f » sa décomposition sur la
base 1, » ; montrons que si n > 1, dors les coefficients x et y sont positifs

(pour d =5, F = 1il se peut que x = 0). Pour tout « € Q(4/d), soit &’ son
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conjugué, i. e. I'image de a par I’ automorphisme 4/d - — 4/d du corps
Q(4/4d). Il et facile de voir que ® — o' > 0. Puisque N(q) = #n' = & 1,
I'unité »’ et égale, ou bien & ;)1—, ou hien a — 1; dans ces deux cas, n—4' >0,
i.e yf(w=-—w)>0etpa suitey > 0. Puis?que| 7' |=|x+ yfo'|<1
etfo < — 1, sauf danslecasd=5,f=1,adorsx >0(si d=5, f=1,

A —4/5

dors=1 < fo' = 5 < 0 et nous obtenons x = 0).
Soit € > 1 une unité fondamentale de I’ ordre D,. Pour I’ unité
e = x, + y, fo (n entier naturel),

ouU gx, > X € y, > y. Par suite, pour trouver une unité fondamentale
e > 1, il suffit de trouver une solution > 0 de I’ équation (2) qui soit la plus
petite possible. Utilisant les résultats du § 5-3), nous pouvons borner supé-
rieurement ces nombres X e y par une constante C puis considérer succes
sivement les unités (en nombre fini) qui satisfont a ces inégalités.

Montrons tout de suite par une remarque que I'on peut réduire le nombre
de vérifications a effectuer pour déterminer une unité fondamentale. On
s appuie sur le théoréeme qui affirme que s pour un nombre rédl £ il existe
des nombres entiers naturels premiers x et y tels que

1
22’
dors g et nécessarement une des fractions qui interviennent dans la décom-

Yy

position du nombre £ en fraction continue.

D’aprés(2),
T fo! .
y y(x + yfew)”
S d= 1 (mod 4) dors, en laissant de coté le cas d = 5, F = 1, nous obtenons
X Afd—1 1
ke

1
= <
= L(x Vd+ 1y D
y(}"‘f—-"‘—‘z )

(puisque; >0et f—ﬂ—-s-—l> 2). S maintenant d = 2 ou 3 (mod 4),

2
dorsona x*= fdi*+1=dy*— 1> y¥d—1) et d =2 doh
x - 1 1 1
__f\/d]= — < =< .
y Wx+yVd) yad—1+4/d 2

D'aprés le théoréme rappelé ci-dessus de la théorie des fractions continues,

i est une des fractions de la décomposition du nombre irrationnel — f o’
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en fraction continue. Pour trouver la plus petite solution > 0 de I’équa-
tion (2), il suffit donc de considérer seulement les couples de nombres qui
interviennent dans la décomposition de — f ' en fraction continue (et qui
ne dépassent pas la constante C calculée plus haut). Dans la pratique, on
conduit les cdculs de la maniére suivante. Pour le nombre — fw’, on déter-
mine des dénominateurs partiels g, (k > 0) et les numeérateurs P, et déno-
minateurs Q. des fractions correspondantes. Nous continuerons les calculs
jusgu’a ce que I'expression N(P, + o f Q) ne soit pas égale a -+ 1. Cda
a lieu forcément pour un P, < C et |"unité fondamentale correspondante
e= P+ o f Qr est ans déterminée (pour le casexclu d =35, f = 1, on

peut prendre pour unité fondamentde o = ! +2\/5) . Hlustrons cette
méhode par deux exemples.

Exemple ]. — Pour trouver une unité fondamentale de I’ ordre | 1, 3\/6 :
du corps Q(4/6), décomposons le nombre — 3w’ = 34/6 en fraction

continue :
V/54=17+ (/54— 1),

_ 1, V=3
V54 —1 5
RN
V54— 3 9
9 64 \/54 6
V54 —6 2
_2 g4 V54—3 ’
V54 —6 9
Constituons le tableau :
k 0 1 2 3 4 5
ke 7 2 1 6 1 2
| |
Px 7 15 22 147 169 485
|
Qx ! 2 3 20 23 66
P; — 54Q; -5 9 -2 9 -5 1
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L’ unité fondamentale de I"ordre § 1, M}e‘stgr/s\ite égale a

485 + 66-34/6 = 485 + 1984/6. |
Exemple 2. — Calculons une unit¢ Tondamentale du corps Q(\/ ‘—ﬁ)

Nous avons
va—1_, + \/41_—5
2
2 \/41 -3
Val—5
_L =24 M
\/41 —3 4
\/41 —3
\/41 —5 S
__4¥ 1+ _\_/il_l;S
\/41 —3 8
k 0 1 2 3 4
Tk 2 ! 2 2 1
Py 2 3 8 19 27
Qx 1 1 3 7 10
P} - P,Q, —10Q2 —4 2 -2 4 -1

L’ unité fondamentale de I’ ordre maximum du corps Q(4/41) est ains
égde a ‘

27+10\#=' 2+ 54/41.

4) Modules

Etudions maintenant les modules complets des corps quadratiques.

Puisque tout module { «, B } et semblable au moduleg 1,2!, il suffit déudier
les modules de laforme{ 1, y }. \
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Tout nombre non rationnd y de Q( 4/d) est racine d'un certain polyndme
ar? + bt + ¢ a coefficients entiers rationnels. Si nousimposonsa a, b, c les
conditions (a, b,c) = 1 et a > 0, dors pour tout y le polyndme a¢* 4 bt + ¢
est défini de maniére unique; nous le désignerons dans la suite par o.(t).
Il est clair que pour son conjuguéy’, nous avons e,At) = o(t); de plus,
I'égalité o,,(t) = ¢,(t) alieu s et seulement s vy, est égal soit ay soitay’,

LemME 1. — Si le polyndme ¢,(t) d'un nombre y non rationnel de Q( \/;1)
est égal & at® 4 bt + ¢, alors I'anneau D des stabilisateurs du module

M={L,v}
est I'ordre { 1, ay } de discriminant D = 5* — 4ac.

DEmonsTRATION. — Considérons le nombre a= x + yv, X, Yy rationnels.
Puisque I'inclusion «M < M équivaut au fait que a. [=x + yy e M €t

a.y= _Cal’+(x_ bEy)YGM,

dors, a gopatient a I'aneau de dabilisateurs D 9§ & seulement S les nom-
bres rationnels

X Y,

b}

o by
a a

sont des entiers, i. e. S x et y sont entiers et y divisible par a (puisque
(a b, c) = 1). Celadémontre que D = { 1, gy }. Pour terminer la démons
tration du lemme 1, il suffit de cdculer le discriminant de I'ordre D :

_|Tr1 Tray
T |Tray Tra

—b

2
=l—b bt 2ge| = 07— 4ac.

COROLLARE. — Avec les notations du lemme 1, la norme du module { 1, y }
. !
est égale a - .
a

En effet, lamatrice de passage delabase 1, ayalabase 1, y est égde a

1 0
o
a
LeMME 2. — Pour que les modules { 1, y }et { 1, v1 } soient semblables, il

faut et il suffit que les nombres y et v, soient liés par la relation

o ky+ !
S omy+n’

©)

T
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ou les entiers rationnels k, 1, m, n sont tels que

gue K= ml =2
I ©
Im n '
DEMONSTRATION.  — Puisque deux bases distinctes d’ un méme module

sont liées par une transformation unimodulaire (cf. § 2-1)), I’ égdité

{o, v} ={1,v}
entraine
ayy = kY +/

a=my+n
pour des entiers k, I, m, n véifiant la condition (6). Divisant la premiére
de ces égdités par la seconde, nous obtenons (5). Réciproquement, soient v,
et y liés par la relation (5). Alors

(Lny= o Omrbm by 1= L)

m—l—n

Ay 1 o .
("égdite { my +n, ky + [} = i {1,y } alieu daprés (6)). Ceci

termine la démonstration du lemme 2.

Considérons dans le corps Q(+/d) les modules associés a un certain
ordre fixé D (i. e. dont D est I’anneau de stabilisateurs). D’ aprés le théo-
reme § 6, il exise seulement un nombre fini de clases de tds modules sem-
blables. Introduisant une opéation de multiplication des dassss, nous dlons
montrer que, pour cefte opération, toutes les classes de modules semblables
associés a un ordre donné D forment un groupe.

SM={ap}etM,={«,B,}on dex modues dors pa ddfinition,
le module produit sera le module MM, = { ax,, aB,, Bay, B3; } (cf. exer-
cice 7,§ 2). 11 est évident que pour A % 0, w # 0, on a la formule

(M) (uM,) = (MM,). U]

Pour tout module M, nous désignons par [M] la dasse de modules sembla-
bles dont M et un représentant. De I'égdité (7) réaulte que la dasse [MM)]
dépend seulement des classes [M] et [M,]. La classe [MM,] sera appelée
le produit des classes [M] et [M,]. Pour multiplier deux classes il faut donc
choisir arbitrairement un représentant dans chacune de ces classes et les
multiplier; la cdasse de modules semblables contenant le produit obtenu sera
le produit des classss considérées.

Pour tout module M, nous désignerons par M’ |e module formé des
conjugués a de tous les nombres a € M. Puisque a + &> = Tr a et raionnd,

dorsa’ e Q(\/&) €t par suite M’ est simultanément avec M un module
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complet du corps Q(4/d). 11 est facile de voir que pour tout ordre 9 son
conjugué 0O coincide avec D. 1l en résulte que deux modules conjugués
ont le méme awmneau de stabilisateurs.

Démontrons la formule

MM’ = N(M)D, ®)

dans laguelle D est I'anneau de stabilisateurs et N(M) la norme du
module M.

Supposons tout d’ abord que le module D et de laforme{ 1, y }. Dans
ce cas, on obtient, en utilisant les notations du lemme 1 :

MM’Z{I’Y}{LY,}:{I’Y’Y’aW,}

b c
= I,Y’ —Y—_ga_é

—_'"glaYs_{)s_g

a a

Puisque a, b & c sont premiers entre eux, I'ensemble de leurs combinaisons
linéaires a coefficients entiers coincide avec I’anneau Z tout entier; par
suite

MM’:%{LY}:;IS):N(M)Q)

(corallaire du lemme 1). Si maintenant M est un module quelcongue, on
peut toujours I'écrire sous la forme M = «M; o0 M, et de la forme { 1, y }.
D'apres le théoreme 2 du § 6, nous obtenons
MM’ = ax’M,M; = N@@NM)D = | N(@) | N(M)D = N(M)D,
ce qui démontre la formule (8) dans le cas général.
Soient maintenant M et M, deux modules associés au méme ordre D.

Si D est I"anneau des stabilisateurs du produit MM,, alors, o aprés |a for-
mule (8),

MM,(MM,)’ = N(MM,)D.
D’autre part, puisque la multiplication des modules est commutative et
associative, en multipliant entre éles les formules MM’ = N(M)D et
M;M; = N(M;)D, on obtient
(MM,) (MM,)’ = N(M)N(u,)D.
Comparant cette égalité a la précédente et remarquant que des ordres dis-

tincts ne sont jamais semblables, nous obtenons I égalité D = D. Remar-
quant de plus que s a et b sont des rationnels positifs, |' égaité a® = bD
entraine a = b, nous obtenons auss

N(MM,) = N(M). N(M,).
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Aind § deux modules M & M, sont associés a 'ordre D, leur produit MM,
est encore associé a . Puisgue de plus pour tout module M d’'anneau de

facteurs D, on a smultanément MD = M & M (I%M) M) = D, nous obte-
nons le théoréme suivant.
THEOREME 2. — Tous les modules d’un corps quadratique qui sont associés

a un ordre donné forment un groupe commutatif pour I’opération de multi-
plication des modules.

De ce théoréme et du théoréme 3 du § 6 résulte de maniére évidente le
résultat suivant :

THEOREME 3. — Toutes les classes de modules semblables d’un corps qua-
dratique d'anneau de stabilisateurs 9 donnéforment un groupe fini commutatif.

Remarquons que les théorémes 2 et 3 sont specifiques des corps quadra-
tiques et ne seraient vrais dans le cas généra d'un corps agébrique que
pour les modules qui admettent pour anneau de dabilisateurs 'ordre  maxi-
mum (cf. exercice 18, § 2).

5) Correspondance entre modules et formes

D’aprés le § 1-3), & toute base «, 8 d'un module complet M < Q(\/fi)
correspond de maniere unique une forme quadratique binare N(xx + By) a
coefficients rationnels. Puisque a des bases distinctes de M correspondent
des formes équivalentes, au module M correspond une clase de formes équi-
valentes. Si maintenant on remplace M par un module yM qui lui est sem-
blable, toutes les formes précédentes sont multipliées par le facteur cons-
tant N(y). Ainsi, considérant les formes a un facteur constant pres on peut
dire qu'a toute classe de modules semblables correspond une classe de
formes équivalentes. Cependant, cette correspondance n'est pas  hiunivoque.
En effet, des modules conjuguésM = {a,p}et M’ = {a, B’ } ne sont pas
samblables e pourtant les formes correspondantes  coincident.  Nous  dlons
définir de nouvelles notions d’ équivalence des formes et de similitude des
modules pour rendre biunivoque la correspondance entre les classes.

DEFINITION. — Une forme quadratique binairef (x, y) = Ax? + Bxy 4 Cy?
a coefficients entiers rationnels est dite primitive si le plus grand diviseur
commun de ses coefficients est égal a 1. Le nombre entier B2 — 4AC est appelé
le discriminant de la forme primitive f.

Aingd, le discriminant d’'une forme primitive différe de son déter-

2
minant AC — IZ_ par le facteur constant — 4.
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Il et facile de voir que toute forme équivaente a une forme primitive
est primitive. Par une transformation linéaire de la variable de
matrice C, le déerminant d'une forme quadratique est multiplié par le fac-
teur (det C)? et par suite il ne change pas s et seulement si det C = - 1.
Il en résulte que des formes primitives équivaentes ont le méme discri-
minant.

DEFINnITION. — Deux formes primitives sont dites strictement équivalentes
si 'une se transforme en lautre pour une transformation linéaire des variables
A coefficients entiers et de déterminant -+ 1.

Toutes les formes quadratiques binaires primitives se décomposent en
classes de formes strictement équivalentes. Dans la site, le mot classe de
formes s appliquera a I’ équivalence dricte.

Donnons maintenant une nouvelle définition de la similitude des
modules.

DEFINITION. — Deux modules complets M et M, d’un corps quadratique
seront dits strictement semblables si M, = «M pour un certain « de horme
positive.

Puisgue pour un corps quadratique imaginaire la norme de tout élément
a # 0 ed postive dors dans un td corps la Smilitude au sens drict coincide
avec la dmilitude prise au sens habitud. 11 en sera de méme pour un corps
quadratique réd § dans l'aneau D des abilisateurs des modules considérés
il existe une unité¢ telle que N(e) = — 1. En effet, s M, = «M et N(a) < 0,
aors puisque EM = M, nous avons M, = (ae)M avec N(xe) > 0. Réci-
proquement, S ces deux notions de similitude coincident, i. e. s M; = «M,
N(a) < O entraine qu'il existe g tel que N(8) > 0 et M, = BM, posons
e = af~t;0n aemM = M et cela entraine (§ 2-3)) que e est une unité de
I’anneau de stabilisateurs D telle que N(e) = — 1.

Ains lanotion de similitude au sens strict differe de la notion habituelle
seulement pour les modules d'un corps quadratique réel dont toutes les
unités de I’ anneau de stabilisateurs sont de norme + 1. |l est clair qu'aors
toute clase de modules semblables au sens habitued se décompose en deux
classes de modules drictement  semblables.

Précisons la correspondance entre les classes de modules et les classes
de formes.

Pour tout module M du corps Q(4/d), nous considérons seulement les
bases { a, § } pour lesquelles le déterminant

®
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satisfait a la condition :

A>0 pour d>O

—ll,A>0 pour d<0 (10)

(Comme ci-dessus «’ et g’ désignent les conjugués de & et § dans le corps
Q(4/d). Il existe toujours des bases de M possédant la propriété (10) :
s pour une base «,, «, Cette propriété n’est pas satisfaite, alors il suffit de
permuter o, et a,).

A toute base a B du module M stifasant & la condition (10) nous aso-
cieronslaforme

fx,y) = Axt + Bxy + Cy* = N(;I’EJ) BY) _ (ox + Blyq)((;;)c +89) (1

(NM) et la norme du modue M). S nous introduisons le polyndme mini-

mal ¢.(t) = gt + bt + c du nombrey = - ;B(cf. début de 4)), alors nous
aurons

N(ex 4 By) = I\—I‘(zi) (ax? + bxy + cp®).

D’ autre part, d' apres e corollaire du lemme 1 et le théoreme 2 du § 6, la
norme du module M = a{1,y }est égaieéL_-Ng“—)l ; il en résulte que les
coefficients A, B, C sont égaux a a b, ¢ au signe prés. Ceci démontre que la
forme (11) et primitive e que son discriminant B2 = 4AC coincide avec le
discriminant b* — 4gc de I'anneau de dabilisateurs du module M (lemme 1).
Ains nous avons défini une application

{o,B}—~> f(x,3) (12)

qui & toute base { a, B } vérifiant (10) du corps Q(4/d) associe une forme
primitive f(x, ) (dans le cas d’'un corps réel, le coefficient A peut étre
négatif). 1l est clair que dans le cas d'un corps quadratique imaginaire la
forme (11) est toujours définie postive puisque les formes définies négatives
ne sont pas obtenues par la correspondance (12).

THEoREME 4. — Soient AG I’ensemble de toutes les classes de modules

strictement semblables du corps quadratique Q(\/c?) et & I'’ensemble de
toutes les classes de formes pour d > 0 et des classes de formes définies posi-
tives pour d <« 0, primitives, strictement équivalentes, décomposables en fac-

teurs linéaires dans Q(\/d). L’application (12) établit une correspondance
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biunivoque entre G et F; de plus, si le discriminant de I'anneau de stabilisateurs
d’un module M est égal a D, la forme correspondante a aussi pour discri-
minant D.

Soient «, B € «, B, deux bases du corps Q(4/d) pour lesqueles les déter-
minants du type (9) stisfont a la condition (10) & soient f et £, les formes
correspondantes. Pour établir |e théoréme 4, nous devons montrer que les
formes fet f; sont strictement équivalentes § et seulement S { & B } et { ay, B, }
ont drictement  semblables; de plus, nous devrons montrer que pour toute
forme g(x, y) irréductible primitive (décomposable en facteurs linéaires
dans Q(+/d) et de plus définie positive s d < 0), il existe une base{a, §},
veifiant la condition (10) telle que g(x, y) coincide avec la forme (11). Nous
nous limiterons & ces indications et laisserons au lecteur le soin de fare une
démonstration détaillée.

On a défini dans 3) le produit des classes de modules semblables; nous
powons de la méme maniére définir le produit des classes de modules dric-
tement semblables D’gprés la correspondance biunivogque M — F, la mu-
tiplication des classes de modules peut se transporter aux classes de formes,
I'opédtion ans définie sur § Sappele la compostion des classes de formes
(cette terminologie est due a Gauss qui a considéré cette opération pour la
premiére fois). Puisque toutes les classes de modules admettant un anneau
de stabilisateurs donné forment un groupe (comme il est facile de le voir),
toutes les classes de formes primitives de discriminant D donné (définies
positives pour d < 0) forment aussi un groupe.

6) Représentation des nombres par des formes binaires
et similitude des modules

Nous montrerons ici que le probléme de la recherche des représentations
des nombres entiers par des formes quadratiques binares se réduit au pro-
bléme de la similitude des modules d'un corps quadratique.

Soitf(x, y) une forme quadratique binare primitive de discriminant D # 0
décomposable en facteurs linéaires dans le corps Q( 4/d) e it m un entier
naturel. Dans le cas d < 0, nous supposerons de plus que la formefest définie
pogtive. Le probléme posé est la recherche de toutes les solutions en nom-
bres entiers de I’ équation

fy)=m (13)
(nous nous limiterons aux valeurs > 0 de m puisques m>0,D < 0, ala

place de la formefon peut conddérer la forme — f). D'aprés le théoreme 4,
laforme f sécrit

fxy) =N LD, (14)
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labase «, p du module M satisfaisant a la condition (10). L’ application
(x,y) > E=ax+ Py

éablit une corregpondance hiunivoque entre les solutions de I'équation  (13)
et lesnombres £ e M de norme N(S) = m.N(M). Deux solutions de (13)
seront dites associées s les nombres de M correspondants sont associés.
Il est facile de vérifier que la notion de solutions associées ne dépend pas
du choix de la représentation (14). Désignons par 9D I’ anneau des stabili-
sateurs du module M e par C la classe des modules grictement semblables
aM. D’apres le théoréme 4, la classe C est définie de maniére unique par
la forme f.

Soit £ un nombre de M de norme mN(M). Considérons le module
A = (M-, Puisque AM = EM—M = ¢D < M, dors le module A est
contenu dans 9. Sa norme est égae AN(E)N(M-1) = m. Il est clair que A
appartient a la classe inverse C,

Réciproquement supposons qu'il existe dans la classe C-* un module A
contenu dans D et de norme m. Alors, pour un certain £ de norme > 0
nous avons A = EM—1 et par suiteEe MA cM et N(E,)) = m. S A, est un
autre module de la classe C-! contenu dans D et de norme m e § A, = £,M-3,
N(&) > 0, alors A, = £,£-1A et celasignifie que A, coincide avec A, £ et &,
sont  associés.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant.

THEOREME 5. — Supposons que la forme f (x, y) correspond & la classe C
de modules (au sens drict) d'anneau de stabilisateurs D. Les classes de solu-
tions associées de I’équation (13) sont en correspondance biunivoque avec
I’ensemble des modules A qui appartiennent a /a classe inverse C-1, sont
contenus dagns l'anneau de stabilisateurs P et sont de norme m. Les solutions
(X, y) qui correspond au module A sont définies par les nombres £ tels que

A= EM, N() >0,

ol M est un module de la classe C.

Pour tout entier naturel m, il est facile d'écrire les modules A d anneau
de facteurs D qui sont contenus dans D et sont de norme m. Soit A un tel
module; désignons par k le plus petit entier naturel contenu dans A. Le
module A s écrit sous laforme

A={k,ky}=k{l,y}.
Le générateur y est défini au signe prés et a I’ addition prés d’'un nombre
entier. Nous pouvons donc choisir y tel que

Imy>0S i d<0,)
lry >0 Si d>0 (15)
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(Ir y désgne la patie irrationnelle du nombre y) et td que la patie ration-

nele de y appatienne au segment]«— % + %]S nous utilisons les notations

du lemme 1, le nombre y peut s écrire

—b D
LA (16)
avec la condition
—-a<b<a. 1)

D’ apres I’égalité D = { 1, ay } (cf. démonstration du lemme 1) et |a condi-
tion A « D, nous obtenons facilement que k est divisible par a, i. €. k= as

pour un certain entier s. Puisque m = N(A) = ]—S (corallaire du lemme 1),
aors
m = as®, (18)
Montrons que la représentation ans trouvée du module A Sécrit de maniére
unique
A=as{l, v} (19
ol les nombres a, s e y sdisfont ax conditions (18), (15) e (15). En effet,
Sas{ly}=as{1l Yy} a, s,y satisfaisant aux mémes exigences, alors
as=assdou{l,y}={1 v.}. D'aprés le corollaire du lemme 1, nous
obtenons alors a = a,, d'ou s = §;. En outre, puisgue le générateur y dans
le module { 1, y } stidfaisant aux conditions (15) et (17) est défini de maniére
unique, aorsy = v;.
Supposons maintenant que, pour m donné, on choisit des entiers naturels a
et s satisfaisant alégalité (18). Si b et ¢ satisfont aux conditions

bt — d4ac = D, (@ b,c)=1, —a<b<a, (20)

alors pour tout nombre y de la forme (16), le module A = as {1,y } est
contenu dans son anneau de stabilisateurs D = { 1, ay } et sa horme est

3 R !
égde a a%*. a-m

Ainsi nous obtiendrons tous ces modules A en déterminant tous les sys-
temes de quatre nombres entiers s > 0, a > 0, b, ¢ satisfaisant aux condi-
tions (18) e (20).

S nous possédons un dgorithme permettant de préciser § deux modules
complets du corps Q(v/! d) sont strictement semblables, alors nous pour-
rons trouver parmi tous les modules A < D de norme m ceux qui sont
smblables au module M- D'aores le théoréme 5, cda nous donne toutes
les solutions de |’ éguation (13).

Du théoreme 5 découle fecilement le théoréme suivant.
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THEOREME 6. — Pour gue le nombre naturel n soit représentable par une
forme quadratique binaire primitive de discriminant D, il faut et il suffit que
I'ordre D de discriminant D contienne un module A de norme m admettant
I'ordre D pour anneau de stabilisateurs.

Cette condition équivaut a I’existence d' entiers s > 0, a> 0, b, ¢ satis-
faisant aux conditions m = gs?, b* —4ac = D, (a,b,c) =1, ~ma b < a.

Dans le cas ol D et le discriminant de I'ordre maximum ff), le théoréme 6
£ dmplifie. On a

THEOREME 7. = Soit D le discriminant d’un corps quadratique (i. €. le
discriminant de l'ordre maximum). Pour qu’un entier naturel m = gs* ol a est
sans carré soit représentable par une forme primitive binaire de discriminant D,
il faut et il suffit que la congruence

x* =D (mod 4a) 2D

admette une solution.
Nous laissons au lecteur la démonstration du théoreme 7.

7) Similitude des modules
dans un corps quadratique imaginaire

Dans le cas d'un corps quadratique imaginare Q(4/d), d < 0 le probléme
de la similitude des modules admet une solution simple.

La représentation des nombres a e Q(\/E') par des points de I'espace R
(cf. § 3, 1)) coincide avec la représentation habituele des nombres complexes
dans le plan de la variable complexe. Les nombres d un module complet
M < Q(4/d) sont représentés dans R* par les points (ou les vecteurs)
d’un certain lattice complet. Nous ne distinguerons pas dans la suite les
nombres complexes de leur représentation dans le plan R* ; and nous dés-
gnerons par M le latice correspondant de K2 Puisgue la multiplication des
points du lattice M par un nombre complexe £ # 0 correspond a une rota-
tion dangle ag & (auttour de I'origine) du latice M suivie d'une homothéie
de rapport | £ |, les lattices de deux modules semblables M et EM sont
samblables au sens géométrique. Cette remarque évidente est la base de ce
qui suit.

Le probléme de la similitude des lattices du plan sera résolu au moyen
d' une base particuliére dite base réduite. Une base réduite a, p est formée
d'un vecteur a # 0 le plus court possble e d'un vecteur g # 0 le plus court
posshle pami les vecteurs non colinéaires a a (assujettis & certaines condi-
tions supplémentaires). Montrons qu’ une telle paire de vecteurs a, g for-

BOREVITCH 11
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ment toujours une base En effet, dans le cas contraire, il exiterait dans M
un vecteur & = ua + B pour lequel les nombres réels u et v ne sont pas
tous les deux entiers. Ajoutant éventuellement a ce vecteur une combinaison
lintare de a et B & coefficients entiers, il et dar que nous pouvons suppo-

ser\u|<§1et\u\<£.8i v# 0, alors, d aprés le choix de 8, on aurait

| E{> |8 ceaqui contredit |'inégalité

1
81 < Jua| + (o8] <, o]+ 18] <|B]

S maintenant v = 0, dlors | £ | = | ux | < —; | a | < aen contradiction avec

le choix de a. Ceci démontre que a, £ est une base.

S a est un des vecteurs les plus courts et 8 un des vecteurs les plus courts
non colinéaires 4 a, alors la longueur de la projection du vecteur 8 sur le

vecteur a ne dépasse pas % | a|. En effet, pami les vecteurs B + na (n entier),

il exise un vecteur dont la projection et inférieure ou égae a3 | a|. Dautre

part, celui des vecteurs 8 + na qui ala plus petite longueur est le vecteur
qui ala plus petite projection.

Pour un lattice donné M, considérons maintenant tous les vecteurs # 0
de longueur minimum; soit w le nombre de ces vecteurs. Puisque — a est
de méme longueur que a, le nombre w est pair. De plus, I'angle de deux
g ; en effet,
sinon le vecteur a — a’ du lattice serait de longueur plus petite. Par suite,
w < 6 et cela signifie que les seules valeurs possibles sont w = 2, w = 4,
w = 6.

vecteurs a et a' de longueur minimum ne peut pas ére inféieur a

FiG. 1. Fic. 2.
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Construisons une buse réduite du lattice M. Si w = 2, nous choisirons
pour a un des deux vecteurs de longueur minimum. Parmi les vecteurs
non colinéares a «, il exite deux ou quatre vecteurs de longueur minimum
(cf. fig. 1 et 2); nous choisirons pour g celui pour lequel I'angle ¢ compté
de a vers g dans le sens inverse des aguilles d'une montre est le plus ptit.

Si maintenant w = 4 ou w = 6, nous prendrons pour base réduite un
couple de vecteurs a et # de longueur minimum pour leque I'angle @ compté
de ¢ vers § dans le sens positif soit minimum.

N7 e

FiG. 3. FiG. 4.

Il e facile de voir que la base réduite est définie par le lattice de maniére
unique, a une rotation prés lassant le latice invariant. Dans les cas w = 2

W = 4,% <9< g (cf. fig. 3) on a deux basss réduites qui sont superpossbles

par rotation d'angle un multiple de =. Pour w = 4, ¢ = 72_5 (fig. 4) nous avons
un lattice qui a quatre bases réduites déduites I'une de I'autre par des
rotations d’ angles multiples de; Enfin, pour w = 6 nous avons six bases
réduites déduites I'une de I'autre par des rotations d'angle multiples

de 735 (fig. 5); la circonférence est divisée en six parties égales puisque les
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angles entre les vecteurs de longueur minimum ne pewent pas ére inférieurs
2%

En utilisant la notion de base réduite, on peut maintenant résoudre faci-
lement le probleme de la similitude des lattices du plan.

THEOREME 8. — Deux lattices M et M; de Rz sont semblables si et seulement
si leurs bases réduites sont semblables (i. e passent |'une dans I'autre par une
rotation suivie dune homothétie).

DEMONSTRATION. — Soient a, B et «,, B, des bases réduites des lattices M
et M,. S EM = M,, alorséa et £3 est une base réduite de M,. Comme nous
I"avons vu, cette base est déduite par rotation de la base «,, B;; ang, il
existe un nombre 7 (racine d' ordre 1, 2, 4 ou 6 de I’ unité) tel que nEx = «,
et 9B = B,. La base a,, 8, est bien obtenue a partir de a, § par rotation
d angle arg (n£) suivie d'une homothétie de rapport | £ |. La réciproque
et trivide.

Passons 4 la description des classes de modules semblables d'un corps

quadratique imaginaire. Soit M un module de Q(4/d), d <0 et soit a, B
une base réduite de M ; considérons un module semblableol-t M={1y}
avecy ==+ . La bae 1, y et ici réduite il résulte facilement de la définition

d'une base réduite que le nombre y sdtifat aux conditions

Imy>0 (22)
1 1
. 1
|[y|>1s i —5<Rey<0
. (29
ly|>1s i O<Re7<§
DEFINITION. — Un nombre y d’un corps quadratique imaginaire est dit

réduit s’il satisfait aux conditions (22), (23) et (24). Simultanément avec y,
le module { 1, y } est dit réduit.

La signification géométrique du fait que y soit réduit est que sa repré-
sentation dans le plan complexe appartient i la région T indiquée par la
figure 6 (lafrontiére est divisée en deux parties, I'une qui inclut le point i
appartient aT et I autre pas).
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THEOREME 9. — Toute classe de modules semblables du corps quadratique
imaginaire Q(4/d),d > 0, contient un module réduit et un seul.

DEMONSTRATION. — On a dga dtmontré que tout module est semblable
4 un module réduit. 1l reste a vérifier que deux modules réduits distincts
ne sont pas semblables. Pour cela, démontrons tout d'abord que pour tout
nombrey = x + yi réduit, les nombres 1, y forment une base réduite du
latice { 1, y 3. Il faut vérifier que y est le plus petit vecteur du lattice { 1, y }
non Stué sur la droite rédle, i. e que| k4 Iy | = |y | pour tous les entiers k

et 1#0. Puisque | x | < -é, aors

IktyP=(kLxp+y* =x+y=|y[%
S maintenant |/ | > 2, alors
|k+ly|2>l*y'“> 2y2>x2+y2=l~{lz,

ce qui démontre notre affirmation. Soient mantenant y e y, deux nombres
réduits. Si lesmodules{ 1,y } et { 1, v. } sont semblables dlors, d’ aprésle
théoréme 8, les bases 1, y e 1, v, sont semblables. Mas cda n'ex posshle,
comme il et facle de le vair, que pour y = y,. Le théoréme 9 est compléte-
ment démontré.

Pour résoudre complétement le probléme de la similitude des modules,
il faut donner un algorithme permettant de trouver le module réduit sem-
blable a un module donné. Un ted dgorithme est condruit dans I'exercice 24.
Les modules M; e M, sont semblables § & seulement s les modules réduits
qui leur sont semblables coincident.
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Remarque. — Dans la démonstration du théoréme 9 nous n’avons nulle
part utilisé le fait que les modules considérés sont contenus dans un corps
quadratique imaginare. L'argument de ce théoréme est donc vra pour des
lattices plans quelcongues : tout lattice du plan complexe est semblable a
un lattice et un seul delaforme{ 1,y }y éant un nombre de larégion T’
hachurée sur la figure 6. D’'apres le lemme 2, deux latices de la forme { 1, A }
et{1,y}sont semblabless et seulement s A ety sont liés par larelation

N ky+1
T my-+n’

kn-ml= 4 1,

a coefficients entiers k, /, m, n. Deux tds nombres complexes non réds sont
dits modulairement équivalents. Le réulta ci-dessus signifie donc que tout
nombre complexe non réel est modulairement équivalent a un nombre de
la région ' et un seul. Cet ensemble T' est souvent appelé domaine modulaire.
D'gores ce qui a &é vu ci-dessus les points de T' correspondent biunivoque-
ment ax classes de latices plans semblables. Le probléme de la similitude
des lattices plans et lié a de trés nombreuses questions, en particulier ala
théorie des fonctions elliptiques. Tout corps de fonctions elliptiques est
caactérist par son latice de périodes e deux corps de fonctions dliptiques
sont isomorphes s et seulement s les lattices de périodes correspondants
ont semblables (cf. par exemple C. Chevaley, Introduction to the theory of
algebraic jiinctions of gne variable, New York, A. M. S,, 1951). Ainsi les
points du domaine modulare T' correspondent biunivoquement aux types de
corps de fonctions elliptiques non isomorphes.

Considérons maintenant les classes de modules semblables admettant
pour anneau de stabilisateurs un certain ordre D de discriminant D < O.
Consdérons un module { 1, y }, y € T, associé a |'ordre ©. S nous utilisons
les notations du lemme 1, le nombre y s écrit

_ —b+iy/|D]
= 2a ’

et le¢ conditions (23) et (24) donnent :

—a<b<a
c=a s b<0 (25)
c>a si b>0

Ainsi, pour obtenir un systéme complet de modules réduits d’ anneau de
stabilisateurs de discriminant D, il faut trouver tous les systémes de trois
nombres entier's a > 0, b, ¢ sdisfaisant aux inégdités (25) et aux conditions

D = b? = 4dac, (a b,c)=1. (26)




REPRESENTATION DES NOMBRES RATIONNELS 167

D'gorés le théoréme 3 du § 6, le nombre de tels sysémes de trois nombres
es fini, ce qui et dalleurs cdar d'aprés les inégdlités
D
|D | = 4ac — b* = 4a* — a* = 3, |b]<a<’\/|——3—|.
Exemple 1. — Déterminons le nombre de classes de modules admettant

pour anneau de stabilisateurs I'ordre maximum du corps Q(\/ - 47).
Puisqueici D = — 47, dors|b|< a<'\/‘g. Remarquant que puisque D
est impar, le nombre b ed auss impar, nous avons les possibilités suivantes :
b=+1, b=43.

Dans ce dernier cas nous aurions »*— D =56 = 4ac, ac = 14, 3 < a< c,
ce qui est impossible. Si maintenant b = + 1, alors b* — D = 48 = 4ac,
dolta=1¢=12,a=2,¢=6;,a=3,c=4.Puisquelecash=1=a

doit ére excdu, nous obtenons quil existe cing classes de modules semblables

associés & I'ordre maximum du corps Q(4/— 47). Les modules
réduits { 1, y } de ces classes sont obtenus pour les vaeurs de y ci-dessous

1+i0/41 £14+i41 L1447
2 4 ’ 6 '

Exemple 2. — Cherchons dans le module M = { 13,1 + 5i } tous les
nombres de norme 650. L'anneau de debilisateurs est ici I'ordre D = { 1, 5i}
de discriminant D = — 100. Puisque N(M) = 13, il nous faut trouver les

modules A < D, associés & D e de norme m = %) = 50. Les conditions (18)

g (20) donnent les posshilités suivantes :

10 s= 5 a= 2, b=- 2, ¢ —13;
20 §=1 a = 50, b= 10, c= 1;
3o s=1 a = 50, b= — 10, c=1;
40 s1 a=50, b==50, ¢=13

Pour chacun de ces quatre cas, considérons le module A de type (19)
correspondant et déterminons le module reduit qui lui est semblablg, :

10 gu,l i Sig

2

50;1,_———10—_'_ig=(-—5+5i){1, 53
5c§ 1,1-;%—"g=(5+ Si) {1, 5i)

5031,5“%:101-3 ,};5"2.
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Trouvons de méme le module réduit semblable aM~! ;

1—5i 1—5i 14 5i
M ':%1’ 13 §= 3 ?" 2 $

Les modules A qui correspondent aux cas 2° et 30 sont arejeter car ils ne
sont pas semblables au module M-, Dans les deux autres cas 1° et 4°
Pégalité A = EM-? est satisfaite pour £ = 5 + 2% et £ = — 25 + b5i.
Puisque les deux seules unités de D sont 4- 1, nous avons démontré qu'il
existe dans le module M quatre nombres 4 (5 + 25i), + (- 25 + 5i) de
norme 650.

Nous avons aing éabli que I'équation 13x2 4- 2xy + 2y? = 50 a quatre
solutions en nombres entiers :

x=0,y = 5 ; x= 0, y=-5
X=2, =-1; x=-2, y= 1.

Exemple 3. — Quels sont les entiers naturels qui sont représentables par
laforme x? + y* ?

Le discriminant de laformeest égal aD = — 4. Pour I'ordre D ={1, i}
du corps Q(+/— 1) (dedicriminant — 4), il existe seulement un module
réduit puisoue les conditions (25) et (26) ne sont satisfaites que pour g=c= 1,
b = 0. Cda dgnifie que tous les modules admettant D pour anneau de stabi-
lisateurs sont semblables entre eux et par suite toutes les formes binaires
de discriminant — 4 sont équivalentes alaforme x* + p*. Mais des formes
équivdentes représentent les mémes nombres et par Site, d'apres le théo-
réme 6, laforme x* + y® reprbente le nombre m s et seulement S'il existe
un module A < D, d' anneau de stabilisateurs P et de norme m. S un tel
module existe, il existe des entiers s, a, b, ¢ tels que

m = as?, D=—4=p—dac, (a b,c) = 1.
Ici le nombre b est nécessairement pair @ b = 2z, e z sdtidfait & la congruence
22 =—1 (mod a). @7

Réciproquement s cette congruence est résoluble pour un certan a = 2—':

i.e z2= —1 4 &, dors il est facile de voir que (a 2z, ¢) = 1 e cda sgnifie
gu'il existe un module A < D, d’anneau de stabilisateurs D de norme m,
i. e mest représentable par la forme x2 -+ y2.

Comme on le sait, la congruence (27) est résoluble si et seulement si a
n'est pas divisible ni par 4 ni par un nombre premier de laforme 4k + 3.
Puisque a contient tous les facteurs premiers qui figurent dans m avec un
exposant impair, nous obtenons finalement que m est représenté par Iaj
forme x2 + y* 5 et seulement s les nombres premiers de la forme 4k + 3 i
qui interviennent dans sa décomposition sont affectés d'un exposant pair.

3

—
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EXERCICES

1. Trouver des unités fondamentales des corps Q(4/19)et Q(4/37).

2. Démontrer que s d = 1 (mod 8) (et d sans carrés), adors toute unité fonda
mentale de I'ordre { 1, 4/d } est auss une unité fondamentale de I’ordre maxi-
mum du corps Q(1/d), d > o.

3. Démontrer que s le discriminant d’'un ordre © d'un corps de nombres agé-
briques et divisble par au moins un nombre premier de la forme 4n + 3, dors
la norme de toute unité de D est égde a + 1.

4. Soit m > 1 un entier qui n'est pas un care pafat. Montrer que dans la
décomposition de 4/m en fraction continue, la suite des quotients partids s écrit
qo» qlr vy q.\" 2q0) qla LIRS ] qsy 2403 qu oo

(ici g4, =¢qe-j, i=0,1,...,, s— 1),

5. Utilisant les mémes notations, montrer que g g est la fraction qui corres-
pond a I'avant-dernier terme de la plus petite periode,’ aors Py + Q/m et une
unité fondamentele de I'ordre { 1, A/m } (dans le corps Q(+/d)).

6. Supposons que les anneaux de stabilisateurs de deux modules M; et M,
d'un corps quadratique sont respectivement Dy, et Dy, (pour les notations, voir
fin du point 2)). Montrer que I'annesu des stdomsie,lrs du produit M;M, est
I'ordre Dy ou f est le plus grand diviseur commun de f; et fi.

7. Pour tout entier naturel T, désignons par Gle groupe des modules d'un corps
quadratique donné qui sont associés a I’ordre iD (cf. fin du point 4)). Montrer que
9 d est un divissur de T, dors I’ application I\/{ - MD,; (Me §) est un homo-
morphisme du groupe & sur le groupe §,.

8. Soit & un nombre de I'ordre maximum D = {1, @ } d'un corps quadratique,
premier avec |'entier nature . Montrer que I'anneau des dabilisateurs du module

M={f fo, £ } est Dy € que MD = D. Montrer réciprogquement que tout
module M associé al’ ordre Dy et tel queMD =D et delaformeM ={ f, fo, & }
pour un certain £ € D premier avec f.

9. Soient g, et £, deux nombres de D premiers avec f. Démontrer que les modules

{f, fo, & Yet {f, fo, & } sont égaux s e seulement § 5§, = & pour un certan
entier rationnd  s.

10. Soient M, e M, des modules complets quelconques (non associés nécessai-
rement au méme ordre) d'un corps quadratique. Démontrer la formule
N(M;M,) = NM,) N(Mz)-

11. Démontrer que le nombre 4 de classes de modules semblables associés a
I'ordre maximum ) d'un corps quadratique et le nombre ke de classes de modules
semblables associés a I’ ordre D (dindice ) sont liés entre eux par la reation

_ o0
ef‘P(f )y
ou@(f) est le nombre de classes resduelles de 9D modulo f formées de nombres
premiers avec T (I'andogue de la fonction d’Euler ¢( T )) et e, I'indice du groupe
des unités de I'ordre D; dans le groupe des unités de I’ordre maximum D,
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12. Un nombre y d'un corps quadratique réd et dit réduit Sil véifie la condition
0<y<1led on conugue vy véifie I'inégdité y < — 1. Smultanément
avec y, le module { 1, y } est auss dit réduit. Avec les notations du lemme 1,
démontrer que y et réduit 9 et seulement s

0<b<+/D, —b+4/D<2a<b+4/D.
En déduire que le nombre de modules réduits associés 4 un ordre fixé d'un corps
quadraique est fini.

13. Soit y un nombre irrationne d'un corps quadratique réd td que 0 <y < 1.
Posons

. N1
1= — (Sgnedey’) ST

ol I'entier rationnd » est choisi de telle sorte que 0 < y; < 1. Démontrer qu’au
bout d'un nombre fini de transformations du type {1, y } = {1, v, }, le module
{1, y} apour image un module semblable qui est réduit. Aingd, toute classe de
rggdules semblables (au sens usud) d'un corps quadratique réd contient un module
réduit.

14. Soit y un nombre réduit d'un corps quadratique réd. Puisque le signe de y’
et éd a — 1, la tranformation y — v, de I'exercice précédent S écrit, dans le
cas ou y est réduit,

- p— 1 —_ R n= [_1]

(1= Y ’ Y ’
Démontrer que le nombre y, est auss réduit; on dit que v, est adjacent & droite
au nombre y e que le nombre initid y est adjacent & gauche & v,. Vérifier que pour
tout v, réduit il existe un nombre réduit y adjacent a gauche et un seul.

15. Patant d'un nombre réduit y, d'un corps quadratique réd, construisons
la suite de nombres réduits ve, vy, Ys, - - - dans laguelle tout nombre est adjacent
a droite au nombre qui le précede. Pour un certain entier naturel m, on a I'égdité
Ym = Yo, I € la slite est pé&iodique S on choist p minimum, les nombres vy,
Yis - ..y Ymea SONt digincts, une tele suite finie de nombres réduits est gppelée
une période. Démontrons que deux modules réduits { 1,y } et {1, y* } sont sem-
blables (au sens usud) S et seulement S les nombres y et y* appartiennent & une
méme période.

16. Trouver le nombre de classes de modules semblables associés a I'ordre
maximum du corps Q(4/10).

17. Montrer que toutes les solutions en nombres entiers de I’équation
17x2 + 32xy + 14y = 9
sont données par les formules
£ (15 + 64/2)(3 + 24/2)" = £ [17x, + (16 + 31/2) ya]
(pour tout entier n).
18. Parmi les modules

{1, V15}, {2,1 +/15}, {3, V15}, {35,20 + 1/15}

du corps Q(4/15), quels sont ceux qui sont semblables entre eux ?

19. Trouver un systéme complet de représentants des classes de formes primi-
tives drictement équivaentes de discriminant 252.
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20. Combien exigtet-il de classes de formes primitives strictement équivalentes
de discriminant 360 ?

21. Quels sont les nombres premiers représentables par les formes x* + 5y°
et 2x*+ 2xy + 32 ?

22. Résoudre en nombres entiers les équations suivantes :

D 5x® 4 2xy + 2% = 26;

2) S5xt— 2y = 3;

3) 80x* — 32 = 16.
23. Montrer que les équations

1) 13x% + 34xy + 22y% = 23,

2) 5x* + 16xy + 13y% = 23,

nont pas de solutions en nombres entiers.
24, Soit y un nombre d'un corps quadratique imeginaire qui satisfait aux condi-

tions Im v = 0, —%< Reys%maisn’eﬂ pas réduit. Posons v, = —%+ n,
ou I'entier retionnd » est chois td que — ; <Rey< % .S 7; n'est pas réduit,

nous poserons de méme y, = ~— 1, n,, €c. Démontrer qu'au bout d'un nombre

fini de tdles opéations le module {1 y } apour image un module semblable
réduit { 1, v, }.

25. Déerminer le nombre de classes de modules semblables associés a I ordre
maximum du corps Q(4/— 47).

26. Trouver, dans le module { 13,1+ 5; }, tous les nombres de norme 650.

27. Déeminer les anneaux des dabilisateurs des modules

{11, 6 +2i+/2}, (2, 1 +iv2}, (4, iv/2}, {2.iv2}
Ques sont ceux de ces modules qui sont semblables entre eux ?

28. Montrer que dans le corps Q(4/~ 43) tous les modules associés & I ordre
maximum sont semblables entre eux.




CHAPITRE I

THEORIE DE LA DIVISIBILITE

Dans le chapitre précédent, nous avons vu un exemple de résolution d'un
probléme pratique & I'aide de la théorie des nombres agébriques : la
recherche des représentations des nombres rationnds par des formes décom-
posables complétes a coefficients entiers est étroitement liée a la théorie
des unités dans les ordres des corps de nombres agébriques.

De nombreux problémes de la théorie des nombres dépendent d'une
importante question de I’ arithmétique des corps de nombres algébriques,
la décomposition des nombres a gébriques en facteurs premiers.

Dans ce chapitre, nous exposerons la théorie générale de la décompo-
sition des nombres algébriques en facteurs et donnerons ses applications
a certains problémes de la théorie des nombres. Nous utiliserons ici les
résultats de la théorie des anneaux qui sont exposés dans le § 5 de I'appendice.
Ces propriétés e les propriétés des extensons finies des corps dga utilisées
dans le deuxiéme chapitre constituent |’ appareil algébrique de ce chapitre.

Le théoréme de Fermat est étroitement lié a cette décomposition des
nombres algébriques en facteurs. Historiquement, ¢’ est ce théoréme qui a
conduit Kummer a ses travaux sur 'aithméique des nombres agéoriques
qui contiennent les idées essentielles de cette théorie.

Nous commencerons donc par I’ étude du premier résultat de Kummer
relatif au théoréme de Fermat, comme introduction a la théorie de la
décomposition des nombres dgébriques en facteurs.

§ 1. — QUELQUES CAS PARTICULIERS
DU THEOREME DE FERMAT

1) Lien entre le théoréme de Fermat
et la décomposition en facteurs
L’ hypothése de Fermat est |a suivante : pour n > 2, I’ équation
xn + ym= zn
n’'a pas de solution X, y, z en hombres entiers rationnels non nuls.
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Il est clair que s on a démontré le théoréme de Fermat pour un certain
exposant n, ce théoreme e auss démontré pour tous les exposants multiples
de n. Puisgue tout entier n> 2 est divisible soit par 4 soit par un nombre
premier impair, on peut se limiter aux cas ou |’exposant est égal a4 ou a
un nombre premier impair. Pour n = 4, Euler a donné une démonstration
élémentaire. Nous nous limiterons donc dans ce qui suit a I'éude de
I équation

xt+y =2 )]
dans lagquelle I’ exposant / est un nombre premier impair. |l est évident que
I’on peut supposer les nombres x, y, z dans I’ équation (1) premiers entre
eux deux a deux.

Pour les vaeurs de / pour lesqueles le théoréme de Fermat a éé dtmontré,
la démonstration se décompose en deux étapes : on montre tout d abord
que I'équation (1) n'a pas de solutions parmi les entiers non divisbles par I;
on montre ensuite qudle n'a pas non plus de solution X, y, z tele que I'un
de ces nombres (¢ seulement un) soit divisble par 7. Ces deux étapes sap-
pelent respectivement premier et deuxiéme cas du théoréme de Fermat.
On peut conjecturer actudlement d'aprés les cas paticuliers dga démontrés
que les démonstrations de ces deux cas sont de méme difficulté bien que le
premier cas semble un peu plus Smple techniguement. Nous nous occupe
rons pour commencer du premier cas du théoréme de Fermat.

Le rble des nombres algébriques dans |e théoreme de Fermat S explique
par les considérations simples suivantes. Si on désigne par £ une racine
primitive d' ordre [ de 1, I’ équation (1) peut s écrire

I-1

) =2 @

k=0
Dans le cas des entiers rationnels, si un produit de facteurs premiers entre
eux deux a deux est une puissance /@#me d'un nombre, alors chacun des
facteurs et dga une puissance fitme (d'gpres I'unicité de la décomposition
en facteurs premiers). Ici les facteurs de la partie gauche de (1) appartiennent
au corps Q(%) de nombres algébriques, de degré I — 1 sur Q (il est facile
de montrer que le polyndme ¢/-* + ¢/=2 + . . . + t -+ 1, pour / premier,
est irréductible sur e corps des nombres rationnels; cf. par exemple exer-
cice 6 ou théoréme 1 du §2 du chapitre 5). Conddérons dans le corps Q(¥)
lordreD={1,¢ ... ¢} (dapréslethéoréme 1, § 5 du chapitre V,
D est I’ordre maximum du corps Q(%)). Supposons que dans |’ anneau D,
la décompostion d'un nombre en facteurs premiers <oit définie de maniére
unique. Alors, pour tout « € D, a # 0,

a

a= en‘,’f. CeT,
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oU ¢ est unité de I'anneau D, ou les nombres premiers w,, . . ., = Ne sont pas

associés et ou les exposants g, . . ., & sont définis de maniére unique. ||
est clair que tout nombre premier = intervenant dans la décomposition du
nombre z! intervient dans la décompostion avec un exposant multiple de I

D'autre part, on montrera ci-dessous que, dans le premier cas du théoréme
de Fermat, lesnombres x + Zky (k= 0, 1, . . ., I — 1) sont premiers deux

a deux. Par suite, 9 nous représentons x + Ly comme produit de puissances
de facteurs premiers, tout nombre premier de cette décomposition inter-
viendra avec un exposant multiple de /. Cela signifie que tout x + &y,
aun facteur qui est une unité pres, est une puissance /&me, En particulier,

X 4Ly = e, ®)
ol ¢ est une unité de I’anneau D et a e D.
Puisque | égalité x! 4 y! = 2/, d'aprés |'imparité de /, peut s écrire sous
la forme
X+ (_ Z)l = (- y)‘;
nous obtenons de maniére analogue
X —{z = el (3)

[l faut montrer que les égdités (3) e (3') conduisent a une contradiction.
Dans ce cas, on aura démontré |I'impossibilité de résoudre I’ équation (1)
en nombres entiers x, y, z non divishles par /.

Etablissons quel ques propriétés de I’ anneau D,

2) L’anneau Z [4]

LEMME 1. — Dans I'anneau D = Z[Z] le nombre 1 -- { est premier et
{ admet la décomposition

=1 -7yt o

ol £* est une unité de D,

DEMONSTRATION. — Faisant ¢ = 1 dans la décomposition
e R o 2o el (R T )6 PR (R )
nous obtenons
I=(1=0@=0)... (1=0). 6)

Si a= r(%) est un nombre du corps Q(%) (ici r(t) est un polynéme a coeffi-
cients rationnels), aors les nombres

@ =) (<k<i—1I) ©)
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pewvent ére conddérés comme les images de « par tous les isomorphismes
de Q(¥) dans le corps des nombres complexes. Autrement dit, d' apres la
terminologie du § 2-3) de I’ appendice, ce sont les conjugués de « et par

suite N(a) = Hr(l"). En particulier, pour s == 0 (mod /), nous avons

k=1
1-1 1-1
N(1—)=] [(1—t9=] J(1-ty=1
k=1 k=1
Ilenrésulteque 1 — 4,1 — 2, . ... 1 — ¢~ sont des nombres premiers

de I’anneau D. En effet, s 1 — ¢ = of, dors N()N(B) =/, dou N(a) = 1
ou N(B) = 1, i. e un des facteurs est une unité (théoréme 4, §2 du chapitre 11).
Passant aux normes dans |’ égalité

1—%= A=+, ..+ T = (10, U

nous obtenons Nig,) = 1 et cela signifie que ¢, est une unité de I’ ordre D.
Ainsi tous les nombres 1 — & pour s %= 0 (mod /) sont associésa 1l — ¢,
La décompostion (4) résulte maintenant de (5) & (7).

LEMME 2. — Si un nombre entier rationnel a est divisible par 1 — ¥ (dans
I'anneau D), alors il est aussi divisible par 1.

DEMONSTRATION. — S0it a = (1 — {)« 0U « € D. Passant aux normes
dans cette égalité, nous obtenons a/-1 = IN(«), oU N(x) est un entier
rationnel.

LEMME 3. — Les seules racines de 1 dans le corps Q(¥) sont les racines (21)itme
de 1.

DEmonsTRATION. «— || est clar que les racines de 1 contenues dans Q(¥)
gopatiennent a I'ordre maximum. D'gprés le théoreme 2,§ 3 du chapitre I,
dles forment un groupe cyclique fini; désignons par m l'ordre de ce groupe
et par 4 une racine primitive de degré m de 1. Puisque — ¢ appartient
a4 Q(¥) e et auss une racine de degré 21 de 1, dors m est divishle par 21.
Nous démontrerons dans le § 2 du chapitre V (corollaire du théoréme 1)
que le degré du corps Q(x) sur Q est éga a ¢(m) ou ¢(m) est la fonction
arithmétique d’Euler. Posons

m = ['m,, (me, =1 r=1m=2).

Puisque Q(x) est contenu dans Q(%) et que le degré de ce dernier corps est
éa al =1, aors

o(m) = Ir-1(l — 1) o(my) <1 —1.
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Cette inegdite entréine r = 1 e o(m,) = 1. Puisque les conditions p(m,) = 1
et m, = 2 entrainent m, = 2, dlors m = 21, ce qui démontre le lemme 3.

Lewe 4 (lenme de Kummer). — Toute unité de I'anneau D est le produit
d’une puissance de { par une unité réelle.

DE MONSTRATION. — Soit
e=a+ al+.. . +a,02=rQ (a:ieZ)
une unité quelconque de 'aneau D. Il et évident que le nombre complexe
conjugué e = r(Y) = r(¢-Y) et auss une unité de I'aneau D. Considérons

I"unité u = feD.D aprés (6), les conjugués de . S écrivent
€

r@)  reh
W) - R =)

Puisque r(tk) et r({-*) sont complexes conjugues, aors | g, () | = 1 (pour
toutk =1 ....7 - 1). D'aorés le théoreme 2, § 3 du chapitre II, » ext une
racine de 1 et par suite, d' aprés le lemme 3,

w=+
Montrons qu'on a le signe + dans la partie droite de cette égdlité; en effet,
dans le cas contraire, hous aurions |’ égalité

€= — [%.

Considérons dans |’anneau D des congruences modulo A = 1 — Z.
Puisque ¥ = 1 (mod a), toutes les puissances de A sont congrues a 1 modulo 2
et nous obtenons

c=c=a +a +...+ a_,= M (modn);
cela dgnifie que M = — M (mod A) ou 2M = 0 (mod A). D’&pres le lemme 2,
il en résulte que
2M = 0 (mod J), M = 0 (mod /), M = 0 (mod A),
d'ou
c= 0 (mod A),
et cela contredit le fait que e est une unité de I’ anneau D. Aing
€= L%,
Choisissons maintenant un nombre entier s tel que 2s = a (mod /). Alors
Ce = U et I'égdité ¢ = %25z peut s écrire sous la forme

4 — E €
5=“=@=@)
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L’égalité obtenue montre que |’ unitén = Ci’ est rédle. Ains « est |e produit
de & par I'unitérédlen. C. Q. F. D.

LEMME 5. = Soient x et y des nombres entiers rationnels. Pour que x - {my
et x + ¢y soient premiers entre eux pout m == » (mod /) (i. e. que les unités
soient leurs seuls diviseurs communs), il faut et il suffit que x et y soient
premiers entre eux et que x 4+ y ne soit pas divisible par 1.

DEMONSTRATION. — S X @ y ont un divissr commun d > 1, dors x + {my
et X 4 gy sont divisbles par d. Si maintenant x + y est divisible par /,
X 4 ¢my et X + gry ont pour diviseur commun 1 — ¢ (qui n'est pas une
unité) ; en effet
x+imy=x+y+ @ —y=x+y)— 01—y =0 (mod 1 — ).

Ainsi, nous avons démontré la nécessité des deux conditions du lemme.
Pour la suffisance, nous montrerons qu'il exite dans I'aneau D des nom-
bresg, et =, tels que

(x + §™)8 + (x + Ty = 1.
Considérons I’ ensemble A de tous les nombres de la forme

(x + 8% + (x + L),
ou £ et 4 parcourent D indépendamment I'un de I’ autre. 11 est évident que
S « €t § appartiennent a A, aors toute combinaison linéaire of’ 4 B4’ a
coefficients &’ et »’ dans D gopatient auss a A. Nous voulons montrer que
le nombre 1 appartient & A.
Des égdités
(x+ )= (x+ L) =1 = Ty = eyl — O,
(X 4 Cm)er — (X + Tp)em = — Tl — E™)x = ~ {mep (1 — O,

il résulteque (1 —¢y e A et (1 —¥x e A (puisque {me,_,, €st une unité
de I'anneau D). Puisque x et y sont premiers entre eux, il existe des entiers
rationnels a et b tels que ax + by = 1. Aing,

(1—0xa+(1—Qpb=1—-"LeA
De plus,

X+y=x+m)+A-0y=x+)+ 1~ ey
e par wite x + y € A. Puisque / e divishle par 1 — g, dors / € A. D'apres
la seconde hypothése du lemme, les nombres x + y e / sont premiers entre
eux e par slite il exige des entiers rationnds u e v tds que (x+-pu+lv= 1,
d’ ol 1 € A. Ceci termine la démonstration du lemme 5.

BOREVITCH 12
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3) Le théoréme de Fermat
dans le cas d’unicité de la décomposition
en facteurs premiers

THEoREME 1. — Soient / un nombre premier impair et ¢ une racine primitive
d’ordre /de 1. Sidans l'ordre D=Z[{]={ 1, %, ..., {*} ducorps Q(9,
la décomposition en facteurs premiers est unique, alors le premier cas du
théoréme de Fermat est résolu, i. e. I'’équation

xl + y’ = zl
n'a pas de solution en nombres entiers rationnels X, y, z non divisibles par 1.

DEMONSTRATION. = Le nombre premier 3 jouera un role paticulier dans
la démondration, c'et pourquoi nous considérerons Séparément le cas I = 3,
Montrons que non seulement |'équation x® + 3® = z® mais méme la
congruence x* + 33 = z¢ (mod 9) n’'a pas de solutions parmi |es nombres
non divishles par 3. En effet, supposons que cette derniére congruence soit
possible. De la congruence x* + y* = z3 (mod 3) il résulte (d' apres le petit
thtoreme de Fermat) que x +y =z (mod 3),i. e z=Xx +y 4 3u, d'ou

X4yt =(x+y+ 3w =x*+y*+ 3x? + 3xy* (mod 9);
par suite
0 =x% + xy* = xp(x +y) = xyz (mod 3).

Ainsi, un des nombres x, y, z est divisible par 3, ce qui démontre notre
affirmation.

Soit maintenant / > 5. Raisonnant par |'absurde, supposons que pour
certains entiers rationnds X, y, z premiers deux a deux et non divisibles
par [ on ait I'égdité x 4- y! = z/, que nous avons aussi écrite sous la
forme (2). Puisque x +y = x!+ pl=2z == 0 (mod /) et x et y premiers
entre eux, dors, d'gpres le lemme 5, les nomores x + ¢ky (k= 0,1, ... ,I1— 1)
ont premiers entre eux deux a deux. Comme on I'a d§a vu dans 1), I'unicité
de la décomposition en facteurs premiers entraine

x+¢y=Ed ©)
x—{z= e101,119 (3’)

ou ¢ et ¢, sont des unités de I’anneau D. Nous avons déja indiqué que la
réunion des égalités (3) et (3') conduit a une contradiction. Montrons que
les congruences correspondantes modulo / dans I’ anneau 9 sont contra-
dictoires.
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Soita=a, +af+ ...+ a0 %(a,a,...,a_entiersrationnes).
Alors
a=d+dd+.. . +d =M (mod ),
avecM = a, +a, + ...+ ag._, D'apréslelemme de Kummer, I'unité ¢

peut sécrire ¢ = {5 ol 4 e une unité rédle. Par wuite, d'gores I'égdité (3),
on ala congruence

X + Ty = LM = {¢€ (mod /),

ou £ est un nombre réel appartenant a D. Nous pouvons écrire cette
congruence sous la forme

(x + Cp) = £ (mod ). ®)

Remarquons maintenant que pour tout a € D, le hombre complexe
conjugué o« gopartient auss @ D. S nous avons la congruence a = B (mod 7),
dorsa—8=1I d'oll «— B =y et par suite « = B (mod 1). Passant auix
nombres complexes conjugués dans la congruence (8), hous obtenons

B + £Yy) = ¥(mod 1). ©)
Mais & = ¢ et il résulte de (8) et (9) que
Tx + L) = T(x + T7Y) (mod J)
ou encore
X0+ yls=1— x{-s — yi-9 = 0 (mod /). (10)
Il est clair qu’un nombre de D représenté sous la forme canonique
ay + al+ ...+ a0

est divisible par I si et seulement si tous les coefficients a,, . . ., a;_, sont
divisibles par I. Si les exposants

s s—1,—s5 | - s (11)

ne sont pas congrus deux a deux ni congrus avec I — 1 modulo /, dors le
nombre qui figure dans la partie gauche de la congruence (10) est écrit
sous forme canonique et par site tous les coefficients sont divisbles par 1.
Ains, danscecas, x = 0 (mod /) et y = 0 (mod /) ce qui est impossible
puisgue X et y sont premiers entre eux (et non divisibles par /).

Considérons maintenant les cas ol la partie gauche de (10) n'et pas sous
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forme canonique, i. e. si I'un des nombres (11) est congrua/ — 1 ou S
deux d'entre eux sont congrus modulo 1. Un des exposants (11) sera congru
al— 1 moduo ! seulement pour les vaeurs suivantes de ces exposants.

s s-| - | -s

-2
1

-1
0
l
1
2

T
N et
Py

0
1

—

Nous voyons que, dans chacun de ces cas, il existe seulement un exposant
congru al — 1 (puisque! = 5). Pour écrire la partie gauche de (10) sous
forme canonique, il faut utiliser I’ égalité

AR R G

Subdtituant cette expresson dans le terme de la patie gauche de (10) dont
I’exposant est congru a/ — 1 modulo /, nous obtenons pour ce terme une
somme de mondmes affectes des coefficients + x ou 4 y. Puisque le nombre
de ces mondmes est égal al — 1 = 4 (puisque ! == 5), alors, par réduction
des termes semblables, au moins un d’ entre eux ne se réduit pas avec les
termes restants de la congruence (10). Mais aors la congruence (10) dont
nous venons d' écrire la partie gauche sous forme canonique entraine

+ x =0 (mod /) ou +y =0 (mod /).

Nous avons obtenu une contradiction puisque par hypothése x e y ne sont
pas divishles par 1

Il reste a considérer le cas ou certains des exposants (11) sont congrus
modulo 1. Lescongruences s = s — 1 (mod /) et — g =1 — 5 (mod )
sont impossibles. Si s === s (Mod /) ou s — 1 =1 — 5 (mod /), alors nous
aurons respectivement s = 0 (mod /) et s = 1 (mod /), ce qui correspond
auxcass—1l=1—-1(mod1) et —s=I]—1(mod /). Lesdeux casres
tants s =1 — s (mod ) et 5 — 1 = — 5 (Mod /) entrainent szl.____il
(mod 7). Dans ce cas, la congruence (10) Sécrit

I+1

(X =2+ (y —x)c2—0(mod )
Puisque la patie gauche de cette congruence et écrite sous forme cano-

nique ( d +

al—1),dors

x =y (mod /).
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De maniére andogue, il réalte de (3) que
x =~z (mod/)
De la congruence
x+y=xl4+y =2z =2z (mod))

il résulte maintenant que 2x =— x (mod 7) ou 3x = 0 (mod 7). Puisque I# 3,
aors x = 0 (mod /) et nous avons obtenu de nouveau une contradiction.
Ceci termine la démonstration du théoreme 1.

En utilisant des propriétés plus fines des nombres entiers du corps Q(%),
Kummer a démontré que § le nombre premier / satisfait aux hypothesss du
théoréme 1, dors le second cas du théoréme de Fermat est vra pour I'expo-
st 1.

La généralisation du théoreme 1 a une classe plus large d’ exposants /
sera éudiée dans le § 7-3) de ce chapitre. Nous démontrerons le second cas
du théoréme de Fermat pour ces exposants au § 7-1) du chapitre V.

Ajoutons quelques remarques.

Remarque 1. — La patie fondamentde de la démondration du théoréme 1
est la démonstration de I'impossibilité de certaines congruences modulo /.
Bien s0r, cela ne démontre pas que I’ équation x! + y! = z/ (mod /) n’a pas
de solution. Puisque cette congruence équivaut a x +y = z (mod /), dle
a toujours une solution en nombres non divisibles par 1. On peut montrer
de plus, pour I = 7 par exemple, que |’ égquation x? + y? = z? considérée
comme congruencc modulo un nombre quelconque a toujours une solution
en nombres entiers non divishles par 7.

Ains la démonstration de I'impossibilité de I’ équation (1) repose sur sa
réduction aux équations (3) et (3') qui utilise I’ unicité de la décomposition
en facteurs dans I’ anneau Z[Z}, puis ensuite sur |’ application de la théorie
des congruences aux équations obtenues.

Remarque 2. — La méthode employée dans ce paragraphe pour étudier
le théoréme de Fermat S applique auss a d’autres problémes analogues
(cf. exercice 2).

Remarque 3. — Si hous voulons appliquer e théoréme ci-dessus a des
cas concrets, il faut savoir dans quels cas il y a unicité de la décomposition
en facteurs dans I'anneau Q(Y).

En liaison avec ce qui précéde, nous sommes donc conduits aux deux
problémes fondamentaux suivants de la théorie des nombres algébriques :

1° Dans quels corps K de nombres agébriques la décomposition des
nombres entiers en facteurs premiers est-ele unique ?

20 Quelle est la structure arithmétique des corps K dans lesquelsil n'y a
pas unicité de la décompostion des nombres entiers en facteurs premiers ?




182 THEORIE DES NOMBRES

EXERCICES

1. Démontrer que la congruence x° + % = z5 (mod 5%) n'a pas de solution
en nombres entiers rationnels x, y, z non divisbles par 5.

2. Soit » une racine primitive d'ordre 3 de 1. Supposant connu le fait que la
décomposition des nombres entiers en facteurs premiers dans le corps Q(w) est
unique, démontrer que I'équation x3 + 32 = 5z3 n'a pas de solutions en nombres
entiers rationnds X, y, z non divisbles par 3.

3. Soient 7 un nombre premier, ¢ une racine primitive /ieme de 1, x & y des nom-
bres entiers rationndls et d le plus grand commun diviseur de x et y. Posons & = d
dx+y==0(mod Het§=dl—ydx+y =0 (mod /). Démontrer que § est
un divissur commun des nombres x + {my e x + {ny (m 5= n (mod 1)) e est
divisble par tout autre diviseur commun de ces nombres.

4, Démontrer qu'un produit of est divisible par 1 — { dans I'ordre
{1,¢, ..., %2} ducorps Q(¥) g et saulement S I'un au moins des facteurs « ou #
et divishle par 1 — €,
5. Utilisant la notion de congruence de polyndmes & coefficients entiers (chap. 1,
§ I-)), montrer que
ti-i4 4+t +1=(—1)-1(mod })

6. Démontrer que le polyndme ¢/-1+ . . . + ¢4 1 et irréductible sur le corps
des nombres rationnels, en consdérant des congruences de polyndmes (a coeffi-
cients entiers) modulo /2.

§ 2. — DECOMPOSITION EN FACTEURS

1) Facteurs premiers

Dans le paragraphe précédent nous avons vu I'importance de la décom-
position en facteurs premiers dans les ordres des corps de nombres algé-
briques; nous donnerons ultérieurement d'autres applications de cette
notion. Etudions la décomposition en facteurs premiers dans le cas générdl.

Pour parler de décompostion en facteurs premiers, il faut préciser I'an-
neeu D dont nous é&udierons les édéments. Nous commencerons par poser
le probléme sous forme générde dans un anneau commutatif unitaire sans
divisaurs de zéo. Ces conditions seront supposées satisfaites dans la suite,
sauf  hypothéses  complémentaires.

DEFINITION. == Un élément z # 0 d’un anneau 9 qui n’est pas une unité
est dit premier s’il n’est pas décomposable en facteurs, ¢ = a8, dont aucun
des deux n'est une unité dans D.

Ainsi un nombre est premier s'il est divisible seulement par les unités
e pa les déments qui lui sont associés.
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Il N’ existe pas d’élément premier dans tout anneau et les éléments d'un
anneau ne sont pas toujours représentables comme produit d’ééments
premiers. Conddérons par exemple I'anneau D de tous les nombres entiers
algébriques. Pour tout « # 0 de D qui n’est pas une unité, nous avons la
décomposition o = 4/a4/« 0l 4/« appartient D et n’est pas une unité.
Aind aucun dément de D n'est premier.

Comme exemple d'aneaux dans lesquels la décompostion est possble,
on peut considérer les ordres dans les corps de nombres algébriques. Les
€éléments premiers d' un ordre seront aussi appelés nombres premiers.

THEOREME 1. — Dans un ordre quelconque D d’un corps K de nombres
algébriques, tout nombre non nul qui n’est pas une unité est représentable
comme produit de nombres premiers.

DEMoNsTRATION. =— D' apres le théoréme du § 2, chapitre I1, les unités ¢
de I'anneau D sont caractérisées par le fait que leurs normes N(E) sont égdes
a 4+ 1. Nous démontrerons ce théoréme par récurrence sur le nombre
IN(@) |, ae D. S le nombre « est premier, alors C'est terminé. S « = By
ol § e y sont des nombres de D qui ne sont pas des unités, dors

1<IN@®I|<IN@|, 1<[Ny|<IN@]I

Par hypothése de récurrence, § e y sont des produits de nombres preQiers
de I’anneau D. Mais aors, d' apres I égdlité a = By, le nombre a est aussi
produit de nombres premiers. Le théoréme 1 est démontré.

2) Unicité de la décomposition.

Supposant  maintenant que dans l'anneau D la décomposition en  facteurs
premiers est possible, éudions I’ unicité éventuelle de cette décomposition
(@ des ééments associés pres).

DErFINITION. — Nous dirons que dans I'anneau €D la décomposition en fac-
teurs premiers est définie de maniére unique si pour deux décompositions

A= Ty v ., Ty L=T ... T

le nombre des facteurs est le méme (r = s) et si, pour une énumération conve-
nable, les éléments 7; et wr; sont deux & deux associés.

Dans la décomposition ¢ = =,, . . ., = On peut regrouper les nombres
premiers asociés en les multipliant par une unité. Nous obtenons and une
décomposition de la forme

k k
a=€n1‘...7'=m"'
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ou les nombres wy, . . ., ®, SONt deux a deux non associés et ol ¢ est une
unité de I'anneau D, Si la décomposition en facteurs premiers est unique,
les éments =, . . ., =, Sonr définis a une unité pres et les expo-
sants ky, . . ., k,, Sont définis de maniere unique.

L’ exemple le plus classique d'anneau dans lequel la décomposition en
facteurs est définie de maniére unique est I'anneau des nombres entiers
rationnels. Dans le cas généd, il 'y a pas unicité de la décompostion dans
tous les anneaux ou la décomposition en facteurs premiers est possible.
Aing, le réalta de I'exercice 1 montre que parmi tous les ordres des corps
de nombres algébriques, on peut seulement espérer I’ unicité de la décom-
postion dans les ordres maxima

L'unicité de la décomposition en facteurs premiers dans I'anneau zZ
de tous les entiers rationnel s résulte du théoreme de la division avec reste
qui affirme que pour tous les entiers a et b non nuls de Z, il exise des entiers g
etrtelsquea =bq + ret|r| < |b|. Par suite, si dans un anneau D on a
un andogue de cette divison avec rete, on pourra démontrer dans D I'uni-
cité de la décompodtion en facteurs premiers.

DEFiNITION. — On dira qu'il existe dans I'anneau D un algorithme de divi-
sion avec reste si on a défini une fonction | | pour les nombres a # 0 de D,
a valeurs entiéres positives, satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Si a # 0 est divisible par B, alors fa | = | 8].

2° Pour des éléments ¢ et 8 non nuls de D, il existe y et p tels que « =By + ¢
avecp=Ooubien [o | < |8 ].

L’anneau D et alors appelé un anneau euclidien.

Reprenons la démondtration de I'unicité de la décompostion des nombres
entiers rationnels en facteurs premiers e de la décompostion des polyndmes
en facteurs irréductibles. En dehors des propriétés générales des anneaux,
on utilise seulement le théoréme de la division avec reste. Transcrivant
textuellement ces démonstrations, nous obtenons le résultat suivant.

THEOREME 2. — Dans tout anneau euclidien la décomposition des éléments
en facteurs premiers est possible et définie de maniére unique.

Considérons comme exemple |’ordre maximum 9D du corps quadra-
tique Q(4/— 1)etmontrons qu'il existe dans D un agorithme de division

avec reste pour la fonction || a | = N(«). Soient a et p # O des nombres
quelcongues de D. Pour les nombres rationnels u et v définis par I’ égalité

o

E:u—}—v\/— 1,
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Choisissons les nombres entiers rationnels x et y les plus proches :

1

1
—x| < =
Ju— x| -

3 lv—ry] <

Si nous posons maintenant y = x + y4/— 1, p = a — By, aors d aprés
Iinégalité

NGy =w—+e—rr<gt <1,
nous aurons
N = N(5 - 1)N®) < N©)

ce qui démontre le résulta.

D’ aprés le théoréme 2, nous obtenons donc que dans I’ ordre maximum
du corps Q(4/— 1), la décomposition en facteurs premiers est définie de
maniére unique.

On peut ains démontrer I’unicité de la décomposition pour une série
d autres anneauix (cf. exercices 3, 4 et 7). Remarquons auss qu'il existe
des anneaux non euclidiens dans lesquels la décomposition en facteurs
premiers est cependant définie de maniére unique. L'exemple le plus smple
dun td aneau e l'ordre maximum du corps Q(4/— 19). L'absence dans
cet anneau d'un algorithme de division avec reste résulte de I’ exercice 6.
L’unicité de la décompostion en facteurs premiers dans cet anneau résulte
de I'exercice 11 du § 7 de ce chapitre

On peut déinir un dgoritme de divison avec rede pour la norme dans
" ordre maximum des corps Q(4/d) pour et seulement pour les valeurs
suivantes de d:

2,356 7 11 13 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73.

3) Exemple de non-unicité de la décomposition

Il est facile de construire des contre-exemples montrant que la décom-
postion en facteurs premiers n'et pas nécessarement unique.  Congidérons
par exemple le corps Q(4/— 5). Comme on I'amontré dans le § 7-2) du
chapitre 11, les nombres de I’ ordre maximum de ce corps s écrivent

a=x+yy/—5
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pour des entiers rationnels x e y e par suite N(@ = x* 4- 5y% Le nombre 21
amet dans l'aneau D les deux décompostions

21=37 )
21= (1 4+ 2¢/—5)(1 =~ 24/—5). )

Montrons que tous les facteurs de droite sont premiers dans I’ anneau D.
En effet, s par exemple 3= a8 ol ni ani B N'est une unité, aors |’ égalité

9 = N(#B) = N(«)N()

entreinerait N(@) = 3. Pourtant, cela est impossble car I'égalité x* + 5y* = 3
est imposshle en nombres entiers rationnels x e y. On montre auss que les
nombres 7,1 + 2\/ — 5,1 — 24/— 5 sont premiers. Puisque les quotients

1424/—5 o 14+24/—5
3 7

n'gppartiennent pas a I'anneau D, dors les nombres 3 e 7 ne sont pas aso-
ciésal+ 24/—5et 1 —24/— 5 Aind il existe dans D des nombres
qui admettent plusieurs décompositions distinctes en facteurs premiers
(cf. exercices 10 et 11 pour d'autres exemples).

On pourrait penser que le phénoméne de non-unicité de la décomposition
en facteurs premiers rend impossible toute théorie arithmétique fructueuse
dans un tel anneau maisil n"en est pas ains. Au milieu du siécle dernier,
Kummer a montré que bien que I’ arithmétique d’un tel corps se distingue
radicdement de cdle du corps des raionnds, dle peut donner dimportants
résultats en théorie des nombres.

L'idée fondamentde de Kummer et essentidlement la suivante : § dans
'ordre maximum 9 d'un certain corps de nombres dgébriques, la décompo-
sition en facteurs premiers n'est pas définie de maniére unique, alors on
peut représenter les nombres # 0 de D comme objets dun nouve ensemble
muni d'une multiplication et dans lequel la décomposition en facteurs pre-
miers et cette fois définie de maniére unique.

Pour tout nombre a # 0 de D, son image (a) dans cette représentation
sera décomposable de maniére unique en facteurs premiers, mais ces fac-
teurs premiers n'appartiendront pas a notre anneau mais a un nouvel
ensemble. L'unicité de la décomposition au sens de Kummer devra tenir
compte du fait que certains nombres premiers de D (et peut-étre tous) ont
pour images des ééments non premiers du nouvel ensemble, i. e leurs images
admettent des décompositions non triviales. Ainsi, dans I’exemple de

I ordre maximum du corps Q(4/— 5), pour obtenir I'unicité de |a décom-
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position & partir des décompositions (1) et (2), il doit exister des objets p,, p,,
Ps, Pq tels que

3-PPe 7 =Pl 1 +20/—=35-pp, 1—24/—5_pp,

(dans ces égdités, nous Navons pas distingué les nombres de leurs images).
Les décompostions (1) e (2) Sécrivent maintenant

21 - pipe.Pabs = PaPs. PPy

qui different seulement par I'ordre des facteurs.

Kummer a gppelé ces nouveaux objets nombres idéaux. lls sont appeés
maintenant diviseurs. Les paragraphes suivants sont consacrés j |’ étude
systématique de ces diviseurs.

EXERCICES

1. Démontrer que s dans un certain ordre D d'un corps K de nombres agé
briques la décomposition en facteurs premiers et définie de maniére unique, dors
cet ordre est I’ordre maximum. Plus générdement, montrer que S dans un anneau D
la décomposition en facteurs premiers existe e et définie de maniére unique,
dors I'anneau D es intégrdement clos.

2. Démontrer que s dans un anneau euclidien un dément o # 0 et divisble
par g et nN'est pas associé a B, dors | o | > [|B .

3. Soit m un lattice du plan complexe dont les points représentent les nombres
de I'ordre maximum © d'un corps quadratique imaginaire. Démontrer qu'il existe
dans D un adgorithme de division avec reste pour la norme N(z) S e seulement §
les trandatés du disque unité (sans sa frontiere) par les vecteurs du lattice m
recouvrent tout le plan.

4. Montrer qu'il existe un dgorithme de divison avec reste pour la norme dans
I’ordre maximum du corps Q(v/d) avec d < 0, S et seulement S d et égdl al'un
des nombres :

-1,-2, -3, -7, - 11

5. Démontrer que, dans le corps quadratique imaginaire Q(4/d) oll d « 0 est
sans carrés et différent de — 1, — 2, — 3, — 7, — 11, la norme de tout dément
entier et égde a0, + 1 ou et plus grande que 3.

6. Démontrer qu'en dehors des cing corps considérés dans I'exercice 4, pour
aucun autre corps quadratique imaginaire I'ordre maximum n'est un anneau
eudidien.

Indication. — Raisonner par I"absurde en supposant qu'il existe une fonction |ja |
définie pour a € D qui satifait aux conditions de la définition du point 2). Parmi
les nombres de I'anneau D qui ne sont pas des unités, soit y un nombre pour lequel
| y | soit minimum. Montrer qu'dors tout « € D est congru modulo y a I'un des
trois nombres 0, — 1 ou 1.

7. Démontrer I'existence d'un dgorithme de divison avec reste pour |'ordre
maximum du corps Q(+/2).
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8. Démontrer que dans I'ordre maximum du corps Q(y/ — 1) tout nombre
premier raionnd impar p est premier Sil est de la forme 4k + 3 et se décompose
en un produit p = nn’ de deux facteurs premiers non asociés Sil est de la forme
4k + 1. Trouver la décomposition du nombre 2 en facteurs premiers dans cet
anneaul.

9. Soit D un anneau dans lequd la décomposition en facteurs premiers et définie
de maniére unique. Démontrer que pour tout couple a B d'ééments de D (non
nuls smultanément) il exise un divissr commun § qui et divisble par tout
autre divisseur commun de a e B (8 et gppdé le plus grand commun diviseur
de a et B).

10. Démontrer que dans I’ ordre maximum du corps Q(y/ — 6) on a les décom-
postions didinctes suivates en facteurs premiers :
5=511=07++4/—-6(7T-+/—6),
6=2.3 = — (v/— 6
11. Vvéifier que dans I'ordre maximum du corps Q(y/ — 23) on a les décom-
positions en facteurs premiers

6— 2.3=1+\§_23.1—\£_23,

27=3.3.3=02+ - 2302 - v/~ 23).

Trouver les différentes décompositions du nombre 8 en facteurs premiers dans cet
anneaul.

§ 3. — DIVISEURS

1) Définition axiomatique des diviseurs

Soit D un anneau commutatif quelconque (avec unité et sans diviseurs
de zé&o); donnons un sens précis aux conddérations de la fin du § 2-2).

Notre théorie comporte deux parties : construire un nouvel ensemble A
dans lequdl la décomposition en facteurs premiers soit définie de maniére
unique et comparer les éléments non nuls de I’anneau D aux éléments de
I’ensemble A. Commengons par la premiére partie. Pour pouvoir parler
de décompostion en facteurs dans A, il faut définir une opération de multi-
plication faisant correspondre a tout couple d’'ééments de A un troisiéme
élément qui soit leur produit. Nous imposerons a cette opération d' étre
associative et commutative. Un ensemble muni d'une telle opération est
apelé un monoide commutatif, Nous imposerons égdement |'exigence d'un
éément unité dans A, i. e. d'un dément etel que e. a= a pour tout ae A.

Dans tout monoide commutatif A avec unité, on peut parler de divishilité :
un élément a € A est divisible par b e A Sl existe un élément ¢ ¢ A tel
gue a= bc (on dit aussi que b est un diviseur de a ou que a est un multiple
de b). Un élément p e A, différent de e, est dit premier sil et divisble seu-




THEORIE DE LA DIVISIBILITE 189

lement par lui-méme et par I’unité e. On dit de plus gu’on a unicité de la
décomposition en facteurs premiers dans le monoide A S tout éément a € A
se représente comme un produit d’ ééments premiers

A= PiPa... P (r=0),

une telle décompostion éant unique, & I'ordre prés des facteurs (pour r = 0,
le produit e, par définition, égd a l'unité €. L'unicité de la décomposition
suppose en paticulier que l'unité e et le saul dément invershle (i. e divi-
seur de e). |l est clair qu’un monoide avec unicité de la décomposition en
facteurs premiers est complétement défini par I'ensemble de ses éléments
premiers (et de leurs puissances). L'exemple le plus smple d'un te monoide
et l'ensamble des entiers naurels.

Dans un moncide A ou la décompostion en facteurs premiers et définie
de maniére unique, tout couple d’' ééments admet un plus grand commun
divisur (i. e un divissur commun divishle par tout autre diviseur commun)
et un plus petit commun multiple. Deux @éments de A sont dits premiers
entre eux § leur plus grand commun diviseur et égd a e. Remarquons les
propriétés démentaires suivantes de la divisibilité dans A : s un produit
& es divishle par ¢ e a et c premiers entre eux, dors b est divishle par c;
S ¢ et divishle par des ééments a e b premiers entre eux, dors ¢ est divisible
par le produit ab; si un produit ab est divisible par un Clément premier p,
aors au moins un des facteurs est divisible par p.

Précisons maintenant la seconde partie de notre théorie.

Désignons par D* I'ensemble de tous les déments non nuls de I'anneau D.
Puisque, par hypothése, I'anneau D est sans diviseurs de zéro, aors
I"ensemble D* est un monoide pour |’ opération de multiplication.

Supposons définie une application du monoide D* dans un monoide A
dans lequel la décomposition en facteurs premiers est définie de maniére
unique; nous désignerons par (a) I'image de I'élément a € D* par cette
goplication. Il es clar que I'éude de la gructure multiplicative de I'anneau D
al’aide du monoide A n’est possible que si I application o — («) est multi-
plicative, i. €. («B) = () (B) pour tous «, 8 € A. Nous imposerons donc a
I"application a — (a) d'étre un homomorphisme du monoide D* dans le
moncide A. La divighilité de a par § dans I'anneau D entrdine aors que (a)
est divisble par (8) dans le monoide A. Pour que larelation de divisibilité
dans D corresponde exactement a la divisibilité dans A, il est nécessaire
d'exiger que, réciproquement, la divishilite de (a) par (B) dans le monoide A
entraine que a est divisible par § dans D.

Nous dirons dans la suite qu’un élément a # 0 de D et divisible par un
éément a € A et nous écrirons aje S (&) et divishle par a dans le monoide A.
On conddérera que 0 est divisble par tous les déments de A.
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L'ensemble de tous les déments de I'anneau D qui sont divisbles par un
dément « € D* et fermé pour les opérations d'addition et de soustraction.
Nous devrons exiger, bien entendu, que cette propriété soit conservée pour
les divisaurs a du monoide A.

Enfin, nous imposrons a A de ne pas contenir d'déments « supeflus »,
en signifiant par 1a que deux éléments distincts de A doivent différer I'un
de l'atre par leurs propriétés de divishilité par rapport ax ééments de D,

Tout ce qui précéde nous conduit a la définition suivante.

DEFINITION. — Par theorie des diviseurs d’'un anneau O on entend la
construction d'un certain monoide A, dans lequel la décomposition en facteurs
premiers est définie de maniére unique et d’'un homomorphisme a — (a) du
monoide D* dans le monoide A, tels que

10 dans I'anneau D, un élément a € D* est divisible par § € D* si et seule-
ment si (a) est divisible par (8) dans le monoide A;

20 si a, fe D sont divisibles par un élément ae A, alors a - f sont aussi
divisibles par a;

3o soient a et b deux éléments de A; si les ensembles de tous les éléments
de D qui sont divisibles respectivement par a et b coincident, alors a= b.

Les éléments du monoide A sont appelés des diviseurs de |I’anneau D
e les divisaurs de la forme (8), a ¢ D*, sont appelés des diviseurs principaux.
L’ élément unité e du monoide A est appelé le diviseur unité.

La premiére condition de la définition ci-dessus entrdine le résultat suivant:

L’égalité (a) = (B) a lieu si et seulement si a et B sont associés dans
I'anneau D. En particulier, les unités e de I'anneau D sont caractérisées par
Pégalité (g) = e.

Dans la suite, nous désignerons par D* — A une théorie des diviseurs
pour I'anneau D. Dans le point suivant, hous examinerons la question de
I"unicité d'une théorie des diviseurs et, dans le point 3), nous donnerons
une importante condition nécessaire (mais non suffisante) d’ existence.

Dans le § 5, nous démontrerons I’ existence d' une théorie des diviseurs
pour tout ordre maximum d'un corps de nombres agébriques (pour les
ordres non maxima, dors, d'aores le théoreme 3, il n'existe pas de théorie
des diviseurs).

2) Unicité

THEOREME 1. — Si un anneau D admet une théorie des diviseurs, alors elle
est unique. Plus précisément, cela signifie que pour deux homomorphismes

D* > A et D* > A
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satisfaisant a la déjinition ci-dessus, il existe un isomorphisme A ~ A’ faisant
se correspondre les diviseurs principaux de A et A’ respectivement, qui corres-
pondent aux mémes éléments « € D*.

DEMONSTRATION. — Soient P* — A et D* —» A’ deux théories des divi-
seurs de I'anneau D. Pour des diviseurs premiers p e A e p’ € A’ nous
désignerons par p e p’ les ensembles des déments de I'anneau D divishles,
respectivement par p et p’ (ladivisihilité par p est considérée pour la théo-
rie D* — A e ladivighilité par ' pour la théorie D* — A’). Démontrons
gue pour tout diviseur premier p’'e A’, il existe un diviseur premier pe A
tel que p < p’. Supposons qu'il N’ en soit pas aing, i. e. que p 9= p’ pour
tout diviseur premier p € A. Il résulte facilement de la condition 3° que,
pour tout diviseur, I'enssmble de tous les déments de D quil divise ne peut
étre réduit a 0. Choisissons dans D un éément § # O divisible par p’ et
décomposons le diviseur principal (8) € A en facteurs premiers

®=9t v
(P, s pr Nt des diviseurs premiers du monoide A). Puisque nous avons
SUpposeé que p; 5= p’, aors, pour tout i =1, ..., r, on peut trouver un
éément v, € D divisible par p, mais non divisible par p’. Le produit

a— kl kr

Y=Y, 000 Y,
et divishle par i . . . p'r ce qui entraine, d’ aprés la condition 1°, quey
et divisible par ¢ dans |I’anneau D. Mais dorsy est auss divisible par p’ ;
nous avons obtenu une contradiction puisgue le produit Y'f‘ C yff ne
peut pas étre divisible par p’ puisque p’ est premier et ne divise aucun des
nombres ;.

Ains, pour tout diviseur premier p’ € A’ on peut trouver un diviseur
premier p € A tel que p < p’. Par symétrie, il existe un diviseur premier
g € A’ tel que q’ < p. Montrons que g’ = p’ et par suite ¢’ = p = p’.
En effet, d apres la condition 3¢ il existe dans I'anneau D un dément &
divisble par ' et non divisible par g'p’. Sl on suppose g’ # p’, alors cet
élément & n'est pas divisible par p’ et nous obtenons une contraction avec
I'inclusion q" < p’.

Puisque le diviseur pe A tel quep =9 (pour p' € A’ donné) est défini
de maniére unique (condition 39, nous avons défini une correspondance
hiunivoque p < p’ entre les divisaurs premiers de A e de A’. On peut pro-
longer cette correspondance (et de maniére unique, c'est évident) en un iso-
morphisme A ~ A’ delamaniére suivante: s p, &> py, . . -, Pr > p;, AOrS

ky K rky ok
PP e pt T
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Il nous reste a véifier que cet isomorphisme fait se correspondre les divi-
Seurs principaux (a) € A et (8)' € A’ définis par le méme élément a € D.
Supposons que des diviseurspe A et p’e A’ qui se correspondent I'un a
I"autre interviennent respectivement avec les exposants k et / dans les
décompositions de (a) et (a)'. D' aprés la condition 3o, il existe dans I'an-
neau D un éément = divisible par p et non divisible par p2, D’ aprés |’ éga-
lité p = p’, I'édément = et auss divisible par p'. Aing, le diviseur princi-
pal (x) s écrit (x) = pb ol b n’est pas divisible par p. Choisissons dans 9
un éément w divisible par b* et non divisible par b*p. Puisque p ne divise
pas b, dors w N'est pas divisible par p et par suite par p’. Considérons le
produit aew, Puisque a est divisible par pk et » par b* aors aw et divisble
par pkbk = (nk), d'oh, d’ aprés la condition (1), aw = w*n, 1 € D. Mais p’|n
e par suite e et divisble par p'* e puisque p’ + o, dors p’k|«, Cda montre
que dans le diviseur (@) € A’, le diviseur premier p’ intervient avec un expo-
sant supérieur a k, i. € que /> k. Par symétrie, on a auss k = 1 dou / = k.

Nous avons démontré ains que S
ik,
T

@=pi* . pretp op,. . .. p, eopdos@=php

ce qui montre que pa l'isomorphisme A ~ A’, les diviseurs principauX (a)
et (a)’ correspondent I'un al’autre. Le théoréme 1 est ainsi complétement
démontré.

Sil y a unicité de la décomposition en facteurs premiers dans I'anneau D,
aorsil est facile de congtruire une théorie des diviseurs H* —~ A de cet
anneau; pour cette théorie, tous les diviseurs seront principaux. En effet,
décomposons D* en classes d' @éments associés entre eux et soit A I'ensemble
de ces classes. Pour tout a e D*, désignons par (a) la classe des € éments
associés a a. |l est facile de voir que pour la multiplication (a) () = («g),
I’ensemble A est un monoide dans lequel la décomposition en facteurs
premiers et unique e que I'goplication a —» (a), a € &*, satifait aux condi-
tions 1¢, 2¢ et 3o, Les diviseurs premiers sont ici les classes (r), ol r est un
élément premier de D. D’ aprés le théoréme 1, toute thtorie des diviseurs
pour I'anneau D coincide avec cdle que nous venons de congdruire.

Supposons maintenant qu’un certain anneau D admet une théorie des
diviseurs D* — A pour laquelle tous les diviseurs de A sont principaux et
démontrons qu’alors un dément # # 0 de I'anneau D est premier S et
seulement s le diviseur () est premier. En effet, s (x) = p est un diviseur
premier e § y diviee = dans I'anneau D, dors le divisaur (y) divise p (dans
le monoide A) et par wuite coincide oit avec p, soit avec le diviseur unité e.
Dans le premier cas, y est associé avec = e dans le second cas c'est une unité
del’anneau D. Aind = est un éément premier de I’ anneau D. Réciproque-
ment, soit (a) un diviseur # e et non premier. Puisque (a) est divisible par
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un certain diviseur premier p = () qui ne lui est pas égal, alors ¢ et divi-
shle par le nombre premier = qui ne lui et pas asocié. Par suite I'éément a
nNest pas premier.

Aing, s tous les diviseurs sont principaux, le fait que le diviseur (r) soit
premier équivaut au fait que I'éément = soit premier.

Soit maintenant @ un dément quelconque de D. S on a dans A la décom
position

a= Proo P (1)

(les diviseurs p; sont premiers mais pas nécessairement distincts) et s

= (TCI), I (TC,),
alors nous aurons dans I’ anneau D la décomposition

a=em...m, 2

ol = et une unité de I'aneau D. Puisque par passage aux diviseurs toute
décomposition du type (2) donne une décomposition du type (1), aors
dans D on a unicité de la décomposition en facteurs premiers.

Nous avons obtenu le résultat suivant.

THEOREME 2. — Pour que dans un anneau 9D la décomposition en facteurs
premiers soit possible et unique, il faut et il suffir qu’il existe pour D une
théorie des diviseurs D* — A et que, dans cette théorie, tous les diviseurs de A
soient  principaux.

3) Nécessité d’étre intégralement clos pour un anneau
admettant une théorie des diviseurs

Nous avons dgja dit qu'il n’ existe pas de théorie des diviseurs pour tout
anneau. L’ existence d’un homomorphisme a — (a) satisfaisant aux condi-
tions de la définition d'une théorie des divisaurs impose des conditions sur
I’ anneau.

THEOREME 3. — Si un anneau 9 admet une théorie des diviseurs, alors cet
anneau est intégralement clos (dans son corps des fractions K).

DEMONSTRATION. — SuUpposons qu’un certain @dément £ du corps des
fractions K de I’anneau D qui satisfait ala relation

Er+ bt 4+ a, 84 a,=0 @s,...,a,eD)

N’ gppartient pas a D. Représentonsle sous la forme & = z og aeDet peDd

et décomposons les diviseurs principaux (8) et (8) en un produit de puis-

BOREVITCH 13
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sances de diviseurs premiers. Puisque ¢ n’est pas divisible par § dans I’an-
neau D (par hypothese £ ¢ D), alors (x) N'est pas divisible par () au sens
des diviseurs (condition 1°). Cela signifie qu'il existe un diviseur pre-
mier p € A qui figure dans la décompostion de (B) avec une puissance plus
grande que dans (1x). Supposons que p figure dans (&) avec un exposant k == 0.
Puisque (B) et divishle par pk+2, dors la condition 20 entraine que la patie
droite de I'égalité
a = gt — L — pfn

e divisble par p¥#+1, Mas p figure dans le diviseur () = («)" avec |'expo-
sant kn et par suite «” ne peut pas étre divisible par p4n+1, La contradiction
obtenue montre que £ e D et le théoréme 3 est démontré.

Une autre condition nécessaire d' existence d’ une théorie des diviseurs
et donnée dans I'exercice 1.

Puisque parmi les ordres des corps de nombres algébriques, il n'y aque
les ordres maxima qui sont intégraement clos, dors, d'grés le théoreme 3,
on ne peut espérer une théorie des diviseurs que pour eux.

4) Théorie des diviseurs et valuations

Occupons-nous maintenant de la congruction effective d'une théorie des
diviseurs. Nous supposerons que |I’anneau D admet une théorie des divi-
saurs D* — A e préciserons comment on peut condruire cette théorie.

Choisssnt un certain diviseur premier p, nous pouvons lui associer une
fonction vp(x), de méme que dans le chapitre premier nous avons associe au
nombre p une valuation p-adique. Pour tout « # O de D, désignons par
vp(e) I"exposant de p dans la décomposition du diviseur principal («) en
facteurs premiers. |l est évident que vi(«) est caractérisé par le fait que

p\'p(d) ! a et pvp(a:)+1‘r @

Puisgue O est divisible par des puissances arbitrairement grandes de p, on
peut poser vy(0) = co.

Il résulte facilement de sa définition que la fonction v,(«) possede les
propriétés suivantes :

vp(aB) = vp(x) + vp(B), 3)

vp(@ + B) = min (v(w), vp(B)) C))

(pour la démonstration de la propriéte (4), il faut utiliser la condition 29),

Nous pouvons prolonger la fonction v,(«) au corps des fractions K de

I"anneall D en conservant les propriétés (3) e (4). En effet, pour

o

t=3

€K (¢ § €9),




THEORIE DE LA DIVISIBILITE 195

posons

vp(8) = vp(®) — vp(8)-
Il est clair que la valeur vy(£) ne dépend pas de la représentation de & sous
laforme ¢ = g et que la fonction vp(8) ains prolongée satisfait aux condi-

tions (3) e (4).

Précisons maintenant I’ ensemble des valeurs prises par la fonction vy(«)
quand a parcourt tous les ééments du corps K. Puisque les diviseurs p et p?
sont distincts, aors, d' apres la condition 39, il existe un dément y e D qui
est divisible par p et non divisible par p2 Pour cet élément, nous avons
vo(Y) = 1. Mais aors v,(y¥) = k pour tout entier k ce qui demontre que la
fonction v,(«) prend toutes les veleurs entieres rationnelles.

DEFNITION. — Soit K un corps quelconque. Une fonction v(a) définie sur K
s’appelle une valuation du corps K si elle satisfait aux conditions :

1o v(a) prend toutes les valeurs rationnelles entiéres quand a parcourt tous
les éléments # 0 de K; %(0) = cc.

20 w(oB) = (o) (B).
30 v + B) = min (W), v(B)).

Nous powons mantenant dire que tout diviseur premier p de l'anneau D
Ogfinit une certaine vauation vp(x) du corps des fractions K. Il et fecile de
voir que pour des diviseurs premiers distincts p et g, les valuations corres-
pondantes v, et v, sont auss distinctes. En effet, d’ aprés la condition 3e,
il exige dans I'anneau D un dément y divishle par p & non divisble par q.
Mais aors vy(y) = 1 et vy(y) = O, ce qui signifie v, # v,.

Toutes les valuations du corps K qui sont de la forme v, possedent la
propriété :

vp(@) 20 pour tout ¢ € D. ©)

La déoompostion d'un diviseur principd (a) (défini par I'dément a € D¥)
en facteurs premiers sexprime trés smplement au moyen des vauaions v,.
Les divissurs premiers p; qui figurent dans cette décomposition sont carac-
térisés par la condition v, () > 0. Cette décomposition s écrit

@@= [or ©)

ou p; parcourt tous les diviseurs premiers tels que v, («) > 0.

Aing, le monoide A des diviseurs et I"homomorphisme D* -~ A sont
complétement définis par la donnée de |’ensemble des valuations v, du
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corps K qui correspondent aux diviseurs premiers p. En effet, I’ensemble
de tous les diviseurs et leur loi de multiplication sont définis par la donnée
des diviseurs premiers (tout diviseur est un produit de diviseurs premiers
devés & des puissances postives €, dans la multiplication des diviseurs, les
exposants  correspondants  Sgoutent). En ce qui concerne les diviseurs pre
miers, ce sont des objets p qui correspondent biunivoguement aux valua
tions v, Enfin, I'importante égdité (6) ctfinit un homomorphisme D* — A.

Cda montre que la congruction de la théorie des diviseurs peut sappuyer
sur la notion de vauation. C'est sur cette remarque que repose I’ étude
suivante.

Précisons tout d' abord |I'importante question suivante : quelles sont les
proprittés qui caractérisent |'ensemble R de toutes les vauations v du corps K
qui correspondent & une théorie des diviseurs de I'anneau D. Puisque le
produit (6) contient seulement un nombre fini de facteurs d'exposants non
nus dors I'ensemble X'doit satisfare a la condition v(e) = O pour presque
tout v e R, pour a fixé dans D* (I'expresson « pour presque tout v » ggnifie :
pour tout v sauf pour un nombre fini).

De plus, d'aprés (5), pour tout v € R, nous devons avoir v(@ = 0 9 a e D.
Inversement, supposons que pour un certain & € K on ait v(€) > 0 pour
o
8
tions s écrivent v(a) > v(@) pour tout v € K. Mais cela est équivalent au fait
que le diviseur principd (@) et divisble par le diviseur principd (B). D'aprés
la condition 19 nous obtenons dors que a est divishle par 8 dans I'anneau D,
i.e £eD. Nous avons ains obtenu une deuxiéme condition nécessaire :
I'ensemble des vauations R est td que les inégdités v@) == 0 pour tout v € R
carectérisent les ééments de I'aneau D.

Pour mettre en évidence une dermiére propriété de I'ensemble R, choiss
sons un nombre fini de vauations v, . . . ,v,, qlu correspondent aux diviseurs
premierspy, . . ., p.. Fixant des nombres entiers postifs &y, . . . , k.., cONS-

dérons le diviseur a = pi* . . . p*m D’aprés la condition 3o, il existe un

dément o; € D divisblepar a; = ap, . . . Pi~y Piz1 - - - P € nON divisible
par a;p; (1 <i < m). Considérons la somme

tout ve R. Si hous représentons & sous laformef = - (a, 8 € D), nos condi-

a=o +...+a,.
D'gores la condition 20, I'dément a et divisble par pff e nest pas divishle
par pf."'“. Ceda démontre que I'ensemble R véifie auss la condition néces
saire suivante : pour des valuations quelconques v,, - - . , v,, de R et des
nombres entiers positifs quelconques &y, . . . , k,, il exise un dément ae D
tel quev(@) =k (1< i< m).
Les conditions nécessaires ci-dessus sont aussi suffisantes pour qu’on
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puisse construire la théorie des diviseurs de I’anneau D a partir de I'en-

semble X. Pour démontrer ce réaultat, consdérons un monoide A & décom
position en facteurs premiers uniques dont les é éments premiers sont en
correspondance biunivoque avec les éléments de K. La valuation v € &
qui correspond a |’ éément premier p € A sera désignée par vp. D’ apres la
premiére et la deuxiéme condition, pour tout « € D*, le produit (6) a un

sens (les nombres vy («) sont postifs et seuls un nombre fini d'entre eux sont
non nuls). D’ aprés la propriété v(ep) = v(a) - v(@), I’ application a — (a)

est un homomorphisme D* — A. Il découle facilement de la deuxiéme
condition que la divisibilité de « par § dans |’anneau D est équivalente aux
inégalités v(a) = v(B) pour tout v € R. Cela montre que la condition 1¢ est

remplie La condition 20 réulte immédiatement de I'inégdlité

v(e + B) = min ((«), v(B)).

S a e b ont deux ééments didincts de A, il exige un cetain dément pre-
mier p qui figure dans leurs décompositions avec des exposants distincts,
disons par exemple et 1. Soit k < 1. D’aprés la troiseme condition, il
existe dans 9 un élément « divisible par a et tel que v,(«) = k par suite,
cet élément n'est pas divisible par b. Cela démontre que la condition 3°
est remplie. L’ homomorphisme D* — A définit donc une théorie des divi-
seurs pour I’ anneau D.
Formulons ce résultat.

THEGREME 4. — Soient D un anneau, K son corps des fractions et R un
certain ensemble de valuations du corps K. Pour que les valuations de R défi-
nissent une théorie des diviseurs pour I'anneau D, il faut et il suffit que les
conditions suivantes soient réalisées :

1) Pour o # 0 de D il existe au plus un nombre fini de valuations ve R
telles que v(x) # 0;

2) Un élément « € K appartient a D si et seulement si v(x) == 0 pour
tout ve R;

3) Pour tout systéme fini vy, ..., v, de valuations distinctes de R et pour
des nombres entiers positifs quelconques ki, . . . , ks, il existe un élément o € D
tel que

v,@) =K, ..., vu) = k..

La construction d’ une théorie des diviseurs pour un anneau D se réduit
donc ala construction dans son corps de fractions K de I’ ensemble R des
valuations correspondantes.

Nous n’'étudierons pas en détail les anneaux intégralement clos pour
lesquels une telle construction est possible (cf. par exemple le livre de
Van der Waerden, Modern Algebra, t. 2,§ 105). Nous démontrerons dans




198 THEORIE DES NOMBRES

le paragraphe suivant que S pour un anneau® de corps des fractions k il existe
une théorie des diviseurs, alors il en existe auss une pour toute fermeture
intégrale D de I’ anneau © dans une extension finie K du corps k. Puisque
pour I'anneau Z des nombres entiers rationnds la théorie des diviseurs est
bien connue (ici il y a unicitt de la décomposition en facteurs premiers),
alors cela démontre aussi |’ existence d'une théorie des diviseurs pour les
ordres maxima des corps de nombres agébriques.

Le choix des vauaions v du corps K que I'on doit prendre pour condruire
une théorie des diviseurs dépend essentidlement de I'anneau D e ce choix
n'épuise pas nécessairement toutes les vauations du corps K (cf. exercice 6).
Montrons pourtant que, dans le cas de I'aneau Z des nombres rationnels,
le choix des vauaions correspondantes épuise toutes les vauations du corps
des nombres rationnds (nous verrons par la suite que ce méme phénomeéne
se produit aussi pour tous les ordres maxima des corps de nombres algé-
briques).

A tout nombre premier p e Z (i. e & tout diviseur premier de I'anneau Z)
correspond une valuation v, dont la valeur sur tout nombre rationnel # 0

a
xX=pry (7)
(a et b sont entiers et non divisibles par p) est définie par

vp(x) = m. (8)

Cette valuation v, est appelée valuation p-adique du corps Q (il est evident
que les vdeurs de la vauaion (8) coincident avec les vdeurs de la vauation
p-adique sur le corps Q, des nombres p-adiques (cf. chap. 1, § 3-2)).

THEOREME 5. — Toutes les valuations du corps des nombres rationnels sont
épuisées par les veuations p-adiques v, (pour tout p prouvés).

DEmONSTRATION. == SOIt v Une valuation quelconque du corps Q. Puisque
vd4... +1) =mn ), ..., v{d) =0

alors v(n) = 0 pour tout entier naturel n. Si v(p) = 0 pour tout p premier,

nous aurions aussi v(g) = 0 pour tout a # 0 de Q ce qui est impossible
d aprés la condition 1° de la définition des valuations. Par suite, on aura
v(p) = e > 0 pour un certain p premier. SUPPOSONS que pour g premier,
g # p, hous avons auss v(g) > O; dors de I'égditépu 4~ qv = 1, u et v entiers,
résulte

0 = v(pu + qv) = min ((pu), v(qv)) = min (V(p), v(@) > 0.
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La contradiction obtenue montre que v(q) = O pour tous les nombres pre-
miers g # p e par suite v(g@) = 0 pour tout entier a non divisble par p. Pour
un nombre rationnd de la forme (7), nous aurons donc

V(X) = mv(p) + v(a) — v(b) = me = ev,(x).

Puisque les valeurs de la valuation doivent parcourir tous les nombres
entiers, dors e = 1 e par suite v = v, ce qui démontre le théoreme 5,

Remarquons qu'on peut facilement déduire le théoréme 5 du théoréme 3
du chapitre premier, § 4 dont la deuxiéme patie de la démonstration coincide,
pour I'essentid, avec la démongration ci-dessus.

Considérons pour terminer un demnier cas particulier.

Supposons qu'un anneau P admet une théorie des diviseurs D* — A
avec un nombre fini de diviseurs premiers Py, . . ., Pm. DéESGNONS Par vy, . . . . Vi
les vauations correspondantes du corps des fractions K. D'gorés la condi-
tion 3) du théoréme 4, pour tout diviseur a = p’;l, e pi’" €A (k, = 0),
il exige un dément a dans I'anneau D tel que v(w) = ki, . . ., V(@) = K,
Mas cda dgnifie que le diviseur a coincide avec le diviseur principd (a).
Ains tous les diviseurs de A sont principaux et par suite il y a unicité de la
décomposition en facteurs premiers dans I'anneau D. Si p; = (7y), . . -
P = (m,), dors les déments 7, . . . , ®,, forment un systéme complet d'édé
ments premiers non associés deux a deux de I'anneau D & tout dément a € D*
Séuit de maniére unique

— ark1 km
a=en' ... mm

e unité de D. Les déments premiers «y, . . ., =, Sont évidemment caractérisés
par les conditions :
vi(m) =1, v(m)=0 pourj#i
Nous aons and démontré le résulta suivant
THEOREME 6. — Si un anneau D admet une théorie des diviseurs avec un

nombre fini de diviseurs premiers, alors il y a unicité de la décomposition en
facteurs premiers dans D.

EXERCICES

1. Démontrer que S un anneau D admet une théorie des diviseurs, dors tout
dément de D a seulement un nombre fini de diviseurs deux & deux non associés.

2. Démontrer que dans toute théorie des diviseurs tout diviseur est e plus grand
commun diviseur de deux diviseurs principaux.
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3. Soit K = k(x) le corps des fonctions rationndles sur un corps quelconque k
et s0it ¢ un polyndme irréductible de I'anneau k[x]. On peut alors représenter
toute fonction rationnelle # = 0 de K sous la forme u = o= 2, ou T et g sont des

polyndmes de k[x] non divisbles par .. Montrer que la fonction v, définie par
V,(U) = n est une valuation du corps K.

4. S T e g sont des polynémes non nuls de I'anneau k[x], de degrés respectifs m
et n, posons v*(U) = m -~ n pour la fonction retionnelle » = -fe k[x}. Montrer
gue la fonction v* et une vauation du corps K = k(x).

5. Montrer que les vauations v, (pour tous les polyndmes o irréductibles de
I'anneau k[x] et la vauaion v* (exercices 3 et 4) épuisent toutes les vauaions v
du corps k(x) telles que w(a) # O pour tout a # O de k.

6. Déinir un ensemble R de vauations du corps K = k(x) satisfasant aux
conditions du théoréme 4 9 on prend k[x] pour aneau D. Déinir de méme
I'ensemble R pour I'anneau D = k[i]

7. Soit K = k(x, y) le corps des fonctions rationnelles en x e y sur le corps k.
Pour tout entier naturel n, posons x, = ;’2 et représentons toute fonction rationnele

non nulle # = u(x, y) € K sous la forme

(' nr 2
u=uxy",y) =y i,(:n’ %

ou les polynomes f et g ne sont pas divisibles par y. Montrer que la fonction v,
définie par I'égdité v,(#) = k et une vauation du corps K. Montrer que toutes
les valudtions v, sont distinctes et que pour chacune d'éles v,{x) >0 (» > 1).

8. Formuler et démontrer le critére dirréductibilité d’Eisenstein (connu pour
les polynbmes a coefficients entiers) pour des polyndmes a coefficients dans un
anneau D admettant une théorie des divisaurs.

9. Démontrer que S un anneau D admet une théorie des diviseurs, aors son
corps des fractions K admet des extensions agébriques de degré quelconque.

10. Pour tout polyndme T 5 0 de I'anneau D = k[x, y] des polyndmes de deux
variables sur un corps k, désignons pat(f) le plus petit degré des mondmes figu-
rant dans T avec un coefficient non nul. Montrer que la vauation v peut ére pro-
longée en une vauation du corps k(x, y) des fonctions rationnelles. Désignons par R
I'ensemble des vauations du corps k(x, y) qui correspondent aux polynémes
irréductibles de I'anneau D et par R, I'ensemble obtenu en goutant & R la vaua

tion v. Quelle et la condition du théoréme 4 qui N'est pas satisfaite pour I'anneau O
e I'ensemble R, de vauations ?

§ 4. — VALUATIONS

D'gpres le théoréme § 3, la condruction d'une théorie des diviseurs pour
un anneau D intégraement clos se réduit a la congruction dans son corps
des fractions K d'un ensamble de vauations possédant les propriétés énon-
cées dans ce théoréme. Nous éudierons donc systématiquement les pro-
priétés des vauations.
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1) Propriétés élémentaires des valuations

De la définition d’une valuation v sur un corps quelconque K (§ 3-4))
résultent facilement les propriétés suivantes :

W(+1) =0
V(- «) = v(a);
3)- @ e, pro:
v(o) = nv(a), neZ;
Yo+ ... +a) =mnMa), ..., V().

Supposons wWa) # v(B). S w(a) > w(B) aors v(x -+ B) = v(B). D’ autre part,
I'égdité B = (a+ B) — « entraine w(@) > min (Wx + B), w(«)) entraine

v(8) = v(x + ).
Ains
Wa + B) = min (a) @) S @) # vB). (M
Par récurrence, on obtient facilement
v(ey + ...+ o) = min (W(wy), . . ., v(x,)),

9, pami les vaeurs v(x,), . . . ,v(as), il Y €n a une & une seule qui et dricte-
ment inférieure aux autres.

DEFINITIoN. — Soit v une valuation donnée d'un corps K. Le sous-anneau D,
du corps K formé des éléments a € K tel que v(a) = 0 est appelé I’anneau
de la valuation v. Les éléments de D, sont dits entiers pour la valuation v.

Il est évident que pour I'anneau D, et I'ensemble K formé de la seule
vaudion Y, les trois conditions du théoreme 4,§ 3 sont sdtisfaites. Par slite,
il exige pour I'aneau D, une théorie des diviseurs avec un unique diviseur
premier. Les théorémes 3 et 6 du § 3 donnent aors les résultats suivants :

THEOREME 1. == L'anneau D, de Ja valuation v dun corps K est intégrale-
ment fermé dans K.

THEOREME 2. — A un élément associé prés, il existe seulement un élément
premier © dans I’'anneau D, et tout élément « # 0 de D, s’écrit de maniere
unique (pour r fixé) sous la forme « = en™, ¢ unité de D, (m = 0).

Tout éément premier de I'anneau de la valuation v est caractérisé par
I’ égalité v(x) = 1.
Dans I'anneau D,, comme dans tout anneau, on peut considérer des

r»\




202 THEORIE DES NOMBRES

congruences modulo un éément (cf. appendice § 4-)). Puisque les congruen-
ces modulo des ééments associés sont équivalentes, I’ anneau des classes
résiduelles de I’ anneau D, modulo un nombre premier = ne dépend pas du
choix de m e par wite et completement défini par 'anneau D,. Désignons
par Z, cet anneau des classes résiduelles et montrons que c'est un corps.
En effet, s € D, et « 5= 0 (mod =), alors v(x) = 0 et par suit: « est une
unité dans 9,. Mais dors, non seulement la congruence «% = 1 (mod x),
mais auss |’éguation «£ = 1 sont résolubles en £ € D,
Le corps =, Sappele le corps résiduel de la vauation v.

2) Indépendance des valuations

Supposons qu’un anneau D admet une théorie des diviseurs D* — A et
soient py, . . ., P des diviseurs premiers distincts de A. D’ apres le théo-
réme 4 du § 3, les vaudions v,, . . . , v, du corps des fractions K qui corres-
pondent a ces diviseurs premiers possedent la propriété d'indépendance
sivante : dans K*, il existe des déments £ sur lesquels ces vauaions pren
nent respectivement des vaeurs données quelconques ki, . . . , k.. En effe,
sipourtouti=  1,..., m nous posons ki = max (0, ;) et k; = min (0, k;)
aors, d aprés la condition 3) du théoréme 4 du § 3, il existe dans D des
édéments a et B tels que vi(«) = k; et v(B) = — k7; par suite, pour = 3;
onaurav()=k; (1<i<m).

Montrons tout de suite que cette propriété d'indépendance n'est pas liée
au fait que les valuations v; correspondent a des diviseurs premiers pour
une certaine théorie des diviseurs mais a lieu pour tout systeme fini de
valuations.

THEOREME 3. — Si vy, . . ., v,, sont des valuations d'un corps K deux & deux
distinctes, alors, pour tout systéme ki, . . ., k, de nombres entiers rationnels,
il existe un élément € € K tel que

V1(§) =ky, ... , vm(i) = km.
Désignons par D, ..., D, lesanneaux des vauations v,, . . ., v,, & par D

I"intersection D, Pour I'anneau D e pour I'ensemble R des vauations

=1
Vi, .. . Yy l€s conditions 1) et 2) du théoréme 4 du § 3 sont trivialement

satisfaites. Le théoréme 3 montre que la condition 39 est auss remplie et
cda entrdine que I'anneau D admet une théorie des diviseurs avec un nombre
fini de diviseurs premiers. Le théoréme 3 entraine alors que tout systéme

m
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finiv,...,v, devauations du corps K définit une théorie des diviseurs
pour |I'anneau D = I'/mWﬂ)i. D’ aprés le théoréme 6 du § 3, nous obtenons
donc le résultat suiv;;[ :

COROLLAIRE. == Si Dy, ..., D, sont les anneaux des valuations vy, . .., vy,
m

du corps K, deux a deux distinctes, alors I'intersection P = mﬂ)i est un
i=1

anneau a décomposition unique en facteurs premiers. En particulier, tout

élément o. # 0 de D s’écrit de maniére unique « = an’l‘l C nfnm ou E est une
unité de Det my, . . . . =, des éléments premiers fixés caractérisés par les
conditions

Vi(TCi) = 1, Vj(TC,') =0 (] 7é i).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. — Pour m = 1, le théoréme résulte de
la définition de la valuation d’ un corps. Supposons m > 2 et le théoréme
démontré pour (m — 1) vauations. Montrons aors qu'il n'existe pas
d entiers rationnels ¢y, . . . , ¢, non tous nuls smultanément tels que

Clvl(i) +.00+ cmvm(g) =0 )

pour tout & # O de K. Raisonnant par |'absurde, supposons que I'égdité (2)
at lieu. Pami les coefficients, deux au moins sont non nuls & de méme sgne
(en effet, s deux coefficients seulement sont # 0, par exemple ¢, et ¢,
¢, > 06t ¢, <0, dors|'égdité v (8) + cvq(8) = 0 entraine vy(£) = evy(£),
e > 0 et celan'est possible que pour e = 1, d'oll v, = v, ce qui contredit
I"hypothése). Changeant éventuellement |'ordre des termes, nous pouvons
écrire la rdation (2) sous la forme
(&) = avs(®) + . . . + avm(€), (3)
un au moins des coefficients rationnels g; étant négatif. Par hypothése de
récurrence, on peut trouver dans le corps K des éléments 8 et ?’ tels que
v =0, vw®)=1 s a=0;
vi([f) =1, viey = 0 Si a; <0,

pour tout i =2, ..., m. Alors
vi(B) <0,  w(E)=0. “

Considérons la somme § + 8. Puisqu'un des nombres v,(8) et v,(g")
(i=2,.... mestéga aletl’'autreal, aors

Vi@ .+ ) = min (v(g), v(¢)) = 0.
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D’ aprés la relation (3), nous obtenons donc v + p') = 0. Mais, par all-
leurs, les inégdités (4) nous donnent

vi(B ++ B') = min ((B), v(8") <O.
La contradiction obtenue démontre que la reation (2) n'et pas possble

Soient maintenant D I'intersection des anneaux des vaudions v, . . . , V,
E le groupe des unités de cet anneau €t =, . . . , &, les déments premiers
de I'anneau D énumérés de telle sorte que vi(m;) = 1,1 =2, ..., m (rappe

lons que le théoréme 3 et aussi son corollaire sont vrais par hypothése de
récurrence pour (m — 1)-valuations). Démontrons que les valeurs de la
vduation v, sur le groupe E ne peuvent pas ére toutes égdes a zé&o. En effet
tout éément £ € K* peut s écrire

E= snfz oL.mm ®)

m

pour e e E, k;= v(8) (2 <i <m). S v(e)=0 pour tout ¢ € E, dorsiil
résulterait de (5) que

VI(E) = k2v1(”2) + oLt kmvl(nm):
que I'on peut auss écrire sous la forme

Vl(g) =av(8)+ ...+ am"m(&),

ol les entiers rationnels g; = v,(x;) ne dépendent pas de &; mais, comme
nous 'avons vu, cette relation du type (2) et impossble pour tout £ & K*.

Aind, il existe dans le groupe E des éléments sur lesquels la vauation v,
prend une valeur non nulle.

Choisissons dans E un dément vy td que v,(y) = ] soit la plus petite vaeur
positive prise par la valuation v, sur le groupe E. Il est clair que toutes les
valeurs de la valuation sur E sont alors des multiples du nombre 1. Il faut
démontrer que / = 1. Si toutes les valeurs a, = vy(ry), - - -, & = v(m,,)
sont divishles par £, il résllte facilement de la représentation (5) que toutes
les vaeurs v,(£) de lavaluation v sont divisibles par /, ce qui n’est possible
que pour 1= 1. Il reste & étudier le cas ou tous les g; ne sont pas divisibles
par . Supposons par exemple a, non divisible par 1. Considérons alors
" élément

a=my(ms . .. m)NYS,

ou I'entier s est chois de telle sorte que le nombre
a+la,+...+a)+sl=1

satisfasse a I'inégalité 0 < ; < 1. Il est clair que v,(@) = I, et vim > 0
pouri=2, ..., m Posons

e=vy+a
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Puisque v;(e) = min (v(y), v:(«)) = O pour tout i = 2, . . ., m, dorse € E.
De plus,

vi(e) =min (, 4) = b,
et cela contredit le choix dey. Aing le cas ol un des g; n'est pas divisible
par I est impossible et celaentraine ! = 1.

Nous pouvons maintenant supposer que les ééments premiers r;
(2 < i< m)del’anneau D ont éé choisis tels que v(r;) = a; = 0. En effet,
on peut remplacer =; par = = =y ~%, d' oU vw(xn)) = a; — av(y) = 0.

Posant 7, = Yy, nous obtenons un systeme d'ééments xy, . . . , ®, tds que

vi(m)=1 gt v(m)=0 pour i# j.

S mantenant ky, - - ., k, SONt des nombres entiers quelconques, dors, pour
I'éément £ = =2 . . . =, nous avons
VI(E) =k, ... ’ Vm(z) = km
Le théoréme 3 est démontré.
Du théoréme 3 découle facilement le résulta suivant :

THEGREME 4 (d'approximation). — Si vs, . . . , ¥, sont des valuations d'un
corps K deux a deux distinctes, alors pour tout systéme d'éléments &, . . ., &,
de K et pour tout entier N, il existe dans le corps K un élément £ tel que

YI(E_‘ El)>N5 cey Vm(g_ Em) >N'

DEMONSTRATION. — Choisissons dans K des éléments «,, . . . , a, tes
que v{x;)=— 1, v(x)=1(j # i) et posons

ok 1+ af,
z~ﬁ?;al+...+ 3 " e

Puisgue vj(af) # 0 = vi(1) pour tout entier naturel k, alors, d' aprés la pro-
priété (1), lavaleur v,( 1 + ocf‘) est égdeaOpouriz# jeta—kpouri=j,
d'ou

k
o —1
v - =k ouri;é'etw( ):k
’(H—a!‘) P R

Par suite
v — &) = min (k + v(&).
J
Il est clair maintenant que £ conviendra si on apris k tel que

k= N = min Vj(&,,').
ij
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3) Prolongement des valuations

Soient k un corps quelconque, K/k une extenson finie e v une vaueion
du corps K. Conddérant la redtriction de v a k, il est dar que nous obtenons
une fonction qui satisfait aux conditions 2° et 3¢ de la définition d’'une
valuation (§ 3-4)); la premiére condition, par contre peut ne pas étre satis-
fate i. e les vaeurs de v sur k* n'épuisent pas nécessarement Z. Pourtant
v(k*) ne peut pas étre réduit a O; en effet, dans ce cas, le corps k serait entiere-
ment contenu dans |I’anneau de la valuation v et, puisque cet anneau est
intégralement clos (théoréme 1), il contiendrait aussi le corps K, ce qui est
impossible. Aing il existe aek* tel que v(a) #0 et v(@a) >0 (3 v(a) < 0,
dors v(at) > 0).

Désignons par p un dément de k td que v(p) = e it la plus petite vaeur
postive de la veluation v sur les déments du corps k. Alors, pour tout a € k*
lavaeur v(a) = m est divisible par e. En effet, s m=es +r,0<r<e,
alors v(ap=) = m — se = r ce qui entraine r = 0, d'apres la minimalité
de e

Posant maintenant

v,(a) = i(é@

s agk*,  vw(0)= o (©)

nous abtenons une fonction a valeurs entiéres qui est manifestement une
valuation du corps k.

DEFNITION. — Soit K une extension finie d’un corps k. Si la valuation v,
du corps k est liée a la valuation v du corps K par la relation (6), on dit que
v, est induite sur k par la valuation v et que v est un prolongement de v, au
corps K. L’entier naturel e défini de maniére unique par la relation (6) est
appelé T'indice de ramification de v par rapport & v, (ou par rapport au sous-
corps k) .

Attirons I'atention sur le fait que, dans cette définition, le terme « prolon
gement d’une valuation », pour ¢ > 1, ne coincide avec le sens habituel de
prolongement d’ une fonction & un domaine de définition plus grand.

D'aprés ce qui a éé vu ci-dessus, toute vauation v sur K induit une vauea
tion (unique) sur k. La réciproque est aussi vraie, i. e. toute valuation v,
sur k admet un prolongement a K (qui en général n’'est pas unique). La
démonstration de ce fait est compliquée et nous I’ é&udierons dans le point
suivant. lci, nous é&udierons les prolongements d'une vaudion donnée, en
upposant  quils  existent.

Soient k € K < K’ une chaine d'extensons finies &t v,, Y, ¥ des vauations
des corps k, K, K' respectivement. Il est évident que s v et un prolongement
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de v,, dindice de ramification e e v un prolongement de v dindice de rami-
fication €, dors v' et un prolongement de v, au corps K', d'indice de rami-
fication e€' par rapport a v,. Il est aussi facile de voir que s v, €t v sont
induites sur les sous-corps k et K par la valuation v, alors v est un prolon-
gement de v,.

LemME 1. = Si K est une extension finie de degré n du corps k, alors pour
toute valuation v, du corps k, il existe au plus n prolongements a K.

DEMONSTRATION. — Soient v,, . . ., v, des prolongements distincts de v,
au corps K. D’ aprés le théoréme 3, on peut trouver dans le corps K des
démentst,, . .., &, telsque v(&) =0 et vi(§;) = 1 pour j # i. Montrons
gue ces déments sont linéairement indépendants sur k. Considérons une
combinaison linéaire

y=a&i + ... b agk,

a coefficients a; € k non tous nuls. Soit p = Min (ve(ay), - - -, ve(@,,)) € Soit
i, un indice tel que vo(a;,) = p. Désignons par e I’indice de ramification de la
valuation v; par rapport a k; alors

vil@iki) = evo@,) + vi8,) = ep
vi(@€;) = evo(a)) . vil§)=ep - 1 (j#i)
c’'est pourquoi
vi(Y) - min (vi(@&), . vi(amEn)) - ep,

et par suitey # 0, ce qui démontre notre argument. De I’indépendance
linddire des déments &, ..., &, réulteque m<< (K : k) e par suite le nombre
des prolongements de v, ne peut pas dépasser n. Le lemme 1 est démontré

Supposons maintenant que vy, . . . ,v,, ont les prolongements d'une vaua
tion fixée v, d’un corps k a une extension finie K de k. Désignons par ©
I'anneau de la valuation vo, par D sa clbture intégrale dans K et par Dy, .. .. D,
les anneauix des valuations vy, . . . , v,, respectivement. Puisque O c 9; et
puisque I'anneau D; est intégralement fermé dans K, aors D < D, pour
tout i=1, . ... met celaentraine

m
Dc n D,.

i=1
Nous verons dans la suite quen fat, cette incluson est une égdité Sil en
est aing, d aprés le corollaire du théoréme 3, 9 est un anneau a décom-
position unique en facteurs premiers avec un nombre fini d' éléments pre-
miers non associes. Puisque les ééments premiers non associés my, . . ., T,
de I'anneau D sont en correspondance biunivogque avec les valuations
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v, - - -, Vg, NOUS @ONs oObtenu and une congruction effective des vauations
de K qui prolongent v,.

Supposons maintenant connu le fait que la fermeture intégrde D dans K
de I’anneau de la valuation v, admet une décomposition unique en fac-
teurs premiers avec un nombre fini d’'ééments premiers non associés.
D'agorés le théoréme 6 du § 3, cette affirmation équivaut au fait que D admet
une théorie des diviseurs avec un nombre fini de diviseurs premiers py, . . . . Ppe
Montrons qu'dors la vadudion v, admet exactement m prolongements dis
tincts au corps K qui sont les vauations vy, . . ., v, du corps K qui corres
pondent aux diviseurs premiers py, . . . , Py

Soit p un certan dément premier de I'anneau © de la vauation v, (i. e un
édément de k td que v,(p) = 1) & it 7, . . ., 7, un Systéme complet ddé
ments premiers non associés de I’anneau P (ordonnés de telle sorte que
vi(m) = 1). Puisque © < D, alors I'élément p admet dans I'anneau D la
décomposition

p=enfl ... n;’,", M

avec des exposants ¢; positifs (e est une unité de D). S maintenant a est un
certain éément de k* tel que v,(8) = s, i. & a = psu, ol ¥ e une unité de O
et par suite auss de D, dors

vy = €5 = ev(a). ®)

S ¢; = 0; dors toutes les valeurs de la valuation v; sur k* seraient nulles
e Cet imposshle comme nous I'avons vu; par slite e, > 0. La formule (8)
montre aors que toutes les vauationsy; (i = 1, . . ., m) sont des prolon-
gements de v, au corps K. Nous avons obtenu en méme temps que I'indice
de ramification de la vauaion v; par rapport a v, et défini par la décompo-
stion (7).

Supposons maintenant que v est un prolongement de la valuation v, au
corps K. Puisgue © est contenu dans |’ anneau de la valuation v, alors cet
anneau contient auss D, i. e. v(a) = 0 pour tout « € D et par suite v(e) = 0
pour toute unitée € D. S lavauation v était différente dev,, . . . , v, dors,
dqores le théoréme 3, il existe une unité ¢ de I'aneau D tele que v(e) # 0.
La contradiction obtenue montre que v est égal aun des v;.

Aing, les seuls prolongements de la valuation v, au corps K sont les
veudions vy, . . ., Y, D’apréslacondition 2) du théoréme 4 du § 3, nous
obtenons ang que la fermeture intégre D de I'anneau O dans le corps K est
I’ensemble des éments « € K tels que v;(«) = O pour tous les prolonge-
ments v, S on désigne, comme ci-dessus, par D; I'aneau de la vauaion v;,
alors on peut écrire ce dernier résultat sous laforme

m
D =)D ©)

i=1
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L e raisonnement ci-dessus nous montre que pour démontrer I’ existence
de prolongements de la vauaion v, au corps K et les décrire complétement,
il suffit d’établir qu'il y a unicité de la décomposition en facteurs premiers
dans I’anneau D (avec un nombre fini d’ééments premiers non associ €s).

4) Existence des prolongements

Soient comme ci-dessus k un corps quelconque, v, une vauation de k,
 I'anneau de la valuation v, et p un élément premier de I’ anneau O. Pour
tout élément a € O, nous désignerons par ¢ la classe résiduelle modulo p.
L’égalité a = b dans le corps =, équivaut donc & a = b (mod p) dans
I’anneau O.

Soit mantenant K une extension finie quelconque du corps k e désignons
par D lafermeture intégrale de I’ anneau O dans le corps K.

LEMME 2. — Si le nombre d’éléments du corps résiduel £, de la valuation v,
est supérieur ou égal au degré de I'extension (K : k) (en particulier si le corps X,
est infini), alors I’'anneau D est euclidien et par suite dans cet anneau il y a
unicité de la décomposition en facteurs premiers; de plus, dans I'anneau D,
il existe un nombre fini d'éléments premiers non associés deux a deux.

DEMONSTRATION. — Pour tout éément o € K*, définissons la fonction | « |
en posant
] =24,

Il est clair que cette fonction possede la propriété | a8 [ = | a .| 8]
(a, B € K*). En outre, || « | prend des valeurs entiéres pour tout « e D*,
Il faut démontrer que pour tout couple ¢ et g # 0 de D, il exite £ e D
et pe D tels que

a=BE+p 19)
avecp=0oubien |[p{ < B8]

S dans I'aneau D I'dément « ext divishle par B, i. e a =By avec y € D,
alors I’ égalité (10) seraréalisée pour £ = y et p = 0. Supposons maintenant
que « n'est pas divisible par 8, i. e. que I'dément y = «p~t N’ appartient
pas a D, Soit

f) =t +cpr-r4 ...+ ¢, (cck)

le polyndme caractéristique de I'éément y dans I'extenson K/k. Puisque y¢D,

les coefficients ¢; n’ appartiennent pastous & 0. S Min v(¢c ) = — r <0,
1<ign

aors tous les coefficients du polyndme ¢(¢) = p’f (¢) appartiendront a
lanneau O e l'un dentre eux au moins et une unité dans ©. Remplacons
tous les coefficients de ¢(t) par les classes résiduelles correspondantes

BOREVITCH 14
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modulo p. Puisque le coefficient du terme de plus haut degré, égal a pr,
est divisible par p, nous obtenons ainsi un polynéme o(¢) de I’ anneau Z,[¢]
de degré << n — 1 et dont tous les coefficients ne sont pas nuls. Le corps =,,
par hypothése, contient au moins » ééments il exise donc un dément a € O
td que sa classe résidudle g ne oit pas une racine du polyndme ¢(z). Ceci
signifie que o(a) == 0 (mod p), i. € ¢(a) et une unité de I'anneau O. Caculons
maintenant la valeur |y — a|. Le polynéme caractéristique dey — a est
égd A f(t + a); par suite
Newly —@) - (=D (@- (—1)'9(ap,
d'ou
ly —af=27<1,
fa—ap]<IlB].
L’ égalité (10) sera satisfaite sl nous posons & = @, p = o — af.

Nous avons ainsi démontré que D est un anneau euclidien et par suite,
d aprés le théoreme 2 du § 2 la décomposition en facteurs premiersy est
définie de maniére unique.

Soit = un éément premier quelcongue de I'anneau D, Puisque, pour
tout a e @*, la norme Ng/(«) et toujours divishle par a, dors Ngu(n) =pfu
es divishle par = (# et une unité dans O etf = 1). Mais dans ce cas, puisque
= est premier et que la décomposition en facteurs premiers est unique,
p et divishle par = Ceci démontre que S la décompostion de p en facteurs
premiers dans |’ anneau 9 est de laforme

p=exml. .. 7:';;‘"
(¢ est une unité de D), alors les @éments premiersx,, . . ., =, forment un
systeme complet d'ééments premiers non associés de D.

La démondration du lemme 2 est terminée.
Démontrons maintenant les résultats fondamentaux de ce point.

THEREME 5. — Toute valuation v, d’un corps k admet un prolongement &
toute extension finie K/k.

THEOREME 6. — Soit O I'anneau de lu valuation v, et soit D lu fermeture

intégrale de I'anneau O dans le corps K. Si v, . . ., v, sont tous les prolonge-
ments possibles de lu valuation v au corps K et Dy, . . ., D, leurs anneaux,
alors
m
D= D,.

1=1
THEOREME 7. -Pour les mémes notations, il y a unicité de la décomposition

en facteurs premiers dans I'anneau 9 et les valuations du corps K qui corres-
pondent aux éléments premiers de O coincident avec les prolongements vy, . . .,v,,
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de la valuation v, au corps K. Si =, . . . ,m,, sont des éléments premiers de D
énumérés de telle sorte que v{m;) = | et si I’élément premier p € admet
dans 9 la décomposition

p=erl... wm (¢ est une unité de D),
alors ¢; est I'indice de ramification de v; par rapport a v,.

DEMONSTRATION. — S nous supposons que les théorémes 5 e 6 ont d§a
été démontrés, aors, d aprés le corollaire du théoréme 3, il y a unicité de
la décomposition en facteurs premiers dans 9 (avec un nombre fini de
facteurs premiers non associés) e par suite tous les résultats obtenus dans
la seconde patie de 3) Sappliquent a I'aneau D. Ces réaultats condtituent
le théoreme 7.

Nous démontrerons les théorémes 5 et 6 par récurrence sur le degré a
de I'extension X/k. Pour n = 1, il n'y arien & démontrer. Soit n > 1 et
supposons que les théoremes 5 & 6 sont démontrés pour toute extension de
degré < n du corps fondamental k.

Si le corps résiduel %, de la valuation v, contient au moins n ééments,
aors, d'aprés le lemme 2, la décomposition en facteurs premiers dans
I'aneau D et définie de maniére unique &, d'apres 3), les théorémes 5 et 6
sont démontrés (cf. égalité (9)). Il suffit donc de considérer le cas ou le
nombre g d’ ééments du corps X, est fini et < n.

Nous raménerons le cas générd & cdui-ci en condruisant un corps k' = k
tel que le degré (k' : k) soit égal a n — 1 (par hypothése de récurrence,
il existe adors une valuation v, de k' qui prolonge v,) €t tel que le corps
résiduel X' de la vauation v, contienne au moins n ééments. Si on désigne
par K’ le plus petit corps contenant alafoisK et k’, alors les hypothéses
du lemme 2 sont satisfaites pour I'extension K’/k’ et la valuation v, d’ ol
le théoréme.

Nous savons (cf. appendice § 3) que sur tout corps fini il existe des poly-
ndmes irréductibles de degré quelconque. Soit (¢) un polyndme irréductible
de degré n — 1 a coefficients dans le corps Z, & dont le coefficient du terme
de plus haut degré est égal a1. Chacun de ces coefficients est une classe
résiduelle de I'anneau © modulo p. Remplagons chacune de ces classes
par un de ses représntants (en prenant 1 pour coefficient dominant); nous
obtenons un polyndme o(¢) e Of¢] qui est irréductible sur le corps k. En effet,
S ¢(r) éait réductible sur k, dors il serait décompossble en facteurs a coeffi-

cients dans O &, par passage au corps résidue X,, nous obtiendrons pour ¢(z)
une décompostion a coefficients dans =, ce qui contredit le choix de q(#).
Congruisons I'extendon K' = K(8) du corps K, 6 racine du polyndme ¢(r).
Le degré de I'extenson K'/K ne depasse pas n — 1 (le polyndme cp(t) n'est
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pas nécessairement irréductible sur le corps K). Considérons dans K’ le
corps conjugué k’ = k(0). Puisque (¢) est irréductible sur k, aors

(k":k)=n- 1.

Soit vy une valuation du corps k' qui prolonge v, au corps K’ (v, existe par

hypothese de récurrence). Désignons par O’ I'anneau de la valuation v;,

pa p' un éément premier dans O’ et par ¥’ le corps résidue de I'anneau O’
modulo p'. Deux €léments a et b de © sont congrus modulo p’ (dans
I’anneau 0') s et seulement S'ils sont congrus modulo p dans |’ anneau O.

Par suite, les classes résiduelles de I’ anneau ©' modulo p’ qui contiennent
des ééments de © forment un sous-corps du corps X’, isomorphe a %,.
Ayant choisi un isomorphisme Z, — Z’, on peut considérer que Z, < 8'.

Puisgue I’éément 8’ est une racine d’un polynéme a coefficients dans O,

de codfficient dominant 1, dors 8 ¢ O’ (puisque O et intégralement clos).

L’ égdité o(6) = O donne, par passage aux classes résiduelles modulo p’,

o(8) = 0. Mais ¢(¢) a éé choisi irréductible sur le corps Z, et par suite les
déments 1, 0, . . . , 672 sont linéairement indépendants sur ,. I1 en résulte
fecilement que le corps 2 (i. e le corps résduel de la vauation v;) contient
au moins g»—* ééments (rappelons que ¢ est le nombre d’'ééments du
corps X,). Par ailleurs,

(K':K)K : k) < (n—Dn__

(Kllkl)z (k:k) \n_l =n

Mais pour ¢ > 2 et n > 2, on al’'inégdité

qn——l >n;

par suite, le nombre d' ééments du corps résiduel X’ de la valuation v,
nest pas inférieur au degré (K’ : k). D'apres ce qui a dga été vu, il exige
un prolongement v' au corps K'. Puisque Y’ est un prolongement de vq
au corps K’, dors la valuation v induite par la valuation v' sur le sous-
corps K est un prolongement de la valuation v, (cf. 3)). Cela termine la
démonstration du théoréme 5.

Pour démontrer le théoréme 6, il faut vérifier tout d’ abord que v, est
I'unique prolongement de la vauaion v, au corps k'. Supposons donc quiil
existe un autre prolongement v, de v, au corps k’. D’ aprés |e théoréme 3,
il existe un éémenty e k' tel que vo(y) = 0 et v(y) > 0. Puisgue les puis-
sances 1, 6, .... 67—2 forment une base de k' sur k, nous écrirons I'éément y
sus la forme

Y= pk((,‘o + Cle + ...+ cn_zen—z) = pka,

ou tous les coefficients ¢; €O, I'un d'eux au moins éant une unité dans O.
Nous avons vu ci-dessus que 8 € D’ et que les classes résiduelles 1, 6, . . ., G2
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de 2’ sont linéairement indépendantes sur Z,. Par suite, la classe residuelle
A=+ 0 4. ..+ Cpgbr?

N’ est pas nulle (puisqu’ un au moins des coefficients ¢; N’ est pas nul). Cela
signifie que « n'est pas divisible par p’ (dans I’anneau O') i. €. v(®) = 0.
De maniére analogue, on obtiendrait vy(«) = 0. Rapprochant maintenant
les conditions vy(y) = 0, vg(x) = O de I'égalité y = pk«, nous voyons que
k = 0 et par suite vo(y) = vs(«) = 0, en contradiction avec le choix dey.
Ains la valuation v, admet un seul prolongement au corps k'.

Puisque le théoréme 6 et vra par hypothése de récurrence pour |'exten-
sion k'jk, dors|'anneau £’ de la valuation v, coincide avec la fermeture
intégrale de I'anneau O dans le corps k. Désignons par 9’ la fermeture
intégrale de I'anneau O dans le corps K'. Puisque O’ < D' et puisque
I'anneau D’ et intégrdement fermé dans K' (gppendice § 4-3)), dors D' est
auss la fermeture intégrae de I'anneau &' dans le corps K'. Soient vy, . . . . v;
tous les prolongements de la valuation v, au corps K’ et Dy, . . ., D; leurs
aneaux. Puisque le théoréme 6 et vra pour I'extenson K'/k’ e la vaua
tion vo (les hypothéses du lemme 2 sont sdtisfaites), dors

r
o= No. 1)
I:] ;

Le systéme des vauations v; et auss I'ensemble de tous les prolongements
de lavaluation v, au corps K'. C'est pourquoi I’ égalité (11) est I'argument
du théoréme 6 pour I'extenson K'/k (et pour la vaudion v,,).

Dédgnons par vy, . . . , v, toutes les valuations du corps K induites sur K
par une des veluetions v; et par Dy, . . ., Dy, leurs anneax. S v; et un pro-
longement de v;, il est clair que D; n K = D;. Remarquant maintenant que
I'intersection D’ n K coincide avec lafermeture intégrale D de I’ anneau ©
dans le corps K, nous obtenons

D=D"NK = D;NK) = D,. (12
ﬂ( ;O K) ﬂ )
S'il existait dans le corps K une valuation v différente dev,, . . ., v,,, €t qui
it un prolongement de v,, dors, d'apres le théoréme 3, il exigerait dans K
un dément atel quev(e) =0, . . ., v,{a) = 0 (cdlasignifie quea € D) et
wa) < 0. Cela contredit I'inclusion D < D,, D, anneau de la valuation Y.
Aind vy, . . ., v, épuisent tous les prolongements de la vauation v, au corps K.

La formule (12) coincide avec I'argument du théoréme 6.
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EXERCICES

1. Démontrer que sur les corps agébriquement clos il n'existe pas de vaua
tion.

2. Soient K = k(x) le corps des fonctions rationnelles sur un corps k et v la
vauation du corps K qui correspond au polyndme x — a (g € k). Démontrer
que le corps résidud X, de la vauation v est isomorphe a k. Démontrer que deux
déments f(x) et g(x) de I'anneau de la vauation v appartiennent a la méme clase
résdudle s e seulement S f(a) = g(u).

3. Soit K = k(x) le corps des fonctions rationnelles sur le corps k des nombres
réds et soit v la vauaion de K qui correspond au polyndme irréductible x* + 1.
Déerminer le corps résdud T, de la vauation v.

4. Soient D, et D, les anneaux de deux vauations v, e v, d'un corps K. Montrer
ques D; < Dy, dors vy = v,

5. Trouver la fermeture intégrae de I'anneau des nombres entiers 3-adiques

dans le corps Q(\/ — 5) e déerminer tous les prolongements de la vauation
3-adique a ce corps.

6. Pour tout nombre premier p, dé&erminer tous les prolongements de la vaua

tion p-adique v, au corps Q(v/ — 1) et trouver les indices de ramification corres-
pondants.

7. Soient K/k une extenson normae e v, une vauation du corps k. Montrer
que s v est un certain prolongement de v, au corps K, aors tous les autres prolon-
gements sont de la forme

V(@) = v(a()), xeK,

ou ¢ parcourt tous les automorphismes de K/k.

8. Soit k un corps de Caractérigtique~. Démontrer que S une extension finie K/k
est drictement non Séparable, dors toute vauation du corps k admet un seul
prolongement au corps K (une extenson K/k et dite strictement non séparsble
s tout dément de K et racine d'ordre ps d'un certain dément du corps k).

9. Soit k = ky(x, Y) le corps des fonctions rationnelles en x et 'y sur un corps k,,

Dans le corps k,{ t } des séries formelles (cf. exercice 7, ¢hap. I¢r, § 4 ou chap. IV,
o0

§,1-5)), choisissons une série (t) = Zc,,tn (c, € k,) transcendante sur le corps ko(t)

des fonctions rationndles (I’existenc’é gle telles séries réallte du fait que la puis
sance de I'ensemble kf ¢ } est supérieure a la puissance de k,(t) e par suite & la
puissance de I'ensemble des ééments de kqf ¢ } qui sont agébriques sur ko(t)).
D’apres le choix de &, pour tout polyndme non nul f = f(x, ») € klx, y] la s&ie
F(1, &(t)) est auss non nulle. S #» est |a plus petite puissance de ¢ figurant dans cette
srle, posons v,(f) = n. Montrer que la fonction v, est une vauation du corps k
et que le corps résdud de cette valuaion est iscmorphe au corps k.
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§ 5. — THEORIE DES DIVISEURS
POUR UNE EXTENSION FINIE

1) Existence

THEOREME 1. — Soit un anneau O, de corps des fractions k, admettant une
théorie des diviseurs O* — A,, définie par un ensemble R, de valuations.
Si K est une extension finie du corpsk, alors|’ensemble R de toutes les valua-
tions du corps K qui sont des prolongements des valuations de R, définit une
théorie des diviseurs pour la fermeture intégrale D de I'anneau O dans le
corps K.

DEMONSTRATION. — D'gorés le théoréme 4 du § 3, il suffit de véifier que
I’ensemble R satisfait aux trois conditions de ce théoréme. Vérifions tout
d'abord la seconde. Pour toute vauation v € R e tout a e O, il et dar que
I'on av(a) = 0. Celasignifie que O est contenu dans I anneau de la valua-
tion y. Mais aors, d aprés le théoréme 1 du § 4, la fermeture intégrale de
I"anneau © dans le corps K est aussi contenu dans I’ anneau de la valua
tion v. Autrement dit, v(@ > 0 pour tout a € D. Réciproquement, soit a € K
tel que v(a) 3 0 pour toutes les valuations v e K. Désignons par

@ty L+ oa,

le polynéme minima de a sur k; soit v, une valuation du corps k apparte-
nant a I'ensemble R, e soient vy, . . . ,v, tous ses prolongements au corps K.
Puisque v(x) >0, ..., v.@@ > 0, dors daues le théoréme 6 du § 4 I'dé
ment a appartient alafermeture intégrale dans K de I'anneau de la valua

tion v,, Mais alors tous les coefficients a,, . . ., a, appartiennent a |’ anneau
de la valuation v, (cf. appendice § 4-3)), 1. € vy(@) =0, . . ., v(a,) = 0.
Puisque ces inégalités sont satisfaites pour tout v € Ry, les coefficients
a, . .., a appatiennent a9, i. e aeD.

Revenons a la premiére condition. Soit a€ D, a# 0. 1l existe seulement
un nombre fini de valuations v, € R, telles que vy(a,) # O. Il en résulte qu'il
existe seulement un nombre fini de vauations v € R telles que w(a,) #0.
Mais s v(a,) = O, I'inégdité v(a) > O entraine aussi

v(oc_l) =@+ L+ a,_l)) =0,

et par suite v(@) = 0. Aind v(a) = 0 pour presgue tout v & R.

Il reste a vérifier que la troisiéme condition est remplie. Supposons
quevy, . ..,v, Sont des veludions diginctes de R €t ky, . . ., k,, des nombres
entiers pogtifs. DéSgnons par vy, . . . , Vg, €S VAuations de R, correspon-
dantes (certaines de ces valuations peuvent étre égales). Ajoutons a notre
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systéme initial de valuations tous les prolongements des v,; au corps K,
soient vy, ..., Yy, Ymins ..., V5. D'apréslethéoréme 3 du § 4, il existe un
¢lément y e K tel que vi(y) = &1, ..., Vi(Y) = Ky Y 11(Y) =0, . . ., v(y) = 0.
Si cet élément y appartient a I’anneau D, nous poserons ¢ =Y. Si 'y ¢ D,
désgnons par vy, . . . ,v; toutes les vauations de R qui prennent des vaeurs
négatives sur I'dément vy :

ni) ==l ..., vy =—1,

et par vg, - . . , v, les valuations correspondantes de R, (certaines de ces
vaudions peuvent ére égdes). Puisgue chacune des vauations vy est diffe-
rente de chacune des vy;, il exige dans © un dément a td que

w@=0(1<i<m), v@=I1<]<r),

oul=max(l,. .., 1) Posons « = ya. Puisque

V(6 = %)+ (@) > = [ + vy@ = — [+ 1 >0,

aors o € D. Aing, dans ces deux cas, on a trouvé un éément a ¢ D tel
que vy(®) = ki, . . ., vu(®) = k3 la condition 3 du théoréme 4 du § 3 est
satisfaite pour |”ensemble des valuations K. Ceci termine la démonstration
du théoréme 1.

Appliquons le théoreme 1 au cas d'un corps de nombres agébriques.

L’ ordre maximum 9 d’un corps K de nombres algébriques est, comme
nous le savons, la fermeture intégrale dans K de I’ anneau Z des nombres
entiers rationnels. Puisqu'il exise pour Z une théorie des diviseurs (unicité
de la décomposition en facteurs premiers), alors, d’ aprés le théoreme 1, il
existe une théorie des diviseurs pour 9, D' aprés le théoréme 5 du § 3, la
théorie des diviseurs pour Z est liée |’ ensemble de toutes les valuations
du corps Q des nombres rationnels et puisgue toute valuation du corps K
est un prolongement d’ une certaine valuation du corps Q, nous obtenons
gue I’ ensembl e de toutes les valuations du corps K définit une théorie des
diviseurs pour I’anneau D. Nous avons établi |e résultat suivant.

THEOREME 2. — L’ordre maximum 9D d'un corps K de nombres algébriques
admet une théorie des diviseurs D* — A et cette théorie est définie par I’en-
semble de toutes les valuations du corps K.

2) Norme des diviseurs

Soit k le corps des fractions d’ un anneau O admettant une théorie des
diviseurs ©* — A,; oient K une extenson finie du corps k, D la fermeture
intégrale de I'anneau O dans le corps K e D* — A une théorie des diviseurs
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pour I’anneau D. Nous mettrons ici en évidence certains liens entre les
monoides A,, € A.

Puisque O < D, aux éléments de O* correspondent des diviseurs prin-
cipaux a la fois dans le mondide A, & dans le moncide A. Pour les digtin-
guer, nous désignerons par (a), le diviseur principal de A,, correspondant
aae OF e par («), le diviseur principd de A correspondant & « € @*.

Nous avons I'incluson ©* — D*. Puisque les unités de I’anneau D
contenues dans O coincident avec les unités de I’anneau O, cette inclusion
définit un isomorphisme (a), — (a), @ € O*, du monoide des diviseurs
principaux de I'anneau © dans le monoide des diviseurs principaux de
I’anneau D. Montrons que cet isomorphisme se prolonge en un isomor-
phisme A, — A.

THEoREME 3. — I existe un isomorphisme du monoide A, dans le monoide A
qui coincide sur les diviseurs principaux avec I'isomorphisme (a); — (a),,
aeD*

L’'isomorphisme A, — A est caractérisé par la commutativité du dia
gramme

O* — D*

¥ {
A, = A

i. e lesisomorphismes composés D* — P* — A e O* —» A, — A coinci-
dent (les fleches verticales indiquent les isomorphismes des monoides
multiplicatifs des anneaux sur les monoides des diviseurs principaux corres-
pondants).

Solent p un divissur premier de I'aneau O, v, la vaudion correspondante

du corpsket_vi}l, co vy, tous les prolongements de vy &l 00rps K®y,.. . Bn
sont des diviseurs premiers de I’anneau D), Designons par ey, . . . . e,
respectivement les indices de ramification des vauations Vg, - - - . Yy par

rapport av,. Puisque vy (@) = e;v,(a) pour tout ae O*, alors au facteurmpvp(ﬂ
du diviseur principal (a)y € A,, correspondra le produit (e . . . Pom)"@,
L’isomorphisme A, — A, défini par |’ gpplication

p—> Pl P (1)

(pour tout p), satisfait aux conditions du théoreme 3.

Il est facile de démontrer que I'isomorphisme A,, — A satisfaisant aux
exigences du théoréme 3 et unique (exercice 5).

D’ aprés I'isomorphisme A, — A, on peut identifier le monoide A, a
son image dans le monoide A. Dans une telle identification cependant, les
divisaurs premiers de A, cessent en générd d'ére premiers dans A. En fait,
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d'apres (1), tout diviseur premier p € A,, admet dans le moncide A la décom-
position :
p=Pp... Pom. @
En utilisant I'inclusion A, — A on peut parler de divisihilité des divi-
seurs de I'anneau © par des diviseurs de I'anneau . En particulier,
d apres (2), nous obtenons que les diviseurs premiers B de |’ anneau D qui
divisent un divissr premier p de I'anneau O sont caractérises par le fait que
les valuations vy qui leur correspondent sont des prolongements de la
vauation v,. Il et clair que des diviseurs premiers entre eux dans A, restent
auss premiers entre eux dans A.

DEFINITION. — Soit B|p. L’'indice de ramification e = eg de la valua-
tion vp par rapport a la valuation vy est aussi appelé I'indice de ramification
du diviseur premier P par rapport @ p (ou par rapport a k).

Aing, I'indice de ramification et le plus grand entier naturel e
tel que PBe| p.

Pour tout €lément o € D*, sa norme N(a) = Ngu(«) appartient a O*.
L'goplication a — N(@), a € D*, et un homomorphisme du monadide multi-
plicatif D* dans le monoide O*. Puisque la norme de toute unité de |’an-
neau D* et une unité de O*, ca homomorphiame déinit de maniére unique
un homomorphisme (a), — (N(x)), du monoide des diviseurs principaux
de I'anneau D dans le monoide des diviseurs principaux de I’anneau O.
Montrons que I’on peut le prolonger en un homomorphisme de tout le
monoide A dans A,

THEOREME 4. — Il existe un homomorphisme N : A — A,, des monoides
de diviseurs A et A, tel que

N(@)) = (N ®
pour tout g € D*.
La propriéé (3) de I'homomorphisme N exprime que le diagramme

D 5 O

oY

A > A,
est commutatif.

Pour un divissur premier p € A,, dédgnons par O, I'anneau de la vaua
tion v, et par D, sa fermeture intégrale dans le corps K. D’ apres le théo-
réme 7 du paragraphe 4, tous les diviseurs premiers By, . . . . B,, del'anneau D
qui divisent p sont en correspondance biunivogue avec des éléments pre-
miersny, . . .. w, non associés deux a deux de I'anneau D,. Cette corres-
pondance PB; «» =; e telle que, S un dément a £ 0 de K admet la décompo-
sition
asesfl...am, @
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ol & est unité de I'anneau Dy, dors
k, = V‘B,-(“)‘ %)

Soit B un des diviseurs premiers PB; qui divisent p e soit = I'éément pre-
mier de I’anneau D, qui lui correspond. Posons

dy = vo(Ngpu(m)). (6)

Il est clair que dy ne dépend pas du choix de =. Prenant les normes dans
I’ égalité (4) et appliquant (5) et (6), nous obtenons

v N () = Zdasv\ls(a) . (7

Bl

(B parcourt tous les diviseurs premiers de |I’anneau D qui divisent p).
Nous pouvons maintenant facilement construire I"homomorphisme

N:A = A,

défini dans le théoreme 4. Nous écrirons tout diviseur U = 1. . . P
du monoide A sous forme d'un produit formd infini

W=] [pr®
B

éendu a tous les diviseurs premiers ¢ de A, un nombre fini seulement des
vauations positives A(Q) étant différentes de zé&ro (A('@) est égal a A;
S P=P; et azéro s lediviseur P est différent de P;, . . ., B,). On peut
écrire de maniére analogue les diviseurs de I’ anneau O.

Pour I’ élément a e D*, considérons le diviseur principa (x),. Puisque le
diviseur premier B figure dans («)x avec I'exposant vp(x), dors

(@, = | [9. ®
Ry
D'gorés (7), les exposants cp) du diviseur principd
(N@ = | [pee ©)
sont donnés par laformule
e(0) = D dypwy(@). (10)
Biv

Cela nous conduit ala définition suivante.
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DEFINITION. ~= SOit 9, = I - IgBA(‘B) un diviseur de I'anneau . Pour tout

P
diviseur premier p de I'anneau O, posons

ap) = D dpAH).

Plp
Le diviseur I - Ipa(v) de I'anneau D est appelé norme du diviseur AL pour

P
lextension K/k et est désigné par Ny (W) ou plus simplement par N(WL).

Puisque les nombres A(B) sont nuls pour presque tout P (i. e pour tous
sauf un nombre fini) dors les a(p) sont nuls pour presque tout p e par suite
| - P*® et un diviseur de I'aneau O.

P

Il résllte de maniére évidente de la définition que
N(EWP) = NW)N(B),

pour des diviseurs quelconques ‘U et P de A. L’ application U — N(AL)
est donc un homomorphisme du monoide A dans le monoide A,,.

Dans le cas d'un diviseur premier 9, = §, hous avons

NM) = p™ (B ). (11)

Puisque, d'gores I'égdité (10), la norme du divissr (8) et égde au divi-
seur (9), nous avons établi I’ existence d’un homomorphisme N : A - A,,
satisfaisant & la condition (3).

Un des problémes essentiels de la théorie des diviseurs est I'éude des lois
de décomposition des diviseurs premiers p de I’ anneau O en facteurs pre-
miers par passage a la fermeture intégrde D de I'aneau O dans une exten-
don finie. Dans le cas générd, on conndlt peu de réultats a ce sujet (cf. fin
du § 82). Toute décompostion du type (2) est caractériste par le nombre m
de diviseurs premiers P; et par les indices de ramifications e; = ey,. Les
nombres naturels eq Ne sont pas arbitraires (pour une extension K/k don-
née); en fait, ils sont liés aux nombres dy; (cf. 6)) par larelation

D dyep=n=(K: K, (12)
Blp

dont la démonstration s obtient en appliquant la formule (7) a I’ dément
premier p de I’anneau O, (rappelons que vg(p) = e;).
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3) Degrés résiduels

La definition de I'homomorphisme N : A — A, utilise les nombres dy
qui sont définis par laformule (6). Nous allons préciser ici la signification
aithmétique de ces nombres.

Soit P|p. Désignons par O, et par Dy respectivement les anneaux des
veluations v, et vg, €t par p et = des dements premiers de ces anneaux. Puisque
pour des éléments a et b de O, les congruences a= b (mod p) dans |’ an-
neau O, et a= b (mod =) dans I’anneau Dy sont équivalentes, alors, toute
clase réddudle modulo p dans O, et entierement contenue dans une classe
résiduelle de O modulo =. Ceci définit une inclusion isomorphe du corps
résduel I, = Oa/(p) de la valuation v, dans le corps résiduel Zg = Dy/(x)
de la vauation vg; nous consdererons donc que Z, < Xy, Pour tout & € Dy,
désignons par % la classe résiduelle de & modulo =. Le sous-corps Z, du
corps g est formé des classes résiduelles de la forme a a € ©,. Supposons
que les classes rédduelles oy, . . . , o, de g (u; € Dy) sont linéairement
indépendantes sur le corps Z, et montrons qu'aors les représentants
o, ..., 0, O0ecesclasses sont linéairement indépendants sur le corps k.
Supposons quiil men soit pas ang, i. e que pour certans coefficients a; € k
non tous nuls on ait

a, + ...+ azw, = 0.

Multipliant cette relation par une puissance convenable de p, nous pou-
vons supposer gque tous les a; appartiennent a |I’anneau © et que I'un au
moins d'entre eux n'est pas divisible par p. Passant au corps résiduel Zg
nous obtenons alors |’ égalité

@ + . ..+ Gmom = 0,

dans laquelle tous les a; € ¢ ne sont pas nuls. La contradiction obtenue
démontre notre argument.
De I'indépendance linéaire de vy, . . . , v, SUr le corps k résulte que

m<n=(K:k).
Aing, le corps résiduel Zq est une extension finie du corps Zy et pur suite

Eyp 2 < (K: k).

DEFINITION. — Supposons que le diviseur premier B de I’anneau D divise
le diviseur premier p de I'anneau . Le degré f = fip = (Z¢: Zp) du corps
résiduel de lu valuation v, pur rapport au corps résiduel de lu valuation v,
s’appelle le degré résiduel du diviseur premier B pur rapport a p (ou pur rap-
port a k).
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Désignons, comme dans 2), par D, la fermeture intégre de I'anneau O,
dans le corps K. Par andogie avec la notion de base fondamentde dans un
corps de nombres algébriques, introduisons la définition suivante :

DEFINITION. — Une base @, . .., @, de I’extension K/k sera appelée une
base fondamentale de I'anneau 9D, sur O, si tous ses eléments appartiennent
a D, et si tout élément « € D, s’écrit sous la forme

= @yt .t A, (13)

a coefficients a; € Oy.
Nous verrons ci-dessous que, dans le cas d'une extenson K/k Séparable,
il existe toujours une base fondamentale de I'anneau D, (pour tout p).
Par contre, d’aprés les exercices 11 et 12, pour certaines extensions non
separables, I’anneau D, peut ne pas avoir de base fondamentale sur O,.
L’importance de la notion de base fondamentale est mise en évidence
pa le théoréme suivant.

THEORBME 5. « Soit P un diviseur de I'anneau D qui divise p et soit =
I’élément premier de I'anneau D, qui lui correspond. Si I'anneau D, admet
une base fondamentale sur I'anneau O, alors

fgp - d\l} = Vp(NKIk(T:))'

DEMONSTRATION. — L’élément premier = € D, est auss un éément pre-
mier de I'anneau Dy. Montrons que, toute classe résiduele g de I'anneau Dy
modulo = contient un représentant qui appartient & Dy, i. e pour tout § € Dy
il existe un ément ae D, tel que

E=a (mod =)
Soient P=P,, . . ., P, les diviseurs premiers de 'aneau D qui divisent p .
D’apres le théoréme 6 du § 4, la condition y € D, équivaut au fait que
vg,(Y) = 0 pour tout i= 1, . . .. m. Aind, I"éément a cherche est defini
par les conditions
vp(§ =) =1,

vp, () =0 i=2...,m),

e pour éablir son existence, il suffit d'appliquer le théoréme 4 du § 4.

Soit mantenant e,, . . . ,®, une base fondamentde de I'aneau D, sur O,.
D’aprés ce qui précede, tout élément de Zg peut s écrire sous la forme
W, + . . . + @, a; €D, € par Slite a; € ¥, Cda sgnifie que les dasses
résdueles oy, . . . , @, SONt des générateurs de I'espace vectorid Xy Sur X,
Sif = (Bg : Zg) = fg, dors nous pouvons choisr f de ces classes qui soient
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linéairement indépendantes sur Z,; supposons que ce soient ,, . . . , .
Il est clair qu’alors la congruence

ao;+ ... taor=0 (mod =)

pour a; € O, N'est satisfaite dans D que s a; = 0 (mod p) (p elément pre-
mier de I’ anneau D).

Puisque toutes les classes résiduelles w; e Egpour j= f+1,...,n
S expriment comme combinaisons linéaires de w,, . . ., w;, dors

f
o= Db (mods)  j=(/+1,...,n)

pour des coefficients & € O,. Posons

0, = o pou i=1....F,

bj:‘*’s"‘wj pour j=f+41,.. .,n,

f
=1

5

Il est clair que 6, . . ., 8, forment auss une base fondamentde de D, sur O,
(puisque les w; Sexpriment comme combinaison linéare des 6, a coefficients
dans Op). Tous les déments 05 4, . . . , 0, sont divisbles par = dans I'anneau D,
par slite, la congruence

alel + ... “I“ ane" =0 (mOd 7:)
alieu s et seulement s
a=... =ag=0 (mod p).

Considerons I’ensemble m de tous les éléments de I’ anneau D, qui sont
divishles par =. D'agprés ce qui vient d'ére démontré I'ensemble » coincide
avec toutes les combinaisons linéaires des déments

PO P8 O, ., (14)

a coefficients dans O,. D’ autre part, il est clair que m coincide auss avec
toutes les combinaisons linaires des ééments

T:el; vy T:em (15)

a coefficients dans ©,. Désgnons par C la matrice de passage de la base (14)
a la base (15) ; puisque chaque dément =6, a des composantes sur la base (14)
qui appartiennent a O, aors det C € O,. Par symétrie, C'est auss vrai
pour det (C-7). Aing, det C est une unité de I'aneal O,,, i. & vy(det C) = 0.
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S nous multiplions pa p lesfpremiéres colonnes de C, nous obtenons dors
lamatrice A = (a;) telle que

n

Ttei = Zaijej N

j=1
par suite
NK/k(TE) =det A = pf det C,
d'ou
vo(Ng () = f,

ce qui démontre le théoréme 5.

THEREME 6. — Si I'extension K/k est séparable, il existe toujours une
base fondamentale de Dy sur O,

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, remarquons qu’elle
est tout & fait analogue a celle du théoréme 6, § 2, chapitre I1.

Puisque tout élément de K par multiplication par une puissance conve-
nable d'un élément premier de I’anneau O, devient entier sur O,,, il existe
unebase ay, . . ., «, de I'extenson K/k dont tous les ééments appartiennent
a D,. Considérons la base dude «f, . . . , ay (cf. appendice § 2-3)); nous utli-
sons ici la séparabilité de K/k). S « € D, et

R (16)
avec ¢; € k, dorse; = Tr (ax;), d'0U ¢; € O, (puisque ax; € D,). Pour tout
s=1, ...,,n consdérons dans I'anneau D, les eéments qui Sécrivent sous
la forme

cod + L. Gl (ci € Op) 1
e choisssons pami eux un éément

o; = coay + ... cor, 5 € Op,

tel que vy(cs) = vpless) pour tous les coefficients ¢, des ééments de la
forme (17) appartiennent a D,. Il est clair que ¢, # 0 pour tout s puisque
les déments a, . . ., w, de D, sont linéairement indépendants sur k. Soit
maintenant « un élément de D, écrit sous la forme (16); alors ¢; = cua,
avec a, € Oy, d'apres le choix de w,. La différence a— gy, € D, admet la
décomposition

_ % * ’
A—a = cog t ...t Choy (ci € Oy),

d' ou ¢; = ena., d aprés le choix de w,, Répétant n fois ce raisonnement,
nous obtenons finalement une décomposition du type (13) dans laguelle
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tous les coefficients g; appartiennent a O,. Aing, labase oy, . . ., o, est
fondamentde par rapport & O, e le théoréme 6 et and démontré.

Des théoremes 5 et 6 e de la formule (12) découlent de maniére évidente
le résultat suivant :

THEOREME 7. — Si I’extension K/k est séparable, les indices de ramifi-
cation ey et les degrés résiduels fy des diviseurs premiers B de I'anneau D
qui divisent un diviseur premier fix¢ p de I'anneau O sont liés entre eux par
la relation

Zes;gfgn =n= (K: k).

Plp
Dans le cas d'une extenson Séparable K/k, la formule (7) peut sécrire
W(Niu(@) = > fova(®) as)

Ble
Remarque. — Pour des extensons non Siparables, I'égdité du théoréme 7

peut ne pas avoir lieu. Cependant, on a toujours I'inégalité Zeg; fe<n

Biv
(cf. exercice 13). On peut aussi montrer qu’on a toujours f < dy.

4) Finitude du nombre des diviseurs premiers ramifiés

DEFINITION. — Un diviseur premier p de I’'anneau O est dit ramifié dans
I'anneau D s’il est divisible par le carré d’un diviseur premier de I’'anneau D
et est dit non ramifié dans le cas contraire.

Les p non ramifiés sont donc caractérisés par le fait que dans la décompo-
sition (2) correspondante, tous les e; sont égaux a 1. Supposant I’ exten-
sion K /k séparable nous allons donner une importante condition de non-
ramification de p.

Supposons qu'il existe dans I'anneau D, un dément 6 primitif (pour
I'extenson K/k) td que le discriminant D(f) de son polyndme minimad f (t)
soit une unité dans O,. Montrons qu’alors les puissances 1, 6, . . . , 672,
ou n= (K : k) forment une base fondamentale de I'anneau D, sur O,
En effet, sort oy, ..., o, une base fondamentae de D, et C la matrice de
passage de la base w; a la base 6/, Alors,

D(f) = D(L,6, . . ., 61 = (det C)*D(wy, - - . , ©y)

(cf. § 2 deI’appendice, formule (12)). Puisque D(f) est une unité de Oy
et puisque les facteurs de droite appartiennent & I’anneau 0, alors det C
est une unité dans O, et par suite 1, 6, . . . , -1 est aussi une base fonda
mentale.

BOREVITCH 15
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Soient p un @ément premier de |’ anneau O, et =, le corps résiduel de la
valuation vy. Pour tout polyndme g(t) a coefficients dans ©, nous désigne-
rons par g(¢) le polynéme de I’ anneau Z,[¢] obtenu en remplagant chaque
coefficient de g(f) par sa clase résidudle modulo p. Puisque le discriminant
D(f) du polynéme f(t) e Z,[¢] est éga a la classe résiduelle modulo p du
discriminant D(f) € D, dors, d aprés la condition ci-dessus, ce discrimi-
nant D(f) et différent de zé&o. Par suite, dans la décomposition

f) = a) ... onlt) (19)
en facteurs irréductibles dans I'anneau Z;[t], les polyndmes ¢; sont tous
digtincts (ici ¢; € O,[f]). S on désigne par d; le degré de ¢;, dorsil et clair
que

d+... +d,=n=(K:K). 20)

THEOREME 8. == Si le discriminant du polyndme minimal f (t) d’un élément
primitif § € Dy, est une unité de O,, alors le diviseur premier p n'est pas ramifié
dans D et tous les diviseurs premiers %; de la décomposition

p=§‘Bl...§’Bm

sont en correspondance biunivoque avec les polyndmes irréductibles ¢; € Zo[t]
de la décomposition (19). Le degré résiduel f; du diviseur premier %, est égal
au degré d; du polyndme correspondant @, z).

DEmonstRATION. —  Soit g(f) un polyndme quelconque de £,[t]). Démon
trons que S les polyndmes g et @; sont premiers entre eux dans I'anneau Zyf¢]
aors les déments g(0) et 9:(6) sont premiers entre eux dans |’ anneau D,.
En effet, il existe alors des polynémes u(t), v(t), I(t) € O,[¢] tels que

g()u(t) - ei(t)e(t) =1+ pl(¥)

(puisque les polyndmesg et; sont premiers entre eux). S g(0) & /(0) &aient
divisibles par un @ément premier = dans I’anneau D,, dors, puisque =|p
(théoreme 7 du § 4), il résulterait de la derniere égalité (pour ¢ = 6) que =| 1
et la contradiction obtenue démontre notre affirmation.

Puisque les polyndmes irréductibles ¢; sont distincts, nous obtenons en
particulier que ¢,(8), . . . , @,(6) sont premiers entre eux deux a deux.

Supposons que ¢,(8) soit une unité dans Dy, i. e. que ¢,(0)E = 1, & € Dp.
Puisque 1, 6, . . ., 6#1 forment une base fondamentale de D, sur O,
alors £ = h(O), avec h(t) e O,[t]. L' égdlité o,(8)A(6) = 1 indique que

Ph(t) =1 +f (Dg(),  4(t) € Doli]

(puisque le coefficient dominant de f (t) et éga a 1). Par passage au corps
résiduel =,, nous obtenons I’égalité gA =1+ ¢, . . . 9.g, d OU UNE contra-
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diction. Ains, les déments ¢,(0), . . . , 9,,(6) ne sont pas des unités dans D,

Pour tout i, choisissons dans D, un €ément premier =;|9:(6). Puisque,
d’apres ce qui précéde, les ¢;(0) sont premiers deux a deux, les déments
premiers o, . . ., T, Ne Sont pas associés deux a deux. Désignonspar P, . . . . B e
les diviseurs premiers correspondants de I’anneau D et par f,, . . . , f, les
degrés résiduels de ces diviseurs. Dans le corps résiduel Zg, de la valua
tion vy, les classes résduelles 1, 6, . . ., §4-1 sont linéairement indépen-
dantes sur Z, (d; est le degré de ;). En effet, s pour un polyndme g(t) € Oy(t)
de degré < d; on a I'égdité g(8) = O, dors I'dément g(f) est divisble par =;
dans I’ anneau D, et par suite g(0) et ¢,(6) ne sont pas premiers entre eux.
Mais alors, comme nous |’ avons vu au début de la démonstration, g(t) est
divisible par ¢;(¢) et par suite tous les coefficients de g(¢) sont nuls.

Nous avons ainsi démontré que

g<f (i=1,...,m).

Rapprochant ces inégdités de I’ égalité (20) et appliquant le théoréme 7,
nous obtenons que B,, . . ., B,, sont tous les diviseurs premiers qui divisent p,
que leurs indices de ramification sont tous égaux a 1 et enfin que d; = f;.
Ces résultats constituent I’ argument du théoréme 8. Remarquons de plus
que, puisque ¢(8) éant divisble par =; n’est pas divisible par les autres
édéments premiers w;, m; peut ére défini comme le plus grand diviseur
commun des éléments ¢,(6) et p dans I’ anneau D,,.

CoroLLAIRE. — Si K/k est séparable, il existe dans I’anneau © seulement
un nombre fini de diviseurs premiers p ramifiés dans D.

Soit 6 un dément primitif de I’extension K/k qui soit contenu dans D.
Lediscriminant D = D(1, 6, . . ., 62-1) est un dément de ©*.S p + D,
alors d' aprés le théoréme, p N’ est pas ramifié dans D. Aing, les seuls &
ments éventuellement ramifiés dans 9 sont les diviseurs premiers de |’ an-
neau O qui divisent D.

EXERCICES

1. Soient © un anneau admettant une théorie des divisaurs, k son corps des
fractions & k « K « K’ une chaine d'extensons finies. Désignons par D et D’
les fermetures intégraes de I'anneau O respectivement dans les corps K et K.
Pour tout diviseur premier B’ de I'anneau D, désignons par P le diviseur premier
de I'anneau D qui et divisble par P’ et par p le diviseur premier de I'anneau O
qui et divishle par SB. Démontrer que le degré résiduel de &3’ par rapport a k est
égd au prodit du degré résiduel de P’ par rapport & K et du degré résiduel de P
par rapport a k. Formuler & démontrer un résultat anadogue pour I'indice de
ramification.
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2. Soit © un anneau, de corps des fractions k, admettant une théorie des divi-
surs avec un nombre fini de diviseurs premiers, soit p un diviseur premier et
it p I'dément premier correspondant de I'anneau O. Démontrer que I'anneau
quotient O1](p) est isomorphe au corps résidud I, de la veluation v,

3. Soient v, une vauaion d'un corps k, Oy, son anneau, K/k une extension finie
separable, D, |a fermeture intégrale de I'anneau O, dans le corps K et oy, . . ., o,
une base de K sur k dont tous les déments gppartiennent a I’anneau D,,. Démon-
trer que s le disriminant D(w,, . . . , ©,) et une unité de I'anneau bp, aors
oy, . . ., &, €3 une base fondamentale de I'anneau D, sur Oy,

4. Démontrer I'unicité de I'homomorphisme N : D — 9O, stifasat a la
condition du théortme 4.

5. Démontrer I'unicité du plongement isomorphe Dy — D stifaisant a la
condition du théoréme 3.

6. Soit a un diviseur de I'aneau ©. Le consdérant comme un diviseur de
I'anneau D (en vertu du plongement D, — D), démontrer

Ngg(@) =ar  (n=(K:K)).

7. Soit K/k une extenson Séparable de degré n. Démontrer que s un divi-
seur a de I'anneau © devient un diviseur principa dans I'anneau D, dors ar et
un diviseur principa dans £.

8. Supposons K/k séparable. Démontrer que la norme N x(#) d'un divisaur U
de I'anneau P est le plus grand commun divissur des diviseurs principaux
(Ng (@), OU a parcourt tous les déments de D* qui sont divisibles par ..

9. Un polyndme f(t) = t» + ayn—1 + . . . + a,,, & codfficients dans 1’anneau D
est appele un polyndme d’Eisenstein par rapport & un diviseur premier p S a,, ..., a,,
sont tous divishles par p et a,, (qui est divisble par p) non divisble par p2. Démon-
trer que Sil existe dans I'anneau D un dément 6 primitif pour I'extension K/k
de degré n, dont le polyndme minima est un polyndme d’Eisenstein par rapport
ap, dors p est divishle par un seul diviseur premier B de I'anneau D et

p=%
(le degré résiduel de 9§ par rapport & p est par suite égd a 1).

10. Sous les mémes hypothéses, démontrer que labase 1, 6, . . ., 6s—1 est une
base fondamentde de I'anneau D, sur Oy,

11. Soient k, un corps de caractéristique p et k = kq(x, Y) le corps des fonctions
rationnels en x et y sur le corps k,. Considérons sur k la vauation v,, introduite
dans I’exercice 9 du § 4, relative a une sfrie E(¢) € k,o{ ¢ } (transcendante sur k,(t))

de la forme
fee] P [+4]
(@) =1(t) = (Za,,t") = Zaﬁt””, a,ck,.

n=0 n=0
D'aprés I'exercice 8 du $4, la vauation v, admet un seul prolongement a I’ exten-

son drictement non séparable K = k(4/y), de degré p sur k. Démontrer que
I'indice de ramification de v par rapport & v, est égd & 1 et que le corps résidud
de la vduation v, coincide avec le corps résdud de la vauation v. Il résulte dors
du théoréme 5 & de I'égdité (12) que, pour I'anneau D de la vauation v, qui est
la fermeture intégrae dans K de I'anneau O de la vauation v,, il n'exise pas de
base fondamentade sur .

12. Avec les notations et hypothéses de I'exercice précédent, démontrer direc-
tement (sans utiliser le théoréme 5) qu'il N'existe pas de base fondamentde de D
sur O.
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13. Soient © un anneau admettant une théorie des diviseurs, k son corps des
fractions, K /k une extenson finie de degré n, D la fermeture intégrae de I'aneau ©

dans le corps K, p un diviseur premier de I'aneau O, By, . . ., B, les divissurs
premiers de I'anneau D qui divisent p, e, . . ., e, leurs indices de ramification
etfi,....f,n leursdegrés résiduels par rapport a p. Pour tout s = 1, . .., m, nous

désignerons par &% la dasse résidudle du corps Zg, de repré&entant o € Dy,

Soient oy; € D, des déments dont les classes résidueles 6%3 forment une base de
I’extenson Zq, | et tels que, de plus, vy (o) = ¢; pour j s 5,1 <j < m Nous
désignerons par rrl, ..., T lesdéments premlersdel anneau ‘D, qui correspondent
aux diviseurs premiers EBl, ..., P, Démontrer que les déments

ogn  G=1,..,mi=1..., f;i=01,...,¢e—1 ()

s
ont lindairement  indépendants sur k.
Indication. — Consdérer les combinaisons linéares

o = Zeg gy

a coefficients dans Oy, I'un au moins d'entre eux éant une unité de?, Supposons
vp(Cs,i,i) = 0, Jjo Eant ch0|s de telle sorte que vy(cy,;;) > O pour tout 1 &t pour j < jo.
Alors

vgpsu(az) = o

14. Démontrer que S I'extenson K/k et Sfparable, dors le systéme (*) et
une base fondamentale de D, sur O.

15. Démontrer que, dans le cas ol K/k est séparable, pour tout &« € Dy, on a
la formule

m
Trp@ = e, Try )

§=1

16. Soit F(t) le polyndme caractéristique d' un élément « € Dy, pour I'extension
K/k dun dément « € D,. Remplacant chaque coefficient par Ia clase résdudle
correspondante de X,, nous obtenons un polyndme f(f) e X,[t]. Pour tout
s=1, ..., m, désignons par ¢4¢) le polyndme caractéristique de I'éément a&‘BSeZ;‘B‘
pour I'extension Zg |Z,. Généralisant I'exercice précédent (pour K/k séparable),
démontrer que

f@) = (). .. 9,00

17. Soit K/k une extenson séparable. Pour tout p, choisssons une base fonda-
mentele ay, . . ., , del'anneau D, sur O, et posons

dy = vp(D(ocl, )}

Démontrer que les entiers naturels dj, sont presque tous nuls. Le diviseur entier
b =] [o*
P

et gopelé le discriminant de I'extenson K/k (par rapport a I'annesu D).
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18. Demontrer qu'un diviseur premier p de I'anneau O ne figure pas dans le
discriminant dg (i. € d, = 0) S et seulement S p N’ est pas ramifi¢ dans D
(i. e tous les indices de ramification e; Sont egaix a 1) et toutes les extensions Zg | =,

(s— ..., m) ont sparables.

19, Supposons qu'il existe une base fondamentde oy, . . ., o, de I'aneau D
sur O, Démontrer que, dans ce cas, le discriminant b est égd "au divisaur prin-

Clpd((,,.. .2 Op)).

$6. — ANNEAUX DE DEDEKIND

1) Congruences modulo un diviseur

Congdérons un anneau D, de corps des fractions K, admeitant une théorie
desdiviseurs D* » A.

DEFINITION. — Nous dirons que deux éléments « et B de I'anneau 9 sont
congrus modulo un diviseur a € A et nous écrirons

o =0 (mod @)

si la différence « — B est divisible par a.

Dans le cas d'un diviseur principa (i), la congruence « = 8 (mod (w))
équivaut ala congruence « = p (mod ) au sens de la définition du § 4-1)
de [I'gppendice.

Enuméons quelques propriétés éémentaires des congruences (qui  décou-
lent facilement de la définition).

10 On peut additionner et multiplier terme a terme les congruences
modulo a

20 Si on a une congruence modulo &, alors cette congruence est auss
vraie modulo tout diviseur b qui divise le diviseur a

30 S on a une congruence modulo les diviseurs a e b, dle et auss sttis
faite modulo leur plus petit commun multiple.

40 Si un élément a. € D est premier avec a (i. e. les diviseurs («) et a sont
premiers entre eux), alors la congruence «f = 0 (mod a) entraine § = 0
(mod @).

50 On peut Smplifier les deux paties d'une congruence modulo a par un
facteur premier avec a

6° S p est un diviseur premier et «f = 0 (mod p), alors ou biena=0
(mod p) ou bienp = 0 (mod p).

D’ apres la propriété (1), on peut définir une structure d’ anneau sur 1’en-
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semble des classss résidudles modulo a cet anneau et appelé Ianneau des
classes résiduelles modulo le diviseur a €t est désigné par D/a.

La propriété (6) exprime que, pour un diviseur premier p, I’anneau D/p
n'a pas de divissur de zéo.

Supposons maintenant que D et I'ordre maximum d'un corps K de nom-
bres algébriques. Nous appellerons aors les diviseurs de I’anneau D les
diviseurs du corps K.

Puisque tout diviseur a du corps K divise un certain nombre « € D,
« # 0 et puisgue le nombre &, & son tour, divise un entier naturel a (par
exemple, | N(«) | est divisible par &), nous obtenons que, tout diviseur a
divise au moins un entier naturel a. D’ apreés la propriété (2), les nombres
de deux classes résidudlles distinctes modulo a appartiennent a des classes
résiduelles distinctes modulo a. Rappelant maintenant que, dans I’ ordre D,
le nombre des classes résiduelles modulo a et fini (et égal aa™, otin et le
degré du corps K, cf. démonstration du théoréme 5, § 2, chap. Il), nous
obtenons le résultat suivant :

THEoREME 1. — Pour tout diviseur a d’un corps K de nombres algébriques,
lanneau D/a est fini.

Soit p un diviseur premier quelconque du corps K. La valuation v
correspondante induit sur Q la vauation p-adique v, pour un cer-
tain p premier. Puisque v,(p) = 1, vy(p) >0, i. €. p=0 (mod p). S q est
un nombre premier rationnel différent de p, dors v,(q) = 0 et par
suite ve(g) = 0, i. €. g == 0 (mod p).

L'amneau résdud DJp éant fini et sans diviseur de z&o est un corps fini
(cf. appendice § 3). Puisque pour tout a e D, nous avons pa = 0 (mod p),
la caractéristique de ce corps est égale a p, d'ou le théoreme suivant.

THEOREME 2. == Tout diviseur premier p d’un corps de nombres algébriques
divise un nombre premier rationnel et un seul p. L’anneau résiduel D/p est
un corps fini de caractéristique p.

Les théories des divisaurs pour les corps de nombres agébriques possedent
la propriété que |’ anneau des classes résiduelles modulo tout diviseur pre-
mier est un corps. Il nen est pas toujours ainsi dans le cas général. Par
exemple, dans I’anneau k[x, y] des polyndmes de deux variables sur un
corps k, I'anneau résiduel modulo le diviseur premier (X) est isomorphe a
I"anneau des polyndmes k[y] qui n’est pas un corps.

Le fait que I’anneau D/p soit un corps équivaut a la resolubilité de la
congruence «£ = 1 (mod p) pour tout a == 0 (mod p). Cela montre que
les propriétés habituelles des congruences usuelles sont encore valables
icl.
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2) Congruences dans les anneaux de Dedekind

DEFINITION. — Un anneau D est dit de Dedekind s’il admet une théorie
des diviseurs 9 -> A telle que pour diviseur premier p e A I’'anneau résiduel
D/p soit un corps.

En dehors des ordres maxima des corps de nombres agébriques, on peut
donner comme exemples d'anneaux de Dedekind les fermetures intégrales
de I'anneau k[x] des polyndmes a une variable dans toute extension finie
du corps k(x) des fractions rationnelles (exercices 1 et 2). L'anneau D,
d'une valuation v d'un corps (cf. § 4-1)) et plus généralement tout anneau
admettant une théorie des diviseurs avec un nombre fini de diviseurs pre-
miers sont des anneaux de Dedekind (exercice 3).

LemvE 1. == Soit 9 un anneau de Dedekind. Pour tout « € 9 non divisible
par un diviseur premier p, /o congruence af = 1 (mod p™) est résoluble dans D
pour tout entier naturel m.

DEMONSTRATION. —- Pour m = 1, la résolubilité de la congruence résulte
de la définition. Dans le cas général, on procede par récurrence sur m.
Soit &, € D tel que «£, = 1 (mod p~). Choisissons un éément € D tel
que vy(w) = m. Le diviseur principal (w) S écrit (W) = pmq, a non divisible
par p. Choisissons maintenant un élémenty € D tel quevy(y) =0ety=0
(mod a). Le produit y(a&, — 1) est alors divisble par pma = (w) €t par
suite y(a&, — 1) = ey, p € D, Essayons de satisfaire la congruencc «£ = 1
(mod pm*1) en prenant pour £ un élément de la forme & = &, 4 wi, OU
A € D et convenablement choid. Puisque

Y& — 1) = y(& = 1) + yaoh = ofp + yad)
et = 0 (mod pm), dorsil suffit que a satisfasse a la congruence
My =~p  (mod p).

Mais, puisque ay n’est pas divisible par p, cette congruence est résoluble.
Aing, il existe un dément £ € D tel que y(@f — 1) = 0 (mod p™+ 1) et
puisque vy(y) = O, on obtient, aprés simplification par y, af —1 =0
(mod p). Le lemme 1 et démontré.

THEOREME 3. — Soit D un anneau de Dedekind. I/ existe un élément&eD
qui satisfait aux congruences

k.
E=p, (mod p}Y)
k,
E=8, (mod pm'")
pour tous By, . . ., B € D et tous les diviseurs premiers deux a deux distincts
Pu .oy P (ky, . .., km SONt des entiers naturels).
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DEMONSTRATION. =—- Pour chacun des diviseurs
_ Lk ki_y K k ,
LA R ks LRI (i=1,...m)

on peut trouver un élément «; € D divisible par qo; et non divisible par p;.
D' aprés le lemme 1, la congruence a.£, = g, (mod pfi) est résoluble avec
E; e D Il et fadile de véifier maintenant que I'éément

E=o8 4+ ... + a8,
satidait aux exigences du théoréme.

THEREME 4. — Soient a # 0 et B des éléments d’un anneau de Dedekind D.
La congruence

af =8 (mod a) 0}

est résoluble si et seulement si 8 est divisible par le plus grand commun diviseur
des diviseurs (a) et a.

DEMoNsTRATION. — Supposons tout d’abord que les diviseurs (a) et a
sont premiers entre eux; démontrons qu'aors la congruence (1) est résoluble
pour tout 8. Soita=pf1. .. pfnm = pria, les diviseurs premiers p, éant deux
a deux distincts. D’aprés le lemme 1, pour tout i =1, ..., m, il existe
un élément £ € D tel que af; = 8 (mod p;?). Nous pouvons maintenant,
d aprés le théoréme 3, trouver pour tout i un élément £; tel que &; = &;

(mod pf?) et £ = 0 (mod a,). Il est évident maintenant que la somme
4=FEl+..,.+&,

satisfait & la congruence «£ = § (mod p:."') pour tout i =1, ..., met par
suite satisfait ala congruence (1).
Demontrons maintenant le théoréme dans le cas général. Soit

b:pi‘...p{;‘"

le plus grand diviseur commun des diviseurs (a) et a. Si 1a congruence (1)
est résoluble modulo a, elle est aussi résoluble modulo b et puisque a =0
(mod b), on ag = 0 (mod b). Aind, la condition du théoréme est nécessaire.

Supposons maintenant que 8 et divisible par b. D’ aprés e théoréme 3
du § 4, il existe dans le corps K un éément . td que

Vn,-(l‘) = li (|: 1! LEERRS m) (2)

Montrons qu’on peut choisir I'éément p satisfaisant aux conditions (2)
td que de plus
V() =0 ®)
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pour tout diviseur premier q € A différent depy, . . . , P SUpPPOSONS que ¢
ne stifat pas aux conditions 3 e soient gy, . . . , g, tous les diviseurs pre-
miers digtincts de p,, . . ., P, tels que vq].(pn) = — r < 0. Choisissons un

élément y € D tel que qu(Y) =rl<j<s)etvy(M=001<i<m).Il
et dar que I'dément p' = py satifat aux conditions (2) et (3). Soit dors b
le diviseur défini par I'égalité a= bb. S  satisfait aux conditions (2) et (3),
I'dément an € D et premier avec b. Puisque, par hypothése, § et divishle
par b, dors B € D. Il exige dors, d'arés ce qui précéde, un dément £ € D
tel que auf = Bu (mod b). Pour tout i = 1, . . ., m nous avons aors

Vo (o, — B) = vy (apl — B + > ki — L+ I + ki,

et par suite & satisfait & la congruence (1).

3) Diviseurs et idéaux

Nous montrerons ici que pour un anneau de Dedekind, les diviseurs
ot en correspondance  biunivogue avec les idéaux non  nuls.

Pour tout diviseur a, nous désignerons par a I’ensemble de tous les éé-

ments de I’anneau D qui sont divisibles par a. 11 est évident que a est un
idéal non nul de I'anneau D.

THEOREME 5. — Pour un anneau de Dedekind P, I'application a — a (a € A)
est un isomorphisme du monoide A des diviseurs sur le monoide de tous les
idéaux non nuls de I'anneau D.

Enoncons tout d’ abord le lemme suivant.

LEMME 2. — Siay, . . ., @, sont des éléments quelconques # 0 d’'un anneau
de Dedekind 9 et b le plus grand diviseur commun des diviseurs principaux
(1), .. .. (&), alors tout élément a € D divisible par % peut s’écrire sous la
forme

o= Elal + ...+ E.vso"s (E,‘Eﬂ))-

DEMONSTRATI ON DU LEME. — La démonstration s effectue par récurrence
ar 5. Pour s = 1, le lemme edt trivid. Soit s > 2 e désignons par d, le plus
grand commun diviseur des diviseurs («,), . . ., (¢;_y). Il est clair qu'alors »
es le plus grand commun diviseur des diviseurs b, et (). SUpPOSONS que a
et divisible par ». D’ apres le théoréme 4, la congruence «,& = « (mod b,)
admet une solution £ € D. Par hypothése de récurrence, il existe des élé-
ments &, . . ., &, dans|’anneau D telsque a — Exy = Ejoy + . . . + &0,
e le lemme 2 et démontré.
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DEMONSTRATI ON DU THEOREME 5. ~ D’apres la condition 3¢ de la défini-
tion d'une théorie des diviseurs, I’application a — a est injective.

Soit A un idéal non nul quelconque de I'anneau D, Pour tout diviseur
premier p, posons

a(p) = min vy(a).

Il est clair que a(p) est différent de O seulement pour un nombre fini de
diviseurs premiers p. Le produit

a= I |pa(m,
P

dans lequel p parcourt tous les diviseurs premiers p tels que a(p) # O, est
par suite un diviseur. Montrons que a = A. Soit « un élément quelconque
de a; il est clair qu'on peut trouver dans A un ensemble fini d’ ééments
a, ..., % telsque ap) = min (vp(x), - - - . vp(ay)). Celaexprime que le divi-
sur a e le plus grand commun diviseur des diviseurs principauX («y), . . . . (e).
D’apréslelemme 2, I’élément a € a peut donc s écrire a = Eyo + . . . + Egaty,
£, e D;ansd ac A, d’ou a c A. Rapprochant ce résultat de I'inclusion tri-
vide A < a, nous obtenons I’ égalité A = a. Nous avons donc montré que
I application a — a établit une correspondance biunivoque entre les divi-
surs e I'ensemble des idéaux non nuls de I'aneau D.

Il rete & vérifier que cette gpplication et un isomorphisme, i. e que pour
tous les diviseurs a et b nous avons

ab= ab. )

Dédgnons par C le produit ab. Puisque C est un idéd non nul de D, il exise
un diviseur c tel que C = «¢. Il faut montrer que ¢ = a. b, Soit p un diviseur
premier figurant dans a et b avec des exposants a et b; alors

min vp(y) = min  vp(a8) = min vy(«) + Min vy(f) = a+ b.

YEC xea,Beb aca Beb
Puisque cette relation est vraie pour tout diviseur premier p,onac=ab
e I'égdité (4) et démontrée.

Il résulte en particulier de I'isomorphisme ci-dessus que tous les idéaux
non nuls de I'anneau P forment un monoide avec décomposition unique
en facteurs premiers. Pour construire une théorie des diviseurs pour un
anneau de Dedekind (et en particulier pour I'ordre maximum d'un corps
de nombres algébriques), on peut prendre comme monoide A le monoide
des idéaux non nuls. L'image d'un élément a e D* par I’ homomorphisme
D* — A est dors|'idéd principd (a) engendré par cet élément. C'est a
Dedekind que nous devons cette construction.
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4) Diviseurs fractionnaires

Pour un anneau 9, la construction d' une théorie des diviseurs D* — A
donne des indications sur la structure du monoide a)*. Pour éudier la
structure du groupe multiplicatif K* du corps des fractions K de 9) on est
anené a é&endre la notion de diviseur.

Selon I usage, nous conserverons le terme « diviseur » pour cette exten-
sion; les diviseurs au sens précédent seront désormais appelés diviseurs
entiers.

DEFINITION, ~= Soit D un anneau et K son corps des fractions. Nous sup-
poserons que D admet une théorie des diviseurs et soient p,, . . ., P,, UN SYys-
teme fini de diviseurs premiers. L’expression

k k
a=pr...p" (5
avec des exposants entiers k, . . ., k, (non nécessairement positifs) est appelée

un diviseur du corps K. Si aucun des exposants k; n’est négatif, le diviseur a
est dit entier (ou diviseur de I’'anneau D); dans le cas contraire, il est dit
fractionnaire.

11 sera commaode d’ écrire le diviseur (5) comme un produit formel infini

o=TToe, ©
P

éendu a tous les diviseurs premiers p de I'aneau D, un nombre fini seule
ment des exposants a(p) étant différents de 0.
La multiplication des diviseurs sera définie par la formule

( Hpa(p)) (Hpb(p)) — Hpa(pH o,
P

P P
Dans le cas des diviseurs entiers, on retrouve bien laloi de multiplication
dans le monoide A. 11 est facile de voir que pour cette opération, I'ensemble
des diviseurs du corps K forme un groupe abélien que nous désignerons
dans la suite par A. L’éément unité de ce groupe est le diviseur unité e
pour lequel tous les exposants a(p) sont nuls dans la représentation (6).
Puisgue tout élément £ = 0 du corps K est le quotient de deux ééments
de D, dors, d gpres la condition 1o du théoréme 4, § 3, il existe seulement
un nombre fini de valuations v, du corps K, correspondant aux diviseurs
premiers p, telles que vp(§) # O; soient vy, . . ., Vp,, CES valuations. Le

diviseur
m
vy (E) V(&)
[[or®=TTo"
i=1 3
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est appelé le diviseur principal correspondant a I'dément £ € K* e est désigné
par (%). Cette nouvelle notion de divissur principd, appliquée aux ééments
de D, coincide hien entendu avec celle dga connue (cf. § 3-4)). D'aprés la
condition 20 du théoréme 4,§ 3, le diviseur prindpd () et entier § e saule
ments £ eD.

Il résulte facilement de la condition 20 de la définition d'une valua
tion (§ 3-4)) que I'application £ — (), £ € K* est un homomorphisrp\e
du groupe multiplicatif K* du corps K dans le groupe des diviseurs A.
D’ apreés le théoréme 2 du § 3, cet homomorphisme est surjectif (épimor-
phisme) s & seulement Sil y a unicité de la décompostion en facteurs pre-
miers dans 9. Son noyau est le groupe des unités de |’anneau D, i. e. pour
des dléments &, n e K*, I'égdité () = (4) est équivalente a I’ égalité & = e,
¢ unité de I’anneau D.

Etendons la notion de divishilitt ax diviseus quelcongues  Soient

a=_ o et b= Hpb(m
P

P

deux diviseurs quelconques (pas nécessarement entiers). Nous dirons que a
es divisble par b (b divise 8 ou a et un multiple de b), Sil exige un divi-
seur entier ¢ tel que a= bc. Ladivisibilité de apar b est donc caractérisée
par les inégdités a(p) = b(p) pour tout p.

Pour a et b quelconques, posons d(p) = min (a(p), b(p)); puisque les
nombres entiers rationnels d(p) sont nuls pour presgue tout p, I’ expression

b = de(w '

P

est un diviseur. Ce diviseur » est appelé le plus grand commun diviseur
des divissurs a e b (il divie a & b & e divighle par tout divissur commun
aaet b). De maniére analogue, on définit le plus petit commun multiple
de deux diviseurs

Un élément o € K et dit divisible par le diviseur

a= Hpa(p)
P

si, ou bien a = 0, ou bien le diviseur principa (a) est divisible par a; cda
équivaut aux inégalités vy(«) > a(p) pour tout p.

On peut éendre la correspondance étudiée au point ci-dessus (entre les
diviseurs entiers d'un anneau de Dedekind et les idéaux non nuls) aux
diviseurs fractionnaires en généralisant la notion d'idéal.

Comme au point 3), désignons par g I'ensemble de tous les éléments du
corps K qui sont divisibles par le diviseur a (pas nécessairement entier).
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La condition 3¢ de la définition d’ une valuation entraine que si « et g sont

divisibles par a, dlors o 4- 8 et auss divisble par a. Cela signifie que a
est groupe pour I’addition. 1l est évident de plus que pour tout « € a €t
¢ € D le produit £« appartient aussi & a. Avant d’ obtenir une derniére pro-

priété des groupes g, vérifions tout d’ abord la formule

(a=ya (yeK* aed) )
En effet, la divisibilité d'un élément £ par (y)a équivaut aux conditions :
v(8) 2 v(y) + a(p) pour tout p, vp o = &) pour tout p, ée atevya

(ici, a(p) dtsigne I'exposant de p dans la décomposition de a). Il est clair
gue pour tout diviseur, nous pouvons trouver un élément y € D* td quele
diviseur (y)a soit entier. La formule (7) montre que pour un tel y on a I'indu-
son ya € D.

DEFINITION. — Soit 9) un anneau de Dedekind, de corps des fractions K.
Un sous-ensemble A c K, contenant des éléments différents de 0, est appelé
un idéal du corps K (par rapport al’anneau D) s’il possede les propriétés
suivantes

10 A est un groupe pour I’addition ;

20 pour tout a € A et tout £ € D Je produit Ex appartient a A;

30 jl exigte dans le corps K un élément y # 0 tel que YA < D.

L’idéal A est dit entier s’il est contenu dans D et fractionnaire dans le cas
contraire.

Aind, la notion d'idéd entier dans K coincide avec la notion d'idéd non
nul de I’anneau D.

Si A et B sont deux idéaux du corps K, par définition, leur produit A. B
et I'ensemble de tous les déments y e K qui Sécrivent sous la forme

Y:alﬁl—l_- . . +°‘mBma m>13 a’iEA’ BiEB (lgigm)-

Il est clair que le produit de deux idéaux du corps K est encore un idéal
du corps K (dans le cas des idéaux entiers, cette multiplication coincide
avec la multiplication habituelle des idéaux dans les anneaux).

Nous avons veérifié ci-dessus que I’ensemble a est un idéal du corps K
pour tout diviseur a Supposons que pour deux diviseurs a e b on at I’éga-
lité ¢ = b. Choisissons un élément y # 0 tel que les diviseurs (y)a et (y)b
wient entiers. D'aprés la formule (7), nous avons (v)a=(y)b, d'ou (y)a=(y)b
e pa site a = b. Aing, I'gpplication a ~> a est injective. Soit maintenant A
un idéal quelcongue du corps K et soit y # 0 tel que YA < D, alorsyA est
un idéd non nul de l'aneau e, d'gres le théoréme 5, il exige un diviseur
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entier ¢ tel que ¢ = yA. Posons a = ¢(y~Y); alors YA = (y)a = ya, d’oU
A = g Aind I'gpplicstion a — a est biunivogque. S a e b sont deux divi-
saurs, choisissons des ééments y # 0 et Yy # 0 teds que les divisaurs (y)a
et (y)b soient entiers nous aurons, d'gores le théoreme 5 e la formule (7),

rY'ab=(¥)a:(¥)b = (Ma b= ya:vb=yyab
dol a b = a b. L'application a — a est donc un isomorphisme. Il en résulte
en paticulier que les idéaux du corps K forment un groupe pour la multi-
plication. L’'éément unité de ce groupe et l'aneau D = & L'inverse de
lided a et l'idéd a*. Formulons le théoréme obtenu (qui génédise le
théoréme 5).

THEOREME 6. — Soit D un anneau de Dedekind de corps des fractions K.
Pour tout diviseur a, désignons par a I'ensemble de tous les éléments du corps K
qui sont divisibles par a L'application a — a est un isomorphisme du groupe
des diviseurs du corps K sur le groupe des idéaux du corps K. Par cet isomor-
phisme les diviseurs entiers correspondent & des idéaux entiers et vice versa.

EXERCICES

1. Démontrer que I'anneau k[x] des polyndmes & une variadble sur un corps
quelconque k est de Dedekind.

2. Soient £ un anneau de Dedekind et k son corps des fractions. Démontrer
gue la fermeture intégrde D de I'anneau £ dans une extendon finie quelconque
du corps k est auss un anneau de Dedekind.

3. Démontrer que tout anneau qui admet une théorie des diviseurs avec un
nombre fini de diviseurs premiers est un anneau de Dedekind.

4. Démontrer que, dans un anneau de Dedekind, le systéme des congruences

£ = oy (mod al)
5:; E.dm. . (n;od' a,)

et résoluble s et seulement S = o; (mod by), i # J, en désignant par by le
plus grand commun diviseur des diviseurs a; €t g;.

5. Soient D un anneau de Dedekind et a un diviseur de I'anneau D. Démontrer
que I'ensemble des classes résidudles de D/a qui sont formées d' é@éments premiers
avec a conditue un groupe multiplicatif.

6. Démontrer que s f(x) et un polyndme de degré m a coefficients dans un
anneal de Dedekind et dont tous les coefficients ne sont pas divisibles par un
diviseur premier p, dors la congruence f(x) = 0 (mod p) a au plus m solutions
dans D.

7. Soient D un anneau de Dedekind, p un diviseur premier de I'anneau D
et f(x) un polynéme a coefficients dans D. Démontrer que s pour un éément ¢ € D

on a
f(u) -0 (modp), f'@#0 (modyp),
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aors pour tout m > 2 il exige un dément £ € D td que
f(&)=0 (modpm), E=a (modp).

8. Démontrer que, dans un anneau de Dedekind, un idéd est soit principd,
soit engendré par deux édéments.

9. Soit P un anneau de Dedekind, de corps des fractions K. Démontrer que
par I'isomorphisme a — a du groupe des diviseurs du corps K dans le groupe
des idéaux du corps K, au plus petit commun multiple des diviseurs correspond
I’intersection des idéaux et au plus grand commun multiple la somme des idéaux

(Lasomme A -+ B de deux idéaux A e B est I'ensemble de toutes les sommes « -+ 8
pour ac A et £ € B).

10. Dans I'anneau D = k[x, y] des polyndmes a deux variables sur le corps k,
la décomposition en facteurs premiers est définie de maniére unique et par suite
cet anneau admet une théorie des diviseurs. Démontrer que I'idéd A = (x, y) de
'anneau D, engendré par les variables X e y, ne correspond & aucun diviseur.

11. Démontrer que S un anneau ‘D admettant une théorie des diviseurs D* — A

est td que tout idéd non nul soit de laforme a (pour a € A), dors cet anneau est de
Dedekind.

12. Démontrer que s dans un anneau D tous les idéaux non nuls forment un
monadide a décomposition unique en facteurs premiers (pour la multiplication des
idéaux), dors D est de Dedekind.

13. Soient D un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. S A et B
sont des idéaux du corps K (par rapport & D) on dit que A et divishle par B
Sil exige un idéd entier C tel que A = BC. Montrer que A et divisble par B
9 e seulement § A ¢ B.

14. Soient D un diviseur quelconque admettant une théorie des diviseurs et p

un diviseur premier de I'annesu D. Démontrer que I'ensamble p de tous les éé
ments a € D qui sont divisbles par p est un idéd premier minimd de I'anneau D
(Un idéd P et dit premier § I'anneau quotient D/P n'a pas de diviseurs de zéros,
i. e § le produit de deux déments de D qui N’ appartiennent pas a p N’ gppatient
pas & p. Un idéd premier p est dit minima Sil ne contient pas d'autres idéaux
premiers que I'idéd nul).

15. Soit D un anneau admettant une théorie des diviseurs. Montrer que tout

idéd premier P non nul contient un idéal premier de la forme p, ol p est un divi-
seur premier de I'anneau D.

§ 7. — DIVISEURS
DANS LES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES

1) Norme absolue d’'un diviseur

D'aprés le théoreme 2 du § 5, I'ordre maximum D d'un corps K de nom-
bres dgébriques et un anneau qui admet une théorie des diviseurs. De plus,
dans le § 6, 1), nous avons vu que I'anneau résidud D/p, modulo un diviseur
premier p, et un corps fini & par suite D et un anneau de Dedekind.

Conddérons un corps K de nombres agébriques comme une extension
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(de degré fini) du corps Q des nombres rationnels. Puisque les diviseurs
de I'anneau Z des nombres entiers rationnels peuvent étre identifiés aux
entiers naturels, nous pouvons identifier le groupe de tous les diviseurs
(entiers et fractionnaires) du corps Q au groupe multiplicatif des nombres
rationnels positifs. On a défini dans le § 5, 2) la notion de norme d'un divi-
saur d'un aneau D pour une extenson donnée K/k. Dans le cas d'un corps
de nombres algébriques, nous appellerons la norme N(a) = Nk q(a) du
diviseur a de I’ ordre D pour I’ extension K/Q lanorme absolue de a. Nous
étendrons cette notion de norme absolue aux diviseurs fractionnaires en
posant

~m _ N(@m)

ot — N(m)’
pour des diviseurs entiers nt et n. 1l est clair que I’ application a — N(a)
es toujours un homomorphisme du groupe de tous les diviseurs du corps K
dans le groupe multiplicatif des nombres rationnels positifs.

Lanorme absolue d’un diviseur principa (£),£ e K* est égale a lavaleur
absolue de la norme du nombre £ :

N((®) = IN@) |- (1)

En effet, pour £ entier, c'est I'égalité (3) du § 5; s maintenant £ = ;—; aetp
entiers, dors

N@) | NG|
NG~ [Ng| | VO

Le degré résidud f d'un diviseur premier p du corps K par rapport a Q est
appel € le degré résiduel absolu ou, plus simplement, le degré de p ; I'indice
de ramification du diviseur premier p par rapport a Q est appelé I'indice
absolu de ramification de p. Si p divise le nombre premier rationnel p et
S ledegré dep est égd a f; alors, d' apres|’égalité (11) du § 5,

N(p) = p/. )]

Soient p,, . . ., P, tous les diviseurs premiers du corps K qui divisent p
ete,, . . . . e, leursindices de ramification. Alors p admet dans le corps K
la décomposition

N(@) =

p=pe... pm

D’apres le théoréme 7 du § 5, les indices de ramification e; sont liés aux
degrés f; des diviseurs p; par la relation

fien ..+ fuem=n=(K: Q). 3)

BOREVITCH 16
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THEorEME 1. — La norme absolue d’un diviseur entier a d’un corps K de
nombres algébriques est égale au nombre de classes résiduelles de I'ordre
maximum D modulo a.

DEmonsTRATION. — Démontrons tout d'abord le théoréme pour un divi-
seur premier p. Soit p un nombre premier retionnd divisble par p ; le degre
resdud £ du divissur p (d'aprés la définition du § 5-3)) est égd au degré du
corps résduel Z, de la vaudion v, sur le corps residud X, de la vauation v,
Mais %, contient p éléments et par slite Z, est un corps fini a ps ééments.
I suffit donc de montrer que le corps résidudl D/p est isomorphe au corps =,
i. €. que I'inclusion isomorphe D/p — I, est surjective. Il suffit donc de
montrer que pour tout £ € K tel quev,(§) = 0, il existe e D tel que

(£ —a) = 1.
Désignons par g, . . ., q; tous les diviseurs premiers du corps K tes que
vo(6) = = ki < O;

d'aprés le théoréme 3, § 6, il exisge un éément y de I'ordre D td que
y=1  (modp)
vy=0 (modqf.‘"), i=1,...s

Il est clair que« = yE € D et vy(£ — @) = 1. Le théoréme 1 est donc démon-
tré pour un diviseur premier.

Pour démontrer le théoréme 1 dans le cas générdl, il suffit maintenant
de montrer que S'il est vrai pour deux diviseurs entiers a et b, il est auss
vrai pour le produit ab. D’ aprés la condition 3¢ du théoreme 4 du § 3, il
exige un dément y # 0 de 'ordre maximum D tel que al y, les divisaurs (y)a—!

et b étant premiers entre eux. Soient «y, . . ., &, (r= N(a)) un systeme
complet de résidus de I'aneau D modulo a e By, . . ., Bs (S = N(b) un sys
téme complet de résidus modulo b. Montrons aors que les rs nombres

o; + By 4

forment un systéme complet de résidus modulo ab. Soit « un éément
quelconque D; pour un certain i (L<<i<r), ona

a=ow (mod a)
Considérons la congruence
vE=a—a (mod ab). )]

Puisque, d' aprés le choix dey, le plus grand commun diviseur des divi-
seurs (y) et ab, égal aa, divise a— «;, alors, d’ aprés le théoreme 4 du $6,
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cette congruence a une solution £ € ®. Soit j (L < j<s)tel que g = g;
(mod b); on adors v = y8; (mod ab). D’ apres (5), nous avons donc la
congruence

a=ot vl (mod ab).

Aing, toute classe résiduelle modulo ab contient un représentant de la
forme (4). 1l rede a véifier que les nombres (4) sont deux a deux non congrus
modulo ab. Supposons

o + 'YBJ' = oz + v (mod 6b)

Puisque cette congruence e auss sdisfate modulo a dors y = 0 (mod @
entraine «; = a;, (Mod &) d'ou i = k. Nous obtenons donc

Y@ —#)=0  (mod ab). ©

Soit p un diviseur premier figurant respectivement dans les divissurs a & b
avec des exposants a et b> 0. D’ aprés la condition vy(y) = a, (6) entraine
vo(; — B;) = b. Puisque cette inégalité a lieu pour tout diviseur premier p
qui figure dans b avec un exposant > 0, alorsg; = B, (mod b), d’ou j = 1.

Ainsi les nombres (4) forment bien un systeme complet de résidus
modulo ab et par suite le nombre des classes résiduelles de & modulo ab
est égal a rs = N(a)N(b) = N(ab).

Le théoréme 1 est complétement démontré.

Comme dans le § 6-3), pour un divissur quelconque a (entier ou fraction-
nare) du corps K, désignons par a I'idéd correspondant du corps K formé
de tous les nombres a e K divisibles par a. Soit y choisi tel que ya < D.
D’ aprés le corollaire du théoréme 2 du § 2, chapitre 11, I’ensemble ya est
un module du corps K (sous-module de I'anneau D); mais alorsI'idéa a
est auss un module du corps K. S aca, a #0 e S @y, . .., ©, 65 Une base
de I’anneau D, tous les produits aw,, . . ., 2, appartiennent a a et par
suite ¢ contient n = (K : Q) nombres du corps K linéairement indépen-
dants. Nous avons démontré ans que, pour tout diviseur a I'idéd a est un
module complet du corps K. Il et clar que son anneau de dahilisteurs est
I'ordre maximum du corps K. Réciproquement, s A et un module complet
du corps K. dont I'anneau de stabilisateurs est égal a1’ ordre maximum 9D,
aors A satisfait aux trois conditions de la définition d'un idéa (cf. § 6-4)).
Ains I’ensemble de tous lesidéaux a coincide avec I’ ensemble de tous les
modules complets du corps X qui sont associés al’ ordre maximum D.

Au point 1) du § 6, chapitre Il, nous avons introduit |a notion de norme
dun module complet dans un corps de nombres agébriques. On peut donc
parler de la norme de I'idéal a. Montrons que la norme de tout diviseur
est égale alanorme de I'idéal correspondant

N@ = N(U). 7
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Pour les diviseurs entiers, cela résulte du théoréme 1 de ce paragraphe et
du théoreme 1, § 6, chapitre Il. Si le diviseur a est fractionnaire, on peut
trouver y € K* tel que le diviseur (y~Y)a = b soit entier. D’ apres le théo-
tome 2, § 6, chapitre 1, nous avons

N(&) = N(b) | N(y) | = N(b) | N(y) | = N(vb) = N(yb) = N(U)

ce qui démontre la formule (7) dans tous les cas.

Comme application trés Smple de la notion de norme, donnons une edti-
mation précise du nombre w(a) d’ ééments non associés d un ordre maxi-
mum dont la norme est égale a a en valeur absolue (la démonstration du
théoreme 5, § 2, chapitre Il donnait I’ estimation w(a) < a”).

Désignons par J(a) le nombre des diviseurs entiers de norme a. Puisque
les nombres & et B sont associés § e seulement § les diviseurs principaux (a)
et (8) sont égaux, nous avons, d apres la formule (1),

w(@) < Ya).

Cherchons donc une estimation du nombre ¥(a). Supposons
a=p':1...pf’,

pour des nombres premiers p; distincts. Si N(a) = a, alorsa=a, . . . a,

oh q; contient seulement des diviseurs premiers p qui divisent p;. D’ aprés
laformule (2) et la multiplicativité de la norme, nous avons N(a,) = pf",
o ol §(a) = $(py2). . . §( pl)sil suffit donc d'obtenir une estimation de ¢(p").
Soient py, - . ., Pm tousles diviseurs premiers qui divisent p et soient fy, . . . . f,
leurs degrés. D’ aprées I’ égalité

N(pfl o p"m) =pf1x1+ s +fmxm’

m

on e ramené a trouver une esimaion du nombre de solutions de I'équation

f1x1+ P 'I'fmxm:k;
telles que x; = 0. Puisgque 0 < x; < k, le nombre de ces solutions ne
dépasse pas (k + 1y». Mas m< n = (K : Q) et par suite

$@ < (ke +1) ... s + D)

Comme on le sait, I'expression contenue dans la parenthése de droite est
égale au nombre «(a) de tous les diviseurs de a. Nous avons ainsi obtenu
" estimation

o(a) < ¥(@) < (+(@)" ®
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Pour comparer I'edimation (8) a I'edtimation précédente w(@) < a*, rem a-

N , o(a)
quons que, pour tout ¢ > 0 aussi petit que |’on veut, le rapport - tend
vers 0 pour a —» 0.

2) Classes de diviseurs

DEFiniTION. — Deux diviseurs a et b d’un corps K de nombres algébriques
sont dits équivalents, et on note a ~ b, s'ils différent entre eux par un diviseur
principal : a = b(a), a € K*. L’ensemble de tous les diviseurs du corps K
qui sont équivalents a un diviseur donné a s'appelle une classe de diviseurs et
se désigne par [a].

En terme de théorie des groupes, I'égquivalence a ~ b indique que les
divisurs a e b gppatiennent & la méme classe quotient du groupe de tous
les diviseurs par le sousgroupe des divisaurs principaux. L'égdité de deux
classes [a] = [b] équivaut bien entendu a |’ équivalence a~ b.

Pour deux classes de divisaurs [a e [b], posons

[&]. [b] = [ab].

Il est facile de vérifier que le produit ci-dessus ne dépend pas du choix des
représentants a et b et que I’ ensemble des classes forment ainsi un groupe
(commutatif), appelé le groupe des classes de diviseurs du corps K. L’ élé
ment unité est la classe [€] constituée par tous les diviseurs principaux;
I'inverse de la clase [d ed la classe [a].

En termes de théorie de groupe, le groupe des classes de diviseurs est le
groupe quotient du groupe de tous les diviseurs par le sous-groupe de
tous les diviseurs principaux. Le groupe des classes de divisaurs e en pati-
culier son ordre, qui est le nombre de classes de diviseurs sont des impor-
tantes caractéristiques arithmétiques du corps de nombres agébriques K.
Si le nombre des classes de diviseurs est égal a 1, cela signifie que tous les
diviseurs sont principaux et cela équivaut a I’ unicité de la décomposition
en facteurs premiers dans I’ anneau des nombres entiers du corps K (théo-
reme 2 du § 3).

Ainsi, le probléme de savoir si la décomposition des nombres entiers du
cops K en facteurs premiers et unique, est un cas paticulier du probleme
de la dé&ermination du nombre des classss de diviseurs de ce corps. Démon-
trons que ce nombre est toujours fini.

THEOREME 2. — Le groupe des classes de diviseurs de tout corps de nombres
algébriques est fini.
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DEMONSTRATION. — || résulte facilement de la définition de I’ équivalence
des diviseurs que les diviseurs a et p sont équivaents s et seulement s les
idéaux correspondants a et b sont semblables (au sens de la similitude des
modules, cf. 3), § 1, chap. I1). A larépartition des diviseurs en classes de
diviseurs équivdents correspond donc la répatition des idéaux du corps K
(i. e. des modules complets du corps K dont I’ anneau de stabilisateurs est
I'ordre maximum du corps K) en clases didéaux semblables. Mais, d qorés
le théoreme 3 du § 6, chapitre II, le nombre des classss de modules sembla-
bles associés a un ordre donné est fini; le théoréme 2 est ainsi démontré.

Remarque 1. — Le théoréeme 2 a été obtenu trés simplement comme
corollaire du théoreme 3, § 6, chapitre Il et la démonstration de ce dernier
reposait sur le lemme de Minkowski pour un corps convexe. Aing, finae-
ment, la démongration du théoreme 2 repose sur le lemme de Minkowski.

Remarque 2. — L’examen de la démonstration du théoréme 3, § 6, cha-
pitre Il permet d’ obtenir un énonceé plus précis du théoréme 2 : dans toute
classe de diviseurs d'un corps K de nombres agébriques de degré n = 5 + 2¢,

t SO
il exige un diviseur entier de norme < 0%\ 4/| D], D discriminant du corps

(i. e. le discriminant de I’ anneau de tous les nombres entiers du corps K).
En effet, soit [b] une classe quelconque de diviseurs. Il existe un idéa

A = «f7 semblable 2 1'idédl b2 tel que A > D et (A : D) gO% ‘ViDT

(cf. démondration du théoréme 3,§ 6, chap. Il). Puisque I'ided A contient D,
le diviseur correspondant est I'inverse d'un diviseur entier : A = g1,
aentier. Del’égdité a’ = b~ résulte que a(a) = b, i. e. le diviseur entier a
appartient ala classe [b]; par suite (exercice 2),

NE) _——,.3=(a- 2\ =
N2y =@ 9=0: 9 =< (Y VD]

THEOREME 3. — Si le nombre de classes de diviseurs du corps K est égal a h,
alors la Aime puissance de tout diviseur est un diviseur principal.

DEMONSTRATION. — Ce théoréme et un smple cordllare d'un théoreme
Clémentaire de théorie des groupes : I’ ordre de tout élément d'un groupe
fini divise le nombre d'édéments de ce groupe Soit a un diviseur quelconque.
Puisque [a])* est I’ éément unité du groupe des classes de diviseurs, alors
[a¥] = [€] et par suite le diviseur g4 est principal.

N(a) =

CoraLLAIRE.  — Si le nombre h des classes de diviseurs du corps K n’est
pas divisible par un nombre premier / et si le diviseur a’ est principal, alors a est
aussi  principal.

En effet, d aprés I"hypothése, il existe des nombres entiers rationnels u
et vtelsquelu + hv = 1. Puisque les diviseurs of €t gf sont principaux (le
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premier par hypothése et le second d' aprés le théoreme 3), alors g/ et gk
sont auss principaulx; leur produit a+# = q est donc auss principal.
D'arés I'exercice 20, on peut plonger tout corps K de nombres agébri-
gues dans un corps plus grand K tel que tout diviseur du corps K soit un
divissur principd du corps K. Cependant, on ne peut pas dfirmer que tous
les diviseurs du corps K sont principaux; en effet, on a montré récem-
ment (E. S. Golod & 1. R. Chafarevitch) il existe des corps de nombres agé

briques (par exemple K = Q\/ - 35.7.11.13.17.19) qui n’admettent pas
d' extension de degreé fini pour laquelle h = 1. La question suivante est
retée jusgu'a présent ouverte : exiget-il une infinité de corps teds que h = 1 ?
Les résultats connus montrent que ces corps semblent assez fréguents
(cf. tables donnant les vaeurs de h pour des corps quadratiques réds et des
corps  cubiques complétement  réds).

On connait trés peu de résultats généraux sur le nombre h et le groupe
des classss de divissurs pour des corps quelconques (bien qu'on at trouvé
des formules pour certaines classes de corps, par exemple les corps quadra-
tiques ou cycliques, cf. chap. V). Citons cependant le théoréme de Siegel
et Brauer qui affirme que pour tout les corps de degré fixé n, le nombre h
des classes de diviseurs, le rigulateur R et le discriminant D sont liés par la
relation asymptotique suivante :

Log (hR) N

Log /| D |

(R. Brauer, On the zeta-functions on algebraic number fields. Amer. J.
Math., 1947, 69, n° 2, 243-250). Puisque pour des corps quadratiques imagi-
nares, le régulateur est éga a 1, dors (*) entraine que, pour ces corps, h — oo
pour | D | = o0. En particulier, nous obtenons qu'il existe seulement un
nombre fini de corps quadratiques imaginaires tels que h = 1. Dans les
limites des tebles Stuées a la fin du volume, on a en évidence 9 corps qua-
dratiques imaginaires tels que h = 1 (leurs discriminants sont égaux a— 3,
-4, =7, -8 =11, =19, —43, =67, — 163). On a montré qu’'en
dehors de ces 9 corps, il exise au plus un autre corps quadraique imaginaire
td que h = 1, mais on ne sat pas Sil existe effectivement. Dans le cas générd,
la formule (*) ne nous permet pas des conclusions sur la grandeur de h
puisqu’ on ne connait pas le comportement de R.

1 pour |D|—>ow *

3) Application au théoréme de Fermat

Les réaultats qui précédent nous permettent de demontrer le théoreme 1
du § 1 pour une classe dargie d'exposants 1.

THEOREME 4. ~ Soit [ un nombre premier impair et { une racine primitive
de degré I de 1. Si le nombre des classes de diviseurs du corps Q(%) n’est pas




248 THEORIE DES NOMBRES

divisible par /, alors le premier cas du théoréme de Fermat est vrai pour
I'exposant 1

DEMONSTRATION. — Supposons, en contradiction avec le théoréme, qu'il
existe des nombres entiers rationnels x, y, z non divisibles par / et tels que

X4y =z

On peut supposer de plus que x, y, z sont premiers entre eux deux a deux.
Dans I'anneau des nombres entiers du corps Q(C), cette égdité peut sécrire

i-l

|+ Cy) = 2

k=0
Puisque x +y = x' + y' = z/ =z (mod /) et z non divisible par /, dors x4y
n'est pas non plus divisble par I Mas dors comme nous I'avons vu dans

|a démonstration du lemme 5, § 1, pour m == s (mod /), il existe des nom-
bres ¢, et , dans I’anneau Z[] te que

(x + T + (x + T = 1.

Par suite, les diviseurs principaux (x + ¢ky) (k =0, 1, ..., [ —1) sont
premiers entre eux deux a deux. Puisque leur produit est une puissance fieme
(du diviseur (2)), aors chacun de ces diviseurs pris séparément doit étre
une puissance Ji#me, En particulier

x+O)=4a,
ou a est un diviseur entier du corps Q(C). Par hypothése, le nombre de
classes de diviseurs du corps Q) n'est pas divisible par 1 et par suite,

d'aprés le corallare du théoréme 3, le diviseur a et principd, i. e a = (a),
a appartenant a |’ordre maximum D = Z[¢] du corps Q(%). L’ égdité

(x+ L) = ()
entraine que
x+ Cy= e

ou ¢ est une unité de I’anneau D, De maniére analogue, on obtient

x—0z= ela{

(x, € D et ¢ est une unité dans D). Nous avons obtenu des égalités qui,
comme nous |’ avons montré dans le § 1, 3), sont incompatibles (dans cette
partie de la démonstration du théoréme 1, § 1, nous n'avons pas utilisé
I”unicité de la décomposition). Le théoréme 4 est ainsi démontré.

Les nombres premiers impars / tels que le nombre de clases de diviseurs
du corps Q(%) n'est pas divisible par / sont dits réguliers et les autres irré-
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guliers. Kummer a obtenu un critére simple (exposé dans le chapitre V,
§ 6,4)) pemetant de reconnditre § un nombre premier donné ! et régulier
ou pas. Avec ce critére, on peut montrer que parmi les nombres premiers
inférieurs & 100, sauls les trois nombres 37, 59 e 67 sont irréguliers e tous
les autres sont réguliers. Pour se rendre compte de I’améioration obtenue
en remplacant le théoréme 1 du § 1 par le théoréme 4, remarquons que
parmi les nombres premiers impairs < 100, seuls les sept premiers nom-
bres 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 conduisent a un corps Q(T), & = 1, pour lequd
il y aunicité de la décomposition en facteurs premiers dans I'anneau D.

Dans son premier ouvrage, Kummer a émis la conjecture qu'il existait
saulement un nombre fini de nombres premiers irréguliers. Dans un ouvrage
beaucoup plus tardif, il est revenu sur cette conjecture et |I'a remplacé par
la suivante : les nombres réguliers sont en moyenne deux fois plus fréquents
gue lesirréguliers (sur un intervalle assez grand). Récemment, on a véifié
avec des machines a calculer éectroniques que parmi les 550 nombres
premiers impairs < 4001, il en existe 216 irréguliers et 334 réguliers. La
table de tous les nombres premiers irréguliers < 4001 est donnée alafin
de ce livre. Jensen (cf. chap. V, § 7, 2)) a montré qu'il existe une infinité
de nombres premiers irréguliers mais, actuellement, on ne sait pas s'il
exige une infinitté de nombres premiers réguliers.

Le premier cas du théoréme de Fermat pour un exposant 1 est auss lié

au nombre 4, de classes de diviseursdu corps Q(Z + 29 =Q :(cos ?IE )

Il est facile de voir que Q(% + 1) est formé de tous les nombres réels du
corps Q(%). Vandiver a démontré que § le nombre 4, de classes de diviseurs
du corps Q(¢ + ¢, ¢ = 1, n'est pas divisible par le nombre premier /,
aorsle premier cas du théoreme de Fermat est vrai (H. S. Vandiver, Fer-
mat’s last theorem and the second factor in the cyclotomic class number.
Bull. Ame. Math. Soc, 1934, 40, no 2, 118-126). Cependant, on ne sat pas
S'il existe des nombres premiers ! pour lesquels le nombre 4, de classes de
diviseurs du corps Q(Z + ¢*) soit divisible par /; on a seulement verifié
qu'il n’en existe pas parmi les nombres < 4001.

Signdons ici d'autres faits reatifs au premier cas du théoréme de Fermat.
Wieferich a démontré que le premier cas du théoréme de Fermat est vrai
pour tous les nombres premiers ! tels que 2!-* =5 1 (mod ) (A. Wieferich,
Zum letzten Fermatschen Theorem. J. fir Math., 1909, 136, 293-302). Pour
% rendre compte de I'importance de ce réaultat, remarquons que parmi les
nombres premiers | < 200 183, il y en a seulement deux (1093 et 3511)
qui satisfont a la congruence 2!-1 = 1 (mod /) (Erna H. Pearson, Math.
Comp., 1963, 17, n° 82, 194-195). Cependant, on ne sait pas S'il existe ou
non une infinité de tds /. D'autres auteurs ont éabli le premier cas du théo-
réme de Fermat pour tous les ] tels que ¢/~ == 1 (mod /%), ¢ nombre pre-
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mier << 43 (D. Mirimanoff, H. S. Vandiver, G. Frobenius, F. Pollaczek,
T. Morishima, J. B. Rosser). Cela permet de démontrer le premier cas du
théoréme de Fermat pour tous les nombres premiers < 253 747 889
(D. H. Lehmer, Emma Lehmer, On the fird case of Fermat's last theorem,
Bull. Amer. Math. Soc.,, 1941, 47, n® 2, 139-142).

4) Questions d’effectivité

Jusqu'ici, nous navons pas éudié de méhodes de condructions effectives
de diviseurs pour un corps donné de nombres agériques. Puisque les divi-
surs sont complétement  définis par la connaissance des diviseurs premiers
e que ces deniers, a leur tour, sont définis par des vauaions du corps K,
tout revient & construire effectivement tous les prolongements au corps K
de lavaluation v, du corps Q (pour tout p fixé). De plus, en dehors de la
déermination des divissurs premiers, il et important d'avoir un  dgorithme
fini pour cdculer le nombre h de classes de diviseurs du corps K.

Nous montrerons ici qu'on peut construire les prolongements de la
vauation v, et calculer le nombre h par un nombre fini d’ opérations.

Soit O, I'anneau de la valuation v, dans le corps Q (i. e. I"anneau des
nombres rationnels p-entiers, cf. chap. 1, § 3-2)) & D, sa fermeture intégrae
dans le corps K. Tout nombre £ € D, est racine d’un polynéme

th +a, k1. ..+ g

a coefficients a;p-entiers. S nous désignons par m le dénominateur commun
des a;, le nombre m& = a sera une racine du polynéme

t* + magkt+ .. mkay,

acoefficients dans z, i. e. appartiendra a |’ anneau D des nombres entiers
du corps K (I'ordre maximum). Bien entendu, la réciproque est vraie :

S aeDets mest un entier rationnel non divisible par p, aors ;in €D,

Aind, I'anneau D, est I'ensemble des nombres % a€ D e mentier rationne

non divisible par p. Choisissons une base fondamentae o,, . . . , «, du
corps K (i. e une base de I'anneau D sur 2). Alors, d'gorés ce qu'on a wu,
un nombre ¢ € K, écrit sous laforme

E= g+ ...+ a0, (4 €Q),

appartient a I'aneau D, § e seulement S tous les 4; sont p-entiers.

D'arés le théoreme 7 du § 4, nous avons réduit notre premier probléme
(i. e. la construction des prolongements de la valuation v,) a la recherche
d'un systéme complet d' é@éments premiers deux a deux non associés
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T, . . ., o de I'anneal D,. En effet, § on a trouvé de tels déments =;, dors
tout £ e D) admet la décomposition

£= 'Y)thl e ‘n:fn"’ ©)
ou v est une unité de D,. Il suffit pour cela de diviser £ par chacun des =;
jusqu’ a ce que le quotient de la division n’appartienne plus a I’anneau D,,;
au bout d' un nombre fini de divisions, on obtient un nombre » qui N’ est
divisible par aucun des éléments premiers = et par suite ¢'est une unité
dans D,. Puisque tout dément de K et le quotient de deux ééments de D,
(et de D) on obtient de la méme maniére une représentation de la forme (9)

pour tout £ € K*. Mais cda définit toutes les vauations vy, . . . , v, QUi pro-
longent v,. Les indices de ramification e, . . ., e, de ces vauaions sont définis,
comme nous le savons, par la décomposition p = ex’* . . . =™ (¢ Unité
dans D,).

Soit = un dément premier quelconque de I'anneau D,; puisgue les entiers
rationnels non divisibles par p sont des unités de D, on peut supposer que

¢ D. Pour tout « € D, le nombre « + p2x = x ( + 2 ) seraassocié an
T

2
puisque le facteur 1 + P e D, nest divisible par aucun des éléments
T

premiers m,, . . ., m,. Aind nous pouwons choiSr un sydeme complet d'éé
ments premiers non associés deux a deux wy, . . ., T, pami les nombres

X100+ 00+ XpWyp,

avec 0 < x; < p? (i=1 ....n). Puisque le nombre de tels éléments est
fini, on peut trouver pa un nombre fini dopérations le syteme d ééments
premiers cherché on définit par 1a méme les vaudions vy, . . . , V.

Pour trouver les degrés fi, ..., f,desdiviseurspremierspy, . . ., Pm
correspondant aux valuations trouvées v,, . . ., v,,, On peut utiliser le théo-
reme 5, § 5. D’ aprés ce résultat, pour tout éément premier x; € P del'an-
neau D,, NOUS avons

N(TC,') - pfia,

ou a est un entier rationnel non divisible p; ansi, f; = v(N(x)).

Passons a notre second probléme, i. e le cacul effectif du nombre % des
clases de diviseurs.

Dans la remarque 2 qui suit le théoréme 2, on a vu que dans toute clase
de diviseurs il existe un diviseur entier atel que

t

. 2
N(a) Qo—r '\/| | (10)
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(cf. exercice 9). Soient
als....aN (11)
tous les diviseurs entiers du corps K qui satisfont a la condition (10). Le

nombre de ces diviseurs est fini puisguil exige dans K saulement un nombre
fini de diviseurs entiers de norme donnée (pour a fixé, I'égdité
N(pfl Ce p’:’) =a

entraine la finitude de la quantité des nombres premiers p divisibles par p
et des exposants positifs ;). Pour calculer le nombre des classes de divi-
surs, il fat exrare du syseme (11) un soussyséme maxima de diviseurs
deux a deux non équivdents. Pour ce faire il faut savoir reconndtre S deux
diviseurs donnés sont équivalents ou pas. Soient a et b deux diviseurs
entiers. Choisissons dans K un nombre g # O divisible par p et considérons
le diviseur ab~1(8). Les diviseurs a et b sont équivalents s et seulement s
le diviseur entier ab~1(B) est principal. Aind, il faut savoir reconnaitre s
un diviseur entier donné est principd.

Désignons par a la norme du diviseur entier a Dans le chapitre I, § 5, 4),

on a montre qu’on peut, par un nombre fini d’ opérations, trouver dans
I’ ordre maximum D des éléments

Oy ey % (12)

de norme 4 a et tels que tout « € D de norme 4 a soit asocié & I'un d'entre
eux. S le diviseur a est principal, i. e. a= (a) (aeD*), dors|N@)|=a
et par suite, pour un certain i, on aura a = («;). Aing, S on a déerminé
le systeme (12), pour savoir si a est principal il suffit de le comparer aux
diviseurs principaux (ay), . . ., ().

Aing, pour un corps donné K, on peut caculer le nombre A par un nombre
fini d’opérations.

Soit maintenant § un nombre entier primitif d'un corps K de nombres
agébriques, de degré n. L’indicedel'ordre ' = {1, 0, . . ., -1} dans
I’ordre maximum D est appelé I'indice de 6.

LEMME. — Si le diviseur premier p ne divise pas I'indice k du nombre 6,
alors tout nombre entier a € K est congru modulo p a un nombre de I'ordre
D' ={1,0,...,00 1},

En effet, puisquep + k, dorsil existe un entier x tel que kx= 1 (mod p).
Posons 'y = kxa. Puisgue ka € D, alors y appartient auss a D’ et a=y
{mod p).

CoROLLAIRE. == Si P ne divise pas le discriminant D' = D (1, 0, . . ., 6n-Y),
alors tout entier a € K est congru modulo p a un nombre de Iordre

D={190,..., 61},
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S p ne divise pas D', dors p ne divie pas non plus l'indice k du nombre 0
(cdlarésulte de laformule D’ = Dk?, ol D est le discriminant du corps K;
cf. lemme 1, § 6, chap. Il et égdité (12) du § 2 de I'appendice).

Supposons maintenant que le nombre premier rationnel p ne figure pas
dans I'indice du nombre 6 € K. Soient p un diviseur premier de degré f
qui divise p et 9 la classe résiduelle de 8 modulo p. D’ aprés le lemme, le
corps résiduel D/p est engendré par la classe résiduelleé de représentant 0.
Par suite, si xy,. .., xy parcourent indépendamment I'un de I’ autre un
systéme complet de résidus modulo p (dans I'anneau Z), aors, parmi
les nombres

Y= X1+ xzﬁ-‘r RV xfﬂf‘1+ 9f,

il en existe un et un seul qui soit divisible par p. Aprés avoir calculé les
normes N(y), nous pouvons facilement en déduire ceux de ces nombresy
qui sont divisbles par des divisaurs premiers figurant dens p. S par exemple
pourf = 1 nous avons trouvé s nombres 'y dont la norme est divisible par p
seulement au premier degré, nous avons déterminé s diviseurs premiers
figurant au premier degré dans p. Supposons que ces diviseurs premiers
de degré 1 qui figurent dans p ont été trouvés (par la détermination des
nombres 8, . . ., B, de normes pa;, p + a). Prenant maintenant f = 2,
isolons les nombres y dont la norme est divisble par p?; nous pouvons libérer
ces hombres y des diviseurs premiers de degré 1 en les divisant par les B

trouvés précédemment et si, apres cela, N(y) = pﬁi—’ ((bc, p) =1), dorsy

contient un diviseur premier de degré 2. Ce moyen nous permet donc de
trouver tous les diviseurs premiers de degré 2 figurant dans p ; nous choisirons
dors f = 3, ec. Bien entendu, les cdculs sont assez longs. Des précisions
complémentaires sont  données dans les exercices 25-27.

Exemple I. — Déterminons les décompositions des nombres 2, 3, 5, 7
comme produits de diviseurs premiers dans le corps de degré 5 : Q(O), 8¢ = 2
Le discriminant D(1, 6, 62, 62, 04) est égd & 2455 ; par ite, seuls les nombres
premiers 2 e 5 peuvent figurer dans I'indice du nombre 8. Mais le nombre 2
ne figure pas dans cet indice d apres |’ exercice 15. Puisgue 65 = 2, adors
ps = (0) est un diviseur premier de degré 1 et nous avons la décomposition

2=p.
Les égdités
NG =2 NO+1)=3 NO-1)=1 (13
entrainent que dans la décomposition du nombre 3 figure seulement un
diviseur premier de degré 1, p, = (6 + 1); par suite p; + 3, d'aprés le
théoréme 8 du § 5. De plus,

N@+2) =217, NO-—2)= -2.3.5. (14
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La deuxieme de ces égdlités affirme que le nombre 5 admet un diviseur
premier p; de degré 1; d'aprés la divisibilitét de® —2 =6+ 1 — 3 par ps,
nous avons la décompoasition (6 — 2) = p,psps. Le nombre § — 2 satisfait
al’éguation
(6 — 2)° + 10(8 — 2)* + 40(6 — 2)* + 80(6 — 2)2 + 80(6 — 2) + 30 = O.
D'apres I'exercice 9 du § 5 le nomore 5 admet dors la décomposition
5= ps

Le résultat de I’ exercice 15 montre aussi que 5 ne figure pas dans I’indice
du nombre 6; cda dgnifie que I'anneau des nombres entiers du corps Q(0)
coincide avec I'ordre { 1, 6, 62, 62, 64},

La réunion des égalités (13) et (14) donne

N(®+3) =572, N(6—3)=—241

On ne peut pas en déduire directement la décomposition de 7 en facteurs
premiers : le nombre § + 3 est divisible soit par le carré d’un diviseur pre-
mier de degré 1, soit par un divissur premier de degré 2. Mas pour le nom-
bre ¢ - 4= (8 + 3) — 7, nous avons N(§ — 4) = — 2.7.73; par suite
il existe un diviseur premier et un seul de degré 1, p,, qui divise 7, p; + 7.
Pour trouver les diviseurs premiers de degré 2 qui figurent dans 3 ou 7,
considérons les normes des nombres 62 + 6x + y. Nous avons

N(92 + x0 + y) = 2x5 + y> — 10x%y + 10x)* + 4. (15)

Donnant a x et y les vdeurs 0, 1, — 1, nous obtenons 9 nombres dont aucun
n'est divisible par 9. Cela signifie qu'il n'y a aucun diviseur premier de
degré 2 de 3. La formule (3) donne maintenant une seule posshilité pour la
décomposition du nombre 3 :

3= PsPs,
ou p, est un diviseur premier de degré 4. Si nous prenons pour X ety
dans (15) lesvaeurs 0, 4 1, 4 2, + 3, un seul des 49 nombres obtenus
est divisible par 72 :
N(02 420 —3)= 5.7~

Mais 62 + 26 — 3 = (6 4 3) (0 — 1) et nous obtenons ici le carré du divi-
Seur p,; hous pouvons donc écrire la décompostion suivante du nombre 7 :

7= pips
ou p; est un diviseur premier de degré 4.
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Exemple 2. — Considérons le corps cubique Q(0), ¢ — 96 — 6 = 0.
Puisque D(1, 6, 62) = 35. 23, alors, d’ apres | exercice 15, seul 2 peut figurer
dans!’indice de 6 (en fait, on peut montrer que I’ordre{ 1, 6, 62 } est maxi-
mum, mais nous n’ utiliserons pas ce fait). D' apres I’exercice 9, § 5, le
nombre 3 admet la décomposition

3="¥.
Des égdités
NO =6 NO+1)=-—4, NO6-1)=14 (16)
résulte dors que dans le nombre 2 figurent au moins deux diviseurs premiers
de degré 1 distincts, p, €t p; :
(6) = paps, (B — 1) = ppy (17)
Mas, dares I'égdité
O—1p+30—12—60—1)—14= 0,
le nombre 2 et divisible par p,?; par suite
2=pp2 6+ 1= p2 (18)
Les normes (16) e auss
NO+2)=—4, NO-2=16 (19

ne sont pas toutes divisibles par 5. Cela signifie que dans 5 il n'y a pas de
diviseurs premiers de degré 1. Dans le cas présent, cela entraine que le
diviseur principd 5 et premier. Pour trouver la décompostion du nombre 7,
il faut, en méme temps que (16) e (19), consdérer auss les normes

N(®+3)=6  N(—23)=6.

Puisque parmi ces 7 vaeurs il y en a seulement une qui est divishle par 7,
alors 7 contient exactement un diviseur premier de degré 1. Remarquant
que p; 1 7, on peut écrire la décomposition 7 = p,p; oU p; est un diviseur
premier de degré deux.

La méthode utilisée, qui repose sur |’ examen des valeurs des normes de
nombres entiers, donne une série d' équivalences entre diviseurs premiers.
Ces équivdences permettent de diminuer le nombre de diviseurs considérés
dans le systéme (11) d'oll I’ on peut extraire un sous-systéme maximal de
diviseurs deux & deux non équivdents (pour le cdcul du nombre h); parfais,
on obtient ains ce sous-systéme maxima. Ainsi, dans I’exemple 2, en
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liason avec le réaultat de I'exercice 9, le systéme (11) et formé des diviseurs
1 JEE——
entiers de normes < %2 4/32° < 10, i. e des divisaurs :

1, Pz P2y PooPis Pas PP, PaPsPaPss Prs Pos P2Pa 2,Ps5 P (20)

Mais il résulte de (18) que s~ 1 & p, ~ 1 (1 et le diviseur unité). Per
suite, d’aprés (17) et I'égalité (8 + 3) = Pips, on a également p; ~ 1,
p, ~let p, ~ 1 Aind, tous les diviseurs du systéme (20) sont principaux
et par suite pour le corps Q(O), 8° — 906 — 6 = 0, le nombre % est égd a 1.

Parfois (pour des discriminants petits), le systeme de divissurs (11) se
réduit @ un seul diviseur. Dans ces cas, nous obtenons sans cdcul A = 1.
Aind, par exemple, pour le corps Q(O), 6 — 6 — 1 = 0, le discriminant
de la base 1, 0, 0% est égd & — 23; par suite, d'aprés I'exercice 8, § 2, cha
pitre Il, cette base est fondamentde et — 23 et le discriminant du corps.
D’aprés |'exercice 9, dans toute classe de diviseurs du corps Q(B), il existe
un divissur entier de norme

<

di s

1 i
33—2' V23 <2,

et par suite tous les diviseurs du corps Q(0) sont principaux.

Dans le cas des corps quadratiques, le nombre des classes de divisaurs
peut auss ére cadculé en utlisant la méhode de réduction exposée dans
les exercices 12 a 15 et 27 du § 7, chapitre II.

EXERCICES

1. Montrer que dans tout corps de nombres agébriques de degré n, le nom-
bre ¢(a) des diviseurs entiers de norme donnée a et inférieur ou égd au nom-
bre r,(a) de solutions de I'équation x,x; . . . x, = a (x,, . . . , x, parcourent indé-
pendamment I'un de l'autre les entiers natures).

2. Soient a et b deux diviseurs d'un corps de nombres agébriques (entiers ou

fractionnaires) e q et B les idéaux qui leur correspondent. Démontrer que S a est
divishble par b, dors

(6 : @) = N(@p™).

3. Démontrer que deux classes de diviseurs digtinctes contiennent respectivement
des diviseurs premiers entre eux.

4. Pour tout divissur entier a d'un corps de nombres agébriques, désignons
par ¢(a) le nombre de classes résduelles modulo a congtituées de nombres premiers
avec a (générdisation de la fonction d’Euler). Démontrer que S deux diviseurs
entiers a et b sont premiers dors

o(ab) = ¢(a)p(b).
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5. Démontrer la formule
o@ =N [(1 - )

dans laguelle p parcourt tous les diviseurs premiers qui divisent le diviseur entier a

6. Démontrer que pour tout nombre entier « premier avec un diviseur entier q
on a la congruence

@ =1 (mod a)

(géné&disation du théoréme d’Euler). Démontrer que pour tout entier « e pour
tout diviseur premier p d'un corps de nombres agébriques, on a la congruence
oN® = ¢ (mod p),

(générdisation du petit théoréme de Fermat).
7. Démontrer la formule

:Zﬂd:th
a

ol ¢ parcourt tous les diviseurs qui divisent le diviseur a (y compris e et ).
8. Soit£,..., & (s = N(p) — 1) un systéme de résidus modulo p premier
non divisbles par p. Démontrer qu'aors

Ey...Es=— 1 (mod p)
(andogue du théoréme de Wilson).

9. Utilisant I'exercice 2 du chapitre 1l, § 6, démontrer que toute classe de divi-
seurs d un corps K de nombres algébriques de degré » = s + 2 t et de discriminant D
contient un diviseur entier a tel que

1 R
N < (2) % VD,
n
10. Montrer que pour les corps quadratiques de discriminants 5, 8, 12, 13,
—3, —4, — 7, — 11 le nombre des classes de diviseurs est éga a 1.

11. Montrer que le nombre des classes de diviseurs du corps Q(y/ — 19) est
égdl a1

12. Montrer que dans le corps Q(%), ol £ est une racine primitive d ordre 5 de 1,
la_décomposition des nombres entiers en facteurs premiers est definie de maniere
unique.

13. Montrer que le nombre des classes de diviseurs du corps Q(v/ — 23) et
éga a3

14. Soient K, K, & K, les corps cubiques éudiés dans I’exercice 21, chapitre 11,
§ 2. Montrer que le nombre 5 est premier dans les corps K, et K, et se décompose
dans le corps K, en un produit 5 = pp’p” de trois diviseurs premiers digtincts de
degré 1. Montrer de plus que le nombre 11 se décompose en un produit 11 = qq’q”
de trois diviseurs premiers distincts dans le corps K, €t reste premier dans lecorps K,
(Il en résulte que K, K; e K, sont digtincts).

15. Supposons qu'un nombre entier primitif 8 ¢ K et racine d'un polynbme
d’Eisenstein relaif au nombre premier p. Utilisant le résultat de I'exercice 9 du § 5,
montrer que p ne figure pas dans I'indice du nombre 6.

BOREVITCH 17
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16. Soit p un nombre premier inférieur au degré » d'un corps K de nombres
dgéoriques. Démontrer que Sil existe dans K un nombre entier primitif dont
I'indice n'est pes divisble par p, dors le nombre p ne peut pas ére décomposé
dans le corps K en un produit de n diviseurs premiers digtincts de degré 1.

17. Utilisant les exercices 18 e 19 du § 5, démontrer qu'un nombre premier
rationngl est ramifié dans un corps K de nombres d?ébriques (i. e et divishle
par le caré d'un diviseur premier) S & seulement sil figure dans le discriminant
du corps K.

18. Soit p un diviseur premier ne divisant ni le nombre 2 ni le d&erminant §
d'une forme quedratique f (x,, .. ., x,) a coefficients entiers d'un corps K de nom-
bres agébriques. Pour tout entier « € K non divisible par p, posons ¥ =-4+14d
la congruence &* = « (mod p) est résoluble dans I'anneau des nombres entiers
du corps K etoE = — 1 dans le cas contraire. Démontrer que le nombre N de
solutions de la congruence

fl,. ..., x)=0 (mod p)

est donné par les formules :
N = N@)*~!, ¢ nestimpar ;

N = Nep)y* + ((‘ ) 8)N(;o) (N@) —1), d nest pai.

19. Soit a un diviseur d'un corps K de nombres adgébriques et supposons que
am = (a) est principal. Démontrer que dans le corps K(X/a) le divisaur a devient
principd.

20. Démontrer que tout corps K de nombres agébriques admet une extension
fine K/K telle que tout diviseur a du corps K soit un diviseur principa du corps K.

21. Supposons que dans un corps cubique K un nombre premier p se décom-
pose en un produit p = pp’p” de trois diviseurs premiers distincts et soit « un
nombre entier de K. Démontrer que s Tr « = O et pp’|«, dors p”’|« €t par suite p|e«.

22. Démontrer que le nombre de classes de diviseurs du corps Q(0), 6* = 6, est
éga a1 (d'aprés I'exercice 24 du chapitre 11, § 2, les nombres 1, 6, 62 forment une
base fondamentale du corps Q(0)).

23. Démontrer que dans le corps cubique K = Q(e), 62 = 6, il Nexige pas de

nombre « # 0 de la forme X + y8 pour des entiers x et y entiers rationnds tels
que N(o) = 10z® (z est un entier rationnd). En déduire que I'équation

X + 6y = 1023
(et par suite égdement I'équation 3x2 + 42 + 523 = 0) n'a pas de solution non
trivide dans les nombres entiers ratiionnes.

Indication. — Supposons qu'un td nombre a existe, montrer qu'il est nécessai-
rement de la forme « = «,% OU £ est un nombre entier du corps K e o, un des
Sx nombres suivants :

M Ape;  Ape?; hv; Avey  Avel,
Iclx—z—e(N(x)—z) ;L—O—l(N(p.)—5) (6 4+ 0 - 1)2 = 13 4 80 4- 362
~nw =553); e =1 — + 38 est une unité fondamentae du corps K (exer-
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cice 4 du chapitre 11, § 5). Pour la démongtration, utiliser I'exercice 21 en I'gppli-
quant au nombre «f, les exercices 17 et 22 et utiliser auss la décomposition des
nombres 2, 3 et 5 en facteurs premiers dans e corps K. Posant alorsg = u + v6 + wé?,
écrire

o= o= © 4 V6 + Q87
ou @, Y et Q sont des formes cubiques des variables u, v, w, & coefficients entiers.

Montrer que pour chacune des six valeurs ci-dessus de x, I'équation Q(x, v, w) = 0
admet seulement la solution trivide dans les nombres rationnds (et 3-adiques).

24. Soient a et p des entiers naturels, sans carrés, premiers entre eux et sUPpo-
sons d = ab* > 1. Montrer que dans le corps Q(+/d) la décomposition du nom-
bre 3 comme produit de diviseurs premiers s écrit

3=7, s  d==+1(mod9);
3=pq(pP#q, si d=+1(modI).
Indication. — Dansle cas d = 4+ 1 (mod 9), considérer les normes N(e — 1),
N(e), N(o + 1) pour
0=} (e o+ /D),

e=41, =*==x1, ca=qth=1 (mod 3).

25. Soient § un nombre entier primitif d'un corps K de nombres agébriques,
o(t) son polyndme minimai e p un nombre premiier rationnet ne hgurant pas dans
I'indice du nombre 6. Supposons que I'on ait, modulo p, la décomposition

o(t) = 2,7 . . . 9,()™ (mod p)

ol ¢, . . ., 9, SONt des polyndmes & coefficients entiers modulo p, irréductibles et
deux a deux digtincts, de degrés fy, . . ., fy, respectivement. Démontrer que la décom-
position du nombre p en un produit de diviseurs premiers du corps K S écrit

AR KPR X
ou les diviseurs premiers ditincts py, . . -, Py, SONt de degrésrespectifs fi, - - -, Jfm
etg;(0) =0(mod pp),i=1,....m.

Indication. — Utiliser le fait que tout nombre entier de K est congru modulo p;
a une combinaison linéeire a coefficients entiers des puissances 6° (s = 0).

26. Soit p un nombre premier rationnd ne figurant pas dans I'indice d'un
nombre entier primitif § d'un corps K. Démontrer que pour aucun entier ration-

nd X, le nombre 6 + x n'est divisble dans le corps K par un diviseur premier
figurant dans p avec un degré supérieur a 1.

27. Générdisant I'exercice précédent, démontrer (sous les mémes hypothéses)

que pour aucun systeme d'entiers rationnds xg, . . ., X,_; le nombre
O + x,,0r-1 4+ + X
nest divisble par un produit p; . . . ps de diviseurs premiers digincts figurant

danspavecdesdegrésf,, . . ., fytelsquefi+ . . . +fi> 1.
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§ 8. — CORPS QUADRATIQUES

Nous éudierons ici de maniere plus oétallée la théorie des diviseurs pour
un corps quadratique. Commencons par décrire les diviseurs premiers.

1) Diviseurs premiers

Puisque tout diviseur premier divise un nombre premier & un seul, dors
pour décrire tous les diviseurs premiers, il suffit quel que soit le corps de
nombres agébriques, d éudier comment un nombre premier rationnel p
quelconque se décompose en produit de diviseurs premiers. D'apres I'éga
lité (3) du § 7, dans le cas d'un corps quadratique (i. & n = 2), les nombres m
fi e e peuwvent sulement prendre les vaeurs suivantes :

IY m=2  A=fi=1, e = e =1,
20 m= 1, =2, e 1;
3o m=1, =1, e=2

Par suite, nous obtenons dans un corps quadratique trois types de décom-
positions :

1o Pp=pp, N@)=N®)=p p#p;
2 p=v N(p) = %
30 p=p, N®) = »p.

Le théoréme 8, § 5 nous permet facilement de reconnditre le type de la
décomposition d' un nombre p donné.

Dans le chapitre 11, § 7-1), on a montré que tout corps quadratique est
de la forme Q( \/fi), ol 4 et un nombre entier rationnd sans carrés.

Considérons tout d abord un nombre premier p impair. Si p ne divise
pas 4, aorsil ne divise pas non plus le discriminant du polynéme x* — d
dont chaque racine engendre le corps. Par suite, d’aprés le théoréme 8
du § 5 p admet une décompostion du 1er ou du 2e type suivant que le poly-
ndme x? — d e réductible modulo p ou pas. Cea dépend & son tour du fait
gue d est un résidu quadratique modulo p ou pas.

S p|d, dors d = pd, ou d, n'est pas divisible par p puisque d est sans
carés. L'égdité

pdy = (\/d)za (d, p)= 1

montre que tous les diviseurs premiers qui figurent dans p y figurent avec
un degré pair; par suite, p admet une décomposition du 3e type. Aing.
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pour p impair, nous aurons le 1€, 28 ou 3¢ type de décomposition respecti-
vement dans les cas suivants

1o p’rd, (d—)zl,

20 p'rd, ——::-u-l,
op

30 0| d

Remarquons que, puisque le discriminant D du corps Q(4/d) est égal ad
ou & 4d (théoréme 1 du chapitre 1l, §7), on peut, pour toutes ces conditions,
remplacer d par D.

Il reste a considérer le cas p = 2. Supposons tout d’abord que 2 1 d;
d'aprés le théoréme 1 du chapitre 11, § 7, cda a lieu pour D = d = 1 (mod 4).

Il est clair que Q(+/d) = Q(w) ol & =_1;2\/D. Le polyndme minimd
de w est le polyndéme

1-D
x2+x+—T. (1)

Puisque le discriminant de la base 1, » e impar, on obtient, en appliquant
le théoréme 8 du § 5, que 2 admet une décompostion du premier ou deuxieme
type selon que le polynéme (1) est réduit modulo 2 ou pas. |l est évident
que le polyndme x2 + x + a est réductible modulo 2 s et seulement si
2 divissa Aing, s 2 ¥ D, 2 admet la premiére ou la deuxiéme décompo-
sition suivant que D = 1 (mod 8) ou D = 5 (mod 8).

Montrons maintenant que si 2|D, alors, de méme que pour p # 2, on a
le troisieme type de décomposition. En effet, s 2|d dorsd= 2d’,2 1 o', et
de I'égdité

2d' = (W/d), 2td,
réulte, comme dans le cas impar, que 2 a une décompostion du troiseme
type. S maintenant 2 + d, dors d= 3 (mod 4) (théoreme 1 du chapitre I,
§ 7). Dans |'egdité

(1L+4/d) = 2
le nombre entier « = l-ffdJr A/d est premier avec 2 puisque sa norme
_({4dpr  ,_(—dp
N(o) = — d= 2

nNest pes divishle par 2. Par suite 2 admet encore dans ce cas une décom-
position du troisiéme type.
Formulons les résultats obtenus.
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THEOREME 1. ~— Dans un corps quadratique de discriminant D, un nombre
premier p admet une décomposition du type

p=p, N -=p

si et seulement sip divise D.
Si p impair ne divise pas D, alors

P = pp’, p # p” N(p) = N(pl) =p Si =1 :
or
P=p N@=7p, si D - =1
or)

Si le nombre 2 ne divise pas D (cela signifie D = 1 (mod 4)), alors
2-pp, p#p, Np) = N@p)=2si D=1 (mod 8);
2=p, Np) =14 s D=5 (mod ).

2) Loi de décomposition

D’ aprés le théoréme 1, le type de décomposition d' un nombre premier
impair est défini par le résidu de D (ou d) modulo p ou plus exactement

par la valeur du symbole de Legendre (pg) = f; . En liason avec ce fai,

cherchons s'il est possible de formuler le théoréme 1 de telle sorte que le
type de dtcomposition soit défini par le résidu de p modulo une constante
(dépendant  seulement du corps). Nous utiliserons la loi de réciprocité pour
le symbole de Jacobi.

Le symbole de Jacobi

¢
b

b impar postif premier avec c. La loi de réciprocité pour ce symbole afirme

que o
-7 ()

(la démongtration, pour ¢ < 0, se raméne au cas d' un numérateur positif).
Soit p un nombre impair premier quelconque. Si d = D = 1 (mod 4),

aors
B-0-c" @) -(5) o

puisque d — 1 est pair. St maintenant d = 3 (mod 4), alors

R R L

est défini, comme on le sait, pour ¢ impair et




THEORIE DE LA DIVISIBILITE 263

puiszqueg—é—I est impair. Enfin, pour d = 2d’, 2 + d’, nous avons

D d ) d’) P:3+P;}.d';1( p )
=== =)= Dss = =z (). ( 4 )

(p) (p) (p)(p =1 fd'|
La vdeur du symbole de Jacobi (l dl) ou (l 7 l) dépend du résdu de p
modulo|d|oujd |.S d=1(mod 4), C est-a-dire dans |e cas ou |e discri-

minant D du corps Q(+/d) et égal & d, alors 0% dépend seulement du
résidu de p modulo | d|=|D |.S d= 3 (mod 4) et par suite D = 44,

~1
alorsog dépend du résidu dep modulo| d| mais aussi du nombre (- 1) 2

i. e du résidu de p modulo 4; ains, O.E dépend findlement du résidu de p

modulo 4 | d| = D. Enfin, s d=2d",D = 4d = 84, alors(ld,l
_p-1
du résidu de p modulo | o | de (- 1) 2 (i. e. du résidu de p modulo 4)

-1

et de (- 1) & (i. e du résidu de p modulo 8). Par suite, dans ce cas,

) dépend

(?) dépend du résidu dep modulo 8| d’ | =| D |. Nous avons donc montré

que, dans tous les cas, le type de décomposition d'un nombre premier
impair p est défini par son résidu modulo | D | puisgue tous les nombres
premiers qui ont le méme résidu, i. e. qui appartiennent & une progression
arithmétique du typea+|D | x, ont le méme type de décomposition. Cda
N’ est pas évident a priori €t est une importante loi de décompoasition des
nombres premiers dans un corps quadratique.

Pour formuler cette loi plus clairement, considérons, pour les nombres
entiers x premiers avec le discriminant D, la fonction x(x) définie par

\ (l—i}l) pour d=1 (mod 4)
W)= (=D (I—Z-) pour  d=3 (mod 4)
/(_ 1) » T _(I - l) pour d=2d' )

X-1 x*—-1
(danslecas d= 2, 3 (mod 4), les expressions (- 1) * et (-1) ¢ ontun
sens, puisque, d aprés la parité du discriminant D = 44, le nombre x est
impalir).
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Dans le raisonnement ci-dessus qui montre que, pour p impair, la
valeur Og dépend seulement du résdu de p moduo | DJ, nous n'avons nule

part utilisé le fait que p est premier. Nous obtenons donc que y(x) dépend
seulement du résidu de x modulo| D |. De plus, on vérifie facilement que
s (x, D) =1et (x, D) =1, dors y(xx") = xX(X)X(x"). Tout cela montre
que la fonction y e un homomorphisme du groupe multiplicatif des classes
résiduelles modulo | D | des éléments premiers avec D dans le groupe
d'ordre 2 formé des édéments 4+ 1 & — 1. De telle fonctions définies sur les
nombres premiers avec D e ne Samulant pas sont appelées des caracteres
(quadratiques)

DEFINITION. -Le caractére modulaire y, modulo | D | dont les valeurs y(x)
pour x premier avec D sont définies par les égalités (5) s’appelle un caractére
quadratique du corps Q(/d).

Revenant aux égalités (2), (3) et (4), nous voyons que p premier impair
ne divisant pas D admet une décomposition du premier ou deuxiéme type
sdonquey(p)=+1ou 1. Ceréaultat est auss vrai pour p = 2; en effet,
s 24D, dorsD =1 (mod 4) et par suite y(2) = (%_I) qui est égal a+ 1
pour D =1 (mod 8) et a-- 1 pour D = 5 (mod 8).

THEOREME 2. — En termes du caractére x d’un corps quadratique Q(\/gl),
la décomposition d’un nombre premier p en produit de diviseurs premiers est
définie par les conditions suivantes :

P=pp, 4#9p, Np)=N@)=p sixp =1
p=p N(@)=p si y(p) = — 1,
P=p, Np)=r si y(p) = 0.

Tous les nombres entiers rationnels sont donc divisés en trois groupes
suivant la valeur prise par le caractére y; chacun de ces groupes est une
réunion de classes résiduelles modulo | D |.

Une tdle loi de décompostion, ol le type de la décompostion et défini
seulement par le résidu du nombre premier modulo une constante, existe
pour d'autres corps que les corps quadratiques, par exemple pour les corps
cyclotomiques (cf. chap. V, § 2-2)). Pourtant, tous les corps de nombres
algébriques ne possédent pas une telle loi.

La connaissance des lois de décomposition dans les corps de nombres
algébriques permet de résoudre de nombreux problémes de théorie des
nombres (cf. par exemple le chapitre V, § 2); il serait donc intéressant de
svoir quels sont les corps qui admettent une loi de décompostion du type
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ci-dessus. La réponse a cette question constitue la théorie du corps de
clases, on montre que ces corps sont les extensions normaes du corps des
nombres rationnels dont le groupe de Galois est abélien. Tous les corps
quadratiques ont pour groupe de Galois un groupe cyclique d ordre 2.
Un exemple trés simple de corps non abéien est un corps cubique dont le
discriminant n’est pas un carré parfait, par exemple le corps Q(9),

B—-0—-1=0,

Pour ce corps, il est impossible de trouver un nombre N tel que le type de
décompostion d'un nombre premier p comme produit de diviseurs premiers
dépende seulement du résidu de p modulo N.

La théorie du corps de classes résout d'ailleurs une question beaucoup
plus générale que celle qui précede. Elle décrit la loi de décomposition des
diviseurs premiers d'un corps quelcongue k de nombres algébriques en
facteurs dans une extension K/k si le groupe de Galois de cette décompo-
sition est abélien (nous avons cité ci-dessus le cas ou k = Q). Cette théorie
admet de nombreuses applications en théorie des nombres. Aind, dle permet
d'éendre les théorémes démontrés au chapitre premier (relatifs aux formes
quadratiques a coefficients rationnels) aux formes quadratiques a coeffi-
cients dans un corps quelconque k de nombres algébriques, d interpréter
de maniére plus profonde la théorie des genres que nous avons éudiée
au point 4), de démontrer le théoréme d' existence de diviseurs premiers
dans une classe donnée de diviseurs, etc... On pourra se référer aux livres
suivants :

H. Hasse, Bericht Uber neuere Untersuchungen und Probleme aus der
Theorie der agebraischen Zahlkdrper. Juhresbericht d. Deutschen Mathemna-
tiker Vereinigung. Teil 1 (Klassenkorpertheorie), 1926, 3, 1-55; Teil Ia
(Beweise zu Teil 1), 1927, 36, 233-311; Teil || (Reziprozitatsgesetz), 1930,
Erganzungsband 6, |-204.

C. Chevaley, Sur la théorie du corps de classes dans les corps finis e les
corps locaux. J. Fac. Sci. Imp. Univ. Tokyo, 1933, 2,n° 9, 366-476.

- E. Artin et J. Tate, Class field theory, Princeton, 1961.

! On connait tres peu de résultats sur les lois de décomposition des nom-
L bres premiers dans les corps dont le groupe de Gaois et non abdien.

3) Représentation des nombres
par des formes quadratiques binaires

Dans le chapitre 1, § 7-5), nous avons vu qu'il exise une correspondance
biunivogque entre les classes de formes quadratiques binaires strictement
équivalentes et les clases de modules semblables (au sens grict) d'un corps
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quadratique (dans le cas D < 0, on conddére seulement les formes définies
postives). D'autre pat, d'aprés le théoréme 6 du § 6, les modules complets
asociés a l'ordre maximum (i, e les idéaux du corps) correspondent biuni-
voquement aux diviseurs. On Sattend donc a des liens éroits entre la théorie
des diviseurs d'un corps quadratique et la théorie des formes primitives
dont le discriminant coincide avec le discriminant du corps.

II faut éendre aux diviseurs la correspondance entre les classes de formes
et les classes de modules et changer la notion d’ équivalence des diviseurs.

DErnimion. — Deux diviseurs a et b d'un corps quadratique Q(4/d) sont
dits équivalents au sens strict s'il existe un nombre a s 0 dans le corps Q( \/z_i)
tel que N(a) > 0 et a= b(a).

Puisque pour les corps quadrdiques imaginares, la norme de tout éément
non nul et postive, dors, dans ce cas I'équivalence des diviseurs au sens
strict coincide avec la notion habituelle d' équivalence (définition, § 7-2)).
Les mémes raisonnements que pour les modules (cf. chap. I, § 7-5)) montrent
que, dans un corps réd Q(4/d), 1a nowele notion déquivdence des divi-
seurs coincide avec I'ancienne § e seulement S la norme d'une unité fonda
mentale ¢ du corps Q( \/ﬁ) est égdea — 1. S maintenant N(E) = + 1,
aors toute classe de diviseurs pour I’ équivalence ordinaire se décompose
exactement en deux classes de diviseurs équivalents au sens strict. Alors
le nombre  de classes de diviseurs au sens drict est fini et lié au nombre &
de classss de divisaurs (au sens usud) par la rdation :

= h pour d<O;
= h pour d>0, N(E)=+1;
h= 2h pour d>0, N(E) = - 1.

oS ]

Le théoréme 4 du chapitre 1I, § 7, appliqué aux modules associés a I'ordre

maximum du corps Q(4/d) de dicriminant D peut ére reformulé de la
maniere suivante : les classes de diviseurs (au sens gtrict) d'un corps qua-
dratique Q(4/d) sont en correspondance biunivoque avec les classes de -
formes quadraiques binaires primitives de discriminant D drictement  équi-
valentes (définies positives pour D < 0).

Essayons d' appliquer les résultats des points 1) et 2) ala représentation
des nombres par des formes hinaires.

D’ apreés le théoréme 6 du chapitre I1, § 7, le nombre entier naturel a est
représentable par une certaine forme de discriminant D s et seulement S'il
exige dans le corps Q(\/c_l) un diviseur entier de norme a (nous savons que
la norme d’'un diviseur est égale a la norme du module correspondant).
Mas les normes de tous les diviseurs entiers sont caractérisées par le théo-
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reme 2. En efet, la norme N(p) d'un diviseur premier p est égde au nombre p
s y(p) = 0 ou x(p) = 1 et au carré du nombre premier p s x(p) = — 1.
Par suite, e nombre a est la norme N(a) d'un diviseur entier a= | pav

du corps Q(4/d) si et seulement si tous les nombres premiers p tels que
x(p) = — 1 figurent dans a avec des exposants pairs.

Nous pouvons donner d’ autres formes de cette condition en utilisant le
symhole de Hilbet que nous avons défini au chapitre premier, § 6-3). Cacu-

lons (‘%)) pour tous les nombres premiers p qui ne divisent pas D. Soit

a= p*bh ol b n'est pas divisible par p; d aprés les propriétés du symbole
de Hilbert, nous avons

. D b, D\ (D\* [D\*

=R =G e wesenso
b-1 D-1 D1 Di-1

(a,ZD)Z(_ D v e (=15 =12 pourp=221D

(dans le cas p = 2,2 + D, le cdcul résulte de la congruence D = 1 (mod 4)).
Les formules obtenues démontrent la deuxiéme patie du théoréme suivant.

THFOREME 3. — Pour qu’un nombre naturel a soit représentable par au
moins une forme binaire de discriminant D, il faur et il suffit qu'il ne contienne
pas de nombres premiers p, tels que x(p) = — 1, avec un exposant impair.
Pour cela, il faut et il suffit que

(a,pD) = +1 pour tout p+1 D,

Puisque les nombres entiers a et gb? sont sSimultanément représentables
ou pas pa les formes de discriminant D, nous pouvons nous limiter a I'é&ude
des nombres a sans caré.

S p#2, p+Detp+a, aors, comme nous le savons, (%—I-)) = L 1;
par suite le théoréme 3 impose seulement un nombre fini de conditions au
nombre a portant sur les résdus des divisaurs premiers du nombre a (sans
carré) modulo | D |.

On peut obtenir fecilement le théoréme 3 & patir du théoréme 7 du cha
pitre I1, § 7. La démonstration donnée, qui repose sur le théoréme 2, met
en évidence le lien qui existe entre la représentation des nombres par des
formes de discriminant D et la décomposition en facteurs dans le corps
quadratique correspondant.

Ce résultat ne nous satisfait cependant pas entiérement. En effet, nous
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aurions amé avoir un critere de représentabilité du nombre a par les formes
dune clase donnée de formes drictement équivdentes, dors que le théo-
reme 3 donne une condition de représentabilité de a par une forme d'une
clase beaucoup plus vaste. Posons donc le probléme suivant : est-il posshle
de diviser les classes de formes en ensembles digoints de telle sorte que,
pour tout a, toutes les formes qui représentent ce nombre a (S'il en existe)
gopatiennent & un des ensembles ci-dessus ? Une telle répartition des classes
de formes a été trouvée par Gauss; ce probleme est lié al’ é&ude de I’ équi-
valence rationnelle des formes quadratiques.

DEFINITION. — On dit que deux formes quadratiques binaires primitives
de discriminant D appartiennent au méme genre si elles sont rationnellement
équivalentes.

Puisque des formes équivalentes sur Z le sont ausd rationndlement, toutes
les formes d' une méme classe appartiennent au méme genre. Ainsi, tout
genre et une réunion de clases de formes il en résulte en particulier que le
nombre des genres de formes (de discriminant D donné) est fini.

Dans le chapitre premier, § 7-5), on aintroduit, pour toute forme binaire
rationnelle non singuliére, des invariants e,(f) (p nombre premier ou le
symbole o). Dans le cas considéré ici des formes primitives f de discri-

minant D, leur déterminant est égal a — ZD et par suite

e =(2F),

ou a # 0 est un nombre quelcongque représentable rationnellement par la
forme f.

Soit G un genre de formes. Puisque toutes les formes de G ont les mémes
invariants, NOUS POUVONS Poser

ep(G) = ep(f )s

ou f est une forme quelconque du genre G.

Soit a un nombre # O représentable par laforme £, D’ apres le deuxiéme
argument du théoréme 3, nous aurons e(f) = (‘_’_’.F;.Q): 1 pour tout
p premier ne figurant pas dans D. De plus, g,(f) = 1 puisque dans le cas
D < 0 nous consdérons seulement des formes définies postives. Par site,
pour tout genre G de formes de discriminant D, nous avons

e =1 pour ptD e p=oo ©6)

Tout genre G est donc défini de maniére unique par les invariants e,(G)
ou p parcourt tous les diviseurs premiers du discriminant D.
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La condition de représentabilité des nombres par les formes d’ un genre
fixé G peut Sénoncer ans :

THEOREME 4. — Pour gu’un nombre entier positif a soit représentable
dans z par une forme d’un genre G, il faut et il suffit que I’on ait pour tout p

I'égalité
(a, D) _ ¢,(G)
P

DEMONSTRATION. — La nécessité de la condition est évidente. S pour un
. . , D
certain a nous avons (a—;)—D)ze,,(G) pour tout p, dors, dapres (6), (ap ):1

pour tout p 4 D. Mais dors, dans ce cas, d'aprés le théoréme 3, le nombre a
est représenté par une certaine forme f de disoriminant D et puisque

A0 <2)- o0

f appartient au genre G. Le théoreme 4 est démontré.

L'intérét du théoréme 4 est qu'il caractérise la représentabilité du nom-
bre a par une cetane forme d'un genre G au moyen du résidu du nombre a
modulo | D | (& condition que a soit représentable par au moins une forme

de discriminant D, i. e. a condition que (a’pD

) = 1 pour tout p + D).

En effet, toutes les valeurs(fz-’P—D), pour p divisant D, dépendent seule-

ment du résidu de a modulo | D |. Dans le cas ol la décomposition des formes
en genres coincide avec la décompostion en classss (i. e lorsque tout genre
est formé d’ une seule classe) |e théoréme 4 donne la solution « idéale y» du
probleme de la représentation des nombres par les formes hinaires.

Dans le cas général, on ne peut pas amdliorer le résultat. Cela signifie :
considérons un ensemble de classes de formes de discriminant D (d’'un
ordre maximum) qui ne soit pas une réunion de genres; il n'existe pas de
nombre m tel que la représentabilité d’' un nombre par au moins une forme
de notre ensemble dépende seulement du résidu de ce nombre modulo m.
En paticulier, s un genre contient plus d'une classe, on ne peut pas carac-
tériser les nombres représentables par une clase en termes de leurs résidus
modulo un certan nombre. La démondration de ces résultals et une conse-
quence de la théorie du corps de classes en utilisant le fait suivant (en se
limitant a des nombres premiers) : on peut interpréter la représentabilité
d’un nombre premier par les formes d'un certain ensemble de classes en
termes du type de décomposition de ce nombre premier dans un certain
corps L. Ce corps L aura un groupe de Galois abélien sur le corps des
nombres rationnels quand I’ensemble des classes de formes considéré
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et une réunion de genres (cf. H. Hasse, Zur Geschlechtertheorie in quadra-
tischen Zahlkorpern. J. Math. Soc. Japan, 1951, 3, no 1, 45-51).

Recherchons maintenant e nombre de genres. Soient p,, .. ., p,tous les
diviseurs premiers, deux a deux distincts, du discriminant D. D’ aprés (6),
tout genre G est défini par la donnée des invariants ¢; = ¢,,(G). Ces inva-
riants ne sont pas quelconques puisque s f est une forme de G et a#0
un nombre représentable par £, nous avons (formule (17), chap. Ier, § 7)

e...e,= He,,(G) = H(a’pD) =1

(dans les produits, p parcourt tous les nombres premiers et le symbole o),
Montrons que la relation ains obtenue

e...e=1 @
pour des nombres e; = + 1 est non seulement nécessaire mais aussi suffi-
sante pour que ces nombres soient les invariants d'un certan genre G.
Désignons par k; I’ exposant avec lequel p, figure dans D (k; = 1 pour
pi#2etéga a2 ou3pourp,=2). Pour touti =1, ..., S0it g unentier
non divisible par p; et tel que (a' D

-—~—) = ¢; et Soit a un entier défini par les
congruences

Pi
a=a, (mod pf,‘i) l<i<y)

Pour tout a satisfaisant a ces congruences, nous avons (d’ aprés les pro-
priéés du symbole de Hilbert)

(a, D) (a,», D)
=|—1]1=¢;.
Di Di )

*|1 faut montrer qu’ on peut trouver a satisfaisant a la condition supplémen-

a., ) - L s ..
Cai re( —) = 1 pour tout p + D. Nous utiliserons |e théoreme de Dirichlet
p

sur les nombres premiers dans une progression arithmétique (cf. chap. V,
§ 3). Puisque toutes les valeurs possibles de a sont premiéres avec D et
constituent une classe résiduelle modulo D = 11 pf,‘i, aors, d apres le théo-

reme de Dirichlet, il existe parmi celles-ci un nombre premier impair q.
Nous aurons

£~

D
(q’ ):1 pour piD, p#2 et p#gq;

q-1 D-1
(q,zD) =(-1) * ® = 1 pour 2+D.
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g, D
q

La relation H(q’ D) = 1nousdonnedors e, . . . e (

):l;par
p

p
suite, d’apres (7), (q,qD) = 1.
Aing, il existe un entier naturel a (et méme premier) tel que

Di

D'aprés le théoréme 3, a est représenté par une cetaine forme f de discri-
minant D; s on désigne par G le genre qui contient cette forme, alors

(a’D)ze,.(lgigt)et (a’pD)zl pour p+D.

£,(G) = (a,pD

Ceci démontre I'existence d'un genre admettant des invariants donnés a
'avance (qui sdtisfont a la relaion (7). Puisque le nombre de tous les sys
temes possibles de valeurs e; = 4 1 satisfaisant a la condition (7) est éga
a 21 il exige 21 genres de formes de discriminant D. Formulons le
résultat obtenu.

)=ei a1<i<gy.

THEOREME 5. — Soient ps, ..., p, tous les diviseurs premiers (deux a deux
digincts) du discriminant D du corps quadratique Q(\/;z') Pour tout systéme
de valeurs ¢; = 4 1 (1 < i < t) satisfaisant & la condition e, . . . ¢, = 1,
il existe un genre G de formes de discriminant D tel que e, (G) = ¢;. Le
nombre de tous les genres de formes de discriminant D est égal a 2:-1,

Remarque 1. — Lathéorie des genres éudiée ici pour les formes dont le
discriminant est égal au discriminant D de I’ ordre maximum d'un corps
quadratique peut aussi étre faite pour les formes de discriminant D f 2.

Remarque 2. — S tout genre de formes de discriminant D f 2 < O est
formé saulement d'une classe, dors on peut caculer smplement le nombre
de représentations des nombres entiers premiers avec f par une forme don
née de discriminent D f 2 (cf. exercice 18). La table des vaeurs des discri-
minants D f 2 < 0 dont les genres sont condtitues chacun d'une seule classe
est donnée a la fin du livre. On ne sait pas actuellement s cette table
épuise toutes les vaeurs des discriminants négatifs pour lesquels chaque
genre de formes et composé d'une seule classe on a seulement démontré
gu'il n'existe qu'un nombre fini de tels discriminants. Pour D £ ? pair, les

nombres — %}: ont été déterminés par Euler et sont appelés nombres
« convenables » d’Euler; ils ont été utilisés par lui pour trouver de grands
nombres premiers, grace a la propriété suivante : si le produit ab de deux
nombres naturels a et b premiers entre eux est égd a I'un de ces nombres et S

la forme ax® 4+ by? représente le nombre ¢ d'une seule maniére (pour X e y

¥
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premiers entre eux), alors ce nombre ¢ est premier (cf. exercice 19). Par
exemple, la différence 3 049 — 120 y2 est un carré seulement pour y = 5;
cela signifie que le nombre 3 049 est représenté de maniére unique par la
forme x2 + 120 y* :

3049 = 7 + 120. 5%

g pa ite et premier. Par cette mé&hode, Euler a pu éablir que de nom-
breux nombres étaient premiers.

4) Genres de diviseurs

Les résultats obtenus au point 3) sur les genres de formes donnent des
indications sur la sructure du groupe des classes (au sens drict) de diviseurs
d’un corps quadratique. Définissons pour cela les genres de diviseurs.

D’ aprés le théoréme 6 du § 6, atout diviseur a (entier ou fractionnaire)
correspond biunivoguement I’idéal a des nombres du corps qui sont divi-
sibles par a. Dans le cas d'un corps quadratique, a toute base { «, 8 } du
module a satisfaisant a la condition (10), chapitre 11, § 7, correspond une
forme primitive

N(ax + £y)

fe 9 ==

8
Par passage a une autre base du module a (avec la méme condition (10) du
chapitre 11, § 7), laforme f est remplacée par une forme strictement équi-
vaente. L'égdité (8) associe donc au diviseur a une classe de formes dric-
tement équivalentes. Cette application établit une correspondance biuni.
voque entre les classes de diviseurs (au sens drict) e les classss de formes
de discriminant D strictement équivalentes.

DEFINITION. — Deux diviseurs d’un corps quadratique appartiennent au
méme genre si les classes de formes correspondantes appartiennent au méme
genre de formes (i. e. sont rationnellement équivalentes).

Puisque a des diviseurs équivalents au sens strict correspond la méme
classe de formes, chaque genre de diviseurs est une réunion de plusieurs
classes de diviseurs (au sens dtrict).

Nous désignerons encore par la lettre G le genre de divissurs oui corres
pond au gere de formes G. Les invaiants (G) désigneront les invariants
analogues du genre de formes correspondant; nous avons les formules

eG) = ( , 0
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ol a et un divissur quelconque du genre G. En effet, d'aprés la définition

a, D

desinvariants, e,(G) = 5 ) oU a est un nombre rationnel 3 O représen-

table par laforme f(x, y) du type (8) correspondant au diviseur a. Mais
la forme N(ax -- By) représente tous les carrés des nombres rationnels, en
particulier N(a)2. Par suite, f(x, y) représente N(a) et cela démontre la
formule  (9).

Le genre de diviseurs G, dont tous les invariants sont égax a 1 et appelé
le genre principal. Tous les diviseurs a du genre principal sont caractérises

par les conditions(hj(—agii)) = 1 pour tout p. Il en résulte que le genre

principal est un groupe pour la multiplication des diviseurs; ¢’ est un sous-
groupe du groupe de tous les diviseurs Il est clar qu'un genre quelconque G
et une clase résdudle aG, sdon le sousgroupe G, (a et un diviseur quel-
conque du genre G). Mas I'ensamble de toutes les classes résidudles sdon
le sous-groupe G, et le groupe quotient du groupe de tous les diviseurs par
le sous-groupe G,. L’ensemble de tous les genres est donc muni d'une
structure de groupe ; on |’ appelle le groupe des genres. D’ apreés le théo-
réme 5, |’ ordre du groupe des genres est égal a2:-1, ou ¢ est le nombre de
divissurs premiers didincts du diviseur D.

Donnons une caractérisation directe des genres de diviseurs (ne faisant
pas appel aux formes correspondantes).

THEOREME 6. -— Deux diviseurs a et a d'un corps quadratique appartiennent
au méme genre si et seulement S'il existe un nombre y du corps, de norme > 0,
tel que

N(ay) = N(@)N(y).

DEmoNsTRATION.  — Choisissons dans lesidéaux a et q, des bases { a, f }
e { a, P, } stifasant & la condition 10 du chapitre 11, § 7. Aux diviseurs a
e a correspondent les formes

VACTN) Néo%(ﬁy), ﬁ(x,y):-N(“‘g(i:f‘y).

D'agorés le théoreme 11 du § 1 de I'appendice, les formes f et f; sont ration
nellement équivdentes § e seulement Sil exise au moins un nombre ration-
nel # O représentable simultanément par ces formes, i. e. lorsgue

NE) _ NE

N(@)  N(ay)

(E.n El :7é 0)

Le théoréme en résulte.

BOREVITCH
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Pour les diviseurs du genre principal, nous avons I'importante caracté-
risation suivante.

THEoREME 7. — Un diviseur a appartient au genre principal si et seulement
S'il est équivalent au sens strict au carré d'un diviseur.

DEMoNSTRATION. — S0it a un diviseur appartenant au genre principal.
Puisque le diviseur unité appartient au genre principa, aors, d' apres le
théoréme 6, il existe un nombrey tel que N(a) = N(y). Remplacant a par
le diviseur équivdent a(y=?), nous pouvons supposer que N@ = 1. Décom-
posons le diviseur a en un produit de diviseurs premiers; nous separerons
les diviseurs premiers p; pour lesquels il existe un autre diviseur premier p;
de méme norme (décompostion du ler type en utilisant la terminologie du
point 1)) des diviseurs restants q; :

a=[ [ Tay
i j

Puisque N(p;) = N(p}) = p; et N(g) = ¢/ (00 r; = 1 ou 2), |a condi
tion N(a) = 1 nous donne

Hp';ﬁf”il_j—[q;ﬁ =1.
1

Les nombres premiers p; et g; sont distincts deux a deux et par slite b, = — g
et g =0 cequ dgnifie :
a = . lp?"p’i_a".

Mais p;p; = p; et par suite p; ™" ~ p;; il en résulte que
o~ ([ Torf
i

(le dgne ~ désigne I'équivdlence des diviseurs au sens drict).

Inversement, si a ~ b2 i. €. a = b(«), N(@ > 0, alors N(a) = N(P)
ou B8 = N(b)«, i. €, d' aprés le théoréme 6, a appartient au genre principal.

Le théoréme 7 est démontré.

Congidérons maintenant le groupe € des classes de diviseurs au sens grict.
Si atoute classe C e € nous faisons correspondre le genre G qui contient
cette classe, nous avons défini un homomorphisme du groupe des classes €
sur le groupe des genres. Son noyau et I'ensemble des classes qui sont conte-
nues dans le genre principa G,. D’ apres le théoréme 7, la classe C' est
contenue dans le genre principd § e seulement § Cest le caré d'une cer-
taine classe de €. Ains |le noyau de I’ homomorphisme du groupe € sur le
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groupe des genres est le sous-groupe {2 formé des carrés C? des classes C € (.
Appliquant le théoréme des noyaux (de la théorie des groupes) et rappeant
que le groupe des genres est d'ordre 2/~1, nous obtenons le résultat suivant :

THEREME 8. -Le groupe quotient /€2 du groupe € des classes de diviseurs
au sens strict par le sous-groupe des carrés est d'ordre 2:-% ou t est le nombre
de diviseurs premiers distincts du discriminant D du corps quadratique.

Le théoréme 8 donne d'intéressantes informations sur la structure du
groupe ¢. D'gpres le théoreme 1 du § 5 de I'appendice, le groupe ¢ est décom-
posble en un produit direct de sousgroupes cycliques. Du théoréme 8
résulte dors facilement que parmi ces sousgroupes, t — 1 d'entre eux sont

dordre par. Nous obtenons en paticulier le résultat suivant

CoroLLAlRE.  -Le nombre des classes de diviseurs (au sens strict) est impair
si et seulement si son discriminant contient seulement un nombre premier.

De tds corps sont Q(v/— 1), Q(v/2), R/ — 2), RV p) avec p pre-
mier de la forme 4n + | et Q(1/— d) avec q premier de la forme 4n + 3,

Les fats ci-dessus font partie du tres petit nombre de résultats connus
sur la dructure du groupe des diviseurs.

EXERCICES

1. Démontrer que le caractére ¥ d'un corps quadratique de discriminant D
sexprime, en termes de symbole de Hilbert, par la formule

X(a)zﬂ(‘b;), @D)=1.

pID

2. Démontrer que pour tout entier y et un corps quadraique, premier avec le
discriminant D, la congruence

x* = N(y) (mod D |)

est toujours résoluble.

3. Les classes modulo | D | des nombres congrus aux normes des nombres
entiers d'un corps quadratique qui sont premiers avec le discriminant D forment
un sous-groupe H du groupe G des classes modulo | D | des nombres premiers
avec | D |. Démontrer que I'indice (G : H) est égd & 2t en désignant par ¢ le nom-
bre de diviseurs premiers digtincts du discriminant D.

4, Soit H* le groupe des classes résiduelles modulo | D des nombres congrus
aux normes des diviseurs entiers d'un corps quadratique qui sont premiers avec D.
Démontrer que (G : H*) = 2.

5. Démontrer que pour tout nombre y de norme positive d'un corps quadra-
tique de discriminant D on @, pour tout p,

D)1




276 THEORIE DES NOMBRES

6. Démontrer que des idéaux entiers a et b premiers avec D gppatiennent a
un méme genre S et seulement Sil exise un entier y tel que

N(a) = N()N(®) (mod | D |).

7. Montrer que dans un corps quadraique réd dont le discriminant contient
sulement un nombre premier, la norme d'une unité fondamentde et égde
a- 1.

8. Démontrer que tout automorphisme différent de I'identité ¢ : & — «® d'un
corps quadratique Q(+/d) définit de maniére unique un automorphisme .
a — qo du groupe des diviseurs tel que (xs) = (a)s pour tout « # 0. Expliquer
comment opéere I'automorphisme a sur les diviseurs premiers,

9. L’automorphisme ¢ du groupe des divisaurs défini dans I'exercice 8, induit
de manigre naurdle un automorphisme a : C — Co du groupe € des classes
de diviseurs (au sens drict). S a € C, dors Ce et la clase qui contient as. Une
cdasse C et dite invariante s Ce = C. Démontrer qu'une clase C est invaiante
S e saulement s C? est une classe principae.

10. Démontrer que le sous-groupe du groupe & des classes de diviseurs (au
sens drict) formé des classes invariantes est d'ordre 2¢+1 (¢ est le nombre de divi-
seurs premiers digincts du  discriminant).

11. Démontrer que s, dans un corps quadratique, N(8) = 1, dors il exide a
td que

N(o) >0, B:j:%;

12. Montrer que dans toute clase invariante C, il exise un diviseur a tel
que as = a

13. Soient p,, . . ., p, tous les diviseurs premiers deux a deux distincts oui divisent
le discriminant D. Montrer que dans toute classe invariante C, il existe exactement
deux représentants du type

pil...piki ls.i

1<...<ik<t(k=0,1,...,t)

14. Le sous-groupe des classes invariantes contenues dans un genre principa
s décompose trividement comme produit direct de groupes cycliques d'ordre 2.
Démontrer que le nombre de ces facteurs cycliques est égd au nombre d’inva-
riants du groupe des classes de € (au sens drict) qui sont divisbles par 4 (pour
la définition des invariants d'un groupe abdien fini, cf. gopendice § 5-)).

15. Démontrer que le nombre de diviseurs postifs ¢ du discriminant D qui
sont sans carré et qui satisfont & la condition

(%)) —1  pour tout p,

est de la forme 2. Montrer de plus que le nombre des invariants du groupe des
classes de € qui sont divisibles par 4 est égd a « — 1.

16. Soit m un entier naturel premier avec I'indice f d'un ordre D, contenu
dans I'ordre maximum d'un corps quadratique Q(+/d). Démontrer que le nom-
bre de modules de Q(+/d) d’ anneau de stabilisateurs Dy qui sont contenus dans Dy
et de norme m est égal au nombre de diviseurs entiers de norme m du corps Q(+/d).
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17. Démontrer que le nombre de diviseurs entiers du corps quadratique Q(v/d)
de norme m est éga a

> 1),

rim

ol y est le caractére du corps Q(4/d) ; r parcourt tous les diviseurs du nombre m.

18. Soit gy(x, y), - - -, g{x, y) un systéme complet de formes quedratiques primi-
tives positives deux a deux non éguivaentes de discriminant D f2 < O (D discri-
minant de I’ordre maximum du corps Q(4/d)) et soit m un entier naturel premier
avec f. Démontrer que le nombre N de représentations du nombre m par toutes
lesformes gy, . . ., g, €t donné par la formule

N= KZX(’),

rlm

6 pour D=-3, f=1;
4 pourD =-4, f=1;
2pour Df? . -4.

19. Soient g(x, y) une forme positive de discriminant D T 2 < — 4 et ¢ un entier
naturd premier avec D T 2 Supposons que tout genre de form& de discri-
minant D T ¢ et formé d'une saule classe. Démontrer que S I'équation g(x, y) = ¢
a exactement quatre solutions en nombres x, y entiers premiers aors le nombre g
et premier.

20. Avec les notations de I'exercice 11 du chapitre I, § 7, démontrer que le
nombre j, des classes de modules semblables (au sens usuel) d'un corps quadra-
tique asaocle al'ordre Dy est donné par la formule

hf~hfn( 7(17))

ou y est le caractére du corps quadratique (p parcourt tous les diviseurs premiers
du nombre f).

21. Montrer qu'un nombre premier est représentable par la forme x2 + 3y? o
et seulement Sil est du type 3a + 1.

22. Montrer que la forme x? - 5)* représente tous les nombres premiers du
type 10n - 1 et ne représente pas les nombres premiers du type 10n - 3.

23. Montrer que la forme x2 + 2y? représente un entier naturd m pour des
entiers x, y premiers entre eux S et seulement S m est du type

r

ro

_ oAl &

m=2 pl1
avec « = 0 ou 1, chacun des nombres premiers impairs p; &ant de laforme 8x + 1
ou 8n + 3.

24. Démontrer qu'il existe des corps quadratiques (réds ou imaginaires) admet-
tant un nombre arbitrairement grand de classes de diviseurs.

25. Soient py, . . ., py tous les nombres premiers distincts qui figurent dans le
discriminant D du corps quadratique Q(+/d). Les égdités

s D .
(p}. )=<— LY a<iji<s)
7
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définissent une matrice (a;) & déments dans le corps des résdus modulo 2. Dés-
gnons par ¢ le rang de cette matrice (dans le corps GF(2)). Démontrer que les
nombres des invariants du groupe des classes de diviseurs (au sens drict) du

corps Q(W/d) qu sont divisbles par 4 et égd a s —p — 1.

26. Soient p et ¢ des nombres premiers, p = 2 et ¢ == p (mod 4) ; démontrer
que le nombre de dlasse de diviseurs du corps Q(v/ — pq) est divishle par 4 s
e saulement s oi =1

27. Soient py, .. ., ps. des nombres premiers digincts de la forme 4n 4+ 1 et
supposons d = p; ... py = 1 (mod 8). Démontrer que tout genre de diviseurs
du corps Q(y/ — d) contient un nombre par de classes.

28. Soit Q(4/d) un corps quadratique réd dont le discriminant ne contient
aucun nombre premier de la forme 4n 4+ 3 e soit ¢ une unité fondamentde du

corps Q(+/d). Démontrer que s le genre principa des diviseurs du corps Q(v/d)
contient un nombre impair de classes (au sens grict), dors NE) = — 1.

29. Soit p un nombre premier de la forme 8z + 1. Démontrer que le nombre
de classes de diviseurs du corps Q(4/ — p) et divisible par 4.




CHAPITRE IV

METHODE LOCALE

Au § 7 du chapitre premier nous avons démontré le théoréme de Min-
kowski-Hasse sur les représentations de zéro par des formes quadratiques
rationnelles. La formulation de ce théoreme et sa démonstration utilisent
les plongements du corps Q des nombres rationnels dans les corps Q, de
nombres p-adiques e dans le corps Q , des nombres réds, i. e les plonge-
ments dans tous les compléés du corps Q. La méhode de résolution d'un
probléme de théorie des nombres par plongement du corps considéré dans
son complété s appelle la méthode locale. Cette méthode donne des résul-
tats non seulement pour le corps des nombres rationnels mais auss pour les
corps de nombres agéoriques. La méhode locde et auss un outil fonda
mental pour |’ étude des corps de fonctions algébriques.

Dans ce chapitre, nous éudierons une série de résultats en liaison avec
la méthode locale pour un corps quelconque; nous étudierons ensuite,
comme application, la représentation des nombres par des formes incom-
plétes (cf. définition chap. I1, § 1-3)). On parlera du théoréme remarquable
de Thue dfirmant qu'une équation f (x, ») = ¢, ol f (X, ¥) et un polyndme
homogéne a coefficients entiers, irréductible, de degré = 3, a seulement un
nombre fini de solutions en nombres entiers. Thue Iui-méme a démontré
ce théoréme a l'ade de la théorie des approximations rationndles des nom-
bres algébriques. La démonstration utilisant la méthode locale est due a
Skolem. Dans la démonstration de Skolem on impose une condition au
polyndme f (x, y), mas cette méhode est préférable car elle permet o aborder
en général le probléme de la représentation des nombres par des formes
décomposables incomplétes. Plusieurs remarques a ce sujet sont faites dans
le § 6-4).

Expliquons sur un exemple I'idée essentielle de la méthode de Skolem.
Supposons que I'on veuille démontrer que I équation

X+dp=c )]
(oU ¢ e d sont entiers e d n'est pas un cube) a un nombre fini de solutions

dans les nombres entiers. Considérons le corps cubique Q(0), 6 = v/ d.
Nous pouvons aors écrire I’ équation (1) sous la forme

N(x + yb) =c. (¥))
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Aind nous sommes ramenés a la recherche dans le module incomplet { 1, 6 }
du corps Q(6) des nombres de norme donnée. Plongeons le module { 1, 6 }
dans le module complet { 1, 6, 62 } qui coincide dans ce cas avec son anneau
de stahilisateurs D. Larésolution de I’ équation (2) équivaut a la recherche
des « € D, de norme ¢, pour lesgquels le coefficient z est nul dans la repré-
sentation o = X + y6 + z6%. Mais le probléme de |a recherche dans un
module complet de tous les nombres de norme donnée a déja été résolu
(théoreme 1 du chapitre 11, § 5). Ici, pour e corps Q(8), nous avons s = 1,
t = 1 puisque le polyndme x* — d a une racine rédlle et deux racines imagi-
naires conjuguées. Par suite, il existe dans I'ordre D une unité ¢ de norme + 1
et un systéme fini de nombres y,, . . ., px de normes c tels que tout a € D
de norme c s écrive de maniére unique sous la forme y,e* pour un certain
i= 1 ., ketuncertain entier rationnel », Soit « un des nombres ;.
Pour ‘démontrer la finitude du nombre de solutions de I’ équation (1), il
suffit maintenant de montrer que parmi les nombres pex il en existe seule-
ment un nombre fini du type x + 9,

Considérons, en méme temps que le corps Q(0), ses conjugués Q(6")
et Q(8") et, pour tout a e Q(6), désignons par a € Q(6’) et a” € Q(8") les
conjugués de a S nous posons

pet = x + y0 - z62,
alors, par passage aux nhombres conjugués, Nous aurons
we=x+ yb + 2072
p'e" = X 4 yb" + z0"2,
Nous pouvons tirer la valeur de z de ces trois égalités :
L = yoe¥ 4 g + ype’y,

ol Yo Y1, Yo SONt des nombres (différents de zéo) du corps K = Q(8, ©’, 6").
Larésolution des équations (1) ou (2) nous conduit ains & larésolution

de I"équation
Toe ¥ e+ e’ = 0 d

par rapport a1’ entier rationnel . On s attend a ce que I’ équation (3) n'ait
quun nombre fini de solutions mais c'est difficle a démontrer directement.
La méthode de Skolem consiste a considérer |a partie gauche de I équa-
tion (3) comme une fonction F(u) anaytique dans un domaine p-adique.
S I’équation (1) a une infinité de solutions entiéres, aors la fonction F(u)
aune infinité de zéros entiers. Mais, dans le chapitre premier, § 3, 4), nous
avons vu que les entiers p-adiques forment un ensemble compact et par
auite la fonction F(u) et égde & 0 sur une suite infinie de nombres ayant une
limte (dans son domaine de déinition). Dans la théorie des fonctions ana-
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Iytiques d'une varigble complexe, on montre un théoréme d'unicité d apres
lequel une fonction analytique possédant cette propriété est identiquement
nule. La démondration de ce résultat se transcrit mot @ mot pour les fonc-
tions analytiques p-adiques. Ainsi, lafonction F(u) doit étre identiquement
nulle, d'ou une contradiction.

On voit dga dans cet exemple que les nombres p-adiques habituds intro-
duits dans le chapitre premier ne suffisent pas. Puisque les nombres v, vi, va,
e, &', ¢" dans |’ équation (3) sont algébriques, il est nécessaire de développer
I'andogue de la théorie des nombres p-adiques pour un corps k de nombres
dgéoriques a la place du corps Q des nombres rationnels & pour un diviseur
premier p du corps k & la place du nombre premier p. Le § 1 de ce chapitre
et consacré a cette générdisation.

§ 1. — CORPS COMPLETS POUR DES VALUATIONS

1) Complété d’'un corps pour une valuation

Dans le chapitre premier, § 4, nous avons vu qu'a tout nombre premier p,
i. e a tout divissur premier du corps Q des nombres rationnels, correspond
une mérique p-adique ¢, du corps Q ; le compléé de Q pour cette métrique
est le corps Q, des nombres p-adiques. Pour définir la métrique ¢,, nous
n’avons utilisé aucune propriété du corps Q en dehors de I’ existence de la
valuation p-adique v, (cf. formule (1), chap. IeT, § 4). Nous pouvons donc
construire des compl étés analogues pour un corps k s celui-ci admet une
théorie des diviseurs. En effet, S le diviseur premier p du corps k correspond
alavauation v, = v, choisissant un nombre réel ¢, 0 < < 1, nous pou-
vons définir sur k une métrique ¢ = ¢, en posant

o(x) = @ (xek); )

suivant la méthode du chapitre premier, § 4-1), nous pouvons maintenant
congtruire le complété k = k, du corps k pour cette métrique (Il est clair
que la fonction (1) est une métrique). Le corps k, est appelé le complété
p-adique du corps k. Le complété k = k, ne dépend pas de |a théorie des
diviseurs considérée puisqu'’il est complétement défini par la donnée de la
valuation v = V,; par suite, nous |’ appellerons auss le complété de k pour
la valuation Y. Dans ce paragraphe, nous éudierons certaines propriétés de
ces complétés e de leurs extensons finies.

Soit k£ le complété du corps k pour une valuation Y. Montrons que la
valuation v se prolonge de maniére unique en une valuation de k. En effet,
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nous avons vu dans le chapitre premier, § 4) que la mérique ¢ du corps k
(cf. (1)) est prolongeable en une métrique ¢ du corps k de telle sorte que
Sacketa =lima,a €k, dors @a) =lim ¢(a,). Mais dans ce cas,

n—>o n-w

0 est I'unique point d’ accumulation de I’ ensemble des valeurs ¢(a), a € k ;
par site, la suite { ¢(a,) } ou bien tend vers 0 9§ a = 0 ou hien est condante
a patir d'un certain rang 9 a # 0. La suite w(a,,) tend vers I'infini pour a = o
ou et condtente a partir dun cetain rang pour a s 0. Nous pouvons donc
poser

Ja) =1lim v(a,).

n—»>w

Il est maintenant facile de vérifier que la fonction w(«) (dont la valeur ne
dépend pas du choix de la suite { a,, }) est une valuation du corps k et
v(a) = v(a) pour tout a € k. 11 est évident aussi que la métrique ¢ du corps k
est liée alavaluation v par larelation

o) = p¥@), a€k.

Dans la suite, comme nous I'avons fait pour le corps des nombres p-adi-
ques (cf. chap. Ier, § 3-4)), nous définirons la convergence dans le corps k
au moyen de la valuation v (ala place de la métrique ).

Soit © I'aneau de la vauation v, i. e I'anneau de tous les déments a e k,
tels que v(a) = 0 (cf. chap. Ill, § 4-1)). Montrons que |’adhérence O de
I’anneau © dans le corps k est I'anneau de la valuation v (I’ adhérence A
dun sousensemble A < k et I'ensamble de tous les ééments de kqui sont
les limites de suites d’ @éments de A). En effet, s ae O, dorsa=Ilima,

>0

avec a, € O ; par suite ia) = lim v(g,) = 0. Réciproquement, supposons

n—> 0

W) = 0. Puisque a est limite d' une suite d’ @éments de k, alors pour tout
entier naturel p, il existe un dément a,, € k tel que v(x = a,) =n. On a
aorsa = lim a, et

n->w
Wa,) = Wz —@ —a)=min(Y(@),vz—a)=0 iease O

Ceci démontre notre argument.

D’ apres le théoreme 2 du chapitre 111, § 4, il existe seulement, aassocia-
tivite pres, un dément premier & qui est caractéisé par la condition v(x) = 1
Cet élément sera également premier dans I’anneau D (puisque v(z) = 1).
Désignons par 2, et X; les corps résiduels respectivement des valuations v
et v (cf. fin du chapitre 111, § 4-1)). Puisque la congruence modulo r dans
I’anneau © équivaut ala congruence anal ogue modulo = dans I’ anneau D,
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dors il existe un isomorphisme naturel du corps Z, dans le corps Zs. Par
ailleurs, pour tout « € O, il existe un dément ae O tel que Wz —a) = 1,
i.e.a=a(mod =); and |'application ¥, — Z; est un isomorphisme sur
tout le corps Z;. On peut donc identifier les corps Z, et .

2) Représentation des éléments sous forme de séries

Nous supposerons dans ce point que k est un corps complet pour la
valuation v (i. e un corps complet pour la mérique (1)). L'aneau © de la
valuation v s appelle dans ce cas I'anneau des éléments entiers du corps k.
Nous désignerons par & un élément premier fixé de I’ anneau O.

Dans ce cas, nous appellerons le corps résiduel = de la valuation v le
corps résiduel du corps k.

Les siries dans le corps k possadent toutes les propriétés démontrées pour
les s&ies p-adiques dans le chapitre premier, § 3-4); en paticulier, le théo-
réme 8 du chapitre premier, § 3 S applique.

Lesa, (m< n< o) éant des éléments entiers fixés, considérons la série

i o, @
n=m

Puisque v(a,n") = v(,) + 1 = n, dOrs a,x* — 0 pour n — oo, i. €. le terme
générd de la série (2) tend vers zéro. La séie (2) converge donc & sa somme
et égde a un catan dément de k. Réciproquement, tout éément de k edtil
représentable comme somme d’ une série du type (2) et dans |’ affirmative
es-il possble (comme dans le corps des nombres p-adiques, cf. théoréme 10,
chap. Ier, § 3) de trouver une représentation canonique de ce type pour tout
édément de k ? La réponse & ces deux quedtions et affirmative.

Choisissons dans I'anneall £ un systéme complet S de résdus modulo .
Nous supposerons que 0 € S, i. e que I'on a pris 0 comme représentant de
la classe des éléments de O divisibles par .

THEOREME 1. = Soient k un corps complet pour une valuation v, £ I'anneau
des éléments entiers du corps k, 7 un élément premier dans O et S un systéme
complet de résidus (contenant 0) de I'anneau O modulo w. Alors tout élé-
ment a € k est représentable comme somme d’une série

a= »an, 3)

o"]
i=m

oll @; € S(M < i < o) et une telle représentation est unique (pour = et S fixés).
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[+
DEmoNsTRATION. — Pour « = 0 nous avons la représentation 0 = ZO.X’.
Supposons a # 0; s v(a) = m, dors w(gz—) = 0. L’ élément a=— de O est
congru modulo & un certan éément de S, soit a,,. Puisque ar — g, = r&,
£eD, dors
a= ag,nm 4 Exm+1,

Supposons que pour n > m, on at obtenu la représentation
a= @ur" + .+ Gt T

avec g;eS (M<K i<n—1),m,eD. Choisissons a, € S tel que v, = a
(mod 7). Puisque 1, = @, - Nas1T Magr € O, dOrs a admet la représentation

a= g™+ ...+ @QE"+ Nyt

Continuons ce processus indéfiniment. Puisgue v(»,x") = n, alors y=" - 0
0
pour n - o ;ansd a = Za,-ni.
Si tous les coefficients a, ne sont pas nuls dans la série (3), on peut sup-
poser a, # 0. Dans ce cas v(g,,) = 0 puisque tous les déments de O qui
ne sont pas divisibles par = sont des unités. Mais alors

«K
v(Zaﬂr") = v(@,=™) = m.
i=m
Qn a donc unicité de la représentation pour a = 0. Supposons maintenant
gue pour a# 0 nous avons deux représentations :

a= air (a5, ai € S).

’

aiTCi =

s\

i=m i
S a,, #0¢€t g, # 0, dors, daprés ce qui précéde, m = m’. Supposons

que nous avons demontré que g; = g; PoUr m<i <n (z = m). Multi-
plions I’ égdité

w0 o
Eaﬂr" = ;a{n" par z=n,

B

i=n i=n

Passant a la congruence correspondante modulo = on obtient a, = a, (Mod =)
et puisque a,,, a, €S, on a a, = g,,. Le théoréme 1 est démontré.

Remarquons quesik = Q,,x =petS={0,1,...,p — 1}, le théoréme 1
donne le théoréme 10, chapitre premier, § 3.
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Coraare. = Avec les notations du théoréme 1, tout éément entier « € k
s écrit de maniére unique sous la forme

a=a+ant+...+ar"+...(8€9. @)

Il est facile de voir que le théoreme 9 du chapitre premier, § 3, Sapplique
aux séries du corps k. On peut donc gouter et multiplier les sries conver-
gentes suivant les regles usudles de I'andyse; en particulier, nous pouvons
manipuler les sies du type (2) comme des séries de puissances de =. Remar-
quons cependant qu'en appliquant les régles daddiion & de multiplication
aux séries du type (3), on peut obtenir une série du type (2) dans laguelle
les coefficients a, n'appatiennent pas au syséme de ré&sidus S; il faut dors,
pour obtenir une <&rie du type (3), remplacer chague coefficient a, € O par
son résidu a,, € S défini par |'égdité a, = a, + =vy,, en goutant, a chague
éape, I'dément v, € O au coefficient suivant.

Remarque 1. — La représentation des ééments d'un corps vaué complet k
par des séries du type (3) dépend bien entendu du choix du systéme S de
représentants. Parmi I'ensemble de tous les systémes possbles de représen-
tants, il existe, dans certains cas, des systémes « melleurs » que les autres, qui
sont fermés multiplicativement ou qui sont des sous-corps du corps k
(cf. les exercices 7 a 11).

Remarque 2. — Les résultats obtenus ici sont des généralisations des
résultats anaogues dans les corps de nombres p-adiques (cf. chap. Ier, § 3-4)).
Cependant, comme c'est prévisible, le théoréme 6, chapitre premier, § 3,
n'est pas vral pour des corps valués complets quelconques; il est conservé
saulement pour les corps k tds que le corps résdud de la vauation soit fini.
Il en est de méme des théorémes 1 e 2 du chapitre premier, § 5, dans lequel F
est un polynéme & coefficients dans O. Par contre, la démonstration du
théoréme 3, chapitre premier, § 5, se transpose presque sans changement au
cas dun corps vadué complet quelconque k. Dans la suite, nous utiliserons
le corallaire de ce théoréme sous la forme suivante : Soient F(X) un polynoéme
a coefficients entiers de k et & un entier de k tel que F(£) = 0 (mod =) et
F'(¢) == 0 (mod =); il existe alors un élément entier 6 de k tel que § =6
(mod =) et F(8) = 0.

3) Extensions finies d’'un corps valué complet

Soit k un corps complet pour une vauation v, Soit K une extenson finie
du corps k, de degré n. D’ aprés le théoréme 5 du chapitre I11, § 4, il existe
une vauation v de K qui prolonge vo,. Nous dlons montrer que, dans ce cas,
il existe un seul prolongement v tel que K soit complet pour la valuation .
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Soient L un sousensemble du corps K qui soit un espace vectorid sur
le corps k et oy, . ... w; une base de L sur le corps k. Tout dément o € L
Séurit dors de maniére unique

a= 0 + ... + [tRON (ai Ek) (5)
S v(a)=N (@@ =1,..., s), dors, darés les propriétés des valuations,
V(@ = min v(g;;) = eN + min v(w;)

en désgnant par e l'indice de ramification de la vaugtion v par rapport
a v, (cf. définition chap. Ill, § 4-3)). Montrons que, réciproquement, les
coefficients g; dans la décompostion (5) sont auss petits que I'on veut par
rapport & v, pourvu que I'dément a € L soit suffissmment petit par rapport
a v (Reppdons que les déments « pelits » par rgpport a une métrique du
type (1) sont carectérisés par de grandes vaeurs de la vduation v). Plus
précisément, cda dgnifie que pour tout N on peut trowver M td que l'iné
gdité v(a) > M entraine les inégdlités ve(a;) >N (i =1, ..., 9. Pour 5 = 1,
cest évident. La démondration dans le cas générd Seffectue par récurrence
ur s Soit § > 2 e supposons, en contradiction avec notre argument, que
pour un cetan N il exise des ééments a € L avec des vaeurs de v(a) auss
grandes que lI'on dédre, telles que I'un au moins des coefficients a; de la
formule (5) stifase a I'inégdité v(g;) < N. Il et dar que I'on peut sup-
posr que cest le premier coefficient a, qui satifat a cette inégdité. Pour
tout entier naturel k, nous pouvons alors trouver un élément ox € L tel
que v(o) = k - eN e td que le coeffidient o défini par la décomposition
oy = a(lk)ml +...+ agk)ms, afk) € Kk,
sisfase a Iinégdité ve(a®®) < N. Considérons la suite { B } définie par

1

B =l = 0+ BPoy + . .+ P, (6)

Puisque

WB) = v(m) — ew(al’),  dors  vE) > k.

Les différences

8

Bk+1 —_— Bk = Z{b§k+1) — b;(k))wi

i=2

appartiennent  toutes & un sousespace de dimenson § — | (engendre par
les déments w,, . . ., wy) €t on a

(Br 11 — Br) = min (v(Bx11); v(Bw) >k,
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i. € (B4, — Br) = CC pour k — oo, Mais aors, par hypothése de récur-
rence, NOUS aurons aussi, pour tout i = 2, . . ., s,

y(pETY — b)) > w0, pour k — .

Par suite, du fait que le corps k est complet (cf. théoreme 7, chap. Ier, § 3),

la suite § b {_, converge vers un certain éément b; € k. Passant a la
limite pour k — oo dans I’ égdlité (6) et remarquant que g, — 0, on a

&)1+b2ﬁ)2+. o +b50‘)s:01

ce qui contredit I'indépendance linéaire des déments a,, . . . , w, Sur le corps k.
Notre argument est démontré.
Prenons maintenant pour L tout le corps K. Si une suite { o } d'éé-

ments de K est une suite de Cauchy, i. €. v(ex_; — ax) — o pour k — o,

alors, d aprés ce qui précéde, toutes les suites | a*’ {°, définies par les

décompositions
— (kK (3
o0 = aPo, + . ..+ aPo, (afk) € k) @

(0, . . -» ©, €St une base de K sur k) sont convergentes dans le corps k.
Mais dors la suite { @, } est aussi convergente, ce qui démontre que le corps K
est complet pour la valuation y. De plus, nous vayons que la convergence
dans le corps K pour la vaudion v est définie sans ambiguité a partir de la
convergence dans le corps k (pour la vauation v).

L’ unicité du prolongement de la valuation v, au corps K découle facile-
ment de cette derniére remarque. En effet, soit v un autre prolongement
différent de v. D’ aprées I’indépendance des valuations dans le corps K, il
existe un éément a tel que v(a) > 0 et v'(a) = 0. La suite { ¥ } est conver-
gente vers 0 pour la vauation Y, mais ne sera pas convergente par rapport
a la vdudion v' (puisque v'(e%*+1 — ok) = V'(a — 1) ne tend pas vers I'infini).
On obtient une contradiction puisque, d’ aprés ce qu'on vient de vair, la
convergence dans K et indépendante du choix du prolongement .

Nous avons démontré |e théoréme suivant.

THEREME 2. — Soient kK un corps complet pour une valuation v, et K une
extension finie. Il existe seulement un prolongement y de la valuation v, au
corps K. Le corps K est complet pour v et, pour toute base oy, . . ., w, de

I'extension K/k, une suite { ax }, 2 € K, est convergente si et seulement si

toutes les suites ; a® §, 1 <i <n, définies par les décompositions (7),

convergent dans le corps k.
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4) Eléments entiers

Revenons sur la correspondance entre I’anneau £ des éléments entiers
d'un corps complet k pour la vauaion v, € I'aneau D des ééments entiers
d'une extension finie K/k. Puisgue la valuation v, admet un seul prolonge-
ment v au corps K, aors, d aprés le théoreme 6 du chapitre 111, § 3,
I’anneau D (i. e. I'anneau de la vauation v) coincide avec la fermeture
intégrele de 'anneau O dans le corps K. Par suite, la norme N(a) = Ng(«)
de tout dément a € D appartient a © et la norme N(E) de toute unité ¢
de I'anneau D est une unité de I'anneau O. Soit maintenant a ¢ D.
Puisque «~1 e D n’est pas une unité dans D, aors N(«*) = N(«)~ appar-
tient & O et n'est pas une unité dans O©. Mais alors N(a) = (N(x))~
n’ appartient pas a I’anneau O. Nous avons démontré |e théoréme suivant.

THEOREME 3. ~ Pour qu’un élément a d’une extension finie K/k d’un corps
valué complet soit entier, il faut et il suffit que sa norme Ng () soit un élé-
ment entier dans k.

CoROLLAIRE. —— Un élément ¢ € K est une unité de I’'anneau D si et seule-
ment si sa norme N(E) est une unité de I'anneau O,

Les anneaux O et D admettent bien entendu une théorie des diviseurs.
Désignons par p et B des diviseurs premiers de ces anneaux. Le degré rési-
duefdu diviseur B par rapport a p, i. e le degré (Z : Zg) du corps résdue X
du corps K sur le corps résidud %, du corps k Sappele auss le degré résiduel
de I'extension K /k. De la méme maniére, |’ indice de ramification e du divi -
seur P par rapport a p est appelé lindice de ramzjication de I'extension K/k.
S =, et = sont des éléments premiers respectivement des anneaux O et D,
dors, comme nous le savons

Ty — T, @®

ou ¢ est une unité de I’anneau D.

Soit §, un certain systéme complet de résidus de I’ anneau © modulo 7.
Comme ci-dessus, nous supposerons que O € §,. |1 est facile de voir que §
les classes résiduelles wy, . . . , op de = forment une base de I'extenson Z/Z,,
dors I'ensemble S formé des combinasons linéaires

oy + ..+ Groy ©

olta,....a parcourent, indépendamment I'un de l'autre tous les ééments
de S,, et un systéme complet de résdus modulo = dans I'anneau D.
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DEFINITION. — Une base 0,,. ... 8, du corps K sur k est dite fondamentale
si tous les 6; sont entiers et si tout élément entier « ¢ K admet une décom-
position

o= ab +...+ ab, (a: k)

avec des g; entiers dans k.

THEoREME 4. — Soient k un corps complet pour une valuation v, et K une
extension finie d’indice de ramification e et de degré résiduel f. Soient de
plus Z, et X les corps résiduels des corps k et K respectivement. Si & est un
élément premier de I'anneau des éléments entiers du corps K et ay, . . ., @y
des classes résiduelles de ¢ formant une base de X sur Z,, alors le systéme des
éléments

o, i=1...,f; =0, 1, .. .el (10)
est une base fondamentale de I'extension K/k.

DEmonsTRATION. — Montrons tout d’abord que les ééments (10) sont
linéairement indépendants sur k. Raisonnant par |’ absurde, supposons que

f oe-1
Y s

2, 2 aver - 0.

j=1 j=0

pour des ééments non tous nuls a; € k. Nous pouvons supposer que tous

les a; sont entiers et que I’un d’entre eux au moins est une unité dans O

(Sil nen e pas ang, il faut multiplier I'égdité ci-dessus par une puissance

convengble de I'dément =, € 0). Soit j, (0 < jo < e ~ 1) le plus petit indice

pour lequel il existe iy (1 < iy < f) tel que g;;, Soit une unité de O. Par
/

suite, i j < ji, alors vy(a;) = 1 pour tout i. Puisque de?»,- # 0, alors

i
la somme Za,,-om,- N’ est pas divisible par = et par suite, pour I’ éément

i=1
J

Y= Zaijnmmh,

i=1
nous avons
S,
vY) = Jo + \<Zaij,,°)i) = Jo
i=1
D’autre part,
S
Y= — a7,
(o} Cc
i=1jyJjo

BOREVITCH 19
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Si J < jOa dOT‘S
vagor!) = f 4 v(a;) = evya;) = €> o

Si maintenant j > j, aors

v(gom) =] + vay) =] > Jo
Par suite,

v(y) = min w(azemd) > jo.
j#in

La contradiction obtenue démontre I'indépendance linéare des déments (10)
sur le corps k.

Soit maintenant a un élément quelconque de D. D’ aprés le corollaire du
théoréme 1, nous avons la congruence

a=5& +&m+ .+ E_yme? (mod =),

ol les &, sont des ééments d'un systéme fixé S de réddus (modulo =) dans
I'anneau D. Nous prendrons pour S un syseme de résidus formé de nombres
du type (9). Puisgue =, €t n¢ sont associés dans D (cf. egdite (8)), les
congruences dans D modulo =, et =¢ sont équivalentes. Nous avons donc

fel
“= Cag-’)winf (mod ), ag-') €S,
i=1j=0
ou encore
f el
a = cag?)mini + Ty, w, €D.
i=1/=0

De maniére analogue
fea1
@ = Cag})m,-nj -+ s, axDadfesS
i=1j=0
Poursuivant indéfiniment cette construction, nous obtenons

e-1

f
—_ () j ) Q] S
Uy = A T+ Tl 15 apr1 €4, @’ €5

1j=0

Pour i et j fixés, nous avons défmi une suite infinie §{ a5 §. Considérons la

Srie
0
Zaf}')ﬂ:;'.

n=0
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Puisque les i’ sont entiers, cette série est convergente et sa somme a; est
un élément entier du corpsk, i. e. a; € ©. Démontrons que
r el
a-= c Cagwiﬂj. (11)

i=1j=0

En effet, d'aprés la congruction des ééments «,, a, . . . , NOUS avons

n-1 , f e-1
o= Z(Z Zag‘)wﬂ:’ )7:’; 4 Tg%,
k

=0 ‘i=1 j=0

et par suite, la différence

f e-1
o — a,-jm,-n:f)
22
est divisible par =; (dans I’ anneau 9). Puisque ¢’ est vrai pour tout », cette
différence est donc nulle e I'égdité (11) est démontrée

S 8 est un élément quelconque de K, aors, pour un certain m, Bm, est
entier. En le représentant sous la forme (1 1), nous voyons que c'est une
combinaison linéaire des éléments (10) & coefficients dans k. Aing, le sys-
téme (10) est une base du corps K sur k e puisque, pour tout entier a € K,
tous les coefficients a; de la décomposition (11) appartiennent & O, cette
base est fondamentde. Le théoreme 4 est démontré.

Puisque le nombre d’ @ éments de la base (10) est égal & fe, nous avons
obtenu le résultat suivant :

THEOREME 5. — L'indice de ramification e et le degré résiduel T d'une exten-
sion finie K/k d’un corps valué complet sont liés au degré n= (K : k) par la
relation

fe=n.

Posons N (w) = myu, OU 1 est une unité de I’anneau . Passant aux
normes dans I'égdité (8), nous obtenons

Nij(m) = 7 = Ngulne) = g u'Ngpule) = m0'°v,

ol v e une unité dans . Il en résulte que n = me (et v = 1); par suite m = f.
Aind le degré résdud f de I'extenson K/k peut auss se définir par I'égdité

S = vo(Nxu(®)), (12)

ou & est un éément premier de I’ anneau des ééments entiers du corps K.
Nous en tirons facilement que, pour tout « € K, on alaformule

Vo(NK/k(“)) = 9. (13)
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Remarquons que I'égdité (12) et le théoréme 5 sont des corollaires immé
diats du théoréme 5 e de la formule (12) du chapitre I, § 5.

DEFINITION. — Si e = 1, I’extension K/k est dite non ramifiée. Si mainte-
nant e = n, alors K/k est dit totalement ramifie.

Du théoréme 5 réallte que le degré réddud d'une extenson non ramifiée
est égal au degré de cette extension. Pour des extensions totalement
ramifiées, le corps résdud X coincide avec X, (par identification naturele),
i. e tout élément entier de K est congru modulo = & un élément entier
de k.

On peut montrer (exercice 12) que, S le corps résdud X du corps K est
séparable sur le corps résidudl =, du corps k, il existe un corps intermé-
diaire T, défini de maniére unique, tel que |’ extension T/k soit non ramifiée
et I'extension K/T soit totalement ramifiée. T est appel€ le corps d’inertie
de I’extension K /k.

5) Corps de séries formelles

A tout corps, on peut associer un corps vaué complet de séries formelles
de puissances défini de la maniére suivante.
Soit k, un corps quelconque. L'ensemble © de toutes les séries formelles

Gt at+ ... gLt .. (a,€ky) (14)

de la variable t est un anneau commutatif, d' unité 1, pour les opérations
habituelles sur les séries de puissances. Cet anneau est sans diviseurs de
zéo ¢ il et facile de voir que ses unités sont les séries (14) telles que a, # 0.
Le corps des fractions de I'anneau O et appelé le corps des séries formelles
de t & coefficients dans le corps k,. On le désignera par k, { t}. De maniére
analogue au cas du corps des nombres p-adiques (cf. chap. Ier, § 3-3)), tout
édément £ # 0 du corps k, { t } S écrit de maniére unique sous la forme

E=tm(co+ct+ ... +etr+ ... c.€ky, cy # 0,

ou m est un certain entier (positif, négatif ou nul). Posant w(£) = m pour
£ # 0 et y0) = o, nous obtenons une valuation v sur le corps k, { t }
pour laquelle ce corps et complet (comme on le véifie facilement). L'anneau
de la valuation v est égal a1’anneau O des séries du type (14). On peut
prendre t comme éément premier dans O; puisque deux Siries du type (14)
ont congrues modulo t S et seulement S leurs termes congtants sont égalx,
nous obtenons que toute classe résiduelle de I’ anneau © modulo t contient
un unique représentant appartenant a k,. Aind, le corps résidue Z, du
corps k, { t} sidentifie de maniére naturelle au corps k.
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11 est facile de voir que le corps &, { ¢ } des shries formelles n'est autre que
le compléé du corps k,(t) des fonctions rationndles pour la vauation corres-
pondant au polyndme irréductible ¢ de I'anneau k,[t] (cf. exercice 7 du
chapitre Ier, § 4).

Puisque ko < k, { 1} &t ko & Z,, doOrs la caractéristique du corps des
Sies formelles et la méme que cdle de son corps résdud. Cette propriété
caractérise les corps de séries formelles parmi tous les corps vaués complets.
En effet, s la caractéristique d’ un corps valué complet k coincide avec la
caractéristique de son corps résiduel, on montre qu’il existe dans k un
sous-corps k, dont les éléments forment un systéme complet de résidus
modulo un élément premier =, Mais, pour un tel systéme de résidus, les
opérations sur les siries (3) Seffectuent sdon les régles de cacul des Siries
entiéres; cda dgnifie que k est le corps des sries formelles de = a coefficients
dans k. Dans le cas générd la démondration de I'existence du sous-corps ko
et asez compliquée e nous ne I'éudierons pas idi.

(Dansles § 7 et 11, on éudiera deux cas particuliers pour lesguels la
démongration et facile).

S k; est une extension du corps k,, alors il est clair que ko{ t } est une
extension du corps k,{t}; de pluss ko/k, est une extension finie, aors
ko{t}/ko{1} est auss finie et de méme degré. Un autre moyen de cons-
truire des extengons finies du corps ko { ¢ } et de plonger isomorphiquement
ce corps dans le corps ko { u } par ¢t — u" (n entier naturd). S nous identifions
le corps ko { ¢} & son image par cette application, i. e § nous posons ¢ = u”,
aors ko { u } est une extension finie de degré n de k,{ ¢ }. Il est clair que
ko {u} Sobtient & partir de k, { t } par adjonction d’ une racine ne de ¢.

Dans le cas des corps de caractérigtique O, toute extension finie du corps
ko { t } et dun des deux types conddérés ci-dessus. Plus précisément, on a
le résultat suivant :

THEOREME 6. — Soit k, un corps de caractéristique zéro. Toute extension
jinie K/k du corps k = k, { t} des séries formelles, d’indice de ramification e,
est un sous-corps d’une extension de la forme kq {#}, ol kg est une extension
finie de ket uc = t.

DEMONSTRATION. — Désignons par I, et % respectivement les corps
residuds des corps k e K, par f le degré réddud de I'extenson K/k e par =
un élément premier du corps K; pour tout entier £ € K, nous désignerons
pa % la casse résdudle de & dans =. Comme nous I'avons vu, les ééments
du corps forment un systéme naturd de représentants des classes résidueles
de X,. Montrons qu'il existe un sous-corps S du corps K, contenant k, et
qui constitue un systéme complet de représentants du corps résiduel I,
Puisque toute extension finie d’un corps de caractéristique nulle est mono-
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géne, dors T = (), ol € et une certaine classe du corps résdue . Dés-
gnons par F le poyndme minimd de I'dément £ sur X,. Remplacant tous les
coefficients du polynéme F (qui sont des classes résiduelles de X,) par les
résidus correspondants appartenant a k,, nous obtenons un polynéme F de
degré £, irréductible sur k,, tel que

F(€) =0 (mod =)
F(E) 0 (mod 7).

D’ aprés la remarque 2, fin du point 2), il existe un dément entier § du
corps K tel que 6 = £ et F(0) = 0. Considérons le sous-corps S = k,(0)
du corps K. Puisque 6 et une racine d'un polyndme irréductible de degré f
a coefficients dans k,, dors (S: k) = f et tout éément de S s écrit de
maniére unique sous la forme

ap + ale + PR + af~10f_1 (aiEko).

Les classes résiduelles modulo = de ces éléments (d’ aprés I’ égalité § = &)
coincident avec les classes résiduelles a, + @, + . . . + ap &1 Mais
puisque T = Z () et (Z: Z,) = f, aors ces combinaisons épuisent sans
répetition toutes les clases rédduelles de X. Aing, les déments du corps S
(qui est une extension finie du corps k,) forment un systéme complet de
représentants des classes résiduelles de .

D'gpres le théoreme 1, le corps K est le corps des séries formelles en =,
acoefficientsdans S, i. e. K = S {= }. Pour démontrer |e théoréme (sous
une forme plus forte), il suffit de montrer que I’on peut choisir I’ élément
premier = parmi les racines de degré e de ¢. Cependant, il n'est pas toujours
posshle de trouver un td = dans le corps K et il nous faudra considérer une
certaine extension finie k, du corps S des coefficients.

D’ aprés(8), nous avons |" égalité :

t = g, (15)

ou ¢ est une unité de |’ anneau des éléments entiers du corps K. Désignons
par al'dément de S tel que a = ¢ (Mod =) & par k, le corps S( /) (5 a=ye
pour un éément y € S, dors k, = S). Le corps des séries formelles
K’ = k;{ =} contient K comme sous-corps et est une extension finie de k.
Montrons qu'il peut s écrire sous la forme kg { u }, avec u¢ = . Considé-
rons le polyndme G(X) = Xe — g. Puisgue dans le corps K’ nous avons

Gy =0 (mdr) e G(y)2=0 (mod =),

en posant y = {/&, dors il existe dans K’ une unité y telleque y =y
(mod =) et »e = ¢ (nous appliquons ici encore la remarque 2 du point 2)).
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Remplagons maintenant I’élément premier % du corps K’ par I’élément
#u = mn. Alors, on peut consdérer auss K' comme le corps des <éries for-
melles en u & coefficients dans le corps k,, i. e K' = kg { u }; par suite,
d'apres (15), u*= t. Nous avons terminé la démondration du théoréme 6.

Remarque. = Le théoréme 6 n'est pas vra en généa pour des extensions
finies quelconques d'un corps de séies formeles k = &k, { t } de caracté
rigigue p # 0. Cependant, il reste vra, comme il ex facile de le voir, pour
des extensons K/k tdles que le corps réddud ¥ soit séparable sur Z,,
I'indice de ramification e n'éant pas divishle pa p.

EXERCICES

1. Une mérique ¢ non trivide d'un corps k est dite discréte § 0 est I'unique
point d'accumulation de I'ensemble des vaeurs ¢(x), x € k. Démontrer que toute
métrique discréte est liée par la relation (1) a une certaine vauaion du corps k.

2. Soient k un corps vaué complet, K/k une extendon finie et 6,, .. ., 8, une
base fondamentale du corps K sur k. Montrer que des ééments

n
o = Za,.je,, a, €k,
j=1
forment une base fondamentale de K sur k s et seulement s le déerminant det (a;)
edt une unité de k.

3. Avec les notations du théoréme 4, soit
r C-l
a=_ Cai].ml.n" (ay € k)

i=1j=0
un éément quelconque de K. On pose m = min vy(a;). Montrer que s j, et la
plus petite valeur de I'indice j pour laguele il existe 7 = i, td que v(a;,;) = m,
dors

v(a@) = jo + em

est une vauation du corps K.

4. Démontrer que tout éément du corps des séries formelles k, { ¢ } qui n'appar =
tient pas & k, est transcendant sur le corps k.

5. Sous les hypotheses du théoréme 6, montrer que le sous-corps S ¢ K conte-
nant k, e qui conditue un systéme complet de représentants des classes résiduelles
du corps K est unique.

6. Soit k, un corps agébriquement clos et de caractérisique nulle. Montrer
que, pour tout entier naturel n, il existe seulement une extension finie de degré =
du corps k = k; { 1 } des séries formelles & savoir k(+/¢) (L’unicité est & comprendre
a un 1somorphisme laissant invariants les déments de k prés).

7. Démontrer que s la caractéristique du corps résidud £ d'un corps vaué
complet K est nulle, dors il existe dans K un sous-corps S qui et un systéme
complet de représentants des classes résiduelles de £ et par suite K = S{ = },
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ol n et un élément premier de I'anneau des déments entiers du corps K (Pour
la démongration, utiliser le fait que tout corps peut s obtenir a partir de son sous-

corps premier par une extenson purement transcendante suivie d'une extenson
agébrique).

8. Montrer, dans la stuation de I'exercice 8, que le sous-corps S est unique s
le corps résduel T est agébrique sur son sous-corps premier.

9. Soient K un corps vaué complet et = son corps résduel. Démontrer que s Y
es un corps pafat de caractéristique p (dans lequd I'dévation a la puissance p
et un automorphisme), dors il exise dans K un systéme S « multiplicativement
clos y unique de représentants des classes résidudlles £ € Z, i. e tdlesques a e S

dors of € S (Le représentant a€ S de la classe Z et lalimitea= lim ", ol o, et
n—> 0

le représentant de la classe £p7"),

10. Conservant les mémes notations, supposons que X est un corps fini & pf élé-

ments. Démontrer que le polyndme e décompose en facteurs linéaires
dans le corps K e que ses racines forment un systéme S multiplicativement clos
de représentants des classes résiduelles de X,

11. Supposons gue le corps K de I'exercice 9 ait la méme caractéristique p que
son corps résiduel parfait . Demontrer qu'dors le syséme S multiplicativement
clos de représentants est auss « additivement clos y ce qui entraine que c'est un
sous-corps du corps K, puisque K = S { = } oll = est un dément premier du corps K.

12. Soit K une extenson finie d'un corps vaué complet k. Supposons que le
corps résidud I du corps K est séparable sur le corps résiduel %, du corps k.
Montrer qu'aors parmi les corps intermédiaires L, k < L < K, qui ne sont pas
ramifiés sur k, il exise un corps maxima T (contenant tous les autres corps inter-
médiaires non ramifiés sur k). Le corps résiduel du corps T coincide avec X et son
degré (T : k) est égd a (= : C)).

13. Soit f(X) = Xm + g¢yXm-1 + . . . + g, un polyndme irréductible & coeffi-
cients dans un corps vaué complet. Démontrer que S le terme congtant a,, est
entier, aors tous les autres coefficients a,, . . . , a-, sont auss entiers.

14. Soit £ une racine primitive d'ordre ps de 1 (s > 1). Démontrer que le
corps Q,(%) est de degré (p — 1)p*~! sur le corps Q, des nombres p-adiques.
Démontrer de plus que I'extenson Qu(%)/Q, est complétement ramifice.

15. Soit % une recine primitive d'ordre p de 1. Démontrer que

Q0 = Q" V= p).

16. Soient k un corps vaué complet, K/k une extenson finie, ¥ et X, les corps
résduels de K et k respectivement. Démontrer que s I'extenson I/5, est sépa
rble dors il exise une base fondamentde de K/k formée de puissances
i.eD=016],6€ D,ouDet O sont les anneaux des déments entiers de K et k).

Indication. ~— Démontrer que § % = C,(&), dors on peut choisr le représen-
tant 6 € D td que f(0) soit un dément premier de D. Ici le polyndme f(¢) e O[]
est te que F(t) € Z,ft] soit le polyndme minima de I'dément § € Z.

[++]
17. Démontrer que dans tout corps vaué complet, le produit infini - +a,),

n=1

a, # — 1, converge 5 et saulement S g, 3 0 pour n 3 .
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§ 2. — EXTENSIONS FINIES DES CORPS VALUES

Soient k un corps muni d’ une vauation v, et K/k une extension finie.
L’anneau € = O, de la vauation v, admet une théorie des diviseurs avec
un unigue éément premier p. D' aprés le théoréme 1 du chapitre 111, § 5,
la fermeture intégrale D de I’ anneau © dans le corps K admet une théorie
des diviseurs avec un nombre fini de diviseurs premiers ., . . ., B, (qui
divisent tous p).

Soient P un de ces diviseurs premiers de I’ anneau D et Ky le complété
du corps K pour la valuation vg. Les éléments de Ky qui sont les limites
d’ ééments de k forment un sous-corps isomorphe topologiquement au
complété k, du corps k pour la valuation v,. D’apres le plongement iso-
morphe k, —» Kg, nous considérerons dans la suite que k, est un sous-corps
du corps K. Soit K = k(ey, . . . , «,). Les @éments «; € K appartiennent
auss a Kg puisque éant agebriques sur k ils sont auss agébriques sur k, .
Par guite, I'extension &y (o, . . ., )k, et finie (et son degré ne dépasse pas
le degré K /k); de plus, d'aprés le theoreme 2 du § 1, lecorps ky(xy, . . ., a,)
est complet. Tout élément de Kg est limite d’ une suite d’ ééments de K ;
par suite, d'gorés I'indusion K < kp (%, - . ., &) €t le fait que ky(ey, . . ., a)
est complet, dors Ky < kp(e,, . . ., a). L’inclusion inverse éant vraie,
Kg=kp(n, . . . . o). Nous avons montré ainsi que I’extension Kg/k, est
finie et

(K 1 kp) <(K :k).

Puisque les corps résduels des vauaions v, €t vpcoincident respectivement
avec les corps résiduels des complétés k, et Ky (cf. fin du § I-1)), le degré
résiduel fi du diviseur B par rapport a p coincide avec le degré résiduel
de I'extension Kg/k,. Il est clair également que I"'indice de ramification eg
du diviseur P par rapport ap coincide avec I'indice de ramification Kg/ky-
D'aprés le théoreme 5 du § 1, les nombres f €t eg sont liés au degré

ng = Ky ky)
par larelation
Suey = ng.
Rappelons que nous avons suppose dans ce paragraphe que I'extenson K/k

est séparable; sous cette hypothese, éudions le lien entre les complétés
Ky, . .-» Ky, du corps K pour tous les prolongements de la valuation v,

Soit @y, . . ., @, Une base de I'extenson. S pour un éément a € K, dans
la représentation

& g+ ...+ aw, (g;€ k), (1)
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tous les éléments a; sont petits par rapport & p (i. e pelits pour la valuation v,)
dors cet éément est petit par rapport a tout diviseur premier B, L'inverse
ed auss vra.

Lewe 1. = Pour tout entier N on peut trouver M tel que si vy (x) > M
pour tout s = 1, . . . , m, alors tous les coefficients a; de o dans la décompo-
sition (1) satisfont aux inégalités vy(a;) > N.

DEvowsTRATION. — SOt ¥, . . . . w¥ |a base dude de la base @y, . . ., o,
(cf. appendice § 2-3)); nous utilisons ici |a separabilité de I’ extension K/k.
On aadlors

a = TrK/k (O(mj*) =Tr a,(,,)j*,
Désignons par e, I'indice de ramification de §, par rapport a p et par p
un élément premier de I’anneau O, de la valuation v, tel que e, = vy (p).
Posons

M = max (eN — Vsps(mj*)).
sJ

Si maintenant Nous SUPPOSONS vy («) > M pour tout s, alors, pour tout j,
nous aurons

vp(00’) = eN = vy (),

ce qui signifie ww;® = py, avec vg (y) = 0 (1 < 5 < m). D' apres le théo-
reme 6 du chapitre 11, § 4, I'éément y appartient a la fermeture intégrale
de I'anneau O, dans le corps K; par slite Tr y €Dy, i. € v, (Tr y) > 0, dou

w(@) = v (T (o)) = vpl(p" Try) > N,
e le lemme 1 et démontré

CoROLLAIRE. = Soit { & } une suite d’éléments du corps K qui est de

Cauchy pour tout diviseur premier PB,. Alors toutes les suites | a}") :,;'Lp
déjinies par les décompositions

="+ .. +dlo, (@ ek
sont de Cauchy pour p.

Considérons maintenant tous les complétés Ky, - . . , Ky, du corps K
pour tous les diviseurs premiers P, . . . , PB,, & formons la somme directe
Ky, @ ... @ Kg,, que nous désignerons par K,. Les éléments de cette
somme directe sont les suites £= (5, . .., Em)OU &€ Ky, i=12 ..., m
I’ addition et la multiplication de ces suites sont définies composante par

composante. Aind K, est muni d'une dtructure d'anneau. Pour tout y € Ky,
posons

Y s &m) = (Y& oo L2 YER)s
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I"anneau K, devient ainsi un espace vectoriel sur le corps k,. S nous dési-
gnons par 1, le degré de Kq_ sur k,, ladimension de I’ espace K, sur k; est
égdea

mt ...+ A 2
On peut définir de maniere naturelle une notion de convergence dans
I'anneau K,. Nous dirons que la suite { (¢, . . . , E¥) {2, converge vers

un dément (&, . . . , &,) S pour tout s la swte%&"" { converge vers £, dans
le corps Kg,. |l est facile de voir que la multiplication par les éléments de k,
est continue pour cette notion de convergence, i. e. si

y=Ilimy®,  y®ek, et £ =IlimEW 0 e K,

k= k>
alors
lim .Y(k)&(k) = YE'
ko

Définissons maintenant une application K - K, en posant
3;(6, L) eK,, acK.

Puisque K < K, pour tout s, la uite (a, . . . , a) e bien un dément de K.
Il est clair que I'application a - = définit un isomorphisme du corps K

dans I’anneau K,; nous désignerons par K I'image du corps K par cet
isomorphisme.
Pour éviter une confusion, remarquons que les composantes du produit

ya=(ys,...,v4), vek

ne sont pas identiques, comme on pourrat le croire. En effet, le produit ya
peut avoir des vaeurs différentes dans les différents corps Ky, méme s yx € k..

THECREME |.- Siw,, . ... @, est une base d’une extension séparable K/k,

o~ ~ -
alors oy, . . ., &, forment une base de I'anneau K, comme espace vectoriel
sur k,.

DEMNSTRATION.  — Montrons tout d'abord que K est partout dense dans
K,, i. e que tout élément de K, est limite d'une suite d' ééments de K.
Soit &= (&, . .., &) un dément qudconque de Ky, &s e Kp (s =1, ... m).
Puisque K est partout dense dans Ky, pour tout entier naturel k il existe
un éément «® e K tel que vg, (& — o) > k. D’ aprés le théoréme 4 du

chapitre 111, § 4, il exige dans le corps K un éément «® td que

v (1% = o) = K
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pourtouts= 1, . . . . m. Nous avons, pour cet élément o),
v (& — a®) = k s=1,...m;

aing, la suite { &% } | o’ ééments de K converge vers I'éément & dans
I"anneau K,.
Représentons  chacun des ééments ot sous la forme

k
P = a0+ .. P, ek

Puisque la slite «®) est de Cauchy pour chacun des diviseurs premier; B,

aors, d' aprés le corollaire du lemme 1, chacune des suites | o {2, est
une suite de Cauchy pour p et par suite converge dans k.. Posons

=limdg? (=1,...,n)

k>w

Puisque pour tout a € k < k, et pour tout £ € K; on a

a% = a @

n
= Za; Ny = Za,( -~
j=1 j=

Passant & la limite dans cette égdité pour k — oo e tenant compte de (3),
nous obtenons

alors

n
. ~ ~
E=1lim o = Zijj.
k- —
j=

Aind, les déments 8,- forment un systéme de générateurs de I'espace vecto-
riel K,. Il reste a vérifier qu'ils sont linéairement indépendants sur k..
Supposons

ion+ . men =0, vk

(k) (k)

Puisque k est dense dans k,, aors vy; = I|m 1 4, VEC g € k. Posons
0 = a(,k)co1 +...+ aPw, eK.

On adors

Lk . k
lim «® = lim af )m, Zyjm,—o

k>0 ko

Cela signifie que la suite { «® } est nulle par rapport a tous les diviseurs
premiers P; (s =1, .... m). Maisaors, d aprés le corollaire du lemme 1,
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toutes les suites | g { du corps k convergent vers 0 par rapport ap et cela
Sgnifie
Y1 = 0) oy Yn = 0.

La démongration du théoréme 1 est terminée.

Remarque. — En termes de produit tensoriel d agebres, le théoréme 1
signifie que I'algébre K, sur le corps k, est isomorphe au produit tenso-
riel K @« &y, i. €. peut s obtenir (comme algébre sur k) par extension a k,
du corps de base k.

D’ apres ce qui précede, la dimension de I’ espace vectoriel K, sur &, est
égde a n = (K : K. D'autre part, cette dimenson est égde a la somme (2).
Rapprochant ce résultat de I’ égalité n, = ny_= ey fi,, NOUS obtenons donc

zemﬁn =n
®

(B parcourt tous les diviseurs premiers de I’ anneau D). Ceci constitue une
nouvelle démonstration du théoréme 7 du chapitre 111, § 5.

THEOREME 2. — Désignons par ¢(X) le polynéme caractéristique d’un élé-
ment a € K pour Pextension séparable K/k et par @g(X) son polyndme carac-
téristique pour I'extension Ky/kp. Alors on a

oX) = [ Jon(X).
B

DEwmonsTrATION. — Considérons, dans |'espace vectoriel K,, la transfor-
- . Yo -~
mation linéaire £ - «f (% € K,).

n

S awy, = Zak,m,, ay € k, Nous avons aussi, d’ apres (4),

=1
Falal -~
AW — Zaklml.

Aing, le polynbme caractéristique de la transformation considérée est égal
au polyndme caractéristique de la matrice (ay)), i. €. est égal a¢(X). Cons-
dérons maintenant dans K, une autre base (sur k). Soit 8,; (=1, ..., n)
une base de I'extension Ky /ky (s= 1, . . ., m). Si nous désignons par B;
I’élément de K, dont la composantesitme est égale a Bs; € toutes les autres
nules, dors I'ensemble des ééments

B s=1,.... mj=1,....n) ©)
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constitue une nouvelle base de I’ anneau K,, (sur k). Posons

g

() (5) .

aBy = Zle B> i €kp;
=1

ans e (X) et le polyndme caractéristique de lamatrice (v§). 1l est facile
maintenant de voir que la matrice de |a transformation linéaire & — o £

dans la base (5) est une matrice diagonale par blocs, avec les blocs (v§)
ar la diagonde principde Cda démontre le théoréme 2.

Pour tout élément « € K, introduisons les notions de norme locale Nig(a)
et de trace locale Trg (a) :

NsB(OL) = NK‘B/kp(a’)’ Tl'sp(d) = TrKSB/kp(m)'

Les formules suivantes sont des conséguences évidentes du théoreme 2 :

Ng(e®) = ]_—[NSB(“), Trgude) = Z Trop(a). (6)
Blp Blp

La premiére de ces formules, réunie al’ égalité (13) du § 1, nous donne la
relation

wo(Nigw(@) = > fava(a), U
Plp

qui a dga é&é obtenue, par un autre procédé dans le chapitre 1II, § 5.

THEOREME 3. = Choisissons dans le corps K (séparable sur k) un élément
primitif 0 tel que K = k(6) et désignons par o(X) son polyndme minimal sur k.
Tous les diviseurs premiers By, ..., P, du corps K qui divisent p sont en corres-
pondance biunivoque avec les facteurs de la décomposition

oX) = e(X) . .. oml(X)

du polynome ¢(X) en facteurs irréductibles dans ’anneau k,[X]. Pour tout
diviseur premier P, le polyndme ¢/(X) qui lui correspond coincide avec le
polyndme minimal de I’élément 8 e Kg_ sur le corps k.

DEMnsTRaTION.  — D’aprés le théoréme 2, le polyndme caractéris-
tique ¢(X) de 6 pour I’extension K/k est €gal au produit ¢,(X) . . . ¢(X)
0U ¢4(X) est le polynéme caractéristique de 6 pour I extension Ky /kp. Le
facteur ¢4(X) est ainsi défini de maniére unique par le diviseur premier ;.
Mals, comme nous I'avons vu au début de ce point, Ky, = ki(9), 6 € K < Ky ;
par suite, chacun des polyndmes ¢«(X) est irréductible sur &, et le thtoréme
et démontré.
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Remarque. - Soit O un anneau quelcongue (de corps des fractions k)
admettant une théorie des diviseurs et soit p un des diviseurs premiers de
I’anneau . Pour toute extension séparable finie, le théoréme 3 donne la
description de tous les diviseurs premiers B de la fermeture intégrale D de
laneau © dans K qui divisnt p (plus précisément, ce théoréme donne leur
nombre m et lavaleur des produits eg fi).

§ 3. — DECOMPOSITION
DES POLYNOMES EN FACTEURS
DANS UN CORPS VALUE COMPLET

En liason avec le théoreme 3 du § 2, il est important d'éudier la décom-
postion des polyndmes en facteurs irréductibles dans un corps vaué complet.
Nous montrerons dans ce paragraphe que, dans un tels corps, la décompo-
dtion d'un polyndbme a coefficients entiers et complétement définie par sa
décomposition modulo une certaine puissance d’ un nombre premier.

LEMME. — Soient D un sous-anneau d’un corps quelconque k et g(X)
et h(X) des polyndmes respectivement de degrés m et n a coefficients dans O.
Si le résultant ¢ = R(g, h) de ces polyndmes est non nul, alors, pour tout
polynéme Z(X) € D[X] de degré < m + n — 1, il existe dans I'anneau O[X]
des polyndmes ¢(X) et {(X) de degrés <n — 1 et << m ~ 1 respectivement
tels que

el(X) = &(X) o(X) + AX) $(X). 0
DEMONSTRATION. — Posons
gX) = D aXr, h() = D biXe)

m+n—1

IX) = Z ¢ Xm+tn-1-i

n-1 m—1

?(X) = ZuiX"‘l"', q)(X) = Zvixm—l—i'
=0 i=0
Pour déerminer les m + n coefficients inconnus sy, . . . , Us—1; Yoy - - -, Umers

nous égderons dans I'égdité (1) les coefficients des puissances égdes de X.
Nous obtenons ainsi un systéme de m + n équations :

Z au; + z bo,=pc; (i=0,1,...,m+n—=1).

rt+s=i r+s=i
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Le determinant de ce systéme et égd a

a, b,
@, a, bl b0

. ) ay : . : bO
an Am-1 a, bn bnol bl (2)

am . by .
) [/ ) bn
e — e ——— —
n m

(les termes non précisés sont nuls), i. e. est éga au résultant ¢ = R(g, h).
Par hypothése p # 0 et par suite le systéme admet une solution (unique)
€t puisque tous les ééments oc; sont divisibles par p, les valeurs des incon-
nues u; et v; appartiennent al’anneau O. Le lemme est démontré.

Soient maintenant k un corps complet pour une valuation v, £ I’ anneau
des ééments entiers de k et = un dément premier de O. Deux polyndmes f (X)
et f(X) de I’anneau D[X] sont dits congrus modulo =* et nous écrirons
f(X) = fi(X) (mod =*), s les coefficients des mémes puissances de X dans
ces polynémes sont congrus modulo =&,

THEoREME 1. — Soit f(X) € O[X] un polynéme de degré m + n ; supposons
qu’il existe des polynémes g4(X) et h,(X), de degrés m et » respectivement,
tels que : 1° les coefficients dominants des polyndmes f et g, 4, sont égaux;
20 le résultant R(g,, ko) est différent de 0; 3° si w(R(g,, ho)) = r, alors

f(X) = gX) h,(X) (mod =¥ +1), ®)

Alors il existe dans O[X] des polyndmes g(X) et h(X) de degrés respectif m
et n tels que

FX) = gX) i(X),
2(X) = g«(X), h(X) = h,(X) (mod = + 1),

les coefficients dominants de g(X) et h(X) étant égaux respectivement aux
coefficients dominants de g,,(X) et ko(X).

DEMmoNsTRATION. — Pour tout k = 1, nous alons construire par récur-
rence des polyndmes ¢, € O[X] de degré < m — 1 et ¢, € O[X] de degré
<n- 1 tds que les polynbmes

k=& + ®Hler 4. 4 ke
By = hy + TC"H!.h 4.t TC’+kqlk
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vérifient la  congruence

f = gyh, (Mod r2r+k+1), @)
Supposons que |'on a dga condruit des polynémes @y, . . . 3 @1 € Yy, . . ., Yry
posédant les propriétés ci-dessus, d'ou

T = gio1 Mg +m¥TK, 5

avec /(X) e O[X]. Les polyndémes g, et g, d' une part, &, et h,_, d’ autre
part ont des coefficients dominants égaux; par suite, d aprés la premiére
condition, I(X) est de degré < m+n— 1. Deplus, gx_, =0, l_, = h,
(mod =r+1). Aing,

R(gk—ly hk—l) = R(go, hg) (mOd 7'Cr+1),

d ou v(R(gx—1, hx—1)) = r. D’ aprés le lemme, il existe dans I’anneau O[X)
des polyndmes ¢, et §, de degrés respectifs<sm— 1 et <n-— 1tesque

'l - gr—1¥x + P19k (6)
Montrons que o« et ¢i sSdtisfont aux conditions demandées. Puisque
8k = Zk-1+ ko, b = By + 7t

alors, d' apres (5) et (6),

T — gy = 7o+ = w T (gy i+ Byatpie) — 7 R
—_— W2r+2k?k‘pk5

d’ou la congruence (4) (puisque 2k = k + 1).
Considerons maintenant dans O[X] les polyndmes

o]

8X) = &+ zn'“‘q»k, h(X)=ho+an+k¢k
k=1

k=1

dont les coefficients (en dehors des coefficients dominants) sont des sommes
de séries convergentes. Puisgue g = gk €t h =k, (mod =7 +++1), dors

gh = gkhk (mOd Tt’+k+l),
d'ou, dapres (4),
T = gh(mod nrt+k+1),

Cette derniére congruence éant vraie pour tout k ona f = gh e le théoréme 1
et démontré.

BOREVITCH 20
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Remarque. — I réallte facilement de la démongration du théoréme 1 que
S g, et h, satisfont, a la place de la condition (3), & lacondition f = gk,
(mod =%), s = 2r + 1, dors on peut choisir g et 4 tels que

& = 8o» h= h(] (mOd TCs_r).

Considérons un cas particulier trés important du théoréme 1.

Un polyndme f (X) € O[X] et dit primitif § un au moins de ses coefficients
est une unité de O. Soit = le corps résdud de I'anneau © modulo I'éément
premier =. Remplacant dans le polyndme fe O[X] chaque coefficient par sa
case résdudle nous obtenons un polyndme 7 a coefficient dans . Suppo-
sons que f admet dans I'aneau Z[X] une décomposition

f=gho @
en facteurs g, et h, premiers entre eux. On peut bien entendu choisir les
polyndémes f, et g, de I'anneau O[X] tels que le degré de g, soit éga
au degré de g, e tels que les degrés e les coefficients dominants des poly-
ndmes f et g, h, SOient égaux. Considérons le résultant R(g,, A,) des poly-
nNOMeS g, €t Ay, i. €. le déterminant du type (2). Remplagant dans ce déter-
minant chaque éément par sa classe résiduelle modulo =, nous obtenons
un déterminant égal au résultant R(g,, ,) des polyndmes g, et A, (il se peut
que le coefficient dominant de &, soit nul). Le résultant R(g,, 4,) €t non nul
puisque, d’ aprés le choix de g,, le coefficient dominant de g, est non nul
e que par hypothése, les polyndmes g, e A, sont premiers entre eux (rap-
pelons que, pour deux polynémes de coefficients dominants quelconques,
le résultant et nul § e saulement S ces polyndmes ont un facteur commun
ou S leurs coefficients dominants sont tous deux nuls). Aind, R(g,, h,) = 0
(mod x), i. e w(R(go, h)) = r = 0; d autre part, I’ égalité (7) équivaut ala
congruence f = go hy (Mod x). Nous voyons donc que toutes les hypotheses
du théoréme 1 sont satisfaites pour g, et A, (et r = 0); par suite, on a établi
le théoréme suivant.

THEcREME 2 (lemme de Hensel). — Soit f(X) un polynéme primitif g4
coefficients dans I'anneau £ des éléments entiers d’un corps valué complet
et soit X le corps résiduel de O modulo un élément premier. Si le polynéme

fe Z[X] admet la décomposition

7= ¢_go EO (go, ho € by [X])

avec gy et hy premiers entre eux, alors il existe dans O[X] des polyndmes g et h
tels que

S X) = g(X) h(X),

avec g = g, h = hy et g et gy de méme degré.
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Nous pouvons maintenant, en utilisant le théoréme 1, résoudre le pro-
bléme de la décompostion d'un polyndme a coefficients dans un corps vaué
complet en facteurs irréductibles. Limitonsnous au cas des polyndmes £ (X)
a codficients entiers e de coefficient dominant 1 (9 le coeficient dominant
d'un polyndme de D[X] de degré n est éga a a, nous pouvons multiplier
ce polyndme par a** et prendre ¢X pour nouvelle variable). Puisque le
théoreme classque de Gauss, sur la décompostion des polyndmes a coeffi-
cients entiers, est vaable dans 'aneau O[X], dors tous les diviseurs irré
ductibles des polyndmes f(X) de coefficient dominant égd a 1 appatiennent
auss al’anneau OfX].

Si le polyndme f(X) n'a pas de racines multiples (dans les extensions
finies du corps k), son discriminant D(f) = £ R(f, f’) n'est pas nul.
Soit d = w(D(f)) & supposons que dans I'anneau O[X] on at la congruence

f=¢19s. .. om(mod nd+1), ()

les coefficients dominants des polyndmes ¢, (et def ) éant égaux a 1. Posons
h = ¢1... on Puisque le discriminant d’'un produit de deux polyndmes

est donné par laformule

D(¢) = D(9) D) R(p, ¥

a partir de D(f) = D(ghy) (mod w4+, i. e. v(D(g;hy)) = d, on obtient
d > 2r avec r = W(R(¢,, h,)). D’apreés le théoreme 1 (cf. la remarque qui
suit la démongtration) il existe dans I'anneau O[X] des polynbmes g,(X)
et iX)telsque f =g fiet fi=9s. .. Py (Mod=?r+1). Mas

d—r>d—2r>d1:V(D(fl));

c'est pourquoi on obtient de maniére analogue la décomposi-
tion f, = g,f,, €tc... Finalement, nous obtenons la décomposition

fX)=8X). . gnX) 9)

dans laguelle chague polyndme g, € O[X] a le méme degré que ¢s.

si la décomposition (8) a été choisie avec m le plus grand possible, aors
tous les polyndmes g, sont irréductibles sur le corps k et nous obtenons le
résultat suivant.

_ THEorEME 3. — Si on choisit une décomposition (8) du polynéme f(X)

modulo =d+1 pour laquelle m est maximum, alors la décomposition de f en
facteurs irréductibles dans k est de la forme (9), chacun des polynémes gs
étant de méme degré que le polyndme ¢, correspondant.

Signalons le cas particulier du théoréme 3 qui correspond a d = 0,
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i. e D(f) es une unité de D, Dans ce cas, la décompostion (8) (par passage
au corpsrésiduel %) coincide avec la décomposition

f=01.. 9nm (10)
en facteurs irréductibles dans I’anneau Z[X]. Nous pouvons énoncer :

CoraLLal RE. = Soit f(X) € D[X] un polyndme dont le discriminant D(f)
est une unité de l'anneau O. Si la décomposition de f en facteurs irréductibles
dans Z[X] est de la forme (10), alors il existe dans Q[X] des polynémes
815 1+ 1y &ms irréductibles sur k, tels quef =gy . .. gmetgi= @1, . - - » &m = Pr-

Ce résultat découle auss directement du théoréme 2.

EXERCICES

1. Soient k un corps vaué complet, K/k une extension Séparable d'indice de
ramification e O et D les anneax des déments entiers des corps k et K respecti-
vement, =, et = des ééments premiers de chacun de ces anneaux. Démontrer que
S un dément a € D est divisible par =, adors Tr g () est divisble par =, En déduire
que Trg;(rt-¢D) < O. Répétant les arguments des exercices 12 et 16 du § 2
chapitre {I, démontrer que, S e > 1, pour tout éément 6 € D de polyndbme carac-
térigique f(r), la vaeur f(6) et divishle par =.

2. Soient k une extension finie du corps des nombres p-adiques, e son indice
de ramificetion sur Q, et = un édément premier du corps k. Supposons que k
contient une racine primitive d'ordre p de 1 d'ou e divishle par p — 1 (exercice 14
du § 1). Démontrer gue tout entier a € k congru @ 1 modulo =m+1, ou

_Pp-1 -
m = e = ps=e+s
est une puissance pitme d'un certain élément de k (Utiliser le fait que si
B =1+ getky (y etier), kK > s, p = w%"Y, dors f = (1 + wkye)? (MO dre tk+1),
Appliquer ensuite I'exercice 17 du § 1).

3. Sous les hypothéses de I'exercice 2, supposons que 'entier a est congru a 1
modulo =™ maiS n'est pas une puissance pitme d'un éément de k. Démontrer
qu dors k({/@/k est une extenson non ramifiée de degré p (Trouver le polyndme
caractérigtique f(t) de 'dément y = n—s({/a — 1) e éablir que f'(0) et une
unité, appliquer dors le dernier résultat de I'exercice 1).

4. Consarvant les hypothéses de I'exercice 2, supposons que I'entier a € k satis
fat aux conditions: @ =1 (mod=*), a == 1 (mod="*1), (h,p) = 1, h < m = A
Démontrer qu'aors a n'est pas la puissance piéme d'un dément de k et que Iexten-
son k(§/«)/k et complétement ramifié (Considérer |'exposant avec lequd 1’élé-

p—1
ment premier du corps k(€/«) figure dans la différence 1 — a = ]_—[(1 - /),

i
ol ¢ et une racine primitive d'ordre p de 1). :




METHODE LOCALE 309

§ 4 — LES METRIQUES
D’'UN CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES

1) Description des métriques

Dans le chapitre premier, § 4-2), nous avons montré que tous les compléés
possbles du corps Q des nombres rationnels sont les corps Q, de nombres
p-adiques et le corps Q. = R des nombres réels. Nous alons maintenant
résoudre cette question pour un corps quelconque k de nombres algébriques.
En accord avec le début du § 1, a tout diviseur premier p du corps k corres-
pond un compléé p-adique k, i. e un compléé pour la mérique p,(x)= p"*™
x € k (0 <p < 1). Lamérique ¢, est appelée une métrique p-adique du
corps k. Pour éudier tous les complétés possibles du corps k, il nous faut
expliciter, en dehors des métriques p-adiques, toutes les autres métriques
des corps de nombres agébriques.

Soit ¢ une métrique non triviale quelcongue d un corps k de hombres
algébriques. Prenant la restriction au corps des nombres rationnels, nous
obtenons une métrique ¢, du corps Q; montrons tout d’'abord que la
métrique 9, est aussi non triviale. Choisissons dans k une base quelconque
oy, ..., 0, SUr Q. Pour tout ¢ = g0, + ... + a0, (g; € Q), NOUS avons

?(E) < @ola@r) ploy) -+ . . - + polan) (wy).

S la métrique ¢, €tait triviale, alors, puisque g,(g;) < 1, on aurait I'iné-
gdité

P @< Do)

pour tout £ € k. Mais cela est impossible puisgque I'ensemble des valeurs
d’une métrique non triviale N’ est pas borné.

D’ aprés le théoréme 3 du chapitre premier, § 4, la métrique g, est égale,
soit & une métrique p-adique py(x) = ™, 0 < p < 1, soit & une métrique
| x 1,0 <p < 1(x e Q). Considérons tout d'abord le premier cas et
désignons par O, I’ anneau des nombres rationnels p-entiers (i. e. I’anneau
de la valuation v,) et par D, sa fermeture intégrale dans k. S w,, . . . , o,
est une base fondamentale du corps k, aors tout a € D, s écrit

a= qw t+...+ qn,

a coefficients a; € O,. Mais gp(a;) < 1, d' ou

n

#0) < D ol@)

I=1
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e puisque, avec a, toutes les puissances ok (k > 0) appatiennent auss a Dy,
aors g(a) < 1. It en résulte facilement maintenant que (¢) = 1 pour toute
unité ¢ de I"anneau D,. D’ apres le théoreme 7 du chapitre 111, § 7, tout
nombre £ # 0 de k S écrit de maniére unique

E= snf‘ - 7:::’"’, )
ol ¢ est une unite de Dy et m;, . . ., m, Un Syseme fixé dééments premiers

deux & deux non associés (le nombre £ € D, s et seulement si &; > 0). S
o(m;) = 1 pour tout i, aors ¢(&) serait égal a 1 pour tout £ # 0, ce qui
contredit la non-trivialité de &. Supposons que ¢(x;) < 1 et ¢(x;) < 1 pour
deux indices i e j digincts. Soient k et { des entiers naturels tels que ;

o(m) + o(m) < 1.

Les nombres nk et =l sont premiers entre eux dans |I’anneau D,; par suite,

d aprés le lemme 2 du chapitre 11, § 6, il existe des ééments a et g de D,
tds que

1 = ax} + BTC;.
Mais alors

I=¢() <o@ (). 9@ o(x) <o) . ofr)<l,

et hous avons obtenu de nouveau une contradiction. Aing, il existe seule-
ment un éément premier =; tel que ¢(r;) < 1. Désignons par p et v, le divi-
sur premier e la vauaion qui lui correspondent. Puisque dans la décom-
position (1), I’exposant k est égal & vp(€) aors, désignant par ¢, la valeur
o(m;), NOUS aurons :

o(8) = pl®, )

Faisant £ = p, nous obtenons ¢ = p}, ol e ext I'indice de ramification du
diviseur premier p. Laformule (2) ainsi obtenue montre que la métrique ¢
coincide avec la mérique p-adique ¢, qui correspond au diviseur premier p.

Etudions maintenant le cas ol g,(x) = |X [5,0 <p < 1 (X € Q).

Le complé&é du corps Q pour la métrique | X {e est, comme nous le savons,
le corps des nombres réels (quel que soit p). Nous le désignerons par Q ,,
comme dans le chapitre premier, § 7-2). Le prolongement de la métrique
| X [, x € Q au corps Q,, est, bien entendu, la métrique |« ¢, a € Q..
Adjoignant au corps Q , le nombre 4/— 1, nous obtenons le corps C
des nombres complexes. Montrons que la métrique | a | du corps Q.
se prolonge de maniére unique au corps C en la métrique | £ |°, ou | € |
désigne le module du nombre complexe &, Soit ¢ un tel prolongement.
Alors (&) = 1 pour tout £ e C dés que | £ | = 1. En effet, dans le cas
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contraire, il existerait un nombre complexe & tel que |&| =1 et $(§) > 1;
choigssant un entier nature quelconque n e posant &» = ¢ + B; (& B € Q &),
nous obtiendrions

$E) < dle) + $E) ) <1+ ¢0),

puisque (x) =a¢ < 1 et de méme (@) < 1. Mais cela est impossible
puisque Y(E)r > 1 + (i) pour n assez grand. Soit maintenant & # 0 un

nombre complexe quelconque. D’ aprés ce qui précede, w(l—gil) = 1; par
suite,

YE =W EN=E

ce qu'il falait démontrer.

Tout corps k de nombres algébriques de degré n = s + 2t (cf. chap. II,
§ 3-1)) admet n isomorphismes distincts dans le corps C des nombres
complexes (s réels et t couples d'isomorphismes complexes). Soit ¢ I'un
d’entre eux. Si pour tout £ & k nous posons

9o(8) = | o(8) I°,

la fonction ¢, est une métrique du corps k et par suite oy (x) = | x |°* pour
X e Q S ¢ e 6 sont des isomorphismes conjugués, dors

|8 [=1a(®) |=16(®) |,

et par suite les métriques ¢, €t o5 correspondantes coincident. Nous avons
aing mis en évidence s + t métriques du corps k qui coincident sur Q avec
la métrique | X |°.

Soit maintenant ¢ une mérique quelconque du corps k qui coincide sur Q
avec la mérique | x | e, Soit ¢ I'unique prolongement de ¢ au corps &, complété
du corps k pour lamétrique g, Il est clair que I’ adhérence Q du corps des
nombres rationnels dans &, est topologiquement isomorphe au corps Qw
des nombres réds. S on désigne pa ¢ l'isomorphisme topologique (unique)
de Q sur Q, pour tout y € Q, on aura ¢(y) = | o(y) |o. Soit 6 un &ément
primitif de k, i. e. k = Q(0), et désignons par f(X) le polynéme minimal
de 8 sur Q. Le polyndme f(X) se décompose dans le corps des nombres
reeds en s facteurs linéaires et t facteurs du second degré. Par suite, dans le
corps Q, on a la décomposition

fX)=(X=6)... X—-0)X2+pX+43... X+ pX+ q).

Puisque f(8) = 0, 0 est racine de I’ un de ces facteurs.
Supposons tout d abord que 6 = 6, Puisque 8 e Q et k = Q(0) € Q,
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I"isomorphisme o : Q- Q. induit sur k un isomorphisme ¢ : k — C;
par suite, s £e k, on a

9(8) = 9() = | a(E) |°.

La métrique ¢ coincide aing avec g,. De plus, on voit que, dans ce cas,
k, = Q,i. e le compléé k, est topologiquement isomorphe au corps des
nombres  réds.

Supposons maintenant que 9 est racine d'un des trindmes du second degré.
Dans ce cas, (Q(8) : Q) = 2 et par suite I'isomorphisme g : Q - Q ,, et
prolongeable (de deux maniéres) en un isomorphisme ¢ : Q(6) - C. Le
plongement ¢ : k — C induit par cet isomorphisme et bien entendu un iso-
morphisme complexe de k dans le corps C des nombres complexes. D'aprés
ce quon avu, il existe une seule métrique sur C qui coincide sur Q ., avec
la métrique | « [°, & savair | 7 |, 7 € C. Aing, pour tout £ g k, hous aurons

o(€) = 9(§) = | a(§) I,

i. € @ = 94, pour |I'isomorphisme complexe s; le corps &, (égal & Q(0)) est
topologiquement isomorphe au corps de tous les nombres complexes.
Nous avons demontré le théoreme suivant.

THEOREME 1. — Toute métrique non triviale ¢ d'un corps k de nombres algé-
briques de degré n = s + 2t coincide, soit avec une métrique p-adique

o) = o"®, O0<po<1, Eek

correspondant & un certain diviseur premier p, soit avec une des s -+ t métriques
de la forme

os8) = |o(E) ]?, O<p<1, Eek,

ol ¢ est un isomorphisme du corps k dans le corps C des nombres complexes.

DEFINITION. — Le complété &, d’un corps k de nombres algébriques pour
la métrique @, est appelé un corps de nombres p-adiques.

1l résulte du théoréme 1 que tous les complétés possibles du corps k
(de nombres agébriques) sont épuists par les corps de nombres p-adiques,
le corps des nombres réds (pour s > 0) et le corps des nombres complexes
(pour ¢t > 0).

Pour souligner |’ analogie entre les métriques ¢, €t ¢, pour un corps k de
nombres agébriques de degré n = s + 2¢, nous considérerons s + ¢ = r (now-
vealX ODjELS Prwy . . -5 Prw APPEIES diviseurs premiers infinis qui sont en
correspondance biunivoque avec les métriques du type ¢,. Les diviseurs
premiers habituels sont alors appelés diviseurs premiers finis. Un diviseur
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premier infini p; ., correspondant a une mérique o, et dit réd S I'isomor-
phisme ¢ et réd e complexe S I'isomorphisme ¢ est complexe.

Dans le cas du corps Q des nombres rationnds, il existe un seul diviseur
premier infini p., (réel), que nous avons considéré déja dans le chapitre
premier, § 7-2) et avons désigné par le symbole . Tous les diviseurs pre-
miers py, . . ., P du corps k qui correspondent au prolongement a k de la
valuation p-adique v, divisent le nombre p (que nous pouvons considérer
comme un diviseur du corps Q). Par analogie, on dira que les diviseurs
premiersinfinisS py, e, . - ., Pro divisent p, puisque les métriques corres-
pondantes sont les prolongements de la mérique | x |¢ du corps des nombres
rationnels.

Dans le cas considéré ici de I'extension k/Q et du nombre premier ration-
nel p, I'anneau K, introduit au § 2 coincide avec I'anneau k, des suites
(Cu ..., En) OUE € kyp . Ladimension de |’ anneau &, considéré comme un
espace vectoriel sur le corps Q, des nombres p-adiques est égd an = (k : Q)
(théoréme 1 du § 2). L’ analogue de cette notion pour le diviseur premier
infini p o est I"anneau k,  dessuites (&, . . ., & &1+ ., &5ys), OUE;
(1 < i< ) appartient au corps des nombresréelset &,; (1 < j<t)au
corps des nombres complexes. L’ anneau k, _ €tant un espace vectoriel de
dimension » = (k : Q) sur le corps Q. des nombres réels coincide donc
avec I'anneau Cs¢, éudié au chapitre 1, qui Sest avéré un instrument essentie
dans I’ étude du groupe des unités et des classes de modules du corps k de
nombres agériques. L'aneau k, . joueraauss un rdle important dans le
chapitre V, § 1

2) Relations entre métriques

Pour tout diviseur premier p (fini ou infini) du corps k introduisons la
notion de métrique normée ¢,,, définie par un choix explicite du nombre p.
S p est un diviseur premier fini, nous définirons la métrique normee o,

par I’ égalité
1 \%®
onl®) = (W)) . fek

ou N(p) est lanorme du diviseur p. Si p est un diviseur infini réel corres-
pondant a un isomorphisme réd «: k — C, nous poserons
ep(8) = [a(8) |, Eek

Enfin, s p est un diviseur premier infini complexe correspondant aux iso-
morphismes complexes conjugués s et &, Nous définirons la métrique nor-
mée ¢, par la formule

(&) = | o®) |* = | o(€) |* = o(E)o(®).
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Dans ce dernier cas, remarquons que la fonction | ¢(£) |2 N’ est pas, a vrai
dire, une métrique au sens de la définition du chapitre premier, § 4-1)
puisquelle ne sdisfat pes a I'inégdité triangulaire. Pourtant, cette fonction,
éant le carré d’ une métrique, peut étre utilisée pour définir une notion de
convergence sur le corps k et nous la mettrons sur le méme plan que les
métriques.

Pour tout & # 0,& € k, il nNexige qu'un nombre fini de diviseurs premiers p
tels que 94(€) # 1. Cela nous permet de donner un sens au produit formel

infini || 9p(®).

P

THEOREME 2. — Pour tout nombre £ # 0 d’un corps k de nombres algé-
briques, les valeurs pp(£) de toutes les métriques normées satisfont & la relation

L ol® = 1. 3)
P

(p parcourt tous les diviseurs premiers, finis et infinis, du corps k).

DEMONSTRATION. — Désignons par P e P les produits des vaeurs ¢,(%)
étendues aux p infinis et finis respectivement; le produit qui figure dans la
patie gauche de I'égdlité (3) et and égd a PP. Par définition des métriques
normées pour les p infinis, nous avons

P=T]1e® =] [o®E IN®|

(ici ¢ parcourt les p = 5 + 2t isomorphismes de k dans le corps C). Par ail-
leurs, d'aprés la formule (1) du chapitre Ill, § 7, la norme du diviseur prin-

cipd (§) = I—[p“v‘i’ (ici p parcourt tous les diviseurs premiers finis) est
égde a
v v 1
INE) [=N(] o ) =1 [vere® =5
P P

ce qui démontre le théoréme.

EXERCICES
1 Soient ¢y, . . ., 9, (r =s + r) les mériques d'un corps k de nombres agé
briques de degré » = s + 2t qui correspondent aux diviseurs premiers infinis.
Démontrer que pour tout i = 1, . . ., r il exise un nombre & € k'td que

W@ >1  eE) <l i#L
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En déduire que les métriques ¢,, . . ., ¢, d&finissent des notions de convergence
diginctes sur k.

2. Montrer que toute relaion de la forme

anp(z)"'v =1, Eek,

entre les mériques normées cp d'un corps k de nombres agébriques est une consé-
quence de larelaion (3), i. e n'edt satisfaite pour tout £ € k* ques m, = m pour
tout p.

§ 5. — FONCTIONS ANALYTIQUES
DANS LES CORPS COMPLETS

1) Séries entiéres

Nous avons déa donné quelques propriétés de ces s&ries dans un corps

vaué complet k (pour une vauaion v; cf. § 1,2) de ce chapitre et cha-
4}

pitre premier, § 3,4). Comme nous I'avons wu, la Sie Za,, converge dans
n=1

le corps K 9§ e saulement § a,, — O pour » — < ; on peut additionner et

multiplier terme a terme les séries convergentes ou les multiplier par un

facteur congant. On sait de plus que la convergence e la somme d'une

s&rie ne changent pas par modification de I'ordre des temes. 1l en résulte

facilement que s les produits g;b des termes de deux séries convergentes

Za,- =S et Zb,- =t

j=
Nt regroupés et organisés en une Série, dors cette s&rie est convergente
e sa somme est égde a st

Donnons un théoréme smple sur les s&ies doubles Rappelons qu'une

s&ie double
@K
Da M
ij=1

m n

est dite convergente, de somme §, S c i > S pour m, p — CO. Les
i=1 j==1
ries
0 ©o oo
el 22

i=1\j= j=1‘i=1

sont appelées les Sries itérées de la Série double ().
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THEOREME 1. — Si pour tout N, nous avons v (a,) > N pour presque
tout (i, j), alors la série double (1) est convergente et sa somme est égale aux
sommes des deux séries itérées, qui sont également convergentes. Si a partir
des termes de la série double (1) on constitue par un moyen quelconque une
série (dmple), alors cette série est aussi convergente de méme somme.

Nous laissons au lecteur la démonstration de ce théoréme.
Une série entiére dans le corps k est une série de laforme

o

f(x):Za,,x":a,—}—alx+...—l—a,,x"+... )

n=q

ouU a,, € k. Si la série (2) converge pour X = x, € k, elle converge aussi pour
tout x € k tel que v(X) = v(x,). En effet, pour de tels X, nous avons

Wax") = v(a,x?),

et par suite le terme générd a,x” tend vers 0 avec a,x; pour n — o, Aing,
S nous posons p. = min v(X) ou x parcourt les valeurs de k pour lesquelles
la srie (2) converge, le domaine de convergence de cefte Sfrie est caractérisé
par la condition v(x) > « (ou bien cette série ne converge pour aucun x).
Considérons deux séries entiéres fi(x) = Za,,x" et fy{x) = > b,x; par
n=0 n=e
définition, leur produit h(x) est la série entiére obtenue par multiplication
w
formelle des sries données, i. e la e Zc,,x", AVEC Cp= Z a;b;. Suppo-
n=0 i+j=n
sons que les séries f,(x) et f,(x) convergent respectivement pour v(x) > u,
et V(X) 3 u,; il est clair quaors h(x) converge pour v(x) = max (w,, w,)
et que sa somme est égale dans ce cas A £,(x) f(x).
Une série entiére f(x) est une fonction continue de x dans son domaine
de convergence. En effet, tous les termes g,x pour n > 1 sont arbitrarement
petits pourvu que la valeur de x soit assez petite. 11 en résulte que

f(x) = a, =1(0) pour X - 0O,

i. e lafonction f(x) est continue au point x = 0. Soit maintenant ¢ une
vadeur quelconque du domaine de convergence de la série f(x). Remplagons
chague terme a,x" pa I'expresson a,(c + y>. Développant chacune de ces
parenthéses et fasant la somme des polyndmes obtenus, nous obtenons une
Série entitre £.(y). Nous avons donc la formule

fle+Y)=/y) ®
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vadable pour tout y appartenant au domaine de convergence de la Sirie f (X).
D’ aprés ce qui précede, f,(y) — f(0) pour y — O et par suite f (x) — f (c)
pour x — C €t la continuité de f (x) est démontrée.

Une fonction f(x), définie dans un certain domaine d'un corps vaué
complet et représentable dans ce domane comme somme d'une Srie entiére
convergente est appelée /une fonction analytique. Considérons une série
entiére

g(}’):b1}7++bny"+
sans terme constant. Le résultat de la substitution formelle de la série g(y)
dans la série f (x) (ala place de x), est une série entiére F(y) de y. Posant

a8V . Cony" + Conrr V" L L @)
nous aurons
F)=a +cuy +(cu+tea)*+. . T (Crnt e+ . . . F )+ . . .

THEOREME 2 (sur la substitution d'une séie dans une autre) (*), — Soit f )
une série entiére convergente pour v(x) = u. Avec les notations ci-dessus, S
la série g(y) converge pour un certain y et v(b,y™) = w pour tout m > 1,
alors la série F(y) est convergente et

F() =1 (g0).
DEMONSTRATION. — Considérons la série double
e 5)
i
d'aprés (4), nous avons
Com Y™ = Z @uba, Y™ . .. ba, Y
ays - > a,,;l
ayte.. +an=m
Posons N = min v(b,,y™). Alors
m
Wewny™) = min (Wabe 3™ . . . by, 1°") = v(a,) + nN.

o5 ERIE

Puisque N = v(x,) pour un certain x, et puisque la série f(x) est conver-
gente pour x = x,, aors v(a,) + aN = v(a,x;) — oo ;par sUite V( ¢,,y™) —

(*) Cethéoréme a été formulé par D. K. Faddeev.
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pour n — oo, uniformément en m. De plus, pour » fixé la s&ie (4) ext conver-
gente (comme produit de S&ies convergentes). Par suite, v(c,,y™) —> oo pour
m — oo, Ceci démontre que la série (5) satisfait aux hypothéses du théo-
reme. D'aprés ce théoréme, les deux séries itérées de (5) convergent et ont
la méme somme. Il reste a condater que

F(y) = a + Z (Zcijy") et f(g(y) =a,+ Z(Zci,-yj),
j f i j
e le théoreme 2 et démontré.
Dans les deux paragraphes suivants, nous considérerons des fonctions
analytiques an variablesi. e. des fonctions représentables comme somme
de Sries entiéres

S m) = D an el X

n

LITR .,anao
Supposons que la s&rie f(x,, . . . , x,) converge dans le domaine n dimen-
sonne v(x)=N@GE=1,...,nSC=(,...,C)estun point de ce

domaine, dors, par analogie avec le cas d une variable (en appliquant le
théoréme 1), on obtient facilement I’identité

f(xl"}‘cla-«-’xn"' Cn) = fc(xlw--’xn)

valable pour tous les points du domaine ¥(x;) = N (dans cette identité, la
Série entiére f(C) est auss convergente pour v(x;) > N).

2) Fonctions exponentielle et logarithmique

Nous supposerons dans ce point que k es une extenson finie du corps Q,
des nombres p-adiques. Nous désignerons par v la valuation du corps K,
par e I'indice de ramification de k par rapport a Q, et par = un éément
premier de I’anneau des éléments entiers dans k. Considérons, dans le
corps k, les séries entiéres

xn

°"Px=1+ﬁx+2—f+...+m+... ©)
xe X
Log(14x)=x—"5+ ... + (=D 0
Etudions le domaine de convergence de la série (6). Puisque le nombre

n n

premier p figure dans n ! avec I'exposant [p] + [;2] + ..., alors

s =[]+ [2] + ) <en >l e

k=1
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par suite
v(::Vn') = nv(x) — v(n!) > n(v(x) _ ~:e_—-1) (8)

S nous supposons v(X) > 5 ¢ S , dors v(nn) —> o0 pour n —» w0 et la série (6)

est convergente. D'autre part, pour v(X) < p_:_l €t pour n = p* nous avons

v(:—’;) =nv(X) —e(p*+... +p+ 1) =nv(x) — e——:

e e e
=n = < ;
(v(x) P_|)+p_1 P

cela signifie que, pour un tel x, le terme général de la série (6) ne tend pas
vers 0. Nous avons aing démontré que la Série (6) est convergente s e seu-
lement s X = %, avec
[ e
H =
p —

La multiplication formelle des séries exp X & exp y donne la srie exp (X + ) ;
par suite, pour v(X) = x et v(y) = %, hous avons la formule

Tt

exp(Xx +y) = expx.expy. )

Revenons maintenant a la s&rie (7). S v(x) < 0, dors vgl— ne tend pas vers

I'infini pour n — « et par suite la série (7) ne converge pas pour un tel x.
Supposons maintenant v(x) = 1; S n = pn, (1, p) = 1), dors p* < n et

Log n

v(n) = eu <eLogp’

dou

xn Log n
= —_ = nX) ~ e
Von nV(x) V(n) = ( Logp’

et par suite Voir: — o0 pour n — o, Aing, la série (7) converge s et seule-

ment s v(x) =1

S v(x) =1, I'édément ¢ = 1 + X est une unité dans I’anneau O des €é-
ments entiers du corps k. Par suites = 1 (mod x). Réciproquement, si une
unité ¢ satisfait a cette derniére congruence, dors ele et de la forme 1 + x
avec vV(x) = 1. Unetelle unité de I'anneau O s appelle une unité principale
du corps k. La sie (7) définit and une fonction Log ¢ sur le groupe multi-
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plicatif de toutes les unités principdes du corps k. Montrons que pour deux
unités principales ¢, et e, on alaformule
Log gg;, = Log g, + LOg &,. (10)
Soient &, =1+ x,¢, = 1 + y et supposons v(y) = Vv(X), i. e y = ¢x pour
un certain entier ¢, d' ol
A+ x) A+ =1+ (+ Dx+ x2

Nous considérerons |’expression (¢ + 1)x + ¢x* comme une série entiere
en x dont tous les éléments appartiennent au domaine de convergence de
la série Log (1 + z). Puisque la substitution formelle de cette expression
danslasérieLog (1 + z) donneLog (1 + x) + Log (1 + tx), alors, d’ aprés
le théoréme 2, nous obtenons |'égdlité

Log (1 + (r+ 1)x + zx?) = Log (1 +X) + Log (1 + tx),

ce qui démontre la formule (10).
La subgtitution formelle de la série (7) dans la série (6), ou de la s&rie
exp (x = 1) dans la &ie (7) donne les identités formelles suivantes
exp (Log(1+ x)) =1+ x, (11
Log (exp x) = X. (12)

Pour expliquer dans quelles conditions on peut consdérer les identités (11)
e (12) comme des égdités dans le corps k, Utilisons le théoreme 2. En accord
avec ce théoréme, |'égdité (11) sera vraie S tous les termes de la série 1 + X

. N ‘e xn
satisfont a la condition VOZ > X. Pour n = 1, cela nous donne la condi-

tion v(X) > X. Mais s Vv(x) 2x,alor8v§: =mzxpour I<n<p—1
et

x" e Log n
V(E) Xx=nh—1DX—vn>n-=1) p—l_e Togp
en—1)/ogp Logn -0

Logp \p—1 n - |77

pour n> p= 2 (nous avons utilisé ici le fait que la fonction Ii.%tesi

monotone pour t > 2). Aind, I'égaité (11) est vraie pour la condition
v(X) = x. On voit auss que, sous cette méme condition, v (Log (1 + X)) = x.

Passons a la formule (12). Il résulte de (8) que pour v(X) = X tous les termes
de la série exp (x — 1) appartiennent au domaine de convergence de la
série Log (1 + x); par suite laformule (12) est vaable pour tout x tel que
exp X ait un sens.
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Désignons par A le groupe additif des éléments x £ k tels que w(x) = »
et par M le groupe multiplicatif des unités e = 1 + x, x € A. D’aprés ce
qui précede, I'application ¢ — Log = € M est un homomorphisme du
groupe M dans le groupe A. Montrons que I’ application X — exp X est un
homomorphisme de A dans M. D'arés (9), il affit de véifier que

x'l
vtﬁ =%
pour tout x € A et tout n == 1. Soit p5 << n < pst1L Alors

)=z o) 5+ [5))

>£n--l)e enp—1,
p—1 pp—1

ce qu'il falait démontrer. Les formules (11) et (12) montrent maintenant
que les gpplications Log : M — A e exp : A - M sont bijectives et inverses
I’une de I’ autre. Nous avons démontré |e théoreme suivant.

THEOREME 3. — L’application x —» exp x est un isomorphisme du groupe
additif de tous les nombres entiers du corps k divisibles par Tc“(x= [phel] —H)

sur le groupe multiplicatif des unités principales € = 1 (mod =*). L’isomor-
phisme inverse est I'application ¢ = L0og ¢ (pour ¢ = 1 (mod =x)),

En général, I'application ¢ —» Log ¢ étendue a tout le groupe des unités
principes n'est pas un isomorphisme (exercice 5). De plus, la vadeur Log ¢
nNet pas forcément entiére.

Dans I'analyse réelle, on considere, simultanément avec la fonction ex.

la fonction exponentielle gx = ex Loe ¢, Son analogue dans le corps k est ja
fonction

7* = e&Xp (x Log x) (k)

ou 7 est une unité principale du corps k. Cette fonction est définie pour la
condition v(x) = x -~ v (Log ). Par suite, s 4y =1 (mod =*), alors n* sera
définie pour tout entier x de k et pour ces valeurs on a la congruence

¥ = 1 (mod =¥),

Dansle cas 1= 1 (mod =), pour des entiers x, y quelconques du corps k
on a les formules

7 =0y,

(%) = 7».
BOREVITCH 21
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EXERCICES

1. Démontrer qu'une fonction f(x) andytique pour v(x) > ® (dans un corps
complet pour la vauation v) e admettant une infinité de zéros dans la région
V(X) 2 ¢ e identiguement nulle

2. Soit k un corps de caractéristique zéro complet pour une métrique non archi-
médienne ¢ (exercice 4 du chapitre Ier, § 4). Supposons que la métrique ¢ et tdlle
que 9(p) < 1 pour un certan nombre premier rationned p. Démontrer que la
région de convergence de la série Log (1 + x) dans le corps k est définie par la
condition ¢(x) < 1 e la région de convergence de la sfrie exp x par la condi-
tion ¢(x) <”V/a(p).

3. Sous les mémes hypothéses, définir la région de convergence des séries

snme(_ 11 "_1),, COS x = Z( ) (2n)’

4. Trouwver une ereur dans la démondration suivante de Iirrationdité du
nombre =, Le nombre & et le plus petit nombre > 0 td que Sn = = 0. Supposons =
rationnd. Puisque © > 3, dors son numérateur doit ére divisble ou bien par un
nombre premier impar p, ou bien par 2% Dans ce dernier cas posons p = 2.
Il en résulte que les séries Sn x & cos x convergent pour X = = dans le corps des
nombres p-adiques. Mais, d'aprés la formule

sn(x+ y)=d9nXx cosy + cosx dnyy,

I'égdité Sn = = 0 entrdine sSn nr = O pour tout entier naturel 7. La fonction
sinx aang une infinité de zéros danssareglon de convergence & par suite, d’ apres
I'exercice 1, dle et identiquement nulle. Nous avons obtenu une contradiction.

5 Soient k une extenson finie du corps Q des nombres p-adiques et ¢ une unité
principale du corps k. Montrer que Log « = ="0's e sulement § - et une racine
d'ordre ps (s > 0) de 1.

6. Consarvons toutes les notations du point 2). Il est clair que les unités princi-
paes ¢ qui sont congrues a 1 modulo =" forment un groupe multiplicatif M,.
Tous les nombres entiers du corps k qui sont divisbles par =" forment un groupe
additif A,,. Montrer que pour # 2 x, I'application ¢ — Log E, ¢ € M,,, e un iso-
morphisme du groupe M, sur le groupe A,, (I'isomorphisme inverse est I'gppli-
caion X — exp X, X EA,)).

7. Démontrer que dans un corps vaué complet, la région de convergence de la

20}

Srie entitre f(x) = zanx" est contenue dans la région de convergence de la

n=0
[+2]

série dérivée zna,,x"—l. Montrer par un exemple que les régions de convergence
=0
des deux séri'és f(x) et T *(x) peuvent ne pas coincider (méme dans le cas d'un corps
de caractérisique nulle).
8. Démontrer que dans I'anneau des nombres 2-entiers la somme
22 23 2n
2+7+3~+ cee

n
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et divishle par des puissances de 2 auss grandes que I’on veut pourvu que » it
asez grand.

9. Démontrer que tous les coefficients a,, de la Srie

0
xP X
Ep(x)=exp(x+;+-i];+...) = Za"x"

n=

sont des nombres rationnels p-entiers (p premier).

Indication. — Démontrer que le nombre

n'
r = | = E I —
n ann. 7 = %
1,72 s

o o
p Yy . 4pS=n
o) #0,. .0, 20

est égd au nombre d' ééments du nitme groupe symérique dont I'ordre est une
puissance de p et gppliquer le théoréme qui affirme que pour tout diviseur d de
I’ordre d'un groupe fini G, le nombre des déments y ¢ G qui stisfont a I"équation
w? = 1 et divisble par d.
10. Démontrer que
w(m)
Bw=[]a-m -
(m, p)=1

(m parcourt tous les entiers naturels premiers avec p; w(m) et la fonction de
Moebius).

11. Soient » une unité principde d'une extenson finie du corps des nombres
p-adiques et x un nombre entier p-adique. Choisissons une suite d entiers naturels

{ a, } qui converge vers x. Démontrer que la limite lim 7% existe et est indépen-
dante du choix de { a, }. Montrer de plus que la fonction

7 = lim 5™
n->w

coincide avec la fonction (13) sur les nombres entiers p-adiques x.

§ 6. — METHODE DE SKOLEM

Nous exposerons dans ce paragraphe la méhode, due a Skolem, de réso-
lution des éguations du type

F(xla Cee Xm) =6, ey

oll F es une forme irréductible décomposable incompléte (cf. chap. Il, § 1,3))
et ¢ un nombre rationne. Cette méhode repose sur quelques propriétés
smples des ensembles andytiques sur les corps de nombres P-adiques, qui
seront démontrés dans le paragraphe suivant. On a donné au début de ce
chepitre un exemple introduisant I'idée de Skolem.
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1) Représentation des nombres
par des formes décomposables incomplétes

D'aprés le chapitre 11, § 1, 3)), I'équation (1) peut Sécrire

N(xlp.l + ... + me‘m) =a (2)

ou encore
Nw=a aeM, &)
Uy, 4 -5 M €tant des nombres d'un corps k de nombres algébriques et
M = {{, . .., m} & module engendré par ces nombres (¢ est un nombre

rationnegl). Remplagant éventuellement laforme F par une forme a coeffi-
cients entiers équivalente, nous pouvons supposer que les générateurs
1, --+» Wm du module M sont linéairement indépendants sur le corps Q
des nombres rationnels. Par hypothese, le module M est incomplet, i. e.

m<n=(k:Q).

Au chapitre 1, nous avons expliqué comment on peut trouver toutes les
solutions de I'équation (3) dans le cas ou M est un module complet du
corps k. C'est pourquoi, pour résoudre I’ équation (3), nous plongerons le
module M dans un module complet M; utilisant dors les méthodes du cha
pitre I1, on trouvera toutes les solutions de I'équation N(x) = a, « € M et
il restera a choisir les solutions « qui appartiennent 2 M.

Il est évident qu'on peut plonger tout module de k dans un module
complet. Il suffit de compléter le systéme des nombres linéairement indé-
pendants g, . . ., @ €N Une base wy, . .., @, du corps k et poser

M={p,...,0nm}

S on arésolu I'équation N(«) = a, a€ M, on obtiendra toutes les solu-
tions de I’ équation (3) en prenant les solutions « € M pour lesquelles, dans
la représentation

o - x1f-’-1+. Lo+ xnp‘m

les coefficients Xmx1, . . . , %, SONt nuls Soit wr, . . ., wr la base dude de la
base i, . . ..t (cf. appendice § 2, 3)). Puisgue la trace Tr wu est égde a 0
pour i # jetalpouri=j,adorsx =Trap (1<i<n). Il enrésllte
que les nombres « € M qui appartiennent au sous-module M sont carac-
térisés par les conditions

Trag =0 f=m+1,...,n0). (4
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D’ apres Ie théoréme 1 du chapitre 11, § 5, les solutions de I’ équation
N(a) = a, ae M sont de la forme

a= Yjs':‘ e 1<j<k), (5)
oll y,, . ...y est un systéme fini de nombres de norme a du module M
el ey, ..., E Unsystéme d unités indépendantes du corps k; w, . . ., u, Sont

des nombres entiers rationnels quelconques. D’ apres (4), la résolution de
I’ équation (3) est équivaente & la résolution de k systémes d’ équations

Tr(ywfefr. .. ") =0 ((=m+1,...,n), (6)

par rapport aux entiers rationnels uy, . . ., u, (iCi Yy €3 un des v;).
Soit K un corps de nombres a gébriques contenant tous les corps conju-
gués de k et soient 6y, . . ., g, tous les isomorphismes de k dans K. Puisque

Tr (8) = oy(8) 4. .. + Gn(E)

pour tout £ e k, le systéme (6) peut S écrire :

n

zcj(w?‘ Jole) .. afe)r=0 (=m+1...,m. (@)

j=1

Il et dar que pour démontrer que I'éguation (3) a un nombre fini de solu-
tions, il suffit de montrer que chacun des sysémes (7) a seulement un nom-
bre fini de solutions u,, . . . , u, entiers rationnels.

Remarque. — Nous appellerons sous-groupe multiplicatif du corps k

I'ensemble des nombres du corps k qui sécrivent sous la forme &5t . . . €,
OUuy, . . ., Uy Parcourent tous les entiers rationnels et nous le désignerons

par U. Toutes les solutions de I’ équation (3) coincident avec les éléments
des intersections

MayU  (j=1,...,K. (8)

On peut remplacer chacun des ensembles (8) par I'ensemble v;'M n U qui
lui et semblable. Aing, le probléme de la recherche des solutions de I'équa
tion (1) équivaut au probléme de I'intersection d’'un module et du sous-
groupe multiplicatif du corps k. Remarquons que dans les intersections (8)
on peut remplacer le module M par I’ espace vectoriel L (sur le corps Q)
engendré par yy, . . ., &, En effet, puisque yUc MetL n M = M,
dorsL ny;U=M n y;U.




326 THEORIE DES NOMBRES

2) Lien avec les germes d’ensembles analytiques

L’idée de la méthode de Skolem réside dans le fait que, dans certains
cas, on peut démontrer la finitude du nombre de solutions, de I'équation (1)
en montrant que le systéme (7) n'a d§a qu’un nombre fini de solutions
Wy, ..., 4, QU Soient des nombres entiers P-adiques (i. € des Cléments entiers
du compléé Kg), B éant un certan diviseur premier du corps K. Pour une
extension convenable de I'ensemble dans lequel varient les inconnues,
nous pourrons interpréter I'ensemble des solutions du systéme (7) comme
un ensemble analytique dans un espace r-dimensionnel et pour I’ éudier
aopliquer les propriétés de ces ensembles.

Pour donner des valeurs B-adiques aux variables uy, . . . , u, dans les parties
gauches des équations (7), nous nous heurtons a la difficulté suivante : la
fonction exponentielle e = exp (u Log E) n'est défini pour tout entier
P-adique U que § ¢ satidfait & la congruence e = 1 (mod P*) (x e un nom-
bre entier qui dépend seulement du corps Kg; cf. fin du § 5). On peut sur-
monter ains cette difficulté : d’ aprés I’exercice 6 du chapitre 111, § 7, il
exige un entier naurd g tdl que pour tout nombre entier « € K non divishle
par B, on ait la congruence

@=1  (mod ). ©)
Dans la formule (5), on peut écrire chacun des exposants u sous la forme
ui=p4qu, 0<,<gq 1€Z,

et, par suite, I'unitée = €. . . s’r‘r s écrit auss

E:Sls .e‘rh’r (l: l,...,qr)

1.
ou § est un des g nombres

P1 epI’

81 cee €

0<p, <q

Nous obtenons and une nouvele représentation des nombres « du type (5)

dans laquelle ¢; est remplacé par «f et I'ensemble fini des nombres v; est
remplacé par I'ensemble fini des nombres +;8;. Puisque les ¢; sont des unités,
ces nombres et les nombres se;) vérifient la congruence (9) et la fonc-
tion o;(c?)* et définie pour tout entier P-adique u € Kyp. Nous avons démon
tré le résultat suivant.

LEmMME 1. — Pour un choix convenable des y et ¢; dans la formule (5),
les fonctions oy(e;)* sont définies pour tous les nombres entiers u du corps Kg.

Nous supposerons toujours dans la suite que cette condition et sttisfate
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Revenons au systéme d’ équations (7). Utilisant les formules (9) et (13)
du § 5 ces équaions peuvent Sécrire

n
ZAijeXpLj(ul,...,u,)=O G=m-+1,...,n) (10)

avec
r
LG, s ) = > i Log oy(e),
k=1
Ay = oyu)-
Puisque les parties gauches des équations (10) Sexpriment comme des séries
entieres convergentes pour tous les entiers PB-adiques u, . . . , u, € par suite

ont des fonctions anaytiques, on peut interpréter I'ensemble des  solutions
du sytéme (10) comme un geme densemble andytique (au voisnage de
toute solution) au sens de la définition du § 7.

Le nombre des inconnues du systéme (10) est égal ar et le nombre des
équations est égal a n — m. On s’ attend intuitivement a ce que la variété
définie par ce systéme soit formée d’'un nombre fini de points isolés s
n — m 2z Y. Rappelons que le nombre r, lié au théoréme de Dirichlet sur
les unités, et égd & s + ¢ — 1, 5 &ant le nombre d'isomorphismes rédls et ¢ le
nombre de paires d'isomorphismes complexes conjugués du corps k.
Puisque n = s + 2¢, la condition n — m > r équivaut a la condiion t =m— 1
Dans le cas trés simple m = 2, cette condition signifiequet= 1, i. e. qu'il
exige au moins une paire de corps complexes conjugués a k. Ce cas, réduit
au théoréme de Thue, sera é&udié dans le point suivant.

Supposons que le syseme (10) at une infinité de solutions (uys, - - ., Ups),
s=1,2,... D'aprés la compacité de I'anneau des nombres entiers P-adi-
ques (cf. théoréme 6 du chapitre premier, § 3 et remarque 2 alafin du
§ 1, 2) de ce chapitre), on peut en extrare une sous-suite convergente dont
nous désignerons la limite par uf, ..., u'. Il est dair quele paint (45, . . . ,u)
stifat auss au systéme (10); par suite, c'est un point de I'ensemble ana
Iytique défini par ces équations, qui posstde la propriété que chacun de ses
voisinages contient une infinité de points de cette variéé. Introduisons ala
place de wy, . . . , 4, de nouvelles variables vy, . . ., v, pa les formules

w=u +v  (1<igV)
Le sydéme (10) sécrit
n
ZA,-"} epLv, ... 0)=0 (=m+ 1, ....n) 1)
j=1
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en posant
A=A epL(s, ... uf)

Les termes constants des séries qui figurent dans la partie gauche des équa
tions (11) sont nuls. Désignons par V e germe d’ ensemble anaytique (au
voisnage du point (0, . .., 0) défini par le systeme (11) (cf. définition du § 7).
Puisque ce germe n'est pas réduit a un point (tout voisinage de I’ origine
contient par hypothése une infinité de points de cet ensemble), dors, dapres
le théoréme 2 du § 7, il existe sur V une courbe analytique, i. e. il existe
un systeme de sdries entieres formelles

o(t), ..., o)
(non nulles smultanément e sans termes condants), & coefficients dans une
extengon finie du corps Ky, tele que les shies
Pt) = Li(y(1), . . ., o{1)) (12)
satisfassent identiquement aux relations

ZA,-",‘-exij(t)zo (=m-+41...,n).
j=1

Nous avons obtenu le résultat suivant :

TaforEME 1. — Si I’équation (1) admet une infinité de solutions, le germe
d’ensemble analytique défini par le systéme (11) (pour un certainy = v;
e un certan point (e, . . ., u¥ )) contient une courbe analytique.

Ce théoréme et I'éape fondamentde de la méhode de Skolem. 11 réduit
la démonstration de la finitude du nombre de solutions de I’ équation (1)
a la démongration du fat que le syséme (11) n'a pas de solutions dans les
Fries entires formelles a une varidble, i. e que le geme andytique corres
pondant ne contient pas de courbe anaytique.

Remarquons que, parmi les n s&ries Py(¢) définies par les égdités (12),
il existe n — r relations linéaires

ZB,-,-P,(t) =0, 1l<j<n—r,
j=1

puisque ce sont des combinaisons linaires des r Séries entiéres wy(s). Aing,
la présence sur le germe V' d'une courbe andytique implique que le systéme

n
Sajeppn=0 (ntl<i<n )
j=1

" (13)
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est résoluble (dans les séries entiéres formelles Pi(t) sans terme constant);
les équations des premiére e deuxiéme lignes sont ici respectivement linéa-
rement indépendantes (I’ indépendance des équations de la premiére ligne
résite du fait que le déterminant det o;(yw*), dont le caré et égd au disori-
minant de la base yu.*, et différent de zé&ro puisque le rang de la matrice (A;)
(m+1<i<n 1<j<n)etpa suite auss de la matrice (A}}), est égal
am— n). S nous supposons que n — m = r, dors le nombre des équations
du systéme (13) et = n.

3) Théoréme de Thue

Ce théoreme affirme que s une forme
fx,y) = axn+ axy + ... +ay"

de deux variables, a coefficients entiers rationnels, est irréductible et de
degré n = 3, adors I’équation

fy)=c (14)
n'admet quun nombre fini de solutions dans les nombres entiers. Puisqu'une
forme de deux variables est toujours décomposable, et incompléte pour
n > 2, |I'équation (14) est une éguation du type (1) que nous avons éudié.
Ici m = 2; la condition t+ = m — 1, sur laguelle repose la méhode de
Solem, sgnifie donc que ¢+ > 1, i. e que P’équation f(x, 1) = 0 a au moins
une racine complexe. On dit dans ce cas que la forme f(x, y) admet une
racine complexe. Sous cette hypothése, nous démontrerons le théoréme de
Thue par la méthode de Skolem, i. e. I’argument suivant :

THECGREME 2. — Si la forme irréductible a coefficients entiers f (x, y) de
degré n = 3 admet au moins une racine complexe, alors I’équation
fl,yy=c
n'admet qu'un nombre fini de solutions en nombres entiers.
DEMNSTRATI ON. - — Nous supposerons que le coefficient a, de x» dans

f(x,y) est égal &1 (sinon, nous multiplierons I’ équation (14) par a,~* et
remplacerons g,x par x). Posons k = Q(O), K = Q(8,, . . ., 0,) ou les

nombres § = 6,, 6,, . . ., 6, sont définis par la décomposition
FOD=(x+98)... (x40,
Pourtoutj= 1, . . . . n, désignons par ¢; I'isomorphisme du corps k dans K

tel que 6 — 0,. Puisquef(x, y) = N(x + y8) (N est la norme pour I’ exten-
sion k/Q), nous pouvons écrire I équation (14) sous laforme (3), M étant
le module {1, 6 }. Ains, danscecas, g, = 1, p. = 0 (m = 2).
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Supposons que I’ équation (3) pour le module M = { 1, § } admette une
infinité de solutions a = x + y0. Alors, pour un certainy = vy; € k, une
infinité de ces solutions s écrivent sous la forme (5) pour des unités indé-
pendantes «,, . . . , ¢ du corps k, qui satisfont aux hypothéses du lemme 1.
Les exposants i, . . . , u, correspondant a ces nombres a satisfont au sys-
teme (10). Choisissons parmi ces solutions a une site «,, a,, . . . , telle que
les points correspondants

(ulss .. '5urs); s=1,2,... (15)

convergent vers un certain point ¥, . . ., «*. D’ aprésle point 2), le germe
densemble andytique défini par le syséme (11) contient une courbe ana
Iytique e, (), . . . , W,.(t), i. e les séries (12) correspondantes satisfont aux
équations  (13).

La démondration du théoréme 2 repose sur I'important lemme suivant

LEMME 2. — Soit donné le systeme d’équations

Zaije(ppj =0 (izl,...,nl)l
j=1

) (16)
Zb,.jpjzo (i=1,...,m) \

dans lequel les équations de la premiére et de la seconde ligne sont respecti-
vement linéairement indépendantes. Si g, = n = 2, #, => 2 et si le systéme
a une solutionPy(t), . . ., P,(t) dans les séries entiéres formelles sans terme
constant, alors P.(t) = P«(t) pour au moins deux indices k et j distincts (Les
coefficients a; et b;, de méme que les coefficients des séries entiéres Py(¢),
appartiennent a un corps de caractéristique 0).

Nous donnerons plus loin la démongration de ce lemme Montrons tout
de suite gqu'il entraine le théoreme 2.

D’ apres le lemme 2, pour toute courbe oy (t),. . ., wyde V il existe au
moins deux indices distincts k et j tels que Pi(¢) = Pi(#), i. e.

Lk(ml(t) 1 ‘-‘)r(t)) — Lj((")l(t): e m,(t)). (17)
Considérons dans I'espace r-dimensionnel des paints (v, . . . , v,) I'ensemble
analytique W défini par I’ équation
| -1 (Lk(vlsa [T U,) - Lj(vh 11 ey vr))= 0-
1sk<j<n

Il résulte de (17) que toute courbe contenue dans le germe analytique V
appartient aussi a W. Mais aors, d' apres lethéoreme3du § 7,V < W,
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i. e tous les points de V contenus dans un voisinage assez petit de I'origine
gopatiennent auss a W.

D’autre part, montrons que W contient seulement un nombre fini des
points (vys, - . . ,v4)€V, s =1, 2,...) liésaux points (15) par la relation
u, = u' + v, qui convergent vers |'origine. La contradiction obtenue
démontre le théoréme 2.

Soient « = X + yb et «' = x' + y'86 deux nombres de la suite { «, } tels
gue les points correspondants de V appartiennent a |I'ensemble analy-
tigueL, = L.S a=y'. .. retu,=u +v,dors

*

u u* v . v
si@=oci(y)oi(e) . .. g(e) " o)t . . . qi(e,) " =ciexp Loy, ..., )
e, de maniére andogue,
ai(0) = e exp. Loy . . ., 0),
d'ou

o) _, ox(®)
Cj Ck

Nous obtiendrions de méme
of(«) _ ap(e)
¢ Ck

Ces deux égdités nous donnent

x+y0 _ x+yh

xl + y’ej x’ + ylek!
d'ou

(xy" = Xy) (6 — ;) =0,
et, puisque §; # 6, nous obtenons finalement

Xy’ — Xy =0
Cette derniére égalité exprime que x + y0 = d(x’ 4 y'0) pour un certain
nombre rationnel d. Prenant les normes et tenant compte du fait que
N(a) =N(@) = 1,

nous obtenons I’ égalité d# = 1, d'ou d = 4- 1; par suite a = L+ a.

Ainsi, chacun des n(n; D

ensembles analytiques L, = L;, dont la

réunion coincide avec W, contient au plus deux points de V qui corres-
pondent & des paints de la suite { &, }. Mas dors W contient au plus n(n — 1)
tels points. Aing tout voisinage de I’ origine contient des points de V qui
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N’ appartiennent pas a W et cela signifie que V (comme germe analytique)
ne peut pas ére contenu dans W, en contradiction avec I'incluson obtenue
ci-dessus V. < W. Comme nous I'avons dit, cda redémontre le théoreme 2.

DEMONSTRATION DU LEME 2. — Puisque, par hypothése, les équations
de la premiére ligne de (16) sont lindairement indépendantes, nous pouvons
(en modifiant éventudlement I'ordre des indices) exprimer exp P; (i= 1, 2, . . . .
n--1) aumoyendeexp P,_, et exp P, :

eXpP;=a,expP,_, 4 b;expP,. (18)
S a; = 0, dors, égdant les termes congtants dans |'égdité exp P; = b; exp P,
nous obtenons ; = 1, dou P, = P,. Nous pouvons donc supposer que tous
les q; sont différents de zéro. Posons
Pp—P,=Q (i=1...,n—-1)
et supposons que tous les Q; sont différents de zéro. L’ égalité (18) donne

&XpQ;=a &Xp Qs+ b (19)

d’ou, en dérivant par rapport a ¢ (cf. exercice 10),
Qi exp QF = 4 Qu-1 EXP Qs (20)

Réunissant les égalités (19) et (20), nous obtenons

o ! . ]
Qi—Qn~leprn—1m (I—I,...,n 2) (21)
avec
[ b,-a,-"l.

Etudions maintenant les équations de la deuxiéme ligne de (16). Par
hypothése, il en existe au moins deux qui sont linéairement indépendantes;

mais alors, on peut trouver une relation non triviale entre Q,, . . +, Q,_; :
n
>dQ =0.

Dérivant cette identité et remplacant les Q; par les équations (21), nous
obtenons

n—-%
d: Ay
, ) i n =0,
Q-1 exp Qs 1(1:5_1, T oxp Qi | exp Qn—l) ’

et, puisque Q,_, # 0 et exp Q,-, # 0, alors

n-1

g
DiTeran” 22)

(en posantici ¢,—; = 0).
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L’ égalité (22) ne peut avair lieu que s la fonction rationnelle
n-1

S b

Z ci+z @3)
est identiquement nulle. En effet, dans le cas contraire, i. e. s la fonc-
fion (23) et égdle :’% avec o (2) # 0, dlors, d ares I'égalité cp(exp Q. =0,
nous obtenons que la érie entiére formelle exp Q,-1, Non constante, est
racine d’ une équation algébrique, en contradiction avec I'exercice4 du §1-
Il est dar que la fonction (23) ne peut sannuler identiquement que S ce=c;
pour au moins deux indices k et | distincts. Mais aors, il résulte des éga
litss (19) que

cXp Pk = ZE eXp PJ,

on en déduit facilement que P, = P;, ce qui démontre le lemme 2.

Remarque. = La méthode de Skolem permet de démontrer la finitude
du nombre de solutions entieres de I’ équation (14). Cependant, elle ne
donne pas ddgorithme pour trouver ces solutions. Toutes les méthodes de
démonstration connues présentent cet inconvénient.

4) Remarques
sur les formes a un plus grand nombre de variables

En liason avec le théoréme de Thue il est naiurd de se posr la question
suivante : a quelles conditions une équation du type (1), pour une forme
décomposable incompléte, a-t-elle seulement un nombre fini de solutions
dans les nombres entiers. De telles équations peuvent, dans certains cas,
avoir une infinité de solutions, Considérons, a titre d’exemple, I’ équation

X+ 4yt + 928 — dxryr — 6x3— 12y22 = N(x + yy/2 4 24/3) = 1
(a norme est prise pour I'extension Q( 4/’ 2, \/3)/Q). Cette éguation admet
deux <hries infinies de solutions données par les formules

X4yV2=+(1+42), z=0;
x+24/3=402+43), y=0

Laraison de ce phénoméne est que, si nous pasons z = 0 ou y = 0, nous
obtenons des carrés parfaits (x2 — 2y%)? et (x* - 3z2)? respectivement. Cela




334 THEORIE DESNOMBRES

entreine que le module } 1, 4/2, 4/3 | qui correspond & notre forme  contient
des sousmodules complets de corps plus petits, a savoir

{LV2icQ(v2) et {1L43}<Q(v3).

Etudions une classe de formes qui possédent cette propriété. Ecrivons
I"équation (1) sous laforme (3) et considérons le sous-espace vectoriel L
(ur Q) engendré par les nombres du module M. Nous dirons que le module
(sur Q) engendré par les nombres du module M. Nous dirons que le
module M et dégénéré s I'espace L qu'il engendre contient un sous-espace L’
smbleble & un souscorps K < k, k' n'éant ni le corps des nombres ration-
nels, ni un corps quadratique imaginaire.

Montrons que, pour un module dégénéré, I’ éguation (3) a une infinité
de solutions (pour certaines valeurs de &). En effet, si L = vk’ (y e K) et
M’ =L’ n M, aors y—:M’ est un module complet du corps K'. Par défi-
nition d'un module dégénéé tout ordre du corps k' contient au moins une
unité fondamentale et par suite I’ éguation

Nej®)=a,  Eey'M' (24)

a une infinité de solutions des qu'elle en admet une. Posons a, = Ny q(y)a,
our=(k:Kk'). Puisque

Nyy) = (Ne@®))'Niyqy) = a

et &y e M’ < M (pour tout £ satisfaisant a I’équation (24)), alors ’équa-
tion Ny q(n) = &, v € M aune infinité de solutions.

La conjecture principde relative aux équations du type (1) et la suivante :
une telle équation n'a qu'un nombre fini de solutions dans les nombres entiers
Si et seulement le module qui lui correspond n'est pus dégénéré.

Le seul procédé d'approche de cette conjecture est actuellement la méthode
de Skolen (avec I'hypothése redtrictive t > m — 1)

Pour démontrer le théoréme 2, on utilise de maniére essentielle | hypo-
thése m = 2 dans le lemme 2. L’extension de ce lemme au cas généra
m+n>=n(@laplaceden, = n— 2 et n, > 2) apparait comme la prin-
cipale difficulté pour démontrer la conjecture ci-dessus dans le cas m> 2
(et bien entendu t = m — 1). Skolem a obtenu une telle généralisation
pour n =5 m=2 n =3 & en a dedit la finitude du nombre de solutions
deI’équation (1) pour n=5, m= 3, t = 2 (Th. Skolem, Einige Sitz Uber
p-adische Potenzreithen mit Anwendung auf gewisse exponentielle Glei-
chungen. Math. Ann., 1935 111, n° 3, 399-424). Cda montre que la conjec-
ture est vraie pour n = 5 (avec la condition t = m = 1; la condition de
non-dégénérescence du module n’intervient pas puisqu’ici le corps k est
de degré premier et par suite n'a pas sous-corps).

Chabauty a démontré la conjecture ci-dessus pour m= 3 (et t > 2)
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(C. Chabauty, Sur les éguaions diophantiennes liées aux unités d'un corps
de nombres agébriques fini. Ann. di Mat. pura e applicata, 1938, 17, 127-168).
Sa démondration et de nature différente e utilise des propriéés plus pré
cises des égquations du type (16). Aind, on ne conndlt pas de générdisaion
du lemme 2 pour n, = n — 3 (en dehors du cas n = 5 éudié par Skolem).

EXERCICES

1. Soit f(t) = g + at + ayt® + . . . Une Siie a coefficients entiers p-adiques
qui converge pour tout entier p-adique t. Démontrer que s
vplar) < vag), k=23..>
dors I'équation f(t) = 0 a une solution dans les entiers p-adiques pour
vp(ag) = Vp(al)
et n'a pas de solution dans les entiers p-adiques pour vy(@) << v,(ay).
2. Soit d > 1 un entier naturd sans carrés et soient (a, b) et (ay, b;) deux solu-
tions non trivides (différentes de (1, 0)) de I'équation
B+dp=1
(dans les nombres entiers rationnels). Posons, dans le corps cubique K = Q(+/ d),
¢ =a+ b¥/d < =a + b¥/d Démontrer quaors

U

-0
€ g

pour certains entiers rationnels # e v dont I'un des deux au moins N'est pas divi-
sible par 3.

3. Conservant les notations de |’ exercice précédent, supposons d == + 1 (mod 9).
On a dors dans le corps K la décompoasition 3 = p? (cf. exercice 24, chap. Ill,
§ 7) et ans le degré du complété p-adique K, du corps K sur le corps des nombres

3-adiques Q, est égd a 3. Supposant v == 0 (mod 3), posons ¢ = g Démontrer
que le nombre ¢ (considéré comme un nombre entier 3-adique) est racine de I’équa

tion
[+4]
Zant" =0 *)
n=2

ol a, = ;ll—' Tr ((Log m)m), 7 = ¢ (ic Tr désigne la trace pour I'extension K,/ Q).
Démontrer que la série de gauche dans (*) converge pour t entier 3-adique.

Indication. — Démontrer que Tr (Log v) =0 et Tr n, = 3, 7, = €.
4. Démontrer que les coefficients a, de la série (*) sont tels que
o) = vilas) = ¢ + 3, voay) > 1t + 3 pour n>3,
ol ¢ = vy(a®h*d) (v; et la vauation 3-adique).
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Indication. — Utiliser le fat que s =1 + 3X, x = ab¥/de, dors
Log 7 =3x — % x* 4 9x° (mod 3*7¥)

e auss le fait que la trace d'un dément de I'anneau Z,[+/d] est divisble par 3
(Z, et I'anneau des nombres entiers 3-adiques).

5. Utilisant les exercices 1 a 4, démontrer que I'équation x* + 4y® = 1 pour
d==+ 1 (mod 9) a au plus une solution non trivide dans les nombres entiers
rationnels.

6. Démontrer |'argument de I’ exercice précédent dansle casoll d =+ 1 (mod 9).

Indication. — Remarquer que dans le corps K = Q/(+/d) le nombre 3 se décom-
pose en un produit 3 = (exercice 24 du chapitre IIl, § 7) et transposer les
raisonnements des exercmes% et 4 ala somme directe K, = K, @ K, (cf. § 2)
La fonction logarithme sur K; et définie exactement comme sur un corps :
série sera convergente pour les &€ = (o, B) € K, tedls que « & B soient des unltes
principales des corps Ky et Kq respectivement. La trace Tr £ et définie comme
éant la trace de la matrlce de I’ applloanon lindaire & — £ (¢’ € K;); par suite,

dle coincide sur tout dément de K avec la trace de I éément correspondant de K.
7. Supposons que la série
@) =ay+ait +ayg*+..>
a coefficients entiers p-adiques, converge pour tout ¢ entier p-adique. Démontrer

gue S a, et une unité p-adique et g, = 0 (mod p) pour tout s > n dors | équa
tion f() = 0 a au plus » solutions dans les nombres entiers p-adiques.

8. Soit

Vot (**)
une suite de nombres entiers satisfaisant a la relation de récurrence
Uy = @ty - . . F Qulty_pm (@, #0)
a codfficients a,, . . ., a, entiers rationnels. Supposons que le polyndme
e(x) = xm - gxm-1 — . .. —aq,

n'a pas de racine multiple. Démontrer qu'dors il existe un entier naturd M tel
que pour les indices » d une méme classe résiduele modulo M ou bien toutes les
vaeurs u, coincident ou bien il n'existe pas de nombre répéé une infinité de fois.

Indication. —= Utiliser la formule #, = Ay + . . . + Apel (o; racines de ¢(x))
et le fait que pour un nombre premier p convenable et un certain entier nature M
les fonctions o> = exp (x Log xM) sont des fonctions analytiques pour tout entier
p-adique x.

9. Avec les notations de I exercice précédent, SUpposons gue toutes les racines o,
(1 < i € m) du polyndme ¢(x) et tous les rapports ;—’ (i s ) ne sont pas des

racines de 1. Démontrer qu'dors aucun nombre entier nest répété une infinité
de fois dans la suite récurrente (**) (S cette suite n'est pas condituée entiérement
par des zéros).

10. Soient f(y) une Sfrie entiére quelconque et g(x) une série entiere sans terme
congant & coefficients dans un certain corps. Posons F(x) =f(g(x)). Démontrer

que
F@) = f(gx)eg’(x).
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11. Soit Pg),aF 0 une s&ie entiére formelle sans terme congtant sur un corps
quelconque. Démontrer que S

n
Za,. exp yv,P@) = 0,
i=1
ou tous les ¢; ne sont pas nuls, aors y;, = y; pour au moins deux valeurs des
indices k # ;.
12. Démontrer I’ar%ument du lemme 2 sous les hypothésss n, = n — 1L n, = 1
em=1nm=n-1

§ 7. — GERMES D’ENSEMBLES ANALYTIQUES

Soient k un corps de caractéristique zéro, complet pour une valuation Y
et ¢ la métrique correspondante. Dans ce paragraphe, nous désignerons

par kn I’ espace n-dimensionnel des systémes («y, - . . , &,), appelés points,
dont les composantes appartiennent a k ou a des extensons finies du corps k.

Nous appellerons E-voisinage du point zéro dans k” I ensemble des points

(o, . .., o) Qui satisfont aux conditions ¢(x;) << (=1, ..., n)(sest un
nombreréel > 0).
Congdérons I'ensemble des Séries entieres f(xy, . . . , x,) de n varidles

a coefficients dans k, qui convergent dans un certain E-voisinage du point
Zéro (c dépend de la Série considérée). Il est facile de voir que toutes ces
sies forment un anneau, que nous désignerons par D, Nous écrirons sou-
vent f(X) alaplace de f(xy, . . ., Xn).

DEFiNITion. — L’ensemble V' des points (a,, . . ., a,) € k" qui appartiennent
a un certain e-poisinage de zéro et qui vérifient le systtme des équations

HX)=0, ..., fuX)=0 (1

oufi(X), . . ., fu(X) sont des séries entiéres de I'anneau 9, sans terme constant,
est appelé un germe d’ensemble analytique (ou, en abrégé, un germe ana
lytique).

Nous conddérerons que deux germes andytiques sont égaux Sils coinci-
dent dans un certan c-voisnage de Zzé&o.

Bien entendu, on peut considérer des germes analytiques au voisinage
dun point quelcongue de k». Nous avons chois le point zéo pour smplifier
les notations.

Soit V un germe andytique. L’ensemble de toutes les s&ries entiéres f(X) € D
qui Sannulent en tous les points de V agppatenatt a un c-voisnage conve
nable de z&o forment un idéd de I'anneau D que nous désignerons par Uov.
Il et évident que chaque éément de I'aneau quotient D/W, = D peut ére

BOREVITCH 22
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considéré comme une fonction définie sur les points du germe V qui gppa-
tiennent a4 un certain cvoisnage de z&o (le voisnage dépend de la fonction).

Par suite, I'anneau D est appelé I'anneau des fonctions analytiques
sur V.

DEFINITION. ~— Un germe analytique V est dit irréductible si I'anneau D/Usy,
des fonctions analytiques sur V n’a pas de diviseurs de zéro. Dans le cas
contraire, V est dit réductible.

L’ étude des germes analytiques repose sur trois résultats simples, dont
l'un et dgébrique e les deux autres conséquences des propriétés des séries
entieres. Nous les énoncerons sans démonstration, en donnant des réfé-
rences.

LEMME 1. — Soient g,(t), . .., ,,,(t) des polynémes de I’'anneau k[t] dont
le coefficient dominant est égal & 1. 1l existe un systeme f,, . . . , ki, de poly-
nomes sur Z (i. e. & coefficients entiers) de leurs coefficients tels que, pour
chaque choix de ces coefficients dans k, les conditions 4, =0, ..., h, =0
soient des conditions nécessaires et suffisantes pour que gy?), . . ., g,,(t) ait
une racine commune dans une extension finie du corps k.

Sm=2r=1¢ h e le réultant des polyndmes g, et g, Le cas générd
se raméne facilement au cas m = 2. La démonstration est faite dans le
livre de Van der Waerden, Algebre moderne, tome Il, chapitre XI, § 77.

LEMME 2. — Soitf (X,, . .., X,) € D une série entiére dont le plus petit degré
des termes qu'elle contient est égal & k = 1 et dont le coefficient de x¥ est diffe-
rent de zéro. Alors on peut trouver dans I'anneau D une série e(x,, . . . , x,),
de terme constant non nul, telle que

FR)eX) = X0 + 9(Xpy . . ., Xoo)Xh T @Ky ) Xy

ol @y, ..., Pk 0Nt des fries des variables x;, . . . , x,_,, de terme constant
nul.

La démonstration de ce théoréme et faite dans le livre de Siegdl, Fone-
tions automorphes de plusieurs variables complexes, chapitre premier, § 2,
pages 810 (Moscou, 1954).

Remarquons que la condition de non-nullité du coefficient de x* peut
toujours étre obtenue par une transformation linéaire non singuliére de la
variable. De plus, partant de pluseurs ries entieres f;, . . ., f., il est facile
de voir quon peut choisr cette transformation linéare pour que cette condi-
tion soit sdtidfate Smultanément pour toutes ces Siries.
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Lemve 3. — Tout idéal Y, de I'anneau D admet un systéme fini de géné-
rateurs, i. e. il contient des séries h,, . . ., k; telles que toute série h €W
S'écrive

h=gh+ &hs+ . ..+ gh
ou g, ..., g sont des séries de D.

Pour la démonstration de ce lemme, on pourra consulter le livre de
Bochner et Martin, Several Complex Variables, chapitre X, § 1. Dans ce
livie e dans le livre de Siegd, les démondrations sont faites pour des Sfries
ar le corps des nombres complexes, mas ces démondrations S appliquent
asss au cas d'un corps vaué complet (*).

Nous utiliserons le lemme 3 pour démontrer le résultat suivant.

THEOREME 1. — Tout germe analytique est réunion d’un nombre fini de
germes analytiques irréductibles.

DEMONSTRATION. — SUpPosons que le germe V est défini par les équa-
tions (1). S V est réductible, il existe dans D des séries entiéres T et g ne
s'annulant pas en des points de V auss voisins que I’on veut du point 0
et telles que fg s'annule sur tous les points de V' contenus dans un certain
evoisnage de zé&o. Dtsgnons par V, e V; les gemes définis par les équar
tions (1) augmentées respectivement des équations f(X) = 0 et g(X) = 0,
11 est clar que V, et 'V, sont des sous-germes de V et que

v=V,uV.

S lesgermes 'V, et V, sont irréductibles, le théoréme est démontre. Si I'un
d'entre eux est réductible nous pouvons de la méme maniere le représenter
comme réunion de deux sous-germes propres. Répétant ce procédé, nous
obtiendrons ou bien une représentation du germe V. comme réunion d'un
nombre fini de germes irréductibles (ce que nous voulons), ou hien une slite
infinie de germes

V=VogV1§V23...D... ¥)]

Démontrons que ce demier cas est impossble Consdérons les idéax Uy,
des germes V,. Il résllte de (2) que

Uy g Uy, SUW, ®

Désignons par U la réunion des ideaux U, D'apres le lemme 3, I'ided U,
est engendré par un systeme fini de ries h,, . . . h, Puisque toute série de L,
appartient a un des idéaux Uy, il existe U qui contient toutes les séries

_(*) Pour la démondtration des lemmes 2 €t 3, on pourra consulter également le
livre de P. Samuel et 0. Zariski, commutative Algebra, vol. 2, p. 145 et 148,
Princeton University Press, 1960 (N. d. T.).
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h1, ..., h. Masaors U < Uy, et par suite Wy, = W
contredit (3). Le théoréme (1) est aing démontré.

Nous dlons maintenant exposer une méhode générde d'éude des germes
andytiques par réduction du nombre des variades

St V un germe andytique dans I'espace k7, défini par les équations ().
SV est différent de k”, nous pouvons supposer que les séries £, . . ., fn
(m = 1) ne sont pas identiquement nulles; nous effectuerons éventuellement
une transformation linéaire des variables de telle sorte que tous les poly-
ndmes f; satisfassent aux conditions du lemme 2. 1l existe aors dans
I"anneau D des séries entieres e(X), . . . ,e, (X) & termes congtants non nuls,
tdles que

..., cequi

Vi+r1

R k1
e=g=x!+toxi T+ . .+ i, @

ou @5 = @yX, . 1. X,_y) SONt des series entiéres de n — 1 variable sans

terme constant. Puisque ¢(X) # O dans un certain E-voisinage de O, le

geme V et auss défini par le sydéme d équations
&X)=0,...,8.X)=0,

dont les termes de gauche sont des polyndémes en x, de coefficients domi-
nants égaux a 1. Nous pouvons appliquer le lemme 1 a ces polyndmes;

les polyndmes h,, . . . , k, correspondants sont des séries entires de xy, . . . . Xp_1,
sans terme congtant e puisque les ¢ convergent dans un cetan E-voiSnage
de zé&o, les sefres hy, . . ., by SEYONt convergentes dans ce voisinage.

Considérons, dans I’ espace k"1, le germe analytique W défini par les
équations

hl(xly L | xn—l) = 01 L | hr(xl) LR | xn—l) = O'
Il et dlair quun point (s, . . . ,a,_y) € kn-1appartient AW si et seulement
S tous les polyndmes gi(®, . . . , @,_y, X,) ONt Une racine commung, i. e Sil
exise a, tel que (a,, . .., %-1,%,)€ V. Aind, le germe W est la projection
du germe V sur |I"hyperplan x, = 0. 1l en résulte que tout point
(“1, ey “n—l)ew
es la projection d'un nombre fini de points @@, . . . , ®,.y, a,) € V pUisqUe a

est une racine commune des polynémes gie, . . -» %y—1, X,). Le passage
du germe V a sa projection W est une méthode fondamentale d’ éude des
germes  andytiques.

DEFINITION. — On appelle courbe dans I’espace knun systeme de n séries
entiéres formelles w,(t), . .., w,(t), sans termes constants, a coefficients dans
le corps k ou dans une extensionfinie de k, les e« (#) n'étant pas tous identique-
ment nuls.

Pour le propos qui nous intéresse, il n'edt pas nécessare de supposer que
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les séries wy(t) = aut + apt®* + . . . sont convergentes; il est donc plus
smple ici de ne pas faire cette hypothése. Ains une courbe n'est pas donnée
par I'ensemble de ses points mais par les séries w;(z). Dire que la courbe
gopatient & un germe andytique aura un sens un peu différent du sens usuel.

DEFINITION. = Nous dirons qu’une courbe w,(t), . . ., ,(t) appartient @
un germe V s pour toute série f (x,, . . ., X,,) de l'idéal U la série entiére
formelle f(w,(t), . . ., w,(t)) est identiquement nulle.

La propriété essentidle des germes d'ensembles andytiques est la suivante :

THEOREME 2. = Tout germe analytique, ou bien est réduit au point zéro,
ou bien contient au moins une courbe.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n.

D'apres le lemme 3, I'idéd ‘U, a un nombre fini de générateurs, on peut
donc prendre comme systéme (1) définissant le germe andytique V un sys
teme de générateurs de I'idéal U.,. Pour p= 1, le germe V est réduit au
point 0 s I'une au moins des séries f; n'est pas identiquement nulle et

coincide avec k' 9 tous les f; sont identiquement nuls. Dans ce dernier cas,
toute série w(t) convient.

Soit maintenant n > 1; I’argument du théoréme est évident si tousles f;
ont identiquement nulles (ou § m = 0). On peut donc supposer qu'alicune
des &ies f,, ..., f (m>0) n'est nulle; nous supposerons auss que ces
S¥ies sttifont aux hypothésss du lemme 2, de tdle sorte que nous puissons
remplecer les équations (1) par les équations (5) pour définir V (les g; sont
définies par les égalités (4)). Conddérons la projection W du geme V dans
' espace k1. Le théoréme 2 et vra pour W, par hypothése de récurrence.
Si W est réduit au point zéro, dors le germe V est défini par le systéme
d’équations

80,0, .. 0 X4) =0 (I <i<m),

i. e. coincide aussi avec le point zéro. Si maintenant W contient la courbe

ot), . . ., w,(t), désignons par k, une extension finie du corps k qui
contienne les coefficients des séries o, . . . , w,_;. Par substitution des
series wy(t), . ., w(t) dansles s&ies gy, . . ., gn alaplacede x;, . . ., Xn1s

nous obtenons m polyndmes en x,, :
gi((’)l(ti)’ R t'-')n—l(t)s Xn), I<i<im, (6)

dont les coefficients appartiennent au corps &, { t } des séries formelles de t
sur k,; ces polyndmes ont une racine commune x, = & dans une certaine
extension finie Q du corps k, { t }. D’ aprés le théoréme 6 du § 1 le corps Q
est contenu dans un corps de séries formelles k' { 4 }, avec ¢ = t, pour un
certain entier e e une certane extenson finie k' de k. On peut donc consi-
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dérer I’'éément £ = «w(4) cOmMme une série entiére a coefficients dans k'

Puisque & et racine des polynbmes (6) dont les coefficients dominants sont
égaux al et les autres coefficients des ééments entiers du corps ,{ t},la
série w(u) est un éément entier du corps k' { u }, i. e. ne contient pas de
puissances négatives de u. De plus, dans la représentation (4), les séries ¢;;
sont sans terme constant; remplacant dans (4) x, . - . , x,_, par les séries
o, (9), . . . w,_,(uf) et x, par la srie w(u), nous obtenons que le terme cons-
tant de la série w(u) est nul et quel’on al’identité :

gi(ml(ue)’ R wn—l(ue)’ w(u)) = 0 (l < I< m)
Puisque les s&ries oy, . . . ,,_, Ne sont pas toutes nulles, la donnée des shries
entiéres wy(ue), . . . , w,_(u°), w(u) définit une courbe de k~. Par hypothése,
les séries f;, ..., f, € par ite les sies g, . . ., g, engendrent I'idéd W, ;
pour toute srie f(xy, . . . , X,) € Wy, ON adonc I'identité
f(wl(ue)v LA ,(‘)n—l(ue)9 m(u)) = 0

et par suite la courbe wy(ue), . . . , @,_,(u?), w(u) appartient au germe V. Le
théoreme 2 et démontré.

THEoREME 3. — Soient V et V' deux germes analytiques de ];", V' non contenu
dans V’. Il existe dans k” une courbe qui appartient a V et qui n’appartient
pas a V’,

DEMONSTRATION. =~ NOUS poOUvVONs supposer que le germe V. edt irréduc-

tible car sinon on peut le remplacer par une de ses composantes irréductibles.
Supposons que le germe V' e défini par les équations
FX)=0 ..., FX)=0
ou les F; sont des series de I'anneau D. Puisque V ¢4 V', I'une au moins
des séries F; ne sannule pas identiquement sur V (dans tout voisinage, auss
petit que I’on veut, du point zéro). Désignons cette série par F(X) et mon-
trons qu'il existe une courbe w(¢), . . ., 0,(t) appartenant au germe V et
tdle que
Floy?), . .., ot) #0.

Nous procéderons par récurrence Sur n.
Il est clair que nous pouvons supposer que la série F(X) satisfait a la

condition du lemme 2; il existe dors une s&rie (X) = e(xy, . . . , X,,) €D,
de terme congant non nul, telle que

eX)FX)=G(xy, . .., X)) = 2o+ b 4 g, M
ot ¢y, . ..) Y, sont dessériesenx,, . .., Xp_1.

S V = %~ (en particulier pour p = 1), I'argument du théoréme 3 est
trividement vra : il suffit par exemple de prendre e,(f) = . . . = w,4(t) = 0,
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w,(t) = ¢, S maintenant V # k7, hous pouvons considérer la projection

W < k»-1 du germe V (nous supposons ici que, en plus de F(X), toutes

les riesfi, . . ., f, définissant le germe V, satisfont & la condition du
lemme 2; il suffit pour cela, comme nous le savons, de faire une transfor-
mation linéaire des vaiables). Le geme W est irréductible en méme temps
gue V puisgue son anneau de fonctions, i. e. I'anneau quotient

fDn—l/‘u’w = T)'t—l

est un sous-anneau de |’ anneau des fonctions de V, D/Uy = D (en plus
de I'inclusion D,_, « D, nous avons auss I'inclusion 4, < U). Pour

toute série fe D, désignons parf la fonction correspondante de D. Les
épdités (4) entrdinent que
k

E:i + ?Pu’—cni—l +.ot 6ili.- =0,

et cela signifie que la fonction x, est un élément entier de I’anneau D sur
le sous-anneau%,-,. Il en résulte que la fonction
G=la+dx '+ .+ % (e,
est auss un éément entier sur D,_..
Considérons |'égalité
@+LG1+...+L,=0 (LeD, ), ®)

s éant le plus petit possble 11 est clar que Ly # O puisque sinon nous pour-
rions diviser les deux membres par G e obtenir une égalité andogue pour une
plus petite vaeur de s La s&ie L, € D,_, ne sannule donc pas sur W (dans

un certain voisinage). Par récurrence, il existe dans I'epace kn-! une courbe
oy(t), . .-, o,_4(t) qui appartient au germe W et telle que

Ly(ay(t), . . ., 0,-4(2)) # 0.
Dans la démonstration du théoréme 2, nous avons vu gu'il existe alors

dans & une courbe du type w(uf), . . ., o,_, (), o(u) qui appartient au
germe V. Véifions que, pour ceite courbe,

G("‘)l(ue)’ e wn—l(ue)a (‘)(u)) #0,

i. e cete courbe n'gppatient pas au germe V'. En effet, s la séie de gauche
était identiquement nulle, alors, d’aprés (8), nous aurions I’ égalité

Lo @), . . ., wn——l(ue)) =0
d’ou, en remplagant u¢ par
L), .. s 0,4(2)) = 0,
en contradiction avec le choix de la courbe e(2), . . . , w,_4(f).




CHAPITRE V

METHODE ANALYTIQUE

Au chepitre ll, nous avons vu qu'une importante caractéristique aithmé-
tique d’un corps de nombres algébriques est le nombre 4 de ses classes de
diviseurs. Il serait donc souhaitable de trouver une expression explicite
de ce nombre 4 au moyen de grandeurs liées au corps K considéré. Ce
probléme n’est pas encore résolu pour un corps quelconque de nombres
algébriques; cependant on a trouvé de telles formules dans des cas parti-
culiers importants (par exemple pour les corps quadratiques et les corps
cyclotomiques).

La méthode de I'analyse donne de nombreux résultats en théorie des

nombres. Dans ce chapitre, nous I'appliquerons au probléme de la recherche
du nombre de classes de diviseurs.

§ 1. — EXPRESSION ANALYTIQUE
DU NOMBRE DE CLASSES DE DIVISEURS

1) Fonction zéta de Dedekind

La recherche du nombre A de classes de divissurs d'un corps K de nom-
bres agébriques repose sur I'examen de la fonction suivante, appelée fonc-
tion zéta de Dedekind :

1
SO =2 Ny M

ou a parcourt tous les diviseurs entiers du corps K; N(a) désigne la norme
du diviseur a. Nous montrerons que la série qui figure dans la partie droite
de I’égalité (1) converge pour 1 < s < oo, représente dans cet intervalle
une fonction continue de la variable rédlle s et queI’on alaformule:

lim (s — 1)%(s) = xh )
s=>140

ol x e une condtante simple, liée au corps K, qui sera caculée explicitement.
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L’importance de la formule (2) tient au fait que la fonction Z.(s) admet
une décomposition en produit infini

wo=][— 6

* 1T Npy
étendu atous les diviseurs p du corps K, appelée identité d’Euler. Sl nous
connaissons  bien les diviseurs premiers d'un certan corps K (plus préciss-
ment, § nous connaissons les lois de décomposition des nombres premiers
rationnels comme produits de diviseurs premiers du corps K), les for-
mules (2) et (3) nous donnerons une expression satisfaisante de 4. C'est
and que nous obtiendrons, dans les paragraphes suivants, I'expresson de j
si K est un corps quadratique ou cyclotomique.

Décomposons la srie (1) en une somme de 4 Séies

%) = Z( > _N(la)s,),

C \aeC

ol a pacourt tous les divisaurs entiers d'une classe donnée C de diviseurs,
la premiére sommation é&ant effectuée suivant les p clases C. Pour démon-
trer la convergence de la série (1), il suffit de montrer que chacune des sfries

Jfds) = Z(; N’(l?)s (4)

converge pour 5 > 1. De plus, § nous démontrons que pour chaque clase C
la limite lim (s — 1) f.(s) existe et est la méme pour toutes les classes C, dors,
§->1+0

désignant cette limite par x, nous obtenons la formule (2).

Transformons la s&ie (4) en une S&ie éendue a certains nombres entiers
du corps K. Choisissons un diviseur entier & dans la classe inverse C-1.
Pour tout a e C, le produit a & et un diviseur principa :

aa’ = (a), xecK.
11 es dar que I'application
a — () aeC

éablit une corregpondance hijective (pour & fixé) entre les diviseurs entiers a

de la classe C et les diviseurs principaux (@) divisibles par a. Utilisant
|"égalité
N(a)N(@') = | N(=) |,
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nous obtenons

1
fds) = Ny Z N® [ ° 5)
a—s‘o(:l]od o

la sommation étant étendue a tous les diviseurs principaux du corps K
divisibles par & . Puisque deux diviseurs principaux (e,) €t («;) Sont égaux
S e seulement les nombres o, € o, SOt associés, on peut considérer que la
sommation dans la s&ie (5) et éendue & un ensemble complet de nombres
entiers non nuls, deux & deux non asociés du corps K e, divisbles par d.

Pour interpréter la série (5), nous utiliserons la représentation géomé-
trique des nombres du corps K comme points de I'espace n-dimensionnel
réel R =1Ls et de |’ espace logarithmique Rs + ¢ (ici n = 5 + 2t et le degré
du corps K, cf. chap. Il, § 3-1) et 3)). Définissons dans K~ un cone X tel
que parmi les nombres associés du corps K il en existe un et un seul dont
I'image géométrique appartient a X (par cone on entend ici un sous-
ensemble de & qui, avec tout point x # 0 contient toute la demi-droite €x,
0< & < o).

Dans le chapitre 11, § 3 (dont nous conserveronsici les notations), on a
défini, en utilisant I' égalité (13), un homomorphisme x - I(x) du groupe
multiplicatif des points x € & de norme N(x) non nulle dans le groupe

additif des vecteurs de I’ espace logarithmique R+, S ¢, . . ., ¢ €st un
syseme d'unités fondamentaes du corps K, dors les vecteurs ig,), . . . , I(s,),
comme nous le savons, forment une base d’ un sous-espace de dimension
= g4t —1formé des points (&, . . ., A;;,) € R+t tels que
A+ .. F2r,=0.

Puisque le vecteur
F=(1;....1;2;...2

s t

n'appartient pas a ce sous-espace, le systéme des vecteurs

I* lsy), ..., Ie,) (6)
est une base de K5+, Chaque vecteur I(x) € R+ (x e K7, N(X) # 0) S écrit
donc

I(x) = 81* + Ed(e)) + . . . +E&d(=), )
£, Ey..., & €ant des nombres réds.

Désignons par m |’ ordre du groupe des racines de 1 qui sont contenues
dans le corps K.
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DEFINITION. — On appelle domaine fondamental du corps K le sous-
ensemble X de I'espace R» formé des points x qui remplissent les trois condi-
tions suivantes :

lo N(x) # 0;

2° Dans la décomposition (7), les coefficients &; (1 < i < r) satisfont aux
inégalités 0 < &; < 1;

Jo<<agx, < 2—”, X, étant Ja premiére composante du point Xx.
m

Remarquons que pour s = 1, alors m = 2 et la condition 3¢ signifie sm-
plement que x; > 0.

Dans le point suivant, nous verrons que le domaine fondamental X est
un cone dans K~ et nous démontrerons le théoréme suivant :

THEOREME 1. == Dans toute classe de nombres entiers (# 0) associés entre
eux du corps K il existe un nombre et un seul dont I'image géométrique dans
I'espace K" appartient au domaine fondamental X.

Revenons a la s&ie (5). S nous désignons par M le latice n-dimensonnel
de R~ formé des images x(8) € K= des nombres entiers a e K divishles par d,
aors, d'apres I'égalité | N(a) | = | N(x(a)) |, nous pouvons écrire la séie (5)
sous la forme

1
149 = N@) 2, gy ®
xe MNX
ou la sommation est éendue a tous les points X = x(a) du lattice A qui
appartiennent a X.

Dans le point 4), nous démontrerons un théoreme général sur les séries
ol la sommaion et éendue a tous les points d'un latice qui appartiennent
aun certain cone (théoreme 3). Appliquéici, ce théoréme montrera que la
série (8) est convergente pour s > 1 et que

!

. % 1 v
lim —1 T =
A éant le volume d'un paralléépipede fondamenta du lattice K et v le
volume de I’ensemble T formé des points X du domaine fondamental X
tels que | N(x) | < 1.

D'aprés le théoreme 2 du chapitre Il, § 4 e I'égdité 3) du chapitre Il, § 6,
A est donné par laformule

A= %,N(a') V[D|, (10)
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ou D est le discriminant du corps K. Le volume v de I'ensemble T sera
acculé au point 3). Nous obtiendrons
2:n'R
V=
m

; (11)

ou R est le régulateur du corps K. i résulte maintenant de (9), (10) et (11)
que I'on a

+ 1t
lim (s — 1)fls) = 2R
s—>1-+0

VD]

et, puisque &(s) = Z f(s), nous avons obtenu le résultat fondamental

3 [
sulvant :

THEOREME 2. — Soit K un corps de nombres algébriques de degré n= s 4 2t.
La série

1
0=
9= 2 Ny
a
est convergente pour §> 1 et on a la formule

s +talR

lim (s — D%(s) = 2

iy
s>1+0 m'\/] D|

ou h est le nombre de classes de diviseurs; D et R sont respectivement le discri-
minant et le régulateur du corps K et m est le nombre de racines de I contenues
dans K.

Passons maintenant a la démonstration des arguments que nous avons
utilisés pour établir le théoréme 2.

2) Domaine fondamental
¢ &ant un nombre réd podtif, caculons I(§x) € st pour x € R, N(x) # 0.
D’ apres I’ égalité (12) du chapitre I1, § 3, nous avons
I(&x) = Log & + I(x) pour 1<k<s;
L j(Ex) =2Log &+ I 1(x) pour 1<j<s.
Il en résulte que
I(tx) = Log E. I* + |(x);

par suite, pour les décompositions des vecteurs /(x) et /(%x) dans la base (6),
les coefficients de I(ey), . . . , I(s,) sont identiques pour ces deux vecteurs.
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Puisque N(£x) = &"N(x) # 0 et arg (£x), = arg x;, pour tout point X du
domaine fondamental X, toute la demi-droite £x appartient auss a X,
i. e ledomaine X est un cone dans R (X n'est pas vide puisgu’il contient
par exemple I'image x(1) du nombre 1 € K).

Lemme 1. — Tout point y € R tel que N(y) # 0 s’écrit de maniére unique
sous la forme

y = xx(e), (12)
ou x est un point du domaine fondamental X et ¢ une unité du corps K.
DEmonsTraTION. — Décomposons le vecteur Z(y) dans la base (6) :
Iy) = ¥* + nalle) + 0L+ vl
chacun des nombres reds y; ( = 1, . . ., r) Sécit
Y=k +§;

ou k,estun entier rationnel et 0 <& < 1. Posant 7 = efl e sfr, considé-
rons le point z = yx(x~*). Nous avons

12) = I(y) + I(n™) = 1) — kile) — . .. — k(&)
= Yl* + Ell(sl) + T E,I(E,).
Soit arg z, = ¢; pour un certain entier k, Nous aurons
2rnk 2w

0<eo o P

Par |’isomorphisme a — a,(«) (a € K), les racines mi¢mes de 1 du corps K
senvoient sur les racines mi¢mes de 1 du corps de tous les nombres complexes,
Désignons par ¢ laracine mitme de 1 (elle sera primitive) telle que

2x . . 2=mn
= —+19N—.
6,({) = cos P p

Démontrons que le point x = zx({~*) appartient au domaine fondamen-
td X. En effet

x) = lz) + HG*) = Iz) = vI* + Ed) + . . . + &),
avec 0 <§; < 1 et les conditions 1° et 20 sont remplies. De plus,

x; = zx(0F), = 20y () *
dou

agx,=agz k2x 2XK,
gx=4agz m—‘?"'ml
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par suite,

2%
0<agx <=,
m

Aing x € X. Remarquant maintenant que x(«'~) = x(x)~, nous obtenons
y = zx(n) = xx(T)x(n) = XX(E)

avec ¢ = {k», Nous avons aing écrit le point y sous laforme (12). 11 reste
a démontrer I'unicité d’ une telle décomposition. Supposons que I'on ait,
enplusde(12),y = x'x(') avec X' € X et &’ unité de K. Puisgue

XX(E) = x'x(a'),
alors

Ix) +16) - Ix)- IE).

Les vecteurs I(e) et /(') sont des combinaisons linéaires & coefficients entiers
des vecteurs I(sy), . . . , Ke.) € les coefficients de I(x) e I(x') dans la base (6)

sont tous positifs et inférieurs a I’ unité (condition 2¢ de la définition du
domaine fondamental). |1 résulte donc de la derniére égalité que () = I(e),
d ol &' = ¥, ¢, €tant une racine mitme de 1 (cf. chap. I, § 3,4)). De I'&gdité
X(E') = x(e)x(%,) résulte maintenant que x = x'x(%,) €t par suite

X, = x361(%0)-

D’ apres la condition 3e, les points x et X’ appartenant au domaine fonda-
mentd  vérifient les  conditions

27 , 2=
0<argx1<—r;, 0<argx1<;

c'est pourquoi 0 < | arg 6,(%,) | < % ; puisgue s,(%,) est une racine miéme

de 1, cette demniére inégdité n'est possible que S ag ¢,(%) = 0. Mas dans ce
cas, (%) = let =1 Ains ¢’ = ¢, dou X = x et le lemme 1 est
démontré.

DEMONSTRATION DU THEoREME 1. — Soit § un nombre entier # 0 de K.
D'gores le lemme 1, on a la décomposition x(B) = xx(e), avec x € X et & unité
Le nombre a = e~ est associé 4 § et son image géométrique x(a) (qui
coincide avec le point X) appatient au domaine X. De plus, d'ares I'unicité
de la décomposition (12), le nombre a est défini de maniére unique par les
conditions B = ae, x(a) € X. Le théoréme 1 est démontré.

A titre dexemple, d&erminons le domane fondamentd d'un corps qua-
dratique. Supposons tout d’ abord que K est un corps quadratique réel i. e.
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n=s=21t=0, r=s5+1t—1=1. Nous considérerons K comme un
sous-corps du corps C de tous les nombres complexes ; le premier
isomorphisme o, : K — C (cf. chap. Il, § 3, 1)) sera I'isomorphisme identité.

S ¢ est une unité fondamentale du corps, alors —«, -let - ; sont auss des
€

unités fondamentales; on peut donc supposer ¢ > 1. Si x = (X,, X,) € K2,
N(X) = x,, x, # 0, dors I(x) = (Log | x; |, Log | x; |). La décomposi-
tion (7) Sécrit dans ce cas

I(x) = &(1,1) + &, (Log &, — Log ¢).
Le domaine fondamental X est donc défini ici par les conditions
X, > 0, X, # 0, 0<<E <.
Il est facile de voir que
Log| x| =Log| x| + 2§, Loge,
ce qui dgnifie
| x| = | x| €

La condition 0 < &, < 1 peut donc étre remplacée par la condition :

Le domaine fondamental est donc I’ ensemble hachuré dans la figure 7
(les cotés des angles les plus proches de la demi-droite postive Ox, n'appar-
tiennent pas a X).

Ly

Fa 7.
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Supposons maintenant que K est un corps quadratique imaginaire,
Puisqu'ici s =0, ¢t =1, dorsr =5+t — 1 = 0. Le domaine fondamental
est formé des points x =y + iz tels que

N(X) = x2+ y2 # 0, 0<argx<%7r
(cf. figure 8, K = Q(1/— 3), m = 6).
z

FiG. 8.

3) Calcul du volume

Calculons maintenant le volume n-dimensionnel de I'ensemble T formé
des points x du domane fondamentd X tels que | N(X) | << 1. Nous démon-
trerons au cours de ce cacul que ce volume existe & n'est pas nul (dans le
cas d'un corps quadratique, 'ensemble T est indiqué par des doubles hachu-
res sur les figures 7 et 8).

Démontrons tout d’abord que I’ensemble T est borné. Sur toute demi-
droite appartenant au cbne X, il existe un point x et un seul tel
gue | N(x) | = 1. Désignons par S I’ ensemble de tous ces points. Il est clair
que T et la réunion de tous les segments £x (0 < & < 1) quand x parcourt S.

Soit X € & un point quelconque de norme non nulle et comparons la
somme des composantes des vecteurs de gauche et de droite dans la for-
mule (7). D'aorés la formule (15) du chapitre II, § 3, la somme des compo-
santes de gauche est égale aLog | N(X) | et, d’'aprés la relation (18) cha-
pitre Il § 3, celle de droite est égale a &(s + 2t) = nE. Cela montre que

= }lLog | N(X) | et nous pouvons écrire la décomposition (7) sous la
forme
()= Log| NG| P+ B +. .. +EE).  (13)
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S maintenant x € S, alors Log | N(x) | = O et par suite le point
Ix) = (I(x), ..y Lpdx)) e Rste

se représente sous la forme I(x) = E)l(s,), . . ., El(e,), avec 0 < E < 1. |l
en résulte qu'il existe une constante p telle que 4(x) < p, d'OU | x4 | < ep
e

pour 1 < k<set|x.y;| <epourls<j<t pourtout x e S (cf. défi-
nitions (12) et (13), chap. I1, § 3). Aing, I’ensemble S et par suite I’ ensem-
ble T sont bornés.

Nous congdérerons a la place de I'ensemble T un autre ensemble, lié a T,
défini par des conditions plus simples.

LEMME 2. — Si ¢ est une unité du corps K, les volumes des ensembles de R~
sont invariants par la transformation linéaire x — xx(E).

En effet, pa une tranformaion linéare non singuliere de I'egpace eudli-
dien, le volume dun ensemble et multiplié par la vdeur absolue du déter-
minant de cette transformation linéaire (cf. formule (2), chap. I1, § 4).
D’ aprés ce qui a été établi dans le chapitre 11, § 3-1), le déterminant de la
transformation x — « est égal & N(x(e)) = + 1, d’ou notre affirmation.

Désignons maintenant, comme ci-dessus, par { la racine mitme de 1

.2 s
telle que ¢,(%) = cos 2’5 4+ idn £ Considérons les ensembles T, (k =0,

1,...,m—1) qui sontlesimagesde T par les transformations linéaires
x-=>xx(C%) (T,=T). D’aprés le lemme 2, on avu »(T,) = v(T) (s I'un au
moins de ces volumes existe). Puisque
| NGx(@9) [ = I NN | = [ Nx) |,
Iex(T)) = Hx) + [T = I(x),

arg (xx(T¥)), = ag x, + ?"1: K,

alors (cf. définition du domaine fondamental X, point 1)) I’ensemble T,
es formé des points x € R~ tds que

Io 0<|INKI|<1
20 dans la décomposition (13), les coefficients &; satisfont aux inégalités
0<E <1

2k 2
30 %gargx1< En(k—l—l).

Il en réaulte que Ty, Ty, . . . , T,y SONt deux a deux digoints et que leur
m-1

réunion U T, est définie par les conditions 1° et 2¢ (sans |a condition 30),
k=0

BOREVITCH 23
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m-1
Désignons par T I'ensemble des points x € U Ttedlsquex,; >0,....x,>0
k=0
(cf. (2), chap. I1, § 3). Fixons arbitrairement s signess,, . . ., §,(3; = + 1);
la multiplication des points de R~ par le point (3, . . ., 81, ...,1) efsf= Rn
et une transformation linaire de R~ qui ne change pas le volume des ensam-
bles (puisque la norme de ce point et égde a 4 1). Transformant I'ensem-

ble T par toutes ces transformations linéaires, nous otl)tenons 25 ensembles
m.

deux a deux digoints et dont la réunion est égde a U Ty. Si nous démon-
k=0
trons que T a un volume v non nul, dors il en résultera I’ existence du

volume de T, donné par la formule
2s -
T)=n
u(m == (14)

(Pour un corps quadratique réd, T et la patie de T stuée dans le premier
quadrant; pour un corps quadratique imaginaire, T coincide avec le disque
unité privé de son centre, cf. fig. 7 et 8).

L’ égalité vectorielle (13) est équivaente aux égalités suivantes :

0 - TLog|N®|. DB =1 s+,
k=1

avece =19 1<j<sete,-=25is—l—l<j<s+t.
Effectuons le changement de vaiable indiqué par les formules

Xk = Pk k=1,...,s

VI = Por €05 9 g (j:l,...,t)

Zj = Ps+; 9N @;
(avec les notations du chapitre 11, § 3-1)), les nombres réels y et z; sont
définis par les égalités x,1; = y; + iz, 1 < j < v. Le jacobien de cette
transformation est égal ap . . . ¢, Puisque [i(x) = Log ¢ et

s+1
- 6
N(x) 1_[p
(nous supposons x, >0, . . ., x; > 0), aors, pour ces nouvelles varia-
blesey, . . .y s+ P15 - - -5 @, I’ ENSEMbDlE Test défini par les conditions
s+t
Do >0 -0, >0, _6f<I;

-1
i=1
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2) dans les égalités

o 7= 2o [Ti)* S
k=1

(=1, ..., s + 1), les coefficients ¢, satisfont aux inégalités
O<Ek<1 (k=1,...,r).

Puisque ces conditions n'imposent rien aux variebles ¢,, . . . , @, chacune
dentre eles parcourt (indépendamment des autres) I'intervdle [0, 2x]. A la
place de ¢y, . . ., ps+s» iNtroduisons maintenant de nouvelles variables &,
1 ..., & par les formules

Logfi=YLogt+ DELE) (=L ...s+n (19
k=1

Ajoutant toutes ces égalités et remarquant que

s+t s+t

Da=n D) -0, 16y
j=1 i=1

nous obtenons
s+t

=] I W)
i-1
L’ensemble T est maintenant défini par les conditions
0<i<l, 0<g&g<l (k=1,...,0n.
L’ existence du volume v = »(T) est maintenant évidente. Puisque

%0 o o0 e
D‘E - n_as ag [( k)’

le jacobien de la trandformation (15) est égd a

£1 P1 21

’E 9_1 L(=y) e (=)
J=1. .

p;_g‘ Z-H—tl +(&) . z::ls+t(€r)

Le)) v l(=)

ls+t(€1)~ - ls+t(sr)
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Ajoutons dans ce dernier déterminant toutes les lignes & la premiere. Tenant
compte de (16) et (17) et de la définition du régulateur R du corps K
(cf. chap. I1, § 4, 4)), nous obtenons

1] R

- 2'9s+i<- CPs4r

Il et maintenant facile de caculer le volume ¢ :

V= f . de, . dxdydz, . .. dydz,
@
= f . f’s+l eo . Pssidey ... dpsidey d‘Pt
(T

27 27
= . do, .. 'fo d@:f .. .fPsJ,—l .. .pH.;dpl .. .dPH;
=2’7t’f...f|J|px+1... 0o idEdE, . . dE,

—~R['dg[lax, .. [d,=nR.
Subdtituant dans (14) la vaeur obtenue pour v, nous obtenons findement :

Sl
o(T) = Q%IS

4) Principe de Dirichlet

Considérons tout d'abord la fonction Z(s) dans le cas ol K est le corps Q
des nombres rationndls. Puisque dans le corps Q on peut identifier les divi-
seurs entiers aux nombres entiers naturels n, d’' ot N(n) = n, dors

)= > = (18)

n’
n=1

Ainsi, pour le corps des nombres rationnels, la fonction zéta de Dedekind
coincide avec la fonction %(s) de Riemann. Démontrons que pour s > 1

la série (18) converge. Puisque la fonction )%; est décroissante pour X > 0,

J’n-i-ldx 1 f" dx
n X n n—1 X5’

alors
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I'inégalité de gauche ayant lieu pour n > 1 et celle de droite pour n > 2.
Pour tout entier naturel N > 1, nous obtenons donc

N
J‘N+liyf< Zl< 1 _]LJ.N‘EC
I o n’ 1 Xx*
n=1

Puisque pour s > 1 I'intégrdeju C;l: est convergente, I'inégalité de droite
1
démontre la convergence de la s&ie (18). De plus, pour s > 1, nous avons

fro e [,

ou

1 <Y <1 1

s—1 + s—1°
Multipliant ces inégdlités par s — 1, puis faisant tendre s vers |’ unité, nous
obtenons I'importante relation

|in+10(s — DY) = 1, (19

qui donne I’ ordre de croissance de la fonction £(s) pour s — 1.

Démontrons maintenant un théoréme analytico-géométrique, d0 & Diri-
chlet, sur les séries.

Soient donnés un cone X de I'egpace et une fonction F(x) a vaeurs rédles
postives définie sur X (nous conddérerons que le point (0, . . ., 0) n'appar-
tient pas au cone X). Nous ferons les hypotheses suivantes sur le cone X
et la fonction F :

10 pour tout point X € X et pour tout nombre rédl £ > 0, on al’égdité
F(5x) = £'F(x);

20 I’'ensemble T formé des points x € X tels que F(x) < 1 est borné et
a un volume n-dimensionnel non nul v = o(T).

Les points du cone tels que F(x) = 1 forment une surface qui coupe toute
demi-droite du cone en un seul point et limite une partie bornée du cone,
de volume non nul. Il est clair que la donnée d'une telle surface dans X
équivaut a la donnée de la fonction F(x).

Supposons donné dans K~ un lattice n-dimensionnel A dont le volume
du pardldépipsde fondamentd et égd & A. Conddérons la sShie

s> 1, (0)
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ou la sommation est é&endue a tous les points x du lattice A qui appar-

tiennent au cdne X. Ainsgl, cette série dépend du cone X, de lafonction F
et du latice M.

THEOREME 3. — Avec les définitions et les hypotheses ci-dessus, Ja série (20)
est convergente pour tout s > 1 et

lim (s — D) = 2 @1)

s=>1-+0 A )
DEMoNsTRATION. — Pour tout nombre réel r > 0, désignons par A, le

lattice déduit de A par homothétie de rapport ; Le volume du paraléé-

pipéde fondamenta du lattice M, est éga a ?n S N(r) est le nombre de

points du lattice A6, contenus dans I’ensemble T, on a, par définition du
volume,

v=v(T) = lim N & = A lim 2O,

n
r> rs>o I

(22)

Consdérons I'ensemble T homothétique de T par I'homothétie de rapport r.
Il est clar que N(r) et auss égd au nombre de points du lattice A6 contenus
dans rT et ce nombre est & son tour égal au nombre de points x € M N X

tels que F(X) < = Tous les points de M N X sordonnent en une suite { xi }
tdle que

0 <Flr)<FG)<...<F) <. ..

Posons
VEx) = ry.
Les paints x,, . . . , x, appartiennent a I’ensemble r(T; par suite, N(r,) 3 k.

De plus, pour tout ¢ > O, le point x, n'appartient pas & I'ensemble (r, — ¢)T,
d' ou N(r; — ¢) < k. Aing,
N(ri — ) < k < N(rs),
d'ou
N(r)

[ e

<

N(ry — &) e — s)" < 5’;
re=9o" \ 1

Passant a la limite pour k —» o, i. e. pour r, — oo, €t tenant compte de la
formule (22), nous obtenons

lim <. 2
oo F(Xk) N (23)
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Comparons la série %(s) = E F(TlcF a la siie (18). Puisque
k
k=1

. ks v\*
Im wey = (5) 0.

la série (20) converge en méme temps que la série (18) (pour s > 1, bien
entendu). Soit - un nombre réd postif auss petit que I'on veut. D'aprés (23)
nous avons

i rla 49

pour tout entier assez grand k > k,, d’ ou
v VYl o< 1 v Ve 1
(Z—s) Zk’ < ZF(xk)s < (ZJ”) ZF
k=k, k=k, k=k,
pour tout s > 1. Multiplions cette inégalité par s — 1 et faisons tendre s
vers 1 a droite Puisque
ko—1
i (s—l)zl =0
ks 7
k=1

aors, d' apres (19),

lim (s — 1)2%3 1.
Sl 0 kzk.

Tenant compte du fait que

ko—1 1
lim (s = 1 Z =0,
06— 2 Foay

nous obtenons les inégalités

L e <lim (s — D¥s) < lim (s = D) < % + e,
s>1+0 S~>1-+0

ce qui démontre le théoréme 3, puisque ¢ est quelconque.

Remarque. — || est facile de mettre en évidence des analogies entre les
épdités (21) et (22). Pour accentuer cefte ressemblance, supposons que le
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volume A du paraliélépipede fondamental du lattice M soit égal a1 et écri-
vons ces égdités sous la forme

lim (s — DY) = v (21')
s—1+0
lim LN() =0, 22)
r—»o rn

Ces deux limites définissent le méme nombre, a savoir le volume de I’ensem-
ble T. La définition du volume par I’ égdité (22') utilise les opérations sui-
vantes : le latice A est réduit r fois e on congdére le nombre N(r) de points
du lattice M, contenus dans T. Ensuite, on multiplie le nombre N(r) par le

vol umerln du paralléépipede fondamental du lattice M. Enfin, on prend

la limite du produit r}" N(r) pour r — co, Nous obtenons le volume dans

I"égalite (21') par un procede analogue. Ici la somme Z(s) joue le role du
nombre N(r), le facteur s — 1 correspond au facteur ﬁl et on fait tendre s
vers 1 + 0 au lieu de faire tendre r vers I’infini.

Revenons au domaine fondamental X d'un corps K de nombres algé-
briques. Puisque la fonction F(x) = | N(x) | satisfait aux conditions (1) et (2),
on peut appliquer le théoreme 3 a la s&rie (8), ce qui montre que cette s&ie
est convergente pour s > 1 et que larelation (9) est satisfaite.

Ceci termine la démondration de tous les résultats que nous avons utilisés
dans le point 1) pour démontrer le théoreme 2.

5) Identité d’Euler

Pour utiliser laformule (2) pour calculer le nombre /4 de classes de divi-

seurs, il faut étre capable de caculer la limite lim (s — 1)&(s) par un
§+1+0

autre procédé. Dans certains cas, cela pourra se faire en utilisant la repré-
sentation de g (s) sous forme d'un produit infini, connu sous le nom
d'identité d’Euler.

THEGREME 4. — Pour s> 1, la fonction {(s) peut se représenter sous forme
du produit infini convergent

1
Ck(s) = 1_[ '1‘ 1 »
" T Nepy

ou p parcourt tous les diviseurs premiers du corps K.
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DEMonsTRATION. — Pour tout diviseur premier p, nous avons
1 1 1
— el et s+ 24
1 1 + N(p)s—l_ N= + 24
N(p)*
Soit N un nombre neturel quelconque e soient p,, . . . , p, tous les diviseurs
premiers dont la norme ne dépasse pas N. Multipliant les séries absolu-
ment convergentes (24) pour p = py, . . . , p,, NOUS Obtenons
1 )—1 . 1 '
-y = ik e 2 NG
N];;[N ( N(p) k Zk oN(pll e Py ) a N(@)

oo =

ou, dans la somme Z’, a parcourt tous les diviseurs entiers du corps K dont
la décompoasition en produit de puissances de diviseurs premiers contient
saulement des diviseurs premiers dont la norme ne dépasse pas N. Compa

rons la somme 2’ ala série g (s) = z IT(lcﬁS' Puisque dans la série &’ on
a

rencontre tous les diviseurs premiers dont lanorme est << N, on a

T () =50 < S s

' N(p) <N N >N

Puisque pour s > 1 la série (1) est convergente, aors

Z %{1)’—*0

N(@) > N’

pour N — oo €t cela démontre le théoreme.

L'importance du théoréme 4 résde dans le fait que réuni au théoreme 2,
il éablit un lien entre le nombre % et les diviseurs premiers du corps K.
Comme on |’ a déa remarqué dans le point 1), S nous connaissons tous les
diviseurs premiers du corps K, aors, en utilisant le théoréme 4, on peut
cdculer par un autre procédé la patie gauche de la rdation (2) & cda nous
donne une formule explicite pour A, D'autre pat, le fat que xh # 0 permet
d obtenir d’importants résultats sur les diviseurs premiers du corps K; par
exemple, prenant pour K un corps cyclotomique, nous obtiendrons, dans
le § 3 de ce chapitre, le théoréme de Dirichlet sur I'infinité des nombres
premiers rationngl's dans une progression arithmétique.
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EXERCICES

«w©
1. En utilisant la convergence de la srie zls (s> 1), démontrer que, pour s> 1,
n

n=1

Z N(lp)s’

P
ol p parcourt tous les diviseurs premiers du corps K, est auss convergente.

2. En utilisant les réaultats de I'exercice 1, démontrer la convergence du produit

[[— >

-
TN
En déduire la convergence de la sérieZ—l—
. Ny '

la sie

3. Soient a4 et b (k > 1) des nombres réds postifs tds que lim be C.
ko0 Gk

Démontrer que s la sdrie S‘afc est convergente pour s > 1 et
Lt
k=1

o0
dors la ie Zb; converge auss (pour s > 1) et on a

k=1
0

lim (s — 1) zbi‘ = cA.
s—>1-+40 e

4. Soit C une clase quelconque de diviseurs d'un corps K de nombres agé
briques. Désignons par Z(£, C) le nombre de diviseurs entiers a de la classe C
tels que N(a) < & Démontrer que

. 2, C) 2SR
1 - K= ———,
gwe £ m/[D]|

5. Désignons par {(a) le nombre des diviseurs entiers d'un corps K de nombres
agébriques dont la norme est égde a a. Démontrer que

avec

(u(a) et la fonction de Moébius).
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§ 2 — LE NOMBRE DE CLASSES DE DIVISEURS
D'UN CORPS CYCLOTOMIQUE

Soient m un entier naturel et ¢ une racine primitive mime de |'unité.
Puisgue toutes les racines mi¢me de 1 divisent le cercle unité du plan
complexe en m parties égales, le corps Q({) est appelé le corps de division
du cercle en m parties égales ou plus sSmplement mitme corps cyclotomique.
Dans ce paragraphe, nous cadculerons le nombre s des classss de diviseurs
des corps cyclotomicques en utilisant les théoréme 2 & 4 du § 1. Dans ce hut,
il faut d'abord étudier la décomposition de tout nombre premier rationnel
en produit de diviseurs premiers dans ce corps. Nous calculerons tout
d'abord le degré du corps Q).

1) Irréductibilité des polyndmes cyclotomiques

Comme on le sat, le degré du corps Q(¥) et égd au degré du polyndme
minimd du nombre ¢ sur le corps Q des nombres rationnds. Nous démon-
trerons ici que le polynéme minimal du nombre ¢ est le polynéme

(Dm : q)m(t) : I—[ (t - Ck)
k=1
(le produit est étendu a un systéme réduit de résidus modulo m), dont les

racines sont toutes les racines primitives mi¢tmes de 1. Puisque le degré
de @, est égal alavaleur ¢(m) de la fonction d’Euler, il en résulte que

QD) Q) =e(m).

Le polyndme ®,(t) ed appelé polyndme de division du cercle en m parties
égales ou mieme polynéme cyclotomique.

Démontrons tout d'abord que les coefficients de ®@,, sont des entiers
rationnels. C'est évident pour m =1 (®, = ¢t — 1). La démonstration dans
le cas général S effectue par récurrence sur m. Puisgue toute racine mi¢me
de 1 est une racine primitive de degré d| m, aors

tm—1= Hd)d,
d

ou d parcourt tous les diviseurs du nombre m. Par hypothése de récur-

rence, le polynéme F = Hd)d a des coefficients entiers rationnels et son
d#m
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- ) s . | . .
coefficient dominant et égd a 1. Pa slite, ®,, = —F a auss des coeffi-

cients entiers rationnds.

Désignons comme toujours par Z |'anneau des entiers rationnels, par
Z/pZ = F, le corps résidud modulo un nombre premier p et par a la classe
résduelle de a dans Z/pZ. S dans le polyndme f(¢) a coefficients entiers
rationnels, nous remplagons tous les coefficients par leurs classes résdudles

modulo p, nous obtenons un polyndme f(f) & coefficients dans le corps F,,
Il est car que I’application f — f et un homomorphisme de I'anneau Z[t]
aur aneau F,[t]. Puisque (f + g)? = f? + gP e, daprés le petit théo-
réme de Fermat, a» =qa (a € Z), on a identiquement dans I'anneau F,[¢]

(fe)? = f@o). M

Posons 1 = ¢tm == 1. S le nombre premier p ne figure pas dans m, dors

le polynéme h de F,[t] est premier avec son polyndme dérivé et par suite

ne contient] pas de facteurs multiples. Remarquant maintenant que ®,,
e un divisur de A, nous avons obtenu le résultat suivant.

LEMME 1. — Si le nombre premier rationnel p ne divise pas m, alors le
polynéme @, de l'anneau F,[¢] ne contient pas de facteurs multiples.

Sif(t) et le polyndbme minima du nombre %, dors @,, = f G ou G appar-
tient, comme f, a I'anneau Z[t]. Pour tout nombre premier p premier avec m,
le nombre ¥ et auss une radne primitive 7™ de 1, i. e @, (") = o.
Démontrons que & et une racine de f. Dans le cas contrare, G(¢%) = 0.
Considérons dors le polyndme H(t) = G(¢F). Puisque H(Y) = G(ZF) = 0O,
dors H est divisble par f,i. e H= f Q, ot Q € Z[t]. Passons au corps rés-
dud F, dans I'égdité H = fQ. Nous obtenons H = f Q. Mais, d'aprés (1),
H(t) = G(r) = (G(@1)*, dou

G"=fQ.
Soit ¢ un certain facteur irréductible du polyndme f (dans I'anneau Fe[t]).
Il résuite de la derniére égdité que G et divisble par ., Mais dors, il résite
de I'égdité @,, = f G que ®,, et divisble par {2, en contradiction avec le
lenme 1. Aing, ¥ nest pas une racine de G(t) et par suite Cest une recine
de f(t).

S mantenant ' et une racine quelconque de @, dors ' = ?;", ol k
es premier avec m. Posons K = p,p, . . . p,. D'aprés ce qui précede, {7 et
une racine de f(t). Remplagant la racine { par Z”, nous obtiendrons de
méme que """ est une racine de f (t). De proche en proche, nous obtenons
findement que ¥ est égdement une racine de f (t).
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Aind, chague recine du polynome ®,, est auss une racine du polyndme f,
d’ ot ®,, = £. Nous formulerons ce résultat comme suit.

THECREVE 1. =~ Pour tout entier naturel m, le polyndme cyclotomique ®,,
est irréductible sur le corps des nombres rationnels.
CoraLLAIRE.  — Le degré du m™™ corps cyclotomique Q(%), {™ = 1,
est égal a ¢(m) (ol ¢(m) est la fonction d’Euler).

2) Loi de décomposition dans un corps cyclotomique

Puisque le degré du mi¢me corps cyclotomique Q(¥) est égal a o(m),
dors les nombres

1%, ..., ¢ )
forment une base de Q(C) sur Q.

Leme 2.— Sile nombre premier p ne figure pas dans m, alors il ne figure
pas non plus dans le discriminant D =D (1, %, . . ., 7;"°('")‘1) de la base (2).

DEMNsTRATION.  — COmMme nous le savons, le discriminant D est égal
au discriminant D(®,,) du polynéme cyclotomique ®,,. La classe résiduelle
D(®,,) € F, du nombre D(®,,) modulo p est égae évidemment au discri-
minant D(®,,) du polynéme ®@,, € Z,[¢]. Puisque ®,,(¢) n’a pas de facteurs
multiples (lemme 1), on a D(®,,) # 0 et par suite D = D(®,,) n'est pas
divisble par p.

Leme 3. — Si un corps K de nombres algébrigues contient une racine
primitive mi¢me de 1, alors, pour tout diviseur premier p du corps K, premier
avec m, on a

N(p) = 1 (mod m).

DEvonsTRATION.  — Soient D I"anneau des nombres entiers du corps K,
p un nombre rationnel divisible par v et { une racine primitive miéme de 1
(¢ € D). Dans le paint 1), nous avons vu gue le polynéme ¢m — 1 n’a pas
de racines multiples dans le corps résiduel D/p qui est une extension du
corps F, (puisque p + m). Par suite, les classes résiduelles 1, Z, . . ., 7"7*
de D/p sont deux a deux distinctes. Il est clair que ces classes forment un
groupe multiplicatif d’ordre m qui est un sous-groupe du groupe multipli-
catif du corps résduel D/p. L'ordre de ce dernier groupe est égd a N(p) = 1
Mais I’ ordre de tout groupe fini est divisible par I’ ordre de chacun de ses
sous-groupes et par suite N(p) — 1 est divisible par m.
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THEOREME 2. — p étant un nombre premier ne figurant pas dans m, dési-
gnonsparf lepluspetit entier naturel tel quepf = 1 (mod m) et soit g = ﬁ?.
Alors, dans le corps cyclotomique Q(%), p admet la décomposition

P=p1...0Pg (3)

ol les diviseurs premiers Py, . . . , P, sont deux a deux distincts et N(p;) = pf.

DEMoNsTRATION. — Puisque (p, m) = 1, aors, d aprés le lemme 2,
p ne figure pas dans le discriminant de la base (2); par suite, d'aprés le
théoréme 8 du chapitre 1ll, § 5 p admet une décompostion de la forme (3).
Il nous reste seulement a trouver le degré de chaque diviseur p; e a démon-
¢(m)

R

Soient p un quelconque des diviseurs premiers p;, s son degré,
i.e N(p) = ps. D'aprés lelemme 3, p* = 1 (mod m) d'ou s = f. Pour
démontrer I'inégdité contraire, considérons le corps résidue D/p de
I'anea D des nombres entiers du corps Q(%) modulo p. D'gprés le corol-
lare du lemme du chepitre IIl, § 7-4), toute classe résduele de D/p contient
un représentant de la forme

trer que le nombre des p; est égd a

P(m)—1
§= D a @
J=0
ol les a; sont des nombres entiers rationnels. Elevons (4) & la puissance pf.
Puisgue pf= 1 (mod m), dors C"f = ¢, Tenant compte du fait que

(x+8” =a* +p” (mod p)

pour tout « et B dans D et du fait que a# = a (mod p) pour tout entier ration-
nel a, nous obtenons, a partir de (4), la congruence :

el =t (mod p).

Aing, toute classe résiduelle £ € D/p est une racine du polynéme ¢
Mais le nombre de racines d’ un polyndme dans un corps ne dépasse pas
son degré, d'ou p* < p/, ce qui signifie s < f. Réunissant cette inégalité
a cdle obtenue ci-dessus, nous obtenons s = f.

Nous avons ainsi démontré que tous les diviseurs premiers p; dans la
décomposition (3) ont le méme degré £, éga al’ exposant de p modulo m.
Appliguant maintenant le théoréme 8 du chapitre 11, § 5, nous obtenons

gue le nombre g des diviseurs premiers p; est égal acP( m) . Le théoréme 2
et démontré.




METHODE ANAL YTIQ UE 367

3) Expression de £ au moyen des séries L

Revenons sur la fonction Z(s) du mime corps cyclotomique K = Q(%),
m — 1. Utilisant I'identité d’Euler (§ 1, théoréme 4) et réunissant dans
cdleci tous les facteurs p qui divisent un méme nombre premier rationnd,

on peut écrire
W= 11— ©)

» vlp 1— N(p)

le produit extérieur étant étendu a tous les nombres premiers rationnels p.
Les facteurs correspondant a des diviseurs premiers p qui divisent m forment
un produit fini que nous désignerons par

=[] (1 — N(l—p);)ﬂ. ©)

pim

S (p,m)=1, dors, pour tout diviseur premier p qui divise p, nous avons
N(p) = p’r, olif, ed I'exposat du nombre p moduo m. Puisque le nombre

des diviseurs p distincts qui divisent p est égal a CP} ) (théoréme 2), nous

obtenons

w0 =60 [ (1= 5) 7 ™

(p,m)=1 p

Transformons chaque facteur de ce produit. Pour cela, nous utiliserons la
décomposition

1\/7 o ek
=) =110 -5) ®

k=0
. 2r . . 2w . .
ol g = g, = COS - + i Sin . Maintenant le produit
Jo »
fp—1 o(m)
-5 "
k=0 7

contient ¢(m) facteurs et ce nombre de facteurs est le méme pour tout p.
Montrons que, pour des p différents, on peut associer les facteurs ci-dessus
de telle sorte que le produit infini qui figure dans la partie droite de 1’éga-
lité (7) se décompose en un produit de o(m) facteurs de forme assez Smple.
Cette décomposition repose sur la notion de caractére modulo m. Nous
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aurons besoin maintenant des résultats sur les caractéres exposés dans le § 5
de I'appendice.

Désgnons par G,, le groupe des clases réddudles de I'anneau des entiers
rationnels modulo m qui sont constitués de nombres premiers avec m. La
classe p, de représentant p qui appartient a G,, est d’ordre f£,; par sulite,
pour tout caractére y du groupe G,,, lavaleur x(p) qui est une racine de 1
d ordre f,, est égale a un certain ¢*. Réciproguement, choisissant arbitrai-
rement une des racines ¢k, il existe sur le sous-groupe cyclique { p } du
groupe G,, un caractére y, et un seul tel que x,(p) = . D’ apreés le théo-
reme du § 5 de I’ appendice, on peut prolonger ce caractére y, en un carac-
tére du groupe G,,.. Aind, s y parcourt tous les caractéres du groupe G,,,
x(p) parcourt toutes lesracines ¢k (k = 0, 1, . . ., f, - 1); chacune des

(m)

racines ¢ est obtenue exactement * r
JPp

dans la formule (7), nous obtenons donc

tls) = GO | | H(l - %’9) ©9)

(pm)=1 ¥

fois. Substituant I’ expression (8)

(le produit intérieur est étendu a tous les caracteres y du groupe G,).

A laplace des caractéres du groupe G,,, nous considérerons maintenant
des caractéres modulares modulo m (cf. appendice, § 5-3)). Puisque x(p) = 0
pour tout p figurant dans m (pour tout caractére modulaire x modulo m),
on peut écrire I’ égalité (9) sous la forme

) = G(s)ﬂﬂ( “)”

(ou p parcourt tous les nombres premiers e y tous les caracteres modulaires
modulo m). Intervertissant |’ ordre des multiplications, nous obtenons

Lls) = G| [Les 0, (10)
en utilisant la notation suivante :
L(s, y) = 1:[ x(p) 1)
p

Remarquons que dans tout ce qui précéde, on a suppose s > 1 (sous cette
hypothése, on peut effectuer toutes les opérations ci-dessus sur les prodits
infinis).
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Remarque. — Dans la formule (10), on peut omettre le facteur G(s) en
prenant pour y les caractéres primitifs modulo tout diviseur d de m; cf. a ce
Ujet les exercices 13 a 16.

Le facteur L(s, y,) du produit (10) qui correspond au caractére unité x,
ne differe que par un facteur smple de la fonction g(s) de Riemann. En effet,
puisque xo(p) = 1 pour (p, m) = 1 et x(p) = 0 pour (p, M) > 1, alors

1
L w=]]— 6>0

(pm=11 — -

D’autre part, appliquant le théoréme 4 du § 1 au corps Q des nombres

rationnels, nous obtenons
1 -1
Us) = H(l _i,‘s) .

b

L(s’ Xo) :(l—[ -—IT)_IC(S).

Ainsi,

pm T — =
pS
Subgtituant cette expresson dans (10), nous obtenons pour Ze(s) la formule
définitive  suivante
W) =Fo@] [Lsn >, (12)

XFE Xe

ou nous avons post (cf. (6))

=TT~ 15}

pim pim

Etudions plus en détail |es fonctions L(s, x). Considérons la série
< %)
25
n=1
absolument convergente pour s > 1. Remplagant la décomposition (24)
du § 1 par I'égdité
1 N2%
L _Xp) ;( I3 ) ’
pS
nous obtiendrons facilement, en répétant presque mot a mot la démons-
tration du théoreme 4 du § 1 (en utilisant la propriéé multiplicative du carac-
tere y), ’égalité

L= (> 1)

BOREVITCH 24




370 THEORIE DES NOMBRES

La série qui figure dans la partie droite de I’ égdlité (13) est appelée la
série L ou série de Dirichlet, du caractére modulaire y. Notre but immeédiat
sera de démontrer que la série L d'un caractére y, différent du caractére
unité e convergente, non seulement pour s > 1 mas égdement pour s > 0
(bien sOr, la convergence n'est pas absolue dans I'intervalle 0 < 5 << 1).
Démontrons a cet effet le lemme suivant.

LEMME 4. — Soit {fa} (n = 1, 2, . . .) une suite de nombres complexes
n

telle que les sommes A, :S‘ak soient bornées, i. € | A,, | << ¢ pour toutn > 1.
dmnd

z - kﬁl
Alors la série

Q©
fs) = > &
ns

n=1

est convergente pour tout nombre réel s > 0. Pour tout ¢ > 0, la convergence
est uniforme dans lintervalle [s, ©0); par suite f(s) est une fonction continue
de 5 (dans le domaine de convergence (0, «)).

DEMoNsTRATION. — Fixons arbitrairement ¢ > 0. Pour £ > O donné,

- 1 . .
soit n, tel que e < € pour tout n > n, Pour ces entiers »n > n,, ON a égale-

ment rlfs < ¢ pour tout s > ¢, Soit maintenant M > N > p,. Alors

Ma M Akl M-
Z/? Z . —2_ k—l—l)s

1 1 Ay
"(F“WW)JF Yk

1 1 2¢
gﬁ‘l— Ckébll (E—(‘k—l— l)“‘) +Ms Ns < 2Ce

M
(2%
ks

k=N

pour tout s appartenant a l’intervale [s, «). Le lemme 4 est démontré.

CoroLLAI RE. = Pour tout caractere y, différent du caractere unité, la série
de Dirichlet L(s, ) est convergente pour s > 0 et est une fonction continue
de s dans l'intervalle (0, ).




METHODE ANALYTIQUE 371

En effet, § ¥ # %0 dors Zy(k) = 0 quand k parcourt un syséme complet
de résidus modulo m. Représentant tout entier naturel n sous la forme
n=mg-+r,0<r<m, dors

— S — ! ) < .
A, kZlX(k) kzx(k), d'od |A|<r<m
= =1

Revenons & la fonction Z(s). Multipliant I'égalité (12) par § — 1 et
passat a la limite pour § — 1 + 0, nous obtenons, d'aprés la relation (19)
du§ l,

lim (5 = 1)%(9) = F(D) QL(I, 0 (14)
avec °
Lt = 2 1)

Remarquons que quand la série (15) n'est pas absolument convergente,
on ne peut pas modifier I'ordre de ses termes. Rapprochant la formule (14)
du théoréme 2 du § 1, nous obtenons I'expresson suivante de h

="V e TLa. » 16

XFE Ao

(id w désigne le nombre de racines de I'unité contenues dans K). On ne
peut pas s limiter a I'expresson (16) pour éudier le nombre de classes
de divissurs d'un corps cyclotomique puisquele contient des Séries infi-
nies L(I, y). Dans le point suivant, nous calculerons la somme de ces s&ries

4) Sommation des séries L(l, %)

Supposant que y et un caractére modulo m différent du caractére unité,
revenons a la série (13). Omettant dans cdle-ci les termes de la somme qui
sont nuls e remarquant que y(m;) = y(n,) pour n, = n, (Mod M), nous pou-
vons |'écrire sous la forme suivante (on suppose ici de meniére essentidle
que s > 1) :

L= > > o

(x.m)=1 n =x (mod m)

(la sommation extérieure est étendue a un systéme réduit de résidus
modulo m). Nous écrirons la s&ie intérieure sous la forme

®
2
el
n

n=1

Wiz




372 THEORIE DES NOMBRES

ou
_% 1 pour » =x (modm),
€= ) 0 pour nzx (mod m).

Pour écrire les coefficients ¢, sous forme plus convendble, nous Utiliserons
la formule évidente suivante :

m-1
Zcrk:
k=o

m pour r = 0 (mod m),
0 pour r%= 0 (mod m)

27 . . 2m
C:cos;-{—zsm;

est une racine primitive m*e de 1. Remarquons que si dans I’ étude algé-
brique d'un corps cyclotomique on peut prendre pour ¢ une racine primitive
mitme de 1 quelconque, ici, il nous faut fixer une de ces racines sans ambi-
guiité pour les calculs qui vont suivre. Nous avons donc

lm-l
T (x—n)k
Cn = m zc .
k-o
Aing

o= > x(x)i—; mz_lc"“"”‘ i mj( > x(x)c"")ic;:k.
k=" K—n n=1

(e,m)=1 n=1 (x,m)=1

Nous avons dda rencontré |'expression entre parenthéses, pour m = p pre-
mier, dans le chapitre premier § 2, e nous 'avons gopelée somme de Gauss.
Donnons la définition des sommes de Gauss pour des entiers m quelconques.

DEFINITION. — Soit £ une racine primitive mitme fixée de 1 et soit 3 un
caractére modulaire modulo m. L’expression

W) = A,

xmodm
ol x parcourt un systéme complet (ou réduit) de résidus modulo m sappelle
une somme de Gauss relative au caractére x et au nombre entier rationnel a.
Une somme de Gauss w,(x) dépend and non seulement de y et du résdu
de a modulo m mais auss du choix de la racine primitive §. Nous suppose-
. . 2r . 2X
rons dans la suite que I’on prend pour ¢ laracine cos m +idn Pt La

somme de Gauss qui correspond a cette vaeur de ¢ est dite normée.
Nous désignerons aussi par () la somme =,(x).




METHODE ANALYTIQUE 373

S le caractére y, n'est pas le caractére unité, aors

) = z (%) = 0.
(x,m) =1

Nous pouvons donc écrire |’ expression obtenue ci-dessus pour L(s, ¥) sous
la forme

1 1 O -k
L0 = = D>
1 n=1

nS
k=

n=1
mr

pour k # 0, dou Zt"k = 0). D’aprés ce lemme, notre série converge
n=1

pour 0 < § < oo €t représente dans cet intervdle une fonction continue de s.

Nous pouvons donc fare s = 1 dans la derniére égdité nous obtenons ans

n

Pour trouver la somme de la s&ie intérieure, conddérons la Sie entlerezz

On sait qu’elle converge dans le cercle| z | < 1 et y représente la branche

de la fonction — Log (1 — z) dont la partie imaginaire (i. e. le coefficient
725,§| . Puisque cette série entiére converge
au point z = ¢~k (situé sur la circonférence unité), aors, d' apres le théo-
reme d'Abel,

de i) appartient a l'intervalle (~

SEl- Lo —th,

ce qui entraine
m-1
L, 5) - Zrk(x) Log (1 —¢7%). (17)

k=1

Nous avons ains obtenu une expresson finie pour la s&ie L(l, ¥). La substi-
tuant dans (16), nous trouvons une formule, ne contenant plus de séries
infinies, pour le nombre de classes de diviseurs d' un corps cyclotomique.

On peut encore Smplifier la formule (17). Dans le point suivatt, nous le
ferons, non dans le cas généra, mais pour des caractéres y primitifs Nous
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appliquerons ces résultats dans le § 5 au calcul de & pour un corps cyclo-
tomique de divison du cercle en un nombre premier de paties égdes Dans
ce cas, la formule donnant 2 a de tres nombreuses agpplications.

5) Les s&ries L(l, y) dans le cas des caracteres primitifs

Démontrons que § ¥ et un caractere primitif modulo m et (& m) =r > 1,
alors

Ta(X) = 0.

Posons m = rd. Il est clair que {¢ est une racine primitive d*m¢ de a et
par suite {ez = ¢a 5 et seulement s z = 1 (mod d). Prenons pour z un
nombretel que (z, m) =1, z=1 (mod d) et y(z) # 1 (I'existence d’'un tel z
résulte du théoréme 4 du § 5 de I'appendice). Puisque, en méme temps que X,
le produit zx parcourt un systéme complet de résidus modulo m, aors

WD = D AT =10 D AW = 1@,

xmodm xmodm

3

Puisque x(z) # 1, il en résulte que t,(yx) = O.
Deplus, s (a, m) = 1, dors
() = x(@) (0.

En efet, puisque le produit ax parcourt, Smultanément avec X, un systeme
complet de résddus modulo m, dors

@R = D A@)E = ) = ).

xmod m

La formule (17) peut Sécrire, dans le cas d'un caractere y primitif, sous
la forme

L0, = =2 5w Log (1 — £, (18)
(km)=1

Revenons a I'éude de la somme

S;= > k) Log(1—17™ (19)

(k,m) =1
(k parcourt un systéme réduit de résdus modulo m). L'é&ude de la somme S,

nécessite la distinction de deux cas de nature tout a fait différente. Pour
différencier ces deux cas, nous aurons besoin de la définition suivante
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DEFINITION, — Un caractére modulaire y, est dit pair si y(— 1) = 1
(d’ol y(— x) = x(x) pour tout entier x) et dit impair si x(— 1) = — 1 (dans
ce cas, y(— x) = = x(x).

Puisque

@=Dp=y=D)=x=1

aors y(— 1) = 4+ 1 et par suite tout caractére y est pair ou impair.
Le nombre 1 .- 2™ pour 0 < k < m peut S écrire sous |la forme trigono-
métrique suivante

. nk k k
| —r-k—=2 1( 1‘_“__) ein (T ™K
Z s1nm cos(2 - +151n2 )
n © =k _T%. .
avecn§<§ﬂa<_2,parwlte,
-k -k . 1 k

De plus, puisque 1 — ™ et 1 — ¢* sont conjugués, alors

Log(l—t"):Log|I—Ckl—in(%—%)

(soulignons, cette fois encore, que ces deux derniéres formules ne sont vaa
bles que § k est pris pami les plus petits réddus postifs modulo m).

Supposons maintenant que le caractere y (et par suite auss le caractére )
est pair. Remplagant k par — k dans la somme (19), nous obtenons

S, = Z (k) Log (1 = 25,

(ksm)=1

ce qui, gjouté a (19), donne

25,= > %k [Log (1 = ¢ + Log (1 — L)
(kym)=1
—2 > ikLog|1—%|=2 > 50 Log 2 sin .

(kym)=1 (k,m)=1
o<k<m

Si maintenant le caractére i, est impair, alors, remplagant de nouveau k
par — k dans (19), nous obtenons

S,=— > k) Log (1 - ¥

k) =1
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d ou

28, = > 0l =~ Log (b = TN =2 > Xmi{y ~ o)

(k,m) =1 (k,m)=1
o<k<m

Tenant compte du fait que Z k) = 0 (car le caractére y egt ditinct
(kym) = 1
du caractére unité), nous obtenons, en utilisant (18), le réxltat suivant.

THEOREME 3. — Soit x un caracteére primitif modulo m > 1. Si % est pair,
alors

L, 0= ~"2 > 50 e |1 7|

(k,m) = 1
- ~T(WX) Z 2(k) Log sin %’; (20)
o<h<m
Si maintenant y est impair, alors
L(l, y) = "j;(}) Z (kK. @1)

EXERCICES

1. Montrer que s % et un caractere primitif modulo m, dors

| +60 | = Vm.
p—1

2. Soit p un nombre premier impar & posons p* = (- 1) p. Démontrer
que le corps quadratique Q(4/p*) est contenu dans le piéme corps cyclotomique.

(Utiliser I'exercice 5 du chapitre premier § 2, pour a= b = 1).

3. Démontrer que tout corps quadratique est contenu dans un certain corps
cyclotomique.

4. Les notations éant celles de I'exercice 6 du § 5 de I'appendice, démontrer
I'égdlité

m m
70 = 706) - sl ) - 2o )

(on suppose que pour définir les sommes de Gauss =,(x;) on prend comme racine
m
primitive d'ordre m; de 1 le nombre ¢™, ol ¢ et la racine primitive miéme de 1
qui intervient dans la somme 7,(x)).
5. Soit p un nombre premier ne figurant pas dans m et soit f le plus petit entier
naturel tel que pf = 1 (mod m). Démontrer que le polyndme ®@,,(¢), 2 coefficients
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dans F, (cf. 1)) se décompose dans I'anneaul F,[¢] en un produit de o(m) facteurs

irréductibles de méme degré f (D’ aprés le théoréme 8 du chapitre 111, § 5, cda
donne une seconde démondration du théoréme 2).

6. Soit p un nombre premier impar. Considérant le corps Q(n/— 1) e rap-
prochant pour ce corps le théoréme 1 du chapitre Ill, § 8, du théoréme 2 de ce
paragraphe, démontrer I'égdité

, p-1
— 1 2
“ ) =(=1) 2
() -
(premier complément a la loi de réciprocité quadratique).

7. Soient p et g = 2 deux nombres premiers digtincts, K le gitme corps cyclo-

tomique e g le nombre de diviseurs premiers digtincts du corps K qui figurent
91
dans la décomposgtion du nombre p. Utilisant le crittre d’Euler (9) =gq 2
(mod q), démontrer que 1

PY 1\
(a) =D
8. Conservant les mémes notations, considérons le sous-corps quadratique
4-1
k= Q(y/g*) du corps K, ¢* = (— 1) 2 g. Posons f = 9=1  panontrer que

9 p se décompose dans le corps k en un produit de deux diviseurs premiers, aors g
est pair, e s p reste premier dans k, dors T est pair. En s appuyant sur le théo-
réme 1 du chapitre I1l, § 8, montrer de plus que

N = (- 1y
(P ) (- D%
Aind p se décompose dans k S e saulement S g est pair.
Indication. — Dans le cas ou g = 1 (mod 4), utiliser |'exercice 7 e montrer
*
que (1—’) = (5 =1 entraine (5) = (q—) =1
q P 14
9. Déduire des deux exercices précédents la loi de réciprocité quadratique

p-1 g—1
g -n*

10. Démontrer que s un nombre premier ¢ % 2 se décompose en un produit
de deux diviseurs premiers dans le corps Q(y/2) & ¢ =1 (mod 4), dorsg =1
(mod 8) (Considérer la décomposition de ¢ dans le corps Q(+/2, 4/— 1) de divi-
sion du cercle en 8 parties).

11. Les notations éant celles des exercices 7 et 8, démontrer que le nombre p = 2
se décompose en un produit de deux diviseurs premiers dans le corps k S & seule-
ment S g et pair.

12. Rapprochant le résultat de |'exercice précédent du théoréme 1, chapitre III,
§ 8 démontrer que I’égaiité(; = + 1 et équivdente a la congruence ¢g* = 1
(mod 8), i. e que

B-c v

deuxiéme complément a la loi de réciprocité quadratique).
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13. Démontrer que dans le corps de décompostion du cercle en pk paties le

nombre p admet la décomposition
P=ps, g=0()=pp—1, NP -=p

14. Soit m = pkm’ (p, m') = 1 et soit T le plus petit entier naturel tedl que
pf = 1 (mod m’). Démontrer que dans le corps de divison du cercle en m parties
le nombre p a une décomposition de la forme

P=(P... P, Np)=p,

ol e = ¢(pk), f{g = o(m’) ( fonction d’Euler).

15. Démontrer que la fonction G(s) définie par I'égdité (6) véifie la formule

sw=[]]]@- %{’))“

plm x mod m’

ol p parcourt tous les diviseurs premiers du nombre m €t y, pour p donné, parcourt
tous les caractéres modulaires modulo m', m = pkm’, p ¢+ m’.

16. Utilisant I'exercice 9 du § 5 de I'appendice, I'égdité (10) et la formule de
I exercice précédent, démontrer que la fonction ,(s) du corps de divison du cercle
en m paties admet la décomposition

o =] []ren

dlm y mod d
¥ primitif

ol d parcourt tous les diviseurs du nombre s (y compris 1 et m) et % (pour d donné)
parcourt tous les caractéres primitifs modulo d. En déduire que

fim 6 — D% = IT 17 .

d|m x modd
ds=1 y primitif

§ 3. — LE THEOREME DE DIRICHLET
SUR LES NOMBRES PREMIERS
DANS UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE

Dans le § 2, nous avons utilisé les théoremes 2 et 4 du § 1 pour calculer
le nombre 2 de classes de diviseurs des corps cyclotomiques. Dans ce para
graphe, nous montrerons que la formule (2) du § 1 dont la patie droite et
différente de zéro permet d' obtenir d’importants résultats sur les diviseurs

premiers de degré 1 et sur les nombres premiers dans les progressions
arithmétiques.

1) Sur les diviseurs premiers de degré un

THEoREME 1. — Dans tout corps K de nombres algébriques j/ existe une
infinité de diviseurs premiers de degré un.
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DEmonsTraTION. — D'gorés le théoréme 4 du § 1, la fonction Z(s) admet

la décomposition
w0 =T1(1-x5) 0

Puisque le produit infini est convergent et non nul, aors &(s) # 0 pour
tout s > 1. Prenant les logarithmes des deux membres de I’ égdité (1),
nous obtenons

Log Zk(s) = zz EN—:PW )
p m=1

Isolons dans cette égalité la somme

1
P(s) = pz m ’ 3)

dans laquelle la sommation est étendue a tous les diviseurs premiers p,
de degré un du corps K. S on désigne par G(9) la somme de tous les termes
restants, I'égdité (2) sécrit

Log &(s) = P(s) + G(s). @
Soit £ le degré d'un diviseur premier p, i. e N(p) = p. S f > 2, dors

Z 1 Z 1 2

mN(p)ms 2sm < 52_5?1' < I—)?s !

Si maintenant f = 1, alors

[*9] [e 0]
1 | 2
Z mN(py™ psm = =1

Puisgue pour tout nombre premier rationnd pil exigeau plusp= (K : Q)
diviseurs premiers du corps K qui divisent p, nous obtenons I’ estimation

suivante pour G(S) :
2 < 1
n
G0 < D % <2
P m=1

il en résulte que G(s) est bornée pour s — 1 + 0. D’autre part, il résulte
de larelation (2) du § 1, dans laquelle xh # O, que Log (s) de méme que
C(s) tend vers I'infini pour s — 1 + 0. Par suite, d’ aprés (4), P(s) vérifie
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cette méme propriété; ains la somme (3) contient une infinité de termes.
Le nombre de diviseurs premiers p, de degré 1 est donc infini et le théoreme 1
est démontré.

2) Théoréme de Dirichlet

THEOREME 2 (théoréme de Dirichlet). — Toute classe résiduelle modulo m,
formée de nombres premiers avec m, contient une infinité de nombres premiers.

DEMONSTRATION. — Nous utiliseronsici encore le fait que la limite (2)
du § 1 n'est pas nulle. La démonstration repose sur le fait que L(l, x)# 0
pour tout caractére y modulo m différent du caractére unité, ce qui résulte
de maniére évidente de la formule (16), § 2.

Considérons la décomposition suivante de la série L(s, ¥) en produit

infini
- _ e\
LGs, 7) |Pl @~ ) . ®)

De la convergence de ce produit infini résulte que pour tout caractére
numérique x modulo m (y compris le caractere unité y,), L(s, y) est diffé-
rent de zéro pour tout s > 1. On peut donc condderer dans l'intervale (1, o)
la fonction a vaeurs complexes Log L(s, y). Puisque la fonction logaithme
n'ex pas uniforme il faut fare choix d'une branche de cette fonction; nous
procéderons ainsi. Prenons le logarithme de chague facteur du produit
infini (5), en choisissant sa valeur de telle sorte que

— Log (1 _ X;ISJ)) _ x}f;):. ©

n

Faisant la somme des séries (6) pour tout p, Nous obtenons

S — Log (1—%{4))=Z)%:4)+R(s,x),

1a(p)? | 1 x(p)p
R(S’X):2(2?"T+§ IS +..)

avec

(la convergence absolue, pour s > 1, de toutes les séries qui figurent ci est
évidente). Nous choisirons la valeur de Log L(s, x) de telle sorte que I’on
at I'égalité

Log Lis, 0 = >, 52+ R(s )
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pour tout s > 1. Remarquons que, dans le cas du caractére unité y,, la
vdeur de Log L(s, x,) ans déerminée et rédle
Evauons la quantité R(s, ¥) :

|R(SX)|<ZZPM Zp(p..n Zn(n—i—l) b

p n=2

Aind | R(s, y) | < 1 pour tout s > 1.

En dehors des caractéres modulaires x, on conddérera ausd, en les dés-
gnant par la méme lettre y, les caractéres correspondants du groupe G,,
des clases résdudles modulo m premieres avec m  Supposons que C pa-
court toutes les classes du groupe G, Puisque y(p) = y(C) pour p € C, dors

up) _
2 P Z « );p‘
(rappelons que x(p) = 0 § p | m). Posant
fs 0=+
peC

on peut écrire |’ égalité (7) sous laforme suivante :

Log L(s, 1) = ) (O)f(s ©) + RGs, ). ®
C

Puisque le nombre de tous les caractéres modulo m est éga a o(m), on peut
considérer les égalités (8) pour tout x comme un systéme de e(m) équa-
tions linéaires a ¢(m) inconnues f(s, C) (dont les termes constants sont
égaux aux différences Log L(s, x) = R(s, x)). Pour obtenir f(s, A) a patir de
ce systéme (A € G,,), multiplions (8) par x({AY) et faisons la somme pour
tous les caractéres y, Nous obtenons

DA LogLis, ) = > > 1CANS6. O+ R, O
x C X

ou la quantité

R = > (ARG, 1)
x

admet I'estimation | R,(s) | < ¢(m) pour tout s > 1. D’ aprés laformule (6)
du § 5 de I'appendice, la somme ZX(CA“) est égdea q(m pour C=A
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et azéro pour C # A; |’ égalité (9) peut donc s écrire sous laforme

Log L(s, %) + ZX(A—l) Log L(s, ) = o(m)f(s, A) + R,(s).  (10)
XF %o
Par alleurs, la vaeur de f(s, A) est connue d'apres le systéme (8).
Faisons maintenant tendre s vers 1 a droite. Si y, # ., dors

L(s,x) = L(,%)
et L(I, ) est différent de zéro, comme on I'a remarqué au début de la
démongtration. Par slite, la somme qui figure dans la patie gauche de I'éga
litt (10) (&endue & tous les caracteres non unité) a une limite finie. Faisant
passer cette somme dans la partie droite de (10) et la réunissant a R, (9), nous
obtenons  I'égdité
Log L(s, xo) = o(m) f (s, A) + Ta(s), (11)

ou T, est borné pour s — 1 + 0.

Si nous supposons maintenant qu'il N'existe qu'une quantité finie de
nombres premiers dans la classe A, aors la fonction

fis, A) = ZI}

PEA
aura une limite finie pour s — 1 et toute la partie droite de (11) sera bornée
pour s — 1 + 0. Pourtant, ¢’ est impossible puisgue

lim L(s, x,) = 4+ o0,

§—>140
ce qui réste de I'égdité

L(s, z0) = 0] | (1 — ;—)

plm
La contradiction obtenue démontre le théoréme 2.

On peut préciser le théoréme de Dirichlet sous la forme suivante. Posons

7s) = Zf(s, A= > pl

(pmy=1"
Divisons I'égdité (11) par o(m) € sommons selon toutes les cdlasses A € G,,.

Nous obtenons
LOg L(S, XO) :f(s) + T(S)7 (12)

ol T(9 est borné pour s —> 1 + 0. Egdons les paties droites de (11) e (12)
e divisons I'égdlité obtenue par ¢(m) f(s); passant a la limite pour s — 1 + 0,
nous obtenons |’ égalité
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La formule obtenue sexprime en disant que les nombres premiers,
premiers avec m, sont répatis uniformément dans les cdasses résidudles
mod m

EXERCICES

1. Démontrer que la différence entre les fonctions
1

Log (s) et g(s) = ) -

;ps

(p parcourt tous les nombres premiers rationnels) est bornée pour s - 1 + 0,
2. Soit P(9) la fonction définie par I'égdité (3). Démontrer que la différence

1
P(S) _— LOg s—1
est bornée pour s - 1 + 0.

3. Un nombre entier rationnd a et appelé un résidu de degré » modulo un
nombre p premier § la congruence x» = a (mod p) est résoluble. Démontrer que
pour tout a et »n donnés il existe une infinité de p premiers tels que a soit un résidu
de degré » modulo p.

4. Soient @, . . ., & des nombres entiers tels que ¢t . . . @ Soit un caré S et
seulement S tous les x; sont pairs. Démontrer que, pour tout choix des signes
£, ., & (= £ 1), il exige une infinité de nombres premiers p # 2 (qui ne
divisent pas a,, . . ., a,) tds que

a, a,
(E :el, ceey (; - En.

Indication. — Consdérer la somme

(0= (3)

PN

§ 4. — NOMBRE DE CLASSES DE DIVISEURS
D’UN CORPS QUADRATIQUE

1) Formule donnant le nombre de classes de diviseurs

Soit K = Q(4/d) un corps quadratique (4 est un entier rationnd sans
carés). D'aprés le théoréme 2 du chapitre I, § 8, la décomposition d'un
nombre premier p en un produit de diviseurs premiers dans le corps K et
la suivante :

1o p-pp,p#p,Np)= Np)=p, si xp=1

20 p = P, N(p) = p? Si Wp)=-—1;
30 P = pz’ N(p) =D si X(p) = 0:
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ol y et le caractere du corps quadratique K (cf. définition du chapitre 111,
§ 8 2). Pa wiite, dans le procit

tls) = 1:[(1 -567)

les facteurs qui correspondent au nombre p sont égaux respectivement a

: =) ()
I R

3) (1—1%)1.

Dans cestrois cas, le facteur qui correspond au nombre p peut s écrire

sus la forme
(=) (-
P P

[T(-2) "=

P

Puisque

(théoreme 4, § 1, appliqué au corps des nombres rationnels), aors Z.(s)
admet la représentation

is) = C(S)I—P[( 1— ’%) )

Le produit infini qui constitue la partie droite de cette égalité et 1a série
L(s, ) qui correspond au caractére y (modulo | D |, ol D edt le discriminant
du corps K); puisque ce caractere n'est pas unité, dors L(s, x) est une fonc-
tion continue dans I'intervalle 0 < s < « (corollaire du lemme 4 du § 2).
Multiplions (1) par s — 1 €t passons a la limite pour § — 1 + 0. Tenant
compte de I'égdité (19) du § 1, nous obtenons
lim (s — 1)%(s) = L(, .
s—+1+0

Utilisons maintenant |e théoréme 2 du § 1. Puisque pour un corps qua-
dratiqueréel, onas=2,t=0, m =2, r=Log ¢ (¢ > 1 est une unité
fondamentale du corps) et pour un corps imaginaire s =0, t =1, r=1,
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dors on a les formules suivantes pour le nombre de classes de diviseurs du
corpsK :

\/D
3 Log JL 0

%}‘;' L(1y) pour d<o.

pour d> 0,

(remarquons que le nombre m, i. e. le nombre de racines de 1 contenues
dans K est égal a4 pour K = Q(4/— 1), égal 46 pour K = Q(y/— 3)
e éd & 2 pour tous les autres corps quadratiques imaginares, cf. chap. I,
§ 7-3)).

Nc)))us démontrerons dans le point suivant que le caractére d' un corps
quadratique de discriminant D est un caractére primitif modulo | D |
(cf. définition, § 5-3) de I'appendice) et qu'il est pair pour des corps réels
et impair pour des corps imaginaires. Nous pouvons donc utiliser les for-
mules (20) et (22) du § 2 donnant les valeurs de L(l, ¥). Pour obtenir des
formules déinitives pour h, il faut caculer explicitement les sommes normées
de Gauss 1(y) = =,(y). Dans le numéro 3) de ce paragraphe, nous verrons
que la somme =(x) est égale a4/D pour des corps réels et ai4/| D | pour
des corps imaginaires. Utilisant ce résultat et remarquant que, dans le cas
d'un corps réel, y(D — X) = x(x), nous pouvons formuler le théoréme sui-
vant (pour simplifier les formules donnant h, nous avons écarté les corps
Q(4/— 1) et Q(y/— 3) de discriminants respectifs — 4 et — 3 pour
lesquels m est égal respectivement a 4 et 6; pour ces corps, h = 1).

THERME 1. — Le nombre des classes de diviseurs d’un corps quadratique
réel de discriminant D est donné par la formule

> b Logsn =2, @

ol ¢ > 1 est une unité fondamentale du corps ; dans le cas d’un corps quadra-
tique imaginaire de discriminant D < — 4, ce nombre est donné par la for-
mule

h=— |—1| Z x(x)x. ©)

xD)=1
o<x<|D}

Dans ces deux cas, x désigne le caractére du corps correspondant défini
dans le chapitre 11l, § 8, 2) (formule (5)).

BOREVITCH 25




386 THEORIE DES NOMBRES

Mettons en évidence quelques conséquences du théoréme 1. Commen-
cons par laformule (2). Si nous introduisons le nombre

.T:b
||_D1

r[ in

oU a et b parcourent les nombres naturels de I’intervalle(o, %) premiers

avec D, qui satisfont respectivement aux conditions y(a) = + 1 & x(b) = —
cette formule peut s écriregt=». Il en résulte que v est une unité de notre
corps quadratioue et v > 1 (puisque ¢ > 1). Nous avons obtenu le théoréme
suivant.

)

THEGREME 2. — Pour un corps quadratique réel K de discriminant D et de
caractere ¥, le nombre 7 de la forme (4) appartient a ce corps K, est une
unité de ce corps et est lié a une unité fondamentale ¢ > 1 par la relation

Eh =,

ol h est le nombre de classes de diviseurs du corps K.

Mdgré la smplicité de son énoncé ce théoreme jusgqu'a présent, et de
démongration assez ddlicate. De plus, les procédés purement arithmétiques
ne permettent pas de montrer que v, > 1 et cette inégdité vy > 1 a des conse-
quences pour la décomposition des résdus quadratigues modulo un nombre
premier p = 1 (mod 4). En effet, le discriminant du corps quadra-

tique Q(4/p) est égal ap et le caractére y(x) coincide avec le caractére de
. Nous avons donc [I'inégdité

nsm Hsn

dans laguelle a et b parcourent respectivement tous les résidus et non-

Legendre

Qi

résidus quadratiques modulo p de I’intervalle(o, g) Du fait que la fonc-

tion sin x est monotone sur I'intervalle (0, g) cette inégalité entraine que

toutes les valeurs mb sont « en moyenne y plus grandes que les valeurs %‘3,
J4

i. e que les résidus quadratiques modulo p « se concentrent » au début de
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I'intervalle (0,52’) e les nonrésdus a la fin (le nombre de résdus e de non-

résidus modulo p = 1 (mod 4) contenus dans I’intervalle( 0‘%) est, bien

entendu, le méme).

De plus, on peut obtenir des résultats sur la décomposition des résidus
quadratiques pour des nombres premiers p = 3 (mod 4) en appliquant la
formule (3) au corps Q(4/—

Simplifions tout d’ abord la formule (3) dans le cas général. Nous pose-
rons | D | = m dans ce qui suit.

Supposons tout d'abord m pair. Un raisonnement simple (exercice 9)

montre que, dans ce cas, x(x + rg) = — y(x); laformule (3) donne alors
m m
hm = — Z x(x)x — Z x(x+§)(x+§)
0<x<1;-1 0<x<?
m m
== Dt D a@fx+ 5) =5 D
o<x< T o<x< T 0<x<”
2 2 2
d'ou
1
h =3 Z o)
o<x<]

Remarquons que la parité de m équivaut ax(2) = 0

Supposons maintenant m impair. Puisque le caractére x, d’ un corps qua-
dratique imaginaire est impair, i. e. y(— 1) = — 1 (ce qui sera démontré
dans le théoréme 6 du point suivant), dors (3) entraine

hm= — Z wWx)x — Z x(m — x)(m — x)

0<x<7 0<x<——
— - 2 Z xx)x + m Z x(x). (5)
0<x<— 0<x<—

D’ autre part

hm=— > y@x— D xm=x)m—1)

0<x<m o< x<m
X pair X par

7z 4 Z y2x)x +m Z x(2x),

m m
0<x< & o<x<
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d’ot
hmy(2) = — 4 z 1x)x + m Z ¥(x). (6)
0<x<%l 0<x<'§
Eilminons Zx(x)x entre (5) et (6); nous obtenons I’ égalité
2 — (@)= > ().

0<x<

w3

Puisque cette égdité et vraie auss pour m par, comme on I'a vu plus haut
(puisgue x(2) = 0 pour 2| m), nous avons obtenu le théoreme suivant.

THEOREME 3. — Le nombre h de classes de diviseurs d'un corps quadratique
imaginaire de discriminant D < — 4 et de caractére y, est donné par la for-
mule

1
L ) PG U

0<x< I—I%I

(x,D)=1

Appliquons le théoréme 3 au corps Q(4/— p) ol p est un nombre pre-
mier de la forme 4n 4 3. Puisgque — p = 1 (mod 4), aors, dans ce cas,

D = — p et le caractére x(x) coincide avec le symbole de Legendre Og .

Remarquant que le nombre de termes de la somme Z :0 est impair

0<x<1—,
2

(P; 1_ 2n + 1) e que cette somme et impaire puisque ¥(2) = 1 Sp =7
(mod 8) et y(2) = — 1§ p= 3 (mod 8), le théoréme 3 entraine le résultat

suivant ;

THEGREME 4. — Pour un nombre premier p de la forme 4n -+ 3, le nombre
de classes de diviseurs du corps Q(\/- p) est impair et égal a

h=V—-N si p=7 (mod 8),

1 .
h=3(V——N)s i p=3(mod8), p+#3,
ou V est le nombre de résidus quadratiques modulo p qui appartiennent a
I'intervalle (0,%) et N le nombre de non-résidus de ce méme intervalle.

Le théoreme 4 entraine trivialement que V > N. Ainsi, pour un modulo
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premier p de laforme4n + 3, le nombre de résidus quadratiques est supé-
rieur au nombre de non-résidus dans I'intervalle {i, %)(et la différence

de ces nombres est divisible par 35 p =3 (mod 8§), p # 3).

La propriété ci-dessus, malgré sa simplicité, est un résultat profond de
la théorie des nombres. Nous |’ avons obtenu comme un simple corollaire
du fait que h est, par nature méme, un nombre positif et que, par suite,
I'expresson de droite de la formule (7) et ausd postive Le signe de cette
expresson et défini par le sgne de la somme de Gauss t,(x) € nous verrons
dans le point 3), que la détermination du signe du =,(y) est un probléme
tres difficile.

La formule donnant A pour les corps quadratiques imaginaires dans le
cas ol D # 1 (mod 8) peut s obtenir par des procédés purement arithmé-
tigues, comme I’a montré B. A. Venkov. Cette démonstration repose sur
la représentation d'une forme binaire comme somme de trois carrés de formes
linéaires et sur des propriétés des fractions continues (B. A. Venkov, Sur
le nombre des classes de formes quadratiques binaires de déterminants
négatifs. 1 et Il. Izv. A. N. URSS, série VII, Dép. Sciences Phys. et Math.,
1928, n° 45, 375392, 1928 n° 6-7, 455-480). Dans le cas des corps imagi-
naires tels que D = 1 (mod 8) (comme dans le cas des corps réds), il n'exise
pas jusqu’a présent de raisonnement purement arithmétique donnant la
vdeur de 4. Pa alleurs il n'exige pas de démondration éémentaire du fait

que, pour un module premier p de la forme 8n + 7, I’intervalle(), g)

contient plus de résidus quadratigues que de non-résidus.
Remarque. — On peut montrer éémentarement (exercice 7) que pour p

premier de la forme 8x + 7 il exige dans I'intervale (0,12’) le méme nombre

de résidus et de non-résidus impairs. Par suite, le nombre k pour le corps
Q(1/— p), » = 7 (mod 8) est donné par la formule

h=V* — N¥,
ol V* e N* sont respectivement les nombres de réddus et non-résidus pars

mod p contenus dans(o,g).

2) Caractere d’'un corps quadratique
Nous démontrerons ici toutes les propriéés du carectere d'un corps qua-
dratigue que nous avons Utlistes dans le point 1).

THEOREME 5. — Le caractére x (modulo | D [) d’un corps quadratique de
discriminant D est primitif.
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DEmonsTRaTioN. — D'gprés le théoréme 4 du § 5 de I'gppendice, il suffit
de démontrer que pour tout nombre premier p figurant dans D, il existe x

tel que (x, D) =1, x = 1(mod LP]?—‘) et y(x) = — 1. Considérons tout

d abord le cas p # 2. Choisissons un certain non-résidu quadratique
moduo p e soit X un entier satifaisant au systéme de congruences

x=s (modp)
x=1 (mod 2_|_].)_|)
P

Utilisant la formule (5) du chapitre 111 § 8, on voit facilement que, dans

tous les cas
-3

Soit maintenant p = 2. Si d = 3 (mod 4), D = 44, dors, pour x satisfai-

sant aux congruences

x =3 (mod 4)

x =1 (mod 2}d}),

X

nous aurons y(x) = (- 1) 2 . S maintenant d = 2d’, D = 44 = 84’, dors,
pour x satisfaisant aux congruences

x =35 (mod 8)

x=1 (mod4|d'|),

x3-1
nous aurons x(x) = (- 1) & = — 1.
Ceci démontre que le caractére y et primitif.

THEOREME 6. — Tous les caractéres des corps quadratiques réels sont pairs
et tous ceux des corps quadratiques imaginaires sont impairs.

DEMONSTRATION. — S0it  Un caractére d’ un corps quadraticue Q( ‘).
Calculons y(— 1) en utilisant les formules (5) du chapitre [11 §8.Si d =1
(mod 4), alors

-1 ! d - t.ldi-1

|- d_-
x<—1)=(|d|)=(-1)?:(-1)2 b
S d=3(mod 4), dors

ld]-1 -1 -1
x(—1)=—(|1~})=—(—1) 2 =(—1)dT+|ilf“.
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S enfin d = 24’, dors

a1y d-1 la)-
(D=0 ()=

Pour a impar, nous avons donc

a—1 la|—1 (&1 =0 (mod 2) pour a> O,

— 1 pour a <0.
Par suite, dans tous les cas

1 pour d> 0,

X(_l):g—- 1 pour d <O.

Le théoreme 6 est démontré,

3) Sommes de Gauss pour des caractéres quadratiques

Pour obtenir la formule donnant le nombre de classes de diviseurs d'un
corps quadratique, nous avons utilisé la valeur de la somme de Gauss
normée =(y). Rappelons qu une somme de Gauss z,(y) du caractere y
modulo m est dite normée si, pour la définir (cf. § 2-4) de ce chapitre),

. . oo . 2
on a pris pour racine primitive mi¢me de 1 le nombre ¢ = cos =~
m

+ign Zf.
m

Calculons la vaeur (). B

D’ aprés le théoréme 5, le caractére  d un corps quadratique Q(4/d)
de discriminant D est un caractére numérique primitif modulo | D |. De
plus, il satifat a la condition ¢2 = y,, 0U ¥, est le caractére unite. Ce dernier
resultat équivaut au fait que les valeurs du caractére y sont les nombres 4 1
(et bien Sir auss zé&o0).

DEFINITION. — Un caractére modulaire y, différent du caractére unité est dit
quadratique si %% = ¥e.

Les caracteres des corps quadratigues épuisent tous les caracteres modu-
laires quadratiques primitifs (selon tous les modules possibles). En effet,
darés I'exercice 8, il exide des caractéres quadratiques primitifs seulement
pour des modules de la forme r et 4r (un seul caractére) et pour des modules
de la forme 8r (deux caractéres), ol r e un nombre entier naturd impar sans
carré (dans le cas d'un module impair, r > 1). L’ ensemble de ces modules
coincide avec |I’ensemble des modules de la forme | D | ou D parcourt
les discriminants de tous les corps quadratiques. Remarquant que pour
| D | = 8ril existe deux corps quadratiques Q(4/2r) et Q(4/— 2r) et que
modulo 8r I'un des caractéres quadratiques primitifs est pair et I'autre
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impair, nous obtenons que I'ensemble des corps quadratiques et en corres
pondance hiunivoque avec I'ensemble des caractéres quadratiques primitifs.

Les vaeurs des sommes de Gauss pour des caracteres quadratiques primi-
tifs sont données par le théoréme suivant.

THEOREME 7. Soit x un caractére quadratique primitif modulo m. Alors
la somme de Gauss normée (y) = T,(x) est égale a

0 - Vm s y(—=1)=1;
Wl ivm s = 1)= =1

DEMNSTRATION.  — Nous nous bornerons ici & la démongtration compléte
du théoréme 7 pour un module p premier impair, puisque ce cas contient
les difficultés essentielles. Le passage d'un module premier impair a un
module quelconque Seffectue relativement fecilement; & la fin de la démons
tration nous indiquerons les éapes essenticlles de ce passage.

. Lo 2 .2 .
Soient donc p premier impair et { = cos pf -idn ”, Puisque le carac-
tere quadratique non unité x modulo p coincide avec le symbole de Legen-

dreog (cf. exercice 4, chap. Ier, § 2), la somme de Gauss normée =(y) peut

= (3¢

(ou le prime dans la somme indique que x parcourt un systéme réduit de

résidus modulo p). Trouvons le nombre complexe conjugué +(y). Puisque
g=1¢" dors

D-SEe-TER- e o

D’autre part, d aprés le théoréme 4 du chapitre premier § 2,

() (0 = p. 9
Des égdités (8) e (9) résulte maintenant que

s écrire

p-1

= (5 )p=0"n

+4/p si p=1(mod4),

gl (10)
+iv/ps i p=3(mod4).

() = g
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Pour démontrer le théoreme 7 (dans le cas m = p) il semble qu'il reste peu

afaire : il faut seulement déterminer le signe devant A/ p et i4/p. En fait,
c'est dans la détermination de ce signe que réside toute la difficulté de la
démonstration.

Transformons la somme (). Supposons que a parcourt tous les résidus
quadratiques modulo p et b tous les non-résidus. Alars, il est clair que

() = ZC“— Zcb. a1
L+ D0+ D=0,

W) =1+ 22?;“.
a

Si x parcourt lesvaleurs0, 1, . .., p — 1, alors x* parcourt modulo p la
valeur O et tous les résidus quadratiques chacun deux fois. Par la suite,
nous pouvons écrire la somme de Gauss =(y) sous laforme

Q) - ch

Mais

dou

Introduisons la matrice

11 1. .1
. L ¢
A= (C y)osx,ysp—-lzl Cz C‘l o CE(P—I)
i 3.:17‘1.?(11-“1) .. . - . . C(p-—l)l

D'gprés la formule (1 1), la somme de Gauss t(y) est égdle a la trace de cette
matrice A. C'est pourquoi, S nous désignons par A,, . . . , A, les valeurs
caractéristiques (en tenant compte des ordres de multiplicité), nous aurons

) =A,+...+ %, (12)

Le cdcul de () et and ramené a la recherche des valeurs caractéristiques
delamatrice A. Elevons A au carré. Puisque

SCX'C" _ Ect(xﬂ) _ 31’ pour x-4y=0 (mod p),
t=0 t=0 0 pour x +y57:/_0 (mOd p)




394 THEORIE DES NOMBRES

alors
p 0...0
Az — 0 0...p
0 p...0

Comme on le sat, les vaeurs caractéristiques de la marice A? coincident
avec les carés

2

P (13)

des vdeurs caractéritiques de A. Mas on peut caculer fecilement le poly-
ndme caractéristique de A? : il et éd a
P Pl
(t-p) Ht4p) 2.

Donc P—;l des nombres de la suite (13) sont égaux a p et p%l sont  égaux

a — p- Nous en déduisons facilement que chacun des A, est égal a I'un
des nombres 4- '\/p, + i\/p; par suite, S a, b, ¢, d désgnent respectivement

les multiplicités des valeurs caractéristiques \/;, \/— P, i\/;, - i\/;,
aors

atb=P crd=L__ (14)

La somme (12) sécrit maintenant

0 =(@—b+— )b (15)
Rapprochant cette expresson de (10), nous obtenons

a—b=41,c =d pou p=1(mod 4),

(16)
a=b, ¢—d=4+1 pou p=3 (mod 4.

Pour déerminer les multiplicités a, b, ¢, d il nous fat trouver encore une
rdation entre eles. Pour obtenir cette relation, cdculons le dé&erminant de
la matrice A. Puisque

p(p-1)
det (A9 =p"(— 1) 2,
dors
p(p-1 P
detA=f i :p2. (a7

Le déerminant det A et un déerminant de Vandermonde c'est pourquoi,
en posant

T, . . T
= oS — - 139N~
P p’
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Nnous aurons
det A = @ =) =] [/ =)
-1 >r>s 20 r>s ) oD
.. (r—9)= pe-D plo- . (r—sm
= va'ﬂl_—[ (21 sin ——— 3} =4 ¢ 2 2 sin ———,
r>s r>s p ];[ p
puisque

Z(r+s) ZZ(,+S) Z(z r(r2—1)) 2p( ;1)

r>s r=1s5=90

est divisible par 2p. Comparons avec |’ expression (17) de det A. Puisgue

(r S)TC

sin Opour 0 < s<r<p-—1 dorsdans (17) il faut prendre

le sgne plus. Aind

D'autre part, nous avons

2+c—d P

det A = ]—[Ak_(ﬂl),(—z)p =i Tpe.
La réunion de ces deux résultats nous donne
2b+c—dsp”—;1(mod4),
d’ ou, en tenant compte de (14) et (16),
a—b= P - P31 p3l_ (mod 4) pour p=1! (mod4),
c_dz_p__z——l +2b_— - +p_+_1 =1 (mod 4) pour p=3 (mod 4).

Les congruences obtenues montrent que, dans les égalités (16), les diffé-
rencesa betc— dsont égalesa+ 1. D' apres (10), nous obtenons donc
finalement

=1 vr pour p=1(mod4),
iv/p pour p=3(mod 4).

La démonstration du théoreme 7 dans le cas d’ un module p premier est
terminée.
Pour passer au cas général, nous utiliserons I’ argument de I’ exercice 4
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du § 2. Cet exercice montre que la somme de Gauss hormée =(y) pour un

caactére quadratique primitif % moduo m Sexprime Smplement au moyen
des sommes de Gauss normées du caractére non unité modulo 4, des deux
caracteres primitifs modulo 8 e des caractéres quadratiques modulo p pre-
mier impair. Puisque toutes ces sommes de Gauss sont connues (pour les
modules 4 et 8, cf. exercices 10 et 11 de ce paragraphe), la formule de
I’exercice 4 du § 2 permet de calculer explicitement =(x). Considérons par
exemple le caractére

xP-1  x—1
+ P—

xx)=(=1) s *

x
or’
moduo m = & oh r et un nombre naturd impar sans carés. S r=p, . . . p,
alors x admet la décomposition

=T ) (3

Désignons par e le nombre des nombres premiers p,, . . ., p;s QUi Sont congrus
a 3 (mod 4). Alors

D=2V )T (f) I (ﬁ‘)

ket j

x,2r)=1

— =1, et .
— ia+l\/m(_ 1) 2 +C, — ,\/mia+1+2a+u(a—1)

= j(u+1)'\/,; gz \/’; sio (=1 =( Detr=1,

ivm § =1 =( ptr= — 1,
De maniere andogue, on caculerait les sommes +(y) pour les autres carac-
teres quadratiques primitifs.
La démonstration ci-dessus (pour un module premier) est due a Schur.
Une autre démondration, due & Kronecker, et contenue dans les exercices 13
a 16.

EXERCICES
1. Sachant qu'une unité fondamentale du corps Q(4/5) est égde a

caculer le nombre £ pour ce corps, en utilisant la formule (2).

2. Cdculer le nombre & pour les corps Q(v/ — 5) et Q(v/— 23).

3. Démontrer que tout corps quadratique de discriminant D et un sous-corps
du corps de divison du cercle en m = | D | parties.
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4. Soient p un nombre premier impar e ¥ une racine primitive pieme de 1.
Démontrer que le corps cyclotomique Q(%) contient un sous-corps quadratique
et un seul. Ce souscorps et Q(v/p)s p=1(mod4) e Q(4/— p) s p=3
(mod 4) (Pour résoudre cet exercice et le suivant, utiliser le théoréme fondamentdl
de la théorie de Gdois).

5. Démontrer, indépendamment du théoréme 2, que pourp = 1 (mod 4) premier

le nombre
I | sm —
1"[" ra’
sm*
P

a
ol g et p parcourent respectivement tous les résidus et non-résidus quadratiques
modulo p de I'intervale 0, 2}251 une unité du corps quadratique Q(+/p). Démon-
trer de plus que la norme de cette unité est égde a — 1.
6. Utilisant la deuxiéme patie de I'exercice 5, montrer que le nombre des

classes de diviseurs du corps Q(4/p), p = 1 (mod 4) premier, est impair et que
la norme d’'une unité fondamentale de ce corps est égde a — 1.

7. Démontrer que, pour tout module premier p de la forme 8n + 7, il existe
le méme nombre de résdus et nonrésidus quadratiques impairs dans I’inter-

valle (),g )

8. Démontrer que les caractéres quadratiques primitifs n'existent que pour des
modules m de laforme r, 4r et 8, r &ant un entier nature impair sans carrés (dans
le cas d'un module impair r > 1). Montrer de plus que tous les caractéres quadra-
tiques primitifs sont épuisés par les caractéres :

x(x) = (; ), (x,r)=1, modulor ;

)= (1) * (i:) @, 27) =1, moduo 4r ;

\

=) (f)

r
x-1  x-1
X

() =(=1) ° T(—),

¥

(X, 2r) = 1, modulo 8r.

9. Démontrer que tout caractére quadratique primitif x modulo m par (m = 4r
ou 8r, avec r impar) véifie la formule

a(x + 3 = — 1.

10. Vérifier que la somme de Gauss normée pour le caractére
X-l
) =(-D ?*, (x,2)=1, modulo4

et égdle & ,(y) = 20.
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11. Véifier que pour les caractéres primitifs

Y =(-1)°% e ¥ =( 1)_; T 2+ % modulo 8,

les sommes de Gauss normées sont égales a
n()=2V2 @ (=22

12. Démontrer le théoréme 7 pour un module quelconque.
13. Soient p un nombre premier impar et
2, . 2nm
= = sn ==,
? = cos » 4 F
Posons

p-1

3 - ﬁ(c" -
x=1

Démontrer que

p~1

32 = (— l)‘—p.

Ains 82 coincide avec le caré 2 de la somme de Gauss

p—1
XYox
=2
x=1
14. Avec les mémes notations, montrer que

(-

De plus, posant A = 1 — £, montrer que dans I'ordre Z[Z] on a la congruence

VP pour p=1(mod4),
iv/p pour p=3(mod4).

(:_)35(1’____ )‘ a2 (modl 2 )
p 2/
15. Démontrer que dans I'anneau Z[T} on a la congruence
p-1 1 | r—1 ( p+1>
Xlex _ . _ (P — iy KR
(;)?; _‘r__(———2 )_7\ mod A .
x=1

Indication. — Développer la somme
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uivant les puissances de » ¢ utiliser le fat que

p_lxm_ 0 (modp) pour 0 <m <p—1,
z =3—1(modp) pour m=p—1.
x=1

16. Utilisant les deux exercices précédents, montrer que

v/ppour p=1 (mod 4),
iv/p pour p=3(mod4).

T =

§ 5. — NOMBRE DE CLASSES DE DIVISEURS
DU CORPS DE DIVISION DU CERCLE
EN UN NOMBRE PREMIER DE PARTIES EGALES

1) Décomposition du nombre 4 en deux facteurs

Les égdités (16) e (17) que nous avons obtenues dans le § 2 de ce cha
pitre donnent une formule finie (i. e. ne contenant ni séries ni produits
infinis) pour le nombre s de classes de diviseurs du mi®e corps cycloto-
mique). Cette formule cependant ne nous sdtifait pas totdement car ele
exprime le nombre £ qui et pa nature méme un entier naturd, au moyen
de quantités complexes e irrationndles. Dans ce paragraphe, nous transfor-
merons I'expression de h, en nous limitant cependant au cas d'un corps de
divison du cercdle en un nombre premier de parties égdes.

Soient donc 1 = 2r + 1 un nombre premier & K = Q(¥) le [ime corps
cyclotomique. Pour feciliter cette é&ude, nous consdérerons ici que K est
un sous-corps du corps de tous les nombres complexes et nous conviendrons

2
que ¢ désigne la racine { = cos%lf 4 i dn 775 (il et nécessaire de fixer avec

exactitude la racine %, pour des raisons analytiques). Calculons pour le
corps K les quantités qui figurent devant le produit dans la formule (16)
du § 2. Puisque le degré (K : Q) est égd al — 1 (corollaire du théoréme 1,
§ 2 et puisque tous les isomorphismes du K dans le corps des nombres
complexes sont complexes (ici, ce sont en effet des automorphismes du
corps K), dors § = 0, t = 1—21 = m. Le nombre & des racines de 1 qui
appatiennent & K est égd a 21 d'agorés le lemme 3 du chapitre 111, § 1.
La norme du diviseur principd £ = (1 — %) est égde aN(B) = NI — ) =1
(cf. égdité (5) du chapitre Il § 1). Par site, le divissur £ est premier & le
nombre / admet, d'aprés le lemme 1 du chapitre 1ll, § 1, la décomposi-
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tion I = Q-1 Il en résulte que le facteur F(s) dans la formule (12) du § 2

est égdl &
0= (=t 1) -

Calculons maintenant le discriminant du corps K.
THEOREME 1. — Les nombres
L. .) 7
forment une basé fondamentale du /#me corps cyclotomique K = Q(%).

DEMoNsTRATION. — Puisque pour s == 0 (mod /) le polyndme caractéris-
tique du nombre 7* est égal a X' + X"t + ...+ X + 1, dlors

. -1, s s==0(mod!
Tr = i 70 ( ) (1)
I— 1, s s=0(mod E).
Soit
aza+al+...+aq " (@, Q)
un nombre entier de K. I nous faut démontrer que tous les coefficients a,
sont des nombres entiers rationnels. Puisque =™ — 7 est entier, alors la
trace
|'2 1-2
Tr @ — ) =l — D ait o= la
i=0 i=o0
est un nombre entier rationnel (0 < k<! —2). Posonslay = b, 1 —{ =A
e considérons le nombre

la=by+bl+...+b 0 =c+er+... + e N2

ol les nombres b,, de méme que les ¢, sont des entiers rationnels. Montrons
que les coefficients ¢, sont tous divisbles par 1. S cefte propriété a é&é éablie
pour ¢, - - ., cx—y (0 < k< 1 — 2), dors nous considérerons cette derniére
égalité comme une congruence modulo A<+ (dans I’ anneau des nombres
entiers du corps K). Puisque / = 0 (mod a%+1) (lemme 1 du chapitre III, § 1),
dors cette congruence S écrit

ek = 0 (mod A +1) ;

il en réallte facilement que cx et divishle par A, e cda entrdne daorés le
lemme 2 du chapitre I11 § 1, que ¢, est divisible auss par L. Aing, tous les
coefficients ¢, sont divisibles par I; mais aors tous les coefficients &, sont
également divisibles par /, i. e. tous les a; sont des entiers. Le théoréme 1
et démontré.
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CoroLLAIRE.  — Le discriminant du [i#me corps cyclotomique, pour / > 2
I-1
premier, est égal a (- 1)711‘2.
En effet, d’aprés la formule (1), le discriminant du corps K est égal au
déterminant
—-1-1 ... =1}
det (Tr G+1) o
1<i,jsl-1 ’ ’ ’ ’ : : ’
a I—-1 1
d'ordre / ~ 1 (on remplace ici la base du théoreme 1 par labase G, E2, . . . . =),
Laformule (16) du § 2 s écrit donc, dans le cas du /iéme corps cycloto-

mique K, sous laforme
1

IE]
h= 2dm—1omR HL(I’ X)’ (2)

XFE %o

N ) -1 .
ou R est le régulateur du corps K, m = —7— X parcourt ici tous les carac-

téres modulaires modulo / différents du caractére unité y,.

Puisque toutes les grandeurs qui sont & I’extérieur du produit dans la
formule (2) sont rédles et postives, cette formule rete vrae en remplacant
chacun des facteurs L( 1, x) du produit par son module | L(1, y) |.

Tous les caractéres y, # x, modulo un nombre premier I sont primitifs;
pour transformer |’ expression de h, nous pourrons donc utiliser ultérieure-
ment le théoréme 3 du § 2. Dans ce but, séparons les caractéres pairs et
impairs. Soient g une certaine racine primitive fixée modulo / et O une racine
primitive de degré 7 — 1 de 1. S nous désignons par y le caractére modulo /
td que

(g) =67,
toutes les puissances x, 3%, . . ., X' = xo €puisent tout le groupe des carac-
téres modulo /; par suite, tous les caractéres y2+ sont pairs et %~ impairs,
puisque
-1ys 1
=1 = x(gQ) =0 = (-1
D’apres la formule (20) du§ 2 e le théoréme 4 du chapitre premier § 2,

pour les caractéres pairs y* (1 < kl_2,§) nous avons

2k 1_2_ ,
| L, ¥ | = IT(’? )| Zx‘z"(g') Log|l1—¢° l‘

[-2
1 okr
- Zﬂe" Logll——t‘rlﬁ.

BOREVITCH 26
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-1 ! —
+s,avec 0 < ¢ <

. 1 s
Si nous prenons - = m dors, d'apres la

Nz
relation

= =117, 3)
nous aurons |’ égalité

g2km+s) Log | — Z;gm+s = 6" Log l 1— Cgs ‘,

d'ou

m-1
0% Log [1— 27 ||
td

r=0

| L(l, X2k

)|=\77

De maniére anaogue, nous pouvons appliquer la formule (21) du § 2
aux caractéres impairs y2*-1, Désignons par g, le plus petit résidu positif
du nombre g# modulo /. Alors

I-1 -2

I-2
D O = > (g g = D 00 = Rk,

r=1 §=0

ou F désigne le polynéme

F(X) = ZgSXS.
Par suite
L0 oy 1= Y Ry |

Substituant dans I’ égalité (2) les valeurs ains obtenues pour | L(1, x*) |,
<k m=1etL|(L y* )|, 1< ks m nous obtenons

h= hoh* )
prés avoir posé
o m-1 m_-l‘ |
D0 Log 1 -], )
k=1 [r=0
* 3 —2
h (2,),,, S| FOF(©) ... F6-2)). ©)

Dans les points suivants, nous démontrerons que chacun des nombres 4,
et h* est un entier naturel. Laformule (4) donne donc une représentation
du nombre h comme produit de deux entiers natures.
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Remarque I. -~ Parfois, on désigne i* par i, et h, par h, €t on les appelle
respectivement premier et deuxieme facteurs du nombre h.

Remarque 2. — Le facteur 4, est égal au nombre de classes de diviseurs
du sous-corps Q(¢ 4 ) de degrél_T1 formé de tous les nombres réels

du corps Q(¥) (cf. exercices 1 & 4).

2) Le facteur 4,

Pour simplifier I’ écriture, introduisons la notation

r =0

D’ aprés I' égdité (3), pour tout r > 0 nous avons I’ égadlité a,+, = a,. Cda

signifie que les valeurs a, dépendent seulement du résidu du nombre r
I—1 .

modulo m = 5 Si nous posons

1 ,m-1

A= H( 262"’a,),

k=1 ‘r=

la formule (5) sécrit sous la forme
ho = —5— I A l (7)

Montrons que le produit
@+ a+ ...+ a, DA

est égal, au signe pres, au déterminant

a, a ... Gy,
al az LIRS } ao

A = det (ai+j)0<1,1\m 1=
b
Quoy @ o o Ao

Considérons le groupe cyclique G d' ordre m engendré par la racine pri-
mitive ¢ de degré m de 1. Lesfonctions yx, 0 < k < m— 1, y(0%) = 6%,
sont, c'est clair, les caractéres du groupe G. Définissons sur le groupe G
la fonctionfen posant £ (62) = a,. D’aprés |'exercice 13 du § 5 de I’ appen-
dice, notre produit s écrit alors

m—-1 m-1 m—-1 ,m-—1

H(Zez'“a,) = H( Zxk(ew)f(ezr))

k=0 ‘r=0 k=0 ‘r=¢
= det (f(8-7)) = det (a;_;)o i, j <m=1




404 THEORIE . DES NOMBRES

L

Remarquant que les matrices (a;_;) €t (4;4;) différent I'une de I'atre seule-
ment par l'ordre des colonnes, nous obtenons le résultat désiré.
Lasommea, + a, + ... + a,., et différente de zéro puisque

m-1
Gtat ...+ ami=Log|[ J0—t) =Log vI,  (®)

d'aorés la reation (5) du chapitre 1ll, § 1 e la formule (3). Cest pourquoi,
s nous mettons en facteur le nombre (8) dans le déerminant A, nous obte-
nons une nouvelle expresson pour A. Ajoutant dans A toutes les colonnes
a I’une d'entre elles, nous obtenons une colonne dont tous les éléments
sont égaux a la somme (8). Aind, au signe prés, A est égd au déerminant A’
obtenu a partir de A en remplagant tous les nombres d' une colonne par 1.
S mantenant nous soudrayons la premiére ligne des autres, nous obtenons
que le nombre| A | est égal alavaleur absolue de I’un des mineurs d'ordre
m — 1 de la matrice

(@i; — @) <ig<m-1. e)

o<jsm—1

Considérons la racine primitive

n=—_?* =COS‘I“+ ! S'n7

de degré 21 de 1. Puisque »2 = ¢, aors

R
1—-¢ nN—m1l N

Pour k %0 (mod /), le rapport de gauche est une unité du corps K
(cf. démongtration du lemme 1 du chapitre 11, § 1); par suite, les nombres

O, = (10)

sont auss des unités du corps K pour tout k == 0 (mod /). Il est clair que
Cces unités, réelles pour 1 < k< 1, sont positives.

I—1
2
le corps des nombres complexes. Puisque les nombres 2, &5, . . ., ¢&" e
sont pas conjugués, les isomorphismes

Il exigte m= paires d'isomorphismes complexes du corps K dans

o:{ >  (j=0,1, .. .m1)
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ne sont pas deux a deux conjugués (pour tout a;, I'isomorphisme conjugué

est I'isomorphisme ¢ — ?;‘gj =" +j). Désignons par r la valeur absolue
du plus petit résidu (en valeur absolue) du nombre gr (modulo /). Alors

Transformant cette égalité par I’ automorphisme g;, nous obtenons
rti

% = £ (1) o 8),

dol, en prenant les logaithmes des modules,
a,,;— = Log|o(8) . (1)
Montronsquesi r prend lesvaleurs 1, ..., m 1aors r parcourt les

nombres?2, ..., m. En effet, si g = 4 g/ (mod /), 1 <i<<m — 1, alors
gi=+1(mod)et0<j—i <~1—2'm3 et cela n’est possible que pour
j—1i=0.1l en résulte que les valeurs r sont deux a deux distinctes et,
puisqu'elles satisfont a I'inégdité 2 < r < m = I--—_é—l—, en nombre éga a
m - 1, alors chacun des nombres 2, . .., mest unr.

D’ aprés | égalité (1 1), nous obtenons ainsi que la matrice (9) ne se dis-
tingue de la matrice
(Log | (00 )z <k <m (12)

o<j€m-1
que par I’ordre des lignes; par suite le module | A | est égal a la valeur
absolue de I’ un des mineurs d’ ordre m— 1 de la matrice (12).

Revenons maintenant au systeme d’ unités fondamentales du corps K.
D’ aprés le lemme 4 du chapitre [11, § 1, toute unité du corps K est le pro-
duit d'une puissance de ¢ par une unité rédle. D'gorés cda on peut choisr
les unités fondamentdes e, . . . , e, rédles postives Il est dar que toute
unité réelle positive s écrit alors sous laformee’! . . . sfn'"_-ll, les ¢, etant des
entiers rationnels. Dans notre cas, les fonctions /i(x), a € K, introduites
dans le chapitre 11, § 3-3) Sécrivent

I(2) = Log | oj(«) |* = 2 Log | 6i() |, o<sjsm—1.
Pour les unités fondamentdes ¢,, . . . , €,-1, fOrmons la matrice

(Log | /(=) |)1 <i<m-1 (23

ogjsm—1
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Puisque la matrice (6) du chapitre Il § 4 s obtient en multipliant par 2
toutes les lignes de (13), aors, par définition du régulateur R, la valeur
absolue d'un des mineurs d'ordre m — 1 de la matrice (13) est égde a ZmL_l.
Toutes les unités ¢, de la forme (10) pour k =2, . .., m sont rédles pos-
tives et par suite elles s écrivent au moyen des unités fondamental es sous

la forme
m-1

0, = Hejkf k=2 ...,m)

pour des entiers rationnels ¢,;. D’ aprés les égalités

m-1

Log| (6 | = > cx Log | (e |

i=1
la matrice (12) est le produit de la matrice (c,,) par la matrice (13). Il en
résulte que tout mineur d ordre m — 1 de la matrice (12) est éga au pro-
duit de det (¢y;) par le mineur correspondant de la matrice (13), i. e.

R
IA'I Idet(cki)|27‘_l.
Comparant cette égdlité avec I’ égalité (7), nous obtenons finalement
ho = | det (ij) l.
Puisque tous les ¢; sont des entiers rationnels & A, # 0, on a bien démontré

ains que A, est un entier naturel. De plus, d aprés le lemme 1 du cha
pitre Il § 6, nous avons auss obtenu le résultat suivant.

THEGREME 2. — Lefacteur &, du nombre de classes de diviseurs du /ime corps
cyclotomique K est égal a Pindice (E : E) du groupe E, engendré par les unités
snk®
T I—1
0, = —— (k—2, ...,7—)
Sn -

[

du corps K dans le groupe E de toutes les unités réelles positives du corps K.
En liason avec la remarque 2 de la fin du point 1), on comparera ce résul-
tat au théoréme 2 du paragraphe précédent.

3) Le facteur h*

Démontrons que le nombre h*, défini par I'égdité (6), et auss un entier
naturel.
Le produit
B = F(8) F(®®) . . . F(6-?)
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est tout d'abord un entier algébrique du corps Q(0) ou 6 est une racine
primitive dordre I — 1 de 1. D'autre part, il est raionnd, puisque, d'aprés (4)

et (6),|B|= }Izl (20ym—1, Par suite, B est un entier rationnel et il nous reste
i}
a vérifier que B et divisible par 2m-1 et par I»-* (par hypothese, | # 2).
Véifions la premiére condition.
Comme dans le point 1), nous désignerons par g, le plus petit résidu

positif du nombre g&# modulo /, g é&ant une racine primitive fixée modulo /.
Puisque

-1
gm+s+gsEg’”+S+gS=gS<g : o+ ])EO (mod /),
alors
Emis+ & =1

Il en réslte que les nombres g, € g; sont de paités différentes. Consdé
rons des congruences modulo 2 dans |’anneau des nombres entiers du
corps Q(0). D’ aprés I égalité 6= = — 1, nous aurons, pour k impair,

m-1 m-1 m-1

F0) = D (&8 + gn 1 0409) = > (g, — g ) = > 86 (mod 2),

§=0 §=0 5=0

d'ou
F(6%) (1 - 6%) = 0 (mod 2).
Cela montre que le produit
B(l—-€) (1—6%)...(1—6-2)

est divisible par 2™, D’ autre part, puisque 8 et 62 sont respectivement des

racines primitives d' ordre / — 1 et l:2~l de1, aors
-2 11 m-1

mi=To-o. 5t=fo-
k=1 s=1

d' ol
A—-6)1—=6%...(1 6-2=2.

On aains démontré que B est divisible par 2=-1.

Pour démontrer que B est divisible par I=-1, trouvons tout d’abord la
décomposition du nombre / comme produit de diviseurs premiers du corps
Q(6). Puisgue / est premier avec/ — 1 et /=1 (mod ! — 1) alors, d' apres
le théoréme 2 du § 2, le nombre 1 se décompose en un produit de o(/ — 1)
diviseurs premiers distincts, la norme de chacun d’'eux éant égale a 1.
Soit q un de ces diviseurs premiers. Les nombres 0, 1, 6, . . ., 6/-2 sont
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non congrus deux a deux modulo q (cf. démondration du lemme 3 du § 2
et forment donc un systéme complet de résidus modulo g. D’aprés la
congruence

I-2
1 —gl-1= H(] — Okg) =0 (mod D, (14)
k=0

q divise une des différences 1 - 64g, S 1 — 6kg = 0 (mod q)) et
1—6¢g=0(modQq)

alors 6« = s (mod ), d'ou 6% = 65, Ains q divise une et une seule des

différences 1 ~ 6kg de la décomposition (14). Montrons que ce k est pre-

mier avec 1— 1. Si (k, [ = 1) = 4, alors, levant la c?ngruence 1 = 0kg
-1

(mod @) a la puissance l/d‘l nous obtenons que g ¢ — 1 est divisble

par g e par suite auss par [ e cela n'ed possble que pour d = 1

S un entier a e Q(6) est divisible par g}/, dors N(a) est divisible par
N(qg) = 7. Réciproquement, Si N(a) est divisible par /, alors a et divisble
par I'un au moins des diviseurs premiers qui figurent dans /. Toutes les
o(/ ~ 1) différences | — B¢ telles que k soit premier avec | — 1 ont la
méme norme e cette norme est divisble par 1. Cest pourquoi chacune de
ces différences est divisible par un des diviseurs premiers figurant dans /.

Nous avons ainsi montré que pour tout k premier avec | — 1, il existe
un diviseur premier divisant / et un seul (que nous désignerons par q)
td que

1 — 6k¢ = 0 (mod q,) (15)

et que pour tout s qui n'est pas premier avec I — 1 la différence 1 — 6sg
n'est divisible par aucun des diviseurs premiers g,. La décomposition du
nombre / dans le corps Q(0) peut s écrire sous laforme

I= HQk,

k1-1)—1

oU k parcourt un systéme réduit de résidus modulo / — 1.
Revenons a la question de la divisibilité du nombre B par /#-1. Puisque
dans I'anneau des nombres entiers du corps Q(0) on a la congruence

|-2
Fo(k)(1 — g6k EZg(O")S(l — g6 =1—(g8)1=1—g-1=0 (modJ),
s=0
alors F(W) (1 — g0*) est divisible par /. Il résulte donc de ce qui précéde
que F(6%) est divisible par / pour (k, / — 1) > 1 et divisible par lac" pour
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(k, 7 - 1) = 1. Convenons que, pour (k, ] — 1) > 1, q, désigne le diviseur
unité on pourra dire ains que F(8%) est divisible par /q;* pour tout k.
Le produit B = F(8) F(6?) . . . F(6/-2) est donc divisible par

m ] et=r [T at=r

k=1,3,...,l-2 (kl-1D=1
Aind, nous avons démontré que A* et un nombre entier.

4) Critére pour que h* et | soient premiers entre eux

Dans le chapitre 11I, § 7-3) nous avons vu I'importance d'un critere per-
mettant d'affirmer § h et 7 sont premiers entre eux ou pas, i. e S le nombre
premier [ est régulier ou irrégulier. Puisque h = Ah*, le nombre | sera
régulier si et seulement s aucun des deux facteurs 4, et h* n'est divisble
par 1. Nous donnerons dans ce point une condition nécessaire et suffisante
pour que le facteur h* ne soit pes divisble par Z Puisque nous verrons dans
le paragraphe suivant que s (h*,) = 1, alors h, N’ est pas non plus divisible
par 1, cette condition est également un critére de régularité de /.

Conservant les notations du point précédent, considérons la relation

B F(6x
D1 = " ([)qk (16)
k=13, .,l-2

(nous identifions ici le diviseur principa («) €t le nombre «), D’ apres la
formule (6), le nombre h* e divishle par / 9§ & seulement le nombre entier
rationne! (16) est divisible par un des diviseurs premiers g, (s, / = 1) =1,
disons par q;-, = q_4, i. € s 'un 'au moins des diviseurs entiers F(6k)q,/
k=1,3,...,1—2)estdivisible par q_,. Pour cela, de nouveau, il faut et
il suffit que I'un au moins des entiers k = 1, 3, . . ., ] — 2 le divisar F(8%)q«
soit divisible par o°,. Montrons que, pour k=7 —2 =— 1 (mod / — 1)
cette derniere condition est impossible. En effet, d'apres (15), 6;' = 1
(modgq_,), dou

[-a
F(6-1) = Z(@‘lg)’ —/—1=—1(mod q_y),

r=0
i. e F(6-1) n'est pas divisible par q_, ; par suite F(6-1)gq_, n'est pas divisble
par q;. Ainsi, pour que h* soit divisible par /, il faut et il suffit que pour un
desentiersk=1, 3, ..., / — 4 le nombre F(6¥) soit] divisble par q*,.

Jusgu'a présent, nous n'avons pas précie le choix de la racine primitive g

modulo 1. Nous supposerons maintenant que g satisfait a la congruence

g-1=1(mod p)
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(8 g ne satiffait pas a cette condition, on le remplacera par g + x/ pour
un x convenable). Puisgue la congruence (14) est maintenant satisfaite
modulo /2, dors 1 — Okg et divisble !par qi pour tout k premier avec / 1.
En particulier

8 =g (mod q°,).
Pour un td choix de g, on peut trouver tres smplement la condition de
divishilité de F(e") par q>,. En effet, d'arés la congruence

-2
= D gb* = > gg” (mod q%),
§=0 s=0
le nombre F(6%) est divisble par ¢, S e salement s
1-2
> g.g% =0 (mod 1), ()
5=0

Pour transformer la condition (17) en une condition plus manigble, consdé-
rons les congruences

g = g° + la; (mod [?), 0<<s <<l -2, (18)

ol les a, sont des nombres entiers. S nous éevons a la puissance k + 1
(k=13 ..., = 4 la congruence (18), nous obtenons

g;c+1 __gs(k-i—l) " (k " l)gSklas = gs(k+1) + (k + l)gSk(g3 _ gs) (mod 12),
i. e
k+1 = (k + l)gsg — kg s(k+1) (mod 12). (19)

Sommons les congruences (19) pour s = 0, 1, . . ., /] — 2. Pour gk+1=£ ]
(mod ) pour k + 1</ —3et gi-t =1 (mod [, dors

g(l nk+1) 1
Z ghtd =8 T 0 (mod [)

gk‘|‘l 1
e, par suite,
-2
zg"“ k + I)ngg“ (mod 1*).
§=0
Mas k + 1 == 0 (mod l)' la condition (17) équivat donc a la congruence
[-1
Sk+1— $‘gk+l Z k1 = 0 (mOd 12)'
n=1

Nous avons and démontré le théoréme suivant.
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THEOREME 3. ~ Pour que le nombre h* ne soit pas divisible par /J, il faut
et il suffit que I'un des nombres

S, — an (K=24,..., ! - 3) (20)

ne soit pas divisible par /2.

Remarquons que tous les nombres S, pour k == 0 (mod [ — 1) sont divi-
shles par I (cf. congruence (10) du § 8).

Exprimons le théoréme 3 en utilisant les nombres de Bernoulli (la défi-
nition et certaines propriétés de ces nombres sont étudiées dans le § 8).
Puisque les nombres 2, 4, . . . ,1 — 3 ne sont pas divishles par / — 1, dors,
d’apres |le théoréme 4 du § 8, les nombres de Bernoulli B,, By, . . -, B;;
sont Z-entiers (i. e. leurs dénominateurs ne contiennent pas /). De plus,
les sommes S;, satisfont aux congruences

Sk =B/ (mod 2y  (k=2,4,. . ..1-3) @n

(dans I’anneau des nombres |-entiers; cf. congruence (1) du § 8). On a
donc le théoréme suivant.

THEOREME 4. — Le nombre A* n’est pas divisible par / si et seulement si
les numérateurs des nombres de Bernoulli B, B,, . . ., B,_; ne sont pas divi-
sibles par /.

Par exemple, puisgue les numérateurs des nombres B,, B,, Bg, Bg, By,
B.:, By, ne sont pas divisibles par 17, adlors ! = 17 est régulier.

Remarque. — Pour démontrer que le nombre 4* est premier avec /, il
N’ est pas indispensable de déterminer les valeurs précises des nombres de
Bernoulli. I suffit de considérer les relations récurrentes (2) du § 8 comme
des congruences modulo / et de déterminer a partir de ces congruences
des nombres B, B, . . ., B,_,. h* seraaors premier avec [ § et seulement
§ aucun de ces nombres n'es divishle par 1.

EXERCICES

1. Soit K, le sous-corps de tous les nombres réels du fieme corps cycloto-
mique QY), ¢/ = 1. Montrer que K, coincide avec Q(¢ + ¢1) et est de degré 1—12—1

-3

Démontrer de plus que le discriminant du corps K, est égal a1 * e Que son régu-
lateur R, et lié au régulateur R du corps Q(%) par la rdlation R =272 R,
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2. Soient p premier différent de / et T le plus petit entier naturel tel que pf =1
(mod /). Démontrer que le nombre p se décompose dans le corps K, en un pro-

duit de ;fldiviseurs premiers de degrés T pour T impair et en un produit de I—;—l-

diviseurs premiers de degré g

3. Démontrer que la fonction z&ta ¢ (s) du corps K, veifie la relation

pour T pair.

lim (s = g () = n La, »),

140
st X7 Ao
x(-1)=1

ol y parcourt tous les caracteres numériques pairs modulo / distincts du carac-
tére unité xo.

4. Démontrer que le nombre de classes de diviseurs du sous-corps réd Q(Z + £-1)
du Zieme corps cyclotomique est éga au facteur A, du nombre de classes du
corps Q(%).

5. Démontrer pour le facteur A* la formule

1
h* = al),,,I \ det (8miitj — Eividosij<m- |’

ou g, et le plus petit résdu positif du nombre gs modulo / = 2m + 1 (g est une
recine primitive modulo /),

6. Cdculer le facteur A* pour 1 = 7.
7. Montrer que le nombre premier 37 et irrégulier.

§ 6. — CONDITION DE REGULARITE

Le but de ce paragraphe est d’ éablir que s le facteur #* du nombre de
classes de diviseurs du Jitme corps cyclotomique n’'est pas divisible par /,
le facteur h, n'est pas non plus divishle par ! & par site le nombre premier /
est régulier. Nous démontrerons de plus ici que s / est régulier toute unité
du corps K = Q(T) est congrue modulo ! a la puissance fitme d’ un nombre
entier rationnel. C'est sur cet argument, appelé lemme de Kummer, que
repoe la démongdration du deuxieme cas du théoréme de Fermat pour des
exposants réguliers. Comme autre conséguence de la régularité, comme
nous I'avons vu, s 7 + A*, dans le complé&é Sadique Ko du corps K = Q(¥),
2=(1-0),lesvaeursLog 85, k=2,3,..., —lzllforment une base
de I'ensemble des nombres entiers « réeds » Sadiques dont la trace et nulle

(les unités 6, sont définies par les égdités (10) du § 5).
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1) Le corps des nombres Sadiques

Comme nous le savons, le corps cyclotomique K = Q(C),
. 2
{= cosglz(—{—ism-;—-t

pour / premier > 3 est de degré ! — 1 et la décomposition de ! en facteurs
premiers dans ce corps sécrit /= &-3, 00 g = (1 — %) est un diviseur
premier de degré 1.

Considérons le complété g-adique K¢ du corps K; nous appellerons
nombres Sadiques les éléments de ce complété. Le corps complet K
contient un sous-corps isomorphe de maniére naturelle au corps Q; des
nombres l-adiques (ce sous-corps est |I’adhérence du corps Q dans K.
D’ aprés cet isomorphisme naturel, on peut considérer que Q; < K.

Puisque g est I'unique diviseur premier qui divise I, aors, d aprés le
théoréeme 1 du chapitre 1V, § 2, le degré de I'extension Kg/Q, est égal a
[ -1=(K: Q) Il enrésulte (cf. (6), chap. IV, § 2) que pour tout « € K
on al'égdité

Ngr(2) = Nkg/q,(®)- )]
Lemve 1. — Dans l'anneau des nombres entiers !Sadiques il existe un élé-
ment premier A tel que ;
10 A-+]=0
2 A=~ 1(mod A").

Les conditions 1¢ et 20 définissent de maniére unique I'élément A.
D’ apres I égdlité (5) du chapitre 111, § 1, nous avons

1

-0

Passons ici @ la congruence correpondente modulo I'élément premier 1 — ¢

du corps Ky (rappelons que ve(1 — ¢) = 1). Puisque { =1 (mod 1 — ¢
et(/—1)! +1=0(mod /) (théoréme de Wilson), alors

-

(=g

Montrons que I’ unité g-adique

=(1+90+7+8) ... A+T+ ... + )

=2.3....(—=1=1(mod (1-0.

et
(ST

congrue a 1 modulo 1 — ¢, peut s écrire sous la forme a = y/-1, Considé-
rons pour cela le polyndme HX) = X/-1 — a Puisque (1) = 0 (mod 1 — )
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et F(1) 0 (mod 1 — %), dors il existe une unité y de K telle que F(y) = 0
(cf. fin du point 2) du chapitre IV, § 1). Aind a = ¥/~ convient. Posant
maintenant A = ({ — 1)y, nous obtenons un éément premier } possadant
les propriétés demandées. Tout autre A, satifaisant a la premiére condition
du lemme sécrit A0 ol O est une racine d'ordre / 1 de 1. Mais de la
congruence A = A (mod A%) résulte que 0 = 1 (mod A). S la racine 6 é&ait
différente de 1, dors [ 1 serait divisble par A, ce qui et imposshle
Aind 6 = 1, dou A, = A. Le lemme 1 et complétement démontré.

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, nous désignerons par A
I"élément du corps Kg défini de maniére unique par les conditions du
lemme 1.

Pour tout k premier avec /, la correspondance { — ¢k définit [’automor-
phisme o; de I'extenson K/Q. S 6 et I'un de ces aitomorphismes, dors
la fonction v'(a) = vg(a(2)), a € K et une vauation du corps K qui prolonge
la valuation J-adique v; du corps Q. Mais v, n"admet qu'un seul prolon-
gement au corps K, qui est donc vs. Par suite v = vg e oda dgnifie que
vu(a(a)) = va(@ pour tout a e K. Aind, la suite de I'image par ]’automor-
phisme ¢ d'une suite de Cauchy d’'éléments de K (pour la métrique qui
correspond au diviseur premier 0) et une suite de Cauchy. Cea permet
de prolonger au corps Kg I'attomorphisme ¢ = o, du corps K : d

= lim (a,), 2, €K,
g = lim ()

dors on peut poser

o(E) = lim ofa,)

(on véifie fecilement oque o(£) ne dépend pas du choix de la suite { a } et
que I"application & — o(£) est un automorphisme de I'extension Kq/Q)).

Puisque le degré résdud de I'extenson Kq/Q, et égd a 1 et son indice
de ramification a / — 1, dors, d'aprés le théoréme 4 du chapitre IV, § 1,
tout nombre entier L-adique sécrit de maniére unique sous la forme

a, + ah+ ..+ N2 (2)

pour des a; entiers l-adiques.

Le sous-corps des nombres réds du corps K est formé des a € K qui sont
invariants par |'automorphisme o_; : { — 7' Cherchons les nombres
Q-adiques qui sont invariants par 6_,. Puisque M-t = — [, dors

(6—1()\))[*1 = = l,

ce qui exprime que o_,(3) = A8, ol O et une racine dordre / —~ 1 de 1.
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D’ aprés I’ exercice 4 du chapitre premier, § 3, laracine 6 appartient a Qy,
d'ou
1) = 6_4(6_1(0) = 6_4(62) = 05_,(n) = 0%,

et puisque, par ailleurs s*,(») = 3, dors 6 = + 1. Si 6 = 1, tout nom-
bre g-adique qui se représente sous la forme (2) par des coefficients a; l-adi-
gues serait invariant par I'automorphisme s_;, ce qui n'est pas. Aing
6= —1eto_,(2)=—A et par suite les seuls ééments du corps Ky inva-
riants par ¢_, sont les nombres £-adiques de la forme

mzlb,-w‘ (b,- €Q, m=— ’fz‘“) Q)

Tous ces nombres forment un sous-corps du corps K, de degré m = l—;—l
sur Q.. II seracommode d’ appeler ces nombres 2-adiques « réels ».

Calculons la trace du nombre L-adique (2) (pour I"extension Kg/ Q).

Pourtouti =1,..../ — 2, lamatrice de latransformation linéaire £ — ¢
(EeKy)danslabasel, A, ..., N-2 a des ééments diagonaux nuls (puisque
N-1= ), dol TregeM) =0 (pour i =1, ..., 7—2). 1l enrésllte

que latrace du nombre (2) est égale a g,(/ — 1). Ains, les nombres g-adi-
gues de trace nulle sont caractérisés par le fait que le coefficient &, dansla
décomposition a, correspondante est nul.

Dans la suite, nous nous intéresserons & I'ensemble A6 de tous les nombres
entiers L-adiques « réels y» de trace nulle. D’ aprés ce qui précede, A est
I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires

m
waf )
i=1

avec des coefficients b; entiers 1-adiques.

Nous pouvons considérer sur le corps K les fonctions Log ¢ et exp «
définies par des séries entiéres (cf. chap. 1V, § 5-2)). Puisque I'indice de
ramification e de I’extension Ky sur Q; est égal & 1 — 1, aors, pour cette

extension, le nombre [i}: 1 est éga a2 et par suite la s&rie exp a

est convergente pour tous les entiers a e Ky divisibles par A2, La fonction
Log ¢ et définie dle, comme nous le savons pour toutes les unités princ-
pales du corps K.

S ¢ est une unité principale du corps Kg, i. . ¢ =1 (mod A), aors pour
chacun des automorphismes o, Nous aurons encore ox(s) = 1 (mod 1) et
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par suite Log o4(c) a un sens. Mais alors (corollaire 1 du théoreme 11, § 2
de [I'appendice)
-l

TrKQ/ Q Loge = Z"k (Log ) = ZLog (o1(2)
k

k=1
= Log (Hck(s)) = Log (NKQ/QIE),
k

Supposons maintenant que ¢ est une unité du corps K. 1l est clair quee
est encore une unité du corps K¢ cependant Log ¢ peut ne pas avoir de
Sens puisque s N'est pas, en général, une unité principale de K. Pourtant
NoUS aurons une congruence ¢ = a (mod A) pour un certain nombre entier
rationnd a non divishle par 1. Masa-i=1(mod/), dous-1= 1 (mod A),
I. e ¢~ e une unite principde dans K. Le logaithme Log /-1 a donc un

sns e, darés la formule (1),

TI'KB/Q’ (LOgE’—l): LOg (NKQ/QIEI_I) = Log (NK/QEI_I) = 01

i. e latrace du nombre entier f-adique Log ¢/-1 est nulle. D’ autre part,
S ¢ et une unité rédle du corps K, dors Log /! ed, hien entendu, « réd ».

Ainsi, pour toute unité réelle - du corps K, le nombre g-adique Log /-1
appartient al’ensemble M, i. e. se représente sous la forme (4). En parti-

culier, ce résultat est valable pour les unités ektk =23, m= ! - 1),
définie par les formules (10) du § 5. Nous avons donc
m-1
Log 62—1 = Zbki)\ﬁ (2 <k < m) (5)
i=1

pour des coefficients by; entiers l-adiques.

Rappelons que nous voulons démontrer que s |e facteur 2* du nombre
de classes de diviseurs du corps K n’'est pas divisible par /, alors les nom-
bres 2-adiques Log 6 forment une base de ¢ sur I’ anneau des nombres
entiers [-adiques al sens suivant : tout £e A6 Sécrit de maniére unique comme
combinaison linéaire a coefficients entiers |-adiques de ces ééments. Pour
cela, il est clair qu'il suffit de montrer que det (b;) est une unité l-adique,
i. € que det (b) == 0 (mod /).

2) Quelques congruences auxiliaires

Dans le corps K, la série exp x ne converge que pour les entiers x divi-
ghles par A% En lidson avec ce fat, conddérons le polynéme
X x2 xl—l

E(x):1+l—!+ﬂ+...+—~——-(l_l)!,
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obtenu en ne conservant que les 1 premiers termes de la s&ie exp x. Puisque
les coeff|C|ents 77 pour k </ — 1 sont des entiers |-adiques, alors E(x) est

une unité princi paIe du corps K pour tout entier x = 0 (mod 2).
Nous savons que le produit formel des sériesexp x et exp y est égal ala
srieexp (X 4 ), Il en résulte facilement que
E(x) E(y) = E(x + y) + F(x, v), (6)
ou F(x, y) est un polynéme a coefficients entiers /-adiques dont tous les
termes sont de degré = /.

Lemme 2. — Dans l'anneau des nombres entiers S-adiques on a Jg congruence
E(A) = 1 (mod a¥-1),
Posons

E(x) = 1+ xg(x),
ou

xI-2
D!
est un polyndme a coefficients entiers l-adiques. Alors
E(x) =1+ Cixg()+ ... +C(xgl) ™" +x$(x)" = 1+ Ihix) + x'g(x)’

ol h(x) est encore un polyndme a coefficients entiers l-adiques. D’ autre
part, d' aprés (6), nous avons

E(x) = E(/x) + x'M(x),

B =1+4 57+ 4 oo

d'ou
(IX)2 (IX)’ !

+

avec H(x) = M(x) — g(x)‘. Comparant dans cette égalité les coefficients
des puissances correspondantes de X nous voyons que tous les coefficients
de H(x) sont des nombres entiers /-adiques divisbles par 1. Smplifiant I'égar
lité (7) par I, nous obtenons

Ix? Jl-2xi-1
+ ...+
21 (=11

ou G(x) a des coefficients entiers l-adiques. Posant x = A, nous obtenons
la congruence

h(X) = x + 2=

+ x'G(x),

h(A) = » (mod ),
dou
Ih(») = I\ (mod az-1), (8)

BOREVITCH 27




418 THEORIE DES NOMBRES
De plus, puisque g(A) = 1 (mod A), aors g(h) = 1 (mod »), d’ou
Mg(A\)! = N (mod a2), ©)]
D'aprés (8) e (9) nous avons maintenant
EQ) =1+ Ih(X) + Mg()! =1+ I+ ¥ =1 (mod a2-1)
(puisque Ix + N = 0), ce qu'il falait démontrer.
LEmME 3. — Pour tout entier naturel k, on a la congruence
E(k») = Tk (mod N).
D’ apres la formule (6),
E(k3) = (E())* (mod ¥),

et il suffit donc de démontrer le lemme pour k = 1
D’ apres la définition de I'éément premier A, nousavons { =1 4 A
(mod 22). D'autre part, E(A) = 1 + A (mod 2%), d’'ou

C'EQ) = 1 (mod »%).
Posons
CEM) =1+ Yy,

ol y est un entier !Sadique. Elevant cette égalité a la puissance fitme et
utilisant le lemme 2, nous obtenons la congruence

y(IZ® + =1 ; D vl + ... 4 0 = 0 (mod a1,

L'expression entre parenthéses est divisible exactement par af+:, dol y = 0
(mod A-2%); il en résulte que
C'E() = 1 (mod 2,
ce qui démontre le lemme
Considérons également le polyndéme

xl—l

L+x=x =2+ 2, "

obtenu en ne conservant que les I premiers termes de la série Log (1 + x).

LEMME 4. ~ Si le nombre entier L-adique a est divisible par A2, alors

L(l +8 = Log (1 + & (mod w).
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En effet, pour n 2=/, nous avons

vs(%n) >2n—vgm)=2n—(1—1) Lo n

Log 1
(!—n (Logl Logn
=1+ e-N+ Log [ (l—l n—1I

B

(cf. chap. IV § 52)).

LEMME 5. — Si g, et g, sont des unités Sadiques principales, alors
L(ey, &) = L(g,) + L(e,) (mod ¥).

Puisque la série Log (1 + x + y + xy) est égale ala somme des séries
Log (1 + x) et Log (1 + ), dors
L1+ x4y + %) =L1 4+ x) + L1 +») + G(x, ),
ol le polyndme G(x, y), a coefficients entiers /adiques, ne contient que des
termes de degré > 1 Le lemme 5 réalte maintenant du fait que s x et y sont
divisibles par A, dors G(x, y) = 0 (mod ).

Lemve 6. — Dans l'anneau des nombres entiers Q-adigues, on a la congruence
L(%) = » (mod »).

Nous utiliserons, pour la démondration, I'égdité formdle Log exp x = X
De cette égalité résulte facilement que

L(E(x)) = x + H(x),

ou H(x) est un polyndme a coefficients entiers /-adiques ne contenant que
des termes de degré > I. Faisant x = A et utilisant le lemme 3 pour k = 1,
nous obtenons la congruence demandée.

Remarque. — Soient U, le groupe multiplicatif des classes résiduelles du
groupe des unités g-adiques modulo A et X le groupe additif des classes
résiduelles de nombres entiers -adiques divisibles par A modulo A. |1 est
facile de montrer que I’ application ¢ — L(z) (pour les unités principaes
Q-adiques ¢) induit un isomorphisme du groupe U sur le groupe X. L’iso-
morphisme inverse T — < est induit par I'application a — E(a) (a = 0
(mod A)).

3) Base des entiers Sadiques réels
dans le cas (h*, ) = 1

Revenons & la question posée a la fin du point 1). Pour déterminer s
det (by;) et divishle par 1 ou non, il suffit de considérer les coefficients by;
modulo 1. Il est clair que deux nombres entiers L-adiques du type (2) sont
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congrus modulo ! si et seulement si les coefficients des puissances corres-
pondantes de A sont congrus modulo / (dans I'aneau des nombres entiers
l-adiques). || en résulte que pour calculer les coefficients by; modulo / on

peut remplacer chacun des nombres Log 65! par un nombre entier Sadique
qui lui soit congru modulo 1 (i. e. modulo a-?),

Conservonsici toutes les notations du § 5-2). L’ unité principale 65! est
rédle et par slite ele et congrue a 1 modulo a2, d'ol, d'aores le lemme 4,

Log 8; " = L(65*) (mod k). (10)
Cdculons L( 657"). Puisque

alors

Be=(H 0+ )=y
Mais{ =1 (mod A), ¢’'est pourquoi

1+¢4+ ... + 1=k (mod ),

dou

(L+C+. .. + L =k (mod ),
et, puisque k! = k (mod Ak-1), alors

(U484 .. + %) =k (mod x-).
Ainsi,
C__

0,1 365 k(— 1) F = =1 (mod A7),

-!‘(

ou encore

-1 I+1
ot — ?;—A 1 (Ckk—): 1) (T (mod A7),

D'arés le lemme 5, nous avons

-1 —1 k— I+1 -
L(6 )EL(CT)_L(C o ) +k—1)—1— + L) (mod x"™Y).
Mas, dagurés le lemme 3,

k_ —
€ 7 1 ___:E(k;;))\ ! (mod ¥-1) ;

nous obtenons donc, en utilisant le lemme 6,

L) =L(F0 =) - 3 - LB + 7 @oan,
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Démontrons maintenant que

m-1
E(x) — 1 X szx 1
L( x )*2‘ 2,2k 1ok TR,

(1)

ou R(x) est un polynéme a coeff|C| ents entiers l-adiques et ou les B, sont
les nombres de Bernoulli (cf. § 8 de ce chapitre). Utilisons I’ identité

=]
x ZB”""
ex—1 L/n!" "
n=0

; e puisque tous les autres nombres de Bernoulli d'indices

impairs sont nuls, cette identité peut auss s écrire sous laforme :

Puisque B, = —

Par intégration, nous obtenons

—1 \
=S B (12)

Log%
°8 2T L0
=1

(le terme condant de la s&rie est nul puisque la fonction de gauche Sannule
pour x = 0). L'égdité (11) réslte maintenant fecilement de la formule (12).
Subgtituant la vaeur k1 a l'inconnue x dans la formule (1 1), nous obtenons

E(kn) — 1) N B x .
( . - E mod ¥-1)
d’ ol -
T (1 — ke
-1 — 2§ - gy I—1
L(6;Y) = oy T (mod N-1). (12%)

Ceci démontre que les coetriciens by; des égdités (5) satisfont aux
congruences

- Ball — k%) _ -1 :
b =2 (mod ) (2<k<m—T,l<1<m—l).
Mais alors det (b,;) est congru modulo ! au déterminant

2124-1 ... 221
T~ 1By | =1 301, 331

m-3— 1
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Il e facile de ramener ce dernier d@&erminant & un déerminant de Vander-
monde. Il est égal au produit

[T ¢=s»= ];[I(r +85)(r - 9),

lss<r<m

dont aucun des facteurs n'est divisble par 1. S mantenant #* == 0 (mod 1),
dors les nombres de Bernoulli B,, . . . , B;.; ne sont pas divisibles par / et
nous obtenons

det by = 0 (mod 7).
Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant :
THEOREME 1. — Si h* == 0 (mod /) tout nombre entier L-adique « réel »
de trace nulle s’écrit de maniére unique comme une combinaison linéaire

mn

Zak Log 64" (13)

k=2

a coefficients entiers l-adiques ay.

4) Critere de régularité et lemme de Kummer

Le théoreme 1 obtenu ci-dessus permet de démontrer facilement le théo-
reme  suivant.

THEOREME. — Si pour Je [ime corps cyclotomique Q(¥) le facteur h* du
nombre de classes de diviseurs n'est pas divisible par /, alors le facteur h, nest
pas non plus divisible par 1.

DEMONSTRATION. — Supposant que h, = (E : E,) est divisible par /
(cf. notations du théoreme 2 du § 5), on peut trouver une unité réelle posi-
tive e € E qui n’ appartient pas aE, maistelle que c’eE,, i. €.

= [orx (19
k=2

pour des entiers rationnels ¢; non tous divisibles par I (car sinon I unité ¢
appartiendrait & E,). Elevant |’ égdité (14) a la puissance ! — 1 et prenant
les logarithmes (dans le corps Kg), nous obtenons

m

ILog & = ch Log 6, (15)

k=2
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D'atre pat, puisque la vaeur Log e-* appatient a Ab, ce nombre admet
une représentation de la forme (13) ; égalant a (15), nous obtenons que tous
Ck
1
les ¢, ne sont pas divisibles par 1. La contradiction obtenue démontre le
théoréme 2.

les quotients =* sont des entiers I-adiques, ce qui contredit le fait que tous

COROLLAIRE. == Un nombre premier 1 > 3 est régulier si et seulement si
aucun des nombres de Bernoulli B, By, . . ., B;—3 n'est divisible par 1.

THEOREME 3 (lemme de Kummer). — Soit 1 un nombre premier rationnel
régulier. Si une unité du #me corps cyclotomique Q(C) est congrue modulo /
a un nombre rationnel, cette unité est la puissance /iéme d’une autre unité.

DEMONSTRATI ON. — Supposons ¢ = a (mod |). Montrons tout d’ abord
que - est une unité réelle. Si ¢ = Cke,, pour une unité rédle e, dors ¢, = b
(mod 22) pour un entier rationnel b et ¥ = 1 + kx (mod A%). De la
congruence a = b (1 4~ kr) (mod A?) résulte maintenant que k =0 (mod A).
Ceci démontre notre argument. Puisque — 1 = (- 1)}, on peut supposer
¢ >0,i.e ¢ecE Delacongruence ¢-=a'-'=1(mod /) résulte que
Log /-1 = 0 (mod 1), puisque, d apreés le théoreme 1,

m

Log ¢ - Zlck Log 64 (16)

k=2

avec des entiers |-adiques ¢,. D’ autre part, puisgue le sous-groupe E, est
dindice fini dans E, aors ¢ € E, pour un certain entier naturel a; par

suite,
m
d)
=] ok (17)
k=2
pour des entiers rationnels 4,. Il est clair que nous pouvons supposer que
les exposants a, s, . . ., d,, sont premiers dans leur ensemble (puisque le

groupe E ne contient pas d'dément d'ordre fini, on peut smplifier dans (17)
par tout diviseur commun). Elevant |’ égalité (17) ala puissance 1 — 1 et
prenant les logarithmes (dans le corps Kg), nous obtenons

m
a Log 8,_1 == deLOg 02-1.
k=2

Comparant ce résultat a I’ égalité (16), nous obtenons

di, = lacy, k=2,...m).
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Puisque les nombres ac, sont des entiers |-adiques, il en résulte que tous les
d,. sont divisibles par /; ains 2 est une puissance fitme : ¢* = ¢, avec ¢, € E,.

Mais, d apres la condition (a, d,, . . ., dm) = 1, a est premier avec /, d’ou
1=au+ lv pour certains entiers rationnels 1 et v; on aaors
e = () = ('),

ce qui démontre le théoréme.

EXERCICES

1. Soient p un nombre premier de laforme 4n + 1, § = cos%’r + jdgn 2_;

v= 0 =1, m—"’——1 Posons

2
£ — ﬁe— (2)

k
k=1

1
avec 6, = Sinl?-(sing) . 1< k< p — 1. Montrer que dans le pitme corps cyclo-
tomique on a la congruence
LE ) = 205m = 2Bay/p (Mod ),

Ic L désgne la fonction définie par I'égdité (9*) et B,, le mieme nombre de Ber-
noulli (Utiliser la congruence (12%) et la congruence de I'exercice 14 du § 4).

2. Soit ¢ = T + Uy/p > 1 une unité fondamentde e 4 le nombre de classes

de diviseurs du corps quadratique Q(4/p), ol p = 1 (mod 4) et premier. En
Sappuyant sur I'exercice précédent et sur le théoréme 2 du § 4, démontrer la
congruence

kU = TB,» (mod p), m= p-1

(dans I'anneau des nombres rationnels p-entiers).

§ 7. — DEUXIEME CAS
DU THEOREME DE FERMAT
POUR DES EXPOSANTS REGULIERS

1) Théoréme de Fermat

THEREME 1. — Soit /= 3 un nombre premier régulier. L’équation
xl + y’ =z (l)

n'a pas de solution en nombres entiers rationnels x, y, z non nuls.
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DEMONSTRATION. ~ SUpposons que les nombres entiers x, y e z (non nuls)
premiers entre eux vérifient I'équation (1). Puisque le premier cas du
théoréme de Fermat a déja gté étudié dans le chapitre 111, § 7-3), nous
supposerons qu’un (et un seul) de ces nombres est divisible par /, soit z
(si par exemple y est divisible par I, nous écrirons |'égalité (1) sous la
forme x! + (- 2)! = (- y)). Soit z = [kz,, avec (z,,]) = 1, k > 1. Puisque
dans le [itme corps cyclotomique Q(¥) le nombre / admet la décompo-
sition 7 = (1 — ¥)’s, ol une unité du corps Q() (lemme 1 du chapitre 111,
§ 1), dors |’ égdité (1) peut s écrire, dans le corps Q(%), sous la forme

¥ 4y = 1=y, 2)

avec m= k(I — 1) > 0. Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer
que toute égdité du type (2) et imposshle Nous démontrerons un peu plus.
En fat, on montrera que I'égdité (2) et impossible non seulement pour des
entiers rationnds X, y, z, premiers avec ! mas auss pour des entiers X, Y, z,
du corps Q(%) premiers avec 1 - ¢, Raisonnons par |’ absurde, i. e. sup-
posons qu'il existe des égalités du type (2) ; choisissons-en une pour
laguelle le nombre m = 1 ed le plus petit posshle Pour ne pas introduire de
notations nouvelles, nous écrirons cette égdité sous la forme (2). Les nom-
bres x, y et z, désignent donc maintenant certains nombres entiers du
corps Q(%) premiers avec 1 — ¢ et -une unité du corps Q(%).

Comme au § 6, nous désignerons par ¢ le diviseur premier (1 — %) du
corps Q(%). Décomposons la partie gauche de I'égalité (2) en facteurs
linéaires et passons aux diviseurs. Nous obtenons

k=

(x + 2y - o, 3)
0

ou le diviseur a = (z,) est premier avec £. Puisque /m = [ > 0, il résulte
de (3) que I’'un au moins des facteurs de gauche est divisible par 8. Mais

X+ By =X 4 By — 8 (1w By,
et par suite tous les nombres
x + &y O<k<i—1) )
sont divisibles par £. S pour 0 < k< i <</ — 1 nous avions la congruence

x4 cky =X+ Ciy (mod 532),
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alors nous aurions aussi Zky(1 — ¢i-*) = 0 (mod £2) et c'est impossible
puisgue ¢ky est premier avec ¢ et 1 - i-k associé avec 1 — ¢, Aingd, les
nombres (4) sont deux & deux non congrus modulo £2%; par ite, les rgpports

Y k=01,...,0-1)
1€

sont deux a deux non congrus modulo . Mais N(2) = 1 et ces nombres
forment donc un systeme complet de résidus modulo £ et I'un d’'eux est
divisble par £. Il en résulte que, parmi les nombres (4), un (et un seul)
est divisible par £ Puisque nous pouvons remplacer y dans I’ égalité (2)
pa I'un des nombres Zky, on peut consdérer que X + y et divishle par £2
ce qui sgnifie que tous les autres nombres x + Ty, divishles par £, ne sont
pes divishles par g2, Du fat que la patie gauche de I'égdité (3) est divishle
exactement par @/-1¢2 = g+ j| en résulte maintenant que m > 1.

Désignons par 1n le plus grand commun diviseur des diviseurs (X) et (y)
Puisque X e y ne sont pas divisbles par €, dors m n'es pas non plus divi-
sible par 2. 1l est clair par ailleurs que (x + %*y) est divisble par &m et
x + Yy divishle par Q/+n+1 m, Posons

(x+y) = glm--1mc,,
(x +2%p)=8Qmer, (k=1, .. .r-1)

et démontrons que les diviseurs ¢, ¢5s . . ., ¢;—; SONt deux a deux premiers
entre eux. En effet, s ¢; et ¢ (0 < i< k< /— 1) avaient un diviseur
commun p, aors, deladivishilité de x + iy et x + Cky par 8mp résulterait
que Ziy(l — gk-i) et x(1 ~ ki) sont auss divisibles par £mp ; cela entrai-
nerait a son tour que x et y sont divisibles par ntp, ce qui contredit la défi-
nition de m.

Ecrivant (3) sous la forme

mimeg, ... ¢, = Qimgl

nous en déduisons (puisque les ¢, sont premiers deux a deux) que

a=a (0<k<l-1),
i. e
(x +y) = £ mag, ()
X+ Ty) = 8mar  A<k<I-—1). (6)
Tirant m de (5) et portant dans (6), nous obtenons
(x + TN = (x + Mlases ), (7

d'ou il résulte que le diviseur (axas ') est principal (puisque € = (1 — ).
Utilisons maintenant la régularité du nombre /. Puisque le nombre de
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classes de diviseurs du corps Q(%) n'est pas divisble par 7, dors d'aorés le
corollaire du théoréme 3, chapitre I11, § 7, le diviseur axa, * est auss prin-
apd, i. e

gy - (g—i) I<k<i—, ®

OU ay €t B, sont des nombres entiers du corps Q(Y). Les diviseurs q €t a,,
sont premiers avec Q et par suite on peut supposer que les nombres «*
e B ne sont pas divishles par €. L'égdité des diviseurs principaux équivat
a I'égdité des nombres correspondants, @ un facteur qui et une unité prés-
Ainsi, d'apres (7) et (8), nous avons

o 1
(c+ Ty)(1 — Q-1 - (x y)(ﬁ-:)ek A<k<i—1, ©

ou ¢, e une unité du corps Q(C).
Utilisons maintenant | égdité évidente suivante

G+ A+ =& +Ey)=Ux+y).

La multipliant par (1 — g)"m—1 et tenant compte des égalités (9) pour k = 1
et k = 2, nous trouvons

]

4
(x 4+ J’)(;E) g1+ —(x+ y)(gz) & = (x 4 YY1 = Qlm=,
1 2
d'ou
. - (2By) = —C_ (1 — QYm=(B,B,).
a1+ Y e(1+9 1B
Nous avons ains obtenu une égalité de laforme

of + gl = ¢g'(1 = QHm—1yl (10)

(“152)1 -

oU «, 8 et y sont des nombres entiers de Q(%) non divisibles par L et ¢, et ¢’
des unités du corps Q(C). Mettonsla sous la forme (2).
Nous avons vu ci-dessus que m > 1L, doum — 1>0e Jm — 1) =,
d'ou
o + gl = 0 (mod ).
Puisque B est premier avec &, il existe un entier f’ tel queBp’ = 1 (mod &/).
Multipliant la derniére congruence écrite par ', nous obtenons

g = ! (Mod £,

ol @ = — af’ est un nombre entier du corps Q(). Puisque N(8) = /,
tout nombre entier de Q(%) est congru modulo £ a un entier rationnel.
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Mas § » = a (mod &), dors w! = o' (mod /L), ce qui entrdine que I'unité ¢,
est congrue modulo £/ & un nombre entier rationnel. D’ aprés le lemme de
Kummer (théoreme 3 du § 6; nous utilisons & nouveau la régularité du
nombre /), I' unité ¢, est une puissance /#me dans Q(Y), i. €. g,= 7! ol 4 est
auss une unité du corps Q(%). L' égdlité (10) s écrit alors

& + (4 8) =€ (1 eyl

Nous avons obtenu une égdité du type (2), a cette différence prés que I'expo-
sant m et remplacé par m — 1. Mais c'es impossble, puisque m a éé chois
le plus petit possible. La contradiction obtenue montre que |’ équation (1)
n'a pas de solution en nombres entiers non nuls X, y & z dont I'un et divi-
sible par /,i. e. le deuxiéme cas du théoréme de Fermat est démontré pour

an exposant I régulier.

2) Infinité de I’ensemble des nombres premiers irréguliers

Dans les limites des tables, la quantité des nombres premiers réguliers
est supérieure a la quantité des nombres irréguliers. Pourtant, on ne sait
pas s c'est toujours vrai pour I'intervale (1, N). En fait, jusqu’ a présent,
on ignore méme s'il existe une infinité de nombres réguliers. Le théoréme
suivant et lié a ces quedtions.

THEOREME 2. — Il existe une infinité de nombres premiers irréguliers.

La démonstration du théoreme 2 S appuie sur certaines propriétés des
nombres de Bernoulli. Ces propriétés seront formulées et démontrées dans le
paragraphe suivant.

Soit py, . . ., ps Un Systéme fini quelcongue de nombres premiers irréguliers.
Le théoréme 2 sera démontré § nous pouvons trouver un nombre premier
irégulier p different de py, . . ., p,. Posons

n=ripy—1)...(ps~1).
Puisque pour le nombre de Bernoulli B,, on a

sz

| pour k — oo,

(cf. fin du § 8), s I'entier retionnel r est assez grand, le nombre rationnel 1%"

sera supérieur a 1 en valeur absolue. Soit p un nombre premier figurant
dans le numérateur (pour une écriture irréductible). Si (p — 1)|n, dors,
d'aores le théoreme 4 du § 8, le nombre p figure dans le dénominateur de B,
ce qui n'est pas, d aprés le choix de p. Aind (p—1) + n et p est donc diffé-
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rentde py, . . ., ps (et différent de 2). Désignons par m le reste de la division
denpap—1i.en=m+a(p=1). Il est clar que mest pair et

2<m<p-13.

De plus, simultanément avec », le nombre m n’est pas divisible par p — 1.

Utilisant maintenant la congruence dite de Kummer (théoréme 5 du § 8),

nous obtenons dans I'aneau des nombres rationngs p-entiers la congruence
B, _B,
m  n

Mais %" = 0 (modp), d'ou %" = 0 (modp) et B,, = 0 (modp). Puisque m

(mod p).

et égd ic a I'un des nombres 2, 4, . .., p — 3, dors daprés le corollaire
du théoréme 2 du § 6, le nombre p est irrégulier. Le théoréme 2 et démontré.

EXERCICES

1. Démontrer que I'éguation x* + »* = 5z% a pour unique solution x=y =z=0
dans les nombres entiers rationnels.

2. Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers irréguliers de la
forme 4n + 3 (utiliser les exercices 9 et 10 du § 8).

§ 8. == LES NOMBRES DE BERNOULLI

Nous démontrerons ici les propriétés des nombres de Bernoulli qui ont
éé utilistes dans les paragraphes précédents.

Toutes les séries entiéres considérées ci-dessous convergent dans un  cer-
tain voisnage de I'origine des coordonnées & il et facile de dé&erminer leur
rayon de convergence. Nous ne nous intéresserons pourtant pas a ces ques
tions de convergence puisgu’il suffit pour notre propos de considérer ces
séries formellement (a I’ exclusion de la démonstration du théoréme 6).

DEFINITION. — Les nombres rationnels B,, (m > 1) définis par le dévelop-
pement en série

t =B,
e zmtm, (1)
m=1

sont appelés nombres de Bernoulli.
Nous utiliserons les notations abrégées suivantes. Si

f)=a +ax+...+ax
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est un polyndme, nous désignerons par f(B) le nombre

ay+ aB,+ ...+ aB,.
g

De maniére analogue, si f (x, t) est une série entiere de laforme Z S(x)tn

3
n=0

ou fx(x) est un polyndme, nous désignerons par f (B, ¢) la série

i JAB)en.

Ains par exemple, on peut écrire la s&rie (1) définissant les nombres de
Bernoulli sous la forme

t
e’——lzem'

Il e facile de voir que pour tout nombre a on a

eateBt = e(a-l-B)t

(la démonstration s effectue en multipliant terme a terme les séries de
gauche).

THEOREME 1. == Les nombres de Bernoulli vérifient la relation de récur-
rence

(1+B)” —=B"=0 pour m=2 2)
qui sous forme développée s'écrit
m-1
14 >CEB,=0 (m>2).
k=1

Pour la démonstration, écrivons |’ égalité (1) sous laforme

t= e(1+B)t — eBt_

Egdant les coefficients des termes ’i—: (m = 2), nous obtenons la redion (2).
Pour m = 2, laformule (2) donne 1l + 2B, = 0, d'ou

1
B,=—_.
! 2
THFEOREME 2. — A I'exception de By, fous les nombres de Bernoulli d’indices
impairs sont nuls :

Bymt1—O pour m>=1 ©)
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Les égdités (3) éguivdent au fait que la fonction

¢t B
e=_1+§=‘+27n’z’
m=2

est pare, ce qui et facile a véifier.
Donnons les valeurs des douze premiers nombres de Bernoulli  d'indices
pairs :

1 1 1 1 5
B,=_, - = — —— ——
6 B4 30 ? BG 42 s BB 30 s BIO 66 ’
691 7 3 617 43 867
B12 == 277) ) Bu = 6 ’ Bls = —510 ’ B1s = —_798 9
B . 174611 _ 854 513 B 236 364 091
0= 7330 0 27138 M= 1300

Les nombres de Bernoulli sont liés aux sommes des puissances des nom-
bres entiers naturels. Posons

Sim) =16 4- 2k + . . . 4 (n — D~

THEOREME 3. — Les sommes Sy(n) vérifient 1a formule

(M+ DSp(n) = (N + By =B+, m>1 4
ou, sous forme développée,
(M+ DSuin) = > ChuiBir™ ™, m>1(8,=1.
k=0

En effet, I'expression de droite dans I égalité (4) est égale au coefficient

tm+1 L. i
de(m dans |la série er+B)Y — ¢B:, Par ailleurs
n—1
e +BY — Bt — Bignt _ ]) = tee’:‘:ll — Zen
-3 n-1 - [}
_ S (m + DSHmem+
m=1>‘r=1 . m=1

ce qui démontre la formule (4).
Remarquons que, pour n = 1, laformule (4) coincide avec (2).

THEOREME 4 (théoréme de von Staudt). — Soient p un nombre premier
et m un nombre pair. S (p — 1) ¥ m, alors B,, est p-entier (i. e B,, ne contient




432 THEORIE DES NOMBRES

pas p en dénominateur). Si maintenant (p — 1) | m, alors pB,, est un nombre
p-entier et

pPB,, = — 1 (modp).
Nous démontrerons le théoréme 4 par récurrence sur m en utilisant la
relation
m-1
(m + DS(p) = (m + DBap + > ChaBep™ 7%,

k=0

obtenue & partir de (5) en remplagant n par p. Ecrivons-la sous la forme

m—1
1 m—
PBr = () = D oo Choss™ pBy ©)
k=0

et démontrons que tous les nombres qui figurent dans la somme sont des
nombres p-entiers et sont divisibles par p (dans I'anneau des nombres
p-entiers).

~ Le facteur pB, pour k < m est p-entier par hypothése de récurrence.
Etudions le nombre

1 k m—k

m-+——_1 Crnp . 7

S p = 2 dors puisgue m 4 1 et impar, ce nombre et l-entier e divisble
par 2 (puisgue k < m). Pour p # 2, écrivons le nombre (7) sous la forme

C,,,'ﬂ,kpm,kzm(m—l)‘ } . (k+1_) m—k
m+'1 (m-k+ D! '
Le nombre p figuredans (m —k + 1) ! = r ! avec |’ exposant
r r r r r r
[;7]+[;’—2]—{—...<;+;2+..-—p_lgégr—l—-——m—-k,

et par suite @—2.,.T)' pm—k est un nombre p-entier divisible par p.
On aainsi démontré que pB,, est p-entier et que
PBn = S,(p) (mod p) (3)

dans I'anneau des nombres p-entiers
D’ autre part, on a les congruences

S() = —1(modp) si  (p—1)|m; ©9)
S(pp) = 0 (modp) s (r—Dtm (10)
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En effet, s (p=1) | m, dorsx™ =1 (mod p) pour 1 <x<p —1, dou

p—1 p-1

Su(p) - D am = S'1=p—1=— 1 (modp).

x=1 x=1
Si maintenant (p = 1) + m, soit g une racine primitive modulo p; nous
aurons

p: Ly (p—Dm __
Sulp) = pam= pgm =5 0= 0 (mod p),
x=1 r=g
puisque gr-1= 1 (mod p) et gm 5= 1 (mod p).

Réunissant (8) et (10), nous obtenonsque, si (p — 1) + m, adors pB,,=0
(mod p), i. e B, et pentier. Le deuxieme argument du théoréme 4 résulte
des congruences (8) et (9).

Dansle cas m < p — 1, le nombre p — 1 ne divise aucun des nombres
k < m et par suite tous les B, pour k < m sont p-entiers et par suite tous
les termes qui figurent dans la somme de droite de |’ égalité (6) sont divi-
sible par p2. On a donc le résultat suivant.

CoraLLARE. — S p#£2et m<p—1 (mpar), alors
PB = 8,(p) (mod p?). (1)
THEGREME 5 (congruence de Kummer). — Si p est premier et (p = 1) + m

. .. B .
(m est pair positif), alors le nombre _n: est un nombre p-entier et on a la

congruence

Bm +p—1 Bm

Autrement dit, les quotients };nﬂ (pour (p — 1) + m) sont périodiques
modulo p, de période p — 1.

DEMNSTRATION.  — Considérons la fonction
© B ( m 1)
gt t g" -
A =5 = 2 o (13)
m=1

ol g est une racine primitive moduio p, 1 < g < p. Posons ¢’ — 1 = w.
Alors

F(@) = (ljlgu;g——l- z;: 1G(u),

BOREVITCH 28
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oll
1 1~
& - & - K
G(u)=(1—|—u)¥—-1 ugu—{— + sy Z""'

I est ciéir que ces nombres ¢, sont p-entiers.
Démontrons que, dans le développement de la fonction G(u) suivant
les puissances de ¢ :
GU) = Gl — 1) = Saer — 1= > o pm
(W)= Gler = 1) = Deler =Dk = > Zmm, (14)
k=0 m=0
tous les coefficients A,, sont p-entiers e de péiode p — 1 modulo » (pour
m > 0). Il est clair que s cette derniére propriété est satisfaite pour cer-
taines séries elle I'est aussi pour toute combinaison linéaire a coefficients
pentiers. |1 nous suffit donc de le véifier pour les fonctions (ef — 1)k, Mas
ces fonctions, & leur tour, sont des combinaisons linéares des fonctions e
pour des entiers r > 0. Mais
ert —_— z__ tn

et, d' aprés le petit théoreme de Fermat,
ritr-1 =yt (Mod p) pour n>0;

par suite, les fonctions e possedent la propriété demandée et notre argu-
ment sur les coefficients A,, et démontré

Egalant maintenant les coefficients correspondants dans (13) et (14),
nous obtenons

m(gm — 1) Am 1
m! (m -y
dou

B

m —~ 1) = A

(@ )
Puisque gm— 1=£ 0 (mod p) pour (p — 1) + m et que la suite des nombres gm— 1
posséde, d apreés le petit théoréme de Fermat, la période p — 1 modulo p,
alors, d'aprés la propriété démontrée des nombres A,,,, les nombres %

pour {p — 1) + m sont p-entiers et de période p — 1 modulo p. Le théo-
reme 5 et démontré

THEOREME 6. — Les nombres de Bernoulli B,,, Vvérifient la formule

v 22m) !
m = (- 1) oy t(2m), (15)
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ou {(2m) est la valeur de la fonction zéta de Riemann (s} pour § = 2m.

Pour la démonstration, nous utiliserons la décomposition de et%l en
série de fractions rationnelles :

1,1, 2
+ Z 27':m §+;+ZIZ—}—(27UI)2' (16)

n=-—a

On peut déduire ce dévdoppement par exemple du développement classique
suivant de la cotangente :

@
1
colgz =7 Z G
en utilisant le fait que

eiz e‘tz . 2i
cotgz«-ze—+ =i+

e iz e2iz__1'

Il résulte de (16) que

—1"' 1“* 22:2.1. Q2rn)?’
2o+ (27:}1) Z( (Znn) m’
alors
SRR ZZ Z<~ D"

n=lm=1

g puisque

L

Comparant cette égdité avec (1) et égdant les coeff|C|ents correspondants,
nous obtenons I égalité (15).
La formule (15) permet d' éudier la croissance de | B, | quand I’indice

croft. Puisque {(2m) > 1 et (2m)!>(3?)2m (cda réalite de la formule bien

connue de Stirling), alors
m 2m
| Ban | > 2(;2) .

Nous obtenons en particulier que

| Bam|

- © our m — oo.
2m P
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EXERCICES

1. Démontrer que
X+Bm=(X -1 —B)m

1, oy (1
G+®:%WA—QM'

3. Soit p un nombre premier, p # 2. Démontrer que

, mzl
2. Démontrer que

p-1
Z:lxp% = 2((f) — 2) s (mod p).

4. Soit p > 3 un nombre premier de la forme 4k + 3. Démontrer que le nom-

bre } des classes de diviseurs du corps quadratique imaginaire Q(4W/ — p) sdisfait
a la congruence

hE—ZBpJQ_1 (mod p).
5. Démontrer que, pour p > 3 premier,
11 1
T _ _— 2
T+5+3+. +—7=0(modp?

6. Démontrer la formule
k-1

(kz + B)"™ = k’"‘lz (;r: + ;; + B)m
§=0
(k et m sont des entiers naturels).
7. La fonction tg x admet la décomposition

¢ ZT x2n—1
Er= 2 "G =D

lBan

ou
22n(22n

Démontrer que tous les coefficients T, sont d&s entiers naturels,
8. Pour m > 1, démontrer
2B,,=1 (mod 4).
9. Soit g un nombre premier tel que 2q + 1 ne soit pas premier (par exemple

=1 (mod 3)). Démontrer que le numérateur du nombre de Bernoulli' B,,, contient
(en écriture irréductible) un nombre premier de la forme 45 + 3.

10. Soient py, . . ., p, des nombres premiers supérieurs a 3,
M=(p—1...(p—1)

et ¢ un entier naturd satifaisant a la congruence ¢ = 1 (mod M). Démontrer
gu’'aucun des nombres premiers py, . . ., ps ne figure dans le dénominateur de

la fraction Bsq
29




APPENDICE ALGEBRIQUE

§ 1. — FORMES QUADRATIQUES
SUR UN CORPS QUELCONQUE
DE CARACTERISTIQUE DIFFERENTE DE 2

Nous exposrons dans ce paragraphe une Srie de résultats généraux sur
les formes quadratiques sur un corps quelcongue. Dans le cas de résul-
tats hien connus, nous nous contenterons de les énoncer. K désignera, sauf
précisions supplémentaires, un corps arbitraire dont la caractéristique est
différente de 2. Pour toute matrice rectangulaire A on désignerapar A’ la
matrice  transposée.

1) Equivalence des formes quadratiques

On appelle forme quadratique sur un corps K un polynédme homogeéne
de degré 2 a coefficients dans K. Toute forme quadratique f peut s écrire
us la forme

= QyX;Xj
ij
avec a; = a;. La matrice symétrique A = (a;) S appelle la matrice de la
forme quadratique . La forme quadratique est complétement déterminée
par la donnée de sa matrice a la désignation des variables prés. Le déter-
minant d = det A s appelle le déterminant de la forme quadratique ; s
d =0, laforme f est dite singuliére et non singuliére dans le cas contraire.

Désignant par X la matrice colonne des variables x;, X,, . . ., Xy, NOUS pPOU-
vons écrire ainsi la forme quadratique f :
f= X'AX.
Supposons qu'a la place des variables x,, . . ., x, on introduise de nouvelles
variables yy, . . ., y, par les formules

n
X = Zc;,-y,- a<i<n, ¢ €K).
j=1




438 APPENDICE ALGEBRIQUE

sous forme matricielle, cette transformation linéaire peut S écrire sous la
forme
X =CY,

ou Y est lamatrice colonne des variables y,, . . . , y, et C lamatrice (cy).
Remplacant dans la forme quadratique T les vaiddles x,, . . ., x, pa leur
expresson en fonction de y,, . . . , Yy, hous obtenons (aprés avoir effectué
toutes les opérations convenables) une nouvelle forme quadratique g (encore
aur le corps K) des variables y, . . . , Y, La marice A, de la forme quadra
tique g est

A, =CAC. (1)

Deux formes quadratiques f et g sont dites équivalentes € on note f ~ g,
Sil exige une transformaion linéaire non singuliere des varidbles par laquele
une des formes est transformée en I’ autre (& la désignation des variables
pres). De laformule (1) résulte :

THEOREME. — Si deux formes quadratiques sont équivalentes, alors leurs
déterminants différent I'un de I'autre par un facteur non nul qui est un carré
dans K.

Soit y un dément quelcongque de K. S'il existe dans K des ééments
oy ..., 8 tes que

f(‘xl’-- -’“n):Y,

on dit que la forme quadratique T représente y. En d’ autres termes, |'élé-
ment y est représenté par laforme fs'il est la valeur de cette forme pour
cataines vaeurs des variables. On voit facilement que des formes quadra-
tiques équivalentes représentent |es mémes ééments du corps K.

Nous dirons de plus que la forme quadratique représente zéro dans le
corps K s'il existe des nombres de K non tous nuls «;€ K (1 < i < n) tes
que f(x,. ..,a,) = 0. Il et clar que, pour une forme la propriété de repre-
senter zéro est conservée par passage a une forme équivalente.

THEOREME 2. — Si une forme quadratique & n variables représente un
élément a # 0, elle est équivalente & une forme du type

“xf +g(x2’ RS} xn)
ou g est une forme quadratique @ n — 1 variables.
Pour la démongration de ce théoréme remarquons ce qui suit. S
floa, ..., %)=2

dors tous les «; ne sont pas nuls nous pouvons donc congruire une matrice C
non singuliére dont la premiere ligne et constituée par les nombres o, . . . . a,.
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Si maintenant nous effectuons sur les variables de la forme f la transfor-
mation linéaire de matrice C, nous obtenons une forme dont le coefficient
du caré de la premiére varidble et égd a a. On continue dors la démons
tration comme d’habitude.

S la matrice dune forme quadraique et diagonde (tous les coefficients
des produits de variables différents sont égaux a 0), nous dirons que cette
forme est diagonale. Du théoreme 2 réaulte facilement.

THEorEME 3. — Toute forme quadratique sur un corps K peut ére mise

sous forme diagonale par une transformation linéaire non singuliére des
variables.

Autrement dit, toute forme quadratigue et éguivdente a une forme dia
gonale.

En temes matricids le théoréme 3 dgnifie que pour toute matrice symé
trigue A il exise une matrice non singuliére C tele que la matrice CAC it
diagonale.

2) Somme directe de formes quadratiques

Puisque la désignation des variables est sans importance, nous pouvons
considérer que deux formes quadratiques f et g n'ont pas de variable
commune. Laforme f + g s appelle dors somme directe des formes f et g
et se désigne par f-j- g (a ne pas confondre avec I’ addition usuelle des
formes quadratiques des mémes variables). Il est évident que si g ~ A,
dors ¥ 4+ g~ f 4 h Ce demier fait admet une réciprogue.

THEoREME 4 (théoréme de Witt). — Soient £, 9, h des formes quadratiques
non singuliéres sur un corps K. S les formes f 4+ g et f 4 h sont équivalentes,
alors les formes g et h sont aussi équivalentes.

DEMONSTRATION. — Soit £, une forme diagondle equivdente a la forme f.
Alors, comme on I’aremarqué ci-dessus, f £ g~ fy+ getf +ha £+ h,
dou f, + g~ fy + h. Ainsi, nous pouvons supposer que f est une forme
diagonale. 1l est clair maintenant qu'il suffit de considérer le cas f = axj,
a # 0. Désignons par A et B les matrices respectives des formes g et h.
Puisque les formes ax? + g et ax) + h sont équivalentes, il existe une

matrice
v S
C*(T Q)

(s o)6 Al oG 5)

tdle que




440 APPENDICE ALGEBRIQUE

(id S et une matrice ligne e T une matrice colonne). De cette égdlité résulte

via+ TAT = a 2)
vaS + T'AQ =0 (3)
SaS+ Q'AQ =B. 4
1l faut montrer qu’il existe une matrice Cq, Non singuliére, telle que
C,AC, = B.
Nous chercherons cette matrice sous la forme
C,= Q +ETS,

ol & sra chois de maniére convenable. D'apres (2) e (3), nous avons

CAC, = (Q' + EST") A(Q +ETS)

= QAQ + ES'T'AQ + EQ'ATS + £2S'T'ATS

= Q'AQ + 4[(1— yH)E* — 2¢ES’S.
D’ aprés I'égdlité (4), cette derniére expression sera égale a la matrice B
s (1 — y?)E2 — 2% = 1. L’équation en £ obtenue peut s écrire sous la
forme &* — (y£ + 1)* = 0 et a donc une solution %, dans le corps K pour
tout y € K (lacaractéristique de K n’est pas égale & 2). Ainsi, nous avons
trouvé une matrice C, = Q + &,TS telle que C,AC, = B. Puisgue par hypo-
thése la matrice B et non singuliére, il en est de méme de C,. Le théoréme 4
et démontré.

3) Représentation des éléments du corps

THEOREME 5. — Si une forme quadratique non singuliére représente zéro
dans le corps K, elle représente aussi tous Jes ééments de K.

DEMONSTRATION. — Puisque des formes équivalentes représentent les
mémes déments du corps, il suffit de démontrer le théoréme pour une forme

diagonde f = gy} + . . . + gyx. SOit ayx} + @z + . . . + a =0, une
représentation non nulle de z&o e soit y un éément quelconque du corps K.
Nous pouvons supposer que «, # 0. Donnons aux variables x,, . . ., x, les
valeurs

x1= (1l + 1), Xe = o(l — 1) k=12....n

ou t est une nouvelle variable et substituons ces valeurs dans la forme f;
nous obtenons

f* =f*(t) = 2ayuit — 2a00t — . . . — 2a,0t = daont

Si nous posons maintenant t = '

nous obtenons f*(t) = vy.
4a.a
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THEOREME 6. — Une forme quadratique non singuliére f représente un élé-
menty # 0 de K s et seulement s la forme — yx3 4 f représente zéro.

DEmonsTRATION. — La nécessté de la condition et évidente.  Supposons
—_Yaz_l_f(“l, PR y_n):O,

tous les «; n"étant pas nuls. Si oy # 0, alorsy = f(ZJ,. ..,:%").Si mainte-
0 0

nant a, = 0, la forme f représente z&o e par suite, d'aprés le théoreme 5,
elle représente aussi tous les éléments du corps K.

Remarque. — |l résulte de la démonstration du théoréme 6 que nous
obtenons toutes les représentations de I' élément y par la forme f a partir
des représentations de zéro par laforme — v,x; + f (il suffit de connaitre
toutes les représentations telles que x, # 0). Ainsi |’ &ude des représenta-
tions par des formes quadratiques non singuliéres des € éments non nuls
d'un corps K s ramene a I'é&ude des représentations de zé&ro par des formes
non singuliéres a une variable de plus.

THEOREME 7. — Si pour une forme f représentant z&ro, on connait une repré-
sentation de zéro, on peut trouver explicitement une transformation linéaire
non singuliére des variables telle que la transformée de f soit du type

N + g(}’s, L yn)-

DEMONSTRATION. — D’ aprés la démonstration du théoréme 5, on peut
trouver ay, ..., @ telsque f (..., &, = 1. D’'apresle théoreme 2, on
peut maintenant transformer f en laforme x2 + fi(x,, . . . , X,). Puisqu’on
connait une représentation de zéro de la forme x; + f; on peut trouver
By oy Batelque fi(Bs, . . ., B2) = — 1. Appliquant de nouveau le théo-
reme 2, f, prend laforme — x; + g(ys, - - ., ¥,). POSANt x; = X3 = yp>
%, + %, = Y,, hous obtenons le résultat demandé.

Remarque. — Supposons que pour toute forme quadratique sur K qui
représente z&o dans ce corps, on sache trouver al moins une représentation
de zéro. Alors on peut transformer toute forme non singuliére en

YVet+ oo YosmrVes + B(Vasi1s o0 oy yn), )

ou la forme & ne représente pas zéro. Pour toute représentation de zéro
par laforme (5) lavaeur d une au moins des variablesy,, s, . . ., Yas—1,
¥:s €t non nulle. Pour trouver toutes les représentations telles que, par
exemple, y, = «, # 0, nous pouvons donner aux variables ys, . . ., y, des
vaeurs arbitraires a5, . . ., a, € définir la vdeur de y, par I'équation

GYy . Kgtte ... 8@acy, o . 5 %) O
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Aing, le probléme de la recherche effective de toutes les représentations de
zéro dans le corps K par une forme quadratique non singuliére est résolu
S on connait des critéres permettant de savoir si une forme donnée repré-
snte z&o ou non & s on conndt un dgorithme permettant de trouver une
représentation de zé&o pour toute forme représentant zéro.

THEOREME 8. — Soit un corps K contenant plus de 5 éléments. Si la forme
diagonale

ax;+ ...+ ax (@, K)

représente zéro dans le corps K, il existe une représentation de zéro telle que
les valeurs de toutes les variables soient différentes de zéro.

DEMONSTRATION. — Montrons tout d’ abord que si &%= A #0, aors,
pour tout b # O il existe des @éments « et 3 différents de zéro tels que

ax? + pB? = A,
Pour le démontrer, considérons |’ identité

(t — 1) 4
T+ +TF =

Multipliant cette identité par g% = A, nous obtenons

t— 1\ 28 \?
olsig) Tali) = ©

Choigssons maintenant dans le corps K un éément y # 0 td que la vaeur

1=t= FbYsoit différente de 4+ 1. Puisque chacune des équations

bx*—a=0 et bx*+a=0

n’'a pas plus de deux solutions en x dans K, il y aau plus 5 ééments du
corps K qu’on ne peut pas prendre comme y. Puisque par hypothése le
corps K contient plus de 5 ééments, on peut trouver un td y. Posant ¢ = ¢,
dans I’identité (6), nous obtenons

L, — 1\? 28y \?
et )+ blags) =7
ce qui démontre [I'afirmation ci-dessus.

Il est maintenant facile de terminer la démonstration du théoréme. Si la
représentation g,f; + ... + a5, = Oesttelleque £, #0, ..., & #0,
Eooi= ... =§,=0,avec r = 2, dors, d'aprés ce qui précéde, on peut
trouver a 0 et g # 0 tels que 4,8’ = g,&* + a,+,8" et nous obtenons une
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représentation avec une varigble de plus non nulle Répé&ant ce raisonne
ment, on obtient une représentation dont toutes les valeurs des variables
sont non nulles.

4) Formes quadratiques binaires

On appele forme binaire toute forme quadratique de deux varigbles.

THEOREME 9. — Toutes les formes binaires non singuliéres représentant zéro
dans le corps K sont équivalentes entre elles.

En effet, d'aprés le théoréme 7, toutes ces formes sont équivaentes a la
forme y y,.

THEorREME 10. — Pour qu’une forme quadratique binaire f de déterminant
d $ 0 représente zéro, il faut et il suffit que — d soit un carré dans K (i. e.
—d = af a € K).

DEMONSTRATION. = La nécessité de la condition découle des théorémes 1
e 7. Réciproquement, s f = ax® + by* ¢ — d = — ab = o? dors

f (a, a) = au® + ba* = 0.

THEOREME 11. — Pour que deux formes binaires non singuliéres f et g
soient équivalentes sur le corps K, il faut et il suffit que tout d’abord leurs
déterminants différent par un carré dans K et ensuite qu’il existe dans K au
moins un élément non nul représentable simultanément par les deux formes f
et g.

DEMONSTRATION. - La nécessité de ces deux conditions est évidente.
Pour démontrer la suffisance, choisssons dans K un éément « # 0 repré-
sentable par les formes f et g. D'gorés le théoréme 2, les formes f e g sont
équivalentes respectivement a des formes du type f; = ax®* + [By? et

g1 = ax®+ By
Mas, dagorés la premiére condition, «8 differe de «f’ par un carré, dol
B’ = By%y € K, ce qui entrdine f; ~ g, dou f ~ g.

EXERCICES

1. Démontrer que toute forme quadratique singuliére représente zéro.

2. Démontrer que le théoréme 5 n'est pas vaable en généd pour les formes
singuliéres.

3. Démontrer que S la forme binaire x? — gy? représente deux déments v, € Y.
de K dle représente auss leur produit +yqye.
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4. Montrer que le théoréme 8 n'est pas toujours vrai pour les corps dont le
nombre d' ééments ne dépasse pas cing.

5. Condgdéons la répatition suivante de toutes les formes quadratiques non
gnguliglesa n = 0, 1, 2, . . . variables sur un corps donné K en classse gppelées
classes de Witt (nous interpréterons zéro comme une forme non singuliere d'un
ensemble vide de variables et consdérerons que cette forme représente zéro).
On dit que deux formes f; et f, appartiennent a la méme classe de Witt, [ ;] = [ f2],
S gprés réduction de ces formes a des formes du type (5) les formes correspon-
dantes 4 (qui ne représentent pas zéro) contiennent le méme nombre de variables
et sont équivaentes. L’addition des classes de Witt et dors définie par

A+ =1A+1)

Démontrer que les classes de Witt forment un groupe pour cette opération.

6. Définir le groupe des classes de Witt pour les formes quadratiques sur le
corps des nombres réels ou sur le corps des nombres complexes.

7. Démontrer qu'une forme quadratique sur un corps fini représente zé&ro 9 &
saulement s le nombre de ses variables est supérieur ou égal a 3 (on suppose la
caractéristique du corps différente de 2).

§ 2. — EXTENSIONS ALGEBRIQUES

Nous énoncerons sans démondration les théorémes de ce paragraphe.
Le lecteur pourra trouver les démonstrations dans le livre d'algéebre
moderne de Van der Waerden, t. 1, chap. 5.

1) Extensions finies

Si un corps Q contient un corps k comme sous-corps, nous dirons que Q
et une extension du corps k. S on veut préciser que Q est conddéré comme
une extension du corps k, on écrit Q/k. Un corps K qui est un sous-corps
du corps £ contenant k, i. e k €K C £, est aopelé un corps intermédiaire
de I’extension Q/k.

On peut considérer toute extenson (3/k comme un espace vectorid ur
le corps k (pour les opérations d'addition dans € e de multiplication par
les déments de k).

DEFrINITION. — Une extension K/k est dite finie si le corps K, considéré
comme espace vectoriel sur k, est de dimension finie. Cette dimension s'appelle
Je degré de I'extension K/k et est désignée par (K : k). Toute base de I’espace
vectoriel K sur k est appelée une base de I’extension K /k.

Si I'extension K/k est finie, alors, pour tout corps intermédiaire K,,,
les extensions K,/k et K/K, sont auss finies La réciprogue est vrae :

THEOREME 1. — Soit K, un corps intermédiaire d’une extension K/k. Si
les extensions K/K, et Ko/k sont finies, alors K/k est également une extension
finie et son degré est égal au produit des degrés des extensions K/K, et Ko/k :

(K:k)=(K:K)) (K, : k).
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DEMONSTRATION. — Soient 6y, . . ., 8, une base deK/K, et w,, . . ., o,
une base de K./k. Puisque tout éément de K se représente comme combi-
naison linéaire des produits «;0;, alors I’ extension K/k est finie. De plus,
il est facile de voir que ces produits sont linéairement indépendants sur K
et par suite (K : k) = mn.

Pour tout corps k, on désigne par k[t] I’anneau des polynémes en ¢ a
coefficients dans k.

Soit Q/k une extension du corps k. Un élément a e Q est dit algébrique
sur k s ¢'est une racine d’un polyndme non nul de I’anneau k[t]. Choisis-
NS parmi- ces polyndmes f(f) (dont a et une racing) le polyndme ¢(¢) non
nul de plus bas degré dont le coefficient du terme dominant est égal a 1.
Puisque tout f(t) e divishle par ¢(¢) (snon, le rede de la divison par ¢(1)
ne serait pas nul, aurat « comme recine & serait d'un degré inférieur & celui
de o), le polyndme o(t) est défini de maniére unique par ces conditions;
on I'appdle le polyndme minimal de I'dément du corps Q agédrique sur k.
Le polyndme minimal ¢ e k[t] est toujours irréductible puisque la décom-
position ¢ = gh entraine que « est racine de g(t) ou de h(t). Tout éé&
ment a < k est algébrique sur k et son polynéme minimal est t — a. Un élé-
ment £ € ) qui n'est pas dgéorique sur k est dit transcendant sur k.

L’extension Q/k est dite algébrique S tout @éément « ¢ Q est algébrique
sur k.

THEOREME 2. — Toute extension finie K/k est algébrique.

THEOREME 3. — Soit « un élément d’une extension Q/k, algébrique sur k
et soit ¢(¢) € K[t] son polyndme minimal, de degré m. Alors les puissances
1, a, . ..) ™1 sont linéairement indépendantes sur k et leurs combinaisons
linéaires

a+ aqat ..+ a, "l 1)

a coefficients a; € k forment un corps intermédiaire noté k(u). L’extension
k(x)/k est finie et de degré m.

Pour effectuer la somme de deux ééments du corps k(u) écrits sous la
forme (1), il est clair qu'il faut additionner les coefficients correspondants.
Pour mettre sous laforme (1) le produit des éléments £ = g(«) et v = h(a),
ol g(t) et /(z) sont des ééments de [¢] de degré << m — 1, on diviee gh par o,

g(t) h(t)= o) q(t) +r(2),

le reste r(t) étant de degré inférieur ou égal & m — 1; puisque ¢(«) = 0,
aors &y = r(a). Ains I’ opération de multiplication dans I’ extension k(x)/k
est compléetement définie par la connaissance du polynéme minimal ¢(z)
de I'dément o,
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Soient a«y, . . ., & un nombre fini d’ééments du corps Q, algébriques
sur k et sotent my, . . ., m; les degrés respectifs de leurs polyndmes mini-
maux sur k. L’ ensemble de toutes les combinaisons linéaires des éléments

k k
all_',mss (O<k1<m1,...,0<ks<ms),

a coefficients dans k, est un corps intermédiaire que nous désignerons par
k(xy, . ... a); on I'appelle le corps engendré par les déments a,, . . . , a,. Son
degré sur k est inférieur ou éga au produit m, . .. m,.

Toute extension finie K/k contenue dans Q se représente sous la forme
K = k(xy, . ... a) pour certainsay, . . . , o

DEFINITION. — Une extension jinie K/k est dite monogéne s’il existe un
élément 6 dans K tel que K = k(0). Tout élément 6 € K tel que K = k(8) est
appelé un élément primitif du corps K sur le corps k.

Les ééments primitifs du corps K sur k sont caractérisés, c'est clair, par
le fait que le degré de leur polynéme minimal est égal au degré de I exten-
sonK/k.

THEOREME 4. — Soient Q/k et Q'/k deux extensions du corps K et soient
des éléments 6 e Q et §’ € Q' algébriques sur k, possédant le méme polynéme
minimal ¢(¢); alors il existe un isomorphisme (et un seul) du corps K(0O) sur
le corps K(8") tel que § — 9’ et a — a pour tout a k.

Soit m le degré du polyndme y(t). L’isomorphisme k(0) — k(6") défini
pa le théoréme 4 coincide avec I'application

a+ab+.. . Fa_ 0 t—>a +a4b +... 4 a, 0m1 )

(@ ay, . . ., &, SONnt des éléments quelconques du corps %).

Jusqu’ a présent, nous N’ avons considéré que des extensions finies K/k
contenues dans une extension précédemment donnée Q/k. Etudions main-
tenant la condruction des extendons finies d'un corps fondamenta fixé k.

THEoREME 5. — Soit k un corps. Pour tout polyndme irréductible o(t) € k[t}
de degré n, il existe une extension finie K/k de degré n dans laquelle ce poly-
ndme ¢ a une racine. L’extension K/k est unique, & un isomorphisme laissant
invariant les éléments de k pres. Si 9(8) = 0, § € K, alors K = k(8).

Le corps K (pour n > 1) s condruit aind. Choigssons un nouvel objet 6
e conddérons I'ensemble K de toutes les combinaisons lingares formelles
de®,

a+ald+... +g,,001 3
a coefficients @; € K. S on désigne par g(t) le polyndme

a,+taqf+...+ g "y
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I’expression (3) peut auss s écrire sous la forme g(0). Soit & = g(0) et
n = h(6) deux combinaisons linéaires du type (3) (g et h e k[t] et sont de
degrés < n — 1). Désignons par s(t) la somme g(t) + h(t) et par r(t) le
reste de la division du produit de h(t) g(t) par ¢(t). Posons
E+ = s(6)
& = r(0)

Il est maintenant facile de vérifier que pour ces opérations, I’ ensemble K
est le corps cherché.

CoraLLAIRE.  — Pour tout polyndme h(t) € k[t], il existe une extension
finie K[k dans laquelle h(t) se décompose en facteurs linéaires.

2) Normes et traces

Soit K/k une extendon finie de degré n. Pour tout éément « € K, I'gopli-
cation £ — «% (£ € K) est une transformation linéaire de K (comme espace
vectoriel sur k). Le polyndme caractéristique £,(¢) de cette transformation
linéaire est auss appelé polyndme caractéristique de I'élément « € K dans
I’extension K /k. Soient o, . . ., », une base de |’ extension K/k et

n
*0); = Za,jm,-, a; ek, 4)
j=1

alors
Jo(t) = det (tE - (ay)),

ou E est lamatrice unité d ordre .

THEREME 6. — Le polyndme caractéristique f,(#) d’un élément a € K dans
I'extension K/k est égal a une puissance de son polynéme minimal ¢,(¢) par
rapport a k.

DEMONSTRATI ON. == SOt

Pft) = t"+ et™ 4 .+ c.

D’ aprés le théoréme 3, les nombres 1, «, . . ., 2~* forment une base de
' extension k(«)/k. Si 6, . . ., 6, est une base de K/k(«), on peut prendre
comme base de K/k les produits

61’ a'el" toey a'm_lel by ess Otes,. Y “m_les.
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La matrice de la transformation linéaire £ — «£ par rapport a cette base
est

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
—Cm ™ Cm-1 —=Cpg...—C —C

Son polyndme caractéristique, comme on le vérifie facilement est éga
agm+cm-1+ ... o, i e estéga ag,t). Par suite £, = ¢y et le théo-
reme 6 et démontré.

Puisque, par passage d'une base de I'espace a un autre, la matrice d'une
application linéaire est remplacée par une matrice équivalente, le détermi-
nant et la trace de la matrice (a;) définie par les égalités (4) ne dépend pas
du choix delabasewy, . . . , w,.

DEFINITION. ~— Le déterminant det (a;) de la matrice (a;) et sa trace

Tr (aU) = z a;;
i=1

sont appelés respectivement norme et trace de I'élément « € K dans exten-
sion K/k. La norme et la trace sont désignées respectivement par Ng(«).
et Trg;(«) ou, plus simplement, par N(a) et Tr (a).

Pour ¢ € k, la matrice de la transformation linéaire & — g% (£ € K) est
la matrice diagonale ¢E. Par suite, pour a ¢ k, on a

Nkila) - a"
Trkula) - na.
D’aprés les propriétés des matrices des applications linéaires, on a,
pour a, f € K,
Ngu(aP) = Ngul(@)Ng(B), &)
Treulx + B) = Treple) + Trpu(B)- (6)

La matrice de la transformation linéaire ¢ — gx£ (a € k, o € K) est obtenue
en multipliant par a tous les termes de la matrice de la transformation
¢ — af, Par suite, on alaformule

Trg (ao) = a Trgpe () (ack, acK). Y]

S a # 0, daprés la non-singularité de I'application £ — «&, la norme
N (a) est différente de zéro. La formule (5) montre que |’ application
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a —> Ngyu (8 et un homomorphisme du groupe multiplicatif K* du corps K
dans le groupe multiplicatif k* du corps k. En ce qui concene ['application
a— Trg, adeK dansk, il résulte de (6) et (7) qu'elle est linéaire.

THEOREME 7. — Soit Q/k une extension telle que le polynéme caractéris-
tique f,(f) de I'élément « € K dans une extension finie K/k soit décomposable
en facteurs linéaires dans Q:

f;t(t): (t - a1) s (t "““n)-

NK/k(“) = 0%, &,

Alors

Trgpw (@) = a1+ % + . .. + a,.
DEMONSTRATION. — S
fdt)=det (E — @@y)) = t» + ay»1+ ... }-a,
alors
a,=—Tr(@) a,=(-1)det (a)
D'atre pat, dapres les formules de Viete
G toagt...ta = —a, &¥...a = (-1)a,

d’olr le théoréme.

THEOREME 8. — Avec les notations et hypothéses du théoreme 7, le poly -
néme caractéristique f(z) d’un élément y = g(a) € K (g(t) € k[t]) admet /a
décomposition

(t — g(x)) t — g(w)) . .. (¢ — g(an)) @®
dans le corps Q.

DEMonsTRATION. — Remarquons tout d'abord que les coefficients du
polyndme (8), éant des expressons symétriques de «,, . . . , a,, appatiennent
au corps k. Soit p.(¢) le polynéme minimad de I'dément y sur K. En soumet-
tant I égdité ¢, («) = 0 a I'isomorphisme k(x) - k(x;) (t&l que a - o, €t
a - a pour a € k), on obtient ¢.(g(«;)) = 0. Toutes les racines du poly-
ndme (8) sont ains les racines du polyndme ¢.,(¢), irréductible sur k et cela
nest possble que s ce polyndme est une puissance de ¢.(z). Pour terminer
la démongtration, il suffit d’ appliquer le théoréme 6.

Soit k € K = L une chaine d’extensions finies. Choisissons pour K/k
et L/K respectivement des bases ey, . .., W,, €t 6, .. ., 6,,. Pour tout y e L,
posons

m

v, = Za,ses, i € K

s=1

n
%js0j = E QjsirWr, Qjsir €K.
r=t1

BOREVITCH 29
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Y(*)ie = Zajsirwre s’

3,r

Puisque

alors
Tryx(y) = Zajjﬁ-
i,j

D'autre pat, nous avons auss

Trep(Trox(y)) = TrK,k(Za,;) = zaiiii'

J i,j

Par suite, pour tout y € K, on a

Tro(y) = TrgTrox (). $))
On a une formule andogue pour la norme (exercice 2).

3) Extensions séparables

DEFINITION. — Une extension finie K/k est dite séparable si application
linéaire £ - Trgy (8), § € K, n’est pas identiquement nulle.

S la caractéristique du corps k est nulle, alors Trgy (1) = n= (K : k).
Par slite, toutes les extensions finies d'un corps de caractéristique zéro sont
séparables, C'est vrai aussi, bien entendu, pour toutes les extensions finies
d’un corps de caractéristique p dont le degré n'est pas divisible par p.

Choisissons dans une extension finie séparable K/k une base wy, . . +, o,
e consdérons la matrice

(Tr (i) <i,j <ne (10)
Si le déterminant de cette matrice était nul, alors on pourrait trouver dans
le corps k des ééments non tous nuils ¢y, . . . , ¢, telS que

n

ch Tr(ww) =0  (=1...,0)

j=1

Posant y = ¢, + . . . + ¢, NOUS POUVONS transcrire ces égalités sous
la forme

Try)=0 (i=1,...,n). (1)

Soit £ un élément quelconque de K. Puisquey # 0, on peut représenter £
us la forme

E=amory + ...+ @Gy (ai€k),
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d'ou, daprés (6), (7) et (1), Tr (¢§) = 0. Cela contredit la séparabilité
de K/k. Aind la marice (10) est toujours non singuliere pour toute extension
Séparable.

DEFINITION. -~ Le déterminant det (Tr (w;w;)) est appelé le discriminant
de la base v, . . ., w, de I'extension finie séparable K/k et est désigné par
D("‘)ly L] (.0,,).

D'agorés ce qui précéde, le discriminant de toute base d'une extenson finie
SBparable et un élément non nul du corps de base
Soit @y, . . . . 0, Une autre base de I’extension K /k &t soit

n
(.0; = Zcij(;)j (|: 1, C ey n).
j=1

Puisque la matrice (Tr (w;w)) est égale au produit (cz) (Tr (ww;)) (c5)
(le prime indique la transposition de la matrice), aors

D(;, . . . .cop) = (det (c))’ D(ey, - - - » ). (12)

Aing, les discriminants de deux bases différentes différent I'un de I'autre
par un facteur qui est le carré d'un élément du corps fondamental.

Fixons une base quelconque de I'extenson K/k. Alors pour des ééments
quelconques ¢;, . . . , ¢, du corps k il existe un édément « € K (et un seul)
tel que

Tr (o) =c¢ (i=1,.. . n). (13)

En effet, écrivant o souslaformea= x0, + . . . + x,, (x; € k) et substi-
tuant cette expression de a dans I’ égdité (13), nous obtenons un systéme

de n-équations linéaires & n inconnues x,, . . ., x, dont le déterminant est
différent de zéro. Ainsi, on peut trouver dans le corps K » déments wf, . . . . oy
tds que
1 pour i =j
Tr (0w?) = - ! (14)

O pouri #j
Ces n déments w;" sont linéairement indépendants sur k puisque s
oy vt e =0 (eeh),

alors multipliant cette égdité par «; et prenant la trace on obtient ¢; = 0
pourtouti=1,...,n.

DErNmIoN. — Labase oy, . . ., o, de I'extension séparable K/k définie de
maniére unique par les égalités (14) est appelée base duale de la base @y, . ...
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La base dude permet d'écrire sous forme simple les valeurs des coefficients
a; € k dans la décomposition

a= a + . . .+ a0,

dun dément queconque a de K. En effet, prenant la trace du produit e
nous obtenons les formules

a;=Tr{aef) (=1,...,n).

Supposons que le polyndme minimd ¢(¢) d'un éément « dans une exten-
son Sfparable K/k se décompose en facteurs linéaires dans I'extenson Q/k :
e(t)=(t =) ... (t —a).

Il résulte de maniere évidente de la formule (9) que, de méme que K/k,
I'extension k(x)/k est auss séparable. Puisque le polyndme minimal ¢ est
ass le polynbme caractéristique de a dans I'extenson k(w)/k, dors, d'aprés

les théorémes 7 et 8

m
Tri@u(d’) = ?“f:
§=1

é par qitelediscriminant D=D (1, & ..., am %) delabael, a, . . . , am-1
de I'extension k(«)/k S écrit

m
D = det (Za]‘ +i)0<i,j<m_1= det(mi)-det( al) = H (ai_ aj)z.
5=1

0<i,j<sm—-1
Mais D # 0, d' ou «; # «; et nous avons établi le résultat suivant.

THEGREME 9. — Le polyndme minimal de tout élément d’une extension
séparable n'a pas de racine multiple (dens tout corps ol il se décompose en
facteurs  linéaires).

THEcREME 10 (théoreéme de I’ @ément primitif). — Toute extension finie
séparable K/k est monogeéne, i. e. il existe un élément 6 tel que K = k(0).

THEGREME 11. — Pour toute extension finie séparable de degré n, il existe
n isomorphismes (et n seulement) de Pextension Q/k laissant fixe tout élément
de k. Si 63,. .., g, sont ces isomorphismes, pour tout élément a € K, le poly-
ndme caractéristique f(t) admet dans € la décomposition

Jlt) =(t = a(0)) (1 — %)) . . . (2~ 6,(x)).

Les éléments o,(), . . ., &(a) (appartenant au corps Cl) sont appelés les
conjugués de I'dément a € K. Les images o,(K), . . ., 0,(K) du corps K par
les isomorphismes s; sont appelés corps conjugués du corps K. Si 6 est un
éément primitif du corps K/k, il est évident que 6(K) = k(s(0)).
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CoroLLAl RE 1. — Avec ces notations, nous avons

Niu(@) = 61(2) 0(er) . . . 04(a)
Trgu(@) = 61(0) + ox(@) + . .. + oa).

CoraLLAl RE 2. -Pour toute extension finie de degré n du corps des nombres
rationnels, il existe exactement n isomorphismes dans le corps des nombres
complexes.

Soit @, . . . . @, une base de K/k. Puisque

n

Tr ((.\),‘(l)j) = ch(mi)cs(wj)a

§=1

la matrice (Tr (w,w;)) est égale au produit des matrices (o)) (o,{w;))
(le prime dgnifie la trangpodtion) & par slite on a la formule suivante :

Dey, . ... o) = (det (o)™ (15)

EXERCICES

1. Soit © = Kk(x) le corps des fonctions rationnelles en x a coefficients dans le
corps k. Démontrer que tout dément de Q qui n'gppartient pas 3 k est transcen-
dant sur k.

2. Soit k @ K < L une chaine d'extensons finies. Pour tout 6 e L, é&dblir la
formule

N (N x(0)) = N0

(Supposer tout d'abord que L = K(8) et prendre comme base de I'extension Ljk
la base w;8/, oll o; et une base de K/k).

3. Trouver un dément primitif pour I'extension Q(1/2, 4/3) du corps Q des
nombres rationnels et I'exprimer avec les nombres 4/2 et /3.

4. Démontrer gu'une extension finie K/k est monogéne S e seulement S pour
cette extenson il Nexise qu'un nombre fini de corps conjugués.

5. Soit k un corps quelconque de caractéristique p # 0. Démontrer que le
polynéme f(t) = +# — ¢t — a (a € k) ou bien se décompose en un produit de fac-
teurs linéaires dans le corps k ou bien est irréductible. Montrer de plus que, dans
le deuxiéme cas, I'extenson k(8)/k, oli f(8) = 0, et séparable.

6. Soient k, un corps de Caractéristique~ # 0 et k = k,(x) le corps des fonctions

rationnelles en x a coefficients dans k,. Montrer que le polyndme f(t) = ? — x
e irréductible dans I'anneau k[t]. Démontrer de plus que I'extenson k(9)/k,
ou f(0) = 0, N'est pas séparable.

7. Démontrer que g, pour une extension finie K /k de degré n, il existe n isomor-
phismes digtincts dans une extenson Qk, laissant invariants les déments de k,
dors I'extension K [k est séparable.
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8. Soit k un corps quelconque de caractéristique # p contenant une racine
primitive d'ordre p de 1. Démontrer que S un édément a € k nN'est pas égd ala
puissance pitme d'un dément de k, aors :

*(/®) : k) =p.

9. Soient K /k une extension finie séparable et ¢ une forme linéaire sur | espace
veelactoriel K sur le corps k. Démontrer qu'il existe dans le corps K un dément a
td que

#(€) = Trg(af), £ek,

§ 3. — CORPS FINIS

Un corps X est dit fini Sil ne contient qu'un nombre fini o @éments. Un
exemple de corps fini est le corps Z/pZ = F, des classes résiduelles modulo
un nombre premier p dans I'aneau Z des entiers rationnels. Tous ces corps
ont une caractéridique qui est un nombre premier e S la caactéigique
d'un corps fini £ est égale a p, dors ce corps contient un sous-corps premier
(nadmettant pas de sous-corps propre), qui est isomorphe au corps F,.
Cest pourquoi on peut consdérer que F, < X, L'extenson X/F, et finig
S sondegréestégd am ets @y, .. ., Gy et une base de T sur Fy, tout dé
ment £ € I séait de maniére unique £ = ¢y + . . .+ Cputoy, OU les ¢; par-
courent, indépendamment I'un de l'autre les p déments de F,. Puisque le
nombre de ces combinaisons linéaires est égal & p™, cela démontre que
le nombre d’éléments d’un corps fini est égal & une puissance de sa caracté-
ristique.

Le groupe multiplicatif X* du corps fini ¥ est un groupe abélien fini.
Précisons sa dructure.

Lemme. — Tout sous-groupe G du groupe multiplicatif K* d’un corps fini K
est cyclique.

DEMONSTRATION. — Montrons tout d’abord que s, dans un groupe abé-
lien G, il exise des déments dordres m et n, dors il exige égdement dans G
un dément dont I'ordre et égd au plus petit commun multiple k des nom-
bres m et n. Supposons que les déments x e y de G sont d ordres respectifs m
e n S (mn) =1 leproduit xy est dordre k = mn. Dans le cas généd,
utilisons les décompostions canoniques des nombres m e n comme produit
de puissances de nombres premiers; nous pouvons les écrire sous la forme

m = mym,, N = nygny

tls que (M,, ny) = 1 et k = myny. Les déments x™ et y™m sont d'ordres
respectifs m, et n, e leur produit x™ ym est d'ordre kK = ngm,.
Soit maintenant un sous-groupe fini d’ordre g du groupe multiplicatif
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du corps K. Si mest le plus grand des ordres des éléments du groupe G,
il est clair que m< g. D'autre part, d apres ce qui précede, I’ ordre de tout
dément de G divie m, i. e tous les éments du groupe G sont des racines
du polyndme ¢ «- 1. Mais, dans un corps, un polyndme de degré m ne
peut avoir plus de m racines, d'oll g < m. Aind g = m €t cdla signifie que
le groupe G est cyclique

Appliquant le lemme ci-dessus au cas d'un corps fini, nous obtenons :

THEOREME 1. — Le groupe multiplicatif d'un corps fini & p™ éléments est
un groupe cyclique d’ordre pm-1,

COROLLAIRE. — Toute extension finie d'un corps fini est monogéne.

En effet, 5 6 est un dément du groupe X*, dors il est évident que F,(8)=ZX.
Pour tout corps intermédiaire Z,, on a donc Z,(8) = Z,

Du théoréme 1 découle auss que tous les ééments de ¥ sont les racines
du polyndme ¢#™ — ¢ e puisque le degré de ce polyndme est éga au nombre
d'déments de £ on a dans I'aneau Z[¢] la décomposition

—t=_ ()
e
(¢ parcourt tous les déments du corps C).

THEOREME 2. — Pour tout entier premier p et pour tout entier naturel m,
il existe un corps fini et un seul & isomorphisme prés, contenant p™ éléments.

DEMONSTRATION. — D’aprés le corollaire du théoréme 5, £ 2, il exige une
extension Q/F, dans laquelle le polyndéme 7™ — ¢ se décompose en facteurs
lindaires. Désignons par T |’ensemble de toutes ces racines (contenues
dans Q). Puisque dans tout corps de caractéristique p, on a la formule

(XL y)" = X" £ ",

la somme et la différence de deux ééments de Y sont encore des ééments
de =. L'ensamble T et femé auss par rapport aux opérations de multipli-
caion e de divison (par un divissur non nul). Par slite £ et un sous-corps
du corps Q. Le polynéme ¢#" — ¢ n"a pas de racines multiples (puisgue sa
dérivée pmpp"-1— 1= — 1 n'est nulle pour aucune valeur de t); ans
contient pm dément. Ceci démontre I'existence d'un corps fini a pm deéments.
Soient maintenant T et £’ deux extensions de degré m de F,. Choisissons
dans = un dément primitif 6 (corollare du théoréme 1) et désignons par o(t)
son polyndme minimal. Puisgue ¢(f) est un diviseur du polyndme ¢#™ — ¢
et que ce dernier est décomposable dans =’ en facteurs linéaires, alors ¢(t)
aune racine §' € X', L’extension F,(6")/F, est de degré égal au degré du
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polyndme ¢(#), i. e m; par siite, F,(8") = Y. L'existence de I'isomorphisme
des corps X et 2’ résulte dors du théoreme 4, § 2.

On désgne habitudlement par GF(p™) ou Fp,,, le corps fini & pm déments
(appelé corps de Gdoais).

CorLLAIRE. = Sur tout corps fini £, = GF(p"), il existe des polyndmes
irréductibles de degré n quelconque.

En effet, p" — 1 et un diviseur de p™ — 1 e par suite toutes les racines

du polyndme ¢#' — ¢ dans le corps ¥ = GF(p™) congtituent un sous-corps
isomorphe au corps X, Nous pouvons donc considérer que Z, < Z. Le
polyndme minima dun dément primitif quelconque § € X par rapport a I,
et un polyndme irréductible de I'anneau %,[t], de degré n puisque

C =& FLm_,

C:F) o
Remarquons pour terminer que pour quun anneau commutaif fini ot
un corps, il suffit quil n'at pas de divissur de zé&o. En effet, soit D un anneau
commutatif fini sans diviseurs de z&o e soit a un dément différent de zé&o
de D. S ax; = ax,, dors (x; — x) = 0, dou x;, = X,; adnd, 9 x, # X,
les produits ax; et gx, sont auss didincts e cda sgnifie le produit ax par-
court avec X tous les déments de I'aneau D. Mais dors pour tout b # 0
‘I'équation ax = b et résoluble dans D, i. e tous les déments non nuls de

lanneau O condituent un groupe multiplicatif.

EXERCICES

1. Montrer que le nombre r(m) de polyndmes irréductibles de degré m didtincts
de I'anneau F,[¢] de coefficients dominants égaux a 1 sexprime par la formule

m ‘%m D
(d parcourt tous les diviseurs du nombre m et (k) désigne la fonction de Moghius).
2. Trouver tous les polyndmes irréductibles de degré 2 sur le corps F; = GF(5)

3. Montrer que le corps GF(pm) est contenu dans le corps GF(p») (au sens d'un
plongement isomorphe) § e seulement S min.

4. Quel est le degré sur F, du corps de décomposition du polyndme " = 1 ?
5. Soit & = GF(pm). Montrer que les gpplications

r(m) =

o, f > &P, fex (=01, ...m- 1)

sont des automorphismes deux a deux distincts du corps Z et que tout automor-
phisme de ¥ coincide avec un des s;.
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6. Soient £, = GF(p’) et Z une e<tenson finie de degré n de Z,. Démontrer

que les applications £ —~ £7", Ee£ (=0, 1,. .., n—1), condituent un systéme

complet de » automorphismes deux a deux digincts de X lassat invariant les
ééments de Z,. Montrer que le polyndme caracteritique f¢(¢) d'un éément £ € ¥
pour I'extenson £/T, admet dans le corps T la deoompostlon

L=t —00—e). . (=)
ol g = pr (utiliser le théoréme 8 du § 2). En déduire que

Trz/zu(a =E+ET+ ...+ 5‘7"_1, NE/E‘,(E) —grat +art

7. Démontrer que toute extension finie d'un corps fini est sfparable.

8. Avec les notations de I'exercice 6, démontrer que tout dément du corps Z,
es la norme d'un certain dément de =.

9. Soient £ = GF(p™), p™ = g, « € X. Démontrer que I'équation £ — £ = a
est résoluble dans le corps £ § e seulement § a+ of - . .. + a4 1 =,

10. Soit £ une racine primitive de 1 d'ordre premier p. Puisque les déments du
sous-corps premier £, = GF(p) du corps £ = GF(pm) sont des classes résiduelles
de I’anneau des nombres entiers retionnels modulo p, lapuissance €Tr v a un sens
pour tout y € I (la trace et considérée dans I'extension Z/%;). Démontrer que

0 S a#0,

m

D s a=0.

eTr Ea —

EcX

11. Soient y un caractére du groupe multiplicatif du corps £ = GF(pm), pm = q
(pour la définition des caractéres, cf. § 5). Prolongeons y atout le corps X en posant
7(0) = 0. L’expression

o = D BT (we),
Eex

qui est un nombre complexe, et gopelé une somme de Gauss du corps fini Z.
Supposant que le caractére y est différent du caractére unité y,, démontrer les
formules

Ta(x) = X(d)_l TI(X)’ o« # 0 H
%) | = Va, w0

D=0

12. Soit p # 2. Puisque tous les carés du groupe multiplicatif X* du corps
£ = GF(pm) forment un sous-groupe d'indice 2, dors, posant f(x) =+ 15 a # 0
est un carré e () = — 1 dans le cas contraire nous obtenons un caractére ¢ du
groupe Z*, Démontrer, pour «f # O,
(@) 1) = U~ aB)p™.
13. Démontrer, pour a # 0, la relaion
PR GELEESE

el
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14. Soit f(x,, - . ., x,) une forme quadratique non singuliére, de dé&erminant 3,
a coefficients dans £ = GF(pm), pm = ¢, p # 2 et 0it a un dément quelconque
de Z. Démontrer que le nombre N de solutions dans X de I'équation

fr o x) =
sexprime par les formules
N = g% + ¢"U(— 1)ud), S n=2+1,
N=¢""4 o 'Y(— 1)¥8),si n= 2r
aveCw=-—=1poura#0et w=¢g—1pour a=0.

15. Soient p et ¢ des nombres rationnels premiers impairs distincts. Nous dési-
gnerons par la méme lettre x les classes résdudles d'un entier x dans les corps
GF(p) e GHF@). Choisssons une extenson A du corps GH(Q) dans lagudle le

polyndme t? — 1 se décompose en facteurs linéaires et désignons par ¢ une racine
primitive d'ordre p de 1 appartenant 4 A. Le symbole de Legendr * coincide,
Cest clair, avec le caractére {(x) du corps GF(p) introduit dans ’exercice 12.

Puisque ses valeurs sont 4+ 1, on peut consdérer que (; € A. Démontrer que la
« somme de Gauss »

7= Z X e
xeGF(p)
du corps GF(p) vérifie les égdlités :
p-1
2=(-1)°%p )
q
. (E)T. Q)

g1
16. Utilisat la vdeur(‘l) = p * dusymbole de Legendre dans le corps GF(g),
déduire des formules (1) et (2) la loi de réciprocité de Gauss :

-1 g-1

()= )

§ 4. — NOTIONS SUR LES ANNEAUX COMMUTATIFS

Dans ce paragrgphe, nous entendrons par anneau un anneau commutatif
avec dément unité 1 et sans diviseurs de zéro.

1) Divisibilité dans les anneaux

Soit P un anneau. S pour des déments a et B # 0 de D il exige un dé
ment £ € D tel que BE = a on dit que a ext divisble par 8 (ou que B divise a)
et on éorit 8 [a Puisgue D na pas de diviseurs de zéro, I'égdité B = a
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définit de maniére unique I’'éément &. La notion de divisibilité dans un
anneall quelconque posstde, c'est dar, les propriéés de la divighilité pour
les entiers rationnels. Par exemple, S v/B €t B/«, dors y/a.

Un dément e D qui est un diviseur de I’éément 1 s appelle une unité
de l'annea D (ou éément invershle).

THEOREME 1. == Les unités d'un anneau D constituent un groupe multipli-
catif.

DEmonstraTIoN. — SOit E I'ensemble de toutes les unites de I'aneau D.
ScecEetneE alorses’ =1et oy =1 pour e,y € D; mais alors

() ) =1

et par suiteen € E. Puisque 1 € E et que pour toute unité « il existe un €lé-
ment ¢’ défini par |'égditéee’ = 1, alors - € E et E est donc un groupe.

Des ééments a# 0 et 8 # 0 de I'anneau D sont dits associés Sils sont
divisbles|'un par I’autre. Des égalitésa= B et B = an(§, v € D), il résulte
que a= afy, d'ol 1 = &y (puisque a # 0 et qu'il n'y a pas de diviseurs
de z&o dans I'anneau). Aing, dire que deux ééments non nuls sont associés
dgnifie qu'ils different I'un de l'autre par un facteur qui et une unité de D,

Soit . # 0 un @ément de I’anneau D qui N’ est pas une unité. On dit que
deux ééments a et B de D sont congrus modulo ¢ et on écrit a = 8 (mod w),
S la différence cc — B et divisble par u. Cette notion de congruence véifie
les propriétés habituelles des congruences dans I’anneau des nombres
entiers. Pour tout ae D, on désigne par « I’ensemble de tous les ééments
de D congrus aamodulo . L’ ensemble « est appelé une classe résiduelle
modulo p.. L’ égdité « = § est satisfaite, c'est clair, S et seulement s a=
(mod ). On peut définir la somme et le produit de deux classes dans I'ensem-
ble des classes résiduelles modulo ¢ en posant

atB=afB  af -

Puisque la rdation de congruence est compdible avec I'addition e la multi-
plication de I'anneau D, la somme et le produit des classes ainsi définis ne
dépendent pas du choix des représentants « et g. Une simple vérification
montre que I'ensemble de toutes les classes réddueles modulo . condtitue
un anneau commutatif pour les opérations ci-dessus, a élément unité 1
(Cest vra méme Sil y a des divisaurs de zé&o). Cet anneau Sappelle I'anneau
des classes résdudles modulo .

Si dans chaque classe résiduelle modulo w on choisit un représentant,
I’ensemble S de ces @éments s appelle un systéme complet de résidus
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modulo . Un systéme complet de réddus S et donc caractérisé par le fait
que tout éément de I’ anneau D est congru modulo p. & un élément de S et
un seul.

2) ldéaux

Un sous-ensemble A d'un anneau D s appelle un idéal s ¢'est un sous-
groupe du groupe additif de I’anneau D et si pour tout ae A et tout £ € D,
le produit Z« appartient & A. L’ensemble réduit & I'dément z&o et I'anneau 9
tout entier constituent des exemples triviaux d’idéaux (appel és respective-
ment idéa nul et idéal unité).

Soient «y, . . ., a des ééments quelconques de I'aneau D. Il et évident
gue I'ensemble A de toutes les combinaisons linéaires

Gty + &2 4, L+ £,
de ces déments & coefficients &, ¢ D ext un idéd de 'aneau D, appelé idéd
engendré par lesédémentsa, . . . , a,, €t désignépar A = (ay, . .., «,,).L€S
démentsay, ..., a sont appelés des générateurs de I'idéal A. Dans le cas

général, il n’existe pas pour tout idéal de systéme fini de générateurs. Un
idéal A et dit principal S'il admet un systéme de générateurs formé d’un
seul édément, i. e Sil est delaforme A = (a). Il est clair que tout idéal
principal non nul (@) est égal al’ ensemble des ééments de |’ anneau D qui
sont divisibles par a. Les idéaux nul et unité sont principaux : I'idéal nul
et engendré par 0 e I'idéd unité par une unité quelconque ¢ de I'anneau D.
Deux idéaux principaux («) et (8) coincident si et seulement s a et B sont
associés.

Soient A et B deux idéaux d'un anneau 9. L’ensemble de tous les élé-
ments £ € D de laforme

EE“IBI"‘...‘I'OCSB.Y

oua;eA, B eB (s> 1) est encore un idéa dans D, que nous appellerons
I'idéal produit des idéaux A et B; il sera désigné par AB. Puisque la multi-
plication des idéaux et commutative e asociative, les idéaux de I'anneau @)
(commutatif) constituent un monoide pour cette opération.

Deux éléments a et 8 de D sont dits congrus modulo un idéal A et on
note a= 8 (mod A), s la différence a — g appartient aA,i.e. s aeth
gopatiennent & la méme clase ré&ddudle rdative au sous-groupe additif A.
Il est clair que la congruence a= g (mod A) est satisfaite s et seulement
s o= B, en désignant par y la classe résiduelle relative au sous-groupe A
qui contient y € D. La relation de congruence modulo un idéal, dans le
cas dun idéd principa () coincide avec la congruence modulo I’élément w
(cf. 1)). Conddérons le groupe D/A quotient du groupe additif de I'aneau D
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par le sous-groupe A. Dans le cas ou A est un idéal, on peut définir une
multiplication dans e groupe quotient D/A : pour « et § dans D/A, posons

aB = of.
Sa=aetp =8, dors dapres |'égdité
B — oaff = (B — B) + Blay — @)

et puisque «, — a et §, — B appartiennent & A, on a o8, = «8 (Mmod A)
(ic le fat que A soit un idéd est essentiel) et cda signifie que le produit «,8
ne dépend pas du choix des représentants a et 8. Il et facile de vérifier que
le groupe quotient D/A est un anneau pour cette multiplication et pour
I’addition o« + B = a + B. L’anneau D/A est appelé anneau quotient de
I’anneau D par I'idéal A. Dans le cas d'un idéal principa (w), I'anneau
guotient /() N’ est autre que I’anneau des classes résiduelles modulo .

3) Eléments entiers

Tout anneau U, (commutatif et sans diviseurs de zéro) peut étre plongé
dans un corps. Pour montrer ce résultat, consdérons I'ensemble de toutes

Iesfractionsformellesg, ou aet b sont des ééments de ‘U et b+# 0. Deux

fractions g et 3 seront dites égales i et seulement i ad = be. Définissons

I’addition et la multiplication par les formules

a c¢ ad+ b
bTd= bd

c_ ac

a t_x
b d bd’

Il est facile de vérifier que ces opérations sont compatibles avec | égalité
et que I’ensemble de toutes les fractions considérées est ains muni d’ une
structure de corps; désignons ce corps par k,. Si nous identifions les frac-

tions ‘-11 = a?c c#0al'édément ae ‘U, aors U est un sous-anneau du

corps k,. Tout élément de k, est alors le quotient de deux éléments de ‘U.
Soit maintenant @ un corps quelconque contenant U comme sous-

anneau. L’ ensemble k de tous les quotientsb,E ou a beU (b #0) est un

sous-corps du corps €. Ce sous-corps est appelé corps des fractions de
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I’anneau U (il est facile de voir que le corps k est isomorphe au corps k&,
congtruit ci-dessus et quiil et défini par I'anneau W, de maniére unique (& un
isomorphisme prés).

DEFINITION. ~ SOit UN gnneau . contenu dans un corps Q. Un éiément o € Q
est dit entier sur U S c'est une racine d'un polyndme a coefficients dans U, et
dont le coefficient dominant est égal a 1.

Puisque tout éément a e, et racine du polyndme t — a dors tout éé
ment de U est entier sur ‘U.

Soient @, . . . , 0, des déments quelconques de Q. L'ensemble M de toutes
les combinaisons linéaires ayw, + . . . + a,w,, a coefficients ¢, W, est
appelé un ‘U-module de type fini dans Q et les déments e, . . . , @, SONt
gopelés des générateurs du ‘XL-module M. Puisque 1 €9k, tous les w; appar-
tiennent aM.

Lewe 1. — S un ‘-U-module de type fini M est un anneau, alors tous ses
ééments sont entiers sur UW.

DEmonsTrRATION. — NOUS pouvons bien entendu supposer qu’aucun
des »; n'est nul. Soit a un élément quelconque de M. Puisgue pour tout i
le produit «w; appartient a M, aors

m
aw; = Zaijw,-, a; e U, (i=1,..., m.
j=1

Il en résulte que det («E - (a;)) = O (E est la matrice unité d’ ordre n).
Ains I'élément a est racine du polyndéme f(t) = det (tE — (ay)) & coeffi-
cients dans U et dont le coefficient dominant et 1. Cea démontre le lemme.

THEoREME 2. — L'ensemble D de tous les éléments de Q entiers sur U est
un anneaul.

DEmonsTrATION. — || faut montrer que la somme, la différence et le
produit de deux déments entiers « et § de Q sont auss des déments entiers.
S a e p sont respectivement des racines des polyndmes

"m— g tm1— . .. -a, tn— bt — by
ol a et b; €W, dors
o= a + a2“+' S am“m—l’ gn: b1+b13+ ot ann_l.

Il en résulte facilement que le ‘U-module constitué par toutes les combi-
naisons linéaires des produits

«f 0<i<m 0<j<m) )




APPENDICE ALGEBRIQUE 463

a coefficients dans W, est un anneau (puisgue les produits «%g/ pour k >0
et / = 0 s écrivent comme des combinaisons linéaires des ééments (1) a
coefficients dans ‘U). D'aprés le lemme 1, tous les ééments de cet anneau
sont donc entiers sur W; en particulier, « 4- § et «f sont entiers. Le théo-
reme 2 est démontré

DEFINITION. — Soit U, un sous-anneau d'un corps €. L’ensemble D de tous
les éléments de Q entiers sur U s'appelle la fermeture intégrale de I'anneau U
dans le corps Q,

DEFINITION. — Un sous-anneau 9D, d’un corps K est dit intégralement
fermé dans K si sa fermeture intégrale dans K coincide avec D,.

On dit dmplement que l'amneau U, est intégralement clos Sil ex intégra
lement fermé dans son corps des fractions.

THEOREME 3. — Soit U, un sous-anneau d’un corps Q. La fermeture inté-
grale D de l'anneau U, dans le corps est intégralement fermée dans Q.

DEmonsTRaTION. — Soit 6 un éément quelconque de Q entier sur D donc
tel que

6" = o, + a0 + . ..+ a B ¥))

ou tous les «; appartiennent a D. |l faut démontrer que 6 € D. Pour tout

i=1,....n, il existeun entier mtel quel’on ait | égalité
o= Zaua{ - a, eW ®3)
j=1

(puisque o; est entier sur Wb). Considérons le ‘U-module M engendré par
les produits
at . ol O <k <m, 0<k=<n). @)

1

Il réstite fecilement de (2) et (3) que tout prodit o . . . &0’ avec des expo-

sants positifs s exprime comme combinaison linéaire des éléments (4) a
coefficients dans U et cela signifie que le module M est un aneau. D'aprés
le lemme 1, tous les ééments de M sont donc entiers sur ‘U. En particulier,
0 est entier, C. Q. F. D.

LEMME 2. — Soit ‘U un anneau intégralement clos (dans son corps des
fractions k) et supposons que le coefficient dominant d’unpolyndmef (t) e“W[¢]
est égald 1. Si le coefficient dominant d'undiviseur q(t) € K[t] du polynome f(t)
est égal a 1, alors o(t) € W[t].
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DEmonsTRATION. — Considérons une extension Q/k du corps k dans
laguelle f(t) se décompose en facteurs linéaires (corollaire du théoréme 5,
§ 2). Toutes les racines de f(t) appartiennent a la fermeture intégrale D
de I"anneau U, dans le corps €. En particulier, toutes les racines de ¢(¢)
appartiennent a |’ anneau D. Mais il résulte de la décomposition

o) =(=y)... =)
que tous les coefficients de ¢(t) appartiennent a D et puisque D N k = Us

(puisque W est intégralement clos), ces coefficients appartiennent a ..
C.Q.F.D.

Du lemme 2 découle de maniére évidente le théoréme suivant.

THEOREME 4. — Soit U, un anneau intégralement clos (dans son corps des
fractions) et soit Q/k une extension algébrique du corps k. Pour qu’un élé-
ment « e () soit entier sur W, i/ faut et il suffit que tous les coefficients de son
polyndme minimal appartiennent & “W.

EXERCICES

1 Unidéd A d'un anneau D et dit maximd 9§ A # D et d tout idéd B conte-
nant A (i. e td que A ¢ B < D) coincide soit avec A soit avec D, Démontrer
qu'un ided A est maxima s et seulement I'anneau quotient D/A est un corps.

2. Démontrer que S un anneau O est intégrdement clos, dors I'anneau O[¢]
des polyndmes & coefficients dans O et auss intégrdement clos.

§ 5. — CARACTERES

Dans ce paragraphe, nous exposerons quelques notions relatives aux
caractéres des groupes abéliens finis et aux caractéres modulaires.

1) Structure des groupes abéliens finis

La structure des groupes abdliens finis quelconques est décrite par le
théoréme suivant (cf. par exemple M. Hal, Theory of groups, New York,
The MacMillan Company, 1959).

THEoREME 1. — Tout groupe abélien fini peut se représenter comme produit
direct de sous-groupes cycliques.

En accord avec les exercices 1 et 2, un groupe cyclique fini n'est pas décom-
possble en produit direct de sous-groupes propres s et seulement S son
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ordre est une puissance d'un nombre premier. Par suite, S dans la décom-
postion d'un groupe &bdlien fini queconque G en produit direct,

G=A X...X A

les facteurs cycliques A; ne sont pas décomposables, dors leurs ordres sont
des puissances de nombres premiers. La décomposition du groupe G en
produit direct n'est pas définie de maniére unique par ses facteurs non décom-

posables. Cependant, I’ ensemble des ordres des facteurs non décomposa-
bles A, est défini de maniére unique par le groupe G. Ces ordres, qui sont
des puissances de nombres premiers, s appellent les invariants du groupe

abdien fini. Le produit de tous les invariants d' un groupe donné est égal a
son ordre.

2) Caracteres des groupes abéliens finis

DEFINITION. — On appelle caractére d’un groupe abélien fini G tout
homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif du corps des hombres
complexes.

Autrement dit, un caractére du groupe G est une fonction y sur G, a
vdeurs complexes, ne Sannulant pas e tele que

xCey) = x(0) x(») ¢y)

pour x, y € G
Puisque pour tout homomorphisme de groupe, I'éément unité a pour
image I'unité, aors (1) = 1; s I'dtment x € G est d’ ordre k, alors

() = 2(x9) =1, @

i. e y(x) est une racine kitme de 1. S m est le plus grand des ordres des
éléments du groupe G, alors, d aprés I exercice 3, I’ ordre de tout élément
de G et un diviseur de m. Toute vaeur x(x) et donc une racine dordre m
de 1 e par suite on peut définir les caractéres comme les homomorphismes
de G dans le groupe des recines mitmes de 1.

Représentons le groupe G comme un produit direct de sous-groupes
cycliques :

G= {a} x...x {a}

Puisque tout dément x € G peut Sécrire sous la forme
x=al. .. ay 3)
aors, d'apres (1),

1) = x(@) . .. x(a)s;
BOREVITCH 30
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and, le caractére x et complétement déterminé par les vaeurs y(ay), . . . . x(as).
S g; est d' ordre m;, d' apres (2), x(a;) est une racine d' ordre m; de 1. Réci-
proguement, choisissons pour tout i = 1, . . ., § une racine quelconque ;
d'ordre m; de 1 et pour tout élément x e G représenté sous la forme (3),
posons

X() =€, ()

5

11 egt fecile de voir que la vaeur (4) ne dépend pas du choix des exposants k;
dans la décomposition (3) (chague exposant k est défini modulo m;) et
gue lafonction y ains définie sur G satisfait a la condition (1) et par suite
est un caractére du groupe G. On peut choidr la recine e; de m; maniéres e
par suite nous avons m, . . . m, fonctions y distinctes du type (4). Ceci
démontre le théoreme suivant.

THEOREME 2. — Le nombre des caractéres d’un groupe abélien fini est égal
a son ordre.

Définissons la multiplication des caracteres. Pour deux caractéres y et '
du groupe G, posons

(xx) () = () X'(x),  xeG.
Il est évident que lafonction yy’' est encore un caractére du groupe G. Le
caractere y, tel que o(x) = 1 pour tout X € G est appelé caractére unité.

Il est clair que xxo =  pour tout caractére x. Si pour tout caractére y du
groupe G nous posons

x(x) = x(x), xeG

(x(x) est le nombre complexe conjugué de x(x)), aors la fonction y ains
définie est un caractére du groupe G tel que yy = y,. Puisque la multipli-
cation des caractéres et associdive, I'ensemble de tous les caracteres forme
un groupe pour la multiplication ci-dessus.

Soit G = { a } un groupe cyclique d'ordre m & soit & une racine primitive
d’ordre m de 1 fixée. Désignons par x le caractére du groupe G tel que

wa)=¢  (d'oly(ak) = &),

Puisque y(a) = <, les caractéres yo = ¥™, %, ¥% . . ., x™1 sont deux a
deux digtincts et par suite épuisent tout le groupe des caractéres du groupe G.
Ainsi, nous voyons que le groupe des caractéres d' un groupe cyclique fini
est auss cyclique. Dans le cas général, on peut facilement démontrer le
théoreme suivant : tout groupe abélien fini est isomorphe au groupe de ses
caracteres.

Dans un groupe abélien G d ordre n, considérons un sous-groupe H
d’ordre m. Si on considére larestriction a H d'un caractére du groupe G,
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il est clair que cette fonction est un caractére du groupe H; désignons-le
par’i. Il est clar que I'applicetion y — fest un homomorphisme du groupe X
des caractéres du groupe G dans le groupe Y des caractéres du sous-
groupe H; soit A son noyau. Les caractéres y € A sont caractérisés par le
fait quey(z) =1 pour tout ze H. Si y € A et x, X appartiennent ala méme
clase réddudle de G sdon H, il es dar que x(x) = x(x"). Posant x(X)=x(x),
X € A e x clase résdudle de x dans G sdon H, nous avons une fonction y,
sur le groupe quotient G/H et cette fonction est un caractére du groupe G/H.
Réciproguement, s & et un caactere quelconque du groupe quotient G/H,
posant

X(.X) = q’(;), Xe€ G:
nous obtenons un caractére y € A tel que y = . Puisque par I’ application
1 — x (x € A), a des caractéres digtincts de A correspondent des caractéres
distincts du groupe G/H, nous avons établi que le nombre de caractéres x
de A et égd au nombre de caractéres du groupe G/H, i. e. égd a n (théo-
m

réme 2). Mais, dans ce cas, I'image du groupe X par |I"homomorphisme
X —fi (du groupe X dans le groupe Y) est d'ordre  : % = m €t puisque,
d' aprés le théoréme 2, le groupe Y est aussi d’ ordre m, dors cette image
est égde & Y. Cea sgnifie que tout caractére du groupe H est de la forme'y
pour un certain caractere y du groupe G. Il est clair que le nombre des
caractéres x € X qui induisent le méme caractére sur H est égd a g = (G : H).
Ceci démontre le théoréme suivant :

THEREME 3. — Soit G un groupe gbélien fini et H un sous-groupe. Tout
caractére du groupe H est prolongeable en un caractere du groupe G et le
nombre de ces prolongements est égal a I'indice (G : H).

CoraLLARE 1. — Si x est un élément de G différent de I'unité, il existe
un caracteére y du groupe G tel que x(x) # 1.

En effet, considérons le groupe cyclique { x } = H. Puisgue son ordre
est > 1, dorsil existe un caractére y’ sur H différent du caractére unité et
donc tel que y'(x) # 1. Prolongeant »’ en un caractére de groupe G, nous
obtenons ans le caactere x  demandé.

CRaLARE 2. — Si un élément x € G n'appartient pas a un sous-groupe H,
alors il existe un caractére y du groupe G tel que y(x)# 1 et y(z) = 1 pour
tout z € H.

En effet, on peut prolonger le caractére unité du groupe H en un carac-




468 APPENDICE ALGEBRIQUE

tere différent du caractére unité du sous-groupe { X, H }, qui se prolonge
ason tour en un caractére du groupe G.
Etablissons maintenant quelques relations. S y, est le caractére unité,

alors yo(x) = 1 pour tout X ¢ G et par suite Z Yo(x) = m, OU p est |’ordre

xeG
du groupe G. Supposons que le caractére x est différent de y,, i. € y(z) # 1

pour un cetan z € G. S x pacourt tous les édéments du groupe G, zx pa-

court aussi tous les éléments de G; posant S = z ¥(x), nous aurons donc
xeG

s = Zx(zx) = y(2)S.

xeG
Puisque x(z) # 1, cette égdité n'est posshle que § S = 0. Aind nous avons
établi laformule :
S nosi X= %o
= 5
;x(x) —( 0 si ¥y # % )

La vdeur de chaque caractére sur I'éément unité du groupe et égde a 1
et par suite ZX(I) = pn (y parcourt ici tous les caractéres du groupe G).
b4

Posons T = > y(x). D'aprés le corollaire 1 du théoréme 3, il eiste un carac-

X
tere y' tel quey'(x) # 1 (3 X # 1). Le produit y'y parcourt en méme temps
gue ¢ tous les caracteres du groupe G, d' ol

T= Z(x’x)ﬁc) - Zx’(x) $(xX) = YT,

et puisque y'(x) # 1, onaT = 0. On adonc établi la formule
n si x=1
’ 6
Z"(x) :? 0 si X#1 ©

3) Caracteres modulaires

Pour tout nombre entier naturel m, désignons par G,, le groupe multi-
plicatif des clases résdudles modulo m des entiers rationnels relativement

premiers avec m Nous désignerons par a la dasse résduele de a modulo m
A tout caractére x du groupe G,, Nous pouvons associer la fonction y*
définie sur I'ensemble des nombres a premiers avec m par la formule

*(@) = x(a).
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Prolongeons cette fonction x* & 1’ensemble de tous les entiers rationnels
en posant x*(@) = 0 § a & m ne sont pas premiers entre eux. La fonction y*
ans définie (sur I'ensemble des entiers rationnels) et appelée un caractére
modulaire modulo m. Dans la suite, nous désignerons y* par la méme lettre
que le caractere du groupe G,, qui I'engendre. |l est clair que des caractéres
distincts du groupe G,, engendrent des caractéres modulaires distincts et
par suite le nombre de caracteres modulaires modulo m est égal a@(m).

De cette définition découlent facilement les propriétés suivantes des carac-
téres modulaires :

10 pour tout entier rationnd a, la vaeur y(a) est un nombre complexe
et y(a) # 0 S et seulement S a est relativement premier avec m;

205 a=a (mod m), dors y(a) = x(a');

3o pour tout couple d’entiers rationnels a et b, on a y(ab) = y(a) x(b).

Montrons que les caracteres modulaires sont entirement caractérisés par
ces trois propriétés. En effet, soit n une fonction satisfaisant aux condi-
tions 19, 2¢ et 3°. Pour toute classe a € G, (3, m) = 1, posons x(a) = n(a);
d aprés 29, la vaeur y(a) ne dépend pas du choix du représentant a et est
différente de O d'aprés 10, En outre, S (g, m) = 1 & (b,m) = 1, on a d'gores
la condition 3e,

xab) = y(ab) = n(ab) = n(a) n(b) =x(@) x(b).

Aing, y est un caractére du groupe G,, €t le caractére y* qu'il engendre
coincide avec la fonction 7.

Soit m’ un entier naturel divisible par m. Nous pouvons associer a tout
caractére y modulo m un certain caractére y' modulo m’: s aest relative-
ment premier & m’ (et par uite auss & m), posons (@) = x(a@) ; S (@ m) > 1,
posons y'(a) = 0. Lafonction numérique ' satisfait aux trois conditions 1°,
20 e 30 & pa wite est un caractére modulaire modulo m’. Nous dirons que
le caractére ¢’ est induit par le caractére y.

DEFINITION. — Soit y un caractére modulaire modulo m. s’il existe un
diviseur propre d du nombre m et un caractere y, modulo d qui induit 3, on
dit que le caractére y est non primitif. Dans le cas contraire, il est dit primitif.

THEOREME 4. — Pour qu’un caractére x modulo m soit primitif, il faut et
il suffit que pour tout diviseur propre d du nombre m il existe un nombre X,
X =1 (mod d), (x, m) = 1 tel que y(x) 1.

DEMoNSTRATION. — S |e caractére y est non primitif, il est induit par un
caractére 3, modulo d, ou d est un diviseur propre de m. Ainsi, pour tout X
relativement premier avec m, on a x(x) = y,(x); S de plus x = 1 (mod d),
aors y(x) = y(x) = 1. Réciproquement, SUPpPOSONS que pour un certain
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diviseur propre d du nombre m onait ¥(x) = 1 pour tout x td que x = 1
(mod d) et (x, m) = 1. Pour tout a relativement premier a d, on peut trouver
dtdque(@, mM = led =a(mod d). Posons

(@) = (@)

La vaeur y,(a) est indépendante du choix de u'. En effet, § @ = u" (mod d),
@, m) = 1, dors ¢" = xa’ (mod m) pour un cetain x relativement premier
avec m. Puisque x = 1 (mod d), on a donc par hypothése x(x) = 1, d'ol
(@) = xx) (@) = y(@). Posant de plus y,(@) = 0 si (a, d) # 1, nous
obtenons une fonction numérique ¥, qui et un caractére modulaire modulo d.
Puisque y.(a) = x(a) pour (@, M) = 1, x est induit par le caractére x;. Cela
termine la démongration du théoréme 4.

EXERCICES

1. Montrer gu'un groupe cycligue fini dont |'ordre est une puissance d'un nom-
bre premier n'est pas décomposable en produit direct de sous-groupes propres.

2. Supposons que I'ordre d'un groupe cyclique fini G et égal au produit de
deux nombres premiers k et /. Montrons qu'on peut représenter G comme produit
direct de deux sous-groupes cycliques d'ordre k et /.

3. Soit ¢ un dément d'ordre maximum d'un groupe abdien fini G. Démontrer
que le sous-groupe cyclique { a } est facteur direct dans G.

4. Soit k un entier naturd. Démontrer qu'un dément x d'un groupe abédlien
fini G et la puissance kitme d'un dément de G 9 e seulement s ona x(x) = 0
pour tout caractére y du groupe G te que yk = x, (Y., et le caractére unité).

5. Soit G un groupe abdien fini d’ordre #. Numérotons ses déments x,, . . ., x,

€t ses caracteresyy, . . ., y,. Démontrer que la matrice
1
o (ﬁ x"(xf))i,j

est unitare

6. Soient m, . . ., my des entiers naturels premiers deux adeux e m=m, . . . my.
Démontrer que pour tout caractére y modulo m il existe des caractéres y; modulo m;
(i=1,.... k), définis de maniére unique, tels que pour tout entier rationnd a
on at I'égdité

xwa) = ya) . .. @

(Pour tout i le caractére y; est défini par I'égdité xia) = y(a’), ol d est défini
par les congruences

s , m
= a(mod m), a =1(mod '7,))
7. Sous les hypotheses de I'exercice 6, montrer que s le caractere x modulo m
e primitif, dors, pour tout i = 1, . . . , k, le caractere y; modulo m; est auss
primitif.

8. Soient d, et d, des diviseurs d'un nombre entier naturd m e d = d,d,. Démon-
trer que S un caractére y modulo m est induit par un certain caractére modulo d,
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€t est induit par un certain caractére modulo d;, dors il est induit auss par un
caractére modulo d.

9. Montrer que tout caractére ¥ modulo m est induit par un caractére primitif
modulo f, défini de maniére unique (F est un diviseur de m). Le nombre et
appelé le conducteur du caractére .

10. Démontrer que le nombre des caractéres primitifs modulo m et égd a

Zu(d )@(g)

dim

(d parcourt tous les diviseurs du nombre m; p est la fonction de Mogbius, ¢ est
la fonction d’Euler).

11. Démontrer qu'il existe des caractéres primitifs modulo m g et saulement § m
es soit impair soit divisble par 4.

12. Soit & I'espace vectorid sur le corps des nombres complexes formé des
fonctions T définies sur un groupe abdien G, a vaeurs complexes T (a), 6 € G.
Pour tout dément o € G, désignons par T, I'opérateur de trandaion défini par
laformule (T,.f) (o) = T (wa). Démontrer que tous les caractéres ¥ du groupe G

sont des vecteurs propres des opérateurs T,,. Quelles sont les valeurs propres cor-
respondantes ?

13. Consarvant les notations de I'exercice précédent, considérons, pour une
fonction fixée T € &, la matrice carée

A= (f (GT-I))G,‘;’

ol ¢ et ¢ parcourent tous les déments du groupe G disposés dans un certain ordre.
Démontrer que le déerminant de cette matrice est égd a

IBEIC)

(o parcourt tous les éléments et y tous les caractéres du groupe G).
Indication. — La matrice A est la matrice de I’ opérateur

T z f()To

par rapport & la base formée par les fonctions L, teles que
{1 pour e=1
La(T) = 0 pour ¢ #r.
Trouver les valeurs propres de |'opérateur T.

14. Démontrer la formule de I'exercice 13 en consdé&ant le déerminant du
produit de la matrice (x(c))y,c par la matrice A.
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TaBLE 1

Nombre % des classes de diviseurs et unités fondamentales ¢ > | des

corps quadratiques régls Q(\/d), 2 < d <101, d sans carrés, w = ! t \/-d
L
pour d =1 (mod 4) et & = 4/d pour d = 2,3 (mod 4).
t |
d h £ N || d h € N()
2 1 1 +o — 1| 531 1 3+ -1
3|1 24w +1] 554 2 89 + 12w +1
501 w -1 57| 1 131 + 40w +1
6 1 5+ 2w +11 58 2 99 + 13w -1
711 8 + 3w 411 59 1 530 + 69 +1
10 | 2 3+ — 1 61§ 1 17 + 5w -1
11 1 10 + 3w +1| 62 ! 63 +8 +1
13 | 1 l+o — 11| 65 7+ 20 -1
14 1 15 + 4o + 1| 66 2 65 + 8w +1
15 | 2 4t o +1]| 67 1 48 842 + 5 967e +1
17 1 34+ 20 —1( 69| 1 11 + 3w +1
19 1 170 + 3%« 41| 70| 2 251 + 30w +1
21 1 24w +1] 71| 1 3 480 + 413w +1
22 | 1 197 + 420 +1| 73] 1 943 + 250 -1
23 | 1 24 4 50 +1] 74] 2 43 4+ 50 -1
26 | 2 54w —1|| 77] 1 4+o +1
29 | 1 24w — 1| 781 2 53 + 6w +1
30 | 2 11 4 2w 1|l 791 3 80 + % +1
31 | 1 1520 + 273w +1| 82| 4 9+ o -1
33 | 1 19 + 8w +11 81 1 82 + % +1
34 2 35 + 6w + 11 8 2 4+ o -1
35| 2 6+ 1| 861 1 10 405 +1 1220 | +1
37 | 1 5+ 20 —11 87| 2 28 + 30 +1
38| 1 37 + 6w + 11 89| 1 447 + 106 —1
39| 2 25 -+ 4o + 1 91| 2 1574 +165a +1
1 1 27 + 10w — 11 93} 1 13 + 3w +1
42 2 13 4 20 + 11 94 1 2 143 295 + $21 0640 | + 1
43 | 1 3 482 + 531w + 1) 95| 2 39 + 40 +1
46 1 12433543588 |+ 97} ! 5 035+1 138w —1
47 | 1 48 1+ 70 +1{l 101} 1 9 + 20 -1
51| 2 50 + 7o +1
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TABLE 2

Nombre & des clases de diviseurs-et norme N(E) de I'unité fondamentde ¢
des corps quadratiques réels Q(+/d), d sans carrés, 101 < d < 500.

d h N@E| d h | N@E)|| d h |N@E| d h | N()
101 1 —1] 181 1 — 1] 257 3 | —14335] 2 41
102 2 411 182 2 + 11 258 2 | 1337 1 —1
{03 1 + 1| 183 2 + 11 259 2 | +11]33 ) 2 +1
105 2 + 11| 185 2 — 11 262 1 414 341 1 +1
106 2 — 1] 186 2 4+ 1| 263 1 4+ 113451 2 +1
107 1 + 11 187 2 + 1 265 2 | —1]/346 | 6 —1
109 1 — 11 190 2 + 1| 266 2 +1) 347, 1 +1
110 | 2 + 1| 191 1 + 1| 267 2 411349 1 —1
11 2 + 11 193 1 — 11| 269 1 | —14353, 1 —1
113 1 — 11 194 2 + 1| 271 1 +11 354 | 2 +1
114 2 + 14 195 4 + 11} 273 2 | +135] 2 4+ 1
115 2 +1 | 197 1 — 11 274 4 | —11357; 2 +1
118 1 + 14 199 1 + 11| 277 1 — 1] 358 1 +1
119 | 2 + 11| 201 1 + 11 278 1 +11 35| 3 +1
122 2 — 11 202 2 — 1] 281 1 | —1113621 2 -1
123 2 411} 203 2 + 11} 282 2 | 414365 2 -1
127 1 + 11 205 2 + 1| 283 1 + 14 366 | 2 +1
129 1 + 11| 206 1 + 1 285 2 | +1(367 ) 1 +1
130 | 4 — 11 209 1 + 11 286 2 | +11]1370 4 —1
131 1 +11 210 | 4 + 1 287 2 | +14371) 2 +1
133 1 + 14 211 1 + 11 290 4 | —14 3713 1 —1
134 1 + 1 213 1 + 1| 291 4 | +1,3714, 2 +1
137 1 — 11 214 1 + 11 293 1 | —143771 2 +1
138 2 411 215 2 + 11 295 2 | +14319) 1 +1
139 1 41 217 1 + 1 298 2 | —1)| 381 1 +1
141 1 +11 218 2 —1429 | 2 | 41| 38| 1 +1
142 3 + 11 219 4 + 1] 301 1 4+ 11383 1 + 1
143 2 + 1| 221 2 + 14 302 1 + 113851 2 +1
145 | 4 — 1222 2 + 1| 303 2 | +1138 | 2 +1
146 2 + 14 223 3 + 11} 305 2 | +14 38| 1 —1
149 1 — 11 226 8 — 14 307 1 +114 39 | 4 +1
151 1 + 11| 227 1 + 1| 309 1 + 11 391 2 +1
154 | 2 41 229 3 —1]310 | 2 | 41393 1 +1
155 2 -+ 11| 230 2 +11 31 1 +11 3% | 2 —1
157 1 — 1] 231 4 411} 313 1 | —1]1395 ) 2 +1
158 1 + 1) 233 1 —1314| 2 | —1397 | 1 —1
159 2 + 1| 235 6 41 317 1 — 17398 | 1 +1
161 1 + 11 237 1 +11{318) 2 | +1(39 | 8 +1
163 1 + 1] 238 2 +1,319 | 2 | +1| 401 5 —1
165 2 411 239 1 +11 321 3 | 4+1]402) 2 +1
166 1 4 11| 241 1 —1|/322| 4 | 41403 2 +1
167 1 + 11| 246 2 41323 | 4 | +1] 406 | 2 +1
170 | 4 — 1 247 2 +1326| 3 + 1| 407 | 2 +1
173 1 — 1| 249 1 + 1| 327 2 | +11 409 | 1 —1
174 2 + 11 251 1 + 11 329 1 + 1| 410 4 -+ 1
177 1 + 1 253 1 +11/33 | 4 | +1 411 2 +1
178 2 + 11 254 3 + 1] 331 1 +11] 413} 1 +1
179 1 + 14 255 4 | 41| 334 1 + 11 415 2 +1
1 Il
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d | h No| d | r [N 4 | 8 |Ne®| & | & |NE
7| 1 +1llass ! a4 | c1laer | 1 | 12| 2 | +1
418 | 2 +1]l439| 5 | +r1l462 | 4 | +1( 48| 3 |+1
419 | 1 +1{j442] 8 [ —~1)l463 | 1 |+1( 485 | 2 |—1
21| 1 —1(|443| 3 [ +1la6s| 2 | +1] 487 | 1T |+1
42 | 1 +1||445| 3 | —1|j466 | 2 | +1]l480| 1 | +1

4110446 | 1 | +1]l467 | 1 |+14491 | 1 |+1

426 6 41449 | 1 +1 3 -1
429 2 +1 1| 451 2 —1 480 2 + 11 494 2 +1
+1 (471 | 2 | +1{ 497 +1

430 | 1 —1||4s4 | 1 | +1lja3 | 3 [ +1]498] 2 | +1
433 | 1 41|45 | 1 | +1ll47a| 2 [ +1l 499 | 5 |41
434 | 4 4 | +1flams] 1 1 +1

+1l457 | 1 | —1f 49 1 | +1
433 | a4 +1{{458 | 2 | —1{481] 2 | =1 |
TABLE 3

Nombre # des classes de diviseurs des corps quadratiques réels Q(4/p)
pour p < 2 000 premier (E. L. Ince, Cycles of reduced ideals in quadratic
fields, British association for the advancement of science. Mathematical
tables, vol. 1V, 1934, London).

I existe 303 nombres premiers p inférieurs a2 000 (y compris p = 2).
-— Pour les 26 nombres :
p=79, 223 229, 257, 359, 443, 659, 733, 761, 839,
1001, 1171, 1 223 1229, 1367, 1373, 1489, 1 523 1 567,
1627, 1787, 1811, 1| 847, 1901, 1907, 1987
le nombre h est égd & 3 pour le corps Q(\/p).
- Pour les 7 nombres :
p =401, 439, 499, 727, 1 093, 1 327, 1 429
le nombre h est égal a5.
— Pour les 4 nombres :
p =577, 1009, 1087, 1601,
il estéga a7.
Pour p=1 129, on ah = 9 (avec un groupe des classes de diviseurs qui
est cyclique). Pour p = 1 297, on a b = 11. Pour tous les 264 nombres pre-

miers p < 2 000 restants le nombre des classes de diviseurs du corps Q( \/1_7)
est éga al.
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TaBLE 4

Nombre h des classes de diviseurs des corps quadratiques imaginaires
Q(+/— @), asans carrés, 1 < a< 500.

| x 1
a | h E a h a h ‘ a h a | h
] ] _ _ _l ‘ [

1 1 78 4 158 8 233 12 314 26

2 1 79 159 10 235 317 10

3 1 82 4 161 16 237 12 318 12

5 2 83 163 1 238 8 319 10

6 2 85 4 165 8 239 15 321 20

7 1 86 10 166 10 241 12 322 8
10 2 87 6 167 11 246 12 323 4
11 1 89 12 170 12 247 6 326 22
13 2 91 173 14 249 12 327 12
14 4 93 4 174 12 251 7 329 24
15 2 94 8 177 4 253 4 330 8
17 4 95 178 8 254 16 331 3
19 1 97 4 179 5 255 12 334 12
21 4 101 14 181 10 257 16 335 18
22 2 102 4 182 12 258 337 8
23 3 103 5 183 8 259 4 339 6
26 6 105 8 185 16 262 6 341 28
29 6 106 6 186 12 263 13 345 8
30 4 107 3 187 2 265 8 346 10
31 3 109 6 190 4 266 20 347 5
33 4 110 12 191 13 267 2 349 14
34 4 111 193 4 269 22 353 16
35 2 113 8 194 20 271 11 |l 354 16
37 2 114 8 19.5 4 273 8 355 4
38 6 115 2 197 10 274 12 357 8
39 4 118 6 199 9 277 358 6
41 8 119 10 201 12 278 14 359 19
42 4 122 10 202 6 281 20 18
43 1 123 2 203 4 282 3 VK 20
46 4 127 5 205 8 283 16 % % 12
47 5 129 12 206 20 285 9
51 2 130 4 209 20 286 12 12
53 6 131 5 210 8 287 14 man 8
55 4 133 4 211 3 290 20 373 10
57 4 134 14 213 8 291 28
58 2 137 8 214 293 18 IRl 16
59 3 138 8 215 14 295 8 379 3
61 6 139 3 217 8 298 6 381 20
62 8 141 8 218 10 299 8 8
65 8 142 4 219 4 301 8 382 17
66 8 143 10 221 16 302 12 38% 8
67 1 145 8 222 12 303 10 20
69 8 146 16 223 7 305 16 % 0 22
70 4 149 14 226 8 307 3 390 16
71 7 151 7 227 5 309 3 391 i4
73 4 154 8 || 229 10 || 310 19 393 12
14 10 155 4 230 20 311 394 10
7 3 157 6 231 12 || 313 g8 | 395 8

! \ |
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397 6 418 8 438 8 || 458 26 479 25
398 20 419 9 439 15 461 30 |i 481 16
399 16 421 10 442 8 462 8 | 482 20
401 20 422 10 443 5 463 7 | 483 4
402 16 426 24 445 8 465 18 k 485 16
282 2 427 2 446 32 466 7 | 487

16 429 16 47 14 467 489 27
407 16 430 12 449 20 469 16 491 9
409 16 431 21 451 6 470 20 493 12

410 16 433 12 453 12 471 16 494 28
411 6 434 24 454 14 473 12 | 497 24

413 20 435 4 455 29 474 20 1, 498 8
415 10 437 20 457 8 | 478 8 | 499 3
417 12 | ;

TABLE 5

Discriminants  des ordres connus des corps quadratiques imaginaires tels
que tout genre de modules associés (*) soit formé d' une seule classe
(L. E. Dickson, Introduction to the theory of numbers, 1929).

1e Discriminants d'ordres maximaux (65 valeurs) :

- 3 =43 -~ 148 -340 - 5% 132
-4 -~ 51 ~— 163 = 372 — 0627 - 133
-7 — 52 — 168 ~ 403 — 660 - 1428
-8 = 67 =187 -408  — 708 1435
-1 — 84 195 —420 - 715 — 1540
-15 - 8 228 —427 — 760 1848
=19 = 91 =232 435 — 795 ~=109%
-2 —=115 —235 483 = 840 --3003
- 24 -120 —~ 267 — 520—1012 3315
m 35 =123 =280 =532 =109 5460
-40 — 132 — 312 — 555 -1155
20 Discriminants d’ ordres non maximaux (36 valeurs) :
—320 422 - 78 154 — 8820 — 4082
-33 4.3 - 822 158 —120-22 — 520-22
— 3:42 - 4-42 w 832 - 2Q-32 - 16822 —  760-22
- 3.5 — 4.5 — 8:62 —_24-22 —7232.22 —  840-22
-377 —-722 —11-3» —353 28022 13202

—-38 —~T7-4 —1527 —40-22 31222 —~1848-22

Rappelons gu'un module et dit associé a un ordre Sil admet cet ordre pour
anneeu les stabilisateurs (N. d. T.).
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Nombres « convenables » d’Euler.

1, 2, 3 4, 5 6 7 8 9 10, 12, 13, 15
16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33, 37, 40, 42, 45,
48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112,
120, 130, 133, 165, 168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280,
312, 330, H5, 357, 385, 408, 462, 520, 760, 840, 1 320, 1 365 1 &48.

TABLE 6

Nombre 4 de classes de diviseurs pour certains corps cubiques Q(\s/;t).

m ; 2 3 5 6 7 10 11 1

! 1
h { 1 1 1 1 3 1 2 E
m ‘ 12 13 14 15 17 19 20 |
i o1 o3 s 1 2| 1| s 3
m ‘ 21 22 23 26 28 29 30
h 3 | 3 L 3 3 ! 3
m 31 33 34 45 37 38 39
h T 3 | 1 3 | 3 3 3 | s
m 41 42 43 44 35 46 47
h 1 3 12 1 1 1 2
m 63 65 91 124 126 182 215
h 6 18 9 9 9 27 pil
m 217 342 422
h 27 27 21

TABLE 7

Nombre 4 des classes de diviseurs des corps cubiques totalement réels
de discriminant < 20 000 (H. J. Godwin, P. A. Samet, J. London Math.

Soc, 1959, 34, 108-110; H. J Godwin, Proc. Cambridge Philos. Soc., 1961,
57, 728-730).

Un corps cubique Q(6) est dit totalement réels s =3, =0, i. e s
tous ses isomorphismes dans le corps des nombres complexes sont réels.
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Si de plus le polyndme minima du nombre 6 se décompose entiérement
dans Q(0) en facteurs linéaires, alors Q(0) est dit cyclique. Les corps
cubiques cycliques sont caractérisss par le fat que leurs discriminants sont

des carrés.

11 exite 830 corps cubiques totdement réds de discriminant < 20 000
Pami eux, il y a 24 corps cycliques. Pour 16 de ces corps cubiques cycliques

le nombre 4 est égal a 1. Ces corps ont pour discriminants :

73, 9%, 137, 19%, 31% 373, 43% 612
672, 73% 79% 97, 1032, 1092, 127%, 1392

Pour chacun des discriminants :

632, 91%, 1173, 1332

il 'y a exactement deux corps cubiques cycliques e, pour ces 8 corps, h = 3.

Les corps cubiques totalement réels non cycliques dont

les discri-

minants sont compris entre 1 & 20 000 s répatissent aing (pour tout discri-

minant on a seulement un corps) :

Bornes Nombre Bornes . Nombre
pour le discriminant de corps pour le discriminant de corps
l
1 i |
1- 1 ooo 22 11 001-12 000 52
1 001- 2 000 32 37
2 001- 3 000 35 113 00013004 10 00 43
3 001- 4 000 39 42
4 001- 5 000 34 455 001150116 000 00 46
5 001- 6 000 41 16 001-17 000 52
6 001- 7 000 37 39
7001-8000 47 71 0018019 000 00 39
8 001- 9 000 40 19 001-20 000 48
9 001-10 ooo 39
10 001-11 000 42 En tout 806

Parmi eux, on a h = 1 pour 748 corps. Le nombre de corps tds que h = 2

est égal & 29. Leurs discriminants sont égaux a:

1957, 2777, 391, 689 703 753,
8 468, 8 789, 9 301, 10 273, 10 889, 11 197,

11 324, 11 348, 12 197, 13 676, 13 768, 14013,

14 197, 15 188, 15 529, 16 609, 16 997, 17 417,

17 428, 17 609, 17 989, 18 097, 19 429.
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Les corps tels que h = 3 (en tout 26 corps) ont pour discriminants :

2 587, 4 212, 4 312, 5 684, 6 885, 7 22X,
8 829, 9 653, 9 800, 9 996, 10 309, 11 417,
13 916, 13 932, 14 661, 14 945, 15 141, 15 884,
16 660, 16 905, 18 228, 18 252, 18 792, 19 220,
19 604, 19 764.

Pour 3 codes discriminants
8 069, 16 357, 19 821

le nombre h et égd a 4. Il n'y a pas de corps tels que h = 5 (parmi les corps
cubiques totdement réds de discriminant < 20 000).

Remarque. — Dans les limites de la table, pour tout discriminant < 20 000
il existe seulement un corps cubigue totalement réel non cyclique. Pour-
tant, ce fait n'a pas toujours lieu. Ainsi, par exemple, il existe au moins
3 corps de discriminant 23 356 (cf. exercice 21, chap. Il, § 2).

TaBLE 8

Le facteur h* = h*(l) du nombre de classes de diviseurs du /™ corps
cydotomique, pour I < 100 premier.

) h* 1 h*

3 1 43 211

5 1 47 5.139

7 1 53 4 889

11 1 59 3.59.233

13 1 61 41.1 861

17 1 67 67.12 739

19 1 71 72.79 241

23 3 73 89.134 353

29 23 79 5.53.377 911

31 9 83 3.279 405 653
37 37 89 113.118 401 449
41 112 97 57.73 457.206 209
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TABLE 9

Nombres premiers irréguliers < 4 001. Dans chaque colonne de droite
on a indiqué les nombres 2a pour lesquels le numérateur du nombre de
Bernoulli B,, (2 < 2a < I — 3) est divisible par ] (les nombres de Ber-

é;, B, = - ! etc). Il existe

3¢
en tout 216 nombres premiers irréguliers < 4 001. Les nombres premiers
impairs < 4 000 qui ne figurent pas dans la table sont tous réguliers (leur
nombre est égal a 334) ( D. H. Lehmer, Emma Lehmer, H. S. Vandiver,
J. L. Selfridge et C. A. Nicol, Proc. Nat. Acad. Sci. U, S. A., 1954, 40, no 1,
2533, 1954, no 8, 732-735 1955, 41, ne 11, 970-973).

noulli sont numérotes de deux en deux : B, =

) 2a ! 2a 1 2a
37 32 547| 270,486 887| 418
59 4 557 222 929( 520, 820
67 58 577 52 953 156
101 68 587 90, 92 971 166
103 24 593 22 1061 474
131 22 607| 592 1091| 888
149 130 613| 522 1117 794
157 62, 110 617 20, 174, 338 1129| 348
233 84 B0 | 428 80, 226 I OBIE | %82 784, 968
257| 164
263| 100 647 48 242, 554 1 193] 262
84 653| 224 1201 676
283 20 659 1217| 784, 866, 1118
293| 156 673 | 408, 502 1229| 784
307 88 677 | 628 1 237 874
3111 292 683 32 1279 518
347 280 691| 312. 200 1283] 510
353| 186, 300 727 1291 206, 824
379| 100, 174 751| 290 1297 202,220
3891 200 757] 514 1301 176
401 382 761| 260 1 .307| 382, 852
409 126 773 732 1 319| 304
421 240 797| 220 1 .327| 466
433| 366 809| 330, 628 1367 234
461 196 811| 544 1409]| 358
463 130 821 744 1429| 996
467 94, 194 827 66 1 439| 574
491| 292, 336, 338 w868 Lgm) 224
5231 490 94
541 86 881 162 1523|1310
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(Suite)

1 2a l 2a 1 2a
1 559| 862 2371 | 242,2274 3313(2 222
1609 |1 356 2 377|1 226 3323|3292
1613 172 2 381 2060 3329|1378
1 619| 560 2 383| 842,2 278 3391|2232, 2 534
1 621| 980 2 389 776 3 407|2 076, 2 558
1 637| 718 2 411|2 126 3 433|1 300
1 663| 270 2 428 290, 884 3469(1 174
1 669|388, 1 086 2441 | 366, 1 750 3491(2 544
1721 30 2 5031 044 3511|1416, 1724
1733 810, 942 2 543(2 374 3517|1 836, 2 586
1 753 712 2 557|1 464 3 529(3 490
1 759|1 520 25791 730 3533|2314, 3 136
1 7771 192 2 501 | 854,2574 3539|2082, 2 130
1 787|1 606 2621|1772 3 559| 344, 1 592
1 789 848, 1 442 2 633 1416 3581|1466
1 811 550, 698, 1 520 § 647 [L 172 3583|1922
18310t 274 2 657 710 3 598 360, 642
1 847| 954, 1 016, 1 558 663 [1 244 3607|1976
1871|1794 2 671| 404, 2394 3613|2 082
1 879|1 260 2 689 926 3 617 16, 2 856
1889 242 2 753 482 3631(1 104
1901{1 722 2767|2528 3637|2526, 3 202
1 933|1 058, 1 320 2 777|1 600 3671|1580
1 951[1 656 2 789(1 984, 2 154 3677|2238
1979 148 2 791|2 554 3 697|1 884
1987 510 2 833|1 832 37792 362
1993 912 2 857| 98 3 797|1 256
1 997/ 772, 1 888 2 .861| 352 3821|3296

003 60, 600 2 90p 400, 950 38331 840,1998, 3 286
2 017|1 204 2 927 242 3 81| 216, 404
2 039(1 300 2 939 332,1102,2748|[3 853 748

0531 932 2 957| 138, 788 3881|1686, 2 138
2 087| 376, 1 298 2 999 776 3 917 1490
2099(1 230 3011 | 1496 3 967 106
2 111{1 038 30232 020 39891936

1371 624 3049 700 4001| 534
21431916 3061{2 522

1531 832 3 083|1 450
2213 154 30891 706
2 239 1 826 3 119 1704
2 267 2 234 3181 3 142
2273| 876, 2166 3203 2 368
2 293 2 040 3221 98
2 309 1660,1772 32291 634
2 357 2 204 3 257 922

BOREVITCH
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