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PRÉFACE

Ce livre s’adresse aux mathématiciens débutants; il constitue une intro-
duction à la théorie des nombres, aux problèmes soulevés par cette théorie et
aux méthodes utilisées.

Nous avons choisi une méthode d’exposition dans laquelle les problèmes
et les techniques d’étude sont étroitement liés. En principe, nous partons de
problèmes concrets relatif aux nombres entiers; les théories générales inter-
viennent alors pour résoudre ces problèmes. En général, ces théories seront
sufisamment  développées pour en faire saisir la richesse et apprendre à les
appliquer.

Les questions étudiées dans ce livre se rattachent principalement à la théorie
des équations diophantiennes, i. e. à la théorie de la résolution en nombres
entiers des équations à plusieurs inconnues. On considérera également des
questions d’autre nature : par exemple, le théorème de Dirichlet sur les nombres
premiers dans une progression arithmétique ou les théorèmes sur la variation
du nombre de solutions d’une congruence.

Les méthodes qui interviennent ici sont surtout algébriques, principalement
la théorie des extensions finies des corps et de leurs métriques. Cependant, on
a accordé une place importante aux méthodes analytiques : le chapitre V leur
est consacré et la méthode des fonctions analytiques p-adiques est exposée dans
le chapitre IV. A plusieurs reprises interviennent également des considérations
géométriques.

Ce livre n’exige pas de grandes connaissances de la part du lecteur. Deux
années d’Université su$îsent  pour comprendre la presque totalité de l’ouvrage;
c’est seulement dans le dernier chapitre qu’interviennent quelques résultats
relatifs aux fonctions analytiques.

A la fin du livre, dans un « appendice algébrique » nous avons rappelé des
déjînitions  précises, des énoncés et parfois des démonstrations des résultats
qui interviennent au cours de l’ouvrage et peuvent nepas figurer dans certains
cours d’algèbre.

Ce livre est tiré d’un cours fait par un des auteurs à l’Université de Moscou.
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Une des particularités les plus frappantes de la théorie des nombres
est la simplicité de formulation de ses problèmes ; beaucoup d’entre eux
peuvent être compris par un étudiant. Mais, par ailleurs, la solution de
ces problèmes fait intervenir d’autres notions que celles qui figurent dans
leur énoncé ; cela exige l’élaboration de nouvelles méthodes, souvent très
abstraites.

Cette manière de proceder conduit à des théories importantes, en partant
de problèmes simples et élémentaires ; tel est I’objet  de notre livre. Ce
livre s’adresse à des mathématiciens débutants ; aussi ne demande-t-il que
peu de connaissances préliminaires. Nous nous sommes limités à quelques
questions qui sont étudiées à fond.

Dans la traduction française, on a effectué, avec l’accord des auteurs,
quelques changements de notations ; ces modjîcations  étaient nécessaires
pour que l’ouvrage soit compréhensible par un lecteur français : par
exemple, dans l’original russe, le corps des nombres rationnels est désigné
par R et non par Q !

LES  AUTEURS,

mai 1966.

PRÉFACE

DE LA TRADUCTION FRANÇAISE





CHAPITRE PREMIER

CONGRUENCES

Ce chapitre est consacré à la théorie des congruences et à ses applications
aux équations. Remarquons que si l’équation

F(xl,  xa,  . . . , x,,) = 0, (1)

où F est un polynôme à coefficients entiers, a une solution en nombres
entiers, alors la congruence

WG,  . . . . xJ = 0 (mod m) (2)

a une solution pour tout entier m. Pour chaque m, l’ensemble des classes
résiduelles modulo m est fini et par suite la congruence (2) s’étudie direc-
tement. On obtient ainsi des conditions nécessaires pour que l’équation (1)
soit résoluble en nombres entiers.

L’étude de la suffisance éventuelle de ces conditions est très difficile.
L’affirmation : u une équation est résoluble si et seulement si pour chaque
entier la congruence correspondante est résoluble » n’est pas vraie dans le
cas général (cf. par exemple, exercice 4),  mais est vraie pour plusieurs classes
particulières d’équations. Dans ce chapitre, nous démontrerons ce résultat
dans le cas où F est une forme quadratique, après avoir ajouté l’hypothèse
supplémentaire (manifestement nécessaire) que l’équation (1) a une solution
en nombres réels (si F est une forme, alors, par solution de F = 0, on
entend solution non nulle).

La notion essentielle que nous étudierons tout d’abord dans ce chapitre
est celle de nombre p-adique; nous appliquerons ensuite cette notion à la
théorie des congruences. On sait, d’après la théorie éltmentaire des nombres,

que, si m = pf’ . . . p2(p1, . . . , p, ettant  des facteurs premiers distincts),

la résolution de la congruence (2) est équivalente à la résolution des
congruences

W,, . . ., xJ ~0 (modp:)
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pour tout i= 1,2, . . . . r. Ainsi, la résolubilité de la congruence (2) pour
tout entier m est équivalente à la résolubilité de ces congruences modulo
toutes les puissances des nombres premiers. Dans la suite, nous fixerons le
nombre premier p et nous étudierons les congruences

W,, . . ..x.J-0  (modpk) (3)

pour toutes les valeurs entières de k. En liaison avec ce problème, Hensel
a introduit, pour chaque nombre premier p,  un nouveau type de nombres
appelés par lui nombres p-adiques et a démontré que la résolubilité des
congruences (3) pour tout entier k est équivalente à la résolubilité de l’équa-
tion (1) dans l’ensemble des nombres p-adiques. Par suite, la résolubilité
des congruences (2) pour tout entier m est équivalente à la résolubilité de
l’équation (1) dans les ensembles de nombres p-adiques pour les nombres
p premiers.

En utilisant la notion de nombre p-adique, on peut donc donner la forme
suivante au théorème mentionné ci-dessus (ce chapitre est consacré à la
démonstration de ce résultat) : si F(x,,  . . . , x,) est une forme quadratique
à coefficients entiers, l’équation (1) est résoluble en nombres entiers si et
seulement si elle est résoluble en nombres réels et en nombres p-adiques,
pour tout p.

Dans la formulation de ce théorème, appelé le théorème de Minkowski-
Hasse, et dans beaucoup d’autres questions, les nombres p-adiques figurent
sur le même plan que les nombres réels. De même que les nombres réels
interviennent de manière naturelle dans l’étude des limites de nombres
rationnels, les nombres p-adiques jouent un rôle analogue dans les questions
liées à la division suivant les puissances successives du nombre premier p.
Cette analogie entre les nombres p-adiques et les nombres réels sera précisée
en montrant que les nombres p-adiques, tout comme les nombres réels,
peuvent être obtenus par complétion  à partir des nombres rationnels (pour
d’autres métriques que la valeur absolue usuelle).

Faisons une dernière remarque : si F est une forme, la résolubilité en
nombres entiers de l’équation (1) est bien entendu équivalente à l’existence
d’une solution formée de nombres rationnels; ainsi, dans le théorème de
Minkowski-Hasse, on peut parler de la résolubilité en nombres rationnels au
lieu de la résolubilité en nombres entiers. Cette remarque évidente prend toute
sa signification dans le résultat suivant : si F est un polynôme quelconque
de degré 2, le théorème correspondant donne des conditions de résolubilité
de l’équation (1) en nombres rationnels et non pas en nombres entiers. Par
suite, dans l’étude des équations du deuxième degré nous ne nous limiterons
pas à l’étude des solutions en nombres entiers mais examinerons également
les solutions en nombres rationnels.
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EXERCICES

1. Montrer que l’équation 15x2  - 7y2  = 9 n’a pas de solutions en nombres
entiers.

2. Montrer que l’équation 5xS  + lly” + 13zs  = 0 n’a pas d’autre solution en
nombres entiers que la solution triviale x = 0, y = 0, z = 0.

3. Démontrer que les nombres entiers de la forme 8n  + 7 ne peuvent pas s’écrire
comme somme de trois carrés de nombres entiers.

4. Utilisant les propriétés du symbole de Legendre, démontrer que la congruence

(x” - 13) (XS  - 17) (x” - 221) = 0 (mod m)

est résoluble pour tout entier m. Remarquer cependant qu’il est évident que l’equa-
tion (x”  - 13) (x”  - 17) (x2  - 221) = 0 n’a pas de solution en nombres entiers.

5. Démontrer que l’équation linéaire a,~,  + . . . + a,,~,,  = b, où a,, . . ., a,,  b
sont des entiers, est résoluble en nombres entiers si et seulement si la congruence
correspondante modulo m est résoluble pour tout entier m.

6. Démontrer le même résultat pour un systéme  d’équations linéaires a coefi-
cients  entiers.

!j 1. - CONGRUENCES
MODULO UN NOMBRE PREMIER

1) Équivalence des polynômes

Rappelons tout d’abord quelques propriétés des congruences modulo un
nombre premier. Comme on le sait, les classes résiduelles modulo p forment
un corps fini à p éléments qui sera constamment désigné dans la suite par FI, ;
chaque congruence modulo p s’interprète comme une égalité dans ce corps.
Tous les résultats de ce paragraphe et du suivant sont valables non seulement
pour le corps F,, mais plus généralement pour tout corps fini; il suffit de
remplacer à chaque fois le nombre p par le nombre q = pm  d’éléments de
ce corps. Nous nous limiterons cependant à l’étude des corps Fp  et c’est
seulement pour donner un contre-exemple après le théorème 3 que nous
devrons faire appel à un corps fini qui ne soit pas de ce type.

Les corps résiduels modulo un nombre premier (et plus généralement tout
corps fini) possèdent une série de propriétés qui les distinguent des corps
usuels de l’algèbre élémentaire. Voici la plus importante d’entre elles, dont
nous aurons souvent besoin : deux polynômes qui prennent des valeurs
égales pour toutes les valeurs des variables n’ont pas nécessairement des
coefficients égaux. Ainsi, d’après le petit théorème de Fermat,  les poly-
nômes XP  et x prennent des valeurs égales quand x parcourt tout le corps Fp
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mais leurs coefficients ne sont pas égaux (ce phénomène se produit dans tout
corps fini : si al, . . . , aq sont tous les éléments de ce corps, le polynôme
(x - aJ  . . . (x - a&  à coefficients non nuls prend seulement la valeur 0
quand x parcourt tout le corps fini considéré).

Nous écrirons

WL, . . . . xJ s G(xl, . . . , x,J  (mod p)

et nous dirons que les polynômes F et G sont congrus si leurs coefficients
correspondants sont congrus modulo p. Si maintenant nous avons

F(G,  . . . > 4 = WA, . . ., 4 (modp)

pour tous les systèmes de valeurs cl, . . . , c,,  nous écrirons F - G et nous
dirons que les polynômes F et G sont équiualents.  Il est clair que si F = G,
alors F N G, mais l’exemple des polynômes x et XP  montre que la réciproque
n’est pas vraie en général.

Puisque les deux congruences F = 0 (mod p)  et G = 0 (mod p)  ont les
mêmes solutions si F - G, il est naturel pour étudier une congruence de
remplacer le polynôme considéré par un polynôme équivalent plus simple.
Précisons cette question.

Si une inconnue Xi  figure dans le polynôme F avec un exposant supérieur

à p, alors, utilisant l’équivalence xf = xi qui rCsulte  du théorème de Fer-

mat, nous pouvons remplacer xf par xi dans F. Puisque les équivalences
s’additionnent et se multiplient terme à terme, on obtient facilement ainsi
un polynôme équivalent à F et de degré en Xi  strictement plus petit. On
peut alors répéter ce processus jusqu’à obtention d’un polynôme équiva-
lent a F dont le degré par rapport à chaque variable est strictement inférieur
à p. Un tel polynôme sera dit réduit. Il est clair que par le remplacement

de xr par xi le degré total de F (par rapport à l’ensemble des variables)
diminue; nous obtenons ainsi le résultat suivant.

THÉORÈME 1. - Tout polynôme F est équivalent à un polynôme réduit F*
dont le degré total est inférieur ou égal au degré total de F.

Montrons maintenant que le polynôme réduit équivalent à un polynôme
donné est unique.

THÉORÈME 2. - Deux polynômes réduits qui sont équivalents sont congrus.

Ce théorème se démontre par récurrence sur le nombre de variables,
exactement comme le théorème rappelé ci-dessus sur l’identité des poly-
nômes. Bien entendu, il suffit de montrer que si F est un polynôme reduit
équivalent à 0, alors F = 0 (mod p).

Considérons tout d’abord le cas n = 1. Si le degré de x est inférieur à p
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et F(c) = 0 (mod p) pour tout c, alors F a un nombre de racines supérieur
à son degré et cela n’est possible que si tous les coefficients de F sont divi-
sibles par p, i. e. F = 0 (mod p). Soit maintenant n > 2; nous écrirons  F
sous la forme

Fh . ..> x,,)  = MG,  . . . > x,-l> + 4(x,,  . . . , xn-dxn + . . .
+ A&xI,  . . ., x,-I)x;-‘.

Considérons un système arbitraire de valeurs x1 = c,,  . . . , x~-~  = c,,-~  et
posons

&(c,, . . . , c,,-1)  = a,, . . . , AI>-&  . . . , c,-1)  = a,-,.

Ainsi

F(G . . . > c,_,,  x) = a, + a,x,  + . . . -j-  a,-,x:-l,

et nous avons obtenu un polynôme d’une seule variable x,,  qui est équiva-
lent à 0 puisque F N 0. Mais le théorème est démontré pour les polynômes
d’une variable et par suite ce polynôme est congru à 0. Ainsi

Ao(cl,  . . . , cnel)  = 0 (mod p)
.

A,,(&,  . . . > c,-,)  z 0 (mod p),

i. e. A,, N 0, . . . , Ap-l N 0 (puisque c,,  . . . , c,,-~  sont arbitraires). Puisque
les polynômes A,,, . . . , Apwl  de (n  - 1) variables sont réduits, alors, par
hypothèse de récurrence, on a

A, = 0 (mod p), . . . , Ap-l = 0 (mod p),

d’où F = 0 (mod p).

2) Théorèmes sur le nombre de solutions des congruences

Donnons déjà quelques conséquences des théorèmes 1 et 2.

TH~ÈME  3. - Si lu congruence F(x,,  . . . , x,,) = 0 (mod p) a une solution

et si le degré total du polynôme F est strictement inférieur au nombre n des
variables, alors cette congruence a au moins deux solutions.

DEMONSTRATION.  - Supposons que le polynôme F(x,,  . . . , x,) de degré r

ait une solution unique

xl = a, (mod p), . . . , x,, = a,,  (mod p).
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Posant H(x,,  . . . , x,,)  = 1 - F(x,,  . . . , x,)P-~,  nous avons, d’après les hypo-
thèses faites sur F et le petit théorème de Fermat,

H(x,,  . . ..x.)  =
( 1 si ~~=a,,  . . ..~.=a,,  (modp)

1 0 sinon.

Soit H* le polynôme réduit équivalent au polynôme H (cf. théorème 1);
H* prend les mêmes valeurs que H. Mais il est facile, par ailleurs, de cons-
truire un polynôme réduit prenant les mêmes valeurs que H; c’est le poly-
nôme

n

l-n
1 - (Xi - Ui)‘-l)*

i=l

D’après le théorème 2, nous aurons donc

H* E fi< 1 - (Xi  - ai)“-‘) (mod p)
i=l

(1)

et, d’après le théorème 1, le degré de H* est inférieur au degré de H, i. c.
inférieur à r(~  - l), alors que son degré, d’après (l), est égal à ~(JJ  - 1).
11  en résulte n(~  - 1) < r(~  - l), ce qui contredit l’hypothèse r < n.

COROLLAIRE (théorème de Chevalley). - Si F(x,,  . . . , x,J  est une forme
de degré strictement infëieur  à n, la congruence

F(x,,  . . ..x”)=O (mod  P>

a une solution non nulle.
L’existence de cette solution résulte du théorème 3 puisque cette

congruence admet trivialement la solution nulle.
Montrons qu’il est impossible d’améliorer l’inégalité r < n dans le théo-

rème de Chevalley; nous construirons à cet effet pour tout entier n une
forme F(x,,  . . . , x,) de degré ut telle que la congruence

W,,  . ..> x,) = 0 (mod p) (2)

n’ait que la solution nulle. Nous utiliserons le fait que, pour tout n 2 1,
il existe un corps fini Z à pn  éléments contenant Fp  comme sous-corps
(voir appendice, 0 3, théorème 2); soit wl, . . . , w, une base du corps Z sur
le corps Fp.  Considérons les combinaisons linéaires xlwl  + . . . + x,0,,  où,

Xl, ***, x,,  prennent des valeurs quelconques dans Fp.  La norme

NÇ/F,(w,  + . . . + ~4 = cp(xl,  . . . > xn)

est une forme de degré n en x1,  . . . , x,,,  à coefficients dans Fp.  Par définition
de la norme N(a) d’un élement  a = xlwl  + . . . + x,,w,  (Xi E PJ  (cf. appen-
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dite 0 2,2)),  on a N(a) = 0 si et seulement si a = 0, i. e. x1 = . . . = x,,  = 0.
Ainsi, la forme ‘p  est telle que l’équation cp(xl,  . . . , x,J  = 0 admet seulement
la solution nulle dans le corps Fp’  Remplaçons maintenant chaque coeffi-
cient de la forme ‘p, qui est une classe résiduelle modula p, par un représen-
tant de cette classe. Nous obtenons ainsi une forme F(x,,  . . . , x,) à coeffi-
cients entiers, de degré n à 12  variables telle que la congruence (2) n’ait que
la solution nulle.

Le théorème 3 est un cas particulier du résultat suivant.

THÉORÈME 4 (théorème de Warning). - Si le degré dupolynôme F(x,,  . . . . x,)
est strictement inférieur à n, le nombre de solutions de la congruence

F(G  ...y x,) = 0 (mod p)

est divisible par p.

DÉMONSTRATION. - Supposons que la congruence considérée ait s solu-

tions A. = (ao)
Il est citir  q:é

. . . . a!$i=l,..., s. Posons, cette fois encore, H = 1 - FpV1*

H(X) =
1 si X=Ai (modp) i=l, . . ..s.
0 dans les autres cas;

ici, X = (x1,  . . ., x,) (les congruences entre vecteurs à coordonnées entières
signifient que les composantes correspondantes de ces vecteurs vérifient la
congruence). Pour A = (aI,  . . . , a,J,  formons le polynôme

D,(x,, . . ., Xn)  = fi(l  - (Xj  - aj)‘-l). (3)
j=l

Il est clair que

1 si X=A(modp)
(4)

Posons

H*(xl, . . ., x,) = D&,,  . . . , xn) + . . . + D&u . . . > xn). (5)

La congruence (4) montre que H* prend les mêmes valeurs que H pour toutes
les valeurs des variables x1,  . . . , x,,, i. e. H - H*. Puisque chacun des poly-
nômes DAi  est réduit, H* est aussi réduit; il résulte alors des théorèmes 1 et 2

que le degré de H* est inférieur au degré de H, lui-même strictement infé-
rieur à n(p - 1). Mais dans chaque D+, il y a un seul terme de degré n (p- l),

c’est le terme (- l>” (x1 . . . x$-l. Puisque le degré de H* est strictement
inférieur à n(p - l), la somme de tous les termes de degré p - 1 est nulles
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ce qui exige s = 0 (mod p).  Ceci termine la démonstration du théorème 4.
Le théorème 3 résulte du théorème 4 : si p > 2, s # 0 et s = 0 (mod p)

entraînent s > 2.

3) Les formes quadratiques modulo un nombre premier

Appliquons les résultats précédents aux formes quadratiques. Le théo-
rème suivant est une conséquence immédiate du théorème de Chevalley.

THÉORÈME  5. - Soit f(xl, . . . , x,) une forme quadratique à coeficients
entiers. Si n > 3, la congruence

fh **a, xJ = 0 (mod p)

a une solution non nulle.
Le cas des formes quadratiques à une seule variable ne présente guère

d’intérêt (si a f 0 (mod p),  la congruence ax2 = 0 (mod p) a seulement la
solution nulle).

Considérons le cas des formes quadratiques à deux variables. Nous suppo-
serons p # 2 (POU~  n = 2, p = 2, il est facile d’étudier directement toutes
les formes quadratiques possibles). La forme peut alors s’écrire

f (x,  y) = ax*  + 2bxy + cys.

Nous designerons par d son déterminant ac - b2.

THÉOR~%IE  6. - La congruence

f (x,  Y) = 0 (mod  PI (P  f 2) (6)

a une solution non nulle si et seulement si - d est ou bien divisible par p ou bien
est un résidu quadratique modulo p.

DÉMONSTRATION. - Il est clair que pour des formes f et fi équivalentes
sur le corps Fp  (voir appendice 0 1, l)),  les congruences (6) ont simultanément
une solution non nulle ou pas de solution non nulle. Puisque dans le pas-
sage d’une forme à une forme équivalente, son determinant est multiplié
par le carre d’un élément non nul du corps Fp,  nous pouvons, dans la démons-
tration du theorème  6, remplacer la forme f par une autre qui lui soit équi-
valente. Chaque forme est Cquivalente à une forme diagonale (appendice 0 1,
theorème  3); par suite, nous pouvons supposer que

f = ax3 + cya, d = a c .
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Si a = 0 ou c = 0 (mod p), le théorème est évident. Si maintenant ac + 0

(mod p)  et si la congruence (6) a une solution non nulle (x,,  y,,), alors,
de la congruence

nous tirons
ax: + cyi = 0 (mod p)

-ac=  2 ‘(modp)
( 1

(la fraction w = i (modp) désigne le résultat de la division dans le corps Fp,

i. e. la solution de la congruence vw  = u (mod p)). Ainsi

= 1 et - UC = uz  (mod p), nous pouvons prendre

(x0,  Ya)  = 64  4.

EXERCICES

1. Déterminer le polynôme réduit équivalent modulo p en monôme xk.

2. Construire une forme cubique F(x,,  x2, x,)  telle que la congruence

F@I,  ~=a,  4 = 0 (mod 2)

n’admette que la solution nulle.
3. Avec les notations de la démonstration du théorème de Bggnin&montrer

que, pour p # 2, les composantes des solutions Ai (i = 1, . . . , s) vérifient les
congruences

s 3
ca,(9  3 . . . = c8) = 0 (mod p).n
i=l i=l

4. Généralisant le théoréme  4 et l’exercice 3, montrer, avec ces notations, que
l’on a les congruences

s

i=1 i=l

pourk=O,l,  . . . . p-2.
5. Démontrer que si F&,  . . . , ~3, . . . , F,(x,, . . . , XJ sont des polynômes

à coefficients entiers de degrés rl,  . . . , r,,,  tels que rl + . . . + r,,,  < n et si le système
des congruences

F&l, . . ., x3 = 0 (mod  P)
. . . . .

l
(7)

Fm(xI,  . . . . x,,)  c 0 (mod p)

a au moins une solution, alors il en a au moins deux.
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6. Avec les hypothèses de l’exercice 5, montrer que le nombre de solutions du
système (7) est divisible par p.

7. Montrer que si f est une forme quadratique sur le corps FI,  de rang 2 2
et a f 0 (mod p),  alors la congruence

est résoluble.

f =a (modp)

8. Utilisant les théorèmes 2 et 3 de l’appendice, montrer que deux formes qua-
dratiques non singulières sur le corps F,,  (p # 2) sont équivalentes si et seulement
si le produit de leurs déterminants est un carré.

9. Définir le groupe des classes de Witt de formes quadratiques sur le corps
F,(p  # 2) (cf. exercice 5 du $ 1 de l’appendice).

10. Montrer que le nombre de solutions non nulles de la congruence f (x, y) = 0
(mod p), où f est une forme quadratique de déterminant d + 0 (mod p),  est égal à

(P - 1)(1  + (9)).

11. Utilisant le théorème 7 du 0 1 de l’appendice, montrer que si f (xl,  . . . , x,)
est une forme quadratique de déterminant d $0 (mod p),  p # 2, alors le nombre
de solutions non nulles de la congruence f (xl,  . . ., x,) = 0 (mod p) est égal à

P
n-l- 1 +(p- 1) pour n pair

P n-1- 1 pour n impair

12. Avec les hypothèses de l’exercice 11, trouver le nombre de solutions de la
congruence

f(x1,  a**, XJ = a (mod p).

0 2. - SOMMES TRIGONOMETRIQUES

1) Congruences et sommes trigonométriques

Dans ce paragraphe, nous considérerons encore les congruences modulo
un nombre premier, mais d’un point de vue différent. Les théorèmes du 0 1
donnent des résultats sur le nombre de solutions d’une congruence en liaison
avec le degré et le nombre de variables du polynôme. Ici, c’est la grandeur
du nombre premier p qui joue un rôle essentiel.

Nous avons dit au début de ce chapitre que pour que l’équation

F(x,,  . . ..x.J=O

soit résoluble en nombres entiers, il est nécessaire que les congruences
F = 0 (mod m) soient résolubles pour tous les entiers m; en fait, on a vu
qu’il suffisait de considérer les cas où m est une puissance de nombre premier.
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Nous allons voir que pour une classe très importante de polynômes, les
congruences F = 0 (mod p) sont automatiquement résolubles pour tout
entier p assez grand.

DÉFINITION. - Un polynôme F(x,,  . . . , xn) à coefficients rationnels est
dit absolument irréductible s’il n’est décomposable en produit de polynômes
non triviaux dans aucune extension du corps des nombres rationnels.

Le théorème fondamental est le suivant :

THÉORÈME  A. - Si F(x,,  . . . , x,,)  est un polynôme absolument irréductible
à coejîcients entiers, alors la congurence

F(x,,  . . . , x,) = 0 (mod P) (1)

est résoluble pour tout nombre premier p supérieur à un certain nombre (dépen-
dant du polynôme F).

On a un résultat analogue pour les solutions non nulles d’un polynôme
homogène F et pour les systèmes de congruences (pour des notions appro-
priées d’irréductibilité absolue).

Le théorème A est trivial pour n = 1 (tout polynôme à une variable de
degré supérieur à 1 se décompose dans le corps des nombres complexes et
le théorème est trivial pour les polynômes du premier degré). Pour  n = 2
déjà, la dtmonstration utilise des méthodes plus profondes de géométrie
algébrique. Dans le cas n = 2, le théorème A a été obtenu par A. Weil
(A. Weil, Sur les courbes algébriques et les variétés qui s’en déduisent,
Act. Sci. Ind., 1041, Paris, Hermann, 1948). Des variantes de cette démons-
tration figurent dans les travaux de S. Lang (S. Lang, Abelian varietics,
Interscience Tracts, no 7, New York, 1959) et A. Mattuck et J. Tate  (On
the inequality of Castelnuovo-Severi, Abh. Math. Sem. Univ. Hamb., 1958,
B. 22, H. 3-4, 295-299).

Le passage de n = 2 au cas général s’effectue beaucoup plus simplement.
C’est fait dans les travaux de L. B. Nisnevitch (Sur le nombre de points des
variétés algébriques dans les corps premiers finis, Dokl. A. N. URSS, 1954,
99, no 1, 17-20) et de S. Lang et A. Weil (Number of points of variety in
finite  fields, Am. J. Math., 1954, 76, no  4, 819-827).

Les ouvrages ci-dessus démontrent en fait plus que le théorème A; ainsi,
on montre que si on fixe le polynôme F, le nombre N(p) de solutions de la
congruence (1) tend vers l’infini quand le nombre premier p tend vers
l’infini. Plus précisément encore, on a évalué la rapidité de croissance du
nombre N@).  La formulation exacte de ce résultat est la suivante :

THEORÈME  B. -Le nombre N(F, p) de solutions de la congruence (1) satisfait
à Pinégalité

1 N(F,  p)  -p”-’ 1 < C(F)p”-l-t,

la constante C(F) dépendant seulement du polynôme F et non de p.



12 THÉORIE DES NOMBRES

L’unique procédé de démonstration actuellement connu du théorème A
est de le déduire du théorème B. Nous ne pourrons pas donner ici de démons-
tration des théorèmes A et B car il faut des outils algébriques beaucoup
plus élabores que ceux dont nous disposons dans ce livre. Cependant, nous
exposerons une méthode qui permet de démontrer ces théorèmes dans des
cas particuliers; nous choisirons ici un de ces cas particuliers.

Tout repose sur le fait qu’on peut représenter le nombre de solutions de
l’équation (1) comme somme de certaines racines pièma  de l’unité. Les
sommes de ce type sont dites trigonomCtriques.

Posons quelques notations. Si f(x) ou f(x,,  . , . , xn)  est une fonction à
valeurs complexes dont les valeurs dépendent seulement des classes rési-
duelles des nombres x1,  . . . , x,,  modulo p, nous désignerons par

les sommes étendues à toutes les valeurs x ou x1,  . . . , x, d’un système
complet de résidus modula p et par

la somme étendue à toutes les valeurs x d’un système réduit de résidus.
Soit < une racine primitive pibme de 1 fixée. On voit alors facilement que

p si y=0 (modp)

0 si y+0 (modp).

Ces égalités vont nous permettre d’obtenir une expression très simple du
nombre de solutions de la congruence (1).

Considerons  la somme

s =
c c

c -
xF(+  . > xn)

.X1,.  .,X*  x

Si les valeurs x1,  . . . , xn constituent une solution de la congruence (l), on a,
en accord avec (2),

si maintenant F(x,,  . . . , x,) + 0 (mod p), on a, toujours d’après (2),

c
~+I~ . . .Jn)  = 0.

3
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Ainsi S = Np, en désignant par N le nombre de solutions de la congruence (1).
Énonçons ce résultat sous forme d’un théorème :

THÉORÈME 1. - Le nombre N de solutions de la congruence (1) est donné

par

NE1
c

pYx1, . . ,4*
P

(3)
%Xl..  . .*xn

Séparons les pn  termes de la somme (3) tels que x = 0 mod p; chacun de
ces termes est égal à 1 et on a donc

Nzpn-l+;~’  2 yxF(+...,x,)
(4)

x xl....,xn

Écrite ainsi, la formule donnant N suggère le théorème B. II  suffit seulement
de démontrer (mais toute la difficulté est là !)  que quand p croît, la somme
des termes restants croît plus lentement que son terme principal.

2) Sommes de puissances

Nous appliquerons les résultats qui précèdent au cas où le polynôme F
est de la forme

F(x,,  . ..y XJ = alx:  + . . . + an:, ai  $0 (mod p).

Nous supposerons n > 3 puisque pour n = 1 ou n = 2 le nombre de solu-
tions de la congruence F = 0 (mod p) se calcule trivialement.

En accord avec la formule (4),  le nombre de solutions de la congruence

alx:  + . . . + a,,xn  s 0 (mod p)

est donné par la formule

qui peut aussi s’écrire

Cette formule nous conduit à l’étude des sommes de la forme

c
pY' (a + 0 (mod  P)I ;

Y
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il est facile de vérifier que

en désignant par m(x) le nombre de solutions en y de la congruence

yr = x (mod p).

Il est clair que m(O)  = 1; nous allons calculer m(x) pour x + 0 (mod p).
Soit g une racine primitive modulo p; alors

x = gk (mod p), (7)

l’exposant k étant défini de manière unique modulo p - 1. Posant y = g3
(mod p), la congruence y’ = x (mod p) est équivalente à la congruence

ru = k (mod (p - 1)). (8)

D’après la théorie générale des congruences du premier degré, la
congruence (8) a d = (r,  p - 1) solutions en u ou n’a aucune solution suivant
que k est divisible par d ou pas. Par suite,

m(x) =
d si k = 0 (mod d)

0  s i  k+O(modd).

Donnons une autre évaluation plus utilisable du nombre m(x). Soit E
une racine primitive d’ordre d de 1 et définissons pour tous les nombres
entiers x relativement premiers à p des fonctions xs (s = 0, 1, . . . , p - 1)
en posant

G(X)  = EkS (10)

où k vérifie la congruence (7) (d’après l’égalité EP-1  = 1, la valeur & ne
dépend pas du choix de k). Si k - 0 (mod d), alors E~S  = 1 pour tout
s=o,  1, . . . . d - 1 et par suite la somme

d - 1

c
xd-4

J-=0

est égale à d. Si maintenant k f 0 (mod d) alors zk  # 1 et par suite

d - 1

c
&s  = Ekd- 1
- = 0.
&k- 1

S=O
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Rapprochant ce resultat des égalités (9),  nous obtenons (pour x non divisible
par p) la formule

L’expression donnée plus haut pour m(x) permet d’écrire l’égalité (6)
sous la forme

d - 1

Les fonctions xs introduits ci-dessus possèdent, c’est clair, la propriété

et s’appellent les caractères multiplicatif modulo p. Étendons-les à tous les
entiers x en posant L(X)  = 0 si x est divisible par p. Il est clair que, pour
cette définition, la propriété (12) est conservée. Le caractère x0(n)  dont la
valeur pour px est égale à 1 s’appelle le caractère unité.

Séparons dans la somme (11) les termes qui correspondent au caractère
unité x0. Puisque

l-tC’r-=Cr-,
x x

l’égalité (11) peut s’écrire sous la forme

d - 1

Y s=1 x

(ici on peut considérer que x parcourt un système complet de résidus
modulo p, puisque L(X)  = 0 pour x = 0 (mod p)).

Soient x un des caractères xr et a un nombre entier. L’expression

s’appelle somme de Gauss et se désigne par ~~01).
Les formules (5) et (13) nous permettent de formuler le théorème suivant.

THÉORÈME  2. - Le nombre N de solutions de la congruence

alxF + . . . + anx:  = 0 (mod p), a,f 0 (mod p) (14)
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est donné par la formule

(15)

dans laquelle di  = (ri, p - l), les caractères xi,s étant définis par l’égalité (10)
avec d = di.

Remarquons que si un des di est égal à 1, i. e. si ri  relativement premier
avec p - 1, alors dans la formule (15) la somme intérieure correspondante
sera nulle (comme somme indexée par l’ensemble vide) et par suite dans ce
cas on a la formule N = p”-l.  Cela est d’ailleurs clair directement puisque
pour chaque choix des valeurs x1,  . . . , xi-19  Xi+19 . . . , x,,  il existe une
valeur Xi  et une seule pour laquelle la congruence (14) est satisfaite.

Le théorème 2 prend tout son sens grâce au fait que le module de la somme
de Gauss peut être calculé exactement. Nous montrerons dans le point
suivant que

I-~(x>l=d~ pour a+O(modp)  et x #x0

(cf. aussi exercice 8).
Voyons ce que donne le théorème (2) en utilisant ce résultat. Il résulte

de la formule (15) que

n  di-1

1 N - pn-11 Gi  C’lJC  1 zt7iXoli,S)  1

x i=l s=l

= P (p - l)fi(d,  - 1)~’  = (p - l)p’-‘fi(di - 1).
i=l i=l

Nous obtenons ainsi le théorème.

THÉORÈME 3. - Le nombre N de solutions de la congruence

alx:  + . . . + anx:  = 0 (mod p)

pour tous les p premiers ne divisant pas a,, . . . , a,, satisfait à l’inégalité

1 N - p”-l  1 < C(p - 1,~: -’ (16)
avec

C = (dl  - 1) . . . (d,, - l), di  = (ri, p - 1).

Pour n > 3, on peut obtenir le théorème B, pour les polynômes de la forme
considérée, à partir du théorème 3. En effet
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Remarquons, en passant, que l’inégalité (16) que nous avons obtenue
pour n > 3 est plus précise que l’inégalité du théorème B.

Remarque. - Pour démontrer le théorème 3, il suffirait, d’après (5),  de

connaEtre  une estimation du module de la somme
c

cd. On peut obtenir
x

une telle estimation plus rapidement, sans utiliser les sommes de Gauss
(voir exercices 9 à 12 dus à H. M. Korobof). Nous exposons ici la démons-
tration avec les sommes de Gauss car les sommes de Gauss ontdenombreuses
autres applications en théorie des nombres.

3) Module des sommes de Gauss

Considérons l’ensemble .F  de toutes les fonctionsf(x)  à valeurs complexes
définies pour x entier rationnel et telles que f(x) -fQ)  si x = y (mod p).
Puisque chaque fonctionf(x)  E 8 est définie par ses valeurs sur un système
complet de résidus modulo p, alors 9 est un espace vectoriel de dimension p
sur le corps des nombres complexes. Introduisons sur 9 un produit scalaire
hermitien en posant

Une simple vérification montre que, pour ce produit scalaire, les p fonctions

Ad-4  = c-ax (a résidu mod p) (17)

forment une base orthonormale dans 6. En effet, d’après (2),

Les fonctions (17) qui possèdent la propriété

sont appelées des caractères additif modulo p. Cherchons les coordonnées
d’un caractère multiplicatif x dans la base (17). Soit

Alors

BcmNITcH

(18)

(19)

2
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Nous voyons ainsi que les sommes de Gauss T,(X)
( 1
à i près sont les coor-

données du caractère multiplicatif x dans la base des caractères additifs fa.
Pour obtenir une importante relation entre les coordonnées a, (et par

suite entre les sommes de Gauss T=U),  multiplions l’égalité

x(4 = CaJX4 cm
a

par x0 oh c $0 (mod p),  et remplaçons l’indice de sommation a par (IC  :

x(4 = ~xw%&0  = ~xw%cf.(cx~.
63 P

Comparant ceci avec (20),  nous obtenons

cc,  = xwbc. (21)

Supposant ici a = 1 et remarquant que 1 x(c)  1 = 1, nous trouvons

IafI=IalI  pourc+O  (modp). (22)

Supposons maintenant que le caractère x est distinct du caractère unité x0.
Alors on peut choisir le nombre c (relativement premier avec p)  tel que
x(c)  # 1 et l’égalité (21) pour a = 0 donne

a0  = 0. (23)

Démontrons maintenant le résultat annoncé donnant le module de la somme
de Gauss.

THÉORÈME 4. - Si x est un caractère multiplicatif modula  p, diffërnt  du
caractère unité x0 et a un nombre entier relativement premier avec p, alors

DÉM O N S T R A T I O N . - Considérons dans l’espace .F  le produit scalaire (x,  x).
Puisque 1 x(x) 1 = 1 pour x f 0 (mod p), alors

(x,  x) = j ~xwxw = p+  -
x

D’autre part, en utilisant l’expression (18) et en tenant compte de (22) et (23)
nous trouvons

(x, x) = 2 1 aa  1” = 0, - 1)  1 a, 1”.
a
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La réunion de ces deux résultats nous donne l’égalitk

I%l=--&  (c+O(modp)),

d’où le résultat, d’après la formule (19).

EXERCICES

1. Montrer que le théorème A n’est pas vrai pour les solutions non nulles
du polynôme F = xa + ya mais que, par contre, le théoréme  B est vrai pour le
polynôme F = x2 - y2. Bien entendu, ces polynômes ne sont pas absolument
irréductibles.

2 . Soit C~(X)  une fonction définie pour tous les nombres entiers x premiers avecp
et prenant des valeurs complexes différentes de zéro. Montrer que si q(x) = cp(y)
pour x = y (mod p) et cp(xy) = cp(x)cp(y),  alors cette fonction coïncide avec une
des fonctions X$(X)  = Eks,  E étant une racine primitive (p - l)-ème  de 1 (k est
défini par la congruence (7)).

3 . Démontrer que toute fonctionf(x) de la variable entière x à valeurs complexes
non nulles qui dépend seulement de la classe résiduelle de x modulo p et telle
quef(x  + y) =f(x)f(y) est de la formef(x)  = @, où t est un certain entier
et C une racine d’ordre p de 1.

4. Soit p # 2. Démontrer que le caractère x = x1 défini par l’égalité (10) pour
d = 2 (et s = 1) coincide avec le symbole de Legendre :

(ce caractère est appelé le caractère quudratique  modulo p).

-5.  Supposons ab + 0 (mod p) et soit x le caractère quadratique modulo p If 2.
Démontrer la relation

pour les deux sommes de Gauss T~(X)  et Q(X).

6. Avec les mêmes notations, démontrer que

7. Résoudre les exercices 10, 11 et 12 du paragraphe précédent en utilisant le
théorème 2 et les résultats des exercices 5 et 6.

8 . Soient x un caractère multiplicatif modula  p, différent du caractère x0 et a f 0
(mod p). Montrer que

en déduire une nouvelle démonstration du théorème 4.
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9. Soient f(x) un polynôme à coefficients entiers et C une racine primitive

d’ordre m de 1. On pose S, =
ç

‘$@).  Démontrer que l’on a

xmodm

2 1 Sa  la =  m  2 NW,
amodm cmodm

en désignant par N(c) le nombre de solutions de la congruence f (x) = c (mod m).

10. Soit < une racine primitive d’ordre p premier de 1 et posons T, =
c

‘P .

x
Démontrer que

c
’ 1 Ta I* =P(P - I)(d-  11,

cl

avecd=(r,p- 1).
11. Avec les mêmes notations, montrer que les sommes T,,  a + 0 (mod p),

P-lsont décomposables en d groupes de d sommes égales entre elles. Utilisant

ce résultat et celui de l’exercice 1, en déduire que

I Ta I < 4’6, a + 0 (mod p).

12. Remarquant que
c

I
T, = 0, obtenir pour T, l’estimation meilleure

a

I%I < Cd-  l>h afO(modp)
(D’après la formule (5),  cette estimation nous donne une autre démonstration
du théorème 3).

13. Montrer que la congruence

3.9  + 49 + 5zs  = 0 (mod p).

a une solution non nulle pour tout p premier.

0 3. - LES NOMBRES +DIQUES

1) Les nombres entiers p-adiques

Passons maintenant aux congruences modulo une puissance d’un nombre
premier. Étudions un exemple. Soit la congruence

x2 = 2 (mod 79.

Pour n = 1, cette congruence a deux solutions :

x0 = & 3 (mod 7). (1)
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Soit maintenant n = 2. De

x2 = 2 (mod 72), (2)

résulte x2 = 2 (mod 7) et par suite on peut chercher les solutions de la
congruence (2) sous la forme x0 + 7t1,  x,,  étant un des nombres définis  par
la congruence (1). Nous rechercherons les solutions de la forme x1  = 3 + 74
(les solutions de la forme - 3 + 7t, s’étudient de la même manière). Portant
cette expression de x1  dans (2),  nous obtenons

(3 + 7Q2 = 2 (mod 72)

9 + 6.7t,  + 72tt  = 2 (mod 72)

1+6t,=O(mod7)

tl = 1 (mod 7).

D’où la solution x1 - 3 + 7.1 (mod 72).
De même, pour II  = 3, on pose x2 = x1 + 72?2 et à partir de la congruence

(3 •l- 7 + ?fg)* = 2 (mod 7*)

on obtient t2 - 2 (mod 7),  i. e.

~,-3+7.1+7~.2(mod7~).

Il est facile de voir que ce procédé s’étend indéfiniment. On obtient ainsi
une suite

x0,x1 ,...,  x,, . . . (3)

qui possède les propriétés :

x0  = 3 (mod 7)

x, = x+1  (mod 7”)

xz = 2 (mod 7”+l).

Le procédé de construction de la suite (3) rappelle le procédé d’extraction

de la racine carrée de 2. En effet, le calcul de 42 consiste en la construction
d’une suite de nombres rationnels r,,  r,,  . . . , r,,,  . . . dont les carrés sont aussi
proches que l’on désire de 2, par exemple

Ici, on construit une suite de nombres entiers x0,  x1,  . . . , x,, . . . pour lesquels

x]1 - 2 est divisible par 7”+‘. Cette analogie sera plus claire si nous conve-
nons que deux nombres sont proches (plus exactement p-proches, p étant
un nombre premier) quand leur différence est divisible par une puissance
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de p suffisamment grande. On pourra dire alors que les carrés des nombres
de la suite (3) sont, quand n croît, aussi 7-proches  que l’on veut de 2.

La construction de la suite { r, } définit le nombre réel dz.  On peut
dire que la suite (3) définit :également  un nombre a d’une « nouvelle
nature » et tel, par suite, que az = 2.

Attirons l’attention du lecteur sur le fait suivant. Si une suite de nombres

rationnels { r; } est telle que 1 r, - rh  1 < Ai pour tout n, alors sa limite

sera encore ý2. Nous supposerons donc également qu’une suite {  XL }  telle

que x,,  = xi (mod 7”+‘)  définit le même « nouveau nombre )) a (pour cette

nouvelle suite { X;  },  il est évident que l’on a aussi xia = 2 (mod 7”+l)

et xh = xh-, (mod 7 )).
Ces remarques nous conduisent à la définition suivante.

DÉFINITION. - Soit p un nombre premier quelconque. Une suite de nombres
entiers

{X">={&l,&, **-,X", a** >,

tels que

x, = xnwl  (mod pn) (4)

définit un nouvel objet appelé nombre entier p-adique. Par dé$nition  deux
suites { x,, } et { xk  } définiront le même nombre entier p-adique si et seule-

ment si x,, = XL  (mod p,,+,)  pour tout n > 0.
Nous exprimerons le fait que la suite { x, } définit le nombre entier

p-adique a par le symbole :

tx,>  + a.

Nous désignerons par Z, l’ensemble de tous les nombres entiers p-adiques.
Pour les distinguer des nombres entiers p-adiques, les nombres entiers habi-
tuels seront appelés entiers rationnels.

A chaque nombre entier rationnel x, nous associerons le nombre entier
p-adique défini par la suite { x, x, . . . , X,  . . . }  et nous désignerons par la
même lettre x ce nombre entier p-adique. Deux entiers rationnels x et y dis-
tincts définissent deux entiers p-adiques distincts. En effet, leur égalité
comme entiers p-adiques entraîne, pour tout n, la congruence x =y  (mod pn)
ce qui exige x = y. Par suite, nous pourrons considérer l’ensemble Z des
entiers rationnels comme un sous-ensemble de l’ensemble Z, des nombres
entiers p-adiques.

Pour concrétiser plus clairement l’ensemble Z,,  donnons un procédé pour
choisir une suite standard dans l’ensemble de toutes les suites définissant
un nombre entier p-adique donné.
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Soit un nombre entier p-adique défini par une suite { x,,  }.  Désignons

par 5, le plus petit nombre positif ou nul congru à x,,  modulo pn+l  :

x,,  = in (mod p*+l) (5)

0 <x,  <pn+1. (6)

La congruence (5) montre que

2, = x,,  =x,+, = x,+, (modp”)  ;

ainsi, la suite { 2, } définit un nombre entier p-adique, qui est le même que
celui défini par la suite { x,,  }.  Une suite dont tous les termes satisfont aux
conditions (4) et (6) sera dite canonique. Ainsi, chaque entier p-adique est
défini par une suite canonique.

Il est facile de voir que deux suites canoniques différentes définissent des

entiers p-adiques différents. En effet, si deux suites canoniques {  2, }  et {  T,,  }
définissent le même entier p-adique, alors, d’après les congruences

ii,,  = y,, (mod p”+l)

et les conditions 0 < X,  < p*+l, 0 < y, < pn+l,  on a 2, = jn pour tout
n 2 0. Ainsi, les nombres entiers p-adiques sont en correspondance biuni-
voque avec les suites canoniques. La condition (4) entraîne que

C+l  = 2, + h+@+l,

et, puisque 0 < X,+1  < P~+~,  on a 0 < a,+, < p; toute suite canonique est
donc de la forme

{ a,, a0  + alp,  a0  + ulp  + azp2,  . . . },

avec 0 < ai  < p. Il est évident que, réciproquement, toute suite de cette
forme est une suite canonique définissant un nombre entier p-adique. Il est
facile de démontrer à partir de là que l’ensemble des suites canoniques et
par conséquent l’ensemble des entiers p-adiques, ont la puissance du continu.

2) L’anneau des nombres entiers p-adiques

DÉFINITION. - On appelle somme et produit de deux nombres entiers
p-adiques a et p déjïnis  par les suites { x, } et { y,, } les nombres entiers p-adi-
ques d&inis  respectivement par les suites { x,, + y,, } et { ~,,y,  }.

Pour que cette définition ait un sens, il faut montrer que les suites {  ~,,+y,,  }
et { x,y,  } définissent des nombres entiers p-adiques et que ces nombres
dependent seulement de a et p et non du choix des suites qui les définissent.
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La dtmonstration de ces propriétés est triviale et nous l’omettrons.
Il est clair à partir de ces définitions que pour ces opérations, les entiers

p-adiques forment un anneau commutatif contenant comme sous-anneau
l’anneau Z des entiers rationnels.

La notion de divisibilité se définit ici comme dans tout anneau (voir
appendice 0 4-l)) : o(  est divisible par @ s’il existe un entier p-adique y tel
que a = py.  Pour étudier les propriétés de divisibilité, il est important de
connaître les entiers p-adiques qui admettent un inverse; ces nombres seront
appelés diviseurs de l’unité, ou unités. Nous les appellerons aussi unités
p-adiques.

THÉOR&ME  1 . - Un nombre entier p-adique a dé$nipar une suite { x0, x1,  . . . ,
x,,  . . . } est une unité si et seulement si x0 f 0 (mod p).

DI~MONWRATION. - Supposons que a est une unité. Il existe alors un
entier p-adique p tel que ap  = 1. Si p est défini par la suite { y,, },  la condi-
tion ap  = 1 signifie que

~,y, = 1 (modp”+l). (7)

En particulier ~,y,  = 1 (mod p), d’oti  x0 f 0 (mod p). Réciproquement,
supposons x0 + 0 (mod p). II  résulte facilement de (4) que

x,,  = x,,-~  = . . . = x0 (mod p)

d’où x,,  + 0 (mod p). Par suite, pour tout n, on peut trouver y,, tel que la
congruence  (7) soit vérifiée. Puisque x,,  = xnwl  (mod pn) et x,y,  = xn-,ynMr
(mod  p”), alors y,, = Y,,-~  (mod p,J.  Cela signifie que la suite ( yn } définit
un nombre entier p-adique p, qui est l’inverse de a d’après (7) .

Ce théorème entraîne qu’un nombre entier rationnel a, considéré comme
un é1Cment  de l’anneau Z,,  est une unité si et seulement si a + 0 (mod p).
Si cette condition est remplie, alors a-’ E Z,; il en résulte que tout entier
rationnel b est divisible par a dans Z,,  i. e. tout nombre rationnel de la

forme s où a et b sont entiers et u $0  (mod p) appartient à Z,.  Les nombres

rationnels de cette forme sont appelés p-entiers. Ils forment un anneau de
manière évidente. On peut formuler ainsi ce résultat :

COROLLAIRE. - L’anneau Z, des nombres entiers p-adiques contient un
sous-anneau isomorphe à l’anneau des nombres rationnels p-entiers.

THI~R~ME  2. - Tout entier p-adique a différent de 0 s’écrit de manière
unique sous la forme

a=pmS (8)

où E est une unité de l’anneau Z,
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DEMONSTRATION.  - Si a est une unité, alors (8) est satisfait pour m = 0.
Supposons que {  x,,  }  + a et que a n’est pas une unité, i. e. x0 + 0 (mod p).
Puisque a # 0, les congruences x, = 0 (mod p”+l) ne peuvent pas avoir
lieu pour tout n;  soit m le plus petit entier tel que :

Pour s 2 0,

x, qk 0 (mod pm+l). (9

et par suite le nombre ys =
X
-!!CC!  est un entier. De la congruence

Prn

PrnYs  - PrnYs-1  = &?z+s  - x,+,.-1 = 0 (mod pm  +“),

il résulte que

ys  = Y,-, (mod ~9

pour tout s > 0. La suite { y3 } définit donc E  E Z,. Puisque y0 = zm  + 0

(mod p), il résulte alors du théorème 1 que E est une unité. Enfin, la
congruence pmys  = x,+,  = sx (mod ps+l) entraîne que p% = a, i. e. on a
la décomposition (8).

Supposons maintenant que a admette une autre décomposition a = pkq

avec k > 0 et q une unité. Si { z,  } + 3, alors

pm  ys  = pkzs  (mod pS  +  l) (10)

pour tout s > 0 et, d’après le théorème 1, tous les y, et z,  ne sont pas divi-
sibles par p puisque E et q sont des unités. Faisant s = m dans la
congruence (lO),  on obtient

pm  y,,, = pkz,,,  + 0 (mod pm  + l),

d’où l’inégalité k < m. Par symétrie, on a de même m G k, i. e. k = m.

Rempla,çons  s par s + m dans la congruence (10) et simplifions par pm.
Nous obtenons

Y~+~  = z,+,  (mod  psfl),

et, puisque ym+s  = y, (mod ps+l) et z,+,  = z,  (mod ps+l) d’après (4),  on a
bien, pour tout s > 0,

ys = z,  (mod psfl),

ce qui montre que E = 3.
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COROLLAIRE 1 . - Un nombre entier p-adique a déjini  par une suite { x,, }
est divisible par pk si et seulement si x,, c 0 (mod P~+I) pour tout

n = 0, 1, . . . , k - 1.

En effet, l’exposant m dans (8) a été défini comme le plus petit entier
pour lequel on a (9).

COROLLAIRE 2. - L’anneau Z, n’a pas de diviseur de zéro.

En effet, si a # 0 et p # 0, alors on a les représentations a = p% et
b = pkq, E et r) étant des unités (E  et ? ont donc des inverses e-l et q-l dans
l’anneau ZJ.  Si a@ = 0, alors, multipliant l’égalité p”+Qq = 0 par &-lq-l,
nous obtiendrions pm+k = 0, ce qui est impossible.

DÉFINITION. - Le nombre m qui figure dans la décomposition (8) d’un
nombre entier p-adique a d@rent  de zéro s’appelle la valuation p-adique de
a et se désigne par vP(a).

Si le nombre premier p est fixé sans ambiguïté, on appellera simplement
ce nombre la valuation de cc  et on le désignera par v(a). Pour que la fonc-
tion v(a) soit définie pour tous les nombres entiers p-adiques, nous pose-
rons v(0)  = co (cette définition formelle est justifiée par le fait que 0 est
divisible par des puissances de p arbitrairement grandes).

Une démonstration immédiate donne les propriétés suivantes de la valua-
tion :

443) = $4  + v(P) (11)

V(a  + B) > min (44,  v(P)) (12)

V(a  + P) = min (v(ahv(P>), si v(a) # (Pl. (13)

Les propriétés de divisibilité des nombres entiers p-adiques s’expriment
très simplement au moyen de la valuation. En particulier, on obtient faci-
lement, à partir du théorème 3 :

COROLLAIRE 3. - Un nombre entier p-adique a est divisible par f3 si et seule-
ment si v(a) > v(p).

Ainsi, l’arithmétique de l’anneau Z,  est très simple. Il y a un seul élément
premier (à un élément associé près), c’est le nombre p. Tout élement  de Z,
différent de 0 est caractérisé par sa valuation et son unité.

En conclusion, nous étudierons les congruences dans l’anneau Z,.  La
congruence est définie ici comme pour les nombres entiers et plus générale-
ment pour tout anneau (cf. appendice 0 4-l)) : a = p (mod y) signifie que
a - p est divisible par y. Si y = p%, E étant une unité, alors la congruence
modulo y est equivalente  à la congruence modulo p”. Par suite, on peut
se limiter à l’examen des congruences modula p”.
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THÉORÈME 3. - Tout nombre entier p-adique est congru à un nombre entier
rationnel modula  p”. Deux nombres entiers rationnels sont congrus modulo p*
dans l’anneau Z,  si et seulement s’ils sont congrus modulo pn  dans l’anneau Z.

DÉMONSTRATION. - Pour démontrer la première affirmation, établissons
que si a est un nombre entier p-adique et {  x,,  } une suite de nombres entiers
rationnels qui le définit, alors

a = x~-~  (mod pn). (14)

Puisque x,-~ est defini  par la suite { x”-~,  x,-~,  . . . >, une suite définissant
a - x~-~ est {x0  - x~-~,  x1 - xnwl, . . . >. Appliquons à l’entier p-adique
a - x,,-~  le corollaire 1 du théorème 2. Nous voyons que la congruence (14)
équivaut aux congruences

x,,  - xnel  = 0 (mod pk+l), k=O,l,  . . . . n-l,

dont la vérification découle de la condition (4) de la définition des entiers
p-adiques.

Démontrons maintenant que pour deux entiers rationnels x et y, la
congruence modulo pn  dans Z,  équivaut à la congruence modulo pn  dans Z.
Posons

x-y=pma, a+0 (moO-4 (15)

(on suppose x # y). La congruence

x = y (mod pn). (16)

dans l’anneau Z est équivalente à n < m. D’autre part (15) est la repré-
sentation (8) du nombre x - y puisque a est une unité p-adique. Par suite
V~(X  - y) = m et la condition n < m peut s’écrire sous la forme vP(x-y)>n,
ce qui est équivalent à la congruence (16) dans Z, puisque v(pn)  = n (cf. corol-
laire 3 du théorème 2).

COROLLAIRE. - Le nombre des classes résiduelles modula  pn  dans Z,  est
égal à pn.

3) Fractions p-adiques

Puisque l’anneau Z,  est sans diviseur de zéro (corollaire 2 du théorème 2),
on peut l’inclure dans un corps en utilisant la construction du corps des
fractions d’un domaine d’intégrité. Ici, cette construction nous conduit

à étudier les fractions de la forme cc, ou  a est un entier p-adique quelconque
pk

et k > 0. La fraction est ici simplement un symbole commode pour désigner
la paire (a, pk).
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DEFINITION.  - Le symbolefractionnaire -! a E  Z,, k > 0 définit un nombre
Pk’

fractionnaire p-adique ou, plus simplement, un nombre p-adique. Deux frac-

tions :k et pX définissent le même nombre p-adique si apm  =P ppk  dans Z,

Nous désignerons par OP  l’ensemble de tous les nombres p-adiques.

Tout nombre entier p-adique définit un élément s = i0 de OP.  Il est clair

que des nombres entiers p-adiques différents définissent des nombres
p-adiques différents de OP.  Par suite, nous pouvons considérer Z, comme
un sous-ensemble de l’ensemble Qp.

Les opérations dans Qp sont definies  par les règles :

;i f ; = ap;k+p”k

a P 4
p” ’ p” =pk+m’

Une vérification triviale montre que le résultat des opérations ci-dessus
ne dépend pas du choix des fractions qui definissent  les éléments corres-
pondants de Qp et que Qp est un corps pour ces opérations, le corps des
nombres p-adiques. Il est évident que la caractéristique du corps Q,  est nulle
et par suite il contient le corps des nombres rationnels.

THÉORÈME 4. - Tout nombre p-adique 6 # 0 est représentable de manière
unique sous la forme

4 = Prn&, (17)

où m est un entier rationnel et E une unité de Z,

DÉMONSTRATION. - Soit E = $, a E Z,. D’après le théorème 2, a = p$

I > 0, où E est une unité de l’anneau Z,. Ainsi C = p% avec m = 1 - k.
L’unicité de la représentation (17) découle de l’affirmation correspondante
pour les nombres entiers p-adiques demontrée  dans le théorème 2.

La notion de valuation introduite ci-dessus se généralise facilement aux
nombres p-adiques. Nous poserons

~~(5)  = m,

où m est l’exposant dans la représentation (17). On vérifie facilement que les
propriétés (1 l), (12) et (13) sont encore valables dans le corps OP.  Il est
clair que le nombre p-adique t est un nombre entier p-adique si et seulement
si V~(E)  > 0.
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4) Convergence dans le corps des nombres p-adiques

Dans le sous-paragraphe l), nous avons attiré l’attention sur l’analogie
qui existe entre les nombres entiers p-adiques et les nombres réels : les uns
et les autres sont définis par des suites de nombres rationnels.

Puisque chaque nombre réel est, comme on le sait, la limite de toute
suite de nombres rationnels qui le définit, il est intuitif de penser qu’il en
sera de même pour les nombres p-adiques pour une notion de convergence
appropriée. Pour définir la limite d’une suite de nombres réels, on s’appuie
essentiellement sur la notion de proximité : deux nombres réels ou ration-
nels sont considérés comme proches si la valeur absolue de leur différence
est suffisamment petite. Pour définir la convergence dans le corps des nom-
bres p-adiques, il faut donc définir la notion de nombres p-adiques proches.

Dans l’exemple du début de ce paragraphe, nous avons déjà parlé de la
p-proximité de deux nombres entiers rationnels x et y en entendant par là
que la différence x - y est divisible par des puissances de p suffisamment
grandes. Ainsi, apparaît une nouvelle analogie entre les nombres réels et
p-adiques pour la notion de proximité. Si on utilise la notion dep-valuationv,,
il est clair que la p-proximité de x et y sera caractérisée par la valeur du
nombre V~(X  - y). Cela signifie que deux nombres p-adiques quelconques E
et ? (non nécessairement entiers) doivent être considérés comme proches
si la valeur V~(X - y) est suffisamment grande. En d’autres termes, les
nombres p-adiques « petits » sont caractérisés par de grandes valeurs de
leurs valuations.

Après ces remarques préparatoires, passons à une définition précise.

DÉFINITION. - Une suite

{Ll={LE1, . . . . En,  . ..>

de nombres p-adiques est dite convergente vers un nombre p-adique E (ce que
nous noterons lim 5, = 5 ou { k, > -+ 5)  si

n+m

lim vp(&  - E)  = CO.
n-Ko

On peut donner à la définition ci-dessus un aspect moins surprenant en
considérant, au heu de l’exposant vp  défini sur le corps Qp,  une autre fonc-
tion, à valeurs réelles positives, qui tend vers 0 lorsque l’exposant tend vers
l’infini. Par exemple, choisissant un nombre réel p tel que 0 < p < 1,
posons

i

$P(E)

?a) = o
si 5+-o
si E= 0.

(18)
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DISFINITION.  - La fonction (pP(  E),  E E Q,,  déjînie  la formule (18) s’appelle
une métrique p-adique. La valeur du nombre (p#)  s’appelle la grandeur du
nombre p-adique E pour cette métrique.

Comme pour la valuation, nous dirons fréquemment que la fonction q+,
est une métrique et nous la désignerons par cp.

Il résulte facilement des propriétés (11) et (12) de l’exposant que la
métrique possède les propriétés :

?J(E?)  = cp(E)  CP(?I (19

cp(E  + 4 G max  (~PR),  ~PC$>. (20)

Cette dernière inégalité entraîne d’ailleurs

cp(5  + ?> G TGJ  + drl). (21)

Les propriétés (19) et (21) et la propriété C~(E)  > 0 pour 5 # 0 montrent
que la notion de métrique introduite ci-dessus pour les nombres p-adiques
est analogue à la notion de valeur absolue sur le corps des nombres réels
(ou de module sur le corps des nombres complexes).

A l’aide de la métrique ‘pP,  la définition de la convergence dans le corps OP
devient : la suite { E,, },  E,  E QP, converge vers le nombre p-adique E si

lim cp,(E,  - 5)  = 0.
n-F=

On peut facilement formuler et démontrer pour le corps QP les théorèmes
habituels de l’analyse sur les limites des suites. Montrons par exemple que

si { F, } -+ F et 6 # 0, alors -!- + 1.  Tout d’abord, à partir d’un certain
1 I5, E

rang, i. e. n > n,,  nous aurons v(& - 5) > v(E),  d’où, d’après (13),

vW = min W,  - 0, -J(Q)  = ~(0;

en particulier v(L)  # co, i. e. J$, # 0 et par suite - a un sens pour tout n>n,.
5,

De plus,

( 1

1 1
“CE

= $5 - E3 - V(E”)  - -43 = an  - E)  - 2v(Q -+ 03

pour n + CO,  ce qui démontre notre affirmation.

THÉORÈMEZ  5. - Si le nombre entierp-adique u est définipar une suite { x, }
de nombres entiers rationnels, alors cette suite converge vers a. Tout nombre
p-adique E  est limite d’une suite de nombres rationnels.
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DÉMONSTRATION. - De la congruence (14) résulte que V~(X”  - a) 2 12 + 1.
Par suite V(X~  - ct) -+ co pour n -f CO,  donc x, + a. Considerons  mainte-

nant une fraction p-adique E = pG.  Puisque

pour n -+ CO,  E est la limite de la suite de nombres rationnels
1 !
3
Pk

.

De toute suite bornée de nombres réels on peut toujours, comme on le
sait, extraire une sous-suite convergente. On a une propriété analogue pour
les nombres p-adiques.

DÉFINITION. - Une suite { F,,  } de nombres p-adiques est dite bornée si
toutes les valeurs y&,) sont bornées supérieurement ou, ce qui revient au
même, si tous les nombres V~(E,,) sont bornés inférieurement.

THÉORÈW  6. - De toute suite bornée de nombres p-adiques (en particulier,
de toute suite de nombres entiers p-adiques) on peut extraire une sous-suite
convergente.

D~~MONSTRATION. - Démontrons tout d’abord le théorème pour une
suite {  a,, }  de nombres entiersp-adiques. Puisque dans l’anneau Z,  le nombre
de classes résiduelles modulo p est fini (corollaire du théorème 3),  il existe
dans la suite a,, une infinité de termes congrus modulo p à un même nombre

entier rationnel x0.  Extrayant tous ces termes, nous obtenons une suite { a:’ 1
dont tous les termes satisfont à la congruence

an) = x0 (mod p).

De la même manière, on extrait de la suite $’ une suite LX~’  telle que

a:’ = x1 (mod pz),

ob  x1 est un certain nombre entier rationnel. Continuant ce processus indé-

finiment, nous obtenons pour tout k une suite j a:“’  ) qui est une sous-suite

de la suite précédente 1 a’n-” 1 et dont les termes vérifient la congruence

a:’ = xk-1 (mod pk)

pour un certain entier rationnel xk-l.  Puisque xk = akk+l’  (mod pk+‘)  et

puisque la suite f aik+”  j est extraite de la suite f an’  1, alors

xk = &-1 (mod pk)
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pour tout k > 1. La suite { x } définit par suite un certain nombre entier

p-adique a. Formons maintenant la (( suite diagonale » { an’ 1. II  est clair

que c’est une sous-suite extraite de la suite a,; montrons que f a:’ 1 -f a.
En effet, d’après (14),  nous avons : a = x,+~  (mod p”);  d’autre part

Or(n)  = ,x+1 (mod p”)

et par suite a? = a (modp”), i. e. V(an’  - a) > n.  Ainsi V(a”’ - a  -+m)

pour n -+ CO,  i. e. 1 an 1 -+ a.

Demontrons le théorème dans le cas général. Si pour une suite de nom-
bres p-adiques { E,, }  on a v(&) > - k (k étant un entier rationnel), alors
pour a,, = E,pk, on aura $a,)  > 0 et a,, est un nombre entier p-adique.
D’après ce qui précède, on peut extraire de la suite {  a,, }  de nombres entiers
p-adiques une suite convergente { ani }.  Mais alors, la suite ( Sni  }  = { anip-k  >

est une sous-suite convergente de { 5, }.  Ceci termine la démonstration.
Les nombres p-adiques vérifient également le critère de Cauchy : une

suite

{ En 1, 4, E Qp, (22)

est convergente si et seulement si

lim v(&  - &J = oc). (23)
m,n-xc

La nécessité de cette condition est claire. Pour dtmontrer la suffisance,
remarquons tout d’abord que (23) entraîne que la suite (22) est bornée.
En effet, la condition (23) entraîne l’existence d’un n,  tel que v(&,  - E,,)  > 0
pour tout m > n,.  Mais alors, d’après la propriété (12),  pour tout m > n,,
on a l’inégalité

GJ  = V((E,  - En3  + L,) 2 fin (0,  v(EJ) ;

ainsi (22) est bornée. D’après le théorème 6, on peut extraire de (22) une
sous-suite { ESni  }  convergente vers un certain nombre E.  Soit M un nombre

quelconque, arbitrairement grand; d’après (23) et la définition de la conver-
gence, il existe un entier naturel N tel que V(E,  - E,J  z M pour m, n Z N
et V(E,+  - t) > M pour n > N. Par suite

~(4,  - E)  2 min (YK,  - Enil, v(Eni  - 5)) b M

pour tout m > N. Par suite, lim V(E,,,  - 5)  = oc),  i. e. la suite (22) est
m-km

convergente.
On peut donner une forme plus forte au critère de convergence dans le
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corps des nombres p-adiques. Si la suite (22) satisfait à la condition (23),
il est clair que

lim V(E~+~  - 4”)  = co. (24)
Il-+*

Montrons maintenant que la condition (24) entraîne (23). En effet, si
Y&+~  - 5,)  > M pour tout II  > N, d’après (12),  l’égalité

entraîne

m - 1

tm - En = C(G+  1 - Ed, m>n>N,
i=n

i. e. Y(&,  - E,,)  -f co pour m, n ‘r CO.  Ainsi, on a :

THÉORÈME  7. - Pour qu’une suite { E,,  } de nombres p-adiques soit conver-
gente, ilfaut et ils&  que

lim Y([,+~  - En)  = 00.
“-KO

L’existence d’une notion de convergence dans le corps Q,  nous permet
de parler de fonctions p-adiques continues d’une variable p-adique. Une
fonction F(Z)  sera dite continue pour E = E,, si pour toute suite { t, >
convergente vers E,,,  la suite des valeurs { F&)  } converge vers F(E,).  La
définition pour des fonctions de plusieurs variables est analogue. De même
que dans l’analyse réelle, on démontre facilement les théorèmes usuels sur
les opérations arithmétiques appliquées aux fonctions p-adiques continues.
En particulier, il est facile de vérifier que tout polynôme d’un nombre
quelconque de variables à coefficients p-adiques est une fonction p-adique
continue. Nous utiliserons par la suite ce résultat simple (5 5, 1)).

Pour terminer, donnons quelques résultats sur les séries p-adiques.

DÉFINITION . - Si la suite des sommes partielles

d’une série

n

S, =
c

ui
i = O

00
cui=q+q+ . ..+a.+ . . . . (25)
i=O

à termes p-adiques, converge vers un nombre p-adique CC,  on dit que cette
série converge et que sa somme est égale h a.

BORWITCH 3
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Le théorème 7 entraîne immédiatement le critère suivant de convergence
des séries.

THÉORÈME 8. - Pour que la série (25) soit convergente, il faut et il suffit
que son terme général tende vers zéro, i. e. que V(U,)  -f 03 pour n + CO.

11  est clair que l’on peut additionner, soustraire et multiplier par un
nombre p-adique constant des séries p-adiques.

THÉORÈME 9. - La convergence et la somme d’une série ne changent pas
si on permute l’ordre des termes.

Nous laissons au lecteur la démonstration très simple de ce théorème.
On montre dans les cours classiques d’analyse dans le domaine réel que

la propriété exprimée par le théorème 9 caractérise les séries absolument
convergentes. Ainsi, toutes les séries p-adiques convergentes sont « absolu-
ment convergentes ».  Il en résulte facilement que dans le corps des nombres
p-adiques on peut multiplier les séries convergentes selon les règles usuelles
de l’analyse classique.

Si le nombre entier p-adique a est défini par la suite canonique

{ ao,  ao + w-3  ao + w + a2p2,  . . . > (cf. 9 11,

alors, en accord avec le théorème 5, il est égal à la somme de la série conver-
gente

ao + a9 + a2p2  + . . . + a,pn  + . . . (26)
O<a,<p-1 (n=O, 1. . ..).

Puisque des suites canoniques différentes définissent des nombres entiers
p-adiques différents, la représentation de c( comme somme d’une serie  du
type (26) est unique. Réciproquement, il est évident que toute série de
type (26) converge vers un certain nombre entier p-adique.

La représentation des nombres entiers p-adiques par des séries du type (26)
rappelle l’écriture des nombres réels sous forme de fractions decimales
infinies.

Si on considère plus généralement la série

bo + b,p  + . . . + bnp”  + . . . (27)

oh les bi  sont des entiers rationnels quelconques, il est clair qu’elle converge
vers un certain entier p-adique a (puisque v(bnp*)  z n). Pour obtenir la
représentation du nombre a comme somme d’une strie du type (26),  il faut
remplacer successivement chaque coefficient b, par le reste de sa division
par p, en faisant rentrer le quotient partiel obtenu dans le terme suivant.
Cette remarque est très importante pour effectuer des opérations dans l’an-
neau Z,,  car en ajoutant, soustrayant ou multipliant des skies  (26) suivant
les règles usuelles de l’analyse on obtient des skies  du type (27).
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Il résulte facilement du théorème 1 qu’un entier p-adique representé
comme somme de la série (26) est une unité de Z,  si et seulement si a # 0.

Réuni au théorème 4, cela nous donne le résultat suivant

THJ~OR~ME  10. - Tout nombre p-adique 5 # 0 s’écrit de manière unique

sous la forme

avec

E=p%h+a,p+  . . . +a,pn-t  . ..) (28)

m=v,(S),  l<a,<p-1,  O<a,<p-1  (n=1,2,  .  . . ) .

EXERCICES

1. Posant X, = 1 + p + . . . + p”-l, montrer que dans le corps des nombres
1

p-adiques, la suite { x, } converge vers - .
1 - P

2. Soient p # 2 et c un résidu quadratique modulo p. Montrer qu’il existe
deux nombres p-adiques distincts dont les carres sont égaux à c.

3. Soit c un entier rationnel non divisible par p. Montrer que la suite { cp” }
est convergente dans le corps Qp Soit y la limite de cette suite; montrer que

y =c (modp) et yp-1= 1.

4. Utilisant l’exercice précédent, montrer que le polynôme rp-’ - 1 se décom-
pose en facteurs linéaires dans le corps Qp

5. Dans le corps des nombres p-adiques, écrire le nombre - 1 comme somme
d’une série du type (26).

2
6. Dans le corps des nombres 5-adiques, écrire le nombre - 3 comme somme

d’une série du type (26).

7. Pour p # 2, montrer qu’il n’existe pas d’autre racine pibe de 1 que 1 dans
le corps des nombres p-adiques.

8. Dans le corps Q,,  montrer que, dans la représentation d’un nombre ration-
nel # 0 comme somme d’une série (28),  les coefficients sont périodiques (a partir
d’un certain rang). Réciproquement, toute  série du type (28) telle que a,+k = ak
pour k > k. (m > 0) a pour somme un nombre rationnel.

9. Pour les polynômes sur le corps des nombres p-adiques, démontrer le test
d’irréductibilité d’Eisenstein  : le polynômef (x) = u,,xn  + a,xn-1 + . . . + a,, a
coefficients entiers p-adiques est irréductible si, a,,  n’étant pas divisible par p et
tous les autres coefficients étant divisibles par p, le terme constant a,, n’est pas
divisible par pa.

10. Montrer qu’il existe des extensions finies de degré quelconque du corps des
nombres p-adiques.

11. Démontrer, que pour des nombres premiers p et q distincts, les corps Qp
et Q,  ne sont pas isomorphes. Démontrer également qu’aucun des corps Qp  n’est
isomorphe au corps des nombres réels.

12. Démontrer que le seul automorphisme du corps des nombres p-adiques est
l’identité (c’est également vrai pour le corps des nombres réels).
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0 4. - CARACTÉRISATION AXIOMATIQUE
DU CORPS DES NOMBRES p-ADIQUES

Le corps des nombres p-adiques est un des instruments fondamentaux de
la théorie des nombres. Les paragraphes suivants de ce chapitre seront
consacrés à quelques applications. Cependant, nous nous écarterons ici de
l’esprit fondamental de ce chapitre en situant les corps de nombres p-acliques
dans la théorie générale des corps.

1) Les corps métriques

Nous avons déjà souligné l’analogie qui existe entre les nombres p-adiques
et les nombres réels. Nous exposerons ici une axiomatique des corps métri-
ques qui comprend ces deux exemples comme cas particuliers. Cette méthode,
dans le cas particulier des nombres réels, coïncide avec la méthode de
construction des nombres réels à partir des suites de Cauchy, due à Cantor.

L’extension de la méthode de Cantor à d’autres corps repose sur les
remarques suivantes. La notion essentielle ici est celle de convergence d’une
suite de nombres rationnels. Cette notion s’appuie elle-même sur la notion
de valeur absolue (on dit qu’une suite de nombres rationnels {  r,, } converge
vers un nombre rationnel r si la valeur absolue 1 r,, - r 1 tend vers zéro).
Remarquons que l’on utilise ici seulement des propriétés simples de la valeur
absolue. Par suite, si on suppose l’existence sur un corps k d’une fonction
à valeurs réelles possédant les mêmes proprietés  fondamentales que la valeur
absolue, on peut définir dans k une notion de convergence et, en appliquant
la méthode de Cantor, construire un nouveau corps.

DÉFINITION. - Soit k un corps. Une fonction ‘p définie sur les éléments tc
du corps k et à valeurs réelles s’appelle une métrique si elle possède les pro-
priétés suivantes

10 cpc4  > 0 pour a # 0, <p(O)  = 0;

20 cpb + PI  G cpc4 + 19(P);

30 cpc49  = 44 9(P).

Un corps k muni d’une métrique s’appelle un corps métrique (et est parfois
désigné par (k, cp)).  De cette définition  découlent facilement les propriétés
suivantes :

cp(It  1) = 1 ;

v(- 4 = cp(4  ;
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Donnons des exemples de métriques :

10  la valeur absolue dans le corps des nombres rationnels;
20 la valeur absolue dans le corps des nombres réels;
30 le module dans le corps des nombres complexes;
40  la métrique p-adique ‘pP, définie au 0 3-4),  sur le corps QP des nombres

p-adiques;
50 la fonction cp(a)  définie sur un corps quelconque k par les conditions

<p(O)  = 0, y(a) = 1

Une telle métrique est dite triviale.

si a # 0.

Si on considère la restriction au corps Q des rationnels de la métrique <p  P
définie sur QP,  on obtient une nouvelle métrique sur Q. Cette métrique,
que nous désignerons encore par <pP,  s’appelle métriquep-adique du corps Q.

Sa valeur sur un nombre rationnel x = p’@’  % (a et b non divisible par p)

est donnée par

‘PI>(x)  = pv~‘x’, (1)

ob  p est un nombre rtel fixé satisfaisant a la condition 0 < p < 1. Nous
verrons ci-dessous que la construction de Cantor appliquée au corps des
nombres rationnels muni de la métrique p-adique (au lieu de la valeur
absolue) nous conduit au corps QP des nombres p-adiques.

Dans tout corps métrique (k, cp),  on peut définir une notion de conver-
gence : une suite ( an }  d’éléments de k est dite convergente vers un élé-
ment a E k si T(a,,  - a) + 0 pour n -+ 00.  On dit encore que a est la limite
de ( a, > et on écrit

{a,)+a  OU a = lim an.
n-tm

DÉFINITION. - Une suite { a,, } d’éléments d’un corps métrique k est dite
de Cauchy pour la métrique ‘p si T(a, - a,,,) -+ 0 pour n, m +-  CO.

Il est clair que toute suite convergente est de Cauchy. En effet, si {  a, > -+ a,
alors, d’après l’inégalité

dan - amI  = cp@, - a + a - a,) < dan - a) + dam  - a),
cp(a, - am) -+  0 (car T(a,  - a) 3 0 et dam - 4 + 0).
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La réciproque n’est pas vraie pour tous les corps métriques; elle est vraie
pour le corps réel et pour les corps p-adiques, d’après le critère de Cau-
chy (5 3, 4)),  mais n’est pas vraie pour le corps des rationnels muni de la
valeur absolue ou d’une métrique p-adique.

DÉFINITION. - Un corps métrique est dit complet si toute suite de Cauchy
est convergente.

La méthode de Cantor consiste à plonger le corps non complet des
nombre rationnels (en prenant la valeur absolue comme métrique) dans le
corps complet des nombres rationnels. On montre qu’un tel plongement est
possible pour tout corps métrique, en transcrivant presque littéralement la
construction introduite par Cantor.

Fixons la terminologie suivante. On dira qu’un corps métrique (k,  ‘p)
est un sous-corps d’un corps métrique (k,, 193  si k c kI  et si C~(X)  = n(x)
pour x E k. De plus, un sous-ensemble d’un corps k sera dit partout dense
dans k si tout élément de k est limite d’une suite d’éléments de ce sous-
ensemble. On a alors le théorème 1.

THÉORÈME  1. - Pour tout corps métrique k, il existe un corps métrique
complet k contenant k comme sous-corps partout dense.

Pour énoncer le théorème suivant, nous avons encore besoin d’une
définition.

DÉFINITION. - Soient (kI,  cpi)  et (ka,  ‘pz)  deux corps métriques isomorphes
entre eux. Un isomorphisme ts  : k, + ka est dit bicontinu ou topologique si
pour toute suite { a,, } d’éléments de k, convergente vers a pour la métrique (pl,
la suite O(an)  converge vers c(a) pour la métrique ‘pa  et réciproquement.

THÉORÈME  2. -Le corps k introduit dans le théorème 1 est déjmi  de manière
unique, à un isomorphisme topologique près laissant jixe les éléments du
corps k.

DÉFINITION. - Le corps k,  dont l’existence et l’unicité sont établies par
les théorèmes I et 2 s’appelle le complété du corps k.

II  est clair que le corps des nombres réels est le complété du corps des
nombres rationnels Q, muni de la valeur absolue comme métrique. Si on
munit le corps des nombres rationnels de la métrique p-adique (l), alors le
complété de ce corps métrique est le corps OP des nombres p-adiques. En
effet, d’après la deuxième partie du théorème 5 du 0 3, Q est partout dense
dans Qp et le critère de convergence de Cauchy (théorème 7, 0 3) montre
que Qp est complet. Nous avons ainsi obtenu une nouvelle définition axioma-
tique du corps des nombres p-adiques.

Le corps des nombres p-adiques est le complété du corps des nombres
rationnels muni de la métrique p-adique (1).
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Passons à la demonstration rapide des théorèmes 1 et 2, en omettant les
passages qui reproduisent textuellement les raisonnements classiques du
cas réel.

DÉMONSTRATION DU THEOREME  1. - Nous dirons que deux suites de Cau-
chy { x,,  }  et { yn } d’éléments du corps métrique (k,  ‘p) sont équivalentes si

la suite { xn - y,, } tend vers zéro. Nous désignerons par k l’ensemble de
toutes les classes d’équivalence de suites de Cauchy pour cette relation.

Définissons de la manière suivante des opérations dans z : si cc  et p sont
deux classes et { xn } E a, {y,, } E P alors nous appellerons somme (resp.
produit) des classes a et p la classe de la suite { x,,  + y,, } (resp. ( x,y,  }).
Il est facile de démontrer que { x,,  + y, } et { x,y,  } sont effectivement des
suites de Cauchy et que leurs classes ne dépendent pas du choix des suites (x,,}
et {  yn }  dans les classes a et @.

Une vérification évidente montre que k est un anneau avec unité; la
classe nulle et la classe unité sont les classes des suites (0, 0, . . .) et (1, 1, 1, . ..).

Démontrons que k est un corps. Si a est une classe différente de zéro
et { x,,  }  E a, alors il est facile de voir que tous les x, sont différents de zéro
à partir d’un certain rang (par exemple pour n > nJ.  Considérons la suite
{y,, > définie par

Y”= 11
1 pour n < ?2,

-
X?l

pour n 2 72,.

On vérifie facilement que ( yn  }  est une suite de Cauchy et que sa classe est
l’inverse de la classe a.

Définissons maintenant une métrique sur le corps E.  Remarquons pour
cela que, comme il est facile de le vérifier, si ( x, } est une suite de Cauchy
d’éléments du corps k, alors { cp(x,J  } est une suite de Cauchy de nombres
réels, donc est convergente vers un certain nombre réel qui ne dépend que
de la classe d’équivalence de { x, }. Nous poserons ‘~(LX)  = lim cp(x,J  si a

est la classe contenant la suite {  xn }.  Il est facile de vérifier que la fonction ‘p

ainsi définie est une métrique et par suite (I;k,  ‘p) est un corps métrique.
Associons à tout élément CI du corps k la classe contenant la

suite {a, a, . . . >. Nous obtenons une application de k dans k qui réalise
un isomorphisme conservant la métrique du corps métrique k sur un sous-

corps du corps Æ. Nous ne distinguerons pas un élément de k de son image

dans k, i. e. nous considérerons que k t k.  Il est clair que k est partout

dense dans E En effet, si a est une classe contenant la suite de Cauchy {  x, },
alors { x, } -f a.
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Il nous reste à démontrer que le corps k est complet. Soit u,,  une suite

de Cauchy d’éléments du corps k. Puisque a, est limite d’une suite d’élé-

ments du corps k, il existe un élément X,  E k tel que C~(E,,  - x,) < i.

La suite { cc,  > Btant  de Cauchy, la suite { x,,  }  d’éléments du corps k l’est
aussi. Soit tc la classe de la suite ( x, }. On verifie  alors facilement que
{ tc, }  -+ LX,  ce qui termine la démonstration.

DÉMONSTRATION DU THÉORI~ME  2. - Soient k et k, deux corps complets
contenant k comme sous-corps partout dense. Montrons qu’il existe une

correspondance biunivoque entre les corps k et k,,  en laissant le soin au
lecteur de vérifier que cette correspondance est un isomorphisme
métrique.

Soit a un élément du corps k.  Par hypothèse, il existe une suite { x,,  }
d’éléments du corps k telle que { x,,  } -f a.  Puisque la suite {  x, }  est conver-
gente, c’est une suite de Cauchy et cette propriété est conservée si nous la

considérons comme une suite d’éléments du corps k,.  Ce corps étant complet,

cette suite est convergente dans Xl  vers une limite que nous désignerons
par dcl. Il est facile de vérifier que si { yn }  est une autre suite d’éléments de k

convergente vers a dans k alors la limite de {  yn }  dans le corps k, est encore

le même élément a,. Ainsi, l’élément cc1  du corps k, est défini sans ambiguïté

par l’élément M du corps k.  La correspondance M + cc1  est ainsi un isomor-
phisme.

2) Les métriques du corps des nombres rationnels

On se propose ici de montrer que les seules métriques possibles sur le
corps Q des nombres rationnels sont la métrique usuelle et les metriques
p-adiques (pour p entier premier quelconque).

La définition de la métrique p-adique ‘pp sur le corps Q fait intervenir
le choix d’un nombre réel p auquel on impose seulement les conditions
0 < p < 1 (cf. égalités (1) et (18) du 0 3). Ainsi, il existe une infinité de
métriques associées au même nombre premier p,  mais toutes ces métriques
définissent la même notion de convergence sur Q et par suite les complétés
pour toutes ces métriques coïncident et sont tous égaux au corps Qp des
nombres p-adiques.

Montrons que, de même, pour tout choix de 01  réel tel que 0 < a < 1, la
fonction

d4 = I x la (2)
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est une métrique du corps R. En effet, il est clair que ‘p satisfait aux condi-
tions 10  et 30 de définition d’une métrique. Soit 1 x 1 > 1 y 1, x # 0; alors

i. e. la condition 20 est satisfaite.
D’après (2),  la convergence dans Q définie par cette métrique coïncide

avec la convergence pour la valeur absolue et par suite les complétés pour
toutes ces métriques sont le corps des nombres réels.

THÉORÈME 3 (théorème d’ostrowski).  - Les métriques du type (2) et les
métriques p-adiques pour tout entier premier p sont les seules métriques non
triviales du corps Q des nombres rationnels.

DÉMONSTRATION. - Soit v une metrique  non triviale du corps des nom-
bres rationnels. Deux cas sont possibles : ou bien il existe au moins un
entier naturel a > 1 tel que cp(a)  > 1 ou bien cp(n)  G 1 pour tout entier
naturel. Considérons tout d’abord le premier cas. Puisque

cp(n)=cp(l+l+  . . . +l)<rp(l)+  . . . +cp(l)=n (3)
on peut poser

cp(a)  = aa (4)

où le nombre réel t( est tel que 0 < dc  < 1.
Décomposons tout entier naturel N suivant les puissances de a :

N = x, + x,a + . . . + xk-Iak-l

avec

O<xi<a-1 (O<i<k-1),  ~,+~>l.

Par suite, on a pour N l’inégalité

ak-l < N < ak.

D’après les propriétés de la métrique et les formules (3) et (4) nous obtenons

cp(N)  < %'(Xo)+  CP(~I)  T(a)+  . . . + @k-l)  q'(a)k-'

< (a - 1) (1 + aQ  + . . . + a’k-l)a)
= (a- 1)z - 1)<(a-l)&=% @. dk-l)a

< (a - W, a”-l  N”=CNa,
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C~(N) < CN”,

la constante C étant indépendante. de N. Remplaçant N par Nm  dans cette
inégalité, nous obtenons, pour tout m,

<p(N)“’  = <p(Nm)  < CNma,
d’où

C~(N)  < ,(%N”.

Faisant tendre m vers l’infini, nous obtenons l’inégalité

<p(N) < N”. (5)

Posons maintenant N = ak  - b, avec 0 < b < ak  - ak-l.  D’après 20,
nous avons

rs(N)  2 dak) - db)  = flk - cp(b).

D’après ce qu’on a vu,

d’où
cp(b)  G bu  < (ak  - ak-l)OL,

q(N) > & - (ak - ak-l)a  = (  (  -~~)~*=Claxk  >C,N”,1 - 1

où la constante C, est indépendante de N. Soit de nouveau m un entier
naturel quelconque. En remplaçant N par Nm  dans la dernière inégalité,
nous obtenons

d’oh
Tu  = cp(Nm)  > CINam,

q(N)  > qc*N”,

et par suite, pour m -f 03,  on a

C~(N)  > N”. (6)

La réunion de (5) et (6) nous montre que y(N)  = Na pour tout entier natu-

rel N. Soit maintenant x = & $ un nombre rationnel quelconque # 0

(N, et Na  sont des entiers naturels;. Alors

Ainsi, nous avons démontré que si v(x)  > 1 pour au moins un entier natu-
rel a, alors la métrique ‘p  est de la forme (2).
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Passons maintenant à l’étude du cas

pour tout entier naturel n.

CPM  G 1 (7)

Si nous avions (p(p) = 1 pour tout nombre premier p, alors, d’après la pro-
priété 30,  nous aurions aussi cp(n>  = 1 pour tout entier naturel; cela contredit
la non-trivialité de la métrique cp. Ainsi, il existe unp premier tel que cp(‘p)  < 1.
Supposons que pour un autre nombre premier 4,  q # p, on ait ‘p(q) < 1
et choisissons des entiers k et 2 tels qu’on ait les inégalités

Puisque pk et ql sont premiers entre eux, il existe des entiers rationnels u

et u tels que upk + vq’ = 1. D’après (7), nous avons y(u) < 1 et C~(V)  < 1,
d’où

1 = dl)  = ‘p(UPk + nq’)  < cp(+f(p)k  + cp(v)cp(q)’  < ; + ; *

La contradiction obtenue montre qu’il n’existe qu’un nombre premier p

tel que

Puisque cp(q)  = 1 pour tous les autres nombres premiers, il est clair que

C~(U)  = 1 pour tout entier a relativement premier avec p. Soit x = pm % un

nombre rationnel non nul (a et b premiers à p). Alors

Ainsi, dans ce cas, la métrique ‘p  colncide  avec la métrique p-adique (1).
Ceci termine la démonstration du théorème 3.

EXERCICES

1. Montrer que sur un corps fini, il existe une métrique et une seule (la métrique
triviale).

2. Deux métriques <p  et + sur un corps k sont dites équivalentes  si elles définissent
la même notion de convergence sur k, i. e. si les conditions cp(x”  - x) -+  0 et
+(x, - x) + 0 sont équivalentes. Démontrer que <p  et 4 sont équivalentes si et
seulement si les conditions C~(X)  < 1 et +(x) < 1 (x E k) sont équivalentes.

3. Démontrer que si <p  et # sont des métriques équivalentes d’un corps k,
alors il existe un nombre réel 6 tel que C~(X)  = ($(x))*  pour tout x E  k.

4. Une métrique ‘p sur un corps k est dite non  archimédienne  si elle vérifie
la condition suivante, plus forte que la condition 2’~  de 1) :

20 T(U  + PI G max (cp(4  C~(P))
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(si cette condition n’est pas réalisée, la métrique ‘p est dite archimédienne). Montrer
qu’une métrique 9 est non archimédienne si et seulement si C~(X)  < 1 pour tout
entier naturel n (plus  précisément, pour tout multiple naturel de l’élément unité
du corps k).

5. Montrer que toute métrique d’un corps de caractéristique p # 0 est non
archimédienne.

6. Soit k0 un corps et k = k,,(t) le corps des fractions rationnelles sur k. Tout
élkment  u E k, u # 0, peut s’écrire sous la forme

u = rmg u(o) # 0,  i?(O)  # 0)

où f et g sont des polynômes. Montrer que la fonction

cp(4  = P" (0 < P < l), <p(O) = 0 (8)

est une métrique sur le corps k.
7. Démontrer que le complété du corps k = k,(t) pour la métrique (8) est iso-

morphe au corps des séries formelles généralisées k0  { t } formé par toutes les
séries formelles du type

cc

c
a$” (anEh,  m~z)

?I=I?I

avec les opérations habituelles sur les séries.

9 5. - CONGRUENCES
ET NOMBRES ENTIERS p-ADIQUES

1) Congruences et équations dans l’anneau Z,

Au début du 0 3, nous avons étudié la résolution de la congruence x2 = 2
(mod7n)pourn=1,2,  . . . et cela nous a conduit à la notion de nombre
entier p-adique. Cela suggère un important lien entre les nombres p-adiques
et les congruences.

THÉORÈME 1. - Soit F(x,,  . . . , x,) un polynôme à coejîcients entiers ration-
nels. Les congruences

F(G  . . . > x,,)  = 0 (mod pk) (1)

sont résolubles pour tout entier k 2 1 si et seulement si l’équation

F(x,,  . . ..x.J=O

est résoluble dans l’anneau des nombres entiers p-adiques.

(2)
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DÉMONSTRATION. - Supposons que l’équation (2) ait une solution a,, . . . . M,
dans les nombres entiers p-adiques. Pour tout k, il existe alors des nombres

entiers rationnels x1),  . . . , xik’,  tels que

a1  = xik)  (mod pk),  . . . , c(,  = xik)  (mod pk).

Il en résulte que

(3)

F(xlk’,  . . . , xik’)  = F(or,, . . . , ct,J  = 0 (mod pk),

i. e. (xl’,  . . . , xi”‘) est une solution de la congruence (1).
Supposons maintenant que la congruence (1) a une solution (xlk’,  . . . , xn))

pour tout k. Extrayons de la suite des nombres entiers rationnels ( xlk’  > une
sous-suite p-adiquement convergente (théorème 6, 0 3). Extrayons de nou-

veau une sous-suite convergente de la suite 1 à f ; en répétant n fois ce

processus, nous obtenons une sous-suite { II,  l,,  . . . } de la suite des entiers

telle que chacune des suites ( x(il’),  $‘), . . . >, soit p-adiquement conver-
gente. Posons

lim .+J  = ai.
n+co

Montrons que (Q~,  . . . , o(,J  est une solution de la congruence (2). Puisque
le polynôme F(x,,  . . . , XJ  est une fonction continue, alors

F(a,,  . . . . an)  = lim F(xp),  . . . , xp)).
m-es,

D’autre part, d’après la construction de la suite,

d’où

F(xp),  . . ., xn))  = 0 (mod plm),

lim F(xp),  . . ., xp)) = 0.
m+co

Ainsi F(or,,  . . . , UJ = 0 et le théorème 1 est démontré.
Considérons maintenant le cas où F(x,,  . . . , x,,)  est une forme à coeffi-

cients entiers rationnels et supposons que l’équation F(x,,  . . . , x,J  = 0 a

une solution non nulle (&, . . . , O;n>  dans les nombres entiers p-adiques.

Posons m = min (Vp(Ori), . . . , V~(O;~)).  Alors les Zj  s’écrivent sous la forme

üi  = pmaI (i=l, . . ..n)

tous les xi étant entiers et l’un au moins d’entre eux n’étant pas divisible
par p. Il est évident que (CQ,  . . . , mn)  est encore une solution de l’équa-

tion F(x,,  . . . , x,) = 0. Les nombres (xi”‘, . . . , XL~‘) satisfaisant aux condi-
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tions (3) donnent, comme nous l’avons vu, une solution de la congruence (1)
et l’un d’entre eux n’est pas divisible par p.

Supposons que, réciproquement, la congruence (1) pour F homogène a

pour tout k une solution ($‘,  . . ., xf’)  telle qu’au moins un des nom-

bres xi”’  ne soit pas divisible par p. Il est clair qu’il existe un indice i = i,,

tel que le nombre .Y~~’ ne soit pas divisible par p pour une infinité de valeurs
de m. Par suite, nous pouvons choisir la suite { Z,, l,,  . . . }  de telle sorte

qu’aucun des x?) ne soit divisible par p. Mais alors, l’égalité aia = lim x?)
m-Pu3

entraîne que ai. n’est pas divisible par p d’où tci, # 0. On a donc démontré
le théorème suivant.

THÉORÈME 2. - Soit F(x,,  . . . , xn) une forme à CoefJicients  entiers ration-
nels. Pour que l’équation F(x,,  . . . , x,,)  = 0 ait une solution non triviale dans
l’anneau Z,,  il faut et il su@ que, pour tout entier m, la congruence

F(x,,  . . . . x,J  = 0 (mod pm)

ait une solution dont une au moins des composantes n’est pas divisible par p.
Il est évident qu’on peut aussi considérer dans les théorèmes 1 et 2 des

polynômes à coefficients entiers p-adiques.

2) Sur la résolubilité de certaines congruences

Le théorème 1, démontré dans le point précédent, ramène la question de
la résolubilité de l’équation (2) dans les nombres entiersp-adiques à la résolu-
bilité de la suite infinie des congruences (1). La question de savoir s’il suffit
d’examiner seulement un nombre fini de ces congruences est, dans le cas
général, assez compliquée. Nous nous bornerons ici à examiner un cas
particulier.

THÉORÈME  3. - Soient F(x,,  . . ., XJ un polynôme à coeficients entiers
p-adiques et (Y~, . . . , y”)  des nombres entiers p-adiques tels que l’on ait, pour
un certain i (1 < i =G  n) :

F(Y,,  . . . . y”)  = 0 (mod pz8+l),

y,J  = 0 (mod ps)

YJ  f 0 (mod  pô+9



CONGRUENCES 41

(8 étant un entier naturel). Alors, il existe des entiersp-adiques OI,  . . ., 0,, tels

que
F(f),,  . . . . e,)=O

et
t& = y1  (modps+l),  . . ., 0,,  E y,, (modps+l).

D~~MONSTRATION. - Considérons le polynôme

fW = WL * - *> Yi-19  X7 Yi+l,  * * -9 Y*>*

Pour démontrer le théorème, il suffit d’établir l’existence d’un nombre
entier p-adique cc  tel que f(u) = 0 et a E yi (mod ps+l)  (si on trouve un
tel a, alors on peut poser e, = Yj pour j # i et Bi = a). Posant yi = y,
construisons par récurrence une suite

ao,al,  . . . . a,, . . . (3’)

de nombres p-adiques congrus à 6 modulo ps  + l et tels que

f(a,J  = 0 (mod pza+l+m) (4)

pour tout m > 0. Pour m = 0, on peut prendre a0 = y; supposons que pour
un certain m > 1 on ait construit des nombres ao,  . . . , a,+1 satisfaisant aux
conditions ci-dessus et tels, en particulier, que a,+ = y (mod ps+l)  et
f(a,-,) = 0 (mod p tS+m). Ordonnons le polynôme f(x) suivant les puis-
sances de x - am-l  :

f(x) = P.  + I%(x  - GC,-1)  + Pdx  - am-l)2  + . . . (Pi E  *ph

Par hypothèse de récurrence, p. = f (amT1)  = p@+mA,  A étant un entier
p-adique. De plus, puisque a,-l = y (mod pS+l), alors p1  = f ‘(a,,+$  = p&B

où le nombre B E Z, n’est pas divisible par p. Posant x = ame1 + cpm+a,
on a

f(anrml  + tp”+s)  = P@+~(A  + BE)  + f&pab+m<z  + . . .

Posons maintenant E = E.  E Z, tel que A + BE, = 0 (mod p) (puisque
B + 0 (mod p), la congruence  A + B[ E 0 (mod p) est résoluble). Remar-
quant que k8  + km 2 26  + 1 + m pour k > 2, nous obtenons

f(am-l  + ,$,P’“+~)  = 0 (mod p86+1+m).

Nous pourrons alors poser a, = a,-1 + E,P~+~.  Puisque m + 6 Z 6 + 1,
alors a,,, = y (mod pO+l).  Par construction, vP(a,,,  - a,,,-3  > m + 6 et par
suite la suite (3’) trouvée est convergente; nous désignerons sa limite par a.
11  est evident  que a = y (modps+l),  Il résulte alors de (4) que lim f(a,)=O;

m-tw
d’autre part, d’après la continuité du polynôme, lim f(a,,J  =Y(a),  d’où

m-*03

f(u)= 0.
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COROLLAIRE. - Soient F(x,,  . . . . x,)  un polynôme à coefficients entiers
p-adiques et yI,  . . . , y,,  des entiersp-adiques tels que, pour un certain i( 1~  i <n)
on ait

F(Y,  . . . . Y&  = 0 (mod  P>

KJY,,  . . . > YJ  + 0 (mod  P>;

alors il existe des entiers p-adiques 0,,  . . . , 0,, tels que

et
F(B,,  . . . , 0,)  = 0

8,  E y1  (mod p), . . . , 8, = y,, (mod p).

Ainsi, toute solution c,,  . . . , c, de la congruence F(x,,  . . . , x,,)  = 0 (mod p)
peut être prolongée en une solution de l’équation F(x,,  . . .,  x,) = 0 dans
l’anneau Zp,  sauf, peut-être, celles pour lesquelles on a simultanément

F:,(c,,  . . . > c,)  = 0 (mod p)

F,(c,, . . . > c,J  = 0 (mod p) /

Ce dernier résultat a une importante application à la question dont nous
avons parle au début du 0 2. Nous avons vu que la résolubilité de la
congruence

FL . . . . x,) = 0 (mod m)

pour tout entier m est liée à la satisfaction d’une infinité de conditions.
Dans le cas d’un module premier, les théorèmes A et B, formulés au début
du 6 2-1) nous permettent de ramener ces conditions à un nombre fini de
vérifications. Nous pouvons énoncer un résultat pour les entiers quelconques;
comme nous l’avons déjà remarqué, il suffit de considérer des modules qui
sont des puissances de nombres premiers et pour des modules de la forme pk
(k=  1,2, . . .), la résolubilité des congruences (1) est équivalente, d’après
le théorème 1 à la résolubilité de l’équation F = 0 dans l’anneau Z,  des
nombres entiers p-adiques.

En s’appuyant sur les théorèmes A et B formulés (mais non démontrés)
dans le 8 2-1) et sur le théorème 3 de ce paragraphe, nous pouvons établir
le résultat suivant.

THÉORÈME C. -Si F(x,,  . . . . xP)  est un polynôme absolument irréductible
à coejîcients entiers rationnels, alors l’équation F(x,,  . . .,  x,,)  = 0 est réso-
luble dans l’anneau Z,  des nombres entiers p-adiques pour tout nombre pre-
mier p plus grand qu’un certain nombre ne dépendant que du polynôme F.



CONGRUENCES 49

Par suite, pour tous les nombres premiers p, sauf un nombre fini, la
congruence

F(G, . . ..x.)=O(modpk) (5)

est résoluble pour tous les entiers k.
Le théorème C réduit ainsi la question de la résolubilité de toutes les

congruences (5) à la question de la résolubilité de l’équation F = 0 dans
l’anneau Z, pour seulement un nombre fini d’entiers p. Nous n’étudierons
pas ici la résolubilité de l’équation F = 0 dans l’anneau Z, (cela sera fait,
dans le cas d’un polynôme de deuxième degré au 0 6).

Donnons une idée de la démonstration du théorème 6. En utilisant la
valeur du nombre de solutions de la congruence (2),  0 2, exprimée par le
théorème B, montrons que le nombre de solutions de cette congruence pour p
assez grand est supérieur au nombre de solutions du système de congruences

F(G . . . , x,,)  = 0 (mod p)

F,(Xl, * * a, x,) = 0 (mod p) 1
(6)

Il nous faut pour cela obtenir une nouvelle estimation du nombre de
solutions d’une congruence.

LEMME. - Si aucun des coe@cients  du polynôme F(x,,  . . . , x,,)  n’est divi-
sible par p, alors le nombre N(p) de solutions de la congruence

F(~I, . . ..xJ=O(modp) (7)

satisfait à l’inégalité

N(p) < Lp”-l, (8)

dans lequel la constante L est égale au degré total du polynôme F.

Démontrons le lemme par r&.u-rence  sur n. Pour n = 1, il résulte du fait
que le nombre de racines, dans le corps Fp,  d’un polynôme non nul ne peut
pas dépasser son degré.

Si n > 1, nous considérerons F(x,,  . . . , x,J  comme un polynôme de

Xl, * * .> x,-~ dont les coefficients sont des polynômes de x,. Désignons par
f (x,J  le plus grand commun diviseur de ces coefficients modulo p. Alors

F(G . . . , XJ =f  (x,JF&  . . . , ~1 (mod  P)

et par suite le polynôme F,(x,,  . . . , x,,+, a) n’est congru identiquement à
zéro modulo p pour aucune valeur de a. Soient Z et L,  les degres  des poly-
nômes f et F1.  11  est clair que f et F, peuvent être choisis tels que Z + L,  < L.
Évaluons maintenant le nombre de solutions (cl,  . . . , c,J  de la congruence (7)

BOnEvrTcH 4
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et portons notre attention sur la valeur de x,,  dans cette solution. Considérons
tout d’abord les solutions telles que

f(c,J  z 0 (mod p). (9)

Si la congruence (9) est satisfaite, la congruence (7) est automatiquement
satisfaite pour tout c,, . . . , c,,+  Puisque le nombre de valeurs de c, modulo p
satisfaisant à la condition (9) ne dépasse pas L, le nombre de valeurs de la
congruence (7) pour lesquelles on a (9) ne dépasse pas Lp”-l.  Considérons
maintenant les solutions (cl, . . . , c,,)  telles quef(c,)  + 0 (mod p). Il est clair
que toutes ces solutions satisfont à la congruence F,(x,,  . . . , x,) = 0 (modp).
Puisque F1(x,,  . . . , x+~, c,) n’est pas identiquement congru à 0 modulo p,
alors, par hypothèse de récurrence, le nombre N(p,  c,J  de solutions de la
congruence F(x,,  . . . , x,+~,  c,J  = 0 (mod p) satisfait à l’inégalité

N(p,  cn)  < L,P”-~.

Puisque c,,  peut prendre au plus p valeurs, le nombre des solutions consi-
dérées ne dépasse pas Lpn-l.  Ainsi, le nombre de toutes les solutions de la
congruence (7) ne dépasse pas Zpn-l  + L,p”-l < Lpn-l, c. q. f. d.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME C. - Nous pouvons supposer que
le polynôme F dépend effectivement de la variable x,. Considérons F
comme un polynôme de x, dont les coefficients sont des polynômes de
Xl, . . .) X,-l. L’irréductibilité absolue de F entraîne alors que le discri-
minant Dxn(xl,  . . . , x,-~)  du polynôme F considéré comme polynôme de x,

n’est pas un polynôme de x1,  . . . , x+1 identiquement nul, car sinon F serait
divisible par le carré d’un certain polynôme. Considérons les nombres
premiers p qui ne divisent pas tous les coefficients de DxJxl,  . . . , x,-~)

et évaluons dans ce cas, le nombre N,(p)  de solutions de système des
congruences (6). Si (c,,  . . . , c,J  est une solution du système (6),  alors c,
est une racine commune modulo p des polynômes

F(G,  . . . , c,-~,  4 et F,(Cl, - * *, G-1, xn),

d’où

D&l, . . . , cnml)  = 0 (mod p).

D’après le lemme, le nombre de systèmes (cl,  . . . , c,-J  qui satisfont à
cette congruence ne dépasse pas K,P+-~,  K, étant une constante dépendant
seulement du polynôme F. Pour cx, . . . , c~-~  donnés la valeur c, est définie
par la congruence

F(G,  . . . , c,-,,  x,J  = 0 (mod p)
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et par suite le nombre de ces valeurs ne dépasse pas le degré m du poly-
nôme F par rapport à la variable x,,. Ainsi le nombre N,(p) de solutions du
système (6) ne dépasse pas Kp”+, avec K = mK1.  Démontrons maintenant
que le nombre N(p) de solutions de la congruence (7),  pour p assez grand,
est supérieur au nombre N,(p) de solutions du système (6). En effet, il
résulte du théorème B que

N(p) > p”-l  - Cp”-I-t,

et nous venons de démontrer que N,(p) < KP”-~.  Par suite,

N(p) - N,(p) > p”-l  - QI”-‘-*  - KP”-~  = p”-“(p - Cpf - K),

et cela entraîne N(p) > N,(p) pour p assez grand. Ainsi, pourp assez grand,
la congruence F = 0 (mod p) a une solution yl, . . . , yn telle que

g(Yl,  ‘0 *> YA  $0 bod PI.
n

D’après le corollaire du théorème 3, il en résulte que l’équation F = 0 est
résoluble dans l’anneau Z,  pour tout p assez grand.

EXERCICES

1. Démontrer que si m et p sont premiers entre eux, toute unité p-adique E
telle que c = 1 (mod p) est une puissance mieme  dans QP

2. Soit m = pSmo,  (m,, p) = 1 et soit E une unité p-adique telle que E = 1
(mod ~S+I).  Montrer que E est une puissance rnième  dans 0,.

3. Démontrer que, pourp # 2, la résolubilité de la congruence axp = p (modp2)
par des entiers p-adiques tc et p non divisibles par p entraîne la résolubilité de
l’équation axp = p dans le corps QP

4. Soit la forme G = zlxf + . . . f E,,x$  dont les coefficients sont des unités
p-adiques p # 2). Montrer que si la congruence G = 0 (mod pz) a une solution
telle que la valeur de l’une au moins des inconnues ne soit pas divisible par p,
alors l’équation G = 0 a une solution non nulle dans le corps QP.

5. Considérons une forme G = u,xf + . . . + u,,xi  dont les coefficients sont des
nombres entiers p-adiques non divisibles par pp.

Démontrer que l’équation G = 0 a une solution non nulle dans le corps QP
si la congruence G = 0 (mod pp+“)  a une solution telle que toutes les valeurs des
inconnues ne soient pas divisibles par p.

(Dans le cas p # 2, il suffit  que la congruence G = 0 (mod pp+l)  soit résoluble).

6. Considérons une forme quadratique F = aIx: + . . . + anxn dont les coeffi-
cients sont des entiers p-adiques (p # 2) non divisibles par p2.  Démontrer que si
la congruence F = 0 (mod p2)  a une solution telle que toutes les valeurs des
inconnues ne soient pas divisibles par p, alors l’équation F = 0 a une solution,
non nulle dans QP
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7. Soit la forme F = a&”  + . . . + a,,xn, oh les ai sont des entiers p-adiques
non nuls; posons r = vJm), s = max (~~(a,), . . ..v.(a,))etN=2(r+s)+l.
Montrer que l’équation F = 0 a une solution non nulle dans le corps Qp  si et
seulement si la congruence F = 0 (mod pu) a une solution telle que la valeur de
l’une au moins des inconnues ne soit pas divisible par p.

8. Montrer que la forme 3x3  + 4p + 5za représente zéro dans le corps Qp
pour tout p (cf. exercice 13 du $ 2).

9. Soit F(x,,  . . ., x,) un polynôme à coefficients entiers p-adiques et dési-
gnons par c,  le nombre de solutions de la congruence F(x,, . . . , x,)  = 0 (modpm).

00

La série q(t) =
c

cmtm  est appelée la série de Poincaré du polynôme F et on

m=O
conjecture que sa somme est une fonction rationnelle de t. Trouver la série de
Poincaré du polynôme F = z,x: + . . . + c,,x~ où les ~~  sont des unités p-adiques
et vérifier que la fonction cp(t)  est rationnelle.

10. Trouver la série de Poincaré d’un polynôme F(x,, . . ., x,) à coefficients
entiers qui posséde la propriété suivante : pour toute solution de la congruence

F = 0 (modp), il existe un certain indice i (i = 1,2, . . . , n)  tel que g. + 0 (modp).

Il. Déterminer la série de Poincaré du polynôme F(x,  y) = x2 - ;t

$ 6. - FORMES QUADRATIQUES
A COEFFICIENTS p-ADIQUES

Dans ce paragraphe et le suivant, nous appliquerons la théorie des nom-
bres p-adiques à la représentation des nombres rationnels et p-adiques par
des formes quadratiques. Nous aurons besoin des résultats algébriques sur
les formes quadratiques exposés dans le 0 1 de l’appendice.

1) Les carrés dans le corps des nombres p-adiques

Pour étudier les formes quadratiques sur un corps, il est important de
savoir quels éléments du corps sont des carrés. C’est pourquoi nous commen-
cerons par l’étude des carrés dans le corps QP  des nombres p-adiques.

Nous savons (théorème 4, 5 3) que tout nombre p-adique a # 0 s’écrit
de manière unique a = pmp,  où E est une unité p-adique (i. e. une unité
dans l’anneau Z, des entiers p-adiques). Si a est le carré d’un nombre
p-adique y = pko,  alors m = 2k et E = E:.  Par suite, il est nécessaire de
connaître quelles sont les unités de Z, qui sont des carrés.

THÉORÈME  1. - Soit p # 2. Pour qu’une unité p-adique

E = CO  + c,p + cap8  + . . . (OGCi<p, CO#O) (1)

soit un carré, il faut et il su@ que le nombre c. soit un résidu quadratique
modulo p.
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DÉMONSTRATION. - Si E = y* et q = b (mod p) (b entier rationnel),
alors c0  = b2 (mod p). Réciproquement, si c0  = b2  (mod p), alors, considé-
rant le polynôme F(x) = x2 - E, nous obtenons : F(b) = 0 (mod p) et

F’(b) = 2b yA 0 (mod p).

D’après le corollaire du théorème 3 du 5 5, il existe q E Z, tel que F(T)  = 0
et q = b (mod p). Ainsi E = q2 et le théorème est démontré.

COROLLAIRE 1. - Pour p # 2, toute unité p-adique congrue à 1 mod p
est un carré dans Qp

COROLLAIRE 2. - Pour p # 2, l’indice (Qz  : Qp*‘)  du sous-groupe 0;”  des
carrés dans le groupe multiplicatif du corps des nombres p-adiques est égal à 4.

En effet, si une unité E n’est pas un carré, alors le rapport de deux des
nombres 1, E,  p, PE  n’est jamais un carré dans le corps Qp.  De plus, tout
nombre p-adique différent de 0 est représentable comme produit d’un des
nombres 1, E,  p, PE par un carré.

Pour p # 2, nous poserons, pour toute unité (l),

+ 1 si E est un carré dans RP

- 1 sinon.

D’après le théorème 1, nous avons

où
0
; est le symbole de Legendre. Si E  est un entier rationnel premier avecp,

alors il est clair que le symbole i
0

introduit ici coïncide avec le symbole

de Legendre.  Il est facile d’ailleurs de voir que, pour des unités p-adiques E
et 7, on a

Revenons sur le cas p = 2.

THÉOR~IE  2. -Pour qu’une unité 2-adique  E soit un carré (dans le corps Q,),
ilfaut et il sufit que E = 1 (mod 8).

DÉMONSTRATION. - La nécessité résulte du fait que le carré d’un nombre
impair est toujours congru à 1 modulo 8. Pour démontrer la suffisance de
cette condition, considérons le polynôme F(x) = xa - E et appliquons-lui le
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corollaire du théorème 3,§  5 pour 6 = 1 et y = 1. Puisque F(1) G 0 (mod 9,
F’(1) = 2 $0  (mod 4),  alors, d’après ce théorème, il existe 3 = 1 (mod 4)
tel que F(YJ)  = 0 i. e. E = ~2.

COROLLAIRE. - L’indice (0: : Qz2) du sous-groupe des carrés dans le
groupe multiplicatif du corps des nombres 2-adiques  est égal à 8.

En effet, d’après le théorème 2, le système des résidus 1, 3, 5, 7 modulo 8
est un système de représentants des classes résiduelles du quotient du groupe
des unités 2-adiques  par le sous-groupe de ses carrés. Ajoutant à ces nom-
bres les produits 2.1, 2.3, 2.5, 2.7, nous obtenons un système complet de

représentants des classes du groupe quotient du groupe 0: par le sous-

groupe Qz”.

2) Représentation de zéro
par des formes quadratiques p-adiques

Comme dans tout corps, une forme quadratique non singulière sur le
corps Qp peut s’écrire, par une transformation linéaire de la variable, sous
la forme

a& + . . . + cr,x: C”i  f OI

(cf. appendice Q l-l)). Si ai  = pZkki  OU (L~  = p2k’+1ci  (ci  unité dans ZJ,
alors, par la transformation yi = pkixi,  on se ramène à une forme dont tous
les coefficients sont des entiers p-adiques divisibles au plus une seule fois
par p. Ainsi toute forme quadratique non singulière sur 0,  est équivalente
à une forme du type

F=FJ-pF1=w:+  . . . +w:+P(E~+I$+I+  . . . fwi), (2)

où les ci  sont des unités p-adiques.
Dans la recherche des représentations de zéro, nous pouvons supposer

r > II  - r. En effet, il est clair que la forme pF  est équivalente à la forme
F, -i- pF,. Puisque F etpF  représentent simultanément zéro ou pas, à la place
de la forme F, + pF,, nous pouvons considérer la forme FI i pF,.

Considérons d’abord le cas p # 2.

THÉORÈME  3. - Soit p # 2 et 0 < r < n. La forme (2) représente zéro
dans le corps QP si et seulement si une au moins des formes F, ou F, représente
zéro.

DÉMONSTRATION. - Supposons que la forme (2) représente zéro :

& + * - * + Erg:  +P(E~+&:+I  + . . - + %ti) = 0. (3)



CONGRUENCES 55

Il est clair que nous pouvons supposer que tous les ti sont entiers et que l’un
au moins d’entre eux n’est pas divisible par p. Si E,  f 0 (mod p),  alors,
passant a la congruence modulo p dans (3),  on a :

Fo(L . . ..E.)-O(modp);

D’après le corollaire du théorème 3 5 5, la forme F, représente zéro. Sup-
posons maintenant que toutes les valeurs &,  . . . , 5,  sont divisibles par p,
d’où & + . . . + E,E:  = 0 (mod p”). Passons à la congruence modulo pa
dans (3). Simplifiant cette congruence par p, nous obtenons

&C%+I,  . . . , 4,)  = 0 (mod  P>

où l’un au moins des &.+l,  . . ., 4, n’est pas divisible par p. En appliquant
à nouveau le corollaire du théorème 3 du 0 5, nous en concluons que, dans
ce cas, la forme F1 représente zéro. Puisque la suffisance de la condition est
évidente, la demonstration  du théorème 3 est terminée.

Nous avons incidemment obtenu le résultat suivant.

COROLLAIRE l.- Sz cl, . . . . E, sont des unités p-adiques, alors, pour p # 2,
laformef=a,x:+  . . . + E,X:  représente zéro dans Qp si et seulement si
la congruence f (x1, . . . , x,) = 0 (mod p) a une solution non triviale dans Z,

COROLLAIRE 2. - Sous les mêmes hypothèses, si r > 3, alors la forme
f(&,  a**, xr) représente toujours zéro dans Z,

En effet, d’après le théorème 5, 5 1, la congruence f  (x,, . . . , xr) = 0
(mod p) a une solution non triviale.

Dans la démonstration du théorème 3, nous n’avons pas complètement
utilisé l’égalité (3) : nous avons seulement eu besoin des congruences
F = 0 (mod p) et F = 0 (mod p”).  Ainsi, il résulte de la résolubilité de la
deuxième de ces congruences que l’une des formes F, ou F, et par suite F,
représente zéro. Nous avons donc

COROLLAIRE 3. - Pour p # 2, la forme (2) représente zéro si et seulement
si la congruence F E 0 (mod p”) a une solution telle que la valeur d’une au
moins des inconnues ne soit pas divisible par p.

Passons maintenant à l’étude des formes quadratiques sur le corps des
nombres 2-adiques.  Dans ce cas, le théorème 3 et tous ses corollaires sont

faux. Par exemple, pour la forme f  = xt + xi + xi + x:, l’équation f = 0
n’a pas de solution non triviale dans Q, (puisque déjà la congruence f  = 0
(mod 8) n’a pas de solution dont l’une des inconnues soit impaire). Pour-

tant, la forme f  -l- 2x: représente zéro dans 0, (théorème 5).



56 THÉORIE DES NOMBRES

THÉORÈME  4. - Dans le corps des nombres 2-adiques,  la forme (2) (avec
p = 2) représente zéro si et seulement si la congruence F = 0 (mod 16) admet
une solution dont l’une des inconnues est impaire.

DÉMONSTRATION. - Soit F(E,,  . . . , F,)  = 0 (mod 16),  l’un au moins des
nombres entiers p-adiques 5 n’étant pas divisible par 2. Supposons tout
d’abord que & + 0 (mod 2) pour au moins un i < r; soit par exemple

E,  + 0 (mod 2). Puisque F(&,  . . ., E;,J s 0 (mod 8) et t: (E,,  . . ., GI)  + 01
(mod 4),  alors, d’après le thtorème 3 5 5 (avec 6 = 1) la forme F représente
zéro. Supposons maintenant que E1,  . . . , E,  sont divisibles par 2, i. e. Si  = 2~7
(1 < i < r), les ?i  étant des entiers 2-adiques. Simplifiant par 2 la congruence

4$Giql+2  $ qt$  = 0 (mod 16),
i=l i=r+l

nous obtenons

$ &+2iE,$  E 0 (mod S),
i=r+l i = l

l’un des &+I,  . . ., 5, n’étant pas divisible par 2. Comme ci-dessus, cette
congruence entraîne que la forme F, + 2F,,  représente zéro. Mais la forme 2F
qui lui est Cquivalente représente alors aussi zéro, d’ou la suffisance de la
condition. La réciproque est évidente.

Dans la démonstration du théorème 4, nous avons aussi obtenu le résultat
suivant.

COROLLAIRE. - Si pour la forme (2) (avec p = 2), la congruence F = 0
(mod 8) a une solution dont l’une au moins des inconnues x1,  . . ., xI est
impaire, alors cette forme représente zéro dans le corps QS.

THEOREME  5. - Dans le corps QP des nombres p-adiques, toute forme qua-
dratique non singulière de cinq ou plus de cinq variables représente toujours
zéro.

DÉMONSTRATION. - On peut supposer que la forme donnée est du type (2)
avec r > n - r. Puisque n > 5, alors r > 3. Supposons p # 2. Dans ce
cas, d’après le corollaire 2 du théorème 3, la forme F0  représente zéro, ce
qui entraîne que la forme F représente zéro.

Soit maintenant p = 2. Si n - r > 0, considérons la forme e partielle »

f= clx;+  e,x:+  E&f  2E,Xi.

Une telle forme représente toujours zéro dans Q2.  En effet,puisque ~,+~,=2a
(a entier Zadique), alors

~~  + Es + 2E,a2  = 2a + 2cG = 2a(l + a) = 0 (mod  41,
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1. e. tl + E,  + 2&,a2  = 4@,  p entier 2-adique. Posant x1 = x, = 1, x3 = 28,
x, = a, nous avons

Q. l2 + Es. la + Erg  + ~E,c?  = 4p  + 4pa  = 0 (mod 8).

D’après le corollaire du théorème 4, la formefreprésente zéro; mais alors F
représente aussi zéro. Dans le cas où n = Y, on prend pour forme « partielle »

f = qx:  + E2X%  + E,Xi + E,Xi + E&XZ.

Si Es  + Es  = &a  + Es  = 2 (mod 4),  posons x1 = xa = x3 = x4 = 1 et si par
exemple ~~ + Es  = 0 (mod 4) posons x1 = x, = 1, x3 = x4 = 0. Dans les
deux cas

&IX:  + c,x:  + e,x;  + c4x:  = 4y,

y entier 2-adique.  Posant xS  = 2y,  nous obtenons

f -4y+4ya =O(mod  8).

Le corollaire du théorème 4 montre que, dans ce cas, le theorème  est
démontré.

D’après le théorème 6, 0 1 de l’appendice, le théorème 5 entraine ce qui
suit.

COROLLAIRE 1. - Dans le corps Q,,  toute forme quadratique non singulière
de quatre ou plus de quatre variables représente tous les nombres p-adiques.

COROLLAIRE 2. - Soit F(x,, . . . . x,,)  une forme quadratique non singulière
à coeficients entiers rationnels. Si n > 5, pour tout entier m la congruence
KG, . . . . x,,)  = 0 (mod m) a une solution non triviale.

En effet, puisque la forme F représente zéro dans Qp,  pour tout entier s> 1,
la congruence F = 0 (mod p$) a une solution pour laquelle une au moins
des inconnues n’est pas divisible par p.

.

3) Formes binaires

Les formes quadratiques binaires constituent un important exemple de
la théorie générale des formes quadratiques. Nous considérerons ici le pro-
blème de la représentation des nombres du corps 0,  par une forme quadra-
tique binaire du type

x* - cep, E # 0, ME  Qp (4)

(Il est évident que le cas général d’une forme binaire quelconque s’y réduit
par transformation des variables et multiplication de la forme par un certain
nombre p-adique).
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Nous désignerons par H, l’ensemble de tous les nombres p-adiques diffé-
rents de zéro représentables par la forme (4). Cet ensemble est toujours

un groupe pour la multiplication. En effet, si p = x2 - uy2,  PI  = xi - uy:,
alors, comme le montre un calcul evident,

PP1  = (xx1 + am)* - +Y1  + YxJ2,

Donnons une autre démonstration de ce fait, basée sur l’étude de l’extension

quadratique Qp(  2/cL) du corps Qp (à condition que a ne soit pas un carré
dans QJ.

L’égalité  p = ~8  - aya  est équivalente au fait que p est la norme du

nombre E = x + yz/i  dans Q,(2/Gc).  Mais si p = N(E)  et PI  = N(&),  alors

PB1  = NGO et fi-’  = N(E-l).

Si a est un carré dans Qp,  la forme (4) représente zéro et par suite tous les
nombres de Qp.  Par suite, H, coïncide avec tout le groupe multiplicatif du
corps Qp.

Puisque la forme (4) représente tous les carrés du corps Qp (pour y = 0),

alors Q:”  c H,. Mais, d’après les corollaires des théorèmes 1 et 2, l’in-

dice (0:  : 0:“) est fini et par suite H, a un indice fini dans Qz.

THÉORÈME 6. - Si le nombre a E Qz n’estpas  un carré, alors (Qp*  :H,)=2.

DÉMONSTRATION. - Remarquons d’abord que la forme (4) représente
un nombre p-adique p si et seulement si la forme

aY + py”  - 2 (5)

représente zéro (théorème 6, $ 1 de l’appendice). De plus, la condition pour
que la forme (5) représente zéro ne change pas si on  multiplie a et p par des
carrés; nous pouvons donc supposer que a et @ sont des éléments fixés  dans

chaque classe résiduelle du quotient du groupe Qi  par le groupe Qz”.

Considérons d’abord le cas p # 2 et montrons que H, # Qp”.  C’est
évident si - a n’est pas un carré (puisque - a E H,). Si maintenant - a
est un carré, la forme x2 - aya  est équivalente à la forme x2 + y2 qui repré-
sente toutes les unités p-adiques (corollaire 2 du thtorème 3); cela signifie

que, dans ce cas, H, ne coïncide pas avec Qz”.  De plus, H, ne coïncide pas

avec Qp (si, bien sûr, a $ 0;“).  En effet, choisissant une unité p-adique E
qui n’est pas un carré, nous pouvons nous borner à donner à a les valeurs E,  p
et PE.  Mais d’après le théorème 3 (et le théorème 10 du 9 1 de l’appendice),
la forme (5) ne représente pas zéro pour a = E, p = p ni pour a = p, pu,
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fl  = E. Ainsi, on a bien H, # Qz. Appliquons maintenant le corollaire 2

du théorème 1. Puisque Q;  2 H, 2 Q;“, alors l’indice (Q:  : H,) est un

diviseur de l’indice (0: : Qp*“) = 4. Mais, d’après ce qui précède, il ne

peut être égal ni à 4 ni à 1; par suite, (0:  : H,) = 2, ce qui démontre le
théorème 6 dans le cas p # 2.

Soit maintenantp = 2. Il existe alors 8 classes résiduelles de Q:  selon Q8”
dont on peut prendre comme représentants les nombres 1, 3, 5, 7, 2.1, 2.3,
2.5, 2.7. Nous considérerons donc que a et p dans la forme (5) coïncident
avec l’un de ces nombres et nous expliciterons dans quels cas cette forme
représente zéro dans Q,. La réponse à cette question est donnée par le
tableau ci-dessous, dans lequel le signe + indique que pour les valeurs
correspondantes de a et p la forme représente zéro; les cases vides corres-
pondent à des formes ne représentant pas zéro.

-,,-

\ ---W
1 +

3 +

5 +
,-.-

7 +

l

2.1 +

I-
2.3 +

l-
2 . 5 +

l-
2.7 +

-

+ +
--

l +

T-

7

+

+

+

+

I I

2.1

-,

+

+

+

+

2.3 2.5

- -

+ +
- -

+
- -

- -

+
- -

- -

i -
- -

+ f
- -

+

-

- -

- _

- _

- _

-

-

-

2.7

+

i -

--

+

+

(D’après la symétrie des rôles de c( et p dans la forme (5),  les signes + du
tableau sont répartis symetriquement  par rapport à la diagonale principale).
Dans chaque ligne à l’exception de la première, le signe + figure dans quatre

cases. Cela signifie que pour tout cc  E Qa qui n’est pas un carre, il y a quatre

classes résiduelles selon le sous-groupe 0:” qui sont représentables par la
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forme (4). Ainsi (H, : Qz*)  = 4 et puisque (Qz  : Qza)  = 8 (corollaire du

théorème 2),  alors (Q:  : H,) = 2.
Le tableau est établi à partir des résultats de 2). Soient a = 2~,  p = 21,

où E et q sont des unités 2-adiques  et supposons

2EXI + 2qya  - z2  = 0. (6)

Nous pouvons supposer que x, y, z sont des entiers qui ne sont pas tous
divisibles simultanément par 2. Il est clair que z = 0 (mod 2) et que x et y
ne sont pas simultanément divisibles par 2 (car sinon la partie gauche de (6)
ne serait pas divisible par (4)). Posant z = 2t,  l’égalité (6) devient

EX’+yly=-2t2=0;

en accord avec le corollaire du théorème 4, cette égalité équivaut à une
congruence modulo 8 (avec x et y impairs). Puisque x2 = y2 = 1 (mod 8)
et 2ta = 2 (mod 8) ou 2t2 = 0 (mod S), alors nous obtenons que la résolu-
bilité de l’équation (6) est équivalente à la réalisation d’une au moins des
congruences.

~+~j=2(mod8), E + q = 0 (mod 8).

Soit maintenant cc = 2~,  p = ?. Dans l’égalité 2&x2  + qy2  - z2  = 0 (avec
x, y, z entiers 2-adiques  non divisibles par 2 simultanément), nous avons,
pour ces mêmes raisons, y z+ 0 (mod 2) et z E# 0 (mod 2). Par suite, la réa-
lisation de cette égalité (d’après le même corollaire du théorème 4) est équi-
valente à la réalisation d’une au moins des congruences

2~ + q = 1 (mod S), E = 1 (mod S), (7)

qui correspondent aux cas 2 { x et 21x.
Il reste encore à examiner le cas CC = E, p = y. Si dans l’égalité

EXS + qy2  - z2  = 0,

les entiers 2-adiques x, y, z ne sont pas tous divisibles par 2 alors l’un d’entre
eux est divisible par 2 mais les autres pas. Si z = 0 (mod 2),  alors

EX~ + ?y2  - E -j- u) - 0 (mod 4),

d’où il résulte que soit E = 1 (mod 4),  soit q = 1 (mod 4). Si maintenant
z + 0 (mod 2),  alors EX~ + r)ya s 1 (mod 4) et puisque l’un des nombres x
ou y est divisible par 2, alors l’autre ne l’est pas. Nous obtenons alors de
nouveau que l’une des congruences

E = 1 (mod 4), q = 1 (mod 4) (8)
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est réalisée. Réciproquement, supposons par exemple que E = 1 (mod 4).
Alors la congruence &x2  + YJJ+’  - za = 0 (mod 8) est réalisée pour x = 1,
y=0,z=1sio~1(mod8)etpourx=1,y=2,z=1si~=5(mod8);
cela signifie que la forme cx2  + ?y*  - z2  représente zéro.

Après avoir terminé la vérification du tableau, on a, en même temps,
démontré le théorème 6.

Du théorème 6 résulte que pour un nombre p-adique a # 0 qui n’est pas

un carré, le groupe quotient Qp*/Hoc  est un groupe cyclique d’ordre 2.
On peut donc établir un isomorphisme de ce groupe avec le groupe {  1, - 1 )

des racines d’ordre 2 de 1. Cet isomorphisme entre Qp/Hc,  et { 1, - 1 }
associe au sous-groupe H, le nombre + 1 et à la classe résiduelle pHe dis-
tincte de H, le nombre - 1. Il convient d’examiner cet homomorphisme

du groupe Q;  dans le groupe { + 1, - 1 }, de noyaux H,.

DÉFINITION. - Pour des nombres p-adiques a # 0 et p # 0, définissons le
symbole (u,  p) comme égal à + 1 ou - 1 suivant que la forme axa  + /3ya  - z2
représente ou non zéro dans le corps Q,. Le symbole (a, p) s’appelle symbole
de Hilbert.

De cette définition résulte immédiatement que si a est un carré, alors

(a, p) = 1 pour tout p. Si maintenant cc  $ Qz”,  alors (a, p) = 1 si et seule-
ment si p E H,. On en déduit facilement que pour tout a # 0, l’applica-

tion p + (cc,  p) est un homomorphisme du groupe QT dans le groupe {  1, - l}
de noyau H,.  En d’autres termes, on a la formule

(a, PIBJ  = (a, PJ  (a, PA. (9)

De plus, la valeur du symbole (a, p) dépend de la résolubilité de l’équa-
tion (5) qui dépend symétriquement de a et p;  par suite

(a, PI  = (BS 4, (10)

d’où, d’après (9),

(ah  PI  = (ah  B) (az,  Pl. (11)

Remarquons encore que

(a, -a)=1 (12)

POU~  tout a E Qp*  (puisque l’équation axa - ay  - z* = 0 admet la du-
tion x = y = 1, z = 0), d’où, d’après (9),

(a, a) = (a, - 1). (13)
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D’après les formules (9) à (13),  le calcul du symbole (K,  p) dans le cas
général se ramène au Cakul  des valeurs (p,  E) et (E, ?$,  E et q étant des unités
p-adiques. En effet, si cc  = pkg,  p = pfq,  alors

(PkE,  P’V)  = (PS P)k’(E,  p)‘(P,  ?)k(E,  ïl) = (p, E’qk(-  l)k’)(E,  q).

Effectuons le calcul des valeurs (p, E)  et (E, q).  Si p # 2, alors, d’après le
théorème 3, la forme px2  + ~y’ - zZ représente zéro si et seulement si

&y2 - z2  représente zéro, i. e. si l’unité E est un carré. Ainsi (p, E) =
0

E
P

pour p # 2 (voir 1)). De plus, d’après le corollaire 2 du théorème 3, la
forme EX~ + qy2  - z2  représente toujours zéro et cela signifie que (E, y) = + 1
pour tout couple E, q d’unités p-adiques (p # 2).

Dans le cas p = 2, les valeurs des symboles (2, T$ et (E,  Y$ pour des unités
2-adiques  E et 3 ont déjà été virtuellement déterminées dans la démonstration
du théorème 6. En effet, d’après (7) (pour E = l), la forme 2x2 + ~y*  - Z*
représente zéro si et seulement si q = + 1 (mod 8). Par suite,

q-1
(2,  Y)  = (- 1) * *

De plus, nous avons vu que la fOrIne  EX’ - ?y2  - za représente zéro si et
seulement si une des congruences (8) est realisée.  Par suite,

e-1  q-1-._

( E ,  Y$  =  ( -  1)  ’ ’  .

Formulons le résultat obtenu.

THÉORÈMEI  7. - Les valeurs des symboles de Hilbert (p, E) et (E, Y$ pour
des unités p-adiques E et q sont définies par les formules

(PS 4 = (;), 6, r)=  1 pour  p  # 2 ;

sa-1 E-l q-1

(2, E)  = (- l)Ë, (e,  T)  = (- l)T’  T pour p = 2.

4) Équivalence des formes binaires

Le symbole de Hilbert permet d’écrire sous forme évidente la condition
d’équivalence de deux formes quadratiques binaires dans le corps Q,.
Soient f (x, y) et g(x, y) deux formes quadratiques binaires non singulières
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à coefficients dans Qp et soient S(f) et 6(g) leurs déterminants. Pour que
les deux formes f et g soient équivalentes, il est nécessaire que 6(f) et 6(g)

diffèrent par un facteur multiplicatif appartenant à Qp”  (théorème 1, 0 1 de
l’appendice). Pour formuler une condition nécessaire et suffisante d’équi-
valence, établissons le théorème suivant.

THÉORÈME 8. - Pour tout nombre p-adique a # 0 représentable par une
forme binaire f de déterminant ~3  # 0, la valeur du symbole de Hilbert (a, - 8)
est la même.

DÉMONSTRATION. - Soient a et a’ deux nombres p-adiques non nuls repré-
sentables par la forme f. D’après le théorème 2, Q 1 de l’appendice la forme f
est équivalente à une forme fi du type ax2 + @y”.  Puisque a’ est également
représentable par la forme fi, alors

a’ = axi  + pyi, d’où aa’ - apyt  - (ax$  = 0.

Cette dernière équation exprime que la forme aa’xs  - apya  - z2  représente
zéro et par suite (aa’,  - a@  = 1. Mais aP diffère de 6 par un carré ; c’est
pourquoi nous avons aussi (aa’, - 6)  = - 1 et cela entraîne, d’après la
propriété (ll), (a, - 8) = (a’, - 8);  ainsi, notre théorème est démontré.

D’après le théorème 8, nous pouvons introduire pour toute forme binairef
un nouvel invariant

e(f) = (a,  - S(f ))

oti  a est un nombre p-adique different  de zéro représentable par la forme f.

THÉORÈME 9. - Pour que deux formes quadratiques binaires non singu-
lières f et g sur Q, soient équivalentes, il faut et il sufit  que les conditions
ci-dessous soient réalisées :

1) S(f)  = WY29 Y~Q;;
2) e(f) = e(g).

DÉMONSTRATION. - La nécessité de ces deux conditions est tvidente.
Pour démontrer la suffisance montrons que, si les conditions du théorème
sont remplies, les formes f et g représentent les mêmes nombres p-adiques.

Soit y E Qz un nombre représentable par la forme g. Supposant la forme f
du type ax2 + @ya,  nous aurons

(a,  - 43 = e(f) = e(g) = (Y,  - a(g))  = (y,  - 4%

d’oh
(ya-l, - a@ = 1.
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D’après la définition du symbole de Hilbert, cela signifie que l’équation

ya%ca  - af3ya - za = 0

est résoluble avec X,  y, z différents de zéro. Mais alors

y=ac)a+Be)’

i. e. la forme f représente y. L’équivalence de f et g résulte alors du théo-
rème 11,s  1 de l’appendice.

5) Remarques sur les formes de degré plus grand

Le theorème  5 traduit un phénomène que l’on rencontre souvent en théorie
des nombres : « tout se passe bien » si le nombre de variables est assez grand.
Dans notre cas, « bien » signifie que la forme quadratique représente zéro
dans le corps Qp et « suffisamment grand » que le nombre de variables
est > 5. Il serait très intéressant de continuer cette étude pour des formes
de degré plus grand sur le corps des nombres p-adiques.

Le résultat exact est le suivant. Pour tout nombre naturel r, il existe un
nombre N(r) tel que toute forme de degré r sur le corps des nombresp-adiques
dont le nombre de variables est > N(r) représente zéro. L’existence d’un tel
nombre N(r) est loin d’être évidente a priori. Nous avons examiné ci-dessus
le cas r = 2; les exemples de formes de degré supérieur que l’on peut exa-
miner rendent très probable que N(r) = r2, i. e. on a la conjecture suivante :

Toute forme de degré r à coeficientsp-adiques  et dont le nombre de variables
est plus grand que r2  représente zéro (*).

On connaît très peu de résultats généraux en direction de cette conjecture.
Brauer a démontré la finitude du nombre N(r) mais l’estimation obtenue à
partir de sa démonstration est bien supérieure à r2  (R. Brauer, A note on
systems of homogeneous algebraic equations. Bull. Amer. Math. Soc.,
1945, 51, 749-755). Pour r = 2, la vérification de la conjecture repose sur le
théorème 5. Pour r = 3, la conjecture a été démontrte par V. B. Demianov
et D. J. Lewis : ils ont démontré que toute forme cubique sur le corps des
nombres p-adiques dont le nombre de variable est > 10 représente zéro
(V. B. Demianov, Sur les formes cubiques dans les corps métriques. Dokl.
Akad. Nauk URSS, 1950,74,  no  5,889-891;  D. J. Lewis, Cubic homogeneous
polynomials over  p-adic number fields. Ann. Math., 1952, 56, no  3,473-478).

(*)  On sait maintenant, grâce a un exemple construit par G. Terjanian, que
cette conjecture est fausse ; cf. C. R. Acad. Sci., Paris, 1966. Toutefois, J. Ax
et S. Kochen ont prouvé que, pour un degré) r donné, elle est vraie pour toutes
les valeurs de p sauf un nombre fini  (dépendant de r) ; cf. Amer. J. of Math.,
1965 (note communiquée par M. J. P. Serre).
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En outre, Lang a démontré que si la conjecture est vraie pour tout r, on a
également le résultat plus fort suivant :

Le système d’équations

Fltxl, . . ..xm>=O)

F&, . . . , x,,,)  = 0 \
(14)

dans lequel F,, . . . , Fk  sont des formes de degrés r,, . . .,  rk  à coefficients
p-adiques a une solution non nulle si le nombre m de variables est plus grand

que rf + . . . + ri (S. Lang, On quasi algebraic closure. Ann. Math., 1952,
55, no  2, 373-390).

Dans le cas de deux formes quadratiques, pour m > 9, la résolubilité
du système (14) a été démontrée par V. B. Demianof (une démonstration
simple du résultat de Demianov est contenue dans : B. J. Birch, D. J. Lewis
et T. G. Murphy, Simultaneous quadratic forms. Amer. J. Math., 1962, 84,
no  1, 110-115).

Il est enfin facile de montrer que la valeur hypothétique N(r) = r2 est une
borne inférieure, i. e. pour tout r il existe des formes de degré r à r2  varia-
bles ne représentant pas zero  dans le corps des nombres p-adiques. Construi-
sons un exemple d’une telle forme.

Rappelons dans ce but que, au point 2 0 1 de ce chapitre, on a construit
une forme F(x,,  . . . , x,) de degré n et à n variables telle que la congruence

Ftx,, . . . , x,) = 0 (mod p)

n’ait que la seule solution :

x,=O(modp),  . . ..x.=O(modp).

Posons

6(x,, . . . , x,4 = F(G  . . . > x,>  + pWn+~, . . . , xzn) + . . .
+ ~-~F(xn.-n+~,  . . . , .Y,+)

(15)

et démontrons que la forme 0 ne représente pas zéro dans le corps des
nombresp-adiques. Raisonnons par l’absurde, i. e. supposons que l’équation

@(Xl,  . . ..xn)=O (16)

ait une solution non nulle. D’après l’homogénéité de @, nous pouvons sup-
poser que toutes les inconnues sont des entiers et que l’un au moins n’est
pas divisible par p. Considérant (16) modulo p, on a F(x,,  . . ., xn)  = 0
(mod p) d’où, d’après (15),  x1 = px;, . . . , x,,  = pxi.  L’égalité (16) prend
maintenant la forme

p”F(x;,  . . ., x;) + pF(x,+,,  . . . , xzn) + . . . + P~-~F(x,P-~+I,  . . . > xnl> = 0
BORWITCH 5
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ou encore, après simplification par p,

F(x,+,, . . ., xzn) + . . . +pn-zF(x,+n+l,  . . ., x,1)  + . . .

+ p”-‘F(x;,  . . . , x;) = 0.

Par suite, x,+~,  . . . , x2,,  sont divisibles par p. Répétant ce raisonnement
n fois, nous démontrerions que x1,  . . . , x,,l  sont tous divisibles par p ce qui

contredit notre hypothèse initiale.

EXERCICES

1. Démontrer les propriétés suivantes du symbole de Hilbert :

1) (% 1 - a ) =  +l, afl;

2) (a, B) = (Y, - 4% Y = d2 + PI2  # 0;

3) (ay,  PY)  = (a, PI  (Y.  - 4).

2. Soit,f=a,x: + . . . + anxi (ai E  0:) une forme quadratique ; l’expression

C,(f) = (- 13  - 1)  IJ (ai9 4)
l<iCjSn

s’appelle le symbole de Hasse de la forme f. Démontrer que

c,(c='  if) = qAf)(a,  - 3,
cp(tcw2  i Pv" if) = c,(f)(4  - a)(",  P)

(8 est le déterminant de la forme f ).
3. Soitf=a,x:+  . . . + a,,xi une forme à coefficients p-adiques représentant

un nombre y # 0 de QP Montrer que y peut s’écrire sous la forme

y = a,E: + . . . + anE: (Ej E  Q,),

toutes les sommes « partielles »

yk = alt: f . . . + akEi (1  <kG  4

étant différentes de zéro (utiliser les théorèmes 5 et 8 du 0 1 de l’appendice).

4. Sous les hypotheses  de l’exercice précédent, montrer que la forme f est équi-
valente à une forme diagonale du type

g = Yu:  + a,y: + * - * + &Y: telle que c,(g) = CJf)

(on démontrera tout d’abord que par le changement de variable x = PX  - $Y,
y = VX + pxY (ap2  + PV”  = y # 0) la forme ax2  + PV”  s’écrit yX2 + apyY2,

d’où  (a, P)  = (Y.  @Y)).
5. Montrer, par récurrence sur le nombre des variables, que les symboles de

Hasse de deux formes quadratiques diagonales non singulières équivalentes sur
le corps QP  sont égaux (Utiliser le théorème 4 du 9 1 de l’appendice). On peut
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donc maintenant définir le symbole de Hasse pour des formes quadratiques non
singulières quelconques (non nécessairement diagonales) : si la forme f est équi-
valente à une forme quadratique fO, nous poserons cP(  f) = cP(  fO).

6. Soient fi et fa deux formes quadratiques sur le corps Q,, de déterminants 6,
et 6,.  Démontrer que :

CJfi  i fà>  = cp(f1)  c,(fJ (- 1,  - 1) (h,  &A).
7. Soit f une forme quadratique non singuliére  sur le corps Q,, de détermi-

nant 6 et soit a # 0 un nombre du corps QP  Montrer que

1

(

n+1-

cp(af) =
cP( f) a, (- 1) ’ ) , si n impair,

cp(f) (a,  ( -  1)‘s> , si n pair

8. Démontrer qu’une forme quadratique non singulière f de trois variables
sur le corps QP  représente zéro si et seulement si cP(  f) = + 1.

9. Soit f une forme quadratique non singulière de quatre variables sur le corps Qr,
de déterminant 8. Montrer que f ne représente pas zéro dans QP si et seulement
si 6 est un carré dans QP  et cP(  f) = - 1.

10. Soit f une forme quadratique non singulière de II variables sur le corps Qp,
de déterminant 6.  Montrer que f représente un nombre p-adique a # 0 si et seule-
ment si l’une des conditions suivantes est remplie :

n = 1 et a8 est un carré dans QP;

fi;

n = 2 et cP(  f) = (- a, - 6);
n=3,a6estuncarrédans  QpetcP(f)=l;
n = 3 et a8 n’est pas un carré dans QP;

5) n 2 4.

11. Donner des conditions pour qu’une forme quadratique non singulière sur
le corps Q,  ne représente pas z&ro (sauf de manière triviale) mais représente tous
les autres nombres p-adiques.

12. Dans quels corps de nombres p-adiques la forme 2x2  - 5~”  + 14za  ne repré-
sente-t-elle pas zéro ?

13. Quels sont les nombres 5-adiques qui sont représentes par la forme 2x2  +5y2 ?

14. Soient f et f’ deux formes quadratiques non singulières à n variables sur
le corps Q, et 6 et 6’  leurs déterminants. Démontrer que f et f’ sont équivalentes
si et seulement si cP(  f) = cP(  f ‘) et 6 = G’a2 (a E QJ.

5 7. - FORMES QUADRATIQUES RATIONNELLES

1) Le théorème de Minkowski-Hasse

Nous exposerons ici la démonstration d’un des plus beaux résultats de

la thtorie des nombres, le théorème de Minkowski-Hasse.

THÉORÈME 1 (Minkowski-Hasse). - Une forme quadrutique à coeficients
rationnels représente zéro dans le corps des nombres rationnels si et seulement
si elle représente zéro dans le corps des nombres rationnels et dans tous les
corps de nombres p-adîques  (pour tout nombre premier p).
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La démonstration de ce théorème dépend de manière essentielle du nom-
bre n de variables de la forme quadratique. Pour 12  = 1, c’est trivial. Pour
II  = 2, la démonstration est encore très simple. Si une forme quadratique
binaire rationnellefde discriminant d # 0 représente zéro dans le corps des
réels, alors - d > 0 (cf. appendice 0 1, théorème 10); par suite

-d=pik,  . . . ps”‘,

où les pi sont des nombres premiers deux à deux distincts. Si f représente
zéro dans le corps Qpi, alors, puisque - d est un carré dans Qpi,  l’expo-

santkiestpair(i=l,  . . . . s).  Mais alors - d est un carré aussi dans le
corps Q des nombres rationnels et par suite f représente zéro dans Q.

Pour n > 3, la démonstration du théorème est beaucoup plus compliquée.
Faisons quelques remarques pour commencer.

Nous supposerons que les coefficients de la forme quadratique considérée
sont des entiers rationnels (car s’il n’en est pas ainsi, nous multiplierons la
forme par le dénominateur commun de ses coefficients). 11  est clair que la
résolubilité de l’équation (1) dans Q ou dans le corps Qp des nombres
p-adiques est équivalente, d’après l’homogénéité, à sa résolubilité dans
l’anneau Z des entiers rationnels ou dans l’anneau Z,,  des nombres entiers
p-adiques. La résolubilité de (1) dans le corps des nombres réels est équi-
valente au fait que f est une forme non définie. Par suite et d’après le théo-
rème 2 du 0 5, on peut donner au théorème de Minkowski-Hasse la forme
suivante :

Pour que l’équation (1) soit résoluble dans les nombres entiers rationnels,
il faut et il sufit que la forme f soit non déjînie  et que pour tout entier de la

forme pm,  la congruence

fh **-9 x,) = 0 (mod pm)

ait une solution telle que la valeur de l’une au moins des inconnues ne soit
pas divisible par p.

D’après le théorème 5, 9 6, toute forme de cinq variables ou plus repré-
sente toujours zéro dans le corps des nombres p-adiques. Par suite pour de
telles formes le théorème de Minkowski-Hasse devient :

Pour qu’une forme quadratique rationnelle non singulière de n 2 5 variables
représente zéro dans le corps des nombres rationnels, il faut et il su@  qu’elle
soit non définie.

Ainsi, il suffit de vérifier les conditions de résolubilité dans les corps de
nombres p-adiques pour n = 3,4.  Pour ces valeurs particulières, le théo-
rème de Minkowski-Hasse nous donne également un critère effectif de réso-
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lubilité de l’équation (1). En effet, si la formefest réduite à une somme de

carrés, f = Z&,  p premier impair ne divisant aucun des coefficients ai,
la formef,  pour n > 3, représente toujours zéro dans Qp,  d’après le corol-
laire 2 du théorème 3,s 6. Par suite, les vérifications à effectuer sont relatives
seulement à un nombre fini d’entiers premiers. Pour chacun de cesp,  la
question de la representation  de zéro par f dans Q,,  est résoluble par les
théorèmes du paragraphe précédent.

D’après le théorème 6,s 1 de l’appendice, le théorème 1 entraîne le résultat
suivant.

COROLLAIRE. - Pour qu’une forme quadratique non singulière à coeficients
rationnels représente un nombre rationnel a, ilfaut  et il sufit qu’elle représente?  a
dans le corps des nombres réels et dans tous les corps Qp de nombres p-adiques.

2) Formes de trois variables

Démontrons le théorème de Minkowski-Hasse dans le cas n = 3. Pour
les formes de 3 variables, le thtorème 1 a étC démontré (sous une autre
forme) par Legendre. La formulation de Legendre  est exposée dans l’exer-
cice 1.

Supposons la forme réduite à une somme de carrés alx2 + azya  + a&.
Dire que la forme est non définie signifie que les trois coefficients a,, a,, a, ne
sont pas de même signe. Multipliant la forme par - 1 si cela est nécessaire,
nous sommes ramenés au cas où deux coefficients sont positifs et le troi-
sième négatif. Nous pouvons d’autre part supposer que les nombres a,, a,,  a3
sont entiers, non divisibles par des carrés et premiers dans leur ensemble.
De plus, si par exemple a, et a, ont un facteur premier commun p, multi-
pliant la formule par p et prenant px et py comme nouvelles variables, on

obtient une forme à coefficients ;, T, pu,. Répétant plusieurs fois cette

opération, notre forme devient une forme du type

ax2 + by2  - cz2 (2)

dans laquelle a, b, c sont premiers deux à deux (et sans carrés).
Soit p un diviseur premier impair du nombre c. Puisque, par hypothèse,

la forme 2 représente zéro dans Qp,  alors, d’après le théorème 3 du Q 6 et
le corollaire 1 de ce théorème, la congruence

ax2 + by2  = 0 (mod p)

a une solution non triviale (disons (x,, yO)). Mais alors, la forme axa  + bya
est décomposable en facteurs modulo p :

axa + bya = ayO”(wo  + Y~&Y,  - yxd (mod  P>.
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Ceci est aussi vrai pour la forme (2),  i. e. on a une congruence du type

ux2 + by2 - c.2  = L@(x,  y, z) M(p)@,  y, z) (mod p) (3)

dans laquelle L(P)  et M(P)  sont des formes linéaires à coefficients entiers.
On a des congruences analogues pour les diviseurs premiers impairs p des
coefficients a et b et aussi pour p = 2, puisque

axa  + by2  - cza = (ax + by - CZ)~  (mod 2).

Prenons maintenant des formes lintaires L(X,  y, z) et M(x, y, z) telles que

L(X,  y, z) = L@(X, y, z) (mod p)

M(x, y, z) s M(P)&  y, z) (mod p)

pour tous les diviseurs premiers p de l’un des coefficients a, b, c. Les
congruences (3) montrent alors que

axa  + by2  - czz  = L(X,  y, z) M(x, y, z) (mod abc). (4)

Imposons aux variables X,  y, z de prendre des valeurs entières satisfaisant
aux conditions

O<x< 2/bc, o<y<  6, 0 < z < 2/ab. (5)

Si nous excluons de cette étude le cas a = b = c = 1 (pour la forme

x2 + y2 - 22,

le théorème est évident : elle reprhsente  zéro dans tout corps), alors, puisque

a, b, c sont premiers deux à deux, les nombres 46, 2/ac  et 2/ab  ne sont
pas tous entiers. Il en résulte facilement que le nombre des triplets (x,  y, z)
satisfaisant aux conditions (5) est strictement supérieur à

db. 6. G = abc.

Considérons les valeurs prises par la forme linéaire L(x, y, z) pour ces
valeurs des variables. Puisque le nombre des triplets (x, y, z) vérifiant (5)
est supérieur au nombre des résidus modulo abc, alors il existe deux triplets
distincts (x1,  yl, ZJ  et (x9,  y2, zJ tels que l’on ait la congruence

L(X~,  yl,  zl)  = W2,  y2,  z2>  bod abc).

11  résulte alors de la linéarité de la forme L que

L(X~,  y0,  z,,)  = 0 (mod abc)

pour x0 = x1 - x2,  y0 = y1 - y2, z. = z1 - z2.
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De la congruence (4) résulte alors

ax: + byt  - c.z~ = 0 (mod abc). (6)

Puisque les conditions (5) sont réalisées pour les triplets (x1,  yl, zJ  et (x3,  yZ,  zJ
alors

et par suite

I x0 1 < 2/bc, IYOI  -=CI  G? I 5 I < 69

- abc -C  axi + byi  - czi < 2abc. (7)

L’inégalité (7) est compatible avec la congruence (6) seulement si

axi + byi  - czi = 0 (8)
ou bien

axi + byi  - czi = abc. (9)

Dans le premier cas nous obtenons une représentation non triviale de zéro
par la forme (2); c’est ce qu’il fallait établir. Dans le deuxième cas, nous
arriverons au même résultat grâce au lemme suivant.

LEMME 1. - Si la forme (2) représente abc, alors elle représente aussi zéro.

Soient x0,  yo,  z.  satisfaisant à l’égalité (9). 11  est alors facile de voir que

a(xozo  + byo)a  + b(y,z, - axa)”  - c(zi  + ab)a  = 0. (10)

Si zi  = ab # 0, alors cette égalité démontre le lemme. Si maintenant
- ab = zi, alors la forme ax2 + by2  représente zéro (cf. appendice, 0 1,
théorème 10). Mais alors la forme (2) représente aussi zéro et par suite le
lemme est encore vérifié dans cc cas.

La démonstration du lemme 1 est très courte, mais elle repose sur un
calcul qui utilise l’identité (10). Donnons une autre démonstration plus
générale. Si bc est un carré, alors la forme by*  - cza  et avec elle la forme (2)
représente zéro. Supposons que bc n’est pas un carré. Dans ce cas, la repré-
sentabilité de zéro par la forme (2) est équivalente au fait que ac est la

norme d’un élément du corps Q(6).  En effet, l’égalité (8) (dans laquelle
on peut supposer x0 # 0) entraîne

Réciproquement, si ac = N(U + u&),  alors

a? + b(cu)*  - tua  = 0.
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Supposons maintenant que l’égalité (9) soit satisfaite. En la multipliant
par c, elle prend la forme

ou bien
ac(x: - bc) = (cz&”  - bey:

avec
acW9  = N(P),

Mais

u = x0 + $Iii, p = czo + y,&.

UC = NY), y = $ E R(d&),

et cela, comme nous l’avons vu, signifie aussi que la forme (2) représente
zéro dans 0.

Attirons l’attention sur le fait suivant. Dans la démonstration ci-dessus
du théorème 1 pour trois variables, nous n’avons utilisé nulle part la résolu-
bilité de l’équation (2) dans le corps des nombres 2-adiques.  Par suite,
la résolubilité de l’équation (2) dans le corps des nombres réels et dans les
corps 0,  pour tout p impair entraîne sa résolubilité aussi dans le corps Q,.
On a une propriété analogue pour tout corps Q,  : si une forme quadratique
rationnelle de trois variables représente zéro dans le corps des réels et dans
tous les corps Qp sauf peut-être dans le corps Qq,  alors elle représente zéro
aussi dans le corps 0,  (et par suite, d’après le théorème, dans le corps Q
des nombres rationnels). Essayons d’expliquer ce fait. Considérons pour
cela les conditions de représentation de zéro par la forme

ax2 + by2  - z2 (11)
dans les corps Qp et dans le corps des nombres rationnels (ici a et b sont des
nombres rationnels non nuls); il est clair que toute forme quadratique ration-
nelle non singulière de trois variables peut être écrite sous la forme (11) par
changement linéaire de variables et multiplication par un nombre rationnel.
D’après le point 3) du $ 6, la condition de représentabilité de zéro par la
forme (11) dans le corps des nombres p-adiques peut s’écrire

1, (12)

a,  boù ~ est le symbole de Hilbert dans le corps QF  Nous adoptons ici
( 1P

cette notation pour le symbole de Hilbert (a, b) dans le corps Qp pour
préciser le corps dans lequel nous le considérons, car nous serons amenés
à considérer simultanément des symboles de Hilbert pour plusieurs valeurs
de p.

Dans le corps des nombres réels, la forme (11) représente zéro si et seule-
ment si au moins un des nombres a, b est positif. Pour écrire cette condi-
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tion sous la même forme que (12),  étendons les résultats du $6.3 au corps
des nombres réels. Utilisons le fait que les corps p-adiques Qp et le corps
des nombres réels sont tous les complétés du corps Q des nombres ration-
nels. Ainsi les corps Q,  correspondent biunivoquement aux nombres pre-
miers p. Désirant englober dans cette correspondance le corps des nombres
réels, on utilise souvent le symbole 00 appelé nombre premier éloigné à l’infini
et on dit que le corps des nombres réels est le complété du corps Q qui
correspond au nombre premier 03 éloigné à l’infini. Les nombres premiers
usuels distincts du symbole 00 introduit s’appellent alors nombres premiers
finis. Par analogie avec la notation Qp,  le corps des nombres réels sera
désigné ici par Q m.

Pour tout c(  du groupe multiplicatif de Q,,  considérons la forme

xa - uy2 (13)

et désignons par H, l’ensemble des nombres @ E Qm représentés par cette

forme. Si cc > 0, i. e. CL  E Qm, alors la forme (13) représente tous les nombres

réels et par suite H, = Qm.  Si maintenant cc  < 0, i. e. cc  n’est pas un carré,
la forme (13) représente seulement les nombres positifs et par suite, comme
dans le théorème 6, 9 6, nous avons :

(0: : H,) = 2. (14)

Il en résulte que si pour a, @ E Q% on pose (ct,  B)  = f 1 suivant que la
forme (13) représente ou non le nombre p, alors le symbole (a, p) possède
les propriétés (9) à (13) du Q 6.

Le théorème 7, 9 6 qui permet le calcul du symbole de Hilbert dans le
corps Q,  se réduit ici à

(a, @= + 1 si a >O ou p >0

(a, p) = - 1 si a < 0 et p < 0 1
(15)

a,  b
Pour des nombres rationnels a, b nous désignerons par oo la valeur

i 1
du symbole (a, b) dans le corps Q,.

a,  bEn utilisant le symbole -F  ,
( 1

nous pouvons maintenant énoncer le théo-

rème 1 pour les formes de 3 variables sous la forme suivante :

La forme ax2 + byz  - 2, a, b étant des rationnels différents  de zéro, repré-
sente zéro dans le corps des nombres rationnels si et seulement si, pour tout p
(y compris p = co) l’égalité

1

est satisfaite

(16)
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Pour tous les rationnels a et b différents de zero,  le symbole est diffé-

rent de + 1 seulement pour un nombre fini de valeurs de p. En effet, si
p # 2, 00 et si p ne figure pas dans la décomposition de a et b (cela signifie
que a et b sont des unités p-adiques), alors, d’après le corollaire 2 du théo-
rème 3, 0 6, la forme (11) représente zéro dans 0, et, par suite, pour toutes

ces valeurs de p, = 1. Par ailleurs, les valeurs du symbole

pour a, b fixés satisfont à d’autres conditions. Ainsi, le nombre des valeursp

(y compris p = co)  pour lesquels = - 1 est toujours pair. On peut

aussi exprimer ce résultat sous la forme suivante :

où p parcourt tous les nombres premiers et le symbole CO.  En effet, le pro-
duit formel infini ci-dessus contient seulement un nombre fini de facteurs
différents de + 1 et le fait que ce produit est égal à 1 est équivalent à la parité

a,  bdu nombre des p tels que p = - 1.
( 1

Démontrons (17). Représentant a et b comme produit de puissances de
nombres premiers et utilisant les formules (9) à (13) du 0 6 (également véri-
fiées pour p = CO),  il est facile de démontrer la formule (17) dans les cas
particuliers suivants :

1) a = - 1 , b = - 1

2) ll=q b = - 1 (4  premier);

3 ) a = 4, b = q’ (q et q’ premiers, q # 4’).

D’après le théorème 7, $ 6 et les formules (15),  nous obtenons
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Les nombres premiers q et q’ dans ces formules sont impairs et distincts
et cela démontre la formule (17).

Remarquons que, dans cette démonstration, nous avons utilisé la loi
de réciprocité quadratique de Gauss. Il est facile de voir, d’autre part, à
l’aide de l’expression explicite du symbole de Hilbert donnée dans le théo-
rème 7, 4 6, que l’on peut déduire de la formule (17) la loi de réciprocité.
Ainsi la formule (17) est équivalente à la loi de réciprocité de Gauss.

Supposons maintenant que la forme (11) représente zéro dans tous les
corps Q, sauf peut-être dans le corps 0,.  L’égalité (17) et les conditions

t-1
a,  b = + 1 pour tout p # q nous donnent alors que y = 1. En d’au-
P ( 1

tres termes, on a démontré l’affirmation suivante.

LEMME 2. - Si une forme quadratique rationnelle de 3 variables représente
zéro dans tous les corps QP  (p parcourt tous les nombres premiers et le sym-
bole CQ>  sauf peut-être dans le corps Qq,  elle représente aussi zéro dans le
corps 0,.

3) Formes de 4 variables

Nous considérerons les formes

ad  + 4x2 + 6x3 + 4x: (18)

où les ai  sont des entiers ne contenant pas de facteurs au carré. La forme
étant non définie, il est clair que nous pouvons supposer a, > 0 et a4 < 0.
Nous considérerons en même temps que la forme (18) les formes

g = a& + a,xi et h = - a3xi  - ag:.

L’idée de la démonstration du théorème de Minkowski-Hasse pour les
formes de 4 variables est la suivante.

Utilisant le fait que la forme (18) représente zéro dans les corps Qp,
nous montrerons qu’il existe un entier rationnel a # 0 représentable simul-
tanément par les formes g et h dans les rationnels. Cela nous donne immé-
diatement une représentation rationnelle de zéro par la forme (18).

Soient pl, . . . , ps les diviseurs premiers impairs distincts des coefficients a,,
a,, a,, a4.  Pour tout p égal à un des pl, .  . . , ps et pour p = 2 choisissons dans
le corps Qp une représentation de zéro

alE1  + a& + a& + a,G = 0,
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telle que tous les Ei soient différents de zéro (cf. appendice Q 1, théorème 8)
et posons

bP  = a,t:  + a& = - a& - a&.

Il est facile de voir qu’on peut choisir les Ei tels que b, # 0, soit un nombre
entier p-adique non divisible par p2  (si bP  = 0, les formes g et h représentent
zéro dans Qp et d’après le théorème 5, Q 1 de l’appendice, représentent tous
les nombres de 0,).  Considérons le système des congruences

a = b,  (mod 16) )

a = bP1  (mod pi)
I (19)

.
a - bP,  (mod pi)

L’entier rationnel a satisfaisant à ces congruences est dtfini de manière
unique modulo m = 16pf, . . . , pi. Puisque bPi  n’est pas divisible par p;,
alors bpia-l  est une unité pi-adique et par suite bPia-l  = 1 (mod pi).  D’après

le corollaire 1 du théorème 1, 0 6, le nombre bPia-l  est un carré dans le

corps Qpi. De la même manière, puisque b,  n’est pas divisible par 22,

alors b,a-’ = 1 (mod 8) et par suite (théorème 2, $ 6) b2a-’  est un carré
dans 0,.

Du fait que bP  et a ne diffèrent que par un carré, pour tout p -2, pl, . . . , ps,
les formes

-axE  -j-g et -ax:  + h (20)

représentent zéro dans Qp.  Si a a été choisi > 0, alors, d’après les condi-
tions a,  > 0 et - a4 > 0, les formes (20) représentent aussi zéro dans le
corps des nombres réels. Si maintenant p # 2, pl, . . . , ps et ne figure pas
dans a,  i. e. si p impair ne divise pas les coefficients des formes (20),  alors
ces formes représentent zéro dans Qp d’après le corollaire 2 du théorème 3,
0 6. Supposons que le nombre a contient un seul facteur premier q différent
des nombres pl, . . . , ps  (on montrera ci-dessous que l’on peut toujours
choisir a ainsi); nous pouvons alors appliquer le lemme 2 aux formes (20)
et conclure (d’après le théorème de Minkowski-Hasse pour les formes de
3 variables) que les formes (20) représentent zéro dans le corps des nombres
rationnels. Mais alors, nous obtiendrons pourlenombre a les représentations

a = aIci  + a2c2, a = - a&  - arc;,

les ci étant rationnels, d’où

ad  + a,ci + a,& + a& = 0

et le théorème est démontré.



CONGRUENCES 11

Montrons que l’on peut toujours trouver a > 0 satisfaisant aux congruen-
ces (19) et possédant la propriété remarquable utilisée ci-dessus. Nous appli-
querons le théorème de Dirichlet sur les nombres premiers dans une pro-
gression arithmetique  (ce théorème sera démontré dans le chapitre V, 0 3-2)).
Ce théorème affirme que si la raison et le premier terme d’une progression
arithmétique infinie sont premiers entre eux, alors cette progression contient
une infinité de nombres premiers. Soit a* > 0 une des valeurs de a satisfaisant
aux congruences (19). Désignons par d le plus grand diviseur commun

de a* et m, Puisque s et T sont premiers entre eux, il existe, d’après le

théorème de Dirichlet, un nombre k 2 0 tel que % + k’i  = q soit premier.

Nous prendrons alors pour a le nombre

a = a* + km = dq.

Puisque d contient certains des nombres premiers 2, pl, . . . , pst  alors ce
choix de a permet de terminer la démonstration du théorème 1 pour les
formes de 4 variables.

4) Les formes de 5 variables et plus

Soit une forme quadratique rationnelle non définie de 5 variables réduite
à une somme de carrés

a,xi + ad  + a34 + ad + ad,2 (21)

où tous les ai  sont entiers et sans carrés. Nous pouvons supposer a, > 0
et as < 0. Posons

g = a& + ad, h = a,xI - alx: - a6xi,

En raisonnant comme dans le cas n = 4, nous déterminerons au moyen du
théorème de Dirichlet un nombre entier rationnel a > 0 représentable
par g et h dans le corps des nombres réels et dans tous les corps Qp sauf
peut-être dans le corps Qq,  q étant un nombre premier impair ne figurant
pas dans les coefficients ai. Mais alors g et h représentent a aussi dans le
corps Q,, Pour la forme g, cela s’établit de même que plus haut à l’aide
du lemme 2. Pour la forme h, elle représente zéro dans Q, (corollaire 2 du
théorème 3, Q 6) et par suite représente tous les nombres q-adiques (cf. appen-
dice, Q 1, théorème 5). D’après le corollaire du théorème de Minkowski-
Hasse (cf. fin de l), qui a été déjà été démontré pour 3 et 4 variables, nous
obtenons que les formes g et h représentent a également dans le corps des
nombres rationnels, d’où, comme ci-dessus, résulte facilement que la
forme (21) représente rationnellement zéro.
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Pour démontrer le théorème 1 dans le cas n > 5, il suffit de remarquer
que toute forme quadratique rationnelle non définie fréduite à une somme
de carrés peut se représenter sous la forme f = f0 -j-fi, oufo est une forme
non définie de 5 variables. D’après ce qui précède la forme& et par suite
la formefreprésentent zéro dans le corps des nombres rationnels. Le théo-
rème de Minkowski-Hasse est complètement démontré.

5) Équivalence rationnelle

Le théorème de Minkowski-Hasse permet de résoudre l’importante ques-
tion de l’équivalence des formes quadratiques rationnelles.

THÉORÈME  2. - Pour que deux formes quadratiques non singulières à coe#i-
cients  rationnels soient équivalentes sur le corps des nombres rationnels, il

faut et il sufit qu’elles soient équivalentes sur le corps des nombres réels et
sur tous les corps Q, de nombres p-adiques.

DEMONSTRATION. - La nécessité est triviale. La suhîsance  se démontre
par récurrence sur le nombre n de variables. Soit n = 1. L’équivalence

des formes ax2 et bxa  sur un corps signifie que %  est un carré dans ce corps.

Mais si %  est un carré dans le corps des nombres réels et dans tous les

corps Qp,  alors, comme nous l’avons vu dans l), a est également un carré
b

dans le corps Q des nombres rationnels. Ainsi le théorème 2 est démontré
pour n = 1.

Soit maintenant n > 1. Choisissons un nombre rationnel a # 0 représen-
table par la formef(sur le corps Q). Puisque des formes équivalentes repré-
sentent les mêmes nombres, alors la forme g représente a dans le corps des
nombres réels et dans tous les corps QT  Mais alors, d’après le corollaire
du théorème de Minkowski-Hasse, la forme g représente également a dans
le corps Q. En utilisant le théorème 2, $ 1 de l’appendice, nous concluons
alors que f - axa  -j-fi, g - axa  -j- g1, où fi et g, sont des formes quadra-
tiques de (n - 1) variables sur le corps Q (le signe - signifie ici équiva-
lence sur 0). De l’équivalence des formes axa  + fi et axa  + gl dans le corps
des nombres réels et dans les corps Qp,  il résulte que les formes fi et g,
sont également équivalentes dans tous ces corps (cf. appendice 0 1, théo-
rème 4). Par hypothèse de récurrence& et g, sont équivalentes sur le corps Q
des nombres rationnels. Mais alors f et g sont aussi équivalentes sur Q et
le théorème 2 est démontré.
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Comme exemple, étudions la question de l’équivalence des formes qua-
dratiques binaires. Le discriminant d(f) d’une forme rationnelle non singu-
lière s’écrit de manière unique

d(f)  = af>C2

oh do(f)  est un nombre entier sans carrés. D’après le théorème 1, 0 1 de
l’appendice, par le passage à une forme équivalente, la valeur do(f)  ne
change pas et cela signifie que c’est un invariant de la classe des formes
rationnellement équivalentes.

Soit a un nombre rationnel quelconque non nul représentable par une
forme binaire non singulière J Pour tout nombre premier p (y compris
p = oo),  posons

eJf)=  r p").

D’après le théorème 8, 9 6 (qui est aussi vrai, c’est évident, pour le corps
des nombres réels Q,), la valeur eJf>  ne dépend pas du choix de a. Par
suite, c’est également un invariant de la forme f pour l’équivalence ration-
nelle des formes. Réunissant le théorème 2 au théorème 9 du Q 6 (vrai aussi
pour le corps Q,), nous obtenons le critère suivant d’équivalence ration-
nelle des formes quadratiques binaires.

THÉORÈME 3. - Deux formes quadratiques binaires f et g sont rationnelle-
ment équivalentes si et seulement si

do(f) = do(g), e,(f)  = dd pour tout p.

Remarquons que si l’équivalence des formes est définie par le système
infini des invariants e,(f), le nombre de ces invariants est en fait fini puisque
e,(f) # + 1 seulement pour un nombre fini d’entiers p.

6) Remarques sur les formes de degré supérieur

On se propose ici d’étudier une extension éventuelle du théorème de
Minkowski-Hasse à des formes d’autres degrés : est-il vrai qu’une forme
rationnelle représente zéro dans le corps des nombres rationnels dès qu’elle
représente zéro dans le corps réel et dans les corps Qp ? Il est facile de cons-
truire des contre-exemples. Par exemple, si q, Z,  q’, Z’  sont des nombres pre-

miersdistinctstelsque(~)=-1,(~)=-1etsilaforme~P+q~~-Zz~

représente zéro dans le corps des nombres 2-adiques,  alors la forme de
degré 4

(x” + qy2  - Z.9)  (x2 + q>* - /lzy (22)
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représentera zéro dans tous les corps Qp et dans le corps des nombres réels,
mais ne représentera pas zéro dans le corps des nombres rationnels. En effet,
dans le corps Qz,  le premier facteur représente zéro par hypothèse. Si p
impair est différent de q et l, alors le premier facteur représente zéro dans le
corps Q, d’après le corollaire 2 du théorème 3, $ 6. Dans ces corps Q,
et QI,  le deuxième facteur représente ztro pour la même raison. Pourtant,
aucun de ces facteurs ne représente zéro dans R puisque le premier facteur

ne représente pas zéro dans R, et la deuxième dans R,f (puisque (d)= - 1

et ($)=-1). Comme exemple numtrique on a la forme

(x2 + 3y2 - 1722)  (x2 + 5y2 - 722).

Cet exemple peut sembler peu convaincant car la forme (22) est décom-
posée et on pourrait croire que c’est ce qui explique ce phénomène. Selmer
a donné un exemple encore plus simple sans ce handicap (E. S. Selmer,
The diophantine equation ax3  + byS  + cz3  = 0. Acta  Math., 1951, 85,
no 3-4, 203-362). Il a montré en particulier que la forme 3x8  + 4~3  + 523
représente zéro dans tout corps 0, de nombres p-adiques et dans le corps
des réels mais ne représente pas zéro dans le corps des nombres rationnels.
Le fait que cette forme représente zéro dans tous les corps Qp est facile à
démontrer (exercice 8, Q 5). La non-représentabilité de zéro dans le corps
des nombres rationnels est de démonstration plus délicate (cf. exercice 23,
$ 7, chap.  3).

L’analogue du théorème de Minkowski-Hasse pour des formes de degré
supérieur n’est pas vrai même dans le cas où le nombre de variables est
grand. Par exemple, la forme

(xi + . . . + xy - 2( y: + . . . + y;)”

pour n > 5 représente zéro à la fois dans le corps des nombres réels et dans
les corps p-adiques mais ne représente zéro dans le corps des nombres ration-
nels pour aucune valeur de n.  On a le même résultat pour la forme

3(x: + . . . + 2)”  + 4(Y:  + * * - + YY - 5(z1+ * * . + zy,

qui, elle, est absolument irréductible.
Dans les exemples ci-dessus, les formes introduites sont de degré pair.

On ne connaît pas encore actuellement d’exemples de formes de degré
impair possédant ces propriétés. On a donc émis la conjecture que l’analogue
du théorème de Minkowski-Hasse est vrai pour les formes de degré impair
d’un nombre assez grand de variables. Rappelons le théorème de Brauer :
les formes d’un nombre suffisamment grand de variables représentent zéro
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dans tous les corps de nombres p-adiques (nous avons déjà énonce ce théo-
rème au 5 6-5)); nous arrivons donc à la conjecture suivante :

Une forme rationnelle de degré impair et d’un nombre suffisamment grand
de variables représente rationnellement zéro.

C’est à Artin que l’on doit la forme la plus précise de cette conjecture :
une forme rationnelle de degré r impair à n variables représente zéro dans
le corps des nombres rationnels si n > r*.

Les exemples connus jusqu’à présent, de formes de degré pair, infirmant
la conjecture d’Artin sont toutes obtenues par le même procédé, la substi-
tution d’une forme dans un autre. Il est possible que la conjecture d’Artin
soit vraie également pour les formes de degré pair en excluant les formes de
ce type et les produits de ces formes.

L’unique résultat genéral  vers la conjecture d’Artin est dû à Birch
(B. J. Birch, Homogeneous forms of odd degree in a large number of varia-
bles. Muthematika,  1957, 4, no  8, 102-105),  qui a démontré qu’une forme
de degré impair représente zéro dans le corps des nombres rationnels si le
nombre de ses variables est suffisamment grand par rapport à son degre.
La conjecture d’Artin n’est encore demontrée  pour aucune valeur de r
(sauf r = 2). Le cas le plus simple est relatif à r = 3 et affirme qu’une forme
cubique de 10 variables représente zéro dans le corps des nombres rationnels.

EXERCICES

1. Demontrer le théoréme  suivant, dû à Legendre : si a, b, c sont des entiers
rationnels premiers deux à deux, sans carrés et non tous de même signe, alors
l’équation

ux2  + by*  + CZ* = 0

admet une solution non nulle dans les nombres rationnels si et seulement si les
trois congruences ci-dessous sont résolubles :

x2=--bc(moda);
X*E-cu(modb);
x* = - ub  (mod c).

2. Les formes 3x* + Sy*  - 7z* et 3x*  - Sy*  - 7z* représentent-elles zéro dans
le corps des nombres rationnels ?

3. Quels sont les nombres premiers rationnels représentés par les formes x* + y*,
x* + 5y*,  x* - 5y* ?

4. Donner une description de tous les nombres rationnels qui sont représen-
tables par la forme 2~”  - 5 ~ “ .

5. Quels sont les nombres rationnels qui sont représentés par la forme

2x*  - 6y* + 15z* ?

BoltEvrrcH 6
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6. Soit f une forme quadratique non singulière sur le corps des nombres ration-
nels, dont le nombre de variables n’est pas égal à 4. Montrer que f représente tous
les nombres rationnels si et seulement si elle représente zéro.

7. Pour quels entiers rationnels a la forme xa f 2yz - uz2 représente-t-elle zéro
dans le corps des nombres rationnels ?

8. Trouver toutes les solutions rationnelles de l’équation x2 + y2 - 2z* = 0.
9. On considère les formes

x2 - 2yz + 522, 2 - y2 + 10za, 3x2  - y2 + 3022;

quelles sont celles qui sont équivalentes entre elles sur le corps des nombres
rationnels ?

10. Supposons que la forme axZ  + bya - z2, où a et b sont des entiers rationnels
sans carré et 1 a 1 > 1 b 1, représente zéro dans tous les corps de nombres p-adiques.
Montrer qu’il existe alors des entiers rationnels 4 et c tels que

aa, = ca - b, I&I < lai
(l’égalité aaI + b - ca  = 0 montre que la forme aulx2 + by2  - z2 représente zéro
rationnellement).

11. Considérant les formes du type axa + bya  - z2, où a et b sont des entiers
sans carres, démontrer le théorème de Minkowski-Hasse pour trois variables par
récurrence sur le nombre m = max (1 a 1, 1 b 1)  (utiliser l’exercice 10 et l’exercice 3
du 0 1 de l’appendice).



CHAPITRE II

REPRÉSENTATION
DES NOMBRES RATIONNELS

PAR DES FORMES DÉCOMPOSABLES

Nous avons étudié dans le chapitre précédent l’existence et la recherche
des solutions rationnelles des équations. Ce chapitre est consacré à l’étude
des solutions en nombres entiers. Nous commencerons par l’étude d’un
exemple simple.

Considérons le problème de la recherche de toutes les solutions en nom-
bres entiers de l’équation

x* - 2y2 = 7. (1)

Nous nous limiterons aux solutions x > 0, y > 0 (les autres s’obtiennent
par changement de signe). L’équation admet les solutions (3,l)  et (5,3).
On peut obtenir à partir de ces deux solutions une infinité d’autres solutions,
en effectuant la remarque suivante : si (x, y) est une solution de l’équa-
tion (l), alors, comme on le vérifie facilement (3x + 4y,  2x + 3y)  est encore
une solution. Partant de la solution (x0,  y0)  = (3, l), nous obtenons ainsi
une suite infinie (xn,  y,,) de solutions définies par les formules de récurrence

1

Xni-1  = 3x, + 4Yn

Yn+1=  2x,  + 3Y”.
(2)

Partant de la solution (xi, yo)  = (5,3)  nous obtenons par les mêmes formules
une autre suite infinie (xk,  y;) de solutions. On peut démontrer que ces deux
suites épuisent toutes les solutions (x, y) de l’tquation (1) telles que

x > 0, y > 0.

Cette résolution élémentaire de l’équation (1) repose sur des formules
et des calculs. Nous pouvons la relier à des notions plus générales et préparer
ainsi le terrain pour des généralisations ultérieures.

Remarquons que la forme x* - 2y* est irréductible sur le corps Q des
nombres rationnels mais se décompose en facteurs linéaires (x + y&?)
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(X  - y1/z)  dans le corps plus grand Q(ý2).  Si on utilise la notion de

norme de l’extension Q( &Q (voir appendice 0 2-2)),  l’équation (1)
peut aussi s’ecrire  sous la forme

N(e)  = N(x + yýi)  = 7. (3)

On est donc amené à rechercher dans le corps Q(ý2)  les nombres

X, y entiers rationnels, dont la norme est égale à 7. Si la norme du nom-

bre E = u + uz/z  (u,  u entiers rationnels) est égale a 1, alors, d’après la
multiplicativité de la norme tous les nombres de la forme SE”  satisfont en

même temps que 5 à l’équation (3). Puisque N(3 + 242)  = 1, nous pou-

vons prendre E = 3 + 242.  Le passage de k à EE  correspond au passage
de la solution (x, y) à la solution (3x  + 4y,  2x + 3~).  Les deux suites infinies
de solutions décrites par les formules recurrentes  (2) peuvent alors s’tcrire :

x~+Y&=  (3+  2/2)(3+2tiY

x; + y;45  = (5 + 3@)(3  + 2d3)n l

n ,.

’

La possibilité d’obtenir à partir d’une solution de l’équation (1) une infi-

nité d’autres solutions repose sur l’existence de nombres E = u + vd2:
U,  v entiers, tels que N(E) = 1. Les nombres de cette forme sont à leur tour
liés, comme nous allons le montrer, A la notion arithmetique  fondamentale
de nombre algébrique. Considérons l’ensemble de tous les nombres de la

forme x + yd2,  x, y entiers; cet ensemble forme un anneau que nous
désignerons par a>. L’arithmétique de cet anneau joue un grand rôle dans
la suite; en particulier, ses unités, i. e. les nombres a E a>  tels que a-l  E 9.
Il est facile de montrer qu’un nombre a est une unité de l’anneau 9 si et
seulement si N(a) = f 1. Cela donne une caractérisation très intéressante
des nombres E  E 9 dont la norme est égale à 1 : ces nombres, réunis à ceux
dont la norme est égale à - 1, constituent toutes les unités de l’anneau 50.

Dans ce chapitre, nous considérerons une théorie générale dont l’équa-
tion (1) constitue un des exemples les plus simples. Le succès obtenu dans la
résolution de l’équation (1) repose sur le fait que la forme xe - 2ys  est
irréductible sur le corps des nombres rationnels mais se décompose en fac-

teurs linéaires dans le corps Q(fl) et par suite cette équation s’écrit sous
la forme (3). Nous étudierons plus généralement les formes qui se décom-
posent en produit de formes linéaires dans une extension convenable du
corps des nombres rationnels.
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Bien que notre but ultime soit l’étude d’equations  dont les coefficients
et les solutions cherchées sont des nombres entiers, il convient de considérer
le cas plus genéral  de formes à coefficients rationnels. Les valeurs des varia-
bles seront par contre toujours supposkes  entières.

5 1. - FORMES DÉCOMPOSABLES

1) Formes équivalentes sur Z

DÉFINITION . - Deux formes F(x,,  . . . , x,,,)  et G(y,,  . . . , yl) à coeficients
rationnels et de même degré n sont dites équivalentes sur Z si chacune d’elles
peut être transformée en l’autre par une transformation linéaire des variables
à coeficients entiers rationnels.

Ainsi, les formes x2 + 7y* + zz - 6xy  - 2xz + 6yz  et 2~3  - va  sont équi-
valentes puisque, par les transformations linéaires,

x = 3v

i

u=-x+2y+z
y = u + v

v = x - y - zz = - u + v 1

elles sont transformées l’une de l’autre. Dans le cas de formes dépendant
du même nombre de variables, la condition d’équivalence est qu’une des
formes se transforme en l’autre par une transformation lim5aire  des variables
de matrice unimodulaire (i. e. une matrice à coefficients entiers dont le déter-
minant est égal à f 1).

Si les formes F et G sont équivalentes, alors connaissant toutes les solu-
tions entières de F = a, nous obtenons facilement toutes les solutions entières
de G = a et vice versa. Ainsi, pour la recherche des solutions de l’équation
F = a, on peut remplacer la forme F par une forme équivalente.

LEMME  1. - Toute forme de degré n est équivalente à une forme dans
laquelle une des variables$gure  au ni*me degre avec un coeflcient  non nul.

DÉMONSTRATION. - Soit F(x,,  . . . , x,,J  la forme de degré n. Montrons
qu’il existe des nombres entiers rationnels a,, . . . , a,,, tels que

F(1,  aa,  . . . , a,,J  # 0.

Nous procéderons par récurrence sur m. Pour m = 1, la forme F s’écrit Ax:
avec A # 0; par suite F(1) # 0. Supposons le lemme demontré  pour les
formes de m - 1 variables (m > 2). Écrivons la forme F :

F = Gi,.$,  + G,xn;’ + . . . + Gn,
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oh Gk(O  < k < n) est soit nul, soit une forme de degré k des variables
Xl,  . . * x,-~ (nous considérons que les formes de degrés nuls sont des cons-
tantes différentes de zéro). Tous les Gk ne peuvent pas être nuls puisque
F qui est une forme de degré IZ  a au moins un coefficient non nul, Par récur-
rence, il existe des nombres entiers a,, . . . , a,-, tels que

WLa2, . . . . a,-3 Z 0

pour au moins un indice k. Puisque le polynôme F(I, a,,  . . . , u,-.~,  x,,J  de
la variable x,,,  n’est pas identiquement nul, prenant pour a, un nombre
entier différent de ses racines, on aura F(l, a,,  . . . , a,) # 0.

Effectuons maintenant la transformation linéaire suivante des variables :

Xl =Y1

x2 = Q2Yl  $Y2
.
.

&l = GlIYl + Ym

La forme F est transformée en la forme

GO,, . . ..Y.)=  R.Y,,w~+Y~, . . ..u~Y.+Y,).

Puisque la matrice de notre transformation linéaire est entière et de déter-
minant égal à 1, les formes F et G sont équivalentes ; d’autre part, le coeffi-

cient de y: est égal à

G(l,O, . . ., 0)  = F(I, Q, . . . , GJ

qui est non nul. Ainsi le lemme 1 est démontré.

2) Structure des formes décomposables

DÉFINITION. - Une forme F(x,,  . . . , x,,,)  à coejîcients dans  le corps Q
des nombres rationnels est dite décomposable si elle se décompose en facteurs
linéaires dans une extension sZ/Q.

Un tel exemple de forme décomposable est la forme

F(x, y) = u,x”  + ~IX”-‘y + . . . + &y”,

de deux variables (a, # 0). En effet, si !2 est un corps de décomposition du
polynôme F(x, 1) et CQ,  . . . , GC, ses racines, alors on a dans !2 la dtcompo-
sition

F(x, y) = u,(x  - aIy)  . . . (x - a,y).

Parmi les formes quadratiques non singulières considerées  dans le premier
chapitre, les formes d’une ou deux variables sont décomposables (exercice 1).
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Il est évident que, simultanément avec F, toutes les formes équivalentes sont
aussi décomposables.

Dans la définition d’une forme décomposable, on ne précise pas dans quel
corps n la forme se décompose en facteurs linéaires. Nous montrerons ici
qu’on peut toujours prendre pour &J  une extension finie du corps Q des
nombres rationnels. Cette question est liée de manière fondamentale à la
théorie des extensions finies des corps. Les principales propriétés utiles ici
des extensions finies des corps sont rappelées dans le $ 2 de l’appendice.

DÉFINITION . - Les extensions finies du corps des nombres rationnels sont
appelées corps de nombres algébriques et leurs éléments nombres algébriques.

THÉORÈME  1. - Toute forme rationnelle décomposable est décomposable
en facteurs linéaires dans un certain corps de nombres algébriques.

DÉMONSTRATION. - D’après le lemme 1, nous pouvons supposer que la
forme décomposable s’écrit

F = (RA+ . . . + QJ,)  . . . (CGA  + . . . + cc,,x,J, U,EQ,

le coefficient de x: étant non nul; ainsi, les coefficients ai1 (1 < i < n) sont
différents de zéro. Par suite, la forme peut s’écrire

F = W, + Blzxz  + . . . + P~mxm)  . . . (xl + Pnzxz  + . . . + Pnmxm), (1)

avec A = ull . . . u,,~ et pii = a,aZl. Le nombre A qui est le coefficient
de x: est rationnel. Pour tout j (2 < j < m), faisons x, - 1 dans la der-
nière décomposition et donnons la valeur 0 à toutes les autres variables
sauf x1.  Nous obtenons :

F(xl,O,  -**y  1, ..-sO)=A(xl+Plj)  ***  (Xl+Bnj)*

Puisque le terme de gauche est un polynôme de degré n à coefficients
rationnels, les pii sont des nombres algébriques. Désignons par L le sous-
corps du corps Sz obtenu à partir de Q par adjonction de tous les pii. L’exten-
sion L/Q est finie (cf. appendice $ 2-l)), i. e. L est un corps de nombres
algébriques.

Nous nous limiterons dans ce qui suit aux formes décomposables irré-
ductibles sur le corps des nombres rationnels. Précisons la structure des
formes décomposables irréductibles.

Considérons un corps K quelconque de nombres algébriques, de degré n,
et un élément primitif 0 du corps K sur Q, i. e. tel que K = R(0) (cf. appen-
dice 9 2-3)). Le polynôme minimal q(t)  du nombre 0 sur le corps Q est de
degré n. Construisons une extension L/K dans laquelle cp(t)  se décompose
en facteurs linéaires :

cp(t)  = (t - e(l))  . . . (t - e(n)) > 00)  = fj
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(on peut supposer que L = R(W),  . . . , W))).  Pour tout nombre

a =f@)  E K

(f(t) polynôme à coefficients rationnels), posons

a(l) = f(W))  E R(W) c L.

La norme N(a)  = N&cc)  est alors donnée par la formule

N(a) = a(l)  . . . a(n)

(cf. appendice, 0 2-3)).
Soient maintenant Ion,  .  . . , pnl, m nombres non nuls du corps K. Ces nom-

bres définissent la forme

Vx,, . . ., Xm)  = fi(x,p:i)+ . . . + -%Id3 69
i=l

Puisque &)  =fk@‘)  (1 < k < m), fk(t) polynômes à coefficients ration-
nels, les coefficients de la forme (2) sont des fonctions symétriques de
e(l),  . , . , Oc”)  et par suite s’expriment rationnellement en fonction des
coefficients du polynôme q(t).  Ainsi les coefficients de la forme (2) sont
rationnels. Si nous substituons des nombres rationnels quelconques aux
variables x1,  . . . , x,, alors, puisque

x,p’::‘+ . . . + w2 = (Wl  + - * * + &Jd4(‘),

le produit (2) est la norme du nombre xlpl + . . . + ~,y,,  (pour l’exten-
sion K/Q). Par suite, la forme (2) s’écrit

F(G  . ..> x,n>  = Nw,  + . . . + -wm>. (3)

Une forme du type (2) n’est pas toujours irréductible. Ainsi, si on prend,
dans le corps Q(fi, d),  p1 = 4, va = fi, la forme correspondante

est (2x: - 3x:)“.  Cependant, on a le théorème suivant.

THÉORÈME  2. - Si les nombres pz, . . ., p>n engendrent le corps K, i. e.
K=  Q(pa,  . . . . &, alors la.forme

F(x,,  . . . , xm)  = Nx, + w-a  + . . . + xm~m) (4)

est irréductible (sur le corps des nombres rationnels). Inversement, toute
forme irréductible décomposable est équivalente, à un facteur constant près,
à une forme du type (4).

DÉMONSTRATION. - Supposons que

F = G . H ,
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ou  les facteurs G et H sont a coefficients rationnels. Puisque dans l’anneau
des polynômes à m variables, la décomposition en facteurs irréductibles est
unique (à des facteurs constants près), chacune des formes linéaires

Li = X 1 + X yCi) +98  a . . . + x,&)

divise soit H soit G. Soit L,  = x1 + xzpa  + . . . + x,~,,,  un diviseur de G,
i. e.

G = L,M,.

Remplaçons dans cette dernière égalité tous les coefficients par leurs images
dans l’isomorphisme a + aci) du corps K = Q(0)  sur le corps Q(W)).
Puisque les coefficients de la forme G sont rationnels, elle est invariante
par cette substitution et nous obtenons l’égalité

G=LiMi;

ainsi G est divisible par Li  pour i = 1, . . ., n (n  = (K : Q)).

Remarquons maintenant que l’isomorphisme a -+ a(i) (a E R&,  . . . , p,,J)

est complètement défini par la donnée des images #, . . . , &)  des nom-
bres va,  . . . , pm. Il en résulte que les ensembles de nombres

sont distincts (puisque les isomorphismes a -+ aci) sont distincts); par suite,
les formes L1,  . . . , L, sont distinctes. Le coefficient de x1 est égal à 1 pour
toutes les formes Li  et par suite deux quelconques de ces formes ne sont pas
proportionnelles. Utilisant à nouveau l’unicité de la décomposition, nous
en concluons que G est divisible par le produit L,  . . . L,,,  i. e. est divisible
par F. Le facteur H est donc une constante et la première partie du théorème
est démontrée.

Démontrons la réciproque. Soit F*(x,, . . . , x,,,)  une forme décomposable
irréductible de degré n.  D’après le lemme 1, on peut supposer que le coeffi-

cient de XT est non nul; F* admet alors une décomposition du type (l),
OÙ  les pij sont des nombres algébriques. Posons plj  = l~j  (2 <cj < m) et
considérons le corps K = Q(p*,  . . ., PJ  ; soit r le degre  de cette extension.
D’après ce qui précéde,  la forme

F=Wl+x2~r,+ . . . +x,P,)

est irréductible et, par suite, un de ses facteurs linéaires

d=x1+xapz+  * * - +&f4?l
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divise aussi la forme F*. Par suite, en transformant tous les coefficients de
l’égalité F* = LM,  par l’isomorphisme (x  + ocCi)  (a E K, 1 < i =G  r), nous
obtenons la décomposition F* = LiMi.  Comme nous l’avons vu, deux
quelconques des formes L,, , . . , L, ne sont pas proportionnelles; ainsi,
F* est divisible par leur produit L,  .  .  . L, = F. Puisque F* est irréductible,
on a donc F* = AF, où A est une constante. Ceci termine la démonstration
du théorème (on a démontré aussi que r = n).

3) Modules

Il est clair que la résolution en nombres entiers de l’équation

F(x,,  . . ..~~)=a.

où F est la forme (3),  équivaut à la recherche dans le corps K des nombres 4
de la forme

t=Xlt*l+  *. - + XmPm (5)

x2 a**, x,,,  entiers rationnels, tels que N(E) = a. Cela nous conduit à l’etude
des nombres de la forme (5).

DÉFINITION. - Soient K un corps de nombres algébriques et pl,  . . . , &,,  un
ensemble jîni de nombres de K. L’ensemble M de toutes les combinaisons
linéaires

4p1+ * * * + GlPm

à coeficients ci entiers rationnels (1 < i < m); est appelé un module du
corps K. Les nombres pl,  . . . , p,,,  sont appelés des générateurs du module M.

Bien entendu, un même module M peut être défini par des systèmes dis-
tincts de générateurs. Si pl, . . . , prn  est un système de générateurs du
module M, on écrira M = { pl, . . . , p,,,  >.

Étudions le comportement de la forme (3),  si on remplace pl, . . . , pm
par un autre système de nombres pl, . . . , pl définissant le même module M.
Nous avons

m

Pi = cCjkt”k* (1  <j < 0

k=l

cjk  entiers. Soit

G(YI, . . . , Yd = VYlPl  + * * - + YlPd.

Puisque

iYj& = T( i’?tk.J’?)pkv



REPRÉSENTATION DES NOMBRES RATIONNELS

la forme F est transformée en G par la transformation linéaire

9 1

xk = c cjk& (1 <k <m).
j=l

Puisque les systèmes de générateurs lkk et pi du module M jouent un rôle
symétrique, il existe aussi une transformation linéaire à coefficients entiers
des variables transformant G en F. Ainsi, à des systèmes distincts de géné-
rateurs du même module M correspondent des formes équivalentes i. e. à
tout module du corps K correspond une classe de formes décomposables
équivalentes.

Pour tout module M = {  pl, . . . , ~~  } et u E K, nous désignerons par uM
l’ensemble de tous les produits aE,  5 parcourant M. Il est évident que ctM
coïncide avec l’ensemble des combinaisons linéaires à coefficients entiers
des nombres M~L~,  . . .,  LX~~,  i. e. crM  = { X~L~,  . . . , UP,,,}.

DÉFINITION. - Deux modules M et M,  d’un corps K de nombres algébriques
sont dits semblables si M, = uM  pour un certain élément u # 0 de K.

Des formes correspondant à des modules semblables M et UM  diffèrent
entre elles seulement par le facteur constant N(u). C’est pourquoi, si on
considère les formes à un facteur constant près, on peut toujours rempla-
cer M par un module semblable; ainsi, on peut supposer qu’un des géné-
rateurs du module, disons pl, est égal à 1. Ce qui précède permet de formuler
ainsi le problème de la représentation des nombres par des formes décom-
posables irréductibles. Si la forme F est écrite

F(G,  . ..> x,) = AN(x,p,  + . . . + xm14

(après avoir choisi le corps K), la résolution en nombres entiers de l’équa-
tion F(x,,  . . . , x,) = a est équivalente à la recherche dans le module

M={~I,  . . ..~m>

de tous les nombres u dont la norme N(u) est égale au nombre rationnel 6.

Nous nous occuperons donc dans la suite de la recherche, dans un module
donné, des nombres dont la norme est un nombre donné. Comme nous
l’avons vu, ce problème est équivalent à la recherche dans tout module sem-

blable PM des nombres de norme N(p)  g; ainsi on peut remplacer le module

donné par tout module semblable.
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Si le degré d’un corps de nombres algébriques K est égal à n, tout
module M de K contient au plus n nombres linéairement indépendants (sur
le corps 0).

DEFINITION. - Si le module M d’un corps de nombres algébriques K de
degré n contient n nombres linéairement indépendants (sur le corps des nom-
bres rationnels), il est dit complet et incomplet dans le cas contraire. Les

formes décomposables liées au module M seront simultanément dites complètes

ou incomplètes.

Par exemple, si le nombre entier rationnel d n’est pas un cube, les nom-

bres 1, 2//d,  qi; forment une base du corps Q( vd) sur Q ; par suite, la
forme

N(x  + yqi + zfl)  = x” + dys + dazs  - 3dxyz

est complète. Comme exemple de forme incomplète, on peut prendre

N(x + yqii)  = x3 + dy*.

Si { 1,  h . . ., t-h }  est un module complet du corps K, alors il est clair

que  K=  Q(p,, . . . . p,,,).  D’après le théorème 1, il en résulte facilement
que toute forme complète est irréductible.

La question de la représentation des nombres par des formes irréductibles
incomplètes est très compliquée et on ne connaît pas actuellement de théorie
génerale  satisfaisante. Nous en étudierons un cas particulier dans le cha-
pitre IV.

Le problème de la représentation des nombres rationnels par des formes
complètes est entièrement résolu et nous l’étudierons dans ce chapitre.
Comme nous l’avons remarqué, ce problème est équivalent à la recherche
de tous les nombres de norme donnee  appartenant à un module donné d’un
corps K de nombres algébriques.

EXERCICES

1. Démontrer qu’une forme quadratique rationnelle est décomposable si et
seulement si son rang est < 2.

2. Demontrer que la forme liée à un module quelconque d’un corps K de nom-
bres algébriques est une puissance d’une forme irréductible.

3. Démontrer que dans le corps Q  des nombres rationnels, tout module est
de la forme aZ,  avec a E Q  (Z est l’anneau de tous les nombres entiers rationnels).



REPRÉSENTATION DES NOMBRES RATIONNELS 93

0 2. - LES MODULES COMPLETS
ET LEURS ANNEAUX DE STABILISATEURS

1) Base d’un module

DÉFINITION. - Un système de générateurs ccl,  . . ., a,,, d’un module M est
appelé une base s’il est linéairement indépendant sur l’anneau des nombres
entiers, i. e. si I’égalité

ala1  + . . . + a,a, = 0, ai  E Z

entraîne ai  = 0 pour tout i.
11  est évident que si CQ,  . . . , a, est une base du module M, alors tout

nombre a E M admet une représentation et une seule du type

a = clal  + . . . + c,a,, CiEZ. (1)

Montrons pour commencer que tout module admet une base. La démons-
tration n’utilise pas le fait que les Béments  du module appartiennent à un
corps de nombres algébriques mais seulement les faits suivants : pour
l’addition, un module est un groupe abélien dont aucun élement  n’est d’ordre
fini et dont tout élement  s’exprime comme une combinaison linéaire à coeffi-
cients entiers d’un nombre fini d’éléments (existence d’un système de génC-
rateurs). Nous démontrerons donc ce résultat dans le cadre des groupes
abéliens. Nous utiliserons la terminologie suivante. Nous dirons que des
éléments al, . . ., a,,,  d’un groupe abélien M (en notation additive) forment
un système de générateurs si tout élément a E M s’écrit sous la forme (1);
nous écrirons alors M = { CC~,  . . ., a,,,  }.  Si le système al,  . . ., a,,, satisfait
à la définition donnée ci-dessus, nous dirons que c’est une base du groupe M.

THBORÈME  1 . - Si un groupe abélien dont aucun élément n’est d’ordrejïni
possède un système Jini de générateurs, alors il possède une base.

DÉMONSTRATION. - Désignons par al,  . . . , cr,  un système de génerateurs
du groupe M. Remarquons tout d’abord que si nous ajoutons à un de ces
générateurs le produit d’un autre génerateur  par un nombre entier quel-
conque, le nouveau système d’éléments est encore un système de gentra-
teurs. En effet, soit par exemple, a; = cc1  + ka,.  Alors, pour tout a E M,
nous avons

a = cIa  + C*c+  + . . . + ws = Cl4 + (ca  - m%  + * * - + Cs%,

oh tous les coefficients sont entiers; ainsi M = { ai,  G, . . . , a, }.
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r ,Si les elements ccl,  . . . , a, sont linéairement indépendants, alors c’est une
base de M. Supposons qu’ils soient linéairement dépendants, i. e. il existe
des entiers ci non tous nuls tels que :

clal  + c2a2  + . . . + c,aS  = 0. (2)

Choisissons parmi les coefficients ci non nuls un de ceux dont la valeur
absolue est minimum, disons cl. Considérons tout d’abord le cas où c1  ne
divise pas un des autres coefficients, disons ca  et posons

cz  = c1q + c’, O<c’<  Icll.

Si nous prenons pour nouveau système de générateurs

4 = a1 + qa2, a2, . . . , a,,

la relation (2) devient

c,a;  + c’a2  + . . . + c,a, = 0,

avec 0 < c’ < 1 c1  1. Ainsi, si des générateurs al,  . . . , a, sont liés par la
relation non triviale (2) dans laquelle un des plus petits coefficients en valeur
absolue ne divise pas un des autres, il existe un autre système de générateurs
liés par une relation non triviale à coefficients entiers pour laquelle le plus
petit coefficient (non nul) en valeur absolue est strictement inférieur (en
valeur absolue) au coefficient correspondant de la relation (2) initiale, Au
bout d’un nombre fini d’opérations nous obtenons un système de géné-
rateurs PI,  . . . , PS  tels que

k,P,  + k& + . . . + k& = 0, (3)

les ki étant des nombres entiers tels que l’un d’eux, soit par exemple k,,
divise tous les autres. Divisant la relation (3) par k, (c’est possible puisque,
par hypothèse, 0 est le seul élément d’ordre fini  de M), nous obtenons alors

p1+ 12p2 + . . . +  r,p, =  0, (4)

pour des entiers 12,  . . . , 1,.  Par suite, on peut exclure PI  du système de gtné-
rateurs considéré, i. e. M = { p2,  . . ., PS  }.

On a donc démontré que si un système de générateurs de M est linéaire-
ment dépendant, on peut trouver un nouveau système de générateurs conte-
nant un Blément  de moins. Répétant ce raisonnement, nous obtenons fina-
lement un système de générateurs linéairement indépendants qui est donc
une base du groupe M.

COROLLAIRE. - Tout module dans un corps K de nombres algébriques
admet une base.

Le nombre m d’éléments d’une base d’un module M est égal, c’est clair,
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au nombre maximum d’éléments de M linéairement indépendants (sur Q).
Par suite, ce nombre m est le même pour toutes les bases et s’appelle le rang
du module M. Le rang du module réduit à 0 est égal à 0.

Soient ol, . . .,  w,et  o;, . . ., wh  deux bases d’un module M de rang m.
Il est clair que la matrice C de passage de la première base à la seconde
est à coefficients entiers. Par symétrie, la matrice de passage de la deuxième
base à la première, i. e. la matrice C-l,  est également à coefficients entiers.
Par suite det C = &-  1. Nous obtenons ainsi que la matrice de passage
d’une base d’un module de rang m à une autre base est une matrice unimo-
dulaire de rang m.

Si le degré du corps K/Q  est égal à II,  le rang de tout module de K ne
dépasse pas n.  Il est évident que le rang d’un module est égal à II si et seule-
ment si ce module est complet. Ainsi, les modules incomplets sont carac-
térisés par le fait que leur rang est strictement plus petit que le degré n du
corps.

Tout système de générateurs d’un module de rang m contient au moins
m éléments. Il en résulte que parmi les formes liées à ce module il existe des
formes à m variables mais il n’existe pas de formes d’un plus petit nombre
de variables. Les formes complètes de degré n peuvent donc être définies
comme étant les formes decomposables  irréductibles qui ne sont équiva-
lentes à aucune forme de moins.de  II  variables.

THÉORÈME 2. - Soit M un groupe abélien sans élément d’ordre fini et possé-
dant un nombre fini de générateurs. Tout sous-groupe N a alors aussi un nombre
fini de générateurs et par suite possède une base. Pour toute base ol, . . . , w,
du groupe M (ordonnée de manière convenable), il existe une base du groupe N
de la forme

?I =  ‘h% + C~I%?  +  .  .  .  +  &k@k  +  .  .  .  +  hd’h

-Q2  = c2202 +  .  .  .  +  Czkak  + .  .  .  + C2m%n

.
qk  = + Ckk@k  + .  .  .  + ckm% \

où  les CC sont des entiers, cii > 0, k < m.

DÉMONSTRATION. - Nous démontrerons le théorème par récurrence sur
le rang m du groupe N, i. e. sur le nombre d’éléments d’une base. Pour m=O,
le théorème est trivial. Soit m > 1. Si N est réduit à { 0 }, alors k = 0 et le
théorème est démontré. Soit maintenant tc E N, CL  # 0; on a

cc  = c,w,  + . . . + c,o, (5)

où un au moins des coefficients ci n’est pas nul; changeant éventuellement
l’ordre des Béments  de la base, nous pouvons supposer cl  # 0. Si cl  < 0,
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alors le coefficient de - a relatif à o1  est positif. Choisissons dans le groupe N
un élement

q1= C+h + Cl&4  + -. - + hd%?z,

dont le coefficient cI1  relatif à w1  soit > 0 et le plus petit possible.
Pour tout a E N, le coefficient c1  est divisible par cll; en effet, si

Cl = 414 + c', 0 < c' < Cl1 (q entier),

alors l’élément a - qql  s’écrit

a - qyjl = c’oI + c& + . . . + &w,,

d’où c’ = 0 d’après la minimalité de cI1. Considérons maintenant dans M
le sous-groupe M, = ( w2,  . . . , w, }. Puisque l’intersection M, r\ N est un
sous-groupe du groupe M,,,  alors, par hypothèse de récurrence, il existe
une base de M, n N de la forme

?a = Cm%  + C2s%  + . . . + Ca@&  + . . . + Ci&,

+fla  = cas%+  --. +Cakwk+  -.-  +Cadh

. . . . . . . . . . . . . .

-flk = ckkak  +  .  .  .  + ck&,

oh les CU  sont des entiers, Cii > 0, k - 1 < m - 1 (pour un ordre conve-
nable des éléments w,,  . . . , w,).  Démontrons que N est l’ensemble des
combinaisons h%iireS  à Coefficients  entiers des éléments Q, Q, . . ., Q.
Soit a un élément quelconque de N. Si on le représente sous la forme (5),
alors, d’après ce qui a été démontré, c1  = cllql,  q1  entier et par suite

a - qlyl  = c& + . . . + c&w,

appartient à l’intersection M, n N. D’après l’hypothèse de récurrence, nous
avons

a - 41%  = %?a -k .  .  .  + qkyik

q entiers, d’où a = qlvjl + . . . + qk?k.  Cela démontre que

N={Q,Q,  .  .  ..?kb

Les genérateurs  yjl, . . . , Tjk  étant linéairement indépendants sur Z, comme
il est facile de le voir, forment la base de N cherchée.

La démonstration ci-dessus du théorème 2 utilise la méthode de Gauss
pour éliminer des inconnues dans les systèmes d’équations linéaires, avec
des modifications dues au fait que les coefficients n’appartiennent pas à un
corps mais à l’anneau Z des nombres entiers.

COROLLAIRE. - Tout sous-groupe N d’un module M d’un corps K de
nombres algébriques est encore un module (sous-module du module M).
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2) Anneaux de stabilisateurs

DÉFINITION. - Un nombre cc d’un corps K de nombres algébriques est appelé
un stabilisateur d’un module complet M du corps K si ah4  c M, i. e. si pour
tout 5 E M le produit UC  appartient aussi à M.

L’ensemble a),.,  de tous les stabilisateurs du module M est un anneau.
En effet, si t(,  p E ‘Bra,  nous avons, pour tout k E M :

et (aP)E  = a(pE)  E M, i. e. a - ,Q  E TJ.,  et a/3  E Ci&.  L’anneau ‘& est appelé
l’anneau des stabilisateurs du module complet M. Puisque 1 E BM, a),.,  est
un anneau avec unité.

Pour savoir si un nombre donné 01 E K appartient à l’anneau ‘BM, il n’est
pas nécessaire de vérifier que le produit a[ appartient à M pour tout E E M;
il suffit de vérifier cette propriété pour les éléments d’une base pl, . . . , P,,  du
module M. En effet, si api  E M pour tout i - 1, . . . , n,  alors pour tout

5 = c1l.h  + * . . + c,~,  E M, on aura

4 = dwl) + . . . + 4~~)  E M.

Démontrons que l’anneau des stabilisateurs ‘BM est un module complet
de K. Soit y un nombre non nul de M; puisque ay E M pour tout a E ‘BM,
alors y‘BM  c M. L’ensemble y%&,  est un groupe pour l’addition; par suite,
d’après le corollaire du théorème 2, y%&,  est un module. Mais alors

BM = Y-YYfDd

est aussi un module. 11 reste à montrer que ce module est complet. Soit a un
nombre non nul de K et désignons par c le dénominateur commun de tous
les nombres rationnels a, définis par la décomposition

n
Cipi  = caim (1 < i <n). (6)

j=l

Puisque les produits ca, sont entiers, alors tapi E M; ainsi, ca E 9”. Soit
mamtenant aI,  . . . , a, une base du corps K; d’après ce qui précède, il existe
des entrers  ratronnels  cl, . . . , c,,  tels que les produits cIa,,  . . .,  c,ct, soient
contenus dans ‘BM. Ainsi, il existe n nombres linéairement indépendants
dans ‘3, et par suite a),.,  est un module complet.

DÉFINITION. - Un module complet d’un corps K de nombres algébriques
qui est un sous-anneau de K contenant le nombre 1 est appelé un ordre du
corps K.

BOREVlTCEl 7
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Avec cette définition, les résultats que nous venons d’obtenir peuvent
s’dnoncer  sous la forme suivante

THÉORÈME  3. -L’anneau des stabilisateurs d’un module complet d’un corps
de nombres algébriques est un ordre de ce corps.

La réciproque est vraie : tout ordre ‘2  du corps K est l’anneau des stabi-
lisateurs d’un certain module complet, par exemple lui-même (puisque 1 E 9,
l’inclusion C&I  c 9 est équivalente à a E 9).  On dira qu’un module
complet M est associé à un ordre ‘II  s’il admet cet ordre pour anneau de
stabilisateurs.

Pour un nombre y # 0 de K, la condition aE  E M équivaut à la condition
a(-&)  E yM  (ici E E M); il en résulte que des modules semblables M et yM
ont le même anneau de stabilisateurs i. e.

touu  = BD,.

Soient pl, . . ., p,, une base du module M et ul, . . . , o,,  une base de son
anneau de stabilisateurs 9,. Pour tout i = 1, . . . , n, nous avons

n

Pi =
c

bi/aj,

j=1

oti  les bü  sont des nombres rationnels. Si b est le dénominateur commun de
tous les coefficients b,, les nombres bpi  s’expriment comme combinaisons
lintaires à coefficients entiers des nombres de la base de l’ordre !Q.,,
i. e. appartiennent à ‘&.  Le module bM  vérifie donc l’inclusion bM  c ‘BM.

Formulons les résultats obtenus.

LEMME  1. - Les anneaux de stabilisateurs de deux modules complets sem-
blables coïncident. Pour tout module complet, il existe un module semblable
qui est contenu dans son anneau de stabilisateurs.

3) unités

Revenons à l’étude des représentations entières des nombres rationnels
par des formes décomposables complètes.

Dans le 0 l-3),  nous avons vu que cela revient à chercher dans un module
complet M les nombres p tels que

N(p)  = a. (7)

Pour tout w de l’anneau de stabilisateurs 9 = ‘II,,,,  le produit 0~  appar-
tient à M, d’oti, d’après la multiplicativitk de la norme,

N(O~)  = N(w)a.
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Si N(w)  = 1, le produit OP  est, de même que p, une solution de l’équa-
tion (7). Ainsi, les stabilisateurs o dont la norme est égale à 1 permettent
d’obtenir une classe de nouvelles solutions de l’équation (7) à partir d’une
solution particulière. Ce fait est à la base de la méthode de résolution de
l’équation (7) que nous allons exposer.

Démontrons que les nombres o E 9 tels que N(w) = 1 doivent être cher-
chés parmi les nombres E de l’anneau a>  tels que z-l E a>. Ces nombres E
sont appelés des unités de l’anneau 9 (cf. appendice 0 4-l)). Puisque les
inclusions EM c M et E-~M  E M équivalent à l’égalité EM = M, les unités
de l’anneau 50  = BM sont les nombres a E K tels que aM  = M.

LEMME  2. - Pour tout nombre u appartenant à un ordre a>,  les polynômes
caractéristique et minimal de a sont à coejîcients entiers. En particulier, la
norme N(a) = N&a) et la trace Tr (a) = TrKIQ(a)  sont des nombres ration-
nels.

DI~ONSTRATION.  - Soit un ordre ‘3  qui est l’anneau de facteurs d’un
module M = { pl, . . . , p,, }  (on peut prendre par exemple M = ‘3).  Si a E a>,
alors les coefficients a, dans l’égalité (6) sont des entiers et par suite le poly-
nôme caractéristique du nombre a (pour l’extension K/Q)  est à coefficients
entiers. Le reste du lemme est trivial.

THÉORÈME 4. - Soit ‘33 un ordre quelconque d’un corps K de nombres algé-
briques. Pour qu’un nombre E E ‘3 soit une unité de l’anneau 9, il faut et il
su@ que N(E)  = f 1.

DI~MONSTRATION. - Montrons tout d’abord que la norme N(a) de tout
a E a>, a # 0, est divisible par a dans l’anneau 9. D’après le lemme 2, le
polynôme caractéristique q(t) = in + cIt”-l + . . . + c, du nombre a est
à coefficients entiers; puisque cp(a)  = 0, alors

Na)  (- 1)“~-2
a u = (- l),-l(a,-’  + C,a”-2  + . . . + c+$,

Le quotient N(a)cc appartient ainsi à 9 et cela signifie que N(a) est divisible

par a dans 9.
Si maintenant N(a) = f 1, alors 1 est divisible par a, i. e. a est une unité

de l’anneau a>. Réciproquement, si E est une unité de l’anneau SD, i. e.
EC’  = 1 pour un certain E’ E ‘B, alors, puisque N(E) et N(E’) sont entiers,
l’égalité N(E)N(E’) = 1 entraîne N(E) = f 1. Le théorème 4 est démontré.

La recherche des stabilisateurs o E 50  tels que N(w)  = 1 revient à carao
tériser parmi toutes les unités de ‘ B celles dont la norme est égale à + 1.

Deux nombres p1 et h d’un module complet M sont dits associés si leur
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quotient E = E est une unité de l’anneau de stabilisateurs a>  = DM. Il est

clair que si M = a>, cette notion coïncide avec la notion habituelle d’élé-
ments associés dans un anneau commutatif unitaire (cf. appendice Q 4-l)).
On voit facilement que cette relation possède les propriétés habituelles des
relations d’équivalence; ainsi toutes les solutions de l’équation (7) sont
décomposables en classes de solutions associées. Si p1 et pLz sont deux solu-
tions associées, i. e. pl  = p+, oh E est une unité de l’anneau a>, alors N(E) = 1.
Réciproquement, pour toute unité E de a>  de norme + 1 et toute solution l.~,
le produit ~J.E  et p sont des solutions associées. Ainsi, toutes les solutions
d’une même classe de solutions associées sont obtenues à partir de l’une
d’entre elles par multiplication par toutes les unités de norme + 1. Nous
allons montrer que le nombre de ces classes de solutions est fini.

THÉORÈME 5. - Dans tout ordre a>,  il existe seulement un nombre fini
d’éléments non associés deux à deux ayant pour norme un nombre donné.

DÉMONSTRATION. - Soient wl, . . . , w,  une base de l’ordre 9 et c > 1
un entier naturel donné. En liaison avec la définition de l’appendice 0 4-l),
nous dirons que deux nombres a et l3 de ‘3  sont congrus modulo c si la diffé-
rence a - @ est divisible par c (dans l’anneau 9). Il est évident que tout a E ‘3
est congru modulo c à un et un seul des nombres

xl%+ * *. +-wbI, O,cXi<C (1 Gi<n).

Tous les nombres de 9 se repartissent donc en c” classes de nombres congrus
entre eux modulo c. Soient maintenant a et p deux nombres appartenant à
la même classe et tels que 1 N(a) 1 = 1 N(P)  1 = c; de l’égalité a - f3 = cy,

N(P)y E a>, résulte que 3 = 1 f ~ y E a>
B P

car N(P)  E ‘3,  cf. le début de la
P

démonstration du théorème 4) et de même % = 1 f N(a)~ y E 9. Ainsi les
a

nombres a et /3 sont divisibles l’un par l’autre et cela signifie qu’ils sont
associés dans l’anneau 9. Cela demontre  qu’il existe dans ‘3  au plus c*  nom-
bres non associés deux à deux dont la valeur absolue de la norme est égale
à un nombre donné c.

COROLLAIRE. - Parmi les nombres de norme donnée d’un module complet M
d’un corps K, il existe seulement un nombre jini de nombres non associés
deux à deux.

En effet, soit a>  l’anneau des stabilisateurs du modulo M. Alors pour un
certain entier b, le module bM  est contenu dans a>.  Si yl, . . . , y& sont des
nombres de M de norme c et non associés deux à deux, alors les nom-
bres byl,  . . . , byk  de a>  sont de norme bric  et ne sont pas associés deux à deux
dans a>. Le nombre k ne peut donc pas être arbitrairement grand.
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Remarque. - La démonstration du théorème 5 montre que dans l’an-
neau a>  (et aussi dans le module M) il existe un ensemble fini de nombres
de norme donnée c tel que tout nombre de a>  (ou de M) denorme  c soit associé
à l’un d’entre eux. Cependant cette démonstration ne permet pas de trouver
effectivement ces nombres mais donne seulement une majoration de la
quantité de ces nombres.

Le problème fondamental de la recherche de toutes les solutions de l’équa-
tion (7) est ainsi ramené aux deux problèmes suivants :

10  trouver dans l’anneau ‘3  toutes les unités E de norme N(E)  = i- 1;

20 trouver dans le module M des nombres pl, . . . , & de norme a, non
associés deux à deux, et tels que tout lu EM de norme a soit associé à l’un
d’entre eux, i. e. soit de la forme lu = lu E pour un i, 1 < i < k et E unité de
l’anneau 9,.

Si nous résolvons ces deux problèmes nous aurons également résolu le
problème de la représentation entière des nombres rationnels par des formes
décomposables complètes.

4) Ordre maximum

Dans le point 2),  nous avons introduit la notion d’ordre. Il est naturel
de chercher à comparer les différents ordres d’un même corps K de nom-
bres algébriques. Nous montrerons ici qu’il existe dans le corps K un ordre
maximum contenant tous les autres ordres. D’après le lemme 2, le poly-
nôme minimal de tout nombre appartenant à un ordre quelconque est a
coefficients entiers. Nous montrerons ci-dessous (théorème 6) que l’ordre

maximum du corps K est égal à l’ensemble ‘ % de tous les nombres de K
dont le polynôme minimal est à coefficients entiers.

L~bfhfE  3. - Si o! E 5, i. e. si le polynôme minimal tm  +- cltm-l  -+ . . . + c,

du nombre a est à coeficients  entiers, alors le module M = { 1, a, . . . , am-1  }
est un anneau.

DÉMONSTRATION. - Il est clair qu’il suffit de démontrer que toutes les
puissances ak,  k > 0, du nombre a appartiennent à M. Par définition de M,

c’est vrai pour k < m - 1; de plus, c( = - c,aa-' - . . . - cm,  ci entiers,

et par suite am E M. Soit k > m et supposons que l’on ait démontre que
ak-lEM  i. e. a'+1  = alam-l + . . . + am, a 1 entiers ; alors

ak = aak-l  = apm + azcXmA1  + . . . + a,a.
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Puisque tous les termes de la somme de droite appartiennent à M, alors
LX~  E M. Le lemme 3 est démontré .

LEMME  4. - Si ‘3 est un ordre quelconque du corps K et a E 5, alors l’an-
neau %)[a]  de tous les polynômes en cc à coeficients dans ‘D est un ordre du
corps K.

DÉMONSTRATION. - Puisque ‘II c ‘JI[or],  alors dans l’anneau ‘D[a]  il
existe n = (K : R) Bléments  linéairement indépendants sur R. Il suffit donc
de démontrer que ‘B[al  est un module (i. e. possède un système fini de géné-
rateurs). Soient wl, . . ., w, une base de l’ordre a>. D’après le lemme 3,
toutes les puissances ak  de a s’écrivent sous la forme

a, + a,a  + . . . + am-lum-l,

ai  entiers rationnels; il en résulte facilement que tout nombre de a>[~]  est
une combinaison linéaire à coefficients entiers des produits

ojcd (1 =Gi<n,  O<j<m-- 1).

Ainsi a>[a]  est un module.
Par application répétée du lemme 4, nous obtenons :

COROLLAIRE. - Si a>  est un ordre et CC~,  . . . , CC,, E 5, alors l’anneau

~bl,  * - *,  4

de tous les polynômes en ul,  . . . , uP  à coeficients dans 9 est aussi un ordre.

THÉORÈME 6. - L’ensemble de tous les nombres de K dont les polynômes
minimaux sont à coeficients entiers rationnels est un ordre du corps K qui
est maximum.

DÉMONSTRATION. - Soit a>  un ordre quelconque de K et cc  et p E ‘6.
D’après le corollaire du lemme 4, l’anneau ‘L)[a,  p] est un ordre et par

suite il est contenu dans a>  (lemme 2). Mais alors la différence a - p et le

produit c$ appartiennent aussi à 6. Cela démontre que 6 est un anneau.

Puisque a>  c %,  alors $ contient n nombres linkairement  indépendants;

il suffit de vérifier que 9 est un module.
Soit wl, . . . . w une base de l’ordre 50  et soit of,  . . . , wn  la base duale

dans le corps K (cf. appendice 0 2-3)). Montrons que l’anneau !6  est contenu

dans le module a)* = { wi, . . . , wi }. Soit u E 6) et représentons-le sous la
forme

a = CIo:  + . . . + c,&,
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ci nombres rationnels. Multipliant cette égalité par ai et prenant la trace,
nous obtenons

c = Tr (ami) (1 < i < n)

(nous utilisons le fait que Tr (wiW*)  = 1 et Tr (tiiti;) = 0 pour i # j). TOUS

les produits tcwi  sont contenus dans l’ordre ‘B[al  et par suite, d’après le

lemme 2, tous les nombres Ci sont entiers, d’ou  a E a)*. Ainsi 5 c a)*.

Appliquant maintenant le corollaire du théorème 2, nous concluons que 9?
est un module, ce qui termine la démonstration du théorème 6.

La démonstration ci-dessus du fait que 5 est un anneau se généralise
sans difficulté (avec des variantes sans importance) dans le cadre de la théorie
des anneaux commutatifs sans diviseur de zéro. Les notions correspondantes
dans le cas général sont étudiées dans le $4  de l’appendice. En appliquant
cette terminologie, on peut dire que l’ordre maximum d’un corps K de
nombres algébriques est la fermeture intégrale de l’anneau Z des entiers
rationnels dans le corps K. En liaison avec ce fait, les nombres de l’ordre

maximum 5 sont souvent appelés nombres entiers du corps K; l’anneau 6
est alors appelé l’anneau des entiers du corps K.

Les unités de l’ordre maximal 5 sont appelées unités du corps K de nombres
algébriques.

5) Discriminant d’un module complet

Soient çLI,  . . . , [iln et &, . . . , p;t deux bases d’un module complet M d’un
corps K de nombres algébriques. Comme nous le savons (cf. l)), la matrice
de passage de la première base à la seconde est unimodulaire (i. e. est une
matrice à coefficients entiers de déterminant f 1). Il en résulte que les
discriminants  D&,  . . . , p,,)  et D(& . . . , &J sont égaux (cf. appendice Q 2-3),
formule (12)). Toutes les bases du module M ont ainsi le même discrimi-
nant, qui est un nombre rationnel; nous appellerons ce nombre rationnel
le discriminant du module M.

Tout ordre du corps K est un module complet de K et par suite on peut
parler du discriminant d’un ordre quelconque. Puisque la trace de tout
nombre d’un ordre est un entier, le discriminant d’un ordre est toujours
un entier rationnel (c’est déjà vrai pour tout module complet qui est contenu

dans 5).

Une base de l’ordre maximum 5 d’un corps K de nombres algébriques
est souvent appelée une base fondamentale de K et son discriminant le
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discriminant du corps K. Le discriminant d’un corps de nombres algébriques
est une caractéristique arithmétique très importante qui jouera dans la

suite un rôle essentiel.

EXERCICES

1. Soient ol, os, o3 des nombres linéairement indépendants d’un corps K de
nombres algébriques. Montrer que tous les nombres de K de la forme

ao,  + bo,  + COI,

a, b, c entiers rationnels quelconques, forment un module et trouver une base de
ce module.

2. Trouver l’anneau des stabilisateurs du module 2, $2 dans le corps C2(2/2).
1 1

Montrer de plus que le module ( 1, dz} est l’ordre maximum du corps Q(d2).

3. Montrer que dans le corps Q des nombres rationnels il existe un ordre unité
qui est l’anneau de tous les nombres entiers rationnels.

4. Démontrer que dans l’ordre { 1, q2, q4  } du corps Q(q2),  tout nombre
de norme 2 est associé à q2.

5. Montrer que l’intersection de deux modules complets est aussi un module
complet.

6. Démontrer que tout module (d’un corps de nombres algébriques) qui est
un anneau est contenu dans l’ordre maximum du corps.

7. Soient M = { yI, . . . , a,,  } et N = { PI,  . . ., p,,  } deux modules complets du
corps  K. Le module engendré par les produits aiPi  ne dépend pas du choix des
bases ai et pj et s’appelle le produit des modules M et N; on le désigne par MN.
Montrer que les anneaux de stabilisateurs de M et N sont contenus dans l’anneau
des stabilisateurs de leur produit MN.

8. Soit M un module complet contenu dans l’ordre maximum 5 d’un corps K
de nombres algébriques. Montrer que si le discriminant du module M n’est pas
divisible par le carré d’un nombre entier (# l), alors M coïncide avec 5.

9. Soit 9 un élément primitif d’un corps K de nombres algébriques de degré n,
contenu dans l’ordre maximum. Montrer que si le discriminant du polynome
minimal de 0 n’est pas divisible par un carré, alors les nombres 1, 0, . . . , On-1  for-
ment une base fondamentale du corps K.

10. Trouver une base fondamentale et le discriminant du corps Q(&Z).

11. Trouver une base fondamentale et le discriminant du corps Q(p), où p
racine de l’équation Xs - x - 1 = 0.

12. Soit M un module complet d’un corps K de nombres algébriques. Montrer
que l’ensemble M* des nombres E E  K tels que Tr (a4)  E Z pour tout a E  M est
aussi un module complet du corps K; le module M* est appelé module dual du
module M. Montrer de plus que si pl, . . . , P,,  est une base de M, alors la base
duale $, . . . , $ dans le corps K (par rapport a Q)  est une base de M*.

13. Démontrer que (M*)* = M, i. e. que le module dual de M*  est égal à M.
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14. Démontrer qu’un module M et son module dual M* ont le même anneau
de stabilisateurs.

15. Soient M1  et Mz des modules complets. Montrer que les inclusions M, C M,
et M: 3 M,* sont équivalentes.

16. Soit 0 un élément primitif d’un corps K de nombres algébriques de degré n;
on suppose que 8 appartient a l’ordre maximum 5 de K et soit f(t) son poly-
nôme minimal sur Q. Montrer que le module dual M* du module

M={l,t$  . . ..W-l}

(qui est d’ailleurs un ordre) est égal a I- M.
f ‘6)

17. Soient M un module complet dans K et ‘ B son anneau de stabilisateurs.
Démontrer que le produit MM* (cf. exercice 7) est égal à a)*.

18. Montrer que dans le corps Q(0), Bô = 2, l’anneau des stabilisateurs du
module M = { 4, 0, 0* } est égal à l’ordre { 1, 20,  20*  } et celui du module

~2 = { 2, 28,  82  1

à l’ordre maximum { 1, 0, Oa }.

19. Un polynôme tn  + a,tn-1  + . . . + a,, à coefficients entiers rationnels, est
appelé un polynôme d’Eisenstein  relativement à un nombre premier p si tous les
coefficients a,, . . . , a, sont divisibles par p et si le terme constant a, (qui est divi-
sible par p) n’est pas divisible par p2.

Soient K un corps de nombres algébriques, de degré n et 0 un entier algébrique
qui soit un élément primitif de K; montrer que si 0 est racine d’un polynôme
d’Eisenstein  relatif au nombre p, alors

N(c,  + cl8  + . . . + c,-,e”-‘)  = C; (mod p)

pour tous les entiers rationnels c,,  cl, . . . , ca-I.

20. Soit 8 un élément primitif d’un corps K de nombres algébriques, de degré n;
l’indice de l’ordre { 1, 8, . . ., W-1  } dans l’ordre maximum est appelé aussi l’indice
du nombre 0.  Montrer que si 0 est racine d’un polynôme d’Eisenstein  relatif à
un nombre premier p, alors l’indice du nombre 8 n’est pas divisible par p.

21. Démontrer que, dans chacun des trois corps cubiques

KI  = QV% Bs- i8e- 6=0,
Ka  = Q(e), e3 - 360  - 78 = 0,
K, = Q(e), 83 - 548  - 150  = 0,

toute base fondamentale est une puissance de la base 1, 0, 02.  Vérifier de plus que
ces trois corps ont le même discriminant, égal à 22 356 = 23. 22.  35  (Les corps K1,
K2,  K, sont distincts, comme cela résulte de l’exercice 14, $ 7, chap. III).

22. Montrer que pour le corps cubique Q(e),  BS - 8 - 4 = 0, la base 1, 8, 2
e+e2

est une base fondamentale.
23. Soient a et b des entiers naturels sans carrés et premiers entre eux. Posons

k = ub  si u2 = b2 (mod 9) et k = 3ub  si a2 + b2 (mod 9). Montrer que le discri-
minant du corps Qq(ab2)  est D = - 3k2.

24. Montrer que les nombres 1, v6, ($@2  forment une base fondamentale
du corps Q($@
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$ 3. - MÉTHODES  GÉOMÉTRIQUES

La résolution des deux problèmes formulés à la fin du 0 2,3)  exige l’intro-
duction de nouvelles techniques de nature géométrique. Ces méthodes
reposent sur une représentation des nombres algébriques comme points
d’un espace n-dimensionnel, analogue à la représentation des nombres
complexes dans le plan de Cauchy.

1) Représentation géométrique des nombres algébriques

Si un corps K de nombres algébriques est de degré n sur le corps Q des
nombres rationnels, alors il existe n isomorphisme, distincts de ce corps
dans le corps C de tous les nombres complexes (cf. appendice 5 2, 3)).

DÉFINITION. - Si l’image d’un corps K par un isomorphisme Q : K -+ C
est contenue dans le corps des nombres réels, nous dirons que I?somorphisme Q
est réel. Il est dit complexe dans le cas contraire.

Par exemple, pour le corps cubique K = R(B), oa es = 2, l’isomorphisme

Q(e) -f Q(+'T)
tel que 0 -f A+%  est réel (pour 1”Jz  on prend ici la détermination réelle
de ce nombre) ; les deux autres isomorphismes

Q(e)  + Q(E$%) et  Q(e )  -t  Q(E$.fi) 2x 2x
E=COS-fisin-2 3

sont complexes. Si d est un nombre rationnel qui n’est pas un carré, pour
le corps Q(e),  Ba = d, les deux isomorphismes sont réels pour d > 0 et
complexes pour d < 0. En général, si, dans un corps K de nombres algé-
briques, on choisit un élkment  primitif 0 racine d’un polynôme q(t)  irréduc-
tible sur Q et si @, . . . , 0,,  sont les racines de q(t)  dans le corps C, alors
l’isomorphisme

K = Q(e)  -f Q(ei)  = C, e + Bi (1)

est réel si la racine 0i est réelle et complexe dans le cas contraire.
Pour tout nombre complexe y = x + iy (X et y réels), nous désignerons

par 7 le nombre complexe conjugué x - yi.
Soit Q : K -f C un isomorphisme complexe. Il est évident que l’appli-

cation a : K + C détiie par l’égalité

G(a) = a(a) aEK,
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est aussi un isomorphisme complexe de K dans C. Cet isomorphisme d
est appelé conjugué de LS. Puisque a # Q et g = 6,  tous les isomorphismes
complexes de K dans C se répartissent en isomorphismes conjugués deux
à deux. En particulier, le nombre des isomorphismes complexes est toujours
pair. Deux isomorphismes complexes de la forme (1) sont conjugués entre
eux si et seulement si dans la correspondance des racines Bi et 0,  sont des
nombres complexes conjugués.

Supposons que parmi les isomorphismes de K dans C il en existe s réels
Ql, *-*, a, et 2t  complexes, tels que s + 2t = n = (K : R). Dans chaque
paire d’isomorphismes complexes conjugués choisissons l’un d’entre eux;
soit u,+~,  . . ., u$+~  le système d’isomorphismes complexes ainsi obtenus.
Le système de tous les isomorphismes du corps K dans le corps C s’écrit
alors sous la forme

-
01, - * *> os, %S+u %+1, - * *, %+t,  =s+t.

Nous supposerons dans la suite que les isomorphismes ont été ainsi classés.
Pour certains corps, il peut ne pas y avoir d’isomorphismes réels (s = 0)
ou pas d’isomorphismes complexes (t = 0).

Considérons l’ensemble SQ  des lignes de la forme

x = (Xl, .* *,xs ; x,+1,  - * *,-%+t> (2)

dont les 5 premiéres composantes x1,  . . . , x, sont réelles et dont les autres

xs+1,  -**> x8+,  sont des nombres complexes. Définissons l’addition et la
multiplication de ces lignes entre elles par un nombre réel, composante par
composante. Pour ces opérations, il est clair que !Y  est un anneau commu-
tatif à unité (1, . . . 1) et un espace vectoriel réel. Nous appellerons
les lignes (2) vecteurs ou points de l’espace W.

Comme base de l’espace IY sur le corps des nombres réels, il est clair
que l’on peut prendre les vecteurs

(1, . . ., 0 ; 0, . . .)  0)
)- s

(3)

Ainsi, l’espace vectoriel !Y est de dimension n = s + 2t. Si nous posons

&+j=Yj+ 4 (j= 1, . . . . t),
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le vecteur (2) a pour coordonnées, dans la base (3)

(Xl,  * * *, xs ; Y,, 219 * * *> Y,, zt>, (4)

Si on considère SQ  seulement comme un espace vectoriel réel, nous le
désignerons par 3X”.

Soit x un point fixé de SS*‘.  L’application x’ + xx’ (x’ E FI), i. e. la
multiplication dans SSJ  par x est une transformation linéaire de l’espace
réel !Y = sn. Dans la base (3),  la matrice de cette transformation est

‘Xl

XS
Y1

Zl

- Zl

Y1

Y,  -zt

Zt YL

tous les éléments non écrits étant nuls. Le déterminant de cette matrice est
égal à

x1 . . . x,(y:  + z:) . . . (y:+ z:)= Xl . . . xslxs+ll~  * * * I &+J.

Cela suggère la définition suivante. Nous prendrons pour norme d’un
point x=(x1,  . . . . x,+J  E SsJ  la quantité

N(x) = x1 . . . x, 1 x,+1  la . . . 1 x,+,  12.

Ainsi la norme N(x) de x est le déterminant de la matrice de la transfor-
mation linéaire x’ -+ x’x.

Il est clair que la norme ainsi introduite possède la propriété de multi-
plicativité

N(xx’)  = N(x)N(x’).

Précisons maintenant comment on peut représenter les nombres du
corps K par des points de l’espace SsJ. A tout nombre u de K, associons
le point

44  = (44  . . . , d4,  us+&4  . . . , cb+t(aN

de S$J.  Ce point est la représentation géométrique du nombre a.
Si GC  et p sont des nombres distincts de K, alors, pour tout

k=l, . . ..s+t.

(5)
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les nombres ek(a) et CT&)  sont distincts et en particulier x(a) # x(p).  Ainsi,
l’application

a + x(a), aeK

est injective  (bien entendu elle n’est pas surjective,  i. e. tout point de CJJ
n’est pas l’image d’un point de K).

Puisque ck(a + p) = Qk(a)  + CT&)  et ok(ap)  = a~(a)a&3),  alors

x(a + P)  = -44  + x(P) (6)

x(4) = 44-G) (7)

i. e. l’application a + x(a) est un homomorphisme. De plus, si a est un
nombre rationnel, ak(ua) = q(u)Dk(a)  = uok(a);  d’où

x(aa) = ux(a).

Puisque, d’après le Q 2-3) de l’appendice, nous avons

(8)

Na) = NK/&)
= q(a) . . . 4ah  + da)bs  + A4 . . . 0, + k4bs + A4
= q(a) . . . 44 1 cs+da)  la . . . 1 ~s+t(a>  la,

la norme N(x(a)) du point x(a) coïncide avec la norme N(a) du nombre a :

WW)  = W-9, aEK.

Considérons deux exemples simples. Soit d un nombre rationnel > 0 qui
n’est pas un carré. Alors, pour le corps quadratique réel Q(e),  e2  = d, la
représentation géométrique du nombre a = a + bfl  (a et b rationnels) est

le point x(a) = (u + bdi, a - bl/d).  Dans le cas du corps quadratique
imaginaire Q(q), q2 = - d, la représentation du nombre p = a + bq est le
point du plan complexe de coordonnées (a, bd;) (dans ce cas, la base (3)
est formée des nombres 1 et i).

Montrons que pour une base quelconque al, . . . , a, (du corps K/Q), les
vecteurs correspondants x(a,),  . . . , x(a,J de f$J  = 91fl  sont lineairement
indépendants (sur le corps réel). En effet, posons

ak(al) = xx’, l<k<s,

0, +j(CQ) = # + i.Zy), l<j<t.

Puisque le vecteur

x(a,)  = (xl’, . . . , xi” ; yy’ + i.z!), . . . , y$” + izj’))

a pour composantes, dans la base (3),

(xl”, . . . , xp ; yy, zy,  . . . , yy, #‘),
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il suffit, pour démontrer notre atimation,  de vérifier que le déterminant

(9 (1) (1) (1) (1) (1)x1 . . . xs Y1 21 * * * Yt zt

d= . . . . . . . . .

(n)
x1 . . .

xy go zI"'
. . . yy zl"'

est diffhent  de zéro. Considérons, à la place de d, un autre déterminant

(1)x1 . . . xp)  yl” + j$) # - jzl’)  . . .
d*=  . . . . . . . . . . . ,

Xl’ . * . p yi”’  + jzy  yi”’  - jzl”)  . . .

qui peut aussi s’écrire

44 * . * 44 f~~+1(4 Os+~(a~)  . . .
d*=  . . . . . . . . . . . .

s(4 . . . dan> 0, + 1(4  0, + dan) . . .

Dans le déterminant d* ajoutons à la (s + l)ème  colonne la colonne sui-
vante et mettons 2 en facteur dans le déterminant obtenu; soustrayons cette
nouvelle colonne de la (s + 2)eme et mettons - i en facteur. Appliquant
ces opérations aux couples de colonnes suivantes, nous obtenons l’égalité

d* = (- 2i)jd. (9)

Dans le $2, 3) de l’appendice, on a montré que

d*2  = D , (10)

oùD=D(a,,  . . . . a,J  est le discriminant de la base al,  . . . , an (dans l’exten-
sion K/Q). Puisque D # 0, il résulte de (9) et (10) que d # 0.

Supposons maintenant que al,  . . . , a,, est la base d’un module complet M
du corps K. D’après (6) et (8),  tout a = ula1  + . . . + a,a,,  de M (uI.  . . .,  a,,
entiers rationnels) a pour représentation géométrique dans zR”  le vecteur
x(a) = a,x(al) + . . . + u,x(an).  Nous avons obtenu le résultat suivant.

THEOREMES  1. - Dans la représentation géométrique des nombres d’un
corps K de degré n = s + 2tpar des points de l’espace 3X”,  I’image  d’un module
completM = { al,  . . ., a,, ) est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires,
à coeficients entiers, des vecteurs linéairement indépendants (dans l’espace 3ln)

44 . . . , 44.

2) Lattices

L’étude géométrique des modules complets repose sur le théorème 1.
Nous considérerons donc dans Xn  des ensembles de vecteurs d’un type

particulier.



REPRÉSENTATION DES NOMBRES RATIONNELS 111

DÉFINITION. - Soient e,, . . . , e,,,,  m < n, un système de vecteurs linéaire-
ment indépendants de I’espace  Xn.  L’ensemble JK,  de tous les vecteurs de la
forme

alel+ . . . -I-a&,

où les ai  parcourent indépendamment les uns des autres l’ensemble des entiers
rationnels est appelé un lattice m-dimensionne1 dans 32n et les vecteurs e,, . . . , e,,,
sont appelés la base du lattice. Si m = n,  le lattice est dit complet; il est dit
incomplet dans le cas contraire.

Le contenu du théorème 1 est donc que l’image géométrique d’un module
complet est un lattice complet.

Il est facile de voir que deux systèmes de vecteurs linéairement indépen-
dants e,, . . . , e,,,  et fi, . . . , .f, définissent un même lattice si et seulement si
on passe de l’un à l’autre par une transformation unimodulaire, i. e. si

fi = CCgl?j (1 < i Gm),
j=l

où (Q)  est une matrice à coefficients entiers de determinant f 1.

L’étude des lattices repose sur des considérations metriques  dans
l’espace A*.  Introduisons dans fv = 3%”  un produit scalaire pour lequel les
vecteurs (3) forment une base orthonormee.  Si les vecteurs x et x’ ont res,

pectivement pour coordonnées dans la base (3) (x1,  . . . , x,J  et (xi, . . . , x;),
le produit scalaire (x, x’) est défini par la formule

(x, x’) = x1x;  + . . . + x&.

On désignera par 11  x 11  la longueur du vecteur x.

Soit r un nombre réel > 0. Nous dtsignerons par U(r) l’ensemble de tous
les points x de coordonn6e.s  (xl, . . ., x,J  dans la base (3),  tels que

11  x 11  = dx: + . . . + xl, < r.

Cet ensemble U(r) est appelé la boule (ouverte) de centre d’origine et de
rayon r.

Un ensemble de points de X’J  est dit borné s’il est contenu dans
une boule U(r).

Un ensemble de points de l’espace 31” est dit discret si pour tout r > 0, il y a
seulement un nombre fki  de points de cet ensemble dans la boule U(r).

LWME  1. - L’ensemble des points d’un lattice quelconque JC de 91” est
discret.
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DÉMONSTRATION. - Puisque tout lattice incomplet est contenu dans un
lattke  complet, il suffit de considérer le cas d’un lattice complet A. Choisis-
sons une base e,,  . . . , e, de A. Les conditions

(x,64 = 0, . . ..(x.e,)=O

forment un système linéaire homogène de (n  - 1)-équations à n inconnues.
Puisque ce système admet une solution non nulle, il existe un vecteur x non
nul orthogonal aux vecteurs e,,  . . . , e,. Si on avait aussi (x, e,) = 0, le vec-
teur x serait orthogonal à tous les vecteurs de l’espace zJI~,  ce qui est impos-

__
sible. Ainsi (x, e,) # 0. Le vecteurf, = A est orthogonal à tous les vec-

(x, 4
teurs e,,  . . . , e, et (fi, e,) = 1. Ainsi, pour tout i (1 < i < n),  on peut trouver
un vecteur fi tel que

Ch ej)  = 1 1 si j=i
0 si j # i.

Soit maintenant 2 = a,e,  + . . . + a,e,  un vecteur de J% (ai  entier ration-
nel) appartenant à la boule U(r), i. e. 11  z jl < r. Puisque ak  = (z,f&  alors,
d’après l’inégalité de Cauchy, on a

où r 11 fk 11 est indépendant de z. Ainsi il y a seulement un nombre fini de
valeurs possibles pour les  nombres ak; cela signifie qu’il n’existe qu’un nom-
bre fini de z E & tel que II  z jl < r. Le lemme 1 est dtmontré.

Soit X un ensemble quelconque de points de l’espace 3t”  et z un point
de &n.  L’ensemble des points de la forme x + z, où x parcourt tous les points
de X, s’appelle l’ensemble translaté de l’ensemble X par le vecteur z; nous le
désignerons par X + z.

,
DEFINITION. - Sozt  e,, . . . , e,,,  une base d’un lattice A.  L’ensemble T des

points de la forme

ale1  + . . . + ame,
\ou ccl,  . . . , a,,, parcourent, indépendamment l’un de l’autre les nombres réels

du segment [O,l  [, i. e. 0 < ai  < 1, est appelé un parallélépipède fondamental
du lattice A.

Un parallélépipède fondamental n’est pas défini de manière unique par
la donnée du lattice; il dépend du choix de la base.

h34ME  2. - Si T est un parallélépipède fondamental d’un lattice complet A,
les ensembles

T,  = T + z,
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où z parcourt les points de A,  sont disjoints deux à deux et remplissent tout
I’espace CRn.

DÉMONSTRATION. - Soit e,,  . . . , e,,  la base du lattice JK,  sur laquelle est
construite le parallélepipède  T. On veut montrer que tout point

x = xlel + . . . + x,e,

de %”  appartient à un ensemble T,  et un seul. Pour tout i, écrivons le  nom-
bre réel Xi  SOUS la forme Xi  =ki+ai,  ki entier rationnel et ai  tel que 0 <ai < 1.
Posant z = klel  + . . . + k,e,,  et u = a,e,  + . . . + ane,,,  on a

x = u + z (~ET, ZEJfJM),

et ainsi x E T,.  Si maintenant x E T,,,  i. e. x = u’ + z’ (u’ E T, z’ E A), alors
égalant les coefficients de ei dans l’égalité u + z = u’ + z’, on obtient faci-
lement z = z’. Le lemme 2 est démontre.

LEMME  3. - Pour tout nombre réel r > 0, il existe seulement un nombre
jini d’ensembles T,  (cf. le lemme 2) qui rencontrent la boule U(r).

DÉMONSTRATION. - Soit e,, . . ., e,,  la base du lattice ,k  sur laquelle est
construite le parallélépipède T. Si nous posons d = [I e,  11 + . . . + 11 e,,  11,
alors, pour tout vecteur u = a,e, = . . . + ane,  E T, on aura

I I u II G II wl II + . . . + II anen  Il = I a1  11 el  Il + . . . + l a,,  I I en  II -c d.

Supposons que l’ensemble T,  (z oA)  rencontre U(r). Cela signifie qu’il
existe un vecteur x = u + z, u ET, z E .A6  tel que II  x II  < r. Puisque z = x - u,
alors

I I z II < II x II + II - u II < r + 4

i. e. le point z appartient à la boule U(r + d). D’après le lemme 1; il existe
seulement un nombre fini de tels points z EA et le lemme est démontré.

Il est clair que les vecteurs du lattice forment un groupe pour l’addition;
ainsi, tout lattice est un sous-groupe du groupe X”.  Le lemme 1 montre
cependant que ce n’est pas un sous-groupe quelconque; donnons une réci-
proque du lemme 1.

LEMME  4. - Tout sous-groupe discret JL  du groupe zRn est un lattice.

DÉMONSTRATION. - Désignons par 6 le plus petit sous-espace vectoriel
de l’espace %n contenant l’ensemble J6 et par m la dimensions de 6. Nous
pouvons alors choisir, dans A, m vecteurs el, . . ., e, formant une base du
sous-espace 6 ; soit .A&, le lattice de base e,,  . . . , e,.  II  est clair que A+,  c A.

Eom?vrTcR 8
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Démontrons que l’indice (JK,  : &,)  est fini. En effet, tout vecteur x E Jt,
s’écrit

x=u+z, (11)

z E&,,  et u appartient au parallélépipède fondamental T du lattice &,
construit sur la base e,, . . . , e,,,. Par hypothèse, x E & et z E&,  c Jt,;
puisque & est un groupe, alors u E & Mais T est un ensemble borné qui
contient seulement un nombre fini de vecteurs de & (car & est discret).
Ainsi le nombre de vecteurs u obtenu dans la décomposition (11) pour tout
x E J1G  est fini ; cela signifie que l’indice (X,  : &,)  = j est fini. Puisque l’ordre
de tout élément du groupe quotient JtQ&, est un diviseur dei, alors jx E &
pour tout x E A; ainsi x s’exprime comme combinaison linéaire à coefficients

1 1
entiers des vecteurs ; e,, . . . , ; e,, i. e. & est contenu dans le lattice A* de

J J

baseje,,  . . ..!e.. Le théorème 2 du 0 2 montre maintenant que le sous-
J

groupe A du groupe JIG*  possède une base fi, . . ,fi,  1~ m. Pour démontrer
que J& est un lattice, il suffit donc de démontrer que les vecteurs fi, . . . , fr
sont linéairement indépendants sur le corps des nombres réels et cela résulte
du fait qu’ils engendrent le sous-espace vectoriel 6 de dimension m. Le
lemme 4 est démontré.

3) Espace logarithmique

Parallèlement à la représentation géométrique du corps K que nous
venons d’étudier, où l’addition des nombres correspond à l’addition des
vecteurs correspondants dans X”,  nous avons besoin d’une autre représen-
tation géométrique qui nous permette d’interpréter simplement la multi-
plication des nombres de K.

Supposons que parmi les isomorphismes du corps K de nombres algé-
briques dans le corps C des nombres complexes il en existe s réels et
2t complexes; nous les supposerons ordonnés comme dans 1).

Considérons l’espace vectoriel réel JV+’  de dimension s + t constitué
par les lignes (Al,  . . . , A,+,)  dont les composantes sont réelles. Pour tout
point x E SsJ  de la forme (2) dont toutes les composantes sont différentes
de zéro, posons

46)  = Log  1 xk  1 pour k= 1, . . ..s

Zs+j(X)=LOgIX,+jl*  p0l.U  j=l, *..,  t
(12)

Associons maintenant à tout point x E S4’ le vecteur

44 = UIW, * - *>  k+tW) (13)
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de l’espace Xs+‘.  Puisque pour des points x’ et x de E%t  dont toutes les
composantes sont différentes de zéro, on a

Zk(XX’)  = Zk(X)  + lk(X’), l<k<s+t,
alors

Z(xx’)  = Z(x) + I(x’). (14)

Tous les points x E W de la forme (2) et à composantes non nulles (i. e. tels
que N(x) # 0) forment un groupe pour la multiplication composante par
composante. L’égalité (14) exprime que l’application x -+ Z(x)  est un homo-
morphisme de ce groupe multiplicatif dans le groupe additif des vecteurs
de l’espace Xs+‘,

Rapprochant l’égalité (2) de la définition de la norme N(x) d’un point
x E !Y nous obtenons facilement la formule

s+t

cM4 = Log  1 N(x) I>
k=l

(15)

pour la somme des composantes Zk(x)  du VeCtt3.U  l(x).

Soit maintenant t( # 0 un nombre du corps K. Posons

w = W4),

ou x(a) E Es*t  est l’image de a dans la représentation étudiée dans 1).
D’après (5),  (12),  (13),  on a

Z(a)  = (log  I ch(a)  1,  . . ., log 1 44 1,  log I ~s+1W  1’)  . . .,  log  I ch+&) 1”).

Le vecteur Z(a) E Xs+’  sera appelé la représentation logarithmique du
nombre a # 0 de K; l’espace Xx+’ sera appelé espace logarithmique du
corps K.

De (7) et (14) découle

443)  = 44  + 43 (a # 0,  P # 0). (16)

L’application a -f Z(a) est donc un homomorphisme du groupe multipli-
catif du corps K dans le groupe additif des vecteurs de l’espace X8+‘.  Il
en résulte en particulier que

Z(a-l)  = - Z(a), a # 0.

Pour la somme des composantes Z,(a)  = Z,@(a))  (1 < k G s + t) du vec-
teur Z(a) ,on  a la formule

s+t

czkb)  = Lo!i?  1 Na)  1.

k=l

(17)
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En effet, la somme de gauche est égale au logarithme du module du produit

q(a)  . . . 44 cs + dal =s  + d4 . . . QS+44  cr,  + f(4,

qui est égal, d’après l’appendice 0 2, 3),  à la norme N(a) (dans l’exten-
sion K/Q).

4) Représentation géométrique des unités

Soit maintenant a>  un certain ordre du corps K. Considérons dans l’espace
logarithmique 3X s+t  les vecteurs /(E)  pour toutes les unités E de l’anneau 9.
L’application E + I(E) n’est pas injective.  En effet, si une unité q E ‘XI  est
une racine de 1, i. e. qrn  = 1 pour un certain entier m, alors 1 C~(Y)  1 = 1
pourtoutk= 1, . . . . s + t et par suite I(yj)  est le vecteur nul ; ainsi, toutes
les racines de 1 (et il en existe au moins deux dans l’ordre 9, + 1 et - 1)
ont pour image le même vecteur (nul). Pour analyser la structure du groupe
des unités de l’ordre a>  au moyen de l’homomorphisme E -f I(E), nous
devrons rtsoudre les deux problèmes suivants :

10  Quelles sont les unités E = a>  qui ont pour image le vecteur nul ?
20  Nature de l’ensemble de tous les vecteurs I(E)?

Étudions la première question. Soit W l’ensemble des nombres a E ‘3
tels que Z(a) = 0. D’après (16),  le produit de deux nombres de W appartient
encore à W; puisque la condition I(a) = 0 équivaut aux égalités

1 okb)  1 = 1, l<k<s+t.

L’ensemble des points x(a) E X, = IY  pour a E W est borné, i. e. est contenu
dans une certaine boule U(r). Appliquant le lemme 1, nous obtenons que
W est un ensemble fini. Pour tout nombre a E W, considérons les puissances
successives 1, a, . . . , ak,  . . . Puisque toutes ces puissances appartiennent
à W, certaines d’entre elles sont égales, par exemple ak  = CG,  1 > k. Mais
alors, posant m = Z - k, nous obtenons a’ = 1; ainsi tous les nombres
de W sont des racines de 1 et par suite W est un sous-groupe fini du groupe
des unités de l’anneau ‘XX

Puisque le groupe W contient un sous-groupe d’ordre 2 (formé de + 1
et - l), il est d’ordre pair. De plus, tout sous-groupe fini du groupe multi-
plicatif d’un corps est toujours cyclique (cf. appendices 3)); le groupe W
est donc cyclique.

Nous résumerons sous forme d’un théorème les résultats obtenus.

THIZORÈME!  2. - Les unités E d’un ordre a>  telles que I(E) soit le vecteur nul
forment un groupe cyclique jïni d’ordre pair. Ce groupe est l’ensemble des
racines de 1 contenues dans 9.
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Passons à la deuxième question, i. e. précisons la structure de l’en-
semble 9’ c 3tJft des vecteurs Z(E) quand E parcourt toutes les un&  de
l’anneau 9.

D’après le théorème 4 du 0 2, la norme de toute unit6 E  E a>  est égale à f 1;
par suite Log 1 N(E)  1 = 0.  D’après l’égalité (17),  on a donc

s+t

c
Zk(E)  = 0 ; (18)

k=l

cela signifie que tous les points Z(E) appartiennent au sous-espace CC  31Stt
des points (Al, . . . , A,+,)  e lRs+’  tels que hl + . . . + A,+, = 0. Ce sous-
espace C est de dimension s + t - 1.

Démontrons que Ç est un lattice. Puisque Ç est un sous-groupe du groupe
additif des vecteurs de l’espace Xs+t  alors, d’après le lemme 4, il suffit de
vérifier que l’ensemble Ç est discret (comme base orthonormale dans 31S+t,
on prend l’ensemble des vecteurs dont une composante est égale à 1 et
toutes les autres nulles). Soit r un nombre positif quelconque et suppo-
s o n t  11  z(e)  11  < r.  Puisque h(E) < 1 zk(E)  ] < j ] z(E)  11,  ah-s

zk(4  < r (1 <k <s  + t),
d’où

1 Qk(E)  1 < e’, k=l, . . ..s.

1 Qs+j(C)  1” < er, j= 1, . . ., t.

Il en résulte que si E E a>  parcourt toutes les unités telles que 11 Z(E) 11 =c  r,
les points X(G)  sont bornés. Puisque les vecteurs x(a) E 3X”  pour a E 9 forment
un lattice (théorème l), le nombre de telles unités E est fini (lemme 1). Par
suite, il n’existe qu’un nombre fini de vecteurs Z(E)  tels que 11 Z(E) [I  < r et
l’ensemble Ç est donc discret.

Puisque le lattice Ç est contenu dans le sous-espace f, sa dimension ne
dépasse pas s + t - 1.

THÉORI%E  3. - Dans la représentation géométrique d’un ordre a>  dans
l’espace logarithmique 1sft, les  images Z(E) des unités E E a>  forment un
Zattice de dimension r =G  s + t - 1.

5) Premiers résultats sur le groupe des unités

Les théorèmes 2 et 3 fournissent déjA  d’importants renseignements sur
la structure du groupe des unités d’un ordre a>. Il en résulte notamment
qu’il existe dans ‘ B des unités Q, . . . , cl, r < s + t - 1, telles que toute unit6
de a>  s’tcrive  de manière unique sous la forme

E = <ET  . . . 3r’ (19)
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.oua,, . . ., a, sont des entiers rationnels et < une certaine racine de 1 contenue
dans a>. Montrons que le groupe des unités de l’ordre 50  est le produit d’un
groupe fini et de r groupes cycliques infinis.

Pour ce résultat, choisissons une base Z(E& . . . , Z(E,)  du lattice Ç et mon-
trons que les unités Es, . . ., E,  possèdent la propriété ci-dessus. Soit E une
unité de l’ordre 9. Puisque Z(z)  E Ç, alors

4)  = d(&l) + . . * + d(G),

où les aj  sont des nombres entiers. Considérons l’unité

< = EE;”  . . . E;+.

D’après la formule (16),  nous avons, pour cette unité,

Z(C)  = Z(c) - a,Z(q)  - . . . - a,@,)  = 0;

par suite, d’après le théorème 2, c’est une racine de 1. Ainsi l’unité E admet

la représentation (19).  Montrons l’mkité  : Soit  E = <‘z:  . . . + une autre

représentation de E; puisque les vecteurs Z(Q),  . . . , Z(E,)  sont linéairement
indépendants, l’égalité Z(c)  = blZ(~J  + . . . + Z+Z(E~)  entraîne

QI= bl, . . ..a.=b,.

Mais alors nous avons aussi < = c’,  ce qui termine la démonstration.
Il reste à préciser la valeur du nombre r, dont nous savons seulement

qu’il est inférieur ou égal à s + t - 1. Nous montrerons dans le paragraphe
suivant que, en fait, r = s + t - 1; avec les méthodes de ce chapitre, nous
ne pouvons même pas affirmer que r > 0 (dans le cas s + t - 1 > 0, bien
entendu).

D’après le théorème 3, 1’aEirmation  ci-dessus est équivalente au fait que
le lattice Ç des représentants des unités de l’ordre ‘II  dans l’espace logarith-
mique est de dimension égale à s + t - 1.

EXERCICES

1. Démontrer que tous les représentants X(~L)  E 3” des nombres c(  d’un corps K
de nombres algébriques de degré n forment un sous-ensemble partout dense dans
l’espace %“.

2. Montrer que si s # 0 (i. e. s’il existe au moins un isomorphisme réel parmi
les isomorphismes du corps K dans le corps des nombres complexes), les seules
racines de 1 qui appartiennent CI  K sont les nombres + 1 et - 1 (ce fait a toujours
lieu si le degré de K est impair).

3. D&nir toutes les racines de 1 qui peuvent appartenir A un corps de nombres
algébriques de degrk  4.
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4. Déterminer toutes les unités du corps Q(&).

5. Montrer que dans le corps Q<v?) toutes les unités sont de la forme

f (1 + @Y.

6. Soit K un corps de nombres algébriques contenant une racine complexe
de 1. Montrer qu’alors la norme de tout CC  # 0 de K est positive.

Q 4. - LE GROUPE DES UNITÉS

1) Critère de complétude d’un lattice

Dans ce paragraphe, nous poursuivrons (et terminerons) l’étude de la
structure du groupe des unités d’un ordre d’un corps algébrique. Le résul-
tat fondamental que nous allons démontrer a déjà été énoncé à la fin du
précédent paragraphe : le lattice Ç dont les vecteurs sont les représentants
des unités d’un ordre ‘II  dans la représentation logarithmique est de dimen-
sion s + t - 1 (les notations sont celles du paragraphe précédent).

Le lattice Ç est situé dans le sous-espace S de l’espace 32s+’  formé des
vecteurs (A,, . . . , A~+~)  tels que hI  + . . . + hs+t  = 0. Puisque la dimen-
sion de S est égale à s + t - 1, il suffit de montrer que Ç est un lattice
complet de l’espace S. Nous Ctablirons ce résultat dans 3),  en utilisant le
critère ci-dessous de complétude d’un lattice.

THÉORÈME 1. - Un lattice JL d’un espace vectoriel S est complet si et seu-
lement s’il existe dans S un ensemble borné U dont les translatés par tous les
vecteurs de JC remplissent tout l’espace S (en se coupant éventuellement).

DÉMONSTRATION. - Si le lattice X,  est complet, alors on peut prendre
pour U un de ses parallélépipèdes fondamentaux : d’après le lemme  2
du 0 3, tous les translatés d’un parallélépipède fondamental par les vecteurs
d’un lattice complet remplissent l’espace. Supposons maintenant que le
lattice J)G  n’est pas complet et soit U un sous-ensemble borné quelconque
de l’espace S. Montrons que les translatés de l’ensemble U par les vecteurs
de A ne peuvent pas remplir tout l’espace S. Puisque U est borné, il existe
un nombre réel r > 0 tel que 11 u 11 < r pour tout u E U. Designons  par S
le sous-espace engendré par les vecteurs du lattice A; puisque le lattice Jk
n’est pas complet, L’  est un sous-espace propre et par suite il existe des
vecteurs y E S de longueur aussi grande que l’on veut orthogonaux au sous-
espace S’ (et par suite à tous les vecteurs de A). Montrons que ces vec-
teurs y tels que 11 y I(  > r n’appartiennent pas aux translatks  de U par les
vecteurs de JC. En effet, si le vecteur y (orthogonal à S’) est contenu dans un
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certain translaté, alors il est de la forme y = u + z,  u E U, z E J6.  Mais alors
d’après l’inégalité de Cauchy, nous avons

d’où I(  y (1 < r. Le theorème  1 est démontré (l’idée géométrique de la
démonstration est que les translatés de l’ensemble U par les vecteurs d’un
lattice incomplet sont dans la bande formée par les points dont la distance
au sous-espace S’ est inférieure ou égale à r).

Remarque. - En termes topologiques, la complétude du lattice JK,  dans
l’espace S est équivalente, comme on le voit facilement, à la compacite  du
groupe quotient S/A (S groupe topologique pour l’addition).

2) Lemme. de Minkowski

La démonstration de l’existence de s + t - 1 unités indépendantes utilise
un argument géométrique simple qui a de nombreuses applications en théorie
des nombres. La formulation et la démonstration de ce résultat utilisent la
notion de volume dans un espace n-dimensionne1 et ses propriétes.

Le volume v(X)  d’un sous-ensemble X d’un espace n-dimensionne1 31”
peut être défini comme la valeur de l’intégrale multiple

u(X)= 1 . . . Jdxldxn  . . . dx,,

étendue à l’ensemble X (ici, nous nous écarterons des notations (4) du 0 3,
en écrivant sous la forme (x,, . . . , xn) les coordonnées d’un point x E %m).
Nous n’étudierons pas ici les conditions d’existence du volume; dans les
cas qui nous intéressent, l’ensemble X sera défini par des inégalités simples
et l’existence du volume s’établira élémentairement. Remarquons les pro-
priétés très simples suivantes du volume qui résultent des propriCtés  des
intégrales (on suppose que tous les volumes considérés existent)

l” si X c X’, alors

20  si les ensembles X et X’ sont disjoints

Y(X  u X’) = u(X) + V(X’)  ;

30 par translation les ensembles conservent leur volume, i. e.

a+z)=@);
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40 Soit a un nombre réel > 0. Désignons par ctX l’ensemble des points
de la forme ax pour x E X (l’ensemble aX est dit l’homothétique de X).
Alors

u(aX)  = a%(X).

Calculons le volume du parallélépipède fondamental T d’un lattice &
construit sur la base e,, . . . , e,.  Soient

ej = (alj,  . . - Y  %j) (1 < j < n).

Montrons que l’on a

Dans l’intégrale
r?(T)  = 1 det (ail)  1.

u(T)  ‘=
s s

. . . dx, . . . dx,,,

m

(1)

faisons le changement de variable défini par les formules

n

c
,

Xi  = QXj (1 < i Gn).
/=l

Le jacobien  de la transformation est égal au déterminant det (a,) qui est
différent de zéro puisque les vecteurs e,, . . . , e, sont indépendants. Puisque
l’ensemble T a pour image par cette transformation l’ensemble T,  des
points (xi, . . ., x$telsqueO<x;<l(i=l,  . . ..n).  alors

u(T) = s f. . . [ det (ao)  1 dx; . . . dxl,

= 1 det (cg) 1 11 . . . I>x; . . . dxn = 1 det (a,)  1,

ce qui démontre la formule (1).
Soumettons l’espace %* à une transformation linéaire régulière x + x’.

Le lattice Jt.3  a pour image par cette transformation le lattice JIG’  (qui est
encore complet) et le parallélépipède fondamental T de X,  a pour image
un parallélépipède T’ du lattice &‘. Il est clair que le parallélépipède est
construit sur les images e;, . . . , en  des vecteurs de la base e,, . . . , e,. Si

e;  = (hj, . . . , hj) (1 <j Gn),

alors, d’après ce qui précède, le volume U(T’)  est égal à 1 det (b,)  1. Soit
C = (cv)  la matrice de la transformation linéaire x + x’ dans la base
e,,  . . . . e,,i.e.

n

ej =
c

cüei (1 <j <n).
i - l
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n

On voit facilement que b, =
c

a,csj,  i. e. la matrice (bu)  est le produit de (au)
S=l

par (ci/);  on a donc la formule

v(T’)=u(T).IdetCI. (2)

Supposons maintenant que e,,  . . . , e, et e;, . . . , e; sont deux bases d’un
même lattice A. Puisque l’on passe de l’une à l’autre de ces bases par
une transformation unimodulaire (i. e. dont la matrice C est à coefficients
entiers et de déterminant -&  l), on a u(T)  = u(T), d’après (2). Ainsi le
volume d’un parallélépipède fondamental d’un lattice dépend seulement
du lattice et non de la base choisie.

Le rapprochement de la formule (1) et des égalités (9) et (10) du 5 3 nous
conduit à préciser ainsi le théorème 1 du $ 3.

THÉORÈME  2. - Dans la représentation géométrique des nombres d’un
corps K par les points de l’espace fSJ = 3tn  de dimension n = s + 2t,  toutes
les images des nombres d’un module complet M de discriminant D forment
un lattice complet dont le volume d’un parallélépipède fondamental est égal
à 2-’  2/1  D 1.

Pour énoncer le résultat essentiel de ce point, nous avons besoin d’intro-
duire deux nouvelles notions géométriques.

Un ensemble X c 3t”  est dit symétrique si avec tout point x il contient
le point - x symétrique par rapport à l’origine.

Un ensemble X est dit convexe si avec tout couple de points x, x’ E X il
contient tous les points de la forme QX + (1 - M)x’,  dc  étant un nombre réel
quelconque tel que 0 < a < 1. En d’autres termes, l’ensemble X est convexe
s’il contient tout le segment joignant deux quelconques de ses points.

THÉORÈME 3 (lemme de Minkowski pour un ensemble convexe). - Dans
l’espace zR*  de dimension n,  soit donné un lattice complet X, dont le volume
d’un parallélépipède fondamental est égal à A; soit X un ensemble symétrique
convexe borné, de volume v(X). Si v(X) > 2”A,  l’ensemble X contient au
moins un point du lattice JC d$érent  de l’origine.

DÉMONSTRATION. - Nous utiliserons la propriété intuitive suivante :
si Y c 31n  est un ensemble borné dont tous les translatés Y, = Y + z par
les vecteurs z E & sont disjoints, alors v(Y)  < A. Pour démontrer ce résultat,
choisissons un parallélépipède fondamental T du lattice A et considerons
les intersections Y r\ T-, de l’ensemble Y avec les translatés T-, = T - z
du parallélépipède T; il est clair que

4~)= 24~ n T-3
zsJftJ
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(dans cette somme, il y a seulement un nombre fini de termes non nuls
puisque l’ensemble Y borné rencontre seulement un nombre fini des parallé-
lépipèdes T-,,  cf. lemme 3, 0 3). Le translate de l’ensemble Y n T-, par le
vecteur z est égal à Y, n T, c’est pourquoi v(Y n Twz) = u(Y,  n T), d’où

Si maintenant les translatés Y, sont deux à deux disjoints, alors les inter-
sections Y, n T sont deux à deux disjointes et puisqu’elles sont contenues
dans T, la somme de la partie droite de l’égalite  ci-dessus ne peut pas dépas-
ser v(T). Par suite v(Y)  < u(T), ce qui démontre notre argument.

Considérons maintenant l’ensemble ;X  (obtenu à partir de X par une

homothétie de rapport l . Les conditions du théorème entraînent que

ZJ ;x =~u(X)>“.( 1
Si tous les translatés : X + z par les vecteurs z E & étaient deux à deux dis-

joints, alors, d’après ce qui précède, nous aurions v :X
( 1

< A, ce qui n’est

pas. Ainsi, pour certains vecteurs distincts z,  et z,  de&, les ensembles 2 X+z,

et
1
2

X + z,  ont un point commun :

1 1
- x’ + z,  = - XI’  + za
2 2

(Y,  x” E X).

Écrivons cette égalité sous la forme

1 1z1  - z,  ZZZ  - x” - - y,
2 2

Puisque l’ensemble X est symétrique, - x’ E X et, d’après la convexité,
nous avons aussi

1-y -
2

+;x~+;(-X’)EX.

Ainsi le point zl - z,  de & différent de l’origine appartient à l’ensemble X.
C. Q.  F. D.

Le raisonnement de la première partie de la démonstration du théorème 3
entraîne facilement le résultat suivant (qui sera utile au 0 5).
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LEMME  1. - Si les translatés d’un ensemble Y par les vecteurs d’un lattice JC
remplissent tout l’espace LR”,  alors v(Y) > A.

En effet, les intersections Y, n T remplissent complètement le parallé-
lépipède T (avec éventuellement des intersections non vides) et par suite

v(Y) = ~vrrz n T) > v(T) = A.

.?eulL

Pour étudier le groupe des unités, nous appliquerons le lemme de Min-
kowski à un lattice de l’espace CSJ et à l’ensemble X formé des points x
de la forme (2) du 9 3 tels que

I x1  I -=c  Cl, . . ., I x3  I <G ; 1 x,+1  1” -=c  cs+1, * * *,  1 xs+t  (2  -c  Cs+t,

Cl, . . ->  G+r étant des nombres réels > 0. La symétrie et la convexité de cet
ensemble X sont claires. Utilisant les notations (4) du 8 3 pour les coordon-
nées de x, nous obtenons

L’application du lemme de Minkowski à l’ensemble X donne le résultat
suivant :

THEORÈME  4. - Si le volume d’un parallélépipède fondamental d’un lattice
complet& de l’espace fZsJ  est égal à A et si les nombres réels positif cl,  . . . . c,+ t

sont tels que DCi  > (i)’ A, alors il existe dans le lattice JL un vecteur non

nul tel que

~X1~<%...,~&I xc,; IX,+lla<C,+1,...,IX,+,12<CS+t  (3)

3) Structure du groupe des unités

Nous pouvons maintenant préciser la structure du groupe des unités
d’un ordre quelconque.

THI?OR&E  5 (théorème de Dirichlet). - Soit a>  un ordre d’un corps K
de nombres algébriques de degré n = s + 2t. Il existe alors dans ‘33 des unités
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El>  * . *, El, r = s + t - 1, telles que toute unité E E !B s’écrive de manière
unique sous la forme

\oua,,  . . . . a, sont des entiers rationnels et 7:  une racine de 1 contenue dans ‘D.

DEMONSTRATION.  - Comme on l’a dit à la fin du paragraphe précédent
et au début de celui-ci, il suffit d’établir que le lattice Ç qui représente les
unités de l’ordre ‘Il  dans l’espace !Z  (de dimension égale à s + t - 1) est
complet. D’après le théorème 1, il suffit de montrer qu’il existe dans C. un
ensemble borné U dont les translatés par tous les vecteurs de Ç remplissent
tout l’espace f.

Il est évident que tout point (A,, . . . , &+J  de f (et aussi de AS+‘) est
l’image d’un certain point x^ E SsJ  par l’application x -f I(x).  De plus, il
résulte de manière évidente de la formule (15),  Q 3 que pour x E W (à
composantes non nulles) son image l(x) dans l’espace logarithmique zR~+’
appartient au sous-espace I:  si et seulement si 1 N(x) 1 = 1.

Nous désignerons par S l’ensemble de tous les points x E !ZQ tels que

IN(x)I=l.

Si X, est un sous-ensemble borné quelconque de S, alors son image I(X,)
dans l’espace S est aussi bornée. En effet, pour tout point x = (xl, . . . , x,+~)
de norme f 1, on a

IXkl  <C(l  <k<s), IX,,jj2<C(1  <-j<t);

alors Ik(x) < Log c pour tout k = 1, . . . , s + t, et de plus

Ik(X)  = - %Q(X)  >  - ( S  +  t - l)C,

ifk

ce qui montre que I(X,) est borné. D’après la multiplicativité de la norme,
pour x E S et X, c S, le produit X,x  est encore contenu dans S; en parti-
culier, pour toute unité E de l’ordre 9, nous avons X&E) c S (puisque

N(x(E))  = N(E) = f 1).

Si les produits X&E)  remplissent S pour toutes les unités E,  alors les trans-
latés I(X,,) + /(E)  rempliront tout l’espace L.  Ainsi, nous avons établi que
pour démontrer le théorème 5, il suffit de trouver dans S un sous-ensemble
borné X, dont les translatés « multiplicatifs » X0x(&)  par les points X(E)
remplissent tout S.
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Soient y un point quelconque de S et & le lattice de W représentant les
nombres de l’ordre a>. Soumettons l’espace W à l’application linéaire

x + yx (x E PJ).

Dans le 9 3,1),  nous avons vu que le déterminant de la matrice de cette
application est égal à N(y), i. e. est égal à f 1; ainsi, d’après la formule (2),
les volumes des parallélépipèdes fondamentaux des lattices & et y&  sont
égaux; soit A ce volume.

Choisissons maintenant des nombres réels positifs cl, . . . , c,+,  tels que

Q = c,  . . . c,+, > ; ‘A,
0

et désignons par X l’ensemble des points x E !Y  défini par les inégalités (3).
D’après le théorème 4, il existe dans le lattice y&  un point

x = yx(a) # 0 bE9,  a#O)

appartenant à X. Puisque N(x) = N(y)N(or)  = 5 N(a) et

I N(x) I -=c  G  . . . c,+t  = Q,

alors 1 N(a) [ < Q. D’après le théorème 5 du 5 2, il existe seulement dans
l’ordre a>  une quantité finie de nombres non associés deux à deux dont la
valeur absolue de la norme soit inférieure à Q; soit al,  . . . , aN  un système
de nombres # 0 de ‘ B tels que tout nombre non nul de ‘ B dont la norme
est inférieure à Q soit associé à l’un d’entre eux. Pour un certain i (1 <i<N),
on aura a(c) = Clip  E étaIIt  une Unité de 9. Le point  y peut alors s’écrire

y = xx(a;l)x(E). (4)
Posons

x0 = s (7 (Qxxta3). (5)

Puisque X est borné, tous les ensembles Xx(aTl)  sont aussi bornés; ainsi X0
est borné. De plus, le choix des nombres c,,  . . . , c,+, qui définissent X et
du système ccl,  . . . , cr,  est indépendant de y; ainsi l’ensemble (5) est défini

L sans ambiguïté par l’ordre 9. Puisque y et X(E)  appartiennent S, d’après (4),

le point xx(a;‘)  appartient aussi à S et par suite à-X,.  L’égalité (4) signifie
que le point y E S (qui a été pris arbitrairement) appartient à l’ensemble
X0x(~).  Ainsi, quand E parcourt l’ensemble des unités de CD,  les ensem-
bles X0x(&)  recouvrent S, ce qui démontre le théorème 5.

Comme nous l’avons déjà remarqué dans le $3,5), le théorème de Dirichlet
entraîne que le groupe des unités de tout ordre a>  d’un corps de nombres
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algébriques de degré n = s + 2t s’écrit comme produit direct d’un groupe
fini et de r - s + t - 1 groupes cycliques infinis. Si s + t = 1 (c’est le cas
du corps des nombres rationnels et de tout corps quadratique imaginaire),
alors r = 0. Dans ce cas, le lattice 9’ est seulement formé du vecteur nul et
le groupe des unités d’un ordre a>  est un groupe fini de racines de l’unité.

Les unités Es, . . . , E,  dont le théorème de Dirichlet établit l’existence
s’appellent les unités fondamentales de l’ordre a>. Il résulte du $3-5)  que des
unités Es, . . . , E,  sont fondamentales si et seulement si les vecteurs I(EJ,  . . . . I(E~)
forment une base du lattice Ç. Les unités

e; = <,Eyil  . . . t9r (1 <i<r)

(où les ci sont des racines de 1 quelconques contenues dans a>)  sont à leur
tour fondamentales si et seulement si la matrice à coefficients entiers (a,) est
unimodulaire.

Remarque. - La démonstration du théorème de Dirichlet que nous avons
exposée n’est pas (( effective »,  en ce sens qu’elle ne donne pas d’algorithme
pour trouver des systèmes d’unités fondamentales de l’ordre 6).  Cela résulte
en particulier du fait que nous avons utilisé un système complet de nom-
bres El, . . . . Q~ non associés dont les normes sont inférieures ou égales à
un certain nombre Q; la démonstration de l’existence d’un tel système était
déjà non (( effective » (théorème 5, 0 2). Nous reviendrons sur cette question
dans le paragraphe suivant.

Le théorème de Dirichlet (de même que le théorème 2 du $3) est en parti-
culier vérifié pour l’ordre maximum 9 du corps K. Les unités fondamentales

de l’ordre maximum 5 sont dites unités fondamentales du corps K de nom-
bres algébriques.

4) Régulateur

D’après le 0 3,3)  et 4),  à tout ordre 9 d’un corps K de nombres algébriques
de degré n = s + 2t est associé un lattice Ç de dimension r = s + t - 1
dans le sous-espace f c X8+‘.  Le volume v d’un parallélépipède fondamental
de ce lattice ne dépend pas de la base choisie et il est donc complètement
défini par l’ordre 9. Calculons ce volume. Soit T,  le parallélépipède fonda-
mental du lattice Ç construit sur la base I(EJ, . . . , I(G)  (ici Es, . . . , E,  est un
système d’unités fondamentales de l’ordre CO).  Le vecteur

-&=&X(l,...,l)ER~+f
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est orthogonal au sous-espace C et de longueur égale à 1. 11  est clair que le
volume r-dimensionne1 ZI = U(T,)  est égal au volume (S + t)-dimensionne1
du parallélépipède T construit sur les vecteurs 10,  I(EJ, . . . , Z(s). Par
suite, d’après la formule (l), le volume v est égal à la valeur absolue du déter-
minant dont les lignes sont formées par les composantes de ces vecteurs.
Si dans ce déterminant nous ajoutons toutes les colonnes à la iième  colonne,
nous obtenons, en appliquant à cette colonne la formule (18) du 5 3,

v=++tR

où R est la valeur absolue d’un des mineurs d’ordre r de la matrice

Il en résulte en particulier que les valeurs absolues de tous les mineurs
d’ordre r de la matrice (6) sont égaux entre eux et ne dépendent pas du choix
du système Q,  . . . , E,  d’unités fondamentales. Le nombre R (de même que Y)
dépend seulement de 9 et s’appelle le régulateur de Z’ordre ‘3.

Le régulateur de l’ordre maximum 5 est aussi appelé le régulateur du
corps K (dans le cas du corps des nombres rationnels ou d’un corps qua-
dratique imaginaire, le régulateur est par définition égal à 1).

EXERCICES

1. Démontrer qu’il est impossible d’ameliorer  l’inégalité o(X) > 2”A  dans le
lemme de Minkowski. Pour cela, on construira un ensemble X borné, convexe,
symétrique par rapport a l’origine et de volume 2”A  ne contenant aucun point du
lattice à part l’origine.

2. Soit a un nombre réel positif. Démontrer que le volume de l’ensemble
X c DJ formé des points x tels que

Ix11  + a-- + I xs I + 22/y:  + z: + . . . + 2+;  + z; < a
(pour les coordonnées (4) du 0 3) est égal à

Trt  1u(X) = 2 2
0

$j &.

Vérifier de plus que X est borne, convexe et symétrique par rapport à l’origine.
3. Soient a et b des entiers naturels qui ne sont pas des carrés. Montrer que toute

unité fondamentale de l’ordre {  1, 2/Ü  }  du corps Q(&)  est aussi une unité
fondamentale de l’ordre { 1, 4% 2/-  b, &dz  } du corps Q<dz  2/-  b).

4. Montrer que le groupe des unités d’un ordre ‘ B est un sous-groupe d’indice
fini  du groupe des unités de l’ordre maximum 5.
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5. Soient ql, . . . , qr (r = s + t - 1) des unités d’un ordre ‘3 telles que les vec-
teurs I(Q),  . . . , l(q,) soient linéairement indépendants. Montrer qu’alors le groupe
des unités qui sont de la forme qf . . . q?, où les Ci  sont des entiers rationnels,
est un sous-groupe d’indice fini du groupe de toutes les unités de l’ordre ‘II.

6. Soient cl, . . . , c,,  des nombres réels positifs et (a$  une matrice réelle régu-
lière d’ordre n. Démontrer que si cr . . . c,, > d = 1 det (a,)  1, alors il existe des
entiers rationnels x1, . . . , x, non tous nuls tels que

In I

ic /

auxj ’ < ci (i=l, . . ..n)
/ j=l

INDICATION. - Montrer que dans l’espace %“, l’ensemble des points (xl, . . . , x,,)
qui satisfont aux inégalités précédentes est borné, convexe, symétrique par rapport

à l’origine et de volume A 2%~~  . . .d c,. Appliquer alors le lemme de Minkowski.

7. Soient a,  (1 < i < k, 1 < j < n) des entiers rationnels et mi (1 < i < k) des
entiers naturels. Démontrer que l’ensemble des points de l’espaces a” a coordon-
nées entières (x1,  . . . , x,) telles que

n

c
aiixj E 0 (mod mi) (1 < i<  k)

j+l

est un lattice complet dont le volume du parallélépipède fondamental est < ml.. . mk  .

8. Soient a, b, c des nombres entiers rationnels non nuls, premiers entre eux
deux à deux, sans carrés, et posons ) abc 1 = 2hpl . . . ps (les pi sont des nombres
premiers impairs et A est égal à 0 ou à 1). On suppose que la forme ux2+bya  +cz*
représente zéro dans tous les corps p-adiques. Démontrer qu’il existe des formes
linéaires à coefficients entiers Lr,  . . ., L,, L’, L” de trois variables telles que des
nombres entiers u, v, w vérifient la congruence

au2  + bu2 + cw2  = 0 (mod 4 1 ubc 1)

dès que

Li (u, u, w) = 0 (mod pi), l<i<s

L/(U, u, w) E 0 (mod 2’+h)
1

C*l
L”(U,  v, w) = 0 (mod 2)

9. Conservant les notations de l’exercice précédent, désignons par Jt,  le lattice
des points à coordonnées entières (u, v, w) E RS qui satisfont aux congruences (*).
D’aprés l’exercice 7, le volume d’un parallélépipède fondamental du lattice 3,
est inférieur à 4 1 abc (. Désignons enfin par X l’ellipsoïde

Ialx2+lbl~2+lc1zZ<41abcI,

dont le volume est égal, comme on le vérifie facilement, à ‘$ x 1 abc 1. Appliquant

le lemme de Minkowski pour un corps convexe à l’ellipsoïde X et au lattice &
démontrer que la forme axa + by2  + cza représente rationnellement zéro (Dans
cette démonstration du théorème de Minkowski-Hasse pour une forme de trois
variables, on n’a pas utilisé le fait que la forme est non définie).

BOREVITCH 9
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0 5. - SOLUTION
DU PROBLÈME DES REPRÉSENTATIONS

DES NOMBRES RATIONNELS
PAR DES FORMES DÉCOMPOSABLES COMPLÈTES

1) Unités de norme + 1

Au 0 2,3),  nous avons vu que la recherche dans un certain module complet
des nombres de norme donnée conduisait à l’étude des unités de l’anneau
de stabilisateurs a>  telles que N(E) = + 1. Ces unités forment un groupe
que nous allons étudier.

Supposons tout d’abord que le degré II  du corps K est impair. Dans ce
cas, il existe seulement dans l’anneau ‘ B deux racines de 1 qui sont les
nombres f 1 (exercice 2 du Q 3). Si pour une certaine unité E E a>, nous avons
N(E) = - 1, alors

N(- E)  = N(- l)N(&) = (- l)“(- 1) = 1.

Soient cl, . . . , E,  (r = s + t - 1) un système d’unités fondamentales de
l’anneau a>. Il se peut que certaines des unités E soient de norme - 1; rem-
plaçant ces unités E par - El, nous obtenons un nouveau système Q, . . . , Q
d’unités fondamentales telles que N(qi)  = 1 pour tout i = 1, . . . , r. La
norme d’une unité quelconque

E = f 7f’ . . . Yp1 r

est alors égale à N(f 1) = (& 1)” = & 1. Par suite toutes les unités E E a>
telles que N(E) = 1 s’écrivent

E = qF . . . 7p (ai  E Z).r

Supposons maintenant n pair. Montrons que la norme de toute racine
de 1 contenue dans K est égale à + 1. C’est évident pour les racines f 1;
si K contient une racine complexe < de 1, alors s = 0 et par suite tous les
isomorphismes du corps K dans le corps des nombres complexes se décom-
posent en paires d’isomorphismes complexes conjugués. Pour une telle

paire 0 et 0 nous avons cr  (<)G(  <)  = 1 cs (<)  l2 = 1. D’après le $2, 3) de l’appen-
dice, nous obtenons donc bien N(T)  = 1.

Soit encore cl, . . . , E,  un système d’unités fondamentales de l’anneau a>.
SiN(Ei)=  lpourtouti=  1, . . . . r, la norme de toute unité E  E a>  est égale
à + 1. Supposons maintenant que

N(E~)=  1, . . ., N(E~)=  1, N(Q+~)  = - 1, . . ., N(E,) = - 1
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pour k < r. Posant

q1 = El> . . .,  qk=  ek, ?k+i  = Ek+l=r, * . *, 11-l = 61%

nous obtenons un nouveau système d’unités fondamentales Q,  . . . , qrpl, E,
telles que N(qi)= 1, 1 <i<r- 1. Cherchons à quelle condition la

norme de l’unité E = cl: . . . ~~-;lz~  (a,, . . . , al-,,  b E  Z) est égale a + 1.

Puisque N(E)  = (- l)b,  N(E) = + 1 si et seulement si l’exposant b est pair,
i. e. b = 2a,.  Nous avons ainsi obtenu que, pour n pair, une unité quel-
conque E E 9 de norme + 1 s’écrit

E  =  c7j2’  .  .  .  Y(+;‘?; (ai  E z>

avec u),  = $ et < racine quelconque de 1 appartenant à ‘B.
Ainsi, si on connaît un système d’unités fondamentales de l’ordre a>,

on peut trouver toutes les unités de norme + 1.

2) Forme générale des solutions de l’équation N(p)  = a

Rapprochant le corollaire du théorème 5, Q 2 du résultat ci-dessus, nous
pouvons énoncer le théorème suivant qui donne une description complète
des solutions de l’équation (7) du 9 2.

THÉORÈME 1. - Soient M un module complet d’un corps K de nombres
algébriques de degré n = s + 2t,  a>  son anneau de stabilisateurs et a # 0 un
nombre rationnel. Il existe dans l’ordre a>  des unités Q,  . . ., y (r=s+t-1)
de norme + 1 et dans le module M un système fini (éventuellement vide) de
nombres pl,  . . ., pk  de normes a, tels que toute solution p E M de I’équation

N(P)  = a (1)

s’écrive de manière unique sous la forme

si n impair

si n pair.

Ici pi est un des nombres pl,  . . . , pk,  < est une racine de 1 et a,, . . . , a, sont
des entiers rationnels.

Dans le cas n pair, prenant pour nouveau système de nombres pi
l’ensemble des produits pi<,  nous obtenons pour p la même représentation
que dans le cas n impair.

Dans tout ordre d’un corps quadratique imaginaire, il existe seulement
un nombre fini d’unités (puisque r = s + t - 1 = 0). Par suite, dans ce
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cas, l’équation (1) a seulement un nombre fini de solutions. Si maintenant K
n’est pas un corps quadratique imaginaire (et K différent du corps des
nombres rationnels), alors r > 0 et par suite l’équation (1) ou bien n’a pas
de solutions ou bien a une infinite  de solutions.

Remarque. - Le théorème 1 décrit la structure des solutions de l’équa-
tion (1) mais ne nous donne pas le moyen de déterminer explicitement toutes
ces solutions. Pour résoudre dans la pratique l’équation (l), il faut trouver
un système d’unités fondamentales de l’ordre a>  et un système complet de
nombres pl, . . ., & de M, non associés deux à deux, de norme donnée.
Nous montrerons dans les points suivants qu’on peut résoudre effectivement
ces deux problèmes par un nombre fini d’operations;  cependant, cette
méthode est peu utilisable dans les cas pratiques car les calculs sont très
compliqués. Nous exposerons cette méthode dans le cas des corps quadra-
tiques.

3) Recherche effective d’un système d’unités fondamentales

Désignant par cl, . . . , Q,,  les isomorphismes du corps K de nombres algé-
briques dans le corps des nombres complexes, démontrons tout d’abord le
lemme suivant.

LEMME 1. - Sozent  cl,  . . . , c, des nombres réels > 0 quelconques. Dans
tout module complet M du corps K il existe seulement un nombre fini d’élé-
ments a E M tels que

1 44 I < cl,  . . . , l s(a)  1 -c  c,, (2)

et on peut les calculer explicitement.

DÉMONSTRATION. - Soit al, . . . , a,, une base de M (si le module M est
défini par un système de générateurs qui ne constituent pas une base, on
peut, en un nombre fini d’étapes, construire une base de M; cf. démons-
tration du théorème 1 du 0 2). Tout nombre a E M peut s’écrire

a = ala  + . . . + anan, (3)

aj  entiers rationnels. Construisons la base duale a:, . . . , an  de la base

al, . . . . a,, dans le corps K (cf. appendice 0 2-3)) et soit A un nombre réel > 0
tel que

1 ada:)  1 < A (4)

pour tout i, j. Multipliant (3) par a: et passant à la trace, nous obtenons
n

ai  = Tr aa]*  =
c

ci(a)  C,(aj*).

i -z 1
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Si CL E M satisfait à la condition (2),  alors on a, d’après (4),  la majoration
suivante des coefficients uj  :

1 Uj 1 < .A3 1 Oi(CC)  1 < *%Ci. (5)
i = l i=l

Par suite, il y a seulement un nombre fini d’entiers aj possibles. Considérant
tous les nombres de la forme (3) qui vérifient (5),  nous trouverons alors
facilement ceux qui satisfont aux inegalités  (2).

Dans la suite et jusqu’à la fin de ce point, nous utiliserons les mêmes
notations et notions que dans les deux paragraphes précédents.

La possibilité de construire effectivement un système d’unités fondamen-
tales d’un ordre quelconque d’un corps de nombres algébriques repose sur
le théorème suivant.

THÉORÈME. - Pour tout ordre a>  d’un corps K de nombres algébriques,
on peut trouver un nombre réel p > 0 tel que la boule de rayon Q de l’espace
logarithmique XRs+*  contienne au moins une base du lattice Ç (représentant les
unités de l’ordre 9).

Montrons que ce théorème donne « effectivement 1) une méthode de
construction d’un système d’unités fondamentales de l’ordre a>. Si la repré-
sentation logarithmique I(E) d’une unité E E 9 est contenue dans la boule
de rayon Q, alors

(6)

D’après le lemme 1, le nombre d’unités de ‘II  qui satisfont à cette condition
est fini et on peut trouver explicitement ces unités (pour reconnaître les
unités parmi les nombres de 9, on utilise le théorème 4 du Q 2). Consti-
tuons, avec les unités trouvées, tous les systèmes possibles

El> * * *, Er ( r = s + t - 1 )

d’unités tels que les vecteurs I(Q), . . . , l(s)  soient linéairement indépendants.
D’après le théorème 2, un au moins de ces systèmes est un système fonda-
mental d’unités de l’ordre a>. Pour le trouver, calculons le volume du parallé-
lépipède construit sur les vecteurs Z(E& , . . , I(G).  Le système pour lequel ce
volume est le plus petit sera, c’est clair, un système d’unités fondamentales.

La démonstration du théorème 2 résulte de manière évidente des deux
lemmes ci-dessous relatifs au lattice Ç. D’après le lemme 1, on sait trouver
« effectivement » toutes les unités E telles que I(E) appartienne à un ensemble
borné donné. Plus précisément, nous considérerons qu’un Iattice Ç est donné
« effectivement » si on connaît un algorithme permettant de trouver tous les
points de ce lattice qui appartiennent à un ensemble borné donné.
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LEMME  2. - Si un lattice complet X, de l’espace m-dimensionne1 Xrn  est
donné CC effectivement », et si on connaît le volume A d’un parallélépipède

fondamental, alors on peut trouver un nombre p tel qu’il existe une base du
lattice JC dans la boule de rayon p.

DÉMONSTRATION. - Si m = 1, on peut poser p = 2 A. Dans le cas général,
nous procéderons par récurrence sur m. Choisissons dans Xm un ensemble
borné, symétrique par rapport à l’origine et convexe dont le volume est
supérieur à 2”A.  D’après le lemme de Minkowski (5 4,2)) cet ensemble
contient au moins un vecteur non nul du lattice jlG;  soit u un tel vecteur qui
ne soit pas de la forme nx, pour n entier > 1 et x E &. Soit C’  le sous-espace
orthogonal au vecteur u et soit ..&’  la projection du lattice JL sur C’. Si
x’ E.J%‘,  alors pour un certain x EJL,  nous avons x = Eu + x’, 5 réel.
Pour tout entier k, le vecteur x - ku appartient aussi à JL;  par suite, on

peut choisir le vecteur x E JK,  (dont la projection x’ est donné) tel que 1 5 1 <i .

Pour un tel x, on aura

Il  x Il2  = 5”  II u Il2  + II x’ II 2 G ; II u Il2  + Il x’ l12.

Cette inégalité montre que tous les vecteurs x’ E JL’ appartenant à un ensem-
ble borné sont les projections des vecteurs x E JL qui appartiennent égale-
ment à un ensemble borné. Ainsi, avec le lattice JL,  le lattice J1G’  est donné
(( effectivement ».  Si u,,  . . . , u,,,  sont des vecteurs de J6 dont les projections
u;,..., & forment une base de .J%‘,  alors le système ul, uz, . . , , u,,,  est une base
de JL  11 en résulte que le volume d’un parallélépipède fondamental du

lattice JL’ est égal à a et donc est connu. Par hypothèse de récurrence,
II  u II

on peut trouver un nombre p’ tel qu’il existe une base ua,  . . . , un de J&’
telleque  /I  u;II  < p’(i= 1, . . . . m). D’après ce qui a été vu, on peut trouver
des vecteurs u,,  . . . , u,  de JL tels que

II ui II < (; II u Il2 + P”)“‘.

Prenant

il est clair que u, h,  . . . , u,  est une base du lattice J6 contenue dans la boule
de rayon p. Ceci démontre le lemme 2.

Pour démontrer le théorème 2, il suffit maintenant de majorer le volume
d’un parallélépipède fondamental du lattice 5’.
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LEMME  3. - Le volume v d’un parallélépipède fondamental du lattice 9
satisfait à l’inégalité

IQI
v <C (Log Q)s+‘-lN < C (Log Q)s+l-l

c
an, où Q =  ($@I+L

a=1

(D est le discriminant de l’ordre a), N le nombre d’éléments u de a>,  non
associés deux v deux tels que 1 N(a) 1 < Q et C une certaine constante qui
dépend seulement de s + t).

DÉMONSTRATION. - Nous utiliserons ici les notations de la démons-
tration du théorème 5 du 9 4. Nous imposerons aux nombres réels cl, . . . , c,+~
la condition

c, . . . c,+, = (;)‘A+l=(;)‘dm+l=Q.

Puisque tous les translatés de l’ensemble I(X,)  par les vecteurs du lattice Ç
remplissent C, alors, d’après le lemme 1 du Q 4, nous avons

v < v(l(X,)).

Désignons par Ui (i = 1, . . . , N) l’intersection de l’ensemble Z(X) - I(ai  )
avec le sous-espace C. D’après (5) 9 4, les ensembles Ui recouvrent I(X,,),
d’où

N

V,c
2 vWi>* (7)
i=l

Revenons sur le calcul du volume a(Ui).  L’intersection de l’ensemble
I(X) - I(a) avec le sous-espace L est formée des points (A,,  . . . , A,+,)
EJtStr tels que

Al + * - * + As+,  = 0,
Ak < Log  Ck  - &(a) (1 <k < s + t). (8)

Posons 1 N(a) 1 = a (d’où Ç&(a) = Log a) et translatons l’ensemble U par

le vecteur (Ai, . . ., AT+,)  E L de composantes

1
hk = - Log  ck  + &(‘tt)  + -s+t Logg.

Soit U* ce translaté; d’après (8),  U* est défini par les conditions

1
& < ~

s+t
Log% (1 G k f s + t).
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Désignons par U, l’ensemble de C. défini par les inégalités

hk < 1 (1 =G  k <s + t),

et par C, le volume de cet ensemble. Il est clair que la constante C, dépend
seulement de s + t. Puisque U* est obtenue à partir de U, par une homo-

1
thétie de rapport ~

s+t
Log P , alors

V(u*)  = & ( 1Log?
s + r - 1

4w

d’où

Revenons à l’inégalité (7). Pour tout i = 1, . . . , N la norme N(ai) satisfait
à l’inégalité 1 < N(ai)  < [ Q 1. De plus, d’après la démonstration du
théorème 5 du Q 2, nous savons qu’il existe dans l’anneau a>  au plus a” nom-
bres deux à deux non associés de normes Cgales à a en valeur absolue.
Rapprochant ces résultats de l’inégalité (7) et de la formule (9),  nous obte-
nons pour v l’estimation du lemme.

4) Nombres de norme donnés dans un module

Revenons maintenant à la question de la construction effective dans un
module d’un système complet de nombres de norme donnée non associés
deux à deux.

Dans l’anneau a>  des stabilisateurs du module complet M, fixons un cer-
tain système d’unités fondamentales Es, . . . , E,.  Les vecteurs I(E~),  . . . , l(g)
et le vecteur I,=(l,  . . ., 1) forment une base de l’espace logarithmique SS+‘.
Ainsi, pour tout p E M, le vecteur 1(p) peut s’écrire

pour des coefficients réels 5, E1,  . . . , 5,.  D’après les formules (17) et (18)
du 0 3, le coefficient E est donné par

TOUS les nombres réels <i peuvent s’écrire sous la forme ci = ki + yi,
1 -kzoù ki est un entier et ) y; ) < 2 . Si p’ = pcrkr  . . . Es est un nombre associé

à p, la décomposition (10) s’écrit

4.4 = Lz 42 + Y144  + - * * + YJW>
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avec a = ( N(p)  1 = [ N(p’)  1. Nous avons donc établi l’existence dans Xs+ I
d’un ensemble bornt tel que pour tout p E M de norme 1 N(p)  1 = a, il
existe un nombre p’ associé à p qui appartient à cet ensemble. Nous avons
ainsi des estimations du type (2) pour ces nombres p’.  D’après le lemme 1,
il est clair qu’on peut déterminer explicitement tous les nombres de M qui
satisfont à ces inégalités. Choisissant parmi ceux-ci les nombres dont la
norme N(p’)  a la valeur demandée et prenant un seul représentant pour les
nombres associés entre eux, nous avons bien obtenu un système de nom-
bres pl, . . . , pk E M de norme donnée, non associés deux à deux tels que
tout p E M de même norme soit associé à l’un d’entre eux.

Les résultats de ce paragraphe donnent une méthode permettant de
trouver, au bout d’un nombre fini d’opérations, tous les nombres de norme
donnée d’un module complet (ou de démontrer qu’il n’en existe pas). Nous
avons entièrement résolu le problème de la représentation des nombres
rationnels par des formes décomposables complètes à coefficients entiers.

EXERCICES

1. Soit d un nombre entier rationnel sans carrés et divisible par au moins un nom-
bre premier de la forme 4k + 3. Démontrer qu’alors la norme de toute unité
de l’ordre { 1, ~~ } du corps Q(dd)  est égale à -l- 1.

2. Montrer que 5 + 246 est une unité fondamentale de l’ordre maximum du
corps Q(d6).

3. Trouver toutes les solutions en nombres entiers de l’équation

3x*  - 4y2  = 11.

4. Montrer que dans le corps cubique Q(0), BS = 6, le nombre E = 1 - 60  + 3e2
est une unité fondamentale.

0 6. - CLASSES DE MODULES

Dans le 5 1,3),  on a défini la notion de modules semblables pour des
modules d’un même corps K. On a vu que des modules semblables ont le
même anneau de stabilisateurs (lemme 1, 0 2) et que les problèmes de la
recherche des nombres de norme donnée sont équivalents dans des modules
semblables (3 1,3)).  Il est donc naturel de grouper tous les modules sembla-
bles en classes et de considérer l’ensemble des classes de modules semblables.
Dans ce paragraphe, nous démontrerons que dans un corps K de nombres
algébriques, il existe seulement un nombre fini de classes de modules sem-
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blables associés (*) à un ordre donné a>. Ce résultat, de même que le théo-
rème de Dirichlet sur les unités, est essentiel dans la théorie des nombres
algébriques. Sa démonstration, de même que celle du théorème sur les
unités, repose sur le lemme de Minkowski. Une notion essentielle ici sera
la norme d’un module.

1) Norme d’un module

Soit M un module complet d’un corps K de nombres algébriques de
degré n; désignons par 9 son anneau de stabilisateurs. Choisissons dans ‘3
une base ol, . . . , W,  et dans le module M une base pl, . . .,  p,,.  La matrice
de passage A = (a,)  de la première base à la seconde, i. e. la matrice définie
par les égalités

n

E”= c
apj (1 <j < n,  a, E Q), (1)

i=l

dépend, bien entendu, non seulement du module M mais aussi du choix
des bases tii et pi. Soient w;, . . ., on et &, . . ., & des autres bases des
modules ‘3  et M respectivement, et soit

n
pj = a&.(

c (4 E Q).

i=l

La matrice A, = (ai) est liée à la matrice A par la relation

A, = CAD (2)

où C = (cg) et D = (d,)  sont des matrices unimodulaires à coefficients
entiers définies par les égalités :

n n

wj =
c

cp;, 14  = dijv,1 (c&tj  E Q)

i=l i=l

(comme nous le savons, la matrice de passage d’une base d’un module à
une autre est toujours unimodulaire). Ainsi la valeur absolue du détermi-
nant de la matrice A, qui est indépendant du choix des bases w et pj,  est
un invariant qui dépend seulement du module M; en effet

IdetA,I=IdetCI-IdetAI*IdetDI=IdetAI.

(*)  Rappelons qu’un module est dit associé a un ordre a>  s’il admet cet ordre
pour anneau de stabilisateurs (N. d. T.).
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DÉFINITION. - Soient M un module complet dans K et 9 son anneau de
stabilisateurs. La valeur absolue du déterminant de la matrice de passage
d’une base de l’anneau 3 à une base du module M s’appelle la norme du
module et se désigne par N(M).

D’après la formule (12) du 4 2 de l’appendice, les discriminants

D = Wl, . . . ,K,) et DO=D(U~,  . . ..w.)

des bases pi et mi  (i. e. les discriminants des modules M et CD,  cf. 0 2-5)) sont
liés entre eux par la relation D = D, (det A)2.  La notion de norme permet
d’écrire cette formule :

D = D,N(M)2. (3)

Pour des modules contenus dans leur anneau de stabilisateurs, la
matrice (a,)  définie par les formules (1) est à coefficients entiers et par suite
la norme de ces modules est un nombre entier. La signification de la norme
dans ce cas est précisée par le théorème suivant.

THÉORÈME 1. - Si un module complet M est contenu dans son anneau de
stabilisateurs 9, alors sa norme N(M) est égale à l’indice (a>  : M).

Ce théorème est un cas particulier du lemme suivant.

LEMME 1. - Si M, est un groupe abélien de rang n dont aucun élément
n’est d’ordre fini, et si M est un sous-groupe de même rang n, alors l’indice
(M, : M) est$ni  et égal à la valeur absolue du déterminant de la matrice de
passage A d’une base de M, à une base de M.

DÉMONSTRATION. - Soit wl, . . ., w, une base de M,. D’après le théo-
rème 2 du 4 2, il existe dans le sous-groupe M une base -Q,  . . . , u),  de la forme

11= Cil% + C12~2 + *. . + GI%

7I2= c2202 + . * - + C2n%

. . . . . . . . . .

qn= Glfl~,

où les cV sont des entiers rationnels et Cii > 0 (1 < i < n). II  est clair que
det A ne dépend pas du choix des bases dans M, et dans M et par suite

1 det A 1 = c11~22  . . . c,,.

Considérons les éléments

Xl%+ . . . + &W", 0 Si Xi < Cii (1 Gi<n) (4)

et montrons qu’ils forment un système complet de représentants des ‘classes
du quotient du groupe M, par le sous-groupe M. Soit

a = a,w,  + . . . + anun
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un élément quelconque de M,. Divisons u1  par cl1  :

6 = c11q1  + Xl, 0 < x1 < Cl.

Alors,

Lx  - q17J1-  XlW,  = a;w,  + . . . + a;o,.

Si maintenant nous divisons a; par c22, a; = ca2q2  + x2,  nous obtenons

u - q1Yj1-  q2-Q  - X#I = a&,  + . . . + u;w,.

Répétant ce processus n-fois, nous obtenons finalement

u - q111-  . . . - qn-$  - x101 - . . . - x,w, = 0,

où qi et xi sont des entiers rationnels tels que 0 < xi < cii.  Puisque

41-Q+ -*- +%I%l

appartient à M, cette égalité indique que cc et l’élément xlw,  + . . . + x,w,
appartiennent à la même classe résiduelle selon le sous-groupe M. Ainsi,
dans toute classe résiduelle de M, selon M, il existe un représentant de la
forme (4). Il reste à vérifier que des éléments distincts de la forme (4) défi-
nissent des classes résiduelles distinctes. Raisonnant par l’absurde, suppo-
sons que la différence de deux éléments distincts xlwl  + . . . + x,,w,  et
x;w,  + . . . + ~AU,,  (de la forme (4)) appartient à M. Soit s le plus petit
indice (1 < s < n) pour lequel x, # xi. Alors

(xs - x&, + . . . + (x, - xhn = h-q,  + . . . + b,q

pour des entiers bi. Remplaçant ql, . . . , qn par leurs expressions en fonction
des i et comparant les coefficients de tii dans les deux nombres de cette
égalité, on obtient facilement que b,  = 0, . . ., b,-,  = 0 et cSSb,  = x, - xi.
Cette dernière égalité est impossible pour un entier b,  puisqueO< x,-  X~<C,,.
Ainsi les éléments de la forme (4) forment bien un système complet de
représentants des classes résiduelles de M, selon M. Puisque leur nombre
est fini et égal à c11c22  . . . c,,  = 1 det A 1, le lemme 1 et par suite le théo-
rème 1 sont démontrés.

THÉORÈME 2. - Les normes des deux modules complets semblables M et uM
sont liés entre eux pur la relation

N(aM) = 1 N(a) 1 N(M).

En particulier, pour les modules semblables à un ordre a>,  on a

N(a‘ll)  = 1 N(a) 1.
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DÉMONSTRATION. - Si pl,  . . . , p,, est une base de M, on peut prendre les
nombres ap1,  . . . , a[Ln  comme base de aM.  La norme du nombre N(a) est
le déterminant de la matrice de passage C de la base pi à la base api (cf. appen-
dice 0 2-2)). D’après le lemme 1 du $ 2, les modules M et aM  ont le même
anneau de facteurs a>. Désignons par A et A, les matrices de passage de la
base de l’anneau ‘3  aux bases pi et api  respectivement. On a A, = AC,
d’où

N(aM)=(detA,I=IdetAI  IdetCI=N(M)IN(a)I.

La deuxième partie du théorème résulte du fait que N(9) = 1.

2) Finitude du nombre des classes

Démontrons le théorème fondamental de ce paragraphe. Il repose sur
deux lemmes.

LEMME 2. - Pour tout module complet M,  du corps K et pour tout sous-
module complet M,  de M,, il existe seulement un nombre fini de modules M
intermédiaires (i. e. des modules M tels que M, c M c M,).

DÉMONSTRATION. - Choisissons un système &,  . . . , E,  (s  = (M, : MS))
de représentants des classes résiduelles de M, selon le sous-groupe M,.
Si al, . . . , a,, est une base de M,, tout élément 8 E M, s’écrit de manière
unique sous la forme 0 = Sk  + c1a1  + . . . + c,a,,  où Ek  est l’un des repré-
sentants ci-dessus et cl, . . . , c, des entiers rationnels. Soit &,  . . . , fl,,  une base
d’un module intermédiaire M. Pour tout 01,  on a une représentation

0, =  kkj + hjal  +  .  .  .  +  Cttj%,

à coefficients cii  entiers. Par suite

M = { e,,  . . . , e,,}  = {e,,  . . . , en,  a,, . . . , a,, }
= ( tkl’  . . . , tk,,?  % . . . , an >

Puisqu’il y a seulement un nombre fini de possibilité dans le choix des
représentants $, . . ., Ekn,  le nombre des modules intermédiaires M est fini.

COROLLAIRE. - Pour tout module M, c K et pour tout entier naturel r,
il existe seulement dans K un nombre jini de modules M 1 M,  tels que

(M:MJ=r.

En effet, puisque le groupe quotient M/M0  est fini, nous avons rM c M,,,

d’où ; M, 1 M 3 M,.
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LEMME 3. - Dans tout module complet M de discriminant D d’un corps K
de nombres algébriques de degré n = s + 2t, il existe un nombre cc # 0 dont
la norme satisfait à I’inégalité

DÉMONSTRATION. - Choisissons des nombres réels positifs c,, . . . , c,+~
tels que

-f ~
CI . . . c,+t  =

0
z,  dlDI+E, (6)

où E est un nombre réel positif quelconque. Il résulte des théorèmes 2 et 4
du 0 4 qu’il existe dans le module M au moins un nombre a # 0 tel que

1 Ok(@-)  1 < C/cjl  < k < S),  1 OS+~(N)  1” < Cs+j (1 Gj  G t)-

La norme

W)  = 44 . . . d4 1 os+  d4  1’  . . . 1 as+  tb)  l2

de ce nombre ne dépasse pas en valeur absolue le produit (6). Puisque ce
résultat est vrai pour E aussi petit que l’on veut, il existe nécessairement
dans Mo au moins un nombre a satisfaisant à l’inégalité (5).

THÉORÈME 3. - Pour tout ordre 9 d’un corps K de nombres algébriques
il existe seulement un nombre Jini  de classes de modules semblables associés
à a>.

DÉMONSTRATION. - Soit M un module associé à l’ordre 9; désignons
par D le discriminant du module M et par D, le discriminant de l’ordre 9.
Choisissons dans le module M un nombre tc # 0 vérifiant la condition (5).
D’après la formule (3),  on peut écrire la condition (5) sous la forme

Puisque a‘B  c M, alors ‘ B c ‘, M. En outre, d’après le lemme 1 et la défi-

nition de la norme d’un module, nous avons

Cela démontre que dans toute classe de modules semblables associés à 9
il existe un module M’ tel que

M’D~>, ( M ’ : a > ) <  5 ‘m.
0

(7)
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D’après le corollaire du lemme 2, il existe dans le corps K seulement un
nombre fini de modules M’ vérifiant la condition (7). Il en résulte que le
nombre des classes de modules semblables associés à a>  est aussi fini, ce
qui termine la démonstration du théorème.

Remarque. - Pour deux modules complets M, et Mz d’un corps K de
nombres algébriques, nous avons un procédé « effectif )) pour savoir s’ils
sont semblables ou non. Pour cela, trouvons tout d’abord leurs anneaux
de stabilisateurs. Si ces anneaux sont distincts, alors M, et M, ne sont pas
semblables. Supposons que MI  et M, aient le même anneau de stabilisa-
teurs a>. Remplaçant peut-être un de nos modules par un module semblable
nous pouvons supposer M, 1 M,. Calculons l’indice (M, : M,) = a. Si
ctM1 = Mz,  alors a E 9 et 1 N(a) 1 = a. C’est pourquoi, nous choisirons
dans l’anneau 9 un système complet de nombres al,  . . . , ak non associés
deux à deux de norme égale à a en valeur absolue (cf. $5-4))  où on a trouvé
« effectivement » un tel système. Si a est un nombre quelconque de
l’anneau 9 tel que 1 N(a) 1 = a, il est associé à un certain ai,  d’où aM1=aiM1.
Pour savoir si les modules M, et M, sont semblables, il suffit maintenant de
comparer le module M, aux modules tCiM1  (1 < i < k). Les modules M,
et M, seront semblables si et seulement si M, coïncide avec un des modules
aiMI.

EXERCICES

1. Montrer que tout corps de nombres algébriques, différent du corps des nom-
bres rationnels, contient une infinité d’ordres (par suite, le nombre de toutes les
classes de modules semblables, associés aux différents ordres possibles, est infini).

2. Utilisant l’exercice 2 du § 4, démontrer que tout module complet M de discri-
minant D contient un nombre a # 0 tel que

(n = s + 2t est le degré du corps de nombre algébriques).

3. Appliquant l’exercice 2 à l’ordre maximum a un corps K de nombres algé-
briques de degré n = s + 2t et utilisant la formule de Stirling

8
n ! = $$$  z

0

-
‘clan, o<e<1,

montrer que le discriminant Do du corps K satisfait à l’inégalité

1 D, 1 > (;)“‘&e+!

Ainsi, quand le degré n croît, le discriminant d’un corps de nombres algébriques
tend en valeur absolue vers l’infini.
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4. Démontrer que le discriminant d’un corps K de nombres algébriques de
degré n > 1 est différent de & 1 (théorème de Minkowski).

5. Démontrer qu’il existe seulement un nombre fini de corps dont le discrimi-
nant a une valeur donnée (théoréme d’Hermite).

INDICATION. - D’après l’exercice 3, il suffit de montrer qu’il existe seulement
un nombre fini de corps K de degré fixé n = s + 2t et de discriminant donné DW
Considérer dans l’espace gt” (formé des points (x,, . . ., x,, yl, zl, . . ., y,, zt))
l’ensemble X défini, dans le cas s > 0 par les conditions

Ix,I-dlW+L I xk I < 1 (2 < k < SI, Y;  + z; < 1 (1 < j < t),

et, dans le cas s = 0, par les conditions

lUIl <;9 IzJ<~IDJ+l,  $++1  V<i<t).

Appliquant alors le lemme de Minkowski à l’ensemble X et au lattice  repré-
sentant les nombres de l’ordre maximum ‘% du corps K, montrer qu’il existe un
élement  primitif 0 E g du corps K, dont le polynôme caractéristique a des coeffi-
cients bornés.

6 7. - REPRÉSENTATION DES NOMBRES
PAR DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES

Dans ce paragraphe, nous ferons une étude beaucoup plus détaillée des

questions de ce chapitre dans le cas de formes quadratiques binaires. Puisque
toute forme rationnelle irréductible ax2 + bxy  + cya se décompose en fac-
teurs linéaires dans un certain corps quadratique, notre étude est liée à

l’étude des modules complets et de leurs anneaux de stabilisateurs dans les
corps quadratiques.

1) Corps quadratiques

On appelle corps quadratique toute extension de degré 2 du corps Q des
nombres rationnels. Commençons par décrire ces corps qui forment les
exemples les plus simples de corps algebriques.

Soit d # 1 un nombre entier rationnel non divisible par un carré (positif
ou négatif). Puisque le polynôme t2 - d est irréductible dans le corps des
nombres rationnels, le corps Q(O)  obtenu à partir de Q par adjonction d’une
racine 0 de ce polynôme est de degré 2 sur 0, i. e. est un corps quadratique.
Nous le désignerons dans la suite par Q( 42). Il est facile de voir que, réci-

proquement, tout corps quadratique K est de cette forme; démontrons-le.

Si tc  E K et n’est pas rationnel, alors K = Q(a). Le polynôme minimal de GC
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sur Q est de degré 2 et par suite il existe des rationnels p et q tels que

al+pa+q=O.

Posons  p = a + g ; alors p2  = % - q. Le nombre rationnel 4 - q peut

s’écrire sous la forme c2d, d étant un entier sans carrés. Il est clair que d # 1

puisque sinon p et par suite a seraient des nombres rationnels. Si 0 - F,

alors e2  = d et K = Q(0), i. e. K = Q(dd).
Montrons que pour des entiers d distincts (# 1 et sans carrés) les corps

Q( fi) correspondants sont distincts. En effet, si Q(l/d) = Q(@),
alors

2/d;=x+y2/d

pour des rationnels x et y; d’où

d’ = x2 + dy2  + 2xy4i
et par suite

d’  = x” + dya, 2xy = 0.

Si y = 0, alors d’ = x2 ce qui est impossible par hypothèse. Si maintenant
x = 0, d’ = dy*  et cela signifie d’ = d. On a donc démontré que les corps
quadratiques sont en correspondance biunivoque avec l’ensemble des entiers
rationnels # 1 et sans carrés.

2) Ordres dans un corps quadratique

Les nombres du corps Q(l/d) s’écrivent

x, y rationnels. Puisque le polynôme caractéristique de a est égal à

t2 - 2xt + x2 - dy2,

a appartient à l’ordre maximum ‘ % du corps Q(dd)  si et seulement si les
nombres 2x = Tr (a) et x2 - dy2  = N(a) sont des entiers rationnels. Posons

2x = m. Puisque T - dy2  doit être entier et que d est sans carrés, le déno-

minateur du nombre rationnel y (écrit sous forme irréductible) peut au

plus être égal à 2, i. e. y = 1, n entier. Il est clair que N(a) = 7 - q est

entier si et seulement si

rn% - dn2  = 0 (mod 4). (1)
1 0
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La résolution de cette congruence dépend bien entendu de d et plus précisé-
ment de la valeur de d module 4. Puisque d est sans carrés, alors d $0
(mod 4),  d’où trois possibilités :

dzl(mod4); d=2(mod4); d = 3 (mod 4).

Si d = 1 (mod 4),  la congruence (1) s’écrit ma = n2 (mod 4) ce qui est équi-
valent à m = n (mod 2),  i. e. m = n + 21; nous obtenons

pour des entiers 1 et n. Ainsi, dans ce cas, on peut prendre comme base de

l’ordre maximum 9, i. e. comme base fondamentale du corps Q(y/d)

1+ lb(cf. fin du 9 2),  les nombres 1 et w = ~.
2

Supposons maintenant d = 2 ou 3 (mod 4). Si la congruence (1) avait une
solution telle que 12  soit impair, de d = m2 (mod 4) résulterait que d = 0
(mod 4) pour m pair et d = 1 (mod 4) pour m impair, ce qui contredit notre
hypothèse. n étant pair, il résulte de la congruence m2 = 0 (mod 4) que m
est pair. Nous avons donc démontré dans ce cas que le nombre x + ~42

appartient à l’ordre maximum 5 du corps Q(&)  si et seulement si x = y

et y = !!
2’

m et n entiers pairs. Dans ce cas, on peut donc prendre pour base

de 5 les nombres 1 et w = 42
Dans la suite, quand nous parlerons d’une base de l’ordre maximum du

corps  Q(&
1+&nous prendrons toujours la base 1, o où w = ~

2

Considérons maintenant un ordre quelconque d)  du corps Q(d>).

Puisque a>  est contenu dans l’ordre maximum 6 (cf. Q 2-4)),  tous les nombres
de a>  sont de la forme x + yw,  x, y entiers rationnels. Choisissons parmi
eux un nombre pour lequel le coefficient y est > 0 et a la plus petite valeur
possible; soit a +fo ce nombre. Puisque a est un nombre entier rationnel
contenu dans a>, alors fa E a>. Il est maintenant clair que pour tout

le coefficient y est divisible parf et cela signifie a>  = { 1,fw  }. Réciproque-
ment, d’après le lemme 3 du 0 2, pour tout entier naturelf, le module {  1,fw }
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est un anneau et par suite un ordre du corps Q(G).  Puisque pour des
entiers naturelsfdistincts les ordres { l,fw  } sont aussi distincts, nous obte-
nons : tous les ordres d’un corps quadratique sont en correspondance
biunivoque avec l’ensemble des entiers naturels.

Par la suite, nous désignerons par ‘I$ l’ordre { 1, fw }.  Il est facile de voir
que le nombre f est égal à l’indice de l’ordre ‘J$  dans l’ordre maximum

Ainsi tout ordre d’un corps quadratique est complètement défini par son
indice dans l’ordre maximum du corps.

Calculons maintenant le discriminant de l’ordre ‘Bf.  Supposons tout

d’abord d = 1 (mod 4). Puisque Tr (42)  = 0, alors

Tr w = Tr

et par suite

Tr 1 Tr w
D/-=

12 fl

Tr fw Tr f Q.2 I= f f+) ; =f'd.

Si maintenant d = 2 ou 3 (mod 4),  alors

Les formules obtenues pour Df  nous montrent que tout ordre d’un corps
quadratique est défini de manière unique par son discriminant.

Nous rassemblerons sous forme d’un théorème les résultats obtenus
ci-dessus.

THÉORÈME 1. - Soit d un nombre entier rationnel # 1 et sans carrés.

Comme base de l’ordre maximum 6 du corps quadratique Q(dd),  on peut

1+lhprendre les nombres 1 et o, avec w = 2 sid=l(mod4)etw=-@

si d = 2 ou 3 (mod 4). Le discriminant D,  de l’ordre ‘B (i. e. le discriminant
du corps Q(2/d))  est égal à d dans le premier cas et à 4d dans le second.
Un ordre quelconque 9 du corps Q( 42) s’écrit alors ‘Dj = { 1,  f w } (où f est

l’indice (a>  : a>));  le discriminant de l’ordre ‘Bf est égal à Df = D,. f 2
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3) Unités

Puisque tout nombre de l’ordre fDrest représentable sous la forme x+yfo,
x et y entiers rationnels, alors, d’après le thborème  4 du 0 2, nous trouverons
toutes les unités de l’ordre fD  en résolvant l’équation

i. e. l’équation

W + vf4  = + 1, (2)

(3)

pour d = 1 (mod 4),  et l’équation

x2 - df2y2  = + 1 (4)

pour d = 2 ou 3 (mod 4).
Pour un corps quadratique imaginaire, s = 0, t = 1, r = s + t - 1 = 0;

ainsi le groupe des unités dans tout ordre de ce corps est fini et formé de
racines de 1. Ce rhdtat  est en relation avec le fait que, pour d < 0, les
équations (3) et (4) ont au plus un nombre fini de solutions en nombres
entiers. En fait, pour d = - 1, f = 1, l’équation (4) a quatre solutions :

X=&l, y=o; x = 0, r=fL

qui correspondent à f 1 et f i qui sont les racines quatrièmes de 1. Pour
d = - 3, f = 1, l’équation (3) à 6 solutions :

qui correspondent à toutes les racines sixièmes de 1. Pour tous les ordres
restants des corps quadratiques imaginaires les équations (3) ou (4) ont au
moins deux solutions : x = & 1, y = 0, i. e. f.  1 sont toujours des unités.

Le cas d’un corps quadratique réel Q(&),  d > 0 est plus compliqué.

Puisque alors s = 2, t = 0, toutes les unités d’un ordre ‘Bf  du corps Q( dd)
sont de la forme -&  E”,  où E est une unité fondamentale de l’ordre ‘Bf.  Le
problème ici est donc de déterminer une unité fondamentale E. De même

que E,  les nombres i, - E, - i sont aussi des unités fondamentales; par suite,

on peut supposer que E > 1. Il est clair que la condition E > 1 définit de
manière unique l’unité fondamentale c.

Soit q une unité de ‘Bf  et soit u) = x + y f w sa décomposition sur la
base 1, w ; montrons que si YJ > 1, alors les coefficients x et y sont positifs

(pour d = 5, f = 1 il se peut que x = 0). Pour tout Q.  E Q(&),  soit a’  son
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conjugué, i. e. l’image de a par l’automorphisme @ + - & du corps

Q(G).  Il est facile de voir que w - o’  > 0. Puisque N(q)  = qq’  = f 1,

l’unité Y/  est égale, ou bien à i, ou bien à - 1; dans ces deux cas, y-y’  >O,

i. e. yf(o  - w’) > 0 et par suite y > 0. Puis?que 1 q’  1 = 1 x + yfw’  1 < 1
etfw’  < - 1, sauf dans le cas d = 5,f=  1, alors x > 0 (si d = 5, f = 1,

1 - 4s
alors - 1 <su’=-----

2
< 0 et nous obtenons x > 0).

Soit E > 1 une unité fondamentale de l’ordre Bf.  Pour l’unité

E” = x1 + yJ61  (n entier naturel),

ou ax, > x et y1 > y. Par suite, pour trouver une unité fondamentale
E > 1, il suffit de trouver une solution > 0 de l’équation (2) qui soit la plus
petite possible. Utilisant les résultats du $5-3),  nous pouvons borner supé-
rieurement ces nombres x et y par une constante C puis considérer succes-
sivement les unités (en nombre fini) qui satisfont à ces inégalités.

Montrons tout de suite par une remarque que l’on peut réduire le nombre
de vérifications à effectuer pour déterminer une unité fondamentale. On
s’appuie sur le théorème qui affirme que si pour un nombre réel 5 il existe
des nombres entiers naturels premiers x et y tels que

alors f est nécessairement une des fractions qui interviennent dans la décom-

position du nombre E en fraction continue.
D’après (2),

Si d E 1 (mod 4) alors, en laissant de côté le cas d = 5, f = 1, nous obtenons

x 42-1

cf2 = ya(;+f>y  1) < 6

(puisque x > 0 et f ‘: + ’ > 2). Si maintenant d E 2 ou 3 (mod 4),

alors on a xa = fdya  & 1 > dya  - 1 > ya(d  - 1) et d > 2, d’oh

(;-f+-l  1 l
y(x+yf&)Gya~d-l+&%”

D’après le théorème rappelé ci-dessus de la théorie des fractions continues,

x est une des fractions de la décomposition du nombre irrationnel -f w’
v
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en fraction continue. Pour trouver la plus petite solution > 0 de l’équa-
tion (2),  il suffit donc de considérer seulement les couples de nombres qui
interviennent dans la décomposition de -fa’  en fraction continue (et qui
ne dépassent pas la constante C calculée plus haut). Dans la pratique, on
conduit les calculs de la manière suivante. Pour le nombre -fa’,  on déter-
mine des dénominateurs partiels qk (k > 0) et les numérateurs Pk  et déno-
minateurs Qk  des fractions correspondantes. Nous continuerons les calculs
jusqu’à ce que l’expression N(Pk  + wfQk) ne soit pas égale à f 1. Cela
a lieu forcément pour un Pk  < C et l’unité fondamentale correspondante
E = Pk  + w f Qk  est ainsi déterminée (pour le cas exclu d = 5, f = 1, on

peut prendre pour unité fondamentale w = 1+1/J2
1

. Illustrons cette

méthode par deux exemples.

Exemple 2. - Pour trouver une unité fondamentale de l’ordre f 1, 34;  1

du corps Q(d6),  décomposons le nombre - 3~’ = 3&  en fraction
continue :

$=7+(+i-7),

Constituons le tableau :

k 0

qk 7

I-
pk

l 7

l-
Qk 1

Pi-  54Q; - 5

1 2 3
-~

2 1 6

15 j 22 147
- - - - ~

2 3 20
~~~

9 - 2 9

-

4 5

-/-----
1 2

---I------
169 485
~~

23 66
~~

- 5 1
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L’unité fondamentale de l’ordre f

Nous avons

k 0 1 2 3 4
-~

qk 2 1 2 2 1

pk 2 3 8 19 27

Qk 1 1 3 7 10

P; - P,Q, - 1OQ; - 4 2 - 2 4 - 1

L’unité fondamentale de l’ordre maximum du corps Q(d41)  est ainsi
égale à

4) Modules

Étudions maintenant les modules complets des corps quadratiques.

Puisque tout module { c(,  @  }  est semblable au module , il suffit d’étudier

les modules de la forme { 1, y }.



152 THEORIE  DES NOMBRES

Tout nombre non rationnel y de Q( 42)  est racine d’un certain polynôme
ut2  + bt + c à coefficients entiers rationnels. Si nous imposons à a, b, c les
conditions (a, b, c) = 1 et a > 0, alors pour tout y le polynôme ut* + bt + c
est défini de manière unique; nous le désignerons dans la suite par (PJ?).
Il est clair que pour son conjugué y’, nous avons &t)  = 9Jt);  de plus,
l’égalité qn(t)  = q2Jt)  a lieu si et seulement si y1  est égal soit à y soit à y’,

LEMME  1. - Si le polynôme qY(t)  d’un nombre y non rationnel de Q( 42)
est égal à ata  + bt + c, alors l’anneau a>  des stabilisateurs du module

M={l>~1

est l’ordre { 1, ay } de discriminant D = b2  - 4ac.

DÉMONSTRATION. - Considérons le nombre a = x + yy,  x, y rationnels.
Puisque l’inclusion aM  c M équivaut au fait que a. 1 = x + yy  E M et

bva.y= -3+ x-  -

( >
a YEM,

alors, a appartient à l’anneau de stabilisateurs 9 si et seulement si les nom-
bres rationnels

CY  by
x, Y, ; > ;

sont des entiers, i. e. si x et y sont entiers et y divisible par a (puisque
(a, b, c) = 1). Cela démontre que ‘3  = { 1, ay }.  Pour terminer la démons
tration du lemme 1, il suffit de calculer le discriminant de l’ordre 9 :

COROLLAIRE. - Avec les notations du lemme 1, la norme du module { 1, y }
1est égale à - .
a

En effet, la matrice de passage de la base 1, ay à la base 1, y est égale à

LEMME  2. - Pour que les modules { 1, y } et { 1, y1 } soient semblables, il
faut et il sufjt  que les nombres y et y1  soient liés par la relation

'Il=
ky  + 1
rny + (5)
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où les entiers rationnels k, 1, m, n sont tels que

k 1
l I

= & 1.
q”e &cd-S,

m n (6)

DÉMONSTRATION. - Puisque deux bases distinctes d’un même module
sont liées par une transformation unimodulaire (cf. 9 2-l)),  l’égalité

{a,ccy~l={hy~
entraîne

ay = ky  + 1

a=my+n

pour des entiers k, 1, m, ut vérifiant la condition (6). Divisant la première
de ces égalités par la seconde, nous obtenons (5). Réciproquement, soient y*
et y lies  par la relation (5). Alors

{ Ln)= m~imu+~~ky+~l=

(l’égalité { my + n, ky + Z}  = GA {  1, y } a lieu d’après (6)). Ceci

termine la démonstration du lemme 2.

Considérons dans le corps Q(d)  1 es modules associés à un certain
ordre fixé 9 (i. e. dont 9 est l’anneau de stabilisateurs). D’après le théo-
rème 5 6, il existe seulement un nombre fini de classes de tels modules sem-
blables. Introduisant une opération de multiplication des classes, nous allons
montrer que, pour cette operation,  toutes les classes de modules semblables
associés à un ordre donné a>  forment un groupe.

Si M = { a, p } et M, = { al,  p1  } sont deux modules, alors, par définition,
le module produit sera le module MM, = { aa1,  ap1,  f3a1,  BP1  } (cf. exer-
cice 7,§  2). 11 est évident que pour A # 0, p # 0, on a la formule

@W (PM,)  = %-WW. (7)

Pour tout module M, nous désignons par [M] la classe de modules sembla-
bles dont M est un représentant. De l’égalité (7) résulte que la classe [MM,]
dépend seulement des classes [M] et [M,]. La classe [MM,] sera appelée
le produit des classes [M] et [M,].  Pour multiplier deux classes, il faut donc
choisir arbitrairement un représentant dans chacune de ces classes et les
multiplier; la classe de modules semblables contenant le produit obtenu sera
le produit des classes considérées.

Pour tout module M, nous désignerons par M’ le module formé des
conjugués a’ de tous les nombres a E M. Puisque a + a’ = Tr a est rationnel,

alors a’ E O(ýd)  et par suite M’ est simultanément avec M un module
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complet du corps Q(l/d).  Il est facile de voir que pour tout ordre a>  son
conjugué ‘3’  coïncide avec a>. Il en résulte que deux modules conjugués
ont le même anneau de stabilisateurs.

Démontrons la formule

MM’ = N(M)%, (8)

dans laquelle ‘3  est l’anneau de stabilisateurs et N(M) la norme du
module M.

Supposons tout d’abord que le module 93  est de la forme { 1, y }. Dans
ce cas, on obtient, en utilisant les notations du lemme 1 :

MM’={~,Y){~,Y’)={~,Y,Y’,w’}

l,y,  -y-b,  -c
a a

i { a,  b,  c,  ay 1.

Puisque a, b et c sont premiers entre eux, l’ensemble de leurs combinaisons
linéaires à coefficients entiers coïncide avec l’anneau Z tout entier; par
suite

MM’=;{l,y}=;3=N(M)a)

(corollaire du lemme 1). Si maintenant M est un module quelconque, on
peut toujours l’écrire sous la forme M = GCM~  où M, est de la forme { 1, y }.
D’après le théorème 2 du 9 6, nous obtenons

MM’ = ctcr’M,M;  = N(a)N(M,)a)  = ] N(a) 1 N(M@  = N(M)B,

ce qui démontre la formule (8) dans le cas général.
Soient maintenant M et M, deux modules associés au même ordre 3.

Si3 est l’anneau des stabilisateurs du produit MM1,  alors, d’après la for-
mule (8),

MM,(MM,)’  = N(MM,)%

D’autre part, puisque la multiplication des modules est commutative et
associative, en multipliant entre elles les formules MM’ = N(M)‘3  et
M,M;  = N(M@, on obtient

(MM,)  (MM,)’  = N(M)W,P.

Comparant cette égalité à la précédente et remarquant que des ordres dis-

tincts ne sont jamais semblables, nous obtenons l’égalité ‘3  = a>.  Remar-
quant de plus que si a et b sont des rationnels positifs, l’égalité a‘3  = b‘D
entraîne a = b, nous obtenons aussi

N(MM,)  = N(M). N(M,).
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Ainsi si deux modules M et M, sont associés à l’ordre 9, leur produit MM,
est encore associé à ‘LB.  Puisque de plus pour tout module M d’anneau de

facteurs 9, on a simultanément Ma>  = M et M (&M’)  =a>,nousobte-

nons le théorème suivant.

THÉORÈME 2. - Tous les modules d’un corps quadratique qui sont associés
à un ordre donné forment un groupe commutatif pour l’opération de multi-
plication des modules.

De ce théorème et du théorème 3 du Q 6 résulte de manière évidente le
résultat suivant :

THÉORÈME  3. - Toutes les classes de modules semblables d’un corps qua-
dratique d’anneau de stabilisateurs a>  donnéforment un groupefini commutatif.

Remarquons que les théorèmes 2 et 3 sont spécifiques des corps quadra-
tiques et ne seraient vrais dans le cas général d’un corps algébrique que
pour les modules qui admettent pour anneau de stabilisateurs l’ordre maxi-
mum (cf. exercice 18, 0 2).

5) Correspondance entre modules et formes

D’après le Q l-3),  à toute base a,  p d’un module complet M c Q(@)
correspond de manière unique une forme quadratique binaire N(ax + @y)  à
coefficients rationnels. Puisque à des bases distinctes de M correspondent
des formes équivalentes, au module M correspond une classe de formes équi-
valentes. Si maintenant on remplace M par un module yM  qui lui est sem-
blable, toutes les formes précédentes sont multipliées par le facteur cons-
tant N(y). Ainsi, considérant les formes à un facteur constant près on peut
dire qu’à toute classe de modules semblables correspond une classe de
formes équivalentes. Cependant, cette correspondance n’est pas biunivoque.
En effet, des modules conjugués M = { a, p } et M’ = { a’, p’ } ne sont pas
semblables et pourtant les formes correspondantes coïncident. Nous allons
définir de nouvelles notions d’équivalence des formes et de similitude des
modules pour rendre biunivoque la correspondance entre les classes.

DÉFINITION. - Une forme quadratique binairef (x, y) = Ax2  + Bxy  + Cy”
à coef$cients  entiers rationnels est dite primitive si le plus grand diviseur
commun de ses coefficients est égal à 1. Le nombre entier B2 - 4AC est appelé
le discriminant de la forme primitive J

Ainsi, le discriminant d’une forme primitive diffère de son déter-

minant AC - 84  par le facteur constant - 4.
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Il est facile de voir que toute forme équivalente à une forme primitive
est primitive. Par une transformation linéaire de la variable de
matrice C, le déterminant d’une forme quadratique est multiplié par le fac-
teur (det C)a  et par suite il ne change pas si et seulement si det C = f 1.
Il en résulte que des formes primitives équivalentes ont le même discri-
minant.

x

DÉFINITION. - Deux formes primitives sont dites strictement équivalentes
si l’une se transforme en l’autre pour une transformation linéaire des variables

à coefficients entiers et de déterminant f 1.

Toutes les formes quadratiques binaires primitives se décomposent en
classes de formes strictement équivalentes. Dans la suite, le mot classe de
formes s’appliquera à l’équivalence stricte.

Donnons maintenant une nouvelle définition de la similitude des
modules.

DÉFINITION. - Deux modules complets M et M, d’un corps quadratique
seront dits strictement semblables si M, = aM pour un certain cc de norme
positive.

Puisque pour un corps quadratique imaginaire la norme de tout élément
a # 0 est positive alors dans un tel corps la similitude au sens strict coïncide
avec la similitude prise au sens habituel. 11  en sera de même pour un corps
quadratique réel si dans l’anneau 9 des stabilisateurs des modules considérés
il existe une unité o telle que N(E)  = - 1. En effet, si M, = aM et N(a) < 0,
alors puisque EM = M, nous avons M, = (ae)M avec N(az)  > 0. Réci-
proquement, si ces deux notions de similitude coïncident, i. e. si M, = aM,
N(a) < 0 entraîne qu’il existe @ tel que N(P) > 0 et M, = BM,  posons
E = ap-l;  on a EM = M et cela entraîne (0 2-3)) que E est une unité de
l’anneau de stabilisateurs ‘ B telle que N(E)  = - 1.

Ainsi la notion de similitude au sens strict diffère de la notion habituelle
seulement pour les modules d’un corps quadratique réel dont toutes les
unités de l’anneau de stabilisateurs sont de norme + 1. Il est clair qu’alors
toute classe de modules semblables au sens habituel se décompose en deux
classes de modules strictement semblables.

Précisons la correspondance entre les classes de modules et les classes
de formes.

Pour tout module M du corps Q(&, nous considérons seulement les
bases { a, p } pour lesquelles le déterminant
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satisfait à la condition :

A>0 pour d > O

‘A>0 pour d<O (10)
5

(Comme ci-dessus cc’  et p’ désignent les conjugués de a et l3 dans le corps

Q(G).  Il existe toujours des bases de M possédant la propriété (10) :
si pour une base al, or,  cette propriété n’est pas satisfaite, alors il suffit de
permuter cc1  et %).

A toute base a, p du module M satisfaisant à la condition (10) nous asso-
cierons la forme

f(x , u) = Ax2 + Bxy  + cy2 = N(ax  + pY> = cax + @u)(a’x  + P’u)
NM) N(M) (11)

(N(M) est la norme du module M). Si nous introduisons le polynôme mini-

Pmal (P&) = ut2 + bt + c du nombre y = - cr  (cf. début de 4)),  alors nous

aurons

Nbx + Pr) = N+ @x2  + bxy  + CU”).

D’autre part, d’après le corollaire du lemme 1 et le théorème 2 du 0 6, la

I N(a)  Inorme du module M = a { 1, y } est égale à -~
a ; il en résulte que les

coefficients A, B, C sont égaux à a, b, c au signe près. Ceci démontre que la
forme (11) est primitive et que son discriminant B2 - 4AC coïncide avec le
discriminant ba - 4ac  de l’anneau de stabilisateurs du module M (lemme 1).
Ainsi nous avons défini une application

{ a9  P 1 + f(x,  y) (12)

qui à toute base { a, p } vérifiant (10) du corps Q(l/d)  associe une forme
primitive f(x,  y)  (dans le cas d’un corps réel, le coefficient A peut être
négatif). Il est clair que dans le cas d’un corps quadratique imaginaire la
forme (11) est toujours définie positive puisque les formes définies négatives
ne sont pas obtenues par la correspondance (12).

THÉORÈME 4. - Soient JC l’ensemble de toutes les classes de modules

strictement semblables du corps quadratique Q(~C?)  et 3 l’ensemble de
toutes les classes de formes pour d > 0 et des classes de formes définies posi-
tives pour d < 0, primitives, strictement équivalentes, décomposables en fac--
teurs  linéaires dans Q(dd). L’application (12) établit une correspondance
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biunivoque entre A et 5; deplus, si le discriminant de l’anneau de stabilisateurs
d’un module M est égal à D, la forme correspondante a aussi pour discri-
minant D.

Soient cc,  p et CC~,  PI  deux bases du corps Q(dd)  pour lesquelles les déter-
minants du type (9) satisfont à la condition (10) et soient f et fi les formes
correspondantes. Pour établir le théorème 4, nous devons montrer que les
formesfetf,  sont strictement équivalentes si et seulement si { a, p } et {  al, PI  }
sont strictement semblables; de plus, nous devrons montrer que pour toute
forme g(x, y) irréductible primitive (décomposable en facteurs linéaires

dans Q(&)  et de plus définie positive si d < 0), il existe une base { a, /3 },
vérifiant la condition (10) telle que g(x, y)  coïncide avec la forme (11). Nous
nous limiterons à ces indications et laisserons au lecteur le soin de faire une
démonstration détaillée.

On a défini dans 3) le produit des classes de modules semblables; nous
pouvons de la même manière définir le produit des classes de modules stric-
tement semblables. D’après la correspondance biunivoque A + 3, la mul-
tiplication des classes de modules peut se transporter aux classes de formes;
l’opération ainsi définie sur 9 s’appelle la composition des classes de formes
(cette terminologie est due à Gauss qui a considCré  cette opération pour la
première fois). Puisque toutes les classes de modules admettant un anneau
de stabilisateurs donné forment un groupe (comme il est facile de le voir),
toutes les classes de formes primitives de discriminant D donné (définies
positives pour d < 0) forment aussi un groupe.

6) Représentation des nombres par des formes binaires
et similitude des modules

Nous montrerons ici que le problème de la recherche des représentations
des nombres entiers par des formes quadratiques binaires se réduit au pro-
blème de la similitude des modules d’un corps quadratique.

Soitf(x,  y)  une forme quadratique binaire primitive de discriminant D # 0

décomposable en facteurs linéaires dans le corps Q( 42)  et soit m un entier
naturel. Dans le cas d < 0, nous supposerons de plus que la formefest définie
positive. Le problème posé est la recherche de toutes les solutions en nom-
bres entiers de l’équation

f (x9  Y> = m (13)
(nous nous limiterons aux valeurs > 0 de m puisque si m > 0, D < 0, à la
place de la formefon peut considérer la forme -f).  D’après le théorème 4,

b la forme f s’écrit

f(x > u) = N(ax  + PJ4
NM)  ’

(14)
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la base c(,  p du module M satisfaisant à la condition (10). L’application

@,y) -+ 5= ax+ PY

établit une correspondance biunivoque entre les solutions de l’équation (13)
et les nombres < E M de norme N(S) = m.N(M). Deux solutions de (13)
seront dites associées si les nombres de M correspondants sont associés.
Il est facile de vérifier que la notion de solutions associées ne dépend pas
du choix de la représentation (14). Désignons par 9 l’anneau des stabili-
sateurs du module M et par C la classe des modules strictement semblables
à M. D’après le théorème 4, la classe C est définie de manière unique par
la formef.

Soit 5 un nombre de M de norme mN(M). Considérons le module
A = <M-l. Puisque AM = SM-‘M  = ET) c M, alors le module A est
contenu dans CO.  Sa norme est égale à N(E)N(M-‘)  = m. 11  est clair que A
appartient à la classe inverse C-l.

Réciproquement supposons qu’il existe dans la classe C-l un module A
contenu dans 9 et de norme m. Alors, pour un certain t de norme > 0

nous avons A = EM--l  et par suite E E MA c M et N(E,) = m. Si A, est un
autre module de la classe C-l contenu dans a>  et de norme m et si A, = &M-1,
N(E,)  > 0, alors A, = &?,-‘A et cela signifie que A, coïncide avec A, 5 et E,
sont associés.

Nous avons donc démontré le théorème suivant.

THÉORÈME 5. - Supposons que la forme f (x, y) correspond à la classe C
de modules (au sens strict) d’anneau de stabilisateurs 9. Les classes de solu-
tions associées de l’équation (13) sont en correspondance biunivoque avec
l’ensemble des modules A qui appartiennent à la classe inverse C-l,  sont
contenus dans  l’anneau de stabilisateurs ‘B et sont de norme m. Les solutions
(x, y) qui correspond au module A sont définies  par les nombres 5 tels que

A = CM-l, N(E)  > 0,

où M est un module de la classe C.

Pour tout entier naturel m, il est facile d’écrire les modules A d’anneau
de facteurs ‘ B qui sont contenus dans a>  et sont de norme m. Soit A un tel
module; désignons par k le plus petit entier naturel contenu dans A. Le
module A s’écrit sous la forme

A = { k , k y } = k { l , y } .

Le générateur y est défini au signe près et à l’addition près d’un nombre
entier. Nous pouvons donc choisir y tel que

Imy>O  s i
Irr y > 0 si (15)

.



160 THÉORIE DES NOMBRES

(Irr y désigne la partie irrationnelle du nombre y) et tel que la partie ration-

nelle de y appartienne au segment - - + - . Si nous utilisons les notations
] :y :3

du lemme 1, le nombre y peut s’écrire

y,-b+dG
2 a (16)

avec la condition
- a<b<a. (17)

D’après l’égalite  ‘ B = { 1, ay }  (cf. démonstration du lemme 1) et la condi-
tion A c ‘B, nous obtenons facilement que k est divisible par a, i. e. k = US

pour un certain entier s. Puisque m = N(A) = F (corollaire du lemme l),

alors
m = as2. (18)

Montrons que la représentation ainsi trouvée du module A s’écrit de manière
unique

A=~{~,Y) (1%

où les nombres a, s et y satisfont aux conditions (18),  (15) et (15). En effet,
si as {  1, y } = a,s, {  1, y }, a,, SI,  y1 satisfaisant aux mêmes exigences, alors
as = aIsI d’où { 1, y } = { 1, y1  }. D’après le corollaire du lemme 1, nous
obtenons alors a = a,, d’où s = sl. En outre, puisque le générateur y dans
le module {  1, y > satisfaisant aux conditions (15) et (17) est défini de manière
unique, alors y = yl.

Supposons maintenant que, pour m donné, on choisit des entiers naturels a
et s satisfaisant à l’Égalité  (18). Si b et c satisfont aux conditions

b2  - 4ac = D, (a,b,c)=l,  -a<b<a, (20)

alors pour tout nombre y de la forme (16),  le module A = as { 1, y } est
contenu dans son anneau de stabilisateurs ‘ B = ( 1, ay } et sa norme est

1
égale à aY. a = m.

Ainsi nous obtiendrons tous ces modules A en déterminant tous les sys-
tèmes de quatre nombres entiers s > 0, a > 0, b, c satisfaisant aux condi-
tions (18) et (20).

Si nous possédons un algorithme permettant de préciser si deux modules

complets du corps Q(&) sont strictement semblables, alors nous pour-
rons trouver parmi tous les modules A c 9 de norme m ceux qui sont
semblables au module M-l.  D’après le théorème 5, cela nous donne toutes
les solutions de l’équation (13).

Du théorème 5 découle facilement le théorème suivant.
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THÉORÈME 6. - Pour que le nombre naturel n soit représentable par une
forme quadratique binaire primitive de discriminant D, il faut et il sufjït  que
l’ordre a>  de discriminant D contienne un module A de norme m admettant
l’ordre 9 pour anneau de stabilisateurs.

Cette condition équivaut à l’existence d’entiers s > 0, a > 0, b, c satis-
faisant aux conditions m = as2,  b2  - 4ac = D, (a, b, c) = 1, - a < b < a.

Dans le cas où D est le discriminant de l’ordre maximum 5, le théoréme  6
se simplifie. On a

THÉOREME 7. - Soit D le discriminant d’un corps quadratique (i. e. le
discriminant de l’ordre maximum). Pour qu’un entier naturel m = as2  où a est
sans carré soit représentable par une forme primitive binaire de discriminant D,
il faut et il suffit que la congruence

admette une solution.

x2 = D (mod 4a) (21)

Nous laissons au lecteur la démonstration du théorème 7.

7) Similitude des modules
dans un corps quadratique imaginaire

Dans le cas d’un corps quadratique imaginaire Q(2/d),  d < 0 le problème
de la similitude des modules admet une solution simple.

La représentation des nombres a E Q(d)  par des points de l’espace X2
(cf. 5 3, 1)) coïncide avec la représentation habituelle des nombres complexes
dans le plan de la variable complexe. Les nombres d’un module complet

M c Q(di) sont représentés dans X2 par les points (ou les vecteurs)
d’un certain lattice complet. Nous ne distinguerons pas dans la suite les
nombres complexes de leur représentation dans le plan X2  ; ainsi nous dési-
gnerons par M le lattice correspondant de X2.  Puisque la multiplication des
points du lattice M par un nombre complexe E # 0 correspond à une rota-
tion d’angle arg E (autour de l’origine) du lattice M suivie d’une homothétie
de rapport 1 5 1, les lattices de deux modules semblables M et EM  sont
semblables au sens géométrique. Cette remarque évidente est la base de ce
qui suit.

Le problème de la similitude des lattices du plan sera resolu  au moyen
d’une base particulière dite base réduite. Une base réduite a, p est formée
d’un vecteur a # 0 le plus court possible et d’un vecteur p # 0 le plus court
possible parmi les vecteurs non colinéaires à a (assujettis à certaines condi-
tions supplémentaires). Montrons qu’une telle paire de vecteurs a, p for-

BOREVITCH 1 1



162 THÉORIE DES NOMBRES

ment toujours une base. En effet, dans le cas contraire, il existerait dans M
un vecteur 5 = ua  + vp pour lequel les nombres réels u et u ne sont pas
tous les deux entiers. Ajoutant éventuellement à ce vecteur une combinaison
linéaire de a et p à coefficients entiers, il est clair que nous pouvons suppo-

1 1
ser 1 u 1 < z et 1 v 1 < z . Si u # 0, alors, d’après le choix de p, on aurait

1 E ) > 1 p 1 ce qui contredit l’inégalité

Si maintenant ZJ = 0, alors 1 5 1 = 1 ucc  1 < i 1 a 1 < a en contradiction avec

le choix de a. Ceci démontre que a, fi est une base.

Si a est un des vecteurs les plus courts et p un des vecteurs les plus courts
non colinéaires à a, alors la longueur de la projection du vecteur fi  sur le

vecteur a ne dépasse pas i 1 a 1.  En effet, parmi les vecteurs @ + na (n  entier),

1
il existe un vecteur dont la projection est inférieure ou égale à 5 1 a 1. D’autre

part, celui des vecteurs p + na qui a la plus petite longueur est le vecteur
qui a la plus petite projection.

Pour un lattice donné M, considérons maintenant tous les vecteurs # 0
de longueur minimum; soit w le nombre de ces vecteurs. Puisque - a est
de même longueur que a, le nombre w est pair. De plus, l’angle de deux

vecteurs a et a’ de longueur minimum ne peut pas être inférieur à 3 ; en effet,

sinon le vecteur a - a’ du lattice serait de longueur plus petite. Par suite,
w < 6 et cela signifie que les seules valeurs possibles sont w = 2, w = 4,
w = 6.

FIG. 2.
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Construisons une buse réduite du lattice M. Si w = 2, nous choisirons
pour a un des deux vecteurs de longueur minimum. Parmi les vecteurs
non colinéaires à a,  il existe deux ou quatre vecteurs de longueur minimum
(cf. fig. 1 et 2); nous choisirons pour p celui pour lequel l’angle ‘p  compté
de a vers p dans le sens inverse des aiguilles d’une montre est le plus petit.

Si maintenant w = 4 ou w = 6, nous prendrons pour base réduite un
couple de vecteurs a et fi  de longueur minimum pour lequel l’angle ‘p  compté
de a vers p dans le sens positif soit minimum.

FIG. 3. FIG. 4.

Il est facile de voir que la base réduite est définie par le lattice de manière
unique, à une rotation près laissant le lattice invariant. Dans les cas w = 2,

w = 4,:  < ‘p  < s (cf. fig. 3) on a deux bases réduites qui sont superposables

par rotation d’angle un multiple de x. Pour w = 4, ‘p  = 5 (fig. 4) nous avons

un lattice qui a quatre bases réduites déduites l’une de l’autre par des

rotations d’angles multiples de x. Enfin, pour w = 6 nous avons six bases
2

réduites déduites l’une de l’autre par des rotations d’angle multiples

de 5 (fig. 5); la circonférence est divisée en six parties égales puisque les
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angles entre les vecteurs de longueur minimum ne peuvent pas être inférieurs

àz
3’

En utilisant la notion de base réduite, on peut maintenant résoudre faci-
lement le problème de la similitude des lattices du plan.

THI~OR~ME  8. - Deux lattices M et M, de XRa  sont semblables si et seulement
si leurs bases réduites sont semblables (i. e. passent l’une dans l’autre par une
rotation suivie d’une homothétie).

DÉMONSTRATION. - Soient a,  p et ctl, p1 des bases réduites des lattices M
et M,. Si EM  = M1,  alors ta et E$  est une base réduite de M,. Comme nous
l’avons vu, cette base est déduite par rotation de la base al, pl; ainsi, il
existe un nombre y1 (racine d’ordre 1, 2, 4 ou 6 de l’unité) tel que $,a = a1
et y@  = &.  La base a*,  g1 est bien obtenue à partir de a, g par rotation
d’angle arg (15)  suivie d’une homothétie de rapport 1 5 1. La réciproque
est triviale.

Passons à la description des classes de modules semblables d’un corps

quadratique imaginaire. Soit M un module de Q(d>),  d < 0 et soit a, p

une base réduite de M ; considérons un module semblable a M = { 1, y }

avec y = - . La base 1, y est ici réduite; il résulte facilement de la définitionP
a

d’une base réduite que le nombre y satisfait aux conditions

Imy>O (22)

1
-2<Rey<k, (23)

ly/>l s i -;<Rey<O

(24)
IyI>l  s i 0 <Rey<i

DÉFINITION. - Un nombre y d’un corps quadratique imaginaire est dit
réduit s’il satisfait aux conditions (22), (23) et (24). Simultanément avec y,
le module { 1, y } est dit réduit.

La signification géométrique du fait que y soit réduit est que sa repré-
sentation dans le plan complexe appartient à la région P indiquée par la
figure 6 (la frontière est divisée en deux parties, l’une qui inclut le point i
appartient à l? et l’autre pas).
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FIG. 6.

THÉORÈME  9. - Toute classe de modules semblables du corps quadratique
imaginaire Q(2/d),  d > 0, contient un module réduit et un seul.

DJ~MONSTRATION.  - On a déjà dtmontré que tout module est semblable
à un module réduit. Il reste à vérifier que deux modules réduits distincts
ne sont pas semblables. Pour cela, démontrons tout d’abord que pour tout
nombre y = x + yi réduit, les nombres 1, y forment une base réduite du
lattice { 1, y }.  Il faut verifier  que y est le plus petit vecteur du lattice { 1; y }
non situé sur la droite réelle, i. e. que 1 k + ly 1 > 1 y 1 pour tous les entiers k

1
et 1 # 0. Puisque 1 x 1 < - , alors

2

1 k f y I* = (k f x)*  + y* > xa + y2  = 1 y Iz.

Si maintenant 1 11 > 2, alors

1 k + Zy  la > 12yi > 2y2  > x2 + y2 = 1 y 12,

ce qui démontre notre affirmation. Soient maintenant y et y1  deux nombres
réduits. Si les modules { 1, y } et { 1, y1  } sont semblables alors, d’après le
théorème 8, les bases 1, y et 1, y1  sont semblables. Mais cela n’est possible,
comme il est facile de le voir, que pour y = yl. Le théoréme 9 est complète-
ment démontré.

Pour résoudre complètement le problème de la similitude des modules,
il faut donner un algorithme permettant de trouver le module réduit sem-
blable à un module donné. Un tel algorithme est construit dans l’exercice 24.
Les modules M, et M, sont semblables si et seulement si les modules réduits
qui leur sont semblables coïncident.
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Remarque. - Dans la démonstration du théorème 9 nous n’avons nulle
part utilisé le fait que les modules considérés sont contenus dans un corps
quadratique imaginaire. L’argument de ce théorème est donc vrai pour des
lattices plans quelconques : tout lattice du plan complexe est semblable à
un lattice et un seul de la forme { 1, y } y étant un nombre de la région r
hachurée sur la figure 6. D’après le lemme 2, deux lattices de la forme { 1, A >
et { 1, y } sont semblables si et seulement si A et y sont liés par la relation

,-)y+1
vi-n’

k n - m l =  f 1 ,

à coefficients entiers k, 1,  m, n. Deux tels nombres complexes non réels sont
dits modulairement équivalents. Le résultat ci-dessus signifie donc que tout
nombre complexe non réel est modulairement équivalent à un nombre de
la région l? et un seul. Cet ensemble r est souvent appelé domaine modulaire.
D’après ce qui a été vu ci-dessus les points de I’ correspondent biunivoque-
ment aux classes de lattices plans semblables. Le problème de la similitude
des lattices plans est lié à de très nombreuses questions, en particulier à la
théorie des fonctions elliptiques. Tout corps de fonctions elliptiques est
caractérisé par son lattice de périodes et deux corps de fonctions elliptiques
sont isomorphes si et seulement si les lattices de périodes correspondants
sont semblables (cf. par exemple C. Chevalley, Introduction to the theory  of
algebraic jiinctions of one  variable, New York, A. M. S., 1951). Ainsi les
points du domaine modulaire F correspondent biunivoquement aux types de
corps de fonctions elliptiques non isomorphes.

Considérons maintenant les classes de modules semblables admettant
pour anneau de stabilisateurs un certain ordre ‘ B de discriminant D < 0.
Considérons un module {  1, y },  y E l?,  associé à l’ordre ‘II.  Si nous utilisons
les notations du lemme 1, le nombre y s’écrit

y=-b+idlDI
2a ’

et let? conditions (23) et (24) donnent :

- a<b<a
c>a  si b<O

i
(25)

c>a  si b > O

Ainsi, pour obtenir un système complet de modules réduits d’anneau de
stabilisateurs de discriminant D, il faut trouver tous les systèmes de trois
nombres entiers a > 0, b, c satisfaisant aux inégalités (25) et aux conditions

D = b2  - 4ac, (a, b, c) = 1. (26)
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D’après le théorème 3 du 0 6, le nombre de tels systèmes de trois nombres
est fini, ce qui est d’ailleurs clair d’après les inégalités

1 D I= 4ac  - b2  > 4aa  - a2  = 3a2, PI <a<  -.2/-
IDI

3

Exemple 1. - Déterminons le nombre de classes de modules admettant

pour anneau de stabilisateurs l’ordre maximum du corps Q(d- 47).

Puisque ici D = - 47, alors 1 b 1 < a <
47

1/
3. Remarquant que puisque D

est impair, le nombre b est aussi impair, nous avons les possibilités suivantes :

b=fl, b=&-3.

Dans ce dernier cas nous aurions b2  - D = 56 = 4ac,  UC = 14, 3 < a < C,

ce qui est impossible. Si maintenant b = f 1, alors b2  - D = 48 = 4ac,
d’où a = 1, c = 12; a = 2, c = 6; a = 3, c = 4. Puisque le cas b = 1 = a
doit être exclu, nous obtenons qu’il existe cinq classes de modules semblables

associés à l’ordre maximum du corps Q(2/-  47). Les modules
réduits {  1, y }  de ces classes sont obtenus pour les valeurs de y ci-dessous

1 + id47 *l+i2/47j fl+i*
2 ’ 4 ’ 6 ’

Exemple 2. - Cherchons dans le module M = { 13,l  + 5i > tous les
nombres de norme 650. L’anneau de stabilisateurs est ici l’ordre 6)  = { 1,5i}
de discriminant D = - 100. Puisque N(M) = 13, il nous faut trouver les

modules A c a>, associés à a>  et de norme m = g = 50. Les conditions (18)

et (20) donnent les possibilités suivantes :

10 s= 5, a =  2 , b = -  2 , c - 13;
20 s= 1, a = 50, b= 10, c= 1 ;
30 s= 1, a = 50, b= - 10, c= 1 ;
40 s= 1, a = 50, b = - 50, c= 13.

Pour chacun de ces quatre cas, considérons le module A de type (19)
correspondant et déterminons le module réduit qui lui est semblabl%,:

lO l 1 + 5i

i i

5op$~~T ’(- 5 + Si)  { 1, 5i)

5 0  l,%
f 1

= (5 + 5i) { 1, 5i }

50[1,5+  *oil  l,!#.
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Trouvons de même le module réduit semblable à M-l :

Les modules A qui correspondent aux cas 2O et 3O sont à rejeter car ils ne
sont pas semblables au module M-l.  Dans les deux autres cas l” et 4O
l’égalite  A = EM-’  est satisfaite pour k = 5 + 2% et E = - 25 + 5i.
Puisque les deux seules unités de a>  sont f 1, nous avons démontré qu’il
existe dans le module M quatre nombres f (5 + 25i), -t (- 25 + 5i) de
norme 650.

Nous avons ainsi établi que l’équation 13x2  + 2xy  + 2y2 = 50 a quatre
solutions en nombres entiers :

x=0,  y =  5 ; x = 0 ,  y = - 5
x = 2 ,  y = - 1 ; x = - 2 ,  y =  1 .

Exemple 3. - Quels sont les entiers naturels qui sont représentables par
la forme xa + ye ?

Le discriminant de la forme est égal à D = - 4. Pour l’ordre ‘ B = { 1, i }
du corps Q(a)  (de ucriminant - 4),  il existe seulement un moduled’
réduit puisque les conditions (25) et (26) ne sont satisfaites que pour a=c=  1,
b = 0. Cela signifie que tous les modules admettant 9 pour anneau de stabi-
lisateurs sont semblables entre eux et par suite --lesformes  binaires
discriminant  - 4 sont équivalentes à la forme x2 + y2..  Mais des formes
équivalentes représentent les mêmes nombres et par suite, d’après le théo-
rème 6, la forme x2 + y2 reprbente le nombre m si et seulement s’il existe
un module A c ‘B, d’anneau de stabilisateurs a>  et de norme nr.  Si un tel
module existe, il existe des entiers s, a, b, c tels que

m = as2, D = - 4 = b2  - 4ac, (a, 6, c) = 1.

Ici le nombre b est nécessairement pair : b = 22,  et z satisfait à la congruence

z2  = - 1 (mod a). (27)

Réciproquement si cette congruence est résoluble pour un certain a = z,

i. e. z2  = - 1 + ac, alors il est facile de voir que (a, 22,  c) = 1 et cela signifie
qu’il existe un module A c a>, d’anneau de stabilisateurs a>  de norme m,
i. e. m est représentable par la forme x2 + y2.

Comme on le sait, la congruence (27) est résoluble si et seulement si a
n’est pas divisible ni par 4 ni par un nombre premier de la forme 4k  + 3.
Puisque a contient tous les facteurs premiers qui figurent dans m avec un-
exposant impair, nous obtenons finalement que m est représenté par la
forme x2 + y2 si et seulement si les nombres premiers de la forme 4k + 3
qui interviennent dans sa décomposition sont affectés d’un exposant pair.
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EXERCICES

1. Trouver des unités fondamentales des corps Q(d19)et  Q(y37).
2. Démontrer que si d = 1 (mod 8) (et d sans carrés), alors toute unité fonda-

mentale de l’ordre { 1, & } est aussi une unité fondamentale de l’ordre maxi-
mum du corps Q(z/d>,  d > 0.

3. Démontrer que si le discriminant d’un ordre ‘ B d’un corps de nombres algé-
briques est divisible par au moins un nombre premier de la forme 4n + 3, alors
la norme de toute unité de CD  est égale à + 1.

4. Soit m > 1 un entier qui n’est pas un carré parfait. Montrer que dans la
décomposition de 4; en fraction continue, la suite des quotients partiels s’écrit

(ici 4i+i =qr-i,  i=O, 1,  ...,  S- 1).

5. Utilisant les mêmes notations, montrer que si g est la fraction qui corres-

pond à l’avant-dernier terme de la plus petite période,’ alors P, + Q,dn? est une
unité fondamentale de l’ordre { 1, d& } (dans le corps C!(d&).

6. Supposons que les anneaux de stabilisateurs de deux modules M, et M,
d’un corps quadratique sont respectivement ‘I& et ‘Bf, (pour les notations, voir
fin du point 2)). Montrer que l’anneau des stabilisateurs du produit M1M2 est
l’ordre ‘BJ où f est le plus grand diviseur commun de fi et fi.

7. Pour tout entier naturel f, désignons par t$le groupe des modules d’un corps
quadratique donné qui sont associés a l’ordre ‘l$ (cf. fin du point 4)). Montrer que
si d est un diviseur de f, alors l’application M -+  M’BDd (ME %f) est un homo-
morphisme du groupe t& sur le groupe C&.

8. Soit E un nombre de l’ordre maximum %I  = { 1, o } d’un corps quadratique,
premier avec l’entier naturel jI Montrer que l’anneau des stabilisateurs du module

M = {.L fa, 5 } est Lï$ et que MB = 5. Montrer réciproquement que tout

module M associé à l’ordre ‘J+et tel que Mg = 5 est de la forme M = { f, fa.  E }
pour un certain 4 E 5 premier avec jI

9. Soient il et & deux nombres de 5 premiers avecf.  Démontrer que les modules
{f, fa,  CI  } et {f, fo, Ez } sont égaux si et seulement si s& = Fz  pour un certain
entier rationnel s.

10. Soient MI et Mz des modules complets quelconques (non associés nécessai-
rement au même ordre) d’un corps quadratique. Démontrer la formule

11. Démontrer que le nombre h de classes de modules semblables associés a

l’ordre maximum 5 d’un corps quadratique et le nombre hf de classes de modules
semblables associés à l’ordre BJ (d’indice f) sont liés entre eux par la relation

où@(f) est le nombre de classes résiduelles de 5 modulo f formées de nombres
premiers avec f (l’analogue de la fonction d’Euler  ‘p( f )) et er l’indice du groupe
des unités de l’ordre ~j  dans le groupe des unités de l’ordre maximum 5.
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12. Un nombre y d’un corps quadratique réel est dit réduit s’il vérifie la condition
0 < y < 1 et si son conjugué y’ vérifie l’inégalité y’ < - 1. Simultanément
avec y, le module { 1, y } est aussi dit réduit. Avec les notations du lemme 1,
démontrer que y est réduit si et seulement si

O<b<dD,  - b+@<2a<b+~D.

En déduire que le nombre de modules réduits associés à un ordre fixé d’un corps
quadratique est fini.

13. Soit y un nombre irrationnel d’un corps quadratique réel tel que 0 < y < 1.
Posons

y1 = - (signe de y’) i - n,
Y

où l’entier rationnel n est choisi de telle sorte que 0 < y1 < 1. Démontrer qu’au
bout d’un nombre fini de transformations du type { 1, y } -+  { 1, y1 }, le module
{ 1, y } a pour image un module semblable qui est réduit. Ainsi, toute classe de
modules semblables (au sens usuel) d’un corps quadratique réel contient un module
réduit.

14. Soit y un nombre réduit d’un corps quadratique réel. Puisque le signe de y’
est égal à - 1, la transformation y + y1 de l’exercice précédent s’écrit, dans le
cas ou y est réduit,

y1  = ; - n,
1

n= - ,
HY

Démontrer que le nombre y1 est aussi réduit; on dit que y1 est adjacent à droite
au nombre y et que le nombre initial y est adjacent à gauche à yl. Vérifier que pour
tout y1 réduit il existe un nombre réduit y adjacent à gauche et un seul.

15. Partant d’un nombre réduit yo d’un corps quadratique réel, construisons
la suite de nombres réduits y0, yl, yz, . . . dans laquelle tout nombre est adjacent
à droite au nombre qui le précède. Pour un certain entier naturel m, on a l’égalité
ym = y0, i. e. la suite est périodique. Si on choisit m minimum, les nombres y,,,
Yl,  *.., ymdl sont distincts; une telle suite finie de nombres réduits est appelée
une période. Démontrons que deux modules réduits { 1, y } et { 1, y* } sont sem-
blables (au sens usuel) si et seulement si les nombres y et y* appartiennent à une
même période.

16. Trouver le nombre de classes de modules semblables associés à l’ordre
maximum du corps Q(dlO).

17. Montrer que toutes les solutions en nombres entiers de l’équation

17x2 + 32Xy  + 14y2 = 9

sont données par les formules

f (15 + 6d2)(3 + 22/2)”  = & [17xn  + (16  + 32/2)yn]

(pour tout entier n).

18. Parmi les modules

0,  d>,  {2,1  +dW, {3,2/15),  {35,20+  dfil

du corps Q(dl?$ quels sont ceux qui sont semblables entre eux ?

19. Trouver un systéme complet de représentants des classes de formes primi-
tives strictement équivalentes de discriminant 252.
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20. Combien existe-t-il de classes de formes primitives strictement équivalentes
de discriminant 360 ?

21. Quels sont les nombres premiers représentables par les formes x2 + 5y2
et 2xa  + 2xy + 3y*  ?

22. Résoudre en nombres entiers les équations suivantes :

1) 5x2+2xy+2y2=26;

2) 5x2-2y2=  3 ;

3) 80x2  - y2 = 16.

23. Montrer que les équations

1) 13x2  + 34xy + 22y2 = 23;

2) 5x2  + 16xy  + 13y2 = 23,

n’ont pas de solutions en nombres entiers.

24. Soit y un nombre d’un corps quadratique imaginaire qui satisfait aux condi-

tions Im y>O,  -1 < Re y < i mais n’est pas réduit. Posons y1 = - $ + IZ,

ou l’entier rationnel n est choisi tel que - t < Re y < i . Si y1 n’est pas réduit,

nous poserons de même yz = - I + n,, etc. Démontrer qu’au bout d’un nombre

fini de telles opérations le mod& { 1, y } a pour image un module semblable
réduit { 1, ys }.

25. Déterminer le nombre de classes de modules semblables associés à l’ordre
maximum du corps Q(d- 47).

26. Trouver, dans le module { 13,l  + 5i }, tous les nombres de norme 650.

27. Déterminer les anneaux des stabilisateurs des modules

(11,  6+2i&}, ( 2 ,  1  +iýi},  ( 4 ,  i&}, {2,i&}.

Quels sont ceux de ces modules qui sont semblables entre eux ?

28. Montrer que dans le corps Q(d- 43) tous les modules associés à l’ordre
maximum sont semblables entre eux.



CHAPITRE III

THÉORIE DE LA DIVISIBILITÉ

Dans le chapitre précédent, nous avons vu un exemple de résolution d’un
problème pratique à l’aide de la theorie des nombres algébriques : la
recherche des representations  des nombres rationnels par des formes décom-
posables complètes à coefficients entiers est étroitement liée à la théorie
des unités dans les ordres des corps de nombres algébriques.

De nombreux problèmes de la théorie des nombres dépendent d’une
importante question de l’arithmétique des corps de nombres algébriques,
la décomposition des nombres algébriques en facteurs premiers.

Dans ce chapitre, nous exposerons la théorie générale de la décompo-
sition des nombres algébriques en facteurs et donnerons ses applications
à certains problèmes de la théorie des nombres. Nous utiliserons ici les
résultats de la theorie des anneaux qui sont exposés dans le 0 5 de l’appendice.
Ces propriétés et les propriétés des extensions finies des corps déjà utilisées
dans le deuxième chapitre constituent l’appareil algébrique de ce chapitre.

Le théorème de Fermat  est étroitement lié à cette décomposition des
nombres algébriques en facteurs. Historiquement, c’est ce théorème qui a
conduit Kummer à ses travaux sur l’arithmétique des nombres algébriques
qui contiennent les idées essentielles de cette théorie.

Nous commencerons donc par l’étude du premier résultat de Kummer
relatif au théorème de Fermat,  comme introduction à la théorie de la
décomposition des nombres algébriques en facteurs.

9 1. - QUELQUES CAS PARTICULIERS
DU THÉORÈME DE FERMAT

1) Lien entre le théorème de Fermat
et la décomposition en facteurs

L’hypothèse de Fermat  est la suivante : pour n > 2, l’équation

xn+ylnr=zn

n’a pas de solution x, y, z en nombres entiers rationnels non nuls.
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Il est clair que si on a démontré le théorème de Fermat  pour un certain
exposant n,  ce théorème est aussi démontré pour tous les exposants multiples
de n.  Puisque tout entier n> 2 est divisible soit par 4 soit par un nombre
premier impair, on peut se limiter aux cas où l’exposant est égal à 4 ou à
un nombre premier impair. Pour n = 4, Euler a donne  une démonstration
élémentaire. Nous nous limiterons donc dans ce qui suit à l’étude de
l’équation

x’ + y’ = 2’ (1)

dans laquelle l’exposant Z est un nombre premier impair. Il est évident que
l’on peut supposer les nombres X,  y, z dans l’équation (1) premiers entre
eux deux à deux.

Pour les valeurs de Z pour lesquelles le théorème de Fermat  a été dtmontré,
la démonstration se decompose  en deux étapes : on montre tout d’abord
que l’équation (1) n’a pas de solutions parmi les entiers non divisibles par Z;
on montre ensuite qu’elle n’a pas non plus de solution x, y, z telle que l’un
de ces nombres (et seulement un) soit divisible par 1.  Ces deux étapes s’ap-
pellent respectivement premier et deuxième cas du théorème de Fermat.
On peut conjecturer actuellement d’après les cas particuliers déjà démontrés
que les demonstrations  de ces deux cas sont de même difficulté, bien que le
premier cas semble un peu plus simple techniquement. Nous nous occupe-
rons pour commencer du premier cas du théorème de Fermat.

Le rôle des nombres algebriques  dans le théorème de Fermat  s’explique
par les considérations simples suivantes. Si on désigne par < une racine
primitive d’ordre Z de 1, l’équation (1) peut s’écrire

I-1

I - I (x + Ir(y)  = z’.
k = o

(2)

Dans le cas des entiers rationnels, si un produit de facteurs premiers entre
eux deux à deux est une puissance 1 ieme  d’un nombre, alors chacun des
facteurs est déjà une puissance Zième (d’après l’unicité de la décomposition
en facteurs premiers). Ici les facteurs de la partie gauche de (1) appartiennent
au corps Q(c)  de nombres algébriques, de degré Z - 1 sur Q (il est facile
de montrer que le polynôme t’-’ + t’-%  + . . . + t + 1, pour Z premier,
est irréductible sur le corps des nombres rationnels; cf. par exemple exer-
cice 6 ou théorème 1 du $2 du chapitre 5). Considérons dans le corps Q(C)
l’ordre 9 = { 1, <, . . ., cl-”  } (d’après le théorème 1, Q 5 du chapitre V,
9 est l’ordre maximum du corps Q(c)).  Supposons que dans l’anneau a>,
la décomposition d’un nombre en facteurs premiers soit définie de manière
unique. Alors, pour tout GC  E a>, a # 0,

a = ma1  . . .1 x;
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où E est unité de l’anneau 9, où les nombres premiers x1,  . . . , x2 ne sont pas
associés et où les exposants a, . . . , a, sont définis de manière unique. Il
est clair que tout nombre premier x intervenant dans la décomposition du
nombre zl  intervient dans la décomposition avec un exposant multiple de 1.
D’autre part, on montrera ci-dessous que, dans le premier cas du théorème
de Fermat,  les nombres x + rky (k = 0, 1, . . . , Z - 1) sont premiers deux
à deux. Par suite, si nous représentons x + cky  comme produit de puissances
de facteurs premiers, tout nombre premier de cette décomposition inter-
viendra avec un exposant multiple de 1. Cela signifie que tout x + cky,
à un facteur qui est une unité près, est une puissance lieme.  En particulier,

x + iy = Ed, (3)

ou  E est une unité de l’anneau a>  et a E a>.
Puisque l’égalité xl + y’ = z’, d’après l’imparité de 1, peut s’écrire SOUS

la forme
xl + (- z)’  = (- y)[,

nous obtenons de manière analogue

x - cz = qa:. (3’)

Il faut montrer que les égalités (3) et (3’) conduisent à une contradiction.
Dans ce cas, on aura démontré l’impossibilité de résoudre l’équation (1)
en nombres entiers X,  y, z non divisibles par 1.

Établissons quelques propriétés de l’anneau CO.

2) L’anneau Z [C]

LEMMJZ  1. - Dans l’anneau a>  = Z[<]  le nombre 1 - C est premier et
1 admet la décomposition

I= &*(l  - <y-1 (4)

où E* est une unité de ‘23.

DÉMONSTRATION. - Faisant t = 1 dans la décomposition

,I-1+ tl-2 +
. . . + t + 1 = (t - C) (t - C”)  . . . (t - ‘51-l),

nous obtenons

1= (1 - C) (1 - P)  . . . (1 - y’). (5)

Si a = r(C)  est un nombre du corps Q(c)  (ici r(t) est un polynôme à coef&

cients  rationnels), alors les nombres

ok(a)  = r(Ck) (l<k<Z-1) (6)
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peuvent être considérés comme les images de tc  par tous les isomorphismes
de Q(C) dans le corps des nombres complexes. Autrement dit, d’après la
terminologie du 0 2-3) de l’appendice, ce sont  les conjugués de cc et par

I-1

suite N(a) = nr(Ck).  En particulier, pour s + 0 (mod 1)  nous avons
k=1

I - 1 I-1

N( 1 - P)  = n( 1 - <kS) = 17< 1 - <“)  = 1.
k=l k=l

Ilenrésulteque  1 -C,  1 -C”,  . . . . 1 - Cl-l  sont des nombres premiers
de l’anneau a>. En effet, si 1 - P = $3,  alors N(a)N@)  = 1, d’où N(a) = 1
ou N(P)  = 1, i. e. un des facteurs est une unité (théorème 4, $2 du chapitre II).
Passant aux normes dans l’égalité

1 - p = (1 - C)(l  + < + . . . + P-1)  = (1 - <)Es, (7)

nous obtenons N(E~)  = 1 et cela signifie que gs est une unité de l’ordre a>.
Ainsi tous les nombres 1 - C pour s + 0 (mod 1)  sont associés à 1 - C.
La décomposition (4) résulte maintenant de (5) et (7).

LEMME 2. - Si un nombre entier rationnel a est divisible par 1 - C (dans
l’anneau 9),  alors il est aussi divisible par 1.

DÉMONSTRATION. - Soit a = (1 - C)a  où a E a>. Passant aux normes
dans cette égalité, nous obtenons a’-l = IN(a),  où N(a)  est un entier
rationnel.

LEMME 3. - Les seules racines de 1 dans le corps Q(C)  sont les racines(2Z)i*me
de 1.

DÉMONSTRATION. - Il est clair que les racines de 1 contenues dans Q(C)
appartiennent à l’ordre maximum. D’après le théorème 2,s 3 du chapitre II,
elles forment un groupe cyclique fini; désignons par m l’ordre de ce groupe
et par q une racine primitive de degré m de 1. Puisque - 1; appartient
a Q(C) et est aussi une racine de degré 21 de 1, alors m est divisible par 21.
Nous démontrerons dans le Q 2 du chapitre V (corollaire du théorème 1)
que le degré du corps Q(r)  sur Q est égal à cp(m)  où cp(m)  est la fonction
arithmétique d’Euler.  Posons

m = IrmO, ho,  0 = 1 (r > 1, m, > 2).

Puisque Q(q)  est contenu dans Q(T)  et que le degré de ce dernier corps est
égal à 1 - 1, alors

cp(m)  = P-l(Z  - 1) cp(m,)  < Z - 1.
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Cette inégalité entraîne r = 1 et cp(m,)  = 1. Puisque les conditions o(mO)  = 1
et m,  > 2 entraînent m, = 2, alors m = 21, ce qui démontre le lemme 3.

LEMME 4 (lemme de Kummer). - Toute unité de l’anneau ‘3 est le produit
d’une puissance de C par une unité réelle.

DÉMONSTRATION. - Soit

E = a0 + a,C  + . . . + aIP2P  = r(C) (ai  E  Z)

une unité quelconque de l’anneau ‘B. Il est &Vident  que le nombre complexe

conjugué E = r(<-l) = r(C!-l) est aussi une unité de l’anneau CO.  Considérons

l’unité p = f E CO.  D’après (6),  les conjugués de p s’écrivent
E

rKk>
GkbL)  = ~

r(Ck).-
r( <U-W) Ck) *

Puisque r(tk)  et r(cek)  sont complexes conjugués, alors 1 q(p)  1 = 1 (pour
toutk= 1, . . . . Z - 1). D’après le théorème 2, 9 3 du chapitre II, lu est une
racine de 1 et par suite, d’après le lemme 3,

p=fP.

Montrons qu’on a le signe + dans la partie droite de cette égalité; en effet,
dans le cas contraire, nous aurions l’égalité

E=-pE.

Considérons dans l’anneau a>  des congruences modulo h = 1 - Z.
Puisque < = 1 (mod A),  toutes les puissances de h sont congrues à 1 modula h
et nous obtenons

E = ; = a, + a, + . . . + ai-a = M (mod 1);

cela signifie que M = - M (mod h)  ou 2M = 0 (mod 1).  D’après le lemme 2,
il en résulte que

2M = 0 (mod /), M = 0 (mod /), M = 0 (mod A),

d’où
E - 0 (mod A),

et cela contredit le fait que E est une unité de l’anneau ‘B. Ainsi

E=pi.

Choisissons maintenant un nombre entier s tel que 2s = a (mod 1).  Alors

p = <” et l’égalité E = czSË  peut s’écrire sous la forme
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L’égalité obtenue montre que l’unité ? = $ est réelle. Ainsi E est le produit

de p par l’unité réelle ‘1. C. Q. F. D.

LEMME  5. - Soient x et y des nombres entiers rationnels. Pour que x + <“y
et x + py  soient premiers entre eux pout m f n (mod 1) (i. e. que les unités
soient leurs seuls diviseurs communs), il faut et il suffit que x et y soient
premiers entre eux et que x + y ne soit pas divisible par 1.

DI?MONSTRATION. - Si x et y ont un diviseur commun d > 1, alors x + Tmy
et x + py sont divisibles par d. Si maintenant x + y est divisible par 1,
x + <“y  et x + l;nv ont pour diviseur commun 1 - c (qui n’est pas une
unité) ; en effet

x+Tmy=x+y+(<m-l)y=(x+y)-(1-&,y=O(modl-c).

Ainsi, nous avons démontré la nécessité des deux conditions du lemme.
Pour la suffisance, nous montrerons qu’il existe dans l’anneau a>  des nom-
bres &, et yo tels que

(x + PY)Eo  + (x + PYho = 1.

Considérons l’ensemble A de tous les nombres de la forme

(x + PY)E  + (x + PYh,

où E et q parcourent ‘3  indépendamment l’un de l’autre. 11  est évident que
si cc et p appartiennent à A, alors toute combinaison linéaire at’ + 61  à
coefficients E’ et $ dans a>  appartient aussi à A. Nous voulons montrer que
le nombre 1 appartient à A.

Des égalités

(x + PY) - (x + PY)  = PU  - P->Y  = P%I-,(I  - QY,

(x + pyp - (x + pyp = - Cm(1  - ?-m)x  = - Cm&,-,(l  - <)x,

il résulte que (1 - <)y  E A et (1 - <)x  E A (puisque ??E,-~  est une unit6
de l’anneau 9). Puisque x et y sont premiers entre eux, il existe des entiers
rationnels a et b tels que ax + by = 1. Ainsi,

(l-c)xa+(l-c)yb=l-CEA.

De plus,

x+y=(X+~~y)+(l-~~lY=(x+ZmY)+(l-~)~,Y

et par suite x + y E A. Puisque 1 est divisible par 1 - <, alors Z E A. D’après
la seconde hypothèse du lemme, les nombres x + y et 1 sont premiers entre
eux et par suite il existe des entiers rationnels u et v tels que (x+y)u+Zv=  1,
d’où 1 E A. Ceci termine la démonstration du lemme 5.

BORHVITCH 12
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3) Le théorème de Fermat
dans le cas d’unicité de la décomposition

en facteurs premiers

THÉORÈME 1. - Soient 1 un nombre premier impair et C  une racine primitive
d’ordre 1 de 1. Si dans l’ordre a>  = Z[<] = { 1, c,  . . .,  <‘-a  } du corps Q(c),
la décomposition en facteurs premiers est unique, alors le premier cas du
théorème de Fermat  est résolu, i. e. l’équation

xl + y’ = zl

n’a pas de solution en nombres entiers rationnels x, y, z non divisibles par 1.

DÉMONSTRATION. - Le nombre premier 3 jouera un rôle particulier dans
la démonstration, c’est pourquoi nous considérerons séparément le cas 1 = 3.
Montrons que non seulement l’équation Xs  + r’ = zs mais même la
congruence ~3  + p = Z* (mod 9) n’a pas de solutions parmi les nombres
non divisibles par 3. En effet, supposons que cette dernière congruence soit
possible. De la congruence Xs  + p = zs (mod 3) il résulte (d’après le petit
thtorème de Fermat)  que x + y = z (mod 3),  i. e. z = x + y + 3u,  d’où

X3+y*-(x+y+3u)SzX3+ya+3xZy+3xy2(mod9);

par suite

0 - xzy + xy2  = X~(X  + y) = xyz (mod 3).

Ainsi, un des nombres x, y, z est divisible par 3, ce qui démontre notre
affirmation.

Soit maintenant 12  5. Raisonnant par l’absurde, supposons que pour
certains entiers rationnels x, y, z premiers deux à deux et non divisibles
par I on ait l’égalité x ‘f y1 = zl, que nous avons aussi écrite sous la
forme (2). Puisque x + y = XI  + y’ = z f 0 (mod Z) et x et y premiers
entre eux, alors, d’après le lemme 5, les nombres x + cky  (k = 0, 1, . . . , Z- 1)
sont premiers entre eux deux à deux. Comme on l’a déjà vu dans l), l’unicité
de la décomposition en facteurs premiers entraîne

x + <y  = Ed (3)

x - <z = E&‘, (3’)

où E et g1 sont des unités de l’anneau a>. Nous avons déjà indiqué que la
réunion des égalités (3) et (3’) conduit à une contradiction. Montrons que
les congruences correspondantes modulo 1 dans l’anneau ‘ B sont contra-
dictoires.
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Soit a = a, + a,E  + . . . + a,-,C!-2 (a,,  a,, . . . , a:-,  entiers rationnels).
Alors

a’ = a: + a’,f  + . . . + af-2f’1-2)  = M (mod Z),

avec M = a, + a, + . . . + al-,. D’après le lemme de Kummer, l’unité D
peut s’écrire E = rSq  où YJ  est une unité réelle. Par suite, d’après l’égalité (3),
on a la congruence

x + <y = PqM = T”E  (mod I),

où 5 est un nombre réel appartenant à a>. Nous pouvons écrire cette
congruence sous la forme

C-Yx + 0)  = F (mod  0. @)

Remarquons maintenant que pour tout a E ‘B, le nombre complexe

conjugué i appartient aussi à ‘IX Si nous avons la congruence a = p (mod 1>,

alors a - p = Iy  d’où Cr  - $ = 13  et par suite i = p (mod 1). Passant aux
nombres complexes conjugués dans la congruence (8),  nous obtenons

P(x + C-ly)  = E(mod  1). (9)

Mais 1 = 5 et il résulte de (8) et (9) que

P(x  + Cv)  = Wx + Yy)  (mod  0

ou encore

XP + yP-l  - XC? - yP  = 0 (mod r). (10)

Il est clair qu’un nombre de ‘ B représenté sous la forme canonique

ao + a,<  + * *. + a,-P

est divisible par 1 si et seulement si tous les coefficients a,, . . .,  al-,  sont
divisibles par 1. Si les exposants

s, S-l,--&  l - s (11)

ne sont pas congrus deux à deux ni congrus avec 1 - 1 modulo 1, alors le
nombre qui figure dans la partie gauche de la congruence (10) est écrit
sous forme canonique et par suite tous les coefficients sont divisibles par 1.
Ainsi, dans ce cas, x = 0 (mod Z) et y = 0 (mod 1) ce qui est impossible
puisque x et y sont premiers entre eux (et non divisibles par Z).

Considérons maintenant les cas où la partie gauche de (10) n’est pas sous
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forme canonique, i. e. si l’un des nombres (11) est congru à 1 - 1 ou si
deux d’entre eux sont congrus modulo 1. Un des exposants (11) sera congru
àl- 1 modulo 1 seulement pour les valeurs suivantes de ces exposants.

s
I

s - l

5’ 1 - 2
I- 1

1 0
2 1

-

-

-S

1

21
l - 2

l - s

2
1

A

Nous voyons que, dans chacun de ces cas, il existe seulement un exposant
congru à Z - 1 (puisque Z z 5). Pour écrire la partie gauche de (10) sous
forme canonique, il faut utiliser l’égalité

Cl-1  = - 1 - < - . . . - y-2

Substituant cette expression dans le terme de la partie gauche de (10) dont
l’exposant est congru à 1 - 1 modulo Z,  nous obtenons pour ce terme une
somme de monômes affectes des coefficients f x ou f y. Puisque le nombre
de ces monômes est égal à 1 - 1 > 4 (puisque 12  5),  alors, par réduction
des termes semblables, au moins un d’entre eux ne se réduit pas avec les
termes restants de la congruence (10). Mais alors la congruence (10) dont
nous venons d’écrire la partie gauche sous forme canonique entraîne

fx-O(modZ) o u *t=O(mod1).

Nous avons obtenu une contradiction puisque par hypothèse x et y ne sont
pas divisibles par 1.

Il reste à considérer le cas où certains des exposants (11) sont congrus
modulo 1. Les congruences s = s - 1 (mod /) et - s = 1 - s (mod Z)
sont impossibles. Si s = - s (mod l) ou s - 1 = 1 - s (mod /), alors nous
aurons respectivement s = 0 (mod I)  et s = 1 (mod 1),  ce qui correspond
aux cas s - 1 = 1 - 1 (mod 1) et - s - Z - 1 (mod l).  Les deux cas res-

If1tants s = 1 - s (mod Z) et s - 1 = - s (mod Z) entraînent s E ~
2

(mod r).  Dans ce cas, la congruence (10) s’écrit
I+l l-l

(x - y)C  2 + (y - X)C  2 = 0 (mod I)

Puisque la partie gauche de cette congruence est écrite sous forme cano-

nique
(

If letl- 1
les exposants ~ ~

2 2
ne sont pas congrus entre eux ni congrus

à Z - l), alors

x-y(modI).
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De manière analogue, il résulte de (3’) que

x--z(modZ)

De la congruence

x+y=x’+y’=z’=z(modI)

il résulte maintenant que 2x = - x (mod 1)  ou 3x = 0 (mod Z).  Puisque I#  3,
alors x = 0 (mod Z) et nous avons obtenu de nouveau une contradiction.
Ceci termine la demonstration  du théorème 1.

En utilisant des propriétés plus fines des nombres entiers du corps Q(c),
Kummer a démontré que si le nombre premier 1 satisfait aux hypothèses du
théorème 1, alors le second cas du théorème de Fermat  est vrai pour l’expo-
sant 1.

La généralisation du théorème 1 à une classe plus large d’exposants Z
sera étudiée dans le 0 7-3) de ce chapitre. Nous démontrerons le second cas
du théorème de Fermat  pour ces exposants au Q 7-l) du chapitre V.

Ajoutons quelques remarques.

Remarque 1. - La partie fondamentale de la démonstration du théorème 1
est la démonstration de l’impossibilité de certaines congruences modulo 1.
Bien sûr, cela ne démontre pas que l’équation x1 + y[ = zl  (mod Z) n’a pas
de solution. Puisque cette congruence équivaut à x + y = z (mod Z),  elle
a toujours une solution en nombres non divisibles par 1. On peut montrer
de plus, pour 1= 7 par exemple, que l’équation x7 + y7 = z7  considérée
comme congruencc modulo un nombre quelconque a toujours une solution
en nombres entiers non divisibles par 7.

Ainsi la démonstration de l’impossibilité de l’équation (1) repose sur sa
réduction aux équations (3) et (3’) qui utilise l’unicité de la décomposition
en facteurs dans l’anneau Z[<],  puis ensuite sur l’application de la théorie
des congruences aux équations obtenues.

Remarque 2. - La méthode employée dans ce paragraphe pour étudier
le théorème de Fermat  s’applique aussi à d’autres problèmes analogues
(cf. exercice 2).

Remarque 3. - Si nous voulons appliquer le théorème ci-dessus à des
cas concrets, il faut savoir dans quels cas il y a unicité de la décomposition
en facteurs dans l’anneau Q(c).

En liaison avec ce qui précède, nous sommes donc conduits aux deux
problèmes fondamentaux suivants de la théorie des nombres algébriques :

10  Dans quels corps K de nombres algébriques la décomposition des
nombres entiers en facteurs premiers est-elle unique ?

20 Quelle est la structure arithmétique des corps K dans lesquels il n’y a
pas unicité de la décomposition des nombres entiers en facteurs premiers ?
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EXERCICES

1. Démontrer que la congruence x5 + y5 = zB (mod 9) n’a pas de solution
en nombres entiers rationnels x, y, z non divisibles par 5.

2. Soit w une racine primitive d’ordre 3 de 1. Supposant connu le fait que la
décomposition des nombres entiers en facteurs premiers dans le corps Q(o) est
unique, démontrer que l’équation x3 + 9 = 5z3 n’a pas de solutions en nombres
entiers rationnels x, y, z non divisibles par 3.

3. Soient Z un nombre premier, < une racine primitive Mme de 1, x et y des nom-
bres entiers rationnels et d le plus grand commun diviseur de x et y. Posons 6 = d
si x + y + 0 (mod I) et 6 = d(l  - ?J si x + y = 0 (mod r). Démontrer que 6 est
un diviseur commun des nombres x + @y et x + @y  (m + n (mod I))  et est
divisible par tout autre diviseur commun de ces nombres.

4. Démontrer qu’un produit c+ est divisible par 1 - c dans l’ordre
{ 1,  c,  . . .> cl-2  } du corps Q(c)  si et seulement si l’un au moins des facteurs cc  ou p
est divisible par 1 0 <.

5. Utilisant la notion de congruence de polynômes a coefficients entiers (chap. 1,
5 l-l)), montrer que

t1-1+  . . . + t + 1 31  (I - l)r-1 (mod 1).

6. Démontrer que le polynôme tl-1  + . . . + t + 1 est irréductible sur le corps
des nombres rationnels, en considérant des congruences de polynômes (à coeffi-
cients entiers) modulo 12.

5 2. - DÉCOMPOSITION EN FACTEURS

1) Facteurs premiers

Dans le paragraphe précédent nous avons vu l’importance de la décom-
position en facteurs premiers dans les ordres des corps de nombres algé-
briques; nous donnerons ultérieurement d’autres applications de cette

notion. Étudions la décomposition en facteurs premiers dans le cas général.
Pour parler de décomposition en facteurs premiers, il faut préciser l’an-

neau a>  dont nous étudierons les éléments. Nous commencerons par poser

le problème sous forme générale dans un anneau commutatif unitaire sans

diviseurs de zéro. Ces conditions seront supposées satisfaites dans la suite,
sauf hypothèses complémentaires.

DÉFINITION. - Un élément x # 0 d’un anneau ‘3 qui n’est pas une unité
est dit premier s’il n’est pas décomposable en facteurs, x = ap,  dont aucun
des deux n’est une unité dans a>.

Ainsi un nombre est premier s’il est divisible seulement par les unités

et par les éléments qui lui sont associés.
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Il n’existe pas d’elément  premier dans tout anneau et les éléments d’un
anneau ne sont pas toujours representables  comme produit d’éléments
premiers. Considérons par exemple l’anneau a>  de tous les nombres entiers
algébriques. Pour tout a # 0 de a>  qui n’est pas une unité, nous avons la

décomposition u = $4; où 2/a  appartient à ‘ B et n’est pas une unité.
Ainsi aucun élément de a>  n’est premier.

Comme exemple d’anneaux dans lesquels la décomposition est possible,
on peut considérer les ordres dans les corps de nombres algébriques. Les
éléments premiers d’un ordre seront aussi appelés nombres premiers.

THÉORÈME 1. - Dans un ordre quelconque 9 d’un corps K de nombres
algébriques, tout nombre non nul qui n’est pas une unité est représentable
comme produit de nombres premiers.

DÉMONSTRATION. - D’après le théorème du Q 2, chapitre II, les unités E
de l’anneau 50  sont caractérisées par le fait que leurs normes N(E) sont égales
à &-  1. Nous démontrerons ce théorème par récurrence sur le nombre
1 N(a) 1, a E a>. Si le nombre tc  est premier, alors c’est terminé. Si cc = py
où p et y sont des nombres de ‘3  qui ne sont pas des unités, alors

1 < INWI  < IW)L 1 < IN(y)1  < INWI.

Par hypothèse de récurrence, p et y sont des produits de nombres preoiers
de l’anneau 9. Mais alors, d’après l’égalité a = py, le nombre a est aussi
produit de nombres premiers. Le théorème 1 est démontré.

2) Unicité de la décomposition.

Supposant maintenant que dans l’anneau 3 la décomposition en facteurs
premiers est possible, étudions l’unicité éventuelle de cette décomposition
(à des éléments associés près).

DJ~FINITION.  - Nous dirons que dans l’anneau 9 la décomposition en fac-
teurs premiers est déjinie  de manière unique si pour deux décompositions

a = x1, . . . , x,, a=x;  . . . 77;

le nombre des facteurs est le même (r = s) et si, pour une énumération conve-
nable, les éléments xi et xi sont deux à deux associés.

Dans la décomposition cc = x1,  . . ., x, on peut regrouper les nombres
premiers associés en les multipliant par une unité. Nous obtenons ainsi une
décomposition de la forme

CI  = Ere kl
1 . . . 7ckmm
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.ou les nombres x1, . . . , x, sont deux à deux non associés et où E est une
unité de l’anneau a>. Si la décomposition en facteurs premiers est unique,
les éléments x,,  . . .,  7r, sonr définis à une unité près et les expo-
sants k,,  . . . , k, sont définis de manière unique.

L’exemple le plus classique d’anneau dans lequel la décomposition en
facteurs est definie  de manière unique est l’anneau des nombres entiers
rationnels. Dans le cas général, il n’y a pas unicité de la décomposition dans
tous les anneaux où la décomposition en facteurs premiers est possible.
Ainsi, le résultat de l’exercice 1 montre que parmi tous les ordres des corps
de nombres algébriques, on peut seulement espérer l’unicité de la décom-
position dans les ordres maxima.

L’unicité de la décomposition en facteurs premiers dans l’anneau Z
de tous les entiers rationnels résulte du théorème de la division avec reste
qui afhrme  que pour tous les entiers a et b non nuls de 2, il existe des entiers q
etrtelsquea=bq+retIrj  < IbI.Parsuite,sidansunanneaua)ona
un analogue de cette division avec reste, on pourra démontrer dans 9 l’uni-
cité de la décomposition en facteurs premiers.

DÉFINITION. - On dira qu’il existe dans  l’anneau ‘3 un algorithme de divi-
sion avec reste si on a déjini  une fonction 11 u 11 pour les nombres a # 0 de 9,
à valeurs entières positives, satisfaisant aux conditions suivantes :

l” Si a # 0 est divisible par p,  alors II  a 11 > 11 p 11.

2O Pour des éléments cc et p non nuls de a>,  il existe y et p tels que u = py  + p
a v e c p = O o u b i e n  I[pIj  < IjpII.

L’anneau a>  et alors appelé un anneau euclidien.

Reprenons la démonstration de l’unicité de la décomposition des nombres
entiers rationnels en facteurs premiers et de la décomposition des polynômes
en facteurs irréductibles. En dehors des propriétés générales des anneaux,
on utilise seulement le théorème de la division avec reste. Transcrivant
textuellement ces demonstrations,  nous obtenons le résultat suivant.

THÉORÈME  2. - Dans tout anneau euclidien la décomposition des éléments
en facteurs premiers est possible et définie de manière unique.

Considérons comme exemple l’ordre maximum a>  du corps quadra-

tique Q(2/--  1) te montrons qu’il existe dans a>  un algorithme de division
avec reste pour la fonction I/  a 11 = N(a).  Soient a et p # 0 des nombres
quelconques de a>. Pour les nombres rationnels u et v définis par l’égalité

u+v+1,
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Choisissons les nombres entiers rationnels x et y les plus proches :

185

Si nous posons maintenant y = x + yd- 1, p = a - @y,  alors d’après
l’inégalité

N ;-y =(u-x)2+(0-~&+;<  1,( 1
nous aurons

ce qui démontre le résultat.
D’après le théorème 2, nous obtenons donc que dans l’ordre maximum

du corps Q(1/--  1), la décomposition en facteurs premiers est définie de
manière unique.

On peut ainsi démontrer l’unicité de la décomposition pour une série
d’autres anneaux (cf. exercices 3, 4 et 7). Remarquons aussi qu’il existe
des anneaux non euclidiens dans lesquels la décomposition en facteurs
premiers est cependant définie de manière unique. L’exemple le plus simple

d’un tel anneau est l’ordre maximum du corps Q(d- 19). L’absence dans
cet anneau d’un algorithme de division avec reste résulte de l’exercice 6.
L’unicite  de la décomposition en facteurs premiers dans cet anneau résulte
de l’exercice 11 du 0 7 de ce chapitre.

On peut définir un algorithme de division avec reste pour la norme dans

l’ordre maximum des corps Q(&)  pour et seulement pour les valeurs
suivantes de d :

2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73.

3) Exemple de non-unicité de la décomposition

Il est facile de construire des contre-exemples montrant que la décom-
position en facteurs premiers n’est pas nécessairement unique. Considérons

par exemple le corps Q(G). C omme on l’a montré dans le 0 7-2) du
chapitre II, les nombres de l’ordre maximum de ce corps s’écrivent

a=x+yd-5
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pour des entiers rationnels x et y et par suite N(a) = x2  + 5~“.  Le nombre 21
admet dans l’anneau 9 les deux décompositions

21=  3.7 (1)

21 = (1 + 22/-  5)(1  - 2+ 5). (2)

Montrons que tous les facteurs de droite sont premiers dans l’anneau 9.
En effet, si par exemple 3 = aP  où ni a ni p n’est une unité, alors l’égalité

9 = N(ap)  = N(a)N@)

entraînerait N(a) = 3. Pourtant, cela est impossible car l’égalité x2  + 5y2 = 3
est impossible en nombres entiers rationnels x et y. On montre aussi que les

nombres 7,1 + 24- 5,1 - 2d--  5 sont premiers. Puisque les quotients

1524-5 1&2+5
3

et
7

n’appartiennent pas à l’anneau 9, alors les nombres 3 et 7 ne sont pas asso-

ciés à 1 + 2d--  5 et 1 - 2d- 5. Ainsi il existe dans 9 des nombres
qui admettent plusieurs décompositions distinctes en facteurs premiers
(cf. exercices 10 et 11 pour d’autres exemples).

On pourrait penser que le phénomène de non-unicité de la décomposition
en facteurs premiers rend impossible toute théorie arithmétique fructueuse
dans un tel anneau mais il n’en est pas ainsi. Au milieu du siècle dernier,
Kummer a montré que bien que l’arithmétique d’un tel corps se distingue
radicalement de celle du corps des rationnels, elle peut donner d’importants
résultats en théorie des nombres.

L’idée fondamentale de Kummer est essentiellement la suivante : si dans
l’ordre maximum 9 d’un certain corps de nombres algébriques, la décompo-
sition en facteurs premiers n’est pas définie de manière unique, alors on
peut représenter les nombres # 0 de a>  comme objets d’un nouvel ensemble
muni d’une multiplication et dans lequel la décomposition en facteurs pre-
miers est cette fois définie de manière unique.

Pour tout nombre a # 0 de ‘B, son image (a) dans cette représentation
sera décomposable de manière unique en facteurs premiers, mais ces fac-
teurs premiers n’appartiendront pas à notre anneau mais à un nouvel
ensemble. L’unicité de la décomposition au sens de Kummer devra tenir
compte du fait que certains nombres premiers de 9 (et peut-être tous) ont
pour images des éléments non premiers du nouvel ensemble, i. e. leurs images
admettent des décompositions non triviales. Ainsi, dans l’exemple de

l’ordre maximum du corps Q(d- 5),  p our obtenir l’unicité de la décom-
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position à partir des décompositions (1) et (2), il doit exister des objets pl, pe,

P3,  P4  tels que

3 = PlP2, 7 = P3P4, 1 + 22/- 5 = PlP3, 1 - 2+ 5 = p2p4

(dans ces égalités, nous n’avons pas distingué les nombres de leurs images).
Les décompositions (1) et (2) s’écrivent maintenant

21 = plp2.p3p4  = pl&b*p2p4

qui diffèrent seulement par l’ordre des facteurs.

Kummer a appelé ces nouveaux objets nombres idéaux. Ils sont appelés
maintenant diviseurs. Les paragraphes suivants sont consacrés à l’étude
systématique de ces diviseurs.

EXERCICES

1. Démontrer que si dans un certain ordre 9 d’un corps K de nombres algé-
briques la décomposition en facteurs premiers est définie de manière unique, alors
cet ordre est l’ordre maximum. Plus généralement, montrer que si dans un anneau 9
la décomposition en facteurs premiers existe et est définie de manière unique,
alors l’anneau 5) est intégralement clos.

2. Démontrer que si dans un anneau euclidien un élément c( # 0 est divisible
par p et n’est pas associé à l3, alors 11 c( 11 > II  g Il.

3. Soit m un lattice du plan complexe dont les points représentent les nombres
de l’ordre maximum 9 d’un corps quadratique imaginaire. Démontrer qu’il existe
dans ‘ B un algorithme de division avec reste pour la norme N(or)  si et seulement si
les translatés du disque unité (sans sa frontière) par les vecteurs du lattice m
recouvrent tout le plan.

4. Montrer qu’il existe un algorithme de division avec reste pour la norme dans
l’ordre maximum du corps Q(dd) avec d < 0, si et seulement si d est égal à l’un
des nombres :

- 1, - 2, - 3, - 7, - 11.

5. Démontrer que, dans le corps quadratique imaginaire Q(&)  où d < 0 est
sans carrés et différent de - 1, - 2, - 3, - 7, - 11, la norme de tout élément
entier est égale à 0, & 1 ou est plus grande que 3.

6. Démontrer qu’en dehors des cinq corps considérés dans l’exercice 4, pour
aucun autre corps quadratique imaginaire l’ordre maximum n’est un anneau
euclidien.

Indication. - Raisonner par l’absurde en supposant qu’il existe une fonction I/ a I/
définie pour a E ‘ B qui satisfait aux conditions de la définition du point 2). Parmi
les nombres de l’anneau ‘ B qui ne sont pas des unités, soit y un nombre pour lequel

(1 y II soit minimum. Montrer qu’alors tout c( E ‘ B est congru modulo y à l’un des
trois nombres 0, - 1 ou 1.

7. Démontrer l’existence d’un algorithme de division avec reste pour l’ordre
maximum du corps Q(d2).
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8. Démontrer que dans l’ordre maximum du corps Q(2/ - 1) tout nombre
premier rationnel impair p est premier s’il est de la forme 4k + 3 et se décompose
en un produit p = xx’ de deux facteurs premiers non associés s’il est de la forme
4k + 1. Trouver la décomposition du nombre 2 en facteurs premiers dans cet
anneau.

9 . Soit a>  un anneau dans lequel la décomposition en facteurs premiers est définie
de maniére  unique. Démontrer que pour tout couple a, p d’éléments de ‘ B (non
nuls simultanément) il existe un diviseur commun 6 qui est divisible par tout
autre diviseur commun de a et p (6 est appelé le plus grand commun diviseur
de a et p).

10. Démontrer que dans l’ordre maximum du corps Q<d - 6) on a les décom-
positions distinctes suivantes en facteurs premiers :

55=5.11=(7+4-6)(7-d-6),

6=2.3  = - (d-6)‘.

11. Vérifier que dans l’ordre maximum du corps Q<1/ - 23) on a les décom-
positions en facteurs premiers

hz 23=1+d-23 1-d-23~~.
2 2 ’

27=3.3.3=(2+d-23)(2-d-23).

Trouver les différentes décompositions du nombre 8 en facteurs premiers dans cet
anneau.

0 3. - DIVISEURS

1) Définition axiomatique des diviseurs

Soit a>  un anneau commutatif quelconque (avec unité et sans diviseurs
de zéro); donnons un sens précis aux considérations de la fin du Q 2-2).

Notre théorie comporte deux parties : construire un nouvel ensemble A
dans lequel la décomposition en facteurs premiers soit définie de manière
unique et comparer les Bléments  non nuls de l’anneau ‘XI  aux éléments de
l’ensemble A. Commençons par la première partie. Pour pouvoir parler

de décomposition en facteurs dans A, il faut définir une opération de multi-
plication faisant correspondre à tout couple d’éléments de A un troisième
élément qui soit leur produit. Nous imposerons à cette opération d’être
associative et commutative. Un ensemble muni d’une telle opération est
appelé un monoïde commutat$ Nous imposerons également l’existence d’un
élément unité dans A, i. e. d’un élément e tel que e. a = a pour tout a E A.

Dans tout monoïde commutatif A avec unité, on peut parler de divisibilité :
un élément a E A est divisible par b E A s’il existe un élément c E A tel
que a = bc (on dit aussi que b est un diviseur de a ou que a est un multiple
de b). Un élément p E A, différent de e, est dit premier s’il est divisible seu-
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lement  par lui-même et par l’unité e. On dit de plus qu’on a unicité de la
décomposition en facteurs premiers dans le monoïde A si tout élément a E A
se représente comme un produit d’éléments premiers

a = PlPS  * . . Pz (r 2 01,

une telle décomposition étant unique, à l’ordre près des facteurs (pour r = 0,
le produit est, par définition, égal à l’unité e). L’unicité de la décomposition
suppose en particulier que l’unité e est le seul élément inversible (i. e. divi-
seur de e). Il est clair qu’un monoïde avec unicité de la décomposition en
facteurs premiers est complètement défini par l’ensemble de ses éléments
premiers (et de leurs puissances). L’exemple le plus simple d’un tel monoïde
est l’ensemble des entiers naturels.

Dans un monoïde A où la décomposition en facteurs premiers est définie
de manière unique, tout couple d’éléments admet un plus grand commun
diviseur (i. e. un diviseur commun divisible par tout autre diviseur commun)
et un plus petit commun multiple. Deux éléments de A sont dits premiers
entre eux si leur plus grand commun diviseur est égal à e. Remarquons les
propriétés élémentaires suivantes de la divisibilité dans A : si un produit
ab est divisible par c et a et c premiers entre eux, alors b est divisible par c;
si c est divisible par des éléments a et b premiers entre eux, alors c est divisible
par le produit ab; si un produit ab est divisible par un Clément premier p,
alors au moins un des facteurs est divisible par p.

Précisons maintenant la seconde partie de notre théorie.

Désignons par a)* l’ensemble de tous les éléments non nuls de l’anneau a>.
Puisque, par hypothèse, l’anneau a>  est sans diviseurs de zéro, alors
l’ensemble a>* est un monoïde pour l’opération de multiplication.

Supposons définie une application du monoïde a)* dans un monoïde A
dans lequel la décomposition en facteurs premiers est définie de manière
unique; nous désignerons par (a) l’image de l’élément a E a>* par cette
application. Il est clair que l’étude de la structure multiplicative de l’anneau 50
à l’aide du monoïde A n’est possible que si l’application a -+ (ct) est multi-
plicative, i. e. (c$J)  = (x) @) pour tous a,  p E A. Nous imposerons donc à
l’application a + (a) d’être un homomorphisme du monoïde a)* dans le
monoïde A. La divisibilité de a par p dans l’anneau a>  entraîne alors que (a)
est divisible par (p) dans le monoïde A. Pour que la relation de divisibilité
dans ‘3  corresponde exactement à la divisibilité dans A, il est nécessaire
d’exiger que, réciproquement, la divisibilité de (a) par (p) dans le monoïde A
entraîne que a est divisible par p dans ‘3.

Nous dirons dans la suite qu’un élément a # 0 de 3 est divisible par un
élément a E A et nous écrirons ala si (a) est divisible par a dans le monoïde A.
On considérera que 0 est divisible par tous les éléments de A.
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L’ensemble de tous les éléments de l’anneau 9 qui sont divisibles par un
élément tc  E a>*  est fermé pour les opérations d’addition et de soustraction.
Nous devrons exiger, bien entendu, que cette propriété soit conservée pour
les diviseurs a du monoïde A.

Enfin, nous imposerons à A de ne pas contenir d’éléments CC superflus »,
en signifiant par là que deux éléments distincts de A doivent différer l’un
de l’autre par leurs propriétés de divisibilité par rapport aux éléments de a>.

Tout ce qui précède nous conduit à la définition suivante.

DÉFINITION. - Par theorie des diviseurs d’un anneau a>  on entend la
construction d’un certain monoïde A, dans lequel la décomposition en facteurs
premiers est définie de manière unique et d’un homomorphisme a + (a) du
monoïde !BO*  dans le monoïde A, tels que

10  dans l’anneau a>,  un élément a E a)*  est divisible par p E  CD*  si et seule-
ment si (a) est divisible par (p)  dans le monoïde A;

20 si a, p E  a>  sont divisibles par un élément a E A, alors a -& p sont aussi
divisibles par a;

30 soient a et b deux éléments de A; si les ensembles de tous les éléments
de a>  qui sont divisibles respectivement par a et b coïncident, alors a = 6.

Les Béments  du monoïde A sont appelés des diviseurs de l’anneau 9
et les diviseurs de la forme (a), a E a)*,  sont appelés des diviseurs principaux.
L’élément unit6  e du monoïde A est appelé le diviseur unité.

La première condition de la définition ci-dessus entraîne le résultat suivant:

L’égalité (a) = (p)  a lieu si et seulement si a et f3 sont associés dans
l’anneau a>.  En particulier, les unités E de l’anneau a>  sont caractérisées par
I’égalité  (c)  = e.

Dans la suite, nous désignerons par ‘II>*  + A une théorie des diviseurs
pour l’anneau ‘B. Dans le point suivant, nous examinerons la question de
l’unicité d’une théorie des diviseurs et, dans le point 3),  nous donnerons
une importante condition nécessaire (mais non suffisante) d’existence.

Dans le 9 5, nous démontrerons l’existence d’une théorie des diviseurs
pour tout ordre maximum d’un corps de nombres algébriques (pour les
ordres non maxima, alors, d’après le théorème 3, il n’existe pas de théorie
des diviseurs).

2) Unicité

THÉORI&E  1. - Si un anneau a>  admet une théorie des diviseurs, alors elle
est unique. Plus précisément, cela signifie que pour deux homomorphismes

a>* + A et 1)*  + A’
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satisfaisant à la déjinition ci-dessus, il existe un isomorphisme A  ‘u A’ faisant
se correspondre les diviseurs principaux de A et A’ respectivement, qui corres-
pondent aux mêmes éléments cc E  !ID*.

DÉMONSTRATION. - Soient a)*  -+ A et a* + A’ deux théories des divi-
seurs de l’anneau 9. Pour des diviseurs premiers p E A et p’ E A’ nous

désignerons par @ et p’ les ensembles des éléments de l’anneau 9 divisibles,
respectivement par p et p’ (la divisibilité par p est considérée pour la théo-
rie a>*  --+  A et la divisibilité par p’ pour la théorie ‘B* + A’). Démontrons
que pour tout diviseur premier p’ E A’, il existe un diviseur premier p E A

tel que l? c $, Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, i. e. que j7 c/- $ pour
tout diviseur premier p E A. Il résulte facilement de la condition 30 que,
pour tout diviseur, l’ensemble de tous les éléments de a>  qu’il divise ne peut
être réduit à 0. Choisissons dans a>  un élément p # 0 divisible par p’ et
décomposons le diviseur principal @) E A en facteurs premiers

(p) = p: . . . p?

(Pl, * * * > pr sont des diviseurs premiers du monoïde A). Puisque nous avons

supposé que pi + pZ; alors, pour tout i = 1, . . . , r, on peut trouver un
élément yi E CD  divisible par pi  mais non divisible par p’. Le produit

y+ ,.. y’l’

est divisible par p: .  .  . p: ce qui entraîne, d’après la condition 10,  que y

est divisible par p dans l’anneau a>. Mais alors y est aussi divisible par p’ ;

nous avons obtenu une contradiction puisque le produit y:’ . . . y?  ne

peut pas être divisible par p’ puisque p’ est premier et ne divise aucun des
nombres yi.

Ainsi, pour tout diviseur premier p’ E A’ on peut trouver un diviseur

premier p E A tel que p c +5’: Par symétrie, il existe un diviseur premier

q’ E A’ tel que qi c n. Montrons que q’ = p’ et par suite $ = 6 = PT.
En effet, d’après la condition 30 il existe dans l’anneau 9 un élément E
divisible par q’ et non divisible par q’p’. Si on suppose q’ # p’, alors cet
élément E n’est pas divisible par p’ et nous obtenons une contraction avec

l’inclusion Ï$  c $.
Puisque le diviseur p E A tel que 5 = p’  (pour p’ E A’ donné) est défini

de manière unique (condition 39, nous avons défini une correspondance
biunivoque p f+ p’ entre les diviseurs premiers de A et de A’. On peut pro-
longer cette correspondance (et de manière unique, c’est évident) en un iso-

morphisme A N A’ de la manière suivante : si p1  t+ pi, . . .,  pr +-+  pi, alors

(1 . . . Pr’  t) p1’ . . . pl’.
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Il nous reste à vérifier que cet isomorphisme fait se correspondre les divi-
seurs principaux (a) E A et (a)’ E A’ définis par le même Blément  a E a>.
Supposons que des diviseurs p E A et p’ E A’ qui se correspondent l’un à
l’autre interviennent respectivement avec les exposants k et Z dans les
décompositions de (a) et (a)‘. D’après la condition 30,  il existe dans l’an-
neau ‘ B un élément x divisible par p et non divisible par na.  D’après l’éga-

lité j = $, l’élément z est aussi divisible par p’. Ainsi, le diviseur princi-
pal (TC)  s’écrit (rc)  = pb  où b n’est pas divisible par p. Choisissons dans a>
un élément w divisible par bk et non divisible par bkp.  Puisque p ne divise
pas bk,  alors w n’est pas divisible par p et par suite par p’. Considérons le
produit au. Puisque a est divisible par pk et w par bk alors au est divisible
par pkbk  = (xk),  d’oh, d’après la condition (l), ao = rrkyj, ? E 6).  Mais p’lrt
et par suite aw  est divisible par plk et puisque p’ 7 w,  alors plkla. Cela montre
que dans le diviseur (a)’ E A’, le diviseur premier p’ intervient avec un expo-
sant supérieur à k, i. e. que 12  k. Par symétrie, on a aussi k > 1 d’où 1 = k.

Nous avons démontré ainsi que si

(a) = $ . . . P:et  P,++P~,  . . . . p,  t) p: alors (a)’ = p$  . . . ptkrr

ce qui montre que, par l’isomorphisme A - A’, les diviseurs principaux (a)
et (a)’ correspondent l’un à l’autre. Le théorème 1 est ainsi complètement
démontré.

S’il y a unicité de la décomposition en facteurs premiers dans l’anneau ‘B,
alors il est facile de construire une théorie des diviseurs a)* -f A de cet
anneau; pour cette théorie, tous les diviseurs seront principaux. En effet,
décomposons ‘B*  en classes d’éléments associés entre eux et soit A l’ensemble
de ces classes. Pour tout a E a>*,  désignons par (a) la classe des éléments
associés à a. Il est facile de voir que pour la multiplication (a) (p) = (a@),
l’ensemble A est un monoïde dans lequel la décomposition en facteurs
premiers est unique et que l’application a --+  (a), a E a)*, satisfait aux condi-
tions 10,  20  et 3O.  Les diviseurs premiers sont ici les classes (x),  où rc est un
élément premier de ‘B. D’après le théorème 1, toute thtorie des diviseurs
pour l’anneau a>  coïncide avec celle que nous venons de construire.

Supposons maintenant qu’un certain anneau a>  admet une théorie des
diviseurs ‘B*  -f A pour laquelle tous les diviseurs de A sont principaux et
démontrons qu’alors un élément 7~  # 0 de l’anneau YB  est premier si et
seulement si le diviseur (rc)  est premier. En effet, si (7~)  = p est un diviseur
premier et si y divise x dans l’anneau 50,  alors le diviseur (y) divise p (dans
le monoïde A) et par suite coïncide soit avec p, soit avec le diviseur unité e.
Dans le premier cas, y est associé avec x et dans le second cas c’est une unité
de l’anneau ‘IX Ainsi x est un élément premier de l’anneau 50.  Réciproque-
ment, soit (a) un diviseur # e et non premier. Puisque (a) est divisible par
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un certain diviseur premier p = (TC)  qui ne lui est pas égal, alors a est divi-
sible par le nombre premier x qui ne lui est pas associé. Par suite l’élément a

n’est pas premier.
Ainsi, si tous les diviseurs sont principaux, le fait que le diviseur (TC)  soit

premier équivaut au fait que l’élément rt soit premier. .
Soit maintenant a un élément quelconque de a>.  Si on a dans A la décom-

position

a = p1  . . . pr (1)

(les diviseurs pi sont premiers mais pas nécessairement distincts) et si

PI  = (Xl>,  . . . , PI  = (XT),

alors nous aurons dans l’anneau a>  la décomposition

a = UC1  . . . x,, (2)

où t est une unité de l’anneau 9. Puisque, par passage aux diviseurs, toute
décomposition du type (2) donne une décomposition du type (l), alors
dans a>  on a unicité de la décomposition en facteurs premiers.

Nous avons obtenu le résultat suivant.

THÉORÈME 2. - Pour que dans un anneau 9 la décomposition en facteurs
premiers soit possible et unique, il faut et il sufjt  qu’il existe pour 9 une
théorie des diviseurs a)*  + A et que, dans cette théorie, tous les diviseurs de A
soient principaux.

3) Nécessité d’être intégralement clos pour un anneau
admettant une théorie des diviseurs

Nous avons déjà dit qu’il n’existe pas de théorie des diviseurs pour tout
anneau. L’existence d’un homomorphisme a + (a) satisfaisant aux condi-
tions de la définition d’une théorie des diviseurs impose des conditions sur
l’anneau.

THÉORÈME 3. - Si un anneau a>  admet une théorie des diviseurs, alors cet
anneau est intégralement clos (dans son corps des fractions K).

DÉMONSTRATION. - Supposons qu’un certain élément 6 du corps des
fractions K de l’anneau a>  qui satisfait à la relation

5” + alE”-l  + . . . +an-lS+an=O (a,,  . . ..a.Ea)

n’appartient pas à ‘3.  Représentons-le sous la forme E = f où a E ‘3  et p E a>
P

et décomposons les diviseurs principaux (a) et (p) en un produit de puis-

BOREWTCH 1 3
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sances  de diviseurs premiers. Puisque cc n’est pas divisible par l3 dans I’an-
neau  ‘ B (par hypothèse c $ FD),  alors (a) n’est pas divisible par @) au sens
des diviseurs (condition 10).  Cela signifie qu’il existe un diviseur pre-
mier p E A qui figure dans la décomposition de (p) avec une puissance plus
grande que dans (IX). Supposons que p figure dans (ct) avec un exposant k > 0.
Puisque (p) est divisible par pk+l, alors la condition 20 entraîne que la partie
droite de l’égalité

un  = - al@P-l  - . . . - a#

est divisible par pk*+l.  Mais p figure dans le diviseur (01”)  = (c(>n  avec l’expo-
sant kn et par suite cc”  ne peut pas être divisible par pkn+l.  La contradiction
obtenue montre que t E ‘ B et le théorème 3 est démontré.

Une autre condition nécessaire d’existence d’une théorie des diviseurs
est donnée dans l’exercice 1.

Puisque parmi les ordres des corps de nombres algébriques, il n’y a que
les ordres maxima qui sont intégralement clos, alors, d’après le théorème 3,
on ne peut espérer une théorie des diviseurs que pour eux.

4) Théorie des diviseurs et valuations

Occupons-nous maintenant de la construction effective d’une théorie des
diviseurs. Nous supposerons que l’anneau 9 admet une théorie des divi-
seurs a)* -+ A et préciserons comment on peut construire cette théorie.

Choisissant un certain diviseur premier p, nous pouvons lui associer une
fonction V~(E),  de même que dans le chapitre premier nous avons associe au
nombre p une valuation p-adique. Pour tout tc  # 0 de 9, désignons par
V~(~X)  l’exposant de p dans la décomposition du diviseur principal (x) en
facteurs premiers. Il est évident que vi(a)  est caractérisé par le fait que

P’P(~)  1 tc et p”P(=‘+‘.f  a*

Puisque 0 est divisible par des puissances arbitrairement grandes de p, on
peut poser V~(O)  = CO.

Il résulte facilement de sa définition que la fonction vp(~)  possède les
propriétés suivantes :

vpC49  = vpW + V~(P), (3)

vp(a  + PI 2 min (~~64  V~(P)) (4)
(pour la démonstration de la propriété (4),  il faut utiliser la condition 29.

Nous pouvons prolonger la fonction V~(N)  au corps des fractions K de
l’anneau 9 en conservant les propriétés (3) et (4). En effet, pour

S=;EK  (cc,  l3 E‘B),
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posons

vp(S)  = “p(4  - vp(P).

II est clair que la valeur Y&)  ne dépend pas de la représentation de F, sous

la forme 5 = i et que la fonction Y#,)  ainsi prolongée satisfait aux condi-

tions (3) et (4).
Précisons maintenant l’ensemble des valeurs prises par la fonction v+,(a)

quand a parcourt tous les éléments du corps K. Puisque les diviseurs p et p2
sont distincts, alors, d’après la condition 30,  il existe un élément y E 9 qui
est divisible par p et non divisible par p 2. Pour cet élément, nous avons
vp(y) = 1. Mais alors vp(yk)  = k pour tout entier k ce qui démontre que la
fonction vp(a)  prend toutes les valeurs entières rationnelles.

DÉFINITION. - Soit K un corps quelconque. Une fonction v(a) dé$nie  sur K
s’appelle une t.aluation  du corps K si elle satisfait aux conditions :

10  v(a) prend toutes les valeurs rationnelles entières quand a parcourt tous
les éléments # 0 de K; v(0)  = CO.

20 449  = 44v (PL

30 V(a + P)  > min (v(a),  v(P)).

Nous pouvons maintenant dire que tout diviseur premier p de l’anneau a>
définit une certaine valuation +(a) du corps des fractions K. Il est facile de
voir que pour des diviseurs premiers distincts p et q, les valuations corres-
pondantes Y+, et vq sont aussi distinctes. En effet, d’après la condition 30,
il existe dans l’anneau 9 un élément y divisible par p et non divisible par q.
Mais alors vp(y)  > 1 et V~(Y)  = 0, ce qui signifie vp  # vq.

Toutes les valuations du corps K qui sont de la forme vi, possèdent la
propriété :

+(a) 2 0 pour tout a E 9. (5)

La décomposition d’un diviseur principal (a) (défini par l’élément a E  CO*)
en facteurs premiers s’exprime très simplement au moyen des valuations vv,
Les diviseurs premiers pi qui figurent dans cette décomposition sont carac-
térisés par la condition vPi(a)  > 0. Cette décomposition s’écrit

où pi parcourt tous les diviseurs premiers tels que vPi(a)  > 0.
Ainsi, le monoïde A des diviseurs et l’homomorphisme a)*  + A sont

complètement définis par la donnée de l’ensemble des valuations vp  du
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corps K qui correspondent aux diviseurs premiers p. En effet, l’ensemble
de tous les diviseurs et leur loi de multiplication sont définis par la donnée
des diviseurs premiers (tout diviseur est un produit de diviseurs premiers
élevés à des puissances positives et, dans la multiplication des diviseurs, les
exposants correspondants s’ajoutent). En ce qui concerne les diviseurs pre-
miers, ce sont des objets p qui correspondent biunivoquement aux valua-
tions vp.  Enfin, l’importante égalité (6) dtfinit un homomorphisme a)* + A.

Cela montre que la construction de la théorie des diviseurs peut s’appuyer
sur la notion de valuation. C’est sur cette remarque que repose l’étude
suivante.

Précisons tout d’abord l’importante question suivante : quelles sont les
proprittés qui caractérisent l’ensemble ZR  de toutes les valuations Y  du corps K
qui correspondent à une théorie des diviseurs de l’anneau a>. Puisque le
produit (6) contient seulement un nombre fini de facteurs d’exposants non
nuls, alors l’ensemble X‘doit satisfaire à la condition v(ct)  = 0 pour presque
tout v E 9L,  pour a fixé dans a)*  (l’expression « pour presque tout Y  )) signifie :
pour tout Y sauf pour un nombre fini).

De plus, d’après (5),  pour tout Y  E X.,  nous devons avoir v(a) > 0 si a E a>.
Inversement, supposons que pour un certain E E K on ait v(t)  > 0 pour

tout Y E X. Si nous représentons 4 sous la forme E = ‘ ! (a, p E a>),  nos condi-
P

tions s’écrivent v(a) > v(p)  pour tout Y  E 91.  Mais cela est équivalent au fait
que le diviseur principal (a) est divisible par le diviseur principal @).  D’après
la condition 10  nous obtenons alors que a est divisible par fi  dans l’anneau 9,
i. e. t E 9. Nous avons ainsi obtenu une deuxième condition nécessaire :
l’ensemble des valuations LR  est tel que les inégalités v(a) > 0 pour tout Y E ZR
caractérisent les éléments de l’anneau 9.

Pour mettre en Cvidence  une dernière propriété de l’ensemble X, choisis-
sons un nombre fini de valuations vl, . . . ,v, qui  correspondent aux diviseurs’
premiers pl, . . ., p,,,.  Fixant des nombres entiers positifs kl, . . . , k,,,,  consi-

dérons le diviseur a = p: . . . p>. D’après la condition 30,  il existe un

élément ai E 9 divisible par ut = ap, . . . pi-1  pi+1  . . . pm et non divisible
par aipi (1 < i < m). Considérons la somme

a = a1  + . . . + a,.

D’après la condition 20,  l’élément a est divisible par pki  et n’est pas divisible

par $+‘. Cela démontre que l’ensemble 3L vérifie aussi la condition néces-

saire suivante : pour des valuations quelconques vl, . . . , Y,  de X.  et des
nombres entiers positifs quelconques kl, . . . , k,  il existe un élément a E a>
tel que vi(a)  = kj (1 < i < m).

Les conditions nécessaires ci-dessus sont aussi suffisantes pour qu’on
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puisse construire la théorie des diviseurs de l’anneau 6)  à partir de l’en-
semble X. Pour démontrer ce résultat, considérons un monoïde A à décom
position en facteurs premiers uniques dont les éléments premiers sont en
correspondance biunivoque avec les éléments de X. La valuation v E %
qui correspond à l’élément premier p E A sera désignée par vp.  D’après la
première et la deuxième condition, pour tout u E a)*,  le produit (6) a un
sens (les nombres vPi(a)  sont positifs et seuls un nombre fini d’entre eux sont

non nuls). D’après la propriété V(E~)  = v(a) + v(p),  l’application a -+ (a)
est un homomorphisme a)* + A. Il découle facilement de la deuxième
condition que la divisibilité de Q par @ dans l’anneau a>  est équivalente aux
inégalités v(z)  2 v(p)  pour tout Y EX.  Cela montre que la condition 10  est
remplie. La condition 20 résulte immédiatement de l’inégalité

v@  rt P>  a- min W4  v(P)>.

Si a et b sont deux éléments distincts de A, il existe un certain élément pre-
mier p qui figure dans leurs décompositions avec des exposants distincts,
disons par exemple k et 1. Soit k < 1. D’après la troisième condition, il
existe dans ‘ B un élément cc divisible par a et tel que v,,(a)  = k par suite,
cet élément n’est pas divisible par 6.  Cela démontre que la condition 30
est remplie. L’homomorphisme a)*  -f A définit donc une théorie des divi-
seurs pour l’anneau 9.

Formulons ce résultat.

THÉORÈME 4. - Soient ‘II un anneau, K son corps des fractions et X.  un
certain ensemble de valuations du corps K. Pour que les valuations de zR,  défi-
nissent une théorie des diviseurs pour l’anneau a>,  il faut et il suffit que les
conditions suivantes soient réalisées :

1) Pour u # 0 de ‘B il existe au plus un nombre fini de valuations Y E 3L
telles que v(u) # 0;

2) Un élément cc E K appartient à ‘XI  si et seulement si v(u) > 0 pour
tout !JE%;

3) Pour tout système fini vl,  . . . , Y, de valuations distinctes de X. et pour
des nombres entiers positifs quelconques kI,  . . . , k,, il existe un élément u E 9
tel que

v,(a) = k,, . . . , v,(a) = k,,,.

La construction d’une théorie des diviseurs pour un anneau 9 se réduit
donc à la construction dans son corps de fractions K de l’ensemble 31  des
valuations correspondantes.

Nous n’étudierons pas en détail les anneaux intégralement clos pour
lesquels une telle construction est possible (cf. par exemple le livre de
Van der Waerden, Modern Algebra, t. 2, 5 105). Nous démontrerons dans
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le paragraphe suivant que si pour un anneauD de corps des fractions k il existe
une théorie des diviseurs, alors il en existe aussi une pour toute fermeture
intégrale 50  de l’anneau D dans une extension finie K du corps k. Puisque
pour l’anneau 2 des nombres entiers rationnels la théorie des diviseurs est
bien connue (ici il y a unicitt de la décomposition en facteurs premiers),
alors cela démontre aussi l’existence d’une théorie des diviseurs pour les
ordres maxima des corps de nombres algébriques.

Le choix des valuations Y  du corps K que l’on doit prendre pour construire
une théorie des diviseurs dépend essentiellement de l’anneau 3 et ce choix
n’épuise pas nécessairement toutes les valuations du corps K (cf. exercice 6).
Montrons pourtant que, dans le cas de l’anneau Z des nombres rationnels,
le choix des valuations correspondantes épuise toutes les valuations du corps
des nombres rationnels (nous verrons par la suite que ce même phénomène
se produit aussi pour tous les ordres maxima des corps de nombres algé-
briques).

A tout nombre premier p E Z (i. e. à tout diviseur premier de l’anneau Z)
correspond une valuation vp  dont la valeur sur tout nombre rationnel # 0

X=pmff
b (7)

(a et b sont entiers et non divisibles par p) est définie par

V~(X)  = m. (8)

Cette valuation vp  est appelée valuation p-adique du corps Q (il est évident
que les valeurs de la valuation (8) coïncident avec les valeurs de la valuation
p-adique sur le corps Qp des nombres p-adiques (cf. chap.  1, Q 3-2)).

THÉORBME  5. - Toutes les valuations du corps des nombres rationnels sont
épuisées par les valuations p-adiques vp  (pour tout p prouvés).

DÉMONSTRATION. - Soit Y une valuation quelconque du corps Q. Puisque

v(l+ . . . + 1) > min (v(l), . . . , v(1)) = 0,

alors v(n) > 0 pour tout entier naturel n.  Si v(p) = 0 pour tout p premier,
nous aurions aussi v(u)  = 0 pour tout a # 0 de Q ce qui est impossible
d’après la condition 10  de la déhnition des valuations. Par suite, on aura
v(p) = e > 0 pour un certain p premier. Supposons que pour q premier,
q # p, nous avons aussi v(q) > 0; alors de l’égalitépu + qv = 1, u et v entiers,
résulte

0 = V(~U  + qv) > min (~(PU),  v(qv)) > min (v(p), v(q)) > 0.
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La contradiction obtenue montre que v(q) = 0 pour tous les nombres pre-
miers q # p et par suite v(u) = 0 pour tout entier a non divisible par p. Pour
un nombre rationnel de la forme (7), nous aurons donc

v(x) = m+(p)  + v(a) - v(b) = me = ~V,(X).

Puisque les valeurs de la valuation doivent parcourir tous les nombres
entiers, alors e = 1 et par suite Y = vp, ce qui démontre le théorème 5.

Remarquons qu’on peut facilement déduire le théorème 5 du théorème 3

du chapitre premier, Q 4 dont la deuxième partie de la démonstration coïncide,

pour l’essentiel, avec la démonstration ci-dessus.

Considérons pour terminer un dernier cas particulier.

Supposons qu’un anneau a>  admet une théorie des diviseurs ‘B* -+  A

avec un nombre fini de diviseurs premiers pl, . . . , pm. Désignons par vl, . . . . Y,
les valuations correspondantes du corps des fractions K. D’après la condi-

tion 3) du théorème 4, pour tout diviseur a = p:, . . . , pk  E A (ki > 0),

il existe un élément tc  dans l’anneau ‘ B tel que V,(X)  = kl,  . . . , V&a) = k,.
Mais cela signifie que le diviseur a coïncide avec le diviseur principal (a).
Ainsi tous les diviseurs de A sont principaux et par suite il y a unicité de la

décomposition en facteurs premiers dans l’anneau 9. Si p1  = (x1),  . . .,

pm = (rcm), alors les éléments x1,  . . . , x, forment un système complet d’élé-

ments premiers non associés deux à deux de l’anneau a>  et tout élément a E ‘D*
s’écrit de manière unique

a = EX k,
1 . . . zkmI?l’

E unité de fD. Les éléments premiers x1, . . . , x, sont évidemment caractérisés
par les conditions :

Vi(iTi) = 1, Vj(Xi) = 0 pour j # i.

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

THÉORÈME 6. - Si un anneau a>  admet une théorie des diviseurs avec un
nombre fini de diviseurs premiers, alors il y a unicité de la décomposition en
facteurs premiers dans a>.

EXERCICES

1. Démontrer que si un anneau a>  admet une théorie des diviseurs, alors tout
élément de ‘ B a seulement un nombre fini de diviseurs deux à deux non associés.

2. Démontrer que dans toute théorie des diviseurs tout diviseur est le plus grand
commun diviseur de deux diviseurs principaux.
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3. Soit K = k(x) le corps des fonctions rationnelles sur un corps quelconque k
et soit ‘p un polynôme irréductible de l’anneau k[x]. On peut alors représenter

toute fonction rationnelle u # 0 de K sous la forme u = <pn i, où f et g sont des

polynômes de k[x] non divisibles par Q. Montrer que la fonction Y~  définie par
v,(u) = n est une valuation du corps K.

4. Si f et g sont des polynômes non nuls de l’anneau k[x], de degrés respectifs m
fet n, posons V*(U) = m - n pour la fonction rationnelle II = g E k[x]. Montrer

que la fonction Y* est une valuation du corps K = k(x).

5. Montrer que les valuations vV (pour tous les polynômes Q irréductibles de
l’anneau k[x] et la valuation V* (exercices 3 et 4) épuisent toutes les valuations Y

du corps k(x) telles que v(a) # 0 pour tout a # 0 de k.

6. Définir un ensemble X de valuations du corps K = k(x) satisfaisant aux
conditions du théorème 4 si on prend k[x] pour anneau a>.  Définir de même

l’ensemble X pour l’anneau ‘ W = k ![lX’

7. Soit K = k(x, y) le corps des fonctions rationnelles en x et y sur le corps k.

Pour tout entier naturel n, posons x, = Fn  et représentons toute fonction rationnelle

non nulle u = u(x, y) E K sous la forme

f (X”,  Y)
u=u(xny”,y)=yk--

g(x,,  Y)

où les polynames  f et g ne sont pas divisibles par y. Montrer que la fonction Y,
définie par l’égalité V~(U)  = k est une valuation du corps K. Montrer que toutes
les valuations Y, sont distinctes et que pour chacune d’elles v,(x) > 0 (n > 1).

8. Formuler et démontrer le critére  d’irréductibilité d’Eisenstein  (connu pour
les polynômes à coefficients entiers) pour des polynômes à coefficients dans un
anneau ‘II admettant une théorie des diviseurs.

9. Démontrer que si un anneau a> admet une théorie des diviseurs, alors son
corps des fractions K admet des extensions algébriques de degré quelconque.

10. Pour tout polynôme f # 0 de l’anneau ‘ B = k[x,  y] des polynômes de deux

variables sur un corps k, désignons part(f) le plus petit degré des monômes figu-
rant dans f avec un coefficient non nul. Montrer que la valuation v”peut être pro-
longée en une valuation du corps k(x, y) des fonctions rationnelles. Désignons par X
l’ensemble des valuations du corps k(x,  y) qui correspondent aux polynômes
irréductibles de l’anneau ‘ B et par XI l’ensemble obtenu en ajoutant à X la valua-

tion l Quelle est la condition du théorème 4 qui n’est pas satisfaite pour l’anneau ‘ B
et l’ensemble XI de valuations ?

0 4. - VALUATIONS

D’après le théorème § 3, la construction d’une théorie des diviseurs pour
un anneau a>  intégralement clos se réduit à la construction dans son corps

des fractions K d’un ensemble de valuations possédant les propriétés énon-
cées dans ce théorème. Nous étudierons donc systématiquement les pro-

priétés des valuations.
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1) Propriétés élémentaires des valuations

De la définition d’une valuation Y sur un corps quelconque K (0 3-4))
résultent facilement les propriétés suivantes :

v(&  1) = 0;

v(- a) = v(a);

CL
V-0P

= 44 - v(B), pfo:

V(an) = nv(or), nEZ;

v(cQ  + . . . + a,) 2 min (~(4,  . . . , 44).

Supposons V(E)  # v(P).  Si V(N)  > v(p)  alors ~(CC  + p) > v(P).  D’autre part,
l’égalité p = (a + p) - u entraîne v(P)  > min (~(CC  + p),  v(z))  entraîne

49  2 V(a  + Pl.
Ainsi

V(GC  + p) = min (~(LX)  v(p)) si 44  f 4% (1)

Par récurrence, on obtient facilement

v(qf  . . . + an>  = min (44 . . . , v(d),

si, parmi les valeurs v(ctJ, . . . , V(OL~),  il y en a une et une seule qui est stricte-
ment inférieure aux autres.

DÉFINITION. - Soit Y une valuation donnée d’un corps K. Le sous-anneau a>,
du corps K formé des éléments a E K tel que v(a) > 0 est appelé l’anneau
de la valuation Y. Les éléments de ‘3”  sont dits entiers pour la valuation Y.

Il est évident que pour l’anneau a>,  et l’ensemble 3X  formé de la seule
valuation Y, les trois conditions du théorème 4,s 3 sont satisfaites. Par suite,
il existe pour l’anneau !BV  une théorie des diviseurs avec un unique diviseur
premier. Les théorèmes 3 et 6 du 5 3 donnent alors les résultats suivants :

THÉORÈME 1. - L’anneau ay  de la valuation Y d’un corps K est intégrale-
ment fermé dans K.

THÉORÈME 2. - A un élément associé près, il existe seulement un élément
premier x dans l’anneau EïIv  et tout élément cc # 0 de ‘33” s’écrit de manière
unique (pour x fixé) sous la forme u = ETP,  E unité de ‘a>,  (m > 0).

Tout élément premier de l’anneau de la valuation Y est caractérisé par
l’égalité v(z)  = 1.

Dans l’anneau CD,, comme dans tout anneau, on peut considérer des
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congruences modulo un élément (cf. appendice Q 4-l)). Puisque les congruen-
ces modulo des éléments associés sont équivalentes, l’anneau des classes
résiduelles de l’anneau ‘JIY  modulo un nombre premier x ne dépend pas du
choix de x et par suite est complètement défini par l’anneau 9,.  Désignons
par XV cet anneau des classes résiduelles et montrons que c’est un corps.
En effet, si CC E ‘BV  et tc  f 0 (mod x),  alors V(X)  = 0 et par suit: cc est une
unité dans ‘Q.  Mais alors, non seulement la congruence at = 1 (mod x),
mais aussi l’équation aS  = 1 sont résolubles en F E ‘B,.

Le corps XV s’appelle le corps résiduel de la valuation v.

2) Indépendance des valuations

Supposons qu’un anneau ‘ B admet une théorie des diviseurs CII* + A et
soient pl, . . ., pm des diviseurs premiers distincts de A. D’après le théo-
rème 4 du 9 3, les valuations vl, . . . , Y,  du corps des fractions K qui corres-
pondent à ces diviseurs premiers possèdent la propriété d’indépendance
suivante : dans K*,  il existe des éléments E sur lesquels ces valuations pren-
nent respectivement des valeurs données quelconques k,, . . . , k,. En effet,
sipourtouti= 1,. . . , m nous posons ki = max (0, ki)  et k; = min (0, ki)
alors, d’après la condition 3) du théorème 4 du Q 3, il existe dans 9 des

éléments a et p tels que vi(a)  = kj et vi(p)  = - kl; par suite, pour E = -
P ’

on aura vi(t)  = ki (1 < i < m).
Montrons tout de suite que cette propriété d’indépendance n’est pas liée

au fait que les valuations vi correspondent à des diviseurs premiers pour
une certaine théorie des diviseurs mais a lieu pour tout système fini de
valuations.

THÉORÈME 3. - Si vl, . . . , v,,,  sont des valuations d’un corps K deux à deux
distinctes, alors, pour tout système kl,  . . . , k, de nombres entiers rationnels,
il existe un élément E E  K tel que

V~(E)  = kl, . . . , V~(E)  = km.

Désignons par a>,, . . . , 9, les anneaux des valuations vl, . . . , v, et par 9
m

l’intersection
n

‘Bi. Pour l’anneau a>  et pour l’ensemble 32  des valuations
i=l

h, . * *,  vin les conditions 1) et 2) du théorème 4 du 0 3 sont trivialement
satisfaites. Le théorème 3 montre que la condition 30 est aussi remplie et
cela entraîne que l’anneau 9 admet une théorie des diviseurs avec un nombre
fini de diviseurs premiers. Le théorème 3 entraîne alors que tout système
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hi VI,  . . . , Y,  de valuations du corps K définit une théorie des diviseurs
m

pour l’anneau 9 = 179i. D’après le théorème 6 du Q 3, nous obtenons
i=l

donc le résultat suivant :

COROLLAIRE. - 5’1  a>,, . . . , 9, sont les anneaux des valuations vl,  . . . , v,
m

du corps K, deux à deux distinctes, alors l’intersection 9 =
ntDj est 202

i=l

anneau à décomposition unique en facteurs premiers. En particulier, tout
élément u # 0 de CO  s’écrit de manière unique u = ~~11 . . . 7~2 où E est une
unité de 9 et x1,  . . . . x,  des éléments premiers jixés  caractérisés par les
conditions

Vj(Xi) = 1, Vj(Tti)  = 0 (j # 9.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3. - Pour m = 1, le théorème résulte de
la définition de la valuation d’un corps. Supposons m > 2 et le théorème
démontré pour (m - 1) valuations. Montrons alors qu’il n’existe pas
d’entiers ratronnels  cl, . . . , c, non tous nuls simultanément tels que

w(S) + . . - + w,(E)  = 0 (2)

pour tout E $1  0 de K. Raisonnant par l’absurde, supposons que l’égalité (2)
ait lieu. Parmi les coefficients, deux au moins sont non nuls et de même signe
(en effet, si deux coefficients seulement sont # 0, par exemple c1  et c,,
c1  > 0 et cz  < 0, alors l’égalité cIvl(EJ  + C~V,(~)  = 0 entraîne v,(E)  = ev,(Q,
e > 0 et cela n’est possible que pour e = 1, d’où v1 = v2  ce qui contredit
l’hypothèse). Changeant éventuellement l’ordre des termes, nous pouvons
écrire la relation (2) sous la forme

V~(E)  = wdS)  + . . . + ad,(E), (3)

un au moins des coefficients rationnels ai  étant négatif. Par hypothèse de
récurrence, on peut trouver dans le corps K des éléments p et p’  tels que

vi(P)  = 09 Vi(p’)  = 1 si ai  >O;

Vi(P)  = 1, Vi@‘)  = 0 si ai  < 0,

pour tout i = 2, . . .,  m. Alors

Vi(P)  < 0, Vl(P’)  > 0. (4)

Considérons la somme /3 + 8’.  Puisqu’un des nombres vi(p)  et vi@‘)

(i=2,  . . . . m) est égal à 0 et l’autre à 1, alors

vi(P  + B’) = min  (Vi(p),  vi(p’))  = 0.



204 THÉORIE DES NOMBRES

D’après la relation (3),  nous obtenons donc Y# + p’) = 0. Mais, par ail-
leurs, les inégalités (4) nous donnent

vltP + B’) = min MP), -4P’>)  < 0.

La contradiction obtenue démontre que la relation (2) n’est pas possible.
Soient maintenant a>  l’intersection des anneaux des valuations v2,  . . . , v,,

E le groupe des unités de cet anneau et x2, . . . , x, les éléments premiers
de l’anneau ‘ B énumérés de telle sorte que vi(Xi)  = 1, i = 2, . . . , m (rappe-
lons que le théorème 3 et aussi son corollaire sont vrais par hypothèse de
récurrence pour (m - l)-valuations).  Démontrons que les valeurs de la
valuation v1  sur le groupe E ne peuvent pas être toutes égales à zéro. En effet
tout élément c E K* peut s’écrire

5 = E?T~  . . . 7L> (5)

pour E  E E, ki = vi(t)  (2 < i < m). Si V~(E)  = 0 pour tout E E E, alors il
résulterait de (5) que

VI(E)  = kV,(~*)  + * . . + knv1(%r,),

que l’on peut aussi écrire sous la forme

VI(E)  = WJzM  + . . . + a,v,(D,

OÙ  les entiers rationnels ai  = vl(xi)  ne dépendent pas de t; mais, comme
nous l’avons vu, cette relation du type (2) est impossible pour tout t E K*.
Ainsi, il existe dans le groupe E des élements  sur lesquels la valuation v1
prend une valeur non nulle.

Choisissons dans E un élément y tel que v,(y) = 1 soit la plus petite valeur
positive prise par la valuation v1  sur le groupe E. Il est clair que toutes les
valeurs de la valuation sur E sont alors des multiples du nombre 1. Il faut
démontrer que 1 = 1. Si toutes les valeurs a, = V~(X,),  . . . , a, = V~(X,,,)
sont divisibles par 1,  il résulte facilement de la représentation (5) que toutes
les valeurs ~~(4)  de la valuation v sont divisibles par 1, ce qui n’est possible
que pour 1 = 1. 11  reste à étudier le cas où tous les ai  ne sont pas divisibles
par Z. Supposons par exemple a, non divisible par 1. Considérons alors
l’élément

a = 7t,(X,  . . . x,yys,

où l’entier s est choisi de telle sorte que le nombre

a, + l(a,  + . . . + am)  + sl = Il

satisfasse à l’inégalité 0 < 1, < 1. Il est clair que v,(a) = l1 et Vi(a) > 0
pour i = 2, . . .,  m. Posons

E=y+a.
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Puisque vi(E)  = min (vi(y),  yi(a))  = 0 pour tout i = 2, . . .,  m, alors E E E.
De plus,

V~(E)  = min (& 11) = II,

et cela contredit le choix de y. Ainsi le cas où un des ai n’est pas divisible
par Z est impossible et cela entraîne 1 = 1.

Nous pouvons maintenant supposer que les éléments premiers xi
(2 < i < m) de l’anneau ‘ B ont été choisis tels que vl(xi)  = ai  = 0. En effet,
on peut remplacer rci  par xi = xiy-ai,  d’ou V~(X~)  = ai  - aivl(y)  = 0.

Posant x1  = y, nous obtenons un système d’éléments x1,  . . . , rc, tels que

Vi(Xi) = 1 et Vj(Xi)  = 0 pour i # j.

Si maintenant kl, . . . , k, sont des nombres entiers quelconques, alors, pour

l’élément E = + . . . 7~2,  nous avons

V~(E)  = k,  . . . ,45>  = km

Le théorème 3 est démontré.
Du théorème 3 découle facilement le résultat suivant :

THÉORÈME 4 (d’approximation). - Si vl, . . . , v, sont des valuations d’un
corps K deux à deux distinctes, alors pour tout système d’éléments El,  . . . , E,,,
de K et pour tout entier N, il existe dans le corps K un élément 5 tel que

ydE-Q>N,  . . ..v&-t.)>N.

DEMONSTRATION.  - Choisissons dans K des éléments al, . . . , a, tels
que Vi(ai)  = - 1, Vj(ai)  = 1 (j # i) et posons

4=&+...+q$%,.
a1 a,

Puisque Vj($)  # 0 = Vj(1)  pour tout entier naturel k, alors, d’après la pro-

priété (l), la valeur Vi( 1 + a;) est égale à 0 pour i # j et à - k pour i = j,
d’où

= k.

Par suite .

VI(S  - tj> > min (k + vj(Ei)).
i

Il est clair maintenant que < conviendra si on a pris k tel que

k > N - min vi(&).
Li
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3) Prolongement des valuations

Soient k un corps quelconque, K/k  une extension finie et Y une valuation
du corps K. Considérant la restriction de Y à k, il est clair que nous obtenons
une fonction qui satisfait aux conditions 20 et 30 de la définition d’une
valuation (4 3-4)); la première condition, par contre peut ne pas être satis-
faite, i. e. les valeurs de Y sur k* n’épuisent pas nécessairement Z. Pourtant
v(k*) ne peut pas être réduit à 0; en effet, dans ce cas, le corps k serait entière-
ment contenu dans l’anneau de la valuation v et, puisque cet anneau est
intégralement clos (théorème l), il contiendrait aussi le corps K, ce qui est
impossible. Ainsi il existe a E k* tel que v(a) # 0 et v(a) > 0 (si v(a) < 0,
alors V(a-‘)  > 0).

Désignons par p un élément de k tel que v(p) = e soit la plus petite valeur
positive de la valuation Y  sur les éléments du corps k. Alors, pour tout a E k*
la valeur v(a) = m est divisible par e. En effet, si m = es + r, 0 < r < e,
alors v(ap-8)  = m - se = r ce qui entraîne r = 0, d’après la minimalité
de e.

Posant maintenant

v(a)v,(a) = ë-, aEk*, v,(O)  = 00

nous obtenons une fonction à valeurs entières qui est manifestement une
valuation du corps k.

DÉFINITION. - Soit K une extension finie d’un corps k. Si la valuation v0
du corps k est liée à la valuation Y du corps K par la relation (6), on dit que
v0  est induite sur k par la valuation Y et que Y est un prolongement de v0  au
corps K. L’entier naturel e défini de manière unique par la relation (6) est
appelé l’indice de ramification de Y par rapport à v0  (ou par rapport au sous-
corps k) .

Attirons l’attention sur le fait que, dans cette définition, le terme « prolon-
gement d’une valuation »,  pour e > 1, ne coïncide avec le sens habituel de
prolongement d’une fonction à un domaine de définition plus grand.

D’après ce qui a été vu ci-dessus, toute valuation Y sur K induit une valua-
tion (unique) sur k. La réciproque est aussi vraie, i. e. toute valuation v,,
sur k admet un prolongement à K (qui en général n’est pas unique). La
démonstration de ce fait est compliquée et nous l’étudierons dans le point
suivant. Ici, nous étudierons les prolongements d’une valuation donnée, en
supposant qu’ils existent.

Soient k c K c K’  une chaîne d’extensions finies et vO,  Y, Y’  des valuations
des corps k, K, K’ respectivement. 11  est évident que si Y est un prolongement
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de vO,  d’indice de ramification e et Y’  un prolongement de Y d’indice de rami-
fication e’, alors Y’  est un prolongement de v0 au corps K’, d’indice de rami-
fication ee’ par rapport à v,,. 11 est aussi facile de voir que si vo et Y sont
induites sur les sous-corps k et K par la valuation v’, alors v est un prolon-
gement de vo.

LEMME 1. - Si K est une extension jïnie de degré n du corps k, alors pour
toute valuation vo du corps k, il existe au plus n prolongements à K.

DÉMONSTRATION. - Soient vl, . . ., v, des prolongements distincts de vo
au corps K. D’après le théorème 3, on peut trouver dans le corps K des
éléments &,  . . ., &,,  tels que vi(&)  = 0 et vj(&)  = 1 pour j # i. Montrons
que ces éléments sont linéairement indépendants sur k. Considérons une
combinaison linéaire

Y = alF1  + . . . + aA,

à coefficients aj  E k non tous nuls. Soit p = min (vo(al),  . . ., vo(a,J)  et soit
i. un indice tel que v&ai,)  = p. Désignons par e l’indice de ramification de la
valuation vi0 par rapport à k; alors

Vio(aia%ip)  = evO(aio)  + vi,(Ei,)  = ep

Vi,(ajtjl = ev0(aj)  +  vio(tj>  2 ep +  1 ci Z io),

c’est pourquoi

vi,(Y) =  min (V&A),  .  .  .  ,  vi,hLN =  ep,

et par suite y # 0, ce qui démontre notre argument. De l’indépendance
linéaire des éléments E,, . . . , E,,  résulte que m < (K : k) et par suite le nombre
des prolongements de vo ne peut pas dépasser n. Le lemme 1 est démontré.

Supposons maintenant que vl, . . . , Y,  sont les prolongements d’une valua-
tion fixée vo d’un corps k à une extension finie K de k. Désignons par D
l’anneau de la valuation vo,  par ‘22  sa clôture intégrale dans K et par ‘Q, . . . . 9,
les anneaux des valuations vl, . . . , Y,  respectivement. Puisque 0 c ai et
puisque l’anneau 9i est intégralement fermé dans K, alors a>  c ‘Bi pour
tout i= 1, . . . . m et cela entraîne

m
foc nai.

i=1

Nous verrons dans la suite qu’en fait, cette inclusion est une égalité. S’il en
est ainsi, d’après le corollaire du théorème 3, 9 est un anneau à décom-
position unique en facteurs premiers avec un nombre fini d’éléments pre-
miers non associés. Puisque les éléments premiers non associés x1,  . . . , X,
de l’anneau 9 sont en correspondance biunivoque avec les valuations
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ht . . . , v,,  nous avons obtenu ainsi une construction effective des valuations
de K qui prolongent Y,,.

Supposons maintenant connu le fait que la fermeture intégrale 9 dans K
de l’anneau de la valuation v0 admet une décomposition unique en fac-
teurs premiers avec un nombre fini d’éléments premiers non associés.
D’après le théorème 6 du 5 3, cette affirmation équivaut au fait que ‘ B admet
une théorie des diviseurs avec un nombre fini de diviseurs premiers pl, . . . . pm.
Montrons qu’alors la valuation v0 admet exactement m prolongements dis-
tincts au corps K qui sont les valuations vl, . . . , Y,  du corps K qui corres-
pondent aux diviseurs premiers pl, . . . , pm.

Soit p un certain élément premier de l’anneau EI  de la valuation v0 (i. e. un
élément de k tel que v,,(p) = 1) et soit n,,  . . . , x, un système complet d’élé-
ments premiers non associés de l’anneau !B  (ordonnés de telle sorte que
vi(xi)  = 1). Puisque CI c 9, alors l’élément p admet dans l’anneau ‘ B la
décomposition

p = EXel em1 . . . xm> (7)

avec des exposants ci positifs (E est une unité de 9). Si maintenant a est un
certain élément de k* tel que v,(a) = s, i. e. a = psu,  où u est une unité deII
et par suite aussi de 9, alors

Vi(U) = f?iS = eiV,(U). (8)

Si ei = 0; alors toutes les valeurs de la valuation vi sur k* seraient nulles
et c’est impossible comme nous l’avons vu; par suite e! > 0. La formule (8)
montre alors que toutes les valuations vi (i  = 1, . . . , m)  sont des prolon-
gements de Y,,  au corps K. Nous avons obtenu en même temps que l’indice
de ramification de la valuation vi par rapport à v0 est défini par la décompo-
sition (7).

Supposons maintenant que Y est un prolongement de la valuation Y,,  au
corps K. Puisque r) est contenu dans l’anneau de la valuation Y, alors cet
anneau contient aussi 9, i. e. ~(CC)  > 0 pour tout cc E 9 et par suite v(z)  = 0
pour toute unité E E a>. Si la valuation Y était différente de vl, . . . , Y,  alors,
d’après le théorème 3, il existe une unité E de l’anneau a>  telle que V(E)  # 0.
La contradiction obtenue montre que Y est égal à un des vi.

Ainsi, les seuls prolongements de la valuation v0 au corps K sont les
valuations vl, . . . , Y,. D’après la condition 2) du théorème 4 du 6 3, nous
obtenons ainsi que la fermeture intégrale 9 de l’anneau D dans le corps K est
l’ensemble des éléments CC E K tels que vi(a)  > 0 pour tous les prolonge-
ments vi. Si on désigne, comme ci-dessus, par 9i l’anneau de la valuation vi,
alors on peut écrire ce dernier résultat sous la forme

m
a>  =

n
Q.

i=l
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Le raisonnement ci-dessus nous montre que pour démontrer l’existence
de prolongements de la valuation vo au corps K et les décrire complètement,
il suffit d’6tablir  qu’il y a unicité de la décomposition en facteurs premiers
dans l’anneau a>  (avec un nombre fini d’éléments premiers non associés).

4) Existence des prolongements

Soient comme ci-dessus k un corps quelconque, vo une valuation de k,
D l’anneau de la valuation vo et p un élément premier de l’anneau 0. Pour
tout élément a ED,  nous désignerons par a la classe résiduelle modulo p.
L’égalité a = b dans le corps 8, équivaut donc à a = b (mod p)  dans
l’anneau XJ.

Soit maintenant K une extension finie quelconque du corps k et désignons
par a>  la fermeture intégrale de l’anneau D dans le corps K.

LEMME  2. - Si le nombre d’éléments du corps résiduel X0  de la valuation vo
est supérieur ou égal au degré de l’extension (K : k) (en particulier si le corps CO
est infini), alors l’anneau a>  est euclidien et par suite dans cet anneau il y a
unicité de la décomposition en facteurs premiers; de plus, dans l’anneau ‘3,
il existe un nombre fini d’éléments premiers non associés deux à deux.

DÉMONSTRATION. - Pour tout élément u E K*, définissons la fonction 11 CC I/
en posant

11  o1 (1  = 2”“(NK/k(a’)w

Il est clair que cette fonction possède la propriété 11 a$ Ij  = II  a 11. II  p II
(a, /3 E K*). En outre, 11 CC  II  prend des valeurs entières pour tout cc E a)*.
Il faut démontrer que pour tout couple CC  et p # 0 de ‘B, il existe F E a>
et p E 9 tels que

~=Ptl+P (10)

avecp=OoubienIIpjl</I/3II.
Si dans l’anneau a>  l’élément CC est divisible par p, i. e. a = py  avec y E a>,

alors l’égalité (10) sera réalisée pour 5 = y et p = 0. Supposons maintenant
que cc n’est pas divisible par p, i. e. que l’élément y = CC~-’  n’appartient
pas à 3. Soit

f(t) = t” + Clt”-l+  . . . + c, Cc Ek)

le polynôme caractéristique de l’élément y dans l’extension K/k.  Puisque ~$9,
les coefficients Ci n’appartiennent pas tous à f).  Si min v,(c  ) = - r < 0,

l<i<n

alors tous les coefficients du polynôme cp(t)  = p’f(t) appartiendront à
l’anneau n et l’un d’entre eux au moins est une unité dans n.  Remplaçons
tous les coefficients de cp(t)  par les classes résiduelles correspondantes

BORE”ITcH 14
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modulo p. Puisque le coefficient du terme de plus haut degré, égal à pr,
est divisible par p, nous obtenons ainsi un polynôme G(t)  de l’anneau &[t]
de degré < n - 1 et dont tous les coefficients ne sont pas nuls. Le corps X0,
par hypothèse, contient au moins n éléments; il existe donc un élément a E D

tel que sa classe résiduelle Üne soit pas une racine du polynôme F(t).  Ceci
signifie que cp(a)  f 0 (mod p), i. e. C~(U)  est une unité de l’anneau Do.  Calculons
maintenant la valeur 11 y - a 11. Le polynôme caractéristique de y - a est
égal àf(t + a);  par suite

NK/L(Y  - a) =  (- l>“f@  =  (- l)“cp(+-‘,

d’où

II y - a 11 = 2-r < 1,

I l m - 43 Il < II P II.
L’égalité (10) sera satisfaite si nous posons 5 = a, p = a - ap.

Nous avons ainsi démontré que ‘ B est un anneau euclidien et par suite,
d’après le théorème 2 du Q 2 la décomposition en facteurs premiers y est
définie de manière unique.

Soit x un élément premier quelconque de l’anneau ‘3.  Puisque, pour
tout a E a>*, la norme Nx,k(a)  est toujours divisible par a, alors NK,k(x)  =pfu
est divisible par x (U  est une unité dans D etf > 1). Mais dans ce cas, puisque
x est premier et que la décomposition en facteurs premiers est unique,
p est divisible par x. Ceci démontre que si la décomposition de p en facteurs
premiers dans l’anneau 50  est de la forme

p = ,,1 . . . Xe,m
(E  est une unité de a>),  alors les éléments premiers x1,  . . . , x, forment un
système complet d’éléments premiers non associés de 9.

La démonstration du lemme 2 est terminée.
Démontrons maintenant les résultats fondamentaux de ce point.

THÉORÈME 5. - Toute valuation v0  d’un corps k admet un prolongement à
toute extension jïnie K/k.

THÉORÈME 6. - Soit 0 l’anneau de lu valuation Y,,  et soit ‘3 lu fermeture
intégrale de l’anneau XI  dans  le corps K. Si vl, . . . , Y, sont tous les prolonge-
ments possibles de lu valuation Y,,  au corps K et a>,,  . . . , a>,,,  leurs anneaux,
alors

m
9= a>i.n

i=l

THJ?O&IE  7. -Pour les mêmes notations, il y a unicité de la décomposition
en facteurs premiers dans l’anneau ‘3 et les valuations du corps K qui corres-
pondent aux éléments premiers de ‘JI coïncident avec les prolongements y, . . ..Y.
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de la valuation v0  au corps K. Si x1, . . . , x,  sont des éléments premiers de 9
énumérés de telle sorte que vi(Xi)  = 1 et si l’élément premier p ED admet
dans a>  la décomposition

p = QX1’  . . . z;- (E  est une unité de ‘B),

alors ei est l’indice de ramification de vi par rapport à vo.

DÉMONSTRATION. - Si nous supposons que les théorèmes 5 et 6 ont déjà
été démontrés, alors, d’après le corollaire du théorème 3, il y a unicité de
la décomposition en facteurs premiers dans fD  (avec un nombre fini de
facteurs premiers non associés) et par suite tous les résultats obtenus dans
la seconde partie de 3) s’appliquent à l’anneau %I.  Ces résultats constituent
le théorème 7.

Nous démontrerons les théorèmes 5 et 6 par récurrence sur le degré n
de l’extension K/k.  Pour ut = 1, il n’y a rien à démontrer. Soit n > 1 et
supposons que les théorèmes 5 et 6 sont démontrés pour toute extension de
degré < n du corps fondamental k.

Si le corps résiduel X0 de la valuation Y@  contient au moins n éléments,
alors, d’après le lemme 2, la décomposition en facteurs premiers dans
l’anneau ‘XI  est définie de manière unique et, d’après 3),  les théorèmes 5 et 6
sont démontrés (cf. égalité (9)). Il suffit donc de considérer le cas où le
nombre q d’éléments du corps X0  est fini et < n.

Nous ramènerons le cas général à celui-ci en construisant un corps k’ 3 k
tel que le degré (k’ : k) soit égal à n - 1 (par hypothèse de récurrence,
il existe alors une valuation VU de k’ qui prolonge v,J  et tel que le corps
résiduel 2’  de la valuation VO contienne au moins n éléments. Si on désigne
par K’ le plus petit corps contenant à la fois K et k’, alors les hypothèses
du lemme 2 sont satisfaites pour l’extension K’/k’ et la valuation VO,  d’où
le théorème.

Nous savons (cf. appendice § 3) que sur tout corps fini il existe des poly-
nômes irréductibles de degré quelconque. Soit y(t) un polynôme irréductible
de degré n - 1 à coefficients dans le corps X0  et dont le coefficient du terme

de plus haut degré est égal à 1.  Chacun de ces coefficients est une classe
résiduelle de l’anneau D modulo p. Remplaçons chacune de ces classes
par un de ses représentants (en prenant 1 pour coefficient dominant); nous
obtenons un polynôme cp(t)  E D[t] qui est irréductible sur le corps k. En effet,
si cp(t)  était réductible sur k, alors il serait décomposable en facteurs à coeffi-

cients dans D et, par passage au corps résiduel C,,  nous obtiendrons pour i(t)
une décomposition à coefficients dans C,,  ce qui contredit le choix de i(t).
Construisons l’extension K’ = K(8) du corps K, 0 racine du polynôme q(t).
Le degré de l’extension K’/K  ne dépasse pas n - 1 (le polynôme cp(t) n’est
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pas nécessairement irréductible sur le corps K). Considérons dans K’ le
corps conjugué k’ = k(0). Puisque cp(t) est irréductible sur k, alors

(k’ :k)=n-  1 .

Soit VO une valuation du corps k’ qui prolonge v0 au corps k’ (vi  existe par
hypothèse de récurrence). Désignons par fS l’anneau de la valuation vi,
par p’ un élément premier dans D’ et par S’ le corps résiduel de l’anneau 0’
modulo p’. Deux éléments a et b de D sont congrus modulo p’ (dans
l’anneau 0’) si et seulement s’ils sont congrus modulo p dans l’anneau Do.
Par suite, les classes résiduelles de l’anneau DO’  modulo p’ qui contiennent
des éléments de D forment un sous-corps du corps JS’, isomorphe à C,.
Ayant choisi un isomorphisme Z, -f Z’,  on peut considérer que C, c 8’.
Puisque l’élément 8’ est une racine d’un polynôme à coefficients dans 0,
de coefficient dominant 1, alors 0 E EY  (puisque DO’  est intégralement clos).
L’égalité (p(8) = 0 donne, par passage aux classes résiduelles modulo p’,

<p(B) = 0.  Mais G(t)  a été choisi irréductible sur le corps X0  et par suite les

éléments 1, 8, . . . , TV-~  sont linéairement indépendants sur Ç,,.  11  en résulte
facilement que le corps L’  (i. e. le corps résiduel de la valuation vi)  contient
au moins qn-’ éléments (rappelons que q est le nombre d’éléments du
corps X0).  Par ailleurs,

(K,  . k,)  = W’  : K)G*  < (n- I>n
(k’ : k)

\-=n.
n-1

Mais pour q > 2 et n > 2, on a l’inégalité

par suite, le nombre d’éléments du corps résiduel Z’  de la valuation VO
n’est pas inférieur au degré (K’ : k’). D’après ce qui a déjà éte vu, il existe
un prolongement Y’  au corps K’. Puisque Y’ est un prolongement de vi
au corps K’, alors la valuation Y induite par la valuation Y’  sur le sous-
corps K est un prolongement de la valuation Y,,  (cf. 3)). Cela termine la
démonstration du théorème 5.

Pour démontrer le théorème 6, il faut vérifier tout d’abord que VO est
l’unique prolongement de la valuation v0 au corps k’. Supposons donc qu’il
existe un autre prolongement vo  de Y,,  au corps k’. D’après le théorème 3,
il existe un élément y E k’ tel que v;(y)  = 0 et vi(y)  > 0. Puisque les puis-
sances1,0, . . . . W2 forment une base de k’ sur k, nous écrirons l’élément y
sous la forme

y = pk(c,  + cl8  + . . . + c,-,e-) = pka,

où tous les coefficients ci  ED,  l’un d’eux au moins étant une unité dans Do.
- -

Nous avons vu ci-dessus que 8 E D’ et que les classes residuelles  1,0,  . . . , %k2
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de Z’  sont linéairement indépendantes sur TF&,. Par suite, la classe résiduelle

- -
a = c, + Cl8 + . . . + c,-,w2

n’est pas nulle (puisqu’un au moins des coefficients S n’est pas nul). Cela
signifie que GC  n’est pas divisible par p’ (dans l’anneau D’)  i. e. $(a) = 0.
De manière analogue, on obtiendrait vi(a) = 0. Rapprochant maintenant
les conditions v;(y)  = 0, V~(E)  = 0 de l’égalité y = p’%,  nous voyons que
k = 0 et par suite vi(y)  = vi(a)  = 0, en contradiction avec le choix de y.
Ainsi la valuation Y,,  admet un seul prolongement au corps k’.

Puisque le théorème 6 est vrai par hypothèse de récurrence pour l’exten-
sion k’/k,  alors l’anneau fY de la valuation VO  coïncide avec la fermeture
intégrale de l’anneau El dans le corps k’. Désignons par CD’  la fermeture
intégrale de l’anneau 0 dans le corps K’. Puisque DO’  c 9’ et puisque
l’anneau 9’ est intégralement fermé dans K’ (appendice 9 4-3)),  alors ‘II’  est
aussi la fermeture intégrale de l’anneau 0’  dans le corps K’. Soient vi, . . . . v;
tous les prolongements de la valuation VO au corps K’ et ‘II;,  . . . , !XI:  leurs
anneaux. Puisque le théorème 6 est vrai pour l’extension K’/k’  et la valua-
tion vi  (les hypothèses du lemme 2 sont satisfaites), alors

r

to’= 9;.n (11)
j=l

Le système des valuations vj est aussi l’ensemble de tous les prolongements
de la valuation v0 au corps K’. C’est pourquoi l’égalité (11) est l’argument
du théorème 6 pour l’extension K’/k  (et pour la valuation Y,,).

Désignons par vl, . . . , Y,  toutes les valuations du corps K induites sur K
par une des valuations vj et par a>,,  . . . , a>,  leurs anneaux. Si vJ: est un pro-
longement de vi, il est clair que ‘BJ n K = Q.  Remarquant maintenant que
l’intersection 10’  n K coïncide avec la fermeture intégrale ‘XI  de l’anneau B
dans le corps K, nous obtenons

‘JI=‘WnK=  (i(BjnK)=  fi‘Q. (12)
j=l i=l

S’il existait dans le corps K une valuation Y différente de vl, . . .,  Y,,, et qui
soit un prolongement de vO,  alors, d’après le théorème 3, il existerait dans K
un élément a tel que V~(Q)  > 0, . . . , V~(E)  2 0 (cela signifie que tc E CD) et
v(a)  < 0. Cela contredit l’inclusion ‘ B c ‘XIV,  9” anneau de la valuation Y.
Ainsi vl, . . . , v, épuisent tous les prolongements de la valuation v0 au corps K.
La formule (12) coïncide avec l’argument du théorème 6.
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EXERCICES

1. Démontrer que sur les corps algébriquement clos il n’existe pas de valua-
tion.

2. Soient K = k(x) le corps des fonctions rationnelles sur un corps k et Y la
valuation du corps K qui correspond au polynôme x - a (a E  k). Démontrer
que le corps résiduel C,  de la valuation v est isomorphe à k. Démontrer que deux
éléments f(x) et g(x) de l’anneau de la valuation Y appartiennent à la même classe
résiduelle si et seulement si f(a) = g(u).

3. Soit K = k(x) le corps des fonctions rationnelles sur le corps k des nombres
réels et soit Y la valuation de K qui correspond au polynôme irréductible xa + 1.
Déterminer le corps résiduel C,  de la valuation Y.

4. Soient ‘B, et a>,  les anneaux de deux valuations v1 et v2 d’un corps K. Montrer
que si 9, c B,,  alors v1 = v2.

5. Trouver la fermeture intégrale de l’anneau des nombres entiers 3-adiques
dans le corps C?(c) et déterminer tous les prolongements de la valuation
3-adique à ce corps.

6. Pour tout nombre premier p, déterminer tous les prolongements de la valua-
tion p-adique vp au corps Q(d - 1) et trouver les indices de ramification corres-
pondants.

7. Soient K/k une extension normale et vO une valuation du corps k. Montrer
que si Y est un certain prolongement de vO au corps K, alors tous les autres prolon-
gements sont de la forme

v’(a) = 444 CCEK,

où o parcourt tous les automorphismes de K/k.

8. Soit k un corps de Caractéristique~. Démontrer que si une extension finie K/k
est strictement non séparable, alors toute valuation du corps k admet un seul
prolongement au corps K (une extension K/k est dite strictement non séparable
si tout élément de K est racine d’ordre ps d’un certain élément du corps k).

9. Soit k = ko(x, y) le corps des fonctions rationnelles en x et y sur un corps ko,
Dans le corps k,{  t } des séries formelles (cf. exercice 7, chap. Ier,  0 4 ou chap. IV,

CO

§;l-5)), choisissons une série S(t)  = zc”tn (c, E k,) transcendante sur le corps k,(t)

des fonctions rationnelles (l’existence de telles séries résulte du fait que la puis-
sance de l’ensemble k,{  t } est supérieure à la puissance de k,(t) et par suite à la
puissance de l’ensemble des éléments de k,{  t } qui sont algébriques sur k,(t)).
D’après le choix de E, pour tout polynôme non nul f = f(x, JJ) E k[x,  y] la série
f(t, t(t))  est aussi non nulle. Si tn est la plus petite puissance de t figurant dans cette
série, posons vo(f) = n. Montrer que la fonction Y,, est une valuation du corps k
et que le corps résiduel de cette valuation est iscmorphe  au corps k,.
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5 5. - THEORIE DES DIVISEURS
POUR UNE EXTENSION FINIE

1) Existence

THÉORÈME 1. - Soit un anneau D, de corps des fractions k, admettant une

théorie des diviseurs DO*  -f A,, définie par un ensemble X0 de valuations.
Si K est une extension finie du corps k, alors l’ensemble SC de toutes les valua-

tions du corps K qui sont des prolongements des valuations de X0 définit une

théorie des diviseurs pour la fermeture intégrale a>  de l’anneau D dans le
corps K.

D~~MONSTRATION.  - D’après le théorème 4 du $ 3, il suffit de vérifier que
l’ensemble X satisfait aux trois conditions de ce théorème. Vérifions tout
d’abord la seconde. Pour toute valuation Y E 32  et tout a E D,  il est clair que
l’on a v(a) 3 0. Cela signifie que D est contenu dans l’anneau de la valua-
tion Y. Mais alors, d’après le théorème 1 du 8 4, la fermeture intégrale de
l’anneau 0 dans le corps K est aussi contenu dans l’anneau de la valua-
tion v. Autrement dit, v(a) > 0 pour tout a E CO.  Réciproquement, soit a E K
tel que v(a) 3 0 pour toutes les valuations Y E X. Désignons par

tr  + altr-l + . . . + a,

le polynôme minimal de a sur k; soit v0 une valuation du corps k apparte-
nant à l’ensemble &, et soient vl, . . . , Y,  tous ses prolongements au corps K.
Puisque VI(a)  2 0, . . . , v,,,(a) > 0, alors, d’après le théorème 6 du 0 4 l’élé-
ment a appartient à la fermeture intégrale dans K de l’anneau de la valua-
tion vO.  Mais alors tous les coefficients a,, . . .,  a, appartiennent à l’anneau
de la valuation v,, (cf. appendice 9 4-3)),  i. e. v,(a,) > 0, . . . , v,(a,) 2 0.

Puisque ces inégalités sont satisfaites pour tout v0 E X0,  les coefficients
6, . . ., a, appartiennent à Q i. e. a E CD.

Revenons à la première condition. Soit a E a>, a # 0. Il existe seulement
un nombre fini de valuations v,, E zR,, telles que v,,(ar) # 0. Il en résulte qu’il
existe seulement un nombre fini de valuations Y E X telles que V(a,) #O.
Mais si v(aP)  = 0, l’inégalité v(a) > 0 entraîne aussi

V(a-‘)  = v(arl(ar-l  + . . . + a,-,)) > 0,

et par suite v(a) = 0. Ainsi v(a) = 0 pour presque tout Y E 9X.
11  reste à vérifier que la troisième condition est remplie. Supposons

que vl, . . . , v, sont des valuations distinctes de 32  et kI,  . . .,  k,  des nombres
entiers positifs. Désignons par vol,  . . . , Y,,~ les valuations de X,,  correspon-
dantes (certaines de ces valuations peuvent être égales). Ajoutons à notre
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système initial de valuations tous les prolongements des vol au corps K,
soient vl, . . . , Y,, Y,+~,  . . . , vs. D’après le théorème 3 du 9 4, il existe un
ébnent  y E K tel que ï(y) = kl,  . . . , v,(y) = k,, Y, +l(y)  = 0, . . . , vs(y)  = 0.
Si cet élement  y appartient à l’anneau a>, nous poserons a = y. Si y $ a>,
désignons par vi, . . . , vi toutes les valuations de ZR  qui prennent des valeurs
négatives sur l’élément y :

vi(y)  = - II,  . . . , vi(y)  = - lr,

et par Y& . . . , VO,  les valuations correspondantes de X.,  (certaines de ces
valuations peuvent être égales). Puisque chacune des valuations vij  est diffé-
rente de chacune des v,,~,  il existe dans n un élément a tel que

VOi(a)  = 0 (1 < i < WZ), vi,(a)  = I (1 < j < r),

où 1 = max (l,,  . . ., lr).  Posons dc  = yu.  Puisque

vj(a)  = Vj(y)  + vj(U)  2 - lj + Vij(U)  = - lj + 1 > 0,

alors a ~‘9.  Ainsi, dans ces deux cas, on a trouvé un élément a ~a) tel
que VI(a)  = kl,  . . . , V~(O~)  = k,; la condition 3 du théorème 4 du 0 3 est
satisfaite pour l’ensemble des valuations X. Ceci termine la démonstration
du théorème 1.

Appliquons le théorème 1 au cas d’un corps de nombres algébriques.
L’ordre maximum a>  d’un corps K de nombres algébriques est, comme

nous le savons, la fermeture intégrale dans K de l’anneau Z des nombres
entiers rationnels. Puisqu’il existe pour Z une théorie des diviseurs (unicité
de la décomposition en facteurs premiers), alors, d’après le théorème 1, il
existe une théorie des diviseurs pour 9. D’après le théorème 5 du 0 3, la
théorie des diviseurs pour Z est liée à l’ensemble de toutes les valuations
du corps Q des nombres rationnels et puisque toute valuation du corps K
est un prolongement d’une certaine valuation du corps 0,  nous obtenons
que l’ensemble de toutes les valuations du corps K définit une théorie des
diviseurs pour l’anneau ‘XI.  Nous avons établi le résultat suivant.

THÉOREME  2. - L’ordre maximum 9 d’un corps K de nombres algébriques
admet une théorie des diviseurs a)*  -+ A  et cette théorie est déjînie  par I>en-
semble de toutes les valuations du corps K.

2) Norme des diviseurs

Soit k le corps des fractions d’un anneau D admettant une théorie des
diviseurs DO* + A,; soient K une extension finie du corps k, 6)  la fermeture
intégrale de l’anneau 0 dans le corps K et a)* + A une théorie des diviseurs
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pour l’anneau CD.  Nous mettrons ici en évidence certains liens entre les
monoïdes  A,, et A.

Puisque D c 9, aux éléments de n* correspondent des diviseurs prin-
cipaux à la fois dans le monoïde A,, et dans le monoïde A. Pour les distin-
guer, nous désignerons par (u)k  le diviseur principal de A,, correspondant
à a E DO* et par (z), le diviseur principal de A correspondant à M  E a)*.

Nous avons l’inclusion C)* + ‘ B *. Puisque les unités de l’anneau ‘ B
contenues dans D coïncident avec les unités de I’anneauz),  cette inclusion
définit un isomorphisme (& -f (&, a ED*,  du monoïde des diviseurs
principaux de l’anneau D dans le monoïde des diviseurs principaux de
l’anneau a>. Montrons que cet isomorphisme se prolonge en un isomor-
phisme A0 -+ A.

THÉORÈME 3. - II existe un isomorphisme du monoïde A0 dans le monoïde A
qui coïncide sur les diviseurs principaux avec l’isomorphisme (u)k + (a),,
a ED*.

L’isomorphisme A0 + A est caractérisé par la commutativité du dia-
gramme

Do*  --+a>*
4 4
A,, + A

i. e. les isomorphismes composés OO* -+Cl)*  -f A et C)c)*  -+ A0 + A coïnci-
dent (les flèches verticales indiquent les isomorphismes des monoïdes
multiplicatifs des anneaux sur les monoïdes  des diviseurs principaux corres-
pondants).

Soient p un diviseur premier de l’anneau D,  vp  la valuation correspondante
du corps k et vgl, . . . . Y$, tous les prolongements de vp au corps K (!&, . . . . Q,
sont des diviseurs premiers de l’anneau 9). Désignons par e,,  . . . . e,,,
respectivement les indices de ramification des valuations Y~~,  . . . . vvrn  par
rapport à vp.  Puisque vSi(u)  = eivP(u)  pour tout a ED*,  alors au facteur pV)

du diviseur principal (u)k  E A,, correspondra le produit (Cp:i  . . . ~~)“p’“‘.
L’isomorphisme A, -+ A, défini par l’application

p-q3:‘...q3~ (1)

(pour tout p), satisfait aux conditions du théorème 3.
Il est facile de démontrer que l’isomorphisme A,, -f A satisfaisant aux

exigences du théorème 3 est unique (exercice 5).

D’après l’isomorphisme A0 + A, on peut identifier le monoïde A0 à
son image dans le monoïde A. Dans une telle identification cependant, les
diviseurs premiers de A,, cessent en général d’être premiers dans A. En fait,
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d’après (l), tout diviseur premier p E A,, admet dans le monoïde A la décom-
position :

(2)

En utilisant l’inclusion A, + A on peut parler de divisibilité des divi-
seurs de l’anneau D par des diviseurs de l’anneau CO.  En particulier,
d’après (2),  nous obtenons que les diviseurs premiers ‘$  de l’anneau ‘ B qui
divisent un diviseur premier p de l’anneau D sont caractérisés par le fait que
les valuations Y~ qui leur correspondent sont des prolongements de la
valuation vy.  Il est clair que des diviseurs premiers entre eux dans A0 restent
aussi premiers entre eux dans A.

DÉFINITION. - Soit !J3lp.  L’indice de ramification e = eQ de la valua-
tion Y*  par rapport à la baluation  vp est aussi appel&  l’indice de ram$cation
du diviseur premier ‘$3  par rapport à p (ou par rapport à k).

Ainsi, l’indice de ramification est le plus grand entier naturel e
tel que !J3’1  p.

Pour tout élément tc  E 9*, sa norme N(a) = Nr&a)  appartient à D*.
L’application a -+ N(a), a E ‘B*,  est un homomorphisme du monoïde multi-
plicatif a)*  dans le monoïde D*.  Puisque la norme de toute unité de l’an-
neau ‘B*  est une unité de D*,  cet homomorphisme définit de manière unique
un homomorphisme (a), + (N(a))k du monoïde des diviseurs principaux
de l’anneau ‘ B dans le monoïde des diviseurs principaux de l’anneau 3.
Montrons que l’on peut le prolonger en un homomorphisme de tout le
monoïde A dans A,,.

THÉORÈME 4. - Il existe un homomorphisme N : A + A,, des monoïdes
de diviseurs A et A, tel que

N((ak) = (Nd4h (3)
pour tout cf E  CD*.

La propriété (3) de l’homomorphisme N exprime que le diagramme

est commutatif.
Pour un diviseur premier p E A,,, désignons par Q, l’anneau de la valua-

tion vy et par BP sa fermeture intégrale dans le corps K. D’après le théo-
rème 7 du paragraphe 4, tous les diviseurs premiers &, . . . . !JJPm  de l’anneau 9
qui divisent p sont en correspondance biunivoque avec des éléments pre-
miers x1,  . . . . x, non associés deux à deux de l’anneau ‘BP.  Cette corres-
pondance ‘pi ++  xi est telle que, si un élément a # 0 de K admet la décompo-
sition

a = .5x kl
1 . . . 7rkm

m’ (4)
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où E est unité de l’anneau ‘BP,  alors

ki = y$a). (5)

Soit $3  un des diviseurs premiers Fpi  qui divisent p et soit x l’élément pre-
mier de l’anneau ‘BP qui lui correspond. Posons

43 = vr,(%d4). (6)

II est clair que dsp  ne dépend pas du choix de x. Prenant les normes dans
l’égalité (4) et appliquant (5) et (6),  nous obtenons

($3 parcourt tous les diviseurs premiers de l’anneau ‘3  qui divisent p).
Nous pouvons maintenant facilement construire l’homomorphisme

N : A  + Ao

défini dans le théorème 4. Nous écrirons tout diviseur ‘-lL = $32  . . . !j3tr
du monoïde A sous forme d’un produit formel infini

étendu à tous les diviseurs premiers ‘p  de A, un nombre fini seulement des
valuations positives A(Q) étant différentes de zéro (A(!@) est égal à Ai
si $3  = Cpi et à zéro si le diviseur p est différent de (pi, . . . , Cpi). On peut
écrire de manière analogue les diviseurs de l’anneau D.

Pour l’élément a E a)*,  considérons le diviseur principal (a)K.  Puisque le
diviseur premier Fp figure dans (a& avec l’exposant y.,(a), alors

(a),  = ~!$Iv~“! (8)
13

D’après (7),  les exposants c(p) du diviseur principal

(NOoh  = ~V(P)
P

(9)

sont donnés par la formule

c(P)  = ~vdor). (10)
<PIP

Cela nous conduit à la définition suivante.
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DÉFINITION. - Soit ‘U = I - I‘@*(‘JQ un diviseur de l’anneau a>.  Pour tout

diviseur premier p de l’anneau b, posons

a(p) = ~&\P).
VIP

Le diviseur I - Ipu@‘) de l’anneau 0 est appelé norme du diviseur U pour

l’extension K;k et est désigné par NK&lS,) ou plus simplement par N(U).

Puisque les nombres A(p)  sont nuls pour presque tout ‘!Q  (i. e. pour tous
sauf un nombre fini) alors les a(p) sont nuls pour presque tout p et par suite

I - rpu@‘) est un diviseur de l’anneau D.
P

Il résulte de manière évidente de la définition que

WW)  = W-WWP),

pour des diviseurs quelconques ‘U et ‘?$J  de A. L’application U + N(U)
est donc un homomorphisme du monoïde A dans le monoïde A,,.

Dans le cas d’un diviseur premier U = 9, nous avons

N(r)) = pdq CP I PI* (11)

Puisque, d’après l’égalité (lO),  la norme du diviseur (8) est égale au divi-
seur (9),  nous avons établi l’existence d’un homomorphisme N : A + A,,
satisfaisant à la condition (3).

Un des problèmes essentiels de la théorie des diviseurs est l’étude des lois
de décomposition des diviseurs premiers p de l’anneau D en facteurs pre-
miers par passage à la fermeture intégrale a>  de l’anneau D dans une exten-
sion finie. Dans le cas général, on connaît peu de résultats à ce sujet (cf. fin
du 9 8-2)). Toute décomposition du type (2) est caractérisée par le nombre m
de diviseurs premiers pi et par les indices de ramifications ei = egi. Les

nombres naturels eg ne sont pas arbitraires (pour une extension Klk don-
née); en fait, ils sont liés aux nombres dp  (cf. 6)) par la relation

c
drpe,p  = n = (K : k), (12)

(PIP

dont la démonstration s’obtient en appliquant la formule (7) à l’élément
premier p de l’anneau 0,  (rappelons que vu  = eJ.
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3) Degrés résiduels

La définition de I’homomorphisme N : A + A, utilise les nombres dq
qui sont définis par la formule (6). Nous allons préciser ici la signification
arithmétique de ces nombres.

Soit Fplp. Désignons par Q, et par ‘3, respectivement les anneaux des
valuations vp  et vop,  et par p et x des éléments premiers de ces anneaux. Puisque
pour des éléments a et b de D, les congruences a = b (mod p)  dans l’an-
neau D, et a = b (mod TT)  dans l’anneau 9~  sont équivalentes, alors, toute
classe résiduelle modulo p dans DP  est entièrement contenue dans une classe
résiduelle de XI~  modulo x. Ceci définit une inclusion isomorphe du corps
résiduel Xp = h/(p)  de la valuation vp  dans le corps résiduel Xv = a>,/(x)
de la valuation vn;  nous considérerons donc que C, c Zrp. Pour tout 5 E %Q,

désignons par Z la classe résiduelle de %  modulo x. Le sous-corps Xp du
corps CV est formé des classes résiduelles de la forme a, ü E Q,.  Supposons

que les classes résiduelles G,  . . . , Cm  de IS(p  (oi  E a)@)  sont linéairement
indépendantes sur le corps Xc, et montrons qu’alors les représentants

Wl, --*, SI de ces classes sont linéairement indépendants sur le corps k.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, i. e. que pour certains coefficients ai  E k
non tous nuls on ait

u,w,  + . . . + u,w,  = 0.

Multipliant cette relation par une puissance convenable de p, nous pou-
vons supposer que tous les ai appartiennent à l’anneau D et que l’un au
moins d’entre eux n’est pas divisible par p. Passant au corps résiduel I&n
nous obtenons alors l’égalité

- -
u,w,  + . . . + u,w,  = 0,

dans laquelle tous les Üi  E Ep ne sont pas nuls. La contradiction obtenue
démontre notre argument.

De l’indépendance linéaire de wl, . . . , w, sur le corps k résulte que

m<n=(K:k).

Ainsi, le corps résiduel ZIQ est une extension jînie du corps ZP et pur suite

(Sa : Z,)  < (K : k).

DÉFINITION. - Supposons que le diviseur premier ‘p de l’anneau ‘3 divise
le diviseur premier p de l’anneau SJ.  Le degré f = fv = (Xv  : C,)  du corps
résiduel de lu valuation Y,,  pur rapport au corps résiduel de lu valuation vP
s’appelle le degré résiduel du diviseur premier !J3 pur rapport à p (ou pur rup-
port à k).
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Désignons, comme dans 2),  par 31p  la fermeture intégrale de l’anneau Q,
dans le corps K. Par analogie avec la notion de base fondamentale dans un
corps de nombres algébriques, introduisons la définition suivante :

DÉFINITION. - Une base wl,  . . ., o,  de l’extension Klk sera appelée une
base fondamentale de l’anneau ‘DP  sur D, si tous ses éléments appartiennent
à QIP et si tout élément u E  BP  s’écrit sous la forme

à coefficients ai  EDp.

tc  = a,w,  + . . . + ana, (13)

Nous verrons ci-dessous que, dans le cas d’une extension K/k séparable,
il existe toujours une base fondamentale de l’anneau ‘BP (pour tout p).
Par contre, d’après les exercices 11 et 12, pour certaines extensions non
séparables, l’anneau ‘BP peut ne pas avoir de base fondamentale sur Q.

L’importance de la notion de base fondamentale est mise en évidence
par le théorème suivant.

THEOREME  5. - Soit Fp un diviseur de l’anneau CD  qui divise p et soit n
l’élément premier de l’anneau a),.,  qui lui correspond. Si l’anneau fDP  admet
une base fondamentale sur l’anneau DP alors

fv  = d, = "p(N~/d+-

DÉMONSTRATION. - L’élément premier x E Q, est aussi un élément pre-
mier de l’anneau 9~. Montrons que, toute classe résiduelle t de l’anneau ‘BS
modulo x contient un représentant qui appartient à ‘BP,  i. e. pour tout E E ‘J14
il existe un élément a E BP  tel que

(=a (mod x).

Soient !J.I  = ‘pl, . . . , ‘$3,,,  les diviseurs premiers de l’anneau ‘3  qui divisent p .
D’après le théorème 6 du $ 4, la condition y E ‘BP  équivaut au fait que
v,p,(y)>O  pour tout i= 1, . . . . m. Ainsi, l’élément a cherché est défini
par les conditions

V$$i  - N)  2 1,

v!&(u)  2 0 (i = 2, . . . , m),

et pour établir son existence, il suffit d’appliquer le théorème 4 du 5 4.
. .

Soit  maintenant wl, . . . , w, une base fondamentale de l’anneau ‘Q,  sur I),.
D’après ce qui précède, tout élément de IZp peut s’écrire sous la forme
- -
w, + . . . + a+,, Ui  EIIDp  et par suite ai E TX,. Cela signifie que les classes

résiduelles GI,  . . . , za sont des générateurs de l’espace vectoriel 2~ sur C,.
Sif = (ZQ  : &.,)  = fp, alors nous pouvons choisir f de ces classes qui soient
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linéairement indépendantes sur ÇP;  supposons que ce soient G, . . . , &T.
Il est clair qu’alors la congruence

a,w,  + . . . + afwf  = 0 (mod x)

pour ai  EQ, n’est satisfaite dans ‘ B que si ai  = 0 (mod p)  (p élément pre-
mier de l’anneau 0).

Puisque toutes les classes résiduelles Wj E I;Q  pour j = f + 1, . . . , n
s’expriment comme combinaisons linéaires de G1,  . . .,  wf,  alors

f

wi G
c

bj,w,  (mod rc) j=(ff  1,  . ..Y$
S=l

pour des coefficients bjs E  Q,. Posons

Bi = Wi pour i= 1, . . . . f,
f

e, ZZZ  -
2

bjsws+wj pour j=f+l, . . ..n.
S=l

Il est clair que 8,,  . . . , 0, forment aussi une base fondamentale de ‘BP sur Q,
(puisque les w,  s’expriment comme combinaison linéaire des 0,  à coefficients
dans Q).  Tous les éléments Of+  ,,  . . . ,0, sont divisibles par x dans l’anneau ‘BP
par suite, la congruence

a,e, + . . . + anOn  = 0 (mod x)

a lieu si et seulement si

a, - . . . =af-0 (mod  PJ.

Considérons l’ensemble m de tous les éléments de l’anneau ‘BP qui sont
divisibles par x. D’après ce qui vient d’être démontré, l’ensemble m coïncide
avec toutes les combinaisons linéaires des éléments

i4, . . .,  Pef, ef+l, . . . , 0, (14)

à coefficients dans Q.  D’autre part, il est clair que m coïncide aussi avec
toutes les combinaisons linéaires des éléments

dl, . . . , xe,, (15)

à coefficients dans -0,.  Désignons par C la matrice de passage de la base (14)
à la base (15) ; puisque chaque élément rrej  a des composantes sur la base (14)
qui appartiennent à O,, alors det C E Q.  Par symétrie, c’est aussi vrai
pour det (C-l).  Ainsi, det C est une unité de l’anneau Q,  i. e. v,(det  C) = 0.
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Si nous multiplions par p lesfpremières colonnes de C, nous obtenons alors
la matrice A = (0,)  telle que

n

XOi  =
c
@j  ;

j=l
par suite

NKI~(x)  = det A = pf det C,

d’où

‘Jp(NK&))  = f,

ce qui démontre le théorème 5.

THÉORÈME 6. - Si l’extension Klk est séparable, il existe toujours une
base fondamentale de ‘Q, sur I+,.

Avant de donner la démonstration de ce théorème, remarquons qu’elle
est tout à fait analogue à celle du théorème 6, Q 2, chapitre II.

Puisque tout élément de K par multiplication par une puissance conve-
nable d’un élément premier de l’anneau D, devient entier sur DP,  il existe
une base ul, . . . , ct,,  de l’extension K/k dont tous les éléments appartiennent

à ‘Q,.  Considérons la base duale a:, . . . , tcz (cf. appendice 0 2-3)); nous utili-
sons ici la séparabilité de K/k).  Si dc  E ‘BP et

M = c,c$  + . . . + C,QII* (16)

avec ci E k, alors ci = Tr (CcEi),  d’où ci E DP  (puisque Emi E a>,).  Pour tout
s=l , em’> n considérons dans l’anneau BP  les éléments qui s’écrivent sous
la forme

csct:  + . . . *GQ, (Ci  E  0,) (17)

et choisissons parmi eux un élément

Ws=Cs,GC~+  . . . +csna:, csj E QI,

tel que vp(cs)  > vp(csJ  pour tous les coefficients c,  des éléments de la
forme (17) appartiennent à BP.  Il est clair que cs8  # 0 pour tout s puisque
les éléments wl, . . ., w,  de ‘Q,  sont linéairement indépendants sur k. Soit
maintenant tc  un élément de ‘BP écrit sous la forme (16); alors cl  = cllul
avec a, E Dr, d’après le choix de ol. La différence a - a,w,  E ‘Q,  admet la
décomposition

a - a,o, = C;c$  + . . . + C;a: (6 E QJ,

d’ou c; = ~,,a,,  d’après le choix de wa.  Répétant n fois ce raisonnement,
nous obtenons finalement une décomposition du type (13) dans laquelle
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tous les coefficients ai appartiennent à DP.  Ainsi, la base wl, . . . , o,,  est
fondamentale par rapport à D, et le théorème 6 est ainsi démontré.

Des théorèmes 5 et 6 et de la formule (12) découlent de manière évidente
le résultat suivant :

THÉORÈME 7. - Si l’extension Klk est séparable, les indices de ramifi-
cation eV  et les degrés résiduels 5~ des diviseurs premiers !Jl de l’anneau a>
qui divisent un diviseur premier fixé  p de l’anneau Xl  sont liés entre eux par
la relation

c
epf@  = n = (K : k).

?JlP

Dans le cas d’une extension séparable K/k,  la formule (7) peut s’écrire

‘Jp(&/k@)  = zfqP&). (18)
‘IllP

Remarque. - Pour des extensions non séparables, l’égalité du théorème 7

peut ne pas avoir lieu. Cependant, on a toujours l’inégalité
cq3fi G n
WP

(cf. exercice 13). On peut aussi montrer qu’on a toujours fq < dq.

4) Finitude du nombre des diviseurs premiers ramifiés

DÉFINITION. - Un diviseur premier p de l’anneau z) est dit ramifié dans
l’anneau a>  s’il est divisible par le carré d’un diviseur premier de l’anneau !II
et est dit non ramifié  dans le cas contraire.

Les p non ramifiés sont donc caractérisés par le fait que dans la décompo-
sition (2) correspondante, tous les ei sont égaux à 1. Supposant l’exten-
sion K/k séparable nous allons donner une importante condition de non-
ramification de p.

Supposons qu’il existe dans l’anneau ‘BP un élément 0 primitif (pour
l’extension K/k)  tel que le discriminant D(f) de son polynôme minimal f (t)
soit une unité dans 0,.  Montrons qu’alors les puissances 1, 0, . . . , en-2,
où n = (K : k) forment une base fondamentale de l’anneau DP sur DP.
En effet, sort wl, . . . , w, une base fondamentale de ‘BP et C la matrice de
passage de la base tii à la base W.  Alors,

D(f) = D(l,  0, . . . , W1) = (det C)2D(~I,  . . . , w,)

(cf. 0 2 de l’appendice, formule (12)). Puisque D(f) est une unité de Dr,
et puisque les facteurs de droite appartiennent à l’anneau 0, alors det C
est une unité dans DP  et par suite 1, 8, . . . , W1 est aussi une base fonda-
mentale.

BORE”ITC” 1 5
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Soient p un élément premier de l’anneau Q, et C, le corps résiduel de la
valuation vp.  Pour tout polynôme g(t) à coefficients dans Q, nous désigne-

rons par g<t)  le polynôme de l’anneau IZ,[t]  obtenu en remplaçant chaque
coefficient de g(t) par sa classe résiduelle modulo p. Puisque le discriminant

D(f) du polynôme f(t) E &[t] est égal à la classe résiduelle modulo p du
discriminant D(f) ED,, alors, d’après la condition ci-dessus, ce discrimi-

nant D(T)  est différent de zéro. Par suite, dans la décomposition

f(t)  = cp1(t>  * * * GI(t) W-3

en facteurs irréductibles dans l’anneau Z,[t],  les polynômes ii sont tous
distincts (ici vi ~Q,[tl).  Si on désigne par di le degré de <pi, alors il est clair

que
d,+ . . . + d,,, = n = (K : k). (20)

THÉORÈME 8. - Si le discriminant du polynôme minimal f (t) d’un élément
primitif 0 E  LIJ,  est une unité de D,, alors le diviseur premier p n’est pas ramifié
dans a>  et tous les diviseurs premiers Cpi  de la décomposition

P=131  . . . %?z

sont en correspondance biunivoque avec les polynômes irréductibles Cpi  E  I&,[t]
de la décomposition (19). Le degré résiduelA du diviseur premier !@i  est égal
au degré di  du polynôme correspondant v;(t).

DÉMONSTRATION. - Soit g(t) un polynôme quelconque de &,[t].  Démon-
trons que si les polynômes i et ‘pi sont premiers entre eux dans l’anneau EJt]
alors les éléments g(0) et vi(O)  sont premiers entre eux dans l’anneau ‘BP.
En effet, il existe alors des polynômes u(t), v(t), l(t) ED~[~]  tels que

g(tMt>  + %(t)v(t)  = 1 + P4t)

(puisque les polynômesg etGi  sont premiers entre eux). Si g(0) et (pi(O)  étaient
divisibles par un élément premier 7c dans l’anneau ‘BP,  alors, puisque rrlp
(théorème 7 du 0 4),  il résulterait de la dernière égalité (pour t = 0)  que XI  1
et la contradiction obtenue démontre notre affirmation.

Puisque les polynômes irréductibles ‘pi sont distincts, nous obtenons en
particulier que p@), . . . , <p,,@)  sont premiers entre eux deux à deux.

Supposons que (pi(O)  soit une unité dans BP,  i. e. que (pi(O)c  = 1, 4 E ‘BP.
Puisque 1, 0, . . . , On-l  forment une base fondamentale de ‘BP sur OP,
alors E = h(O), avec h(t) ED~[~].  L’égalité (pi(O)Iz(O)  = 1 indique que

%(t)h(t)  = l +f (tMt)3 4(t)  E  DPM

(puisque le coefficient dominant de f (t) est égal à 1). Par passage au corps

résiduel IZp,  nous obtenons l’égalité pih = 1 + <PI  . . . F$j,  d’où une contra-
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diction. Ainsi, les éléments (P@I),  .  . . , <P,#)  ne sont pas des unités dans BP.
Pour tout i, choisissons dans ‘I+  un élément premier Xi(?i(O).  Puisque,

d’après ce qui précède, les qi(e)  sont premiers deux à deux, les éléments
premiers x1, . . . , rt,  ne sont pas associés deux à deux. Désignons par )PI,  . . . . Fp m
les diviseurs premiers correspondants de l’anneau ‘3  et par fi, . . . , fm  les
degrés résiduels de ces diviseurs. Dans le corps résiduel Cpi  de la valua-

tion vqi,  les classes résiduelles ï, ë,  . . ., edi-l sont linéairement indépen-

dantes sur C, (di  est le degré de ii).  En effet, si pour un polynôme g(t) E 5&(t)
- -

de degré < di  on a l’égalité g(8) = 0, alors l’élément g(0)  est divisible par xi
dans l’anneau ‘BP et par suite g(0) et (pi(e)  ne sont pas premiers entre eux.
Mais alors, comme nous l’avons vu au début de la démonstration, g(t) est
divisible Par&t)  et par suite tous les coefficients de>(t)  sont nuls.

Nous avons ainsi démontré que

di  <fi: (i= 1, . . .,  m).

Rapprochant ces inégalités de l’égalité (20) et appliquant le théorème 7,
nous obtenons que !$J1,  . . . , Fp,,, sont tous les diviseurs premiers qui divisent p,
que leurs indices de ramification sont tous égaux à 1 et enfin que di  = h.
Ces résultats constituent l’argument du théorème 8. Remarquons de plus
que, puisque (pi(e)  étant divisible par xi n’est pas divisible par les autres
éléments premiers nj,  xi peut être défini comme le plus grand diviseur
commun des éléments (pi(e)  et p dans l’anneau ‘BP.

COROLLAIRE. - Si K/k est séparable, il existe dans l’anneau r> seulement
un nombreJini de diviseurs premiers p ramiJés dans CO.

Soit 0 un élément primitif de l’extension K/k qui soit contenu dans a>.
Le discriminant D = D(l, 0, . . . , On-l) est un élément de DO*.  Si p 7 D,
alors d’après le théorème, p n’est pas ramifié dans ‘3.  Ainsi, les seuls élé-
ments éventuellement ramifiés dans a>  sont les diviseurs premiers de l’an-
neau D qui divisent D.

EXERCICES

1. Soient EJ un anneau admettant une théorie des diviseurs, k son corps des
fractions et k c K c K’ une chaîne d’extensions finies. Désignons par ‘ B et a>’
les fermetures intégrales de l’anneau 0 respectivement dans les corps K et K’.
Pour tout diviseur premier ‘@’  de l’anneau a>‘,  désignons par ‘!@ le diviseur premier
de l’anneau ‘3 qui est divisible par ‘@’  et par p le diviseur premier de l’anneau SI
qui est divisible par Cp.  Démontrer que le degré résiduel de ‘@’  par rapport à k est
égal au produit du degré résiduel de 9 par rapport à K et du degré résiduel de (p
par rapport à k. Formuler et démontrer un résultat analogue pour l’indice de
ramification.
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2. Soit 0 un anneau, de corps des fractions k, admettant une théorie des divi-
seurs avec un nombre fini de diviseurs premiers; soit p un diviseur premier et
soit p l’élément premier correspondant de l’anneau D. Démontrer que l’anneau
quotient Dl(p)  est isomorphe au corps résiduel C, de la valuation Y+,.

3. Soient vP une valuation d’un corps k, XI,,  son anneau, K/k  une extension finie
séparable, ‘BP la fermeture intégrale de l’anneau DP dans le corps K et wl, . . . , w,
une base de K sur k dont tous les éléments appartiennent à l’anneau BP.  Démon-
trer que si le discriminant D(u,,  . . . , on) est une unité de l’anneau Do,,  alors
wl, . . . , w, est une base fondamentale de l’anneau ‘BP sur DP.

4. Démontrer l’unicité de l’homomorphisme N : ‘ B -+  ‘BO  satisfaisant à la
condition du théortme 4.

5. Démontrer l’unicité du plongement isomorphe ‘B, -f a> satisfaisant à la
condition du théorème 3.

6. Soit a un diviseur de l’anneau Do.  Le considérant comme un diviseur de
l’anneau ‘II (en vertu du plongement ‘BO  + ‘B), démontrer

NK/k(d  = an (n  = (K : k)).

7. Soit K/k une extension séparable de degré n. Démontrer que si un divi-
seur a de l’anneau D devient un diviseur principal dans l’anneau ‘B, alors an  est
un diviseur principal dans 8.

8. Supposons K/k séparable. Démontrer que la norme NK&) d’un diviseur ‘U
de l’anneau a> est le plus grand commun diviseur des diviseurs principaux
(N&a&  où a parcourt tous les éléments de a)*  qui sont divisibles par U.

9. Un polynôme f(t) = tn + a#-1  + . . . + a,,, a coefficients dans 1’anneauD
est appelé un polynôme d’Eisenstein  par rapport à un diviseur premier p si a,, ..,,  a,,
sont tous divisibles par p et a,, (qui est divisible par p) non divisible par p2.  Démon-
trer que s’il existe dans l’anneau a> un élément 8 primitif pour l’extension K/k
de degré n, dont le polynôme minimal est un polynôme d’Eisenstein  par rapport
à p, alors p est divisible par un seul diviseur premier p de l’anneau ‘ B et

(le degré résiduel de !@  par rapport à p est par suite égal à 1).

10. Sous les mêmes hypothèses, démontrer que la base 1, 0, . . . , en-1  est une
base fondamentale de l’anneau ‘BP sur 0,.

11. Soient k. un corps de caractéristique p et k = k,(x,  y) le corps des fonctions
rationnels en x et y sur le corps k,. Considérons sur k la valuation v,,, introduite
dans l’exercice 9 du 0 4, relative a une série F(t)  E k,{  t } (transcendante sur k,(t))
de la forme

la \P m

D’après l’exercice 8 du $4, la valuation v0 admet un seul prolongement à l’exten-
sion strictement non séparable K = k(&),  de degré p sur k. Démontrer que
l’indice de ramification de Y par rapport à v0 est égal à 1 et que le corps résiduel
de la valuation v0 coïncide avec le corps résiduel de la valuation v. Il résulte alors
du théorème 5 et de l’égalité (12) que, pour l’anneau a> de la valuation v, qui est
la fermeture intégrale dans K de l’anneau D de la valuation vO,  il n’existe pas de
base fondamentale sur 0.

12. Avec les notations et hypothèses de l’exercice précédent, démontrer direc-
tement (sans utiliser le théorème 5) qu’il n’existe pas de base fondamentale de‘B
sur D.
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13. Soient D un anneau admettant une théorie des diviseurs, k son corps des
fractions, K/k  une extension finie de degré n, ‘ B la fermeture intégrale de l’anneau 0
dans le corps K, p un diviseur premier de l’anneau D, !&,  . . ., @,,  les diviseurs
premiers de l’anneau a> qui divisent p, e,,  . . ., e, leurs indices de ramification
etfi,  . . . . f, leurs degrés résiduels par rapport a p. Pour tout s = 1, . . . , m, nous

désignerons par L?S  la classe résiduelle du corps Cv, de représentant IX E ‘Bqs.

Soient W,i E ‘BP des éléments dont les classes résiduelles &Es forment une base de
l’extension XV~(E, et tels que, de plus,  vvj(tisi)  2 ej pour j # S, 1 < j < M.  NOUS

désignerons par x1, . . . , x,,,  les éléments premiers de l’anneau ‘BP qui correspondent
aux diviseurs premiers ‘&, . . . , !$I,.  Démontrer que les éléments

wrinS (s=l,..., m;i=l,..., f,;j=O,l,..., e,--1)  (*)

sont linéairement indépendants sur k.

Indication. - Considérer les combinaisons linéaires

a = cc  ..w 2SI, SI s

à coefficients dans Q,,  l’un au moins d’entre eux étant une unité de?,. Supposons
lt$;j”) = 0, j,, étant choisi de telle sorte que vp(C,oi/)  > 0 pour tout I et pour j < j,,.

14. Démontrer que si l’extension K/k  est séparable, alors le système (*) est
une base fondamentale de ‘X&, sur Q,.

15. Démontrer que, dans le cas où K/k  est séparable, pour tout a E CD,,  on a
la formule

m
TTKIk(CoY  = c es Tr, XpP(

3s).
s=1

16. Soit f(t) le polynôme caractéristique d’un élement  LX E ‘BP pour l’extension
K/k  d’un élément G( E BP.  Remplaçant chaque coefficient par la classe résiduelle
correspondante de C,, nous obtenons un polynôme f(t) E X,[t]. Pour tout

s=l , . . . , m, désignons par cp&) le polynôme caractéristique de l’élément a-%c‘PS
pour l’extension CQ,IC,. Généralisant l’exercice précédent (pour K/k  séparable),
démontrer que

f<t,  = qgtf’ . . . q$Jtp

17. Soit K/k  une extension séparable. Pour tout p, choisissons une base fonda-
mentale an . . ., c(,  de l’anneau ‘BP sur DP et posons

dp  = vp(D(al,  . . . , an)).

Démontrer que les entiers naturels dp sont presque tous nuls. Le diviseur entier

est appelé le discriminant de l’extension K/k  (par rapport a l’anneau 0).
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18. Demontrer qu’un diviseur premier p de l’anneau D ne figure pas dans le
discriminant bK,k  (i. e. dp = 0) si et seulement si p n’est pas ramifié  dans 3
(i. e. tous les indices de ramitkation  ci  sont égaux A  1) et toutes les extensions CV~\%+,
(s = 1, . . ., m)  sont séparables.

19. Supposons qu’il existe une base fondamentale wl, . . .,  w,  de l’anneau ‘ B
sur 0. Démontrer que, dans ce cas, le discriminant b~,k  est égal au diviseur prin-
cipal (D(o,, . . .,  on)).

$6. - ANNEAUX DE DEDEKIND

1) Congruences modulo un diviseur

Considérons un anneau a>, de corps des fractions K, admettant une théorie
des diviseurs ‘II*  -f A.

DÉFINITION. - Nous dirons que deux éIéments  u et p de l’anneau 9 sont
congrus modulo un diviseur Q  E A et nous écrirons

u=p (mod a)

si la différence cc - /3 est divisible par a.

Dans le cas d’un diviseur principal (p),  la congruence IX  = b (mod (p))
équivaut à la congruence tc = fi  (mod p) au sens de la définition du $ 4-1)
de l’appendice.

Énumérons quelques propriétés élémentaires des congruences (qui décou-
lent facilement de la définition).

10  On peut additionner et multiplier terme à terme les congruences
modulo a.

20 Si on a une congruence modulo a, alors cette congruence est aussi
vraie modula tout diviseur b qui divise le diviseur a.

30 Si on a une congruence modulo les diviseurs a et 6,  elle est aussi satis-
faite modulo leur plus petit commun multiple.

40 Si un élément GC  E fD  est premier avec a (i. e. les diviseurs (a) et a sont
premiers entre eux), alors la congruence a@  = 0 (mod a) entraîne fi  = 0
(mod a).

50 On peut simplifier les deux parties d’une congruence modulo a par un
facteur premier avec a.

60 Si p est un diviseur premier et c$ = 0 (mod p), alors ou bien a - 0
(mod p) ou bien p = 0 (mod p).

D’après la propriété (l), on peut définir une structure d’anneau sur l’en-
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semble des classes résiduelles modulo a; cet anneau est appelé l’anneau des
classes résiduelles modulo le diviseur a et est désigné par T)/a.

La propriété (6) exprime que, pour un diviseur premier p, l’anneau a>/p
n’a pas de diviseur de zéro.

Supposons maintenant que a>  est l’ordre maximum d’un corps K de nom-
bres algébriques. Nous appellerons alors les diviseurs de l’anneau a>  les
diviseurs du corps K.

Puisque tout diviseur a du corps K divise un certain nombre Q  E a>,
M # 0 et puisque le nombre a,  à son tour, divise un entier naturel a (par
exemple, 1 N(a)  1 est divisible par a), nous obtenons que, tout diviseur a
divise au moins un entier naturel a. D’après la propriété (2),  les nombres
de deux classes résiduelles distinctes modulo a appartiennent à des classes
résiduelles distinctes modulo a. Rappelant maintenant que, dans l’ordre 9,
le nombre des classes résiduelles modulo a est fini (et égal à a”,  où n est le
degré du corps K, cf. démonstration du théorème 5, 9 2, chap.  II), nous
obtenons le résultat suivant :

THÉORÈME 1. - Pour tout diviseur a d’un corps K de nombres algébriques,
l’anneau T)/a  est fini.

Soit p un diviseur premier quelconque du corps K. La valuation vp
correspondante induit sur Q la valuation p-adique vp  pour un cer-
tain p premier. Puisque v,(p) = 1, vp(p)  > 0, i. e. p = 0 (mod p). Si q est
un nombre premier rationnel différent de p, alors v,(q) = 0 et par
suite vp(q)  = 0, i. e. q + 0 (mod p).

L’anneau résiduel ‘Blp étant fini et sans diviseur de zéro est un corps fini
(cf. appendice 5 3). Puisque pour tout a E 9, nous avons pa = 0 (mod p),
la caractéristique de ce corps est égale à p, d’où le théorème suivant.

THÉORÈME 2. - Tout diviseur premier p d’un corps de nombres algébriques
divise un nombre premier rationnel et un seul p. L’anneau résiduel a)/p  est
un corps fini de caractéristique p.

Les théories des diviseurs pour les corps de nombres algébriques possèdent
la propriété que l’anneau des classes résiduelles modulo tout diviseur pre-
mier est un corps. Il n’en est pas toujours ainsi dans le cas gtnéral.  Par
exemple, dans l’anneau k[x,  y] des polynômes de deux variables sur un
corps k, l’anneau résiduel modulo le diviseur premier (x) est isomorphe à
l’anneau des polynômes kb]  qui n’est pas un corps.

Le fait que l’anneau ‘B/u  soit un corps équivaut à la résolubilité de la
congruence aE  = 1 (mod p) pour tout a f 0 (mod p). Cela montre que
les propriétés habituelles des congruences usuelles sont encore valables
ici.
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2) Congruences dans les anneaux de Dedekind

DÉFINITION. - Un anneau 9 est dit de Dedekind s’il admet une théorie
des diviseurs ‘XI  -f A  telle que pour diviseur premier p E  A l’anneau résiduel
tD/p  soit un corps.

En dehors des ordres maxima des corps de nombres algébriques, on peut
donner comme exemples d’anneaux de Dedekind les fermetures intégrales
de l’anneau k[x] des polynômes à une variable dans toute extension finie
du corps k(x) des fractions rationnelles (exercices 1 et 2). L’anneau a>,
d’une valuation v d’un corps (cf. 0 4-l)) et plus généralement tout anneau
admettant une théorie des diviseurs avec un nombre fini de diviseurs pre-
miers sont des anneaux de Dedekind (exercice 3).

LEMME 1. - Soit 9 un anneau de Dedekind. Pour tout CL  E  a>  non divisible
par un diviseur premier p,  la congruence ut = 1 (mod pm)  est résoluble dans 9
pour tout entier naturel m.

DÉMONSTRATION. - Pour m = 1, la résolubilité de la congruence résulte
de la définition. Dans le cas général, on procède par récurrence sur m.
Soit 4, E 9 tel que a&,  = 1 (mod pm).  Choisissons un élément w E ‘II  tel
que V~(W)  = m. Le diviseur principal (a) s’écrit (w) = p%, a non divisible
par p. Choisissons maintenant un élément y E 9 tel que vp(y)  = 0 et y = 0
(mod a). Le produit y(a&  - 1) est alors divisible par pma  = (0)  et par
suite y(aEo  - 1) = WV,  tu E CD.  Essayons de satisfaire la congruencc aE  = 1
(mod pm+l)  en prenant pour 6 un élement  de la forme t = E,  + o&  où
h E ‘II  est convenablement choisi. Puisque

y(4  - 1) = y(& - 1) + yawh = w(~  + yah)

et w = 0 (mod pm),  alors il suffit que A satisfasse à la congruence

hay  = - p (mod  P>.

Mais, puisque ay n’est pas divisible par p, cette congruence est résoluble.
Ainsi, il existe un élément E E 9 tel que y(as  - 1) = 0 (mod pm+  ‘) et
puisque vp(y)  = 0, on obtient, après simplification par y, a5 - 1 = 0
(mod p). Le lemme 1 est démontré.

T&O&ME  3. - Soit a>  un anneau de Dedekind. II  existe un élément 5 E 9
qui satisfait aux congruences

t = P, (mod P:) )
. . . . . *\

4 = P, (mod P$)  )
pour tous PI,  . . ., P,,,  E  ‘Xl  et tous les diviseurs premiers deux à deux distincts
Pl> *. *> IL (k,, . ..> k, sont des entiers naturels).
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DÉMONSTRATION. - Pour chacun des diviseurs

a; = pkl . .1 . p;?;‘p;~l  . . . pk (i=l, . . ..m)

on peut trouver un élément ai E a>  divisible par ai et non divisible par pi.

D’après le lemme 1, la congruence ai$ - pi (mod $1  est résoluble avec

<i E 9. Il est facile de vérifier maintenant que l’élément

5=alE1+  . . . + ch&,

satisfait aux exigences du théorème.

THÉORÈME 4. - Soient a # 0 et f3 des éIéments  d’un anneau de Dedekind a>.
La congruence

as  = f3 (mod a) (1)

est résoluble si et seulement si p est divisible par le plus grand commun diviseur
des diviseurs (a) et a.

DÉMONSTRATION. - Supposons tout d’abord que les diviseurs (a) et a
sont premiers entre eux; démontrons qu’alors la congruence (1) est resoluble

pour tout p. Soit a = p: . . . pm = pya,,  les diviseurs premiers pi étant deux
à deux distincts. D’après le lemme 1, pour tout i = 1, . . ., m, il existe

un élément Ef E a>  tel que aEf  = p (mod $).  Nous pouvons maintenant,

d’après le théorème 3, trouver pour tout i un élement  ti tel que Ei = 5:

(mod $)  et Ci  = 0 (mod ai). Il est évident maintenant que la somme

4 = El + . * * + 5,

satisfait à la congruence aE  = p (mod p:) pour tout i = 1, . . . , m et par

suite satisfait à la congruence (1).
Demontrons maintenant le théorème dans le cas général. Soit

b = pfi . . . p>

le plus grand diviseur commun des diviseurs (a) et a. Si la congruence (1)
est résoluble modulo a, elle est aussi résoluble modulo b et puisque a = 0
(mod b), on a p = 0 (mod b). Ainsi, la condition du théorème est necessaire.

Supposons maintenant que p est divisible par b. D’après le théorème 3
du 0 4, il existe dans le corps K un élément lu tel que

Ypi@)  = -  Ii (i= 1, . . ., m). (2)

Montrons qu’on peut choisir l’élément tu satisfaisant aux conditions (2)
tel que, de plus

hdd z= 0 (3)
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pour tout diviseur premier q E A différent de pl, . . . , p,,,.  Supposons que lu.
ne satisfait pas aux conditions 3 et soient ql, . . . , q, tous les diviseurs pre-
miers distincts de pl, . . ., pm tels que vqj(p)  = - r < 0. Choisissons un

élément y E 9 tel que $y)  = rj  (1 < j < s) et vpi(y)  = 0 (1 < i < m). 11

est clair que l’élément p’ = ~y  satisfait aux conditions (2) et (3). Soit alors b
le diviseur défini par l’égalité a = bb.  Si p satisfait aux conditions (2) et (3),
l’élément MI*  E 9 est premier avec b. Puisque, par hypothèse, p est divisible
par b, alors pp  E 9. Il existe alors, d’après ce qui précède, un élément 5 E 9
tel que a& = pp (mod b). Pour tout i = 1, . . . , m nous avons alors

v,,.(at  - p) = vpi(~/4  - pp)  + li > ki - li + Zi  + ki,

et par suite 5 satisfait à la congruence (1).

3) Diviseurs et idéaux

Nous montrerons ici que pour un anneau de Dedekind, les diviseurs
sont en correspondance biunivoque avec les idéaux non nuls.

Pour tout diviseur a, nous désignerons par a l’ensemble de tous les élé-

ments de l’anneau 9 qui sont divisibles par a. 11  est évident que Ü est un
idéal non nul de l’anneau 9.

T&O&ME  5. - Pour un anneau de Dedekind a>,  l’application a -f à (a E A)
est un isomorphisme du monoïde A des diviseurs sur le monoïde de tous les
idéaux non nuls de l’anneau a>.

Énonçons tout d’abord le lemme suivant.

LEMME 2. - Si al,  . . . , a, sont des éléments quelconques # 0 d’un anneau
de Dedekind CD  et b le plus grand diviseur commun des diviseurs principaux
(ad, . . . . (as),  alors tout élément a E 9 divisible par b peut s’écrire sous la
forme

a = bl  + . . . + Ea, (Si E 3).

DÉMONSTRATION DU LEMME. - La démonstration s’effectue par récurrence
sur s. Pour s = 1, le lemme est trivial. Soit s > 2 et désignons par b1  le plus
grand commun diviseur des diviseurs (a& . . .,  (a9-1).  Il est clair qu’alors b
est le plus grand commun diviseur des diviseurs b1  et (as).  Supposons que a
est divisible par b.  D’après le théorème 4, la congruence oc&  = cc  (mod bl)
admet une solution E E 9. Par hypothèse de récurrence, il existe des élé-
ments &,  . . . , &-, dans l’anneau 9 tels que a - Fa,  = LX~  + . . . + LI~S-I
et le lemme 2 est démontré.
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME  5. - D’après la condition 30 de la défini-

tion d’une théorie des diviseurs, l’application a -+ a est injective.
Soit A un idéal non nul quelconque de l’anneau a>. Pour tout diviseur

premier p, posons

a(p)  = min VJIX).
CIEA

Il est clair que a(p) est différent de 0 seulement pour un nombre fini de
diviseurs premiers p. Le produit

a = r-I
O(P)P 3

P

dans lequel p parcourt tous les diviseurs premiers p tels que a(p)  # 0, est
par suite un diviseur. Montrons que a = A. Soit tc  un élément quelconque
de a; il est clair qu’on peut trouver dans A un ensemble fini d’éléments
ah . . . , as  tels que a(p) = min (vp(a,),  . . . , vp(as)).  Cela exprime que le divi-
seur a est le plus grand commun diviseur des diviseurs principaux (al),  . . . . (as).
D’après le lemme 2, l’élément a E u peut donc s’écrire a = &a,  + . . . + &as,
Fi E ‘BD;  ainsi a E A, d’où%  c A. Rapprochant ce résultat de l’inclusion tri-
viale A c ü, nous obtenons l’égalité A = ü. Nous avons donc montré que
l’application a + a établit une correspondance biunivoque entre les divi-
seurs et l’ensemble des idéaux non nuls de l’anneau 9.

Il reste à vérifier que cette application est un isomorphisme, i. e. que pour
tous les diviseurs a et b nous avons

ab= ab. (4)

Désignons par C le produit ub.  Puisque C est un idéal non nul de a>, il existe
un diviseur c tel que C = 2. Il faut montrer que c = a. 6.  Soit p un diviseur
premier figurant dans a et b avec des exposants a et b; alors

min vp(y)  = min vp(a$)  = min vp(a)  + min vp(p)  = a + b.
YEC ccei,pab aea pcb

Puisque cette relation est vraie pour tout diviseur premier p, on a c = a. b
et l’égalité (4) est démontrée.

Il résulte en particulier de l’isomorphisme ci-dessus que tous les idéaux
non nuls de l’anneau ‘ B forment un monoïde avec décomposition unique
en facteurs premiers. Pour construire une théorie des diviseurs pour un
anneau de Dedekind (et en particulier pour l’ordre maximum d’un corps
de nombres algébriques), on peut prendre comme monoïde A le monoïde
des idéaux non nuls. L’image d’un élément a E a)*  par l’homomorphisme
a)* -+ A est alors l’idéal principal (a) engendré par cet Bément.  C’est à
Dedekind que nous devons cette construction.
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4) Diviseurs fractionnaires

Pour un anneau a>, la construction d’une théorie des diviseurs a)* -+ A
donne des indications sur la structure du monoïde a)*. Pour étudier la
structure du groupe multiplicatif K* du corps des fractions K de 9 on est
amené à étendre la notion de diviseur.

Selon l’usage, nous conserverons le terme u diviseur N pour cette exten-
sion; les diviseurs au sens précédent seront désormais appelés diviseurs
entiers.

DEFINITION.  - Soit 9 un anneau et K son corps des fractions. Nous sup-
poserons que 9 admet une théorie des diviseurs et soient pl,  . . . , prn  un sys-
tème jini de diviseurs premiers. L’expression

a = $3:’  . . . pkmm (5)

avec des exposants entiers k,, . . . , k, (non nécessairement positifs) est appelée
un diviseur du corps K. Si aucun des exposants ki n’est négatty,  le diviseur a
est dit entier (ou diviseur de l’anneau a)); dans le cas contraire, il est dit
fractionnaire.

II  sera commode d’écrire le diviseur (5) comme un produit formel infini

Cl= I-I
p4P>

9 (6)
P

étendu à tous les diviseurs premiers p de l’anneau ‘Q  un nombre fini seule-
ment des exposants a(p) étant differents  de 0.

La multiplication des diviseurs sera définie par la formule

( ~pacp))  (I-pP))  = r-p(P)ib(P).

P P

Dans le cas des diviseurs entiers, on retrouve bien la loi de multiplication
dans le monoïde A. Il est facile de voir que pour cette opération, l’ensemble
des diviseurs du corps K forme un groupe abélien que nous désignerons
dans la suite par Â. L’élément unité de ce groupe est le diviseur unité e
pour lequel tous les exposants a(p) sont nuls dans la représentation (6).

Puisque tout élément 5 # 0 du corps K est le quotient de deux éléments
de ‘B, alors, d’après la condition 10  du theorème  4, 0 3, il existe seulement
un nombre fini de valuations vp  du corps K, correspondant aux diviseurs
premiers p, telles que Y&)  # 0; soient vp,  . . . , vp,  ces valuations. Le
diviseur

m

i = l P
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est appelé le diviseur principal correspondant à l’élément F, E K* et est désigné
par (E,).  Cette nouvelle notion de diviseur principal, appliquée aux éléments
de 9, coïncide bien entendu avec celle déjà connue (cf. $ 3-4)). D’après la
condition 20  du théorème 4,§  3, le diviseur principal (k) est entier si et seule-
ment si E E a>.

Il résulte facilement de la condition 20 de la définition d’une valua-
tion (4 3-4)) que l’application 5 + (E),  %  E K* est un homomorphisme
du groupe multiplicatif K* du corps K dans le groupe des diviseurs Â.
D’après le théorème 2 du 6 3, cet homomorphisme est surjectif  (épimor-
phisme) si et seulement s’il y a unicité de la décomposition en facteurs pre-
miers dans a>. Son noyau est le groupe des unités de l’anneau a>, i. e. pour
des éléments 5, ? E K*,  l’égalité (E)  = (q) est équivalente à l’égalité E = y1z,
E unité de l’anneau a>.

Étendons la notion de divisibilité aux diviseurs quelconques. Soient

a = I - IP a(p) et b = n-@(P)

P P

deux diviseurs quelconques (pas nécessairement entiers). Nous dirons que a
est divisible par b (b divise a, ou a est un multiple de b), s’il existe un divi-
seur entier c tel que a = bc. La divisibilité de a par b est donc caractérisée
par les inégalités a(p) > b(p) pour tout p.

Pour a et b quelconques, posons d(p) = min (a(p), b(p)); puisque les
nombres entiers rationnels d(p) sont nuls pour presque tout p, l’expression

b = r--p(P)  ’

P

est un diviseur. Ce diviseur b est appelé le plus grand commun diviseur
des diviseurs a et b (il divise a et b et est divisible par tout diviseur commun
à a et b). De manière analogue, on définit le plus petit commun multiple
de deux diviseurs.

Un élément GC  E K est dit divisible par le diviseur

a = I-I
p(P)

P

.;  celasi, ou bien a = 0, ou bien le diviseur principal (a) est divisible par a
équivaut aux inégalités vp(a)  > a(p) pour tout p.

On peut étendre la correspondance étudiée au point ci-dessus (entre les
diviseurs entiers d’un anneau de Dedekind et les idéaux non nuls) aux
diviseurs fractionnaires en généralisant la notion d’idéal.

Comme au point 3),  désignons par ü l’ensemble de tous les éléments du
corps K qui sont divisibles par le diviseur a (pas nécessairement entier).
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La condition 30 de la définition d’une valuation entraîne que si tc et p sont
divisibles par a, alors GC  f fi  est aussi divisible par a. Cela signifie que 6
est groupe pour l’addition. Il est évident de plus que pour tout 0: E 4 et
5 E a>  le produit 4a  appartient aussi à a. Avant d’obtenir une dernière pro-
priété des groupes a,  vérifions tout d’abord la formule

Wa  = YÜ (TEK*,  aEÂ).

En effet, la divisibilité d’un élément E par (y)a équivaut aux conditions :

y&)  2 +(y) + a(p) pour tout p, vP -
0

k -
Y

2 a(p) pour tout p, ; E a, E E ya

(ici, a(p) dtsigne l’exposant de p dans la décomposition de a). 11 est clair
que pour tout diviseur, nous pouvons trouver un élément y E ‘B* tel que le
diviseur (y)a soit entier. La formule (7) montre que pour un tel y on a l’inclu-
sion yGï  c 9.

DÉFINITION. - Soit 9 un anneau de Dedekind, de corps des fractions K.
Un sous-ensemble A c K, contenant des éIéments  dcgérents  de 0, est appelé
un idéal du corps K (par rapport à l’anneau a>)  s’il possède les propriétés
suivantes :

10  A est un groupe pour l’addition ;

20 pour tout u E A et tout E E 9 le produit Eu appartient à A;

30 il existe dans le corps K un élément y # 0 tel que yA  c 9.

L’idéal A est dit entier s’il est contenu dans a>  et fractionnaire dans le cas
contraire.

Ainsi, la notion d’idéal entier dans K coïncide avec la notion d’idéal non
nul de l’anneau a>.

Si A et B sont deux idéaux du corps K, par définition, leur produit A. B
est l’ensemble de tous les éléments y E K qui s’écrivent sous la forme

y=~&+  .  .  .  +Q,,&, mal,  R~EA, PiEB  (l<i<m).

Il est clair que le produit de deux idéaux du corps K est encore un idéal
du corps K (dans le cas des idéaux entiers, cette multiplication coïncide
avec la multiplication habituelle des idéaux dans les anneaux).

Nous avons vérifié ci-dessus que l’ensemble Q est un idéal du corps K
pour tout diviseur a. Supposons que pour deux diviseurs a et b on ait I’éga-

lité Ü = 6.  Choisissons un élément y # 0 tel que les diviseurs (y)a et (y)b

soient entiers. D’après la formule (7),  nous avons (y)a=(y)b, d’ou (y)a=(y)b
et par suite a = b. Ainsi, l’application a -+ a est injective.  Soit maintenant A
un idéal quelconque du corps K et soit y # 0 tel que yA  c a>, alors yA  est
un idéal non nul de l’anneau et, d’après le théorème 5, il existe un diviseur
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entier c tel que C = yA.  Posons a = ~(y-~);  alors yA = (y)a = yü, d’où

A = Ü. Ainsi l’application a + Ü est biunivoque. Si a et b sont deux divi-

seurs, choisissons des éléments y # 0 et y’ # 0 tels que les diviseurs (y)a
et (y’)b soient entiers; nous aurons, d’après le théorème 5 et la formule (7),

- -
yy’ab=  (y)a*(y’)b  = (y>a(n= ya*y’b=  yy’ab

d’où a. b = a b. L’application a + ü est donc un isomorphisme. 11  en résulte
en particulier que les idéaux du corps K forment un groupe pour la multi-
plication. L’élément unité de ce groupe est l’anneau ‘3 = ë. L’inverse de

l’idéal a est l’idéal a-l.  Formulons le théorème obtenu (qui généralise le
théorème 5).

THÉORÈME 6. - Soit a>  un anneau de Dedekind de corps des fractions K.

Pour tout diviseur a, désignons par a l’ensemble de tous les éléments du corps K
qui sont divisibles par a. L’application a + a est un isomorphisme du groupe
des diviseurs du corps K sur le groupe des idéaux du corps K. Par cet isomor-
phisme les diviseurs entiers correspondent à des idéaux entiers et vice versa.

EXERCICES

1. Démontrer que l’anneau k[x] des polynômes à une variable sur un corps
quelconque k est de Dedekind.

2. Soient n un anneau de Dedekind et k son corps des fractions. Démontrer
que la fermeture intégrale ‘3 de l’anneau D dans une extension finie quelconque
du corps k est aussi un anneau de Dedekind.

3. Démontrer que tout anneau qui admet une théorie des diviseurs avec un
nombre fini de diviseurs premiers est un anneau de Dedekind.

4. Démontrer que, dans un anneau de Dedekind, le système des congruences

E = CL1 (mod a,)

; iumm . (mod’ a,,,) l

est résoluble si et seulement si tci = 9 (mod bu),  i # j, en désignant par bu le
plus grand commun diviseur des diviseurs ai et uj.

5. Soient 9 un anneau de Dedekind et a un diviseur de l’anneau 9 Démontrer
que l’ensemble des classes résiduelles de ‘B/a qui sont formées d’éléments premiers
avec a constitue un groupe multiplicatif.

6. Démontrer que si f(x) est un polynôme de degré m à coefficients dans un
anneau de Dedekind et dont tous les coefficients ne sont pas divisibles par un
diviseur premier p, alors la congruence f(x) - 0 (mod p) a au plus m solutions
dans 9.

7. Soient 9 un anneau de Dedekind, p un diviseur premier de l’anneau a>
et f(x) un polynôme à coefficients dans 9. Démontrer que si pour un élément LX  E 9
on a

f (u)  -0 (mod  P), f’(a)+0 (mod  P>,
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alors pour tout m 2 2 il existe un élément 5 E TI tel que

f(S)  =o bod ~4, <Ect (mod  PI.
8. Démontrer que, dans un anneau de Dedekind, un idéal est soit principal,

soit engendré par deux éléments.
9. Soit TI un anneau de Dedekind, de corps des fractions K. Démontrer que

par l’isomorphisme a -f 5 du groupe des diviseurs du corps K dans le groupe
des idéaux du corps K, au plus petit commun multiple des diviseurs correspond
l’intersection des idéaux et au plus grand commun multiple la somme des idéaux
(La somme A + B de deux idéaux A et B est l’ensemble de toutes les sommes a + g
pour a E A et p E B).

10. Dans l’anneau TI = k[x, y] des polynômes à deux variables sur le corps k,
la décomposition en facteurs premiers est définie de manière unique et par suite
cet anneau admet une théorie des diviseurs. Démontrer que l’idéal A = (x, y) de
l’anneau ‘II, engendré par les variables x et y, ne correspond à aucun diviseur.

11. Démontrer que si un anneau ‘XI admettant une théorie des diviseurs a>*  -+  A
est tel que tout idéal non nul soit de la forme tï (pour a E  A), alors cet anneau est de
Dedekind.

12. Démontrer que si dans un anneau QI  tous les idéaux non nuls forment un
monoïde à décomposition unique en facteurs premiers (pour la multiplication des
idéaux), alors ‘II est de Dedekind.

13. Soient ‘3)  un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Si A et B
sont des idéaux du corps K (par rapport à 9) on dit que A est divisible par B
s’il existe un idéal entier C tel que A = BC. Montrer que A est divisible par B
si et seulement si A c B.

14. Soient a> un diviseur quelconque admettant une théorie des diviseurs et p
un diviseur premier de l’anneau CO.  Démontrer que l’ensemble p de tous les élé-
ments a E ‘II qui sont divisibles par p est un idéal premier minimal de l’anneau 3
(Un idéal P est dit premier si l’anneau quotient ‘B/P n’a pas de diviseurs de z&os,
i. e. si le produit de deux éléments de ‘3) qui n’appartiennent pas à p n’appartient
pas à p. Un idéal premier p est dit minimal s’il ne contient pas d’autres idéaux
premiers que l’idéal nul).

15. Soit ‘II un anneau admettant une théorie des diviseurs. Montrer que tout
idéal premier P non nul contient un idéal premier de la forme p, où p est un divi-
seur premier de l’anneau 3.

!j  7. - DIVISEURS
DANS LES CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

1) Norme absolue d’un diviseur

D’après le théorème 2 du 9 5, l’ordre maximum a>  d’un corps K de nom-
bres algébriques est un anneau qui admet une théorie des diviseurs. De plus,

dans le 0 6, l), nous avons vu que l’anneau résiduel a>/~,  modulo un diviseur
premier p, est un corps fini et par suite ‘II est un anneau de Dedekind.

Considérons un corps K de nombres algébriques comme une extension
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(de degré fini) du corps Q des nombres rationnels. Puisque les diviseurs
de l’anneau Z des nombres entiers rationnels peuvent être identifiés aux
entiers naturels, nous pouvons identifier le groupe de tous les diviseurs
(entiers et fractionnaires) du corps Q au groupe multiplicatif des nombres
rationnels positifs. On a défini dans le 9 5,2) la notion de norme d’un divi-
seur d’un anneau a>  pour une extension donnée K/k. Dans le cas d’un corps
de nombres algébriques, nous appellerons la norme N(a) = N&a)  du
diviseur a de l’ordre ID poÙr l’extension K/Q  la norme absolue de a. Nous
étendrons cette notion de norme absolue aux diviseurs fractionnaires en
posant

N - m  zN$$,
0 tt

pour des diviseurs entiers m et n. Il est clair que l’application a -f N(a)
est toujours un homomorphisme du groupe de tous les diviseurs du corps K
dans le groupe multiplicatif des nombres rationnels positifs.

La norme absolue d’un diviseur principal (EJ,  E E K* est égale à la valeur
absolue de la norme du nombre 6 :

W3)  = I NE) 1. (1)

En effet, pour E entier, c’est l’égalité (3) du 0 5; si maintenant E = %,  a et p

entiers, alors

N((E)) = N((a11 I N(a)  I
N(o)=m=  -

1 N(t)  1

Le degré résiduel f d’un diviseur premier p du corps K par rapport à Q est
appelé le degré résiduel absolu ou, plus simplement, le degré de p ; l’indice

de ramification du diviseur premier p par rapport à Q est appelé l’indice
absolu de ram$cation de p. Si p divise le nombre premier rationnel p et
si le degré de p est égal àf,  alors, d’après l’égalité (11) du 0 5,

N(P)  = P*- (2)

Soient pl, . . ., pm tous les diviseurs premiers du corps K qui divisent p
ete,, . . . . e,,,  leurs indices de ramification. Alors p admet dans le corps K
la décomposition

p = p: . . . pz.

D’après le theorème  7 du 0 5, les indices de ramification ei sont liés aux
degrés3  des diviseurs pi par la relation

BOREVITCH

fie,  + . . . + fmem = n = (K : 0). (3)
16
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THÉORÈME  1. - La norme absolue d’un diviseur entier a d’un corps K de
nombres algébriques est égale au nombre de classes résiduelles de l’ordre
maximum 3 modula  a.

DÉMONSTRATION . - Démontrons tout d’abord le théorème pour un divi-
seur premier p. Soit p un nombre premier rationnel divisible par p ; le degré
résiduel f du diviseur p (d’après la définition du 0 5-3)) est égal au degré du
corps résiduel E, de la valuation vi, sur le corps résiduel TSp  de la valuation vp.
Mais Çp contient p éléments et par suite Z, est un corps fini à pf éléments.
Il suffit donc de montrer que le corps résiduel d)/p  est isomorphe au corps L,,
i. e. que l’inclusion isomorphe ‘B/p + ÇP est surjective.  11 suffit donc de
montrer que pour tout E E K tel que Y&)  2 0, il existe a E a>  tel que

v&-a)>l.

Désignons par q,, . . . , qs tous les diviseurs premiers du corps K tels que

v&)  = - ki < 0;

d’après le théorème 3, 9 6, il existe un élément y de l’ordre a>  tel que

y=1 tmod  P)

y=0 (mod q:), i=l,  . . ..s.

Il est clair que a = yS E a>  et V~(E  - a) 2 1. Le théorème 1 est donc demon-
tré pour un diviseur premier.

Pour démontrer le théorème 1 dans le cas général, il suffit maintenant
de montrer que s’il est vrai pour deux diviseurs entiers a et 6,  il est aussi
vrai pour le produit ab. D’après la condition 30 du théorème 4 du 4 3, il
existe un élément y # 0 de l’ordre maximum a>  tel que a1 y, les diviseurs (y)a-l
et b étant premiers entre eux. Soient al, . . . , a, (r = N(a)) un système
complet de residus  de l’anneau a>  modulo a et pl, . . . , fis  (s = N(b)) un sys-
tème complet de résidus modulo b. Montrons alors que les rs nombres

% + PjY (4)

forment un système complet de résidus modulo ab. Soit GC  un élément
quelconque 9; pour un certain i (1 < i < r), on a

a = cci (mod a).

Considérons la congruence

yg=a-ai (mod ab). (5)

Puisque, d’après le choix de y, le plus grand commun diviseur des divi-
seurs (y) et ab, égal à a, divise a - ai, alors, d’après le théorème 4 du $6,
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cette congruence a une solution E E 9. Soit j (1 < j < s) tel que E = pi
(mod 6);  on a alors yE = ypj (mod ab). D’après (5),  nous avons donc la
congruence

U ~ Ui  + Ypj (mod ab).

Ainsi, toute classe résiduelle modulo ab contient un représentant de la
forme (4). Il reste à vérifier que les nombres (4) sont deux à deux non congrus

modulo ab. Supposons

ai + Y@j  z  mk + YPI (mod ab).

Puisque cette congruence est aussi satisfaite modulo a, alors y zz 0 (mod a)
entraîne ai  = Ek  (mod a) d’où i = k. Nous obtenons donc

Y@j - PI)  E O (mod ab). (6)

Soit p un diviseur premier figurant respectivement dans les diviseurs a et b
avec des exposants a et b > 0. D’après la condition vp(y)  = a, (6) entraîne
vp@j - PI)  > b. Puisque cette inégalité a lieu pour tout diviseur premier p
qui figure dans b avec un exposant > 0, alors @j  = PI  (mod b), d’où j = 1.

Ainsi les nombres (4) forment bien un système complet de résidus
modulo ab et par suite le nombre des classes résiduelles de a>  modulo ab
est égal à rs = N(a)N(b)  = N(ab).

Le théorème 1 est complètement démontré.

Comme dans le 0 6-3),  pour un diviseur quelconque a (entier ou fraction-
naire) du corps K, désignons par 5 l’idéal correspondant du corps K formé
de tous les nombres a E K divisibles par a. Soit y choisi tel que yÜ  c a>.
D’après le corollaire du théorème 2 du 6 2, chapitre II, l’ensemble y?Ï  est
un module du corps K (sous-module de l’anneau a>);  mais alors l’idéal ü
est aussi un module du corps K. Si tc  E u,  GC  # 0 et si wl, . . . , w, est une base
de l’anneau a>, tous les produits LX~~,  . . .,  CI~,,  appartiennent à u et par
suite a contient IZ  = (K : Q) nombres du corps K linéairement indépen-
dants. Nous avons démontré ainsi que, pour tout diviseur a, l’idéal a est un
module complet du corps K. Il est clair que son anneau de stabilisateurs est
l’ordre maximum du corps K. Réciproquement, si A est un module complet
du corps K dont l’anneau de stabilisateurs est égal à l’ordre maximum 9,
alors A satisfait aux trois conditions de la définition d’un idéal (cf. 0 6-4)).
Ainsi l’ensemble de tous les idéaux ?Ï coïncide avec l’ensemble de tous les
modules complets du corps K qui sont associés à l’ordre maximum 9.

Au point 1) du § 6, chapitre II, nous avons introduit la notion de norme
d’un module complet dans un corps de nombres algébriques. On peut donc
parler de la norme de l’idéal ü. Montrons que la norme de tout diviseur
est égale à la norme de l’idéal correspondant

N(a) = N(Ü). (7)
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Pour les diviseurs entiers, cela résulte du théorème 1 de ce paragraphe et
du théorème 1, 0 6, chapitre II. Si le diviseur a est fractionnaire, on peut
trouver y E K* tel que le diviseur (y-‘)a  = b soit entier. D’après le théo-
rbme 2, 0 6, chapitre II, nous avons

N(a) = N(b) 1 N(y) 1 = N(b) 1 N(y) 1 = N(yb)  = N(yb)  = N(Ü)

ce qui démontre la formule (7) dans tous les cas.

Comme application très simple de la notion de norme, donnons une esti-
mation précise du nombre w(a) d’éléments non associés d’un ordre maxi-
mum dont la norme est égale à a en valeur absolue (la démonstration du
théorème 5, 0 2, chapitre II donnait l’estimation w(a) < a”).

Désignons par +(a)  le nombre des diviseurs entiers de norme a. Puisque
les nombres a et l3 sont associés si et seulement si les diviseurs principaux (a)
et @) sont égaux, nous avons, d’après la formule (l),

44  G 444.

Cherchons donc une estimation du nombre $(a).  Supposons

a=pf’...pr”,

pour des nombres premiers pi distincts. Si N(a) = a, alors a = a, . . . a,
oh ai contient seulement des diviseurs premiers p qui divisent pi+ D’après

la formule (2) et la multiplicativité de la norme, nous avons N(a,) = p:,

d’où +(a)  = $(p:) . . . +(  p?) ; il suffit dont d’obtenir une estimation de +(pk).

Soient pl, . . . , p,,,  tous les diviseurs premiers qui divisent p et soient&  . . . . fm
leurs degrés. D’après l’égalité

N((l... Pm)=pflX1+-'+fmxm,

on est ramené à trouver une estimation du nombre de solutions de l’équation

hx,  + . . . + fmxm  = k,

telles que Xi  > 0. Puisque 0 < Xi < k, le nombre de ces solutions ne
dépasse pas (k + 1)“.  Mais m < 12  = (K : Q) et par suite

K4  G ((k,  + 1) . . . (ks  + 1))“.

Comme on le sait, l’expression contenue dans la parenthèse de droite est
égale au nombre ~(a)  de tous les diviseurs de a. Nous avons ainsi obtenu
l’estimation

o(a) < $(a)  < (@)“. 09
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Pour comparer l’estimation (8) à l’estimation précédente o(u)  < un,  rem ar-

quons que, pour tout E > 0 aussi petit que l’on veut, le rapport ‘2 tend

vers 0 pour a -+ 00.

2) Classes de diviseurs

DÉFINITION. - Deux diviseurs a et b d’un corps K de nombres algébriques
sont dits équivalents, et on note a N b, s’ils d@ï%rent  entre eux par un diviseur
principal : a = b(a), a E K*. L’ensemble de tous les diviseurs du corps K
qui sont équivalents à un diviseur donné a s’appelle une classe de diviseurs et
se désigne par [a].

En terme de théorie des groupes, l’équivalence a - b indique que les
diviseurs a et b appartiennent à la même classe quotient du groupe de tous
les diviseurs par le sous-groupe des diviseurs principaux. L’égalité de deux
classes [a] = [b] équivaut bien entendu à l’équivalence a - 6.

Pour deux classes de diviseurs [a] et [b], posons

[a]. [b] = [ab].

Il est facile de vérifier que le produit ci-dessus ne dépend pas du choix des
représentants a et b et que l’ensemble des classes forment ainsi un groupe
(commutatif), appelé le groupe des classes de diviseurs du corps K. L’élé-
ment unité est la classe [e] constituée par tous les diviseurs principaux;
l’inverse de la classe [a] est la classe [a-l].

En termes de théorie de groupe, le groupe des classes de diviseurs est le
groupe quotient du groupe de tous les diviseurs par le sous-groupe de
tous les diviseurs principaux. Le groupe des classes de diviseurs et en parti-
culier son ordre, qui est le nombre de classes de diviseurs sont des impor-
tantes caractéristiques arithmétiques du corps de nombres algébriques K.
Si le nombre des classes de diviseurs est égal à 1, cela signifie que tous les
diviseurs sont principaux et cela équivaut à l’unicité de la décomposition
en facteurs premiers dans l’anneau des nombres entiers du corps K (théo-
rème 2 du 0 3).

Ainsi, le problème de savoir si la décomposition des nombres entiers du
corps K en facteurs premiers est unique, est un cas particulier du problème
de la détermination du nombre des classes de diviseurs de ce corps. Démon-
trons que ce nombre est toujours fini.

THÉORÈME 2. - Le groupe des classes de diviseurs de tout corps de nombres
algébriques est fini.
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DEMONSTRATION.  - Il résulte facilement de la définition de l’équivalence
des diviseurs que les diviseurs a et b sont équivalents si et seulement si les
idéaux correspondants a et b sont semblables (au sens de la similitude des
modules, cf. 3),  0 1, chap.  II). A la répartition des diviseurs en classes de
diviseurs équivalents correspond donc la répartition des idéaux du corps K
(i. e. des modules complets du corps K dont l’anneau de stabilisateurs est
l’ordre maximum du corps K) en classes d’idéaux semblables. Mais, d’après
le théorème 3 du 0 6, chapitre II, le nombre des classes de modules sembla-
bles associés à un ordre donné est fini; le théorème 2 est ainsi démontré.

Remarque 1. - Le théorème 2 a été obtenu très simplement comme
corollaire du théorème 3, 0 6, chapitre II et la démonstration de ce dernier
reposait sur le lemme de Minkowski pour un corps convexe. Ainsi, finale-
ment, la démonstration du théorème 2 repose sur le lemme de Minkowski.

Remarque 2. - L’examen de la démonstration du théorème 3, 0 6, cha-
pitre II permet d’obtenir un énoncé plus précis du théorème 2 : dans toute
classe de diviseurs d’un corps K de nombres algébriques de degré IZ  = s + 2t,

il existe un diviseur entier de norme <
2’ ~

0
Tc 41 D 1, D discriminant du corps

(i. e. le discriminant de l’anneau de tous les nombres entiers du corps K).
En effet, soit [b] une classe quelconque de diviseurs. Il existe un idéal

-
A = crb-l  semblable à l’idéal b-l tel que A = a>  et (A : a>)  < f ‘dl D 1

0 ~
(cf. démonstration du théorème 3,§  6, chap.  II). Puisque l’idéal A contient a>,
le diviseur correspondant est l’inverse d’un diviseur entier : A = a-5-
a entier. De l’égalité a-’ = b-l résulte que a(a) = b, i. e. le diviseur entier a
appartient à la classe [b]; par suite (exercice 2),

N(e) - -
N(a) = ~(a-‘) = (a-l : e) = (A : CD)  <

THÉORÈME 3. - Si le nombre de classes de diviseurs du corps K est égal à h,
alors la hi*me  puissance de tout diviseur est un diviseur principal.

DI~MONSTRATION.  - Ce théorème est un simple corollaire d’un théorème
Clémentaire de théorie des groupes : l’ordre de tout élément d’un groupe
fini divise le nombre d’éléments de ce groupe. Soit a un diviseur quelconque.
Puisque [a]”  est l’élément unité du groupe des classes de diviseurs, alors
[ah]  = [e] et par suite le diviseur ah  est principal.

COROLLAIRE. - Si le nombre h des classes de diviseurs du corps K n’est
pas divisible par un nombre premier 1 et si le diviseur a1  est principal, alors a est
aussi principal.

En effet, d’après l’hypothèse, il existe des nombres entiers rationnels u
et v tels que lu + hv = 1. Puisque les diviseurs a1  et ah sont principaux (le
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premier par hypothèse et le second d’après le théorème 3),  alors alU et ah”
sont aussi principaux; leur produit al”fhU  = a est donc aussi principal.

D’après l’exercice 20, on peut plonger tout corps K de nombres algébri-
ques dans un corps plus grand K tel que tout diviseur du corps K soit un
diviseur principal du corps K.  Cependant, on ne peut pas affirmer que tous
les diviseurs du corps K sont principaux; en effet, on a montré récem-
ment (E. S.  Golod et 1. R. Chafarevitch) il existe des corps de nombres algé-

briques (par exemple K = Qd--  3.5.7.11.13.17.19) qui n’admettent pas
d’extension de degré fini pour laquelle h = 1. La question suivante est
restée jusqu’à présent ouverte : existe-t-il une infinité de corps tels que h = 1 ?
Les résultats connus montrent que ces corps semblent assez fréquents
(cf. tables donnant les valeurs de h pour des corps quadratiques réels et des
corps cubiques complètement réels).

On connaît très peu de résultats généraux sur le nombre h et le groupe
des classes de diviseurs pour des corps quelconques (bien qu’on ait trouvé
des formules pour certaines classes de corps, par exemple les corps quadra-
tiques ou cycliques, cf. chap.  V). Citons cependant le théorème de Siegel
et Brauer qui affirme que pour tout les corps de degré fixé n,  le nombre h
des classes de diviseurs, le rtgulateur R et le discriminant D sont liés par la
relation asymptotique suivante :

Lots WI  -f 1
m 41  D I

p o u r  JDl-+cc c*>

(R. Brauer, On the zeta-functions on algebraic number fields.  Amer. J.
Math., 1947,69,  no 2,243-250).  Puisque pour des corps quadratiques imagi-
naires, le régulateur est égal à 1, alors (*) entraîne que, pour ces corps, h + CO
pour 1 D 1 + 00.  En particulier, nous obtenons qu’il existe seulement un
nombre fini de corps quadratiques imaginaires tels que h = 1. Dans les
limites des tables situées à la fin du volume, on a en évidence 9 corps qua-
dratiques imaginaires tels que h = 1 (leurs discriminants  sont égaux à - 3,
- 4, - 7, - 8, - 11, - 19, - 43, - 67, - 163). On a montré qu’en
dehors de ces 9 corps, il existe au plus un autre corps quadratique imaginaire
tel que h = 1, mais on ne sait pas s’il existe effectivement. Dans le cas général,
la formule (*) ne nous permet pas des conclusions sur la grandeur de h
puisqu’on ne connaît pas le comportement de R.

3) Application au théorème de Fermat

Les résultats qui précèdent nous permettent de démontrer le théorème 1
du Q 1 pour une classe élargie d’exposants 1.

THJ~ORÈME 4. - Soit 1 un nombre premier impair et C une racine primitive
de degré 1 de 1. Si le nombre des classes de diviseurs du corps Q(C)  n’est pas



248 TNÉORIE DES NOMBRES

divisible par 1, alors le premier cas du théorème de Fermat  est vrai pour
l’exposant 1.

D~ONSTRATION.  - Supposons, en contradiction avec le théorème, qu’il
existe des nombres entiers rationnels X,  y, z non divisibles par I et tels que

x’ + y’ = 2’.

On peut supposer de plus que X,  y, z sont premiers entre eux deux à deux.
Dans l’anneau des nombres entiers du corps Q(C), cette égalité peut s’écrire

i- l

I - I(x + Cky) = ZI
k=o

Puisque x + y z x1 + y’ = z1  = z (mod Z) et z non divisible par 1, alors x+y
n’est pas non plus divisible par 1.  Mais alors, comme nous l’avons vu dans
la demonstration  du lemme 5, 0 1, pour m f n (mod I),  il existe des nom-
bres CO et q.  dans l’anneau Z[C] tel que

(x + Pv)~o  + (x + PV)?0  = 1.

Par suite, les diviseurs principaux (X + tky)  (k = 0, 1, . . . , I - 1) sont
premiers entre eux deux à deux. Puisque leur produit est une puissance lieme
(du diviseur (z)), alors chacun de ces diviseurs pris séparément doit être
une puissance F*me.  En particulier

(x + CY)  = a’,

où a est un diviseur entier du corps Q(C). Par hypothèse, le nombre de
classes de diviseurs du corps Q(C) n’est pas divisible par 1 et par suite,
d’après le corollaire du théorème 3, le diviseur a est principal, i. e. a = (a),
a appartenant à l’ordre maximum a>  = Z[TJ du corps Q(C). L’égalité

(x + <y) = (4
entraîne que

x + <y  = Ca1

où E est une unité de l’anneau CD.  De manière analogue, on obtient

x - cz = cla:

(a1  E a>  et z1 est une unité dans a>).  Nous avons obtenu des égalités qui,
comme nous l’avons montré dans le 9 1,3),  sont incompatibles (dans cette
partie de la démonstration du théorème 1, 3 1, nous n’avons pas utilisé
l’unicité de la décomposition). Le théorème 4 est ainsi démontré.

Les nombres premiers impairs 1 tels que le nombre de classes de diviseurs
du corps Q(C) n’est pas divisible par 1 sont dits réguliers et les autres irré-
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guliers. Kummer a obtenu un critère simple (exposé dans le chapitre V,
0 6,4))  permettant de reconnaître si un nombre premier donné I est régulier
ou pas. Avec ce critère, on peut montrer que parmi les nombres premiers
inférieurs à 100, seuls les trois nombres 37, 59 et 67 sont irréguliers et tous
les autres sont réguliers. Pour se rendre compte de l’amélioration obtenue
en remplaçant le théorème 1 du !$  1 par le théorème 4, remarquons que
parmi les nombres premiers impairs < 100, seuls les sept premiers nom-
bres 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 conduisent à un corps Q(T), c[ = 1, pour lequel
il y a unicité de la décomposition en facteurs premiers dans l’anneau a>.

Dans son premier ouvrage, Kummer a émis la conjecture qu’il existait
seulement un nombre fini de nombres premiers irréguliers. Dans un ouvrage
beaucoup plus tardif, il est revenu sur cette conjecture et l’a remplacé par
la suivante : les nombres réguliers sont en moyenne deux fois plus fréquents
que les irréguliers (sur un intervalle assez grand). Rtccmment,  on a vérifié
avec des machines à calculer électroniques que parmi les 550 nombres
premiers impairs < 4001, il en existe 216 irréguliers et 334 réguliers. La
table de tous les nombres premiers irréguliers =G  4001 est donnée à la fin
de ce livre. Jensen (cf. chap.  V, 9 7,2)) a montré qu’il existe une infinité
de nombres premiers irréguliers mais, actuellement, on ne sait pas s’il
existe une infinité de nombres premiers réguliers.

Le premier cas du théorème de Fermat  pour un exposant 1 est aussi lié

au nombre h,  de classes de diviseurs du corps Q(c + r-l) = Q 2 COS $ .
( 1

Il est facile de voir que Q(c + r-l) est formé de tous les nombres réels du
corps Q(c).  Vandiver a démontré que si le nombre h, de classes de diviseurs
du corps Q(i: + c-l), <l = 1, n’est pas divisible par le nombre premier 1,
alors le premier cas du théorème de Fermat  est vrai (H. S. Vandiver, Fer-
mat’s last theorem and the second factor  in the cyclotomic class  number.
Bull. Amer. Math.  Soc., 1934, 40, no  2, 118-126). Cependant, on ne sait pas
s’il existe des nombres premiers 1 pour lesquels le nombre h,  de classes de
diviseurs du corps Q(c + r-l) soit divisible par Z;  on a seulement vérifié
qu’il n’en existe pas parmi les nombres < 4001.

Signalons ici d’autres faits relatifs au premier cas du théorème de Fermat.
Wieferich a démontré que le premier cas du théorème de Fermat  est vrai
pour tous les nombres premiers Z tels que 2’-‘+  1 (mod Z2)  (A. Wieferich,
Zum letzten Fermatschen Theorem. J. fiir Math.,  1909, 136, 293-302). Pour
se rendre compte de l’importance de ce résultat, remarquons que parmi les
nombres premiers Z < 200 183, il y en a seulement deux (1093 et 3511)
qui satisfont à la congruence 2’-l  = 1 (mod la)  (Erna H. Pearson, Math.
Comp., 1963, 17, no  82, 194-195). Cependant, on ne sait pas s’il existe ou
non une infinité de tels 1.  D’autres auteurs ont établi le premier cas du théo-
rème de Fermat  pour tous les 1 tels que q’-l+  1 (mod Z2),  q nombre pre-
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mier < 43 (D. Mirimanoff, H. S. Vandiver, G. Frobenius, F. Pollaczek,
T. Morishima, J. B. Rosser). Cela permet de démontrer le premier cas du
théorème de Fermat  pour tous les nombres premiers < 253 747 889
(D. H. Lehmer, Emma Lehmer, On the first case of Fermat’s last theorem,
Bull. Amer. Math. Soc., 1941, 47, no  2, 139-142).

4) Questions d’effectivité

Jusqu’ici, nous n’avons pas étudié de méthodes de constructions effectives
de diviseurs pour un corps donné de nombres algébriques. Puisque les divi-
seurs sont complètement définis par la connaissance des diviseurs premiers
et que ces derniers, à leur tour, sont définis par des valuations du corps K,
tout revient à construire effectivement tous les prolongements au corps K
de la valuation vp  du corps Q (pour tout p fixé). De plus, en dehors de la
détermination des diviseurs premiers, il est important d’avoir un algorithme
fini pour calculer le nombre h de classes de diviseurs du corps K.

Nous montrerons ici qu’on peut construire les prolongements de la
valuation vp  et calculer le nombre h par un nombre fini d’opérations.

Soit & l’anneau de la valuation vp  dans le corps Q (i. e. l’anneau des
nombres rationnels p-entiers, cf. chap.  1, 0 3-2)) et ‘J$  sa fermeture intégrale
dans le corps K. Tout nombre 5 E ‘J& est racine d’un polynôme

tk + a1  tk-‘+ . . . + ak

à coefficients aip-entiers.  Si nous désignons par m le dénominateur commun
des ai, le nombre m4 = a sera une racine du polynôme

tk f maltk-’  + . . . + mkak,

à coefficients dans Z, i. e. appartiendra à l’anneau 3 des nombres entiers
du corps K (l’ordre maximum). Bien entendu, la réciproque est vraie :

si a E a>  et si m est un entier rationnel non divisible par p, alors i E fDp.

Ainsi, l’anneau CO,  est l’ensemble des nombres z,  a E a>  et m entier rationnel
I non divisible par p. Choisissons une base fondamentale wl, . . . , W,  du

corps K (i. e. une base de l’anneau 50  sur Z). Alors, d’après ce qu’on a vu,
un nombre 4 E K, écrit sous la forme

E = a,w,  + . . . + a,w, (ai  E QI,
appartient à l’anneau %p si et seulement si tous les ai  sont p-entiers.

D’après le théorème 7 du 0 4, nous avons réduit notre premier problème
(i. e. la construction des prolongements de la valuation vp)  à la recherche
d’un système complet d’éléments premiers deux à deux non associés
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Xl> . . .Y x, de l’anneau ‘BP.  En effet, si on a trouvé de tels éléments xi, alors

tout E E ‘I$  admet la décomposition

5 = rp+ . . . Tcb (9)

où q est une unité de ‘BP.  Il suffit pour cela de diviser E par chacun des ?ci
jusqu’à ce que le quotient de la division n’appartienne plus à l’anneau ‘BP;
au bout d’un nombre fini de divisions, on obtient un nombre q qui n’est
divisible par aucun des éléments premiers x et par suite c’est une unité
dans BP.  Puisque tout élément de K est le quotient de deux éléments de ‘I$,
(et de ‘B)  on obtient de la même manière une représentation de la forme (9)
pour tout E E K*. Mais cela définit toutes les valuations vl, . . . , Y,  qui pro-
longent vp.  Les indices de ramification e,, . . . , e, de ces valuations sont définis,
comme nous le savons, par la décomposition p = z,:l . . . ~2 (E  unité
dans ‘Q,).

Soit x un élément premier quelconque de l’anneau ‘BP;  puisque les entiers
rationnels non divisibles par p sont des unités de ‘BP,  on peut supposer que

x E ‘3.  Pour tout tc  E CO,  le nombre x + p2~  = x 1 + 0 C-C sera associé à TC
( 1

2

x

puisque le facteur 1 + 1 M  E ‘BP n’est divisible par aucun des éléments

premiers x1,  . . . , x,. Ainsi nous pouvons choisir un système complet d’élé-
ments premiers non associés deux à deux x1,  . . . , x, parmi les nombres

-wh+ .* * + &%,

avec O<Xi<p’(i= 1, . . . . n). Puisque le nombre de tels éléments est
fini, on peut trouver par un nombre fini d’opérations le système d’éléments
premiers cherché; on définit par là même les valuations vl, . . . , v,.

Pour trouver les degrés fi, . . . , fm  des diviseurs premiers pl, . . . , p,,,
correspondant aux valuations trouvées vl, . . .,  v,,  on peut utiliser le théo-
rème 5, 0 5. D’après ce résultat, pour tout élément premier xi E ‘3  de l’an-
neau Ci&,,  nous avons

N(xi) = pfia,

où a est un entier rationnel non divisible p; ainsi, J = vJN(xi)).
Passons à notre second problème, i. e. le calcul effectif du nombre h des

classes de diviseurs.
Dans la remarque 2 qui suit le théorème 2, on a vu que dans toute classe

de diviseurs il existe un diviseur entier a tel que

‘N(a) < ; ‘41  D 1.
0 -

(10)
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(cf. exercice 9). Soient

a,,  . . . . aN (11)

tous les diviseurs entiers du corps K qui satisfont à la condition (10). Le
nombre de ces diviseurs est fini puisqu’il existe dans K seulement un nombre
fini de diviseurs entiers de norme donnée (pour a fixé, l’égalité

N(pfl . . . p:) = a

entraîne la finitude de la quantité des nombres premiers p divisibles par p
et des exposants positifs ki).  Pour calculer le nombre des classes de divi-
seurs, il faut extraire du système (11) un sous-système maximal de diviseurs
deux à deux non équivalents. Pour ce faire, il faut savoir reconnaître si deux
diviseurs donnés sont équivalents ou pas. Soient a et b deux diviseurs
entiers. Choisissons dans K un nombre p # 0 divisible par b et considérons
le diviseur ab-l(P).  Les diviseurs a et b sont équivalents si et seulement si
le diviseur entier ab+@) est principal. Ainsi, il faut savoir reconnaître si
un diviseur entier donné est principal.

Désignons par a la norme du diviseur entier a. Dans le chapitre II, Q 5, 4),
on a montre qu’on peut, par un nombre fini d’opérations, trouver dans
l’ordre maximum a>  des éléments

El, * * -, a, (12)

de norme f a et tels que tout tc  E ‘3  de norme f a soit associé à l’un d’entre
eux. Si le diviseur a est principal, i. e. a = (a) (a E ‘II*),  alors 1 N(a) 1 = (T
et par suite, pour un certain i, on aura a = (ai).  Ainsi, si on a déterminé
le système (12),  pour savoir si a est principal il suffit de le comparer aux
diviseurs principaux (ccl),  . . . , (ar).

Ainsi, pour un corps donné K, on peut calculer le nombre h par un nombre
fini d’operations.

Soit maintenant 0 un nombre entier primitif d’un corps K de nombres
algébriques, de degré n. L’indice de l’ordre 6)’  = { 1, 0, . . . , W-l  } dans
l’ordre maximum !B  est appelé l’indice de 0.

LEMME.  - Si le diviseur premier p ne divise pas l’indice k du nombre 0,
alors tout nombre entier a E K est congru modulo p à un nombre de l’ordre

w={l,e  ,...)  W-l}.

En effet, puisque p ,Y  k, alors il existe un entier x tel que kx = 1 (mod p).
Posons y = kxa. Puisque ka E a>, alors y appartient aussi à ‘J’Y  et a = y
(mod P>.

COROLLAIRE. - Si p ne divise pas le discriminant D’ = D (1, 0, . . . , W-l),
alors tout entier a E K est congru modula  p à un nombre de l’ordre

9’ = {  1, 8, . . . , O-l}.
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Si p ne divise pas D’, alors p ne divise pas non plus l’indice k du nombre 8
(cela résulte de la formule D’ = Dka, où D est le discriminant du corps K;
cf. lemme 1, 4 6, chap.  II et égalité (12) du 5 2 de l’appendice).

Supposons maintenant que le nombre premier rationnel p ne figure pas
dans l’indice du nombre 0 E K. Soient p un diviseur premier de degré f
qui divise p et 8 la classe résiduelle de 8 modulo p. D’après le lemme, le
corps résiduel a>/p  est engendré par la classe résiduelleë de représentant 0.
Par suite, si x1,  . . . , xf parcourent indépendamment l’un de l’autre un
système complet de résidus modulo p (dans l’anneau Z), alors, parmi
les nombres

y = x1 + x,e + . . . + x,ef-1  + ef,

il en existe un et un seul qui soit divisible par p. Après avoir calculé les
normes N(y), nous pouvons facilement en déduire ceux de ces nombres y
qui sont divisibles par des diviseurs premiers figurant dans p. Si par exemple
pourf = 1 nous avons trouvé s nombres y dont la norme est divisible par p
seulement au premier degré, nous avons déterminé s diviseurs premiers
figurant au premier degré dans p. Supposons que ces diviseurs premiers
de degré 1 qui figurent dans p ont été trouvés (par la détermination des
nombres pl, . . ., PU  de normes pai, p T ai). Prenant maintenant f = 2,
isolons les nombres y dont la norme est divisible par p*; nous pouvons libérer
ces nombres y des diviseurs premiers de degré 1 en les divisant par les pi

trouvés précédemment et si, après cela, N(y) = pa  ,” ((bc, p) = l), alors y

contient un diviseur premier de degré 2. Ce moyen nous permet donc de
trouver tous les diviseurs premiers de degre  2 figurant dans p ; nous choisirons
alors f = 3, etc. Bien entendu, les calculs sont assez longs. Des précisions
complémentaires sont données dans les exercices 25-27.

Exemple 1. - Déterminons les décompositions des nombres 2, 3, 5, 7
comme produits de diviseurs premiers dans le corps de degré 5 : Q(O), O5  = 2.
Le discriminant D(l, 0, W,  Os, 04)  est égal à 2455  ; par suite, seuls les nombres
premiers 2 et 5 peuvent figurer dans l’indice du nombre 8. Mais le nombre 2
ne figure pas dans cet indice d’après l’exercice 15. Puisque Os = 2, alors
ps = (0) est un diviseur premier de degré 1 et nous avons la décomposition

2 = pp.
Les égalités

N(8) = 2, N(e  + 1) = 3, N(e  - 1) = 1 (13)

entraînent que dans la décomposition du nombre 3 figure seulement un

diviseur premier de degré 1, p3 = (0  + 1); par suite pi  T 3, d’après le
théorème 8 du Q 5. De plus,

N(e  + 2) = 2.17, N(e-2)=  -2.3.5. (14)
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La deuxième de ces égalités affirme  que le nombre 5 admet un diviseur
premier pS  de degré 1; d’après la divisibilité de 8 - 2 = 0 + 1 - 3 par pS,
nous avons la décomposition (0  - 2) = pzp3pS.  Le nombre 8 - 2 satisfait
à l’équation

(e - 2)s  + io(e  - 2)4  + 4o(e  - 2)a + so(e  - 2)~ + so(e  - 2) + 30 = 0.

D’après l’exercice 9 du 6 5, le nombre 5 admet alors la décomposition

5 = p;.

Le résultat de l’exercice 15 montre aussi que 5 ne figure pas dans l’indice
du nombre 0; cela signifie que l’anneau des nombres entiers du corps Q(0)
coïncide avec l’ordre { 1, 0, V, es,  e4}.

La réunion des égalités (13) et (14) donne

N(e  + 3) = 5.72, N(e  - 3) = - 241.

On ne peut pas en déduire directement la décomposition de 7 en facteurs
premiers : le nombre 0 + 3 est divisible soit par le carré d’un diviseur pre-
mier de degré 1, soit par un diviseur premier de degré 2. Mais pour le nom-
bre 0 - 4 = (0  + 3) - 7, nous avons N(O  - 4) = - 2.7.73; par suite

il existe un diviseur premier et un seul de degré 1, p,,  qui divise 7, pt  T 7.
Pour trouver les diviseurs premiers de degré 2 qui figurent dans 3 ou 7,

considérons les normes des nombres tY + 0x + y. Nous avons

N(e2  + Xe + y) = 2x5 + ~5  - 109~  + ioxy2  + 4. (15)

Donnant à x et y les valeurs 0, 1, - 1, nous obtenons 9 nombres dont aucun
n’est divisible par 9. Cela signifie qu’il n’y a aucun diviseur premier de
degré 2 de 3. La formule (3) donne maintenant une seule possibilité pour la
décomposition du nombre 3 :

3 = P2P3,

où pi est un diviseur premier de degré 4. Si nous prenons pour x et y
dans (15) les valeurs 0, f 1, f 2, * 3, un seul des 49 nombres obtenus
est divisible par 72  :

N(e2+2e-3)=5.72.

Mais e2  + 20  - 3 = (0  + 3) (0  - 1) et nous obtenons ici le carré du divi-
seur p,;  nous pouvons donc écrire la décomposition suivante du nombre 7 :

7 = ?w;

où p; est un diviseur premier de degré 4.
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Exemple 2. - Considérons le corps cubique Q(0), BS  - 90  - 6 = 0.
Puisque D(l,  0, W)  = 35.  2%,  alors, d’après l’exercice 15, seul 2 peut figurer
dans l’indice de 0 (en fait, on peut montrer que l’ordre { 1, 0, g2 } est maxi-
mum, mais nous n’utiliserons pas ce fait). D’après l’exercice 9, 0 5, le
nombre 3 admet la décomposition

3 = 4);.

Des égalités

N(0) = 6, N(e  + 1) = - 4, N(e  - 1) = 14 (16)

résulte alors que dans le nombre 2 figurent au moins deux diviseurs premiers
de degré 1 distincts, pa  et pi  :

ce)  = ~dh (0 - 1) = P;P, (17)

Mais, d’après l’égalité

(e - iy + 3(e - 1)”  - 6(e - 1)  - 14 = 0,

le nombre 2 est divisible par $11”;  par suite

2 = PaP$ e +  i =  p;. (18)

Les normes (16) et aussi

N(e  + 2) = - 4, N(8  - 2) = 16 (19)

ne sont pas toutes divisibles par 5. Cela signifie que dans 5 il n’y a pas de
diviseurs premiers de degré 1. Dans le cas présent, cela entraîne que le
diviseur principal 5 est premier. Pour trouver la décomposition du nombre 7,
il faut, en même temps que (16) et (19),  considérer aussi les normes

N(O  + 3) = 6, N(O  - 3) = 6.

Puisque parmi ces 7 valeurs il y en a seulement une qui est divisible par 7,
alors 7 contient exactement un diviseur premier de degré 1. Remarquant

que pt T 7, on peut écrire la décomposition 7 = p,p; où p; est un diviseur
premier de degré deux.

La méthode utilisée, qui repose sur l’examen des valeurs des normes de
nombres entiers, donne une série d’équivalences entre diviseurs premiers.
Ces équivalences permettent de diminuer le nombre de diviseurs considérés
dans le système (11) d’où l’on peut extraire un sous-système maximal de
diviseurs deux à deux non équivalents (pour le calcul du nombre h);  parfois,
on obtient ainsi ce sous-système maximal. Ainsi, dans l’exemple 2, en
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liaison avec le résultat de l’exercice 9, le système (11) est formé des diviseurs

3!  -
entiers de normes < - d3523  < 10, i. e. des diviseurs :

32

1, p2, pa,  p3, P2, Pi’, PaPk  P3P3, pap*, P?, PL p:p;,  2, Pi”,  Pi. (20)

Mais il résulte de (18) que na” - 1 et pz  - 1 (1 est le diviseur unité). Par

suite, d’après (17) et l’égalité (0 + 3) = p$,, on a également p3 - 1,

pz - 1 et p7 - 1. Ainsi, tous les diviseurs du système (20) sont principaux
et par suite pour le corps Q(O), O3 - 90  - 6 = 0, le nombre h est égal à 1.

Parfois (pour des discriminants petits), le système de diviseurs (11) se

réduit à un seul diviseur. Dans ces cas, nous obtenons sans calcul h = 1.

Ainsi, par exemple, pour le corps Q(O), Cl3 - 0 - 1 = 0, le discriminant

de la base 1, 0, Ba est égal à - 23; par suite, d’après l’exercice 8, 0 2, cha-
pitre II, cette base est fondamentale et - 23 est le discriminant du corps.
D’après l’exercice 9, dans toute classe de diviseurs du corps Q(e),  il existe
un diviseur entier de norme

,;312/23<2,
(4 3!

et par suite tous les diviseurs du corps Q(0) sont principaux.

Dans le cas des corps quadratiques, le nombre des classes de diviseurs
peut aussi être calculé en utilisant la méthode de réduction exposée dans

les exercices 12 à 15 et 27 du 9 7, chapitre II.

E X E R C I C E S

1. Montrer que dans tout corps de nombres algébriques de degré n, le nom-
bre +(a)  des diviseurs entiers de norme donnée a est inférieur ou égal au nom-
bre T,(U) de solutions de l’équation x1x2  . . . x,,  = a (xl, . . . , x,,  parcourent indé-
pendamment l’un de l’autre les entiers naturels).

2. Soient a et b deux diviseurs d’un corps de nombres algébriques (entiers ou
fractionnaires) et L? et b les idéaux qui leur correspondent. Démontrer que si a est
divisible par b, alors

(6 : tïl = N(ab-l).

3. Démontrer que deux classes de diviseurs distinctes contiennent respectivement
des diviseurs premiers entre eux.

4. Pour tout diviseur entier a d’un corps de nombres algébriques, désignons
par <p(a)  le nombre de classes résiduelles modulo a constituées de nombres premiers
avec a (généralisation de la fonction d’Euler).  Démontrer que si deux diviseurs
entiers a et b sont premiers alors

cpW-9  = dah@).
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5. Démontrer la formule

da)  = N(a)~(1  - Np))  >
P

dans laquelle p parcourt tous les diviseurs premiers qui divisent le diviseur entier a.

6. Démontrer que pour tout nombre entier CC  premier avec un diviseur entier u
on a la congruence

8”) = 1 (mod a)

(généralisation du théorème d’Euler).  Démontrer que pour tout entier CL et pour
tout diviseur premier p d’un corps de nombres algébriques, on a la congruence

LX~@‘)  = tc  (mod p),

(généralisation du petit théorème de Fermat).

7. Démontrer la formule

c
dc) = N(a),

a
où c parcourt tous les diviseurs qui divisent le diviseur a (y compris e et a).

8. Soit E1, . . ., <, (s = N(p) - 1) un système de résidus modulo p premier
non divisibles par p. Démontrer qu’alors

5 l... Es E - 1 (mod p)

(analogue du théorème de Wilson).

9. Utilisant l’exercice 2 du chapitre II, Q 6, démontrer que toute classe de divi-
seurs d’un corps K de nombres algébriques de degré n = s + 2 r et de discriminant D
contient un diviseur entier a tel que

10. Montrer que pour les corps quadratiques de discriminants  5, 8, 12, 13,
- 3, - 4, - 7, - 11 le nombre des classes de diviseurs est égal à 1.

11. Montrer que le nombre des classes de diviseurs du corps Q(2/ - 19) est
égal à 1.

12. Montrer que dans le corps Q(C),  où 1; est une racine primitive d’ordre 5 de 1,
la décomposition des nombres entiers en facteurs premiers est définie de manière
unique.

13. Montrer que le nombre des classes de diviseurs du corps Q(d - 23) est
égal à 3.

14. Soient K1,  Kz  et K3  les corps cubiques étudiés dans l’exercice 21, chapitre II,
0 2. Montrer que le nombre 5 est premier dans les corps K1  et Kz  et se décompose
dans le corps K, en un produit 5 = pp’p” de trois diviseurs premiers distincts de
degré 1. Montrer de plus que le nombre 11 se décompose en un produit 11 = qq’q”
de trois diviseurs premiers distincts dans le corps K1  et reste premier dans lecorps  Kz
(Il en résulte que K1,  Kz  et K3 sont distincts).

15. Supposons qu’un nombre entier primitif 8 E K est racine d’un polynôme
d’Eisenstein  relatif au nombre premier p. Utilisant le résultat de l’exercice 9 du 0 5,
montrer que p ne figure pas dans l’indice du nombre 0.

BOREVITCH 17
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16. Soit p un nombre premier inférieur au degré n d’un corps K de nombres
algébriques. Démontrer que s’il existe dans K un nombre entier primitif dont
l’indice n’est pas divisible par p, alors le nombre p ne peut pas être décomposé
dans le corps K en un produit de n diviseurs premiers distincts de degré 1.

17. Utilisant les exercices 18 et 19 du $ 5, démontrer qu’un nombre premier
rationnel est ramifié dans un corps K de nombres algébriques (i. e. est divisible
par le carré d’un diviseur premier) si et seulement s’il figure dans le discriminant
du corps K.

18. Soit p un diviseur premier ne divisant ni le nombre 2 ni le déterminant 6
d’une forme quadratique f (xl,  . . . , x,J à coefficients entiers d’un corps K de nom-

bres algébriques. Pour tout entier du E K non divisible par p, posons
0
i = + 1 si

la congruence t2 = cc  (mod p) est résoluble dans l’anneau des nombres entiers

du corps K et % = - 1 dans le cas contraire. Démontrer que le nombre N de
0

solutions de la congruence

f(X,,  . ..)  xJr0 (mod p)

est donné par les formules :

N = N(p)“-l, si n est impair ;

N = N(p)“-’  + N(p)“2(N(p)  - l), si n est pair.

19. Soit a un diviseur d’un corps K de nombres algébriques et supposons que
am = (a) est principal. Démontrer que dans le corps K(vCI/a) le diviseur a devient
principal.

20. Démontrer que tout corps K de nombres algébriques admet une extension
finie K/K  telle que tout diviseur a du corps K soit un diviseur principal du corps K.

21. Supposons que dans un corps cubique K un nombre premier p se décom-
pose en un produit p = pp’p” de trois diviseurs premiers distincts et soit CC  un
nombre entier de K. Démontrer que si Tr GC  = 0 et pp’j~,  alors P”(C~  et par suiteplcc.

22. Démontrer que le nombre de classes de diviseurs du corps Q(0), 03  = 6, est
égal à 1 (d’après l’exercice 24 du chapitre II, 0 2, les nombres 1, 0, 82  forment une
base fondamentale du corps Q(0)).

23. Démontrer que dans le corps cubique K = Q(e), 83  = 6, il n’existe pas de
nombre cc  # 0 de la forme x + y0 pour des entiers x et y entiers rationnels tels
que N(ec)  = 10z3 (z est un entier rationnel). En déduire que l’équation

x3  + 6,v3 = 10z3

(et par suite également l’équation 3x2  + 4~~  + 5z3 = 0) n’a pas de solution non
triviale dans les nombres entiers rationnels.

Indication. - Supposons qu’un tel nombre a existe, montrer qu’il est nécessai-
rement de la forme cc  = CC&.~  où E est un nombre entier du corps K et CC,,  un des
six nombres suivants :

h!-G I$LE;  $9; AV;  AVE;  hJE2.

Icih=2-~(N(~)=2);~=8-1(N(~)=5);y(82+0+1)2=13+88+382
(N(V) = 5.53); E = 1 - 69 + 38 est une unité fondamentale du corps K (exer-
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cice  4 du chapitre II, 0 5). Pour la démonstration, utiliser l’exercice 21 en l’appli-
quant au nombre ~0,  les exercices 17 et 22 et utiliser aussi la décomposition des
nombres 2,3  et 5 en facteurs premiers dans le corps K. Posant alors f = u + vfJ  + we2,
écrire

cf = Lx&~ = CD  + Y8 + fiez,

où a,  Y et R sont des formes cubiques des variables u, u, w, à coefficients entiers.
Montrer que pour chacune des six valeurs ci-dessus de u0 l’équation Q(u,  v, w) = 0
admet seulement la solution triviale dans les nombres rationnels (et 3-adiques).

24. Soient a et b des entiers naturels, sans carrés, premiers entre eux et suppo-
sons d = ub2  > 1. Montrer que dans le corps CI($%) la décomposition du nom-
bre 3 comme produit de diviseurs premiers s’écrit

3 = p3, si d+  i 1 (mod 9);

3 = p2q  (p # q), si d = f 1 (mod 9).

Indication. - Dans le cas d = f 1 (mod 9),  considérer les normes N(w  - l),
N(a),  N(w  + 1) pour

-
0 = J (1 + C+/a62  + TVZ),

o=il, r=11, cru = Tb - 1

25. Soient 0 un nombre entier primitif d’un corps K. .

(mod 3).

de nombres algébriques,. ^q(t) son polynôme mmimal  et p un nombre premier rationnel ne ngurant pas dans
l’indice du nombre 8.  Supposons que l’on ait, modulo p, la décomposition

q(t)  H ~&)~l  . . . <p,Jt$” (mod p)

où ‘pi, . . . , <P,,, sont des polynômes à coefficients entiers modulo p, irréductibles et
deux à deux distincts, de degrés fi, . . . , f, respectivement. Démontrer que la décom-
position du nombre p en un produit de diviseurs premiers du corps K s’écrit

p = pe,l . . . &Cmm

où les diviseurs premiers distincts pl, . . ., pm sont de degrés respectifs fi, . . ., f,
et<pi(tl)EO(modn,),i=l,  . . . . m.

Indication. - Utiliser le fait que tout nombre entier de K est congru modulo pi
à une combinaison linéaire à coefficients entiers des puissances 8’  (s > 0).

26. Soit p un nombre premier rationnel ne figurant pas dans l’indice d’un
nombre entier primitif 8 d’un corps K. Démontrer que pour aucun entier ration-
nel x, le nombre 0 + x n’est divisible dans le corps K par un diviseur premier
figurant dans p avec un degré supérieur à 1.

27. Généralisant l’exercice précédent, démontrer (sous les mêmes hypothèses)
que pour aucun système d’entiers rationnels x0,  . . ., x,-~ le nombre

er + x,-le-  + . . . + x0

n’est divisible par un produit p1  .  .  . ps de diviseurs premiers distincts figurant
danspavecdesdegrésf,, . . ..f.telsquefi+  . . . +f,> r.
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9 8. - CORPS QUADRATIQUES

NOUS étudierons ici de manière plus détaillée la théorie des diviseurs pour
un corps quadratique. Commençons par décrire les diviseurs premiers.

1) Diviseurs premiers

Puisque tout diviseur premier divise un nombre premier et un seul, alors,
pour décrire tous les diviseurs premiers, il suffit quel que soit le corps de
nombres algébriques, d’étudier comment un nombre premier rationnel p
quelconque se décompose en produit de diviseurs premiers. D’après l’éga-
lité (3) du 0 7, dans le cas d’un corps quadratique (i. e. n = 2),  les nombres m,
J et ei  peuvent seulement prendre les valeurs suivantes :

10 m = 2, h=.h=L e,  = e, = 1;

20 m= 1, f=Z e= 1;

30 m=l, f= 1, e = 2.

Par suite, nous obtenons dans un corps quadratique trois types de décom-
positions :

10 P = PP’Y N(P)  = W’) = P, P z 6;

20 P=P N(P)  = P’;

30 p = P2, N(P)  = P.

Le théorème 8, Q 5 nous permet facilement de reconnaître le type de la
décomposition d’un nombre p donné.

Dans le chapitre II, 0 7-l), on a montré que tout corps quadratique est

de la forme Q( &),  où d est un nombre entier rationnel sans carrés.
Considérons tout d’abord un nombre premier p impair. Si p ne divise

pas d,  alors il ne divise pas non plus le discriminant du polynôme X*  - d
dont chaque racine engendre le corps. Par suite, d’après le théorème 8
du 0 5, p admet une décomposition du ler ou du 2e type suivant que le poly-
nôme x2  - d est réductible modulo p ou pas. Cela dépend à son tour du fait
que d est un résidu quadratique modulo p ou pas.

Si pld, alors d = pd,  où dl n’est pas divisible par p puisque d est sans
carrés. L’égalité

A= (d$, (4, P> = 1.

montre que tous les diviseurs premiers qui figurent dans p y figurent avec
un degré pair; par suite, p admet une décomposition du 3e  type. Ainsi.
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pour p impair, nous aurons le ler,  2e ou 3e type de décomposition respecti-
vement dans les cas suivants

20 P -r  d,
d

0P =-
1;

P -y  d, 0d 1.
P=’

30 P I d.

Remarquons que, puisque le discriminant D du corps Q(2/a)  est égal à d
ou à 4d (théorème 1 du chapitre II, $7),  on peut, pour toutes ces conditions,
remplacer d par D.

Il reste à considérer le cas p = 2. Supposons tout d’abord que 2 +’ d;

d’après le théorème 1 du chapitre II, 0 7, cela a lieu pour D = d = 1 (mod 4).

Il est clair que Q(d>)  = Q(w) où w = - 1 +dD2 . Le polynôme minimal

de w est le polynôme
1 - D

x2+x+,. (1)

Puisque le discriminant de la base 1, w est impair, on obtient, en appliquant
le théorème 8 du 0 5, que 2 admet une décomposition du premier ou deuxième
type selon que le polynôme (1) est réduit modula 2 ou pas. Il est évident
que le polynôme x2 + x + a est réductible modula 2 si et seulement si
2 divise a. Ainsi, si 2 .Y  D, 2 admet la première ou la deuxième décompo-
sition suivant que D = 1 (mod 8) ou D - 5 (mod 8).

Montrons maintenant que si 21D,  alors, de même que pour p # 2, on a
le troisième type de décomposition. En effet, si 21d alors d = 2d’, 2 +’ d’, et
de l’égalité

2d’  = (diq2, 278,

résulte, comme dans le cas impair, que 2 a une décomposition du troisième
type. Si maintenant 2 f d, alors d = 3 (mod 4) (théorème 1 du chapitre II,
Q 7). Dans l’égalité

(1 + &” = 2a

le nombre entier CC = l+d2 + d; est premier avec 2 puisque sa norme

N&) = (l + d)2~_
4

d = (l - dj2
4

n’est pas divisible par 2. Par suite 2 admet encore dans ce cas une décom-
position du troisième type.

Formulons les résultats obtenus.
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THIZORÈME 1. - Dans un corps quadratique de discriminant D, un nombre
premier p admet une décomposition du type

P = v, N(P)  = P,

si et seulement sip divise D.
Si p impair ne divise pas D, alors

P = PP’, P z P’, N(p) = N(p’)  =p si
0

% = 1 ;

P = P, N(P)  = P*, si
D

0P=
- 1.

Si le nombre 2 ne divise pas D (cela signifie  D = 1 (mod 4)),  alors

2 = l-v’, P f P’, N(p) = N(f) = 2 si D = 1 (mod 8);

2 = P, N(P)  = 4 si D = 5 (mod 8).

2) Loi de décomposition

D’après le théorème 1, le type de décomposition d’un nombre premier
impair est défini par le résidu de D (ou d) modulo p ou plus exactement

par la valeur du symbole de Legendre
($)=(3

En liaison avec ce fait,

cherchons s’il est possible de formuler le théorème 1 de telle sorte que le
type de dtcomposition soit défini par le résidu de p modulo une constante
(dépendant seulement du corps). Nous utiliserons la loi de réciprocité pour
le symbole de Jacobi.

Le symbole de Jacobi i
0

est défini, comme on le sait, pour c impair et

b impair positif premier avec c. La loi de réciprocité pour ce symbole affirme

que
C0Il

(la démonstration, pour c < 0, se ramène au cas d’un numérateur positif).
Soit p un nombre impair premier quelconque. Si d = D E 1 (mod 4),

alors

($)=(~)=(-l~~.~(~)=(~),

puisque d - 1 est pair. Si maintenant d = 3 (mod 4),  alors

(2)
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d - l
puisque -2-- est impair. Enfin, pour d = 2d’,  2 f d’, nous avons

(c!)=(~)q)(“p)=(-l;?+YY(~).  ( 4 )

La valeur du symbole de Jacobi
(6dou(h)

dépend du résidu de p

modulo 1 d 1 ou 1 d’ 1. Si d = 1 (mod 4),  c’est-à-dire dans le cas où le discri-
Dminant D du corps Q(d>)  est égal à d, alors p dépend seulement du

0
résidu de p modulo 1 d 1 = 1 D 1. Si d = 3 (mod 4) et par suite D = 4d,

D p-1-
alors -

0P
dépend du résidu dep modulo 1 d 1 mais aussi du nombre (- 1) 2

i. e. du résidu de p modulo 4; ainsi,
D

0
-
P

dépend finalement du résidu de p

modulo 4 1 d 1 = D. Enfin, si d = 2d’, D = 4d = 8d’,  alors dépend

du résidu de p modulo 1 d’ 1 de (- 1)2 (i. e. du résidu de p modulo 4)
p'-1

et de (- 1) 8 (i. e. du résidu de p modulo 8). Par suite, dans ce cas,

0F dépend du résidu dep modulo 8 1 d’ 1 = 1 D 1. Nous avons donc montré

que, dans tous les cas, le type de décomposition d’un nombre premier
impair p est défini par son résidu modulo 1 D 1 puisque tous les nombres
premiers qui ont le même résidu, i. e. qui appartiennent à une progression
arithmétique du type a + 1 D 1x, ont le même type de décomposition. Cela
n’est pas évident a priori et est une importante loi de décomposition des
nombres premiers dans un corps quadratique.

Pour formuler cette loi plus clairement, considérons, pour les nombres
entiers x premiers avec le discriminant D, la fonction x(x) définie par

pour dsl(mod4)

pour d=3(mod4)

pour d=2d’ (5)

X-l Xl-1

(dans le cas d = 2, 3 (mod 4),  les expressions (- 1)2  et (- 1) * ont un
sens, puisque, d’après la parité du discriminant D = 4d, le nombre x est
impair).
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Dans le raisonnement ci-dessus qui montre que, pour p impair, la

valeur p dépend seulement du résidu de p modulo 1 DJ, nous n’avons nulle
0

part utilisé le fait que p est premier. Nous obtenons donc que x(x) dépend
seulement du résidu de x modulo 1 D 1. De plus, on vérifie facilement que
si (x, D) = 1 et (x’, D) = 1, alors ~(XX’)  = x(x)x(x’). Tout cela montre
que la fonction x est un homomorphisme du groupe multiplicatif des classes
résiduelles modulo 1 D 1 des éléments premiers avec D dans le groupe
d’ordre 2 formé des éléments + 1 et - 1. De telle fonctions définies sur les
nombres premiers avec D et ne s’annulant pas sont appelées des caractères
(quadratiques) .

DÉFINITION. -Le caractère modulaire y, modulo ) D ) dont les valeurs x(x)
pour x premier avec D sont dé$nies  par les égalités (5) s’appelle un caractère
quadratique du corps Q(&).

Revenant aux égalités (2),  (3) et (4),  nous voyons que p premier impair
ne divisant pas D admet une décomposition du premier ou deuxième type
selon que x(p)  = + 1 ou - 1. Ce résultat est aussi vrai pour p = 2; en effet,

si 2 { D, alors D = 1 (mod 4) et par suite x(2)  = ?- qui est égal à + 1
( )I D I

pour D = 1 (mod 8)  et à - 1 pour D = 5 (mod 8).

THÉORÈME 2. - En termes du caractère x d’un corps quadratique Q(G),
la décomposition d’un nombre premier p en produit de diviseurs premiers est
définie  par les conditions suivantes :

P = PP’, 4 # P’, N(p) = N(p’)  = p si x(p) = 1;

P=P N(P)  = P’ si x(p) = - 1;

P = P2, N(P)  = P si x(p) = 0.

Tous les nombres entiers rationnels sont donc divisés en trois groupes
suivant la valeur prise par le caractère x; chacun de ces groupes est une
réunion de classes résiduelles modulo 1 D 1.

Une telle loi de décomposition, où le type de la décomposition est défini
seulement par le résidu du nombre premier modulo une constante, existe
pour d’autres corps que les corps quadratiques, par exemple pour les corps
cyclotomiques (cf. chap,  V, !j  2-2)). Pourtant, tous les corps de nombres
algébriques ne possèdent pas une telle loi.

La connaissance des lois de décomposition dans les corps de nombres
algébriques permet de résoudre de nombreux problèmes de théorie des
nombres (cf. par exemple le chapitre V, $ 2); il serait donc intéressant de
savoir quels sont les corps qui admettent une loi de décomposition du type
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ci-dessus. La réponse a cette question constitue la théorie du corps de
classes; on montre que ces corps sont les extensions normales du corps des
nombres rationnels dont le groupe de Galois est abélien. Tous les corps
quadratiques ont pour groupe de Galois un groupe cyclique d’ordre 2.
Un exemple très simple de corps non abélien est un corps cubique dont le
discriminant n’est pas un carré parfait, par exemple le corps Q(e),

83-e-1=0.

Pour ce corps, il est impossible de trouver un nombre N tel que le type de
décomposition d’un nombre premier p comme produit de diviseurs premiers
dépende seulement du résidu de p modulo N.

La théorie du corps de classes résout d’ailleurs une question beaucoup
plus générale que celle qui précède. Elle décrit la loi de décomposition des
diviseurs premiers d’un corps quelconque k de nombres algébriques en
facteurs dans une extension K/k si le groupe de Galois de cette décompo-
sition est abélien (nous avons cité ci-dessus le cas où k = Q). Cette théorie
admet de nombreuses applications en théorie des nombres. Ainsi, elle permet
d’étendre les théorèmes démontrés au chapitre premier (relatifs aux formes
quadratiques à coefficients rationnels) aux formes quadratiques à coeffi-
cients dans un corps quelconque k de nombres algébriques, d’interpréter
de manière plus profonde la théorie des genres que nous avons étudiée
au point 4),  de démontrer le théorème d’existence de diviseurs premiers
dans une classe donnée de diviseurs, etc... On pourra se référer aux livres
suivants :

H. Hasse, Bericht  über neuere Untersuchungen und Probleme aus  der
Theorie der algebraischen Zahlkorper.  Juhresbericht d. Deutschen Mathemu-
riker  Vereinigung.  Teil  1 (Klassenkorpertheorie), 1926, 35,  1~55;  Teil  Ia
(Beweise zu Teil  1), 1927, gf.5,  233-31.1;  Teil  II (Reziprozitatsgesetz), 1930,
Erganzungsband 6, l-204.

C. Chevalley, Sur la théorie du corps de classes dans les corps finis et les
corps locaux. J. Fac. Sci. Imp. Univ. Tokyo, 1933, 2, no 9, 366-476.

E. Artin et J. Tate,  Glass  field theory, Princeton, 1961.

y On connaît très peu de résultats sur les lois de décomposition des nom-,
bres premiers dans les corps dont le groupe de Galois est non abélien.

3

3) Représentation des nombres
par des formes quadratiques binaires

Dans le chapitre II, 9 7-5),  nous avons vu qu’il existe une correspondance
biunivoque entre les classes de formes quadratiques binaires strictement
équivalentes et les classes de modules semblables (au sens strict) d’un corps
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quadratique (dans le cas D -=z  0, on considère seulement les formes définies
positives). D’autre part, d’après le théorème 6 du 6 6, les modules complets
associés à l’ordre maximum (i. e. les idéaux du corps) correspondent biuni-
voquement aux diviseurs. On s’attend donc à des liens étroits entre la théorie
des diviseurs d’un corps quadratique et la théorie des formes primitives
dont le discriminant coïncide avec le discriminant du corps.

Il faut étendre aux diviseurs la correspondance entre les classes de formes
et les classes de modules et changer la notion d’équivalence des diviseurs.

DÉFINITION. - Deux diviseurs a et b d’un corps quadratique Q(d$ sont
dits équivalents au sens strict s’il existe un nombre a # 0 dans le corps Q( @)
tel que N(a) > 0 et a = b(a).

Puisque pour les corps quadratiques imaginaires, la norme de tout élément
non nul est positive, alors, dans ce cas, l’équivalence des diviseurs au sens
strict coïncide avec la notion habituelle d’équivalence (définition, 9 7-2)).
Les mêmes raisonnements que pour les modules (cf. chap.  II, 0 7-5)) montrent

que, dans un corps réel Q(d;),  1 a nouvelle notion d’équivalence des divi-
seurs coïncide avec l’ancienne si et seulement si la norme d’une unité fonda-

mentale E du corps Q( 42)  est égale à - 1. Si maintenant N(E) = + 1,
alors toute classe de diviseurs pour l’équivalence ordinaire se décompose
exactement en deux classes de diviseurs équivalents au sens strict. Alors
le nombre A de classes de diviseurs au sens strict est fini et lié au nombre h
de classes de diviseurs (au sens usuel) par la relation :

h= h pour d < O ;

h=  h pour d > 0, N(E) = + 1 ;

%= 2 h  pour d > 0, N(E) = - 1.

Le théorème 4 du chapitre II, 0 7, appliqué aux modules associés à l’ordre

maximum du corps Q(&) de rscriminant  D peut être reformulé de lad’
manière suivante : les classes de diviseurs (au sens strict) d’un corps qua-

- dratique  Q(G) sont en correspondance biunivoque avec les classes de.
formes quadratiques binaires primitives de discriminant D strictement équi-

. valentes  (définies positives pour D < 0).
Essayons d’appliquer les résultats des points 1) et 2) à la représentation

des nombres par des formes binaires.
D’après le théorème 6 du chapitre II, $ 7, le nombre entier naturel a est

représentable par une certaine forme de discriminant D si et seulement s’il

existe dans le corps Q(G) u n d’ ’rvrseur  entier de norme a (nous savons que
la norme d’un diviseur est égale à la norme du module correspondant).
Mais les normes de tous les diviseurs entiers sont caractérisées par le théo-
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rème 2. En effet, la norme N(p) d’un diviseur premier p est égale au nombre p
si x(p)  = 0 ou x(p) = 1 et au carré du nombre premier p si x(p) = - 1.

Par suite, le nombre a est la norme N(a)  d’un diviseur entier a =
I - I

pacp:

du corps Q(d;)
P

si et seulement si tous les nombres premiers p tels que
x(p) = - 1 figurent dans a avec des exposants pairs.

Nous pouvons donner d’autres formes de cette condition en utilisant le
symbole de Hilbert que nous avons défini au chapitre premier, Q 6-3). Calcu-

lons a,  D
( 1
p pour tous les nombres premiers p qui ne divisent pas D. Soit

a = pkb  où b n’est pas divisible par p; d’après les propriétés du symbole
de Hilbert, nous avons

pour p#ZpfD;(!Y$)  = (!J)($)*=  (;)x=x(p)k

a, D
t-1

b - 1  D - I

2
= (- l)T. y “FE (- lfos=‘=  x(‘4k pour  p = 2,  2 +’ D

(dans le cas p = 2,2 $ D, le calcul résulte de la congruence D = 1 (mod 4)).
Les formules obtenues démontrent la deuxième partie du théorème suivant.

THÉORPME  3. - Pour qu’un nombre naturel a soit représentable par au
moins une forme binaire de discriminant D, ilfaut et il suffit  qu’il ne contienne
pas de nombres premiers p, tels que x(p) = - 1, avec un exposant impair.
Pour cela, ilfaut et il suffit que

=  + 1  pourtout  p+‘D.

Puisque les nombres entiers a et ab2  sont simultanément représentables
ou pas par les formes de discriminant D, nous pouvons nous limiter à l’étude
des nombres a sans carré.

Si p # 2, p T’  D et p 7 a, alors, comme nous le savons, a,  D
( 1
- =+1;

P
par suite le théorème 3 impose seulement un nombre fini de conditions au
nombre a, portant sur les résidus des diviseurs premiers du nombre a (sans
carré) modulo 1 D 1.

On peut obtenir facilement le théorème 3 à partir du théorème 7 du cha-
pitre II, 5 7. La démonstration donnée, qui repose sur le théorème 2, met
en évidence le lien qui existe entre la représentation des nombres par des
formes de discriminant D et la décomposition en facteurs dans le corps
quadratique correspondant.

Ce résultat ne nous satisfait cependant pas entièrement. En effet, nous
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aurions aimé avoir un critère de représentabilité du nombre a par les formes
d’une classe donnée de formes strictement équivalentes, alors que le théo-
rème 3 donne une condition de représentabilité de a par une forme d’une
classe beaucoup plus vaste. Posons donc le problème suivant : est-il possible
de diviser les classes de formes en ensembles disjoints de telle sorte que,
pour tout a, toutes les formes qui représentent ce nombre a (s’il en existe)
appartiennent à un des ensembles ci-dessus ? Une telle répartition des classes
de formes a été trouvée par Gauss; ce problème est lié à l’étude de l’équi-
valence rationnelle des formes quadratiques.

DÉFINITION. - On dit que deux formes quadratiques binaires primitives
de discriminant D appartiennent au même genre si elles sont rationnellement
équivalentes.

Puisque des formes équivalentes sur Z le sont aussi rationnellement, toutes
les formes d’une même classe appartiennent au même genre. Ainsi, tout
genre est une réunion de classes de formes; il en résulte en particulier que le
nombre des genres de formes (de discriminant D donné) est fini.

Dans le chapitre premier, § 7-9, on a introduit, pour toute forme binaire
rationnelle non singulière, des invariants e#)  (p nombre premier ou le
symbole co).  Dans le cas considéré ici des formes primitives f de discri-

D
minant D, leur déterminant est égal à - 4 et par suite

ep(f) = ‘$ ,( 1
où a # 0 est un nombre quelconque représentable rationnellement par la
forme J

Soit G un genre de formes. Puisque toutes les formes de G ont les mêmes
invariants, nous pouvons poser

e,(G)  = df)9

où f est une forme quelconque du genre G.
Soit a un nombre # 0 représentable par la formef. D’après le deuxième

argument du théorème 3, nous aurons e,(f) = a,  D
( 1
~ = 1 pour tout

P
p premier ne figurant pas dans D. De plus, e,(f) = 1 puisque dans le cas
D =C  0 nous considérons seulement des formes définies positives. Par suite,
pour tout genre G de formes de discriminant D, nous avons

e,(G) = 1 pour prD et p = 00. (6)

Tout genre G est donc défini de manière unique par les invariants e,(G)
où p parcourt tous les diviseurs premiers du discriminant D.
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La condition de représentabilité des nombres par les formes d’un genre
fixé G peut s’énoncer ainsi :

THÉORÈME 4. - Pour qu’un nombre entier positif a soit représentable
dans Z par une forme d’un genre G, il faut et il sufit que l’on ait pour tout p
l’égalité

= e,(G)

DÉMONSTRATION. - La nécessité de la condition est évidente. Si pour un

certain a nous avons =e,(G)  pour tout p, alors, d’après (6),

pour tout p f D. Mais alors, dans ce cas, d’après le théorème 3, le nombre a

est représenté par une certaine forme f de discriminant D et puisque

ep(f)  = a+ = ep(G),( )

f appartient au genre G. Le théorème 4 est démontré.
L’intérêt du théorème 4 est qu’il caractérise la représentabilité du nom-

bre a par une certaine forme d’un genre G au moyen du résidu du nombre a

modulo 1 D 1 (à condition que a soit représentable par au moins une forme

de discriminant D, i. e. à condition que a,  D
( 1
p = 1 pour tout p f D).

a,  DEn effet, toutes les valeurs ~
( 1P ’

pour p divisant D, dépendent seule-

ment du résidu de a modulo 1 D 1. Dans le cas où la décomposition des formes
en genres coïncide avec la décomposition en classes (i. e. lorsque tout genre
est formé d’une seule classe) le théorème 4 donne la solution « idéale )) du
problème de la représentation des nombres par les formes binaires.

Dans le cas général, on ne peut pas améliorer le résultat. Cela signifie :
considérons un ensemble de classes de formes de discriminant D (d’un
ordre maximum) qui ne soit pas une réunion de genres; il n’existe pas de
nombre m tel que la représentabilité d’un nombre par au moins une forme
de notre ensemble dépende seulement du résidu de ce nombre modulo m.
En particulier, si un genre contient plus d’une classe, on ne peut pas carac-
tériser les nombres représentables par une classe en termes de leurs résidus
modulo un certain nombre. La démonstration de ces résultats est une consé-
quence de la théorie du corps de classes en utilisant le fait suivant (en se
limitant à des nombres premiers) : on peut interpréter la représentabilité
d’un nombre premier par les formes d’un certain ensemble de classes en
termes du type de décomposition de ce nombre premier dans un certain
corps L. Ce corps L aura un groupe de Galois abélien sur le corps des
nombres rationnels quand l’ensemble des classes de formes considéré
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est une réunion de genres (cf. H. Hasse, Zur Geschlechtertheorie in quadra-
tischen Zahlkorpern. J. Math. Soc. Japan, 1951, 3, no 1, 45-51).

Recherchons maintenant le nombre de genres. Soient pl, . . . , pt tous les
diviseurs premiers, deux à deux distincts, du discriminant D. D’après (6),
tout genre G est défini par la donnée des invariants ei = e,,(G). Ces inva-
riants ne sont pas quelconques puisque si f est une forme de G et a #  0

un nombre représentable parf,  nous avons (formule (17),  chap.  Ier,  § 7)

e, . . . e,=ne,(G)=n(a-p)  = 1
P P

(dans les produits, p parcourt tous les nombres premiers et le symbole ~0).
Montrons que la relation ainsi obtenue

e,  . . . et  = 1 (7)
pour des nombres ei = f 1 est non seulement nécessaire mais aussi suffi-
sante pour que ces nombres soient les invariants d’un certain genre G.

Désignons par ki l’exposant avec lequel pi  figure dans D (ki  = 1 pour
pi # 2 et égal à 2 OU 3 POUrpi  = 2). Pour tOUt  i = 1, . . . , t, soit ai  un entier

non divisible par pi  et tel que ai, D

( >
~

Pi
= ci et soit a un entier défini par les

congruences
a = a, (mod p?) (1 < i < t).

Pour tout a satisfaisant à ces congruences, nous avons (d’après les pro-
priétés du symbole de Hilbert)

*Il faut montrer qu’on peut trouver a satisfaisant à la condition supplémen-
aD

t a i r e  -k( ï
= 1 pour tout p f D. Nous utiliserons le théorème de Dirichlet

sur les nombres premiers dans une progression arithmétique (cf. chap.  V,
0 3). Puisque toutes les valeurs possibles de a sont premières avec D et

constituent une classe résiduelle modulo D = IIpp,  alors, d’après le théo-

rème de Dirichlet, il existe parmi celles-ci un nombre premier impair q.
Nous aurons

pour p+‘D,  p#2  et p#q;
q - l  D - l

=(-1) 2 ’ 2 = 1 pour 2TD.
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= 1 nous donne alors e,  . . . e,

Ainsi, il existe un entier naturel a (et même premier) tel que

= C?i (1 < i <t)  et pour p+‘D.

D’après le théorème 3, a est représenté par une certaine forme f de discri-
minant D; si on désigne par G le genre qui contient cette forme, alors

Ceci démontre l’existence d’un genre admettant des invariants donnés à
l’avance (qui satisfont à la relation (7)). Puisque le nombre de tous les sys-
tèmes possibles de valeurs ei = & 1 satisfaisant à la condition (7) est égal
à 2f-1,  il existe 2’~~  genres de formes de discriminant D. Formulons le
résultat obtenu.

THÉORÈME 5. - Soient pl, . . . , pt  tous les diviseurs premiers (deux à deux
distincts) du discriminant D du corps quadratique Q(4).  Pour tout système
de valeurs ei = f 1 (1 < i < t) satisfaisant à la condition e, . . . e, = 1,
il existe un genre G de formes de discriminant D tel que e,,(G) = ei. Le
nombre de tous les genres de formes de discriminant D est égal à 2’-l.

Remarque 1. - La théorie des genres étudiée ici pour les formes dont le
discriminant est égal au discriminant D de l’ordre maximum d’un corps
quadratique peut aussi être faite pour les formes de discriminant D f 2.

Remarque 2. - Si tout genre de formes de discriminant D f 2 < 0 est ”
formé seulement d’une classe, alors on peut calculer simplement le nombre
de représentations des nombres entiers premiers avec f par une forme don-
née de discriminant D f 2 (cf. exercice 18). La table des valeurs des discri-
minants D f 2 < 0 dont les genres sont constitués chacun d’une seule classe
est donnée à la fin du livre. On ne sait pas actuellement si cette table
épuise toutes les valeurs des discriminants négatifs pour lesquels chaque
genre de formes est composé d’une seule classe; on a seulement démontré
qu’il n’existe qu’un nombre fini de tels discriminants. Pour D f 2 pair, les

Dfnombres - 4 ont été déterminés par Euler et sont appelés nombres

« convenables )) d’Euler; ils ont été utilisés par lui pour trouver de grands
nombres premiers, grâce à la propriété suivante : si le produit ab de deux
nombres naturels a et b premiers entre eux est égal à l’un de ces nombres et si
la forme axa  + by”  représente le nombre q d’une seule manière (pour x et y
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premiers entre eux), alors ce nombre q est premier (cf. exercice 19). Par
exemple, la différence 3 049 - 120 y2 est un carré seulement pour y = 5;
cela signifie que le nombre 3 049 est représenté de manière unique par la
forme x2 + 120 y2 :

3 049 = 72 + 120. 52

et par suite est premier. Par cette méthode, Euler a pu établir que de nom-
breux nombres étaient premiers.

4) Genres de diviseurs

Les résultats obtenus au point 3) sur les genres de formes donnent des
indications sur la structure du groupe des classes (au sens strict) de diviseurs
d’un corps quadratique. Définissons pour cela les genres de diviseurs.

D’après le théorème 6 du Q 6, à tout diviseur a (entier ou fractionnaire)
correspond biunivoquement l’idéal a des nombres du corps qui sont divi-
sibles par a. Dans le cas d’un corps quadratique, à toute base { GC,  p } du
module 5 satisfaisant à la condition (lO),  chapitre II, 0 7, correspond une
forme primitive

Par passage à une autre base du module a (avec la même condition (10) du
chapitre II, Q 7),  la forme f est remplacée par une forme strictement équi-
valente. L’égalité (8) associe donc au diviseur a une classe de formes stric-
tement équivalentes. Cette application établit une correspondance biuni-
voque entre les classes de diviseurs (au sens strict) et les classes de formes
de discriminant D strictement équivalentes.

DÉFINITION. - Deux diviseurs d’un corps quadratique appartiennent au
même genre si les classes de formes correspondantes appartiennent au même
genre de formes (i. e. sont rationnellement équivalentes).

Puisque à des diviseurs équivalents au sens strict correspond la même
classe de formes, chaque genre de diviseurs est une réunion de plusieurs
classes de diviseurs (au sens strict).

Nous désignerons encore par la lettre G le genre de diviseurs qui corres-
pond au genre de formes G. Les invariants e,(G) désigneront les invariants
analogues du genre de formes correspondant; nous avons les formules

(9)
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où a est un diviseur quelconque du genre G. En effet, d’après la définition

des invariants, e,(G) =
i 1
‘$ , où a est un nombre rationnel # 0 représen-

table par la forme f(x,  y) du type (8) correspondant au diviseur a. Mais
la forme N(ax + py)  représente tous les carrés des nombres rationnels, en
particulier N(U)~.  Par suite, f(x,  y)  représente N(a) et cela démontre la
formule (9).

Le genre de diviseurs G, dont tous les invariants sont égaux à 1 est appelé
le genre principal. Tous les diviseurs a du genre principal sont caractérisés

N(a),  Dpar les conditions ~
( 1P

= 1 pour tout p.  Il en résulte que le genre

principal est un groupe pour la multiplication des diviseurs; c’est un sous-
groupe du groupe de tous les diviseurs. Il est clair qu’un genre quelconque G
est une classe résiduelle aG, selon le sous-groupe G, (a est un diviseur quel-
conque du genre G). Mais l’ensemble de toutes les classes résiduelles selon
le sous-groupe G, est le groupe quotient du groupe de tous les diviseurs par
le sous-groupe G,.  L’ensemble de tous les genres est donc muni d’une
structure de groupe ; on l’appelle le groupe des genres. D’après le théo-
rème 5, l’ordre du groupe des genres est égal à 2?-l,  où t est le nombre de
diviseurs premiers distincts du diviseur D.

Donnons une caractérisation directe des genres de diviseurs (ne faisant
pas appel aux formes correspondantes).

THÉORÈME 6. - Deux diviseurs a et a, d’un corps quadratique appartiennent
au même genre si et seulement s’il existe un nombre y du corps, de norme > 0,
tel que

N(a,) = N4N(y).

DÉMONSTRATION . - Choisissons dans les idéaux a et a1  des bases { a, @ }
et ( a,, p1  }  satisfaisant à la condition 10 du chapitre II, § 7. Aux diviseurs a
et a, correspondent les formes

Nax  + Pr>f(x, Y> = N(a)  9 j-(x, r) = N(a1x  + wNd *
D’après le théorème 11 du 6 1 de l’appendice, les formes f et& sont ration-
nellement équivalentes si et seulement s’il existe au moins un nombre ration-
nel # 0 représentable simultanément par ces formes, i. e. lorsque

Le théorème en résulte.

BORE”ITCH
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Pour les diviseurs du genre principal, nous avons l’importante caracté-
risation suivante.

THÉORÈME 7. - Un diviseur a appartient au genre principal si et seulement
s’il est équivalent au sens strict au carré d’un diviseur.

DÉMONSTRATION. - Soit a un diviseur appartenant au genre principal.
Puisque le diviseur unité appartient au genre principal, alors, d’après le
théorème 6, il existe un nombre y tel que N(a) = N(y). Remplaçant a par
le diviseur équivalent a(y-l),  nous pouvons supposer que N(a) = 1. Décom-
posons le diviseur a en un produit de diviseurs premiers; nous séparerons
les diviseurs premiers pi pour lesquels il existe un autre diviseur premier pi
de même norme (décomposition du ler type, en utilisant la terminologie du
point 1)) des diviseurs restants qj :

Puisque N(pi)  = N(pl)  = pi et N(ui)  = 47 (où rj  = 1 OU 2),  la candi
tion N(a) = 1 nous donne

npq’fbin@5  = 1.
1 I

Les nombres premiers pi et qj  sont distincts deux à deux et par suite bi  = - a
et Cj = 0, ce qui signifie :

a = I - Ipq’p’;?

Mais pin;  = pi et par suite pf-’ - pi; il en résulte que

(le signe - désigne l’équivalence des diviseurs au sens strict).
Inversement, si a - b2,  i. e. a = b2(a),  N(a) > 0, alors N(a) = N(P)

où p = N@)a,  i. e., d’après le théorème 6, a appartient au genre principal.
Le théorème 7 est démontré.
Considérons maintenant le groupe (5  des classes de diviseurs au sens strict.

Si à toute classe C E E nous faisons correspondre le genre G qui contient
cette classe, nous avons défini un homomorphisme du groupe des classes 6
sur le groupe des genres. Son noyau est l’ensemble des classes qui sont conte-
nues dans le genre principal G,.  D’après le théorème 7, la classe C’ est
contenue dans le genre principal si et seulement si c’est le carré d’une cer-
taine classe de 6.  Ainsi le noyau de l’homomorphisme du groupe 6 sur le
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groupe des genres est le sous-groupe Ez formé des carrés C2 des classes C E (5.
Appliquant le théorème des noyaux (de la théorie des groupes) et rappelant

que le groupe des genres est d’ordre 2f-1, nous obtenons le résultat suivant :

THÉORÈME 8. -Le groupe quotient %/CX2  du groupe (5 des classes de diviseurs
au sens strict par le sous-groupe des carrés est d’ordre 2’-l,  où t est le nombre
de diviseurs premiers distincts du discriminant D du corps quadratique.

Le théorème 8 donne d’intéressantes informations sur la structure du
groupe tI. D’après le théorème 1 du 6 5 de l’appendice, le groupe (5  est décom-

posable en un produit direct de sous-groupes cycliques. Du théorème 8
résulte alors facilement que parmi ces sous-groupes, t - 1 d’entre eux sont

d’ordre pair. Nous obtenons en particulier le résultat suivant :

COROLLAIRE. -Le nombre des classes de diviseurs (au sens strict) est impair
si et seulement si son discriminant contient seulement un nombre premier.

De tels corps sont Q(d-  l), Q(ýi),  Q(d-  2), Q(-&)  avec p pre-

mier de la forme 4n + 1 et Q(d-  q) avec q premier de la forme 4n  + 3.
Les faits ci-dessus font partie du très petit nombre de résultats connus

sur la structure du groupe des diviseurs.

EXERCICES

1. Démontrer que le caractère x d’un corps quadratique de discriminant D
s’exprime, en termes de symbole de Hilbert, par la formule

x(o)=n(f+), (a,D)=l.
PlD

2. Démontrer que pour tout entier y et un corps quadratique, premier avec le
discriminant D, la congruence

x2 = N(y) (mod 1 D 1)

est toujours résoluble.
3. Les classes modula  1 D 1 des nombres congrus aux normes des nombres

entiers d’un corps quadratique qui sont premiers avec le discriminant D forment
un sous-groupe H du groupe G des classes modulo 1 D 1 des nombres premiers
avec 1 D 1. Démontrer que l’indice (G : H) est égal à 2t en désignant par t le nom-
bre de diviseurs premiers distincts du discriminant D.

4. Soit H* le groupe des classes résiduelles modulo 1 D 1 des nombres congrus
aux normes des diviseurs entiers d’un corps quadratique qui sont premiers avec D.
Démontrer que (G : H*) = 2.

5. Démontrer que pour tout nombre y de norme positive d’un corps quadra-
tique de discriminant D on a, pour tout p,
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6. Démontrer que des idéaux entiers a et b premiers avec D appartiennent à
un même genre si et seulement s’il existe un entier y tel que

N(a) = WNb) (mod I D 1).

7. Montrer que dans un corps quadratique réel dont le discriminant contient
seulement un nombre premier, la norme d’une unité fondamentale est égale
a -  1 .

8. Démontrer que tout automorphisme différent de l’identité cr : c( -i  oca  d’un
corps  quadratique Q(dd)  définit de manière unique un automorphisme o.
a + ao du groupe des diviseurs tel que (~0)  = (LX)~  pour tout c( # 0. Expliquer
comment opère l’automorphisme a sur les diviseurs premiers.

9. L’automorphisme o du groupe des diviseurs défini dans l’exercice 8, induit
de manière naturelle un automorphisme a : C + CO du groupe 6 des classes
de diviseurs (au sens strict). Si a E C, alors 0 est la classe qui contient aa. Une
classe C est dite invariante si 0 = C. Démontrer qu’une classe C est invariante
si et seulement si C2  est une classe principale.

10. Démontrer que le sous-groupe du groupe 6 des classes de diviseurs (au
sens strict) formé des classes invariantes est d’ordre 2r+r (t est le nombre de divi-
seurs premiers distincts du discriminant).

11. Démontrer que si, dans un corps quadratique, N(g) = 1, alors il existe c(
tel que

Na)  > 0, p=*$

12. Montrer que dans toute classe invariante C, il existe un diviseur a tel
que ao = a.

13. Soient pl, . . . , pr tous les diviseurs premiers deux à deux distincts qui divisent
le discriminant D. Montrer que dans toute classe invariante C, il existe exactement
deux représentants du type

Pi, . . . Pi,* l< iI< . . . -ci,<  t (k=O,  1, . . ..t)

14. Le sous-groupe des classes invariantes contenues dans un genre principal
se décompose trivialement comme produit direct de groupes cycliques d’ordre 2.
Démontrer que le nombre de ces facteurs cycliques est égal au nombre d’inva-
riants du groupe des classes de 6 (au sens strict) qui sont divisibles par 4 (pour
la définition des invariants d’un groupe abélien fini, cf. appendice 0 5-l)).

15. Démontrer que le nombre de diviseurs positifs r du discriminant D qui
sont sans carré et qui satisfont A la condition

( 1
rD>= 1

P
pour tout p,

est de la forme 2”. Montrer de plus que le nombre des invariants du groupe des
classes de (J qui sont divisibles par 4 est égal à u - 1.

16. Soit m un entier naturel premier avec l’indice f d’un ordre 9,.  contenu
dans l’ordre maximum d’un corps quadratique Q(dd).  Démontrer que le nom-
bre de modules de Q(d& d’anneau de stabilisateurs ‘J+  qui sont contenus dans ‘Bf
et de norme m est égal au nombre de diviseurs entiers de norme m du corps Q(dd).
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17. Démontrer que le nombre de diviseurs entiers du corps quadratique Q(dd)
de norme m est égal à

c
x(r),

rlm

où 2 est le caractère du corps Q(dd)  ; r parcourt  tous les diviseurs du nombre m.
18. Soit gl(x, y), . . . , g,(x,  y) un système complet de formes quadratiques primi-

tives positives deux à deux non équivalentes de discriminant Df* < 0 (D discri-
minant de l’ordre maximum du corps Q(dd))  et soit m un entier naturel premier
avec f. Démontrer que le nombre N de représentations du nombre m par toutes
les formes g,,  . . . , g, est donné par la formule

O ù

N=K
cx(r),
rlm

6  p o u r  D = - 3 ,  f=l;
4  pour  D = - 4 ,  f=l;
2 pour Dfa < -4.

19. Soient g(x, y) une forme positive de discriminant D f 2 < - 4 et q un entier
naturel premier avec D f 2. Supposons que tout genre de formes de discri-
minant D f z est formé d’une seule classe. Démontrer que si l’équation g(x, y) = q
a exactement quatre solutions en nombres x, y entiers premiers alors le nombre q
est premier.

20. Avec les notations de l’exercice 11 du chapitre II, $ 7, démontrer que le
nombre hf des classes de modules semblables (au sens usuel) d’un corps quadra-
tique associé à l’ordre ‘Bf est donné par la formule

où x est le caractère du corps quadratique (p parcourt tous les diviseurs premiers
du nombre f).

21. Montrer qu’un nombre premier est représentable par la forme x2 + 3y2 si
et seulement s’il est du type 3n + 1.

22. Montrer que la forme x2 - 5y2  représente tous les nombres premiers du
type 10n f 1 et ne représente pas les nombres premiers du type 1On  -t  3.

23. Montrer que la forme x* + 2y2 représente un entier naturel m pour des
entiers x, y premiers entre eux si et seulement si m est du type

m = 2pr1  . . . p:,

avec GC  = 0 ou 1, chacun des nombres premiers impairs pi étant de la forme 8n + 1
ou 8n + 3.

24. Démontrer qu’il existe des corps quadratiques (réels ou imaginaires) admet-
tant un nombre arbitrairement grand de classes de diviseurs.

25. Soient pl,  . . . , pJ tous les nombres premiers distincts qui figurent dans le
discriminant D du corps quadratique Q(&). Les égalités
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définissent une matrice (a,)  A éléments dans le corps des résidus modula  2. Dési-
gnons par p le rang de cette matrice (dans le corps GF(2)). Démontrer que les
nombres des invariants du groupe des classes de diviseurs (au sens strict) du
corps Q(dd)  q .ul sont divisibles par 4 est égal à s - p - 1.

26. Soient p et q des nombres premiers, p # 2 et q + p (mod 4) ; démontrer
que le nombre de classe de diviseurs du corps Q(d - pq) est divisible par 4 si

et seulement si
0
4 z1
P .

27. Soient pl,  . . ., ps  des nombres premiers distincts de la forme 4n + 1 et
supposons d = p1  . . . ps = 1 (mod 8). Démontrer que tout genre de diviseurs
du corps Q(1/ - d) contient un nombre pair de classes.

28.  Soit  Q(dd) un corps quadratique réel dont le discriminant ne contient
aucun nombre premier de la forme 4n  + 3 et soit E une unité fondamentale du
corps Q(&$).  Démontrer que si le genre principal des diviseurs du corps Q(~C?)
contient ürî nombre impair de classes (au sens strict), alors N(E) = - 1.

29. Soit p un nombre premier de la forme 8n + 1. Démontrer que le nombre
de classes de diviseurs du corps Q(d - p) est divisible par 4.



CHAPITRE IV

MÉTHODE LOCALE

Au $ 7 du chapitre premier nous avons démontré le théorème de Min-
kowski-Hasse sur les représentations de zéro par des formes quadratiques
rationnelles. La formulation de ce théorème et sa démonstration utilisent
les plongements du corps Q des nombres rationnels dans les corps Qp de
nombres p-adiques et dans le corps Q o3 des nombres réels, i. e. les plonge-
ments dans tous les complétés du corps Q. La méthode de résolution d’un
problème de théorie des nombres par plongement du corps considéré dans
son complété s’appelle la méthode locale. Cette méthode donne des résul-
tats non seulement pour le corps des nombres rationnels mais aussi pour les
corps de nombres algébriques. La méthode locale est aussi un outil fonda-
mental pour l’étude des corps de fonctions algébriques.

Dans ce chapitre, nous étudierons une série de résultats en liaison avec
la méthode locale pour un corps quelconque; nous étudierons ensuite,
comme application, la représentation des nombres par des formes incom-
plètes (cf. définition chap.  II, 0 l-3)). On parlera du théorème remarquable
de Thue affirmant qu’une équation f (x, JJ)  = c, où f (x, JJ)  est un polynôme
homogène à coefficients entiers, irréductible, de degré > 3, a seulement un
nombre fini de solutions en nombres entiers. Thue lui-même a démontré
ce théorème à l’aide de la théorie des approximations rationnelles des nom-
bres algébriques. La démonstration utilisant la méthode locale est due à
Skolem. Dans la démonstration de Skolem on impose une condition au
polynômef(x,  y),  mais cette méthode est préférable car elle permet d’aborder
en général le problème de la représentation des nombres par des formes
décomposables incomplètes. Plusieurs remarques à ce sujet sont faites dans
le Q 6-4).

Expliquons sur un exemple l’idée essentielle de la méthode de Skolem.
Supposons que l’on veuille démontrer que l’équation

~3 + dy3  = c (1)
(où c et d sont entiers et d n’est pas un cube) a un nombre fini de solutions

dans les nombres entiers. Considérons le corps cubique Q(0), 8 = 1S/d.
Nous pouvons alors écrire l’équation (1) sous la forme

N(x + ye)  = c. (2)
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Ainsi nous sommes ramenés à la recherche dans le module incomplet {  1, 0 }
du corps Q(8)  des nombres de norme donnée. Plongeons le module { 1, 0 }
dans le module complet {  1, 0, e2  }  qui coïncide dans ce cas avec son anneau
de stabilisateurs a>. La résolution de l’équation (2) équivaut à la recherche
des cc E ‘B, de norme c,  pour lesquels le coefficient z est nul dans la repré-
sentation u = x + y0 + z02.  Mais le problème de la recherche dans un
module complet de tous les nombres de norme donnée a déjà été résolu
(théorème 1 du chapitre II, 0 5). Ici, pour le corps Q(e),  nous avons s = 1,
t = 1 puisque le polynôme x3 - d a une racine réelle et deux racines imagi-
naires conjuguées. Par suite, il existe dans l’ordre a>  une unité E de norme + 1
et un système fini de nombres pl, . . ,, & de normes c tels que tout a E 9
de norme c s’écrive de manière unique sous la forme PiEu  pour un certain
i =  1 . .> k et un certain entier rationnel U.  Soit lu. un des nombres pi.
Pour ‘démontrer la finitude du nombre de solutions de l’équation (l), il
suffit maintenant de montrer que parmi les nombres ~LE”  il en existe seule-
ment un nombre fini du type x + y0.

Considérons, en même temps que le corps Q(0), ses conjugués Q(W)
et Q(W’)  et, pour tout a E Q(0),  désignons par a’ E Q(W) et a” E Q(V)  les
conjugués de a. Si nous posons

pE~  = x + ye + ze2,

alors, par passage aux nombres conjugués, nous aurons

I*‘&J  ZZZ x + ye’ + zey
p”E”u  = x + yefl + zef12.

Nous pouvons tirer la valeur de z de ces trois égalités :

Z = yoEU  + y@  + y2EgU,

où y0,  yl, yZ sont des nombres (différents de zéro) du corps K = Q(0,  W,  0”).
La résolution des équations (1) ou (2) nous conduit ainsi à la résolution

de l’équation

yo&U  + Y1&‘U  + Y2&“U  = 0 (3)

par rapport à l’entier rationnel U.  On s’attend à ce que l’équation (3) n’ait
qu’un nombre fini de solutions mais c’est difficile à démontrer directement.

La méthode de Skolem consiste à considérer la partie gauche de l’équa-
tion (3) comme une fonction F(u) analytique dans un domaine p-adique.
Si l’équation (1) a une infinité de solutions entières, alors la fonction F(u)
a une infinité de zéros entiers. Mais, dans le chapitre premier, Q 3, 4),  nous
avons vu que les entiers p-adiques forment un ensemble compact et par
suite la fonction F(u)  est égale à 0 sur une suite infinie de nombres ayant une
limite (dans son domaine de définition). Dans la théorie des fonctions ana-
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lytiques d’une variable complexe, on montre un théorème d’unicité d’après
lequel une fonction analytique possédant cette propriété est identiquement
nulle. La démonstration de ce résultat se transcrit mot à mot pour les fonc-
tions analytiques p-adiques. Ainsi, la fonction F(u) doit être identiquement
nulle, d’où une contradiction.

On voit déjà dans cet exemple que les nombres p-adiques habituels intro-
duits dans le chapitre premier ne suffisent pas. Puisque les nombres y,,, y%,  yz,
E,  E’, E” dans l’équation (3) sont algébriques, il est nécessaire de développer
l’analogue de la théorie des nombres p-adiques pour un corps k de nombres
algébriques à la place du corps Q des nombres rationnels et pour un diviseur
premier p du corps k à la place du nombre premier p. Le 0 1 de ce chapitre
est consacré à cette généralisation.

Q 1. - CORPS COMPLETS POUR DES VALUATIONS

1) Complété d’un corps pour une valuation

Dans le chapitre premier, 0 4, nous avons vu qu’à tout nombre premier p,
i. e. à tout diviseur premier du corps Q des nombres rationnels, correspond
une métrique p-adique <PI,  du corps Q ; le complété de Q pour cette métrique
est le corps Qp des nombres p-adiques. Pour définir la métrique ‘pp, nous
n’avons utilisé aucune propriété du corps Q en dehors de l’existence de la
valuation p-adique vp  (cf. formule (l), chap.  Ier,  0 4). Nous pouvons donc
construire des complétés analogues pour un corps k si celui-ci admet une
théorie des diviseurs. En effet, si le diviseur premier p du corps k correspond
à la valuation Y+, = Y, choisissant un nombre réel p, 0 < p < 1, nous pou-
vons définir sur k une métrique ‘p  = ‘pp en posant

q(x) = p”(X) (XEk); (1)

suivant la méthode du chapitre premier, 0 4-l), nous pouvons maintenant

construire le complété Ï% = k, du corps k pour cette métrique (Il est clair

que la fonction (1) est une métrique). Le corps k, est appelé le complété
p-adique du corps k. Le complété k= &,  ne dépend pas de la théorie des
diviseurs considérée puisqu’il est complètement défini par la donnée de la
valuation Y = vp; par suite, nous l’appellerons aussi le complété de k pour
la valuation Y. Dans ce paragraphe, nous étudierons certaines propriétés de
ces complétés et de leurs extensions finies.

Soit k le complété du corps k pour une valuation Y. Montrons que la

valuation Y se prolonge de manière unique en une valuation de k. En effet,
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nous avons vu dans le chapitre premier, 0 4-l) que la métrique <p  du corps k

(cf. (1)) est prolongeable en une métrique (p  du corps k de telle sorte que

si a E k et a = lim a,,, a, E k, alors @(a) = lim cp(a,).  Mais dans ce cas,
n+oo n-+-m

0 est l’unique point d’accumulation de l’ensemble des valeurs q(a),  a E k ;
par suite, la suite { ~(a,)  > ou bien tend vers 0 si a = 0 ou bien est constante
à partir d’un certain rang si a # 0. La suite V(a,)  tend vers l’infini pour a = 0
ou est constante à partir d’un certain rang pour a # 0. Nous pouvons donc
poser

J(a) = lim V(a,).
n-tm

II  est maintenant facile de vérifier que la fonction $a) (dont la valeur ne

dépend pas du choix de la suite { a,, })  est une valuation du corps & et

$a) = v(a) pour tout a E k. 11  est évident aussi que la métrique i du corps k

est liée à la valuation V par la relation

&a) = pYCa), a E E.

Dans la suite, comme nous l’avons fait pour le corps des nombres p-adi-

ques (cf. chap.  Ier,  0 3-4)),  nous définirons la convergence dans le corps k

au moyen de la valuation ; (à la place de la métrique (p>.
Soit D l’anneau de la valuation v, i. e. l’anneau de tous les éléments a E k,

tels que v(a) > 0 (cf. chap.  III, 0 4-l)). Montrons que l’adhérence B de

l’anneau X)  dans le corps k est l’anneau de la valuation ; (l’adhérence À

d’un sous-ensemble A c k est l’ensemble de tous les éléments de kqui sont

les limites de suites d’éléments de A). En effet, si a E 0,  alors a = lim a ,
n-t*

avec a,, E 0 ; par suite i(a) = lim V(a,)  > 0. Réciproquement, supposons
.+m

i(a)  > 0. Puisque a est limite d’une suite d’éléments de k, alors pour tout
entier naturel n,  il existe un élément a,, E k tel que $a - a,) > n.  On a
alors a = lim a, et

n-+*

V(an)  = ,(a - (a - a,)) 2 min (Y(a), v?a  - a,)) > 0, i. e. a, l 0.

Ceci démontre notre argument.
D’après le théorème 2 du chapitre III, $ 4, il existe seulement, à associa-

tivité près, un élément premier x qui est caractérisé par la condition V(X)  = 1.

Cet élément sera également premier dans l’anneau b (puisque Y(z)  = 1).
Désignons par XV et Zy les corps résiduels respectivement des valuations Y

et ; (cf. fin du chapitre III, $ 4-l)). Puisque la congruence modulo x dans

l’anneau f) équivaut à la congruence analogue modula x dans l’anneau G-,
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alors il existe un isomorphisme naturel du corps C, dans le corps C;. Par
ailleurs, pour tout a E rS,  il existe un élément a E E)  tel que ;(a - a) Z 1,
i. e. a = a (mod TT); ainsi l’application C, + TX;  est un isomorphisme SUT
tout le corps X;. On peut donc identifier les corps C, et E;.

2) Représentation des éléments sous forme de séries

Nous supposerons dans ce point que k est un corps complet pour la
valuation v (i. e. un corps complet pour la métrique (1)). L’anneau EJ  de la
valuation v s’appelle dans ce cas l’anneau des éléments entiers du corps k.
Nous désignerons par x un élément premier fixé de l’anneau Do.

Dans ce cas, nous appellerons le corps résiduel E de la valuation v le
corps résiduel du corps k.

Les séries dans le corps k possèdent toutes les propriétés démontrées pour
les séries p-adiques dans le chapitre premier, 0 3-4); en particulier, le théo-
rème 8 du chapitre premier, 0 3 s’applique.

Les a, (m < II < CO) étant des éléments entiers fixés, considérons la série00
c a,,7t”.iT=>n (2)

Puisque v(a,Zrrn)  = V(an)  + n b >z,  alors a,+ -f 0 pour n + co,  i. e. le terme
général de la série (2) tend vers zéro. La série (2) converge donc et sa somme
est égale à un certain élément de k. Réciproquement, tout élément de k est-il
représentable comme somme d’une série du type (2) et dans l’affirmative
est-il possible (comme dans le corps des nombres p-adiques, cf. théorème 10,
chap.  Ier,  4 3) de trouver une représentation canonique de ce type pour tout
élément de k ? La réponse à ces deux questions est affirmative.

Choisissons dans l’anneau 0 un système complet S de résidus modulo x.
Nous supposerons que 0 E S,  i. e. que l’on a pris 0 comme représentant de
la classe des éléments de D divisibles par x.

THÉORÈME 1. - Soient k un corps complet pour une valuation v, D l’anneau
des éléments entiers du corps k, x un élément premier dans D et S un système
complet de résidus (contenant 0) de l’anneau D modula  x. Alors tout élé-
ment a E k est représentable comme somme d’une série

CO

a =
c

Ui7ti, (3)
i=m

où ai  E  S (m < i < 00) et une telle représentation est unique (pour 7~  et S fixés).
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m

DÉMONSTRATION. - Pour M = 0 nous avons la représentation 0 =
c

0.X’.
i=O

Supposons a # 0; si v(a) = m, alors V(~X-*)  = 0. L’élément UT;-“ ’ de 0 est
congru modulo x à un certain élément de S, soit a,,,. Puisque ax-m - a,fl  = xE,

E ED,  alors

a = a,7cM  + &Y’+‘.

Supposons que pour n > m, on ait obtenu la représentation

a = a,+ + . . . + a,-,7P1  + q,x”,

avec ai E S (m < i < ut - l), q,,  ED.  Choisissons a, E S tel que qn = a

(mod4.  Puisque qn = an + G+P,  qn+1 E 0, alors a admet la représentation

a = a,9 + . . . + a,x”+  yj,+lxn+l.

Continuons ce processus indéfiniment. Puisque V(~~X~)  > n,  alors qnxn  + 0
m

pour n + 00  ; ainsi a =
c

@Xi.

i=m

Si tous les coefficients a,,  ne sont pas nuls dans la série (3),  on peut sup-
poser a, # 0. Dans ce cas V(a,) = 0 puisque tous les éléments de D qui
ne sont pas divisibles par x sont des unités. Mais alors

(2 1

CO

Y Uiî+ = V(a,+)  = m.

i=m

Qn a donc unicité de la représentation pour a = 0. Supposons maintenant
que pour a # 0 nous avons deux représentations :

a = -$UiTCi  = $a:ï? (ai, ai E S).

i=m i=m’

Si a,,, # 0 et aA< # 0, alors, d’après ce qui précède, m = m’. Supposons
que nous avons démontré que ai  = a;  pour m < i < n (n > m). M&i-
plions l’égalité

sa+ = S&i par X-“.
i=?l icn

Passant à la congruence correspondante modulo x on obtient a,, E un (mod X)
et puisque a,,, 4,  E S, on a a, = a:. Le théorème 1 est démontré.

~emarquonsquesik=Q,,x=petS={0,1,...,p-1},lethéorème  1
donne le théorème 10, chapitre premier, 0 3.
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COROLLAIRE. - Avec les notations du théorème 1, tout élément entier dc  E k
s’écrit de manière unique SOL~S  la forme

a = a, + a,x  + . . . + a,xn + . . . (a, E S). (4)

Il est facile de voir que le théorème 9 du chapitre premier, 5 3, s’applique
aux séries du corps k. On peut donc ajouter et multiplier les séries conver-
gentes suivant les règles usuelles de l’analyse; en particulier, nous pouvons
manipuler les séries du type (2) comme des séries de puissances de x. Remar-
quons cependant qu’en appliquant les règles d’addition et de multiplication
aux séries du type (3),  on peut obtenir une série du type (2) dans laquelle
les coefficients a, n’appartiennent pas au système de résidus S; il faut alors,
pour obtenir une série du type (3),  remplacer chaque coefficient a,, E 0 par
son résidu a,, E S défini par l’égalité a, = a, + ~y,,,  en ajoutant, à chaque
étape, l’élément yn E 0 au coefficient suivant.

Remarque 1. - La représentation des éléments d’un corps valué complet k
par des séries du type (3) dépend bien entendu du choix du système S de
représentants. Parmi l’ensemble de tous les systèmes possibles de représen-
tants, il existe, dans certains cas, des systèmes (( meilleurs )) que les autres, qui
sont fermés multiplicativement ou qui sont des sous-corps du corps k
(cf. les exercices 7 à 11).

Remarque 2. - Les résultats obtenus ici sont des généralisations des
résultats analogues dans les corps de nombres p-adiques (cf. chap.  Ier,  8 3-4)).
Cependant, comme c’est prévisible, le théorème 6, chapitre premier, 9 3,
n’est pas vrai pour des corps valués complets quelconques; il est conservé
seulement pour les corps k tels que le corps résiduel de la valuation soit fini.
Il en est de même des théorèmes 1 et 2 du chapitre premier, 0 5, dans lequel F
est un polynôme à coefficients dans 8. Par contre, la démonstration du
théorème 3, chapitre premier, $ 5, se transpose presque sans changement au
cas d’un corps valué complet quelconque k. Dans la suite, nous utiliserons
le corollaire de ce théorème sous la forme suivante : Soient F(X) un polynôme
à coeficients  entiers de k et 5 un entier de k tel que F(E)  = 0 (mod x) et
F’(E)  + 0 (mod x); il existe alors un élément entier 0 de k tel que E - 0
(mod x) et F(B)  = 0.

3) Extensions finies d’un corps valué complet

Soit k un corps complet pour une valuation vO.  Soit K une extension finie
du corps k, de degré n. D’après le théorème 5 du chapitre III, $ 4, il existe
une valuation Y de K qui prolonge Y,,. Nous allons montrer que, dans ce cas,
il existe un seul prolongement Y tel que K soit complet pour la valuation Y.
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Soient L un sous-ensemble du corps K qui soit un espace vectoriel sur

lecorpsketw,,  . . . . w, une base de L sur le corps k. Tout élément tc  E L

s’écrit alors de manière unique

a = a,w,  + . . . + ap, (ai  E  k). (5)

Si vo(ai) > N (i = 1, . . . , s), alors, d’après les propriétés des valuations,

v(a) > min v(aiwi)  3 eN + min v(Wi)

en désignant par e l’indice de ramification de la valuation v par rapport
à Y,,  (cf. définition chap.  III, 0 4-3)). Montrons que, réciproquement, les
coefficients ai dans la décomposition (5) sont aussi petits que l’on veut par
rapport à vO pourvu que l’élément a E L soit suffisamment petit par rapport

à Y (Rappelons que les éléments (( petits )) par rapport à une métrique du
type (1) sont caractérisés par de grandes valeurs de la valuation v). Plus
précisément, cela signifie que pour tout N on peut trouver M tel que l’iné-

galité v(a) > M entraîne les inégalités v,(ai)  3 N (i = 1, . . . , s). Pour s = 1,

c’est évident. La démonstration dans le cas général s’effectue par récurrence
sur s. Soit s > 2 et supposons, en contradiction avec notre argument, que
pour un certain N il existe des éléments a E L avec des valeurs de v(a) aussi

grandes que l’on désire, telles que l’un au moins des coefficients ai de la
formule (5) satisfasse à l’inégalité v(ai) < N. Il est clair que l’on peut sup-
poser que c’est le premier coefficient a, qui satisfait à cette inégalité. Pour
tout entier naturel k, nous pouvons alors trouver un élément ak E  L tel

que Y(ak) > k + eN et tel que le coefficient &’ défini par la décomposition

ak = al’aI f . . . -+  aik)as, dk)  E k, ,

satisfasse à l’inégalité v,,(al’)  < N. Considérons la suite { Pk  > définie par

Pk  = akaik’-l = w1 + b(k’c+  + . . . + b$k’w,. (6)

Puisque

v@k) = v(ak)  - e%(dk’)9 alors @k)  > k.

Les différences

Pk+*  _ Pk  = -=(bjk+”  _ bfk))Wi
2
i=2

appartiennent toutes à un sous-espace de dimension s - 1 (engendre par
les éléments os,  . . . , us) et on a

v@k+l  - Pk)  2  min  (v@k+l)y  @k))  > k,
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i. e. Y&+~  - &) + cc pour k + 00.  Mais alors, par hypothèse de récur-
rence, nous aurons aussi, pour tout i = 2, . . .,  s,

Y  bikfl) - bjk’)  + 00, pour k + w.(

Par suite, du fait que le corps k est complet (cf. théorème 7, chap.  Ier, 0 3),

la suite i bl’ [km_l  converge vers un certain élément bi E k. Passant à la
limite pour k + CO dans l’égalité (6) et remarquant que Pk  + 0, on a

WI+ b,w,  + . . . + bSwS  = 0,

ce qui contredit l’indépendance linéaire des éléments wl, . . . , wS sur le corps k.
Notre argument est démontré.

Prenons maintenant pour L tout le corps K. si une suite { Gck  > d’élé-
ments de K est une suite de Cauchy, i. e. v(ak+l  - ak)  -f 00 pour k -f oc,,
alors, d’après ce qui précède, toutes les suites 1 ai”’  [km_l  définies par les
décompositions

ak = aik’til  + . . . + aLk+d,, (a:“’  E  k) (7)

(% . . .Y o, est une base de K sur k) sont convergentes dans le corps k.
Mais alors la suite { ak  }  est  aUSSi  COUVCrgCUtC,  ce qui démontre que le corps K
est complet pour la valuation Y. De plus, nous voyons que la convergence
dans le corps K pour la valuation Y est définie sans ambiguïté à partir de la
convergence dans le corps k (pour la valuation Y,,).

L’unicité du prolongement de la valuation v0 au corps K découle facile-
ment de cette dernière remarque. En effet, soit Y’  un autre prolongement
différent de Y. D’après l’indépendance des valuations dans le corps K, il
existe un élément a tel que v(a) > 0 et v’(a) = 0. La suite { uk  } est conver-
gente vers 0 pour Ia valuation Y, mais ne sera pas convergente par rapport
à la valuation Y’  (puisque v’(ak+l  - xk)  = v’(a - 1) ne tend pas vers l’infini).
On obtient une contradiction puisque, d’après ce qu’on vient de voir, la
convergence dans K est indépendante du choix du prolongement Y.

Nous avons démontré le théorème suivant.

THÉORÈME 2. - Soient k un corps complet pour une valuation v0  et K une
extension finie. II existe seulement un prolongement Y de la valuation Y,,  au
corps K. Le corps K est complet pour Y et, p.our  toute base wl,  . . . , w,  de
l’extension Klk, une suite ( ak  }, ak  E K, est convergente si et seulement si
toutes les suites 1 aik)  1, 1 < i < n, déjinies  par les décompositions (7),
convergent dans le corps k.
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4) Éléments entiers

Revenons sur la correspondance entre l’anneau 0 des éléments entiers
d’un corps complet k pour la valuation v0  et l’anneau 2)  des éléments entiers
d’une extension finie K/k. Puisque la valuation Y,,  admet un seul prolonge-
ment Y au corps K, alors, d’après le théorème 6 du chapitre III, !j  3,
l’anneau a>  (i. e. l’anneau de la valuation v) coïncide avec la fermeture
intégrale de l’anneau X)  dans le corps K. Par suite, la norme N(K)  = N~&E)
de tout élément a E a>  appartient à f) et la norme N(E) de toute unité E
de l’anneau 5l) est une unité de l’anneau D. Soit maintenant a $ 50.
Puisque a-l  E a>  n’est pas une unité dans 3, alors N(a-‘)  = N(X)-l  appar-
tient à 0 et n’est pas une unité dans 0. Mais alors N(a) = (N(a-l))-’
n’appartient pas à l’anneau E).  Nous avons démontré le théorème suivant.

THI~ORÈME 3. - Pour qu’un élément a d’une extension$nie Klk d’un corps
valué complet soit entier, il faut et il sufit que sa norme NK&a>  soit un élé-
ment entier dans k.

COROLLAIRE. - Un élément E E K est une unité de l’anneau ‘B si et seule-
ment si sa norme N(E) est une unité de l’anneau 0.

Les anneaux D et ‘ B admettent bien entendu une théorie des diviseurs.
Désignons par p et ‘$  des diviseurs premiers de ces anneaux. Le degré rési-
duelfdu diviseur ‘Tj3  par rapport à p, i. e. le degré (2 : C,)  du corps résiduel C
du corps K sur le corps résiduel C, du corps k s’appelle aussi le degré résiduel
de l’extension K/k.  De la même manière, l’indice de ramification e du divi -
seur p par rapport à p est appelé l’indice de ramzjîcation de l’extension K/k.
Si x,,  et 7c sont des éléments premiers respectivement des anneaux n et a>,
alors, comme nous le savons,

T-cg  = Xe&, (8)

où E est une unité de l’anneau ‘B.
Soit S, un certain système complet de résidus de l’anneau 0 modula x0.

Comme ci-dessus, nous supposerons que 0 E SO.  Il est facile de voir que si
r .les classes residuelles  wl, . . . , wf  de X  forment une base de l’extension L/&,,

alors l’ensemble S formé des combinaisons linéaires

wl  + . . . + afq (9)

oha,,  . . . . af  parcourent, indépendamment l’un de l’autre tous les éléments
de SO,  est un système complet de résidus modulo x dans l’anneau a>.
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DÉFINITION . -Unebase&,  . . . . 0, du corps K sur k est dite fondamentale
si tous les 0i sont entiers et si tout élément entier u E  K admet une décom-
position

u = a1o1  + . . . + anen (ai  E  k)

avec des ai entiers dans k.

THÉORÈME 4. - Soient k un corps complet pour une valuation v0  et K une
extension finie d’indice de ram@cation  e et de degré résiduel f. Soient de
plus Z, et IX les  corps résiduels des corps k et K respectivement. Si x est un
éIément  premier de l’anneau des éléments entiers du corps K et WI,  . . ., ‘Jf
des classes résiduelles de z formant une base de X sur X0,  alors le système des
éléments

0 ixj, i= 1, . . ..f. j=O, 1, . . ..e-1 (10)

est une base fondamentale de l’extension Klk.

DÉMONSTRATION. - Montrons tout d’abord que les éléments (10) sont
linéairement indépendants sur k. Raisonnant par l’absurde, supposons que

/ e-1

2.2

apird  =  0 .
i=l  j=O

pour des éléments non tous nuls a, E k. Nous pouvons supposer que tous
les a, sont entiers et que l’un d’entre eux au moins est une unité dans fi
(s’il n’en est pas ainsi, il faut multiplier l’égalité ci-dessus par une puissance
convenable de l’élément x0 E D).  Soit j, (0 < j,,  < e - 1) le plus petit indice
pour lequel il existe i0  (1 < i, <f)  tel que aiojo  soit une unit6  de D.  Par

f
suite, si j < j,, alors V,(aij)  > 1 pour tout i. Puisque

c
av,Gi  # 0, alors

i = l
f

la somme
c

a,,wi n’est pas divisible par x et par suite, pour l’élément
i=l

J

Y=
c

aijowixj~,

i=l

nous avons

D’autre part,

v(Y)  = j.  + V ~aijo%
i 1

= jo.
i=l

f

y=-

c c
@pi,'.

i=ljtje

19
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V(&jWiXj)  = f + V(U,)  > evo(uij)  2 e > jo.

Si maintenant j > jO,  alors

Par suite,

V(UfjOid)  = j + v(Q)  > j > jo.

v(y) > min V(@jWixj)  > jO.
i#h

La  contradiction obtenue démontre l’indépendance linéaire des éléments (10)
sur le corps k.

Soit maintenant a un élément quelconque de ‘3.  D’après le corollaire du
théorème 1, nous avons la congruence

a = & + &TC  + . . . + Ee-l~e-l (mod  4,

où les si sont des éléments d’un système fixé S de résidus (modulo x) dans
l’anneau CD.  Nous prendrons pour S un système de résidus formé de nombres
du type (9). Puisque x0 et xc sont associés dans TI  (cf. égalité (8)),  les
congruences dans a>  modulo x0 et ne  sont équivalentes. Nous avons donc

f e-1
a-

c c
@oid (mod x0),  r,a!?’  E s,

i=l  j-0

ou encore
f e-1

a =
c c

U$)CJiTC’  + xoal, a1  Ea>.

i=lj=o

De manière analogue

f  e-1

a1  =
c c

UyWisF’ + noa,, a E a>  a(!’  E S2 , t, *

i=l  jeO

Poursuivant indéfiniment cette construction, nous obtenons

f  e - 1

a,+l  E CD, C.2:’  E S.

1. Considérons laPour i et j fixés, nous avons défmi une suite infinie
série

m

c
Go  na, X@.

PI=0
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Puisque les a:’ sont entiers, cette série est convergente et sa somme a, est
un élément entier du corps k, i. e. a, EL).  Démontrons que

/ e-1

a =
c c

a~oixj. (11)
i-1 j=o

En effet, d’après la construction des éléments al, a,, . . . , nous avons

et par suite, la différence

est divisible par 7~:  (dans l’anneau 9). Puisque c’est vrai pour tout n,  cette
différence est donc nulle et l’égalité (11) est démontrée.

Si p est un élément quelconque de K, alors, pour un certain m, f&’ est
entier. En le représentant sous la forme (1 l), nous voyons que c’est une
combinaison linéaire des éléments (10) à coefficients dans k. Ainsi, le sys-
tème (10) est une base du corps K sur k et puisque, pour tout entier a E  K,
tous les coefficients a, de la décomposition (11) appartiennent à Q cette
base est fondamentale. Le théorème 4 est démontré.

Puisque le nombre d’éléments de la base (10) est égal à fe, nous avons
obtenu le résultat suivant :

THÉORÈME 5. - L’indice de ramification e et le degré résiduel f d’une exten-
sion finie K/k d’un corps valué complet sont liés au degré n = (K : k) par la
relation

fe = n.

Posons Nr&x)  = T$U,  où u est une unité de l’anneau 0. Passant aux
normes dans l’égalité (8),  nous obtenons

NKlk(q,)  = i$ = NK,~@&) = x~I/N~,~(c)  = X~V,

où Y est une unité dans 0. Il en résulte que n = me (et v = 1); par suite m = f.
Ainsi le degré résiduel f de l’extension K/k peut aussi se définir par l’égalité

f = vo(Nc//kd), (12)

où x est un élément premier de l’anneau des éléments entiers du corps K.
Nous en tirons facilement que, pour tout a E K, on a la formule

vo(  NK,&)) = f v(a)- (13)
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Remarquons que l’égalité (12) et le théorème 5 sont des corollaires immé-
diats du théorème 5 et de la formule (12) du chapitre III, 0 5.

DÉFINITION. - Si e = 1, l’extension K/k  est dite non ram@ée.  Si mainte-
nant e = n, alors Klk est dit totalement ramifié.

Du théorème 5 résulte que le degré résiduel d’une extension non ramifiée
est égal au degré de cette extension. Pour des extensions totalement
ramifiées, le corps résiduel X  coïncide avec X0  (par identification naturelle),
i. e. tout clément  entier de K est congru modulo x à un élément entier
de k.

On peut montrer (exercice 12) que, si le corps résiduel Y,  du corps K est
séparable sur le corps résiduel E,  du corps k, il existe un corps interme-
diaire  T, défini de manière unique, tel que l’extension T/k  soit non  ramifiée
et l’extension K/T soit totalement ramifite.  T est appelé le corps  d’inertie
de l’extension K/k.

5) Corps de séries formelles

A tout corps, on peut associer un corps valué complet de séries formelles
de puissances défini de la manière suivante.

Soit k, un corps quelconque. L’ensemble 0 de toutes les séries formelles

a,  + a,t  + . . . + a,t”  + . . . (a, E  ko) (14)

de la variable t est un anneau commutatif, d’unité 1, pour les opérations
habituelles sur les séries de puissances. Cet anneau est sans diviseurs de
zéro et il est facile de voir que ses unit&  sont les séries (14) telles que a,, # 0.
Le corps des fractions de l’anneau f) est appelé le corps des séries formelles
de t ci coeficients  dans le corps k,. On le désignera par k, { t}. De manière
analogue au cas du corps des nombres p-adiques (cf. chap.  Ier,  0 3-3)),  tout
élément 5 # 0 du corps k, { t } s’écrit de manière unique sous la forme

~=tm(Co+Clt+  . . . +c,tn+  . ..). c,,~ko,  co # 0,

où m est un certain entier (positif, négatif ou nul). Posant v(e)  = m pour
5 # 0 et v(0)  = CO,  nous obtenons une valuation Y sur le corps k. { t }
pour laquelle ce corps est complet (comme on le vérifie facilement). L’anneau
de la valuation Y est égal à l’anneau 0 des séries du type (14). On peut
prendre t comme élément premier dans D; puisque deux séries du type (14)
sont congrues modulo t si et seulement si leurs termes constants sont égaux,
nous obtenons que toute classe résiduelle de l’anneau D modulo t contient
un unique représentant appartenant à k,. Ainsi, le corps résiduel X0  du
corps k, {  t }  s’identifie de manière naturelle au corps k,.
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11  est facile de voir que le corps k, {  t }  des séries formelles n’est autre que
le complété du corps k,(t) des fonctions rationnelles pour la valuation corres-
pondant au polynôme irréductible t de l’anneau k,[t] (cf. exercice 7 du
chapitre Ier,  $ 4).

Puisque k, c k, { t }  et k, w C,,  alors la caractéristique du corps des
séries formelles est la même que celle de son corps résiduel. Cette propriété
caractérise les corps de séries formelles parmi tous les corps valués complets.
En effet, si la caractéristique d’un corps valué complet k coïncide avec la
caractéristique de son corps résiduel, on montre qu’il existe dans k un
sous-corps k, dont les éléments forment un système complet de résidus
modulo un élément premier X.  Mais, pour un tel système de résidus, les
opérations sur les séries (3) s’effectuent selon les règles de calcul des séries
entières; cela signifie que k est le corps des séries formelles de x à coefficients
dans k,. Dans le cas général la démonstration de l’existence du sous-corps k,
est assez compliquée et nous ne l’étudierons pas ici.

(Dans les $ 7 et 11, on étudiera deux cas particuliers pour lesquels la
démonstration est facile).

Si ki est une extension du corps kO,  alors il est clair que ki{ t } est une
extension du corps k, {  t };  de plus si kO/kO  est une extension finie, alors
ki { t }/k, {  t }  est aussi finie et de même degré. Un autre moyen de cons-
truire des extensions finies du corps k, {  t } est de plonger isomorphiquement
ce corps dans le corps k, {  u } par t -f un (n  entier naturel). Si nous identifions
le corps k, {  t } à son image par cette application, i. e. si nous posons t = un,
alors k, {  u } est une extension finie de degré n de k, { t }.  Il est clair que
k, { u } s’obtient à partir de k, { t }  par adjonction d’une racine nikme  de t.

Dans le cas des corps de caractéristique 0, toute extension finie du corps
k, { t }  est d’un des deux types considérés ci-dessus. Plus précisément, on a
le résultat suivant :

THÉORÈME 6. - Soit k, un corps de caractéristique zéro. Toute extension
jînie K/k du corps k = k, ( t >  des séries formelles, d’indice de ramification e,
est un sous-corps d’une extension de la forme ki { u }, où ko est une extension

JGie de k, et ue = t.

DÉMONSYRATION.  - Désignons par Ç. et I; respectivement les corps
résiduels des corps k et K, par f le degré résiduel de l’extension K/k et par x
un élément premier du corps K; pour tout entier E E K, nous désignerons
par % la classe résiduelle de 5 dans Xc.  Comme nous l’avons vu, les éléments
du corps forment un système naturel de représentants des classes résiduelles
de C,.  Montrons qu’il existe un sous-corps S du corps K, contenant k, et
qui constitue un système complet de représentants du corps résiduel L.
Puisque toute extension finie d’un corps de caractéristique nulle est mono-
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gène, alors TS  = E,(&  ou  g est une certaine classe du corps résiduel Z.  Dési-
gnons par F le polynôme minimal de l’élément E sur L,.  Remplaçant tous les
coefficients du polynôme F (qui sont des classes résiduelles de &) par les
résidus correspondants appartenant à kO,  nous obtenons un polynôme F de
degréf,  irréductible sur kO,  tel que

F(E)  = 0 (mod x)

F’(E) $0  (mod x).

D’après la remarque 2, fin du point 2),  il existe un élément entier 0 du
corps K tel que ë = e et F(0) = 0. Considérons le sous-corps S = k,(B)
du corps K. Puisque 8 est une racine d’un polynôme irréductible de degré f
à coefficients dans k,,,  alors (S : k,)  = f et tout élément de S s’écrit de
manière unique sous la forme

a, + ule + . . . + uf-lef-l (ai  E kh

Les classes résiduelles modulo x de ces éléments (d’après l’égalité ë = i)
coïncident avec les classes residuelles  &, + a,E  + . . . + üf-l<f--‘.  Mais

- -

puisque Ç = Z@,)  et (Z : &,)  = f, alors ces combinaisons épuisent sans
répétition toutes les classes résiduelles de Ç.  Ainsi, les éléments du corps S
(qui est une extension finie du corps k,)  forment un système complet de
représentants des classes résiduelles de Z.

D’après le théorème 1, le corps K est le corps des séries formelles en x,
à coefficients dans S, i. e. K = S {x  }. Pour démontrer le théorème (sous
une forme plus forte), il suffit de montrer que l’on peut choisir l’élément
premier x parmi les racines de degré e de t. Cependant, il n’est pas toujours
possible de trouver un tel x dans le corps K et il nous faudra considérer une
certaine extension finie ki du corps S des coefficients.

D’après (8) nous avons l’égalité :

t = X=E, (15)

où E est une unité de l’anneau des élements  entiers du corps K. Désignons

par a l’élément de S tel que a = E (mod rc)  et par ki le corps S( vi) (si a = ye
pour un élément y E S, alors ki = S). Le corps des séries formelles
K’ = ki {  x } contient K comme sous-corps et est une extension finie de k.
Montrons qu’il peut s’écrire sous la forme kh {  u }, avec U=  = t. Considé-
rons le polynôme G(X) = Xe  - E.  Puisque dans le corps K’ nous avons

G(y) = 0 (mod x) et G’(Y)  $0 (mod  4,
-

en posant y = qa,  alors il existe dans K’ une unité r)  telle que q - y
(mod x) et qe = P (nous appliquons ici encore la remarque 2 du point 2)).
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Remplaçons maintenant l’élément premier x du corps K’ par I’élement

u = X-I).  Alors, on peut considérer aussi K’ comme le corps des séries for-
melles en u à coefficients dans le corps ki, i. e. K’  = ki ( u } ; par suite,
d’après (15), UC= t. Nous avons terminé la démonstration du théorème 6.

Remarque. - Le théorème 6 n’est pas vrai en général pour des extensions
finies quelconques d’un corps de séries formelles k = k, { t } de caracté-
ristique p # 0. Cependant, il reste vrai, comme il est facile de le voir, pour

des extensions K/k telles que le corps résiduel Z soit séparable sur Z,,
l’indice de ramification e n’étant pas divisible par p.

EXERCICES

1. Une métrique 9 non triviale d’un corps k est dite discrète si 0 est l’unique
point d’accumulation de l’ensemble des valeurs C~(X),  x E k. Démontrer que toute
métrique discrète est liée par la relation (1) a une certaine valuation du corps k.

2. Soient k un corps valué complet, K/k  une extension finie et an . . ., a,,  une
base fondamentale du corps K sur k. Montrer que des éléments

n
e; =

ca$,, q, E  k,
j=l

forment une base fondamentale de K sur k si et seulement si le déterminant det (a,)
est une unité de k.

3. Avec les notations du théorème 4, soit

f C-l

tl=
c c

aijwi7ri (ao  E k)
i=l/=O

un élément quelconque de K. On pose m = min v,(aG).  Montrer que si j. est la
plus petite valeur de l’indice j pour laquelle il existe i = i. tel que vo(ai,J  = m,
alors

v(a) = j.  + em

est une valuation du corps K.

4. Démontrer que tout élément du corps des séries formelles k, { t > qui n’appar -
tient pas à k.  est transcendant sur le corps k,.

5. Sous les hypothèses du théorème 6, montrer que le sous-corps S c K conte-
nant k.  et qui constitue un système complet de représentants des classes résiduelles
du corps K est unique.

6. Soit k. un corps algébriquement clos et de caractéristique nulle. Montrer
que, pour tout entier naturel n, il existe seulement une extension finie de degré n
du corps k = k. { t } des séries formelles a savoir k(v;)  (L’unicité est a comprendre
à un isomorphisme laissant invariants les éléments de k prés).

7. Démontrer que si la caractéristique du corps résiduel C  d’un corps valué
complet K est nulle, alors il existe dans K un sous-corps S qui est un système
complet de représentants des classes résiduelles de X et par suite K = S { x >,
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où x est un élement  premier de l’anneau des éléments entiers du corps K (Pour
la démonstration, utiliser le fait que tout corps peut s’obtenir à partir de son sous-
corps premier par une extension purement transcendante suivie d’une extension
algébrique).

8. Montrer, dans la situation de l’exercice 8, que le sous-corps S est unique si
le corps résiduel C est algébrique sur son sous-corps premier.

9. Soient K un corps valué complet et C son corps résiduel. Démontrer que si Y
est un corps parfait de caractéristique p (dans lequel l’élévation à la puissance p
est un automorphisme), alors il existe dans K un système S N multiplicativement
clos )) unique de représentants des classes résiduelles % E Z, i. e. telles que si a, l3 E S

alors a@ E S (Le représentant a E S de la classe-E  est la limite a = lim aP,‘, où an  est
n-em

le représentant de la classe 4~~“).

10. Conservant les mêmes notations, supposons que C est un corps fini à p/élé-

ments. Démontrer que le polynôme t IJ*  - t se décompose en facteurs linéaires
dans le corps K et que ses racines forment un système S multiplicativement clos
de représentants des classes résiduelles de Z

11. Supposons que le corps K de l’exercice 9 ait la même caractéristique p que
son corps residuel  parfait C.  Demontrer qu’alors le système S multiplicativement
clos de représentants est aussi N additivement clos >)  ce qui entraîne que c’est un
sous-corps du corps K, puisque K = S { x } où x est un élément premier du corps K.

12. Soit K une extension finie d’un corps valué complet k. Supposons que le
corps résiduel C  du corps K est séparable sur le corps résiduel C,  du corps k.
Montrer qu’alors parmi les corps intermédiaires L, k c L c K, qui ne sont pas
ramifiés sur k, il existe un corps maximal T (contenant tous les autres corps inter-
médiaires non ramifiés sur k). Le corps résiduel du corps T coïncide avec C et son
degré (T : k) est égal à (C : C,).

13. Soit f(X) = Xm + ulXm-l  + . . . + a, un polynôme irréductible à coeffi-
cients dans un corps valué complet. Démontrer que si le terme constant a,,, est
entier, alors tous les autres coefficients a,, . . . , a,-, sont aussi entiers.

14. Soit c une racine primitive d’ordre ps de 1 (s > 1). Démontrer que le
corps Q&> est de degré (p - l)psP1 sur le corps 0, des nombres p-adiques.
Démontrer de plus que l’extension Q,,(<)/Q,  est complètement ramifiée.

15. Soit < une racine primitive d’ordre p de 1. Démontrer que

Qp(C)  = QP<"-i%>.
16. Soient k un corps valué complet, Klk une extension finie, C  et C,  les corps

résiduels de K et k respectivement. Démontrer que si l’extension C/&,  est sépa-
rable alors il existe une base fondamentale de K/k  formée de puissances
(i. e. ‘Il = D [0],  8 E  ‘B, où ‘ B et f) sont les anneaux des éléments entiers de K et k).

Indication. - Démontrer que si C  = C,(ë), alors on peut choisir le représen-
tant 0 E 5) tel que f(0) soit un élément premier de ‘B. Ici le polynôme f(t) ED[t]
est tel que f(t) E &[t] soit le polynôme minimal de l’élément 0 E  C.

m

17. Démontrer que dans tout corps valué complet, le produit infini I - I (1  +a”),
tl=l

a, # - 1, converge si et seulement si a, 3 0 pour II 3 CO.
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0 2. - EXTENSIONS FINIES DES CORPS VALUÉS

Soient k un corps muni d’une valuation vp et Klk une extension finie.
L’anneau L)  = 0,  de la valuation vr,  admet une théorie des diviseurs avec
un unique élément premier p. D’après le théorème 1 du chapitre III, 0 5,
la fermeture intégrale a>  de l’anneau D dans le corps K admet une théorie
des diviseurs avec un nombre fini de diviseurs premiers &, . . . , %IJ,,  (qui
divisent tous p).

Soient ‘$3  un de ces diviseurs premiers de l’anneau ‘3  et Kp  le complété
du corps K pour la valuation Y~.  Les éléments de K,  qui sont les limites
d’éléments de k forment un sous-corps isomorphe topologiquement au
complété k, du corps k pour la valuation vp.  D’après le plongement iso-
morphe k, -f Klp,  nous considérerons dans la suite que k, est un sous-corps
du corps K\V.  Soit K = k(a,, . . . , ar).  Les éléments tli E K appartiennent
aussi à K,  puisque étant algébriques sur k ils sont aussi algébriques sur k,.

Par suite, l’extension k, (al, . . ., u,)/kp est finie (et son degré ne dépasse pas
le degré K/k); de plus, d’après le théorème 2 du Q 1, le corps kp(al, . . . , a,)
est complet. Tout élément de KÇ~ est limite d’une suite d’éléments de K;
par suite, d’après l’inclusion K c k, (CQ,  . . . , a,) et le fait que kp(al, . . . , a,)
est complet, alors KV  c kp(al, . . . , a,). L’inclusion inverse étant vraie,
Kp  = k,(a,, . . . . ar).  Nous avons montré ainsi que l’extension Kqplk,  est
finie et

(KV  : kJ <(K : k).

Puisque les corps résiduels des valuations v,.,  et vacoïncident  respectivement
avec les corps résiduels des complétés k, et Kg  (cf. fin du !j  l-l)), le degré
résiduel & du diviseur ‘$3  par rapport à p coïncide avec le degré résiduel
de l’extension K,/k,.  Il est clair également que l’indice de ramification eV
du diviseur $3  par rapport à p coïncide avec l’indice de ramification Kg/k,.
D’après le théorème 5 du $ 1, les nombres fp et ea sont liés au degré

nv = (KV  : kp)

par la relation

Jtvetu  = ng.

Rappelons que nous avons supposé dans ce paragraphe que l’extension Klk
est séparable; sous cette  hypothèse, étudions le lien entre les complétés

KV,,  . . .> KV, du corps K pour tous les prolongements de la valuation vi,.

Soit ol, . . . , o, une base de l’extension. Si pour un élément a E K, dans
la représentation

a= a+,+  . . . +a&, (aj  E k), (1)
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tous les éléments aj sont petits par rapport à p (i. e. petits pour la valuation vP)
alors cet élément est petit par rapport à tout diviseur premier ?l&.  L’inverse
est aussi vrai.

LEMME 1. - Pour tout entier N on peut trouver M tel que si bas 2 M
pour tout s = 1, . . . , m, alors tous les coeficients ai de u dans la décompo-
sition (1) satisfont aux inégalités v,,(aj)  > N.

DÉMONSTRATION. - Soit OF,  . . . . w; la base duale de la base ol, . . . , w,

(cf. appendice 0 2-3)); nous utilisons ici la séparabilité de l’extension K/k.
On a alors

aj  = Trrcjk  (auj*)  = Tr auj*.

Désignons par e,  l’indice de ramification de ‘&  par rapport à p et par p
un élément premier de l’anneau 0,  de la valuation vp,  tel que e, = ai,.

Posons

M = max (e,N  - ~C~~(OT)).
hi

Si maintenant nous supposons vs-&)  > M pour tout s, alors, pour tout j,
nous aurons

VFP,(Q$)  3 e,N = QB(P%

ce qui signifie CX$ = pNy,  avec V~,(Y)  > 0 (1 < s G m). D’après le théo-

rème 6 du chapitre III, 9 4, l’élément y appartient à la fermeture intégrale
de l’anneau Q, dans le corps K; par suite Tr y EQ,,  i. e. Y+, (Tr y) 2 0, d’où

vp(uj)  = vp  (Tr (cw; 1) = +(pN  Tr Y)  > N,

et le lemme 1 est démontré.

COROLLAIRE. - Soit { ak  } une suite d’éléments du corps K qui est de
Cauchy pour tout diviseur premier ‘ps.  Alors toutes les suites 1 ay’  ;?SI,
déjînies par les décompositions

mk = alk)al  + . . . + aik’a, (ay’  E  k),

sont de Cauchy pour p.
Considérons maintenant tous les complétés Kqg,,  . . . , Kqm du corps K

pour tous les diviseurs premiers !&, . . . , Fpm  et formons la somme directe
Kro,  @  . . . @  KV~,  que nous désignerons par K,. Les éléments de cette

somme directe sont les suites 5 = (&, . . . , &,,)  où Fi  E Kq,,  i = 1, 2, . . . , m;

l’addition et la multiplication de ces suites sont définies composante par
composante. Ainsi K, est muni d’une structure d’anneau. Pour tout y E kp,
posons

Y& * * *, Lx)  = (YSI>  * * . > m;
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l’anneau K, devient ainsi un espace vectoriel sur le corps k,. Si nous dési-
gnons par n, le degré de Kns  sur k,, la dimension de l’espace K, sur k, est
égale à

n, + . . . + n,. (2)

On peut définir de manière naturelle une notion de convergence dans

l’anneau K,. Nous dirons que la suite 1 (El’,  . . . , ESC’) fzE1  converge vers

un élément (E,,  . . . , 5,) si pour tout s la suite f &@  [ converge vers E,  dans
le corps Kns.  Il est facile de voir que la multiplication par les élements  de k,
est continue pour cette notion de convergence, i. e. si

y = lim y@), yck)  E  k, et 5. = lim c(k),  E(k)  E K
k+m

PT
k-fa

alors
lim $k)E(k)  = y&

k-em

Définissons maintenant une application K -+ K, en posant
h
a=(a, . . ..a)~Kr. aEK.

Puisque K c Knps  pour tout s, la suite (a, . . . , a) est bien un élément de K,.

Il est clair que l’application a --+  0;  définit un isomorphisme du corps K

dans l’anneau K,; nous désignerons par I? l’image du corps K par cet
isomorphisme.

Pour éviter une confusion, remarquons que les composantes du produit

yO;=  (ya, . . . , yah YEk,

ne sont pas identiques, comme on pourrait le croire. En effet, le produit ya
peut avoir des valeurs différentes dans les différents corps KV,,  même si ya E  k,.

THÉORÈME l.- Siw,, . . . . w, est une base d’une extension séparable Klk,

alors gI, . . . , ô,  forment une base de l’anneau K, comme espace vectoriel
sur k,.

DÉMONSTRATION. - Montrons tout d’abord que K est partout dense dans

Kp,  i. e. que tout élément de Kp est limite d’une suite d’éléments de K*
Soit t = (&, . . . , &J  un élément quelconque de K,, E,  E KnP,  (s = 1, . . . m).
Puisque K est partout dense dans Kn$,  pour tout entier naturel k il existe

un élément ark’  E K tel que ~n~(&  - aik))  > k. D’après le théorème 4 du

chapitre III, Q 4, il existe dans le corps K un élément ack)  tel que

vrp,(aik’  - atk’)  > k
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pourtouts= 1, . . . . m. Nous avons, pour cet élément c&),

Y&,  - dk))  2 k (s=  1, . . . m);

ainsi, la suite { a }TsO  d’éléments de K converge vers l’élément E dans*(k)

l’anneau K,.
Représentons chacun des éléments c#) sous la forme

a(k) = a:k’w,  + . . . + u:kLn, dk) E kJ *

Puisque la suite a(k)  est de Cauchy pour chacun des diviseurs premier; ‘$,

alors, d’après le corollaire du lemme 1, chacune des suites f aJ!k’  {zsl  est
une suite de Cauchy pour p et par suite converge dans k,. Posons

yj = lim @’ (j= 1 ). . .>  n).
k+m

Puisque pour tout a E k c k, et pour tout g E K, on a

Clt=Z& (4)
alors

~k+-~)+$p~.

j=l j=l

Passant à la limite dans cette égalité pour k + CO et tenant compte de (3),
nous obtenons

”

k = lim Gk =
c

yjWj*
k+m

j=l

Ainsi, les éléments Wj  forment un système de générateurs de l’espace vecto-
riel K,. 11 reste à vérifier qu’ils sont linéairement indépendants sur k,.
Supposons

y101  + . . * + Ynk! = 0, yi E b

Puisque k est dense dans k,,  alors yj = lim ay),  avec ay’  E k. Posons
k+m

CC(~)  = ~;~)a,  + . . . + ~:~)a,  E K.

On a alors

lim 2(k)
k+m

= il\  CUj”‘G=  xyjW,=Oe
i i

Cela signifie que la suite { a(k)  } est nulle par rapport à tous les diviseurs
premiersCp,(s=  1, . . . . m). Mais alors, d’après le corollaire du lemme 1,
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toutes les suites 1 a?’  1 du corps k convergent vers 0 par rapport à p et cela
signifie

Y 1  =  0, . . .> yn =  0 .

La démonstration du théorème 1 est terminée.

Remarque. - En termes de produit tensoriel d’algèbres, le théorème 1
signifie que l’algèbre K, sur le corps kP  est isomorphe au produit tenso-
rie1  K@k kP,  i. e. peut s’obtenir (comme algèbre sur k) par extension à k,
du corps de base k.

D’après ce qui précède, la dimension de l’espace vectoriel K, sur k, est
égale à n = (K : k). D’autre part, cette dimension est égale à la somme (2).
Rapprochant ce résultat de l’égalité n, = nnp,  = ensfFps,  nous obtenons donc

(Fp  parcourt tous les diviseurs premiers de l’anneau ‘II).  Ceci constitue une
nouvelle démonstration du théorème 7 du chapitre III, Q 5.

THÉORÈME  2. - Désignons par cp(X)  le polynôme caractéristique d’un élé-
ment a E  K pour l’extension séparable Klk et par cp~(X)  son polynôme carac-
téristique pour l’extension Kn/k,. Alors on a

DÉMONSTRATION . - Considérons, dans l’espace vectoriel K,, la transfor-

mation linéaire 5 --+;t  (5 E Kp).
n

Si atik  =
c

ak[aj, ak/  E k, nous avons aUSSi,  d’après (A),
I=l

Ainsi, le polynôme caractéristique de la transformation considérée est égal
au polynôme  caractéristique de la matrice (a& i. e. est égal à v(X).  Consi-
dérons maintenant dans K, une autre base (sur k,,).  Soit psj (j = 1, . . . , n,)

une base de l’extension KnJk,,  (s = 1, . . . , m). Si nous désignons par psj

l’élément de KP dont la composantes ieme  est égale à psj et toutes les autres
nulles, alors, l’ensemble des éléments

p,(S=l,  . . . . m; j=l, . . . . nJ (5)
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constitue une nouvelle base de l’anneau K, (sur kp).  Posons

“ s

@sj = cYjlPsj, y;’  Ekp  ;
I=I

ainsi C~V,(X)  est le polynôme caractéristique de la matrice (y$‘).  Il est facile

maintenant de voir que la matrice de la transformation linéaire 5 -+ a t

dans la base (5) est une matrice diagonale par blocs, avec les blocs (y;))
sur la diagonale principale. Cela démontre le théorème 2.

Pour tout élément tc  E K, introduisons les notions de norme locale NV(a)
et de trace locale Tr@ (a) :

Nda) = NK~/+,(~), Trd4  = %cp,kpb).

Les formules suivantes sont des conséquences évidentes du théorème 2 :

NK//&)  = j+‘vb>, -h/k(d  =
c Trda). (6)

‘PIP @lP

La première de ces formules, réunie à l’égalité (13) du 0 1, nous donne la
relation

~p@k/kb))  = ~f@&h (7)
<plP

qui a déjà été obtenue, par un autre procédé dans le chapitre III, 0 5.

THÉORÈME  3. - Choisissons dans le corps K (séparable sur k) un élément
primitif0  tel que K = k(O)  et désignons par C~(X)  son polynôme minimal sur k.
Tous les diviseurs premiers (PI, . . . , ‘p, du corps K qui divisent p sont en corres-
pondance biunivoque avec les facteurs de la décomposition

m = TdW * * ’ cpmm

du polynome C~(X)  en facteurs irréductibles dans panneau  k,[X]. Pour tout
diviseur premier !&,  le polynôme <PS(X)  qui lui correspond coïncide avec le
polynôme minimal de l’élément 0 E  KpS  sur le corps kp.

DÉMONSTRATION. - D’après le théorème 2, le polynôme caractéris-
tique C~(X)  de 8 pour I’extension K/k est égal au produit cp&X)  . . . y*(X)
où &X)  est le polynôme caractéristique de 0 pour l’extension KpS/kp.  Le

facteur vs(X)  est ainsi défini de manière unique par le diviseur premier !&.
Mais, comme nous l’avons vu au début de ce point, KpS  = k&O),  f3 E  K c KFPS;

par suite, chacun des polynômes vs(X)  est irréductible sur kp  et le thtorème
est démontré.
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Remarque. - Soit D un anneau quelconque (de corps des fractions k)
admettant une théorie des diviseurs et soit p un des diviseurs premiers de
l’anneau 0. Pour toute extension séparable finie, le théorème 3 donne la
description de tous les diviseurs premiers !JI  de la fermeture intégrale a>  de
l’anneau D dans K qui divisent p (plus précisément, ce théorème donne leur
nombre m et la valeur des produits e&p).

0 3. - DÉCOMPOSITION
DES POLYNOMES EN FACTEURS

DANS UN CORPS VALUÉ COMPLET

En liaison avec le théorème 3 du 0 2, il est important d’étudier la décom-
position des polynômes en facteurs irréductibles dans un corps valué complet.
Nous montrerons dans ce paragraphe que, dans un tels corps, la décompo-
sition d’un polynôme à coefficients entiers est complètement définie par sa
décomposition modulo une certaine puissance d’un nombre premier.

LEMME. - Soient D un sous-anneau d’un corps quelconque k et g(X)
et h(X) des polynômes respectivement de degrés m et n à coeficients dans 0.
Si le résultant p = R(g, h) de ces polynômes est non nul, alors, pour tout
polynôme Z(X) E Di3[x]  de degré < m + n - 1, il existe dans l’anneau D[x]
des polynômes C~(X)  et q(X)  de degrés < n - 1 et < m - 1 respectivement
tels que

P~W  = g(X) C~(X)  + h(X)  WO (1)

DEMONSTRATION.  - Posons

h(X) = sbiX.‘,
i =O i=O

??I+n-1

l(X)  = 2  qXm+n-1-i

i = o

n - 1 m-1

Cp(X)  = CUiXnml-j (J(X)  = CViXm-l-i.

i =O i=O

Pour déterminer les m + n coefficients inconnus uo,  . . . , u,,-~;  vo,  . . . , vmal,
nous égalerons dans l’égalité (1) les coefficients des puissances égales de X.
Nous obtenons ainsi un système de m + n équations :

c w,  + 2 b,v,  = pci (i = 0, 1, . . . , m + n - 1).
r+s=i rfs=i
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Le determinant de ce système est égal à

(2)a, a,-, a, b,  b,-, b,

n m

(les termes non précisés sont nuls), i. e. est égal au résultant p = R(g,  h).
Par hypothèse p # 0 et par suite le système admet une solution (unique)
et puisque tous les éléments pci  sont divisibles par p, les valeurs des incon-
nues ui  et Vi appartiennent à l’anneau D. Le lemme est démontré.

Soient maintenant k un corps complet pour une valuation Y, n l’anneau
des éléments entiers de k et x un élément premier de Do.  Deux polynômesf(X)
et SI(X)  de l’anneau D[X]  sont dits congrus modulo -rck  et nous écrirons
f(X) =fi(X)  (mod xk), si les coefficients des mêmes puissances de X dans
ces polynômes sont congrus modulo rck.

THÉORÈME 1. - Soitf(X)  E  D[X] un polynôme de degré m + n ; supposons
qu’il existe des polynômes go(X)  et h,(X), de degrés m et n respectivement,
tels que : 10  les coeficients dominants des polynômes f et go h,  sont égaux;
20 le résultant R(g,,  hJ est différent de 0; 30 si v(R(go,  ho))  = r, alors

f(X) = go(X)  h,(X) (mod++l). (3)
Alors il existe dans D[X] des polynômes g(X) et h(X) de degrés respectif m
et n tels que

f(X) = g(X) h(X),
g(X) = go(X), h(X) = h,,(X) (mod xr + l),

les coeficients  dominants de g(X) et h(X) étant égaux respectivement aux
coe#icients  dominants de g,,(X) et ho(X).

DÉMONSTRATION. - Pour tout k > 1, nous allons construire par récur-
rence des polynômes f&  E D[X]  de degré < m - 1 et Gk  E 0[X] de degré
Gn- 1 tels que les polynômes

gk  =  go  +  X’+‘%  +  * .  .  +  nr+kpk,

hk  = ho + ?~‘+l$~  + . . . + X’+k+k
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vérifient la congruence

f = gkhk  (mod X~~+~+I). (4)

SUppOSOns  que l’on a déjà construit des polynômes  ‘pl, . . . ,v&..l  et dcl,  . . . , +k-l
possédant les propriétés ci-dessus, d’où

f = &-1 hk-l  + Xartkl, (5)

avec 1(X)  ED[~].  Les polynômes g, et gk-1 d’une part, h, et hk-l  d’autre
part ont des coefficients dominants égaux; par suite, d’après la première
condition, I(X) est de degré < m + n - 1. De plus, g&1 = g,, hk-l = h,
(mod X~+I).  Ainsi,

Rhl, hkd = Wg,,  ho)  (mod  n’+*),

d’où v(R(gkP1,  hk-l))  = r.  D’après le lemme,  il existe dans l’anneau D[X]
des polynômes vk et +k de degrés respectifs < m - 1 et < n - 1 tels que

Xrl = gk-l+k  + h-CW (6)

Montrons que qk  et +k satisfont aux conditions demandées. Puisque

gk  = 8k-1+  Xrfkqk, hk  = hk-=  + X’+k$k

alors, d’après (5) et (6)

f - gkhk  = Xer+kl  - X’+k(gk-&k  + h/&fJgk)  - ++2k#k’pk

d’où la congruence (4) (puisque 2k 3 k + 1).
Considérons maintenant dans O[x]  les polynômes

g(x)  =  go +  -$f+k’pk.

CO

h(X) = ho  f
c

nr+k
+k

k=l k=l

dont les coefficients (en dehors des coefficients dominants) sont des sommes
de Séries  convergentes. Puisque g = gk et h = hk  (mod ~?+~+l),  alors

d’où, d’après (4),

gh = gkhk  (mod I?+~+I),

f = gh (mod ZTC*+~+~).

Cette dernière congruence étant vraie pour tout k on a f = gh et le théorème 1
est démontré.

BoFlEvITcH 20
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Remarque. - II  résulte facilement de la démonstration du théorème 1 que
si g, et h,  satisfont, à la place de la condition (3),  à lacondition f = g,h,
(mod TF),  s > 2r + 1, alors on peut choisir g et h tels que

g =go, h = ho  (modx”-‘).

Considérons un cas particulier très important du théorème 1.
Un polynômef(X)  E D[X]  est dit primitif si un au moins de ses coefficients

est une unité de 0. Soit Z le corps résiduel de l’anneau D modulo l’élément
premier x. Remplaçant dans le polynômefE  D[X]  chaque coefficient par sa

classe résiduelle nous obtenons un polynôme f à coefficient dans Z. Suppo-
sons que f admet dans l’anneau X[X]  une décomposition

- -
f= goho, (7)

en facteurs go et ho premiers entre eux. On peut bien entendu choisir les
polynômes f.  et go de l’anneau B[X]  tels que le degré de go soit égal

au degré de go et tels que les degrés et les coefficients dominants des poly-
nômes f et go ho soient égaux. Considérons le résultant R(go,  hJ des poly-
nômes go et ho, i. e. le déterminant du type (2). Remplaçant dans ce déter-
minant chaque élément par sa classe résiduelle modulo x, nous obtenons
un déterminant égal au résultant R(go,  ho)  des polynômes go et ho  (il se peut
que le coefficient dominant de ho soit nul). Le résultant R(i,,  ho)  est non nul
puisque, d’après le choix de go,  le coefficient dominant de 8, est non nul
et que, par hypothèse, les polynômes 8,  et 5, sont premiers entre eux (rap-
pelons que, pour deux polynômes de coefficients dominants quelconques,
le résultant est nul si et seulement si ces polynômes ont un facteur commun
ou si leurs coefficients dominants sont tous deux nuls). Ainsi, R(g,,  ho)  g 0
(mod x), i. e. v(R(g,,  ho))  = r = 0; d’autre part, l’égalité (7) équivaut à la
congruence f = go  ho  (mod x). Nous voyons donc que toutes les hypothèses
du théorème 1 sont satisfaites pour go et ho (et r = 0); par suite, on a établi
le théorème suivant.

THÉORÈME 2 (lemme de Hensel). - Soit f(X) un polynôme primitif à
coeficients dans l’anneau D des éléments entiers d’un corps valué complet
et soit Z le corps résiduel de D modula  un élément premier. Si le polynôme
7~ X[X]  admet la décomposition

T=goho (go, ho E 0 [Xl)

avec 8, et ho premiers entre eux, alors il existe dans D[X] des polynômes g et h
tels que

f(X)  = g(X) h(X),

avec g=  8,, X = ho et g et i. de même degré.
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Nous pouvons maintenant, en utilisant le théorème 1, résoudre le pro-
blème de la décomposition d’un polynôme à coefficients dans un corps valué
complet en facteurs irréductibles. Limitons-nous au cas des polynômesf(X)
à coefficients entiers et de coefficient dominant 1 (si le coefficient dominant
d’un polynôme de CI[x]  de degré n est égal à a, nous pouvons multiplier
ce polynôme par un-l  et prendre aX  pour nouvelle variable). Puisque le
théorème classique de Gauss, sur la décomposition des polynômes à coeffi-
cients entiers, est valable dans l’anneau D[X],  alors, tous les diviseurs irré-
ductibles des polynômesf(X)  de coefficient dominant égal à 1 appartiennent
aussi à l’anneau D[X].

Si le polynôme f(X) n’a pas de racines multiples (dans les extensions
finies du corps k), son discriminant D(f) = f R(f, f’) n’est pas nul.
Soit d = v(D(f))  et supposons que dans l’anneau n[X] on ait la congruence

f-cplyz  . . . rpm  (mod&+l), (8)

les coefficients dominants des polynômes (ps  (et def ) étant égaux à 1. Posons
h,  = ‘91 . . . ‘~m. Puisque le discriminant d’un produit de deux polynômes
est donné par la formule

D(d4  = D(v)  WI R(cp, Wv

à partir de D(f) = D(cp,hJ  (mod rrdS-l),  i. e. v(D(cp&,))  = d, on obtient
d 2 2r avec r = v(R(cp,,  h,)). D’après le théorème 1 (cf. la remarque qui
suit la démonstration) il existe dans l’anneau n[X] des polynômes gl(X)
et fi(X) tels que f = g,fi  et fi 3 ‘pz  . . . qrn  (mod Xd-‘+l).  Mais

d-r>d-2r>d,=v(D(f,));

c’est pourquoi on obtient de manière analogue la décomposi-
tionf,  = g,f,,  etc... Finalement, nous obtenons la décomposition

f(X)  = g1m * . - &?@> (9)

dans laquelle chaque polynôme g, E I)[X]  a le même degré que ‘ps.
Si la décomposition (8) a été choisie avec m le plus grand possible, alors

tous les polynômes g, sont irréductibles sur le corps k et nous obtenons le
résultat suivant.

\ THÉORÈME 3. - Si on choisit une décomposition (8) du polynôme f(X)
modulo xd+l  pour laquelle m est maximum, alors la décomposition de f en
facteurs irreductibles  dans k est de la forme (9), chacun des polynômes gs
étant de même degré que le polynôme ‘pJ correspondant.

Signalons le cas particulier du théorème 3 qui correspond à d = 0,
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i. e. D(f) est une unité de D.  Dans ce cas, la décomposition (8) (par passage
au corps résiduel Z) coïncide avec la décomposition

y= q1  . . . Frn WY
en facteurs irréductibles dans l’anneau X[X].  Nous pouvons énoncer :

COROLLAIRE. - Soit f(X) E O[X]  un polynôme dont le discriminant D(f)
est une unité de l’anneau D. Si la décomposition de f en facteurs irréductibles
dans  X[X]  est de la forme (lO),  alors il existe dans D[X] des polynômes
g1,  *. *, g,, irréductibles sur k, tels quef = g, . . . g,  et& = &, . . . ,&, = Cp.,,.

Ce résultat découle aussi directement du théorème 2.

EXERCICES

1. Soient k un corps valué complet, K/k  une extension séparable d’indice de
ramification e, 0 et ‘ B les anneaux des éléments entiers des corps k et K respecti-
vement, rr,  et x des éléments premiers de chacun de ces anneaux. Démontrer que
si un élément a E 9 est divisible par TC, alors Tr K,k(a)  est divisible par x,,.  En déduire
que TrKlk(xl-e9)  c X).  Répétant les arguments des exercices 12 et 16 du $ 2
chapitre II, démontrer que, si e > 1, pour tout élément tl E a> de polynôme carac-
téristique f(r), la valeur f’(0) est divisible par x.

2. Soient k une extension finie du corps des nombres p-adiques, e son indice
de ramification sur Q, et x un élément premier du corps k. Supposons que k
contient une racine primitive d’ordre p de 1 d’où e divisible par p - 1 (exercice 14
du 0 1). Démontrer que tout entier a E k congru à 1 modulo X~+I,  où

P -  1m=P=ps=e+s
pe

est une puissance piéme  d’un certain élément de k  (Utiliser le fait que si
p = 1 + rF+ky (y entier), k > s, p = rr‘%-i,  alors p = (1 + xky~)p  (mo d+fk+l).
Appliquer ensuite l’exercice 17 du 8 1).

3. Sous les hypothéses de l’exercice 2, supposons que l’entier a est congru a 1
modulo TP  mais n’est pas une puissance p teme  d’un élément de k. Démontrer
qu’alors k(&)/k est une extension non ramifiée de degré p (Trouver le polynôme
caractéristique f(t) de l’élément y = x-s<qa  - 1) et établir que f’(0) est une
unité; appliquer alors le dernier résultat de l’exercice 1).

4. Conservant les hypothéses de l’exercice 2, supposons que l’entier a E k satis-

fait aux conditions : a = 1 (modxk),  a + 1 (modxhfi), (h,p) = 1, h < m = A-
P - 1

Démontrer qu’alors a n’est pas la puissance pieme  d’un élément de k et que l’exten-
sion k(qL)/k  est complètement ramifié (Considérer l’exposant avec lequel l’élé-

P-l

ment premier du corps k($%)  figure dans la différence 1 - a = r1(1 - rqm
i=O

où < est une racine primitive d’ordre p de 1).
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5 4. - LES MÉTRIQUES
D’UN CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

1) Description des métriques

Dans le chapitre premier, § 4-2),  nous avons montré que tous les complétés
possibles du corps Q des nombres rationnels sont les corps Qp de nombres
p-adiques et le corps Q, = R des nombres réels. Nous allons maintenant
résoudre cette question pour un corps quelconque k de nombres aIgébriques.
En accord avec le début du 5 1, à tout diviseur premier p du corps k corres-
pond un complété p-adique k,, i. e. un complété pour la métrique F~(AT)=  p”@’
x E k (0 < p < 1). La métrique ‘pp est appelée une métrique p-adique du
corps k. Pour étudier tous les complétés possibles du corps k, il nous faut
expliciter, en dehors des métriques p-adiques, toutes les autres métriques
des corps de nombres algébriques.

Soit ‘p  une métrique non triviale quelconque d’un corps k de nombres
algébriques. Prenant la restriction au corps des nombres rationnels, nous
obtenons une métrique cpO du corps Q; montrons tout d’abord que la
métrique ‘pO est aussi non triviale. Choisissons dans k une base quelconque
01,  f. -, w,  sur Q. Pour tout 4 = a,o, + . . . + a,~,,  (ai E Q), nous avons

Tm  G cpO(~l)  cpw  + . . * + %&n)  CpbJ.

Si la métrique cpO était triviale, alors, puisque @(ai)  < 1, on aurait l’iné-
galité

‘p  63  G -J$ (4
i=l

pour tout E,  E k. Mais cela est impossible puisque l’ensemble des valeurs
d’une métrique non triviale n’est pas borné.

D’après le théorème 3 du chapitre premier, 0 4, la métrique ‘p,,  est égale,
soit à une métrique p-adique ‘pr,(x)  = p”@,  0 < p < 1, soit à une métrique
1 x Ip,  0 < p < 1 (x E 0).  Considérons tout d’abord le premier cas et
désignons par (3,  l’anneau des nombres rationnels p-entiers (i. e. l’anneau
de la valuation vP)  et par ‘BP sa fermeture integrale dans k. Si wl, . . . , o,
est une base fondamentale du corps k, alors tout a E ‘BP s’écrit

a = a,w, + . . . + a,w,

à coefficients ai E DP.  Mais q,(ai) < 1, d’où

9(a)  G $dfd

i=l
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et puisque, avec a, toutes les puissances ak  (k > 0) appartiennent aussi à BP,
alors cp(a)  < 1. 11  en résulte facilement maintenant que (p(c) = 1 pour toute
unité E de l’anneau ap. D’après le théorème 7 du chapitre III, 0 7, tout
nombre t # 0 de k s’écrit de manière unique

(1)
\ . Iou E est une umte  de ‘BP et x1,  . . . , x, un système fixé d’éléments premiers

deux à deux non associés (le nombre 4 E BP  si et seulement si ki 2 0). Si
Cp(Xi)  = 1 pour tout i, alors cp(k)  serait égal à 1 pour tout 5 # 0, ce qui
contredit la non-trivialité de 6. Supposons que q(xi)  < 1 et q(xj)  < 1 pour
deux indices i et j distincts. Soient k et I des entiers naturels tels que ;

dxilk  + dxj>’  < 1.

Les nombres T$  et r$  sont premiers entre eux dans l’anneau ‘JJ,;  par suite,

d’après le lemme 2 du chapitre III, 0 6, il existe des éléments a et p de BP
tels que

Mais alors

1 = dl)  G dal ddk  +  dP)  dxj>’ G ddk  +  Ptrrj)’  < 17

et nous avons obtenu de nouveau une contradiction. Ainsi, il existe seule-
ment un élément premier xi tel que Cp@i)  < 1. Désignons par p et vp  le divi-
seur premier et la valuation qui lui correspondent. Puisque dans la décom-
position (l), l’exposant k est égal à Y&)  alors, désignant par p1 la valeur
y(~;),  nous aurons :

<p(S)  = p:p”‘. (2)

Faisant 5 = p,  nous obtenons p = p:, où e est l’indice de ramification du
diviseur premier p. La formule (2) ainsi obtenue montre que la métrique ‘p
coïncide avec la métrique p-adique ‘pp qui correspond au diviseur premier p.

Étudions maintenant le cas où <P,,(X)  = 1 x Ip,  0 < p < 1 (x E Q).
Le complété du corps Q pour la métrique 1 x (p  est, comme nous le savons,

le corps des nombres réels (quel que soit p). Nous le désignerons par Q,
comme dans le chapitre premier, 4 7-2). Le prolongement de la métrique
1 x Ip,  x E Q au corps 0,  est, bien entendu, la métrique 1 GC  Ip,  a E 0,.

Adjoignant au corps Q co  le nombre 2/--  1, nous obtenons le corps C
des nombres complexes. Montrons que la métrique 1 a [p  du corps Q,
se prolonge de manière unique au corps C en la métrique 1 t Ip,  où 1 k 1
désigne le module du nombre complexe t. Soit + un tel prolongement.
Alors +(5)  = 1 pour tout E E C dès que 1 E 1 = 1. En effet, dans le cas
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contraire, il existerait un nombre complexe k tel que 1 5 1 = 1 et #(E)  > 1;
choisissant un entier naturel quelconque n et posant 5”  = cz  + pi (a, @  E Q ,),
nous obtiendrions

443 G Na) + 449  44) G 1 + 449,

puisque +(a) = 1 (a p < 1 et de même G(p) < 1. Mais cela est impossible
puisque J/(<)n  > 1 + 4(i)  pour n assez grand. Soit maintenant E # 0 un

nombre complexe quelconque. D’après ce qui précède, + 2
( 1IEI

= 1; par

suite,

ME)  = 44  5 1) = I cl  Ip,

ce qu’il fallait démontrer.
Tout corps k de nombres algébriques de degré n = s + 2t (cf. chap.  II,

9 3-l)) admet n isomorphismes distincts dans le corps C des nombres
complexes ($ réels et t couples d’isomorphismes complexes). Soit (r l’un
d’entre eux. Si pour tout 5 E k nous posons

cp&) = I 43  IP>

la fonction p,, est une métrique du corps k et par suite C~~(X)  = ) x 1~  pour
x E Q. Si Q  et 6 sont des isomorphismes conjugués, alors

I 49 I = 13 I = I 44 Iv

et par suite les métriques (pO  et <PG  correspondantes coïncident. Nous avons
ainsi mis en évidence s + t métriques du corps k qui coïncident sur Q avec
la métrique ) x Ip.

Soit maintenant ‘p  une métrique quelconque du corps k qui coïncide sur Q

avec la métrique 1 x 1 p. Soit F l’unique prolongement de ‘p  au corps kV  complété

du corps k pour la métrique r+  Il est clair que l’adhérence Q du corps des
nombres rationnels dans E,  est topologiquement isomorphe au corps Q,
des nombres réels. Si on désigne par o l’isomorphisme topologique (unique)
de Q sur Q,,  pour tout y E Q, on aura%(y)  = 1 ~(y)  1~.  Soit 0 un élément
primitif de k, i. e. k = Q(0), et désignons par f(X) le polynôme minimal
de 0 sur 0.  Le polynôme f(X) se décompose dans le corps des nombres
réels en s facteurs linéaires et t facteurs du second degré. Par suite, dans le
corps Q, on a la décomposition

f(X) = (X - e,>  . . . (x  - es)  (x2 + hx + 43 . . . (xz + ptx  + d.

Puisquef(0)  = 0, 0 est racine de l’un de ces facteurs.

Supposons tout d’abord que e = ei. Puisque 8 E Q et k = Q(0) c 0,



312 THÉORIE DES NOMBRES

l’isomorphisme cr  : 6 + Q, induit sur k un isomorphisme c : k + C;
par suite, si E E k, on a

FG)  = im = I 45)  Ip*

La métrique ‘p  coïncide ainsi avec ya.  De plus, on voit que, dans ce cas,
k, = Q,  i. e. le complété kP  est topologiquement isomorphe au corps des
nombres réels.

Supposons maintenant que f3  est racine d’un des trinômes du second degré.
Dans ce cas, (Q(0)  : Q) = 2 et par suite l’isomorphisme Q : Q + Q ,,,  est
prolongeable (de deux manières) en un isomorphisme c : Q(0)  -f C. Le
plongement Q  : k -f C induit par cet isomorphisme est bien entendu un iso-
morphisme complexe de k dans le corps C des nombres complexes. D’après
ce qu’on a vu, il existe une seule métrique sur C qui coïncide sur Q, avec
la métrique 1 o! 10,  à savoir 1 q Ip,  ? E C. Ainsi, pour tout 5 E k, nous aurons

cp(E) = cp(E) = I 45)  lp,
i. e. ‘p  = ‘p,,, pour l’isomorphisme complexe o; le corps &,  (égal à Q(0)) est
topologiquement isomorphe au corps de tous les nombres complexes.

Nous avons démontré le théorème suivant.

THÉORÈME 1. - Toute métrique non triviale <p  d’un corps k de nombres algé-
briques de degré n = s + 2t cofncide,  soit avec une métrique p-adique

<pp(E)  = P”p’s’, O<p<l,  EEk,

correspondant à un certain diviseur premier p,  soit avec une des s + t métriques
de la forme

%J(E)  = I a Ip, O<p<l,  Eck,

où D est un isomorphisme du corps k dans le corps C des nombres complexes.

DÉFINITION.  - Le complété k, d’un corps k de nombres algébriques pour
la métrique ‘pp est appelé un corps de nombres p-adiques.

Il résulte du théorème 1 que tous les complétés possibles du corps k
(de nombres algébriques) sont épuisés par les corps de nombres p-adiques,
le corps des nombres réels (pour s > 0) et le corps des nombres complexes
(pour t > 0).

Pour souligner l’analogie entre les metriques  <pP  et ‘p-  pour un corps k de
nombres algébriques de degré n = s + 2t, nous considérerons s + t = r (nou-
veaux objets psw,  . . ., pr,co appelés diviseurs premiers infinis qui sont en
correspondance biunivoque avec les métriques du type ‘p=. Les diviseurs
premiers habituels sont alors appelés diviseurs premiers jïnis.  Un diviseur



MÉTHODE LOCALE 313

premier infini pi,a, correspondant à une métrique ‘p.  est dit réel si l’isomor-
phisme cx  est réel et complexe si l’isomorphisme G est complexe.

Dans le cas du corps Q des nombres rationnels, il existe un seul diviseur
premier infini pm (réel), que nous avons considéré déjà dans le chapitre
premier, 0 7-2) et avons désigné par le symbole ~0.  Tous les diviseurs pre-
miers pl, . . . , pn, du corps k qui correspondent au prolongement à k de la
valuation p-adique vp  divisent le nombre p (que nous pouvons considérer
comme un diviseur du corps 0).  Par analogie, on dira que les diviseurs
premiers infinis pl,m,  . . . , p,,m divisent p.,,  puisque les métriques corres-
pondantes sont les prolongements de la métrique 1 x 1~  du corps des nombres
rationnels.

Dans le cas considéré ici de l’extension k/Q  et du nombre premier ration-
nel p, l’anneau K, introduit au 0 2 coïncide avec l’anneau kp des suites

(El, . . . > 5,) où & E kpi. La dimension de l’anneau k, considéré comme un
espace vectoriel sur le corps Qp des nombres p-adiques est égal à n = (k : Q)
(théorème 1 du Q 2). L’analogue de cette notion pour le diviseur premier
infini p co  est l’anneau kp m des suites (&, . . . , 4,,  &+l, . . . , &+J, où Ei
(1 < i < s) appartient au corps des nombres réels et [s+j  (1 < j < t) au
corps des nombres complexes. L’anneau kPm  étant un espace vectoriel de
dimension n = (k : Q) sur le corps 0, des nombres réels coïncide donc
avec l’anneau !Z~J, étudié au chapitre II, qui s’est avéré un instrument essentiel
dans l’étude du groupe des unités et des classes de modules du corps k de
nombres algébriques. L’anneau kp ~ jouera aussi un rôle important dans le
chapitre V, 0 1.

2) Relations entre métriques

Pour tout diviseur premier p (fini ou infini) du corps k introduisons la
notion de métrique normée ‘pp, définie par un choix explicite du nombre p.
Si p est un diviseur premier fini, nous définirons la métrique normée ‘pp
par l’égalité

où N(p) est la norme du diviseur p. Si p est un diviseur infini réel corres-
pondant à un isomorphisme réel c : k -+ C, nous poserons

‘p,,(E)  = l 43 1, 5 E k.

Enfin, si p est un diviseur premier infini complexe correspondant aux iso-
morphismes complexes conjugués o et 0,  nous définirons la métrique nor-
mée <pp  par la formule
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Dans ce dernier cas, remarquons que la fonction 1 G(E)  l2 n’est pas, à vrai
dire, une métrique au sens de la définition du chapitre premier, fj  4-1)
puisqu’elle ne satisfait pas à l’inégalité triangulaire. Pourtant, cette fonction,
étant le carré d’une métrique, peut être utilisée pour définir une notion de
convergence sur le corps k et nous la mettrons sur le même plan que les
métriques.

Pour tout 5 # 0,E  E k, il n’existe qu’un nombre fini de diviseurs premiers p
tels que (p&)  # 1. Cela nous permet de donner un sens au produit formel

infini I I‘ppm.
P

THÉORÈME 2. - Pour tout nombre [ # 0 d’un corps k de nombres algé-
briques, les valeurs (P&)  de toutes les métriques normées satisfont à la relation

I - r<pp(k)  = 1. (3)
P

(p parcourt tous les diviseurs premiers, finis et infinis, du corps k).

DÉMONSTRATION. - Désignons par P et P’ les produits des valeurs y+,(E)
étendues aux p infinis et finis respectivement; le produit qui figure dans la
partie gauche de l’égalité (3) est ainsi égal à PP’. Par définition des métriques
normées pour les p infinis, nous avons

P = n I 45)  1 = j$(E>  = I NS) I
0 l l0

(ici 0 parcourt les n = s + 2t isomorphismes de k dans le corps C). Par ail-
leurs, d’après la formule (1) du chapitre III, 0 7, la norme du diviseur prin-

cipal (E)  = IJp’P(” (ici p parcourt tous les diviseurs premiers finis) est
P

égale à

1 N(E) 1 = N ~$p”( p

ce qui démontre le théorème.

EXERCICES

1. Soient <pl, . . . , ‘p, (r = s + t) les métriques d’un corps k de nombres algé-
briques de degré n = s + 2t qui correspondent aux diviseurs premiers infinis.
Démontrer que pour tout i = 1, . . . , r il existe un nombre Fi E k tel que

'Pi(&)  > '9 'Pj(Ei)  < '3 j # i.
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En déduire que les métriques <pl, . . ., ‘pI définissent des notions de convergence
distinctes sur k.

2. Montrer que toute relation de la forme

I-I TJp(S)“p = 1, SEk*,
P

entre les métriques normées ‘pp  d’un corps k de nombres algébriques est une consé-
quence de la relation (3),  i. e. n’est satisfaite pour tout t E k* que si mp  = m pour
tout p.

0 5. - FONCTIONS ANALYTIQUES
DANS LES CORPS COMPLETS

1) Séries entières

Nous avons déjà donné quelques propriétés de ces séries dans un corps
valué complet k (pour une valuation v; cf. 0 1,2)  de ce chapitre et cha-

CO

pitre premier, 0 3,4).  Comme nous l’avons vu, la série
c

a,, converge dans
t7=1

le corps k si et seulement si a,, -+  0 pour n -+  CO  ; on peut additionner et

multiplier terme à terme les séries convergentes ou les multiplier par un

facteur constant. On sait de plus que la convergence et la somme d’une
série ne changent pas par modification de l’ordre des termes. Il en résulte
facilement que si les produits a$ des termes de deux séries convergentes

CO m

c
ai = S et 2j=t

i=l j=

sont regroupés et organisés en une série, alors cette série est convergente
et sa somme est égale à st.

Donnons un théorème simple sur les séries doubles. Rappelons qu’une

série double
CO

c aij (1)

i,j=l

m ”

est dite convergente, de somme s, si
c c

(lij  -f  S pour m, n + CO. Les
i=l j=l

séries
m m

a 1

CO 00

aij , a,
i=l j=l

qc )
j=l  i=l /

sont appelées les séries itérées de la série double (1).
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THÉORÈME  1. - Si pour tout N, nous avons Y (a,) > N pour presque
tout (i, j), alors la série double (1) est convergente et sa somme est égale aux
sommes des deux séries itérées, qui sont également convergentes. Si à partir
des termes de la série double (1) on constitue par un moyen quelconque une
série (simple), alors cette série est aussi convergente de même somme.

Nous laissons au lecteur la démonstration de ce théorème.

Une série entière dans le corps k est une série de la forme

f(x) = 2anxn  = a, + a,x + . . . + a# + . . . (2)
II=0

où a,, E k. Si la série (2) converge pour x = x0 E k, elle converge aussi pour
tout x E k tel que v(x) > V(X~).  En effet, pour de tels x, nous avons

4.w”)  2 v(a,xO),

et par suite le terme général a,x”  tend vers 0 avec a,& pour n --+  CO.  Ainsi,
si nous posons tu = min v(x) où x parcourt les valeurs de k pour lesquelles
la série (2) converge, le domaine de convergence de cette série est caractérisé
par la condition v(x) > p (ou bien cette série ne converge pour aucun x).

Considérons deux séries entières fi(x) = 2-n et fi(x) = $b,,xn;  par
?l=O tf=O

définition, leur produit h(x) est la série entière obtenue par multiplication
m

formelle des séries données, i. e. la série
2

cnxn, avec c,=
c

aibj.  SUPPO-

tl=O i+j=n
sons que les séries fi(x)  et fi(x)  convergent respectivement pour v(x)  > pL1
et v(x) 3 b; il est clair qu’alors h(x) converge pour v(x)  > max (pl, pZ)
et que sa somme est Cgale dans ce cas à.fi(x)fi(x).

Une série entiéref(x)  est une fonction continue de x dans son domaine
de convergence. En effet, tous les termes a,x”  pour n > 1 sont arbitrairement
petits pourvu que la valeur de x soit assez petite. II  en résulte que

f(x)  -f ao =f(O) pour x + 0,

i. e. la fonction f(x) est continue au point x = 0. Soit maintenant c une
valeur quelconque du domaine de convergence de la sérief(x).  Remplaçons
chaque terme a,,x”  par l’expression a,(c + y>“. Développant chacune de ces
parenthèses et faisant la somme des polynômes obtenus, nous obtenons une
série entièrefXy).  Nous avons donc la formule

f(c  + Y) =L(y) (3)
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valable pour tout y appartenant au domaine de convergence de la série f (x).
D’après ce qui précède, &(y)  +A(O) pour y + 0 et par suite f (x) -+ f (c)
pour x -f c et la continuité de f (x) est d6montrée.

Une fonction f(x), définie dans un certain domaine d’un corps valué
complet et représentable dans ce domaine comme somme d’une série entière
convergente est appelée /une fonction analytique. Considérons une série
entière

g(y)  = b,y+  . . . + bny”+  . . .

sans terme constant. Le résultat de la substitution formelle de la série g(y)
dans la série f (x) (à la place de x), est une série entière F(y) de y. Posant

andyY  = G,Y� + ~,,+~yn+l+  l . . (4)

nous aurons

HA  = ao + ~11~ + ho  + 4~”  + . . . + (cm  + c2n + . . . + ~,,y")  + . . .

THÉORÈME 2 (sur la substitution d’une série dans une autre) (*). - Soitf  (x)
une série entière convergente pour v(x) 2 p. Avec les notations ci-dessus, si
la série g(y) converge pour un certain y et v(b,,,ym)  > p pour  tout m 2 1,
alors la série F(y) est convergente et

W = f  (g(y)).

DÉMONSTRATION. - Considérons la série double

c
j.CijY  9 (5)

li

d’après (4),  nous avons

GmY" = c
a,b,lyal  . . . b,,y”n.

Gll,  . ..> a,21
ai+... +a,=m

Posons N = min v(b,y*).  Alors
m

v(c,,ym) > min (v(u,b,,yul  . . . b,+yan))  2 ~(a,,)  + nN.
cQ>.  . . ‘an

Puisque N = V(X~) pour un certain x0 et puisque la série f(x) est conver-

gente pour x = x0,  alors V(U,)  + nN = V(U,&  -+ CO ;par  suite v( ~,,,,y~)  -+ Q)

(*) Ce théorème a été formulé par D. K. Faddeev.
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pour n -+ CO,  uniformément en m. De plus, pour n fixé, la série (4) est conver-
gente (comme produit de séries convergentes). Par suite, v(cn,,,~m)  -+ CO pour
m -+ CO.  Ceci démontre que la série (5) satisfait aux hypothèses du théo-
rème. D’après ce théorème, les deux séries itérées de (5) convergent et ont
la même somme. 11  reste à constater que

F(Y)  = ao  + 2 (XcijYj) et

j i

et le théorème 2 est démontré.
Dans les deux paragraphes suivants, nous considérerons des fonctions

analytiques à n variables i. e. des fonctions représentables comme somme
de séries entièresJ-(x,, . . . , XJ = c a ‘%

ccl.. .r*,xl . . * X?.

q,.  . .,Lzx,80

Supposons que la série f(x,,  . . . , x,,)  converge dans le domaine n dimen-
sionnel V(Xi) 2 N (i = 1, . . .,  n). Si c = (cl,  . . .,  c,) est un point de ce
domaine, alors, par analogie avec le cas d’une variable (en appliquant le
théorème l), on obtient facilement l’identité

ml + Cl, * * * > -GI  + 4 = fch, * - *,  xn)

valable pour tous les points du domaine $Xi)  > N (dans cette identité, la
série entière f(c) est aussi convergente pour V(X~)  > N).

2) Fonctions exponentielle et logarithmique

Nous supposerons dans ce point que k est une extension finie du corps Q,
des nombres p-adiques. Nous désignerons par Y la valuation du corps k,
par e l’indice de ramification de k par rapport à Qp et par x un élément
premier de l’anneau des éléments entiers dans k. Considérons, dans le
corps k, les séries entières

X X2 X”
exp x = 1+  Ir + yj + . . . + 5 + . . . (6)

Étudions le domaine de convergence de la série (6). Puisque le nombre

premier p figure dans II ! avec l’exposant [a] + [s]  + . . ..alors

v(n!)=e(E]+  [+]+  . ..)<enf$=+.
k=l
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par suite

X”v(-)n .l
= n-$(x)  - v ( n  ! )  >  n

(
v ( x )  - -5

P-1 )
.

Si nous supposons v(x) > e,
P - l

alors Y Fy
(.)

--+  CO pour IZ  -+ CO et la série (6)

est convergente. D’autre part, pour v(x) < e- et pour n = ps nous avons
P-l

X”( ) = nv(x) - eV--l+ . . . n - l
vÏ +p+l)=nv(x)-e--

n . P - l
e e

= n
(
v(x) - ~

P - l 1
+ep-lGpT;

cela signifie que, pour un tel x, le terme général de la série (6) ne tend pas
vers 0. Nous avons ainsi démontré que la série (6) est convergente si et seu-
lement si x 2 X,  avec

La multiplication formelle des séries exp x et exp y donne la série exp (x + y) ;
par suite, pour v(x) 2 x et v(y) b x, nous avons la formule

exp(x +y)  = expx.expy. (9)

Revenons maintenant à la série (7). Si v(x) < 0, alors Y f ne tend pas vers
0

l’infini pour n -f CO et par suite la série (7) ne converge pas pour un tel x.
Supposons maintenant v(x) > 1; si n =panl  ((nl,  p) = l), alors p”  < n et

Log nv(n) = eu < e ~ ,
L%  P

d’où

v - = ~V(X) - v(n)  a m(x)  - e

0

Log n
n Logp’

et par suite Y - + CO pour n -+ 03.  Ainsi, la série (7) converge si et seule-
0 n

ment si v(x) 23  1.
Si v(x) 2 1, l’élément E = 1 + x est une unité dans l’anneau II des élé-

ments entiers du corps k. Par suite E = 1 (mod x). Réciproquement, si une
unité E satisfait à cette dernière congruence, alors elle est de la forme 1 + x
avec v(x) 2 1. Une telle unité de l’anneau D s’appelle une unifé  principale
du corps k. La série (7) définit ainsi une fonction Log E sur le groupe multi-
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plicatif de toutes les unités principales du corps k. Montrons que pour deux
unités principales Es  et E,  on a la formule

Log ElEZ = Log El + Log E2. (10)

Soient Es  = 1 + x, Es  = 1 + y et supposons v(y) > v(x), i. e. y = tx pour
un certain entier I, d’où

(1 + 4 (1 + y)  = 1 + (t + 1)x  + tx2.

Nous considérerons l’expression (t + 1)x  + tx2  comme une série entière
en x dont tous les éléments appartiennent au domaine de convergence de
la série Log (1 + z). Puisque la substitution formelle de cette expression
dans la série Log (1 + z) donne Log (1 + X)  + Log (1 + tx),  alors, d’après
le théorème 2, nous obtenons l’égalité

Log (1 + (t + 1)x + txy = Log (1 + x) + Log (1 + tx),

ce qui démontre la formule (10).
La substitution formelle de la série (7) dans la série (6),  ou de la série

exp (X - 1) dans la série (7) donne les identités formelles suivantes

exp Wog  (1 + xl) = 1 + x, (11)

Log (exp x) = x. (12)

Pour expliquer dans quelles conditions on peut considérer les identités (11)
et (12) comme des égalités dans le corps k, utilisons le théorème 2. En accord
avec ce théorème, l’égalité (11) sera vraie si tous les termes de la série 1 + x

satisfont à la condition v z
0

> x. Pour n = 1, cela nous donne la condi-

tion v(x) > x. Mais si v(x) > x, alors Y x
0

=nx>xpour 1 <nGp--  1

et

X”
V -0 - x > (n - 1)x - v(n) > (n - 1) e - e ~

Log n
n P-l J4 P

e(n - 1) Log p

(LWP P-l

J-ogn ,.
n - l  ’1

Log t
pour n > p > 2 (nous avons utilisé ici le fait que la fonction t-l est

monotone pour t > 2). Ainsi, l’égalité (11) est vraie pour la condition
v(x) > x. On voit aussi que, sous cette même condition, Y (Log (1 + x)) > x.
Passons à la formule (12). Il résulte de (8) que pour v(x) > x tous les termes
de la série exp (x - 1) appartiennent au domaine de convergence de la
série Log (1 + x); par suite la formule (12) est valable pour tout x tel que
exp x ait un sens.
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Désignons par A le groupe additif des éléments x E k tels que v(x)  > x
et par M le groupe multiplicatif des unités E = 1 + x, x E A. D’après ce
qui précède, l’application E + Log E, E  E M est un homomorphisme du
groupe M dans le groupe A. Montrons que l’application x -+ exp x est un
homomorphisme de A dans M. D’après (9),  il suffit de vérifier que

v”1”  >x
0n.

pourtoutxEAettoutn>l.Soitps<n<pS+l.Alors

X”

vÏ  -( 1n .
x>,_1,x-e([~]+[~~]+...+[~])

> in - 1)e en p”  - 1 , o

‘p-l---’pp-1  ’

ce qu’il fallait démontrer. Les formules (11) et (12) montrent maintenant
que les applications Log : M -f A et exp : A + M sont bijectives et inverses
l’une de l’autre. Nous avons démontré le théorème suivant.

THÉORÈME 3. - L’application x -+ exp x est un isomorphisme du groupe

additif de tous les nombres entiers du corps k divisibles par XX (x=b]  +1)
sur le groupe multiplicatif des unités principales E - 1 (mod x*). L’isomor-
phisme inverse est l’application E -+ Log E (pour E = 1 (mod TF)).

En général, l’application E -+ Log E étendue à tout le groupe des unités
principales n’est pas un isomorphisme (exercice 5). De plus, la valeur Log E
n’est pas forcément entière.

Dans l’analyse réelle, on considère, simultanément avec la fonction ex,
la fonction exponentielle ax  = eX LOg a.  Son analogue dans le corps k est la
fonction

-qx = exp (X  Log r) (13)

où y) est une unité principale du corps k. Cette fonction est définie pour la
condition v(x) > x - Y (Log 3).  Par suite, si q = 1 (mod TF),  alors qX  sera
définie pour tout entier x de k et pour ces valeurs on a la congruence

qx = 1 (mod TF).

Dans le cas q = 1 (mod xX),  pour des entiers x, y quelconques du corps k
on a les formules

qx+y  = qXyjY,

(q”)Y  = y.

BOREVITCH 2 1
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1. Démontrer qu’une fonction f(x) analytique pour v(x) > p (dans un corps
complet pour la valuation v) et admettant une infinité de zéros dans la région
v(x) 2 u est identiquement nulle.

2. Soit k un corps de caractéristique zéro complet pour une métrique non archi-
médienne p (exercice 4 du chapitre Ier,  $ 4). Supposons que la métrique <p  est telle
que q(p) < 1 pour un certain nombre premier rationnel p. Démontrer que la
région de convergence de la série Log (1 + x) dans le corps k est définie par la
condition C~(X)  < 1 et la région de convergence de la série exp x par la condi-
tion C~(X)  <‘-$9(p).

3. Sous les mêmes hypothèses, définir la région de convergence des séries

m CO
sin x =

c

X2n-1
~-

(- lF1 (2n  - 1)  ! ’ COS x =
c(- lY&.

lZ=l ?I=i?

4. Trouver une erreur dans la démonstration suivante de l’irrationalité du
nombre x. Le nombre x est le plus petit nombre > 0 tel que sin x = 0. Supposons x
rationnel. Puisque x > 3, alors son numerateur  doit être divisible ou bien par un
nombre premier impair p, ou bien par 22.  Dans ce dernier cas posons p = 2.
Il en résulte que les séries sin x et COS x convergent pour x = x dans le corps des
nombres p-adiques. Mais, d’après la formule

sin (x + y) = sin x cas y + COS x sin y,

l’égalité sin x = 0 entraîne sin nx = 0 pour tout entier naturel n. La fonction
sin x a ainsi une infinité de zéros dans sa région de convergence et par suite, d’après
l’exercice 1, elle est identiquement nulle. Nous avons obtenu une contradiction.

5. Soient k une extension finie du corps Qp  des nombres p-adiques et E une unité
principale du corps k. Montrer que Log E = 0 si et seulement si E est une racine
d’ordre ps  (s 2 0) de 1.

6. Conservons toutes les notations du point 2). II est clair que les unités princi-
pales E qui sont congrues à 1 modulo xn forment un groupe multiplicatif M,.
Tous les nombres entiers du corps k qui sont divisibles par xn forment un groupe
additif A,,. Montrer que pour n > x, l’application E + Log E, E E M,, est un iso-
morphisme du groupe M, sur le groupe A,, (l’isomorphisme inverse est l’appli-
cation x + exp x, x E A,,).

7. Démontrer que dans un corps valué complet, la région de convergence de la
a,

série entiére f(x) =
c

a,p  est contenue dans la région de convergence de la
*=Cl

m

série dérivée
c

na,,x+l. Montrer par un exemple que les régions de convergence
n=ll

des deux sériesf(x) et f ‘(x) peuvent ne pas coïncider (même dans le cas d’un corps
de caractéristique nulle).

8. Démontrer que dans l’anneau des nombres 2-entiers la somme

2+;+;+ . . . +;
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est divisible par des puissances de 2 aussi grandes que l’on veut pourvu que n soit
assez grand.

9. Démontrer que tous les coefficients a,, de la série

00
EJ-4  =exp x +$  +xg+ . . . a,,~”

sont des nombres rationnels p-entiers (p premier).

Indication. - Démontrer que le nombre

T, = a,n  ! =
c

TZ! -

*al+...+pa~=n
s !pu1pa2  . . . pas

axl>o,.  .,a$“0

est égal au nombre d’éléments du &me groupe symétrique dont l’ordre est une
puissance de p et appliquer le théorème qui affirme que pour tout diviseur d de
l’ordre d’un groupe fini G, le nombre des éléments u E G qui satisfont à l’équation
L&  = 1 est divisible par d.

10. Démontrer que

E,(x)  = n (1 - xm)
w(m)

m

(m,P)=l

(m parcourt tous les entiers naturels premiers avec p; p(m) est la fonction de
Moebius).

11. Soient v une unité principale d’une extension finie du corps des nombres
p-adiques et x un nombre entier p-adique. Choisissons une suite d’entiers naturels
{ a, } qui converge vers X.  Démontrer que la limite lim qan  existe et est indépen-

n+co
dante  du choix de { a, }. Montrer de plus que la fonction

qx = lim qan
n-bu3

coïncide avec la fonction (13) sur les nombres entiers p-adiques X.

0 6. - MÉTHODE DE SKOLEM

Nous exposerons dans ce paragraphe la méthode, due à Skolem, de réso-

lution des équations du type

F(x,, . . ..&=c. (1)

où F est une forme irréductible décomposable incomplète (cf. chap.  II, 0 1,3))

et c un nombre rationnel. Cette méthode repose sur quelques propriétés
simples des ensembles analytiques sur les corps de nombres (P-adiques,  qui

seront démontrés dans le paragraphe suivant. On a donné au début de ce
chapitre un exemple introduisant l’idée de Skolem.
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1) Représentation des nombres
par des formes décomposables incomplètes

D’après le chapitre II, 0 1, 3)),  l’équation (1) peut s’écrire

NCw,  + . . . + x,P,)  = a (2)

ou encore

N(a)  = a, LXEM, (3)

Pl,  * * .Y p,,,  étant des nombres d’un corps k de nombres algébriques et
M={~I,  . . ..vm } le module engendré par ces nombres (a est un nombre
rationnel). Remplaçant éventuellement la forme F par une forme à coeffi-
cients entiers équivalente, nous pouvons supposer que les générateurs

Pl, -‘a> p,,,  du module M sont linéairement indépendants sur le corps Q
des nombres rationnels. Par hypothèse, le module M est incomplet, i. e.

m < n = (k : Q).

Au chapitre II, nous avons expliqué comment on peut trouver toutes les
solutions de l’équation (3) dans le cas où M est un module complet du
corps k. C’est pourquoi, pour résoudre l’équation (3),  nous plongerons le

module M dans un module complet M; utilisant alors les méthodes du cha-
pitre II, on trouvera toutes les solutions de l’équation N(cr)  = a, tc E M et
il restera à choisir les solutions c( qui appartiennent à M.

Il est évident qu’on peut plonger tout module de k dans un module
complet. Il suffit de compltter le système des nombres linéairement indé-
pendants pl, . . . , p,,,  en une base pL1,  . . . , p,,  du corps k et poser

M={P~,  . . ..P.>.

Si on a résolu l’équation N(z)  = a, a E a, on obtiendra toutes les solu-
tions de l’équation (3) en prenant les solutions Q.  E M pour lesquelles, dans
la représentation

a = w1+ . . * + -ww,

les coefficients x,,,+~,  . . . , x, sont nuls. Soit p:, . . . , Lon*  la base duale de la

basey,, . . . . t~.~ (cf. appendice 3 2, 3)). Puisque la trace Tr l+$ est égale à 0

pour i # j et à 1 pour i = j, alors x = Tr a$  (1 <i < n). Il en résulte

que les nombres GC  EM qui appartiennent au sous-module M sont carac-
térisés par les conditions

Tr Ulm.: = 0 (i=m+l,  . . ..n). (4)
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D’après le théorème 1 du chapitre II, 9 5, les solutions de l’équation
N(a) = a, a E % sont de la forme

a = yjET  . . . EU”n (1 <i Gk),

où  y,, . . . . yk est un système fini de nombres de norme a du module Ï%
et Es, . . . , E, un système d’unités indépendantes du corps k; ul,  . . . , ur  sont
des nombres entiers rationnels quelconques. D’après (4),  la résolution de
l’équation (3) est équivalente à la résolution de k systèmes d’équations

Tr (y$~:  . . . c:) = 0 (i=m+l, . . ..n). (6)

par rapport aux entiers rationnels ul, . . . , ur  (ici y est un des y]).
Soit K un corps de nombres algébriques contenant tous les corps conju-

gués de k et soient cl, . . . , Q, tous les isomorphismes de k dans K. Puisque

Tr  G) = C,(E)  + . . . + a,,(g

pour tout 6 E k, le système (6) peut s’écrire :

$oj(y$)nj(El)"'  * * . Oj(E,)U,  = 0 (i = m + 1, . . ., n). (7)
j=l

Il est clair que pour démontrer que l’équation (3) a un nombre fini de solu-
tions, il suffit de montrer que chacun des systèmes (7) a seulement un nom-
bre fini de solutions ul, . . . , uI  entiers rationnels.

Remarque. - Nous appellerons sous-groupe multiplicatif du corps k

l’ensemble des nombres du corps k qui s’écrivent sous la forme ET’  . . . ~7,
.ou Ml, . . . > uz parcourent tous les entiers rationnels et nous le désignerons

par U. Toutes les solutions de l’équation (3) coïncident avec les Béments
des intersections

MnyjU (j= 1, . . .>  k). (8)

On peut remplacer chacun des ensembles (8) par l’ensemble y,T’M  n U qui
lui est semblable. Ainsi, le problème de la recherche des solutions de l’équa-
tion (1) équivaut au problème de l’intersection d’un module et du sous-
groupe multiplicatif du corps k. Remarquons que dans les intersections (8)
on peut remplacer le module M par l’espace vectoriel L (sur le corps Q)

engendré par lai, . . . , p,,,. En effet, puisque YjLJ  c M et L n M = M,
alors L n yiU  = M n yiU.
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2) Lien avec les germes d’ensembles analytiques

L’idée de la méthode de Skolem réside dans le fait que, dans certains
cas, on peut démontrer la finitude du nombre de solutions, de l’équation (1)
en montrant que le système (7) n’a déjà qu’un nombre fini de solutions

Ul, . . *, u, qui soient des nombres entiers <P-adiques  (i. e. des Cléments entiers
du complété Krp),  $3  étant un certain diviseur premier du corps K. Pour une
extension convenable de l’ensemble dans lequel varient les inconnues,
nous pourrons interpréter l’ensemble des solutions du système (7) comme
un ensemble analytique dans un espace r-dimensionne1 et pour l’étudier
appliquer les propriétés de ces ensembles.

Pour donner des valeurs p-adiques aux variables ul, . . . , uI dans les parties
gauches des équations (7),  nous nous heurtons à la difficulté suivante : la
fonction exponentielle cU  = exp (u Log E) n’est défini pour tout entier
!J3-adique  u que si E  satisfait à la congruence E = 1 (mod cp”)  (x est un nom-
bre entier qui dépend seulement du corps Kn; cf. fin du 6 5). On peut sur-
monter ainsi cette difficulté : d’après l’exercice 6 du chapitre III, $ 7, il
existe un entier naturel ~7  tel que pour tout nombre entier CC E K non divisible
par !$3,  on ait la congruence

c$ zs 1 (mod ‘$Y). (9)

Dans la formule (5),  on peut écrire chacun des exposants u sous la forme

ui = Pi + qui, O G  P i  < 4, Ui E  Z,

et, par suite, l’unité E = E: . . . z:  s’écrit aussi

E = 8,Ey  . . . Ey (l= 1, . . .,qr)

où 6 est un des qr  nombres

EP1l *a* r,EP, 0 < Pi < q.

Nous obtenons ainsi une nouvelle représentation des nombres 0: du type (5)

dans laquelle ci est remplacé par zf et l’ensemble fini des nombres yj est
remplacé par l’ensemble fini des nombres YjSr.  Puisque les Ei sont des unités,
ces nombres et les nombres oj(ci)  vérifient la congruence (9) et la fonc-

tion Oj(Eq)U  est définie pour tout entier ‘@-adique  u E KV. Nous avons démon-
tré le résultat suivant.

LEMME 1. - Pour un choix convenable des y et Ei dans la formule (5),
les fonctions cj(&i)u sont définies pour tous les nombres entiers u du corps KV.

Nous supposerons toujours dans la suite que cette condition est satisfaite.
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Revenons au système d’équations (7). Utilisant les formules (9) et (13)
du 0 5, ces équations peuvent s’écrire

n

c
A, exp Lj(u,,  . . . , u,)  = 0 (i=m+l, . . ..n) (10)

j=l

avec
r

Lj(U,,  m m -3 U,)  =
cuk Log cj(Ek),

k=1

A, = cj(yp*).

Puisque les parties gauches des équations (10) s’expriment comme des séries
entières convergentes pour tous les entiers q-adiques ul, . . . , u, et par suite
sont des fonctions analytiques, on peut interpréter l’ensemble des solutions
du système (10) comme un germe d’ensemble analytique (au voisinage de
toute solution) au sens de la définition du 0 7.

Le nombre des inconnues du système (10) est égal à r et le nombre des
équations est égal à n - m. On s’attend intuitivement à ce que la variété
définie par ce système soit formée d’un nombre fini de points isolés si
12  - m 2 Y. Rappelons que le nombre r, lié au théorème de Dirichlet sur
les unités, est égal à s + t - 1, s étant le nombre d’isomorphismes réels et t le
nombre de paires d’isomorphismes complexes conjugués du corps k.
Puisque n = s + 2t, la condition n - m > r équivaut à la condition t >m- 1.
Dans le cas très simple m = 2, cette condition signifie que t > 1, i. e. qu’il
existe au moins une paire de corps complexes conjugués à k. Ce cas, réduit
au théorème de Thue, sera étudié dans le point suivant.

Supposons que le système (10) ait une infinité de solutions (uls, . . . , u,),
s= 1,2, . . . D’après la compacité de l’anneau des nombres entiers ‘Q-adi-
ques (cf. théorème 6 du chapitre premier, 0 3 et remarque 2 à la fin du
0 1, 2) de ce chapitre), on peut en extraire une sous-suite convergente dont

nous désignerons la limite par UT, . . . , u,*.  Il est clair que le point (24:,  . . . ,z$)
satisfait aussi au système (10); par suite, c’est un point de l’ensemble ana-
lytique défini par ces équations, qui possède la propriété que chacun de ses
voisinages contient une infinité de points de cette variété. Introduisons à la
place de ul, . . . , u, de nouvelles varrables  ul, . . . , u,  par les formules

Ui = 24:  + Vi (1 <i < Y).

Le système (10) s’écrit

R

c
A$ exp Lj(al,  . . . , u,) = 0 (i=m+ 1, . . ..n) (11)

/=l
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en posant

’A: = Ao exp Lj(‘l, . . ., UT).

Les termes constants des series  qui figurent dans la partie gauche des équa-
tions (11) sont nuls. Désignons par V le germe d’ensemble analytique (au
voisinage du point (0, . . . , 0)) défini par le système (11) (cf. définition du 9 7).
Puisque ce germe n’est pas réduit à un point (tout voisinage de l’origine
contient par hypothèse une infinité de points de cet ensemble), alors, d’après
le théorème 2 du 0 7, il existe sur V une courbe analytique, i. e. il existe
un système de séries entières formelles

40,  . * .Y w,(t)

(non nulles simultanément et sans termes constants), à coefficients dans une
extension finie du corps Krp, telle que les séries

Pi(t)  = M%(t),  * * .Y %ft)~ (12)

satisfassent identiquement aux relations

n

c
AZ exp Pi(t)  = 0 (i= m + 1, . . ., n).

/=1

Nous avons obtenu le résultat suivant :

THI?OR&ME  1. - Si l’équation (1) admet une injïnité  de solutions, le germe
d’ensemble analytique déJNzi  par le système (11) (pour un certain y = yj

et un certain point (u:, . . . , UT))  contient une courbe analytique.

Ce théorème est l’étape fondamentale de la méthode de Skolem. 11 réduit
la démonstration de la finitude du nombre de solutions de l’équation (1)
à la démonstration du fait que le système (11) n’a pas de solutions dans les
séries entières formelles à une variable, i. e. que le germe analytique corres-
pondant ne contient pas de courbe analytique.

Remarquons que, parmi les n séries Pi(t)  définies par les égalités (12),
il existe n - r relations linéaires

n

c
B,P,(t)  = 0, 1 <j<n-r,

j=l

puisque ce sont des combinaisons linéaires des r séries entières wk(t).  Ainsi,
la présence sur le germe V d’une courbe analytique implique que le système

n

c
AZ exp Pi(t)  = 0 (m+l<i<n) l

j=;

”

cB,Pj(t)  = 0 (l<i<n-r=t+l)
‘=1
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est résoluble (dans les séries entières formelles Pi(t) sans terme constant);
les équations des première et deuxième lignes sont ici respectivement linéai-
rement indépendantes (l’indépendance des équations de la première ligne

résulte du fait que le déterminant det cj(yp*),  dont le carré est égal au discri-

minant de la base y$,  est différent de zéro puisque le rang de la matrice (A,)

(mfl<i<n, 1 <i < n) et par suite aussi de la matrice (A$),  est égal
à m - n). Si nous supposons que n - m > r, alors le nombre des équations
du système (13) est Z= n.

3) Théorème de Thue

Ce théorème affirme que si une forme

f(x,  y) = U,X”  + a1x”-ly  + . . . + a,,)‘”

de deux variables, à coefficients entiers rationnels, est irréductible et de
degré n > 3, alors l’équation

fk Y) = c (14)

n’admet qu’un nombre fini de solutions dans les nombres entiers. Puisqu’une
forme de deux variables est toujours décomposable, et incomplète pour
11  > 2, l’équation (14) est une équation du type (1) que nous avons étudié.
Ici m = 2; la condition I > m - 1, sur laquelle repose la méthode de
Skolem, signifie donc que t > 1, i. e. que l’équationf(x,  1) = 0 a au moins
une racine complexe. On dit dans ce cas que la forme f(x,  y) admet une
racine complexe. Sous cette hypothèse, nous démontrerons le théorème de
Thue par la méthode de Skolem, i. e. l’argument suivant :

THÉORÈME 2. - Si la forme irréductible à coe@ients  entiers f (x, y) de
degré n > 3 admet au moins une racine complexe, alors l’équation

f(x9 Y) = c

n’admet qu’un nombre fini de solutions en nombres entiers.

DÉMONSTRATION. - Nous supposerons que le coefficient a, de xn dans

f(x,  y) est égal à 1 (sinon, nous multiplierons l’équation (14) par ai-’ et
remplacerons a,x  par x). Posons k = Q(O), K = Q(6,,  . . ., 0,) où les
nombres 0 = O,,  8,,  . . ., en  sont définis par la décomposition

f (41) = (X + 0,)  . . . (X + 0,).

Pourtoutj= 1, . . . . n, désignons par aj  l’isomorphisme du corps k dans K
tel que 8 + 0,.  Puisquef(x, y) = N(x  + yfi)  (N est la norme pour l’exten-
sion k/Q),  nous pouvons écrire l’équation (14) sous la forme (3),  M étant
le module { 1, fl  }.  Ainsi, dans ce cas, t.~~ = 1, p2  = 0 (m = 2).
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Supposons que l’équation (3) pour le module M = { 1, 13 } admette une
infinité de solutions a = x + yO. Alors, pour un certain y = yj E k, une
infinité de ces solutions s’écrivent sous la forme (5) pour des unités indé-
pendantes Q,  . . . , E,  du corps k, qui satisfont aux hypothèses du lemme 1.
Les exposants ul, . . . , u, correspondant à ces nombres a satisfont au sys-
tème (10). Choisissons parmi ces solutions a une suite al,  az, . . . , telle que
les points correspondants

(Ul,,  . . .Y uml, s=l,2,  . . . (15)

convergent vers un certain point UT,  . . . , UT.  D’après le point 2),  le germe
d’ensemble analytique défini par le système (11) contient une courbe ana-
lytique wl(t),  . . . , w,.(t), i. e. les séries (12) correspondantes satisfont aux
équations (13).

La démonstration du théorème 2 repose sur l’important lemme suivant :

LEMME 2. - Soit donné le système d’équations

n

c Uij exp Pj = 0 (i=l,  . . ..nl)
ij=l

” (16)

cb,Pj  = 0 (i=l, . . ..n.J
\

j=l

dans lequel les équations de la première et de la seconde ligne sont  respecti-
vement linéairement indépendantes. Si n,  = n - 2, nz  > 2 et si le système
a une soluiion  PI(t),  . . . , P,(t) dans les séries entières formelles sans terme
constant, alors Pk(t)  = Pi(t)  pour au moins deux indices k et j distincts (Les
coefficients a, et b,, de même que les coefficients des séries entières Pj(t),
appartiennent à un corps de caractéristique 0).

Nous donnerons plus loin la démonstration de ce lemme. Montrons tout
de suite qu’il entraîne le théorème 2.

D’après le lemme 2, pour toute courbe ml(t),  . . ., w,(t) de V il existe au
moins deux indices distincts k et j tels que Pk(t)  = PI(t),  i. e.

LkblO) * * * > dt)) = Lj(W(t),  * * -3 W(t))* (17)

Considérons dans l’espace r-dimensionne1 des points (vl, . . . , v,)  l’ensemble
analytique W défini par l’équation

I - I (L~(U~S  a s -3 V,)-  Lj(Vl,  s e *y V,))  = 0.
I=Gk<j<n

Il résulte de (17) que toute courbe contenue dans le germe analytique V
appartient aussi à W. Mais alors, d’après le théorème 3 du Q 7, V c W,
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i. e. tous les points de V contenus dans un voisinage assez petit de l’origine
appartiennent aussi à W.

D’autre part, montrons que W contient seulement un nombre fini des
points (ul,,  . . . , z&)EV,  s= 1, 2, . ..) liés aux points (15) par la relation

uis = UT + aisy  qui convergent vers l’origine. La contradiction obtenue
démontre le théorème 2.

Soient GC  = x + y0 et tc’ = x’ + y’0  deux nombres de la suite { as > tels
que les points correspondants de V appartiennent à l’ensemble analy-

tique Lk  = Lj.  Si a = y&: . . . 1 et ui  = Ut? + ui, alors

*
Dj(a)  = Oj(y)  Dj(Cl)ul  . . . Cj(E,)“CTj(El)”  . . . Oj(Er)“*  = Cj exp Lj(Vl,

et, de manière analogue,

q(a)  = ck  exp. Lk(vl  . . . , u),
d’où

dal _ bk(a)

Cj -*ck

Nous obtiendrions de même

9(4 ck(a’)

cj ck

Ces deux égalités nous donnent

x+Yej _ x+Yek

X’ + Y’0j d + y’ek  ’

d’où
(xy’ - x’y) (ek  - ej) = 0,

et, puisque 0j # t&,  nous obtenons finalement

xy’ - x’y = 0.

3 VJ

Cette dernière égalité exprime que x + y0 = @’ + y?)  pour un certain
nombre rationnel d.  Prenant les normes et tenant compte du fait que

N(a) = N(a’) = 1,

nous obtenons l’égalité dn = 1, d’où d = f 1; par suite a’ = f a.

Ainsi, chacun des “7 ensembles analytiques Lk  = Lj,  dont la

réunion coïncide avec W, contient au plus deux points de V qui corres-
pondent à des points de la suite ( as  }. Mais alors W contient au plus n(n - 1)
tels points. Ainsi tout voisinage de l’origine contient des points de V qui
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n’appartiennent pas à W et cela signifie que V (comme germe analytique)
ne peut pas être contenu dans W, en contradiction avec l’inclusion obtenue
ci-dessus V c W. Comme nous l’avons dit, cela redémontre le théorème 2.

DÉMONSTRATION DU LEMME 2. - Puisque, par hypothèse, les équations
de la première ligne de (16) sont linéairement indépendantes, nous pouvons
(en modifiant éventuellement l’ordre des indices) exprimer exp Pi  (i= 1, 2, . . . .
n - 1) au moyen de exp P,-,  et exp P, :

exp Pi  = ~i exp P,-,  + bi  exp P,. (18)

Si ai  = 0, alors, égalant les termes constants dans l’égalité exp Pi  = bi exp P,,
nous obtenons bi = 1, d’où Pi  = P,. Nous pouvons donc supposer que tous
les ai  sont différents de zéro. Posons

Pi  - P,  = Qi (i=l, . . ..n-1)

et supposons que tous les Qi  sont différents de zéro. L’égalité (18) donne

exp Qi  = ai  exp Qn-1 + bi (19)

d’où, en dérivant par rapport à t (cf. exercice lO),

Qi exp Qf  = aiQ;-1  exp Qn-,. (20)

Réunissant les égalités (19) et (20),  nous obtenons

Qf = Qk  exp Qn-l
1

ci + exp  Qn-1
( i = l , . . . , n - 2 ) (21)

avec

Étudions maintenant les équations de la deuxième ligne de (16). Par
hypothèse, il en existe au moins deux qui sont linéairement indépendantes;
mais alors, on peut trouver une relation non triviale entre QI,  . . ., Qn-1 :

n

1diQi  = 0.

i=l

Dérivant cette identité et remplaçant les QI  par les équations (21),  nous
obtenons

et, puisque QAmI  # 0 et exp Qn-1 # 0, alors

n-1

c

4

ci + exp Qn-1
= o

i = l

(22)

(en posant ici c,-1  = 0).
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L’égalité (22) ne peut avoir lieu que si la fonction rationnelle
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n - 1

c
di- -

Ci + z
i = l

(23)

est identiquement nulle. En effet, dans le cas contraire, i. e. si la fonc-

tion (23) est égale à if) avec <p  (z) # 0, alors, d’après l’égalité cp(exp Qn-  1)=0,

nous obtenons que la série entière formelle exp Qnel,  non constante, est
racine d’une équation algébrique, en contradiction avec l’exercice 4 du 3 1.
Il est clair que la fonction (23) ne peut s’annuler identiquement que si ck’cj

pour au moins deux indices k et j distincts. Mais alors, il résulte des éga-
lités (19) que

exp Pk  = 91  exp Pj  ;

J

on en déduit facilement que Pk  = Pj,  ce qui démontre le lemme  2.

Remarque. - La méthode de Skolem permet de démontrer la finitude
du nombre de solutions entières de l’équation (14). Cependant, elle ne
donne pas d’algorithme pour trouver ces solutions. Toutes les méthodes de
démonstration connues présentent cet inconvénient.

4) Remarques
sur les formes à un plus grand nombre de variables

En liaison avec le théorème de Thue il est naturel de se poser la question
suivante : à quelles conditions une équation du type (l), pour une forme
décomposable incomplète, a-t-elle seulement un nombre fini de solutions
dans les nombres entiers. De telles équations peuvent, dans certains cas,
avoir une infinité de solutions, Considérons, à titre d’exemple, l’équation

x4 + 4~4 + 9z4  - 4xzy2  - 6x2z2-  12y2z2  = N(x + ydi  + z&) = 1

(la norme est prise pour l’extension Q( 42,43)/Q).  Cette équation admet
deux séries infinies de solutions données par les formules

x +y2/2  = f (1  + @Jn, z=o;

x+zd3=  *(2+dj)“, y = 0.

La raison de ce phénomène est que, si nous posons z = 0 ou y = 0, nous
obtenons des carrés parfaits (x2  - 2~~)~  et (x2  - 3~~)~  respectivement. Cela
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entraîne que le module f 1, d2, 43  1 qui correspond à notre forme contient
des sous-modules complets de corps plus petits, à savoir

(1,  &>c Q(d$ et { L2/3)~  Q(G).
Étudions une classe de formes qui possèdent cette propriété. Écrivons

l’équation (1) sous la forme (3) et considérons le sous-espace vectoriel L
(sur Q) engendré par les nombres du module M. Nous dirons que le module
(sur Q) engendré par les nombres du module M. Nous dirons que le
module M est dégénéré si l’espace L qu’il engendre contient un sous-espace L’
semblable à un sous-corps k’ c k, k’ n’étant ni le corps des nombres ration-
nels, ni un corps quadratique imaginaire.

Montrons que, pour un module dégénéré, l’équation (3) a une infinité
de solutions (pour certaines valeurs de a). En effet, si L = yk’  (y E k) et
M’ = L’ n M, alors y-‘M’  est un module complet du corps k’. Par défi-
nition d’un module dégénéré, tout ordre du corps k’ contient au moins une
unité fondamentale et par suite l’équation

NmG)  = a, t E y-lM’ (24)

a une infinité de solutions dès qu’elle en admet une. Posons a, = NklQ(y)ar,
où r = (k : k’). Puisque

%a(t~y>  = (Nw&))lNd~)  = a

et ty E M’ c M (pour tout t satisfaisant à l’équation (24)),  alors I’équa-
tion N~,Q(~I)  = a,, u] E M a une infinité de solutions.

La conjecture principale relative aux équations du type (1) est la suivante :
une telle équation n’a qu’un nombre fini de solutions dans les nombres entiers
si et seulement le module qui lui correspond n’est pus dégénéré.

Le seul procédé d’approche de cette conjecture est actuellement la méthode
de Skolem (avec l’hypothèse restrictive t > m - 1).

Pour démontrer le théorème 2, on utilise de manière essentielle l’hypo-
thèse m = 2 dans le lemme 2. L’extension de ce lemme au cas général
n, + n, B y1  (à la place de n, = n - 2 et nz > 2) apparaît comme la prin-
cipale difficulté pour démontrer la conjecture ci-dessus dans le cas m > 2
(et bien entendu t > m - 1). Skolem a obtenu une telle généralisation
pour n = 5, m = 2, n, = 3 et en a déduit la finitude du nombre de solutions
de l’équation (1) pour n = 5, m = 3, t = 2 (Th. Skolem, Einige Satz  über
p-adische Potenzreihen mit Anwendung auf gewisse exponentielle Glei-
chungen. Math. Ann., 1935, 111, no  3, 399-424). Cela montre que la conjec-
ture est vraie pour n = 5 (avec la condition t > m - 1; la condition de
non-dégénérescence du module n’intervient pas puisqu’ici le corps k est
de degré premier et par suite n’a pas sous-corps).

Chabauty a démontré la conjecture ci-dessus pour m = 3 (et t > 2)
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(C. Chabauty, Sur les équations diophantiennes liées aux unités d’un corps
de nombres algébriques fini. Ann. di Mat. pura e applicata, 1938,17,127-168).
Sa démonstration est de nature différente et utilise des propriétés plus pré-
cises des équations du type (16). Ainsi, on ne connaît pas de généralisation
du lemme 2 pour n, = ut - 3 (en dehors du cas n = 5 étudié par Skolem).

EXERCICES

1. Soit f(t) = ao  + a,t + a.#  + . . . une série à coefficients entiers p-adiques
qui converge pour tout entier p-adique t. Démontrer que si

v&) < vp(d k=2,3,  . ..>

alors l’équation f(t) = 0 a une solution dans les entiers p-adiques pour

V&o)  2 vp(ad

et n’a pas de solution dans les entiers p-adiques pour vp(uO)  < v&z,).
2. Soit d > 1 un entier naturel sans carrés et soient (a, b) et (ul, b,)  deux solu-

tions non triviales (différentes de (1, 0)) de l’équation

2 + dy3 = 1

(dans les nombres entiers rationnels). Posons, dans le corps cubique K = Q(v&,
E = a + b$h$  c1 = a, + b,qd.  Démontrer qu’alors

EU = El

pour certains entiers rationnels u et v dont l’un des deux au moins n’est pas divi-
sible par 3.

3. Conservant les notations de l’exercice précédent, supposons d + * 1 (mod 9).
On a alors dans le corps K la décomposition 3 = p3  (cf. exercice 24, chap. III,
0 7) et ainsi le degré du complété p-adique K, du corps K sur le corps des nombres

3-adiques Q3  est égal à 3. Supposant v + 0 (mod 3),  posons I = 5. Démontrer

que le nombre t (considéré comme un nombre entier 3-adique) est racine de l’équa-
tion

m

c
UJ”  = 0 (*)

n=!2

où a,,  = :l Tr ((Log @),  YJ = c3 (ici Tr désigne la trace pour l’extension Kp/Q3).

Démontrer que la série de gauche dans (*) converge pour t entier 3-adique.

Zndicurion.  - Démontrer que Tr (Log y1) = 0 et Tr q1 = 3, q1 = ci.

4. Démontrer que les coefficients a,,  de la série (*) sont tels que

VAG)  = h(4 = P + 3, v&n)  > P + 3 pour n> 3,

où il. = v,(a3b3d) (va est la valuation 3-adique).
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Indication. - Utiliser le fait que si r) = 1 + 3x, x = &JE, alors

Log  ? E 3x _ g x2 + 9x3 (mod  3*+‘?

et aussi le fait que la trace d’un élément de l’anneau z,[$‘d] est divisible par 3
(Z,  est l’anneau des nombres entiers 3-adiques).

5. Utilisant les exercices 1 à 4, démontrer que l’équation x3 + dy3 = 1 pour
d + + 1 (mod 9) a au plus une solution non triviale dans les nombres entiers
rationnels.

6. Démontrer l’argument de l’exercice précédent dans le cas où d E $ 1 (mod 9).
Indication. - Remarquer que dans le corps K = Q/($&) le nombre 3 se décom-

pose en un produit 3 = p”q (exercice 24 du chapitre III, !j 7) et transposer les
raisonnements des exercices 3 et 4 à la somme directe K, = K, @ K, (cf. 5 2).
La fonction logarithme sur K3  est définie exactement comme sur un corps : la
série sera convergente pour les 5 = (CC,  p) E KS  tels que CC  et p soient des unités
principales des corps K,  et K, respectivement. La trace Tr 4 est définie comme
étant la trace de la matrice de l’application linéaire i’ + E4’  (5’ E KS);  par suite,
elle coïncide sur tout élément de g avec la trace de l’élément correspondant de K.

7. Supposons que la série

f(t)=a,+a,t+a,t*+ . ..>

à coefficients entiers p-adiques, converge pour tout t entier p-adique. Démontrer
que si a, est une unité p-adique et a, = 0 (mod p) pour tout s > II alors l’équa-
tion f(r) = 0 a au plus n solutions dans les nombres entiers p-adiques.

8. Soit
y, Ul, . . . , u,,  . . . C**l

une suite de nombres entiers satisfaisant à la relation de récurrence

un = alun-1 + . . . + a&,-, hn + 0)

à coefficients a,, . . ., a, entiers rationnels. Supposons que le polynôme

q(x) = xm - u,xm-1  - . . . - a,

n’a pas de racine multiple. Démontrer qu’alors il existe un entier naturel M tel
que pour les indices n d’une même classe résiduelle modulo M ou bien toutes les
valeurs II, coïncident ou bien il n’existe pas de nombre répété une infinité de fois.

Indication. - Utiliser la formule u,,  = A,ay  + . . . + A,,,cri  (ui racines de C~(X))
et le fait que pour un nombre premier p convenable et un certain entier naturel M
les fonctions CC~  = exp (x Log e) sont des fonctions analytiques pour tout entier
p-adique x.

9. Avec les notations de l’exercice précédent, supposons que toutes les racines ai

(1 < i < m) du polynôme C~(X)  et tous les rapports [i (i # j) ne sont pas des
J

racines de 1. Démontrer qu’alors aucun nombre entier n’est répété une infinité
de fois dans la suite récurrente (**) (si cette suite n’est pas constituée entièrement
par des zéros).

10. Soient f(y) une série entière quelconque et g(x) une série entière sans terme
constant à coefficients dans un certain corps. Posons F(x) =f(g(x)). Démontrer
que

F’(x) = f’k(4lg’W.
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11. Soit P(t) * 0 une série entière formelle sans terme constant sur un corps
quelconque. Démontrer que si

n

c
ai exp y,P(t)  = 0,

i = l

où tous les ai ne sont pas nuls, alors yk = yj pour au moins deux vakurs des
indices k # j.

12. Démontrer l’argument du lemme 2 sous les hypothèses n, = n - 1, n,  = 1
et n,  = 1, n,  = n - 1.

tj 7. - GERMES D’ENSEMBLES ANALYTIQUES

Soient k un corps de caractéristique zéro, complet pour une valuation Y
et ‘p  la métrique correspondante. Dans ce paragraphe, nous désignerons

par /$ l’espace n-dimensionne1 des systèmes (al,  . . . , a,), appelés points,
dont les composantes appartiennent à k ou à des extensions finies du corps k.

Nous appellerons E-voisinage du point zero  dans kn l’ensemble des points
Cal,  . . . , a&  qui satisfont aux conditions cp(ai)  < E (i = 1, . . . , n)  (E est un
nombre réel > 0).

Considérons l’ensemble des séries entières f(x,,  . . . , x,) de n variables,
à coefficients dans k, qui convergent dans un certain E-voisinage du point
zéro (c dépend de la série considérée). Il est facile de voir que toutes ces
séries forment un anneau, que nous désignerons par a>. Nous écrirons sou-
vent f(X) à la place de f(xl, . . . , x,,).

DÉFINITION. - L’ensemble V des points (al,  . . . , a,,) E kn  qui appartiennent
à un certain woisinage de zéro et qui vériftent  le système des équations

fi(X)  = 0, . . ..fm(X)=O (1)

O~f,@), . . . , fm(X)  sont des séries entières de l’anneau ‘Q sans terme constant,
est appelé un germe d’ensemble analytique (ou, en abrégé, un germe ana-
lytique).

Nous considérerons que deux germes analytiques sont égaux s’ils coïnci-
dent dans un certain c-voisinage de zéro.

Bien entendu, on peut considérer des germes analytiques au voisinage
d’un point quelconque de k ” “ . Nous avons choisi le point zéro pour simplifier
les notations.

Soit V un germe analytique. L’ensemble de toutes les séries entièresf(X)  E ID
qui s’annulent en tous les points de V appartenant à un c-voisinage conve-
nable de zéro forment un idéal de l’anneau a>  que nous désignerons par ‘UV.
Il est évident que chaque élément de l’anneau quotient fD/‘U,  = 9 peut être

BonevlTCH 22
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consideré  comme une fonction définie sur les points du germe V qui appar-
tiennent à un certain c-voisinage de zéro (le voisinage dépend de la fonction).

Par suite, l’anneau CO  est appelé l’anneau des fonctions analytiques
sur V.

DÉFINITION. - Un germe analytique V est dit irréductible si l’anneau a>/%,
des fonctions analytiques sur V n’a pas de diviseurs de zéro. Dans le cas
contraire, V est dit réductible.

L’étude des germes analytiques repose sur trois résultats simples, dont
l’un est algébrique et les deux autres conséquences des propriétés des séries
entières. Nous les énoncerons sans démonstration, en donnant des réfé-
rences.

LEMME 1. - Soient g,(t), . . . , g,,,(t) des polynômes de l’anneau k[t] dont
le coeficient dominant est égal à 1. Il existe un système hz, . . . , h,  de poly-
nômes sur Z (i. e. à coefficients entiers) de leurs coejîcients tels que, pour
chaque choix de ces coeficients dans k, les conditions h,  = 0, . . . , h,  = 0
soient des conditions nécessaires et sufisantes  pour que gI(t), . . . , g,,,(t) ait
une racine commune dans une extension finie du corps k.

Si m = 2, r = 1 et h,  est le résultant des polynômes g, et g,. Le cas général
se ramène facilement au cas m = 2. La démonstration est faite dans le
livre de Van der Waerden, Algèbre moderne, tome II, chapitre XI, $ 77.

LEMME 2. - Soitf (x,, . . ., x,,)  E  9 une série entière dont le plus petit degré
des termes qu’elle contient est égal à k > 1 et dont le coeflcient de xn est dl@-
rent de zéro. Alors on peut trouver dans l’anneau 3 une série e(x,,  . . . , x,),
de terme constant non nul, telle que

f(X)e(X) = xZ  + ‘pl(xl, . . . , x,-dxk-’ + . . . + V~(X~,  . . . , x,-J

oacp,,  a*., vk  sont des séries des variables x1,  . . . , x,-~,  de terme constant
nul.

La démonstration de ce théorème est faite dans le livre de Siegel, Font-
tiens  automorphes de plusieurs variables complexes, chapitre premier, 0 2,
pages 8-10 (Moscou, 1954).

Remarquons que la condition de non-nullité du coefficient de xt peut
toujours être obtenue par une transformation linéaire non singulière de la
variable. De plus, partant de plusieurs séries entières fi,  . . . , fm,  il est facile
de voir qu’on peut choisir cette transformation linéaire pour que cette condi-
tion soit satisfaite simultanément pour toutes ces séries.
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LEMME 3. - Tout idéal U de l’anneau 9 admet un système fini de géné-
rateurs, i. e. il contient des séries h,, . . ., h,  telles que toute série h EU
s’écrive

h = g,h, + g,h, + . . . + gsh,,
.ou g,, . . . , g, sont des séries de ‘3.
Pour la démonstration de ce lemme, on pourra consulter le livre de

Bochner et Martin, Several Complex  Variables, chapitre X, $ 1. Dans ce
livre et dans le livre de Siegel, les démonstrations sont faites pour des séries
sur le corps des nombres complexes, mais ces démonstrations s’appliquent
aussi au cas d’un corps valué complet (*).

Nous utiliserons le lemme 3 pour démontrer le résultat suivant.

THÉORÈME 1. - Tout germe analytique est réunion d’un nombre fini de
germes analytiques irréductibles.

DÉMONSTRATION. - Supposons que le germe V est défini par les équa-
tions (1). Si V est réductible, il existe dans ‘ B des séries entières f et g ne
s’annulant pas en des points de V aussi voisins que l’on veut du point 0
et telles que fg s’annule sur tous les points de V contenus dans un certain
e-voisinage de zéro. Dtsignons par V, et Vi les germes définis par les équa-
tions (1) augmentées respectivement des équations f(X) = 0 et g(X) = 0.
11 est clair que V, et Vi sont des sous-germes de V et que

v = v, v v;.

Si les germes V, et Vi sont irréductibles, le théorème est démontre. Si l’un
d’entre eux est réductible, nous pouvons de la même manière le représenter
comme réunion de deux sous-germes propres. Répétant ce pro&&,  nous
obtiendrons OU bien une représentation du germe V comme réunion d’un
nombre fini de germes irréductibles (ce que nous voulons), ou bien une suite
infinie de germes

v = v, 2 v, 2 v, 3 . . . = . . . (2)

Démontrons que ce dernier cas est impossible. Considérons les idéaux ‘l.Ivi
des germes Vi. Il résulte de (2) que

y/u$z’%,’  *** (3)

Désignons par % la réunion des idéaux wi. D’après le lemme 3, l’idéal ‘IL
est engendré par un système fini de séries hl,  . . . h,. Puisque toute série de ‘IL
appartient à un des idéaux ‘Uvi, il existe ‘& qui contient toutes les séries

(*) Pour la démonstration des lemmes  2 et 3, on pourra consulter également  le
livre de P. Samuel et 0. Zariski, Commutative Algebra,  vol.  2, p. 145  et 148,
Princeton University Press, 1960  (N. d. T.).
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h1, -.a> h,.  Mais alors U c ‘IL,,  et par suite ‘lIvk  = ‘lLVkrl  = . . . , ce qui
contredit (3). Le théorème (1) est ainsi démontré.

Nous allons maintenant exposer une méthode générale d’étude des germes
analytiques par réduction du nombre des variables.

Soit V un germe analytique dans l’espace k, défini par les équations (1).
Si V est différent de &, nous pouvons supposer que les séries fi, . . . , fm
(m 2 1) ne sont pas identiquement nulles; nous effectuerons éventuellement
une transformation linéaire des variables de telle sorte que tous les poly-
nômes Ji satisfassent aux conditions du lemme 2. Il existe alors dans
l’anneau ‘ B des séries entières e,(X), . . . ,e, (X) à termes constants non nuls,
telles que

&ei  = gi = .x: + (pilx~-’  + . . . + (piki (4)

O ù  <pij  = <pij(X1,  .  * ., x,-J sont des séries entières de n - 1 variable sans
terme constant. Puisque ci(X)  # 0 dans un certain E-voisinage de 0, le
germe V est aussi défini par le système d’équations

gm = 0,  - - - > gm(W  = 0,

dont les termes de gauche sont des polynômes en x,,  de coefficients domi-
nants égaux à 1. Nous pouvons appliquer le lemme 1 à ces polynômes;
les polynômes h,,  . . . , h,  correspondants sont des séries entières de x1,  . . . . x,,-~,
sans terme constant et puisque les <pij  convergent dans un certain E-voisinage

I .de zéro, les serres h,,  . . . , h,  seront convergentes dans ce voisinage.
Considérons, dans l’espace in-l, le germe analytique W défini par les

équations

h,(x,,  . . . , x,-J  = 0, . . . , h,(x,,  . . . , x,-~) = 0.

Il est clair qu’un point (CL~,  .  . . , a,,-l) E k - appartient à W si et seulement* n l
si tous les polynômes gi(%, . . . , anel,  x,) ont une racine commune, i. e. s’il
existe a, tel que (a,, . . .,  anel,  an)  E V. Ainsi, le germe W est la projection
du germe V sur l’hyperplan x, = 0. Il en résulte que tout point

h . . . , an-d E W

est la projection d’un nombre fini de points (a,, . . . , a,-1, a,,) E V puisque a,
est une racine commune des polynômes gi(al, . . .,  anwI,  x,).  Le passage
du germe V à sa projection W est une méthode fondamentale d’étude des
germes analytiques.

DÉFINITION. - On appelle courbe dans l’espace kn  un système de n séries
entières formelles ml(t),  . . . , w,(t), sans termes constants, à coefficients dans
le corps k ou dans  une extensionfinie de k, les tii(t)  n’étant pas tous identique-
ment nuls.

Pour le propos qui nous intéresse, il n’est pas nécessaire de supposer que
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les séries ai(r) = ai,rJ  + aist2  + . . . sont convergentes; il est donc P~US
simple ici de ne pas faire cette hypothèse. Ainsi une courbe n’est pas donnée
par l’ensemble de ses points mais par les séries ai(t). Dire que la courbe
appartient à un germe analytique aura un sens un peu différent du sens usuel.

DÉFINITION. - Nous dirons qu’une courbe w,(t), . . ., w,,(t)  appartient à

un germe V si pour toute série f (x,, . . . , x,,) de l’idéal U, la série entière

formelle f(w,(t),  . . . , mn(t))  est identiquement nulle.

La propriété essentielle des germes d’ensembles analytiques est la suivante :

THÉORÈME 2. - Tout germe analytique, ou bien est réduit au point zéro,
ou bien contient au moins une courbe.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n.

D’après le lemme 3, l’idéal ‘U, a un nombre fini de générateurs; on peut
donc prendre comme système (1) définissant le germe analytique V un sys-
tème de générateurs de l’idéal U,.  Pour n = 1, le germe V est réduit au
point 0 si l’une au moins des séries J n’est pas identiquement nulle et

coïncide avec k’ si tous 1esJ sont identiquement nuls. Dans ce dernier cas,
toute série w(t) convient.

Soit maintenant n > 1; l’argument du théorème est évident si tous les fi
sont identiquement nulles (ou si m = 0). On peut donc supposer qu’aucune
des séries fi, . . . , fm  (m > 0) n’est nulle; nous supposerons aussi que ces
séries satisfont aux hypothèses du lemme 2, de telle sorte que nous puissions
remplacer les équations (1) par les équations (5) pour définir V (les gi sont
définies par les égalites  (4)). Considérons la projection W du germe V dans

l’espace k-l. Le théorème 2 est vrai pour W, par hypothèse de récurrence.
Si W est réduit au point zéro, alors le germe V est défini par le systéme
d’équations

gi(O,  OP  . .  .  ) 0 ,  X”)  =  0 (1 < i <m),

i. e. coïncide aussi avec le point zéro. Si maintenant W contient la courbe

4>,  . . ., mnel(t),  désignons par k, une extension finie du corps k qui
contienne les coefficients des séries wl, . . . , o,-~.  Par substitution des
séries ml(t), . . , w,(t) dans les séries g,,  . . . , g, à la place de x1,  . . . , xnml,
nous obtenons m polynômes en x,,  :

gi("l(t),  . . ., Wn-l(t)9  xn), 1 <i<m, (6)

dont les coefficients appartiennent au corps k, {  t > des séries formelles de t

sur k,; ces polynômes ont une racine commune x, = 5 dans une certaine
extension finie SI  du corps k, {  t }.  D’après le théorème 6 du Q 1 le corps Q
est contenu dans un corps de séries formelles k’ {  u },  avec ue  = t, pour un
certain entier e et une certaine extension finie k’ de k,. On peut donc consi-
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dérer l’élément 4 = w(u)  comme une série entière à coefficients dans k’.
Puisque E est racine des polynômes (6) dont les coefficients dominants sont
égaux à 1 et les autres coefficients des éléments entiers du corps k, { t }, la
série w(u)  est un élément entier du corps k’ ( u },  i. e. ne contient pas de
puissances négatives de U.  De plus, dans la représentation (4) les séries Tij
sont sans terme constant; remplaçant dans (4) x1,  . . . , x,,-~  par les séries

44,  f . *, w,-,(w) et x,,  par la série O(U),  nous obtenons que le terme cons-
tant de la série w(u)  est nul et que l’on a l’identité :

gi(01(u”)9  *  *  .Y WI-due),  44)  = 0 (1 < i Gm).

Puisque les séries ol, . . . , w,-~  ne sont pas toutes nulles, la donnée des séries

entières 6#),  . . . , u,,-@),  O(U)  définit une courbe de Ïc”.  Par hypothèse,
les séries A, . . . , fn,  et par suite les séries g,,  . . . , g, engendrent l’idéal U,  ;
pour toute série f(xl, . . . , x,) E ‘IL”,  on a donc l’identité

f(4ue),  * . . , %-due), 44)  = 0

et par suite la courbe O~(U~),  . . . , o,-&e),  w(u)  appartient au germe V. Le
théorème 2 est démontré.

THÉORÈME 3. - Soient V et V’ deux germes analytiques de kn,  V non contenu

dans V’. II existe dans h une courbe qui appartient à V et qui n’appartient
pas à v’.

DÉMONSTRATION. - Nous pouvons supposer que le germe V est irréduc-
tible car sinon on peut le remplacer par une de ses composantes irréductibles.

Supposons que le germe V’ est défini par les équations

F,(X) = 0, . . . , F/(X)  = 0,

où les Fj sont des séries de l’anneau 9. Puisque V c/l: V’, l’une au moins
des séries Fj  ne s’annule pas identiquement sur V (dans tout voisinage, aussi
petit que l’on veut, du point zéro). Designons  cette série par F(X) et mon-
trons qu’il existe une courbe w*(t),  . . .,  o,(t) appartenant au germe V et
telle que

F(4th  . . . , 40) # 0.

Nous procéderons par récurrence sur n.
Il est clair que nous pouvons supposer que la série F(X) satisfait à la

condition du lemme 2; il existe alors une série e(X) = e(xI, . . . , x,,) E 9,
de terme constant non nul, telle que

e(X)F(X)  = G(x,,  . . . , x,) = xn + +,x;-~+  . . . + Gk, (7)

où& . ..) & sont des series  en x1,  . . . , x,-~.

Si V = kn  (en particulier pour n = l), l’argument du théorème 3 est
trivialement vrai : il suffit par exemple de prendre wl(t) = . . . = anwl(t) = 0,
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w,(t) = t. Si maintenant V # k”,  nous pouvons considérer la projection

W c &-l du germe V (nous supposons ici que, en plus de F(X), toutes
les séries fi, . . .,  fm  définissant le germe V, satisfont à la condition du
lemme 2; il suffit pour cela, comme nous le savons, de faire une transfor-
mation linéaire des variables). Le germe W est irréductible en même temps
que V puisque son anneau de fonctions, i. e. l’anneau quotient

QJU,  = B.-,

est un sous-anneau de l’anneau des fonctions de V, a>/‘&  = aj (en plus
de l’inclusion a>,-,  c a>, nous avons aussi l’inclusion ‘II,  c Y+).  Pour

toute série fc a>, désignons parf la fonction correspondante de%  Les
égalités (4) entraînent que

xfi + ~,,iy’ + . . . + $&,  = 0,I
et cela signifie que la fonction X,,  est un élément entier de l’anneau 3 sur
le sous-anneau%,-,. Il en résulte que la fonction

G = x: + &if-’  + . . . + $k @i  Egn=l)

est aussi un élément entier sur B,-:.
Considérons l’égalité

- -
@ + L,G”-’  + . . . + Ls  = 0 (Lj  E a)n-l)9 (8)

s étant le plus petit possible. Il est clair que LJ # 0 puisque sinon nous pour-

rions diviser les deux membres par G et obtenir une égalité analogue pour une
plus petite valeur de s. La série L, E ‘Bn-1  ne s’annule donc pas sur W (dans

un certain voisinage). Par récurrence, il existe dans l’espace k”-l une courbe

40,  . f *> wn-l(t)  qui appartient au germe W et telle que

Lb&),  * * *, %-l(t))  # 0.

Dans la démonstration du théorème 2, nous avons vu qu’il existe alors

dans & une courbe du type w@),  . . . , w,-,(uc),  O(U)  qui appartient au
germe V. Vérifions que, pour cette courbe,

W4f),  . . . > un-l(f4,  44)  z 0,

i. e. cette courbe n’appartient pas au germe V’. En effet, si la série de gauche
était identiquement nulle, alors, d’après (8),  nous aurions l’égalité

Ls(w@), . . *,  f&&=))  = 0

d’où, en remplaçant ue  par t,

U4t),  - - *> WI-l(t))  = 0,

en contradiction avec le choix de la courbe w,(t),  . . . , w,-l(t).



CHAPITRE V

MÉTHODE ANALYTIQUE

Au chapitre III, nous avons vu qu’une importante caracteristique  arithmé-
tique d’un corps de nombres algébriques est le nombre h de ses classes de
diviseurs. Il serait donc souhaitable de trouver une expression explicite
de ce nombre h au moyen de grandeurs liées au corps K considéré. Ce
problème n’est pas encore résolu pour un corps quelconque de nombres
algébriques; cependant on a trouvé de telles formules dans des cas parti-
culiers importants (par exemple pour les corps quadratiques et les corps
cyclotomiques).

La méthode de l’analyse donne de nombreux résultats en théorie des
nombres. Dans ce chapitre, nous l’appliquerons au problème de la recherche
du nombre de classes de diviseurs.

4 1. - EXPRESSION ANALYTIQUE
DU NOMBRE DE CLASSES DE DIVISEURS

1) Fonction aêta  de Dedekind

La recherche du nombre h de classes de diviseurs d’un corps K de nom-
bres algébriques repose sur l’examen de la fonction suivante, appelée fonc-

tion zêta de Dedekind :

où a parcourt tous les diviseurs entiers du corps K; N(a) désigne la norme
du diviseur a. Nous montrerons que la série qui figure dans la partie droite
de l’égalité (1) converge pour 1 < s < 00,  représente dans cet intervalle
une fonction continue de la variable réelle s et que l’on a la formule :

lim (s  - I)<&) = ~k (2)
s-+1+0

où K est une constante simple, liée au corps K, qui sera calculée explicitement.
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L’importance de la formule (2) tient au fait que la fonction cK(s)  admet
une décomposition en produit infini

étendu à tous les diviseurs p du corps K, appelée identité d’Euler.  Si nous
connaissons bien les diviseurs premiers d’un certain corps K (plus précisé-
ment, si nous connaissons les lois de décomposition des nombres premiers
rationnels comme produits de diviseurs premiers du corps K), les for-
mules (2) et (3) nous donnerons une expression satisfaisante de h.  C’est
ainsi que nous obtiendrons, dans les paragraphes suivants, l’expression de h
si K est un corps quadratique ou cyclotomique.

Décomposons la série (1) en une somme de h séries

où a parcourt tous les diviseurs entiers d’une classe donnée C de diviseurs,
la première sommation étant effectuée suivant les h classes C. Pour démon-
trer la convergence de la série (1) il suffit de montrer que chacune des séries

(4)

converge pour s > 1. De plus, si nous démontrons que pour chaque classe C
la limite lim (s  - I)f&)  existe et est la même pour toutes les classes C, alors,

s-+1+0
désignant cette limite par K,  nous obtenons la formule (2).

Transformons la série (4) en une série étendue à certains nombres entiers
du corps K. Choisissons un diviseur entier a’ dans la classe inverse C-l.
Pour tout a E C, le produit a. a’ est un diviseur principal :

aa’ = (a), REK.

11 est clair que l’application

a -+ (4 aEC

établit une correspondance bijective (pour a’ fixé) entre les diviseurs entiers a
de la classe C et les diviseurs principaux (a) divisibles par a’. Utilisant
l’égalité

WPW  = I Na) 1,
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nous obtenons

~C(S)  = Na’)”  2 p& :
(a)

la sommation étant étendue à tous les diviseurs principaux du corps K
divisibles par a’. Puisque deux diviseurs principaux (01~)  et (ct2)  sont égaux
si et seulement les nombres cc1  et GC~  sont associés, on peut considérer que la
sommation dans la série (5) est étendue à un ensemble complet de nombres
entiers non nuls, deux à deux non associés du corps K et, divisibles par a’.

Pour interpréter la série (5),  nous utiliserons la représentation géomé-
trique des nombres du corps K comme points de l’espace n-dimensionne1
réel an = C+t  et de l’espace logarithmique LR~  + t (ici n = s + 2t est le degré
du corps K, cf. chap.  II, 0 3-1) et 3)). Définissons dans %a  un cône X tel
que parmi les nombres associés du corps K il en existe un et un seul dont
l’image géométrique appartient à X (par cône on entend ici un sous-
ensemble de xR” qui, avec tout point x # 0 contient toute la demi-droite Sx,
0 < E < CO).

Dans le chapitre II, $ 3 (dont nous conserverons ici les notations), on a
défini, en utilisant l’égalité (13),  un homomorphisme x -+ Z(x)  du groupe
multiplicatif des points x E 31n  de norme N(x) non nulle dans le groupe
additif des vecteurs de l’espace logarithmique KS+‘.  Si Q,  . . . , E,  est un
système d’unités fondamentales du corps K, alors les vecteurs I(EJ, . . . , I(E,),
comme nous le savons, forment une base d’un sous-espace de dimension
Y = s + t - 1 formé des points (a,  . . .,  A,+,)  E xRs+’  tels que

A, + . . . + As+’  = 0.

Puisque le vecteur

I*=(l;  . . . . 1;2; . ...2)
- - -

s t

n’appartient pas à ce sous-espace, le système des vecteurs

1*,  k)> * * . > 4%) (6)

est une base de xRs+‘.  Chaque vecteur I(x)  E &s+’  (x ~31n,  N(x) # 0) s’écrit
donc

&x) = u* + EJ(4 + . . . + EJW, (7)

6, G, * * * 9 F, étant des nombres réels.
Désignons par m l’ordre du groupe des racines de 1 qui sont contenues

dans le corps K.
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DÉHNITION.  - On appelle domaine fondamental du corps K le sous-
ensemble X de l’espace 31n formé des points x qui remplissent les trois condi-
tions suivantes :

10 N(x) # 0;

20 Dans la décomposition (7), les coeficients F,i  (1 < i < r) satisfont aux
inégalités 0 < ti < 1;

30 0 < arg x1 < E, x1 étant la première composante du point x.

Remarquons que pour s > 1, alors m = 2 et la condition 30 signifie sim-
plement que x1 > 0.

Dans le point suivant, nous verrons que le domaine fondamental X est
un cône dans 31”  et nous démontrerons le théorème suivant :

THÉORÈME 1. - Dans toute classe de nombres entiers (# 0) associés entre
eux du corps K il existe un nombre et un seul dont l’image géométrique dans
l’espace xR”  appartient au domaine fondamental X.

Revenons à la série (5). Si nous désignons par JC  le lattice n-dimensionne1
de 3Zn  formé des images x(a) E &”  des nombres entiers a E K divisibles par a’,
alors, d’après l’égalité 1 N(a) 1 = 1 N(x(a)) 1, nous pouvons écrire la série (5)
sous la forme

f&) = N(a') 2 & p7
xs,,knx

(8)

où la sommation est étendue à tous les points x = x(a) du lattice JL qui
appartiennent à X.

Dans le point 4),  nous démontrerons un théorème général sur les séries
où la sommation est étendue à tous les points d’un lattice qui appartiennent
à un certain cône (théorème 3). Appliqué ici, ce théorème montrera que la
série (8) est convergente pour s > 1 et que 1

A étant le volume d’un parallélépipède fondamental du lattice JC et v le
volume de l’ensemble T formé des points x du domaine fondamental X
tels que 1 N(x) ) < 1.

D’après le théorème 2 du chapitre II, 0 4 et l’égalité 3) du chapitre II, 0 6,
A est donné par la formule

A=~Na’)dlD  1, (10)



348 THÉORIE DES NOMBRES

où D est le discriminant du corps K. Le volume v de l’ensemble T sera
acculé au point 3). Nous obtiendrons

2”n’R
v=-,

m (11)

où R est le régulateur du corps K. 11  résulte maintenant de (9),  (10) et (11)
que l’on a

et,  puisque  Lb)  = ~L(s), nous avons obtenu le résultat fondamental
c

suivant :

THÉORÈME 2. - Soit K un corps de nombres algébriques de degré n = s + 2t.
La série

e s t  c o n v e r g e n t e  p o u r  s  > 1 et on a la formule

]im (s - l)<,(s)  = 2TMTtn’R  jj,
s-++o mdw

où h est le nombre de classes de diviseurs; D et R sont respectivement le discri-
minant et le régulateur du corps K et m est le nombre de racines de I contenues
dans K.

Passons maintenant à la démonstration des arguments que nous avons
utilisés pour établir le théorème 2.

2) Domaine fondamental

F étant un nombre réel positif, calculons I(~X)  E W pour x E A”, N(x)  # 0.
D’après l’égalité (12) du chapitre II, 0 3, nous avons

hc(E-4  = Log  E + h(x) pour l<kds;

zs+j(b)  = 2 LOg 5 + zs+j(X) pour l<j<s.

Il en résulte que

Z(Fx)  = Log E;.  1*  + l(x);

par suite, pour les décompositions des vecteurs I(x)  et /(<x)  dans la base (6),
les coefficients de &),  . . . , I(E,) sont identiques pour ces deux vecteurs.
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Puisque N(Sx)  = pN(x)  # 0 et arg (Sx),  = arg x1,  pour tout point x du
domaine fondamental X, toute la demi-droite Sx  appartient aussi à X,
i. e. le domaine X est un cône dans 3t”  (X n’est pas vide puisqu’il contient
par exemple l’image x(1)  du nombre 1 E K).

LEMME 1. - Tout point y E 31” tel que N(y) # 0 s’écrit de manière unique
sous la forme

y = XX(E), (12)

où x est un point du domaine fondamental X et E une unité du corps K.

DEMONSTRATION. - Décomposons le vecteur Z(y) dans la base (6) :

0)  = Y(*  + Ylk)  + * * . + Y,@r);

chacun des nombres réels yj (j = 1, . . . , r) s’écrit

yj = kj f tj,

où kj est un entier rationnel et 0 < tj < 1. Posant q = E: . . . ~2,  considé-

rons le point z = y~(?-‘).  Nous avons

l(z) = l(y) + l(q-‘)  = Z(y)  - k&) - . . . - k&)
= Yl*  + WEl)  + . . . + E,W.

Soit arg zI = <p; pour un certain entier k, nous aurons

o,,-?g<2;.

Par l’isomorphisme a + c,(a)  (a E K), les racines mièmes  de 1 du corps K
s’envoient sur les racines mièmes  de 1 du corps de tous les nombres complexes.
Désignons par 7; la racine mieme  de 1 (elle sera primitive) telle que

2x 2iT
q(C) = COS m + i sin m .

Démontrons que le point x = ZX(<-~)  appartient au domaine fondamen-
tal X. En effet

l(x) = l(z)  + G-k)  = l(z)  = y1* + Ll(%)  + . . . + WA

avec 0 < Ej < 1 et les conditions 10  et 20 sont remplies. De plus,

x1 = ZIX(r-k)l  = zlGl(r)-k

d’où
2x 2xk

arg x1 = arg z1  - k m = ‘p - -m-  ;
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0 < arg x1 < P.

Ainsi x E X. Remarquant maintenant que x(a+)  = x(a)-l,  nous obtenons

y = zx(q)  = xx(<k)x(q)  = XX(E)

avec E = Cky).  Nous avons ainsi écrit le point y sous la forme (12). II reste
à démontrer l’unicité d’une telle décomposition. Supposons que l’on ait,
en plus de (12),  y = ~X(E’)  avec x’ E X et E’ unité de K. Puisque

alors
XX(E) = X)X(&‘),

l(X)  + l(E)  =  I(X’)  +  [(E’).

Les vecteurs l(z)  et I(É)  sont des combinaisons linéaires à coefficients entiers
des vecteurs I(EJ, . . . , I(zl)  et les coefficients de I(x)  et I(x’) dans la base (6)
sont tous positifs et inférieurs à l’unité (condition 20 de la définition du
domaine fondamental). Il résulte donc de la dernière égalité que I(E’)  = I(E),
d’où E’ = E<,,,  CO  étant une racine m ieme  de 1 (cf. chap.  II, Q 3,4)).  De l’égalité
X(E’) = x(E)x&J  résulte maintenant que x = X~X(<,)  et par suite

D’après la condition 30,  les points x et x’ appartenant au domaine fonda-
mental vérifient les conditions

O<argx,< 2, 0 < arg xi < ‘G

2x
c’est pourquoi 0 < 1 arg IS~(<,)  1 < m ; puisque Q&J est une racine mièl”e

de 1, cette dernière inégalité n’est possible que si arg O~(C,,)  = 0. Mais dans ce
cas, a&,)  = 1 et i, = 1. Ainsi E’ = E,  d’où x’ = x et le lemme 1 est
démontré.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1. - Soit p un nombre entier # 0 de K.
D’après le lemme 1, on a la décomposition x(p)  = XX(E),  avec x E X et E unité.
Lc nombre a = @EË’  est associé à p et son image géométrique x(a) (qui
coïncide avec le point x) appartient au domaine X. De plus, d’après l’unicité
de la décomposition (12),  le nombre a est défini de manière unique par les
conditions p = aE,  x(a) E X. Le théorème 1 est démontré.

A titre d’exemple, déterminons le domaine fondamental d’un corps qua-
dratique. Supposons tout d’abord que K est un corps quadratique reel i. e.
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n=s=2,  t=O,  r=s+t-l=l. Nous  considérerons K comme un
sous-corps du corps C de tous les nombres complexes ; le premier
isomorphisme crl  : K -+ C (cf. chap.  II, 0 3, 1)) sera l’isomorphisme identité.

1
Si E est une unité fondamentale du corps, alors - E, ; et - i sont aussi des

unités fondamentales; on peut donc supposer E > 1. Si x = (x,, x,) E x2,
N(x) = x1,  xz # 0, alors I(x)  = (Log 1 x1 1, Log 1 xz 1).  La décomposi-
tion (7) s’écrit dans ce cas

l(X)  = t(1,  1) + 5,  (LOg  &,  - LOg  E).

Le domaine fondamental X est donc défini ici par les conditions

Xl> 0, x2 # 0, O<&<l.

Il est facile de voir que

LOg(X,I  =LOgIX,)  +%LOgE,

ce qui signifie

1 x1 1 = ( x21  e2fl.

La condition 0 < & < 1 peut donc être remplacée par la condition :

1 > 1x21 > s-2.

I Xl I

Le domaine fondamental est donc l’ensemble hachuré dans la figure 7
(les côtés des angles les plus proches de la demi-droite positive 0x,  n’appar-
tiennent pas à X).

FIG. 7.
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Supposons maintenant que K est un corps quadratique imaginaire.
Puisqu’ici s = 0, t = 1, alors r = s + t - 1 = 0. Le domaine fondamental
est formé des points x = y + iz tels que

N(x) = x2 + y2 # 0,
- - -

(cf. figure 8, K = Q(d--  3),  m = 6).

0 < arg x < $

FIG.  8.

3) Calcul du volume

Calculons maintenant le volume n-dimensionne1 de l’ensemble T formé
des points x du domaine fondamental X tels que 1 N(x) 1 G 1. Nous démon-
trerons au cours de ce calcul que ce volume existe et n’est pas nul (dans le
cas d’un corps quadratique, l’ensemble T est indiqué par des doubles hachu-
res sur les figures 7 et 8).

Démontrons tout d’abord que l’ensemble T est borné. Sur toute demi-
droite appartenant au cône X, il existe un point x et un seul tel
que 1 N(x) 1 = 1. Désignons par S l’ensemble de tous ces points. 11  est clair
que T est la réunion de tous les segments Sx  (0 < e < 1) quand x parcourt S.

Soit x E 31n  un point quelconque de norme non nulle et comparons la
somme des composantes des vecteurs de gauche et de droite dans la for-
mule (7). D’après la formule (15) du chapitre II, 9 3, la somme des compo-
santes de gauche est égale à Log ) N(x) 1 et, d’après la relation (18) cha-
pitre II $ 3,

5=iLog  \

forme

celle de droite est égale à E(s  + 2t)  = nt. Cela montre que

N(x) 1 et nous pouvons écrire la décomposition (7) sous la

Z(x)  = ; Log 1 N(x) ) . I*  + E&)  + . . . + E&r)*
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Si maintenant x E S, alors Log 1 N(x) 1 = 0 et par suite le point

w = (W, . . .,  &+t(x))  Exs+’

se représente sous la forme I(x)  = E&),  . . . , ~J(E,),  avec 0 < 4 < 1. Il
en résulte qu’il existe une constante p telle que b(x)  < p, d’où 1 xk 1 < e6

pour 1 < k < s et ) Xs+j  1< e2  pour 1 < j < t, pour tout x E S (cf. défi-
nitions (12) et (13),  chap.  II, 0 3). Ainsi, l’ensemble S et par suite l’ensem-
ble T sont bornés.

Nous considérerons à la place de l’ensemble T un autre ensemble, lié à T,
défini par des conditions plus simples.

LEMME 2. - Si E est une unité du corps K, les  volumes des ensembles de 3tn
sont invariants par la transformation linéaire x -+ XX(E).

En effet, par une transformation linéaire non singulière de l’espace eucli-
dien, le volume d’un ensemble est multiplié par la valeur absolue du déter-
minant de cette transformation linéaire (cf. formule (2),  chap.  II, 8 4).
D’après ce qui a été établi dans le chapitre II, 0 3-l), le déterminant de la
transformation x + XX(E) est égal à N(x(E))  = f 1; d’où notre afhrmation.

Désignons maintenant, comme ci-dessus, par < la racine mième  de 1

telle que o,(c)  = COS m + i sin E.  Considérons les ensembles Tk (k =0,

1, . . . , In  - 1) qui sont les images de T par les transformations linéaires
x+xx(ck)  (T,=T). D’après le lemme 2, on a vu v(Tk)  = v(T) (si l’un au
moins de ces volumes existe). Puisque

I NMCk))  I = I WWKk) I = I NC4  1,
I(XX(Ck))  = I(x)  + 4Tk) = l(x),

arg (XX(<~)),  = arg x1 + E k,

alors (cf. définition du domaine fondamental X, point 1)) l’ensemble Tk
est formé des points x E X” tels que

10 0 < I N(x) I < 1;

20 dans la décomposition (13),  les coefficients ci satisfont aux inégalités

o<t <1;

30 2xkx <argx, < 2G(k+  1).

Il en résulte que T,,  T,,  . . . , T,,-, sont deux à deux disjoints et que leur
m-1

réunion U Tk est définie par les conditions l” et 2’ (sans la condition 39.
k=o

BORNIICH 2 3
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m - 1

Désignons par T l’ensemble des points x E U Tk tels que x1  > 0, . . . . x, > 0
k=o

(cf. (2),  chap.  II, Q 3). Fixons arbitrairement s signes a,,  . . . , 6,  (ai  = f 1);
la multiplication des points de X*  par le point (6,,  . . . , SS;  1, . . . , 1) E C~J  = Xn
est une transformation linéaire de 3t”  qui ne change pas le volume des ensem-
bles (puisque la norme de ce point est égale à & 1). Transformant l’ensem-
ble T par toutes ces transformations linéaires, nous obtenons 2S ensembles

m-1
deux à deux disjoints et dont la réunion est égale à U Tk. Si  nous démon-

k = o

trons que T a un volume u non nul, alors il en résultera l’existence du
volume de T, donné par la formule

u(T) = ; ü. (14)

(Pour un corps quadratique réel, T est la partie de T située dans le premier
quadrant; pour un corps quadratique imaginaire, T coïncide avec le disque
unité privé de son centre, cf. fig. 7 et 8).

L’égalité vectorielle (13) est équivalente aux égalités suivantes :

(i(X)  =  ; LOg 1 N(x)  1 +  -jj*Q(&k) (j= 1, . . ..s+t).

k=l

avece  = 1 si 1 <j<setej=2Sis+  1 <j<s+ t.
Effectuons le changement de variable indiqué par les formules

xk  = pk k=l, . . ..S

Yj = Ps+j Cos  ‘pi

1
(j = 1, . . .,  t)

Zj = ps+j  sin Cpj

(avec les notations du chapitre II, Q 3-l)),  les nombres réels y et zj sont
définis par les égalités Xs+j  = yj + izj,  1 < j < t). Le jacobien  de cette

transformation est égal à P,+~  . . . P,+~.  Puisque b(x)  = Log p? et

s+t
N(x) = np?

j=l

(nous supposons x1 > 0, . . . , xS > 0), alors, pour ces nouvelles varia-

bles pl, . . .,  P$+~,  vl, . . .,  <Pu,  l’ensemble Test défini par les conditions

s+t

1) P, >o, m-e> P,+, >o, I - IpJ%l;
j=l
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2) dans les égalités
s+t

Log PT  = ; Log np:’ + -&(z,,
i ii=1 k=l

Ci= 1, . . .) s + t),  les coefficients & satisfont aux inégalités

o<t,<l (k = 1, . . .,  r).

Puisque ces conditions n’imposent rien aux variables ‘pl, . . . , <pI,  chacune
d’entre elles parcourt (indépendamment des autres) l’intervalle [0, 2x]. A la

place  de pl, . . .,  esff, introduisons maintenant de nouvelles variables E,

t1, ...Y &. par les formules

Log pi’i = ; Log 5 + Q+4,$(z,) (j=  1, . . ..s+t) (15)
k=l

Ajoutant toutes ces égalités et remarquant que

S+I
j=l

s+t
cIj(&k)  = 0,

i=l

nous obtenons
s+t

5 = IJpJ?

j=l

L’ensemble ,T est maintenant défini par les conditions

O<E<l, O<tk<l (Zc  = 1, . . ., r).

L’existence du volume ; = v(T)  est maintenant évidente. Puisque

le jacobien  de la transformation (15) est égal à

(16)

(17)

J =

pl.** Ps+1Z
nE2’

el M4 * * * 4(%>

. * . . . . . .

e,+, L+A4 . . . Lff(4
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Ajoutons dans ce dernier déterminant toutes les lignes a la première. Tenant
compte de (16) et (17) et de la définition du régulateur R du corps K
(cf. chap.  II, 5 4, 4)),  nous obtenons .

IJI =l’p,,,P.:p,-
Il est maintenant facile de calculer le volume ; :

ü=
s s

. . . dx, . . . dx,dy,dz,  . . . dy,dz,

6)

= . . . ps+l.. .
I s

Ps;t41 . . . dPs+rh  . . . ht

=~?VI . . . jpvtj  . . . ~P+I . . . ps,.rdp1  . . . dp,+,

Substituant dans (14) la valeur obtenue pour V, nous obtenons finalement :

2WR
u(T)  = mF.

4) Principe de Dirichlet

Considérons tout d’abord la fonction c,(s)  dans le cas où K est le corps Q
des nombres rationnels. Puisque dans le corps Q on peut identifier les divi-
seurs entiers aux nombres entiers naturels 12, d’où N(n) = n,  alors

Ainsi, pour le corps des nombres rationnels, la fonction zêta de Dedekind
coïncide avec la fonction Z(s)  de Riemann. Démontrons que pour s > 1

la série (18) converge. Puisque la fonction i; est décroissante pour x > 0,

alors

s
n+ldx 1

T< <SC ,n
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l’inégalité de gauche ayant lieu pour n > 1 et celle de droite pour n 2 2.
Pour tout entier naturel N > 1, nous obtenons donc

Puisque pour s > 1 l’intégrale
s

“ d x
1 3 est convergente, l’inégalité de droite

démontre la convergence de la série (18). De plus, pour s > 1, nous avons

ou

Multipliant ces inégalités par s - 1, puis faisant tendre s vers l’unité, nous
obtenons l’importante relation

lim (.s - I)<(S)  = 1, (19)
s+1+0

qui donne l’ordre de croissance de la fonction T(s)  pour s -f 1.
Démontrons maintenant un théorème analytico-géométrique, dû à Diri-

chlet,  sur les séries.
Soient donnés un cône X de l’espace et une fonction F(x) à valeurs réelles

positives définie sur X (nous considérerons que le point (0, . . .,  0) n’appar-
tient pas au cône X). Nous ferons les hypothèses suivantes sur le cône X
et la fonction F :

10  pour tout point x E X et pour tout nombre réel E > 0, on a l’égalité

F(W  = F”W);

20 l’ensemble T formé des points x E X tels que F(x) < 1 est borné et
a un volume n-dimensionne1 non nul v = v(T).

Les points du cône tels que F(x) = 1 forment une surface qui coupe toute
demi-droite du cône en un seul point et limite une partie bornée du cône,
de volume non nul. Il est clair que la donnée d’une telle surface dans X
équivaut à la donnée de la fonction F(x).

Supposons donné dans %”  un lattice n-dimensionne1 & dont le volume
du parallélépipède fondamental est égal à A. Considérons la série

(20)
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où la sommation est étendue à tous les points x du lattice JtG  qui appar-
tiennent au cône X. Ainsi, cette série dépend du cône X, de la fonction F
et du lattice Jk.

THÉORÈME 3. - Avec les  déjnitions  et les hypothèses ci-dessus, la série (20)
est convergente pour tout s > 1 et

lim (s  - I)?(s)  = un. (21)
s-+1+0

DÉMONSTRATION. - Pour tout nombre réel r > 0, désignons par Jl+ le

lattice déduit de a par homothétie de rapport i. Le volume du parallélé-

pipède fondamental du lattice JIG,  est égal à i. Si N(r) est le nombre de

points du lattice J& contenus dans l’ensemble T, on a, par définition du
volume,

N(r)v = v(T) = lim N(r) $ = A lim 7n-  . (22)
**cc r+m

Considérons l’ensemble rT  homothétique de T par l’homothétie de rapport r.
Il est clair que N(r) est aussi égal au nombre de points du lattice & contenus
dans rT et ce nombre est à son tour égal au nombre de points x E J& n X
tels que F(x) < P. Tous les points de jlG n X s’ordonnent en une suite {  xk }
telle que

Posons

0 < F(x,)  < F(xJ < . . . < F(Q) < . . .

qm = rk.

Les points x1,  . . . , xk appartiennent à l’ensemble rkT;  par suite, N(r,fJ  3 k.
De plus, pour tout E > 0, le point xk n’appartient pas à l’ensemble (rk  - E)T,
d’où N(rk  - E)  < k. Ainsi,

d’où

N(rk - e)  < k < N(Q),

N(rk  - E)  rk - c * < k < N(f’k)

(rk  - dn ( 1
n\-’

rk rk rg

Passant à la limite pour k 3 00, i. e. pour rk  -+ CO,  et tenant Compte  de la
formule (22),  nous obtenons

k
;Fm F(Xk)  = - *h (23)
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Comparons la série i(s) = 2 P&  à la série (18). Puisque
k=1

la série (20) converge en même temps que la série (18) (pour s > 1, bien
entendu). Soit E un nombre réel positif aussi petit que l’on veut. D’après (23) 3
nous avons

pour tout entier assez grand k 2 k,,,  d’où

pour tout s > 1. Multiplions cette inégalité par s - 1 et faisons tendre s
vers 1 à droite. Puisque

k,-1

lii (s  - 1) 2 & = 0,
k=l

alors, d’après (19),

k=k.

Tenant compte du fait que

k.-l

lim (s  - 1) C &s  = 0,
s-+1

k=l

nous obtenons les inégalités

V
- - E < lim (s  - 1)&7)  < lim (s  - l)&) < i + E,A -

s-+1+0 s-+1+0

ce qui démontre le théorème 3, puisque E est quelconque.

Remarque. - Il est facile de mettre en évidence des analogies entre les
égalités (21) et (22). Pour accentuer cette ressemblance, supposons que le
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volume A du parallélépipéde  fondamental du lattice & soit égal à 1 et écri-
vons ces égalités sous la forme

lim (.Y - l)$r)  = 2, (21’)
s-1+0

lim J-  N(r) = 21.
r+m rn

(22’)

Ces deux limites définissent le même nombre, à savoir le volume de I’ensem-
ble T. La définition du volume par l’égalité (22’) utilise les opérations sui-
vantes : le lattice & est réduit r fois et on considère le nombre N(r) de points
du lattice J& contenus dans T. Ensuite, on multiplie le nombre N(r) par le

volume rL  du parallélépipède fondamental du lattice J%,.  Enfin, on prend

la limite du produit j,I  N(r) pour r + CO.  Nous obtenons le volume dans

l’égalité (21’) par un procédé analogue. Ici la somme S(s)  joue le rôle du
1

nombre N(r), le facteur s - 1 correspond au facteur r7,  et on fait tendre s

vers 1 + 0 au lieu de faire tendre r vers l’infini.
Revenons au domaine fondamental X d’un corps K de nombres algé-

briques. Puisque la fonction F(x) = \ N(x) 1 satisfait aux conditions (1) et (2),
on peut appliquer le théorème 3 à la série (8),  ce qui montre que cette série
est convergente pour s > 1 et que la relation (9) est satisfaite.

Ceci termine la démonstration de tous les résultats que nous avons utilisés
dans le point 1) pour démontrer le théorème 2.

5) Identité d’Euler

Pour utiliser la formule (2) pour calculer le nombre h de classes de divi-
seurs, il faut être capable de calculer la limite lim (S  - l)&(s) par un

s-N+0

autre procédé. Dans certains cas, cela pourra se faire en utilisant la repré-
sentation de &(s)  sous forme d’un produit infini, connu sous le nom
d’identité d’Euler.

THÉORÈME 4. - Pour s > 1,  la fonction &(s) peut se représenter sous forme
du produit infini convergent

où p parcourt tous les diviseurs premiers du corps K.
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DÉMONSTRATION. - Pour tout diviseur premier p, nous avons
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1
--~ = 1 + N@)”
1-L

L+LN(p)2”  + - *

N(P)”

(24)

Soit N un nombre naturel quelconque et soient pl, . . . , pr tous les diviseurs
premiers dont la norme ne dépasse pas N. Multipliant les séries absolu-
ment convergentes (24) pour p = pl, . . . , pI,  nous obtenons

où, dans la somme Xc’,  a parcourt tous les diviseurs entiers du corps K dont
la décomposition en produit de puissances de diviseurs premiers contient
seulement des diviseurs premiers dont la norme ne dépasse pas N. Compa-

rons la somme C’ à la série &(s)  = 2 &. Puisque dans la série X’ on
a

rencontre tous les diviseurs premiers dont la norme est < N, on a

Puisque pour s > 1 la série (1) est convergente, alors

--+O
N(a) > N

pour N + 00 et cela démontre le théorème.

L’importance du théorème 4 réside dans le fait que, réuni au théorème 2,
il établit un lien entre le nombre Iz  et les diviseurs premiers du corps K.
Comme on l’a déjà remarqué dans le point l), si nous connaissons tous les
diviseurs premiers du corps K, alors, en utilisant le théorème 4, on peut
calculer par un autre procédé la partie gauche de la relation (2) et cela nous
donne une formule explicite pour h.  D’autre part, le fait que K!I # 0 permet
d’obtenir d’importants résultats sur les diviseurs premiers du corps K; par
exemple, prenant pour K un corps cyclotomique, nous obtiendrons, dans
le 8 3 de ce chapitre, le théorème de Dirichlet sur l’infinité des nombres
premiers rationnels dans une progression arithmétique.
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EXERCICES

1. En utilisant la convergence de la série
Y
c

ns (s>  l), démontrer que, pour s>  1,

la série
n=1

1
c-p NO’)“’

où p parcourt tous les diviseurs premiers du corps K, est aussi convergente.
2. En utilisant les résultats de l’exercice 1, démontrer la convergence du produit

I-I 1

p 1-L
(s > 1).

N(P)

En déduire la convergence de la série
c

1
N(ar’

a

3. Soient uk et 6k  (k > 1) des nombres réels positifs tels que lim - = c.
k-em ak

Démontrer que si la série 9&a;  est convergente pour s > 1 et
k=l

CO

l im (s - 1 )
s+1+0 c

us,  = A,
k=l

alors la série
c

bi converge aussi (pour s > 1) et on a
k=1

m

lim (s - 1)
c

b; = CA.
s+1+0

k=1

4. Soit C une classe quelconque de diviseurs d’un corps K de nombres algé-
briques. Désignons par Z(S,  C) le nombre de diviseurs entiers a de la classe C
tels que N(a) < 4.  Démontrer que

lim ‘(E, ‘) 2S+‘xfR- ZZZ
E+m 5 “=rm’

5. Désignons par $(a) le nombre des diviseurs entiers d’un corps K de nombres
algébriques dont la norme est égale à a. Démontrer que

avec

(p(u) est la fonction de Moëbius).
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Q 2. - LE NOMBRE DE CLASSES DE DIVISEURS
D’UN CORPS CYCLOTOMIQUE

Soient m un entier naturel et < une racine primitive mième  de l’unité.
Puisque toutes les racines m ième  de 1 divisent le cercle unité du plan
complexe en m parties égales, le corps Q(S)  est appelé le corps de division
du cercle en m parties égales ou plus simplement mième  corps cyclotomique.
Dans ce paragraphe, nous calculerons le nombre h des classes de diviseurs
des corps cyclotomiques en utilisant les théorème 2 et 4 du Q 1. Dans ce but,
il faut d’abord étudier la décomposition de tout nombre premier rationnel
en produit de diviseurs premiers dans ce corps. Nous calculerons tout
d’abord le degré du corps Q(T).

1) Irréductibilité des polynômes cyclotomiques

Comme on le sait, le degré du corps Q(c)  est égal au degré du polynôme
minimal du nombre < sur le corps Q des nombres rationnels. Nous démon-
trerons ici que le polynôme minimal du nombre c est le polynôme

Q$n  = %W = n 0 - Ck)
(km) = 1

(le produit est étendu à un système réduit de résidus modulo m), dont les
racines sont toutes les racines primitives mihmes  de 1. Puisque le degré
de OD,  est égal à la valeur rp(m)  de la fonction d’Euler,  il en résulte que

(OK) : Q) = dm).

Le polynôme Q,(t) est appelé polynôme de division du cercle en m parties
égales ou mième polynôme cyclotomique.

Démontrons tout d’abord que les coefficients de Orn sont des entiers
rationnels. C’est évident pour m = 1 (QI = t - 1). La démonstration dans
le cas général s’effectue par récurrence sur m. Puisque toute racine mieme
de 1 est une racine primitive de degré d 1 m, alors

tm - 1 = na&
d

où d parcourt tous les diviseurs du nombre m. Par hypothèse de récur-

rence, le polynôme F = n@d a des coefficients entiers rationnels et son
d#m
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t” - 1
coefficient dominant est égal à 1. Par suite, mm = -F-  a aussi des coeffi-

cients entiers rationnels.
Désignons comme toujours par Z l’anneau des entiers rationnels, par

Z/pZ = Fp le corps résiduel modula un nombre premier p et par à la classe

résiduelle de a dans Z/pZ. Si dans le polynôme f(t) à coefficients entiers
rationnels, nous remplaçons tous les coefficients par leurs classes résiduelles

modulo p, nous obtenons un polynômef(t)  à coefficients dans le corps Fp.
Il est clair que l’applicationf  +f est un homomorphisme de l’anneau Z[t]
sur l’anneau FJt]. Puisque (f + g)p =fp + g* et, d’après le petit théo-

rème de Fermat,  a~ =ü (a E Z), on a identiquement dans l’anneau FJt]

(7(t>)” = m. (1)

Posons h = tm - 1. Si le nombre premier p ne figure pas dans m, alors

le polynôme h de FJt] est premier avec son polynôme dérivé et par suite

ne contient] pas de facteurs multiples. Remarquant maintenant que 3m

est un diviseur de 6,  nous avons obtenu le résultat suivant.

LEMME  1. - Si le nombre premier rationnel p ne divise pas m, alors le
polynôme O,,, de l’anneau FJt] ne contient pas de facteurs multiples.

Sif(t) est le polynôme minimal du nombre c, alors a,,, = f G où G appar-

tient, commef, à l’anneau Z[t]. Pour tout nombre premier p premier avec m,
le nombre <’ est aussi une racine primitive mième  de 1, i. e. @,(tp)  = 0.

Démontrons que cp  est une racine de J Dans le cas contraire, G(cj’) = 0.

Considérons alors le polynôme H(t) = G(tp).  Puisque H(c)  = G(Tp)  = 0,
alors H est divisible parf, i. e. H = f Q, où Q E Z[t]. Passons au corps rési-

duel F,, dans l’égalité H =fQ. Nous obtenons H = f Q. Mais, d’après (l),

H(t)  = G(t*)  = (G(t))“, d’où

G”=fQ.

Soit 3; un certain facteur irréductible du polynôme f (dans l’anneau Fp[t]).

11  résulte de la dernière égalité que G est divisible par $.  Mais alors, il résulte

de l’égalité %,,, = f G que (Ds,,  est divisible par p, en contradiction avec le

lemme 1. Ainsi, Y n’est pas une racine de G(t) et par suite c’est une racine

de  f(t).
Si maintenant <’ est une racine quelconque de a,,,, alors <’ = ck, où k

est premier avec m. Posons k = p1p2  . . . px.  D’après ce qui précède, Ip’ est

une racine de f(t). Remplaçant la racine c par CPI,  nous obtiendrons de

même que cp’pa est une racine de f (t). De proche en proche, nous obtenons

finalement que ck est également une racine de f (t).
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Ainsi, chaque racine du polynôme Qrn est aussi une racine du polynôme f,
d’où Onz  =J Nous formulerons ce résultat comme suit.

THÉORÈME 1. - Pour tout entier naturel m, le polynôme cyclotomique @,,,
est irréductible sur le corps des nombres rationnels.

COROLLAIRE. - Le degré du mième  corps cyclotomique Q(C),  cm = 1,
est égal à cp(m)  (où cp(m)  est la fonction d’Euler).

2) Loi de décomposition dans un corps cyclotomique

Puisque le degré du mième  corps cyclotomique Q(c)  est égal à cp(m),
alors les nombres

1 y9% a..>
y(m)  - 1

(2)

forment une base de Q(C) sur Q.

LEMME 2. - Si le nombre premier p ne figure pas dans m, alors il ne figure
pas non plus dans le discriminant D = D (1, 1;,  . . . , !‘@‘)-l)  de la base (2).

DÉMONSTRATION. - Comme nous le savons, le discriminant D est égal
au discriminant D(O,) du polynôme cyclotomique QD,.  La classe résiduelle
.-
D(O,,,)  E Fp du nombre D(Qm)  modulo p est égale évidemment au discri-

minant D(@,,J  du polynôme Gm  E ZJt]. Puisque Gm(t)  n’a pas de facteurs

multiples (lemme 1), on a D(<D,,,)  # 0 et par suite D = D(q,J  n’est pas
divisible par p.

LEMME 3. - Si un corps K de nombres algébriques contient une racine
primitive mième  de 1, alors, pour tout diviseur premier p du corps K, premier
aoec  m, on a

N(p) - 1 (mod m).

DÉMONSTRATION. - Soient 9 l’anneau des nombres entiers du corps K,
p un nombre rationnel divisible par p et < une racine primitive mième  de 1
(c E a)).  Dans le point l), nous avons vu que le polynôme tm  - 1 n’a pas
de racines multiples dans le corps résiduel ‘B/u  qui est une extension du

corps Fp (puisque p T m). Par suite, les classes résiduelles 1, i, . . . , <“-’
de a>/p  sont deux à deux distinctes. Il est clair que ces classes forment un
groupe multiplicatif d’ordre m qui est un sous-groupe du groupe multipli-
catif du corps résiduel ‘Bjp.  L’ordre de ce dernier groupe est égal à N(p) - 1.
Mais l’ordre de tout groupe fini est divisible par l’ordre de chacun de ses
sous-groupes et par suite N(p) - 1 est divisible par m.
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THÉORÈME 2. - p étant un nombre premier ne figurant pas dans m, dési-

gnonsparf lepluspetit entier naturel tel quepf = 1 (mod m) et soit g = ‘fi).
f

Alors, dans le corps cyclotomique Q(c),  p admet la décomposition

P = Pl  . . . Pg, (3)

où les diviseurs premiers pl,  . . . , pg  sont deux à deux distincts et N(pi) = pf.

DÉMONSTRATION. - Puisque (p, m) = 1, alors, d’après le lemme 2,
p ne figure pas dans le discriminant de la base (2); par suite, d’après le
théorème 8 du chapitre III, 5 5, p admet une décomposition de la forme (3).
Il nous reste seulement à trouver le degré de chaque diviseur pi et à démon-

trer que le nombre des pi est égal à ‘0.
f

Soient p un quelconque des diviseurs premiers pi, s son degré,
i. e. N(p) = p”.  D’après le lemme 3, p”  = 1 (mod m) d’où s >j Pour
démontrer l’inégalité contraire, considérons le corps résiduel B/p de
l’anneau a>  des nombres entiers du corps Q(c)  modulo p. D’après le corol-
laire du lemme du chapitre III, 6 7-4),  toute classe résiduelle de a>/p  contient
un représentant de la forme

con-1

E = 2 a$?, (41
j=o

où les aj  sont des nombres entiers rationnels. Élevons (4) à la puissance pf.

Puisque pf = 1 (mod m) alors Cpf = Z,.  Tenant compte du fait que9

(cc  + p)pf  = ctPf  + ppf  (mod p)

pour tout CC  et @  dans ‘ B et du fait que apf = a (mod p) pour tout entier ration-
nel a, nous obtenons, à partir de (4),  la congruence :

pf+ (mod  P>.

Ainsi, toute classe résiduelle %  E a>/p est une racine du polynôme t’- t.
Mais le nombre de racines d’un polynôme dans un corps ne dépasse pas
son degré, d’où ps < pf, ce qui signifie s <f. Réunissant cette inégalité
à celle obtenue ci-dessus, nous obtenons s =J

Nous avons ainsi démontré que tous les diviseurs premiers pi dans la
décomposition (3) ont le même degréf,  égal à l’exposant de p modulo m.
Appliquant maintenant le théorème 8 du chapitre III, 9 5, nous obtenons

que le nombre g des diviseurs premiers pi est égal à ‘y.  Le théorème 2

est démontré.
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3) Expression de 12 au moyen des séries L

Revenons sur la fonction T,(S)  du m ième  corps cyclotomique K = Q(C),
cm  = 1. Utilisant l’identité d’Euler  (§ 1, théorème 4) et réunissant dans
celle-ci tous les facteurs p qui divisent un même nombre premier rationnel,
on peut écrire

le produit extérieur étant étendu à tous les nombres premiers rationnels p.
Les facteurs correspondant à des diviseurs premiers p qui divisent m forment
un produit fini que nous désignerons par

G(s)qql-&-‘.
Plm

(6)

Si (p, m) = 1, alors, pour tout diviseur premier p qui divise p, nous avons

N(p) = pfp,  oùfp est l’exposant du nombre p modulo m. Puisque le nombre

des diviseurs p distincts qui divisent p est égal à ‘F (théorème 2),  nous
P

obtenons

WI = W n (1 -p+)  J-’ ’
(p,m)=1

(7)

Transformons chaque facteur de ce produit. Pour cela, nous utiliserons la
décomposition

où E = &p  = COS 2 + i sin 2. Maintenant le produit
fi  f,

contient cp(m)  facteurs et ce nombre de facteurs est le même pour tout p.
Montrons que, pour des p différents, on peut associer les facteurs ci-dessus
de telle sorte que le produit infini qui figure dans la partie droite de l’éga-
lit6  (7) se décompose en un produit de cp(m)  facteurs de forme assez simple.
Cette décomposition repose sur la notion de caractère modulo m. Nous
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aurons besoin maintenant des résultats sur les caractères exposés dans le 5 5
de l’appendice.

Désignons par G,  le groupe des classes résiduelles de l’anneau des entiers
rationnels modulo m qui sont constitués de nombres premiers avec m. La

classe j, de représentant p qui appartient à G,, est d’ordre fp;  par suite,

pour tout caractère x du groupe G,,,, la valeur x(j)  qui est une racine de 1
d’ordre f,, est égale à un certain E k.  Réciproquement, choisissant arbitrai-

rement une des racines zk, il existe sur le sous-groupe cyclique {p } du

groupe G,  un caractère x1 et un seul tel que x1(i) = ck.  D’après le théo-
rème du $ 5 de l’appendice, on peut prolonger ce caractère x1 en un carac-
tère du groupe G,.  Ainsi, si x parcourt tous les caractères du groupe G,,

x(j)  parcourt toutes les racines zk  (k = 0, 1, . . .,  f,  - 1); chacune des

racines ck  est obtenue exactement TP  fois. Substituant l’expression (8)

dans la formule (7),  nous obtenons donc

c,(s)  = G(s)  n n(l  - y)-’

(p,m)=1  x

(9)

(le produit intérieur est étendu à tous les caractères x du groupe G,).
A la place des caractères du groupe G,, nous considérerons maintenant

des caractères modulaires modulo m (cf. appendice, § 5-3)). Puisque x(p)  = 0
pour tout p figurant dans m (pour tout caractère modulaire x modulo m),
on peut écrire l’égalité (9) sous la forme

T&)  = G(s)nr[(l  - ‘$)-’
P x

(où p parcourt tous les nombres premiers et x tous les caractères modulaires
modulo m). Intervertissant l’ordre des multiplications, nous obtenons

en utilisant la notation suivante :

(10

Remarquons que dans tout ce qui précède, on a supposé s > 1 (sous cette
hypothèse, on peut effectuer toutes les opérations ci-dessus sur les produits
infinis).
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Remarque. - Dans la formule (lO),  on peut omettre le facteur G(s) en
prenant pour x les caractères primitifs modulo tout diviseur d de m; cf. à ce
sujet les exercices 13 à 16.

Le facteur L(s, x0)  du produit (10) qui correspond au caractère unité x0
ne diffère que par un facteur simple de la fonction c(s) de Riemann. En effet,
puisque x0(p)  = 1 pour (p, m) = 1 et x0(p)  = 0 pour (p, m) > 1, alors

us, x0) = n + (s > 1).
(.wn)=l  1 - -

P”

D’autre part, appliquant le théorème 4 du 0 1 au corps Q des nombres
rationnels, nous obtenons

<(.Y)=  n(1  -;y.
D

Ainsi,

J-b, x0) = n ‘I
( 1

-lmb
Pb  1 - -

PS

Substituant cette expression dans (lO),  nous obtenons pour &(s)  la formule
définitive suivante :

(12)

où nous avons posé (cf. (6))

Étudions plus en détail les fonctions L(.T,  x>. Considérons la série

m x(n)c-ns
?I=l

absolument convergente pour s > 1. Remplaçant la décomposition (24)
du 0 1 par l’égalité

nous obtiendrons facilement, en répétant presque mot à mot la démons-
tration du théorème 4 du 0 1 (en utilisant la propriété multiplicative du carac-
tère x),  l’egalité

(13)

00RB”lTcIi 2 4
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La série qui figure dans la partie droite de l’égalité (13) est appelée la
série L ou série de Dirichlet, du caractère modulaire x. Notre but immédiat
sera de démontrer que la série L d’un caractère x différent du caractère
unité est convergente, non seulement pour s > 1 mais également pour s > 0
(bien sûr, la convergence n’est pas absolue dans l’intervalle 0 < s < 1).
Démontrons à cet effet le lemme suivant.

LEMME 4. - Soit {a,} (n = 1, 2, . . .) une suite de nombres complexes
n

telle que les  sommes A, = -7ak soient bornées, i. e. 1 A,, 1 < cpour tout n > 1.
k%

Alors la série

f(s) = -y$
il=1

est convergente pour tout nombre réel s > 0. Pour tout Q > 0, la convergence
est untforme  dans I’intervalle  [o,  a);  par suite f(s) est une fonction continue
de s (dans le domaine de convergence (0, a)).

DÉMONSTRATION. - Fixons arbitrairement IS > 0. Pour E > 0 donné,

soit n, tel que $ < z pour tout II > no.  Pour ces entiers n > no,  on a égale-

ment $ < E pour tout s > Q.  Soit maintenant M > N > no. Alors

k = N

d’où

k = N

k = N

k = N k=N-1.  ’

M-l

=-A++ >k(;-@$-@ +&,

k = N

M-l

cc2
k=N

(
1F-f& +)

C-
M”

2 c
=NS < 20

pour tout s appartenant à l’intervalle [Q,  uz).  Le lemme 4 est démontré.

COROLLAIRE. - Pour tout caractère x différent du caractère unité, la série
de Dirichlet L(s, x) est convergente pour s > 0 et est une fonction continue
de s dans l’intervalle (0, 00).
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En effet, si x # x0, alors Xx(k)  = 0 quand k parcourt un système complet
de résidus modulo m. Représentant tout entier naturel n sous la forme

n = mq + r, 0 < r < m, alors

A,,=$~(k)=$x(k),  d ’ o ù  IA,I<r<m.
k=l k=l

Revenons à la fonction CK(s).  Multipliant l’égalité (12) par s - 1 et
passant à la limite pour s + 1 + 0, nous obtenons, d’après la relation (19)

du§ 1,

lim (s - ~L(S)  = F(1) n LU, x), (14)
s+1+0 X#X.

avec

Oo  x(n)
LU, x) = 1 y . (15)

Il=1

Remarquons que quand la série (15) n’est pas absolument convergente,

on ne peut pas modifier l’ordre de ses termes. Rapprochant la formule (14)
du théorème 2 du § 1, nous obtenons l’expression suivante de h

h=WdiDI
2”+‘x‘R F(l)~UL xl

X#X0
(16)

(ici w désigne le nombre de racines de l’unité contenues dans K). On ne

peut pas se limiter à l’expression (16) pour étudier le nombre de classes
de diviseurs d’un corps cyclotomique puisqu’elle contient des séries infi-
nies L(1, x). Dans le point suivant, nous calculerons la somme de ces séries.

4) Sommation des séries L(1,  x)

Supposant que x est un caractère modulo m différent du caractère unité,

revenons à la série (13). Omettant dans celle-ci les termes de la somme qui
sont nuls et remarquant que x(nl)  = x(nz) pour ns = n2 (mod m), nous pou-
vons l’écrire sous la forme suivante (on suppose ici de manière essentielle

que s > 1) :

(x,m)=1 n =x (mod  m)

(la sommation extérieure est étendue à un système réduit de résidus
modulo m). Nous écrirons la série intérieure sous la forme

m

c
CII_-.
ns ’

PI=1
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o ù

l

1 pour n =x (modm),

“= \ 0  p o u r  nfx(modm).

Pour écrire les coefficients c, sous forme plus convenable, nous utiliserons
la formule évidente suivante :

m-1

c 1
î$k =

m pour r = 0 (mod m),
0 pour r+ 0 (mod m)

k = o

o ù

;=cos2G+isin2G

est une racine primitive mième  de 1. Remarquons que si dans l’étude algé-
brique d’un corps cyclotomique on peut prendre pour < une racine primitive
mi*me  de 1 quelconque, ici, il nous faut fixer une de ces racines sans ambi-
guïté pour les calculs qui vont suivre. Nous avons donc

m - 1

cn = ; p.

k - o

Ainsi

L(&x)= 2 ~(X)$t’i-$=;“i  2 ,(X)C@?
(x,m)=1 tl=l k = o k = o  (x,m)=~ FI=1

Nous avons déjà rencontré l’expression entre parenthèses, pour m = p pre-
mier, dans le chapitre premier Q 2, et nous l’avons appelée somme de Gauss.
Donnons la définition des sommes de Gauss pour des entiers m quelconques.

DÉFINITION. - Soit < une racine primitive mième  fixée de 1 et soit x un
caractère modulaire modulo m. L’expression

Ta(x)  = c XW”,
x m o d m

où x parcourt un système complet (ou réduit) de résidus modulo m s’appelle
yne  somme de Gauss relative au caractère x et au nombre entier rationnel a.

Une somme de Gauss T=(X)  dépend ainsi non seulement de x et du résidu
de a modulo m mais aussi du choix de la racine primitive <. Nous suppose-

2iT 2 X
rons dans la suite que l’on prend pour 1: la racine COS m + i sin m . La

somme de Gauss qui correspond à cette valeur de < est dite normée.
Nous désignerons aussi par T(X)  la somme T~(X).
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Si le caractère x n’est pas le caractère unité, alors

‘o(X)  = 2 x(x>  = 0.
(x,m)  = 1

Nous pouvons donc écrire l’expression obtenue ci-dessus pour L(s, x) SOUS

la forme

k=l ?I=l

00

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme 4 à la série c
$(r-*  # 1

“=1
,?W

pour k # 0, d’où
c

7Z-nk  = 0). D’après ce lemme, notre série converge
?J=1

pour 0 < s < cû  et représente dans cet intervalle une fonction continue de s.
Nous pouvons donc faire s = 1 dans la dernière égalité; nous obtenons ainsi

Pour trouver la somme de la série intérieure, considérons la série entière
c

z.

On sait qu’elle converge dans le cercle ( z 1 < 1 et y représente la branche
de la fonction - Log (1 - z) dont la partie imaginaire (i. e. le coefficient

de i) appartient à l’intervalle
( 1
- 5,;  . Puisque cette série entière converge

au point z = C-k  (situé sur la circonférence unité), alors, d’après le théo-
rème d’Abel, CO

c <--nk

~ = - Log (1 - T-k),
n

Il=1
ce qui entraîne

m-1. -

L(1,  x) = - ;  cTk(x) Log  (1 - t-k).

k=l

(17)

Nous avons ainsi obtenu une expression finie pour la série L(l, x).  La substi-
tuant dans (16),  nous trouvons une formule, ne contenant plus de series
infinies, pour le nombre de classes de diviseurs d’un corps cyclotomique.

On peut encore simplifier la formule (17). Dans le point suivant, nous le
ferons, non dans le cas général, mais pour des caractères x primitifs. Nous



3 7 4 THÉORIE DES NOMBRES

appliquerons ces résultats dans le 6 5 au calcul de h pour un corps cyclo-
tomique de division du cercle en un nombre premier de parties égales. Dans
ce cas, la formule donnant h a de très nombreuses applications.

5) Les séries L(1,  x) dans le cas des caractères primitifs

Démontrons que si y, est un caractère primitif modula m et (a, m)  = r > 1,
alors

4x) = 0.

Posons m = rd. Il est clair que Y est une racine primitive dièrne  de a et
par suite p = r” si et seulement si z = 1 (mod d). Prenons pour z un
nombre tel que (z, m) = 1, z = 1 (mod d) et x(z)  # 1 (l’existence d’un tel z
résulte du théorème 4 du § 5 de l’appendice). Puisque, en même temps que X,
le produit zx parcourt un système complet de résidus modulo m, alors

Tk!.) = c x(Zx)y”  = x(4 c XWP”  = x(zMx).
x m o d m x m o d m

Puisque x(z)  # 1, il en résulte que T~(X)  = 0.
De plus, si (a, m) = 1, alors

G(X)  = x(a)-‘4x).

En effet, puisque le produit ax parcourt, simultanément avec x, un système
complet de résidus modulo m, alors

xW.(x)  = 2 x(ax)rp”  = 4~) = T(X).
xmod m

La formule (17) peut s’écrire, dans le cas d’un caractère x primitif, sous
la forme

L(l, x) = - z 2 T(k)  Log (1 - T-k). (18)
(k,rn)=l

Revenons à l’étude de la somme

s, = c X(k)  Log 0 - rk> (19)
(k,m)  = 1

(k parcourt un système réduit de résidus modulo m). L’étude de la somme S,
nécessite la distinction de deux cas de nature tout à fait différente. Pour
différencier ces deux cas, nous aurons besoin de la définition suivante.
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DÉFINITION, - Un caractère modulaire x est dit pair si x(- 1) = 1
(d’où x(-  x) = x(x) pour tout entier x) et dit impair si x(-  1) = - 1 (dans
ce cas, x(-  x) = - x(x)).

Puisque

(x(-  1Y = X(C- 1N = x(1)  = 1,

alors x(- 1) = f 1 et par suite tout caractère x est pair ou impair.

Le nombre 1 - c-k pour 0 < k < m peut s’écrire sous la forme trigono-
métrique suivante

1-:-“=2Sin$(cos  (2-z) +isin (z-g)),

nkavec - - < 2 - m < 2 ; par suite,
2 2 2

Log (1 - tek)  = Log 1 1 - c-k  1 + ii+ - X).

De plus, puisque 1 - Ck et 1 - Ck sont conjugués, alors

(soulignons, cette fois encore, que ces deux dernières formules ne sont vala-
bles que si k est pris parmi les plus petits résidus positifs modulo m).

Supposons maintenant que le caractère x (et par suite aussi le caractère X)
est pair. Remplaçant k par - k dans la somme (19),  nous obtenons

s, =
c i(k)  Log  (1 - Ck),

(km) = 1

ce qui, ajouté à (19),  donne

2S, = 7 i(k)  [Log  (1  - C-k)  + Log  (1  - Ck)l
(k,m)=  1

ZZZ 2 2 y(k)  Log 1 1 - Ck 1 = 2 2 i(k) Log 2 sin X$.
(k,m) = 1

:kG?-Gi

Si maintenant le caractère x est impair, alors, remplaçant de nouveau k
par - k dans (19),  nous obtenons

S, = - c $3) Log (1 - Ck),
(km)  = 1
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2s,  = 2 x(k>  [Log (1 - r-k)  - Log (1 - Ck)]  = 2 c X(I+$ - i).

(k,m)  = 1 (km)  = 1
o<kcm

Tenant compte du fait que
c

i(k) = 0 (car le caractère x est distinct

(k,m)  = 1

du caractère unité), nous obtenons, en utilisant (18), le résultat suivant.

THÉORÈME 3. - Soit x un caractère primitif modulo m > 1. Si x est pair,
alors

w, x> = - =$ 2 X(k)  Log 1 1 - ck 1
(k,m)  = 1

‘(Xl=--
m c

F(k) Log sin n$

(km)  = 1
o<k<m

Si maintenant x est impair, alors

L(l,  x) = n@$ 1 T(k)k.
(k,m)  = 1
o<k<m

(20)

(21)

EXERCICES

1. Montrer que si x est un caractère primitif modulo m, alors

I 4x1 I = dG.
P-1

2. Soit p un nombre premier impair et posons pc = (- 1) p. Démontrer
que le corps quadratique Q(ýp*)  est contenu dans le pième  corps cyclotomique.

%

(Utiliser l’exercice 5 du chapitre premier Q 2, pour a = b = 1).

3. Démontrer que tout corps quadratique est contenu dans un certain corps
cyclotomique.

4. Les notations étant celles de l’exercice 6 du 0 5 de l’appendice, démontrer
l’égalité

(on suppose que pour définir les sommes de Gauss T&) on prend comme racine
m

primitive d’ordre mi de 1 le nombre <
mi

, où < est la racine primitive A&me de 1
qui intervient dans la somme T~(X)).

5. Soit p un nombre premier ne figurant pas dans m et soit f le plus petit entier
naturel tel que pf = 1 (mod m). Démontrer que le polynôme ,(t), a coefficients
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dans Fp  (cf. 1)) se décompose dans l’anneau F,[t] en un produit de $? facteurs

irréductibles de même degré f (D’après le théorème 8 du chapitre III, 0 5, cela
donne une seconde démonstration du théoréme 2).

6. Soit p un nombre premier impair. Considérant le corps Q(d- 1) et rap-
prochant pour ce corps le théorème 1 du chapitre III, $ 8, du théorème 2 de ce
paragraphe, démontrer l’égalité

- 1‘C-1
P-1

P
=(-  1 )  2

(premier complément à la loi de réciprocité quadratique).
7. Soient p et q # 2 deux nombres premiers distincts, K le qième  corps cyclo-

tomique et g le nombre de diviseurs premiers distincts du corps K qui figurent
P-1

dans la décomposition du nombre p. Utilisant le critère d’Euler

(mod q), démontrer que
P
0- = (- 1y

4

8. Conservant les mêmes notations, considérons le sous-corps quadratique
q-1

k = Q(d&  du corps K, q* = (--  l)-Tq. Posons f = q-1~ . Démontrer que
g

si p se décompose dans le corps k en un produit de deux diviseurs premiers, alors g
est pair, et si p reste premier dans k, alors f est pair. En s’appuyant sur le théo-
rème 1 du chapitre III, $ 8, montrer de plus que

( )22
P

=  ( -  1)g.

Ainsi p se décompose dans k si et seulement si g est pair.
Indication. - Dans le cas où q = 1 (mod 4),  utiliser l’exercice 7 et montrer

que (;) = (5) = 1 entraîne (p)  = ($ = 1.

9. Déduire des deux exercices précédents la loi de réciprocité quadratique

( )( 1

p - 1  q-1
0 9
q P

=(-1) 2 . 2.

10. Démontrer que si un nombre premier q # 2 se décompose en un produit
de deux diviseurs premiers dans le corps Q(2/2)  et q 11 (mod 4) alors q = 1L
(mod 8) (Considérer la décomposition de q dans le corps Q(ý2,  d- 1) de divi-
sion du cercle en 8 parties).

11. Les notations étant celles des exercices 7 et 8, démontrer que le nombre p = 2
se décompose en un produit de deux diviseurs premiers dans le corps k si et seule-
ment si g est pair.

12. Rapprochant le résultat de l’exercice précédent du théorème 1, chapitre III,
2

$ 8, démontrer que l’égalité 4
0

= + 1 est équivalente à la congruence q* = 1

(mod 8),  i. e. que
i-3, 91-1
L
0
- =(- 1) 8
Q

deuxième complément à la loi de réciprocité quadratique).
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13. Démontrer que dans le corps de décomposition du cercle en pk parties le
nombre p admet la décomposition

P = v, g = f+J(Pk)  = PYP - 11, N(P) = P.

14. Soit m = pkm’ (p,  m’) = 1 et soit f le plus petit entier naturel tel que
fl = 1 (mod m’). Démontrer que dans le corps de division du cercle en m parties
le nombre p a une décomposition de la forme

P = (PI 1 . . Pg)‘, NP& =A

où e = (p(pk),  fg = cp(m’)  (9  fonction d’Euler).
15. Démontrer que la fonction G(s) définie par l’égalité (6) vérifie la formule

G(s) = n n (1 - 9)-l

plm xmod  m’

où p parcourt tous les diviseurs premiers du nombre m et x, pour p donné, parcourt
tous les caractères modulaires modulo m’, m = pkm’, p 7 m’.

16. Utilisant l’exercice 9 du $ 5 de l’appendice, l’égalité (10) et la formule de
l’exercice précédent, démontrer que la fonction &(s) du corps de division du cercle
en m parties admet la décomposition

dlm  x mod d
x primitif

où d parcourt tous les diviseurs du nombre m (y compris 1 et m) et x (pour d donné)
parcourt tous les caractères primitifs modulo d. En déduire que

dlm  xmodd
d#l  x primitif

$ 3. - LE THÉORÈME DE DIRICHLET
SUR LES NOMBRES PREMIERS

DANS UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE

Dans le # 2, nous avons utilisé les théorèmes 2 et 4 du 4 1 pour calculer
le nombre h de classes de diviseurs des corps cyclotomiques. Dans ce para-
graphe, nous montrerons que la formule (2) du 0 1 dont la partie droite est
différente de zéro permet d’obtenir d’importants résultats sur les diviseurs
premiers de degré 1 et sur les nombres premiers dans les progressions
arithmétiques.

1) Sur les diviseurs premiers de degré un

THÉORÈME 1. - Dans tout corps K de nombres algébriques il existe une
infinité de diviseurs premiers de degré un.
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DÉMONSTRATION. - D’après le théorème 4 du 0 1,  la fonction &(s)  admet
la décomposition

Cd4  = -I-q 1 - &y*
P

Puisque le produit infini est convergent et non nul, alors &(s)  # 0 pour
tout s > 1. Prenant les logarithmes des deux membres de l’égalité (l),
nous obtenons

(2)

Isolons dans cette égalité la somme

dans laquelle la sommation est étendue à tous les diviseurs premiers p1
de degré un du corps K. Si on désigne par G(s) la somme de tous les termes
restants, l’égalité (2) s’écrit

Log  C,(s)  = P(s)  + G(s). (4)

Soit f le degré d’un diviseur premier p, i. e. N(p) = pf. Si f > 2, alors

m
cac 1 c 1 1 2

mN(p)m”  < p%  < ,,,  _ 1 < p *
??I=l ?Tl=1

Si maintenant f = 1, alorsa3
c 1 m 1

c
1 2

mN(p)“=  <
-ZZZ
pSm ps(p”  - 1) < p ’

m=2 ?n=2

Puisque pour tout nombre premier rationnel p il existe au plus n = (K : Q)
diviseurs premiers du corps K qui divisent p, nous obtenons l’estimation
suivante pour G(s) :

Oo  1
G(s)  < xgs < 2nx ,zs  ;

P ??I=l

il en résulte que G(s) est bornée pour s + 1 + 0. D’autre part, il résulte
de la relation (2) du 5 1, dans laquelle ich # 0, que Log ?&)  de même que
i&(s) tend vers l’infini pour s -f 1 + 0. Par suite, d’après (4),  P(s) vérifie
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cette même propriété; ainsi la somme (3) contient une infinité de termes.
Le nombre de:diviseurs  premiers p1  de degré 1 est donc infini et le théorème 1
est démontré.

2) Théorème de Dirichlet

THÉORÈME 2 (théorème de Dirichlet). - Toute classe résiduelle modulo m,
formée de nombres premiers avec m, contient une infinité de nombres premiers.

DÉMONSTRATION. - Nous utiliserons ici encore le fait que la limite (2)
du $ 1 n’est pas nulle. La démonstration repose sur le fait que L(l, x) # 0
pour tout caractère x modulo m différent du caractère unité, ce qui résulte
de manière évidente de la formule (16),  0 2.

Considérons la décomposition suivante de la série L(s, x) en produit
infini :

L(s, x) = n (1 - F)-‘.
P

De la convergence de ce produit infini résulte que pour tout caractère
numérique x modulo m (y compris le caractère unité x0),  L(s, x) est diffé-
rent de zéro pour tout s > 1. On peut donc considérer dans l’intervalle (1, a))
la fonction à valeurs complexes Log L(s, x).  Puisque la fonction logarithme
n’est pas uniforme il faut faire choix d’une branche de cette fonction; nous
procéderons ainsi. Prenons le logarithme de chaque facteur du produit
infini (5),  en choisissant sa valeur de telle sorte que

(6)

Faisant la somme des séries (6) pour tout p, nous obtenons

x-Log(l-y)=xy+R(s,x),
P P

avec

R(s,x)=~(;$$+;~~+  . ..)

P

(la convergence absolue, pour s > 1, de toutes les séries qui figurent ci est
évidente). Nous choisirons la valeur de Log L(s,  x) de telle sorte que l’on
ait l’égalité

Log  Us,  ti = 2 F + Ns,  xl
P

(7)
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pour tout s > 1. Remarquons que, dans le cas du caractère unité x0,  la
valeur de Log L(s, x0)  ainsi déterminée est réelle.

Évaluons la quantité R(s,  x) :

Ainsi 1 R(s,  x) 1 < 1 pour tout s > 1.
En dehors des caractères modulaires x, on considérera aussi, en les dési-

gnant par la même lettre x, les caractères correspondants du groupe G,,,
des classes résiduelles modulo m premières avec m. Supposons que C par-
court toutes les classes du groupe G,. Puisque x(p)  = x(C)  pour p E C, alors

(rappelons que XC~)  = 0 si p 1 m). Posant

on peut écrire l’égalité (7) sous la forme suivante :

Lots  Us, xl = --@U-h  Cl  + W,  xl. (8)
c

Puisque le nombre de tous les caractères modula m est égal à q(m),  on peut
considérer les égalites  (8) pour tout x comme un système de cp(m)  équa-
tions linéaires à q-~(m)  inconnues f(s,  C) (dont les termes constants sont
égaux aux différences Log L(s,  x) - R(s,  x)). Pour obtenirf(s,  A) à partir de
ce système (A E G,),  multiplions (8) par x(A-‘) et faisons la somme pour
tous les caractères x. Nous obtenons

-@W hz Lb,  xl = > >~X(C~-W-S, Cl + R,(s), (9)

x c x

où la quantité

admet l’estimation 1 R*(S)  1 < p(m)  pour tout s > 1. D’après la formule (6)

du 0 5 de l’appendice, la somme
2

x(CA-‘) est égale à q(m) pour C = A
X
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et à zéro pour C # A; l’égalité (9) peut donc s’écrire sous la forme

Log  Us, Xo)  + -&(A-‘)  Log  Us, d = cp(m)f(s,  A) + R,(s). (10)
X#X0

Par ailleurs, la valeur def(s,  A) est connue d’après le système (8).
Faisons maintenant tendre s vers 1 à droite. Si x # x0, alors

US,%)  + W,%)

et L(l, x) est différent de zéro, comme on l’a remarqué au début de la
démonstration. Par suite, la somme qui figure dans la partie gauche de l’éga-
lité (10) (étendue à tous les caractères non unité) a une limite finie. Faisant
passer cette somme dans la partie droite de (10) et la réunissant à R,  (s), nous
obtenons l’égalité

Log  Us, xo)  = cph>f(s,  A) + T&), (11)
où T,  est borné pour s --+  1 + 0.

Si nous supposons maintenant qu’il n’existe qu’une quantité finie de
nombres premiers dans la classe A, alors la fonction

Y@,  4 = 2;
PUA

aura une limite finie pour s + 1 et toute la partie droite de (11) sera bornée
pour s -+ 1 + 0. Pourtant, c’est impossible puisque

lim L(s, x0)  = + 00,
s+1+0

ce qui résulte de l’égalité

L(A x0)  = WI--I  (1 - ;) ’
Pb

La contradiction obtenue démontre le théorème 2.

On peut préciser le théorème de Dirichlet sous la forme suivante. Posons

f(s) =  @s, A) = c ;- _
(p,m)=  1-

Divisons l’égalité (11) par cp(m)  et sommons selon toutes les classes A E G,n.
Nous obtenons

Log  W,  x01  =f(s>  + T(s), (12)

où T(s) est borné pour s -+ 1 + 0. Égalons les parties droites de (11) et (12)
et divisons l’égalité obtenue par cp(m)f(~);  passant à la limite pour s + 1 + 0,
nous obtenons l’égalité

1
c--P”

lim PUA 1
s-+1+0

c
1 -cp(m>*
Y

(p,m)=l
P
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La formule obtenue s’exprime en disant que les nombres premiers,
premiers avec m, sont répartis uniformément dans les classes résiduelles

mod m.

EXERCICES

1. Démontrer que la différence entre les fonctions

Lois  C(s)  et g(s) = c+

(p parcourt tous les nombres premiers rationnels) est bornée pour s + 1 + 0.
2. Soit P(s) la fonction définie par l’égalité (3). Démontrer que la différence

P(s) - Log  sgq
est bornée pour s + 1 + 0.

3. Un nombre entier rationnel a est appelé un résidu de degré n modulo un
nombre p premier si la congruence xn = a (mod p) est résoluble. Démontrer que
pour tout a et II donnés il existe une infinité de p premiers tels que a soit un résidu
de degré n modulo p.

4. Soient ul, . . ., a, des nombres entiers tels que u> . . . ux soit un carré si et
seulement si tous les xi sont pairs. Démontrer que, pour tout choix des signes
El,  . . .> E, (E = * l), il existe une infinité de nombres premiers p # 2 (qui ne
divisent pas a,, . . . , a,) tels que

%
0 =c

un
P

,> .a., ( 1F = En.

Indication. - Considérer la somme

x(n(l  +Ei(z)))f’

P 1

tj  4. - NOMBRE DE CLASSES DE DIVISEURS
D’UN CORPS QUADRATIQUE

1) Formule donnant le nombre de classes de diviseurs

Soit K = Q(l/d) un corps quadratique (d est un entier rationnel sans

carrés). D’après le théorème 2 du chapitre III, 0 8, la décomposition d’un
nombre premier p en un produit de diviseurs premiers dans le corps K est

la suivante :

10 P = PP’,  P # P’,  N(p)  = N(6)  = P si X(P) = 1;

20 P  = P,  N(p)  = P’, si X(P) = - 1 I

30 P = P’,  N(p)  = P, si X(P) = 0:
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où x est le caractère du corps quadratique K (cf. définition du chapitre III,
0 8, 2)). Par suite, dans le produit

W) = J-J1 - &)-’
0

les facteurs qui correspondent au nombre p sont égaux respectivement à

1)

2)

3)

(1 -i)-l (1-$)-l;

(1-~~)-‘=(1-~)-‘(1+~)-‘;

( )
1-L -l

P” *

Dans ces trois cas, le facteur qui correspond au nombre p peut s’écrire
sous la forme

(l-g-‘(]-?$.y’.

Puisque

I-q1 -J-l= C(s)
P

(théorème 4, rj  1, appliqué au corps des nombres rationnels), alors C,(S)
admet la représentation

M.9  = ,(s$--q  1 - Xy)-‘.
P

(1)

Le produit infini qui constitue la partie droite de cette égalité est la série
L(s,  x> qui correspond au caractère x (modulo 1 D 1, où D est le discriminant
du corps K); puisque ce caractère n’est pas unité, alors L(X,  x> est une fonc-
tion continue dans l’intervalle 0 < s < CO  (corollaire du lemme 4 du 0 2).
Multiplions (1) par s - 1 et passons à la limite pour s + 1 + 0. Tenant
compte de l’égalité (19) du 6 1, nous obtenons

lim (s  - l)<&) = L(l, x).
s+1+0

Utilisons maintenant le théorème 2 du Q 1. Puisque pour un corps qua-
dratique réel, on a s = 2, t = 0, m = 2, r = Log E (z  > 1 est une unité
fondamentale du corps) et pour un corps imaginaire s = 0, t = 1, r = 1,
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alors on a les formules suivantes pour le nombre de classes de diviseurs du
corps K :

pour d> 0,
h =

mdi  D ’ L(1  x)
2x 3 pour d < 0.

(remarquons que le nombre m, i. e. le nombre de racines de 1 contenues

dans K est égal à 4 pour K = Q(d--  l), égal à 6 pour K = Q(d-  3)
et égal à 2 pour tous les autres corps quadratiques imaginaires; cf. chap.  II,

0 7-3)).
Nous démontrerons dans le point suivant que le caractère d’un corps

quadratique de discriminant D est un caractère primitif modulo 1 D 1
(cf. définition, 6 5-3) de l’appendice) et qu’il est pair pour des corps réels
et impair pour des corps imaginaires. Nous pouvons donc utiliser les for-
mules (20) et (22) du 0 2 donnant les valeurs de L(l, x).  Pour obtenir des
formules définitives pour h, il faut calculer explicitement les sommes normées
de Gauss T(X)  = T~(X).  Dans le numéro 3) de ce paragraphe, nous verrons

que la somme T(X)  est égale à dD pour des corps réels et à id1 D 1 pour
des corps imaginaires. Utilisant ce résultat et remarquant que, dans le cas
d’un corps réel, x(D  - x) = x(x),  nous pouvons formuler le théorème sui-
vant (pour simplifier les formules donnant h, nous avons écarté les corps

Q( d- 1) et Q(2/--  3) de d’iscriminants respectifs - 4 et - 3 pour
lesquels m est égal respectivement à 4 et 6; pour ces corps, h = 1).

THÉORÈME 1. - Le nombre des classes de diviseurs d’un corps quadratique
réel de discriminant D est donné par la formule

A=-1
Log E c

x(x) Log sin g,
(x,D) = 1

o<x<;

(2)

où E > 1 est une unité fondamentale du corps ; dans le cas d’un corps quadra-
tique imaginaire de discriminant D c - 4, ce nombre est donné par la for-
mule

(3)

Dans ces deux cas, 2 désigne le caractère du corps correspondant défini
dans le chapitre III, 0 8, 2) (formule (5)).

Il- 25
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Mettons en évidence quelques conséquences du théorème 1. Commen-
çons par la formule (2). Si nous introduisons le nombre

I - I
xb

sin -
D

y)= b ,

r-I
sin  TF!!

(4)

D
<I

D
où a et b parcourent les nombres naturels de l’intervalle 0,2  , premiers

( 1
avec D, qui satisfont respectivement aux conditions x(a)  = + 1 et x(b)  = - 1,
cette formule peut s’écrire ~~ = q.  Il en résulte que q est une unité de notre
corps quadratique et q > 1 (puisque E > 1). Nous avons obtenu le théorème
suivant.

THÉORÈME 2. - Pour un corps quadratique réel K de discriminant D et de
caractère x, le nombre q de la forme (4) appartient à ce corps K, est une
unité de ce corps et est lié à une unité fondamentale E > 1 par la relation

Eh = y1,

où h est le nombre de classes de diviseurs du corps K.

Malgré la simplicité de son énoncé, ce théorème, jusqu’à présent, est de
démonstration assez délicate. De plus, les procédés purement arithmétiques
ne permettent pas de montrer que q > 1 et cette inégalité q > 1 a des consé-
quences pour la décomposition des résidus quadratiques modulo un nombre
premier p = 1 (mod 4). En effet, le discriminant du corps quadra-

tique Q(&)  est égal à p et le caractère x(x) coïncide avec le caractère de

Legendre  a .
0

Nous avons donc l’inégalité

I-I xb
sin - > I-r sin “?Fa  ,

b p a p

dans laquelle a et b parcourent respectivement tous les résidus et non-

résidus quadratiques modulo p de l’intervalle 0,:  . Du fait que la fonc-
( 1

tion sin x est monotone sur l’intervalle
i 1
0,;  , cette inégalité entraîne que

toutes les valeurs T$ sont « en moyenne ))  plus grandes que les valeurs Tf,

i. e. que les résidus quadratiques modulo p « se concentrent ))  au début de
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l’intervalle
( 1
0,; et les non-résidus à la fin (le nombre de résidus et de non-

résidus modulo p = 1 (mod 4) contenus dans l’intervalle 0,;  est, bien
( 1

entendu, le même).
De plus, on peut obtenir des résultats sur la décomposition des résidus

quadratiques pour des nombres premiers p = 3 (mod 4) en appliquant la

formule (3) au corps Q(2/--  p).
Simplifions tout d’abord la formule (3) dans le cas général. Nous pose-

rons 1 D 1 = m dans ce qui suit.
Supposons tout d’abord m pair. Un raisonnement simple (exercice 9)

x(x); la formule (3) donne alors

hm=-
c X(X>X  - 2 x(x+$(x+;)

0,x<; o<x<;

: -
c X(X>X  + 2 xw(x  + 7)  = ; 2 x(4,

o<x<  5 o<x<; o<x<;

d’où

h =; 2 x(x).
mo<n< 2

Remarquons que la parité de m équivaut à x(2)  = 0.
Supposons maintenant m impair. Puisque le caractère x d’un corps qua-

dratique imaginaire est impair, i. e. x(- 1) = - 1 (ce qui sera démontré
dans le théorème 6 du point suivant), alors (3) entraîne

hm = - 2 x(x)x-  Ç x(m-x>(m-4

0,x<: o<x<;

= - 2 Ç x(x)x + m 2 x(x>.

o<*<; ,<,<y

D’autre part

hm=- Ç x(x)x-  2 x(m-x)(m-xl
o<x<m o<x<m

x pair x pair

ZZZ--- 4
ç x(24x + m

c
xcw

o<x<  y o<x<  t

(5)
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hw(2)  = - 4 2 x(x)x + m 2 x(x). (6)

o<x<  F o-=x<;

Éilminons
c

x(x)x  entre (5) et (6); nous obtenons l’égalité

w - x(2)) = 2 x(x).

Puisque cette égalité est vraie aussi pour m pair, comme on l’a vu plus haut
(puisque x(2)  = 0 pour 2 1 m), nous avons obtenu le théorème suivant.

THÉORÈME  3. - Le nombre h de classes de diviseurs d’un corps quadratique
imaginaire de discriminant D < - 4 et de caractère x est donné par la for-
mule

1
h = 2 - x(2) c x(x>. (7)

o<*<  !JL’
(X,D)  =:

Appliquons le théorème 3 au corps Q(d-- p) où p est un nombre pre-
mier de la forme 4n + 3. Puisque - p = 1 (mod 4),  alors, dans ce cas,

D = - p et le caractère x(x) coïncide avec le symbole de Legendre
0
9 .

Remarquant que le nombre de termes de la somme
X

2 0
- est impair
P

cl<,<;

(

P-l~ = 2n + 1
2 1

et que cette somme est impaire puisque x(2)  = 1 sip = 7

(mod 8) et x(2)  = - 1 si p = 3 (mod S),  le théorème 3 entraîne le résultat
suivant :

THÉORÈME 4. - Pour un nombre premier p de la forme 4n + 3, le nombre
de classes de diviseurs du corps Q(1/--  p) est impair et égal à

h=V-N si p = 7 (mod 8),

h=k(V-N)  s i  p=3(mod8),  p#3,

où V est le nombre de résidus quadratiques modula  p qui appartiennent à

l’intervalle
( 1
0,; et N le nombre de non-résidus de ce même intervalle.

Le théorème 4 entraîne trivialement que V > N. Ainsi, pour un modulo
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premier p de la forme 4n + 3, le nombre de résidus quadratiques est supé-

rieur au nombre de non-résidus dans l’intervalle 0, 0 (et la différence
( 12

de ces nombres est divisible par 3 si p = 3 (mod S),  p # 3).
La propriété ci-dessus, malgré sa simplicité, est un résultat profond de

la théorie des nombres. Nous l’avons obtenu comme un simple corollaire
du fait que h est, par nature même, un nombre positif et que, par suite,
l’expression de droite de la formule (7) est aussi positive. Le signe de cette
expression est défini par le signe de la somme de Gauss T~(X)  et nous verrons
dans le point 3),  que la détermination du signe du T~(X)  est un problème
très difficile.

La formule donnant h pour les corps quadratiques imaginaires dans le
cas où D # 1 (mod 8) peut s’obtenir par des procédés purement arithmé-
tiques, comme l’a montré B. A. Venkov. Cette démonstration repose sur
la représentation d’une forme binaire comme somme de trois carrés de formes
linéaires et sur des propriétés des fractions continues (B. A. Venkov, Sur
le nombre des classes de formes quadratiques binaires de déterminants
négatifs. 1 et II. Izu.  A. N.  URSS, série VII, Dép. Sciences Phys. et Math.,
1928, no  4-5, 375392; 1928, no  6-7, 455-480).  Dans le cas des corps imagi-
naires tels que D = 1 (mod 8) (comme dans le cas des corps réels), il n’existe
pas jusqu’à présent de raisonnement purement arithmétique donnant la
valeur de h.  Par ailleurs, il n’existe pas de démonstration élémentaire du fait

que, pour un module premier p de la forme 8n  + 7, l’intervalle 0, 2
( 1

contient plus de résidus quadratiques que de non-résidus.

Remarque. - On peut montrer élémentairement (exercice 7) que pour p

premier de la forme 8n  + 7 il existe dans l’intervalle 0,: le même nombre
( 1

de résidus et de non-résidus impairs. Par suite, le nombre h pour le corps

Q(q- p), p = 7 (mod 8) est donné par la formule

h = V* - N*,

où V* et N* sont respectivement les nombres de résidus et non-résidus pairs

mod p contenus dans 0,;  .
( 1

2) Caractère d’un corps quadratique

NOUS démontrerons ici toutes les propriétés du caractère d’un corps qua-
dratique que nous avons utilisées dans le point 1).

THÉORÈME  5. - Le caractère x (modulo 1 D 1)  d’un corps quudrutique  de
discriminant D est primitif.
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DÉMONSTRATION. - D’après le théorème 4 du 8 5 de l’appendice, il suffit
de démontrer que pour tout nombre premier p figurant dans D, il existe x

tel que (x, D) = 1, x - 1 mod ~
i ‘3

et x(x) = - 1.  Considérons tout

d’abord le cas p # 2. Choisissons un certain non-résidu quadratique s
modulo p et soit x un entier satisfaisant au système de congruences

x=s (modp)

x=1 (mod+).

Utilisant la formule (5) du chapitre III 5 8, on voit facilement que, dans
tous les cas

Soit maintenant p = 2. Si d = 3 (mod 4),  D = 4d,  alors, pour x satisfai-
sant aux congruences

x = 3 (mod 4)

x=1 (mod2)dl),

X-l
nous aurons x(x) = (- 1) 2 . Si maintenant d = 2d’,  D = 4d = sd’, alors,
pour x satisfaisant aux congruences

x = 5 (mod 8)

x=1 (mod41d’I),

X¶-l

nous aurons x(x) = (- 1) 8 = - 1.
Ceci démontre que le caractère x est primitif.

THÉORÈME 6. - Tous les  caractères  des  corps  quadratiques  réels  sont  pairs
et tous  ceux  des  corps  quadratiques  imaginaires  sont  impairs.

DÉMONSTRATION. - Soit x un caractère d’un corps quadratique O(ýd).
Calculons x(- 1) en utilisant les formules (5) du chapitre III 5 8. Si d = 1
(mod 4),  alors

pl-1 d - 1  Id/-1

= ( - 1 )  2 = ( - 1 )
T+-F

*

Si d = 3 (mod 4),  alors

x(-l)=- $ =-(-1)  2 +l)~+&J*
( 1

@
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Si enfin d = 2d’, alors
ds c Id’!-1

=(--1) 2 ‘7.

Pour a impair, nous avons donc

/

a- 1 GO(mod2)  pour a> 0,
-z-ZZZ

- 1 pour a (0.

Par suite, dans tous les cas

xt-  1) =
1 pour d>  0,

- 1 pour d (0.

Le théorème 6 est démontré.

3) Sommes de Gauss pour des caractères quadratiques

Pour obtenir la formule donnant le nombre de classes de diviseurs d’un
corps quadratique, nous avons utilisé la valeur de la somme de Gauss
normée T(X).  Rappelons qu’une somme de Gauss T,(X)  du caractère x
modulo m est dite normée si, pour la définir (cf. 0 2-4) de ce chapitre),

on a pris pour racine primitive mième de 1 le nombre c = COS g + i sin ‘G.

Calculons la valeur T(X).
D’après le théorème 5, le caractère x d’un corps quadratique Q(dt?)

de discriminant D est un caractère numérique primitif modulo 1 D 1. De
plus, il satisfait à la condition x2  = x0,  où x0  est le caractère unité. Ce dernier
résultat équivaut au fait que les valeurs du caractère x sont les nombres f 1
(et bien sûr aussi zéro).

DÉFINITION. - Un caractère modulaire x d@&ent  du caractère unité est dit

quadratique si x2 = x0.

Les caractères des corps quadratiques épuisent tous les caractères modu-
laires quadratiques primitifs (selon tous les modules possibles). En effet,
d’après l’exercice 8, il existe des caractères quadratiques primitifs seulement
pour des modules de la forme r et 4r (un seul caractère) et pour des modules
de la forme 8r (deux caractères), où r est un nombre entier naturel impair sans
carré (dans le cas d’un module impair, r > 1). L’ensemble de ces modules
coïncide avec l’ensemble des modules de la forme 1 D 1 où D parcourt
les discriminants  de tous les corps quadratiques. Remarquant que pour

1 D 1 = 8r il existe deux corps quadratiques Q(2/2r)  et Q(d-- 2r) et que
modulo 8r l’un des caractères quadratiques primitifs est pair et l’autre
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impair, nous obtenons que l’ensemble des corps quadratiques est en corres-
pondance biunivoque avec l’ensemble des caractères quadratiques primitifs.

Les valeurs des sommes de Gauss pour des caractères quadratiques primi-
tifs sont données par le théorème suivant.

THÉORÈME 1. - Soit x un caractère quadratique primitif module  m. Alors
la somme de Gauss normée T(X)  = T,(X)  est égale à

4x) = 1 y/; si x(- 1) = 1 ;

id; si x(- 1) = - 1.

DÉMONSTRATION. - Nous nous bornerons ici à la démonstration complète
du théorème 7 pour un module p premier impair, puisque ce cas contient
les difficultés essentielles. Le passage d’un module premier impair à un
module quelconque s’effectue relativement facilement; à la fin de la démons-
tration nous indiquerons les étapes essentielles de ce passage.

Soient donc p premier impair et < = COS % + i sin g. Puisque le carac-

tère quadratique non unité x modulo p coïncide avec le symbole de Legen-

dre ;
0

(cf. exercice 4, chap.  Ier,  6 2),  la somme de Gauss normée T(X)  peut

s’écrire

a!) = 2’ (;)  r
x

(où le prime dans la somme indique que x parcourt un système réduit de

résidus modulo p). Trouvons le nombre complexe conjugué T(X).  Puisque
5 = C-l, alors

D’autre part, d’après le théorème 4 du chapitre premier 5 2,

e> ‘(Xl  = P*

Des égalités (8) et (9) résulte maintenant que

- 1(J p-1

4X)”  = 7 P=C-VP,

a =
356  si p E 1 (mod 4),

&iy/j  s i p = 3 (mod 4).
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Pour démontrer le théorème 7 (dans le cas m = p)  il semble qu’il reste peu

à faire : il faut seulement déterminer le signe devant 4; et i&.  En fait,
c’est dans la détermination de ce signe que réside toute la difficulté de la
démonstration.

Transformons la somme T(X).  Supposons que a parcourt tous les résidus
quadratiques modulo p et b tous les non-résidus. Alors, il est clair que

Mais

d’où

(11)

a b

1 + cru+ Crb=  0,
a b

ï(C)  = 1 + 2
c

y.
a

Si x parcourt les valeurs 0, 1, . . . , p - 1, alors x2 parcourt modulo p la
valeur 0 et tous les résidus quadratiques chacun deux fois. Par la suite,
nous pouvons écrire la somme de Gauss T(X)  sous la forme

Introduisons la matrice

P-1

m = --p’.

.X=0

1 1 1 . ..l

1r c’ . . . cP-’
A =  Kxy)osx,y<p-~= 1 q2 c” .  .  .  <2(p-1)

. . . . . . . .

1 r”-’  qZ(P-1)  .  .  .  <(P-l)’

D’après la formule (1 l), la somme de Gauss T(X)  est égale à la trace de cette
matrice A. C’est pourquoi, si nous désignons par A~,  . . . , hp  les valeurs
caractéristiques (en tenant compte des ordres de multiplicité), nous aurons

T(X)  = A, + . . . + AP. (12)

Le calcul de 7(X>  est ainsi ramené à la recherche des valeurs caractéristiques
de la matrice A. Élevons A au carré. Puisque

p p o u r  x+y=O(modp),

0 pour x+yfO  (mod p).



394 THÉORIE DES NOMBRES

alors

Comme on le sait, les valeurs caractéristiques de la matrice AZ coïncident
avec les carrés

A:, . . . ) A; (13)

des valeurs caractéristiques de A. Mais on peut calculer facilement le poly-
nôme caractéristique de A2 : il est égal à

P-t1 P-1

( t - p )  2 (t+p)T

P-lDonc ‘-;~A  des nombres de la suite (13) sont égaux à p et 2 sont égaux

à -p. Nous en déduisons facilement que chacun des Ak est égal à l’un

des nombres & 2/p,  f idi; par suite, si a, b, c, d désignent respectivement

les multiplicités des valeurs caractéristiques &, 2/- p, i&, - i&,
alors

La somme (12) s’écrit maintenant

T(X)  = (a - b + (c - d)i)di.

Rapprochant cette expression de (lO), nous obtenons

(15)

a-6=+1,  c = d pour p = 1 (mod 4),

a = b, c-d=*1 p = 3 (mod 4).
(16)

pour

Pour déterminer les multiplicités a, b, c, d il nous faut trouver encore une

relation entre elles. Pour obtenir cette relation, calculons le déterminant de
la matrice A. Puisque

PCP-0

alors
de t  (AZ) =p’(- 1)  2 ,

PCP-1)  P

detA= f i  2 p2. (17)

Le déterminant det A est un déterminant de Vandermonde; c’est pourquoi,

en posant

-q ZZZ COS  x i sin 2
PS Pi
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nous aurons

det A = I-I (<’ - < “ ) = rp+yy  _ q-‘r-s’)
p-12r>s20 I>S

puisque

p - 1  r - 1 p-1

-J$r  +  3)  =  1 >)r  + s)  =  2 (P  +  ry)  =  2p(q”
rzs I=l s=o r=1

est divisible par 2p.  Comparons avec l’expression (17) de det A. Puisque
. (r - S)TC

en  ~ > 0 pour 0 < s < r < p - 1, alors dans (17) il faut prendre
P

le signe plus. Ainsi

P(p-0  P~ -
d e t A = i  2 p2.

D’autre part, nous avons

k=l

La réunion de ces deux résultats nous donne

2b+c-d=p PG  (mod 4),

d’où, en tenant compte de (14) et (16),

a-b= !!+1 -2b3 P+I P-l~ =2 2 2 1 (mod 4 ) pour p = 1 (mod 4),

c-d--PG +26=-F+  +cF =l (mod 4) pour p-3  (mod 4).

Les congruences obtenues montrent que, dans les égalités (16),  les diffé-
rences a - b et c - d sont égales à + 1. D’après (IO),  nous obtenons donc
finalement

/ 45 pour p =4X) 1 (mod 4),=

ith pour p = 3 (mod 4).

La démonstration du théorème 7 dans le cas d’un module p premier est
terminée.

Pour passer au cas général, nous utiliserons l’argument de l’exercice 4
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du Q 2. Cet exercice montre que la somme de Gauss normée T(X)  pour un
caractère quadratique primitif x modulo m s’exprime simplement au moyen
des sommes de Gauss normées du caractère non unité modulo 4, des deux
caractères primitifs modulo 8 et des caractères quadratiques modulo p pre-
mier impair. Puisque toutes ces sommes de Gauss sont connues (pour les
modules 4 et 8, cf. exercices 10 et 11 de ce paragraphe), la formule de
l’exercice 4 du 5 2 permet de calculer explicitement T(X).  Considérons par
exemple le caractère

x(x) = (- qx? +“Y x
0r ’

(x, 2r)  = 1

modulo m = 8r oh r est un nombre naturel impair sans carrés. Si r=p,  . . . ps

alors x admet la décomposition

x(x) = (-- 1) ?+%y;) . . . (5).

Désignons par cc le nombre des nombres premiers pl, . . . , ps qui sont congrus
à 3 (mod 4). Alors

r-1

=ja+1&& l)l+C":=~~~.+l+PR+.(I-'>

= i(Tx+l)'+ = " si

l

x(- 1) = (- 1)cr+1=  1,

iq%  si X(- 1) = (- 1)ar+1=  - 1.

De manière analogue, on calculerait les sommes T(X)  pour les autres carac-
tères quadratiques primitifs.

La démonstration ci-dessus (pour un module premier) est due à Schur.
Une autre démonstration, due à Kronecker, est contenue dans les exercices 13
à 16.

EXERCICES

1. Sachant qu’une unité fondamentale du corps Q(1/5)  est égale 5

L+,dj *- 2 cos x
2 - 5’

calculer le nombre h pour ce corps, en utilisant la formule (2).

2. Calculer le nombre h pour les corps Q(&  5) et Q(d--  23).
3. Démontrer que tout corps quadratique de discriminant D est un sous-corps

du corps de division du cercle en m = 1 D 1 parties.
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4. Soient p un nombre premier impair et < une racine primitive pième  de 1.
Démontrer que le corps cyclotomique Q(C)  contient un sous-corps quadratique
et un seul. Ce sous-corps est Q(d>)  si p = 1 (mod 4) et Q<d--  p) si p = 3

(mod 4) (Pour résoudre cet exercice et le suivant, utiliser le théorème fondamental
de la théorie de Galois).

5. Démontrer, indépendamment du théorème 2, que pourp = 1 (mod 4) premier
le nombre

I-I xb

sin P
b---~

où a et b parcourent respectivement tous les résidus et non-résidus quadratiques

modulo p de l’intervalle 0,s est une unité du corps quadratique Q<&).  Démon-
( 1

trer de plus que la norme de cette unité est égale à - 1.

6. Utilisant la deuxième partie de l’exercice 5, montrer que le nombre des
classes de diviseurs du corps Q<dp),  p = 1 (mod 4) premier, est impair et que
la norme d’une unité fondamentale de ce corps est égale à - 1.

7. Démontrer que, pour tout module premier p de la forme 8n $- 7, il existe
le même nombre de résidus et non-résidus quadratiques impairs dans l’inter-

valle  0,; .
( 1

8. Démontrer que les caractères quadratiques primitifs n’existent que pour des
modules m de la forme r, 4r et 8r, r étant un entier naturel impair sans carrés (dans
le cas d’un module impair r > 1). Montrer de plus que tous les caractères quadra-
tiques primitifs sont épuisés par les caractères :

X(X)  = (r ), (x, r) = 1, modulo r ;

(x, 2r)  = 1, modulo 4r ;

i
(x, 2r)  = 1, modulo 8r.

9. Démontrer que tout caractére  quadratique primitif x modulo m pair (m = 4r
ou 8r, avec r impair) vérifie la formule

x x  + ; = - x(x).
( 1

10. Vérifier que la somme de Gauss normée pour le caractère

X-l
X(X)=(-1)2,  (x ,2)=1,  modulo4

est égale à T~(X)  = 2i.
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11. Vérifier que pour les caractères primitifs

.X-l

x’(x) = (- 1) 8 et x”(x) = (- 1)x? + 7 (2 7 x) modulo 8,

les sommes de Gauss normées sont égales à

-cl(x’)  = 242 et &“) = 2i 42.

12. Démontrer le théorème 7 pour un module quelconque.

13. Soient p un nombre premier impair et

C = cas ‘f + i sin $.

P-J

6  = T1<;x - r-9.

.Y=1

Démontrer que

p-1-

62  = (-  1) 2 p.

Ainsi a2 coïncide avec le carré 72 de la somme de Gauss

14. Avec les mêmes notations, montrer que

2/P  pour p 3 1 (mod 4),

iv5 pour p E 3 (mod 4).

De plus, posant A = 1 - C, montrer que dans l’ordre Z[Q on a la congruence

15. Démontrer que dans l’anneau Z[<]  on a la congruence

Indication. - Développer la somme

P-1  p - 1

c-
x 2 (1 - Ay

.X=1
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suivant les puissances de >.  et utiliser le fait que

p-1

c t-
p EE 0  (modp)  pour  0  <m <p--  1 ,

1  (modp)  p o u r m=p-1.
,X=1

16. Utilisant les deux exercices précédents, montrer que

& pour  p = 1  (mod 4),
T=

il/> pour p E 3 (mod 4).

$ 5. - NOMBRE DE CLASSES DE DIVISEURS
DU CORPS DE DIVISION DU CERCLE

EN UN NOMBRE PREMIER DE PARTIES ÉGALES

1) Décomposition du nombre h en deux facteurs

Les égalités (16) et (17) que nous avons obtenues dans le 0 2 de ce cha-
pitre donnent une formule finie (i. e. ne contenant ni séries ni produits
infinis) pour le nombre h de classes de diviseurs du miènle  corps cycloto-
mique).  Cette formule cependant ne nous satisfait pas totalement car elle
exprime le nombre h qui est par nature même un entier naturel, au moyen

de quantités complexes et irrationnelles. Dans ce paragraphe, nous transfor-
merons l’expression de h, en nous limitant cependant au cas d’un corps de

division du cercle en un nombre premier de parties égales.

Soient donc 1 = 2n  + 1 un nombre premier et K = Q(c)  le Zième  corps

cyclotomique. Pour faciliter cette étude, nous considérerons ici que K est
un sous-corps du corps de tous les nombres complexes et nous conviendrons

que 7; désigne la racine c = COS ‘T + i sin 7 (il est nécessaire de fixer avec

exactitude la racine c, pour des raisons analytiques). Calculons pour le
corps K les quantités qui figurent devant le produit dans la formule (16)
du 5 2. Puisque le degré (K : Q) est égal à 1 - 1 (corollaire du théorème 1,
6 2) et puisque tous les isomorphismes du K dans le corps des nombres

complexes sont complexes (ici, ce sont en effet des automorphismes du
1 - l

corps K), alors s = 0, t = ~
2

= m. Le nombre w des racines de 1 qui

appartiennent à K est égal à 21 d’après le lemme 3 du chapitre III, Q 1.
La norme du diviseur principal B = (1 - c) est égale à N(B) = N(l - <) = 2

(cf. égalité (5) du chapitre III 0 1). Par suite, le diviseur B  est premier et le
nombre 1 admet, d’après le lemme 1 du chapitre III, Q 1, la décomposi-
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tion 1= 53-l. Il en résulte que le facteur F(s) dans la formule (12) du Q 2
est égal à

F@)=(I-&)-l(l-;)=l,
Calculons maintenant le discriminant du corps K.

THÉORÈME 1. - Les nombres

1,r, . ..) !‘-2

forment une basé fondamentale du 1 ieme  corps cyclotomique K = Q(c).

DÉMONSTRATION. - Puisque pour s $0  (mod r> le polynôme caractéris-

tique du nombre c”  est égal à X’-’  + XIe2  + . . . + X + 1, alors

Tr c”=
-1, si s+O  (mod r)

Z- 1, si s = 0 (mod E).
Soit

a = a, + a,<  + . . . + ar-2<‘-2 (ai E Q>

un nombre entier de K. Il nous faut démontrer que tous les coefficients a,

sont des nombres entiers rationnels. Puisque c@‘ - ut est entier, alors la
trace

I-2 1 - 2

Tr(aC-k-aC)=Zae-~ai+~ai=la~
i=O i = O

est un nombre entier rationnel (0 < k < 1 - 2). Posons lak = bk,  1 - < = A

et considérons le nombre

la = b, + b,<  + . . . + br-a<1-2  = c, + C,A  + . . . + c~-~P ,

où les nombres bk,  de même que les ck,  sont des entiers rationnels. Montrons
que les coefficients ck  sont tous divisibles par I.  Si cette propriété a été établie
pour c,,  . . ., ck-1  (0 < k < 1 - 2),  alors nous considérerons cette dernière
égalité comme une congruence modulo hk+l  (dans l’anneau des nombres
entiers du corps K). Puisque Z = 0 (mod hkfl)  (lemme 1 du chapitre III, 0 l),
alors cette congruence s’écrit

ckhk  E 0 (mod hk+l)  ;

il en résulte facilement que ck  est divisible par A, et cela entraîne, d’après le
lemme 2 du chapitre III 0 1, que ck  est divisible aussi par I.  Ainsi, tous les
coefficients ck  sont divisibles par Z;  mais alors tous les coefficients bk sont
également divisibles par 1, i. e. tous les ak sont des entiers. Le théorème 1
est démontré.
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COROLLAIRE. - Le discriminant du lieme corps cyclotomique, pour 1 > 2
I-1

premier, est égal à (- 1)21'-2.
En effet, d’après la formule (l), le discriminant du corps K est égal au

déterminant
l-1 - l . . .  -1j

d&(Trv+i) = - ’ - l **’ I - l

l<i,j<l-1
. . . . . . .

-1 1-l  . . . -

d’ordre I - 1 (on remplace ici la base du théorème 1 par la base C, C2, . . . . C’-1).
La formule (16) du 9 2 s’écrit donc, dans le cas du Zième corps cycloto-

mique  K, sous la forme

où R est le régulateur du corps K, m =
I - 1
~ ; x parcourt ici tous les carac-

2
tères modulaires modulo 1 differents  du caractère unité x0.

Puisque toutes les grandeurs qui sont à l’extérieur du produit dans la
formule (2) sont réelles et positives, cette formule reste vraie en remplaçant
chacun des facteurs L( 1, x) du produit par son module 1 L(1,  x) 1.

Tous les caractères x # x0 modulo un nombre premier Z sont primitifs;
pour transformer l’expression de h, nous pourrons donc utiliser ultérieure-
ment le théorème 3 du 0 2. Dans ce but, séparons les caractères pairs et
impairs. Soient g une certaine racine primitive fixée modulo 1 et 0 une racine
primitive de degré I - 1 de 1. Si nous désignons par x le caractère modulo I
tel que

toutes les puissances x, x2, . . . , xl-1 = x,,  épuisent tout le groupe des carac-
tères modulo 1; par suite, tous les caractères x2k sont pairs et xak-l  impairs,
puisque

l - l  s( -1 I - 1

f(- 1) = x g 2
--s

= 8 2 = (- 1)“.

D’après la formule (20) d u 8 2 et le théorème 4 du chapitre premier 5 2,

pour les caractères pairs x2k
1 - 3

1 < k < ,2 nous avons

I-2

2 e2”Logjl--C=j.
I=O

26BOREVITCCH
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I - 1 l- 1
Si nous prenons r = T + s, avec 0 < s < T = m, alors, d’après la

L L

relation

(3)1 - <p+s = 1 - c-q

nous aurons l’égalité

@k(m+d  Log  / 1 - cp+’  / = ezks Log

d’où

Il-C”I,

m-1

De manière analogue, nous pouvons appliquer la formule (21) du 5 2
aux caractères impairs xzk-l.  Désignons par g, le plus petit résidu positif
du nombre gs modulo 1. Alors

I-l I - 2 l - 2

C?k-l(r)r = ~~2k-Q~)-lgs  = cg,B($k-0s  = F(e2k-l),

I=l A-=0 S=O

où F désigne le polynôme

I - 2

F(X) = cg,X”.
s=o

Par suite

7
1 L(l, x2k-1)  1 = * 1 F(e2k-1)  1.

Substituant dans l’égalité (2) les valeurs ainsi obtenues pour 1 L(1,  x2k)  1,
1 < k < m - 1 et L 1 (1, xzk-l)  1, 1 < k < m, nous obtenons

h = h,h* (4)

après avoir posé

m-1
ho=!;n

k=1

m-1

2
-ezkr  L0g

r=o

Il-tgr:l,
h*  = ol;mpl  1 F(e)F(e3)  . . . F(er-2)  1.

Dans les points suivants, nous démontrerons que chacun des nombres ho
et h* est un entier naturel. La formule (4) donne donc une représentation
du nombre h comme produit de deux entiers naturels.
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Remarque 1. - Parfois, on désigne h*  par h, et h,  par h, et on les appelle
respectivement premier et deuxième facteurs du nombre h.

Remarque 2. - Le facteur h,  est égal au nombre de classes de diviseurs
I-  1

du sous-corps Q(c + r-l) de degré 2 formé de tous les nombres réels

du corps Q(c)  (cf. exercices 1 à 4).

2) Le facteur h,

Pour simplifier l’écriture, introduisons la notation

a, = Log 1 1 - cg’  (, r >O.

D’après l’égalité (3),  pour tout r > 0 nous avons l’égalité a,+, = a,. Cela
signifie que les valeurs a, dépendent seulement du résidu du nombre r

modulo m = 7. Si nous posons

A = “( -ffkrar),

k=l  I=O

la formule (5) s’écrit sous la forme

h,=T;lAI.

Montrons que le produit

(ao  + a, + . . . + a,,,-dA

est égal, au signe près, au déterminant

: a, a, . . . a,-,

A=det(ai+j)O~i,j~m-l=  a’ a’ .‘*  ao
, . . . . . .

~ a,-,  a, . . . am-2 ,

(7)

Considérons le groupe cyclique G d’ordre m engendré par la racine pri-
mitive 0”  de degré m de 1. Les fonctions Xk,  0 < k < m - 1, x&32r)  = Wkr,
sont, c’est clair, les caractères du groupe G. Définissons sur le groupe G
la fonctionfen posantf(V)  = a,. D’après l’exercice 13 du 5 5 de l’appen-
dice, notre produit s’écrit alors

f-@wa,)  = fi( ~&iP?l(b’.))
k=o  I=O

= det (f(W’-1’))  = det (ai-j)o<i,j<m-l.
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Remarquant que les matrices (ai-1)  et (Ui+i)  diffèrent l’une de l’autre seule-
ment par l’ordre des colonnes, nous obtenons le résultat désiré.

La somme a, + a, + . . . + a,-, est différente de zCro  puisque

I m-1

~Of~lf  *** + a,-, = Log n(l- cgr)  i = Log d?, (8)
I=O

d’après la relation (5) du chapitre III, Q 1 et la formule (3). C’est pourquoi,
si nous mettons en facteur le nombre (8) dans le déterminant A, nous obte-
nons une nouvelle expression pour A. Ajoutant dans A toutes les colonnes
à l’une d’entre elles, nous obtenons une colonne dont tous les éléments
sont égaux à la somme (8). Ainsi, au signe près, A est égal au déterminant A’
obtenu à partir de A en remplaçant tous les nombres d’une colonne par 1.
Si maintenant nous soustrayons la première ligne des autres, nous obtenons
que le nombre 1 A 1 est égal à la valeur absolue de l’un des mineurs d’ordre
m - 1 de la matrice

(&+j  - uj)lSiSm-l*

O<j<m-1

Considérons la racine primitive

(9)

Ii-1
q=-<~=  =cos ï + i sin 2

1

de degré 21 de 1. Puisque q2  = <, alors

k?c
sin ---

= .,,k-1  -I  <

sin 7
I

Pour k $0  (mod I),  le rapport de gauche est une unité du corps K
(cf. démonstration du lemme 1 du chapitre III, 0 1); par suite, les nombres

sont aussi des unités du corps K pour tout k $0  (mod I).  Il est clair que
ces unités, réelles pour 1 < k < 1, sont positives.

Il existe m = ‘$ paires d’isomorphismes complexes du corps K dans

le corps des nombres complexes. Puisque les nombres <, cg,  . . . , <p-l ne
sont pas conjugués, les isomorphismes

Qj  Z < + cg’ (j=O,  1, . . ..m-1)
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ne sont pas deux à deux conjugués (pour tout oj,  l’isomorphisme conjugué

est l’isomorphisme C + C -8j = y+j Dr .ges1 nons par ; la valeur absolue
du plus petit résidu (en valeur absolue) du nombre g’ (modulo Z).  Alors

Transformant cette égalité par l’automorphisme ci, nous obtenons

1 _ f+j

1 - TXi
= f (cTjyl)xr-lj(  e,),

d’où, en prenant les logarithmes des modules,

ar+j  - uj = Log / Oi(e;)  1. (11)

Montrons que si r prend les valeurs 1, . . . , m - 1 alors i parcourt les
nombres 2, . . ., m.Eneffet,sig’=fgj(modI),l<i<m-1,alors

1 - 3
gj-i  = & 1 (mod I)  et 0 Q j - i < ~

2
et cela n’est possible que pour

j - i = 0. Il en résulte que les valeurs 7 sont deux à deux distinctes et,
l - l

puisqu’elles satisfont à l’inégalité 2 < 7 < m = -2,  en nombre égal à

m - 1, alors chacun des nombres 2, . . .,  m est un Ï!
D’après l’égalité (1 l), nous obtenons ainsi que la matrice (9) ne se dis-

tingue de la matrice

(LOg  1 ojCek) 112 <k Cm (12)
o=Sj  cm-1

que par l’ordre des lignes; par suite le module 1 A 1 est égal à la valeur
absolue de l’un des mineurs d’ordre m - 1 de la matrice (12).

Revenons maintenant au système d’unités fondamentales du corps K.
D’après le lemme 4 du chapitre III, 0 1, toute unité du corps K est le pro-
duit d’une puissance de C par une unité réelle. D’après cela, on peut choisir
les unités fondamentales Q, . . . , E,-~  réelles positives. Il est clair que toute

unité réelle positive s’écrit alors sous la forme &f’  . . . C>~;I,  les ci étant des

entiers rationnels. Dans notre cas, les fonctions h(a),  a E K, introduites
dans le chapitre II, $ 3-3) s’écrivent

b(a)=  LOg  1 “j(a)  1’ = 2LOg ) “j(a)  1, O<j<m-1.

pour les unités fondamentales Q,  . . . , E,-~,  formons la matrice

WOg 1 új(%)  I)l<i<m-l. (13)
0 =Sj<m-1
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Puisque la matrice (6) du chapitre II 0 4 s’obtient en multipliant par 2
toutes les lignes de (13),  alors, par définition du régulateur R, la valeur

absolue d’un des mineurs d’ordre m - 1 de la matrice (13) est égale à R-p-1

Toutes les unités Ok  de la forme (10) pour k = 2, . . . , m sont réelles posi-
tives et par suite elles s’écrivent au moyen des unités fondamentales sous
la forme

m-1
0/( = l--pi (k = 2, . . . , m)

i = l

pour des entiers rationnels cki.  D’après les égalités
m-1

LOg  1 OjCek)  1 = CCki  LOg  ) gjj.(Ei)  19

i=l

la matrice (12) est le produit de la matrice (cki)  par la matrice (13). Il en
résulte que tout mineur d’ordre m - 1 de la matrice (12) est égal au pro-
duit de det (cki)  par le mineur correspondant de la matrice (13),  i. e.

Comparant cette égalité avec l’égalité (7),  nous obtenons finalement

ho  = 1 det (ckj)  1.

Puisque tous les ckj  sont des entiers rationnels et h,  # 0, on a bien démontré
ainsi que h,  est un entier naturel. De plus, d’après le lemme 1 du cha-
pitre II 0 6, nous avons aussi obtenu le résultat suivant.

THÉORÈME 2. - Lefacteur h,,  du nombre de classes de diviseurs du We corps
cyclotomique K est égal à l’indice (E : E,) du groupe E,,  engendré par les unités

kx
sin -

1
&= ~ k=2,

sin x
. ...‘;’

i

du corps K dans le groupe E de toutes les unités réelles positives du corps K.
En liaison avec la remarque 2 de la fin du point l), on comparera ce résul-

tat au théorème 2 du paragraphe précédent.

3) Le facteur h*

Démontrons que le nombre h*, défini par l’égalité (6),  est aussi un entier
naturel.

Le produit
B = F(8) F(@) . . . F(W)
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est tout d’abord un entier algébrique du corps Q(0) où 8 est une racine
primitive d’ordre I - 1 de 1. D’autre part, il est rationnel, puisque, d’après (4)

et (6),  1 B 1 = L (20m-l.  Par suite, B est un entier rationnel et il nous reste
0

à vérifier que B est divisible par 2m-1  et par Zm-1  (par hypothèse, 1 # 2).
Vérifions la première condition.

Comme dans le point l), nous désignerons par g, le plus petit résidu
positif du nombre g” modulo l, g étant une racine primitive fixée modulo 1.
Puisque

gm+,+gs-gm+s+gs=gs  g 2 + 1 =O (modI),i’? 1

alors

&n+s+&=~.

Il en résulte que les nombres g,,, et g, sont de parités différentes. Considé-
rons des congruences modulo 2 dans l’anneau des nombres entiers du
corps Q(0). D’après l’égalité 8 m = - 1, nous aurons, pour k impair,

m-1 m-1 m-1

F(ek)  = C(gser-  + gm+sek(m-+q = z(g, - gm+s)eks  = Ceks  (mod 2),
*=Cl S=O .T=(l

d’où

F(ek)  (1 - @) = 0 (mod 2).

Cela montre que le produit

~(1 - e) (1 - eq . . . (1 - er-2)

est divisible par 2m.  D’autre part, puisque 0 et 02  sont respectivement  des

racines primitives d’ordre 1 - 1 et
I-  1
2 de 1, alors

I-2
I-  1

m-1
z - 1 = n(i - ek), 2 = ~CI  - ey,

d’où

k=1
-

S=I

(1 - e)  (1 - e3)  . . . (1 - er-2)  = 2.

On a ainsi démontré que B est divisible par 2m-1.
Pour démontrer que B est divisible par k-1,  trouvons tout d’abord la

décomposition du nombre 1 comme produit de diviseurs premiers du corps
Q(t3).  Puisque 1 est premier avec 1 - 1 et 1 = 1 (mod 1 - 1) alors, d’après
le théorème 2 du 0 2, le nombre 1 se décompose en un produit de cp(l  - 1)
diviseurs premiers distincts, la norme de chacun d’eux étant égale à 1.
Soit q un de ces diviseurs premiers. Les nombres 0, 1, 8, . . . , 01-Z  sont
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non congrus deux à deux modulo q (cf. démonstration du lemme 3 du 6 2)
et forment donc un système complet de résidus modulo q. D’après la
congruence

1-3
1 - gl-*  = n(l  - @g) = 0 (mod Z),

k=o

(14)

q divise une des différences 1 - flkg.  Si 1 - ekg  = 0 (mod q) et

1 - Wg = 0 (mod q)

alors flk  = @ (mod q), d’où Bk = (9.  Ainsi q divise une et une seule des
différences 1 - ekg  de la décomposition (14). Montrons que ce k est pre-
mier avec 1 - 1. Si (k, 1 - 1) = d,  alors, élevant la congruence 1 = ekg

l-1
(mod q) à la puissance *-il, nous obtenons que gd - 1 est divisible

par q et par suite aussi par 1 et cela n’est possible que pour d = 1.
Si un entier a E Q(0)  est divisible par 911,  alors N(a) est divisible par

N(q) = 1. Réciproquement, si N(a) est divisible par 1, alors a est divisible
par l’un au moins des diviseurs premiers qui figurent dans 1. Toutes les
cp(Z  - 1) différences 1 - ekg  telles que k soit premier avec 1 - 1 ont la
même norme et cette norme est divisible par 1. C’est pourquoi chacune de
ces différences est divisible par un des diviseurs premiers figurant dans 1.

Nous avons ainsi montré que pour tout k premier avec f - 1, il existe
un diviseur premier divisant I et un seul (que nous désignerons par qk)
tel que

1 - ekg  = 0 (mod qk) (15)

et que pour tout s qui n’est pas premier avec Z - 1 la différence 1 - Wg
n’est divisible par aucun des diviseurs premiers qk.  La décomposition du
nombre Z dans le corps Q(e)  peut s’écrire sous la forme

(k,l-  1) = I
où k parcourt un système réduit de résidus modulo 1 - 1.

Revenons à la question de la divisibilité du nombre B par P-l. Puisque
dans l’anneau des nombres entiers du corps Q(0) on a la congruence

l - 2
Fe(k)(i  - gek)  -xg(ekp(l - gekj  = 1 - (gey1  = 1 -g’-1  - 0 (mod l),

J-=0

alors F(W) (1 - gW) est divisible par 1. Il résulte donc de ce qui précède

que F(W) est divisible par 1 pour (k, 2 - 1) > 1 et divisible par Iqk’  pour
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(k, 1 - 1) = 1. Convenons que, pour (k, / - 1) > 1, qk désigne le diviseur

unité; on pourra dire ainsi que F(@) est divisible par lqk’  pour tout k.
Le produit B = F(8) F(@) . . . F(W)  est donc divisible par

Ainsi, nous avons démontré que h* est un nombre entier.

4) Critère pour que h* et 1 soient premiers entre eux

Dans le chapitre III, 9 7-3) nous avons vu l’importance d’un critère per-
mettant d’affirmer si h et 1 sont premiers entre eux ou pas, i. e. si le nombre
premier 1 est régulier ou irrégulier. Puisque h = h,h*,  le nombre 1 sera
régulier si et seulement si aucun des deux facteurs h, et h* n’est divisible
par 1. Nous donnerons dans ce point une condition nécessaire et suffisante
pour que le facteur h* ne soit pas divisible par 1.  Puisque nous verrons dans
le paragraphe suivant que si (h*,  Z) = 1, alors ho n’est pas non plus divisible
par 1, cette condition est également un critère de régularité de 1.

Conservant les notations du point précédent, considérons la relation

B
= I-I

F(ehhk
p-1 1

k=1,3,.  .,1-z

(16)

(nous identifions ici le diviseur principal (R)  et le nombre uz).  D’après la
formule (6),  le nombre h* est divisible par Z si et seulement le nombre entier
rationnel (16) est divisible par un des diviseurs premiers qs,  (s, 1 - 1) = 1,
disons par qf_, = q-*,  i. e. si l’un lau moins des diviseurs entiers F(ek)q&’
(k = 1, 3, . . ., Z - 2) est divisible par qel. Pour cela, de nouveau, il faut et
il suffit que l’un au moins des entiers k = 1, 3, . . . , Z - 2, le diviseur F(ok)qk

soit divisible par qzl. Montrons que, pour k = 1 - 2 = r 1 (mod 1 - 1)

cette dernière condition est impossible. En effet, d’après (15) 0:’ = 1
(mod sel), d’où

I-a

F(V)  =
c

(e-lg)’ E I-  1 = - 1 (mod qpl),
,=o

i. e. F(&I)  n’est pas divisible par qdl ; par suite F(kl)q-,  n’est pas divisible

par qt. Ainsi, pour que h* soit divisible par 1, il faut et il suffit que pour un

des entiers k = 1, 3, . . . , 2 - 4 le nombre F(W) soit1  divisible par qyl.
Jusqu’à présent, nous n’avons pas précisé le choix de la racine primitive g

modulo 1. Nous supposerons maintenant que g satisfait à la congruence

g’--l  = 1 (mod 12)
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(si g ne satisfait pas à cette condition, on le remplacera par g + xl pour
un x convenable). Puisque la congruence (14) est maintenant satisfaite

modulo Z2,  alors 1 - 0”g est divisible Ipar qk pour tout k premier avec 1 - 1.

En particulier

0 -g  (mod qzl).

Pour un tel choix de g, on peut trouver très simplement la condition de

divisibilité de F(FJk)  par qLl. En effet, d’après la congruence

I-2 I-2

F(ek)  = 2g,Osk = cg,g” (mod qyl),
.V=O A-=0

le nombre F(fJk) est divisible par qyl si et seulement si

I-2

-7gsgsk = 0 (mod Z2). (17)

Pour transformer la condition (17) en une condition plus maniable, considé-
rons les congruences

g, = g”  + la, (mod Z2), O<s<l--2, (18)

où les a, sont des nombres entiers. Si nous élevons à la puissance k + 1
(k = 1, 3, . . ., Z - 4) la congruence (18), nous obtenons

k+i  =
gs -g

s(k+l)
+ (k + l)gskla,  = gsCk+l) + (k + l)gsk(gs  - g”) (mod  12),

i. e.

gs+’  = (k + l)g,gsk - kgsck+‘)  (mod 1’). (19)

Sommons les congruences (19) pour s = 0, 1, . . . , 1 - 2. Pour gk+l+ 1
(mod I) pour k + 1 < 1 - 3 et g’-l  = 1 (mod 12),  alors

I-2

c
gs(k+l) = g(‘-l)(k+l)  - ’

gk+i  -  1
= 0 (mod Z”)

S=O

et, par suite,

l-2 I-2

c
gff’  = (k + l)cg,B’* (mod Z2).

.Y=0 s=o

Mais k + 1 * 0 (mod 2);  la condition (17) équivaut donc à la congruence

I-2 I-1

S 2
k+i

k+l= & =
2

nk+l = 0 (mod 12).

s=o II=1

Nous avons ainsi démontré le théorème suivant.
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THÉORÈME 3. - Pour que le nombre h* ne soit pas divisible par 1, il faut
et il suffit  que l’un des nombres

(k = 2, 4, . . . , I - 3) (20)

ne soit pas divisible par I”.
Remarquons que tous les nombres Sk  pour k f 0 (mod I - 1) sont divi-

sibles par I (cf. congruence (10) du 5 8).
Exprimons le théorème 3 en utilisant les nombres de Bernoulli (la défi-

nition et certaines propriétés de ces nombres sont étudiées dans le $ 8).
Puisque les nombres 2, 4, . . . , 1 - 3 ne sont pas divisibles par 1 - 1, alors,
d’après le théorème 4 du 0 8, les nombres de Bernoulli Bz, Bg,  . . .,  BI-,
sont Z-entiers (i. e. leurs dénominateurs ne contiennent pas r).  De plus,
les sommes Sk  satisfont aux congruences

Sk  = Bd (mod I”) (k==2,4,  . . ..l-3) (21)

(dans l’anneau des nombres I-entiers; cf. congruence (II) du 3 8). On a
donc le théorème suivant.

THÉORÈME 4. - Le nombre h* n’est pas divisible par 1 si et seulement si
les numérateurs des nombres de Bernoulli Bz, Bq,  . . ., B,-, ne sont pas divi-
sibles par 1.

Par exemple, puisque les numérateurs des nombres B,,  Bq,  B6,  Bg,  Blo,
B1-,  B,,  ne sont pas divisibles par 17, alors 1 = 17 est régulier.

Remarque. - Pour démontrer que le nombre h* est premier avec 1, il
n’est pas indispensable de déterminer les valeurs précises des nombres de
Bernoulli. Il suffit de considérer les relations récurrentes (2) du § 8 comme
des congruences modulo 1 et de déterminer à partir de ces congruences
des nombres Bz, Bd,  . . ., BIM3.  h* sera alors premier avec 1 si et seulement
si aucun de ces nombres n’est divisible par 1.

EXERCICES

1. Soit Ko le sous-corps de tous les nombres réels du @me  corps cycloto-

mique  Q(c),  U = 1. Montrer que K, coïncide avec Q(c f c-l) et est de degré ‘$.
l - 3

Démontrer de plus que le discriminant du corps Ko est égal à 1 ’ et que son régu-
1 - 3

lateur R0 est lié au régulateur R du corps Q(c)  par la relation R = 22 Rw
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2. Soient p premier différent de 1 et f le plus petit entier naturel tel que H = f
(mod 1).  Démontrer que le nombre p se décompose dans le corps & en un pro-

duitdel- * . ’2f dwseurs  premiers de degrés f pour f impair et en un produit de $2

diviseurs premiers de degré gpour f pair.

3. Démontrer que la fonction zêta t,(s) du corps KO vérifie la relation

lim 0 - V&o)  = n J-(1,  y.),s+1+0 xfxox(-1)=1
où x parcourt tous les caractères numériques pairs modulo 1 distincts du carac-
tère unité Y,~.

4. Démontrer que le nombre de classes de diviseurs du sous-corps réel Q(c + c-l)
du liéme corps cyclotomique est égal au facteur ho du nombre de classes du
corps QG).

5. Démontrer pour le facteur h* la formule

'* = @+ 1 det  (gm+i+j  -gi+j)O<i,j=Sm-1 (>

où g, est le plus petit résidu positif du nombre gs modulo 1 = 2m + 1 (g est une
racine primitive modulo I).

6. Calculer le facteur h* pour 1 = 7.

7. Montrer que le nombre premier 37 est irrégulier.

$ 6. - CONDITION DE RÉGULARITÉ

Le but de ce paragraphe est d’établir que si le facteur h* du nombre de
classes de diviseurs du Zième corps cyclotomique n’est pas divisible par I,
le facteur ho  n’est pas non plus divisible par 1 et par suite le nombre premier 1
est régulier. Nous démontrerons de plus ici que si / est régulier toute unité
du corps K = Q(T) est congrue modulo I à la puissance Pme  d’un nombre
entier rationnel. C’est sur cet argument, appelé lemme de Kummer, que
repose la démonstration du deuxième cas du théorème de Fermat  pour des
exposants réguliers. Comme autre conséquence de la régularité, comme
nous l’avons vu, si 1 ,Y  h*,  dans le complété Sadique Ka du corps K = Q(c),

l- 1
B = (1 - ?J,  les valeurs Log f$‘,  k = 2, 3, . . . , 2 forment une base

de l’ensemble des nombres entiers « réels » Sadiques dont la trace est nulle
(les unités tJk sont définies par les égalités (10) du 9 5).
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1) Le corps des nombres Sadiques

Comme nous le savons, le corps cyclotomique K = Q(C),

2x 27T
c=cos-+isin--

1 1

pour 1 premier 2 3 est de degré 1 - 1 et la décomposition de 1 en facteurs
premiers dans ce corps s’écrit 1 = 21-1,  où 5Z = (1 - <) est un diviseur
premier de degré 1.

Considérons le complété !&adique  KG du corps K; nous appellerons
nombres Sadiques les éléments de ce complété. Le corps complet K,
contient un sous-corps isomorphe de manière naturelle au corps QI  des
nombres I-adiques  (ce sous-corps est l’adhérence du corps Q dans Ka.
D’après cet isomorphisme naturel, on peut considérer que 0, c Kg.

Puisque L!  est l’unique diviseur premier qui divise 1, alors, d’après le
théorème 1 du chapitre IV, 5 2, le degré de l’extension Ka/Q, est égal à
Z - 1 = (K : 0).  Il en résulte (cf. (6),  chap.  IV, 0 2) que pour tout cc E K
on a l’égalité

NK/R(~  = NKo/c&+ (1)

LEMME 1. - Dans l’anneau des nombres entiers !Sadiques il existe un élé-
ment premier h tel que :

10 A’-’ + 1 = 0

20 h = t - 1 (mod A”).

Les conditions 10 et 20 définissent de manière unique l’élément h.
D’après l’égalité (5) du chapitre III, 0 1, nous avons

Passons ici à la congruence correspondante modulo l’élément premier 1 - <
du corps K8 (rappelons que ~~(1  - ‘5>  = 1). Puisque < = 1 (mod 1 - c
et (I  - 1) ! + 1 = 0 (mod r)  (théorème de Wilson), alors

&=2.3.  . . . (f  - 1) = 1 (mod (1 - <).

Montrons que l’unité 5?-adique

-1
a = (1 _ C)l-1  ’

congrue à 1 modulo 1 - <, peut s’écrire sous la forme a = y’-‘.  Considé-
rons pour cela le polynôme F(X) = Xl-1  - a. Puisque F(1) = 0 (mod 1 - c)
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et F’(1) $0 (mod 1 - c),  alors il existe une unité y de Ks telle que F(y) = 0
(cf. fin du point 2) du chapitre IV, $ 1). Ainsi a = y’-1  convient. Posant

maintenant A = (< - l)y, nous obtenons un élément premier h possédant

les propriétés demandées. Tout autre h, satisfaisant à la première condition
du lemme s’écrit ht3 où 8 est une racine d’ordre / - 1 de 1. Mais de la

congruence A0 = A (mod AZ) résulte que 0 = 1 (mod A). Si la racine 0 était
différente de 1, alors 1 - 1 serait divisible par A, ce qui est impossible.

Ainsi 8 = 1, d’où A, = A. Le lemme 1 est complètement démontré.

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, nous désignerons par A

l’élément du corps Ke  défini de manière unique par les conditions du
lemme 1.

Pour tout k premier avec 1, la correspondance < -f  ck  définit I’automor-

phisme (Ik  de l’extension K/Q.  Si (T est l’un de ces automorphismes, alors
la fonction v’(a) = vU(O(a)),  a E K est une valuation du corps K qui prolonge

la valuation I-adique  VI  du corps Q. Mais v[ n’admet qu’un seul prolon-
gement au corps K, qui est donc vs. Par suite, Y’  = va et cela signifie que
vd(cr(a))  = va(a) pour tout a E K. Ainsi, la suite de l’image par l’automor-

phisme o d’une suite de Cauchy d’éléments de K (pour la métrique qui
correspond au diviseur premier 0) est une suite de Cauchy. Cela permet
de prolonger au corps Ka I’automorphisme 0 = ok  du corps K : si

t = lim (an), % EK,
“-+CC

alors on peut poser

o(EJ  =  l im  o(aJ
n-ta,

(on vérifie facilement que ~(0 ne dépend pas du choix de la suite ( a, } et
que l’application E -+  $4)  est un automorphisme de l’extension Ka/Q,).

Puisque le degré résiduel de l’extension Ke/QI  est égal à 1 et son indice
de ramification à 2 - 1, alors, d’après le théorème 4 du chapitre IV, 9 1,

tout nombre entier 5?-adique s’écrit de manière unique sous la forme

a, + a,A  + . . . + a,-2h’-2, (2)

pour des ai  entiers I-adiques.

Le sous-corps des nombres réels du corps K est formé des a E K qui sont
invariants par l’automorphisme G-~  : < + c-l. Cherchons les nombres

B-adiques  qui sont invariants par G-~.  Puisque h’-l = - 1, alors

((T&L))[-1  = - l,

ce qui exprime que cl(h) = At3, où 0 est une racine d’ordre 1 - 1 de 1.
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D’après l’exercice 4 du chapitre premier, Q 3, la racine 8 appartient à 01,
d’où

&(A)  = o-,(0&))  = cL,@A)  = eo-,(A)  = BZA,

et puisque, par ailleurs o‘!,(A)  = h, alors 0 = f 1. Si 0 = 1, tout nom-
bre %adique qui se représente sous la forme (2) par des coefficients ai  Z-adi-
ques serait invariant par l’automorphisme G-~,  ce qui n’est pas. Ainsi
0 = - 1 et o-,(h)  = - A et par suite les seuls éléments du corps Ka  inva-
riants par oy1 sont les nombres Q-adiques  de la forme

m-1

i = O

bi E QI, (3)

I- 1
Tous ces nombres forment un sous-corps du corps K,, de degré m = T

sur QI.  Il sera commode d’appeler ces nombres e-adiques (( réels )).
Calculons la trace du nombre B-adique  (2) (pour l’extension Ka/QI).

Pourtouti=  1, . . . . 1 - 2, la matrice de la transformation linéaire t -+ AiE
(5  E K,) dans la base 1, h, . . . , ?J-2  a des éléments diagonaux nuls (puisque
?+1 = - Z),  d’où TrK&J)  = 0 (pour i = 1, . . . , 1 - 2). Il en résulte

que la trace du nombre (2) est égale à a,(2  - 1). Ainsi, les nombres !&adi-
ques de trace nulle sont caractérisés par le fait que le coefficient a, dans la
décomposition a, correspondante est nul.

Dans la suite, nous nous intéresserons à l’ensemble & de tous les nombres
entiers %adiques  « réels » de trace nulle. D’après ce qui précède, J6 est
l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires

m

cb.),ziz (4)
i=l

avec des coefficients bi entiers 1-adiques.
Nous pouvons considérer sur le corps K, les fonctions Log E et exp cc

définies par des séries entières (cf. chap.  IV, 8 5-2)). Puisque l’indice de
ramification e de l’extension Ka sur Qr est égal à 1 - 1, alors, pour cette

extension, le nombre I e 1[ 1~ + 1 est égal à 2 et par suite la série exp a

est convergente pour tous les entiers a E Ka divisibles par AZ. La fonction
Log E est définie, elle, comme nous le savons, pour toutes les unités princi-
pales du corps Ka.

Si E est une unité principale du corps Ka, i. e. E = 1 (mod A), alors pour
chacun des automorphismes ck nous aurons encore G,k(E)  = 1 (mod 1)  et
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par suite Log O~(E)  a un sens. Mais alors (corollaire 1 du théorème 11, Q 2
de l’appendice)

I-l

T$/Q,  L“g  E = c
ok (Log  E) =

2 Log (ckk(c))
k=l k

= Log (nd&)>  = Log WK~/Q~E),
k

Supposons maintenant que E est une unité du corps K. Il est clair que E
est encore une unité du corps Ka cependant Log E peut ne pas avoir de
sens puisque E n’est pas, en général, une unité principale de KG.  Pourtant
nous aurons une congruence E = a (mod A) pour un certain nombre entier
rationnel a non divisible par 1. Mais a -I l = 1 (mod I),  d’où EI-~ = 1 (mod A),
i. e. k-1 est une unité principale dans Ka.  Le logarithme Log ~~-1  a donc un
sens et, d’après la formule .(l),

TrKe/QI  (LOg  El-l) = LOg  (NK~/Q~E'-~) = LOg (NK/Q&‘)  = 0,

i. e. la trace du nombre entier f-adique Log z[-l  est nulle. D’autre part,
si E est une unité réelle du corps K, alors Log G-l est, bien entendu, CC réel B.

Ainsi, pour toute unité réelle E du corps K, le nombre !&adique  Log ~1-l
appartient à l’ensemble A, i. e. se représente sous la forme (4). En parti-

t

I-  1
culier,  ce réSUltat  est  valable pour les unités gk k = 2, 3, . . . , m = ~

2 1
,

définie par les formules (10) du 6 5. Nous avons donc
m-1

Log @i-l=
c

bkihai (2<k<m) (5)
i=l

pour des coefficients bki  entiers I-adiques.
Rappelons que nous voulons démontrer que si le facteur h*  du nombre

de classes de diviseurs du corps K n’est pas divisible par 1, alors les nom-

bres Cadiques  Log 0;’  forment une base de & sur l’anneau des nombres
entiers I-adiques  au sens suivant : tout ke&  s’écrit de manière unique comme
combinaison linéaire à coefficients entiers I-adiques de ces éléments. Pour
cela, il est clair qu’il suffit de montrer que det (bki) est une unité Z-adique,
i. e. que det (bki) + 0 (mod 1).

2) Quelques congruences auxiliaires

Dans le corps Ka, la série exp x ne converge que pour les entiers x divi-
sibles par AZ. En liaison avec ce fait, considérons le polynôme

xI-1
E(x) = 1 + ;, + $ + . . . + ~

(I- 1) !’
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obtenu en ne conservant que les 1 premiers termes de la série exp x. Puisque

les coefficients k pour k < 1 - 1 sont des entiers I-adiques, alors E(x) est

une unité principale du corps K pour tout entier x = 0 (mod A).
Nous savons que le produit formel des séries exp x et exp y est égal à la

série exp (x + y), Il en résulte facilement que

JW  WI  = E(x  + Y> + FG, Y), (6)

où F(x, y) est un polynôme à coefficients entiers I-adiques  dont tous les
termes sont de degré > 1.

LEMME 2. - Dans l’anneau des nombres entiers S-adiques on a la congruence

E(h)[  = 1 (mod A2’-l).

Posons

E(x) = 1 + XgW,
où

g(x)  = 1 + 2q + . . . + &!

est un polynôme à coefficients entiers l-adiques.  Alors

E(xy = 1 + C:xg(x) + . . . + c:-‘(xg(x))‘-l+ x$(x)’ = 1 + h(x)  + x’g(x)’

oti  h(x) est encore un polynôme à coefficients entiers I-adiques.  D’autre
part, d’après (6),  nous avons

d’où
E(x)’ = E(lx) + ~[M(X),

/h(x)  = !z + (9 +
l! 2! . . . + $Ti,!  + x’H(x), (7)

avec H(x) = M(x) - g(x)‘. Comparant dans cette égalité les coefficients
des puissances correspondantes de x nous voyons que tous les coefficients
de H(x) sont des nombres entiers Z-adiques  divisibles par 1. Simplifiant l’éga-
lité (7) par I,  nous obtenons

h(x) = x + g + . . . + s + x’G(x),

où G(x) a des coefficients entiers I-adiques.  Posant x = A, nous obtenons
la congruence

h(A) = h (mod A),
d’où

lb(A)  = Ih  (mod hz’-‘). (8)
BCIREVIKH 27
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De plus, puisque g(A) - 1 (mod A), alors g(h) - 1 (mod A’),  d’où

A’g(A)’  = A’ (mod A2’).

D’après (8) et (9) nous avons maintenant

E(A)’  = 1 + #r(A)  + Alg(h)r  = 1 + A + h[  = 1 (mod A2’-l)

(puisque IA + A1 = 0), ce qu’il fallait démontrer.

(9)

LEMME 3. - Pour tout entier naturel k, on a la congruence

E(kA) = ck  (mod A’).

D’après la formule (6),

E(kh)  = (E(A))k  (mod A’),

et il suffit donc de démontrer le lemme pour k = 1.

D’après la définition de l’élément premier A, nous avons < = 1 + A

(mod Aa).  D’autre part, E(A) = 1 + A (mod h2),  d’où

Posons
<?E(h)  = 1 (mod A’).

<-lE(A)  = 1 + A2y,

où y est un entier !Sadique. Élevant cette égalité à la puissance W= et
utilisant le lemme 2, nous obtenons la congruence

y(lh2  + lu - l) y14  +
2

. . . + yf-lh2’)  = 0 (mod A21-1).

L’expression entre parenthèses est divisible exactement par A[+I,  d’où y E 0
(mod A’-2);  il en résulte que

<-lE(A)  = 1 (mod A’),

ce qui démontre le lemme.

Considérons également le polynôme

L(l + X) = X - ; + . . .
xl-1

+ (- IF2 I-1,

obtenu en ne conservant que les 1 premiers termes de la série Log (1 + x).

LEMME  4. - Si le nombre entier B-adique  a est divisible par hz, alors

L(l + a) = Log (1 + a) (mod Al).
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En effet, pour n > 1, nous WOnS

a”0 Log n
h-3  < > 2n - v*(n)  > 2n - (Z - 1) -

Log 1
(Z-I)n LogZ Logn  ,l

>I+(n-OfLog  m--
( n - l 1

j

(cf. chap.  IV 9 5-2)).

LEMME 5. - Si Es et Es sont des unités Sadiques principales, alors

L(E1,  Et)  = L(ES + L(E*)  (mod 1’).

Puisque la série Log (1 + x + y + ~y)  est égale à la somme des series
Log (1 + X) et Log (1 + y), alors

L(~+~+Y+~Y~=L(~+~)+L(~+Y)+G(~,Y),

où le polynôme G(x,  y), à coefficients entiers I-adiques,  ne contient que des
termes de degré > 1. Le lemme 5 résulte maintenant du fait que si x et y sont
divisibles par A, alors G(x,  y) = 0 (mod 19.

LEMME 6. - Dans l’anneau des nombres entiers Cadiques,  on a la congruence

L(Q  = h (mod A’).

Nous utiliserons, pour la démonstration, l’égalité formelle Log exp x = x.
De cette égalité résulte facilement que

L(E(x))  = x + H(x),

où H(x) est un polynôme à coefficients entiers I-adiques  ne contenant que
des termes de degré > 1. Faisant x = A et utilisant le lemme 3 pour k = 1,
nous obtenons la congruence demandée.

Remarque. - Soient U le groupe multiplicatif des classes résiduelles du
groupe des unités Z-adiques  modulo A et X le groupe additif des classes
résiduelles de nombres entiers B-adiques  divisibles par A modulo A. Il est
facile de montrer que l’application E -f L(E)  (pour les unités principales
Q-adiques  E) induit un isomorphisme du groupe ‘lb  sur le groupe X. L’iso-
morphisme inverse 3: --+‘U est induit par l’application a -f E(a) (a E 0
(mod A)).

3) Base des entiers Sadiques réels
dans le cas (h*,  I) =  1

Revenons à la question posée à la fin du point 1). Pour déterminer si
det (bki)  est divisible par 1 OU non, il suffit de considérer les coefficients bki
modulo 1. Il est clair que deux nombres entiers !&adiques  du type (2) sont
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congrus modulo I si et seulement si les coefficients des puissances corres-
pondantes de A sont congrus modulo I (dans l’anneau des nombres entiers
l-adiques).  Il en résulte que pour calculer les coefficients bki  modula 1 on

peut remplacer chacun des nombres Log 6k’ par un nombre entier Sadique
qui lui soit congru modulo 1 (i. e. modulo ~2-1).

Conservons ici toutes les notations du 0 5-2). L’unité principale Ok’  est
réelle et par suite elle est congrue à 1 modulo hz, d’où, d’après le lemme 4,

Log ek’ = L(Ok’)  (mod k). (10)

Calculons L( f$-‘).  Puisque

e =Lk- l 1 - k
k ~c-1”  ’

alors

ek  = (1 + c + . . . + qk-l)‘t-- ~y-~.

Mais [ = 1 (mod A), c’est pourquoi

1+c+  . . . + <k-l = k (mod h),

d’ou

U+t+  . . . + Ck--l)I = k1  (mod A’),

et, puisque k1  = k (mod hk-l),  alors

u+1:+  . . . + ??-*)l  = k (mod V-1).

Ainsi,
C-1ci-l 3 e;lk(-  l)1-k  = k rk _ 1~ (- Y)~-’  (mod k-l),

ou encore

ei-1  = r -- -
A

-‘fk-l)!$
(mod k-l).

D’après le lemme 5, nous avons

Mais, d’après le lemme 3,

nous obtenons donc, en utilisant le lemme 6,
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Démontrons maintenant que

421

m-1

L(y-  ‘) -;=z$&+xi’R(x), (11)

où R(x) est un polynôme à coefficients entiers l-adiques  et où les Bak  sont
les nombres de Bernoulli (cf. 0 8 de ce chapitre). Utilisons l’identité

Puisque B, = - k et puisque tous les autres nombres de Bernoulli d’indices

impairs sont nuls, cette identité peut aussi s’écrire sous la forme :

e* 1 1---~---=
e,--1 2 x

Par intégration, nous obtenons
CO

eX-1  x
Log--2=

c (12)
k=l

(le terme constant de la série est nul puisque la fonction de gauche s’annule
pour x = 0). L’égalité (11) résulte maintenant facilement de la formule (12).
Substituant la valeur k?,  à l’inconnue x dans la formule (1 1), nous obtenons

d’où

L(EckzT ') -y S"E (mod Al-l)

i=I

m-1
L(&‘)  =

c
Bd1 - kzib2'  (mod A,-l).

i=l W 12
w*)

Ceci démontre que les Coefficients bki  des égalités (5) satisfont aux
congruences

Mais alors det (bki)  est congru modulo 1 au déterminant

22-l  2 4 - l  .  .  .  21-3-I

m-1  (- l)m-lB2i

I - I

32 - 1 34  - 1 . . . 31e3 - 1
i=l (2i)! 2i  . - . . - - - . -

m2- 1 m4- 1 . . . m'-3-  1
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Il est facile de ramener ce dernier déterminant à un déterminant de Vander-
monde. Il est égal au produit

jyI (r2  - s2)  = jyI(r  + S)(T  - s),
1<s<r<?tl S<i

dont aucun des facteurs n’est divisible par 1. Si maintenant h*  f 0 (mod I),
alors les nombres de Bernoulli Bz, . . . , B!-,  ne sont pas divisibles par 1 et
nous obtenons

det bki  & 0 (mod r).

Nous avons ainsi démontré le théorème suivant :

THÉORÈME 1. - Si h* f 0 (mod 1) tout nombre entier 2-adique  K réel N
de trace nulle s’écrit de manière unique comme une combinaison linéaire

M

c
ak Log &’

k=z

(13)

à coefficients entiers l-adiques  ak.

4) Critère de régularité et lemme de Kummer

Le théorème 1 obtenu ci-dessus permet de démontrer facilement le théo-
rème suivant.

THBORÈME.  - Si pour le lième corps cyclotomique Q(C)  le facteur h* du
nombre de classes de diviseurs n’est pas divisible par 1, alors le facteur h, n’est
pas non plus divisible par 1.

DÉMONSTRATION. - Supposant que h, = (E : E,,)  est divisible par 1
(cf. notations du théorème 2 du 5 5),  on peut trouver une unité réelle posi-
tive E E E qui n’appartient pas à E,,  mais telle que E’  E EO,  i. e.

(14)
k=2

pour des entiers rationnels ck  non tous divisibles par I (car sinon l’unité c
appartiendrait à EO).  Élevant l’égalité (14) à la puissance Z - 1 et prenant
les logarithmes (dans le corps Ka), nous obtenons

m

1 Log P =
c

ck Log  &‘. (1%
k=Z
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D’autre part, puisque la valeur Log E!-1  appartient à A, ce nombre admet
une représentation de la forme (13) ; égalant à (15),  nous obtenons que tous

les quotients T sont des entiers l-adiques, ce qui contredit le fait que tous

les ck ne sont pas divisibles par 1. La contradiction obtenue démontre le
théorème 2.

COROLLAIRE. - Un nombre premier 1 > 3 est régulier si et seulement si
aucun des nombres de Bernoulli B,, B4,  . . . , BI-,  n’est divisible par 1.

THÉORÈME 3 (lemme de Kummer). - Soit 1 un nombre premier rationnel
régulier. Si une unité du 1 ième corps cyclotomique Q(C) est congrue modulo 1
à un nombre rationnel, cette unité est la puissance F*me  d’une autre unité.

DÉMONSTRATION. - Supposons E = a (mod l). Montrons tout d’abord
que E est une unité réelle. Si E = ??.z,,  pour une unité réelle Es, alors Es = b
(mod AZ) pour un entier rationnel b et < = 1 + kh  (mod AZ).  De la
congruence a E b (1 + kh)  (mod A%)  résulte maintenant que k = 0 (mod A).
Ceci démontre notre argument. Puisque - 1 = (- l)‘, on peut supposer
E > 0, i. e. E  E E. De la congruence E -1 1 = a’-1  = 1 (mod l) résulte que
Log SI-1  = 0 (mod 1), puisque, d’après le théorème 1,

m

LOg  El-l  =
c

1Ck Log ek’ (16)

avec des entiers l-adiques ck.  D’autre part, puisque le sous-groupe E,  est
d’indice fini dans E, alors zn  E E,  pour un certain entier naturel a; par
suite,

m
É = I-I 02 (17)

k=a

pour des entiers rationnels dk.  Il est clair que nous pouvons supposer que
les exposants a, d,,  . . . , d,,, sont premiers dans leur ensemble (puisque le
groupe E ne contient pas d’élément d’ordre fini, on peut simplifier dans (17)
par tout diviseur commun). Élevant l’égalité (17) à la puissance 1 - 1 et
prenant les logarithmes (dans le corps Ks),  nous obtenons

m
a Log k1  =

c
dk  LOg $-‘.

k=a

Comparant ce résultat à l’égalité (16),  nous obtenons

dk = lack (k=2,  . . ..m).
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Puisque les nombres ack  sont des entiers I-adiques, il en résulte que tous les

dk  sont divisibles par 1; ainsi Es est une puissance liéme  : E’ = E:, avec Es  E E,.
Mais, d’après la condition (a, dz, . . . , d,) = 1, a est premier avec 1, d’où
1 = au + Iv pour certains entiers rationnels 24  et 21;  on a alors

E = (Éy(E”)‘=  (E$“)‘,

ce qui démontre le théorème.

EXERCICES

1. Soient p un nombre premier de la forme 4n + 1, C = COS ‘: + i sin 9,

)i = < - 1, m =‘+.  Posons

~_rje$l

k=l

kx
( 1

-1
avec 0k  = sin - sin? , 1 < k < p - 1. Montrer que dans le pième corps cyclo-

P
tomique on a la con&ence

L(Ep-')-%Am  3 - 2Bm4ë (mod km+‘).

Ici L désigne la fonction définie par l’égalité (9*)  et B, le rnième  nombre de Ber-
noulli (Utiliser la congruence (12*)  et la congruence de l’exercice 14 du 4 4).

2. Soit E = T + IJdg > 1 une unité fondamentale et h le nombre de classes
de diviseurs du corps quadratique  Q(G),  où p = 1 (mod 4) est premier. En
s’appuyant sur l’exercice précédent et sur le théorème 2 du Q 4, démontrer la
congruence

hU = TBm  (mod p), P-lm = ~
2

(dans l’anneau des nombres rationnels p-entiers).

6 7. - DEUXIÈME CAS
DU THÉORÈME DE FERMAT

POUR DES EXPOSANTS RÉGULIERS

1) Théorème de Fermat

THÉORÈME 1. - Soit 1 > 3 un nombre premier régulier. L’équation

x’ + y’ = z’ (1)

n’a pas de solution en nombres entiers rationnels x, y, z non nuls.
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DÉMONSTRATION. - Supposons que les nombres entiers X,  y et z (non nuls)
premiers entre eux vérifient l’équation (1). Puisque le premier cas du
théorème de Fermat  a déjà pté  étudié dans le chapitre III, Q 7-3),  nous
supposerons qu’un (et un seul) de ces nombres est divisible par 1, soit z

((si  par exemple y est divisible par 1, nous écrirons l’égalité (1) sous la
forme x1 + (- z)[  = (- y)‘).  Soit z = lkzO,  avec (z,,,  1)  = 1, k > 1. Puisque
dans le F*me  corps cyclotomique Q(c)  le nombre 1 admet la décompo-

sition 1 = (1 - <)‘o,  où une unité du corps Q(c)  (lemme 1 du chapitre III,
9 l), alors l’égalité (1) peut s’écrire, dans le corps Q(n,  sous la forme

x’ + y1  = E(1  - r)‘%;, (2)

avec m = k(l - 1) > 0. Pour démontrer le théorème, il suffit de montrer
que toute égalité du type (2) est impossible. Nous démontrerons un peu plus.
En fait, on montrera que l’égalité (2) est impossible non seulement pour des
entiers rationnels x, y, z0  premiers avec 1 mais aussi pour des entiers x, y, z0
du corps Q(c)  premiers avec 1 - c.  Raisonnons par l’absurde, i. e. sup-
posons qu’il existe des égalités du type (2) ; choisissons-en une pour
laquelle le nombre m 2 1 est le plus petit possible. Pour ne pas introduire de
notations nouvelles, nous écrirons cette égalité sous la forme (2). Les nom-
bres x, y et z0  désignent donc maintenant certains nombres entiers du
corps Q(T)  premiers avec 1 - < et E une unité du corps Q(c).

Comme au Q 6, nous désignerons par B le diviseur premier (1 - <) du
corps Q(7;).  Décomposons la partie gauche de l’égalité (2) en facteurs
linéaires et passons aux diviseurs. Nous obtenons

l-l

r - r
(x + Ck)y = Pli,

k=o

(3)

où le diviseur a = (zJ est premier avec 2. Puisque lm > 1 > 0, il résulte
de (3) que l’un au moins des facteurs de gauche est divisible par 2.  Mais

x + Eiy = x + tky - Ek (1 - ti-“>y,

et par suite tous les nombres

x +  CkY (O<k<l-1) (4)

sont divisibles par 2. Si pour 0 < k < i < 1 - 1 nous avions la congruence

x + cky  = x + Ciy  (mod  2%
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alors nous aurions aussi Cky(l  - r’pk)  = 0 (mod 2”)  et c’est impossible
puisque <ky est premier avec 2 et 1 - Q-k  associé avec 1 - C. Ainsi, les
nombres (4) sont deux à deux non congrus modulo L?; par suite, les rapports

x + CkY
1-t

(k = 0, 1, . . .)  l- 1)

sont deux à deux non congrus modulo 2.  Mais N(2) = 1 et ces nombres
forment donc un système complet de résidus modulo (7  et l’un d’eux est
divisible par 2. Il en résulte que, parmi les nombres (4),  un (et un seul)
est divisible par !jZ2.  Puisque nous pouvons remplacer y dans l’égalité (2)
par l’un des nombres Cky,  on peut considérer que x + y est divisible par fi’,
ce qui signifie que tous les autres nombres x + cky,  divisibles par 2, ne sont
pas divisibles par Z2.  Du fait que la partie gauche de l’égalité (3) est divisible
exactement par f![-W  = !S+I,  il en résulte maintenant que m > 1.

Désignons par m le plus grand commun diviseur des diviseurs (x) et (y)
Puisque x et y ne sont pas divisibles par 2, alors m n’est pas non plus divi-
sible par 2.  Il est clair par ailleurs que (x + Cky) est divisible par !&n  et
x + y divisible par 2[rmf1)f1  m. Posons

(x + y) = f!‘(m-l)+l  mc,,

tx  f tky)  = fhk (k=l,  . . ..r-1)

et démontrons que les diviseurs cO,  cl, . . .,  clel sont deux à deux premiers
entre eux. En effet, si ci  et ck  (0 < i < k < 1 - 1) avaient un diviseur
commun p, alors, de la divisibilité de x + Qy  et x + Cky  par f?mp résulterait
que C?y(l  - Ck-‘)  et x(1 - Ck-i) sont aussi divisibles par Bmp  ; cela entrai-
nerait à son tour que x et y sont divisibles par mn,  ce qui contredit la défi-
nition de m.

Écrivant (3) sous la forme

m?C?‘mc  c01 -*- Cl-1  = P%I 3

nous en déduisons (puisque les ck  sont premiers deux à deux) que

ck  = a; (0 < k < 1 - l),
i. e.

(x + y) = 2K”-“+1ma~, (5)

(x + tky)  = 2mak (1 <k GI- 1). (6)

Tirant m de (5) et portant dans (6),  nous obtenons

(x + <ky)fif’m-”  = (x + y)(a,&‘)‘, (7)

d’où il résulte que le diviseur (akaol)’  est principal (puisque L! = (1 - c)).
Utilisons maintenant la régularité du nombre 1. Puisque le nombre de
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classes de diviseurs du corps Q(C) n’est pas divisible par I,  alors, d’après le

corollaire du théorème 3, chapitre III, 9 7, le diviseur akail  est aussi prin-
cipal, i. e.

-1 uk
akao  = -0Pk

(1 <k  < I- l),

où a,k  et Pk  Sont  des nombres entiers du corps Q(C). Les diviseurs uk et a,,
sont premiers avec B et par suite on peut supposer que les nombres ak
et Pk  ne sont pas divisibles par !G.  L’égalité des diviseurs principaux équivaut
à l’égalité des nombres correspondants, à un facteur qui est une unité près-
Ainsi, d’après (7) et (8),  nous avons

(x  + ckY)(l  - c)“m-l)  =  (x  +  ,$$k (1 <k GI- l), (9)

où Ek est une unité du corps Q(C).
Utilisons maintenant l’égalité évidente suivante

(x + Cv)  (1 + C) - (x + PY)  = C(x  + Y>.

, La multipliant par (1 - C)j(m-l)  et tenant compte des égalités (9) pour k = 1
et k = 2, nous trouvons

(x + Y)($,(1  + C) - (x + Y)($ = (x + Y)!(1  - wm-l’,

d’où

Nous avons ainsi obtenu une égalité de la forme

a! + c# = ~‘(1  - <)lm-l)y’, (10)

où CC,  p et y sont des nombres entiers de Q(C) non divisibles par B et Es et E’
des unités du corps Q(C). Mettons-la sous la forme (2).

Nous avons vu ci-dessus que m > 1, d’où m - 1 > 0 et l(m - 1) > Z,
d’où

d + E$ = 0 (mod !ïV).

Puisque p est premier avec 8, il existe un entier p’ tel que pp’ = 1 (mod e[).
Multipliant la dernière congruence écrite par p’l, nous obtenons

q,  = cd  (mod X?l),

où w = - CC~’  est un nombre entier du corps Q(C). Puisque N(e) = J,
tout nombre entier de Q(C) est congru modulo !ï?  à un entier rationnel.
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Mais si o = a (mod 5?),  alors o*  = a’  (mod II?),  ce qui entraîne que l’unité E,,
est congrue modulo !Gf  à un nombre entier rationnel. D’après le lemme de
Kummer (théorème 3 du 9 6; nous utilisons à nouveau la régularité du
nombre r>, l’unité Es est une puissance lieme  dans Q(c),  i. e. Es  = # où q est
aussi une unité du corps Q(c).  L’égalité (10) s’écrit alors

a’ + (q  (3)’  = E’( 1 - C)l@-l)y’.

Nous avons obtenu une égalité du type (2),  à cette différence près que l’expo-
sant m est remplacé par m - 1. Mais c’est impossible, puisque m a été choisi
le plus petit possible. La contradiction obtenue montre que l’équation (1)
n’a pas de solution en nombres entiers non nuls x, y et z dont l’un est divi-
sible par I,  i. e. le deuxième cas du théorème de Fermat est démontré pour
an exposant 1 régulier.

2) Infinité de l’ensemble des nombres premiers irréguliers

Dans les limites des tables, la quantité des nombres premiers réguliers
est supérieure à la quantité des nombres irréguliers. Pourtant, on ne sait
pas si c’est toujours vrai pour l’intervalle (1, N).  En fait, jusqu’à présent,
on ignore même s’il existe une infinité de nombres réguliers. Le théorème
suivant est lié à ces questions.

THBORÈME  2. - Il existe une injînité  de nombres premiers irréguliers.

La démonstration du théorème 2 s’appuie sur certaines propriétés des
nombres de Bernoulli. Ces propriétés seront formulées et démontrées dans le
paragraphe suivant.

Soit pl, . . . , ps un système fini quelconque de nombres premiers irréguliers.
Le théorème 2 sera démontré si nous pouvons trouver un nombre premier
irrégulier p différent de pl, . . . , ps.  Posons

n = r(pl  - 1) . . . (ps  - 1).

Puisque pour le nombre de Bernoulli Bzk on a

pour k -+ CO,

(cf. fin du 9 8),  si l’entier rationnel r est assez grand, le nombre rationnel -n

sera supérieur à 1 en valeur absolue. Soit p un nombre premier figurant
dans le numérateur (pour une écriture irréductible). Si (p - l)ln,  alors,
d’après le théorème 4 du 0 8, le nombre p figure dans le dénominateur de B,,
ce qui n’est pas, d’après le choix de p. Ainsi (p - 1) T n et p est donc diffé-
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rent de pl, . . . , pS  (et différent de 2). Désignons par m le reste de la division
de n par p - 1, i. e. n = m + a(p  - 1). Il est clair que m est pair et

2<m<p-3.

De plus, simultanément avec n,  le nombre m n’est pas divisible par p - 1.

Utilisant maintenant la congruence dite de Kummer (théorème 5 du § S),
nous obtenons dans l’anneau des nombres rationnels p-entiers la congruence

..~~-  - !!!! (mod  p).B,
m n

Mais ; = 0 (modp), d’où z = 0 (modp) et B,,  = 0 (modp). Puisque m

est égal ici à l’un des nombres 2, 4, . . . , p - 3, alors, d’après le corollaire
du théorème 2 du 6 6, le nombre p est irrégulier. Le théorème 2 est démontré.

EXERCICES

1. Démontrer que l’équation x3 + y3 = 5z3 a pour unique solution x=y  =z=O
dans les nombres entiers rationnels.

2. Démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers irréguliers de la
forme 4n + 3 (utiliser les exercices 9 et 10 du 5 8).

tj  8. - LES NOMBRES DE BERNOULLI

Nous démontrerons ici les propriétés des nombres de Bernoulli qui ont
été utilisées dans les paragraphes précédents.

Toutes les skies entières considérées ci-dessous convergent dans un cer-
tain voisinage de l’origine des coordonnées et il est facile de déterminer leur
rayon de convergence. Nous ne nous intéresserons pourtant pas à ces ques-
tions de convergence puisqu’il suffit pour notre propos de considérer ces
séries formellement (à l’exclusion de la démonstration du theorème  6).

DEFINITION. - Les nombres rationnels B, (m > 1) déjïnis  par le dévelop-
pement en série

t mB-=1+  -&$net  - 1

sont appelés nombres de Bernoulli.
Nous utiliserons les notations abrégées suivantes. Si

f(x)=a,+a,x+  . . . +a,xn

(1)
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est un polynôme, nous désignerons par f(B) le nombre

a, + a,B,  + . . . + a,&.

De manière analogue, sif(x,  t) est une série entière de la forme
2fnW” 3
n=o

où fn(x) est un polynôme, nous désignerons par f (B, t) la série

m

c .fXW'.
n=o

Ainsi par exemple, on peut écrire la série (1) définissant les nombres de
Bernoulli sous la forme

t~ = eBt.
et-  1

Il est facile de voir que pour tout nombre a on a

eateBt  = eM+B)t

(la démonstration s’effectue en multipliant terme à terme les séries de
gauche).

THÉORÈME 1. - Les nombres de Bernoulli vérifient la relation de récur-
rente

(1 + B)” - B”’  = 0 pour m > 2, (2)

qui sous forme développée s’écrit

m - 1
l+xC:Bk=O (m > 2).

k=l

Pour la démonstration, écrivons l’égalité (1) sous la forme

t = e(l+B)t  _ @t.

Égalant les coefficients des termes El (m > 2),  nous obtenons la relation (2).

Pour m = 2, la formule (2) donne 1 + 2B, = 0, d’où

THÉORÈME  2. - A l’exception de B,,  .tous  les nombres de Bernoulli d’indices
impairs sont nuls :

B - 0am+1- pour mG= 1. (3)
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Les égalités (3) équivalent au fait que la fonction

431

est paire, ce qui est facile à vérifier.
Donnons les valeurs des douze premiers nombres de Bernoulli d’indices

pairs :

B,=;,
1

B,=-30, B8=  - f, 5
Blo=56,

691
L=-2~o’ Bu=;, B16= -g, B18z4+,

B,, = - ‘?!&l, B,, = *!?!$, B,, = - 236  ” Ogl.

Les nombres de Bernoulli sont liés aux sommes des puissances des nom-
bres entiers naturels. Posons

f&(n)  = lk + 2k + . . . + (n  - 1)k.

THÉORÈME 3. - Les sommes Sk(n)  vér$ent la formule

(m + l)S,(n)  = (n + B)m+l - Bm+l, mal

ou, sous forme développée,

(4)

(m + l)&(n)  = j’c$+IBknm+l-k, m 2 1 (B, = 1). (5)

En effet, l’expression de droite dans l’égalité (4) est égale au coefficient
p+1

de ~
(m  + l)!

dans la série e(n+B)f  - cet. Par ailleurs

n-1
& +B)t  - $t = eBf(,+ _ 1) = tes = t xert

a)=nt  +
z(

crm [; = nt + -$ (m ( l)S,l;;f”+l,

i . m .
??I=l I=l m=1

ce qui démontre la formule (4).
Remarquons que, pour n = 1, la formule (4) coïncide avec (2).

THEOREME  4 (theorème  de von Staudt). - Soient p un nombre premier
et m un  nombre pair. Si (p - 1) f m, alors B, est p-entier (i. e. B, ne contient
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pas p en dénominateur). Si maintenant (p - 1) 1 m, alors pB,  est un nombre
p-entier et

pB,  = - 1 (modp).

Nous démontrerons le théorème 4 par récurrence sur m en utilisant la
relation

m-1

(m + ~L(P)  = (m + ~)LP  + ~C~+&P~+~-‘,
k = o

obtenue à partir de (5) en remplaçant n par p. Écrivons-la sous la forme

PB,  = S,(P) - c& C:+IP”-$%~ (6)
k=o

et démontrons que tous les nombres qui figurent dans la somme sont des
nombres p-entiers et sont divisibles par p (dans l’anneau des nombres
p-entiers).

Le facteur pBk pour k -C  m est p-entier par hypothèse de récurrence.
Étudions le nombre

Si p = 2, alors, puisque m + 1 est impair, ce nombre est l-entier et divisible
par 2 (puisque k < m). Pour p # 2, écrivons le nombre (7) sous la forme

1czM-kpm-k  = m(m  - 1) .  .  .  (k + ljpm-k.

m+l ( m - k +  l)!

Le nombre p figure dans (m - k + 1) ! = r ! avec l’exposant

+...-~~+~~+...=~<~<r--l=m-k,
P-l

1
et par suite  fin  _ k + I)! p”-k  est un nombre p-entier divisible par p.

On a ainsi démontré que pB, est p-entier et que

P%  = S,(P)  (mod P) (8)

dans l’anneau des nombres p-entiers
D’autre part, on a les congruences

S,(p) = - 1 (modp) si (P-  1)Im; (9)

S,(p) = 0 (modp) si (p-1)rm. (10)
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En effet, si (p - 1) 1m, alors xrn  = 1 (mod p) pour 1 < x < p - 1, d’où

P-1 P-l

S,(p) = xxm  = 2 1 =p-  1 = - 1 (modp).
x-1 x=1

Si maintenant (p - 1) +’ m, soit g une racine primitive modulo p; nous
aurons

p-1 p-2

S,(p)  = cx- e cgmr  = g(~~)~~ ’ s 0 (mod p),

X=l r=0

puisque SP-1  = 1 (mod p) et gm $ 1 (mod p).
Réunissant (8) et (lO),  nous obtenons que, si (p - 1) +’ m, alors pB,  = 0

(mod p), i. e. B,,  est p-entier. Le deuxième argument du théorème 4 résulte
des congruences (8) et (9).

Dans le cas m <p - 1, le nombre p - 1 ne divise aucun des nombres
k < m et par suite tous les Bk pour k < m sont p-entiers et par suite tous
les termes qui figurent dans la somme de droite de l’égalité (6) sont divi-
sible par p2. On a donc le résultat suivant.

COROLLAIRE. - Si p # 2 et m < p - 1 (m pair), alors

PB,  = ~UP)  (modp2). (11)

THÉORÈME 5 (congruence de Kummer). - Si p est premier et (p - 1) 7 m

(m est pair positifl, alors le nombre B-m est un nombre p-entier et on a lam
congruence

Bm+p-1 = 5 (mod p).
m+p-l m (W

Autrement dit, les quotients

modulo p, de période p - 1.

our (p - 1) -r m) sont périodiques

DÉMONSTRATION. - Considérons la fonction

F(t)=-$+~=~ m,e’--  1
Oo J%W’  - 1) tm

> (13)
??I=l

où g est une racine primitive moduio  p, 1 < g < p. Posons et - 1 = u.
Alors

F(t) = (l +$ _ 1
t- -u = tG(u),

BOREVITCH 28
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où

G(u)  = (1 + ;E?
1 g 1 *--= --=

- 1 U gu + . . . + Ug U -7cg&.
k?o

Il est Clair que ces nombres ck  Sont  p-entiers.
Démontrons que, dans le développement de la fonction G(u) suivant

les puissances de t :

G(u) = G(ef  - 1) = cck(ec  - l)k = $2 tm, (14)
k=O m=o

tous les coefficients A,,, sont p-entiers et de période p - 1 modulo p (pour
m > 0). Il est clair que si cette dernière propriété est satisfaite pour cer-
taines séries elle l’est aussi pour toute combinaison linéaire à coefficients
p-entiers. Il nous suffit donc de le vérifier pour les fonctions (et  - l)k.  Mais
ces fonctions, à leur tour, sont des combinaisons linéaires des fonctions e**
pour des entiers r > 0. Mais

CO

ert  =
c

;tn
n=o  *

et, d’après le petit théorème de Fermat,

r”+p-l  = r” (mod p) Pour n>O;

par suite, les fonctions er*  possèdent la propriété demandée et notre argu-
ment sur les coefficients A,,, est démontré.

Égalant maintenant les coefficients correspondants dans (13) et (14),
nous obtenons

Ug” - 1)
m! = (m?-;)  ! ’

d’où

; (g” - 1) = A,-,.

Puisque gm-  l+ 0 (mod p) pour (p - 1) T’  m et que la suite des nombres gm-  1
possède, d’après le petit théorème de Fermat,  la période p - 1 modulo p,

alors, d’après la propriété démontrée des nombres A,,,, les nombres $

pour (p - 1) { m sont p-entiers et de période p - 1 modulo p.  Le théo-
rème 5 est démontré.

THÉORÈME  6. - Les nombres de Bernoulli B,,  vérifient la formule

B,,  = (- 1),-l  ‘@  C@m), (15)
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où <(2m)  est la valeur de la fonction zêta de Riemann C(s)  pour s = 2m.

Pour la démonstration, nous utiliserons la décomposition de e&l  en

série de fractions rationnelles :

On peut déduire ce développement par exemple du développement classique
suivant de la cotangente :

00

cotg  z = ; +
- z2 ~~7rn)Z  ’7
?I=l

en utilisant le fait que

cotg  z = ici + e+ 2i
,r.z _ e-i2

=i+ -.
e2iz - 1

Il résulte de (16) que
m

t
-=
et- 1 l - ; + 22 t2 + f:244  ’

Il=1
et puisque

t2
t2 + (2xn)

= $(- 1)m-$y’

??I=l
alors

t
e* -- 1

&;+27,~(-l)m-lam
(27cn)2m

R=lm=l

= 1 - f + -$(- l)m-12%  t2m.
I?l=1

Comparant cette égalité avec (1) et égalant les coefficients correspondants,
nous obtenons l’égalité (15). ’

La formule (15) permet d’étudier la croissance de 1 B,, 1 quand l’indice

croît. Puisque C(2m)  > 1 et (2m)! > 2m  (cela résulte de la formule bien

connue de Stirling), alors

Nous obtenons en particulier que

I J3m  I
2m+* pour m + 00.
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EXERCICES

1. Démontrer que

(x + B)” = (x - 1 - B)m, ma 1.

2. Démontrer que

(;+B)m=(& l)B,.

3. Soit p un nombre premier, p # 2. Démontrer que

p-1

izy 3 2((f) - 2)B_ (mod p).
X=l 2

4. Soit p > 3 un nombre premier de la forme 4k + 3. Démontrer que le nom-
bre h des classes de diviseurs du corps quadratique imaginaire Q(d- p) satisfait
à la congruence

h = - 2B,+, (mod p).
2

5. Démontrer que, pour p > 3 premier,

1 1 1
1+j+3ffp-1~ = 0 (mod pz)

6. Démontrer la formule
k - 1

(kx  + B)m = km-lx  (x + ; + B)m
b-=0

(k et m sont des entiers naturels).

7. La fonction tg x admet la décomposition

ri=1

OU

T,,  = ,2n(22”  - 1) !$ <

Démontrer que tous les coefficients T, sont des entiers naturels.

8. Pour m > 1, démontrer

2B,,  = 1 (mod 4).

9. Soit q un nombre premier tel que 2q + 1 ne soit pas premier (par exemple
q 3 1 (mod 3)). DCmontrer que le numérateur du nombre de Bernoulli Bz4 contient
(en écriture irréductible) un nombre premier de la forme 4n + 3.

10. Soient pl, . . ., ps  des nombres premiers supérieurs à 3,

M=(p,- 1) . . . (p,- 1)

et q un entier naturel satisfaisant à la congruence q = 1 (mod M). Démontrer
qu’aucun des nombres premiers pl. . . . , ps ne figure dans le dénominateur de

Bwla fraction 2q  .



APPENDICE ALGÉBRIQUE

$ 1. - FORMES QUADRATIQUES
SUR UN CORPS QUELCONQUE

DE CARACTÉRISTIQUE DIFFÉRENTE DE 2

Nous exposerons dans ce paragraphe une série de résultats généraux sur
les formes quadratiques sur un corps quelconque. Dans le cas de résul-
tats bien connus, nous nous contenterons de les énoncer. K désignera, sauf
précisions supplémentaires, un corps arbitraire dont la caractéristique est
différente de 2. Pour toute matrice rectangulaire A on désignera par A’ la
matrice transposée.

1) Équivalence des formes quadratiques

On appelle forme quadratique sur un corps K un polynôme homogène
de degré 2 à coefficients dans K. Toute forme quadratique f peut s’écrire
sous la forme

f = CQu.Xi*j

i,i

avec a, = aji. La matrice symétrique A = (a,) s’appelle la matrice de la
forme quadratique J: La forme quadratique est complètement déterminée
par la donnée de sa matrice à la désignation des variables près. Le déter-
minant d = det A s’appelle le déterminant de la forme quadratique ; si
d = 0, la forme f est dite singulière et non singulière dans le cas contraire.
Désignant par X la matrice colonne des variables x1,  xg,  . . . , x,, nous pou-
vons écrire ainsi la forme quadratique f :

f = X’AX.

Supposons qu’à la place des variables x1, . . . , x,,  on introduise de nouvelles
variables yl, . . ., yn par les formules

n

Xi  =
2

CijYi (1 Gi<n,  C;i  EK).
j=l
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sous forme matricielle, cette transformation linéaire peut s’écrire sous la
forme

X=CY,

où Y est la matrice colonne des variables yl, . . . , Y,, et C la matrice (cG).
Remplaçant dans la forme quadratique f les variables x1,  . . . , xn par leur
expression en fonction de yl, . . . , y, nous obtenons (après avoir effectué
toutes les opérations convenables) une nouvelle forme quadratique g (encore
sur le corps K)  des variables yl, . . . , y,. La matrice A, de la forme quadra-
tique g est

A, = C’AC. (1)

Deux formes quadratiques f et g sont dites équivalentes et on note f - g,
s’il existe une transformation linéaire non singulière des variables par laquelle
une des formes est transformée en l’autre (à la désignation des variables
près). De la formule (1) résulte :

THÉORÈME. - Si deux formes quadratiques sont équivalentes, alors leurs
déterminants difîèrent  l’un de l’autre par un facteur non nul qui est un carré
dans K.

Soit y un élément quelconque de K. S’il existe dans K des éléments
Ul,  . . ., a, tels que

f (ah  . . ., 4 = Y,

on dit que la forme quadratique f représente y. En d’autres termes, l’élé-
ment y est représenté par la forme f s’il est la valeur de cette forme pour
certaines valeurs des variables. On voit facilement que des formes quadra-
tiques équivalentes représentent les mêmes éléments du corps K.

Nous dirons de plus que la forme quadratique représente zéro dans le
corps K s’il existe des nombres de K non tous nuls ai  E  K (1 < i < n) tels
wf(h, . . ., a”)  = 0. Il est clair que, pour une forme, la propriété de repré-
senter zéro est conservée par passage à une forme équivalente.

THÉORÈME 2. - Si une forme quadratique à n variables représente un
élément a # 0, elle est équivalente à une forme du type

d+g(xe,  . . ..&J

où g est une forme quadratique à n - 1 variables.

Pour la démonstration de ce théorème, remarquons ce qui suit. Si

f (a,, . . . , 4 = a,

alors tous les ai  ne sont pas nuls; nous pouvons donc construire une matrice C
non singulière dont la première ligne est constituee  par les nombres ccl,  . . . . a,,.
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Si maintenant nous effectuons sur les variables de la forme f la transfor-
mation linéaire de matrice C, nous obtenons une forme dont le coefficient
du carré de la première variable est égal à a. On continue alors la démons-
tration comme d’habitude.

Si la matrice d’une forme quadratique est diagonale (tous les coefficients
des produits de variables différents sont égaux à 0), nous dirons que cette
forme est diagonale. Du théorème 2 résulte facilement.

THÉORÈME 3. - Toute forme quadratique sur un corps K peut être mise
sous forme diagonale par une transformation linéaire non singulière des
variables.

Autrement dit, toute forme quadratique est équivalente à une forme dia-
gonale.

En termes matriciels, le théorème 3 signifie que pour toute matrice symé-
trique A il existe une matrice non singulière C telle que la matrice C’AC soit
diagonale.

2) Somme directe de formes  quadratiques

Puisque la désignation des variables est sans importance, nous pouvons
considérer que deux formes quadratiques f et g n’ont pas de variable
commune. La forme f + g s’appelle alors somme directe des formes f et g
et se désigne par f-j- g (à ne pas confondre avec l’addition usuelle des
formes quadratiques des mêmes variables). Il est évident que si g N h,
alors f -i- g -,  f -i- h.  Ce dernier fait admet une réciproque.

THÉORÈME 4 (théorème de Witt). - Soientf, g, h des formes quadratiques
non singulières sur un corps K. Si les formes f + g et f + h sont équivalentes,
alors les formes g et h sont aussi équivalentes.

DEMONSTRATION.  - Soit fO une forme diagonale équivalente à la formef.
Alors, comme on l’a remarqué ci-dessus, f -i-  g ,-  fO + g et f + h - fO -j- h,
d’où fO -j- g w fO -j- h. Ainsi, nous pouvons supposer que f est une forme

diagonale. Il est clair maintenant qu’il suffit de considérer le cas f = axi,
a # 0. Désignons par A et B les matrices respectives des formes g et h.
Puisque les formes axi -l- g et a,$  + h sont équivalentes, il existe une
matrice

c=
telle que



440 APPENDICE ALGÉBRIQUE

(ici S est une matrice ligne et T une matrice colonne). De cette égalité résulte

y2a+T’AT  = a (2)

yaS+T’AQ=O (3)
S’aS + Q’AQ = B. (4)

Il faut montrer qu’il existe une matrice CO,  non singulière, telle que

C;AC, = B.

Nous chercherons cette matrice sous la forme

C, = Q + US,

où E sera choisi de manière convenable. D’après (2) et (3),  nous avons

C;AC,  = (Q’ + EST’) A(Q + STS)
= Q’AQ + ES’T’AQ  + EQ’ATS  + &ST’ATS
= Q’AQ + a[(1  - y2)Sa  - 2yE]S’S.

D’après l’égalité (4),  cette dernière expression sera égale à la matrice B
si (1 - ya)E2  - 2yS = 1. L’équation en E obtenue peut s’écrire sous la
forme 5”  - (yt + 1)2  = 0 et a donc une solution 4, dans le corps K pour
tout y E K (la caracteristique  de K n’est pas égale à 2). Ainsi, nous avons
trouvé une matrice C, = Q + &,TS  telle que CAAC,,  = B. Puisque par hypo-
thèse la matrice B est non singulière, il en est de même de C,. Le théorème 4
est démontré.

3) Représentation des éléments du corps

THÉORBME  5. - Si une forme quadratique non singulière représente zéro

dans le  corps K, elle représente aussi tous les éléments de K.

DÉMONSTRATION. - Puisque des formes équivalentes représentent les
mêmes éléments du corps, il suffit de démontrer le théorème pour une forme

diagonale f = aIcri  + . . . + a,xi. Soit alx: + a2ui + . . . + a& = 0, une
représentation non nulle de zéro et soit y un élément quelconque du corps K.
Nous pouvons supposer que CL~  # 0. Donnons aux variables x1,  . . . , x, les
valeurs

x1= %(l + 0, xk = a,@ - t) k=l,2,  . . . . n,

où t est une nouvelle variable et substituons ces valeurs dans la forme f;
nous obtenons

f * = f *(t) = 2a,a:t  - 2a,&  - . . . - 2a,c& = 4a,a,2t

Si nous posons maintenant t = 4&s, nous obtenons f*(t) = y.
1 1
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THÉORÈME 6. - Une forme quadratique non singulière f représente un élé-

ment y # 0 de K si et seulement si la forme - yxi + f représente zéro.

DÉMONSTRATION. - La nécessité de la condition est évidente. Supposons

-y4+f(al,  . . ..4=0.

tous les ai n’étant pas nuls. Si a0  # 0, alors y = f -(a0,  . . .,z).  Si mainte-

nant a0  = 0, la forme f représente zéro et par suite, d’après le théorème 5,
elle représente aussi tous les éléments du corps K.

Remarque. - Il résulte de la démonstration du théorème 6 que nous
obtenons toutes les représentations de l’élément y par la forme f à partir

des représentations de zéro par la forme - y,xi + f (il suffit de connaître
toutes les représentations telles que x0 # 0). Ainsi l’étude des représenta-
tions par des formes quadratiques non singulières des éléments non nuls
d’un corps K se ramène à l’étude des représentations de zéro par des formes
non singulières à une variable de plus.

THÉORÈME 7. - Si pour une forme f représentant zéro, on connaît une repré-
sentation de zéro, on peut trouver explicitement une transformation linéaire
non singulière des variables telle que la transformke de f soit du type

YlY2  + dY2, . * * > Y,).

DÉMONSTRATION. - D’après la démonstration du théorème 5, on peut
trouver al, . . ., a, tels que f (al,  . . . , a,,) = 1. D’après le théorème 2, on

peut maintenant transformer f en la forme xi + fi(x,, . . . , x,). Puisqu’on

connaît une représentation de zéro de la forme x: -j-fi  on peut trouver

B 2, ‘a’, Pn  tel que  L(P2,  . . . , P,,)  = - 1. Appliquant de nouveau le théo-

rème 2, fi prend la forme - xi + g(y3,  . . ., y,J.  Posant xl - x2 = y,,
x1 + xz = y,, nous obtenons le résultat demandé.

Remarque. - Supposons que pour toute forme quadratique sur K qui
représente zéro dans ce corps, on sache trouver au moins une representation
de zéro. Alors on peut transformer toute forme non singulière en

YlY2  + * * - + Y,,-IYZS  + NY,,+,,  - * * 3 YrI>, (5)

où la forme h ne représente pas zéro. Pour toute représentation de zéro
par la forme (5) la valeur d’une au moins des variables y,, yZ,  . . . , yzsml,
yss est non nulle. Pour trouver toutes les représentations telles que, par
exemple, y1 = a1 # 0, nous pouvons donner aux variables y3,  . . . , yn des

. .
valeurs arbrtrarres  a3,  . . . , a,, et définir la valeur de y2 par l’équation

alY2 + ha4 + . . l + g(k+l, . . . ,a,) = 0.



442 APPENDICE ALGÉBRIQUE

Ainsi, le problème de la recherche effective de toutes les représentations de
zéro dans le corps K par une forme quadratique non singulière est résolu
si on connaît des critères permettant de savoir si une forme donnée repré-
sente zéro ou non et si on connaît un algorithme permettant de trouver une
représentation de zéro pour toute forme représentant zéro.

THÉOREME  8. - Soit un corps K contenant plus de 5 éléments. Si la forme
diagonale

(2,x:  + . . . + a& (ai  E  K)

représente zéro dans le corps K, il existe une représentation de zéro telle que
les valeurs de toutes les variables soient diflérentes  de zéro.

DÉMONSTRATION. - Montrons tout d’abord que si aEZ  = A # 0, alors,
pour tout b # 0 il existe des éléments a et p différents de zéro tels que

aa  + bp2  = h.

Pour le démontrer, considérons l’identité

(t - 1)2~ ~
(t + 1)” + (t :1>2 = *.

Multipliant cette identité par aE2 = A, nous obtenons

a(ts)2+at(&r= A.

Choisissons maintenant dans le corps K un élément y # 0 tel que la valeur

Wt = t. = a soit différente de f 1. Puisque chacune des équations

bx2  - a=0 et bx” + a = 0

n’a pas plus de deux solutions en x dans K, il y a au plus 5 éléments du
corps K qu’on ne peut pas prendre comme y. Puisque par hypothèse le
corps K contient plus de 5 éléments, on peut trouver un tel y. Posant t = t,,
dans l’identité (6),  nous obtenons

ce qui démontre l’affirmation ci-dessus.
11  est maintenant facile de terminer la démonstration du théorème. Si la

représentation a,Si  + . . . + a& = 0 est telle que G # 0, . . . , & # 0,

E *+1= . . . = &, = 0, avec r > 2, alors, d’après ce qui précède, on peut

trouver a # 0 et p # 0 tels que a$ = a,a2  + a,+#  et nous obtenons une
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représentation avec une variable de plus non nulle. Répétant ce raisonne-
ment, on obtient une représentation dont toutes les valeurs des variables
sont non nulles.

4) Formes quadratiques binaires

On appelle forme binaire toute forme quadratique de deux variables.

THÉORÈME 9. - Toutes les formes binaires non singulières représentant zéro
.duns  le corps K sont équivalentes entre elles.

En effet, d’après le théorème 7, toutes ces formes sont équivalentes à la
forme yIy2.

THÉORÈME  10. - Pour qu’une forme quadratique binaire f de déterminant
d # 0 représente zéro, il faut et il suffit que - d soit un carré dans K (i. e.
- d = tc2, u E  K).

DÉMONSTRATION. - La nécessité de la condition découle des théorèmes 1
et 7. Réciproquement, si f = a.? + by2  et - d = - ab  = c?, alors

f (a, a) = aa2  + bu2  = 0.

THÉORÈME 11. - Pour que deux formes binaires non singulières f et g
soient équivalentes sur le corps K, il faut et il sufjt  que tout d’abord leurs
déterminants dlyèrent  par un carré dans K et ensuite qu’il existe dans K au
moins un élément non nul représentable simultanément par les deux formes f
et g.

DÉMONSTRATION. - La nécessité de ces deux conditions est évidente.
Pour démontrer la suffisance, choisissons dans K un élément M # 0 repré-

sentable par les formes f et g. D’après le théorème 2, les formes f et g sont
équivalentes respectivement à des formes du type fi = ax”  + py2  et

gl = ax2 + @‘y”.

Mais, d’après la première condition, c$ diffère de ap’  par un carré, d’où

p’  = py”, y E K, ce qui entraîne fi N g,, d’où f N g.

EXERCICES

1. Démontrer que toute forme quadratique singulière représente zéro.

2. Démontrer que le théorème 5 n’est pas valable en général pour les formes
singulières.

3. Démontrer que si la forme binaire x2 - uy2 représente deux éléments y1 et y8
de K elle représente aussi leur produit yIyp
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4. Montrer que le théorème 8 n’est pas toujours vrai pour les corps dont le
nombre d’éléments ne dépasse pas cinq.

5. Considérons la répartition suivante de toutes les formes quadratiques non
singulières à n = 0, 1, 2, . . . variables sur un corps donné K en classse appelées
classes de Witt (nous interpréterons zéro comme une forme non singulière d’un
ensemble vide de variables et considérerons que cette forme représente zéro).
On dit que deux formesf, etfi appartiennent à la même classe de Witt, [fi] = [JJ,
si après réduction de ces formes à des formes du type (5) les formes correspon-
dantes h (qui ne représentent pas zéro) contiennent le même nombre de variables
et sont équivalentes. L’addition des classes de Witt est alors définie par

rfi1 + rfi1 = 1.6  +a
Démontrer que les classes de Witt forment un groupe pour cette opération.

6. Définir le groupe des classes de Witt pour les formes quadratiques sur le
corps des nombres réels ou sur le corps des nombres complexes.

7. Démontrer qu’une forme quadratique sur un corps fini représente zéro si et
seulement si le nombre de ses variables est supérieur ou égal à 3 (on suppose la
caractéristique du corps différente de 2).

5 2. - EXTENSIONS ALGÉBRIQUES

Nous énoncerons sans démonstration les théorèmes de ce paragraphe.
Le lecteur pourra trouver les démonstrations dans le livre d’algèbre

moderne de Van der Waerden, t. 1, chap.  5.

1) Extensions finies

Si un corps Q contient un corps k comme sous-corps, nous dirons que Q
est une extension du corps k. Si on veut préciser que Cl est considéré comme
une extension du corps k, on écrit SZ/k.  Un corps K qui est un sous-corps

du corps Q contenant k, i. e. k c K c !A,  est appelé un corps intermédiaire
de l’extension Q/k.

On peut considérer toute extension l2/k  comme un espace vectoriel sur
le corps k (pour les opérations d’addition dans Q et de multiplication par

les éléments de k).

DÉFINITION. - Une extension K/k  est dite finie si le corps K, considéré
comme espace vectoriel sur k, est de dimension3nie.  Cette dimension s’appelle
le degré de l’extension K/k  et est désignée par (K : k). Toute base de l’espace
vectoriel K sur k est appelée une base de l’extension Klk.

Si l’extension K/k  est finie, alors, pour tout corps intermédiaire K,,,
les extensions K,/k  et K/KO  sont aussi finies. La réciproque est vraie :

THÉORÈME 1. - Soit K,  un corps intermédiaire d’une extension K/k.  Si
les extensions K/K,  et K,/k  sontfinies,  alors K/k  est également une extension
jïnie et son degré est égal au produit des degrés des extensions K/K,, et K,/k  :

(K:k)=(K:K,)(K,:k).
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DÉMONSTRATION. - Soient &, . . . , em une base de K/K,,  et wl, . . . , o,
une base de K,/k.  Puisque tout élément de K se représente comme combi-
naison linéaire des produits tiiej,  alors l’extension K/k est finie. De plus,
il est facile de voir que ces produits sont linéairement indépendants sur K
et par suite (K : k) = mn.

Pour tout corps k, on désigne par k[t] l’anneau des polynômes en t à
coefficients dans k.

Soit Q/k  une extension du corps k. Un élément a E R est dit algébrique
sur k si c’est une racine d’un polynôme non nul de l’anneau k[t]. Choisis-
sons parmi ces polynômesf(t)  (dont a est une racine) le polynôme v(t)  non
nul de plus bas degré dont le coefficient du terme dominant est égal à 1.
Puisque toutf(t)  est divisible par y(t) (sinon, le reste de la division par v(t)
ne serait pas nul, aurait GL comme racine et serait d’un degré inférieur à celui
de cp),  le polynôme cp(t) est défini de manière unique par ces conditions;
on l’appelle le polynôme minimal de l’élément du corps Q  algébrique sur k.
Le polynôme minimal ‘9  E k[t] est toujours irréductible puisque la décom-
position ‘p = gh entraîne que M.  est racine de g(t) ou de h(t). Tout élé-
ment a E k est algébrique sur k et son polynôme minimal est 1 - a. Un élé-
ment E E Q qui n’est pas algébrique sur k est dit transcendant sur k.

L’extension Cl/k est dite algébrique si tout élément Q  E !2 est algébrique
sur k.

THÉORÈME 2. - Toute extension finie K/k  est algébrique.

THÉORÈME 3. - Soit u.  un élément d’une extension Q/k,  algébrique sur k
et soit cp(t)  E  k[t] son polynôme minimal, de degré m. Alors les puissances
1, cc,  . ..) um-l  sont linéairement indépendantes sur k et leurs combinaisons
linéaires

a, + a,a  + . . . + a,-,amS1, (1)

ù coefficients ai  E k forment un corps intermédiaire noté k(u). L’extension
k(a)/k est jïnie et de degré m.

Pour effectuer la somme de deux éléments du corps k(u) écrits sous la
forme (l), il est clair qu’il faut additionner les coefficients correspondants.
Pour mettre sous la forme (1) le produit des éléments 5 = g(a)  et v = h(a),
où g(t) et h(t)  sont des éléments de k[t]  de degré < m - 1, on divise gh par ‘p,

g(t 1 h(t  1 = 90)  40 If  r(t),

le reste r(t) étant de degré inférieur ou égal à m - 1; puisque Y(E)  = 0,
alors 41 = r(a). Ainsi l’opération de multiplication dans l’extension k(or)/k
est complètement définie par la connaissance du polynôme minimal v(t)
de l’élément CI.
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Soient dcl, .  . . , cc,  un nombre fini d’éléments du corps Q,  algébriques
sur k et sorent  wzl, . . . , m, les degrés respectifs de leurs polynômes mini-
maux sur k. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des éléments

+ . . . a? (O<k,  <ml,  . . ..O<ks  <mJ,

à coefficients dans k, est un corps intermédiaire que nous désignerons par
k@,,  . . . . aa);  on l’appelle le corps engendré par les éléments al,  . . . , cr,. Son
degré sur k est inférieur ou égal au produit m, . . . m,.

Toute extension finie K/k contenue dans Q se représente sous la forme
K=k(a,,  . . . . as)  pour certains ctI,  . . . , CI,.

DÉFINITION. - Une extension jînie K/k est dite monogène  s’il existe un
élément 0 dans K tel que K = k(0). Tout élément 0 E  K tel que K = k(8) est
appelé un élément primitif du corps K SUI  le corps k.

Les éléments primitifs du corps K sur k sont caractérisés, c’est clair, par
le fait que le degré de leur polynôme minimal est égal au degré de l’exten-
sion K/k.

THÉORÈME 4. - Soient Q/k  et W/k deux extensions du corps k et soient
des éléments 0 E  S2  et 0’ E  CI’ algébriques sur k, possédant le même polynôme
minimal cp(t);  alors il existe un isomorphisme (et un seul) du corps K(0) sur
le corps K(O’)  tel que 8 -f 8’ et a + a pour tout a E k.

Soit m le degré du polynôme y(t). L’isomorphisme k(0) -f k(W)  défini
par le théorème 4 coïncide avec l’application

a, + a,8  + . . . + am-i~~-l  -+ a, + a# + . . . + am-iO’m-l (2)

(a,,  a,, . . . , a,-, sont des éléments quelconques du corps  k).
Jusqu’à présent, nous n’avons considéré que des extensions finies Klk

contenues dans une extension précédemment donnée Q/k.  Étudions main-
tenant la construction des extensions finies d’un corps fondamental fixé k.

THÉORÈME 5. - Soit k un corps. Pour tout polynôme irréductible cp(t)  E k[t]
de degré n, il existe une extension finie Klk de degré n dans laquelle ce poly-
nôme <p  a une racine. L’extension Klk est unique, à un isomorphisme laissant
invariant les éléments de k près. Si (p(0)  = 0, 0 E K, alors K = k(8).

Le corps K (pour n > 1) se construit ainsi. Choisissons un nouvel objet 6
et considérons l’ensemble K de toutes les combinaisons linéaires formelles
de 0,

a, + a,0  + . . . + a,-lO”-l (3)

a coefficients ai  E K. Si on désigne par g(t) le polynôme

a, + a,t  + . . . + an-ltn-l,
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l’expression (3) peut aussi s’écrire sous la forme g(0). Soit t = g(B)  et
q = h(0)  deux combinaisons linéaires du type (3) (g et h E k[t] et sont de
degrés < n - 1). Désignons par s(t) la somme g(t) + h(t) et par r(t) le
reste de la division du produit de h(t) g(t) par q(t).  Posons

E + -q = S(e>

Eq  = r(fJ>.

Il est maintenant facile de vérifier que pour ces opérations, l’ensemble K
est le corps cherché.

COROLLAIRE. - Pour tout polynôme h(t) E  k[t],  il existe une extension
jnie K/k dans laquelle h(t) se décompose en facteurs linéaires.

2) Normes et traces

Soit K/k une extension finie de degré n. Pour tout élément cc E K, l’appli-
cation t --+  a6 (5  E K) est une transformation linéaire de K (comme espace
vectoriel sur k). Le polynôme caractéristique f-(t)  de cette transformation
linéaire est aussi appelé polynôme caractéristique de l’élément u E K dans
l’extension K/k.  Soient wl, . . ., o, une base de l’extension K/k et

alors

n
UOi  = c aijaj, atEk;

j=l

h(t)  = det  (tE  - (a,)),

où E est la matrice unité d’ordre IZ.

(4)

THÉORÈME 6. - Le polynôme caractéristique fa(t)  d’un élément a E K dans
l’extension K/k est égal à une puissance de son polynôme minimal cprx(t)  par
rapport à k.

DÉMONSTRATION. - Soit

qc,(t)  = tm + Cltm-l+  . . . + c,.

D’après le théorème 3, les nombres 1, cc,  . . ., mm-l  forment une base de
l’extension k(a)/k. Si 8,,  . . ., 8,  est une base de K/k(a),  on peut prendre
comme base de K/k les produits

el,  Cte,,  .  .  ., a-le1  ; .  .  .  ;  es,  d3,,  .  .  ., am-les.
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La matrice de la transformation linéaire 5 + a4 par rapport à cette base
est

i

0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . # . . . .

0 0 0 0 1

- cm - cm-1 -cm-z  . . . - c2 - Cl )

Son polynôme caractéristique, comme on le vérifie facilement est égal

à 1” + cp-1  + . . . + c,,,,  i. e. est égal à va(f).  Par suite& = ya et le théo-
rème 6 est démontré.

Puisque, par passage d’une base de l’espace à un autre, la matrice d’une
application linéaire est remplacée par une matrice équivalente, le détermi-
nant et la trace de la matrice (a$) définie par les égalités (4) ne dépend pas
du choix de la base ol, . . . , w,.

DÉFINITION. - Le déterminant det (a,)  de la matrice (a,)  et sa trace

Tr (ai) = j!$ aii
i=l

sont appelés respectivement norme et trace de l’élément u E K dans f’exten-
sion K/k.  La norme et la trace sont désignées respectivement par N&a).
et Tr&x)  ou, plus simplement, par N(a) et Tr (a).

Pour CI E k, la matrice de la transformation linéaire 5 -+ US  (5  E K) est
la matrice diagonale aE.  Par suite, pour a E k, on a

NK/&)  = a”

TrK,/&) = na.

D’après les propriétés des matrices des applications linéaires, on a,
pour CC,  p E K,

NK/k(@)  = NK/k(a)NK/k(Ph (5)

TQc/k(Q  + p) = -k/kb)  + Tk/k(P). (6)

La matrice de la transformation linéaire E -f acrE  (a E k, M E K) est obtenue
en multipliant par a tous les termes de la matrice de la transformation
E -f aE.  Par suite, on a la formule

-h/k  (aa)  = f.~  Tk/k (a) (aek,  aEK). (7)

Si a # 0, d’après la non-singularité de l’application t + a& la norme
NKIk  (a) est différente de zéro. La formule (5) montre que l’application
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x -f NKIk  (a) est un homomorphisme du groupe multiplicatif K* du corps K
dans le groupe multiplicatif k* du corps k. En ce qui concerne l’application
a + TrKIL  a de K dans k, il résulte de (6) et (7) qu’elle est linéaire.

THÉORÈME 7. - Soit !2/k  une extension telle que le polynôme caractéris-
tique fa(t) de l’élément cc E  K dans une extension finie Klk soit décomposable
en facteurs linéaires dans ~2  :

fa(t)  = (t - a,) . . . (t - r,J.
Alors

&&a)  = %a2  . . . a,,
TrKIk  (a)  = a1  + a2  + . . . + a,.

DÉMONSTRATION. - Si

fi(t) = det (tE  - (a,))  = t” + a,t”-l  + . . . + a,,
alors

a, = - Tr (a,), a,, = (- 1)”  det (a,).

D’autre part, d’après les formules de Viète,

a1  + a2  + . . . + a, = - a,, alaa  . . . a, = (- l)“a,,

d’on  le théorème.

THÉORÈME 8. - Avec les notations et hypothèses du théorème 7, le poIy  -
nôme  caractéristique fY(t) d’un élément y = g(a) E  K (g(t) E k[t]) admet la
décomposition

tt  - g(4)  tt  - g(4)  . . . 0 - g(4) (8)
dans le corps Q.

DÉMONSTRATION. - Remarquons tout d’abord que les coefficients du
polynôme (8),  étant des expressions symétriques de al,  . . . , a,,, appartiennent
au corps k. Soit q+(t)  le polynôme minimal de l’élément y sur K. En soumet-
tant l’égalité q,(a)  = 0 à l’isomorphisme k(m)  + k(ai)  (tel que a -+ ai et
a -+ a pour a E k), on obtient V&(al)) = 0. Toutes les racines du poly-
nôme (8) sont ainsi les racines du polynôme vY(t),  irréductible sur k et cela
n’est possible que si ce polynôme est une puissance de q+(t).  Pour terminer
la démonstration, il suffit d’appliquer le théorème 6.

Soit k c K c L une chaîne d’extensions finies. Choisissons pour K/k
et L/K  respectivement des bases wl, . . . , w,, et 8,,  . . .,  Bm. Pour tout y E L,
posons

Yej = Caj,es, a+ E K
S=l

BOREVITCH



450 APPENDICE ALGÉBRIQUE

Puisque

alors

D’autre part, nous avons aussi

TrK,k(TrL/K(Y))  = TrK/I< (XUjj) = Cajjii-

i id

Par suite, pour tout y E K, on a

TrL/k(Y)  = -k/k(-k/dY))~

On a une formule analogue pour la norme (exercice 2).

(9)

3) Extensions séparables

DÉFINITION. - Une extension finie K/k est dite séparable si I’application
linéaire t -+ TrK,k  (<),  t E  K, n’est pas identiquement nulle.

Si la caractéristique du corps k est nulle, alors TrK,k  (1) = n = (K : k).
Par suite, toutes les extensions finies d’un corps de caractéristique zéro sont
séparables.  C’est vrai aussi, bien entendu, pour toutes les extensions finies
d’un corps de caractéristique p dont le degré n’est pas divisible par p.

Choisissons dans une extension finie séparable K/k une base wl, . . ., w,
et considérons la matrice

(Tr  (miaj))l  <i,j  <n- (10)

Si le déterminant de cette matrice était nul, alors on pourrait trouver dans
le corps k des éléments non tous nuls cl, . . . , c, tels que

n

c
Cj Tr (aiai)  = 0 (i = 1, . . . , n).

j=l

Posant y = clol + . . . + c,w,, nous pouvons transcrire ces égalités sous
la forme

Tr (Uty)  = 0 (i= 1, . . .,  n). (11)

Soit E un élément quelconque de K. Puisque y # 0, on peut représenter 6
sous la forme

t = why + . . . + a,w,y (ai E k),
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d’où, d’après (6),  (7) et (Il), Tr (E)  = 0. Cela contredit la séparabilité
de K/k. Ainsi la matrice (10) est toujours non singulière pour toute extension
séparable.

DÉFINITION. - Le déterminant det (Tr (uwi))  est appelé le discriminant
de la base wl,  . . . , w,  de l’extension jînie séparable K/k et est désigné par
Db,  . . .> w,).

D’après ce qui précède, le discriminant de toute base d’une extension finie
séparable est un é1Cment  non nul du corps de base.

Soit w;,  . . . . on une autre base de l’extension K/k et soit

n
0; ZZZ

c
C$dj (i= 1, . . ., n).

j=l

Puisque la matrice (Tr (w$J)  est égale au produit (cg) (Tr (oiaj)) (CV)'

(le prime indique la transposition de la matrice), alors

D(o;, . . . . 4,) = (det (cc))’ D(U~,  . . . , w,). (12)

Ainsi, les discriminants  de deux bases différentes diffèrent l’un de l’autre
par un facteur qui est le carré d’un élément du corps fondamental.

Fixons une base quelconque de l’extension K/k.  Alors pour des éléments
quelconques cl, . . . , c, du corps k il existe un élément CL  E K (et un seul)
tel que

Tr (aia) = c (i= 1, . . ..n). (13)

En effet, écrivant tc  sous la forme a = xlw,  + . . . + X,W,  (Xi  E k) et substi-
tuant cette expression de a dans l’égalité (13),  nous obtenons un système
de n-équations linéaires à n inconnues x1,  . . .,  X,  dont le déterminant est

différent de zéro. Ainsi, on peut trouver dans le corps K n éléments w:, . . . . wn
tels que

’ ‘Our  : f:
0 pour

Ces n éléments w; sont linéairement indépendants sur k puisque si

clwl*  + . . . + c,a;  = 0 (ci  E k),

alors multipliant cette égalité par wi et prenant la trace on obtient ci = 0
pour tout i = 1, . . .,  n.

DÉFINITION. -Labasew:,  . . ., wz de l’extension séparable Kjk déjïnie  de
manière unique par les égalités (14) est appelée base duale de la base wl,  . . . . w,.
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La base duale permet d’écrire sous forme simple les valeurs des coefficients
ai  E k dans la décomposition

a= aIw,+  . . . + a,o,,

d’un élément quelconque a de K. En effet, prenant la trace du produit aa:,
nous obtenons les formules

ai = Tr (ao?) (i= 1, . . ., n).

Supposons que le polynôme minimal v(t) d’un élément GC  dans une exten-
sion séparable K/k se décompose en facteurs linéaires dans l’extension !2/k  :

cp(t)  = (t - al)  . . . (t - a,).

Il résulte de manière évidente de la formule (9) que, de même que K/k,
l’extension k(a)/k est aussi séparable. Puisque le polynôme minimal ‘p  est
aussi le polynôme caractéristique de a dans l’extension k(a)/k, alors, d’après
les theorèmes  7 et 8

S=l

et par suite le discriminant D = D (1, a, . . . , am-l)  de la base 1, a, . . . , am-1
de l’extension k(a)/k  s’écrit

m

D = det i + j

(c 1
a,

o<i j<,pl=det (ai)-det ( a ! )  =
., .

n (ai-  aj>“.

S=I O<i,j<PF-1

Mais D # 0, d’où ai # aj et nous avons établi le résultat suivant.

THÉORÈME 9. - Le polynôme minimal de tout élément d’une extension
séparable n’a pas de racine multiple (dans tout corps où il se décompose en
facteurs linéaires).

THÉORÈME 10 (théorème de l’élément primitif). - Toute extension jinie
séparable Klk est monogène, i. e. il existe un élément 0 tel que K = k(0).

THÉORÈME 11. - Pour toute extension jmie séparable de degré n, il existe
n isomorphismes (et n seulement) de l’extension Q/k  laissantjîxe  tout élément
de k. Si ul,  . . . , O,  sont ces isomorphismes, pour tout élément a E K, le poly-
nôme caractéristique fa(t)  admet dans fi la décomposition

fa(t) = (t - da))(t  - dal) . . . (2 - 44.

Les éléments cl(a),  . . ., a,(a) (appartenant au corps CI) sont appelés les
conjugués de l’élément a E K. Les images o,(K), . . . , o,(K) du corps K par
les isomorphismes ci sont appelés corps conjugués du corps K. Si 0 est un
élément primitif du corps K/k,  il est évident que ai(K)  = k(ai(O)).
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COROLLAIRE 1. - Avec ces notations, nous avons

NK/&)  = CI@)  %@)  . . . %(a)

Tk//&)  = 44 + n,(a)  +  * * .  + a,(a).

COROLLAIRE 2. -Pour toute extension finie de degré n du corps des nombres
rationnels, il existe exactement n isomorphismes dans le corps des nombres
complexes.

Soit ol, . . . . w, une base de K/k.  Puisque

la matrice (Tr (tiiaj)) est égale au produit des matrices (ei(aj))  (ei(Oj))

(le prime signifie la transposition) et par suite on a la formule suivante :

D(al,  . . . . 0,) = (det (ei(wj)))“. (15)

EXERCICES

1. Soit fi = k(x) le corps des fonctions rationnelles en x à coefficients dans le
corps k. Démontrer que tout élément de 0 qui n’appartient pas a k est transcen-
dant sur k.

2. Soit k c K c L une chaîne d’extensions finies. Pour tout f3 E L, établir la
formule

NK,,(NL,K@))  = NL,/c@)

(Supposer tout d’abord que L = K(6)  et prendre comme base de l’extension L/k
la base w@,  où mi est une base de K/k).

3. Trouver un élément primitif pour l’extension Q(&, &) du corps Q des
nombres rationnels et l’exprimer avec les nombres y2 et y3.

4. Démontrer qu’une extension finie K/k est monogène  si et seulement si pour
cette extension il n’existe qu’un nombre fini de corps conjugués.

5. Soit k un corps quelconque de caractéristique p # 0. Démontrer que le
polynôme f(t) = tP - t - a (a E k) ou bien se décompose en un produit de fac-
teurs linéaires dans le corps k ou bien est irréductible. Montrer de plus que, dans
le deuxième cas, l’extension k(O)/k, où f(e) = 0, est séparable.

6. Soient k,,  un corps de Caractéristique~ # 0 et k = k,(x) le corps des fonctions
rationnelles en x à coefficients dans k,,. Montrer que le polynôme f(t) = tP - x
est irréductible dans l’anneau k[t]. Démontrer de plus que l’extension k(O)/k,
où f(0) = 0, n’est pas séparable.

7. Démontrer que si, pour une extension finie K/k de degré n, il existe n isomor-
phismes distincts dans une extension fi/k,  laissant invariants les éléments de k,
alors l’extension K/k est séparable.
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8. Soit k un corps quelconque de caractéristique # p contenant une racine
primitive d’ordre p de 1. Démontrer que si un élément a E k n’est pas égal à la
puissance pi*mc  d’un élément de k, alors :

(k(G) : k)  =p.
9. Soient K/k  une extension finie séparable et <p  une forme linéaire sur l’espace

vectoriel K sur le corps k. Démontrer qu’il existe dans le corps K un élément a
tel que

<p(S) = TrK,,JaS), EEK,

9 3. - CORPS FINIS

Un corps Z est dit fini s’il ne contient qu’un nombre fini d’éléments. Un

exemple de corps fini est le corps Z/pZ = F,  des classes résiduelles modulo

un nombre premier p dans l’anneau Z des entiers rationnels. Tous ces corps
ont une caractéristique qui est un nombre premier et si la caractéristique

d’un corps fini Z est égale à p, alors ce corps contient un sous-corps premier
(n’admettant pas de sous-corps propre), qui est isomorphe au corps Fp.
C’est pourquoi on peut considérer que Fp c L. L’extension E/F, est finie;

si son degré est égal à m et si ol, . . ., w, est une base de 2 sur F,, tout élé-
ment 5 E E s’écrit de manière unique E = clwl + . . . + c,o,,  où les ci par-
courent, indépendamment l’un de l’autre les p éléments de Fp.  Puisque le

nombre de ces combinaisons linéaires est égal à pm,  cela démontre que
le nombre d’éléments d’un corps Jini est égal à une puissance de sa caracté-
ristique.

Le groupe multiplicatif C* du corps fini X est un groupe abélien fini.
Précisons sa structure.

LEMME . - Tout sous-groupe G du groupe muItiplicatifK*  d’un corpsfini K
est cyclique.

DÉMONSTRATION. - Montrons tout d’abord que si, dans un groupe abé-
lien G, il existe des éléments d’ordres m et n, alors il existe également dans G
un élément dont l’ordre est égal au plus petit commun multiple k des nom-

bres m et n. Supposons que les éléments x et y de G sont d’ordres respectifs m
et n. Si (m, n) = 1, le produit xy est d’ordre k = mn. Dans le cas général,

utilisons les décompositions canoniques des nombres m et n comme produit
de puissances de nombres premiers; nous pouvons les écrire sous la forme

m = m,m,, n = n,n,

tels que (m,, no)  = 1 et k = m,n,. Les éléments xml et y”1 sont d’ordres
respectifs m, et n, et leur produit xml y”1 est d’ordre k = nom,.

Soit maintenant un sous-groupe fini d’ordre g du groupe multiplicatif
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du corps K. Si m est le plus grand des ordres des éléments du groupe G,
il est clair que m < g. D’autre part, d’après ce qui précède, l’ordre de tout
élément de G divise m, i. e. tous les éléments du groupe G sont des racines
du polynôme tm  - 1. Mais, dans un corps, un polynôme de degré m ne
peut avoir plus de m racines, d’où g < m. Ainsi g = m et cela signifie que
le groupe G est cyclique.

Appliquant le lemme ci-dessus au cas d’un corps fini, nous obtenons :

THÉORÈME 1. - Le groupe multiplicatif d’un corps fini à pm  éléments est
un groupe cyclique d’ordre pm-‘.

COROLLAIRE. - Toute extension jînie d’un corps jini est monogène.
En effet, si 8 est un élément du groupe C*,  alors il est évident que F,(B)=C.

Pour tout corps intermédiaire C,,  on a donc Z,(O)  = X.
Du théorème 1 découle aussi que tous les éléments de X  sont les racines

du polynôme tp” - t et puisque le degré de ce polynôme est égal au nombre
d’éléments de C on a dans l’anneau X[t]  la décomposition

tPm  - t ZZZ
r - r

(t  - El

ecx

(E parcourt tous les éléments du corps C).

THÉORÈME 2. - Pour tout entier premier p et pour tout entier naturel m,
il existe un corps fini et un seul à isomorphisme près, contenant pm  éléments.

DÉMONSTRATION. - D’après le corollaire du théorème 5, e 2, il existe une

extension CI/F, dans laquelle le polynôme tp”’  - t se décompose en facteurs
linéaires. Désignons par C l’ensemble de toutes ces racines (contenues
dans 0). Puisque dans tout corps de caractéristique p, on a la formule

(x f y)“” = xpm  f ypm,

la somme et la différence de deux éléments de Y sont encore des éléments
de IZ.  L’ensemble C est fermé aussi par rapport aux opérations de multipli-
cation et de division (par un diviseur non nul). Par suite Z est un sous-corps

du corps Q.  Le polynôme tpm - t n’a pas de racines multiples (puisque sa

dérivée pmtp”‘-l  - 1 = - 1 n’est nulle pour aucune valeur de t); ainsi 2
contient pm  élément. Ceci démontre l’existence d’un corps fini à pm  éléments.

Soient maintenant X et Z’  deux extensions de degré m de Fp’  Choisissons
dans IX  un élément primitif 0 (corollaire du théorème 1) et désignons par y(t)
son polynôme minimal. Puisque cp(t)  est un diviseur du polynôme P” - t
et que ce dernier est décomposable dans Z’  en facteurs linéaires, alors y(t)
a une racine 0’  E X’.  L’extension F,(O’)/F,  est de degré égal au degré du
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polynôme cp(t), i. e. m; par suite, F,(V) = Y. L’existence de l’isomorphisme
des corps Ç et Z’ résulte alors du théorème 4, 5 2.

On désigne habituellement par GF(pm)  ou F,,”  le corps fini à pm éléments

(appelé corps de Galois).

COROLLAIRE. - Sur tout corps fini Z, = GF(p’),  il existe des polynômes
irréductibles de degré n quelconque.

En effet, pr - 1 est un diviseur de p rn - 1 et par suite toutes les racines

du polynôme tp’  - t dans le corps C  = GF(p’“)  constituent un sous-corps
isomorphe au corps C,. Nous pouvons donc considérer que X0 c Xc.  Le
polynôme minimal d’un élément primitif quelconque 0 E C  par rapport à C,
est un polynôme irréductible de l’anneau &[t], de degré n puisque

(C : F,) rn
(E : 2,) = m = r = n.

Remarquons pour terminer que pour qu’un anneau commutatif fini soit
un corps, il suffit qu’il n’ait pas de diviseur de zéro. En effet, soit a>  un anneau
commutatif fini sans diviseurs de zéro et soit a un élément différent de zéro

de ‘D. Si ax, = ax,, alors (x1  - x,) = 0, d’où x1 = x,; ainsi, si x1 # x2,

les produits ax, et uxZ  sont aussi distincts et cela signifie le produit ax par-
court avec x tous les éléments de l’anneau a>.  Mais alors pour tout b # 0
‘l’équation ux = b est résoluble dans CD,  i. e. tous les éléments non nuls de
l’anneau !B  constituent un groupe multiplicatif.

EXERCICES

1. Montrer que le nombre r(m) de polynômes irréductibles de degré m distincts
de l’anneau F,[t]  de coefficients dominants égaux à 1 s’exprime par la formule

r(m) = t
C OtL y Pd
db

(d parcourt tous les diviseurs du nombre m et p(k)  désigne la fonction de Moëbius).

2. Trouver tous les polynômes irréductibles de degré 2 sur le corps F, = GF(5).

3. Montrer que le corps GF(pm)  est contenu dans le corps GF(pn)  (au sens d’un
plongement isomorphe) si et seulement si min.

4. Quel est le degré sur FP du corps de décomposition du polynôme t” - 1 ?

5. Soit C = GF(pm). Montrer que les applications

PiOi:t+4 > EEC (i=O,  1, . . ..m- 1)

sont des automorphismes deux à deux distincts du corps C et que tout automor-
phisme de Z coïncide avec un des ci.
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6. Soient C,  = GF(p’)  et ZI une extension finie de degré n de X0.  Démontrer
que les applications 4 + CPri,  4 E C (i = 0, 1, . . ., n - l), constituent un système
complet de n automorphismes deux a deux distincts de C  laissant invariant les
éléments de C,.  Montrer que le polynôme caractéristique &(t)  d’un élément 6 E C
pour l’extension C/& admet dans le corps C la décomposition

fg(t)  = (t - E)(t  - p) . . . (t - $-‘)

où q = pr (utiliser le théorème 8 du $ 2). En déduire que

Tr,,,O(S) = E + tq + . . . + Eq”-‘, N,,&)  = E’iq’“’ +q”p’.

7. Démontrer que toute extension finie d’un corps fini est séparable.
8. Avec les notations de l’exercice 6, démontrer que tout élément du corps C,

est la norme d’un certain élément de X.

9. Soient C = GF(pm’), pm = q, a E C.  Démontrer que l’équation t9 - 5 = a

est résoluble dans le corps Z si et seulement si a + a4  -t  . . . + a9 = 0.
r-l

10. Soit E une racine primitive de 1 d’ordre premier p.  Puisque les éléments du
sous-corps premier C,  = GF(p)  du corps C = GF(pm) sont des classes résiduelles
de l’anneau des nombres entiers rationnels modulo p, la puissance ET~  Y a un sens
pour tout y E X (la trace est considérée dans l’extension C/&).  Démontrer que

2 1
eTr  Sa =

0 si a # 0,

eez
pm si a = 0.

11. Soient 7 un caractère du groupe multiplicatif du corps C  = GF(pm),  pm = q
(pour la définition des caractères, cf. 0 5). Prolongeons y, à tout le corps C  en posant
r,(O)  = 0. L’expression

&) = c
x(~)eT’  ~4 (a E 0,

EEr.

qui est un nombre complexe, est appelé une somme de Gauss du corps fini C.
Supposant que le caractère x est différent du caractère unité x0, démontrer les
formules

T,(X)  = x(4-l  T,(X), a#0;

I TJX)  I = hi a#O;

c
Ta(X) = 0.

a#0

12. Soit p # 2. Puisque tous les carrés du groupe multiplicatif C* du corps
L = GF(pm) forment un sous-groupe d’indice 2, alors, posant #(a)  = + 1 si a # 0
est un carré et +(a)  = - 1 dans le cas contraire nous obtenons un caractère + du
groupe C*.  Démontrer, pour ap # 0,

T,(+)  ~~(4)  = N--  4)P”.

13. Démontrer, pour a # 0, la relation

c
+(E2  - a) = - 1.

SEI:
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14. Soit&,  . . ., x,)  une forme quadratique non singuliére,  de déterminant 8,
à coefficients dans Z: = GF(pm), pm = q, p # 2 et soit a un élément quelconque
de C.  Démontrer que le nombre N de solutions dans C de l’équation

f(xl, . . ..x.)=a

s’exprime par les formules

N = q2’  + q’+((-  l)‘aB), si n=2r+ 1,

N = q2’-’ + wqrel+((-  1)‘6),  s i  n =  2r,

avec w = - 1 pour a # 0 et w = q - 1 pour a = 0.

15. Soient p et q des nombres rationnels premiers impairs distincts. Nous dési-
gnerons par la même lettre x les classes résiduelles d’un entier x dans les corps
GF@)  et GF(q). Choisissons une extension A du corps GF(q) dans laquelle le
polynôme tP - 1 se décompose en facteurs linéaires et désignons par E une racine

primitive d’ordre p de 1 appartenant à A. Le symbole de Legendre 5 coïncide,
0

c’est clair, avec le caractère G(x)  du corps GF(p)  introduit dans l<xercice  12.

Puisque ses valeurs sont f 1, on peut considérer que i E A. Démontrer que la
0

K somme de Gauss ))

x
T=

c 0P
CE A

~@X(P)

du corps GF(p)  vérifie les égalités :

p-1
72 = (- 1) 2 p, (1)

93=  -T.
0P (2)

0
4-l

16. Utilisant la valeur i = pz du symbole de Legendre dans le corps GF(q),

déduire des formules (1) et (2) la loi de réciprocité de Gauss :

$ 4. - NOTIONS SUR LES ANNEAUX COMMUTATIFS

Dans ce paragraphe, nous entendrons par anneau un anneau commutatif
avec élément unité 1 et sans diviseurs de zéro.

1) Divisibilité dans les anneaux

Soit ‘II un anneau. Si pour des éléments a et S # 0 de a>  il existe un élé-
ment 5 E  3 tel que /3t  = a, on dit que a est divisible par p (ou que p divise a)

et on écrit 9 [a. Puisque ‘3 n’a pas de diviseurs de zéro, l’égalité PE  = a
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définit de manière unique l’élément t. La notion de divisibilité dans un
anneau quelconque possède, c’est clair, les propriétés de la divisibilité pour
les entiers rationnels. Par exemple, si y/p  et p/a,  alors y/~.

Un élément E E 9 qui est un diviseur de l’élément 1 s’appelle une unité
de l’anneau ‘3  (ou élément inversible).

THÉORÈME 1. - Les unités d’un anneau ‘3 constituent un groupe multipli-
catif.

DÉMONSTRATION. - Soit E l’ensemble de toutes les unités de l’anneau ‘1).
Si E E E et q E E, alors EE’ = 1 et YJ~’  = 1 pour E’,  q’  E 3; mais alors

(4 CE’?‘> = 1

et par suite E?  E E. Puisque 1 E E et que pour toute unité E il existe un élé-
ment E’  défini par l’égalité CE’  = 1, alors E’ E E et E est donc un groupe.

Des éléments a # 0 et p # 0 de l’anneau a>  sont dits associés s’ils sont
divisibles l’un par l’autre. Des égalités a = PS  et p = a-q (5,  q E ‘XI), il résulte
que a = US?,  d’où 1 = F,q  (puisque a # 0 et qu’il n’y a pas de diviseurs
de zéro dans l’anneau). Ainsi, dire que deux éléments non nuls sont associés
signifie qu’ils diffèrent l’un de l’autre par un facteur qui est une unité de a>.

Soit p # 0 un élément de l’anneau 50  qui n’est pas une unité. On dit que
deux éléments a et p de ‘3  sont congrus modulo p et on écrit a = f3 (mod p),
si la différence cc - p est divisible par p. Cette notion de congruence vérifie
les propriétés habituelles des congruenccs  dans l’anneau des nombres

entiers. Pour tout a E CO,  on désigne par i l’ensemble de tous les éléments

de a>  congrus à a modulo p. L’ensemble i est appelé une classe résiduelle

modulo p. L’égalité 0: = p est satisfaite, c’est clair, si et seulement si a - p
(mod p).  On peut définir la somme et le produit de deux classes dans l’ensem-
ble des classes résiduelles modulo p en posant

;+B=a+i% a/3  = a/3.

Puisque la relation de congruence est compatible avec l’addition et la multi-
plication de l’anneau 9, la somme et le produit des classes ainsi définis ne
dépendent pas du choix des représentants a et p. Une simple vérification
montre que l’ensemble de toutes les classes résiduelles modulo p constitue

un anneau commutatif pour les opérations ci-dessus, à élément unité 1
(c’est vrai même s’il y a des diviseurs de zéro). Cet anneau s’appelle l’anneau
des classes résiduelles modulo p.

Si dans chaque classe résiduelle modulo tu on choisit un représentant,
l’ensemble S de ces éléments s’appelle un système complet de résidus
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modulo p. Un système complet de résidus S est donc caractérisé par le fait
que tout élément de l’anneau ‘3  est congru modulo p à un élément de S et
un seul.

2) Idéaux

Un sous-ensemble A d’un anneau ‘3  s’appelle un idéal si c’est un sous-
groupe du groupe additif de l’anneau ‘3  et si pour tout a E A et tout 5 E 9,
le produit Sa  appartient à A. L’ensemble réduit à l’élément zéro et l’anneau a>
tout entier constituent des exemples triviaux d’idéaux (appelés respective-
ment idéal nul et idéal unité).

Soient al, . . . , a, des éléments quelconques de l’anneau 3. II est évident
que l’ensemble A de toutes les combinaisons linéaires

%a1  + Sza2  + . . . + La,

de ces éléments à coefficients si E a>  est un idéal de l’anneau a>, appelé idéal
engendré par les éléments al, . . . , tc, et désigné par A = (al, . . .,  a,,J. Les
éléments al, . . . , a, sont appelés des générateurs de l’idéal A. Dans le cas
général, il n’existe pas pour tout idéal de système fini de générateurs. Un
idéal A est dit principal s’il admet un système de générateurs formé d’un
seul élément, i. e. s’il est de la forme A = (a). Il est clair que tout idéal
principal non nul (a) est égal à l’ensemble des éléments de l’anneau 9 qui
sont divisibles par a. Les idéaux nul et unité sont principaux : l’idéal nul
est engendré par 0 et l’idéal unité par une unité quelconque E de l’anneau 9.
Deux idéaux principaux (E)  et (p) coïncident si et seulement si a et p sont
associés.

Soient A et B deux idéaux d’un anneau a>. L’ensemble de tous les élé-
ments F E 9 de la forme

E = aA + . . . + 4,

où ai E A, si E B (s  > 1) est encore un idéal dans 9, que nous appellerons
l’idéal produit des idéaux A et B; il sera désigné par AB. Puisque la multi-
plication des idéaux est commutative et associative, les idéaux de l’anneau 9
(commutatif) constituent un monoïde pour cette opération.

Deux éléments a et /3 de ‘23  sont dits congrus modulo un idéal A et on
note a = p (mod A), si la différence a - p appartient à A, i. e. si a et p
appartiennent à la même classe résiduelle relative au sous-groupe additif A.
Il est clair que la congruence a = p (mod A) est satisfaite si et seulement

si a = 3, en désignant par 7 la classe résiduelle relative au sous-groupe A
qui contient y E ‘3.  La relation de congruence modulo un idéal, dans le
cas d’un idéal principal (p) coïncide avec la congruence modulo l’klément  p
(cf. 1)). Considérons le groupe a)/A  quotient du groupe additif de l’anneau ‘3
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par le sous-groupe A. Dans le cas où A est un idéal, on peut définir une

multiplication dans le groupe quotient a)/A  : pour a et B dans %)/A,  posons

ap = a@.

Si a = a1 et p = $3  alors, d’après l’égalité

et puisque a1 - a et p1  - p appartiennent à A, on a alpl  = a/3 (mod A)

(ici le fait que A soit un idéal est essentiel) et cela signifie que le produit ;,a
ne dépend pas du choix des représentants a et p. Il est facile de vérifier que
le groupe quotient a)/A  est un anneau pour cette multiplication et pour

l’addition a + p = a + p. L’anneau ‘B/A  est appelé anneau quotient de
l’anneau a>  par l’idéal A. Dans le cas d’un idéal principal (p),  l’anneau
quotient a>/@.)  n’est autre que l’anneau des classes résiduelles modulo p.

3) Éléments entiers

Tout anneau ‘3.l  (commutatif et sans diviseurs de zéro) peut être plongé
dans un corps. Pour montrer ce résultat, considérons l’ensemble de toutes

les fractions formelles %,  où a et b sont des éléments de ‘U et b # 0. Deux

fractions % et s seront dites égales si et seulement si ad = bc. Définissons

l’addition et la multiplication par les formules

a c ac

b-d=62

Il est facile de vérifier que ces opérations sont compatibles avec l’égalité
et que l’ensemble de toutes les fractions considérées est ainsi muni d’une
structure de corps; désignons ce corps par k,.  Si nous identifions les frac-

tions 4 = ‘G,  c # 0 à l’élément a E ‘U, alors U est un sous-anneau du

corps k,. Tout élément de k, est alors le quotient de deux éléments de ‘U.
Soit maintenant 9 un corps quelconque contenant U comme sous-

anneau. L’ensemble k de tous les quotients a où a, b EU  (b # 0) est un
b’

sous-corps du corps Q.  Ce sous-corps est appelé corps des fractions de
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l’anneau U (il est facile de voir que le corps k est isomorphe au corps k,
construit ci-dessus et qu’il est défini par l’anneau U de manière unique (à un
isomorphisme près).

DÉFINITION. - Soit un anneau%  contenu dans un corps fi. Un élhnent  cc E s2
est dit entier sur U si c’est une racine d’un polynôme à coefficients dans U et
dont le coefficient dominant est égal à 1.

Puisque tout élément a EU est racine du polynôme t - a, alors tout élé-
ment de U est entier sur ‘U.

Soient wl, . . . , w, des éléments quelconques de Q.  L’ensemble M de toutes
les combinaisons linéaires a,~, + . . . + a+, à coefficients ai EU est
appelé un ‘U-module de type fini dans fi et les éléments wl, . . . , w, sont
appelés des générateurs du ‘XL-module M. Puisque 1 EU,  tous les ai appar-
tiennent à M.

LEMME 1. - Si un ‘-U-module de type jîni M est un anneau, alors tous ses
éléments sont entiers sur U.

DÉMONSTRATION. - Nous pouvons bien entendu supposer qu’aucun
des mi n’est nul. Soit a un élément quelconque de M. Puisque pour tout i
le produit tcwi  appartient à M, alors

m
UWi  =

caij% LZij  E TL, (i=l, . . ..m).
j=l

Il en résulte que det (aE - (a,))  = 0 (E est la matrice unité d’ordre n).
Ainsi l’élément a est racine du polynôme f(t) = det (tE  - (a,))  à coeffi-
cients dans ‘II  et dont le coefficient dominant est 1. Cela démontre le lemme.

THÉORÈME 2. - L’ensemble a> de tous les éléments de 0 entiers sur U est
un anneau.

DÉMONSTRATION. - Il faut montrer que la somme, la différence et le
produit de deux éléments entiers t( et p de R sont aussi des éléments entiers.
Si a et p sont respectivement des racines des polynômes

tm-  a,P-‘--  . . . -a,, t”  _ b tn-1 -n . . . - b, ;

où LZ  et bj  EU,  alors

cP  = a, + a,u + . . . + umam-l, B” = b, + b,@  + . . . + b,B”-l.

Il en résulte facilement que le ‘U-module constitué par toutes les combi-
naisons linéaires des produits

ccip (O<i<m,  O<j<m) (1)
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à coefficients dans ‘IL,  est un anneau (puisque les produits c@f pour k > 0
et 12  0 s’écrivent comme des combinaisons linéaires des éléments (1) à
coefficients dans ‘U). D’après le lemme 1, tous les éléments de cet anneau
sont donc entiers sur U;  en particulier, a f p et CC~  sont entiers. Le théo-
rème 2 est démontré.

DÉFINITION. - Soit U un sous-anneau d’un corps !A. L’ensemble ‘B de tous
les éléments de C! entiers sur U s’appelle la fermeture intégrale de l’anneau U
dans le corps a.

DÉFINITION. - Un sous-anneau ‘B,, d’un corps K est dit intégralement
fermé dans K si sa fermeture intégrale dans K coïncide avec ‘BD,.

On dit simplement que l’anneau U est intégralement clos s’il est intégra-
lement fermé dans son corps des fractions.

THÉORÈME 3. - Soit U un sous-anneau d’un corps Q.  La fermeture inté-
grale a>  de l’anneau U dans le corps est intégralement fermée dans 0.

DÉMONSTRATION. - Soit 0 un élément quelconque de Sz entier sur 9 donc
tel que

0"=  a1  + a,0  + . . . + a,W1, (2)

où tous les ai  appartiennent à 9. Il faut démontrer que 8 E a>. Pour tout
i= 1, . . . . n, il existe un entier m tel que l’on ait l’égalité

“i

ami  =

c
a.&l, aUEU

j=l

(3)

(puisque ai est entier sur ‘IL).  Considérons le ‘U-module M engendré par
les produits

a: . . . a?Ok (0 < ki < mi, 0 < k -C n). (4)

Il résulte facilement de (2) et (3) que tout produit a> . . . a$3’  avec des expo-

sants positifs s’exprime comme combinaison linéaire des éléments (4) à
coefficients dans ‘U et cela signifie que le module M est un anneau. D’après
le lemme 1, tous les éléments de M sont donc entiers sur ‘U. En particulier,
0 est entier, C. Q. F. D.

LEMME 2. - Soit ‘U un anneau intégralement clos (dans son corps des
fractions k) et supposons que le coefficient dominant d’unpolynômef (t) E%[t]
est égalà 1. Si le coefBcient  dominant d’undiviseur q(t) E  k[t] dupolynômef(t)
est égal à 1, alors cp(t)  E%[t].
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DÉMONSTRATION. - Considérons une extension sl/k  du corps k dans
laquelle f(t) se décompose en facteurs linéaires (corollaire du théorème 5,
Q 2). Toutes les racines de f(t) appartiennent à la fermeture intégrale ‘B
de l’anneau ‘U dans le corps Sz.  En particulier, toutes les racines de cp(t)
appartiennent à l’anneau 3. Mais il résulte de la décomposition

Te) = 0 - Yd  . * . (t - us)

que tous les coefficients de q(t) appartiennent à ‘3  et puisque ‘ B n k = ‘IL
(puisque U est intégralement clos), ces coefficients appartiennent à U.
C. Q.  F. D.

Du lemme 2 découle de manière évidente le théorème suivant.

THÉORÈME 4. - Soit ‘IL  un anneau intégralement clos (dans son corps des
fractions) et soit Q/k  une extension algébrique du corps k. Pour qu’un élé-
ment u E  fi soit entier sur ‘IL, ilfaut et il suff que tous les coefficients de son
polynôme minimal appartiennent à U.

EXERCICES

1. Un idéal A d’un anneau ‘II est dit maximal si A # 53 et si tout idéal B conte-
nant A (i. e. tel que A c B c a)) coïncide soit avec A soit avec ‘3.  Démontrer
qu’un idéal A est maximal si et seulement l’anneau quotient 9jA est un corps.

2. Démontrer que si un anneau D est intégralement clos, alors l’anneau D[z]
des polynômes à coefficients dans n est aussi intégralement clos.

3 5. - CARACTÈRES

Dans ce paragraphe, nous exposerons quelques notions relatives aux
caractères des groupes abéliens finis et aux caractères modulaires.

1) Structure des groupes abéliens finis

La structure des groupes abéliens finis quelconques est décrite par le
théorème suivant (cf. par exemple M. Hall, Theory of groups,  New York,
The MacMillan Company, 1959).

THÉORÈME 1. - Tout groupe abélien fini peut se représenter comme produit
direct de sous-groupes cycliques.

En accord avec les exercices 1 et 2, un groupe cyclique fini n’est pas décom-
posable en produit direct de sous-groupes propres si et seulement si son



APPENDICE ALGÉBRIQUE 465

ordre est une puissance d’un nombre premier. Par suite, si dans la décom-
position d’un groupe abélien fini quelconque G en produit direct,

G = A1 x . . . x A,

les facteurs cycliques Ai ne sont pas décomposables, alors leurs ordres sont
des puissances de nombres premiers. La décomposition du groupe G en
produit direct n’est pas définie de manière unique par ses facteurs non décom-
posables. Cependant, l’ensemble des ordres des facteurs non décomposa-
bles Ai est défini de manière unique par le groupe G. Ces ordres, qui sont
des puissances de nombres premiers, s’appellent les invariants du groupe
abélien fini. Le produit de tous les invariants d’un groupe donné est égal à
son ordre.

2) Caractères des groupes abéliens finis

DÉFINITION. - On appelle caractère d’un groupe abélien fini G tout
homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif du corps des nombres
complexes.

Autrement dit, un caractère du groupe G est une fonction x sur G, à
valeurs complexes, ne s’annulant pas, et telle que

pour x, y E G.
Puisque pour tout homomorphisme de groupe, l’élément unité a pour

image l’unité, alors x(1)  = 1; si l’éltment x E G est d’ordre k, alors

(X(XNk  = x(xk> = 1, (2)

i. e. x(x) est une racine k ième  de 1. Si m est le plus grand des ordres des
éléments du groupe G, alors, d’après l’exercice 3, l’ordre de tout élément
de G est un diviseur de m. Toute valeur x(x) est donc une racine d’ordre m
de 1 et par suite on peut définir les caractères comme les homomorphismes
de G dans le groupe des racines mièmes  de 1.

Représentons le groupe G comme un produit direct de sous-groupes
cycliques :

G= {al}  x . . . x {as}.

Puisque tout élément x E G peut s’écrire sous la forme

x = a:  . . . a:, (3)

alors, d’après (l),

BcmEvIxxi
x(x> = x(allkl  . . . x(aJ””  ;

30
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ainsi, le caractère x est complètement déterminé par les valeurs ~(a~),  . . . . ~(a~).
Si ai  est d’ordre mi, d’après (2),  x(ai)  est une racine d’ordre mi  de 1. Réci-
proquement, choisissons pour tout i = 1, . . . , s une racine quelconque &i
d’ordre mi  de 1 et pour tout élément x E G représenté sous la forme (3),
posons

x(x) = E? . . . E?. (4)

11  est facile de voir que la valeur (4) ne dépend pas du choix des exposants ki
dans la décomposition (3) (chaque exposant k est defini  modulo mi)  et
que la fonction x ainsi définie sur G satisfait à la condition (1) et par suite
est un caractère du groupe G. On peut choisir la racine ci  de mi  manières et
par suite nous avons m, . . . m,  fonctions x distinctes du type (4). Ceci
démontre le théorème suivant.

THÉORÈME 2. - Le nombre des caractères d’un groupe abélien fini est égal
à son ordre.

Définissons la multiplication des caractères. Pour deux caractères x et x’
du groupe G, posons

(xx’) (4  = x(4 x’(x), XEG.

Il est évident que la fonction xx’ est encore un caractère du groupe G. Le
caractère x0 tel que x0(x) = 1 pour tout x E G est appelé caractère unité.
Il est clair que xx0 = x pour tout caractère x.  Si pour tout caractère x du
groupe G nous posons

X<x>  = xc4 xéG

(x(x)  est le nombre complexe conjugué de x(x)), alors la fonction i ainsi

définie est un caractère du groupe G tel que xi = x0. Puisque la multipli-
cation des caractères est associative, l’ensemble de tous les caractères forme
un groupe pour la multiplication ci-dessus.

Soit G = ( a }  un groupe cyclique d’ordre m et soit E  une racine primitive
d’ordre m de 1 fixée. Désignons par x le caractère du groupe G tel que

x(4  = E (d’où ~(a~)  = &).

Puisque x+2)  = E’, les caractères x0 = x”,  x, x2,  . . ., ~“-1  sont deux à
deux distincts et par suite épuisent tout le groupe des caractères du groupe G.
Ainsi, nous voyons que le groupe des caractères d’un groupe cyclique fini
est aussi cyclique. Dans le cas général, on peut facilement démontrer le
théorème suivant : tout groupe abélien fini est isomorphe au groupe de ses
caractères.

Dans un groupe abélien G d’ordre n, considérons un sous-groupe H
d’ordre m. Si on considère la restriction à H d’un caractère du groupe G,



APPENDICE ALGÉBRIQUE 467

il est clair que cette fonction est un caractère du groupe H; désignons-le

par;.  Il est clair que l’application x -f Test un homomorphisme du groupe X
des caractères du groupe G dans le groupe Y des caractères du sous-
groupe H; soit A son noyau. Les caractères x E A sont caractérisés par le
fait que x(z)  = 1 pour tout z E H. Si x E A et x, x’ appartiennent à la même

classe résiduelle de G selon H, il est clair que x(x) = x(x’).  Posant x(x)=x(x),
- -

x E A et X-  classe résiduelle de x dans G selon H, nous avons une fonction i
sur le groupe quotient G/H et cette fonction est un caractère du groupe G/H.
Réciproquement, si E  est un caractère quelconque du groupe quotient G/H,
posant

x(x> = Na XEG,

nous obtenons un caractère x E A tel que 2 = +. Puisque par l’application
-

x + x (x E A), à des caractères distincts de A correspondent des caractères
distincts du groupe G/H,  nous avons établi que le nombre de caractères x

de A est égal au nombre de caractères du groupe G/H,  i. e. égal à 2 (théo-

rème 2). Mais, dans ce cas, l’image du groupe X par l’homomorphisme

x +x (du groupe X dans le groupe Y) est d’ordre n : - = m et puisque,
n
m

d’après le théorème 2, le groupe Y est aussi d’ordre m, alors cette image

est égale à Y. Cela signifie que tout caractère du groupe H est de la forme;
pour un certain caractère x du groupe G. Il est clair que le nombre des

caractères x E X qui induisent le même caractère sur H est égal à x = (G : H).

Ceci démontre le théorème suivant :

THÉORÈME 3. - Soit G un groupe abélien$ni  et H un sous-groupe. Tout
caractère du groupe H est prolongeable en un caractère du groupe G et le
nombre de ces prolongements est égal à l’indice (G : H).

COROLLAIRE 1. - Si x est un élément de G d@érent  de l’unité, il existe
un caractère x du groupe G tel que x(x) # 1.

En effet, considérons le groupe cyclique { x } = H. Puisque son ordre
est > 1, alors il existe un caractère x’ sur H différent du caractère unité et
donc tel que x’(x)  # 1. Prolongeant x’  en un caractère de groupe G, nous
obtenons ainsi le caractère x demandé.

COROLLAIRE 2. - Si un élément x E G n’appartient pas à un sous-groupe H,
alors il existe un caractère x du groupe G tel que x(x) # 1 et x(z) = 1 pour
tout z E  H.

En effet, on peut prolonger le caractère unité du groupe H en un carac-
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tère différent du caractère unité du sous-groupe { x, H }, qui se prolonge
à son tour en un caractère du groupe G.

Établissons maintenant quelques relations. Si x0 est le caractère unité,

alors x,,(x)  = 1 pour tout x E G et par suite
ç

x,,(x)  = n,  où n est l’ordre
MG

du groupe G. Supposons que le caractère x est différent de x0,  i. e. x(z)  # 1
pour un certain z E G. Si x parcourt tous les éléments du groupe G, zx par-

court aussi tous les éléments de G; posant S =
c

X(X),  nous aurons donc
XGG

s =
c xw = x(zW
XEG

Puisque x(z)  # 1, cette égalité n’est possible que si S = 0. Ainsi nous avons
établi la formule :

2 I

n si
x(x> - o si

x = x0

XEG
Y,  f x0.

(5)

La valeur de chaque caractère sur l’élément unité du groupe est égale à 1

et par suite
c

x(1)  = n 01 parcourt ici tous les caractères du groupe G).
x

Posons T =
2

x(x).  D’après le corollaire 1 du théorème 3, il existe un carac-
x

tère  x’  tel que x’(x)  # 1 (si x # 1). Le produit x’x parcourt en même temps
que x tous les caractères du groupe G, d’où

T = ~Cx’x)(x)  = ~X’(X) x(x) = x’(x)T,
X x

et puisque X’(X)  # 1, on a T = 0. On a donc établi la formule

=1: I n si
x(x) = o si

x= 1,

x # 1.
y.

(6)

3) Caractères modulaires

Pour tout nombre entier naturel m, désignons par G,  le groupe multi-
plicatif des classes résiduelles modulo m des entiers rationnels relativement

premiers avec m. Nous désignerons par Ü  la classe résiduelle de a modulo m.

A tout caractère x du groupe G,, nous pouvons associer la fonction x*

définie sur l’ensemble des nombres a premiers avec m par la formule

x*(a)  = x63.
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Prolongeons cette fonction x* à l’ensemble de tous les entiers rationnels
en posant x*(u)  = 0 si a et m ne sont pas premiers entre eux. La fonction x*
ainsi définie (sur l’ensemble des entiers rationnels) est appelée un caractère
modulaire modulo m. Dans la suite, nous désignerons x* par la même lettre x
que le caractère du groupe G,  qui l’engendre. Il est clair que des caractères
distincts du groupe G,  engendrent des caractères modulaires distincts et
par suite le nombre de caractères modulaires modulo m est égal à v(m).

De cette définition découlent facilement les propriétés suivantes des carac-
tères modulaires :

10  pour tout entier rationnel a, la valeur x(u)  est un nombre complexe
et x(u)  # 0 si et seulement si a est relativement premier avec m;

20 si a = a’ (mod m), alors x(u)  = ~(a’);
30 pour tout couple d’entiers rationnels a et b, on a x(ab)  = x(u)  x(b).

Montrons que les caractères modulaires sont entièrement caractérisés par
ces trois propriétes.  En effet, soit q une fonction satisfaisant aux condi-
tions 10,  20 et 30.  Pour toute classe ü E G,,  (a, m) = 1, posons x(ü) = y(a);
d’après 20,  la valeur x(a)  ne dépend pas du choix du représentant a et est
différente de 0 d’après 10.  En outre, si (a, m) = 1 et (6, m) = 1, on a, d’après
la condition 30,

x(ab)  = x(ab)  = $4 = 4-4 q(b) = x(ü) X@I.

Ainsi, x est un caractère du groupe G,  et le caractère x* qu’il engendre
coïncide avec la fonction y.

Soit m’ un entier naturel divisible par m. Nous pouvons associer à tout
caractère x modulo m un certain caractère x’  modulo m’ : si a est relative-
ment premier à m’ (et par suite aussi à m), posons x’(a)  = x(a)  ; si (a, m’) > 1,
posons x’(a) = 0. La fonction numérique x’  satisfait aux trois conditions 10,
2O et 3O et par suite est un caractère modulaire modulo m’. Nous dirons que
le caractère x’  est induit par le caractère x.

DÉFINITION. - Soit x un caractère modulaire modula  m. s’il existe un
diviseur propre d du nombre m et un caractère x1 modula  d qui induit x, on
dit que le caractère x est non primitif. Dans le cas contraire, il est dit primit$

THÉORÈME 4. - Pour qu’un caractère x modulo m soit primitif, il faut et
il suffit que pour tout diviseur propre d du nombre m il existe un nombre x,
x = 1 (mod d), (x, m) = 1 tel que x(x) # 1.

DÉMONSTRATION. - Si le caractère x est non primitif, il est induit par un
caractère x1 modulo d, où d est un diviseur propre de m. Ainsi, pour tout x
relativement premier avec m, on a x(x) = x1(x);  si de plus x = 1 (mod d),
alors x(x) = xl(x) = 1. Réciproquement, supposons que pour un certain
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diviseur propre d du nombre m on ait x(x) = 1 pour tout x tel que x 3 1
(mod d) et (x, m) = 1. Pour tout a relativement premier à d, on peut trouver

a’ tel que (a’, m) = 1 et Q’  = a (mod d). Posons

Xl(4  = x(4.

La valeur xl(u) est indépendante du choix de u’. En effet, si a’ = u” (mod d),
(a”, m) = 1, alors u” = XU’  (mod m) pour un certain x relativement premier

avec m. Puisque x = 1 (mod d), on a donc par hypothèse x(x) = 1, d’où
~(a”) = x(x) ~(a’)  = ~(a’).  Posant de plus xl(u) = 0 si (a, d) # 1, nous
obtenons une fonction numérique x1 qui est un caractère modulaire modulo d.
Puisque xl(a)  = x(u)  pour (a, m) = 1, x est induit par le caractère Y,~.  Cela

termine la démonstration du théorème 4.

EXERCICES

1. Montrer qu’un groupe cyclique fini dont l’ordre est une puissance d’un nom-
bre premier n’est pas décomposable en produit direct de sous-groupes propres.

2. Supposons que l’ordre d’un groupe cyclique fini G est égal au produit de
deux nombres premiers k et 1. Montrons qu’on peut représenter G comme produit
direct de deux sous-groupes cycliques d’ordre k et 1.

3. Soit a un élément d’ordre maximum d’un groupe abélien fini G. Démontrer
que le sous-groupe cyclique { a } est facteur direct dans G.

4. Soit k un entier naturel. Démontrer qu’un élément x d’un groupe abélien
fini G est la puissance ki+me d’un élément de G si et seulement si on a x(x) = 0
pour tout caractère x du groupe G tel que Xk = x0 (y.,, est le caractère unité).

5. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Numérotons ses éléments x1, . . . , x,,
et ses caractères x1, . . . , Y . “ . Démontrer que la matrice

est unitaire.
( 1k Xdxj>  .

hi

6. Soient m,, . . . , mk des entiers naturels  premiers deux à deux et m = m1 . . . mk.
Démontrer que pour tout caractère x modula  m il existe des caractères xi modulo mi
(i=l,  . . . . k), définis de manière unique, tels que pour tout entier rationnel a
on ait l’égalité

du) = x,b) . . . %&)-

(Pour tout i le caractère xi est défini par l’égalité xi(a) = ~(a’),  où a’ est défini
par les congruences

a’ G a (mod mi), a’ = 1 (mod R)).

7. Sous les hypothèses de l’exercice 6, montrer que si le caractère x modulo m
est primitif, alors, pour tout i = 1, . . . , k, le caractère xi modulo mi est aussi
primitif.

8. Soient dI et dz des diviseurs d’un nombre entier naturel m et d = dIdz.  Démon-
trer que si un caractère x modulo m est induit par un certain caracttre  modulo dI
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et est induit par un certain caractère modulo d,,  alors il est induit aussi par un
caractère modulo d.

9. Montrer que tout caractère  x modulo m est induit par un caractère primitif
modulo f, défini de maniére unique (f est un diviseur de m). Le nombre f est
appelé le conducteur du caractère x.

10. Démontrer que le nombre des caractères primitifs modulo m est égal à

(d parcourt tous les diviseurs du nombre m; p est la fonction de Moëbius; ‘p est
la fonction d’Euler).

11.  Démontrer qu’il existe des caractères primitifs modulo m si et seulement si m
est soit impair soit divisible par 4.

12. Soit 9 l’espace vectoriel sur le corps des nombres complexes formé des
fonctions f définies sur un groupe abélien G, à valeurs complexes f (a), o E G.
Pour tout élément w E  G, désignons par T, l’opérateur de translation défini par
la formule (Tuf)  (c) = f (ws). Démontrer que tous les caractères x du groupe G
sont des vecteurs propres des opérateurs T,. Quelles sont les valeurs propres cor-
respondantes ?

13. Conservant les notations de l’exercice précédent, considérons, pour une
fonction fixée f E .F,  la matrice carrée

A = (fb-'))o,T>

où D et 7 parcourent tous les éléments du groupe G disposés dans un certain ordre.
Démontrer que le déterminant de cette matrice est égal à

~(~fcwJ))
x -3

(0 parcourt tous les élkments et x tous les caractères du groupe G).

Indication. - La matrice A est la matrice de l’opérateur

T =  f(w)Toc0
par rapport à la base formée par les fonctions L, telles que

La(T) = 1 1 pour a=7

0 pour d #T.

Trouver les valeurs propres de l’opérateur T.

14. Démontrer la formule de l’exercice 13 en considérant le déterminant du
produit de la matrice (x(~))~,,  par la matrice A.
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TABLE 1

Nombre h des classes de diviseurs et unités fondamentales E > 1 des
- 1+&corps quadratiques réels Q(2/d),  2 < d < 101, d sans car&,  w = ?-

pour d = 1 (mod 4) et w = & pour d - 2,3  (mod 4).

/-
h

:

:

;

:

:

:
1

:
2

:

:
2
2

:
2

:

:

:
--

E

w::a
5;32w
8 +3w
3tw

10 + 3rd
1+-

15+4w
4fw
3+20

11 i2w
1 520 + 273~

19/8w
35 + 6w
6fo
5 + 2w

37 + 60
25 +4w
27 + 10~
13 +26J

3 482 + 5310
24 34; ; &5880

50 + 70

h

:

:

f
1

2

:
2
1

:

:

:

:

:

:

:
2
1
1

l-

E

3+0
89 + 12w

131 + 400
99 + 13w

530 + 690
17 + 5w

%!
65 + 8:

48 842 + 5 9670
11 i3w

251 + 300

447 + 1060
1 574 + 165~

13 +3w
2 143 2;; $-  $21 064w

5 035 + 1?380
9 + 20

‘1
-

-
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TABLE 2

Nombre h des classes de diviseurs et norme N(E) de l’unité fondamentale E

des corps quadratiques réels Q(l/d),  d sans carrés, 101 < d < 500.
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426 2
467

427 !
;i ii’: : $f

469
:

+ 1 493429

430 2

:: :Fi : - 1 470 2 2 7:

1
431 453433 i f 1I: 2:; : :

:i
t1

434 4 4

435 4437 1 :
l 1

TABLE 3

Nombre h des classes de diviseurs des corps quadratiques réels Q(&)
pour p < 2 000 premier (E. L. Ince,  Cycles of reduced ideals in quadratic
fields, British association for the advancement  of science. Mathematical
tables, vol. IV, 1934, London).

Il existe 303 nombres premiers p inférieurs à 2 000 (y compris p = 2).

- Pour les 26 nombres :

p = 79, 223, 229, 257, 359, 443, 659, 733,
1 091, 1 171, 1 223, 1 2 2 9 , 1 3 6 7 , 1 3 7 3 , 1 4 8 9 ,
1 627, 1 787, 1 811, 1 8 4 7 , 1 9 0 1 , 1 9 0 7 , 1 987

le nombre h est égal à 3 pour le corps Q(dp).

- Pour les 7 nombres :

761, 839,
1 523, 1 567,

p = 401, 439, 499, 727, 1 093, 1 327, 1 429

le nombre h est égal à 5.

- Pour les 4 nombres :

p = 577, 1 0 0 9 , 1 087, 1 6 0 1 ,

il est égal à 7.

Pour p = 1 129, on a h = 9 (avec un groupe des classes de diviseurs qui
est cyclique). Pour p = 1 297, on a h = 11. Pour tous les 264 nombres pre-

miers p < 2 000 restants le nombre des classes de diviseurs du corps Q( di)
est égal à 1.
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TABLE 4

Nombre h des classes de diviseurs des corps quadratiques imaginaires

Q(1/--  a), a sans carrés, 1 < a < 500.

/-
’ a

-1 ~-

;9

i3

E

ii7

93

;:
97

101
102
1 0 3
105
106
107
109
110
111
113
114
115
118
119
122

1 123
127
129
130
131
133
134
137
138
139
1 4 1

j 142
143
145
146
149
1 5 1
154
155
157

h

4

4

4
10

12

4
8

4
14

4
5

5

i
12

8
8
2
6

::
2

1:
4
5

144
s8
8

140
8

i4
7

:
6

a

-_I

158
159
161
163
165
166
167
170
1 7 3
174
177
178
179
1 8 1
182
183
185
186
187
190
1 9 1
193
194
19.5
197
199
201
202
203
205
206
209
210
211
213
214
215
217
218
219
221

’ 222
223
226
227

/ 229
230
231

-

h

8

is

14
12
4
8
J

10
12

8

2:
20

8

il

14

10
4

a h j a 1 h

233
235
237
238
239
241
246
247
249
251
253
254
255
257
258
259
262
263
265
266
267
269
271
273
274
277
278
281
282
283
285
286
287
290
291
293
295
298
299
301
302
303
305
307
309

’ 310
311
313

12

12
8

:2
321
322

12 323
6 326

12 327

7
329

16 331

:2
334
335

4
337
339

1:
341
345

2: :4::

2;
349
353

11 I 354

:;

:
28

1:

14

:5
1;

l

355
357

14 I 3:;

2t ’ 362 365
1: 367 366

:4 370 371
20 373

18 374 377

5 ~~~
8

1: 3:3  385

t06 386 389

12 3E
1; 393

8 j 3;:
l

s4
169

28
16

2;

*!:

2:
22
16

t2
10

8
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a

39:
399
401

ii:

ii?

”
411
413
415
417

h a
- -

2;
418
419

:o
421
422

16
2 1 42;

:z
429
430

:Fi
431
433

20
434
435

fZ /
437

h a

438
439

z3

25

2
451
453

::5
457

h / a
//-, -

8 l 458
1 5 461

5 iz;

3;
465
466

ii
467
469

162
470
471

:9
473
474

8 / 478

/

--

!: 487

16 / :;?
20 493
16 ~ 494

:O 1~  igi
8 /’ 499

/
i’

h

25

:o

15

27
9

Ei
24

8
3

TABLE 5

Discriminants des ordres connus des corps quadratiques imaginaires tels
que tout genre de modules associés (*) soit formé d’une seule classe
(L. E. Dickson,  Introduction to  the theory  of numbers, 1929).

10 Discriminants d’ordres maximaux (65 valeurs) :

- 3 - 43 - 148 -340 - 595 - 1 320
-4 - 51 - 163 - 372 - 627 - 1 380
-7 - 52 - 168 - 403 - 660 - 1 428
- 8 - 67 187 -408- - 708 - 1 435
- 11 - 84 195 420- - - 715 - 1540
- 15 - 88 228 427- - - 760 - 1 848
- 19 - 91 232 435- - - 795 - 1 995
- 20 - 115 235 483- - - 840 - 3 003
- 24 - 120 - 267 - 520 1- 012 - 3 315
- 35 - 123 280 532 1- - - 092 - 5 460
-40 - 132 - 312 - 555 -1 155

2Q  Discriminants d’ordres non maximaux (36 valeurs) :

- 3*2a - 4~2~ - 7*8a - 15*4* - 88.2a - 408.22
- 3.32 - 4.32 - 8*22 - 15.82 - 120.22 - 520.22
- 3.42 - 4.4a - 8*3= - 20.3a - 168.2* - 760.22
- 3.52 - 4.52 - 8*6= - 24*22 - 232.22 - 840.22
- 3.72 - 7*2a - 11.35 - 35.32 - 280.2a - 1 320.22
- 3.8” - 7.4= - 15*2p - 40.22 - 312.2* - 1 848~2~

(*) Rappelons qu’un module est dit associé à un ordre s’il admet cet ordre pour
anneau des stabilisateurs (N. d. T.).
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Nombres CC convenables » d’Euler.

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15,
16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33, 37, 40, 42, 45,
48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112,

120, 130, 133, 165, 168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280,
312, 330, 345, 357, 385, 408, 462, 520, 760, 840, 1 320, 1 365, 1 848.

TABLE 6

Nombre h de classes de diviseurs pour certains corps cubiques Q(qs).

l-

l ’m 12 13 14 15 17 19 20
- p - p - - -

h i 1 3 3 2 1 3 3
I

m / 2 1 22 23 26 28 29 30
_~‘-m--.--_~----------

l-

h

m

h

m

h

m

h

m

h

_

3 3 1 3 3 1 3

31 33 34 45 37 38 39
.~~~~~~

3 1 3 3 3 3 6

41 42 43 44 35 46 47
py-y--

1 3 12 1 1 1 2

63 65 91 124 126 182 215
--_p_-pp-

6 18 9 9 9 27 21

TABLE 7

Nombre h des classes de diviseurs des corps cubiques totalement réels
de discriminant < 20 000 (H. J. Godwin, P. A. Samet,  J. London Math.
Soc., 1959, 34, 108-110; H. J. Godwin, Proc. Cambridge Philos. Soc., 1961,
57, 728-730).

Un corps cubique Q(0)  est dit totalement réel  si s = 3, t = 0, i. e. si
tous ses isomorphismes dans le corps des nombres complexes sont réels.
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Si de plus le polynôme minimal du nombre 8 se décompose entièrement
dans Q(0) en facteurs linéaires, alors Q(0) est dit cyclique. Les corps
cubiques cycliques sont caractérisés par le fait que leurs discriminants sont
des carrés.

11 existe 830 corps cubiques totalement réels de discriminant < 20 000.
Parmi eux, il y a 24 corps cycliques. Pour 16 de ces corps cubiques cycliques
le nombre h est égal à 1. Ces corps ont pour discriminants :

la, g2, 132,  lga,  31=.  372,  43%,  612,

67*,  732,  7g2,  972,  1032,  10g2,  127a,  13g2.

Pour chacun des discriminants :

il y a exactement deux corps cubiques cycliques et, pour ces 8 corps, h = 3.

Les corps cubiques totalement réels non cycliques dont les discri-
minants sont compris entre 1 et 20 000 se répartissent ainsi (pour tout discri-
minant on a seulement un corps) :

Bornes
pour le discriminant

Bornes
pour le discriminant

Nombre
de corps

l- 1 ooo
1 OOl- 2 000
2001-  3 ooo
3 OOl- 4 000
4 OOl- 5 000
5 OU- 6 000
6 OOl- 7 000
7 0 0 1 - 8 0 0 0
8 OOl- 9 000
9 001-10  ooo

10 001-11  ooo

22 1 1 001-12 000

3; 1 2  1 3 001-13 001-14 0 0 0  0 0 0

:4 1 4  1 5 001-15 001-16 0 0 0  0 0 0
41 16 001-17 000

477 1 7  1 8 001-18 001-19 0 0 0  0 0 0
40 19 001-20 ooo

4; En tout . . . . .

37
:;
46
52
39
39
48

806

Parmi eux, on a h = 1 pour 748 corps. Le nombre de corps tels que h = 2

est égal à 29. Leurs discriminants sont égaux à :

1 957, 2 777, 3 981, 6 809, 7 053, 7 537,
8 468, 8 789, 9 301, 10 273, 10 889, 11 197,

11 324, 11  348, 12 197, 13 676, 13 768, 14013,
14 197, 15 188, 15 529, 16 609, 16 997, 17 417,
17 428, 17 609, 17 989, 18 097, 19 429.
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Les corps tels que h = 3 (en tout 26 corps) ont pour discriminants :

479

2 587, 4 212, 4 312, 5 684, 6 885, 7 220,

8 829, 9 653, 9 800, 9 996, 10 309, 11 417,
13 916, 13 932, 14 661, 14 945, 15 141, 15 884,

16 660, 16 905, 18 228, 18 252, 18 792, 19 220,

19 604, 19 764.

Pour 3 de discriminants :corps

8 069, 16 357, 19 821

le nombre h est égal à 4. Il n’y a pas de corps tels que h > 5 (parmi les corps
cubiques totalement réels de discriminant -C 20 000).

&wwque. - Dans les limites de la table, pour tout discriminant < 20 000
il existe seulement un corps cubique totalement réel non cyclique. Pour-
tant, ce fait n’a pas toujours lieu. Ainsi, par exemple, il existe au moins
3 corps de discriminant 23 356 (cf. exercice 21, chap.  II, Q 2).

TABLE 8

Le facteur h* = h*(l) du nombre de classes de diviseurs du lième  corps
cyclotomique, pour I < 100 premier.

h*

211
5.139
4 889
3.59.233
41.1 861
67.12 739
72.79 241
89.134 353
5.53.377 911
3.279 405 653
113.118 401 449
57.73 457.206 209
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TABLE 9

Nombres premiers irréguliers < 4 001. Dans chaque colonne de droite
on a indiqué les nombres 2a pour lesquels le numérateur du nombre de
Bernoulli B,,  (2 < 2a < 1 - 3) est divisible par 1 (les nombres de Ber-

1 1
noulli sont numérotes de deux en deux : B, = -, B, = - -,  etc.). Il existe

6 3 0
en tout 216 nombres premiers irréguliers < 4 001. Les nombres premiers
impairs < 4 000 qui ne figurent pas dans la table sont tous réguliers (leur
nombre est égal à 334) ( D. H. Lehmer, Emma Lehmer, H. S. Vandiver,
J. L. Selfridge et C. A. Nicol, Proc.  Nat. Acad. Sci. U. S.  A., 1954, 40, no  1,
25-33; 1954, no  8, 732-735; 1955, 41, no  11, 970-973).

2a
/ /~ ’

2a ‘1
Ii !

2a

131
149 1::
157 62, 110
233
257 1::

263 100

271283 !z
293 156
307 88

‘-
/
’ 547 270,486
/ 557 222 I 929 520, 820

577
/ 587 90,  9 2 )

953 156
971 166

/ 593 22 1 061 474

607 592 1 091 888
613 522 Il 117 794

I 617 20, 174, 338 1 129 348
~ 6 1 9  6 3 1 428 80, 226 1  1 1 5 1  1 5 3 534, 802 784, 968

I 647 236, 242, 554 1 193 262
653 2;: 1 201 676
659 1217 784, 866, 1118
673 408, 502 1 229 784
677 628 1 237 874

I 683 1 279 518
I 691 37i  122 200 1 283 510

727 1 291 206, 824
751 290 1 297 202,220
757 514 1 301 176

I

401 382 761 260 1 307 852
409 126

382,

421 240 / % 7;:
1 319 304
1 327 466

433 366 628 1 367 234
461 196

;y: 33J
1 409 358

463 130 821 744 1 429 996
467 94, 194 827 102 1 439 574
;;$ $2 336, 338 8 3 9  8 7 7 858 1  1 4 8 3  4 9 9 224

541 86 881 162 1 523 1 3::
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2

;
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(Suite)

1 2a 1 2a 1 2a

-

559 862 2 371 242,2  274 3 313 2 222

i% 1 1;;
2 377 1 226 3 323 3 292
2 381 2060 3 329 1 378

619 560 2 383 842,2  278 3 391 2 232, 2 534
621 980 2 389 776 3 407 2 076,2  558

637 718 2 411 2 126 3 433 1 300
663 270 2 423 290, 884 3 469 1 174
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