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INTRODUCTION

Clet ouvrage est divisé en deux parties.

La premiére est purcment algébrique. Son objectif est
la classification des formes quadratigues sur le corps des
nombres rationnels (théoréme de Hasse-Minkowski); il
est atteint au chapitre IV. Les trois premiers chapitres
contiennent divers préliminaires : loi de réciprocité qua-
dratique, corps p-adicques, symboles de Hilbert. Le cha-
pitre V applique les résultats précédents aux formes
quadratiques & coefficients entiers de discriminant + 1;
ces formes interviennent dans des questions varides
fonctions modulaires, topologie différentielle, groupes
finis.

La seconde partie (chap. VI et VII} utilise des moyens
« analytiques » {fonctions holomorphes). Le chapitre VI
donne la démonstration du « théoréme de la progression
arithrétique », d@ & Dirichlet; ce théoréme intervient
d’ailleurs en un point crucial de la premiére partie
(chap. III, n® 2.2). Le chapitre VII est consacr¢ aux
formes modulaires, et, ¢n particulier, aux fonctions théta;
on y voit reparaitre certaines des formes quadratiques
du chapitre V.

Les deux parties correspondent & des cours donnés
en 1962 et 1964 aux éléves de seconde année de I'Ecole
Normale Supérieure. Une rédaction de ces cours, sous
forme de notes polycopiées, avairt été faite par J.-J. Sansuc
(chap. [-IV) et par J.-P. Ramis et G. Ruget (chap. VI-
VII). Elle m’a été trés utile; je tiens 4 en remercier ici
ses aufeurs,



PREMIERE PARTIE

METHODES ALGEBRIQUES



CHAPITRE I

CORPS FINIS

Tous les corps considérés ci-dessous sont supposés
commutatifs,

§1. Généralités

1.1, Corps premiers et corps fins.

L’intersection des sous-corps d'un corps K en est le
plus petit sous-corps; il contient 'image canonique de Z,
isomorphe en tant qu'anneau intégre 4 Z ou & ZpZ avec
£ premier; il est done isomorphe, soit & , soit au corps
ZIpa,

Derinrrion 1. — On appelle corps premiers les corps @
et F,="Z[p&, ou p est un nombre premier, et caracléristique
d'un corps K Pentier O ou p, sutvant que K est extension de Q
ou de F .

Si caract (K) = p # 0, p est aussi le plus petit entier
n>0 tel que n.1 =0

LeMME. — 8§ caract (K) = p, Capplication o @ x5 27
est un isomorphisme de K sur un de ses sous-corps K2
On a glxy) = o(x) oy). D'autre part, le coefficient

binotnial (i} est cangru 4 0 (mod p) si 1 < %< p; on

en déduit que

a(x +y) =alx) + o),
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d’ott le fait que o est un homomorphisme. De plus, ¢ est
évidemment injectif,

Tutorind 1. — 1) La caractéristique d'un corps fint K est
un nombre premier pF 0y s f=[K :F,], le nombre
d'éléments de K est g = p'.

it) Soit p un nombre premier et soit q = p' (f= 1) une
puissance de p. Soit (X un corps algébriguement clos de caracté-
ristigue p. I exisie un sous-corps B de (2 et un seul qui ait
g dléments ; oest Pensemble des racines du polynime X¥ — X,

iil) Toat corps fini & g = p' élémenis est isomorphe & F,

Si K est fini, il ne contient pas le corps Q; sa caracté-
ristique est donc un nombre premier . Si f est le degré
de Vextension K(F,, il est clair que Card (K] = g/,
dolt ij,

D'autre part, si £ est algébriquement clos de caracté-
ristique g, il résulte du lemme ci-dessus que Papplication
x> ¥ (ol g =p) = 1) est un automorphisme de £);
en effet, c'est la puissance f-itme de l'automorphisme
o1 x> [noter que ¢ est surjectil puisque £ est algébri-
quement ¢los). Les éléments x € Q invariants par x — A"
forment done un sous-corps F, de Q. Ce corps a g éléments.
En effet, la dérivée du polyndéme X* — X est

gR¥Tl — 1 =pp X"t 1 =—1

et ne s'annule pas; il en résulte (puisque £ est algébri-
quement clos) que X7 —X a ¢ racines distinctes; on a
done bien Card (F) = ¢. Inversement, si K est un
sous-corps de £ & g éléments, le groupe multiplicatif K’
des éléments non nuls de K a g — 1 éléments; on a
donc ¥"'=1 s xeK’, dott ¥ =x 51 2K, ce
qui montre que K est contenu dans F,; puisque

Card (K) = Card {F,)

ona K =F, cequiachéve de prouver ii}.
Enfin, 'assertion ii1} résulte de i1} et du [ait que tout

CORPS TFINIS II

corps 4 H éléments peut étre plongé dans Q, puisque ce
dernier est algébriquement clos.

1.2, Groupe multiplicatif d'un corps fini,

Soit p un nombre premier, soit f un entier = 1 et
soit g = p'.

THEOREME 2. — Le groupe multiplicatif B, du corps fii F,
et eyeligue dordre g — 1.

Démonstration. — 51 d est un entier = 1, rappelons qu’on
note @(d) lindicatenr &’ Euler de d, ¢’est-i-dire le nombre
des entiers x, avec 15 x < d, qui sont fremiers 4 d (autre-
ment dit, dont I'image dans Z/dZ est un générateur de
ce groupe).

Il est clair que le nombre des générateurs dun groupe
eyelique d’ordre d est égal 4 5/d).

LEMME 1. — Si n est un entisr 2 1, on a n = X old).

alw
{Rappelons que la notation 4| # signifie que d divise n.)
Siod divise n, soit C; 'unique sous-groupe de E/nZ
d’ordre 4, et soit @, l'ensemble des générateurs de Ci.
Clomme tout élément de Z/rZ engendre 'un des G, le
groupe Z/nZ est réunion digjointe des @, et 'on a :

n = Card (ZnZ) = X Card (O, =dE pld) .
din L

Lemue 2, — Soit H un groupe d'ordre fini 0. On suppose
gite, pour foul diviseur & de n, Pensemble des x € H tels que
=1 aqauplus d déments. Alors H est eyclique.

Soit 4 un diviseur de n 8l existe x e H d'ordre 4|
le sous-groupe (x) ={1,%, ..., 5~} engendré par vest
cyclique d’ordre d; vu U'hypothése, tout élément » € H
tel que ¥ = 1 appartient a (x). En particulier, les seuls
éléments de H d’ordre o sont les générateurs de (x), et
ceux-ci sont en nombre 9{d). Ainsi le nombre d'éléments
de H d'ordre o est 0 ou g(d). Si ¢'était 0 pour une
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valeur de d, la formule n= X ¢(d) montrerait que
d|n
le nombre d’éléments de H est < n, contrairement a

I'hypothése. En particulier, il existe un éément xeH
d’ordre n, et H coincide avec le groupe cyclique (x).

Le théordme 2 résulte du lemme 2, appliqué & H = F;
et n=g—1; il est en effet évident que Iéquation
# = 1, qui est de degré d, a au plus d solutions dans F,.

Remarque. — La démonstration ci-dessus meontre gque,
plus généralement, tout sous-groupe fini du groupe multi-
plicatif d’un corps est cyclique.

§ 2, Equations sur un corps fini

Soit ¢ une puissance d'un nombre premier p, et soit K
un corps a4 ¢ éléments.

2.1. Sommes de puissances.

LEMME. — Soit u un entier = 0, La somme S(X¥) = X a*
zER

est doale &-1 si w est = 1 et divisible par ¢ —1; elle est égale
a 0 sinon,

(On convient que * =1 si u=0, méme siox=10)

Si u =0, tous les termes de la somme sont égaux al,
d'ott 8(X") = ¢.1 =10, puisque K est de caractéris-
tique p.

Si i est = 1, et divisible par ¢— 1, ona 0% = 0 et
w=1si x#0; doht X =(g—1).1=—1

Enfin, si « est = 1, et non divisible par ¢ —1, le fait
que K* soit cyclique d’ordre ¢ —1 (th. 2) montre qu'il
existe y e K’ tel que 3 # 1. Ona

S{Xux — E P E ),uxu =_}""S(X“),
2EK® zSE”

dol1 (1—3*).5(X¥) =0, et celaentraine bien 8(X¥) =0,

GORPS FINIS 13

(Variante. — Uiiliser le fait que, si d3 2, la sommes
des racines d-iemes de l'unité est nulle.)

2.2. Le ihdoréme de Chevalley.

TutoriMe 3 (Chevalley-Warning). — Soient
f:: € K[Xls vt Xn]

des polynimes & n variables tels que Y deg (f,) << n, elsoit V
Pensemble de leurs zéros communs dans K", On a

Card (V) = 0 (mod p).
Posons P = IT (1 —fi-1), etsoit x e K" Si % eV,
-3
tous les f,(x) sont nuls, et I'on a P{x) =1; si ¢V,
P'un des f,(x) est non nul, et f§ ~}(x}) =1, d’otn P(x} = 0.

Ainsi, P est la fonetion caractéristique de V. Si, pour tout

polynbéme £, on pose 3(f) = 2 flx), onadone:
zER"

Card (V) = 8(P) (modp),

et tout revient & montrer que S(P) = 0.
Or, Ihypothese X deg (f,) < n entraine

deg (P) < nlg—1);
donc P est combinaison linéaire de mondmes
Ke=Xpn . X

avec X, < n(g— 1); il suffit de prouver que, pour un
tel mondme X", on a S(X¥) = 0. Mais cela résulte du
lemme, puisque I'un au moins des #; est < §— 1, e.q.fid.

CororLare 1. — Si S deg (f,) < n, et si les fo sont
sans terme constant, les f, ont un zéro commun non trivial,

En effet, si V était réduit a{ 0}, onaurait Card (V) =1,
et Card (V) ne serait pas divisible par .




14 COURS D'ARITHMETIQUE

Le corollaire 1 s'applique notamment lorsque les f,
sont hemogénes; en particulier :

CoroLLaIRE 2. — Toute forme quadralique d’au moins
3 variables sur K a un 2éro non trivial,
{En langage géométrique @ toute conique sur un corps
ni a un point rationnel.)

§3. Loi de réciprocité quadratique
3.1. Carrés de F .

Soit ¢ une puissance d'un nombre premier f.

THEOREME 4. —a) 81 p = 2, towt élément de T est un carré,

by St p 2 2, les carrds de F, forment un sous-groupe
d'indice 2 de B ; ce sous-groupe est le noyau de I homomorphisme
X VR g paleurs dans { £ 1)

{En d’autres termes, on a une suite exacte :

1 —=FF—=F, —={+1}—1)

Lecasa) résulte de ce que & 1 #% est un automorphisme
de F,.

Dans le cas b), soit £} une cloture algébrique de Fy;
si x £F,, soit yefl telque 3* =% Ona

P

puisque ¥~ ' =1,

Pour que x soit un carvé dans F,, il faut et il suffit
que y appartienne 4 F,, c’est-a-dire que 3*"!' =1, On
voit donc bien que F}? est le noyau de x 1+ 22, De
plus, comme F; est cyclique d'ordre g-—1, lindice
de F? est égal &4 2,

3.2, Symbole de Legendre (cas élémentaires).
DEFmrTION. — Sit B un nombre premier # 2, et soit x € F,

On appelle symbole de Legendre de x, el on note (;}, PVentier
alE-lz —

CORPS FINIS 15

On convient d*étendre ce symbole & F,, tout cntier en

posant (g} = 0. Deplus,si x£Z apourimage x'eF,

'S
"
0 C T ) 4

na {;‘J (=) = (_f‘r : le symbuole de Legendre est un

"
on pose (;) =

«caractére» (cf. chap. VI, § 1. Vule théoréme 4, (j_i;} =1

équivaut & x e F?; i xeF, a pour racine carréc y

dans une ecldture algébrique de Fj, on a (f} = yF-l,
Calcul de (;) pour x=1,—1,2,

Si 1 est un entier impair, solent =(n) et win) les éléments
de Z/2Z définis par :

1 by 1 ) 0 s n=1 {mod 4]
en) = 5 (mod 2) = { 1 si = —1 {mod4)

21 0 si n==+=1 (modd)
win) = 5 {mod 2) :1 | si n=+5 (mod§).

[L’application < est un homomorphisme du groupe multi-
plicatif (Z/4Z)" dans Z/2Z; de méme, o est un homa-
morphisme de (Z/8Z)" dans &/2Z.]
THEOREME D. — On a les formudes
1
(=1
p

—1 .
i) (=) = (— 1

vy 42
i) () = (= 1)
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Seule la derniére mérite qu'on la démontre. 31 « désigne
une racine primitive 8-itme de Punité dans une cldture
algébrique Q de F, Vélément p = o 4o~ ! vérifie 3* =

{eneffet, ona ot =—1, dolt «* +a~"2=10). Ona:
AP = ? o,

Si o p=+ (mod 8), cela entraine 3 =y, d'ob

2

2 = yP-1 = 1_
( p}. y

S8i p= 45 (mod8), on trouve

= tat=—(atal) =—p

cela se voit en utilisant la formule « 4 «® - 25 - 27 = 0.
On en déduit que % = — 1, d’ol iii).

Remargue. — On peut exprimer le théoréme 5 de la
maniére suivante :

— 1 est un carré (madp) == p= 1 (modd).

2 est un carré (modp) <= p= +1 (mod8).

3.3. Lot de réciprocité quadratique.

Soient £ et # deux nombres premiers distinets, différents
de 2,

TrEoREME 6 (Gauss). — On o (g) = (1—;} (—1)sttieto),

Soit  une cloture algébrique de Fy, et soit w € £ une
racine primitive {-1éme de Punité. 81 x € Fy, élément @
a un sens, puisque ' = 1. On peut donc définir la
« somme de Gauss » :

y=2x (;) .
ze Fy
Lemue 1, — 3% = (— 172,

{Par abus de notations, on note encore ¢ 'image de ¢
dans le corps F,.)

CORPS FINIS 17

En effet :
}222(?5) Wt =3 w"(E {@I—-.ﬂ})
thr o wEFR, = {
Orsi ¢ 0

=1

i — 1) — ut ui =t

il S Y i R

et

(— 1)y = T G,
uEFg

11—t
cu= 5,1
LEF}

).

Siu=0, C= % {%) =¢—1; sinon s =1—u!

tEFy
décrit F,— {1}, et l'on a @
5 1 1
C, = o) = — (o) =—1

vu que dans F} il y a autant de carrés que d’éléments qui
ne le sont pas. Done :

X Cut=Ff—1— 2 wi=¢
WEFy uEFy

ce qui démontre le lemme.

Lemuve 2. — p#-1l = (;}.
Puisque £} est de caractéristique §, on a :

» — ) e = PR L W JU

=2 Gur=3 o w =l =d)

dPou y-1 = (?}.
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Le théoréme B est maintenant immédiat. En effet,
d’aprés les lemmes 1 et 2, on a

(=1
:

et d’autre part, le théoréme 5 montre que

( )=yt = &),

E—LI{ S AL
( 5 )={—1) .

Traduction, — Ecrivons {Rp si ¢ cst un carré (mod p)
(autrement dit, si £ est « reste quadratigue » modulo p) et
£Np sinon. Le théoréme § signifie que @

Rp = pRE si poué= 1 (modd)
IR p < pINE si poet £=—1 (modd).
Remarque. — Le théoréme O peut éire utilisé pour

calculer par réductions successives les symholes de
Legendre. Ainsi ¢
7

&) = () = () = (39) l3p)
A

AFPENDICE

Antre démonstration de la loi de réciprocité quadratique
{d'aprés G. Eisemstein, F. Grelle, 20, 1845, p. 177-184)

i) Le lemme de Gauss.

Soit p un nombre premier # 2, et soit 8 une partie
de F}, telle que F, soit réunion digjointe de 8 et de — 53
dans la suite, on prendra 3 = {1, ..., ‘br_—} .

CORFPS FINIS g

Si se8 et a=F,, on peut écrire as sous la forme
as — e,(a)s,, avec egfa) =41 et 5,8

a
LemuME [Gauss), — (,_b) = II ¢,(a).
SES
On remarque d’abord que, si s et 5' sont deux éléments
distinctsde 8, ona s, # 5, (carsinon, on aurait § = + &,
contrairement au choix de 5). On en conclut que s> 3,
est une bijection de 8 sur lui-méme. Faisons alors le
produit des égalités as = e,(a) 5,. On obtient :
a?= 2 1 s = ( I1 e,(a)) TT 5, = ( IL ¢5(a)} 11 «
sER sER :

FES sE 3 a3
d’ot
fr =100
a —Slé[sesﬂa] N

" a ' ia, '} =)
ce qui démontre le lemme, puisque () =a'?" =
dans F,. ?

Exemple, — Prenens a =2, et S = {1, ;ﬁ—_“:l}

Ona eg(2)=1 s ZSEPE et ¢,{2) =—1 sinon.

Onen conclut que (}) = (— 1), olun(p) estle nombre
F—1 p—1
I < 5= T
forme 144k (resp. 3 + &), on a nip) =4+ L
i')

d'entiers s tels que Sipestdela

On retrouve ainsile fait que (:;] =15 p=+1 (mod8]

2
et {;) Sy Si ﬁ = T El |:1Tlod. 3}, Cf. théﬁrélnﬂ' 51

i) En lemme iriganoméirique.

LEMME. — Soit m wn entier positif impair, On a ¢
sin ma . . o 2mj
— = [ dfm-ni 11 (sin®x — sin® j).
sin & L j lin =102 m
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Cela sc vérifie sans difficulté (on peut, par exemple,
démontrer d’abord que le premier membre est un poly-
néme de degré (m — 1)/2 en sin? x, puis remarquer que

. . . g 2T)
ce polynbme a pour racines les sin® —=, avec
m
155 (m—1)[2;

le facteur (— 4)" ~ D2 g'obtient en comparant les coeffi-
clents de £~ 1= dans les deux membres).

iii) Démonstration de la loi dz véaiprocilé.

Soient ¢ et p deux nombres premiers distinets, et diffé-
rents de 2, Soit 8 ={1, ..., (#—1)/2}, comme ci-des-
sus. D’aprés le lemme de Gauss, on a .

£
= I1I e.(6).
()= al®
Or I'égalité {5 = ¢,({) 5, montre que
2= 27
sin = fr = e () sin — 5
P ( J ﬁ' 4

En faisant le produit de ces égalités, et en tenant compte
de ce que s+ s est une bijection, on obtient :

= 2r

En appliquant le lemme trigonométrique avec m = £,
ceci peut s'éerire !

d 2ms 2t
Y ! of =112 9 R -
(P] —EEIS (—4) [T (sin 5 sin? —

IET

)

¢'}
= (— 4)!{-1] w-nit I (sin“ 2 sin? 2t
SEBULET 4 {

)J

CORPS FINIS 21

ott T désigne 'ensemble des entiers compris entre 1
et (£ —1)/2. En permutant les réles de £ et p, on obtient
de méme :

(E) = (—4)¢-np-ws ] [sin‘zz%ﬂ_sina ij.

¢ sEBIET J2

Les facteurs donnant (g) at (%) sont done identiques, au

signe prés, Comme il y en a {p—1)({—1)/4, on
trouve

(5) = () (oo,

ce qui est bien la loi de réciprocité quadratique, cf. théo-
réme 6.
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CORPS p-ADIQUES

Dans tout ce chapitre, p désigne un nombre premier.

§1. L'anncau Z, et le corps @,

1.1. Définitions.

Pour tout 2 1, posons A, = Bip*Z; c’est 'annean
des classes d’entiers {mod 7). Un élément de A définit
de manitre évidente un élément de A, _;; on obticnt
ainsi un homomorphisme

Dt An - An =1
qui est sl.lrjectif, et de noyau pP~ 1A
La suite :

LA A Ay Ay
forme un « spstéme projectif », indexé par les entiers = L.

Dérmrion 1. — On appelle anneau des entiers p-adiques,
st on nole Z,, la limite projeclive du systime (A, p,) défint
ci-dgssus,

Par fiéﬁ:ﬁti«:ﬁ, un élément de &, = lim. (A, ¢,) est
une suite & = (..., X, ..., ), avee !

2,

W

x, A, et g x)=x,_4 si 7
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L’addition et la multiplication de Z,, sont définies « coor-

données par coordonnées »; autrement dit, Z, est un

sous-annea du produit TT A,. 8il'on munit les A, dela
=

=1
topologie discréte, et IT A, de la topologie produit, Pan-
neau Z, se trouve muni d'une topologie qui en fait un
espace compact (car fermé dans un produit d’espaces
COmpacts).

1.2, Propridtés de B,

Soit =, : Z, — A, P'application qui associe & un entier
p-adique ¥ sa n-idme COMPOSANLE X,.

R

Propostriox 1, — La suite 0 — B, > 2, 2 A, =0 est
exacle,

(On peut donc identifier Z,/p" 2, & A, = Zjp" Z.)

La multiplication par p (donc aussi par p*) est injective
dans Z,; en effet, si x = (»,) est un entier p-adique tel
que px =0, ona px, ., =0 pourtoutn, ce qui entraine
que x,., est de la forme p"y,.,, avee yu €8,
COMME &, = @, 1[4y, 1), ON VOIt que %, est également
divisible par p", donc est nul.

Il estclair quele noyaudes, contient g 2, ;inversement,
si x = [x,) appartientaKer (e,},ona x, = 0 (mod p")
pour tout m = 1, cc qui signifie gqu'il existe un €élément
v, -, bien déterminé de A, _, tel que xp, = p" ¥,y
Les 3; définissent un élément y de Z, = lim. A, et l'on
vérifie tout de suite que p*y ==x, ce qui acheve de
démontrer la proposition.

Prorosition 2. — a) Pour qu'un éléiment de Z, (resp.
de A) soit inversible, il faut et il suffit qu'il ne soit pas divisible
par p.

b) St U désigne le groupe des éléments inversibles de B,
tout élément de B, différent de 0 'écrit de fagon unique sous la
forme pru, avec ueU e nz 0.
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(Un élément de U est appelé une unité p-adigue.)

1l suffit de prouver a) pour les A, ! le casde Z; en
résultera. Or, si x €A, n'appartient pas & pA,, son
image dans A, = F, est non nulle, donc inversible; il
existe alors p,zed, tels que x=1—pz, dob
ap(l +pz 4+ ... +p*" 12"~ 1) =1, ce qui montre bien
que & est inversible,

D’autre part, si x € Z, est non nul, il existe un plus
grand entier n tel que x, = ¢,(x) soit nul; on a alors
x = p"u, avecu nondivisible par p,d’olt # € U d’aprés a).
L’unicité de cette décomposition est évidente.

Notation, — Soit x un élément non nul de Z; écrivons x
sous la forme p"#u, avec u € U, L'entier n est appelé la
valuation p-adigue de x, et noté v, (x). Onpose v,(0) = + 0,
et 'on a ¢

v () = vy(x) + 2,09)
up(x -+ 3) 2 Inf (2,(), v,()-

11 résulte aussitdt de ces formules que Z est un anneau
intégre.

PropPoSITION 3. — La topologie de 2, peut étre définie par
la distance
d{x’y = g tplE =l

Lannear B, est un espace complet, dans lequel 2 est dense.

Les idéaux $"Z, forment une base de voisinages de 0}
comme x € p*Z, équivautd z,(x) = n, on voit bien que
la topologie de Z, est définie par la distance

! — g VplE =l
d'\xs,l":’ =& F *

Comme %, est compact, il est complet. Enfin, si x = (x,)
est un élément de Z,, et si y,€Z est congru & x,
(mod p*), on a lim.y, = x, ce qui prouve que Z est
dense dans Z,.
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1.3, Le corps Q.

DEFmITIoON 2. — On appelle corps des nombres p-adiques,
el on note Q,, le corps des fractions de I'anneau Z,,.

On voit toutdesuiteque @, =2Z,[p~']. Toutélémenty
de @ s'écrit de fagon unique sous laforme p" 1, avec 7 € Z,
we U; ici encore, n s’appelle la valuation p-adique de x,
et se note z,(x). Ona z,(x) = 0 sietseulementsi x €2,

Propostrion 4. — Le corps @, muni de la topologie difinie
par d{x, y) = e WV, et localement compact, el &, en est
un sons-annea onver! ; le corps Q est dense dans Q.

Clest immédiat.

Remargues. — 1) On aurait pu définir @, (resp. Z,)
comme le complété de @ (resp. Z) pour la distance p-adiqued.

2) La distance d vérifie Uinégalité « ultramétrique » :

dix, ) < Sup (d(x, ], d( 3, ).

On en déduit facilement qu'une suite #, a une limite si
et sewlement si lim, (i, . —#,) = 0; de méme, une
série converge si et seulement si son terme général tend
vers (.

§ 2. Equations p-adiques
2, 1. Solutions.

LeMME, — Soit .. > X, =X, ;= ... =X un
systéme projectif, et soit X = I{iE.X,, sa limite projective, Si
les X, sont finis et non vides, X est non vide.

Le fait que X soit # @ cst clair siles X, — X, _, sont
surjectifs; on va se ramener a ce cas, Pour cela, notons X,
I'image deX, , ,dans X ; pourn fixe, lesX, , forment une
famille décroissante d’ensembles finis non vides; il cn
résulte que cette famille est stationnaire, i.e, que X, , est
indépendant de p pour p assez grand. Soit Y, cette valeur
limite des X, ..Onvérific immédiatement que X, =X, _;

X i, o :
applique ¥, sur Y, _4; comme les Y, sont non vides, on
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a lim.Y, # ¢ d'aprés la remarque faite plus haut;
d’ol, e fortiori, lim. X, # 2.
- —

Notation. — 81 fe B [X,, ..., X,] est un polyndme
4 coefficients dans Z,, et 51 # est un entier = 1, on note f,
le polynéme & coefficients dans A, déduit de fpar réduc-
tion [mod p*),

Proreosttion 5. — Soient Ve Z [X, ..., X,] des
polynémes & coefficients entiers p-adiques. Il y a équivalence entre

1) Lesf' ont un zéro commun dans (L7,

i) Pour fout n= 1, les polynimes f,7 ont un zéro commun
dans (A"

Soit X (resp. X, Pensemble des zéros communs aux f*9
(resp. aux £, Les X, sont finis, et 'ona X = li{_m.X,,;
d’apres le lemme ci-dessus, X est non vide si et seulement
si les X, sont non vides; d'olt la proposition,

Un point & = (xy, ..., x,) de (Z,)" est dit primitif si
I'un des x; est inversible, ¢’est-d-dire si les v; ne sont pas
tous divisibles par #; on définit de maniére analogue les
éléments primitifs de {A,}"

Proposition 6, — Seient £ e B [X,, ..., X,,] des paly-
néimes homogénes & coefficients entiers p-adiques. Il y a équivalence
enire :

a) Les 1 ont un zéro commun non trivial dans Q™.

by Les £ ont un zére commun primitif dans (&, )™,

¢) Powr tout nz 1, les fi' ont un zére commun primitif
dans [A,)™

L'implication b} = a) est évidente. Inversement, si
%= (x,...,%,) estunzérocommun non trivial des f*,
posons

ho=Tnf (oylay), o o(5)), ety =g

Il est clair que v est un élément primiaf de (Z %, et que
quc ¥ P (L)t B g

]
K

¢'est un zére commun des £''; on a donc bien b) = a).
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Quant 4 I'équivalence de b) et ¢}, elle résulte du lemme
donné plus haut.

2.2, Amélioration des solutions approchées.

Il s’agit de passer d’une solution {mod #") & une solution
véritable (ie. & coefficients dans Z,}. On utilise le lemme
suivant (analogue p-adique dela « méthode de Newton ») :

Lemme, — Soit feZ [X], et soit f' sa dérivée. Soient
xed, nked telsque 02k < n, fx) = 0 (mod p*),
v {f'(x)) = k. Il existe alors y €&, tel que :

£(3) = 0 (mod g +1)
Wlf)) =k e y=x (modpoE).

Prenons y delaforme » + p"* %z, avec z € &,. D'aprés
la formule de Taylor, on a :

FO) =F) + 9705 ) + 40 Fa, avee el

Par hypothése, on a f(x) = p"b et f'(x) = p*¢c, avec
beZ, et ceU; cela permet de choisir 2 de telle sorte
que

b4+ =0 (modp).
Dés lors

F(3) =pb + 2z) "2 =0 (modp**?)

puisque 27 — 2k = n. Enfin, la formule de Taylor appli-
quée & ' montre que f'(y) = p*¢ [mod p* ~*); comme
n—*% >k, onen déduit bien que 2, (f'(y)) =&

TutorkMe 1, — Soient
fE.Z-,[XI_, Cay le], x=(x) e (@, n kel
el j un entier compris entre 1 el m. On suppose que 0 2k <,
el que

Flx) =0 [mod p") et v, (;—}“;j (x}) = A
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Il existe alors un zéro y de f dans (B)™ qui est congru & x
module p* ¥,

Supposons d’abord que m = 1. En appliquant le
lemme ci-dessus 2 =™ = x, on obtient x"' €Z,, congru
4 0 (mod p"*), et tel que :

FlxM) =0 (mod p*+1), 2, (' (x) = E.

On peut appliquer le lemme 4 %%, en remplagant n
par n -~ 1. De proche en proche, on construit ainsi une
suite 2, ..., 2, .., telle que :

Al = xta: (mod Pni—q—k)J f{xﬂw} =10 {:mod Pn—'q}_

Clest une suite de Cauchy; si Pon note y sa limite, on a
dvidemment f(y) =0 et y=x (modp"~%), d'ol le
théoréme dans ce cas,

Le cas m>> 1 se raméne au cas m = 1 car on ne
modifie que x;. Plus précisément, soit feZ [X;] le
polyndme & une variable obtenu en remplagant les X,
i # §, parles x. On peut appliquer ce que 'on vient de

démontrer 4 f et 4 x;; on en déduit Uexistence de y; = ¥

{mod " %) tel que }"(_yj) = 0. Sil'on pose y; = x; pour
i % §, I'élément y = () répond a la guestion.

CoroLLAIRE 1, — Tout zére simple de la réduction modulo p
un polynime f se reléve en un zéro de f & coefficients dans Z,.

(Si g est un polynéme sur un corps, un zéro x de g
est dit sémple si I'une au moins des dérivées partielles fig/EX;
est non nulle en x.)

CPest le cas particulier n =1, 2 = 0.

COROLLAIRE 2. — Supposons p # 2. Soit
fX) = Za; XX,
avec a;; = ay, une forme quadratique & cogfficients dans Z,
dont le discriminant det (a;;) est inversible. Soit a € Z,. Toule
solution primitive de Uéquation f(x) = a (mod p) se reléve en
une solution exacte.
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Vu le corollaire 1, il suffit de voir que » n‘annule pas
toutes les dérivées partielles de f modulo p. Or :

é
c_}{_ = 2%}&55}{,— ;

4

comme det (g;) == 0 (modp) et que x est primitive,
on voit bien que I'une de ces dérivées partielles est £ 0

{mod f).

ClOROLLAIRE 3, — Supposons p = 2. Soit
J= 2a; XX

avec a,; = ay, une forme quadratique @ coefficients dans B,
et soit @€ B Soil x une solution primitive de flx) = a
(mod 8). On peut velever x en une solution exacle, potroe que x
wannule pas toutes les 8f|6X; modula 1; cetle derniére condition
eit notamment vérifide st det (a;;) est tnversible.

La premitre assertion résulte du théortme, appliqué
4 n=23, k=1; la seconde se démontre comme dans
le cas ## 2 (i cela prés qu'il faut tenir compte du
facteur 23,

§ 3. Le groupe multiplicatif de q,
3.1. La filiration du groupe des unités.

Soit U =12, le groupe des unités p-adiques. Pour
tout 72 1, onpose U, =1 4 p"Z;; ilest clair que U,
est le novaun de 'homomorphisme ¢, : U — (BipmZY.
En particulier, le quotient U/T, s'identifie a F, donc est
cyclique d’ordre p— 1 {cf. chap. I, th. 2). Les U, for-
ment une suite décroissante de sous-groupes ouverts de U,
et l'en a U= h{_rn U/U,. Si nz 1, lapplication
(1 + ") > (x module p) définitun isomorphisme

U, /U, > EZ
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cela résulte de la formule :
(14 po)(1 4 p72) = 1 b pPlx =) (mod p" 7).

On en déduit, par récurrence sur , que U, /U, est d’ordre
-1
F A

LeMME, — Saif 0 — A — E — B — 0 une suile exacte de
groupes commutatifs (natés additivement), avec A et B Sfinis
d'ordres a et b premiers entre eux. Soit B' Uensemble des x €
tels que bx = 0. Le groupe E est somme divecte de 1\ et de B';
de plus, B' est le seul sous-groupe de E isomorphe & B.

Puisque « et & sont premiers entre cux, il existe 7, 5 € Z
telsque ar - bs = 1. Si e ANB, ona av = bx =0,
dott lar + bs) x =x=0; ainsi ANB = 0. De
plus, tout e E peut s'éerire & = arx - bsv; comme
b =0, ona BEC A, d’olt bsx e A; d'autre part, on
a abf =0, doi arxeB. On voit donc bien que
E = A@DB, etlaprojection L — B définit un isomor-
phisme de B’ sur B. Inversement, si BY est un sous-groupe
de E isomorphe 4 B, on a #B" =0, d'ot B"C DB et
B" = B’ puisque ces groupes ont le méme ordre.

ProrosiTioN 7. — Ona U=V x U, o
V={xeUlar-t =1}
est le seul sous-groupe de U isomorphe a Fy,.
On applique le lemme aux suites exactes :
1-U/U, -0V, —-F,~1
ce qui est licite puisque lordre de Uy/U, _, est Pt et

celui de F) est  — 1. On en conclut que U/U,, contient
un unique sous-groupe V, isomorphe & F7, et la projection

.U!IIUw - Ul'lUﬂ -1
applique V, isomorphiquement sur V,, _,. Comme
U = lim.U/U,
ﬁ
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on en déduit par passage 4 la limite un sous-groupe v
de U isomorphe 2 F}; ona U =V x Uy; lunicité de v
résulte de celle des V.

CloROLLAIRE. — Le corps Q,, contient les racines (p— 1)-témes
de 'unité,

Remarques. — 1) Le groupe V s'appelle le groupe des
représentants multiplicatifs des éléments de Fy. _

2] L'existence de V peut aussi se démontrer en appli-
quant le corollaire 1 au théoréme 1 & I'équation

Xr-l-1=0.
3.2. Structure du groupe U,.

LEMME. — Soif we U, — U, .y, avec nz 1si p#2
et nz2 8 p=2 Onaaors ¥»eU,,;, — U, .
L'hypothése signifie que x =14 &p®, avec k# 0
(mod p). D’apres la formule du bindme, on a
& =14k L R

et les exposants de p dans les termes non écrits sont
2 9% + 1, donc aussi = »n + 2. D'autre part, on a
np=n+ 2 (grice au fait que 222 sip= 2). On
en conclut que

=14 k"1 (modp**?)
diohh 22U, ., — U, ..

Prorostrion 8. — Si p # 2, Uy est isomorphe & Z .
Si p=2, ona Uy ={+ 1} x Uy et Uy est isomorphe & Z.

Qccupons-nous d’abord du cas p # 2. Choisissons un
élément x € U, — U, par exemple & =1 + ¢ D'aprés
lelemme ci-dessus, on a o' € Uy, — Uy, Soita,l'image
de o dans U,/U,;ona (x,)°" " # 1 et {@,)*" " =1 en
vertu de ce qui précéde, Mais U, /U, est d’ordre " ~1; on
en conclut que c’est un groupe ¢ycligue, engendré par a,.
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Notous alers 0, , Tisomorphisme zw»ef de Zfp" 2
sur U,/U,. Le diagramme

L

Zipnd —

U /U, 41

| |
Al A

Zipr-1Z %y U,

est commutatif. On en conclut que les 0, , définissent un
isomorphisme 0, de Z, = lim.2/#" 14 sur
e

Ul = h£ U}.I'rUﬁ!

d’ol la proposition pour p # 2.

Supposons maintenant que # = 2. On choisit alors
« e U, — U,, autrement dit & = 5 (mod 8). On définit
comme ci-dessus des isomorphismes

0, . B2 24 -V, U,,

d'oll un isemerphisme 0, : Z, - U,. De plus, Phomeo-
maorphisme
U, - U /U, ~ Z&f2Z

induit un isomorphisme de { &= 1} sur Z/2Z. On en déduit
que U, ={+1} x U,, cq.fid.

THEOREME 2, — Le groupe Q, est isomorphe &
ZxZ,x(p—10)Z i P2
el &
Zx2, 222 &€ p=2.

Tout élément x £ @), s'écrit de fagon unique sous la
forme x = p"u, avec neZd et ucWU. On a donc
Q, =~ Z x U. D’autre part, la proposition 7 montre

J.-F, SERRE 2
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que U=V x U, ot V est cyclique d’ordre p—1;
enfin, la structure de U est donnée par la proposition 8.

3.3, Carrés de Q.

TuEOREME 3. — Supposons p £ 2, ef soit x = ptu un
élément de Q) avec neZ et ueU. Pour que x soit un carré,
il fout et il suffit que n soit pair, et que Pimage # de o dans
F, = U/U, soit un carré.

(Ceette dernitre condition revient a dire que le symbole

de Legendre (E] de # est égal & 1; nous écrirons par la
suite (E) au lieu de (2).)

Décomposons u sous la forme u = v.1;, avec ¥ eV
et u, eV, La décomposition @, =Z x V X U, du
théoréme 2 montre que ¥ est un carré si et seulement si
5 est pair et v et #; sont des carrds; mais U, est isomorphe
afZ, et2est inversible dans Z,; tout élément de U, est
done un carré. Comme V est isomorphe a Fy, le théoréme

en résulte,

COROLLAIRE. — S8 p # 2, le groupe Q,[Q est un groupe
de type (2, 2) ; il admel pour représentants{ 1, p, u, up otk ¥ € u

est tel que (g} =—1
(est évident.

TrtoriME 4. — Pour quun élément x = 2%u de Q; sott
un carrd, 1l faul et il suffie que n soit pair et que 1 = 1 {mod 8).

La décomposition U = {4 1} x U, montre que « est
un carré si et seulement si z appartient & Uy, ¢t est un carré
dans U,. Or I'isomorphisme 0, : Z; — U, construit dans
la démonstration de la proposition 8 applique 2"Z, sur
U,,.; on en conclut {(pour n=1) que I’ensemble des
carrés de U, est égal 4 Ug. Un élément u € U est done
un carré si, et seulement si, il est congru @ 1 modulo 8,
d’ot1 le théoréme.
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Remargue. — Le fait que tout élément de Uy est un carré
résulte ausst du corollaire 3 au théoréme 1, appliqué & la
forme quadratique X2

C'OROLLAIRE. — Le groupe Qa/Q;° est de type (2,2,2). 1l
admet pour représentants {£ 1,43, =2, = 10}

Clela résulte du fait que {-= 1, + 5} est un systtme de
représentants pour U[Us.

Remarques, — 1) Pour p =2, définissons des homo-
morphismes &, w 1 U/U; = Z[2Z au moyen des formules
du chapitre I, n® 3.2 :

j __z—i 12 [U si oz= 1 {modé)
efz) = 5 (mod 2) = 1 si #=—1 (modd)
w(z) = -8 (mod 2) = l 1 si 2=+ 5 (mod8).

11 est clair que € définit un isomorphisme de U/U, sur
Zj2Z et w un isomorphisme de U,/U, sur Z/2Z. Le
couple (g, w) définit donc un isomorphisme de UfU, sur
Z[2Z x Z/2Z; en particulier, une unité 2-adique 7 est
un carré si et seulement si Pon a £(2) = w(z) = 0.

2) Les théorémes 3 et 4 montrent que Q;? est un sous-
groupe ouvert de Q.




CaarrTre 111

SYMBOLE DE HILBERT

§1. Propriétés locales

Dans ce paragraphe, la lettre £ désigne, soit le corps R
des nombres réels, soit le corps @, des nombres p-adiques
(p étant un nombre premier).

1.1. Définition et premiires propriélés,

Solent a4, b k&', On pose !

(ab)= 1si #—a*—5*=0 a une solution
# (0,0,0) dans A%
(a, b) = — 1 sinom.
Le nombre {a, §) = = 1 sappelle le symbole de Hilbert

de a et b, relativement & &. 1! est clair que (g, &) ne change
pas lorsqu’on multiplie @ et & par des carrésy le symbole
de Hilbert définit donc une application de k'[R™ x kIR
dans {+ 1}

ProposirioN 1. — Soient a, b e k', et soit &y = kia/b)
le corps obtenu en adjsignant & k une racine carrée de b
Pour que (a, b) = 1, il faut et il suffit que a afipartienne au
groupe Nk des normes des éléments de %

Si # est le carré d'un élément ¢, Péquation

#—at—ht=0
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admet (¢, 0, 1) pour solution, ct l'on a (g, b) = 1, d'on
la proposition dans ce cas, puisque £, = & st Nk, = &~
Sinon, k, est quadratique sur k; si § désigne unc racine
carrée de b, tout élément E ek, s'écrit z -+ [y, avec
y, 26k, et la norme N(E) de £ est égale & 22— by,
Si a € Nk;, il existe donc 3, z €% tels que a = 22— &7,
si bien que la forme quadratique z* —a® —§* a un
zéro (z, 1,7}, et Pon a (a,b) = 1. Inversement, si
{a, b) = 1, cette forme a un zéro (z,0,9) 5 (0,0,0);
on a nécessairement x # 0, car sinon b serait un carre;

P .
on en conclut que 2 est norme de - + E?a'l.
x X

ProposITION 2. — Le symbole de Hilbert satigfait aux
Jormules
i) (a,b) = (bya) et (a,¢") =1;

i) (@,—a) =1 et (a1 —a] =1;
i) (a,8) =1 = (aa’, b) = (@, b);
iv) (a, b) = (a, — ab) = (a, (1 —a} b},

=1

{Dans ces formules, a, 4", b, ¢ désignent des ¢léments
de %"; on suppose a # 1 lorsque la formule contient le
terme 1 —a.)

La formule i) est évidente. Si &= -—a (resp. si
b=1—a), la forme quadratique z*—ax®—£&" a
pour zéro (0, 1, 1) (resp. (1, 1, 1}); ona donc (g, #] = 1,
ce qui démontre ii). 8i (a4, &) = 1, I'élément a appartient
au sous-groupe Nk, cf. proposition 1; on a donc

a Nk <= aa' = NAg
ce qui démontre iii). La formule iv) résulte de i}, i), i),

Remargue. — La formule iii) est un cas particulier de
la formule
v) (aa’, b) = (a, B) {a', b)
qui exprime la bilinéarité du symbole de Hilbert; cette
formule sera démontrée an numéro suivant.

i ———
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1.2, Caleul de (a, §).

Tuforive 1. — 8 k=R, ona (g, b) =1 staoubd
est = 0t (g, b) =—1 siaethsont <0

Si b= Q,, eisilonderit a, b sous la forme p*u, pPo ol u
et v appartiennent au groupe U des unités pradigues, on a :

(@, 8) = (— D= () (5)° §op#2

l:a’ b] — (__ ljamheic}+am‘.yj + Peainl 5 p= 2.

[On rappelle que (g) désigne le symbole de Legendre (%],

ot # est Vimage de u par 'homomorphisme de réduction

modulo p : U —F,. Quant 2 e(u) et wiu), ils dészignclilt
. u—1 ut —

respectivement la classe modulo 2 de —5— ¢t de g

cf. chap. II, n® 3.3.]

THEOREME 2. — Le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire
non dégénérée sur le Foespace vectoriel k" [R'%.

[La bilinéarité de (g, b} n'est autre que la formule v),
mentionnée 4 la fin du n® 1.1; Passertion « (a, B est
non dégénérée » signifie que, si b ¥ esttel que (a, b} =1
pour tout @€k, ona beR™]

COROLLAIRE, — Si b n'est pas un carré, le groupe Nkj
défini dans la proposition 1 est un sous-groupe dindice 2 de k.
L’homomorphisme ¢, 1 & —>{+ 1} défini par
py(a) = (a, b)

a pour noyau Nk;, d’aprés la proposition 1; d’autre part,
®, est surjectif, puisque (g, #) est non dégénérée. Ainsi,
@, définit un isomorphisme de k' INE; sur {4 1}; dou
le corollaire.

Remargue. — Plus généralement, soit L une extension
finie de & qui est galoisienne, et dont le groupe de Galois G
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est commutatif. On peut montrer que k' (NL' est isomorphe
& G, et que la connaissance du groupe NL' détermine L;
ce sont 14 deux des principaux résultats de la théorie dite
« du corps de classes local ».

Démonstration des théorémes 1 et 2.

Le cas oit kB = R est trivial; on notera que &k est
alors un espace vectoriel de dimension 1 (sur le corps Fy),
admettant pour représentants {1, — 1}

Supposons maintenant que & = @,

LevME. — Soit ve U une unitd p-adique. Si [équation
2 —pxt —uy® = 0 a une solution non triviale dans Q,, elle
a une solution (2, x,y) telle que 2,3 €U et vy,

D’aprés la proposition 6 du chapitre 11, n® 2.1, I'équa-
tion considérée a une solution primitive (2, x, y). Montrons
que cette solution répond & la question. Sinon, on aurait
soit y=0 (modp), soit z=0 (modp); puisque
2—12 =0 (modp), et v=0 (modp), on aurait &
lafois y = 0 (modp) et z =0 (modp}, do pat=10
{mod p%),i.e. x = 0 (mod p), contrairement au caractére
primitif de (2, %, 7).

Revenons maintenant 4 la démonstration du théo-
réme 1, en supposant d’abord p # 2.

11 est clair que les exposants o. ¢t B n’interviennent que
par leur résidu modulo 2; vu la symétrie du symhole,
il y a trois cas & considérer :

1) a=0, 8=0 1 faut vérifier que (¥, 2) = 1.
Or Péquation

2t — it =

a une solution non triviale modulo p (cf. chap. I, § 2,
cor. 2 au th. 3; comme le discriminant de la forme qua-
dratique considérée est une unité p-adique, cette solution

M

i et < > ——
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se reléve en une solution p-adique (chap. II, n® 2.2,
cor. 2 au th. 1); on a donc bien (u,z} = 1.

9) w=1, p=0. Il faut vérifier que (pu, ) = {E).

Comme (x,2) =1, on a (pu,v) = (p,v) daprés la
formule iii) de la proposition 2; il suffit done de vérifier

0] - .
que (p,v) = (15) Clest clair 51 2 est un carré, les deux
. u
termes étant égaux 4 1. Sinon, on a [;}) = — 1, cl. cha-

pitre 11, n° 3.3, théoréme 3; le lemme ci-dessus montre
alors que 22— pa?—p?® m'a pas de zéro non trivial,
et 'on a bien (p,v) = — L.

3) o =1, B =1. Il faut veérifier que :

u, pr) = |'l'._ 1}@—]:]’2 B E}
() or
Or la formule iv} de la proposition 2 montre que :

(pu, pr)y = (pu, — ptun) = [ fu, — ur),

D’aprés ce que I'on vient de voir, on a donc :

)

— ur
j4

1
d’otr le résultat cherché, puisque (——) = (— 1)P7H2

(pu, p) = (

Une fois le théoréme 1 établi (pour p # 2), on en
déduit le théortme 2; en effet, la formule donnant (g, b)
montre que ¢'est une forme bilinéaire; pour prouver que
cette forme est non dégénérée, il suffit d’exhiber, pour
tout a ek’ [k distinct de I’élément neutre, un élément b
tel que (a, b) = — 1. D’aprésle corollaire au théoréme 3
du chapitre II, n® 3.3, on peut prendre @ = f, & ou up,
u
£

respectivement o, p et w,

avec ue U tel que (=) = —1; on choisit alors pour &
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Le cas p = 2. Ici encore, « ¢t b n'interviennent que
par leur résidu modulo 2, et il y a trois cas & considérer :

1) 2 =0, =0 1l faut vérifier que (1,z) =1 s
¥ ou v est congru 4 1 (mod4) et (#,) =—1 sinon.
Supposons d’abord que z=1 (mod4). On a alors
=1 (mod8),ou «=5 (mod8§). Dans le premier cas,
u est un carré (cf. chap. 11, n® 3.3, th. 4] et I'on a bien
(1, ) = 1. Danslesecond cas,ona # + 42 = 1 (mod 8)
et il existe weU tel que o®=u -+ 4; la forme
22— ux® —p? a donc pour zéro (w,1,2), et 'on a
bien (#, ) = 1. Supposonsmaintenant que 4 = v = —1
{mod 4); si (2, x, ) est une solution primitive de

2yt — 2 =10,

ona 22+ a2 4 2 = 0 (mod4); mais les carrés de Z/1Z

sont 0 et 1; cette congruence entraine done que =, 5, £ sont

congrus 4 0 (mod 2), contrairement a Ihypothése de

primitivité. On a done bien (u,2) = —1 dans ce cas.
2) =1, p =0, Il faut vérifier que :

(2u, z) = (_. ]:,zt-.fj Biw + wiz)

Montrons d’abord que (2,v) = (— 1)*%, cest-a-dire
que (2,0) =1 équivaut & 2 = £ 1 (mod8). D’'apres
le lemme ci-dessus, si (2,7) = 1, il existe x, 7, 7 € &, tels
que 22—22—p?=0 et 3,220 (mod2). On a
alors )2 = 22 = 1 (med8),d'olt 1 —2x*—v = 0 (mod 8}.
Mais les seuls carrés modulo 8 sont 0, 1 et 4; on en tire
bien que 2= £ 1 (mod 8}, Inversement, si v =1
(mod 8),vestuncarréet (2,v) = 15 si ¢ = —1 (mod 8),
Péquation 22— 22% —p? =0 admet (1,1, 1) pour
solution modulo &, et cette solution approchée se releve
en une solution véritable (cf. chap. II, n* 2.2, cor. 3 au
th. 1}; on a done bien (2,7) = 1.

Il faut ensuite montrer que (2w, z} = (2, v}y, v);
d’aprés la proposition 2, c'est vrai si (2,2) =1 ou
{u,v) = 1. Ilrestelecas (2,v) = (n,v) = —1,le =3
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fmod 8) et # = 3 ou — 1 {mnd 8); quitte & multiplier «

et # par des carrés, on peut donc supposer que ¥ = — 1,
v=23 ou =23, v =—2>5; or les équations
2% 4 2% — By = ct 2—06r 3+ 9t =10

ont pour solution (1,1, 1); on a donc hien {x, ) = 1.
3) =1, 8 = 1. Il faut vérifier que :

{2&, 23:1 — {_, ])t(zel i + winl &+ el

Or la formule iv) de la proposition 2 montre que :
(2u, 2v) = (2u, — duw) = (20, — uv).

D’aprés ce que 'on vient de voiry on a done @
—ypl = -t
EEH: 21’) — (_, 1}:&‘] g{—up) = e mh_

Clomme =(— 1) = 1, w(— 1) =0 et =(u){1 +e(u)) =0,
Iexposant ci-dessus est bien égal & e{u) e{r) -+ w(n) + wiz),
ce qui achéve la démonstration du théoréme 1. La bili-
néarité de (a, #) résulte de la formule donnant ce symbole,
puisque £ et w sont des homomorphismes. La non-dégéné-
rescence s¢ vérifie sur les représentants multiplicaiifs
fu,2u}, avec = 1,5, —1 ou—>5; onaeneffet :

(3,20) = —1 e {(—1,—1)=(—1—58)=—1

Remarque. — On peut expliciter la matrice de la forme
bilinéaire (a, b} par rapport & une base de &' [R™ :

— Pour & =R, c'est la matrice (— 1).

— Pour 2 =@Q,, p+ 2, avec la base {p,u}, ol

i, , . 1 —1
{fa,l =—1, :clst li {nau]cu (_1 1) s1op=1
{mad 4], et ( { 1) sinon,

— Powr & =@, avec la base {2, — 1,3}, c'est la

matrice :
1 1 — 1
I —1 ]).
—1 1 1
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§ 2. Propriétés globales

Le corps @ des nombres rationnels se plonge comme
sous-corps dense dans chacundescorps @, et R. Si 4,6 €Q’,
on note (a, §), (resp. (a, #},.) le symbole de Hilbert de
leurs images dans @, {resp. dans R). On désigne par V
la réunion de 'ensemble des nombres premiers et du
symbole oo, et Pon convient que @, = R.

2.1, La formule du produst.

TutoriME 3 (Hilbert). — 5 a, b e @', ona (a,b), =1
pour presqus tout v e V, et

I1 (2,8, = 1.
rEY

{L'expression « presque tout 2 &V o» signifie « tous
les éléments de V sauf un nombre fini ».)

Puisque les symboles de Hilbert sont bilinéaires, il
suffit de démontrer le théoréme lorsque @ et b sont égaux
a — 1 ou a un nombre premier. Dans chague cas, le
théortne 1 permet le calcul des (g, &)

Na=—1, f=—1. On a

(D= (—1,—1)y=—1 et (—1,—1), =1

wo

sip# 2, c0; le produit est bien egal 4 1.
2 a=—1, b=14 avec f premier. Si f =2, ona

(—1,2), =1 pour tout vV ;
sif#£32 ona
(—1L8,=1 si vs2,/{

et
(—1,8), = (—1,8), = (— 15 ;

le produit est bien égal a 1.
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Na={¢ b=¥F, avec £, premiers. Si {=¢, la
formule iv) de la proposition 2 mantre que

{"’J f}r = {‘_ 1, f]u

pour tout » €V, et P'on est ramené au cas traité ci-des-
sus. 8i f# 4 etsi '=2, ona ({2),=1 pour

v 20 et (4, 2), = (— 1)90, (£,2), = é; — (—1)e,

of. chapitre I, n® 3.2, théoréme 3. 8i £ et {' sont distincts,
ct différents de 2, on a (£, {'), =1 pour v # 2,{, ¢

: . { , f
et (£, )y = (— 1EOW, (4,00, = (), (60)0 = (33

mais, d'aprés la loi de réciprocité quadratique {cfl chap. I,
n® 3.3, th. 6), on a

(";) (;) —_ {_ 1)51.,’]“!'];

le produit est bien égal & 1. Ceci achéve la démonstration.

Remarque. — La formule du produit est essentiellement
équivalente & la loi de réciprocité quadratique. Son intérét
provient en grande partie de ce qu'elle peut s'étendre 4
tous les corps de nombres algébriques (I'ensemble V étant
remplacé par l'ensemble des « places » du corps).

2.2. Esistence de nombres rationnels de spmboles de Hilbert
donnés,

TrtorEME 4, — Soit (a;);cy une famille finie d'éléments
de Q ef 508t (8 )i g1 o v 1ne famille de nombres dgaux & + 1.
Pour qu'il existe x € Q" el que (a, ¥), = & , pourtoui 1 €1
ettout v €V, ol faui et il suffil gue les trois conditions sutvantes
solent salisfaites :

(1} Presgue tous les ¢, , sont égaux é 1.

(2) Pour tout i€l, ona [l g,=1
vEY
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(3) Pour tout veV, i existe x, € Q tel que

(@, X}y = Sy
pour fout i el
La nécessité de (1) et {2) résulte du théoréme 3; celle
de (3] est triviale (prendre x, = x),
Pour démontrer la suffisance de ces conditions, nous
aurons besoin des trois lemmes que voici :

Lesme 1 (« lemme chinois »). — Seient ay, ..., a,,
My, ooy My, des entiers, les my élant premiers entre eux deux
& dewr. Il existe un entier a fel que a = a; (mod m;) pour
dout 1.

Soit m le produit des m;, Le théoréme de Bezout montre
que 'homomorphisme canonique

d=n
@im& — 11 Z/m2
i=1

est un isomorphisme. Le lemme en résulte.

LEMME 2 (« théortme d’approximation »). — Soil 3
une partie finte de V. L'image de Q dans [1 Q, est dense dans

vES
ce produit (pour la topologle produit de celles des Q).
Quitte & agrandir 8, on peut supposer que

S={o0,pn .. b}

ot les #; sont des nombres premiers distinets, et il s'agic
de démontrer que Qestdensedans R = @, X ... X Q.
Soit done (g, ¥, ..., %,) un point de ce produit, et
montrons que ce point est adhérent 4 Q; quitte a [faire
une homothétie de rapport entier, on peut supposer que
Pona x €&, pour 1< i< n; ils'agitalors de montrer
gue, pour tout &= 0, et tout entier N = 0, il existe
x£Q tel que ;

ly—x. [z et plx—x2N pouri=1,..,n
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D'apres le lemime 1, appliqué aux m; = pY, il existe
%, &% tel que z,(z,— %) = N pour tout i. Choisissons
d’autre part un entier g 2 qui soit premier & tous
les f; (par exemple un nombre premier]. Il est facile de
voir que les nombres rationnels de la forme af¢™, @ cZ,
mz 0, sont denses dans R (cela provient simplement de
ce que ¢" — 0 quand m —» o). On peut donc choisir
un tel nombre & = a/g" tel que ¢

|4y — % —0pT .. By | S &
Le nombre rationnel x = x, + 4 ... gy répond alors
4 la question.
Lesue 3 (« théoréme de Dirichlet »). — Si a et m sont

des entiers = 1 premiers entre eux, il existe une infinité de nombres
premiers p tels que p = a (mod m).

La démonstration sera donnée au chapitre VI; le
lecteur pourra vérifier qu'elle n'utilise aucun des résultats
des chapitres 111, IV et V.

Revenons maintenant au théoréme 4, et soit (g ,) une
famille de nombres égaux 4 & 1, et satisfaisant aux condi-
tions (1), (2) et (3). Quitte & multiplier les a; par le carré
d'un entler, on peut supposer que tous les g, sont endiers.
Soit § le sous-ensemble de V formé de oo, 2, et des fac-
teurs premiers des a;; soit T I'ensemble des éléments 2 € V
tels qu'il existe i€l avec g ,=—1; ces deux en-
sernbles sont finis, Distinguons deux cas :

1) Ona ST =&

Posons :
a= 1] ¢ et m==58 [I ¢
feT fES
f£m §#£8, o

Puisque S N T = o, les entiers 4 et m sont premiers
entre eux, et, d’aprés le lemme 3, il existe un nombre
premier p = ¢ (modm) tel que p g8 VT,
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Nous allons voir que le nombre x = ap répond & la
question, autrement dit que (g, x), = &, pourtout i€l
et tout v eV,

Si ve8, ona z,=1 puisque SNT =2, etil
faut donc wvérifier que (g, x),=1. 51 v = w0, cela
provient de ce que x est = 0;si » est un nombre premier £,
ona x = a* (mod m}, d’oll x = &® (mod 8) pour ¢ = 2,
et x = a® (mod¢) pour ¢ # 2; comme x et a sont des
unités f-adiques, cela montre que x est un carré dans Q;
(cl. chap. II, n° 3.3), et I'on a bien (a,x), = 1.

Si # = ¢ n'appartient pas 4 8, g; est une unité /-adique.
Comme {# 2, ona

(a,, b); = {a_;)"t'"” pour tout & @,

cf. théortéme 1. 8i £ ¢ T U{p}, x est une unité f-adique,
d’oit (x) =0, et la formule ci-dessus montre que
(a;, x}; = 1; d’autre part, on a g, = 1, puisque £ ¢'T.
Si {eT, ona t(x) = 1; d'autre part, la condition (3)
montre qu'il existe x, € Q) tel que (g, ap)p = g, pour
tout i €1; comme l'un des g; ; est égal & — 1 (puisque
{ appartient 4 T), on a y(x) =1 (mod2), d'ou :

(@, x)p = (%) = (&, %)y =%, pour tout iel

Reste enfin le cas ¢ = p, que 'on raméne aux autres
grice & la formule du produit :
(2, x:].ll =11 [:ai!'tju =1l g0 = Bipe
vEp TEP

Clela achéve la démonstration du théoréme 4 dans le
cas SNT = =.

2y Cas général,

On sait que les carrés de @, forment un sous-groupe
ouvert de @, cf. chapitre TI, n? 3.3. D’apres le lemme 2,
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il existe done x' € Q" tel que x'/x, soit un carré dans @,
pour tout # € 8. On a en particulier

(g, 2"}, = {a;, %)y = €10 pour tout »e€35,

8i 'on pose 7w;, =& 4la, 5", la famille »;, vérific

les conditions (1}, (2), (3}, et de plus «;, , =1 si 2 8.
D’aprés 1) ci-dessus, il existe done 3 € @ tel que

(a, _J’:]:' = .o

pour tout i€l et tout ¢eV. 8i l'on pose x =y,
il est clair que x répond a la question.




Caarrrre [V

FORMES QUADRATIQUES
SUR Q, ET SUR Q

§1. Formes quadratiques
1.1. Défimitions.

Rappelons d’abord la notion générale de forme quadra-
tique (cf. Bourbaki, Alg., chap. IX, § 3, n° 43

Derxrtion 1. — Svit ¥V oun madule sur un anneau comami-
tatif A, Une application Q 1V — A est appelée une forme
quadratique sur V si

1) Ona Qlax) = a*Q(x) powr ac A et xeV.

9} Lapplication (x,3)1+Qlx + ) — Qlx] — QLy] est
une forme bilinéaire.

Un tel couple (V, Q) est appelé un module quadralique.

Dans tout ce chapitre, nous nous limiterons au cas
oft Vanneau A est un corps k de caractéristigue # 23 le A-
module V est alors un k-espace vectoriel; nous le suppo-
serons de dimension finte,

On posera :

vy — 2 [QU ) — QLY — QU

ce qui a un sens puisque la caractéristique de £ est différente
de 2. L’application (x,7) > .3 est une forme bilinéaire
symétrigue sur V'3 on lappelle le produit sealaire associé & C}.
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Ona Q(x) = #.x. Celaétablitune correspondance bijec-
tive entre formes quadraliques et formes bilinéaires symélriques
(il n'en serait plus de méme €n caractéristique 2).

i (V, Q) et (V', Q) sont deux modules quadratiques,
on appelle morphisme (ou morphisme métrique) de (V, Q)
dans (V', Q) toute application lindaire f: V — V' otelle
que Qof=0Q; on a alors flx).f(y) =« pour
nyeV,

Matrice d’une forme quadratigue. — Soit (€)1 i< n une
hase de V. On appelle matrice de Q par rapport a cette
base la matrice A = (g;), o0 @ = &€ c’est une
matrice symétrique. Si & = Zx;¢; est un élément de 'V,

or a
Qlx) = Eaijxix.f s

ce qui montre que Q(x} est une « forme quadratique »
eIl Xy, « v +; ¥, BU SENS usuel,

Si I’on modific la base (¢) au moyen d'une matrice
inversible X, la matrice A’ de Q par rapport 2 la nouvelle
base est X.A.1X oi ‘X désigne la transposée de X,
On a en particulier

det (A") = det (A).det (X)?

ce qui montre que det (A) est déterminé & la multiplication
prés par un élément de k%5 on I'appelle le diseriminant de 0,
et on le note disc (Q).

1.2. Orthogonalité.

Soit (V, Q) un module quadratique sur k. Deux élé-
ments ¥, y de V sont dits orthogonatx siay=0 Llen
semble des éléments orthogonaux a une partie H de V
est noté HY: cC’est un sous-espace vectotiel de V. 81 V;
et V, sont deux sous-espaces vectoriels de V, on dit que
V, et V, sont orfhogonaux si 'V, C VY, iesi xeVy, JEV,
entraine &.3 = 0.

L’orthogonal V? de V tout entier est appelé le radical

——
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(ou le noyauw) de V, et moté rad (V). 8a codimension
s'appelle le rang de Q. 8i V0 =10, on dit que Q, est non
dégénérée; cela équivaut a dire que le discriminant de Q
est # 0 (auquel cas on peut le considérer comme un
¢lément du groupe A (R

S0it U un sous-espace vectoricl de V, et soit U" le dual
de U. Soit gy:V —U" lapplication qui associe 2
tout +eV laforme linéaire {yeUr2.). Le noyau
de g est UP. En particulier, on voit que Q est non dege-
érée si et seulement si gy : V —> V' est un isomorphise.

DerNrrion 2. — Seient Uy, .., U, des sous-espaces véc-
toriels de V. On dit que V' est somme directe orthogonale des U,
i ceux-ci sont deux & deux orthogonaux et si V en est la somme
directs, On éerit alors

V=U,®...80,

Remarque, — 81 x €'V a pour composante & dans U,

on a
Qx) = Qulx) + o+ Qnlon)

ot Q,= Q |U, désigne la restriction de Q & U, Inver-
sement, si (U, Q;) est une famille de modules guadra-
tiques, la formule ci-dessus munit V=8U; dune
forme quadratique Q, dite somme directe des Q;, et Pon

A V=U,®...80U,

PropostTioN 1. — Si U est un supplémentatre de rad (V)
dans V, on a V = U ®rad (V).
Crest clair,

ProrostTioN 2. — Supposons (V, Q) non dégénéré. Alors
i} Toul morphisms métrique de VY dans un module quadra-

tigue (N, Q) est injectif.
ii) Pour toul sous-espace vectoriel U de V, on a2
UM =U, dimU+dimU'=V
rad (U} = rad (U%) = U n U-
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Pour que U soil non dégénéré, il faut et il suffit que U le soif,
auguel cas V = 1U & UL

ii) 8%V est soinme directe arthogonale de deux sous-espaces,
cenx-ci sont non dégénérés, et charun d'eux est orthogonal de
Cauire.

Si f:V-—=V' est un morphisme métrique, et si
fix) =0, ona x3=/f(x).f{y) =0 pour tout yeV;
d’ott x =0 puisque (V, Q) est non dégénére.

Si U est un sous-espace vectoriel de V, Phomomor-
phisme gy :V — U défini plus haut est surjectif; en
effet, il s'obtient en composant gy :V — V' avec la
surjection canonique V' — U", et 'on a suppose que gy
est bijectif, On a done une suite cxacte :

0Tl =V =T =0

dolt dim V = dim U* — dim U? = dim U + dim T®,
Ceci montre que U et U ont méme dimension;
comme U est contenu dans U, on a U =1T%; la
formule rad (U) = UnU° est évidente; en l'appli-
quant &4 U9, et en tenant compte de ce que U = U,
on en déduit que rad (U%) = rad (U), d'oli en méme
temps la derniére assertion de ii). Enfin, i) est triviale,

1.3, Vecteurs isotropes.

DEFxition 3. — Un élément x d'un module quadratique
IV, Q) est dit isotrope si Pona Q(x) = 0. Un sous-espace U
de V' est dit fsofrope si fous ses fléments sond isalropes.

On a évidemment :

Uisotrope = UCU®* = QU =0

Dermation 4, — On appelle plan kyperbolique toul module
quadratique ayant une base formée de dewx éléments isolropes x, y
tols que x.p # 0.

Quitte & multiplier 7 par 1/x.», on peut supposer quc
¥y = 1. La matrice de la forme quadratique par rapport
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01 L
4 x,y est alors simplement (1 0) ; son discriminant
est — 1 (en particulier, elle est non dégéndrée).

ProrostTiox 3. — Soit & un élément isolrope # 0 d'un
module quadratigue non dégénérd (V, Q). I existe alors un
sous-eshace U de V qui contient x et qui est un plan kyperbalique.

Puisque V est non dégénéré, il existe =z eV tel que
x.z =1, Lélément y = 2z— (z.7) 5 est isotrope et
x.p =2, Le sous-espace U = hx L ky répond a la
guestion.

ClOROLLAIRE. — S8t (V, Q) est non dégénéré et contient un
dlément isotrape non nul, on a Q(V) =k

(Autrement dit, pour tout &€ k, il existe v eV tel
que Q) = a) ‘

Vu la proposition, il suffit de faire la démonstration
lorsque V est un plan hyperbolique, de base x, y avec ¥,

a
isotropes et vy = 1. Si gk, ona alors @ = Q (x4 G_;v],
d'olt Q(V) =k =

1.4, Bases orthogonales.

DérixrTion b. — Une base (e, .. -, ¢,) 4 un r?.ta::fﬂff! e:azfzzdm-
tique (V, Q) est dite orthagonale si elle est formée d éléments
deux & deux orthogonaux, ie.si V =1k © ... € ke,

Il revient au méme de dire que la matrice de Q par
rapport & cette base est une matrice diagonale :

e, 0 ... 0

0 a ... 0O

W00 i,
Si x = Sae, onaalors Qx) = apxf + ... T A Ay
TrforiME 1. — Tout module quadratique (V, Q) posséde

ung base orthogonale,
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lela se démontre par récurrence sur n = dim V, le
cas n =0 étant trivial. 51 V est isotrope, toute base
de V est orthogonale. Sinon, on choisit un élément ¢, e V
tel que ¢,.¢, # 0. L'orthogonal H de ¢, est un hyperplan,
et comme ¢ wappartient pas & H, on a V = ke, @ H;
v Phypothése de récurrence, H posséde une base ortho-
gonale {es, ..., €,]; il est clair que {e, &, .. ., ¢,] répond
a la guestion.

DEFINITION 6. — Deux bases orthogonales

- 3\ o L LY
€= (g, ....6, e e =le, ..., e

de 'V sont dites conligués si elles ont un élément en commun
(Le, s'il existe £ et tels que & = &).

Trtorime 2. — Supposens V non dégéneré de dimension = 3,
el soleni € = (e, ..., e,), € = (e, ... e0) deux Dases
orthogonales de V. Il existe une suile finie €%, e, . . e™
de bases orthogonales de 'V telle que €™ = e, ™ = ¢, ¢
gue eV sail contigd & Y por 0% 7 < m.

iOn dit que &%, .., e™ est une chafne de bases
orthogonales contigués reliant € a e'.)

Nous distinguerons trois cas

i Onoa fepe)iele) — (o0 # 0.

Clela revient & dire que ¢, et ¢} ne sont pas proportionnels
et que le plan P = ke, -} kel est non dégéndrd. 11 existe
alors z, 2. P tels que

P = ke & ke, cl P == ke @ feg.

Soit H l'orthogonal de P; comme P est non dégénéré,
ona V=HGE P, cf. propesition 2. Soit [eg, ..., ;) une
base orthogonale de H, On peut alors relier ¢ 4 €' au
moyen de la chaine

; - = I Y s ]
€ = 8,88 -y 0] T IE Tyl . 6,) > E

d'on le théoréme dans ce cas.
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iy On a (ey.e,)(eh.eq) — le,.e5)* # D,
On raisonne de la méme manitre, en remplacant ¢,

par e;.
i) On a (ey.e)(ef.ef) —(ey.e])* =0 pour i=1,2
On démontre d’abord :

Lemwe, — Il existe x ek tel gue e, = &) -+ xe; soit
non isoirope, ef engendre avec ¢, un flan non déodnéré,
" “r
Ona e,.¢, = e;.2; + 2%e5.23); on doit done prendre +*
distinct de — (e].e;)/{ez.e5). D'autre part, pour que ¢,
engendre avec ¢; un plan non dégénéré, il faut et il suffit
gue
2
(&8 (e e — (&8> % 0.

Si Pon explicite en tenant compte de 'hypothése iii),
on trouve que le premier membre est — 2x(e; . e) (¢, ea).
Or P'hypothése iii) entraine e .¢f # 0 pour i=1,2,
On voit donc que ¢, vérifie les conditions du lemme si et
seulementsil’onadlafois x 22 0 et »% % —(e].e1)/(es.25).
Cela élimine au plus trois valeurs de x; 51 % a au moins
4 éléments, on peut donc trouver un tel ». Reste le cas
ok =F; (lecas k =F,; estexclu puisque caract (k) # 2).
Mais, dans ce cas, tout carré non nul est égal 4 1, et
I'hypothése iii) s*écrit (s.e)(g.2) =1 pour 1 =1, 2;
le rapport {e].e;)/(e;. e3) est done égal & 1, et, pour réaliser
la condition 2% £ 0,—1, il suffit de prendre » = 1.

Cleci étant, cholsissons ¢, = ¢} + xe} vérifiant les condi-
tions du lemme. Comme e, n'est pas isotrope, il existe &
tel que (e, ¢;) soit une base orthogonale de ke] @ Fe,.
Posons :
€ = e, 80, E - oy En)
c’est une base orthogonale de V., Comme ey + ke, est
un plan non dégénére, la partic ij de la démonstration
montre que l'on peut relier @ 4 € par une chaine de
bases contigués; d’autre part €' et € sont contigués;
d'oli le théoréme.
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1.5, Théoréme de Wikl

Soient (V, Q) et {V’, Q') deux modules quadratiques
non dégénérés; soit U un sous-espace vectoriel de V, et
s0it

s: U=V

un morphisme métrique wjectif de U dans V'. On cherche
a prolonger 5 & un sous-espace plus grand que U, et si
possible & V tout entier. On commence par le cas ot U
est dégénéré @

LEeMME, Si U est dégénéré, on peut prolonger § en un
morphisme métrique injectif 5, : Uy — V', ot Uy contient U
comme hyperplan.

Soit * un élément non nul de rad (U), Comme x est
isotrope, la propesition 3 montre qu'il existe un plan
hyperbolique de V qui le contient; on peut donc trouver
yeV telque x.3 =1 et 3y =0. Puisque y n'est pas
orthogonal & x,ona y ¢ U etlesous-espace U =Usk
contient U comme hyperplan. On construit de méme un
¢lément 3 € V' tel que slx).y’ =1 et 3.y = 0. Soit
s, : U, = V' lapplication linéaire qui coincide avec 5
sur U et applique y sur 3. Il est immédiat que & répond
4 la guestion.

TrEorbME 3 (Witt), — S (V, Q) e (V, Q) sont
isomorphes, et non dégénérés, tout morphisme métrique injectif
s U=V

dun sous-espace vectortel U de V' peul éire prolongé en un iso-
morphisme de N sur V'

Puisque V et V' sont isomorphes, on peut supposer
que V =V D’autre part, en appliquant le lemme
ci-dessus, on veit que I'on peut se borner au cas ot U est
non dégénéré. On raisonne alors par récurrence sur dim U,

§i dim U = 1, U est engendré par un élement ¥ non
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isotrope; si y = s(¥), ona j.y = x.x On peut choisir
¢ =41 tel que x -+ gy ne soit pas isotrope; sinon, en
effet, on aurait

2, x L2 p=2v.x—2xp=10

ce qui entrainerait x.x = 0. Choisissons un tel e, et
soit H Ihyperplan orthogonal & z==x-¢gy; on a
V =kz®H. Soit g la « symétrie par rapport a H »,
i.e. Pautomorphisme de V qui est Pidentité sur H et qui
change z en — z, Comme x— gy appartienta H,ona :

aoflx—gy) =x—¢ey et oy + o) =—s5—g
d’olt  g(x}) = —ep. L’automorphisme —eo prolonge
donc .

81 dim U = 1, ondécompose U sous la forme U, ® U,
avee U, U, 2 0. D'aprés 'hypethése de récurrence,
la restriction &, de s 4 U; se prolonge en un automerphisme
6, de V; quitte & remplacer 5 par o7 o5, on peut donc
supposer que 5 est U'identit¢ sur U,. Le morphisme s
applique alors U, dans I'orthogonal V; de Uy; d'apres
I'hypothése de récurrence, la restriction de s a U, se
prolonge done en un automerphisme 6; de V,; Pauto-
morphisme 6 de V qui est Pidentité sur U, et 6, sur V,
répond alors & la question.

JOROLLAIRE. Deux sous-espaces isomarphes d'un module
quadratique non dégénéré ont des orthogonaws isomorfifies.
On prolonge un isomorphisme entre les deux sous-
espaces en un automorphisme du module, et 'on restreint
ce dernier aux orthogonaux.

1.6. Traductions,
Soit

]

. o . -

fiX) = l-lﬁ'n;xf + 2 X a; XX
i<

i= i< i
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une forme quadratique & n variables sur &; on posc
a; = a; si i>j, de sorte que la matrice A = (a;;)
est symétrique. Le couple [&", f) estun module quadra-
tiqque, dit associé & f (ou i la matrice A).

DEFINITION T, — Dewx formes quadratiques f et f* sont difes
équivalentes si les modules correspondants sont isomorphes.

On écrit alors f~ f*. Si A et A’ sont les matrices de f
et f*, cela revient & dire qu'il existe une matrice inver-
sible X telle que A’ = X A.'X, efn®1.1.

Soient f(Xy, ..., X,) et 2(X;, .. ¥, deux formes
quadratiques; on note f - g (ou simplement fLgsi
aucune confusion n'est possible) la forme quadratique

f[:xlb v ':Xn:' ITg(Xra+1: "‘3X|1+m)

en n + m variables, Cette opération correspond a celle
de somme arthogonale (cf. déf. 2, n© 1.2), On écrit de méme
f-g¢ (ou simplement f— g} pour f- (—g).

Voici quelgues exemples de traductions :

Dermrrion 47, — Une forme f(X,, Xs) & deus variables
est dite hyperbolique si on a !

S~ XXy~ X3 X2

(Cela signifie que le module (%%, f) correspondant est
un, plan hyperbolique, cf. déf. 4.)

On dit quwune forme f(X,, ..., X,) représente un élé-
ment a de £ 'l existe x ek%, x # 0, tel que flx) = o
En particulier, f représente 0 si et seulement si le module
quadratique correspondant contient un élément isoirope
non nul,

PropOSITION 37, — 87 f représente 0, et est non dégénérée,
ona f~ fo+ & oft fyest lyperbolique. De plus, f représente
tout élément de k.

Cest la traduction de la propesition 3 et de son
corollaire.
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CloroLLaRE 1, — Soit g = g(Xy, ..., X, _q) une forme
quadratique non dégénérée, el soit a e k. Les propriétés suivantes
sont dquivalentes

i) g représente a.

i) Ona g~ h - aZ% oihestune forme enn— 2 variables.

iti) La forme f= g-——aZ* représente O.

Il est clair que ii) =- i}, Inversement, si g représente a,
le module quadratique V correspondant & g contient un
élément x tel que x.x = a; si H désigne 'orthogonal
dex,ona V=H®k dolt g~ h+ aZ* ou h désigne
la forme quadratique attachée 4 une base de H.

L’implication ii) = iif) est immédiate. Enfin, si la
forme f= g —aZ?® aunzéronontrivial (¥, ..., 2,4, 2}
on a, soit z = 0, auquel cas g représente 0, donc aussi g,
soit z # 0, auquel cas g(x/%, ..., %,_4f2) = & Dol
iii) = ).

CIOROLLAIRE 2. — Sofent g et h deux formes non dégénérées
de rang = 1, et soit f= g — h. Les propriétés suivantes sont
dquivalentes

a) [ représents 0,

b) Il existe ack’ qui est veprésenté par g et par h.

) Il existe ach’ tel que g-——al® et h—aZ* repré-
sentent 0.

L'équivalence b) <=c) résulte du corollaire 1. L'im-
plication b) =-a) est triviale. Montrons que a) = b).
Un zéro non trivial de f peut s'écrire sous la forme (x, ),
avec g{x) = h(y). Sil'élément a = g(x) = k() est # 0,
il est clair que b) est vérifiée. Si a = 0, I'une des formes,
g par exemple, représente 0, donc tout élément de &,
et en particulier, toute valeur non nulle prise par k.

Le théoréme 1 se traduit en la classique décomposition
des formes quadratiques en « sommes de carrés » :

TrforkME 17, — Soif f une forme quadratique en n variables.
Tleviste ay, ..., a, €k tels que f~a, X2+ ... 4 4, XL
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Le rang de f est le nombre des indices { tels que a; # 0.
Il est égal & n si et seulement si le discriminant ay . .. @,
de fest # 0 (autrement dit, si f est non dégénérée).

Enfin, le corollaire au théoréme de Witt donne le
théoréme de « simplification » suivant :

TaiOREME 4, — Soient f=g-+h et fr=g F+F
deux formes quadraliques non dégénérées. Si f~ f' ot g~ 2
on a h~ R,

COROLLAIRE, — Si [ est non dégénérée, on a
S+ T gn Tk

o 2y, ..., &y Sont hyperboliques, et k ne représente pas 0.
Cette ddcomposition est unique, & équivalence prés.

Lexistence résulte de la proposition 3', et 'unicité du
théoréme 4.

[Le nombre m des facteurs hyperboliques peut &tre
caractérisé comme la dimension des sous-espaces isolropes
mavimaux du module quadratique correspondant & f.]

1.7. Formes quadratiques siur F.

Soit p un nombre premier # 2, etsoit ¢ = ¥ une puis-
sance de p; soit F, un corps a ¢ cléments (cf. chap. 1,§1).

ProposiTioN 4, — Une forme quadratique sur B, derang 2 2
(resp. de rang =3 ) représente tout élément de F, (resp. de Fy).

Vu le corollaire 1 & la proposition 3, il sutfit de prouver
que toute forme guadratique & 3 variables représente 0,
ot ceci a été démontré aun chapitre I, § 2, comme consé-
quence du théoréme de Chevalley.

[Indiquons rapidement comment on peut démontrer
cette proposition sans utiliser le théoréme de Chevalley.
1l s’agit de montrer que, si 4, ;¢ e F, sont non nuls,
I'équation

") a4 b =
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a une solution. Soit A (resp. B) Uensemble des éléments
de F, de la forme g+* [resp. de la forme ¢— &%), avec
xeF, (resp. avec y € F,). On voit tout de suite que A
et Bontchacun (g + 1)/2 éléments;onadonc ANB # 2,
d’ol1 une solution de 'équation (*).]

Rappelons d’autre part (c[. chap. I, n® 3.1) que le
groupe F/F;? a deux éléments, Notons @ un élément de Fy
qui n’est pas un carré.

Prorosition 5. — Toute forme quadratique non degénérée
de rang n sur B est équivalente &

L | | 3 [

X4 XX

ML+ XEL, 4 eX]
suivant que son discriminant est ou non un carré.

(Pest clairsi n = 1. 8i n= 2, laproposition 4 montre
que la forme f représente 1. Elle est donc équivalente
2 X* | g, o g est une forme & n— 1 variables, et T'on
applique 'hypothése de récwrrence 2 g.

ou

COROLLAIRE. — Pour que deux formes quadratigues non
dégénérées sur B, soient équivalentes, il faut et il suffit quelles
aient méme rang el méme discriminant.

(Bien entendu, le discriminant est considéré comme un
élément du groupe quotient FoiF%)

§2, Formes quadratiques sur Q,

Dans ce paragraphe (n® 2.4 excepté), p désigne un
nombre premier; on note & le corps p-adique Q.

Tous les modules quadratiques considérés sont relatifs
4 k, et sont supposés non dégénérés; on fait les mémes
conventions pour les formes quadratiques.

3.1, Les deux invariants,

Soit (V, Q) un module quadratique de rang »; nous
noterons 4(Q ) son discriminant ; c’est un élément de £7/k™,
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ef.n®1.1,8 €= (¢, ...,2,) estune base orthogonale
de V, et s1 'on pose a4; = ¢.¢, ona :

HQ) =a, ... a, (dans E'[k"%),

(Dans tout ce qui suit, nous nous permettrons souvent
de noter par la méme lettre un élément de £’ et sa classe
modulo £"2.)

Rappelons d’autre part que, si 4 et & sont des éléments
de &', on a défini au chapitre III, n°® 1.1, le symbole de
Hilbert (a, 6), égal & & 1. Nous poserons ;

c(e) = II (a;, a)-
i<

Ona s{e) = L 1. Deplus,¢(e) est un invariantde (V, Q).
En effet :
THEOREME 5. — Le nombre e(€) ne dépend pas du choix

de la base orthogonale e.

Sin=1, ona gle)=1. 51 n =2, ona cle) =1
si et seulement si la forme Z%-—aq X* —a,Y* repré-
sente 0, autrement dit {cf. cor. 1 & la prop. 3') si et seule-
ment si 4, X* + 4, ¥? représente 1; mais cette derniére
condition signifie qu'il existe x eV tel que Q(x) =1,
et cela ne dépend pas de €. Pour n 3, on raisonne
par récurrence sur . D’aprés le théoréme 2, il suffit de
prouver que e{e) = c(e’) lorsque e et €' sont contigués.
Mais, vu la symétric du symbole de Hilbert, z(e) ne
change pas de valeur lorsqu'on permute les ¢; oen peut
donc supposer que € = (e}, ..., ¢,) esttelque ¢ = 2.
Silonpose a] = &/.¢/, ona a] = a,. On peut écrirez(€)
sous la forme

el€) = (A, 4 .. a,) II (a, ‘Ij}
gt
= (a,d(Q) @) 1l (g aj)
B
puisque 4iQ) =4ay ... a,.
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De méme
cfe) = (o, diQ) m) I (o).
8 i

Mais 'hypothése de récurrence, appliquée & Uorthogonal I
de ¢, montre que l'on a

I (a,a) = II (e a3},
2i< 2gi<

d’ol le résultat cherché.
Nous écrirons désormais e(Q) 4 la place de e(e].

Traduction. — 81 f est une forme quadratique & r va-
riables, et si

fea X3P+ +a, X5,
les deux éléments

df)=a...a,
(f) = IL (@ a)

(dans &7k
(dans{+ 1%}

sont des invariants de la classe d’équivalence de f

9.2, Représentation d*un élément de k par une forme quadralique.

LEMME, — a) Le nombre d'éléments du Fy-espace vectoriel
Rk a5t 27, avec v =12 si p#£2 et r=3 5 p=2

by 8§i eck'fk'® et ==+ 1, soit HE Uensemble des
e k'R tels que (x,a) = e. Si a=1, HL a2 édéments
et Hil=a. 8 a# 1, Hja 2" éléments.

c) Soient a,a’ B[R et g, = = 1; onsuppase que Hg
et HE sond non vides, Powr que HE M HE = &, il faul ¢t
o suffit que a =a' et £ =—32g'.

L’assertion a) a été démontrée au chapitre 11, n® 3.3,
Dans b), le cas a =1 est trivial; si e # 1, ’homo-
morphisme b i (g, §) appliquek’/&™ sur{ £ 1} (chap. III,
n° 1.2, th, 2); son noyau H! est donc un hyperplan de
B'jE?® et a 27! éléments; son complémentaire Hi ' a
27 -1 ¢léments (¢’est hyperplan « affine » parallele 2 H).

J.-F. SERRE 3
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Enfin, si HE et HS sont non vides et disjoints, ils ont
nécessairernent 27~ ! éléments chacun et sont complé-
mentaires 'un de Pautre; cela entraine H) = HL, d’ol

(8, ¢) = (%, a") pour tout x € k'R’

comme le symbole de Hilbert est non dégénéré, on en
déduit @ = 4" et évidemment ¢ = — 2"} la réciproque
est triviale.

Soit maintenant f une forme quadratique de rang n;
solent d = d(f) et ¢ = e f) ses deux invariants.

THEOREME 6. — Pour que f représente O, il faut et if suffit
gite
Yn=2 e d=—1 (dans B')R%) ;
Wnen=3 e (—1,—d) =z¢;
m) n=4 et,sott d# 1, it d=1¢et e=(—1,—1);
iv] a2 5.
{(En particulicr, toute forme & au moins & variables repré-
sente 0.)
Avant de démontrer cec théoréme, indiquons-en une
conséquence :
Soit a ek'[k™2, et soit f, = f— aZ? (cette forme est
définic 4 équivalence prés). On sait (cf n° 1.6) que
Ji représente O si et seulement si f représente a. Or, on a

dfo) = —ad,  s(fa} = (—ad)e,

cormune on le vérifie aussitdt. En appliquant le théoréme 6
a f,, et en tenant compte de ces forrmules, on obtient :

CoROLLAIRE. — Soit a =k°jk,. Pour que f reprisente a,
il faut et i suffit que
Ja=1ea=d;
i) n=2¢t (a,—d) =¢;
i) n=23el,witas# —d svita=—det (—1,—d) =z;
iv) nz 4,

R
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{Précisons que, dans cet énoncé comme dans celui du
théordme 6, & et 4 sont considérés comme des éléments
de &'[k™; ainsi, I'inégalité ¢ # — d signifie que a n'est
pas égal au produit de — d par un carrd.)

Démonstration du théorime 6, — On é&erit f sous la forme
F~a X:+ ...+ 2,23, et I'on considére séparément
lescas n =2, 53, 4et = 3.

1) Le cas n =2

La forme f représente 0 si et seulement si -— a;/a, cst
un carré; mals —afa, = —aa, = —d dans &R,
on deoit donc avoir —d =1, ie. d=—1,

it} Le cas n = 3.

La forme f veprésente 0 si et seulement si la forme

—ayf~ —aya; X —aga; X§ — Xj

représente 0. Or, par définition méme du symbole de
Hilbert, cette dernigre forme représente 0 si et senlement
si 'on a :
(—aza, —aza,) = 1.
En développant, on trouve :
(—1L—1{—=1a)(—1a) (as, a5)
(a1, as) (ay, ag) (@, @) = 1.

Mais on a (g, a5) = [(— 1, a;), <f. chapitve ITI, no 1.1,
proposition 2, formule iv). On peut done récrire la condi-
tion ci-dessus sous la forme
(— L — 1 (— 1, qyapay) (a5, ag) (2, 83) (a2 a) =1
ouencore (—1,—dye =1, ie. [—1,—d)=c¢

i1) Lecas n =4

Draprés le corollaire 2 4 la proposition 3', f représente O

si, et seulement si, il existe un élément x € X"/&™ qui est
représenté par les deux formes

o, X3 + a, X3 et — g, XE — a, X5
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D'aprés le cas ii) du corollaire ci-dessus, un tel » est
caractérisé par les conditions @

(% — aya,) = {(ay, a;) et (x,— aga,) = (— a3, — )

Soit A la partie de &"[£" définie par la premiere condition,
et soit B celle définie par la seconde. Pour que f ne repre-
sente pas 0, il faut et il suffit que ANB = 2. OrAet B
sont évidemment non vides (on a a, €A et —a, €8,
par exemple). D'apres la partie ¢} du lemme donné au
début de ce numére, la relation AN B =2 équivaut
donc & :

4y ay; = d3iy et (a1, @) = (— ag — ag).

La premitre condition signific que d = 1. Si elle est
réalisée, on a

e = (ay, @) (ay, a,) (234, 83443
en utilisant la relation (¥, x) = (— 1, x) (cf. chap. I1I,
n® 1.1, formule iv) de la proposition 2, on en tire :
e = (a4, a) (a5 0 (— 1, a5 ay)
= I:‘31: ﬂ‘s) (_ a3, — ad.j {_ 1! - 1]'

On voit ainsi que la seconde condition s'€crit
E=—(—1— 1),

d'ol le résultat cherché.

iv) Lecas 2 b,

11 suffit de traiter le cas » = 5. En utilisant le lemme
et la partic ii) du corollaire ci-dessus, on voit quune
forme de rang 2 représente au moins 2771 éléments
de &'k, et il en est a_fortiori de méme pour les formes
de rang = 2. Comme 2'-13 2, freprésente au moins
un élément 2 € k'jk™ qui est distingl de d. On a

fraXt g
ot g est une forme de rang 4. Le discriminant de g est
égal 4 dja; il est donc différent de 1, et, d’aprés iii), la
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forme g représente 0. Il en est alors de méme de f, ce
qui achéve la démonstration du théoréme 6.

Remarques. — 1) Soit f une forme quadratique ne
représentant pas 0. Les résultats ci-dessus montrent gue
le nombre d’éléments de k'/£'2 qui sont représentés par f
estégalalsi n =1, 39r-1gi g =2, 420 —1si n=23,
etad 2 si n =4

2) On a vu que toute forme quadratique a 5 variables
sur @, représente 0. Signalons & ce propos la conjecture
quiavait faite Artin : foul polynime homogéne de degré d
sur @, en au mains d° + 1 variables, a un zéro non trivial.
Le cas d =23 a été résolu affirmativement (cf. par
exemple, . Springer, Konink. Nederl, Akad, Van Wetenss.,
1933, p. 512-516). Le cas géntral est resté ouvert pendant
une trentaine d’années. Ce n’est qu’en 1966 que G. Ter-
janian a montré que la conjecture d* Artin est fausse @ il existe
un polyndme homogéne de degré 4 sur @, en 18 variables,
qui n’a aucun z€éro non trivial. Terjanian part du
polynbme
A(X,Y,Z) =X?YZ 4+ Y ZX + Z° XY + xX2ye

+ NEVA: + ZEXE ¢ — Yt A

qui a la propriété que nlz, 3, 7) = —1 (mod4) si
(x,, £) est primitif dans (Z,)®. Soit

fixlﬂ v ':XQ) = m:xl:l Xi:xaj
+ HLX“ XSJ Xﬂ} + n(X?JXﬁ:XB) H

ona flx, ..., %) =0 (mod 4) si (x, ..., %) est Pri-
mitif, De la, on déduit facilement que le polynéme

F(Xu KRR xqs) zf{};“ sy Xg) + —lf:Xm, ey XLE:‘

n’a pas de zéro non trivial. (11 existe des exemples ana-
logues — mais de plus hauts degrés — pour tous les @)

On sait toutefois que la conjecture d”Artin est « presque»
vraie : pour un degré d fixé, elle est vraie pour tous les
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nombres premiers # sauf un nombre fini (Ax-Kochen,
Amer. J. of Math., 1965); cependant, méme pour d =4,
on ne sait pas déterminer 'ensemble des nombres premiers
exceptionnels,

2.3. Classification.

TuforiME 7. — Deux formes guadratiques sur k sont
équivalentes si et seulement st elles ont méme rang, méme diseri-
minand, et méme invariant .,

Que deux formes équivalentes aient les mémes inva-
riants résulte de la définition de ceux-ci. La réciprogque
se démontre par récurrence sur le rang » des deux formes ¥
et g considérées (le cas n = 0 étant trivial). Le corollaire
au théoréme 6 montre que f et g représentent les mémes
éléments de A JE™2; on peut done trouver @ €& qui est
représenté 4 la fois par f et par g; cela permet d’écrire

Sf~aZt + [ et g~ aZ® 1 g
o1 f', ¢ sont des formes de rangn— 1. On a

d(f') = ad(f) = ad{g] = d(g’) -
S f) =elfila d(f)) =elg)la,dlg’)) =clg)

ce qui montre que f* et ¢’ ont les mémes invariants. Vu
I'hypothése de récurrence, on a f'~ g', d'ol f~ g

COROLLAIRE. — A dquivalence prés, il existe une forme de
rang 4 et une seule qui ne représente pas O si {a, by = —1,
Cest la forme 2t — ax? — by 4 abt®

En effet, d’apres le théoréme 6, une telle forme est
caractérisée par d(f) =1, e{f) =—1—1,—1), etun
calcul immédiat montre que 28 — ax® — y® - abl* a ces
propriétés.

Remargue. — On peut caractériser cette forme comme
la norime réduite de l'unique corps non commuratif de
degré 4 sur Q,;si [a, b) = — 1, ce corps peut étre défini
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comme un corps « de quaternions », de base {1, i js i }s
avee i2=a, Jo=20, y=—jh

ProposiTioN B, — Soient nz 1, dek'[R® ef e = = 1.
Pour qu'il existe une forme quadratique f de rang n teile que
dify=d et e(f) =¢, il fauteldl suffit que Pon aif

n=1, z=1; au =2, d#-—1;
ou n=2 =1 G nz 3
Lecas = 1 est trivial. Si n =2, ona [~ aXE 4 Y2
et, si d(f) =—1, e[f) =g, by = {a, —ab) =1; on
ne peut donc pas avoir simultanément d{f) = —1 et
e f) = — 1. Inversement, sid=—1 g=1, on

prend f=X?—¥% si d# —1, il existe agk’ tel
que (¢, —d) =g, et I'on prend f= aX® 4 adY®: Si
n =3, an cheisit ¢ €&k distinct de — d; d’aprés ce
qu'on vient de voir, il existe une forme ¢ de rang 2 telle
que dig) = ad, elg} =z¢la, —dY; la forme 2%+ g
convient, Le cas nz 4 se raméne au cas # = 3 en
prenant f de la forme 2(X;, Xy Xe) + X+ 00 T X2,
ol g a les invariants voulus.

C.OROLLATRE. — Le nombre des classes de formes quadratiques
de rang n sur Q,, p # 2 (resp, f = 2) estégal a4 (_resp.S]
sin=1, a7 {resp. 13) st n = 2,eta 8 {resp. 16} i n = 3.

Fan effet, d( f) peut prendre 4 (resp. 8) valeurs, et g( f)
peut prendre deux valeurs.

3.4, Le cas réel,

Soit f une forme quadratique de rang n sur le corps B
des nombres réels, On sait que fest équivalente &

)
4L J.—Xﬁ—-YE——...—Ys
ot r et 5 sont deux entiers 2 0 tels que r+ 5 = 175 le

couple (7, 5) ne dépend que de f; on U'appelle la signature
de f. On dit que f est définie sirou s =0, autrement dit
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si_f a un signe constant; sinon, on dit que f est indéfinie
(c’est le cas ol f représente 0],
L’inpariant e f) se définit comme dans le cas de Qy;
du fait que (—1,—1) =—1, ona:
S(f) = (— 1yste =022 _! 1 Sf s=0,1 (lmod 4)
| —1 si 5= 2,3 (mod 4.
Drlautre part :

df) = (1) ={ 1 si s=0 {mod2)

—1 s s=1 (mod?2).

On voit ainsi que la connaissance de d( f) et 2/ /) équivaut
A celle de la classe de s modulo 4; en particulier, d( f) et
e f) déterminent f & équivalence prés 5i n < 3.

On vérifie également que fes parties 1), 1i), iii) du théo-
réme 6 2 de son corsllaire sont valables sur R {d’ailleurs leur
démonstration n'utilisait que la non-dégénérescence du
symbole de Hilbert, et celle-ci s'applique & R); il n'en
va évidemment plus de méme pour la partie iv).

§3. Formes gquadratiques sur Q

Toutes les formes quadratiques considérées sont & coef-
ficients dans @, et sont supposées non dégénérées,

3.1, frvariants dune forme.

De méme qu’au chapitre 111, § 2, on note V la réunion
de l'ensemble des nombres premiers et du symbole oc,
et 'on convient que @, = R.

Soit f~ X3 4 ... + a, X% une forme quadratique
de rang n. On lui associe les invariants suivants :

a} Le discriminant o f) e Q'/Q", égal 4 ay ... a,,

b) Soit z €V, L'injection @ — Q, permet de consi-
dérer f comme une forme guadratique {que nous noterons f,)
sur @, Les invariants de f, seront notés 4, f) ete,( f);1l
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est clair que d,( f)est \image de d( f) par Q7/Q™ — Q/Q.%;
o a
&l f) = I1 (g, a;), .
i<g
La formule du produit [chap. ITI, n® 2.1, th. 3} entraine

la relation :
Helfl=1

rE ¥

c) La signature (r, 5) de la forme quadratique réelle /o,
est un autre invariant de j,

Les invariants d,( f), g,( f) et (7, 5) sont parfois appelés
les invariants locaux de f.

3.2, Représeniation d’un nombre par une forme.

Tutorkme 8 (Hasse-Minkowski). — Pour que f repré-
sente 0, il faut et il suffit que, pour lout v eV, la forme f,
représente 0,

(Autrement dit : f a un zéro « global » si et seulement
si fa partout un zéro « local ».)

La nécessité est triviale, Pour voir la suffisance, on
écrit f sous la forme

f=aXi+ ... +a,X a Q"

Quitte & remplacer f par 4, f, on peut en outre supposer
que g, = L.

On considére séparément les cas n = 2,3,4 et 2 5.

i) Le cas n =2

Ona f = X2 — ¢X}; commef,, représente 0, aest > 0.
Si on écrit ¢ sous la forme :

a=TIp""
r

le fait que f, représente 0 montre que @ est un carre
dans Q,, donc que v,(a) est pair. Il en résulte que @ est
un carré dans @, et freprésente bien (.
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i) Le cas n =3 (Legendre}.

On a f=Xi—aX;—bX3j; quitte & multiplicr @, b
par des carrés, on peut supposer que @ et b sont des enfiers
sans facteurs carrés (i.e. v,la), v,(b) sont égaux a 0 ou 1
pour tout nombre premier p]. On peut aussi supposer
que |al < |f|. On raisonne alors par réCUrrence sur
Pentier m = |a] - |6]. 8i m =2, ona

F=XiL XL X3

le cas de X3P+ Xi+ X3 est exclu, puisque f, repré-
sente 0; dans les autres cas, f représente bien zéro.
Supposons m > 2, ie. |b|2 2, et écrivons b sous

la forme
b==2p ..

ot les p; sont des nombres premiers distincts. Soit p 'un

des p;; nous allons voir que a est un carré modulo p. Clest

évidentsi @ = 0 [mod p). Sinon, 2 est une unité p-adique;

par hypothése, il existe (x,, 2) € (Q,)? tel que
Pe—at—t =0

et on peut supposer [x,y, z) primitil (cf. chap. II,
n® 2.1, prop. 6). Ona 22—a? =0 (modp}. On en
conclut que, si ¥ = 0 (mod ), il en est de meéme de 2,
et M2 est divisible par p?; comme #,() =1, cela en-
traine y = 0 (mod ) contrairement au fait que (x, ¥, 2}
est primitif. On a donc x = 0 (mod p), ce qui montre
bien que a est un carré (mod p). Cecl étant, comme
ZHZ = [1Z/p,Z, on voit que a est un carré modulo b.
11 existe donc des entiers ¢, &' tels que

£ =g 4 B

et 'on peut choisir ¢ de telle sorte que |¢| < [6[/2. La
formule bb = i —a montre que b’ est une norme de

Pextension k(v/a)fk, o1t 2 =@ ou Q,; on en conclut

4

(le raisonnement est le méme que celui de la prop. 1
du chap. I11} que freprésente 0 dans & si et seulement s'il
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en est de méme de f' = X} —aXi— 0'X3 En parti-
culier, ' représente 0 dans chacun des @, Mais'on a :

(LI Y
= 5:; -

+ 1= |b] puisque |&| = 2

Ecrivons &' sous la forme " u® avec b”, v entiers et §” sans
facteurs carrés; on a a fortieri |67] << |#]. L'hypothése
de récurrence s'applique donc 4 la forme

Fr=% —aX§— b X3

qui est équivalented f7. On voit ainsi que /™ représente 0
dans @, ¢t 1] en est de méme de f.
iii) FLecas n=4.
Ona:
f=aXj+ X — (¢X] <+ dXI.

Soit » £ V. Puisque £, représente 0, le corollaire 2 2 la
proposition 3" du n® 1.6 montre quil existe x, € @, qui
est représenté 4 la fois par aX§ + 6X2 et par ¢Xj — dX7;
d’aprés la partie i) du corollaire au théoréme 6 [qui
sapplique également & @, = R}, cela revient a dire
gue l'on a :

(x,, — ab), = (e, By, et (xy-—cd)y, = (6 d},.
Comme II (g, ), = I1 {¢,d), =1, on peut appli-
vEV vEV
quer le théoréme 4 du chapitre III, n® 2.2, et I'on en
conclut qu’il existe xe @ tel que

{xs - ﬂ»ﬁ')t = (a, b), et (% — Cd:li' = {E! d:]:'
pour tout ¥ €'V,

La forme oX3 + §X2— 422 représente alors 0 dans
chacun des @,, donc dans @ d’aprés ce que 'on vient
de voir, On en conclut que % est représenté dans @ par
aX? 4 bX3, etlemémeargument sapplique a ¢X§ + dX§;
d’ou le fait que f représente 0,




76 COURS D'ARITHMETIQUE

iv) Le cas nz 3.
On raisonne par récurrence sur 2. On éerit f sous la

forme _
S=h—g

avec h=a,X; +a, X%, g = —(aXf+ ... + a, X2).

Soit § la partie de V formée de o, 2 et des nombres
premiers p tels que v,(a) # 0 pour un iz 3; cestun
ensemble fini. Soit »e€8. Puisque f, représente 0, il
existe a, € @ qui est représenté dans @, par ket par g;
il existe done %' €@, i =1, ..., 1, telsque:

h(x!i: x;) =y = g{xg, sy xm-

Mais les carrés de Q) forment un ensemble ouzer! (cf.
chap. II, n° 3.3). On en conclut, au moyen du théoréme
d’approximation (chap. III, n° 2.2, lemme 2), qu'il
existe ay, %, € @ telsque,si @ = k%, x,), on ait afa, € @
pour tout z €8, Considérons maintenant la forme

fi=a7* =g

Si pe8, g représente q, dans Q,, donc aussi ¢ puisque
ale, € @2; on en conclut que f représente 0 dans Q.
Si v &8, les coefficients — a5, - .., — Gy de g sont des
unités z-adiques; il en est de méme de d,(g), et, puisque
v# 2 ona glg) =1 Comme lerang de g est = 3,
le théoreme 6 montre que g représente 0 [cela pourrait
aussi se déduire du cor. 2 au th, 1 du chap. II, n® 2.2,
combiné avec le théoréme de Chevalley]. Dans tous les
cas, on voit que f; représente O dans Q,; comme le rang
de f, est n— 1, I'hypothése de récurrence montre que
f, représente 0 dans Q, e que g représente ¢ dans @;
comme A représente a, on en déduit bien que, Sfreprésente 0,
ce qui achéve la démonstration.

CloroLLAIRE 1, — Soit a e @', Pour que f représente a
dans Q, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi dans chacun des Q.
Cela résulte du théoréme, appliqué i la forme aZ? —f.
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CoroLLaRe 2 (Meyer), — Une forme quadratique de
rang = D représente O si et seulement si elle est indéfinie (Le. si
elle représente 0 dans R).

En effet, d’aprés le théoréme 6, une telle forme repreé-
sente 0 dans chacun des Q,,.

COROLLAIRE 3. — Soit n le rang de f. Supposons quée n = 3
(resp. n=4 et d(f)=1) Si f représente O dans fous
les Q, sauf un au plus, alors f représente 0.

Supposons que # = 3, D'aprésle théoreme 6, f repreé-
sente O dans @, si et seulement sion a :

(*)e (— 1, —d( s = =l f):

Mais les deux familles g,( ), (— 1, —d{f))e vérifient la
Sformule du produit du chapitre 111, n® 2.1, On en conclut
que, si (*), est vraie pour tout v sauf un au plus, (¥}, est
vraie pour tout v; d’aprés le théoréme 8, 1a forme f repre-
sente 0.

Lorsque n=4 et d(f) =1, on raisonne de la méme
manitre, Pégalité (¥), étant remplacée par :

l:'_ l! - l)a = E’r{fj‘

Remarques. — 1) Supposons que n = 2, et quefrepre-
sente 0 dans tous les Q, sauf un nombre fini, On peut alors
montrer, au moyen du théoréme de la progression arith-
métique (cf. chap. VI, n®4.4), que f représente 0.

2) Le théortme 8 ne s'étend pas aux polynémes homo-

genes de degré = 3; par exemple, Selmer a démontré que
I'équation aX5 4 1Y? + 578 = 0

a une solution non triviale dans chacun des Q,, mais
n'en a aucune dans Q.

3.3, Classification.

Turorbume 9. — Soient f et f* dewx formes quadratiques
sur Q. Pour que fet f' soient équivalentes suy Q, il faul et il suffit
qu'elles le soient sur chacun des Q.
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La nécessité est triviale, Pour prouver la suffisance,
on raisonne par récurrence sur le rang n de fet f7. 8i
n =0, il n'y a rien 4 démontrer, Sinon, il existe 2 € @
représenté par f, donc aussi par f” (cf. cor, 1 au th. 8).
On a alors f~ aZt L g, f'~aZ?-L g, Diapres le
théoréme 4 du n® 1.6, on a g~ g’ sur 8, pour tout
» £ V. L'hypothése de récurrence montre alorsque g~ g'

sur @, d'olt f~ f".

COROLLAIRE. — Sofent (r, §) et (r',s') les signatures de f
el de f'. Pour que f et {1 soient équivalentes, il faut el il suffut
gue Uon ail :

d(fy =d(f), (ns) =045} et alf) =elf)

pour tout v V.

En effet, ces conditions expriment simplement que f
) .
et £ sont équivalentes sur chacun des @, .

; R\emarqae. — Les invariants d = di f), =, =g, f) et
{r, 5} me sont pas arbitraives. Ils vérifient les relations
suivantes |

(1} g, = 1 pour presque tout veV, et Ileg =1;
EV

(2)g,=1si n=1, ousi n=2 etsi l’imtagﬁ d,de d
dans Q./@;% est égale a — 1;

(3) sz 0 et r4+s5s=nmn;

4y 4, = (—11%;

{5} £ = (_ l}s[s R

Inversement :

ProposiTion 7. — Svient d, (g,),=v €t (1, 5) vérifiant les
relations (1) @ (3) ci-dessus, Il existe alors une forme gquadra-
tigue de rang n sur Q, ayant pour invariants d, (e,),e v et (1, 5)-

Le cas n=1 est trivial.

Supposons que 7= 2. Soit z€ V. La non-dégénc-
rescence du symbole de Hilbert, jointe 4 la condition {2},
montre qu'il existe x,£Q; tel que (x,—d), =¢.

-
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Dela, et de la condition (1), on déduit existence dexeq
tel que (v, —d), =&, pour tout v € V (cf. chap. III,
n® 2.2, th. 4). La forme xX* — X dY? convient.

Supposons que 1 = 3. Soit S l'ensemble des eV
tels que (—d, — 1}, = — & c’est un ensemble fini.
Si eS8, choisissons dans Q,/Q;" un ¢lément c, distinct
de Vimage —d, de —d dans ce groupe. Utilisant le
théoréme d’approximation (cf. chap. I11, n® 2.2,lemme 2)
on voit quil existe ¢€@" dont l'image dans chacun
des Q;/Q;, v €5, est o D’aprés ce que P'on vient de
prauver, il existe une forme g de rang 2 telle que
dig) = «od, g, lg) = (t: —d)u e pour tout v € V.
On constate alors que la forme f = ¢Z% 4 g convient.
[Noter que, pour n< 3, on n'a pas & s'occuper de la
signature de la forme, car les conditions (3), (4), (5) la
déterminent en fonction de d et €.

Lorsque == 4, on raisonne par récurrence sur .
Supposons d’abord que 7 soit = 1. On voit alors, au
moyen de I'hypothése de récurrence, qu'il existe une
forme z de rang n — 1 qui a_pour invariants 4, (¢,),ev
et (r—1,5); la forme X* 4+ ¢ répond & la question.
Lorsque r = 0, on construit une forme h de rang n— 1,
ayant pour invariants — dye(—1,—d), et (0,n— 13;
la forme — X* 4 & convient.

APFENDICE

Sommes de trois carrés

Soient n et p des entiers positifs, On dit que n e5t somme
de p carrés si n est représenté sur Ianneau & par la forme

quadratique Xj 4+ ... — X2, i.e. ¢'il existe des entiers
Ry, ... iy telsque
ne=andt ... 0.
TrEorbME (Gauss). — Pour qu'un entier positif n soif

somme de trois carrés, il faut et il suffit qu'il ne sotf pas de la
Sforme (86— 1), aver a, bed.
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{Exemple : 51 n n'est pas divisible par 4, c'est une somme
de trois carrés si et seulement sil'lona 2 =1,2, 3,5, 06
(mod 8).)

Démanstration. — On peut supposer 7 non nul. La
condition « n est de la forme 4986 — 1) » équivaut
alors &4 dire que — n est un carré dans @ (cf. chap. 11,
n® 3.3, th. 4). Or, on a le résultat suivant :

Lemue A, — Soit a € Q". Pour que a soit représents sur Q
par la forme = Xi 4+ X3+ X5, il foul et i suffit gue a
soit > 0 ¢t que — a ne sout pas un carré dans Q.

Draprés le corollaire 1 au théoréme 8, il faut exprimer
que g est représenté par f sur R et sur tous les §,. Le cas
de R donnela condition de positivité. D'autre part, les inva-
riants locaux d,[ f) ete,( f) sont égauxa 1.5i p = 2,0na

(=L —d(f)y = (—L—1) =1=¢,(f);

le corollaire au théoréme 6 montre alors que @ est repré-
senté par fsur Q,. Si p=2, ona

(—L—d(f N =—1# &(f};

le méme corollaire montre que @ est représenté par f
sur @, si et seulement si g est différent de — 1 dans @;/@:%,
L.e.si — a n’est pas un carré de Q.

Il faut maintenant passer des représentations sur @ aux
représentations sur & Cela se fait au moyen du lemme
suivant :

Lemuve B (Davenport-Cassels). — Soit

v
JEX) = ¥ ;XX
i i1
une forme quadratigue définie positive, la matrice (a;;) dtant
symélrique et & coefficients entiers, On fait Uhypothése suivante :
(H). — Pour fout x = (x,, ..., x,) € Q°, tlexiste y e &P
fel que fix—p) << L
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Alors, si neZ est reprdsenté par f sur Q, n est qussi repré-
senté par f sur 4,

Siox= (¥, ...,%) et y=1(3,...,5,) sont deux
¢léments de @, nous noterons x.y leur produit sea-
laire Xa;x,. On a x.x = fix).

Spit » un entier représenté par f sur Q. Il existe un
entier ¢ >> 0 tel que *a = ».x, avec x €Z¥. Choisis-
sons ¢ et x de telle sorte que / soit minimum; il nous faut
prouver que I'on a alors ¢ = 1.

DYaprés I'hypothése (H), il existe 3 £ Z° tel que

x
T=YT A avec 2.z < 1,

. X . .

S5i z.z=0, ona =0, et T est 4 coefficients entiers.

Vu la minimalité de f, cela entraine £ = 1.
Supposons que I'on ait z.z # 0, et posons @

a =%3y—n

b = 2(nt—x.3)
' =at4 b

¥ = ax 4 by

On a ab,t'€Z De plus :

" e

ot =atx.x o 2abxy 4+ BPyy

a0 + ab(2nt—B) 4 B n 4 a)
nia® t* + 2abt 4 5%

t"%

I

D'autre part :
o=+ bt =1y 5y —nt® + 2t — 2x.y
=2y y—2xyfxx=(p—x).(lp—2x)
=%z z,
dolt ' =iz.2; comme 0 <Zz.z<<1, ona 0=t <&

Ceci contredit la minimalité de ¢, et achéve la démons-
tration du lemme.
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Pour démontrer le théoréme, il suffit maintenant de
vérifier que la forme f=X3i -+ X3+ X2 satisfait 4 la
condition (H) du lemme B. Or cest immédiat ;s
(x,, %3 #;) €@® on choisit (310 7s) EZ° el que
\#— ;1 < 1/2 pour tout i;ona Tl —y)ts 3l

CoroLLame 1 (Lagrange). — Toul entier positif est
somme de guatre carrés.

Soit 7 un entier = 0. On peut Iécrire sous la forme 4%m,
olumn'est pasdivisible par 4, 8i m = 1,2,3,5,6 (mod8),
mt est somme de trois carrés, et il en est de méme de n.
Sinon, on a m= —1 {mod 8}, et m-—1 est somme
de trois carrés: dans ce cas m est somme de quatre carrés,
etil en est de méme de n.

CloroLLAIRE 2 (Gauss). — Tout entier positif est somme
de trois nombres triangulaires.

(On appelle « nombre triangulaire » tout nombre de

mim -+ 1

la forme mim 5 )

Soit 7 un entier = 0. En appliquant le théoréme a

Sn - 3, on voit qu'il existe des entiers xy, ¥a, ¥ tels que

x4 a4+ k=8 + 3

, ou m est entier.)

Ona:

N (mod 8).

Mais les seuls carrés de Z/8% sont 0, 1 et 4; une somme
de trois carrés de Z/8Z ne peut étre égale a3 que si chacun
de ses termes est égal 2 1. On en conclut que les x; sont
impairs, et l'on peut les écrire sous la forme 2m; + 1,
avec my entier. On a @

i=8 ; i=1
Eﬁ,\_’”{"‘.ﬂzl(g (2m, + 1)2—3) =1_:8n+3-—3}
im1 2 8 3

= .

— = —— —5#

CHAPITRE V

FORMES QUADRATIQUES
ENTIERES
A DISCRIMINANT =+ 1

§ 1. Préliminaires
1.1, Définitions.

?‘;oit n un entier = 0. On s'intéresse a la catégorie S,
sulvante

Un objet E de S, est un groupe abélien Libre de rang n
(donc isomorphe & 2"} muni d'une forme bilinéaire
symétrique E X E =2, notée (3} = x.0, telle que :

i) I'homomorphisme de B dans Hom (B, Z) définie par Ia
Sforme x.y est un isomorphisme.

On voit tout de suite que cette condition équivaut a
la suivante (cf, Bourbaki, 4lg., chap. IX, § 2, prop. 3) :

ii) Si(e;) estune base ds B, et si ay = e, I deterniinant
de la matrice A = (a;;) est égal & = 1.

La notion d’isomorphisme de deux objets B, L' €8, se
définit de facon évidente : on éerit alors E ~ E'. Il est
commode d'introduire aussi §=w8, n=0,1, ...

Si EeS,, lapplication #t»x.x fait de B un module
quadratigue sur Z {cf. chap. IV, déf. 1, n° 1.1}, 81 () est
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une base de E, et si # = e, la forme quadratique
f(x) = x.x est donnée par la formule

flx) = ;ﬂu XXy, Avec gy = 6.¢;
o
= Da;al + 2 X ayxx;
i i< j

Les coefficients de ses termes rectangles sont done pairs.
Le discriminant de £ (i.e. det (a;;)) est égal 4 + 1. Changer
la base (¢) revient & remplacer la matrice A = (g;)
par '‘BAB, avec B eGL(n, Z). Du point de vue de la
forme f, cela revient 4 effectuer sur les variables (x;) la
substitution linéaire de matrice B; la forme obtenue est
dite dquivalente 3 la forme f. (On observera qu’il s'agit la
d’équivalence sur Panneau Z des entiers; ¢’est une notion
plus fine que celle d*équivalence sur @, étudiée au chapitre
précédent.)

1.2, Opérations sur S.

Solent E,E'€8. On note E@E' la somme directs
de E et de E’, munic de la forme bilinéaire somme directe
de celles de E et de E’; an a, par définition {cf. Bourbaki,
Alg., chap, TX, § 1, n° 3) :

(¢ + 4.0y +0) = x5 + 2
siox,3eE et x,) eE.
Du point de vue « formes quadratiques », cette opération
correspond & celle de somme directe orthogonale, notée @ au
chapitre IV. o

On peut aussi définir le produit tensoriel E @ E', ainsi
que les puissances extérieures /A E (cf. Bourbaki, loc. cil.,
n® 9); nous n’en aurons pas besoin.

1.3, Invarianis.

1.3.1. 8 Ee8,, lentier # s'appelle le rang de E,
et se note #[ 1),
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1.3.2, Boit E€8, etsoit V=E&R le R-espace
vectoriel obtenu en étendant les scalaires de Z 4 R. La
forme quadratique de V a une signature (r, s) bien déter-
minée [cf. chap. IV, no 2. 4). L'entier

(Bl =r—y
est appelé Mindice de B, On a :
—rE)s t(E)<rE) ot r(E) =2(E) (mod2).

Rappelons que E est dite défimie si 1(E) = 4 r(E),
l.e. si x.x a un signe constant; sinon, E est dite indéfinie.

1.3.3. Le diseriminant de E par rapport &4 une base (¢) ne
dépend pas du choix de cette base; en effet, changer lIa
base (g multiplie le discriminant par

det (X'X) = det (X)?,

ot X est une matrice inversible sur #; le déterminant de X
est égal 4 + 1, et son carre est égal 4 1.
Le discriminant de E se note d{E); ona d(E) = + 1,
Si V=E@R est de signature (r, 5}, le signe de d(E)
est {(— 1)?; comme 4(E) = 4 1, onen déduit la formule :
dkE) — (_ I)fl'[I"rJ —‘.IE—]HE.

1.3.4. Soit E e85, Ondit que E est pair (ou de fype 11}
si la forme quadratique associée &4 E ne prend que des
valeurs paires; si A est la matrice définie par une base
de E, il revient au méme de dire que tous les termes diagonaux
de A sont pairs.

Si E n'est pas pair, on dit que E est impair (oude type I).

1.3.5, Boit E eS8, et soit E =Ef2E la réduction
de E module 2. C'est un espace vectoriel de dimension r[E)
sur le corps F, = Z&f2Z. Par passage au quotient, la
forme x.y définit sur E une forme ¥ . qui est symétrigue
et de diseriminant + 1 =1, La forme quadratique
associée ¥. % est additive : on a

(F+3).(Z+P)=F.5i4+3.y4+22.F7=54.5+7.7;
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c’est done un élément du dual de E. Mais la forme bili-

néaire ¥ . ¥ est non dégénérée : clle définitun isomorphisme

de E sur son dual. On en conclut qu’il existe un démeni

canonique i € E tel que

.5 =x.% pour tout ¥ ¢ E.
Revenant 4 B, on voit done qu'il existe e E, défini

modulo 2E, tel que

u.x = x.x (mod32) pour tout x € E.

Considérons entier #.v. 8i Pon remplace u par v + 2x,
#.u est remplacé par :

(4 2x%), (w4 2x) =u.at —4u.x+x.x)=uu (mod8).

L'image de «.u dans Z/8Z cst donc un drvariant de E;
on le note o(E). 8i E est de type IL, la forme & . ¥ est nulle
(autrement dit, ¥. ¥ est alternée), et 'on peut prendre v =0,
d'oll o(E) = 0.

1.3.6. Soit p un nombre premier, etsoit V, = E@Q,
le Q,-espace vectoriel déduit de E en étendant les scalaires
de Z 4 Q,. L'invariant ¢(V,) = £ 1 de V, défini au
chapitre 1V, n? 2.1, est ¢ fortiori un invariant de E;
notons-le z,(E), On peut démontrer gque Uon a :

e, (E) =1 siop#2
e.(E) = (— 1)/, oll j = %

Cela se voit ¢n décomposant E® Z, en somme directe
orthogonale de Z,-modules de rang 1 (resp. de rang 1
ou2)si p # 2 (resp.si p = 2). Comme nousn’utiliserons
pas ces formules, nous Jaissons le détail de la vérification
au lecteur (voir aussi J, Cassels, Comm. Math. Helv., 37,
1962, p. 61-64).

1.3.7. Soient E;, By €5, etsoit E = E; @ E, Pour
que B soit de type II, il faut et il suffit que E, et Eq le
soient. On a

(d(E) + r(E} — o(E}) — 1).
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P(E) = r(Ey) +r(Eg),  =(E) = <(By) + =(Ey)
olBE) = o(E) + o(E;), diE) = d(LE) .d{E;).

1.4, Exemples,

1.4.1. On note I, [resp. I_) le Z-module Z muni de
la forme hilinéairve xy (resp. — xv) ; il correspond & la forme
quadratique x? (resp. — x¥).

8i ¢ et £ sont deux entiers = 0, on note sI, @{I_ la
somme directe de s copies de I et de f copies de 1_;

4 i

la forme quadratique correspondante est 3 xf — 2 ok
i=1 i=1
Les invariants de ce module sont les suivants :
r=s+1 t=s5—1I, d=(—1), o=s—t{mod8).
A partle cas trivialout (s, ¢) = (0, 0), lemodule sI. @&¢I_
est de type L
1.4.2. On note U I'élément de 8, défini par la ma-

a1
trice (1 0). La forme quadratique associée est la

forme 2x,x, : U est de type II. On a
(U] =2, ~(U) =0, dU) =—1, s{U) =10,

1.4.3. Soit & un entier = 0, soit 2 = 1k, et soit V
'espace vectoriel @, muni de la forme bilinfaire stan-
dard ¥x; 3, correspondant 4 la matrice unité. Soit E, le
sous-groupe de V formé des points & coordonnées entiéres;
muni de la forme hilinéaire induite par celle de V, E, est
un élément de S,, isomorphe a4 zn.1,. Soit E; le sous-
module de E, formé des éléments x tels que x.x =0
(mod 2}, c'est-a-dire Xx; = 0 {mod 2), On a :

(E, : Ej) = 2.

Soit E le sous-module de V engendré par E; et par
e=(1/2,...,1/2). Ona 20eE, (du fait que n =0
(mod 4)) et e¢ Ly, doit (E:E;) =2, Pour quun
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élément x = (x;) de V appartienne a E, il faut et il
suffit que Pon ait :

T
2%, &, x,—x; €8, iE x, 27,
=1

1
On a alors x.e:t—}ExtrsZ; comme ¢.¢ =%, on en
-

conchut que la forme x.y prend sur E des valeurs entiéres.
De plus, le fait que E; ait le méme indice dans E, et
dans E montre que le discriminant de E est égal 4 celui
de By, c'est-a-dire & + 1. Le module quadratique E est
donc un élément de 8, = S,;; onlenoteral’,, Lorsque £
est pair (i.e. lorsque n= 0 (mod8)), e.e =k est pair,
et on en déduit que x.x est pair pour tout x e By I', est
done de type 11 lorsque n = 0 (mod 8). On a :

rily,) = 8m, ([, = 8m, (e =0, d{l,) =1

Le cas de Ty est particulitrement intéressant. Il y a
240 éléments (1) x e Iy tels que x.x = 2 si (g) désigne
la base canonique de Q% ce sont les vecteurs

B
+ede (k) et 1 e =41, Mg=1
2 i=1 i=1
[Les produits scalaires mutuels de ces vecteurs sont
entiers; ils forment ce que l'on appelle en théorie des
groupes de Lie un « gystéme de ractnes de {ppe Eg », cf, Bour-
baki, Gr. et Alg. de Lie, chap. VI, § 4, n* 10.]
On pent prendre pour base de ' les éléments :

i 1
i |
5 LEL + 86} 5 ("‘.’- + o e?:]:
e Bl
e+ e et g—e_y (25igT)
{1} Pluz généralement, nous verrons aw chap. V1L, n® 6.6, que, si ¥

est un cntier = 1, le nombre des ¥ € [y tels que x.r = I20 est ¢gal i
240 foiz la somme des cubes des divisenrs de IV,
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La matrice correspondante est :

2 0 —1 0 0 0 J 0

0 2 0 —1 0 0 0] 0

—1 ] 2 —1 0 0 0 0

0 —1 —1 2 —1 a 0 0

=l 9 0 01 21 0 o
0o 0 0 0 —1 2 —1 0

o 0 0 0 0 —1 2 —1

0 0 0 0 0 0o —1 2

Pour m = 2, les vecteurs x =1y, tels que z,x =2
sont simplement les + ¢+ ¢, (i £ k) on observera
qu'ils n'engendrent pas Ty, contrairement & ce qui se passe
dans le cas m = 1, En particulier, Ty &'y n'est pas
isomorphe a Ty,

1.5, Le groupe K(S).

Soient E, E' €8, Nous dirons que E et E' sont stable-
ment isomorphes ’il existe F €8 telque ESQF ~ E' & F;
c’est 14 une relation d’équivalence, Nous noterons K_(8)
le quotient de S par cette relation, et, si E &8, nous
noterons (B} la classe de I dans K, {8). L'opération @
définit par passage au quotient une loi de composition,
notée -+, sur K (S); cette lod est commutative, associative,
et a pour élément neutre la classe 0 du module 0 € S.

On a : (E®E) = (E) + (E).

De plus, si x, 3, 2= K _(8) sonttelsque x + 2 =3 + 2,
ona x=y; la vérification est immédiate. Ceci permet
de définir le groupe K(S) 4 partir de K (8) {exactement
comime on définit Z & partir de 'ensemble Z, des entiers
= 0} : par définition, un élément de K(S) est un couple
(x,0), avec x,y €K, (8), deux couples (r,3), (x',')
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étant identifiés si et seulement si ona x + 3 =y 4 &'
La loi de composition de K{5) est définic par

(%) + () = (x + 250 T )
Elle fait de K(S) un groupe commutatif, d’élément
neutre (0, 0). On identific K, (S) 4 une partie de K(S)
par lapplication x— (x, 0}, Tout élément de K(3) est
différence de deux éléments de K (S), donc peut ’¢crire
sous la forme (E) — (F), avec E,FeS, Ona

(E) — (T} = (E) — (F") dans K(8)

si et seulement s'il existe G eS8 tel que
EareGaiaelrad,

i.e.sietseulement si E@F et EE2F sont stablement
isomorphes.

Propriété universelle de KiS). — Soit A un groupe commu-
tatif, et soit f: 8 — A une application telle que

FE) —f(E) +F(E) & ExEOE,

on dit alors que f est additive. Si x = (E) — (F) est
un élément de K(S), on pose f{x) =f(E)—f(F);
cela ne dépend pas de la décomposition de x choisie,
Il est immédiat que Papplication f:K(S8] — A ainsi
définie est un homomarphisme. Inversement, tout homo-
morphisme f:K(S) - A donne, par composition avec
$ — K(8), une fonction additive sur S. On exprime cette
propriété « universelle » de K(8) en disant que K(S} est
le groupe de Grothendieck de 8, relativement a I'opération 2.

En particulier, les invariants r, 7, d, 5 du n® 1.3 défi-
nissent des homomorphismes :

FiKS) =2, K B
d:K(S) ={x1}, K8 »2Z82Z

On a ici encore = = rmoed 2, d = (— 1),

—r——-
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§2. Fnoncé des résulrats

2.1. Détermination du groupe K (S).

THEOREME 1. — Le groupe K(8) est un groupe abélien libre
de base (1) et (I_).
{(La démonstration sera donnée au n® 3.4.)
En d’autres termes, tout e K(8) sécrit de fagon
unigue sous la forme :
f=s 10+ ¢(I., avec 5, t €&,

Ona #(f) =54t ={f) =s—1, cequimontre que s
et ¢ sont déterminés par 7 et 7. On en conclut ¢

CororLatre 1. — Le couple (r, ) définit un isomorphisme
de K(S) sur le sous-groupe de & »x & formé des éléments (a, b)
tels que a =+ (mod 2),

Dol

CoroLtatRe 2. — Pour que deux éléments E ef E' de 8
soient stablement isomorphes, il fout et {1 suffit gu'ils aient méme
rang el méme indice.

[Noter que cela n'entraine nullement E ~ E’, Par

0 1
exemple U = (1 0) définit dans K(S) le méme élé-

0
0 1)—_—.I+'E-)I_, biecnque Uet I, &€1_

soient de types différents.)

ment que (

TuéorkME 2, — On a ofE) = <(E) (mod8) powr
tout B8,

En effet, 7, réduit modulo 8, et 5 sont des hamomor-
phismes de K (8] dans Z/8Z qui coincident sur les géné-
rateurs I, et I_ de K(8); ils coincident done sur tout K(S).

CoOROLLAIRE L. — 5T E est de type fI, on 2 7(E) = 0
(med 8],

En etfet, o(E) = 0.
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{(Noter que ceci entraine r(E) = 0 mod 2 et
d(E:} — (_ 1';!([-51.12':]

CloroOLLAIRE 2. — i E est défini et de type I, ona r(E) = 0

{(mod 8). .
En effet, on a alors =(E) = & #(E).
Remarques. — 1) Inversement, on a vu au n® 1.4 que,

pour tout » multiple de 8, il existe E €3, qui est défini
positif et de type 1L .

9) La congruence o(E) = 7(E) (mod 8) peut aussi
se déduire de la formule du produit [[e(E) =1
(cf. chap. IV, n° 3.1}, combinée avec les valeurs dese,(E)
données (sans démonstration) au n® 1.3.6.

0.9, Théorémes de structure (cas indéfini).

Soit E 8. Nous dirons que E représente zéro 5’11 existe
xeB, x#£0, tel que x.x =0. Gela équivaut a dire
que la forme quadratique Q () correspondante représente ()
sur @, au sens du chapitre IV, n¢ 1.6; en effet, on passe
d*un zéro rationnel & un zéro enticr par homothétie.

TutoriME 3. — §i E €8 est indéfini, B représente zéro.

(La démonstration sera donnée au n® 3.1.)

Tuiorime 4. — 8§ E &S est indéfini et de type I, B est
isomorphe & 51, @ t1_, oi s el { sont des entiers = 1. _
[La forme quadratique correspondante est donc Equi-

3 ¢

valente sur Z & la forme 2 xf — _El_}:ﬁ.]
i=1 =
(La démonstration sera donnée au n° 3.3.)
COROLLATRE, — Sotent E et B' dews éléments de S de méme
rang et de méme indice. On a alors

Eel, ~E®I, ou E®I_ =EESI.

Cest clair si E =0. Sinon, l'un des deux mod_u!cs
E®I,, E®I_ est indéfinl. Supposons que ce soit le
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premier, Comme E et E' ont méme signature, E' &1,
est également indéfini. En appliquant le théoréme 4, on
voitque E@ I, et E'® I, sontisomorphes & sI, @11
et ' I, @ ¢ I_ respectivement. Comme E et E' ont méme
signature, on a s =, { = ¢, d'ou le résultat cherché,

Tutorime 5, — 8 E €5 est inddfini, de Lype II, et 51
<(EY= 0, E est isomorphe & pU D gl'y, off p el g sont des
entiers = 0 convenables,

[Lorsque =(E) £ 0, on a un résultat correspondant,
obtenu en appliquant le théoréme au module déduit
de E par changement de signe de la forme quadratique.]

{(La démonstration sera donnée au n® 3.5.)

On notera que g = %T{E:l et p= %[:T{E—:] — 7(E}).

Il en résulte que E est déterminé 4 isomorphisme prés par
son rang et son indice. Comme il en est de méme pour

le type I (cf. th. 4}, on en déduit :

TutorkMme 6. — 8 E,E' =8 sont indéfinis, ont méme
rang, méme indice, et méme fype, ils sont {somorphes.

2.3, Le cas défini.

On n’a pas de théoréme de structure, mais seulement
un thésréme de finitude : pour tout entier #, §, ne contient
gu'un nombre finl de classes définies positives. Cela
résulte, par exemple, de la théorie de la « réduction »
des formes quadratiques. La détermination explicite de
ces classes n'a été faite que pour les petites valeurs de n
{pour n< 16, voir M. Kneser, Archiv der Math., 8, 1937,
p. 241-250), On peut employer pour cela la formule de
Minkowski-Siegel (Kneser utilise une méthode différente),
Voici en quoi consiste cette formule (je me borne, pour
simplifier, au type IT — il y a des résultats analogues pour
le type I) :

Soit n = 8% un entier divisible par 8 Notons C,
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I'ensemble des classes, 4 isomorphisme prés, d’éléments
E 3, qui sont définis positis de type II. Si EeC,,
soit Gy le groupe d’automorphismes de E; c’est un groupe
fini, puisque c’est un sous-groupe discret du groupe
orthogonal, qui est compact; soit gy lordre de Gy.
Posons :

C’est la « masse » de C,, au sens d'Eisenstein, i.e, le
nombre des ¢léments E de C,, comptés chacun avec la
multiplicité 1fgg. La formule de Minkowski-Siegel (1)
donne la valeur de M, :
B:i.-. .f'-i_ﬁ‘~l
() M, =2'"% Rk ,-1-11 By (n = 8&)
ol les B; sont les nombres de Bernoulli (B, = 1/6,
B, = 1/30, ..., cf. chap. VII, n® 4.1).

{Voici quelques valeurs approchées des M, :

M, = 10-% x 1,4352...; M,, = 10-15 x 2,4883...
M,, = 10715 % 7,9369...; M,, = 107 x 4,0309...;
M,, = 109 x 4,3930...)

Cette formule permet de prouver qu'une partie C' de C,
est dgale & O, : il suffit de vérifier que la somme des 1/g,
pour E e, estégale d M, (si C' 2 C,, cette somme
est <7 M ).

Lxemples

i) n =8, i.e. # =1. Onadonnéplus haut {n°1.4.3)
un élément I'y de Cy On peut vérifier (cf, par exemple
Bourhbaki, Gr. ef Alg. de Lie, chap. VI, § 4, n® 10} que
Vordre du groupe d’automorphismes de T’y est 21435527,
D*autre part, la formule (*) donne My = 2-1#3-85-27-1,

1} Pour une démonstration de cette formule, voir C. L. SIEGEL,
Gesamm. Abh T, n® 20, et LII, n® 79,

=
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En comparant, on voit que C; est réduit au seul élément I,
résultat dit & Mordell,

i) n = 16. On connait deux éléments de Cp : Ty,
et Tg@ 1Ty, On peut montrer que les ordres gp corres-
pondants sont respectivement 29(161) et 2293105472,
D'autre part M, = 691.2-303-105-47-2]1-113-1 g {]
n'est pas difficile de vérifier que

6I1/230310547211.13 = 1/215 (16 1)  1/220 3105472,

On a donc G ={I'y, i@ Ty}, résultat do & Witt.

jii) n =24, La détermination de C, a été faite
en 1968 par H. Niemcier; cet ensemble a 24 éléments.
L’un d’eux {découvert par Leech 4 propos d’un probléme
d'empilement de sphéres dans R*) est particuliérement
remarquable; c’est le seul élément de C,, qui ne contienne
aucun vecteur x avec x.x =2, Son groupe d'auto-
morphismes G est d’ordre

2:39547211.13.23 = 8 515 553 613 086 720 000.

Le quotient Gf{+ 1} est le nouveau groupe simple
trouvé par Conway (1).

v) # =32, Comme M, > 4.107 et que g5 = 2 pour
tout E, on voit que C,, a plus de 80 millions d'éléments;
la liste n’en a pas été faite,

§ 3. Démonstrations
3.1, Démonstration du thésrime 3.

Soit E€8§,, etsoit V=FE®Q le Q-espace vectoriel
correspondant. On suppose E indéfini, et il faut montrer
que B [ou V, cela revient au méme) représente 0.
On distingue plusieurs cas :

i) n=2. La signature de V est alors (I, 1), d'oit

{1} Cf. J. H. Cowwav, Proc. Nat. Acad. Sei, U.5.4., 61, 1968,
p. 398-400, ainsi que Imvent, Math., 7, 1969, p. 137142,
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d(E) = — 1. Comme — d(E) est un carré dans @, il est
clair que V représente 0,

i) n=3. Soit f(X,, X;, X;) = Za; X, X; la forme
quadratique correspondant 4 une base de Ejona a;; € 2
et det {ay;) = + 1. Si p est un nombre premier # 2,
la forme déduite de f par réduction modulo g a un zéro
non trivial (chap, I, n® 2.2), et ce zéro se reléve en un
zéro p-adique (chap. II, n® 2.2, cor. 2 au th. 1). Ainsi
S représente 0 sur tous les @, ([ # 2), ainsi que sur R,
d'aprés le corollaire 3 au théoréme 8 du chapitre IV,
n® 3.2, il en résulte que freprésente O sur @.

iil) =, Le méme arpgument que ci-dessus montre
que la forme quadratique f représente 0 sur tous les @,
p # 2, ainsi que sur R. 5i le discriminant 4(E) de f est
égal 4 1, cela sulfit & entrainer que f représente 0 sur @
(cor. 3 au th. § du chap. IV, n°® 3.2). 8inon, on a

d(E) = —1

et d{E) n’est pas un carré dans @,; d’aprés le théoréme 6
du n® 2.2 du chapitre IV, il en résulte que freprésente 0
sur @ le théortme de Hasse-Minkowski (chap. IV,
n® 3.2, th. 8) montre alors que f représente U sur Q.

ivinz 5. Onapplique le théoréme de Meyer (chap. IV,
n? 3.2, cor. 2 au th, 8).

3.8, Lemmes,

Soit Ee8 et soit F un sous-module de E; soit T’
Iensemble des éléments de E orthogonaux aux éléments
de F,

LevuME 1. — Pour que ¥, muni de Ia_forme x y induite par
celle de B, appartienne & 5, ©f faut ef il suffit que E soit somme
directe de F et de F'.

8Si E=F8F, on a dE)=d4TF).4dl"), doh
d(I'y = = 1. Réciproquement, si d(F) ==1, on a
¢vidernment I nF" = 0; de plus, si x =E, la forme

_-F-—_

- e
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linéaire yi+x.» (ye¥) est définie par un élément

% €F. Onaalors v = -+ %), avec xyeF et 1, e F,
d'oih E=F3I".

Lemme 2. — Soit x€E el que x.x = L 1, of soit X
Parthogonal de x dans E. i D=2y, ona E=Da X

On applique le lemme 1 avee T' =D,

(51, par exemple, vx.x=1, on a D ~1,, don
ExI @&@X)

Un élément x € E est dit indivisible 5'il n'appartient
a aucun des sous-groupes #E (n 3 2), autrement dit
s1on ne peut le diviser par aucun entier = 2, Tout élément
non nul de E s’écrit de maniére unique sous la forme mx,
avec mz 1 et x indivisible.

Lemve 3. Six est un flément dndivisible de B, il existe
YEE tel que x.p=1.

Soit f; la forme linéaire y > .y définic par x. Clest
un homomorphisme de E dans Z. De plus, £, est indizisible,
puisque x 'est et que x.p définit un isomorphisme de B
sur son dual Hom (E,Z). On en conclut que f, est
surjective (sinon, on pourrait la diviser par un entier > 2)
et il existe done p e E tel que #.y =1,

H

3.3. Théorime de structure (cas indéfini impair (1)),

Lemue 4. — Soit B e8,. Supposons E indéfini et de type .
il existe alors F 8, _, telque E ~1, ©1_@F.

D’aprés le théoréme 3, il existe xe B, x £ 0, tel
que x.x = 0. Quitte & diviser » par un entier conve-
nable, on peut supposer # indivisible; d*aprés le lemme 3
ci-dessus, 1l existe alors y € E tel que x.» = 1. On peut
choisir y de telle sorte que y.y soit impair. En effet, suppo-
sons que y.y soit pair; puisque E est de type I, il existe
tel tel que {.¢ soit impair, Posons 3° — ! ky, et

") La méthode suivie dans ce numéro m'a ¢té indiquée par Milnor,
ainsi gue lidée d'introduire le groupe K(S).

J.-P. SERARE 4
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choisissons 2 de tellesorteque x.p = 1, iLe. A =1—ux.¢;
ona 3.3 =it (mod?2), et .5 est impair. On peut

donc supposer que 3.3 = 2m - 1 . Posons alors
£ =y — mx, g =3—{m-1)x

On constate immédiatement que ¢;.e; = 1, &,.6, = 0,
5.6 = — 1, Lesous-module G de E engendré par (e, e5)
est isomorphe & T.@21_; d'aprés le lemme 1, on a
done E~1 @I _DF, avec Fe§, _,.

Démonstration du théoréme 4. — On raisonne par récur-
rence sur #. Soit E €85, avec E indéfini et de type L.
D'aprés le lemme 4, E~I1 ®I_&F. S n=2, on
a F =10, et le théortme est démontré, 8i # > 2, on
a F#0, et 'un des modules I, ®F, I_@F est
indéfini; supposons par exemple que ce soit le premier,
Comme I, est de type I, il en est de méme de I, @ F,
et hypothése de récurrence montre que I, @ F cst de
la forme oI, @ 5I_; d'ou :

Exal.®(6 4+ 1)1,
3.4. Détermination du groupe K(S).

Seit Ee8, E£0. Alors E®I, ou EEI. est
indéfini et de type I. Appliquant le théoréme 4, on en
déduit que I'image de E dans K(8) est combinaison
lindaire de (I.) et de (I.). Il s’ensuit que (I.) et {I_)
engendrent K(S). Comme leurs images par I'homeo-
morphisme L k() 52 x B

sont lin¢airement indépendantes, (I,) et {I_) forment
une base de K(S).

3.5, Théoréme de structure (cas indéfini pair).

LevME 5. — Soit E € 5. Supposons B indéfim et de type 11,
Hexiste alors T8 wlgue E > U&F.
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On procéde comme dans la démonstration du lemme 4.
On choisit d’abord un x € E, x # 0, x indivisible, tel
que x.x = 0; onchoisitensuiteun y € E telque x,y =1,
51 ».3 = 2m, on remplace y par y — mx et l'on obtient
un nouvel ¥ tel que 3.3 = 0. Le sous-module G de E
engendré par (¥, y} est alors isomorphe 4 U; d’aprés le
lemme 1, ona E~U®F, avec Fe8.

Lemve 6. — Soient F), ¥, €8, Supposons gue F, et F,
soient de type I, ot que 1.@1_OF ~1.@1_OF,,
Alors U@ F, ~ UDF,

Pour simplifier les notations, on posera W =1, &1_,
E,=Wa&F, V,=E,®Q. Dans E;, soit E? le sous-
groupe formé des éléments » tels que 5.4 = 0 (mod 2);
c’est un sous-groupe d’indice 2 de E,, On veit tout de
suite quion a E} = WY@ F,, ol W? est Pensemble des
éléments x = (x, x,) de W tels que x, = x, (mod 2).
Soit Ef le « dual » de E} dans V;, ¢’est-a-dire ’ensemble
des y 'V, telsque x.y € Z pour tout x € BV, 1l est clair
que Ef =W*'2F, ol W' est 'ensemble des (x, &)
telsque 2v, €4, 2x, € &, v, —x, €%, Ona E!CE;CE},
et le quotient Ef[E? est isomorphe & W*/W,; c’est un
groupe de type (2, 2). Il existe done trois sous-groupes
strictement compris entre Ef et Ef; ils correspondent aux
trois sous-groupes d'ordre 2 d’un groupe de type (2, 2).
L'un d’eux est E; lui-méme ; les deux autres seront notés E/
et Ej. Ici encore, on a :

E=WarF, E =W'aF

olt W’ et W” sont définis de fagon évidente, On constate
immeédiatement que W’ et W” sont isomorphes a4 U
{on peut par exemple prendre pour base de W’ les vec-
teurs ¢ = (1/2, 1)2}, b= (1, —1); onaa.a=b.b =0,
a.b =1; pour W" on prend (12, —1/2) et (1, 1)).
Soit alors f: W 3 F, - W&F, un isomorphisme. Il se
prolonge en un isomorphisme de V, sur V,, qui applique
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E, sur E,, donc aussi Ef sur EZ et Ef sur Ef vu les défi-
nitions de ces sous-groupes. Il applique donc aussi (E], E)
soit sur (Ej, E3), soit sur (E;, E;). Comme E; et E sont
isomorphesd U @ F;, on voit bien que U@F, ~ U&F,,

Démonstration du théoréme 5, — On va d’abord prouver
que, 51 By, By €8 sont indéfinis, de type II, et ont méme vang
et méme indice, ils sont isomorphes. D'aprés le lemme 5,
ona B =U®@F,, E; =UaF,; il est clair que F,
et F, sont de type II et ont méme rang et méme indice.
Les modules 1, @I_3F, et I.&€1_&F, sont indé-
finis, de type I, de méme rang et de méme indice. D'aprés
le théoréme 4, ils sont isomorphes. Appliquant le lemme 6,
on voit alors que E, et E; sont isomorphes, ce qui démontre
notre assertion,

Le théoréme 5 est maintenant immédiat : si E est
défini, de type II, et si T(E) = 0, on détermine des
entiers p et g par les formules

1 1
a=g(E), =g ({E) —(E):

En appliquant le résultat ci-dessus aux modules E et
pU @ gl on voit que ces modules sont isomorphes.

DEUXIEME PARTIE

METHODES ANALYTIQUES




CHAPITRE VI

LE THEOREME
DE LA PROGRESSION
ARITHMETIQUE

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme
snivant, conjecturé (et utilisé) par Legendre, et prouve
par Dirichlet :

THEOREME, — Soient a ef m des entiers = 1, premiers enire
enx. Il existe une infinitd de nombres premiers fr fels que p = a
{mod m).

La méthode suivie (qui est celle de Dirichlet lui-méme)
utilise les propriétés des fonctions L,

§1, Caractéres des groupes abéliens finis

1.1. Dualité.

Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement.

Dersition 1. — On appelle caractive de G tout homo-
morphisme de G dans le groupe multiplicatif C° des nombres
complexes,

Les caractéres de G forment un groupe Hom (G, €}
que P’on note G et que 'on appelle le dual de G.

Exemple. — Supposons que G soit ¢yelique d'ordre n, de
générateur 5. 81 y : G — 0" est un caractere de G,
Pélément w = y(s) vérifie la relation =" =1, iLe. est
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une racine a-itme de 'unité, Inversement, toute racine

n-itme de I'unit¢ @ définit un caractére de G au moyen

de 5" w" On voit ainsi que I'application xrls) est

un isomorphisme de G sur le groupe p., des racines n-itmes de
P

Cunité; en particulier, G est cyclique d'ordre 2,

Prorosimion 1. — Suit H un sous-groupe de G. Tout
caractire de H peut étre prolongé en wn caractére de G,

On raisonne par récurrence sur lindice (G 1 H) de H

dans G. S8i (G:H) =1, ona H=0G, etil n'y a rien
a démontrer. Sinon, soit x un élément de G n’appartenant
pas a H, et soit # le plus petit entier = 1 tel que " e H,
Soit 7 un caractére de H, et soit ¢ = (x"). Puisque ¢°
est un groupe divisible, on peut choisir un élément w e
tel que w" =+ Soit H' le sous-groupe de G engendré
par H et #; tout élément de H' s'éerit & = hx®, avec o=,
et iie H. Posons LK) = (B s,
On vérifie aussitot que ce nombre ne dépend pas de la
décomposition Aix"de 4, et que y' : H' — € est un carac-
ttre de H' prolongeant y. Comme (G : H') < {G ' H),
Uhypothése de récurrence permet de prolonger 7 en un
caractére de G tout entier,

Remarque. — Lopération de restriction définit un

homormorphisme N .
p: G-+ H

et la proposition 1 dit que s est surjectif. Dautre part,
le noyau de g est formé des caractéres de G qui sont
triviaux sur H; il est donc isomorphe an groupe (GG/H)"
dual de G/H. D’ou la suite exacts :
{1} = (G/H)" = G -~ 0 ={1).
Prorostiion 2. — Le groupe G est un groupe abélien fini
de méme ordre gue G. :
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On raisonne par récurrence sur Pordre n de G, le
cas n =1 étant trivial. $i n 2 2, on choisit un sous-
groupe cyclique H non trivial de G. D’aprés la remarque

ci-dessus, ordre de G est le produit des ordres de H et
de (G/H)". Mais Pordre de H (resp. de G/H) est égal
& celui de son dual, puisque H est cyclique {resp. puisque
G/H est d’ordre strictement plus petit gue #), On en

conclut que l'ordre de G est produit des ordres de H et
de GfH, et il est hien égal a 'ordre de G.

Remargue, — On peut prouver un résultat un peu plus

precis : G est dsomorphe (non canoniquement en giénéral)
a G, Cela se démontre en décomposant G en produit de
groupes cycligues.

Si weG, lapplication ¥i»%(x) est un caractére
de G. On obtient ainsi un homomorphisme ¢: G — G.

Prorosttion 3. — Lhomomorphisme < est un isomorphisme

.

de G sur son bidual G

Puisque G et G ont méme ordre, il suffit de montrer
que £ est injectif, i.e. que, si x est un élément % 1 de G,
il existe un caractére y de G tel que #(x) # 1. Or,
soit H le sous-groupe cyclique de G engendré par x. Il
est clair (cf. exemple ci-dessus) qu'il existe un caractére 'l
de H tel que %(x) # 1, et la proposition 1 permet de
prolongery en un caractére de G, D’olt le résultat cherché.

1.2, Relations d'orthogonalité,

Prorosirion 4. — Seit n = Card (G), et wit y = G.
Ona:
Xoplx) =n a oy =1
TS G

=0 s oyl

e
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La premitre formule est évidente. Pour prouver la
deuxidme, choisissons » € G tel que y(y) # 1. Ona :

w3 T g = T alw) = Tz,
G xE G rEG

d’ols
() — 1 23 =0

Comme 7(y) # 1, on en déduit bien > ylxy = 0.
zEU

ClOROLLAIRE, — Szt 4 =G, Ona !

Yopix)=n g a=1
xel )
=0 siox# L

Clela résulte de la proposition 4, appliquée au groupe G.

Remarque. — Les résultats précédents sont des cas
particuliers des « relations d’orthogonalité » de la théorie
des caractéres des groupes finis (non nécessairement
abéliens),

1.3. Caractéres modulaires.

Soit m un entier = 1. Nous noterons G{m) le groupe
multiplicatif (Z/mZ)" des éléments inversibles de l'an-
neau Z/mZ. Cest un groupe abélien fini d’ordre ¢im},
ob o{m) est Uindicateur d’Euler de m, cf. chapitre I,
no 1.2, Un élément ¢ du dual de G{m) est appele un
caractire moduls m; on peut le considérer comme une fone-
tion définie sur Uensemble des entiers premiers & m, a
valeurs dans €, ct vérifiant la relation y(ab) = z(a) yAUR
on convient de prolonger cette fonction 4 & tout entier,
en posant y(a) = 0 sian’est pas premier a m,

FExemples

1) m = 4; le groupe G{4) a deux éléments, done a

elr)
!

un unique caractére non trivial, qui est x> (—1)
cf. chapitre I, n® 3.2,
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2) m= 8; le groupe G(8) a quatre &léments. Il a
trols caractires non triviaux, qui sont

P [:_ l}r.lfx}J (_ ]}u}t:c]l |:_ 1}srr}+m[:r.\ ,
cf. chapitre I, n® 3. 2.

3) m=p, avee p premier # 2. Le groupe G{p) est
cyclique d’ordre p— 1, doncaunseul caractére d’ordre 2,

le caractére de Legendre x (f).

4) m = 7. Le groupe G{7) est cyclique d’ordre 6, done
a deux caractéres d’ordre 3, qui sont imaginaires conju-
gués. L'un d’eux est donné par

yx) = ‘1‘ _ si v= 1 (mod7)
yx) = e i x=+2 (mod7)
y[x) = giTlE i x=+3 (modT).

Les caractéres d'ordre 2 sont étroitement ligs aux
caracteres de Legendre. Plus précisément :
Propostiion 5. — Soif @ un enfier non nul sans facteurs
carrés (cf. chap. IV, n°® 3.2), et soit m = d|a|. Il existe

alors un caraciére <y, module m et un seul tel que y,(p) = (E')

pour tout nombre premier p ne divisant pas m. On a yi =1
et y_ggé'l_ sia# 1.

L'unicité de y, cst évidente, puisque tout entier premier
4 m est produit de nombres premiers ne divisant pas m;
il en est de méme du fait que 3§ = 1.

Pour _demontrer I'existence de 7,, supposons d’abord
que & soit de la forme £, ... £, ol les £; sont des nombres
premiers distincts, et différents de 2. On prend alors
pour ¥, le caractére

}'.cr'.x.l — {r_ l)airls'uj [:?‘::] L {:;:

)
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8i p est un nombre premier distinct de 2 et des £, la loi
de réciprocité guadratique montre que
. '!'1 £y i
LT — —] e | = {:_) 3
talt) = (5 ( p) ;
et ¢, répond bien 4 la question.

Lorsque a est de la forme — & (ou 26, ou — 2b), avec
b=+¢ ... 4, comme ci-dessus, on prend pour ¥, le
produit de y, avec le caractére (— 1)*® (ou (— 1)“¥),
ou (— 1y#e+e=  Cette construction explicite de y,
monire en méme temps que ¥, ¥ 1 st a# 1.

Remargue. — On peut montrer que, si £ est un entier > 0
premier & m, on a
palx) = [l (g, 0)p = I1 A{a, %)y,
éim tf, =1
ot {a, ); désigne le symbole de Hiibert de @ et ¥, dans
le corps Q. On aurait d’ailleurs pu utiliser cette formule
pour définir ¥,.

§2. Séries de Dirichlet
2.1. Lemmes.

Lemme 1. — Soit U un owvert de ©, et soit f,, une suite de
Jfonctions holomorphes sur U qui convergend uniformément sur tout
compact vers une fonction f. La fonction f est alors holomorphe
dans U, et les dérivées f, des f, convergent uniformément sur tout
compact vers la dévivée f' de f.

Rappelons brigvement la démonstration :

Soit D un disque fermé contenu dans U, et soit C son
bord, orienté i Ia fagon habituclle, D’aprés la formule
de Cauchy, on a

A =g | 2%

Imdo ¥ — I
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¥

pour tout z, intérieur & D, En passant 4 la limite, on
en deéduit :
L[ S
o] = =— - dz
Sz Za:JUz—uzu !

ce qui montre que fest holomorphe dans U'intérieur de D,
d’oli la premiére partie du lemme. La seconde se démontre
de la méme maniére, en utilisant la formule :

(z—z)%

Levme 2 (lemme d'Abel). — Soient {a,) et (b,) deux
suites, Posons -
o= m=m'
Am.:) = E &" et Sm.m‘ = 2 anbn‘
fi =1 n=m
On a alors 3
= -1
Sm. m = ”E Am,n{bn - bu-} 1:] + Am. i bm"
= i
Démonstration, — On rvemplace a, par A, , — A, ,

et on regroupe les termes.

LEMME 3. — Soient o, b dewx nombres réels, avec 0 << a < p.
Soft z =214y, avec 2, yeR &l x> 0. Ona:

z
|e—2% — e Bs| g ];| (g7 0% — o= B2y,

Démonstration. — On écrit @

3
T B = z_f e~ di
-3
d’oll, en passant aux valeurs absolues :

P
\ z |
|em % — e B¥| g |z|j e dt = —1:" (6722 — ¢~ Br),
=1
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2.2, Séries de Dirichlet.

On se donne une suite strictement croissante (3.,) de
nombres réels tendant vers + co. Pour simplifier, on
suppose que les A, sont positifs {ce n'est pas essentiel, car
on peut toujours se ramener 4 ce cas en supprimant un
nombre fini de termes des séries considérées),

On appelle série de Dirichlet d’exposants (X)) une série
de la forme :

T a,e " (e, 0, ze ).

Exemples

a) i, = logn (séries de Dirichlet proprement dites),
On écrit alors la série sous la forme Ya,/n%, cf. no 2.4,

b) A, =mn En posant f=¢"% on est ramené aux
séries entitres en .

Remarque. — La notion de série de Dirichlet est un cas
particulier de celle de transformée de Laplace dune
mesure p.. On appelle ainsi la fonction

Lol
[ e~ M),

d

Le cas considéré ici est celui ot 1 est une mesure discréte,
(Pour plus de détails, cf. par exemple D, Widder, The
Laplace Trangform, Princeton Univ. Press, 1946.)

ProposiTion 6. — Si la série f(z) = Ya,e” ™" converge
pour 2 = zy, elle converge uniformément dans fout domaing de
lajorme R(z— z,) 2 0, Arg (2 — 25) € », aver o <2 /2.

(Lci, et dans toute la suite, on désigne par R () la partie
réelle du nombre complexe 2.)

Quitte a effectuer une translation sur z, on peut sup-
poser_que z, = (0. L’hypothése signific alors que la
série X g, est convergente. Il nous faut prouver qu’il v a
convergence uniforme dans tout domaine de la forme
R(z) =z 0, |2]/R{z) € &. Soit £>> 0. Puisquela série X 2,
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converge,ilyaunNtelque,si m,m’ 2 N, ona |4, . |<¢
(les notations étant celles du lemme 2). Appliquant le
lemme en question avec b, = ¢ "%, on obtient :

=1
— E !“'m,.-i{g'_lnz_g_ln+l£) A rg-?.m- :

L] T, W
m

Sm. '
En posant z = x 4+ {5, et en appliquant le lemme 3,
on trouve (pour m, m’ = N)

|zimJ-1 -hpi -2 T
§ (g Lk g inal j)
X

"

|Sm_m' | = C(] =+
¢'est-a-dire
!Sm.m' i ‘.“c\ E{l + k{e‘?‘mt J— e';‘kr:r' -UD
ism_m' l = 5(1 - k]

et la convergence uniforme est évidente,

d’oli :

CoroLLAIRE 1, — 87 f converge pour = = z,, elle converge
bour R(z) = Riz), et la fonction ainsi définie est holomorphe,
Cela résulte de la proposition 6 et du lemme 1.

CorOLLAIRE 2. — L'ensemble de convergence de la série f
contient un demi-plan ouvert maximal (appelé demi-plan de
convergence).

(Par abus de langage, on considére @ et € comme des
demi-plans ouverts.)

Sile demi-plan de convergence est donné par Rz} > g,
on dit que g est 'abscisse de convergence de la série considérée.

(Lescas o et € correspondentrespectivementa p = + oo
et p = — .)

Le demi-plan de convergence de la série X |a,| e "*
est appelé [pour des raisons évidentes) le demi-plan de
convergence absolue de f; son abscisse de comvergence est
notée 9%, Lorsque A, =n (cas des séries entiéres), on
sait que p = p*, Il n'en est pas de méme en général.
Par exemple, la série L la plus simple :

Liz) = 1—1/3 + 1/5* — 1f7* + ...
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correspond & p =0 et p* = 1, comme on le verra par
la suite,

CoroLLAIRE 3. — f(2) converge vers f( %) lorsque 2 — z
envestant dans le domaine R(z—z) 2 0, | Arg (z—z) | < o,
avec o - 2.

Cela résulte de la convergence uniforme, et du fait
que ¢™** tend vers ¢~ %,

CorovLatre 4. — La fonction f ne peut ére identiguement
nulle que si tous les cogfficients a, sont nuls.

Montrons que a, est nul. On multiplie f par "%, et
I'on fait tendre z vers -+ oo (avec z réel, par exemple).
La convergence uniforme montre que €™*f tend alors
vers dy, d'oll @y = 0. On proctde de méme pour g, efc.

2.3. Séries de Diricklet & coefficients positify,

Prorposrrion 7. — Soit = Xa, e™** une sériede Dirichlet
dont les coefficients a, sont réels = 0. Supposons que f converge
pour R(z) > o, avec peR, et que la Sfonction f puisse étre
Prolongés analytiquement en une_fonction halomorphe au voisinage
du point z = po. Il existe alors un nombre =0 tel que |
converge pour R(z) = o —e,

(En d’autres termes : le domaine de convergence
de f est limité par une singularité de f située sur laxe
réel.)

Démonsiration. — Quitte & remplacer z par z-—g,
on peut supposer que o = 0. Puisque £ est holomorphe
a la fois pour R(z}) = 0 et dans un voisinage de 0, elle
est ho]omorphe dans un disque |z—1|g 1 & E, avec
¢ = 0. En particulier, sa série de Taylor converge dans
ce disque. Or, d’aprés le lemme 1, la dérivée p-itme de f
est donnée par la formule

S = Za,(—n)7e ™ pour R(z) >0 ;
#

S} = (—1)? Zxga,e
kL
La série de Taylor en question s'éerit :
- 1
fin=% = (=17 f9(1), e —1]< 1 4.
p-op!

En particulier, pour 2 = —¢, ona :
kel

Flme) = B 51 (97 (= 1o,

la séric étant convergente.
Mais (—1)7 f% (1) = Z38a,e”™ estune série conver-

kd
gente & termes = 0. Il s'ensuit que la série double &
termes positifs

fl—e) = Ea,,;a! (14 e)pazen

converge. Or, en regroupant les termes, on peut Péerire ;

==
fl—e) = Za,e™ 3 1 (1 +e)raz
n s:--=0,b!
— Ea c—l,tein(1+s] — Ea glna’
n N L "

ce qui montre que la série de Dirichlet donnée converge
pour z=—¢, donc aussi pour R(z) > —o¢, c.q.fid.

2.4. Séries de Dirichlet proprement dites.

Cest le cas &, = logn Les séries correspondantes
s'éerivent

fls) = ﬂ§1 a,fn*

la notation s étant traditionnelle pour désigner la variable.
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Prorosrmion 8, — Si les a, sont bornés, il v a cmwsrgeme
absolne powr Ris) = 1.
Cela résulte de la convergence bien connue de E 1/n*

pour o« > 1. n=1
P

ProposiTION 9. — 87 les sommes partielles A, , = Za,

E

sont bornées, il y a convergence (non nécessairement absolue)
pour R{s) = 0, _

Supposons que l'on ait |A, | < K. En appliquant le
lemme d’Abel (lemme 2}, on trouve

m' -1 -1

1
|Sm ' | R 2‘ IHS W)J + | FD*

On peut supposer 5 réel (grace & la prop. 6). Gela permet
d’écrire I'inégalité précédente sous la formc plus simple

lsm.m'l = K-u'm ]

et la convergence est évidente,

§ 3. Fonction zéta et fonctions L

3.1, Produils eulériens,

Deérmvrmion 2, — Une fonction 2N —» O est dite multi-
plicative si Ton a
Jlum) = f(n) f(m)

chague fois que les entiers n el m sont premisrs enire eux.

Exemples, — Llindicatenr &’ Euler (chap. I, n® 1.2]3 la
Jonction de Ramanujan {chap. VII, n® 4.5) sont des fonctions
multiplicatives.

Soit f une fonction multiplicative et bornée.
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Lemye 4. — La série de Diricklet % f(n){n® converge
=1

absolument pour R(s) = 1, et sa somme dans ce domaine est
fgale au produit infini convergent

T 7 4 o =M™ + ),

{Ici, et dans toute la suite, on note P ensemble des
nombres premiers,)

La convergence absolue de la séric résulte du fait que
S est bornée (cf. prop. 8). Soit S un ensemble fini de
nombres premiers, et soit N{S) I'ensemble des entiers = 1
dont tous les facteurs premiers appartiennent 4 S,

L’égalité suivante est immédiate :

X flmn =11 ( T f(p™) p=™).
n = N8} PE] m=0 =

Quand 8 eroit, le premier membre tend vers 2 f(n)/nt
el

On ¢n déduit que le produit infini converge et que sa
valeur est bien égale & 2 f(n)/n'.

Lemye 5. — 80 f est mudiiplicative au sens sirict (l.e. sl
Flar"y = f(n) f(n’} pour tout couple n,n' eN), on a ;
1
n)fnd = —_—
Z 00 = 1L e

Cela résulte du lemme précédent, combiné avec 'iden-

tité f{p") =S(p"

3.2, La fonction zéta.
On applique le numéro précédent avec f=1. On
obtient la fonction :

'_.—(3)_“"‘ 1 1

n=11 iJEPl_%

ces formules ayant un sens pour Ris) = 1.
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Proposirion 10. — a) La fonction T est holomorphe 2t & 0
dans le demi-plan R(s) = 1.
b) On a :
1
) = —7 + 90
ot p(s) est holomorphe pour R(s) > 0,
L’assertion a] est évidente. Pour b), on remarque que

T'on a :
I = o n+41
:f Tt = mtdi

§—1 1 n=14p

On peut donc écrire :

tl:;)=j—~_1~1~+ w (L

w=1

n+l
i 4t)

B+l

+ 3 (n=f — 1) dt.

n=1Jn

"

1
s—1

Posons

f?,.fs}=f (n=4 — %) gt et

#

(s) =§l%{f)-

Tout revient & voir que o(s) est définie et holomorphe
pour R(s) = 0. Or il est clair que chaque g¢,(s) vérifie
cette condition; il suffit done de prouver que la série 3 P
converge normalement sur tout compact pour R(s) > 0.

Ona:
[o,05)1 € Sup.
nEiSe+l

Mais la dérivée de la fonction n™* — £~ est égale 4 5/t2+1,
On en tire :

In=t —¢-19|,

lpa(s)] < ST avec r =R,

et I'on obtient bien une série qui converge normalement
pour R{s) = £ quel que soit ¢ > 0.
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CoroLratre 1. — La fonction zéta a un péle simple pour
5=1,

C'est clair.
CoroLLAIRE 2. — Lorsque s — 1, on a
Tp 1~ log (s — 1)
™
alors que 2 1/p* reste borné,
pEkZE
Ona

log&s) = Z 1jk.p* = 3 1)p* + y(s)
PEP PEP
B3]

avec g(s) = X X 1/k.p" La série ) est majorée

par la série PET £=2

Zlpte =X 1pr(pr—1)
S Elp(p—1) < I lan—1) = 1.

fi=2
On en conclut que reste bornée, et, comme le corollaire 1
montre que log §(s) ~ log 1/{s — 1), le corollaire 2 en
résulte.

Remarque. — Bien que ce soit inutile pour notre ohjet,
il faut mentionner que Z(s) se prolonge analytiquement
en une fonction méromorphe dans tout le plan complexe,
avec pour seul péle s = 1. La fonction

&(s) = n 2 I (s/2) {(s)

vérifie I'équation fonctionnelle E(s) = E(1 — 5,
De plus, la fonction zéta prend des valeurs rationnelles sur
les entiers négatify :

L—2m) =0 sion>0
(1 —2n) = (—1)"B, /2 si n>=0
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B, désignant le n-i#me nombre de Bernoulli (cf. chap. VII,
n® 4.1).
On conjecture (hypothése de Riemann} que les autres

. . 1
zéros de U se trouvent sur la droite Ris) = o cela a

été vérifié numériquement pour un grand nombre d’entre
eux (plus de trois millions).

3.3, Les jonctions L.

Soit m un entier = 1, et soit ¥ un caracttre mod m
{ef. n® 3.1). La fonction L correspondante est définie par
la série de Dirichlet

Lis, ) = Z y(m)jn.

On notera que, dans cette somme, on peut se borner aux
entiers » qui sont fremiers & m; en effet, les autres corres-
pondent & une valeur nulle de y.

Le cas du caractére unité ne donne rien d’essentiel-
lement nouveau

Proposttion 11, — Powr 3y =1, ona;
Lis, 1) = F(s) U(s), avec F(s) = [l (1 —p"%.
O

En particulier, L(s, 1} est prolongeable analptiquement pour
Ris)y =0, et admet 5 =1 pour pile simple,
Clest immeédiat.

Prorosttion 12, — Pour 3 # 1, la série Lis, ¢) converge
(resp. converge absolument) dans le demi-plan Ris) = 0
(respo Ris) == 1). Ona:

. 1
Lis,7) = [l ———,  pow R(s) =1,

BEF yARd!
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Les assertions relatives 8 R({s) = 1 résultent de ce qui
a été dit au n® 3.1, Reste & voir la convergence de la
série pour R{s) > 0. D’aprés la proposition 9, il suffit
de voir que les sormmes

A= 2 7(n)s s,
o
sont bornées. Or, d’aprés la proposition 4, on a
w1
% yxm) =0

On en conclut qu’il suffit de majorer les sommes A, ,
pour v —u << m, ce qui est immédiat : on a

I-Au.a'| s {p(m].
D’oit la proposition,

Remargue. — En particulier, L{1,%) est fini lorsque
v # 1. Le point essentiel de la démonstration de Dirichlet
consiste & prouver que L{1,y) est différent de zéro. Clest
I'objet du numéro suivant,

3.4. Produit des fonclions L relatives & un méme entier m.

Dans ce numéro, m est un entier fixé = 1. 81 p ne divise
pas m, on note f son image dans G(m) = [B/mZ)" et
Fip) Pordre de § dans le groupe G(m). Par défini-
tion, f{p) est le plus petit entier fz 1 tel que pf =1
(mod m). On pose

gipy = om)fp)

c’est I'ordre du quotient de G(m] par le sous-groupe {£)
engendré par #.

Lemue 6. — i p+m, on a Uidentité
1_'[(1 _'_;{.(P} T, = l:l — "_["H?‘I':]Dlm ,

le produit étant étendu & tous les caractéres y de Gim).
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Soit W l'ensemble des racines f{p}-i&mes de Punité,
Cn a l'identité
IT (1 —wT) =1— T/,

wE W
Lelemme 6 résulte de &, et du fait que, pour tout w e W,
il existe g(p) caractéres y de G(m) tels que ¥(p) = w.

Nous allons maintenant définir une nouvelle fonc-
tion (s}, au moyen de la formule

Culs) = l;I Lis, %) »

le produit étant étendu 4 tous les caractéres ¥ de G{m).

ProrosiTion 13, — On a :
1
E.:m[:‘!'} = ]:[ 1 '
""'“( — )ﬂm
prtms

Cest une série de Dirichiet &t coefficienis entiers = O, convergeant
dans le demi-plan R(5) = 1.

En remplagant chaque fonction L par son dévelop-
pement en produit, ct en appliquant le lemme 6 {avec
T = p~¢), onobtientle développement en produitde T {s).
Ce développement met en évidence le fait que c’est une
séric & coefficients entiers 2 0; sa convergence pour
R(s) = 1 cst immédiate.

ThHiEomEME 1. — a' T, a un péle simple powr 5 = 1,
bl L{l,y) # O pour tout 3y # 1.

S5i Lil, ¢} # 0 pour tout 3 # 1, le fait que Lis, 1)
ait un péle simple pour s =1 montre qu’il en est de
méme de . Donc b} = a). Supposons maintenant que
lon ait L{l,%) =0 pour un 3 # 1. La fonction g,
serait alors holomorphe en s = 1, donc aussi pour tout s
tel que R({s) == 0 [cf prop. 11 et 12). Comme ¢’est une
série de Dirichlet & coefficients positifs, cette série conver-
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gerait pour tout 5 du méme domaine (cf. prop. 7). Mais
c’est absurde. En cffet, le p-iéme facteur de 7, est égal 4
1

{-iw = r:] ._|.. p—.fl'me ;ﬁ" sfimbe '}r:?m

el domine la série
1 "‘P_ wim} g _'_ Jf?_ 2oiml e _i_

4

Il s’ensuit que 7, a tous ses cocfficients supérieurs 4 ceux

de la série :
E T wimie
(0, wl =1
: " 1 .
laquelle diverge évidemment pour s = S Dol le
résultat cherché. P,
Remarque. — La fonction {,, est égale (4 un nombre

fini de facteurs prés) 4 la fonction zéta attachée au corps
des racines m-itmes de I'unité. Le fait que £,, ait un péle
simple pour 5 = 1 peut donc aussi se déduire de résultats
généraux sur les fonctions zéta des corps de nombres
algébriques.

§ 4. Densité et théoréme de Dirichlet
4.1, Densité.

Soit P 'ensemble des nombres premiers. Nous avons
vu (cor. 2 a la prop. 10} que, lorsque 5 tend vers 1 (5 étant
réel > 1, pour fixer les idées], on a :

1 1
2 o ~ log

per f?

s—1
Soit A une partie de P. Nous dirons que A a pour densitd
un nembre réel & lorsque le rapport

1 1
Z —)(og —
{ps_?_a}"")'(ogf'"" i/
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tend wvers & lorsque s— 1. (Bien entendu, on a néces-
sairement 0 < A< 1.) Le théortme de la progression
arithmétique peut sc préciser de la manitre suivante :

TrEOREME 2, — Svit m = 1, et soit atel que (a,m) = 1,
Soit P, Pensemble des nombres premiers p tels que p = a (modm).
Llensemble P, a pour densité 1]o(m).

{Autrement dit, les nombres premiers sont « également
répartis » entre les différentes classes module m qui sont
premiéres a m.)

CoroLLAIRE. — Llensemble P, est infind
En effet, un ensemble fini a une densité nulle.

4.2, Lemmes,

Soit y un caractére de G{m). Posons :

£l5) = Z uale,

cette série étant convergente pour s> l.

LEMMET, — Siy =1, ena f, ~ log pour 5 =1,

s—1
En effet, f ne différe de la série X 1/p° que par un
nombre fini de termes.

Lemme 8, — 8§ g # 1, f, reste borad lorsque 5~ 1.
On va utiliser le logarithme de la fonetion L(s, ¥).
Il faut préciser un peu ce que 'on entend par 14 (du fait
que log n'est pas une fonction & proprement parler) :
Lis,y) est défini par le produit IT 1/{1—3y(p)/e*).
Pour R(s) = 1, chaque facteur est dela forme 1/(1 — o),

Nous définirons log —— comme

] —a
2 2®n (détermination « principale » du logarithme),

aml

avec |z| =< 1.
o0

|
J
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et nous définirons log L(s, ¥) par la série (évidemment
convergente) ;
1
logL{s, %) = Xlog ——
’ T—xlp)pe

= Z (o) np.

(R(s) = 1)

(Autre définition équivalente : on prend la « branche »
delog L(s, 7} dans R(s} > 1 quis’annule quand s — o
sur l'axe réel)

On peut décomposer log L(s, #) en deux morceaux ;

log Lis, ) =£,(s) + F,(s),

F.\E(‘i\) = E xfp}”fnpns.

Pz

avec

Le théoréme 1, joinr au corollaire 2 4 la proposition 10,
montre quelog L{\f: %) et F, (s) restent bornés quand s — 1,
Hen est done de méme de f,(5), ce qui démontre le lemme,

4.3, Démonstration du théorime 2.

II faut étudier le comportement de la fonction

Ll = X 1
PEPR,
pour 5 -1,

LEMME 9. — On 2

"

1 , .
&) = ooy ZHlaT ),

la somme étant ftendue & tous les caractéres ¥, de Gim).
La fonction Xy (e}~ £, (s} S'éerit, en remplagant £, par
sa définition : -

S (Dol yl g e
prmo %
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Mais y(a=') »(p) = y{a~'p). D’aprés le corollaire a la
propesition 4, on a :

Zyla™rp) =o(m) s a7tp=1 (modm)

%

=0 sinon.
On trouve donc bien la fonction ¢(m) g,(s).

Le théorétme 2 est maintenant évident. En effet, le
1
lemme 7 montre que f,(s5) ~ log: pour ¥ =1,
et le lemme 8 montre que les autres f, restent bornés.
En comparant au lemme 9, on voit que

1 1
£o(3) ~ o (m) log s —1°

1
fm

ce qui signifie bien que la densité de P, est
FLm

4.4, Une application,

Prorosition 14, -— Soif a un entier gui né soit pas un carré,

Lensemble des nombres premiers p tels que (f) =1 a pour
densité 1/2. P

On peut supposer & sans facteurs carrés. Soit m =4 |al,
soit y, le caractére {mod m) défini dans la proposition 5
dun® 1.3, et soit HC G{m) le novau de 3, dans G{m).
Si p est un nombre premier ne divisant pas m, soit p son

image dans G(m). On a (E} =1 si et seulement si

b appartient & H. Daprés le théoréme 3, 'ensemble des
nombres premiers vérifiant cette condition a donc pour
densité Pinverse de lindice de H dans G{m), c'est-a-
dire 12,
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COROLLAIRE, — S0if a un entier. S P équation X2 —a =0
a une selution module p pour presque loui p e P, elle @ une
solution dans Z.

Remargue. — Il y a des résultats analogues pour d’autres
types d’équations. Par exemple :

i) Soit f(X) =aX"+ ... + 4, un polynéme de
degré n, a coefficients entiers, qui soit irréductible sur Q.
Soit K le corps engendré par les racines de f (dans une
extension algébriquement close de @), et soit N = [K : @];
ona Nz n Soit P, 'ensemble des nombres premiers #
tels que f « se décompose complétement modulo p »,
Le. tels que toutes les racines de f (meod ) appartiennent
a F,. On peut démontrer que la densité de P, est 1N,
{La méthode est analogue 4 celle du théoréme de Dirichlet
— on utilise le fait que la fonction zéta du corps K a un
pble simple pour s = 1.) On peut aussi donner la densité
de Pensemble P; des p tels que la réduction de f (mod p)
ait au moins une racine dans F,; c’'est un nombre de la
forme ¢fN, avec 1< g<CN (mis & part le cas trivial
o n=1)

if) Plus généralement, soit {f,(X,,...,X,]} une
famille de polynémes & coefficients entiers, et soit Q
Pensembledes p e P tels que les réductions des £, (mod )
aient un zéro commun dans (F,)% On peut montrer
(cf. J. Ax, Ann. of Math., 85, 1967, p. 161-183) que Q a
une densité; de plus cette densité est un nombre rationnel,
et n'est nulle que si () est fini.

4.5, Densité naturelle,

La notion de densité utilisée dans ce paragraphe est la
notion « analytique » (ou « de Dirichlet »}. Malgré sa
complication apparente, elle est d’une utilisation trés
commade.

Il y a une autre notion, celle de densité « natu~
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relle » : un sous-ensemble A de P a pour densité natu-
relle % si le rapport

Nombre d'¢léments de A qui sont € 0
Nombre d’éléments de P qui sont < #n

tend vers & gquand n — w0,

On peut montrer que, si A a pour densité naturelle &,
la densité analytique de A existe, et est égale a % Par
contre, il existe des ensembles ayant une densité analy-
tique, mais pas de densité naturelle. C'est le cas, par
exemple, de Pensemble P! des nombres premiers dont le
premier chiffre {dans le systtme décimal} est égal a4 1 ;
on voit aisément, en utilisant le théoréme des nombres
premiers, que P! n'a pas de densité naturelle, et d'autre
part, Bombieri m’a communiqué une démonstration du
fait que la densité analytique de P! existe {elle est égale
a logy, 2 = (,3010300...).

Toutefois, cette « pathologie » ne se produit pas pour
les ensembles de nombres premiers considérés plus haut :
Censemble des peP tels que p = a (mod m) a une densité
naturelle (égale & 1j(m), si @ est premier & m); il en est
de méme des ensembles notés P;, P; et Q au numéro
précédent. Pour une démonstration (et une estimation du
« terme d'erreur »), voir K. Prachar, Primzaflvertelung,
V,§7.

CHAFITRE VII

FORMES MODULAIRES

§1. Le groupe modulaire
1.1. Défimitions.

On note H le demi-plan supérienr de €, autrement dit
Pensemble des nombres complexes z dont la partie ima-
ginaire Im (z) est > 0.

. b
Soit 8L;(R) le groupe des matrices d) , & coefficients

¢
réels, telles que ad —bc = 1. On fait opérer SLy(R)
sur 0= Cu{cw} dela manitre suivante :

. a b -
si g = (c a") est un élément de BL,(R), etsi z = C,
on pose

g =210
¢z + d
On vérifie facilement la formule
(1 Im (gz) = le-:-(i_)iﬁ'
Il en résulte que H est stable par I'action de 8L,(R). On
notera que 'élément — 1 = (—:} 1 de SL,(R)

optre trivialement sur H; on peut donc considérer que
c’est le groupe PSLy(R) = SL,(R)/{ = 1} qui opére (et
ce groupe agit fidilemen? — on peut méme montrer que
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c’est le groupe de tous les automorphismes analytiques
de HJ.
Soit 8L, (Z) le sous-groupe de SL,(R) formé des matrices
a coefficients dans Z. C'est unsous-groupe discret de SL,(R).
Dermmion 1. — On appelle groupe modulaire le grotipe
G = SLE{ZN{:E 1}
image du groupe SL,(Z) dans PSL,(R).
i1
Sig= (
[
mettra souvent de noter encore g son image dans le groupe
modulaire G.

I) est un élément de SL,(Z), on se per-
¢

1.2. Domaine fondamental du groupe modulaire.

f 2
Soient S et T les éléments de G définis respectivement
0 —1 . (1 ]) 0
. na :
par (1 0] “lo 1

Sz =—1/g, T: ==z4+1
82 =1, (ST)* = 1.

FORMES MODULAIRES I2g9

Soit, d’autre part, D le sous-ensemble de H formé des
points z tels que |z]=1 et [R(z)I < 1/2. La figure
de la page précédente représente les transformés de D
par les éléments :

{1,'I, T8, ST-18, 8T-1, §, 8T, STS, T-'8, T-1)

du groupe G,
Nous allons voir que D est un domaine Sondamental pour
Paction de G sur le demi-plan H. Plus précisément :

TuioriME 1. — 1) Powr tout zeH, i existe gelz
tel que gz e D,

2} Supposons que dewx points distinels z, 2" de D soient congrus
modulo G. On a alors, soit Riz) =4 1/2 &t z2=2+1,
wit 2| =1 ot 2 = — 1/z.

3) Soit zeD, et soit I{x) ={gleeG, gz =12z} I
stabilisetewr de 7 dans G. On a I(z) = {1}, seuf dans les
frois cas suivants
2 =1, auquel cas 1(2) est le groupe d’ordre 2 ehigendrd par S;
¢ =p =& auquel cas 1(z) ast le groupe dordre 3 engendrd

par ST,

#==—0 =" auguel cas 1(z) est le groupe d'ovdre 3
engendré par TS,

Les assertions 1) et 2) entrainent :

CororLLARE, — L'application canonigue D — H{G est
surjective; sa restriction & Lintérisur de D est tnjeciive.

TutorkME 2. — Le groupe G est engendrd par S et T,

Démonstration des théorémes 1 et 2. — Soit & le SOUs-
groupe de G engendré par 8 et T, et soit 2 e H, Nous
allons voir qu'il existe g' e G' 1ol que g'z2eD, ce qui

b
démontrera Iassertion 1) du théoréme 1, Si g= (a )

est un €lément de G, on a ¢ d
_ Im{z) .
(1) Im (gz) = m H

=P, SERRE

[
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comme ¢ ct d sont entiers, le nombre des couples (¢, d)
tels que |ez L 4| soit inférieur & un nomhbre donné esi fint,
On en conclut qu'il existe g G’ tel que Im (gz) soit
maximum. Il existe d’autre part un entier n tel que T* gz
ait une partie réelle comprise entre —1/2 et - 1/2.
Lélément 2 = Tgz appartient & D; en effer, il suffit
de voir que |2 |2 1; mais, si P'on avait |2'| <1,
Uélément — 1/2" aurait une partie imaginaire strictement
plus grande que Tm {2}, ce qui est impossible. L’élément
g =T"g répond donc a la question.

Prouvons maintenant les assertions 2) et 3) du théo-

b
réme 1, Solent zeD et g=(a d‘)EG tels que
¢

gz e D. Quitte & remplacer (z, g) par (g2, #7'), on peut
supposer que Im (gz) 2 Im (2}, le.que ez -+ djest< 1
Ceei est évidemment impossible si [¢| 2 2. Restent done
les cas c=0,1,-—l. S r=0,ona d=4+1 etgest
une translation par = 5. Comme Rz} et R{gz) sont tous
deux comprls entre — 1/2 et 1/2, cela entraine, soit & =0
et g =1, soit b = + 1, auquﬁlcasl un des nombres Rz}
et Rigz) d01t dre dgal 4 — 12 et lautre 4 12, 8i ¢ =1,
le fait que |z 4 4] s0it £ 1 entraine d = 0, saufsi 7 =p
(resp. — &) auquel cas on peut avoir d = 0,1 (resp.
d=0,—1). Lecas d =0 donne gz —au—-lfz et la
premiére partie de la discussion montre que a = 0, sauf
si R(z) = = 1/2, le.si z=p ou-—p, auguel cas on
peut prendre a--{) —1 ou a=0,1, Lecas 2z =g,
d=1donne gz=a—1}(1 o) =a+p dota=0,1;
on traite de méme le cas 2 = —3p, d=—1. Enﬁn le
cas ¢ = — 1 se raméne au cas ¢ = 1 en changeant les
signes de a, &, ¢, d {ce qui ne change pas g, consideéré
comme ¢lément de G), Ceci achéve la vérification des
assertions 2} et d).

Il nous reste 4 prouver que ' = G, Soit g un élément
de G. Choisissons un point z, infériewr & D (par exemple
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z, = 2i}, etsoit z = gz;. On a vu plus haut qu’il existe
g'eG" tel que g'zeD, Les points 7, et g'z = g'gzy
de D sont congrus modulo G, et 'un d’eux est intéricur
a D. D'aprés (2} et (3) il en vésulte gue ces points sont
confondus et que g'g =1. On a donc bien geG,
ce qui achéve la démonstration.

Remargue. — On peut montrer que £ S, T; 5%, (ST)3
est une présentation de G, ou {(ce qui est équivalent) que
(G est produit libre du groupe cycligue dordre 2 engendré par 3
et du groupe cyelique d’ordre 3 engendré par 5T

§ 2, Fonciions modulaires
2.1. Définiiions.

DeEFmaTion 2. — Ssit k un entier. On appeile fonction
Jaiblement modulaire de poids 25 (V) toute fonction méromorphe [
sur le demi-plan I qui vérifie la relation :

(2) fl) = { ar—d\"‘f‘f{m—l_b

)
a b
four foul ( ) e 8L, (Z).
¢ d g b
Soit g 'image dans G de ( d) .Ona:
¢
(gz)/dz = (ex +d) 77,

La relation {2) peut donc s'écrire

fl:gga' . (d EZI) -k
Sz)

o cncore

(3) Slez) diga)t = f(z) d

(1) Certains auteurs disent gue § est ¢ de poids — 2k v, d'autres
que f st o« de polds & v
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Elle signifie que la « forme différentielle de poids & »
f(2) dz* est invariante par G. Comme G est engendré par
les éléments S et T (cfi th. 2), il suffit que cette forme
soit invariante par 8 et par T. D’oit :

ProposiTioN 1. — Spit f une fonction méromorphe sur H,
Pour que f soit une fonction faiblement modulaire de poids 2k,
i faut et il suffit que Uon ait les deux relations :

(4) flz+ 1) = f(z)
(5) Jl—=1]z) = 2 f(2).

Supposons la relation (4) vérifiée. On peut alors expri-
mer [ comme fonction de g = ¢, fonction que nous
noterons f; elle est méromorphe dans le disque |g| << 1
privé de Porigine. 8i f se prolonge en une fonction méro-
morphe (resp. holomorphe) 4 l'origine, nous dirons, par
abus de langage, que f est méromorphe (resp. folomorphe)

a Pinfini. Cela signifie que f admet un développement de
Laurent au voisinage de l'origine

- 4w
Flg) =Za,q"
-
ou les g, sont nuls pour n assez petit (resp. pour n << Q).

Dérrvrrion 3. — Une fonction faiblement modulaive est dile
modulaire si elle est mdromorphe a infind. -

Lorsque fest holomorphe 4 1infini, on pose f{ o) = £{0),
c'est la valenr de f 4 Pinfini.

Dernotion 4. — On appelle forme modulaire fonte fonetion
modulaire qui est holomorphe partont {y compris 4 Pinfini);
st une telle fonction s'annule 6 Uinfini, on dit que ¢’est une forme
paraboligue (Spitzenform en allemand, cusp-form en anglais).

Une forme modulaire de poids 2% est donc donnée par
une série

[6} f{zj — Eaa“ Qn — En angﬂninx
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qui converge pour |g]<C 1 (i.e. pour Im (2) = 0), et
qui vérifie Iidentité

(5) Sl—=1z) = 2% f(z).
C’est une forme parabolique si g, = 0.
Exemples

1) Si fetf’ sont des formes modulaires de poids 2%
et 2k, le produit ff" est une forme modulaire de poids
2k 4- 28,

2) Nous verrons plus loin que la fonction

g T (1 —gm2 = g—24¢% 4 252¢° — 147294 +- ...
fh=1
est une forme parabolique de poids 12.

2.2, Fonctions de réseaux et fonctions modulaires.

Rappelons d’abord ce qu'est un réreas dans un espace
vectoriel réel V de dimension finie : c'est un sous-groupe I’
de V vérifiant les conditions équivalentes suivantes

i) I" est diseret et V|T" est compact;
ii} I est discret et engendre le R-espace vectoriel V;
iii) il existe une R-base (¢;, ..., ¢,) de V qui est une Z-base
de I' (ie. I'=2e,® ... ®Ze,).

Soit & Censemble des réseaux de €, considéré comme
R-espace vectoriel, Soit M I'ensemble des couples (@, w,)
d’éléments de " tels que Im (w,/e) = 0; 4 un tel
couple, on associe le réseau

I\{ﬁlt, {')2:] = ZL'J]_ {B Z@J‘z

de base{ @, @, }. On obtient ainsi une application M — %
qui est évidemment surjective,

a b
Soit g = ( ) € 8Ly(Z) et soit  (wy, wy) & M.
Posons ¢ d

Wy = ae; + bw, ct tdy = €ty + dtoy.

| —
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Tl est clair que{ ), o4 est une base de [, o,). De plus,

sil'on pose z = @fw, et ' = wifw), ona:
., ar+ b
L e — TR,
ez A4d 7

On en conclut que Im (¢ =0, donc que (w), w;)
appartient & M,

Prorostrion 2, — Pour que deux fléments de M définissent
le méme résean, il faut et o suffii gu'ils soient congrus mo-
dule 8L, 12},

On vient de voir que la condition est suffisante. Inver-
sement, si (o, oy) et (o, v;) sont deux éléments de M
qui définissent le méme réseau, il existe une matrice

a b
entiére g = ( a’) de déterminant & 1 qui transforme

la premitre base en la seconde. 8i det (g) était = 0, le
signe de I (w;/op) serait Popposé de celui de Im (o, /o,),
comme on le voit par un calcul immeédiat. Ces deux
signes étant les mémes, on a nécessairement det (g) =1
ce qui démontre la proposition.

On peut donc identifier Pensemble S8 des vészaux de C
avec le quotient de M par {"action de 8L, (2.

Faisons maintenant opérer €' sur 22 {resp. sur M) par
T 2T (resp. (e, mz‘] = (heyy, ”ﬂz\h »el. Le quo-
tient M/C" s'identifie & H par (o, w,) i 2 = ayfo,, et
cette identification transforme Paction de SLy(Z) sur M
en celle de G = BL,(Z)/{+ 1} sur H (ef. no 1.1). On

tire de la :

Prorosrrion 3. — Llapplication [wy, t,) b o 'wy induit
bar passage au guotient une bijection de 1€ sur H/G.

{Ainsi, un élément de H/G peut éire identifié & un
réseau de €, défini & homothétic prés.)

Remargue, — Associons 4 un céscau [N de € la courbe
eiliptigue Ep = C/I"; il est facile de voir que deux ré-
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seaux [" et I'" définissent des courbes elliptiques isomorphes
si, et seulement si, ils sont proportionnels, Cela fournit une
troisitme description de H/G = /0" : c'est ensemble
des classes d'isomorphisme de courbes elliptiques.

Passons maintenant aux fonctions medulaires. Soit F une
fonction sur Z, 4 valewrs complexes, et soit & e @ Nous
dirons que F est de poids 2k 51 I'on a

(7) FOI) = 2" %FI)

pour tout réseau I' et tout h e €7,

Soit F une telle lonction. 81 (e, @,) € M, notons
Flen, w,) la valeur de F osur le réscau D, o). La
formule (7) se traduit par
8 Flheg, hog) = 1™ F ey, 01q) ;
de plus, Fiey, wy) est invariante par Paction de SLy(Z)
sur M.

La formule {8) montre que le produit @i Flw,, @) ne
dépend que de 2 = oy, Il exste donc une fonction
sur H telle que
(9) Flong, 02) = 07 % fioyjor).

En écrivant que F et invariante par 8L,(Z), on voit
que f satisfait a Uidentite

(2) Fl2) = (ez+4d —“kf(‘”‘ "' b)

b
pour tout (ﬁ d) e 8L, Z},
s

Inversernent, si j° vérifie (2}, la formule (%) lui associe
une fonction F sur # qui est de poids 2k On peut ainsi
identifier les fonctions modulaives de poids 2k & certaines
Joncitans de réseaux de poids 2k,
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2.3, Exemples de fonctions modulaives : séries d Eisensiein.

Lesme 1, — Soit T' un résean de 0. La série E 1|'|~(|"
est convergents pour o = 2.

(Le symbole %' signifie que la sommation porte sur
les éléments non nuis de T'.)

On peut procéder comme pour la série 21/n%, i.e. majo-
rer la série considérée par un multiple de l'intégrale

dx dy . . .
B v I ¢ d’'un disque
double J] 7)o étendue au plan privé d’un disque

de centre 0. L’intégrale double se calcule sans difficulté, en
passant aux « coordonnées polaires ». Une autre méthode,
essentiellement équivalente, consiste & remarguer que le
nombre des &léments de I" tels que || soit compris entre
deux entiers consécutifs n etz 4+ 1 est O{n); la convergence
de la série est ainsi ramenée 4 celle de la série 21/r%~?

Soit maintenant & un entier = 1. 81 I' est un réseau
de 0, posons

(10) GuT) = = 1jy
+&T

Cette série converge absolument, en vertu du lemme 1.
11 est clair que Gy est de poids 2k; on Dappelle la série
d’Eisensiein d’indice & {ou d’indice 2&, suivant les auteurs),
Comme au numéro précédent, on peut considérer G
cornme une fonction sur M, donnée par

; 1 _
(11) Gy, wg) = E‘:’“ W—m]“_i“_m 3
ici encore, le symbole 2 signifie que la sommation porte
sur les couples d’entiers {m, n} distineis de (0, 0). La fonction
sur H correspondant & G (par le procédé explicité an
numéro précédent) est encore notée Gy D'apres les
formules (9) et (11), on a !

(12 Gy(z) = !

m " umz + n)*
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Prorostrion 4. — Soit k un entier == 1. La série 4 Eisenstein
G () est une forme modulaire de poids 2k, On a

Gy(o0) = 2C(2F)

ot § rfés‘igne la fonction zéta de Rismann,

Gc qui précéde montre que G, (2) est faiblement modulaire
de poids 2k. Il faut voir que G,. est partout holomorphe
{y compris & U'infini). Supposons d’abord que z appar-
tienne au domaine fondamental D (ef n® 1.2}, On a
alors :

|mz + n|* = mPzz 4 2mnR(z) 4 n?
= mt—mn 4 n: = |mp — n 2

Diapres le lemme 1, la série X' 1/|mg — n|** est conver-
gente, On en conclut que la série G(2) converge normale-
mentsur D, donc aussi (enappliquant le résultat 4 G, (g7 z),
avec g € G) dans chacun des transformés gD de D par G.
Comme ceux-ci recouvrent H (th. 1}, cela montre que G,
est holomorphe dans H. Reste & voir que Gy est holomorphe
& Pinfini (et & trouver sa valeur en ce point), Gela revient
4 prouver que G, a une limite pour Im (z) = co. Or,
on peut supposer gue # reste dans le domaine fonda-
mental I; vu la convergence uniforme sur D, cela permiet
de passer & la limite terme 4 terme. Les termes 1/(mz -+ n)®
relatifs & m % 0 donnent 0; les autres donnent 1fn™,
On a done

lim.G,z) = X' 1/n™ =2 2 /a2 = 27(2%),

=1

ce qui achéve la démonstration.

Remarque, — Nous donnerons an n® 4.2 le dévelop-
pement de Gy en série de puissances de g = &%,

Exemples. — Les séries d'Eisenstein de poids les plus bas
sont G, et Gy qui sont de poids 4 et 6. Il est cornmode (4
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cause de la théorie des courbes elliptiques) de les rem-
placer par les multiples

(13) g =00G, g = 140G,

On a glo0) = 120(4) et gyloo) = 2805(6). Vu les
valeurs connues de £(4) et L(6) (cf, par exemple n® 4.1
cl-aprés}, on trouve

4 8
(14) g{o0) = 5“4 et g(w) = 557
5i Von pose
(13) A = g§—27g},

on en déduit que Afeo) = 0; autrement dit, A est une
Jforme parabolique de poids 12,

Lien avec les courbes elliptiques, — Soit I' un réseau de C,

et soit .
1 1

o= e L N ————

(16) prt) = = 'Er([u—ﬂz krg)

i

la fonction de Weierstrass (1) correspondante. Les Gy(I)
interviennent dans le développement de Laurent de pr *

1 - A ) o — 0
(17)  prle) == +;-En (3k — 1) G, (I} w2,

8i Pon pose x = priu), ¥ = pr{y), ona
(18) 3= Aa® — gk — fa,y

avec g, = 60G,(T), g = 140G4(T") comme ci-dessus.
A un flacteur numérique prés, A = g — 27g5 est égal
au diseriminant du polyndme 430 — g, X — g

On démontre que la cubique (projective} définie par

1y Veoir par exemple H. CARTAX, Thiarie flémentaive des fonetions

analytiguss d'wne ow pliesivnrs variables complexss, chap, V, §2, n® 3.
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I’équation (18) est isomorphe & la courbe elliptique C/T';
en particulier, c’est une courbe non singuhiére, ce qui
entraine que A est £ 0.

£3. L'espace des formes modulaires
3.1, Les zéros el les poles d'une fonction modulairs,

Soit f une fonction méromorphe sur H, non identi-
quement nulle, et soit # un point de H. Nous appellerons
ordre de f en p, et nous noterons v,( f), Pentier n tel que
fllz—p)" soit holomorphe et non nul en g,

Lorsque f est une fonstion modulaire de poids 27,
Pidentité
ar -+ b

ez + d

flz) = (ex + d)- 220
montre que v, f} = vyl f), si geG; en d’autres termes,
o,( f) ne dépend que de 'image de p dans le quotient H/G.
On peut de plus définir 2.,( f) comme Pordre pour ¢ = 0
de la fonction f(g) associée & f (cf. n® 2.1).

Enfin, nous noterons ¢, l'ordre du stabilisateur du
point p; on a e, =2 (resp. e, =3) si p est congru
modulo G 47 (resp. 4 p), et e, = 1 sinon, cf. théoréme 1.

Tutorkme 3, — Soit f une fonction modulaire de poids 2k,
non identiguement nulle. On a
o 1 b
(19) vl f) + —t(f) = 6
pEOIG €p }
[On peut aussi écrire cette formule sous la forme
. 1 Lo ] . . _ k
@) wlf) Fgalf) Fgal) = B ool =g

pEH/G

oit le signe ' indique que la sommation porte sur les
points de H/G distincts des classes de i et de p.]
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Observons d’abord que la somme écrite dans le théo-
réme 3 a un sens, i.e. que f n'a gu'un nombre fini de zéros

et de poles modulo G, En effet, puisque f est méromorphe,

il existe r = 0 tel quefn’ait nizéronipble pour 0 << g<7;
ceci signifie que fn’a ni zéro ni pole pour Im (£) = .
Or, la partie D, du domaine fondamental D définie par
Pinégalité Tm (z) < ¥ est compacte; comme f est méro-
morphe dans H, elle n’a qu'un nombre fini de zéros et

de poles dans D,, d’ol1 notre assertion. 1 4
Pour démontrer le théoréme 3, nous intégrerons 5=
sur le bord de D. Plus précisément : in f

1) Supposons que f n'ait, sur la frontiere de D, d’autres
zéros ou d'autres pdles que i, g, — 3 éventucllement. I1
existe un contour % tel celui
P - représenté  ci-contre, dont
l'intérieur contienne un re-
présentant de chague zéro ou
pole de f non congru dioug.
D’apres le théorgéme des ré-
sidus, on a :

1 4 .
Ef{:.[ G- E wlh)

xa’f _pEEfﬂ

D’autre part :
a) Le changement de va-
riable ¢ = ¢ transforme
Parc EA en un cercle o cen-
1 tré en g = 0 parcouru dans
le sens rétrograde et ne ren-
. fermant d’autre zéro ou pdle
de f que 0 éventuellement. D'oli :

A (d
2%zdE f 2mjmf =)
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L df .
4) L'intégrale de % f sur le cercle auquel appartient

P’arc BB, parcouru dans lc sens rétrograde, vaut—u, (f).
Lorsque le rayon de ce cercle tend vers 0, 'angle jﬁpﬁ;

-

2= .
tend vers _E;" d'olr :

1 (Vs 1
o | Y=g atn)
De méme, lorsque le rayon des arcs CC’ et DD’ tend
vers O

1r# 1

EE”? 'j‘*—"ﬁ 5 (f)

1 «D'E{f 1

2:'7:_'1—, f B ().

¢) T transformant arc AB en I'arc ED', et f{Tz) étant
égal & f(4), on a :
1 (Par 1 Td
Zim gy %= lp f
d) S transformant arc B'Genl'arc DC/, ct f(Sz) ftant
égal & 2% f(z), ona :
#f8%) _ g 2
J83) | fla)’

d'olt :

1 Jr-: a1 J‘T’ diztﬁj—:j‘; (QL{@ _c{f{Sz))
1 fo

Ginly F 2wl 7 7@ T f(sa)
, dz
=5 ), T
1, &
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4 _ RY

lorsque les rayons des arcs BB', CC/, DD’ tendent vers 0.
En écrivant Pégalité des deux expressions trouvées

1 ..
Ur = —f et en passant 4 la limite, on trouve la
P Zinly f P

formule (207,

2) Supposons que f ait un zéro ou un péle A sur Ia

4/3
2
prend la méme démonstra-
tion avec un contour ¥ mo-
difi¢ au voisinage de X et
de T comme I'indique la fi-
gure (l'arc de cercle contour-

C nant T est le translormé
{

1
demi-droite {z{R{z) = — 5 Im (2) = 1. On re-

A E

™ par T de l'arc de cercle
contournant ).

On procéde de manitre

analogue si f a plusieurs

zéros ou poles sur le bord

de D,

et Remargue. — Clette démons-
: tration un peu pénible aurait
| pu étre évitée si I'on avait
; défini une structure analyti-
: que complexe sur le compac-
tifié de H/G {cf. par exemple
Seminar an Complex Multiplication, Lesture Notes in Math.,
no 21, exposé II).

3.2, Lalgébre des formes modulaires.

Si k est un entier, nous noterons Mg (resp. M) le
C-espace vectoriel des formes modulaires de poids 2k
(resp. des formes paraboliques de poids 2k), cf. n° 2.1,

'
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définition 4. Rappelons que M{ est le noyau de la forme
linéaire fif(oc) sur M;; on a donc dim M, /MP < 1
De plus, pour k> 2, la série d’Eisenstein G, est un
glément de M, tel que Gi(oo} # 0, cf. n® 2.3, propo-
sition 4; on a donc

M, = M?® 0.G,  (pour k3> 2).

Rappelons enfin que l'on note A Pélément 25— 27z
de MD, olt g, = G0G, et gg = 140 Gy,

TutortMe 4. — i) Ona My =0 pour k << 0 et b = 1.

i) Pour k=0,2,3,4,5, M, est un espace de dimen-
sion 1 admettant pour base 1, Gy, Gqy Gy, Gyson a M = 0.

i) La multiplication par A définit un isomorphisme de My _ g
sur MJL

Soit £ un élément non nul de My, Tous les termes du
membre de gauche de la formule

: 1 1 . .k

20)  wlf) +gulf) Frnl) + T wl) =g

PERG 6

sont alors };ﬂ-.sitéf.r. On a donc A2 0, et aussi & # 1
1 r - N I

car & nc peut pas s'écrire sous la forme 2 + #'J2 4 a'[3,

avee n,n,n" = 0. Cela démaontre i),

Appliquons maintenant (20) & f = Gy, £ = 2. Onne
peut écrire g sous la forme 1+ n'j2 +#"3, nn' 0" = 0,
que pour # =10, o' =0, n'=1; on en conclut que
0,(Gy) = 1 etque #,(G;) =0 pour g # p {modulo ().
Le méme argument s'applique & Gy et montre que
5(G,) = 1 et que les autres 2,(Gy) sont nuls. Ceci suffit
déja & prouver que A ne s'annule pas au point ¢, donc
n'est pas identiquement nul. Comme le poids de A est 12,
etque v,(A) 2 1, la formule (20) montre que v,(8) = 0
pour p# o et que 7,{A) = 1; autrement dit, A ne
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s'annufe pas sur H, et a un z2éro simple & Minfini. Si f est un
élément de MY, et si on pose g = f]A, il est clair que
g est de poids &k —- 6; de plus, la formule

e [l sip# e
ﬂu(g) _”n(f} Ur(ﬂj Hlﬂp{:f}’_l gi b= o0

montre que v, {g) cst = 0 pour tout p, done que gappartient
4 M, _,, ce qui démontre iii).

Enfin, si #<5, ona &—06<0, doi M}=10
d'aprés i) etiii) ; on en conclut que dim M, £ 1. Comme
1, G,, G;, G,, G, sont des éléments non nuls de M,
M,, M, M, M;,ona dim M, =1 pour £ =10,2,3,4,5,
ce qui démontre ii).

Cororrame 1, — On 2 :
21} dim M, = [%(6] k=1 (modf), 820
(Gl dim ’*_{[k;e.prl sk 1 (mod6), k3 0,

(Rappelons que [x] désigne la partie entidre de x, Le le
plus grand entier n tel que n € x.)

La formule (21) est vraie pour 0< k& <8, d’apres i)
et i}, D’autre part, les deux membres augmentent d’une
unité lorsqu'on remplace & par & 4+ 6 (cf. iii)). La
formule est done vraie pour tout & 2 0.

CoroLLAIRE 2. — L'espace M, admet pour base la famille
des mondmes GF GE, avec o, P entiers = 0 et 20 4 38 = &,

Montrons d'abord que ces mondmes engendrent M.
C’est clair pour k< 3, d’aprés i) et ii). Pour £z 4,
on raisonne par récurrence. On choisit un couple (v, 8)
d'entiers = O tel que 2y + 38 = k& (c’est possible pour
tout %z 2). La forme modulaire g= GJG§ est non
nulle 4 linfini, 8i fe M, il existe done ke Q0 tel que
f—Ag soit parabolique, donc de la forme Ak, avec
heM, g cf iii}, On applique alors I'hypothese de
récurrence a A
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T1 reste 4 voir que les mondmes en question sont linéai-
rement indépendants; s'ils ne I'étaient pas, la fonc-
tion /G vérifierait une équation algébrique non tri-
viale, 4 coefficients dans €, donc serait constante, ce qui
est absurde puisque G, s’annule en p mais pas G,

+ @
Remarque, — Soit M = X M, lalgtbre graduée

somme directe des My, et soit £: C[X, Y] =M TI'homo-
morphisme qui applique X sur G, et Y sur Gy, Le corol-
laire 2 équivaut & dire que & est un isomorphisme; on peut
donc identifier M 4 l'algébre de polyndmes G[G,, Gg).

3.3, L'invariant modulaire,

Posons
(22) J=1728 gi/A.
Prorosition 5, — a) La fonstion j est une_fonction modu-

laire de poids 0.

b) Elle est holomorphe dans H et a un péle simple & Iinfini.

c) Elle définit par passage au quotient une bijection de H|G
sur G

L’assertion a) provient de ce que g et A sont toutes
deux de poids 12; b) provient de ce que A est % 0 sur H
¢t a un pdle simple & U'infini, alors que g, est non nulle
& Uinfini. Pour prouver ¢), il faut voir que, si A e @, la
forme modulaire f, = 1728gf — 3 A a un zéro et un seul
modulo G. Pour cela, on applique la formule (20), avec
F =4 et k=06, Lesseules décompositions de &6 = 1
sous la forme n -+ n'f2 4 A"f3, avec m ', " 2= 0, cor-
respondent &

{n.'l ?’3!, ﬂ”} = (11 D: 0): o {0: 2: 0): ou (0: UJ 3}'

Cela entraine bien que f s'annule en un point et un seul
de HG.
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ProposiTion B, — Soit f une _fonction méromorphe sur H.
Les propriétés suivanles sont équivalentes

iy f est une fonction modulaire de poids 0;

ii) f est quotient de deux formes modulaires de méme poids;
i) f est une fonction rationnelle de j.

Lesimplications iii} =- it} = i} sont immédiates. Mon-
trons que i) = iii). Soit done f une fonction modulaire.
Quitte & multiplier f par un polynbme en j convenable,
on peut supposer que f est holemorphe sur H. Comme
A sannule A Uinfini, il existe un entier z2 0 tel que
g = A"f soit holomorphe & l'infini, La fonction g est
alors une forme modulaire de poids 12n; d’aprés le corol-
laire 2 au théoréme 4, on peut I'écrire comine combinaison
lintaire des G¥ G, avec 2x + 3f = Bn. Par linéarité,
on cst ramené au cas ohl g = GFGE, ie f= GEGEA"
Mais la relation 2o + 33 = 6r montre que p = af3 et
g = BJ2 sont des entiers, et l'ona f= G GF#AT*9 On
est ainsi rament A voir que G3/A et GE/A sont des fonctions
rationnelles de j, ce qui est évident,

Remarques. — 1) Comme on 1'a signalé plus haut, il est
possible de définir de fagon naturelle une '_E_t_}:mture de
variété analytigue complexe sur le compactifié H/G de H/G.
La proposition 5 s’énonce alors en disant que j définit un

P i
isomarphisme de F[[G sur la sphére de Riemann

quant & la proposition 6, elle se réduit au fait bien connu
que les seules fonctions méromorphes sur 8, sont les
fonctions rationnelles.

2) Le coefficient 1728 = 2*3% a ¢(ié introduit pour
que j ait un résidu égal a 1 & Uinfini. Plus précisément, les
développements en série du § 4 montrent que :

= 74+ ) g, zeH, g=¢"

it=1
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o(1) = 22331823 == 196884
£(2) = 21152099 — 21493760,

Les ¢(n) sont des entiers, jouissant de remarquables
proprittés de divisibilieé (1) :

n=0 (mod 2% =¢(n) =0 (mod 2%75)
n=0 (mod 3% =¢ln) =0 (mod 3*7%
n=0 (mod 5 =c¢(n) =0 (mod 35"
#=0 (mod 7) =¢(n) =0 (mod 77
n=0 (mod11% = ¢(a) = 0 (mod 11%)

§ 4. Développements en série & Pinfini
4.1, Les nombres de Bernoutli By,

Tls sont définis par le développement en série :

X x = P
2 T =1 {4k tIR,
() Fg=Tl—g T I U Beg
Table numérique
1 1 1 1 5
Bl“ﬁl BE_SDJ BS_EJ B-}'—'E! BE_B_ﬁ
B — 691 L 7 3617 43867
87 9730 7 6 T* 5107 LT
B 174611 _ 84513 936364091
w= "33 0 Pu T T13g ¢ T® T T 2730
p. _ 8653103 . 23749461029
BT T TR 870

Y} Voir W-dessus A. O. L, Amkn et J, N, O'BriEN, Trans, dmer.
Math, Soe., 126, 1967, ainsi que Varlicle ’ATEDN dans Compuders
matkematical research (North Holland, 1968).
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Les B, permettent de calculer les valeurs de la fonction
zéta de Riemann pour les entiers pairs 2 0 (et aussi pour
les cntiers impairs < 0) ¢

ProrosiTion 7. — Stk est un entier = 1, on a :
!IT - 'l
L’identité
223; 3_3.
26 =1- B
(26) 3 cotg z E Tl

résulte de la définition des B, en posant x = 2iz." D'autrce
part, en prenant la dérivée logarithmique de

o 2.2
(27) sin z = z Il (1——=),
n=1 nnt
ona:
(28) zeootg 5 = 1 ',22—“—
ne1 5 —nint
o o ok
=1—23% X

g T

En comparant (20} et {28}, on obtient {23).

Exemples
50 = W =g U6 = s
e
02 = 8=y = 2

38.5%.72.11.13° 38.52.7.11.13
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4.2, Développements en série des fonctions Gy

Nous allons donner le développement de Taylor de
la série d'Eisenstein G,(z) par rapport & g = ™™,
On part de la formule bien connue :

1 d 1 1

(29) weotgmz=-+ X {
4 n=1 % - n Z—n

On a par ailleurs :

_coswz . g1
(30) mcotgmz = iz = T —1
iz
=in———— =in—2in E q".
I—gq
D’olt, en comparant :
31 -+ =im— 2T X g".
(51) z n=1(2'—|—n' hnlg

Par dérivations successives de (31}, on obtient la formule
sulvante (valable pour %> 2) :

1 1 =
i — S P - 5 L R
(32) T T B CER I

Convenons de noter 6,1 la somme X 4 des puis-
oln

sances k-lemes des diviseurs positils de .

ProrositTion 8. — Pour tout entier 2 2, ona:
(Zim) o

(33) Gy(z) = 20(28) + 2 BT

z Oa-1(m) g™

s
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On développe

1
G = -
() nom) s, 0) (2 - m)
i 1
= 272k P V) S —
~(28) + n=1mez (nz 4 m)
2('__ 27._:1‘\]13( sl =]
=202k ~ " 8 -1 a0
OBy B B
2(2my =
—_ 0¥ ! "
= 2-,{2-*‘-:} T m ]l§162;.._1[?1:] g
CoroLLalrRe, — G,(z) = 20(2k) B, (2), avec
(3_1-} Eﬁ!(z) =1 + e 2152;,..1{?1} g"
n=
et
- 44
(35) v = (— 1% 2.
b [ ( ! B};

On définit B (z) comme le quotient de G, (z) par 2(24);
il est clair que Ei(2) est de la forme (34). Le coefficient v,
s¢ calcule au moyen de la proposition 7 :
o 2wy 1
T R L2

il G VL LG
(2k—1)! 2%-1B gtk B
Exemples
Ey =1+ 24'3“2_11%(”1) g gy = (2m)* 923 E,
Fy=1--0504 M%ﬁ"sf”){?": Zg = {2m)® 57 g8 Do
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E, =1+ 480 zj:lcr?(n)g'"

o
E; =1 —264 3 ay(n) ¢*
=1
65520 2
E;,=1+4 201 X oopn(r)g® (85320 = 24.32.5.7.13)
#=1

E,=1—24 3 g,,(n) g%
=1

Remarque, — On a vuau n? 3.2 que 'espace des formes
modulaires de poids & (resp, 10) est de dimension 1.
On a donc

{36) Ei=E, E,E, = E,
Dol les identicéds ;
=1
a,(n) = ay(n) + 120 X og(m) oy(n — m)
=1

#=1

Leay(n) = 21a;(n) — 1003(n) 4 5040 X o3(n) o5(n — m).
m=1

Plus généralement, chaque E, peut s’exprimer comme
polyndme par rapport & L, et E,.

4.3, Ordre de grandeur des cocfficients des formes modulaires,
Soit
i s
(37) flz) = EQ a,q" (g = &™)

une forme modulaire de poids 2%, £ = 2. On s'intéresse
a la eroissance des a,.

Prorecstrion 9, — 5 = Gy, {ordre de grandeur de a,

est 525~ 1 De fagon plus précise, il exicle deux constanter A, B > 0
telles que

(38) An¥ -l a1 € Ba¥ -1,
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La proposition 8 montre qu'il existe une constante
A= 0 telle que a, = (— L1)* Aoy (n), d'olr :

| e, SAUﬂ-—1(ﬂ} = An¥-L
D’autre part :
2| - S S e
Ll A MR <

Tutorime 5 (Hecke). — Si f est une forme parabolique,

on a .
(39 a, = O(n¥).

(Autrement dit, le quotient |a,|/n* reste borné quand
n— o)

Puiscue f est parabolique, on a ay = 0 et Pon peut
mettre g en facteur dans le développement (37) de f.
D'on
(10)  |f(s)| = Olg) = Of*), avee y = Im (3)

lorsque g tend vers O.

Soit ofz) = | flz)| 5% Lesformules (1) et (2) montrent
que  est invariante par le groupe modulaire G. De plus,
@ est continue sur le domaine fondamental D, et la for-
mule (40) montre que o tend vers 0 pour y = ¢0. Onen
conclut que ¢ est bornée, autrement dit qu’il existe une
constante M telle que

(41) | flzi] < My~ pour z € H.

Figons 7 et faisons varier x entre 0 ct 1. Le point
g = ef™=T i déerit un cercle C, de centre 0. D'apris la
formule des résidus, on a :

1 1
— e -—n=-1 — . L ) —a
“*""2;‘-.:..[%.«’0 () g~"""dg Jof (¥ + i) g7 " dx

(On pourrait aussi déduire cette formule de celle donnant
les coefficients de Fourier d’une fonction périodique.)
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En utilisant (41), on en tire :
la,| < My~ E g2y,

Cette inégalité est valable pour tout y > 0. Pour y = 1/n,
elle donne |a,] < " Mr*, d’on le théoréme.

ClOROLLAIRE. — S f n'est pas une forme parabolique, Uordre
de grandeur de a, est a1,

On écrit f sous la forme WG, -k, avee A # 0 et
k parabolique, et on applique la proposition 9 et le
théoréme 5 en tenant compte de ce que n* est « négli-
geable » devant #%~%

Remargue, — L’exposant k du théortme 5 peut étre
amélioré : on &
a, = O(nF-1ite) pour tout & = 0

{cf. A. Selberg, Proc. Symp. Pure Math., VIII, Amer.
Math. Soc., 1963].
On conjecture que & peut méme étre remplacé par

k—-—% + ¢ pour tout & > 0, ou encore que
g, = Ot 1 aqy(n)),
ol g,(n) est le nombre des diviseurs de n. Nous reviendrons
l4-dessus au n® 5.6,
4.4, Le développement de A,
Rappelons que

(42) A = gi—27g3 — (2m)"? 27 3°3(E — Ej)

= (2m)1? (g — 24¢° + 252" — 1472¢' + ...}

Trforiye 6 (Jacobi). — & = (2m)%g I_'IL (1— g%,

[Cette formule se démontre de fagon naturelle au
moven de la théorie des fonctions elliptiques. Comme cette
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méthode nous entrainerait trop loin, nous allons indiquer
une autre démonstration, qui est « élémentaire » mais
quelque peu artificielle; pour plus de détails, le lecteur
pourra se reporter & A, Hurwitz, Math. Werke, Bd. 1,
p. 578-595. ]

Posons :

3 R = ¢ I (01—,

Pour prouver que F et A sont proportionnels, il suffit de
monirer que F est une forme modulaire de poids 12;
en effet, le fait que le développement de F ait un terme
constant nul montrera que I est parabolique, et I'on
sait (th. 4) que 'espace M}, des formes paraboliques de
poids 12 est de dimension 1. D’aprés la proposition 1
du n® 2.1, tout revient & prouver que

(44) Fl—1/z) = 21*F{z).
Nous utiliserons pour cela les séries doubles :
, 1
Gila) =T X
1
Glz) =2 X ————

m oa im A nz)?

1
o' — \_‘ LA —
H,(z) - % (m—1 <+ nz) (m + nz)

1
= 3 S
H(z) %"T.' (m—1 4+ nz) (m -+ na)

ol le signe 2° indigue que Pon excepte de la sornmation
le couple (0, 0}. (Noter Pordre des sommations!)

Les séries H, et H sont faciles 4 calculer explicitement,
a cause de la formule

1 1 1
m—1 + nz) (m + nz) T m—1+4az m+az

FORMES MODULAIRES 155

Om trouve qu'elles convergent, et que 'on a :
H, =0 H = — 2xni/z.
D’autre part, la série double de terme général

1 1
(m—1 F nz) (m 4 raéj T (m - na)?

1

~ fm A+ oanE (m—1 + ng)

est absolument sommable. On en conclut que G, —H,
et G — H coincident, donc que les séries G et G, conver-
gent (avec Pordre de sommation indiqué), et que l'on a :

G, (z) — G(z} = Hy(z) — Hiz) = 2mifz

De plus, il est clair que G,(— 1/z) = z2G(—1/z). On
en déduit ;

(45) Gy(— 1/2) = £2Gy(z) — 2=z,

D’autre part, un caleul analogue 4 celui de la pro-
position 8 donne :

)

(46) Gylr) = = — 8 I o,0n) ¢"
o =1

Revenons a la fonction F définie par (43). 8a différenticlle
logarithmique est :
dF d @
4 =="a—24 3 ngm
F q =1
dy -
= {124 X g,(n}g").
b n=1
Dioh, en comparant & (46)
dF Gi

(48) 5= Gya) da.
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En combinant (45) et {48), on obtient

dF(—1/z) G, dz
(49) -dl:— 1;2.) — Gl'\'—' -”lz) =
= Efg (22G,(2) — 2miz)
IO TS
dz 2

Ainsi, les deux fonetions F{— 1fz) et 12F(z) ont méme
différentielle logarithmique. 1l existe donc une constante &
telle que F(— 1/z) = k2'*F(z) pour tout z e H. Pour
z=1, ona 2@=1, —1/z=12z et F(z) #£ 0, d'od
k=1, ce qui établit (44) et achéve la démonstration,

Remarque, — On trouvera une autre démonstration
« tlémentaire » de Didentité {44) dans C. L. Biegel,

Gesamm. Abk., TI1, n® 62, Voir aussi Seminar on Complex
Multiplication, VI, § 6.

4.5. La fonction de Ramanujan.
On note 7(n) le n-itme coefficient de la forme parabo-
lique F(z) = [2n)"* A(z). On a donc :

e

G0 Daer =g I (=g

o=

La fonction nls=(n) sappelle la fonction de Ramanujan.
Table numérigue (1)

) =1, =(2) =—24, =(3) =232, ~(4)=—1472
2(5) = 4830, =(B) = — 6048, =(7) = — 16744
©(8) = 84480, 7(0) = — 113643, =(10) = — 115920
(1) = 534612, =(12) = — 370944,

(1) Cette table est extraite de D, H. LENMER, Ramanujan's function
Tim), Duks Magh, J., 10, 1943, o Uon trouvera les valeurs de t{n)
pour = = 300,
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Propriétés des =(n)
(61} T(n) = O(n")
puisque A est de poids 12, cf. n® 4.3, théoréme 5.
(52) w(mm) =t(n)=(m) s (n,m) =1
(53) T(p"*th) =(p) <(p") — V(")

powr # premier, n2 1

cf. n® 5.5 ci-aprés.

Une autre fagon d’énoncer (52) et (53) consiste & dire

que la séric de Dirichlet L.(s) = X «(n)/n* admet
le développement eulérien suivant : 71

1
R4 —
(54) Ly =1l sy s
cf. n® 5.4,

D'aprés Hecke (cf. n° 5.4}, la fonetion L, se prolenge
en une fonction entidre dans tout le plan complexe, et la

fonction (27)=* T(s) L.(s)

est invarianfe par s 12 — s
Les +(r) vérifient diverses congruences modulo 2'3, 38, 53,
7, 23, 691. Citons en particulier (sans démonstration} :

{55) =(n) = nfgy(n) (mod 3%)
(56) 7(n) = nag(n)  (mod 7)
(57) o(n) = oyul(n)  (mod 691).

Pour d’autres exemples, et leur interprétation en termes
de « représentations l-adiques », voir Sém. Delange-Pisot-
Poito 1967/68, exposé 14, et Sém. Bourbaki 1968[69,
exposé 335,

Signalons enfin deux questions owvertes !

a) (conjecture de Ramanujan, cf. n° 5.6) est-il vrai que
fr{g) | << 2p'*° pour tout p premier ?

b) (Lehmer) est-il vrai que =(n) # 0 pour tout n?
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§ 5. Opéraieurs de Hecke
3.1, Définition des "I'(n).

Nation de correspondance sur un ensemble, — Soit E un
cnsemble et soit Xy le groupe abélien libre engendré
par L. On appelle correspondance sur B (4 coefficients
entiers) tout homomorphisme ‘T’ de X dans lui-méme.
On peut se donner T par sa valeur sur les éléments x de E

(53) T{.‘l.‘:l = E nﬂ{t) N ny(x} Ez:
YEDR

les n,(x) étant nuls pour presque tout .

Soit F une fonction numérique sur E. Par Z-linéarité,
clle se prolonge en une fonction, encore notée F, sur Xg
On appelle transformée de F par T, et 'on note TF, la
restriction & E de la fonction FoT. Avec les notations
de (58}, on a

39)  TEW = F(T() = T n() FO).

Les T(n), — Soit & lensemble des réseaux de C
(cf. n9 2.2}, Soit # un entier = 1. On note T(n) la corres-
pondance sur 92 qui transforme un réseau en la somme {dans X g)
de ses seus-réseanx d'indice n, On a donce :

(60} T I'= X IV st Ne &,
(C:T'j=m

La somme du deuxidme membre est finie : en effet
les réseaux I contiennent tous #l'; leur nombre est auss.
le nombre des sous-groupes d'ordre n de ['fnl' = (Z[nZ)2,
Si a est premier, on voit facilement qu’il y en a n 4 1
(nombre de points de la droite projective sur le corps
a n éléments).

Nous utiliserons aussi les opérateurs d*homothétie R,
(he€') définis par

(61) R,I'=2" siTek.

—_——— e, E—————
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Formulaire. — On peut composer les correspondances T(n)
et R; entre elles, puisque ce sont des endomorphismes du
groupe abélien X,

Propostrion 10. — Les correspondances T(n) et R, vérifient
les identités

(62) R, R, =R,;, 2y Q.
{63 R, Tin) = T{n) R, nz1, red).
(64)  T(m) Tin) = T(mn) si {myon) = 1.
(65) T{p") T(p) =T(p"*") +pT{p" ) R,
(p premier, n 2 1),

Les formules (62) et (63) sont triviales.

La formule (64) équivaut i lassertion suivante :
soient m, n deux entiers = 1 premicrs entre eux, et soit
I'" un sous-réseau d’'un réseau I' d’indice mn; il existe
alors un unique sous-résean I de T, contenant I, tel
que (I':I")=n et (I":T") =m Cette assertion
résulte elleméme du fait que le groupe TV, qui est
d’ordre mn, se décompose de fagon unique en somme
directe d’un groupe d’ordre m et d'un groupe d’ordre n
(théoréme de Bezout),

Prouvons {65). Soit T' un réseau. Alors T(p") T(p T,
T(g"=1) et T(p" 1) R, I" sont des combinaisons linéaires
de réscaux contenus dans I' et d*indice #* *! dans I” (noter
que R, I' est d’indice p* dans I'). Soit [ un tel réscau;
il est affecté, dans les termes précités, des coefficients a, b, ¢;
tout revient & montrer que @ = & - e, Le, que

a=1+4 e,y
car b est visiblement égal 4 1.

Distinguons deux cas :

i} I n'est pas contenu dans pI', Alors ¢ = 0 et @ est
le nombre des réseaux [V, intermédiaires entre I et [,
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el d'indice # dans I'; un tel réseau IV contient pI", Dans
T'/pl', 'image de 1" est d’indice p, et contient I'image
de I', qui est d’ordre p {donc aussi d'indice p puisque
I'/pI’ est d’ordre p); il n’y a donc qu'un seul I qui
répeonde i la question; d'olt 2 = 1 etlaformulea=1+ p¢
est vérifiée,

i) T"CpI'. On a ¢ =1; rn'importe quel réseau I
d'indice p dans I' contient #I", donc a forfiori I, D’ol1
a=p+1 etlaformule a =1 4 pc est encore vérifide.

CoroLLaRE 1. — Les T(p™), n= 1, sont des polyntmes
par rapport a T(p) ef R,
Cela résulte de (63), par récurrence sur a.

Cororratre 2, — L'algébre engendrés par les R, et les
T(p), p premier, est commuiative; elle contient lous les T(n).

Cela résulte de la proposition 10 et du corollaire 1.

Action des 'T(n) sur les fonctions de poids 2k, — Soit F une
fonction sur % de poids 2% (cf. n° 2.2); par définition,
ona

(66) R,F=x%*F pour tout A e €'

Soit # un entier 1. La formule (63) montre que
R;(T(r) F) = T(n) (RyF) =n"%T(n) F,
autrement dit T{n) F est aussi de poids 2k. Les formules (64)

et [65) donnent :

(67) T(m)Tim) F=T{ma)F si (mn)=1;

(68)  T(p T F =T+ F+p =T -1 F,
b premier, n 2 1.

5.2. Un lemme matriciel.

Soit I' un réseau, de base (w,, w,), ¢t soit 7 un entier = 1.
Le lemme suivant donne le moyen de construire tous les
sous-réseaux de I" d’indice n ¢

—_—

|
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3

) . } a b
LeMME 2. — Soit S, Pensemble des matrices entidres ( )

b
avec ad =n, az 1, 0g b<d 5 cr=(; d) appar-

tient a S, soit Iy le sous-réseau de I ayant pour base :

oy = awy, + be,, o) = da,,

Liapplication &> 1", est une bijection de S, sur 'ensemble I' ()
des sous-réseaux d’indice n de T,

Le fait que I', appartienne & DI'(n) est immédiat.
Inversement, soit " & ['(r). Posons :

Y, =TI + Zay) et Yy = Za,/(IV N Zesy).

Ce sont des groupes cycliques, engendrés respectivement
par les images de w, et de w, Soient a et 4 leurs ordres.
La suite exacte

0=Y,=-T/I">Y, =0
montre que ad =n 51 @; =dw, on a w,el’
D’autre part, il existe ) e [V tel que
(mod Zes,).

Il est clair que @] et w; forment une base de I", De plus,
on peut écrire w; sous la forme

W) = aw,

@y = am,; + bw,, avec b,

ou & est déterminé de fagon unique modulo 4; si l'on
impose & b 'inégalité 0 < b < d, cela détermine b, donc
aussi ). On a donc associé & tout I € I'(n) une matrice
o(I") €8,; on vérific tout de suite que les applications
s> Ly et IVt o(I) sont inverses Pune de Pautre;
d’otr le lemme,

Exemple, — Si p est premier, S, se compose de la ma-

J.~F. SERARE 5]
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5.3. Laction des T{n) sur les fonctions modulaires.

Soit & un entler, ct soit fune fonction faiblement modu-
laire de poids 2%, cf. n® 2.1, Comme on I'a vu au n® 2.2,
il lui correspond une fonction F de poids 2k sur 2 telle
que

(69) F(T ey, w,) = o5 flo o).

Nous définirons T(n) f comme la_fonction sur H associde
& la fonction n® 1 T(n) I sur # (noter le coefficient numé-
rique #% -1 qui permet d’avoir des formules « sans déno-
minateur » par la suite). On a donc, par définition :

(W) Tim) f(z) = %1 Tin) PO (5, 1)

ou encore, grace au lemme 2 :
G Twam = T eSS,
T d

a

ProeosiTion 11, — La jonetion [{n) f est jfaiblement
modulaire de poids 2k ; elle est holomorphe sur H st f Pest. On a

(72)  T{m) T(n) f = Timn) f s (myn) =1;
(73) T(p) T(p") f=Tip" "\ f+ PREEVT(pr Yy F

b premier, nz= 1,

La formule (71} montre que T{n) f est méromorphe
sur H, done faiblement modulaire; si de plus f est holo-
morphe, il en est de méme de T(n) f. Les formules (72}
et (73) résultent des formules (67) et (68), compte tenu
du coefficient numérique n™ 1 incorporé dans la défi-
nition de T(n) f.

Comportement & Pinfini. — Supposons que [ soit une
Sonction modulaire, i.e. soit méromorphe a linfinl. Soit
(74) Sflz) = X elm) "

mEd

son développement de Laurent par rapport a g = 5%,
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Proposition 12, — La fonction T{n) f est une fonction
modulatre. On a
(75) T(r) flz) = X y(m) "

mEL
aves
i

(76) Yim) = T "ie().

On a par définition :
,az+h
T f(s) = %=1 B &% T ofm) T "

gd=H,a= 1 mEZ
o b<la

Or
0sb<d

vaut 4 si d divise m, et sinon vaut 0. On peut donc écrire,
en posant mfd = m’ :

T{n) flz) = n¥*-1 b d- "V gim'd) ¢

Ordonnons suivant les puissances de g :

wd

a

T A =5 ¢ T (G (),
wEZ 8 :ibtl

Lin,
az

Puisque f est méromorphe & l'infini, il existe un entier
d
Nz 0 telque ¢m) =0 si m<—N. Les c(%) sont

alors nuls pour w < — AN, ce qui montre que T(n} fest
également méromorphe 4 Pinfini; comme elle est faible-
ment modulaire, ¢’est bien une fonction modulaire. Le
fait que ses coefficients soient donnés par la formule (76)
résulte du calcul ci-dessus.

CioroLLAIRE 1. — (01 = gy _4(n) (0) et 1) = c(n).
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CoROLLAIRE 2, — S n = p, avec p premier, on a

1{m) = ¢ pm) st m# 0 (mod #)
yim) = e(pm) + p% e(mfp) st m =0 (modp).

CoROLLATRE 3. — St f est une forme modulaire {resp. une
forme parabolique ), il en est de méme de Tn) f.

Clest clair.

Ainsi, les T (n) opérent sur les espaces M et M dun® 3.2,
D'apres ce qu'on a vu plus haut, les opérateurs ainsi
définis commutent entre eux et vérifient les identités :
{72y  T{m) T(n) = T{mn) si(mn) =1
(73) T() T(p7) = T+ + 451 T

si p est premier, n 2z 1.

5.4. Fonctions propres des T(n).

Soit  f(#) = X ¢(n) ¢" une forme modulaire de
7=

poids 2k, k> 0, non identiquement nulle. Supposons
que f soit fonetion propre de tous les T(n), ie. qu'il existe
une suite de nombres complexes A(n) tels que

{77) T{n) f="=xan)f  pour tout n= 1.
THEoREME 7. — a) Le coefficient ¢{1) de g dans fesi # 0.
b) 80 f est normalisée de telle sovte que ¢(1) =1, on a

(78) ¢(n) = nin) pour fot n= 1,

Le corollaire 1 4 la proposition 12 montre que le coeffi-

cient de ¢ dans T{x) fest ¢(n). D'autre part, d'aprés (77),
c’est aussi A{n) ¢(1). On a donc :

¢(n) = A(n) (1),

Si e{1) était nul, tous les ¢(n), # >0, seralent nuls,
et fserait une constante ce qui est absurde. D’ot1 a) et b).

e ———— s et——e
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CoroLLAIRE 1. — Dews: formes modulaires de poids 2k k= 0,
qui sont fonctions propres des T(n) avee les mémes valeurs propres
A(n), et qui sont normalisées, coincident,

Cela résulte de a), appliqué A la différence des deux
fonctions en question,

CoRroLLAIRE 2, — Sous les fiypothéses du théorime 7, b), on a
(79)  e(m) c(n) = c(mn) s [mon) = 1.
(80) () e(p™) = c{pm*Y) + p¥Te(pn )

§i p est premier, nz 1,

En effet, les valeurs propres A{n) = ¢(n) vérifient les
mémes identités (72) et (73) que les T(n).

Les formules (79) et (80) peuvent se traduire analyti-
guement de la maniére sulvante :

Soit
(81) Oy(s) = T cln)fn?

n=1

la série de Dirichlet définie par lese(n) ; d’aprés le corollaire
au théortme 35, cette série converge absolument pour
R{s) > 2k

CoroLLAIRE 3, — On a

1

(82 D,(5) = 11 : S—
\ :] !(} pePl'—G{PJ}'JhB +ﬁ'..f.*—1—33

Dlapres (79), la fonction at»eln) est multiplicative.
Le lemme 4 du chapitre VII, n° 3.1, montre donc que

@, (s) est produitdesséries 2 ¢{p") p~ "= Posant p=* =T,
on voit que I'on est rame;; Z. prouver I'identité :
1
@, ,(T)°
P o (T) =1 —¢ip) T + p* -T2

(83) T o) T =
n=0

ol
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Formons la série
G(T) = (N‘z}ﬂc{p") ™y (1 —e(p) T g1

Le coefficient de T dans & est o{p) —e(p) = 0; celui
de TotL pz 1, est

() —e(p) o(p”) + pF TP

qui est nul d’aprés (80). La série § est donc réduite & son
terme constant ¢(1) = 1, ce qui démontre ({83).

Remarques. — 1) Inversement, les formules (81) et (82)
entrainent (79) et (80).

%) Hecke a démontré que @, se prolonge analytique-
ment en une fonction méromorphe dans tout le plan
complexe (qui est méme holomorphe si fest parabolique),
et que la fonction

(84) X,(5) = (2m) 72 D(s) D,(s)

vérifie I'équation fonctionnelle
(85) X, () = (— 1FX,(2k — ).
La démonstration utilise la formule de Mellin :

.\ e .= R |
Xls) = fu (fliy) —fl=c)) " dyly

combinée avec lidentité fi— 1/z) = 2% f(3). Hecke a
également démontré une réciproque @ toute série de
Dirichlet @ qui vérifie une équation fonctionnelle de ce
type, ainsi que certaines hypotheses de régularité et de
croissance, provient d’une forme modulaire f de poids 2#4;
de plus, f est une fonction propre normalisée des Tin) 51
et seulement si @ est un produit eulérien du type (82).
Voir la-dessus E. Hecke, Math. Werke, n® 33, ainsi que
A. Weil, Math, Annalen, 168, 1967,
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5.5, Exemples.
a) Séries d' Eisenstein, — Soit k un entier 2 2.
Prorosition 13, — La série d' Eisenstein Gy, est fonction

propre des T(n); les valeurs profres corvespondantes sont les
o - 1 (1), et la fonction propre normalisée est

(86) (— 1y I’c E,=(— l.fi E T n%‘lcﬂ.i:—_'l'l.”j q".

La série de Dirichlet correspondante est T(s) Uls — 2k + 1).

Prouvons d’abord que Gy est fonction propre des T(n);
il suffit de le faire pour les T{ ), # premier. Considérons Gy,
comme une fonction sur Uensemble &2 des réseaux de C;
on a

G = X7 1y {cef. n©2.3),
+vET
et
TG = % 31y
e yeI”

Soit yel. Si yepl, y appartient a chacun des
£+ 1 sousréscaux de ' d'indice p) sa contribution
dans T(p) G,(I" est (p + L)jy*. 8i y e’ —pI', yn’ap-
partient qu'a un seul sous-réseau d’'indice g et sa contri-
bution est 1fy*. On a donc :

T(p) G} = G(T) + ¢ EEJ,I.'I“I’% = G (I") = pGy(pI')
YEY
— (L £ G
ce qui montre gue G, {considérée comme fonstion sur %)
est fonction propre de T(p) pour la valeur propre 1— pt~%;

considérée comme forme modulaire, G, est done fonction
propre de T} pour la valeur propre :

FE UL =) = oy ()
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Les formules (34) et (36) du no 4.2 montrent que la
fonction propre normalisée associée & Gy est @

'B_ o
(—1)* I; +ﬂi_:1f’2k—1(ﬂ) q".

On en déduit que les valeurs propres des T(n) sont
les @y _q(n).

Enfin :
o
2 Oy (it = X g% a'd®
=1 ) adz=1
= (X 1y T 1fas+1-%)
dz1 ezl

= 2(s) L5 — 2k -+ 1),
b) La fonction A.

Prorosttion 14, — La fonction A est fonction propre
des T(n); les valeurs propres correspondantes sont les <(n), et
la fonction propre normalisée est

2m)~=A = g I (1 — ' = B 5() ¢

(’est évident, puisque I'ecspace des formes paraboliques
de poids 12 est de dimension 1, et qu'il est stable par
les T{n).

CloROLLATRE. — On a
(52) T{nm) = T{n) =im) sinym) =1
B3) =(0) <) = =" + )
st poest premier, nz 1
Clela résulte du corollaire 2 au théoréme 7.

Remarque. — On a des résultats analogues chaque fois
que Pespace M¢ des formes paraboliques de poids 2% est
de dimension 1, ce qui se produit pour £ = G, 8, 3, 10, 11
avec pour base respectivement A, AG,, AGy, AGy, AG;.
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o

B, Compléments,

6.1, Le produil scalaive de Pefersson,

Soient f, g deux formes paraboliques de poids 2k, avec
k= 0. On vérifie facilement que la mesure

w(f g) =f() gD p* dxdoly*  (x = R(z), y = Im (2))

est invariante par G et que c’est une mesure bornée sur
I'espace quotient H/(. En posant

@7 fer=[ wihe = [ s glartid

on obtient un produit scalaire hermitien sur M, qui est
posttif et non dégénéré, On vérifie en outre que l'on a
(88) (T} fig>=<STn)g>

ce qui signifie que les T(n) sont des opérateurs hermitiens
par rapport & <, g ». Comme les T{n) commutent entre
cux, on en déduit, par un argument bien connu, qu'il exisie
une base orthogonale de MY formée de veclewrs propres des Tin),
et que les valeurs propres des T{n) sont des nombres véels,

=

5.6.2, Propriétés d'intégralité.
Soit M,(Z) Pensemble des formes modulaires

F=X g

de poids 2k dont les coefficients e(n) sont enfiers. On peut
prouver qu'il existe une Z-base de M, (&) qui est unc
U-base de M, (utiliser le fait que M (&) contient les
mondmes EI Ef, avec 2z — 3f = &). La proposition 12
montre que M, (&) est stable par Ti{#l,n= 1. On en
conclut que les cogfficients du polpnime caractéristigue de "I (n),
opérant sur M, sont des entiers (1); en particulier, les

() Signalons oqu'il existe une fepueeds explictte donnanlk la ttace
des Tin), of M. FwnsLer et A, SELEERG, Jowrn, Indias Math, Sce.,
20, 1956,
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valeurs propres des T(n) sont des entiers algébrigues (« tota-
lement réels », d*aprés 5.6.1).

5.6.3. La conjecture de Ramanujon-Petersson,

Soit f= 2 e(n)g", (1) =1, une forme parabo-
m=l

lique de poids 2k qui soit fonction propre normalisée
des T(n). Seit

By )(T) =1 —e(p) T +p¥ 1T f premier

le polynéme défini au no 5.4, formule (83). On peut
I'éerire

89) @, (1) = (l—u,T) (1 —oT),
avec
(90) t, oy = e(f), o, = p L

La conjeciure de Petersson consiste & dire que «, et «; sont
imaginaires conjugués; on peut aussi exprimer en disant

que
S -]
oy | = Jo | = 7717
ou cncors .
le(p) | < 265715
ou encore

|e(n) | € vt~ "2ayin) pour tout n = 1.

Four % =6, c'est la conjecture de Ramanujan :
|vip) | < 2p12,

{Cles conjectures peuvent étre ramenées aux conjectures
générales de Weil sur les variétés algébriques sur les corps
finis; voir la-dessus P. Deligne, Sém. Bourbaki 1968[69,
exposé 355.)

FORMES MODULAIRES 171

§ 6. Fonctions théta

6.1. La formule de Poisson,

Soit V un espace vectoriel réel, de dimension finie n,
muni d'une mesure invariante g, Soit V' le dugl de V,
Soit f une fonction indéfiniment différentiable 4 décrois-
sance rapide sur 'V {cf. L. Schwartz, Thévrie des Distribu-
tions, chap, VII, § 3). La fransformée de Fourier ' de [ est
définie par la formule
(917 fro) = | 73 = fl) pla),

C’est une fonetion indéfiniment différentiable & décrois-
sance rapide sur V',

Soit maintenant I’ un rédsear de V {ef. no 2.2}, Nous
noterons I le réseau de V7 dual de I'; ¢’est Pensemble
des yeV' tels que (%35 e pow tout ¥, On
vérifie tout de suite que I gidentifie au Z-dual de I
(d'ol la terminologic).

Prorosrrion 15, — 8oit v = p(V[I"). Ona
(92) L flx) =v7* I f)
sl yET

Quitte a2 remplacer p par v~ 'w, on peut supposer gue
wV/Iy = 1. En prenant une base ¢, ..., ¢, de I', on
identiie Va R", I' 42", ety itla mesure produit dy, .. . dx,;
on a alors V' =R", I =2Z*, et lon est ramené 4 la
formule de Poisson classique (Schwartz, lec. cit., for-
mule (VII, 7; 33).

6.2, Application aux formes quadratiques.

Nous supposerons désormaiz que V oest muni d’une
forme bilindaire symétrique x .y qui est positive non dégénérée
fie.ona »x.x>>0 sl a# 0.

Nous identifierons ¥V 4 V' au moyen de la forme bili-
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néaire précédente. Le réseau 1" devient ainsi un réseau
de V; on a yel' si et seulement si x.y €2 pour
tout x eI

Au réseau I, nous associerons la fonction suivante,
définie sur B} :
{93} Op(t) = X e-™=n

re

Enfin, nous choisirons la mesure invariante p de V
de telle sorte que, 8i <, ..., g, est une base orthonormale
de V, le cube unité défini par les g ait un volume égal

4 1. Levolume p du réseau I' est alors défini par v = p(V/I')
cf. n® 6.1,

ProposiTion 16, — On a fidentiiéd
(91) Gl = RS Il O PSS

Soit f=e ™% (Vest une fonction indéfiniment
differentiable 4 décroissance rapide sur V. La transformée
de Fourier 7 de fest dgale & f. En effet, choisissons une base
orthonormale de V, et utilisons cette base pour identifier V
4 R*; la mesure p devient la mesure dy = dx; ... dx,, et

. e
la fonction fs"éerit " .
f = g~ L+ b ag)

On est alors ramené 4 montrer que la transformée de
Fourier de ¢~ est e~ ™, ce qui est bien connu.

On peut maintenant appliquer la proposition 15 a la
fonction f et au réseau (M*1"; le volume de ce réseau
est 12 o, et son dual est ¢~ V2[5 en explicitant, on obtient
la formule & démontrer.

6.3. Interprétation matricielle.

Soit #,, ..., e, une base de I Soit a; = ¢.¢. La
matrice A = {g;) ¢S5t une matrice symétrique, positive
non dégénérée. Si x = XLx ¢ est un élément de V, on a

x.x = Day; 6%
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La fonction @ s’écrit :
(95) Op() = 5 o~ Faijai,

e L
Le volume v de 1" est donné par la formule
(96) v = det {A)V2,

Cela peut se voir de la maniére suivante : soit g, ..., &,
une hase orthonormale de V, et posons

E= A ... A&y, E=e& A ... N e
Ona e=3g avee |A|=o D'autre part, on a :
¢.e = det (A) z.2;

en comparant, on obtient bien #® = det (A).

Soit B = (b;) la matrice inverse de A, On wérifie
tout de suite que la base duale (¢f) de (¢) est donnée par
les formules : .

e = e,

Les (g) forment une base de I". La matrice ¢ .¢; est égale
4 B. On en conclut en particulier que, si 'on pose
v =p(VIIV], ona w =1,

6.4, Cas pariiculier.

Nous allons nous intéresser aux couples (V,I") qui
vérifient les deux conditions suivantes :

1) Ledual TV de T" esi doal a I,

II revient au méme de dire que 'ona x.yeZ pour
x,yel et quela forme x. ¥ définit un isomorphisme de T
surson dual. En termes matriciels, cela revient & demander
que la matrice A = {g.¢;) soit a coefficients entiers et que
son déterminant soit égal & 1, d’aprés (96), cette derniére
condition équivaut & » = 1,

81 n = dim V| cette condition entraine que le module
quadratique [' appartient & la catégorie S, définie au
n® 1.1 du chapitre V. Inversement, si ' € 5, est défini
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positif, et si Pon pose V=I3R, le couple (V, m
verifie i).

i) Ona x.x=0 (mod2) pour tout xcl.

Cela signifie que I est de type 1], au sens du chapitre V,
ne 1.3.4, ou encore que les termes diagonaux ¢;.¢; de
la matrice A sont pairs.

Nous avons donné au chapitre V des exemples de tels
réseaux I

6.5. Les fonctions théia,

Dans ce numéro, ainst que dans le suivant, nous suppo-
sons que le couple (V, ') satisfait aux conditions i) et ii)
du numéro précédent.

Spit m un entier = 0, et notons ri-(m) le nombre des
&léments x de T tels que x.x = 2m, Il est facile de voir
que rp-(m) est majoré par un polynéme en m (et méme,
plus précisément, que rp(m) = O(m™#}}. Il en résulte
que la série entitre

o

Eurr(m) =1+ g+ ...

-

converge pour | g| << 1. On peut donc définir une fonc-
tion O sur le demi-plan H par la formule :

«
(9?} ﬂl-(z) = Eﬂi‘l—-(m] g" (m‘l g = aiﬂic}.
o
Cn a :
(98} BF{:.:-:) — E g’f‘f--'f}l"l —_— E grislzm
zE T

=T
La fonction Op est appelée la fonction théta du module
quadratique I'. C’est une fonction holomorphe sur H.

Tuéorkme 8. — a) La dimension n de V est divisible par 8.

b) La fonction Op est une forme modulaire de poids nf2,

L’assertion a) a dé&ja été démontrée (chap. V, n® 2.1,
cor, 2 aun th. 2},
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Mentrons que 8y vérifie I'identité
(99) bp(— 1/2) = (— i)™ Op(a).

Clomme les deux membres sont analytiques en z, il suffit
de prouver cette formule lorsque z = if, avee fréel > 0.
Orona:
Oplit) = X e ™% = Bp).
rel

De méme, Op(— 118} = Op(i71). Laformule (99} résulte
donc de (94, compte tenu de ce que v =1 et [V =T,

Comme # est divisible par 8, on peul récrire (99) sous
la forme :

(100) Bp(— 1/2) = 2" 6p(2)

ce qui montre bien que f;- est une forme modulaire de
poids n/2.

[Indiquons briévement une autre démonstration de a).
Supposons que # ne soit pas divisible par 8; quitte 4
remplacer I' par &1 ou '@T &0 & T, on peut
supposer que n = 0 (mod4), La formule (99} s’écrit
alors :

Op(— 1/2) = (— 1)" 2728,(z) = — 272 0:(2).

Si l'on pose w(z) = fp(z)dz*4, on voit que la forme
différentielle e est transformée en — e par 8 @ 24+ — 1)z
Comme @ est invariante par T:z—z 1, on en
conclut que ST transforme o en — w, ce qui est absurde,
puisque [5T)® = 1.]

CoROLLAIRE 1. — I exivte une forme parabolique fr de
poids nf2 tefle que
(1013 O =E, + /1 ot k= nfd,

Cela résulte du fait que Op(o0) = 1, donc que 8p — E,
est parabolique,
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4k . '
CoROLLAIRE 2. — Ona rp(m} = B Gy 1 (m} + O(m*),
ot k= n/d. k
Cela résulte du corollaire 1, de la formule (34) et
du théoréme 3.

Remarque. — Le « terme correctif » f1 est en général
non mul. Toutelois Siegel a démontré que la mopenne
(convenablement pondérée) des fr est mulle. Plus préci-
sément, soit C, Pensemble des classes (4 isomorphisme
prés) de réseaux I vérifiant 1) et ii), et soit gr Pordre du
groupe d’automorphismes d’un élément I' de G, (cf.
chap. V,n® 3.3}, On a

1
102 3 = =0
E ) TED, .Erfp
ou encore
1 1
103 — By = M,.E, hM,= 2 —.
(103) PEEC,. ar ! o o TEl &

On notera que cela équivaut & dire que la moyenne
des O est fonction propre des T(n).

Pour une démonstration des formules (102} et (103),
voir C. L. Siegel, Gesam. Abk., n® 20,

6.6. Exemples.

i) Le cas n=8.

Toute forme parabolique de poids n/2 = 4 est nulle.
Le corollaire 1 au théeréme 8 montre que Pon a Oy = E,,
autrement dit :

(104} rp(m) = 240a,(m) pour tout entier m = 1.

Ceci sapplique au réseau I'y construit au chapitre V,
n° 1.4.3, réseau qui est d’ailleurs 'unique élément de Cy.

e ——————— e e —

FORMES MODULAIRES [ iy

it) Le cas n =16,
Pour la méme raison que ci-dessus, on a :

o
(103) O =E, =1 + 480 X a,(m) g™
m=1

Ici, on peut prendre I'=T,@ Ty ou I' =T (avec
les notations du chap. V, n° 1.4.3); bien que ces deux
réseaux ne solent pas isomorphes, ils ont méme fonction
théta (ils représentent le méme nombre de fois chaque
entier},

On notera que la fonction § attachée au réseau L'y @ I'y
est le carré de la fonetion 0 de I's. On retrouve ainsi
Pidentité :

o o
(1+240 3 oy(m) g"? =1 + 480 3 o,(m) g™
o= ] me=1

i) Le cas n = 24
L’espace des formes modulaives de poids 12 est de
dimension 2. Il admet pour base :
65520 2

L oy(m) ¢"

E. =14
8 o 691 m=1

o X
F=(2r)2A=¢ Il (1—g"*= X (m)q"
1 =1

=

La fonction théta associée 4 un réseau I' s'écrit donc

(106) Op = Eg 4 op T, avee ¢op £ @.
On a :
65520
(107) rp(m) = zgl gy (M) + epv{m) pourm = 1.
Le coefficient ¢p se détermine en faisant m =1 :
85520
(108) r = rp(l) — oo,
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On notera qu’il est # O puisque 65520/691 n'est pas
un entier.

Exemples

aj Le réseau I' construit par J. Leech (Canad. . Math.,,
16, 1964) est tel que r{1) = 0. On a alors

op = —%Q = — 24325.7.13/691.
’E’:} Pour I'=1330y®,, on a rp(l) =3.240,
Fon cr='l?§$ = 273358/691.
¢) Pour ' =04, on a rp{l) =2,24,23, d'on :
- = % = 2103 227/691.

6.7. Compléments,

Le fait que nous n'ayons traité que le groupe modulaire
G = PSL, Z) lui-méme nous a obligé 4 nous limiter
aux réseaux vériflant les conditions trés restrictives
du n® 6.4, En particulicr, nous n'avons pas pu traiter
le cas le plus naturel, celui des formes guadratiques

Xi4 ...+ %2

qui vérifient i) mais pas ii). Les fonctions théta corres-
pondantes sont des « formes modulaires de poids #/2 »
{noter que #/2 n'est pas nécesairement pair, ni méme
cntier) par rapport au sous-groupe de G engendré par S
et T2 Ce groupe est d'indice 3 dans G; son domaine
fondamental a deux « pointes » auxquelles correspondent
deux types de « séries d'Elsenstein »; on obtient par ce
moyen des formules donnant le nombre de représenta-
tions d'un entier en somme de n carrés; pour plus de dé-
tails, voir les ouvrages cités dans la bibliographie ci-aprés.
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